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HOMOLOGIE DES ESPACES DE LACETS
DES ESPACES DE CONFIGURATION

par Y. FELIX et J.-C. THOMAS

1. Introduction.

Dans tout ce texte, M désigne une variété compacte simplement
connexe de dimension n sans bord et F, désigne soit le corps fini & p
éléments, soit le corps Q des nombres rationnels lorsque p = 0.

L’espace des configurations de k points de M, k > 1, est la variété
définie par :

F(M,k) = {(z1,z2, .-, Tk) | z € M,z; # x; pouri # j}.

Le type d’homotopie des espaces F(M, k) est lié & de nombreux autres
invariants homotopiques de M, a la composante de I'identité des groupes
Aut(M) des automorphismes de M et Diff(M) des difféomorphismes de
M ([6]), ainsi qu’a la cohomologie de Gelfand-Fuks de ’algebre de Lie des
champs de vecteurs ([5]). Ceci motive la recherche d’'un maximum d’infor-
mations sur I’homotopie et la cohomologie des espaces de configurations.

Que connaissons-nous au juste a propos du type d’homotopie des
espaces F'(M, k) et de leurs invariants homologiques ? La cohomologie de
F(M,k) a été calculée par F. Cohen lorsque M = R™ ([4]). Avec Taylor,
ce dernier a également mis au point une suite spectrale qui converge vers
la cohomologie de F/(M, k) et dont le terme E; est un quotient de I’algebre
H*(F(R",k);Fp) ® (*H*(M;F})) ([5]). Lorsque M est une surface, les
nombres de Betti de F'(M;k) pour k < 3 ont été déterminés par Brown et
White ([3]).

Cette recherche a été rendue possible par un accord de coopération CNRS-CGRI.
Mots-clés : Espace de lacets — Algébre de Hopf — Séries de Poincaré — Espace de
configurations.

Classification A.M.S. : 57TR19 — 55P35 — 57N60.
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Le groupe de permutations X agit librement sur F(M,k) et le
quotient, I’espace des configurations non ordonnées, se note habituellement
C(M,k). Dans un travail récent ([1]), Bodigheimer, Cohen et Taylor
indiquent comment calculer les nombres de Betti de C(M;k) en fonction
des nombres de Betti de M et de ’homologie des espaces 2™ SP.

Désignons par N le complémentaire d’un point dans M. Le groupe
Diff (M) agissant de maniére transitive sur M, le type d’homotopie de N ne
dépend pas du point choisi. Notre résultat concerne les variétés compactes

simplement connexes qui vérifient la condition I, suivante relative au corps
Fp:

I = Pinclusion N — M induit un morphisme surjectif
P Ho(ON;F,) — Ho(QM;Fp).

Cette condition est souvent réalisée.

THEOREME ([15], Th 5.1). — Toute variété compacte simplement
connexe dont la cohomologie rationnelle n’est pas engendrée par un seul
générateur vérifie I.

THEOREME ([11]). — Toute variété compacte simplement connexe de
dimension n satisfait I, lorsque p est un nombre premier impair tel que

(1) H*(M;Fp) n’est pas engendrée comme algébre par un seul généra-
teur,

(2) p > nm ott m désigne le nombre minimum de générateurs du
groupe abélien gradué H,(M;Z).

A ces deux théorémes nous ajoutons :

ProprosiTION. — Soit M une variété compacte simplement connexe
dont la cohomologie rationnelle est engendrée par au moins deux généra-
teurs. Si pour un sous-anneau R de Q, le R-module H,(M;R) est libre,
alors pour tout nombre premier p non inversible dans R la condition I, est
satisfaite.

Notons Q@ = {q1,42,---,¢m} un ensemble de m points distincts
dans M. Le groupe des difféomorphismes de M agit transitivement sur
l’ensemble F(M, k). Il s’ensuit que ’espace F'(M — @y, k) ne dépend pas, a
homéomorphisme pres, du choix des points formant ’ensemble Q,,,. D’autre
part, pour m > 2, I’espace M — @,,, a clairement le type d’homotopie du



HOMOLOGIE DES ESPACES DE LACETS ’ 561
bouquet de N et de S(m — 1) ou S(j) désigne un bouquet de j spheéres de
dimension n — 1.

Dans ([6]), Fadell and Neuwirth considérent une suite de fibrations
localement triviales :

F(N,k—1) F(M—Qa,k—2).. F(M=Qiy1,k—i—1)... M—Qp_1

! ! ! !
F(M,k) F(NJk—1) ... FM-Qik—1i) ... F(M—Qg_2,2)

! ! ! !

M N M —Q; co M—Qy_2

Ces fibrations admettent des sections pour ¢ > 1. De plus, si n est
impair, alors elles admettent toutes une section ([6]).

Notre résultat concerne la structure de ’homologie de ’espace des
lacets des espaces de configuration. Fixons le corps des coefficients Fp. Si X
désigne un espace connexe par arcs, nous notons par Px = Px(t) la série de
Poincaré de X & coefficients dans le corps F, : Px(t) = Y dim H;(X,Fp)t".

T

THEOREME. — Soit M une variété compacte simplement connexe
de dimension n vérifiant I, et dont I’espace vectoriel de cohomologie a
coefficients dans le corps IF,, est au moins de dimension trois. Alors,

1) pour tout k > 2, on a une suite exacte d’algebres de Hopf

F, » H.(QF(N,k —1);Fp) — H.(QF (M, k);Fp) — H,(QM;Fp) — Ty

2) La série de Poincaré de 'espace QF (M k) est donnée par

k
Pan

T, 4 (k—i— 1)tn—2Pgp)

Pormk) =

Rappellons que pour les espaces simplement connexes, on a un
isomorphisme H,(X;Q) = U, (2X) ® Q.

D’autre part, du point de vue de leur type d’homotopie rationnelle,
les CW complexes finis se répartissent en deux catégories. On distingue les
espaces elliptiques pour lesquels la somme Y dim7;(X) ® Q est finie et

i>2
les espaces hyperboliques pour lesquels la suite Y dimm;(X) ® Q a une
Jj<i
croissance exponentielle ([7]). Nous en déduisons :
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COROLLAIRE. — Soit M une variété compacte simplement connexe,
alors, pour k > 2, de trois choses I'une :

1) Ou bien, ’espace F(M, k) est hyperbolique et 7,.(QF(M,k)) ® Q
contient une algébre de Lie libre a deux générateurs.

2) Ou bien M a le type d’homotopie rationnelle d’une sphére S™,
et k < 3. On a alors F(M,2) ~y S, F(M,3) ~¢ §*"~! si n est pair et
F(M,3) ~g S™ x 8™~ sin est impair.

3) Ou bien H*(M;Q) = Q[z]/z"*!, n > 2 et k = 2. Dans ce cas,
F(M,2) est un espace formel de cohomologie rationnelle Q[z,y]/(z"*?,

n . .
TV, lyl = lal.

.

Preuve. — L’inclusion 7,(M — Qr) C m.(F(M,k)) montre que
T (QF(M,k)) ® Q contient une algebre de Lie libre dans les trois cas
suivants :

a) L’algebre H*(M;Q) requiert au moins deux générateurs et k = 1,
cas inerte ([15)),

b) la cohomologie réduite de M est rationnellement non nulle et k > 2,
c) k>3

L’étude du cas particulier des spheres est faite dans ’article de Fadell
et Neuwirth ([6]), la description de F'(M,2) dans le second cas résulte de
la suite spectrale de Cohen-Taylor ([5]). O

2. Démonstration du théoréme.

2.1. Rappelons, ([10]), que si un espace a le type d’homotopie d’'un CW
complexe simplement connexe fini, alors la réunion des sous-algebres de
Hopf normales résolubles de H,(2X;F,) est encore une sous-algebre nor-
male résoluble appelée radical de H,(2X;F,) et notée R(X;Fp). Lorsque
R(X;F,) = 0, nous disons que I’espace X est p-semi-simple. Si R(X;Fp)
est non nul, alors il contient toujours un élément central primitif. En effet,
il suffit de considérer un élément de plus bas degré dans la sous-algebre de
Hopf dérivée maximale non triviale de R(X;Fp). Il s’ensuit qu’un espace X
est p-semi-simple si et seulement si H,(2X;F,) ne contient aucun élément
central primitif.
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Avec S. Halperin, nous avons étudié les liens entre les structures
d’algebres de Hopf sur les homologies de la fibre, de ’espace total et de la
base dans une fibration multiplicative. Pour résumer les résultats obtenus,
([8]), considérons une fibration

F;»EL»B,

formée d’espaces simplement connexes avec homologies de type fini.

Dans ce cas, la suite spectrale de Serre de QF — QF — QB est une
suite spectrale du premier quadrant formée d’algebres de Hopf bigraduées.
De plus,

i) E2, = Hy(2B) ® Hi(QF), comme algebre de Hopf.

ii) Pour tout r > 2, l'algebre de Hopf E" est isomorphe au produit
tensoriel EY o ® Eg, ® AV"™ ou AV" désigne une algebre extérieure primi-
tivement engendrée en degrés impairs ([8]).

ili) Les différentielles d" de la suite spectrale vérifient :
dr(EI,O ® VT) C ZE()"* ® E_T_’* y

ou Ef , = &b Ef ., et ZEj, désigne la sous-algebre engendrée par les
s>0
élements centraux primitifs de E7 , ([8]).

iv) Si R(F;F,) = 0, la suite spectrale dégénére au terme E? et on a
donc une suite courte exacte d’algebres de Hopf :

Qja Qp.
Fp — H.(QF;F,) —— H,(QE;F,) —— H.(QB;F,) - Fy, (8)).

v) En particulier, lorsque F' et B sont simplement connexes et p-semi-
simples, alors F est aussi semi-simple.

2.2. Pour | > 2, les espaces M — @Q; ont le type d’homotopie de
NV S(I - 1). L’homologie de leur espace de lacets H, (M — Q;);Fp) est
donc isomorphe au produit libre H, (QN;Fp)UT(V(1—-1)) ou T(V(1—1)) est
une algebre tensorielle engendrée par un espace vectoriel V(I —1) concentré
en degré n — 2 et de dimension [ — 1. En particulier, si I’homologie réduite
de N est non nulle, l'algébre H, (Q(M — Q,);F,) n’a pas d’élément central
primitif pour [ > 2.

LEMME. — Si M satisfait I, alors 'espace N = M — Q1 est p-semi-
simple.
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Preuve. — Ecrivons M = N |Je,,. L’application d’attachement de la
7
derniére cellule ¢ : S*~! — N détermine une classe a € H,_2(Q2N;F,). No-

tons J I'idéal engendré par a dans H.(QN;F,) et par E° = @EJ , I'algebre
bigraduée associée & la filtration J-adique de H,(Q2NV;F,). L’hypothese I,
entraine l'existence d’isomorphismes bigradués ([15], 2.3, 2.4 )

EY, = H.(QN;F,)/J = H,(QM;F,)  E°=EJ, UT(a).

Il s’ensuit que E° et a fortiori H.(2N; F,) ne possédent aucun élément
central primitif. g

2.3. Pour démontrer le théoréme, il suffit maintenant de considérer
la suite de fibrations

F(M—Q,;.,.l,k-—i—l)—*F(M—Qi,k—i)—*M—Qi.

Une induction décroissante sur les entiers ! > 1 montre d’apres (v) que les
espaces F(M — @i,k — ) sont p-semi-simples pour | > 1. L’assertion (iv)
fournit alors la premieére moitié du théoreme. La seconde partie du théoreme
résulte directement des formules suivantes sur les séries de Poincaré :

PQ(XVY)—I = Pox '+ Poy ' -1,
et ([13], Th. 1),

Pan(1+t"?Paoum) = Pau -

3. Preuve de la proposition.

Désignons par F' la fibre homotopique de ’inclusion naturelle N —
M. Par ([12]), nous savons que I’homologie réduite de F & coefficients dans
Panneau R est un H,(QM; R)-module libre engendré par un élément de
degré n — 1. Comme H,(M; R) n’a pas de torsion, il en est de méme pour
H.(F;R).

Dans ce cas, 1'algébre des cochaines C,(Q2F;R) admet un modele
minimal. C’est-a-dire qu’il existe un morphisme d’algebres différentielles
graduées

(T(W), D) — C.(QF; R)
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induisant un isomorphisme en homologie, avec les propriétés suivantes :

W =s"'H,(F;R) D(W) c T2X(W).

Considérons maintenant le diagramme commutatif :

(T(W),D) = (TWeQ),Del)
! !
C.(QF;R) — Ci(QF; Q).

Les applications verticales sont des quasi-isomorphismes et les appli-
cations horizontales des injections. Dans ([15]), Halperin et Lemaire mon-
trent que H,(QF;Q) est isomorphe & ’algébre tensorielle sur W @ Q. 11
s’ensuit que D ® 1 est nul et, par le diagramme ci-dessus, D est aussi nul.

Si p est non inversible dans R, alors H,(F; R) ® F, = H.(F;F,). En
tensorisant le quasi-isomorphisme

(T(W),0) > C.(F; R)
avec FFp, nous obtenons un quasi-isomorphisme d’algebres graduées
T(s  H,(F;F,),0) — C.(QF;F,).

Ceci démontre que H,(Q2F;F,) est une algebre tensorielle sur au moins
deux générateurs, et que R(F;F,) = 0. Par le point (iv), la suite spectrale
de Serre de la fibration

QF —- QN — QM

dégénere au terme E? et la condition I, est bien vérifiée. O

4. Type d’homotopie des espaces de configurations
de deux points de M.

Soit M une variété différentiable compacte simplement connexe de
dimension n, on considére le diagramme suivant formé de fibrations

M-{x} & M
i Lk
F(M,2) <& MxM
I m Ip

M = M.



566 Y. FELIX, J.-C. THOMAS

Les différentes applications sont définies par les formules i(m) = (*,m),
k(m) = (x,m), h(m) = m, j(m,n) = (m,n), 7(m,n) = m = p(m,n).
Comme M est compact, h. est injective en homologie et il en est donc de
méme pour la composée

M- {35 M E M x M
Il en résulte que I’application
H (M - {«}) & H,(F(M,?2))

est aussi injective et donc que la suite spectrale de Serre pour la fibration
de gauche dégénere au terme Ejs.

D’autre part, les fibres homotopiques de j et de h sont les mémes.
Lorsque la cohomologie rationnelle de M n’est pas engendrée par un seul
générateur, il résulte de ([13]) que la fibre homotopique F de j a le type
d’homotopie rationnelle d’'un bouquet infini de spheres. Dans tous les cas
([12]), la série de Poincaré Pr est donnée par la formule :

Pr=1+ tn_IPQM.

Désignons par A(M) lalgébre des formes de de Rham sur la variété
M, et par (AZ,d) % A(M) un modele minimal sur R de M. Par le théoréme
de Halperin sur le modéle des fibrations ([14]), F(M,2) admet un modele
sur R de la forme

(AZ ® AZ ® AV, D) S A(F(M,2)),

avec D(z®1®1)=d(2)®1R1et D(1®2®1) =1®d(2) ® 1. De plus,
V=QuaV2" et D(v) =3 a;®0;, les o; désignant une famille de cocyles

de AZ représentant une bage de la cohomologie de M et les 3; des cocyles
représentant les classes duales pour la dualité de Poincaré. Ce dernier point
résulte directement de 1’étude de la cohomologie des espaces F(M,2) faite
par Cohen et Taylor dans ([5]).

Dans certains cas, ceci suffit pour connaitre le type d’homotopie
rationnelle ou réelle de F(M,2). Ainsi,

COROLLAIRE. — Si M est une somme connexe de r copies du produit
de deux sphéres de méme dimension, M = #"(S™ x S™), alors la variété
F(M,2) est formelle et admet pour cohomologie I’algébre

H*(F(M,2) = H*(M) ® H*(M)/I,
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ou I désigne I'idéal engendré par la somme Y, x; ® y;, les x; désignant une

base de H*(M) et les y; des classes duales pour la dualité de Poincaré.

(1]
2
(3]

7]
(8]
)
(10]
(11]
(12]
(13]

(14]
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