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0. Introduction.

Une connexion méromorphe sur une variété analytique complexe X, &
péles le long d’un diviseur (réduit) Z C X est un Ox[*Z]-module cohérent
M (ot Ox[xZ] est le faisceau des fonctions méromorphes sur X & poles le
long de Z) muni d’une connexion plate V : M — QL @ M.

Dans la suite de cet article (mis & part Pappendice), nous supposerons
que X est une surface. En effet on dispose dans ce cas de résultats
(encore partiels) sur la structure formelle d’une telle connexion (aprés
éclatements) au voisinage de tout point de Z. Des résultats analogues en
toute dimension semblent pour le moment hors d’atteinte. En dimension 2
une telle connexion est alors localement libre sur O[xZ] et la donnée de V
correspond dans des coordonnées locales (x1,z2) & la donnée de matrices
Ai(zy1,z2) et Az(x1,z2) & poles le long de Z et satisfaisant la condition
d’intégrabilité

0 0

— Ay — —A; =[A1, Ay].
9z, 2 92 1= [A1, Ag]

Nous nous proposons ici de déduire d’hypotheses sur la structure
formelle de M des résultats sur la structure analytique de M. La démarche
est analogue & celle suivie en dimension 1 (voir par exemple [13]). Le
théoréme essentiel, dii suivant les cas & Sibuya, Gérard-Sibuya [4] et en
toute généralité & Majima [10], qui est un théoréme d’existence et d’unicité
locale de solutions de systeémes intégrables quasi-linéaires, est démontré
en appendice (en toute dimension). Nous avons cru utile de donner une
démonstration analogue 4 celle donnée par Ramis-Sibuya [16] en dimension
1. Nous avons notamment simplifié la présentation faite par Majima des
faisceaux de fonctions admettant un développement asymptotique, suivant
une suggestion de J.P. Ramis.

Ce théoréme permet d’obtenir, lorsque Z = D est un diviseur a
croisements normaux dans X, la structure locale des AY( D) [*D]-connexions

admettant une trés bonne structure formelle (ot X (D) est un éclaté réel de

X et Az p est le faisceau des fonctions C*>° sur X (D) qui sont holomorphes
sur la partie isomorphe & X — D).

En un point général de D, la connexion M est isomorphe a une
famille analytique de connexions en dimension 1, ce qui permet de définir
les (directions des) lignes de Stokes en famille. En considérant ’adhérence
dans X (D) de cette famille, on obtient une surface, a priori singuliere (ce



EQUATIONS DIFFERENTIELLES A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS 1621

type de singularité a été étudié par Kostov [6]). Nous montrons, toujours
sous I’hypothese d’une tres bonne structure formelle le long de D, comment
obtenir une définition globale de cette surface de Stokes, munie d’une
résolution partielle de ses singularités. Nous construisons cette surface
comme fibre d’une fibration (topologique) sur S, appelée ici fibration de
Stokes. Par exemple, pour la connexion de rang 1 engendrée par e'//,
cette fibration est topologiquement équivalente & la fibration de Milnor
de la fonction analytique f composée avec V'inversion t — 1/t. L’outil de
base pour la globalisation est ’ensemble des variétés r-caractéristiques du
Dx-module holonome associé & M, variétés qui ont été introduites par Y.
Laurent [9]. La présentation qui en est faite au § 4 ainsi que la généralisation
du § 5 a été obtenue en collaboration avec F. Castro.

Supposons maintenant Z quelconque et soit 20 € Z. Si il existe une
suite d’éclatements e : X — X & centres ponctuels au-dessus de z° rendant
Z & croisements normaux et telle que la connexion image inverse e* M
admette une trés bonne structure formelle le long de e~!(Z), nous pouvons
utiliser les résultats précédents pour associer & (M,z°) une fibration de
Stokes de base S! indépendante du choix de e. Nous montrons que la
fibre de cette fibration est une surface (réelle) semi-analytique avec des
singularités éventuelles au-dessus des points de croisement de e~1(Z). Dans
le cas ou cette surface est lisse, c’est une surface orientée dont toutes
les composantes connexes ont un bord non vide : chaque composante a
alors le type d’homotopie d’un bouquet de cercles. Ceci est une variante
topologique d’un résultat de Z. Mebkhout concernant la perversité du
complexe d’irrégularité d’un Dx-module holonome.

Ce complexe d’irrégularité peut s’obtenir, sous les mémes hypotheses,
comme image directe de celui de et M le long de e~1(Z), et ce dernier
comme image directe du complexe d’irrégularité de la A-connexion associée,
par la projection de I’éclatement réel de X considéré plus haut vers X. Nous
détaillons alors la démonstration d’un résultat annoncé par Majima [11] : ce
dernier complexe n’a de cohomologie qu’en degré 0. De plus, nous montrons
un résultat de R-constructibilité pour ce complexe et nous précisons une
stratification adaptée a ’aide de la fibration de Stokes.

Une partie de ce travail a été effectuée lors d’un séjour de 'auteur &
I'université du Québec & Montréal et a 'université de Nagoya au printemps
1992.
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1. Trés bonne structure formelle le long d’un diviseur
a croisements normaux.

1.1. — Soit X une surface analytique complexe lisse, D C X un
diviseur (réduit) & croisements normaux et M une Ox[*D]-connexion (i.e.
un Ox [*D]-module localement libre de type fini M muni d’une connexion
plate V: M — Q% ® M). Soit 2° € D. Nous noterons

Opo =0 = lim(Ox /T) 4o

X|D,z0

De méme nous noterons Mgo = Oz ® M,

X,zo

Soit » € Oyo[*D]. Nous noterons £° la Oypo [*D]-connexion libre de
rang 1, de base e telle que Ve = dpg®e. Si ¢ € @xo, la connexion est
isomorphe 4 la connexion triviale, de sorte qu’en général £¥ ne dépend que
de la classe de & dans Ogo[xD]/Oyo.

1.2. — Nous dirons qu’une Ox[*D]-connexion est réguliére si elle ad-
met localement un réseau (i.e. un sous-Ox-module cohérent qui I'engendre
sur Ox [D]) stable par les champs de vecteurs logarithmiques le long de D.
On a de méme la notion de Oxo [*D]-connexion réguliére, et toute Oyo [*D]-
connexion réguliere R0 provient d’une O X 20 [*D]-connexion réguliére :

~

R$0 = O:DO ®O o Rxo.

X,z
Plus précisément, nous dirons qu'une Ox[*D] (resp. Oyo|[*D])-connexion
réguliere est élémentaire dans les cas suivants :

o si 0 est un point lisse de D = {z; = 0}, il existe une base dans
laquelle la matrice de x10,, est constante et n’a qu'un seul bloc de
Jordan, et la matrice de 9, est nulle;

e si 2° est un point de croisement de D = {z1z2 = 0}, il existe une
base dans laquelle les matrices de 10, L et :c2(9z2 sont constantes
et n’ont qu’une seule valeur propre.

On voit quune Oo [*D]-connexion réguliere élémentaire provient
d’une connexion réguliere sur O X,zo[*D] et I’on montre comme en dimen-
sion 1 que dans les deux cas toute connexion réguliere est somme directe
de connexions élémentaires.
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1.3. — Soit M0 une O,o[*D]-connexion. Nous dirons que Mo admet
une bonne décomposition si il existe une décomposition

o A est un ensemble fini, p, € Oyo [*D] /6$0 et de plus pour tous
a# P €A po # ppetlesdiviseurs (Po) et (Pa—Pp) ont leur support dans
D, sont < 0 (au sens de l'ordre de Z ou Z2) et sont totalement ordonnés
pour cet ordre (cette derniére propriété n’est pas a priori satisfaite en un
point de croisement). On peut voir qu’une telle décomposition est alors
unique.

Nous dirons que Mo admet une trés bonne structure si aprés une
ramification convenable p autour de D, la connexion image inverse pt Mo
admet une bonne décomposition.

Enfin nous dirons qu’une Ox [*D]-connexion M admet une trés bonne
décomposition formelle (resp. structure formelle) en z° € D si la formalisée
Mo = Ogo ® M admet une bonne décomposition (resp. structure).

Remarque. — Lorsque D = {z; = 0}, on peut écrire o = z] "= -
U (Z1,Z2) avec uq(0,0) # 0 (ou bien u, = 0) et mq € N, si (z1,22)
sont des coordonnées centrées en z°. Alors la condition de trés bonne
décomposition implique que pour a # 3

e ou bien u4(0,0) # ug(0,0)
e ou bien uq(0,z2) = ug(0,z2) pour tout z2 proche de 0.

De méme, si D = {z1z2 = 0}, on écrit §, = £~ ™>u, avec u, comme
ci-dessus et m, € N? — {0}. Alors les m,, sont totalement ordonnés. Les
résultats suivants sont clairs :

(1.4) ProPOSITION. — Si M admet une trés bonne décomposition
formelle en z°, les §,, qui interviennent dans la décomposition sont dans
OX’:EO [*D]/OXJO. O

Ainsi, au voisinage de z°, il existe un modeéle élémentaire, c’est &
dire une Ox[*D]-connexion M; somme directe de Ox[*D]-connexions
élémentaires £ ® R, avec g € Oy o[*D]/Ox .0 et R, réguliere, telle
que Mo = Xft\lwo.
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(1.5) ProposITION. — Si M admet une trés bonne décomposition
formelle en z° et si M, est un modéle élémentaire en z°, c’en est aussi un
en tout point y° € D assez voisin de z°. a

Soit e : X — X un morphisme composé d’éclatements ponctuels
en nombre fini. Si Z C X est un diviseur réduit et M une Ox[*Z]-
connexion, on note et M le O - [*7~1Z]-module e* M muni de la connexion
naturellement induite par V. ff est naturel de conjecturer 1’énoncé suivant :

CONJECTURE. — Soit M une Ox[*Z]-connexion et z° € Z. Il existe
une suite finie d’éclatements ponctuels e : X :— X au-dessus de z° telle
que m~1(Z) soit un diviseur & croisement normaux au voisinage de 7~ (z°)
et que et M admette une bonne structure formelle le long de 7~'(Z) en
tout point de m~(z?).

Ici, “bonne décomposition ou structure” est définie comme “tres

bonne...” ; cependant aux points de croisement de D on remplace Om 40
rO—.
par O a0

2. Eclatements réels et faisceaux associés.

2.1. Fonctions C*° plates le long de D. — Soit D un diviseur a
croisements normaux sur la surface X. Soit P;D le faisceau des fonctions
C™ sur X, plates le long de D (voir par exemple [12]). Considérons le
complexe de Dolbeault (Px? gz) 59(",5) out £x est anneau des fonctions

X
C> sur X et £ le faisceau des (p, ¢)-formes C*°. Soit par ailleurs O)TII\D
le complété formel de Ox le long de D. Le résultat qui suit est un cas

particulier simple de celui de [2] (voir [11]).
(2.2) PropPosITION. — Le complexe (Px” é@ ER®,9) est quasi-isomor-
X
phe au complexe
0—O0x — O)ﬂ?) —0
ou Ox est placé en degré 0. O
2.3. Eclatements réels. — On suppose désormais que toutes les
composantes irréductibles de D sont lisses. Nous désignerons par X (D)

P’espace obtenu par éclatement réel orienté successif des composantes D;
de D (ce n’est pas ’éclatement réel du diviseur D). On dispose d’une
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application 7 : X(D) — X. Si 2° est un point lisse de D, on a 7~ (%) ~ S*
et si z° est un point de croisement 7! (z°) ~ (S!)2. En coordonnées locales
(x1,72), dans le premier cas, si D = {z; = 0}, X(D) a des coordonnées
(p1,601,22) € Ry x S x C et 7 est donnée par x; = p; exp(if;) et dans le
second cas, si D = {129 = 0}, X(D) a des coordonnées (p1, pz,8;,602) €
(R4)? x (S1)? et 21 = py exp(ib,), T2 = pa exp(ifh).

Soit ’P;g)l (P) Je faisceau des fonctions C* sur X(D), plates le long
de m~1(D) (voir [12]). C’est un faisceau mou et on a

<m~Y(D) _ <n~Y(D) __ p<D
R?T*'P?(D) = F*PX(D) =Px".

Soit Z° € 771(2). Si 2° est un point lisse de D on peut caractériser

<~ YD)
fe PY(D),EO

est définie et C* sur un voisinage ouvert U de Z°, nulle sur 7~ (D) et

comme suit, en prenant les coordonnées locales ci-dessus : f

(2.4) V K compact C U, Vn € N, 3Cg ,, >0 tel que

1 fllco,x < Cknhl-
Si 20 est un point de croisement de D,
(2.5) V K compact C U, ¥V n = (n1,ng) € N?, 3 Ck.n > 0 tel que

déf
[floo,x < Crenp™ (= Cr bt ).

On voit alors que ’P;?I;)l D) st un 7110x [*D]-module et un
7~ 1Ox[*D]-module. Par ailleurs le faisceau £, _ des fonctions C* sur

X(D)
X (D) est muni d’une action des champs de vecteurs logarithmiques le long

-1
de D (on le voit en coordonnées locales) qui préserve ’P;?D) (D) Par suite
D)

P P) et muni d’une action de n~1Dx[*D] et de 7~ 1Dx[*D]. On peut

X (D)
ainsi considérer le complexe de Dolbeault

PSP g pm1g0s B
( X (D) r—1Ex X

(2.6) LEMME. — Ce complexe est une résolution de

<D dé¢f 5. p<r (D) <x~ (D) —1£0,1
‘AY(D) = Ker 0 : PY(D) — PY(D) @nlERt
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Démonstration. — voir [11]. O

Du fait des formules de Cauchy, on peut caractériser .A<
<7r 1(D)

X (D) plus

: en reprenant les notations ci-dessus, f €
Ox(U—-7n"1(D)) est dans .A;?D)(U ) si et seulement si f satisfait (2.4) (resp.

(2.5)) sur K — 7~ (D). Ainsi A;](D 1y €St un sous-m 71 (Dx[*D])-module de
PX (D) (D) . On déduit alors du lemme ci-dessus et des résultats mentionnés
plus haut :

simplement que P

(2.7) ProposiTION. — Dans D®(Dx) le complexe RTI’*.AY(D)
quasi-isomorphe au complexe

0——>(’)x——>(’)§-|5——>0

ot Ox est en degré 0. a

(2.8) ProposiTiON. — ASP - est un =1 Ox-module plat.

X (D)

Démonstration. — Soit 20 € D et 2° € 77Y(D). 1l s’agit de

. . <D ss

montrer que si fi,...,fp € OX,zO et si ai,...,ap € ‘AX(D)—O vérifient
aifi + -+ apfp, = 0 alors (a1,...,a,) est une combinaison linéaire
a coefficients dans ‘AY( D)z de vecteurs de relations entre fi,...,f, a
coefficients dans Oy ,. On le montre par récurrence sur p. Commencons
par le cas p = 2. Considérons une relation a; f1+as fo = 0. On peut supposer
f1 et fo premiers entre eux. On peut supposer aussi que les diviseurs (fi)
et D n’ont pas de composante en commun, de méme que les diviseurs (f2)

et D, car z7 (resp. x1 et g si D = {z122 = 0}) est inversible dans AX(D)

La seule relation dans O X 0 €st alors la relation évidente et il s’agit

de montrer que a; = Afz et ag = —Afi avec A € AX(D) o~

Pour montrer l’existence de A, on choisit une suite d’éclatements
ponctuels (complexes) e : X — X au-dessus de z° résolvant les singularités
de fi et fy et telle que les transformés stricts de f; = 0, fo = 0 et D
ne se coupent pas; c’est possible d’aprés I’hypothese faite ci-dessus. On
en déduit l'existence d’un recouvrement ouvert (V;),c; d’un voisinage du
diviseur exceptionnel e~!(z°) et d’un a € N — {0} (resp. a € (N — {0})?)
tel que dans chaque V; 'une au moins des deux inégalités suivantes soit
satisfaite :

|froely, = |z1|* oey, (resp. [z]* oepy,)

2
|f2 o e|M > |x1]|% 0 ey, (resp. |z|* o e, )-
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Considérons en effet le cas ot D = {z; = 0}. Hors des transformées strictes
des courbes fi =0, fo =0et ;1 =0, fioe, fo0e et x1 0 e définissent le
méme ensemble, & savoir e~!(2?), de sorte que dans ce cas l'existence de a
est claire.

Au voisinage d’un point d’intersection de e~!(z°) et de la transformée
stricte de fi = 0, f2 o e et x; o e définissent aussi le méme ensemble, d’ou
I’assertion pour la deuxiéme inégalité.

Au voisinage du point de e~1(0) sur la transformée stricte de z; = 0
on a {fioe=0} C {x10e =0}, dol aussi la premiére inégalité (ou la
deuxiéme de maniére analogue) pour un « convenable.

Le cas ou D = {z1z2 = 0} est analogue.

On trouve ainsi un recouvrement fini (V;*);c; de V.— D, o1 V est un
voisinage ouvert assez petit de 29 tel que sur chaque V;* on ait

[fil s 2 lzljy. ou Ifaljvy 2 ll’lrv;-

Soit alors U un voisinage ouvert de Z° dans X (D) contenu dans 7~(V)
sur lequel sont définies a; et ap, et U la trace de V;* sur U — n~1(D).
Sur chaque U} on peut définir A par au-moins une des formules A = a1/ f2
ou A = —ay/f; et lorsqu’elles sont toutes deux définies, elles coincident.
De plus, A vérifie la majoration (2.4) (resp. (2.5)) sur chaque U}, d’ou le
résultat.

On raisonne maintenant par récurrence. Soient fi,...,f, € O x 0 €t
soit Y a;f; = 0 une relation & coefficients dans A%?D) -0
,
résultat précédent & f,, et au pged de fi,..., f,_;, on se ramene au cas ou
ce dernier est égal a 1.

En appliquant le

Ensuite on remarque qu’il suffit de montrer la platitude de A%)D) 0

sur l'anneau Oy o [z7Y], si (z1,22) sont des coordonnées adaptées a D.
Enfin, on peut supposer que fi,...,f, sont sous forme de Weierstrass
par rapport & une coordonnée z5. Aussi, il suffit de montrer la platitude
sur K[z}, ot K = C{x;}[z7"]. On choisit alors une relation de Bezout

-1
> hifi =1 avec h; € K[z5]. On en déduit une relation
i=1
p—1
(2.9) > (hifp)fi — o =0.

=1
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Par ailleurs, on a une relation entre fi,..., »—1 a coefficients dans
<D N .
‘AY( Dy z00 & SAVOIr
p—1

Z(ai + apfphi) fi = 0.

i=1

Par récurrence, le vecteur de composantes (a; + apfphi);—; . ,—1 est com-

binaison de relations sur Oy o[z7'] entre fi,..., fp—1- Du fait de la rela-
tion (2.9) on en conclut que (a1,...,a,) est combinaison de relations sur
OXJO[.’L'I_I] entre fi,..., fp- O

2.10. Complexe de de Rham “plat” sur I’éclaté réel. — Soit M un Dx-
module & gauche et DRx (M) = (2% ®o, M, d) le complexe de de Rham
holomorphe. Nous allons considérer le complexe

D _ D -1
DR3P, (M) = <A§(D) @ DRX(M),d)

sur X (D). Nous considérerons aussi les solutions sectorielles plates de M,
c’est & dire le complexe

RHom, -1p, (77 M, AL ).

On déduit des résultats précédents

(2.11) COROLLAIRE.

1. Rm, DR%?D)(M) est quasi-isomorphe (dans D*(Cx)) au com-

plexe simple associé au complexe double
2. Dans la catégorie dérivée DT (Cx), on a

R, RHom, —1p, (W‘IM,A§?D)) = RHomp, (M, {OX — 0)75}) .

d
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2.12. Le faisceau Af( Dy — Les actions des champs de vecteurs
logarithmiques le long de D et leurs analogues anti-holomorphes s’étendent

a £Y( Dy’ Si par exemple D = {z1x2 = 0}, et si ’on choisit des coordonnées

polaires sur X (D) comme au §2.3 on a (pour j = 1,2)

2;0, = % (pidy, —i0s,), @50, = % (pi8y, +195, ) -

On pose alors
Kerz,0;, NKerd;, si D = {z; =0}

Az ipy =
(D)
Kerz,0; NKerzyd;, si D= {z1z2 =0}.

Ainsi A py est un 7 ~1Ox-module, sur lequel on peut étendre l’ac-

tion de 7r‘1DX en posant 0, = exp(—ib;)d,. On a donc .A;I(DD) =
Ay( D) ﬂ'P;?D) (P) On a une caractérisation de AX( p) bar développements
asymptotiques :

(2.13) ProposITION. — Soit U = Uy x Uy un ouvert de X(D). On
afeAx D)(U ) si et seulement si f est holomorphe dans U — m=1(D) et
admet pour i = 1,2 un développement asymptotique le long de D, i.e.
il existe des fonctions an(p2,02) € A— (Ul) et bn(p1,61) € .AD (0)( 2)
telles que pour tout compact de U et tout n € N il existe une constante
Ck ., avec

n

f@) =) ap(za)ah| < Ciplm|™
0

et

F@) = bp()ab| < Cip lze™*
0

sur K — n~Y(D). O

Si localement D = D, U Do, notons Zz, pour Z = D, Dy, D1 N D5 et
Dy U Dy, P’idéal de -AY( D) engendré par les images inverses des équations
de Z et posons

A_— =lim Az p /T8
xoiz Az Tz

On a une application naturelle TZ : AY(D) — A_(/\)' . On a alors
X(D)|z
I'analogue du lemme de Borel-Ritt (voir [10, thm 2.2 p. 27]).
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(2.14) ProprosiTION (Borel-Ritt).

1. Si D = {z; =0}, on a une suite exacte de n~'Dx-modules sur
= (D)

Tp

<D _ —1py
0— A?(D) — AX(D)—m' OX|D — 0.

2. Si D = {z1z2 = 0}, en restriction a 7~1(0),
(a) pour Z comme ci-dessus, Tz est surjective;

(b) on a une suite exacte

<D _ Tp .
(215) 0 — A5G, = Az A 0

(c) le complexe de Mayer-Vietoris

0— Agpy—A_— ®A_—~ —A_ —  —0
X(D)|Dy X(D)|D2 X (D)|D1ND;

n’a de cohomologie qu’en degré 0 et on a un isomorphisme Ker ¢ ~
A __——  qui identifie ¢ et Tp.
X(D)|D

Remarques.

1. Dans le second cas on peut décrire plus explicitement A lors-

X(D)|z
que Z=D;,DyouD;NDy.0na A — =710 —
X(D)lDlﬂDg X,D1NDy
et A est le faisceau associé au préfaisceau
X(D)|D:
U~ AD_l(U N D1) |[.’L'1]I

ol D; est 1’éclaté réel de D; le long de D N Ds.
2. Dans le premier cas on a 77 1O— = A__—_ , de sorte que la
__XIp X(D)|D
suite exacte (2.15) existe sur X (D) alors que la description donnée
au point (¢) ne vaut que pour les points de croisement.

Esquisse de démonstration de la proposition 2.14 — Tout germe C*®
de Sy( D) admet un développement asymptotique en p,6 (ou en py,6; &
coefficients C* en pg,02,...). La condition d’“holomorphie” sur AY( D)
montre que ces développements ne dépendent de p, 6 que via z; = p;e
et T3 = p2e"2. On en déduit le premier point de la remarque ci-dessus.
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On peut alors utiliser une méthode analogue & celle du cas d’une variable
pour montrer les points (1) et (2.a) de la proposition, pour Z = D;, D, ou
D; N Da.

Pour le point (2.c), la surjectivité de ¢ résulte de ce qui précede.
Pour montrer que Keryp = Im4, il suffit, d’apres la surjectivité de Tp,

et celle de Tp,, de montrer que si u~ est une section locale de A_ —
X(D)|Dy
avec Tp,u~ = 0, il existe une section locale u de Ax(py avec T, u = Us

et Tp,u = 0. Si u~ est définie au voisinage de 6°, on se rameéne au cas ou
69 = 0, puis on écrit Us = Y- an(x2)x} et par hypothese T a, = 0 pour
tout n. On pose, au voisinage de 8°, u = 3" @, (71, T2)T} avec

an(z2) (1 - e‘l/zlcnm—l) si ;1 |an(z2)| #0
on(T1,T2) = an(x2) siz; =0
0 si an(z2) =0

olt ¢, 1 > 0 est tel que |an(z2)| < ¢ 1 lza|""". Alors u vérifie les
propriétés requises : le fait que Tpp u = Us est standard. Pour voir que
Tp,u =0, on écrit pour m € N sur K — 7~ (D) (K compact)

D enl@r,z2)at = Z‘i‘ Z

m+1

Du fait de la platitude des a,, on peut majorer |3 1"| par Cy, |zo|™
Quant au deuxiéme terme, on utilise la majoration

oo o0
> enl@n,z2)al| < Y lwiza[*T!
m+1 m+1

Enfin le fait que u soit C*° résulte de la proposition 2.13.

Enfin il est classique que Im 9 s’identifie 8 A_ . (voir par exemple
X(D)|D
[5, p. 41]), ce qui montre (2.c) puis (2.b). d

(2.16) PROPOSITION. — Ax( ) est un 7~ Ox-module plat.

Démonstration. — Au vu des résultats ci-dessus et de la proposition
2.8 le résultat est vrai sur la partie lisse de D. Aux points de croisement,

il suffit alors de montrer que les faisceaux A_ —  sont 7~ 1Ox-plats ou
X(D)|D;

encore 710 75, -plats. Cela résulte de la platitude de A_ sur 7r (’) D;
J

facile puisque D; est de dimension 1. O
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3. Structure des Az, [*D]-connexions qui admettent
une bonne décomposition formelle.

Soit M 4 une A—X(D)[*D]-connexion (i.e. un Az p)[*D]-module lo-
calement libre de type fini, muni d’une connexion plate V : M4 —

~-101 ;v 00 —1(,.0 Ao — A
Ty W_gX)OX M y). Soit 6° € 7~ 1(z") et posons Ago = AX|D,00' Posons

M Ao = A ® My, Cest donc une Ago [*D]-connexion. On peut
X (D),69

alors définir la notion de trés bonne décomposition formelle en 8° pour une

A')?( D) [xD]-connexion. Notons qu'une Ox [*D]-connexion M définit une

Ax(py [*D]-connexion M 4 = Az (D) @r-10x M.

(3.1) TuEOREME. — Soit M4 une Az p) [*D]-connexion qui admet
une trés bonne décomposition formelle en 6° :

(*) Mg — @ (5% ®7€a)
’ a€A
Pour tout a € A, choisissons une Ox[xD]-connexion réguliére R, re-

levant R,. L’isomorphisme formel (¥) se reléve en un isomorphisme de
Ax (D) g0 [*D]-connexions

Remarque. — Une version de ce théoréme, qui généralise a plusieurs
variables un résultat de Sibuya, a été montrée par Majima [10, thm III.2.1
p. 121].

Structure des A-connexions réguliéres. — Une Ax; D)[*D]-connexion
localement libre est réguliére si sa formalisée ’est.

(3.2) PROPOSITION. — Soit R 4 une Asx; p, [*D]-connexion réguliére.
Alors il existe (localement sur D) une Ox[xD]-connexion réguliére et un
isomorphisme au voisinage de tout §° € (S*)" :

—1(Ox)

R.A,OO l’ (AY(D) & W_lR) .
™ 90
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Démonstration. — Soit §° € (S')? et soit m’ une base de R 4 4o, M/
la base induite de

— _ -1 g
R.A,GO - (TrD oxiD)eo (ﬂ_lgx)eo R.A,GO'

D’apres le §1.2, il existe une base m dans laquelle la matrice :4\, de z;0,, est
constante, avec 1 = 1,2 si D a deux composantes et ¢ = 1 si D n’en a qu’une
et dans ce dernier cas la matrice By de 0., est nulle. Soit ® la matrice de
changement de base i = &7 et relevons-la en ® € GLa(Ax(py g0 [*D]) en
utilisant Borel-Ritt (2.14). Considérons enfin la base m = ®-m/. La matrice
A; de z;8,, vérifie A; = A? + C; avec Ci=0et A? constante, et la matrice
By de 0,, vérifie §2 = 0. Cherchons une matrice ¥ € GLd(.A-X( D),eo) telle
que T =1d et telle qu’apres le changement de base m; = ¥ - m la matrice
de z;0,, soit A? et celle de 8, soit nulle. La matrice ¥ cherchée est donnée
par une solution du systéme

xiBzi\I! = aqu(\Ii)—\Il-Ci (Z=1,2)

ou de

.’Blazl\p = a.dArlJ(\I’) - 'Cl

0,,¥=V-B
qui releve T =Id. Puisque T est solution du systeme formel associé, le
théoreme A.6 donne ’existence de V. a
Démonstration du théoréme 3.1. — Elle est analogue a celle du cas

d’une variable, aussi nous ne ferons que l’esquisser (voir par exemple [13,
p. 210]). Elle se fait par récurrence sur card A.

Fixons ag € A tel que m,, = max{mqs| a € A}. On pose, pour tout

P, = hyrx™Me -ZZ,(w,y) avec LA{a(O, 0) = 1 et on reléve i, en U,,. Notons

Ay, ={acAma=m,, et hoa=h,}.

Supposons d’abord que A,, # A. Nous allons relever & Az ) 40 la

décomposition de M relative & la décomposition de A en ApU(A-A,)
Il existe donc une base de la connexion dans laquelle la matrice £ s’écrit

(Qll Q12>
Q21 Q22
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ot Q,, =0, Q,, = 0, Q,; (resp. ©,,) est formée de blocs diagonaux du
type

Id-dy,, + (a1 Id +N1)d.T1 + (a2 Id + N2 )dzo

avec o € A, (resp.a € A—A, ), a1,az € C de partie réelle dans [0, 1] par
exemple et Ny, Ny sont des matrices nilpotentes. On est amené & résoudre

les systemes portant sur les matrices inconnues S;, (de la taille de Q,,) et
S (de celle de ;) :

dS;; = Qo+ (211512 — S128022) + 51221512
dSy = Qo1+ (2851 — S511) + 52121255

avec de plus EE =0et 3; = 0. On vérifie que ces sytémes sont intégrables
(du fait de 'intégrabilité de Q). On peut les écrire sous la forme du systéme
(%) de ’appendice (voir §A.1). Les A%) sont ici de la forme ¢, — g avec
a€A, et feA- Aa0 ; en particulier on a m®*) = m,, pour tout k (en
prenant les notations du §A.1). L’hypothése de trés bonne décomposition
formelle implique que I’hypothése du théoreme A.6 est satisfaite car ;5

et Q,, sont 3 éléments dans A_}?D) go- On peut donc trouver des solutions

S5 et Sy qui satisfont 3’; =0et §2\1 =0.

SiA=A,,, onremplace M4 par £ ~¥Pa0 @ M 4, qui vérifie 'hypothese
de trés bonne décomposition formelle. Si cette connexion est réguliere, on
applique la proposition 3.2. Sinon, en notant m;(,) = max {ma’aol a€ A},
on a A% # A et on peut décomposer cette connexion. a

4. Variétés r-caractéristiques.

La notion de variété r-caractéristique d’un D-module holonome le
long d’une hypersurface lisse a été introduite par Y. Laurent [9]. Nous
allons l'utiliser pour donner un sens intrinseéque et global aux exposants @,
qui apparaissent dans la bonne décomposition formelle d’une connexion
méromorphe (lorsqu’elle en admet une). Ceci nous permettra de donner
une démonstration rapide des propositions 1.4 et 1.5. Nous allons d’abord
rappeler la construction des variétés r-caractéristiques en toute généralité.
Pour plus de précisions, nous renvoyons a [17]. Les définitions ci-dessous
ont été introduites dans [7] et [9].



EQUATIONS DIFFERENTIELLES A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS 1635

4.1. Multi-filtration de ’anneau Dx . — Soit X une variété analytique
complexe et Y une hypersurface lisse et connexe de X. Notons F.(Dy) la
filtration croissante de ’anneau des opérateurs différentiels par le degré des
opérateurs. Elle est indexée par N et on a F,(Dx) = Oy. Nous poserons
F.(Dx) = {0} pour k < —1.

Notons V.(Dy) la filtration croissante de D, indexée par Z, associée
a I’hypersurface Y. On a par définition, pour tout k € Z et r € X

‘/k(DX)a: = {P € DX,:I:

P.-T}, cT}vjez}

ot Zy est I'idéal de Y dans X et Z{, = Oy pour £ < 0.

Soit 7 un rationnel > 0, avec r = €y/¢1, ol €y et ¢1 sont des entiers
> 0 premiers entre eux (et ¢; # 0). On considére la filtration croissante
"(FV)x de Dy indexée par Z :

T déf
(FV)A(Dx)= 3 F, (Dx) NV, (Dx).
{(50,5,)€Z2| Los,+E15, <A}

Soit (¢,y;,---,¥,) un systéme de coordonnées locales tel que Y = {t = 0}.
L’ordre d’un opérateur P pour la filtration "(FV)(Dyx) est noté ord, (P).
Si P est le mondme t®yP9] 32 ou 3 et 6 sont des multi-indices, on a

ord,.(P) = 4o (6] +7) + &1 (7 — o).

4.2. r-gradué. — L’anneau gr (FV)(Dy) est commutatif car r est
non nul. Pour l'identifier, commencons par considérer I’anneau bi-gradué
grf gr¥ Dx. L’anneau gr¥ Dy s’identifie 4 ’anneau des opérateurs différen-
tiels sur le fibré normal Ny X de Y dans X, opérateurs qui sont & coeffi-
cients polynomiaux dans les fibres de Ny X — X (voir par exemple [17]
ou [9]). L’anneau gr¥ gr’ Dx est donc 1’anneau des fonctions sur le cotan-
gent T*(Ny X) & coefficients polynomiaux dans les fibres du morphisme
composé

L’interprétation suivante sera aussi utile : on a gr¥ gr¥ Dy = gr¥ grf Dy
(voir une justification au §4.3 ci-dessous), ot V grf Dx est la filtration
de grf Dx naturellement induite par VDx ; cet anneau est alors aussi, de
maniére naturelle, 'anneau des fonctions sur le fibré normal Np. xT*X
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dans T* X de I’espace conormal Ty X de Y dans X, & coeflicients polyno-
miaux dans les fibres du morphisme composé

NT;XT*X — Ty X —Y.
Pour le voir, considérons la filtration V grf Dx. On a par construction

Vel Dx = kEBNVgrkFDX.

Si P est une section locale de grkF Dx qu’on écrit dans des coordonnées
locales

P= " a,(t,y)r™n,
la|=k

Pordre pour V dun monéme a(t,y)7*'n* = t¢b,(t,y)r*n* (avec
b(0,y) # 0) est oy — € = k — (|]&’| + £). Ainsi, au décalage pres de k sur
chaque grf Dx et en changeant les indices en leurs opposés, la filtration V
induit sur grf Dx la filtration par les puissances de I'idéal de Ty X dans
T*X, d’olu 'assertion.

Maintenant, les considérations du §4.3 ci-dessous montrent que

gr (FY)(Dy) s’identifie & ’anneau gr¥ gr’” Dx lorsqu’on munit ce dernier
de sa r-graduation naturelle.

4.3. Anneau de Rees. — La filtration "(FV)(Dy) n’est pas bornée a
gauche, aussi il est utile de considérer non seulement le gradué mais tout
autant I’anneau de Rees
déf _
Rervy(Dx) = }\ngr(FV),\(Dx)w'\ C Dx[w,w™).
C’est un faisceau cohérent d’anneaux ([17]). On a

grr(pv)(DX) = RT(FV)(DX) /wRT(FV)(DX)
et

Dy = Re(ey)(Dx) /(@ = DRe (o) (Dxc):

Cet anneau s’interpréte comme I'anneau de la déformation plate de Dy sur
son gradué pour "(F'V).

De méme, on peut considérer ’anneau de Rees associé a la bifiltration
FDxNVDx :

RFVDXd=éf e (FV)k’erukveCDX[u,v,u‘l,v‘l].

(k,&)€Z?
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On vérifie que cet anneau est plat sur Clu,v]. La restriction 4 u = v =0
peut donc se calculer de différentes manieres : en restreignant d’abord a
u = 0 puis & v = 0 on trouve gr” grf Dx ; en faisant 'inverse on trouve
grf gr¥ Dx ; de méme, en restreignant d’abord & la courbe C[u,v] — Clw]
définie par u — w’, v +— w’, on obtient R pvy(Dx) (voir [17]) puis en
restreignant & w = 0 on obtient gr’ FV)(Dy).

4.4. La fonction d’Euler. — Toujours pour r rationnel > 0, gr’ V) (D)
est muni d’une section globale ©, qui, dans les coordonnées locales ci-dessus,
s’écrit © = t7. Elle définit une fonction

T*NyX — C.

4.5. Module de Rees. — Soit M un Dyx-module cohérent. Une
filtration croissante "G(M) indexée par Z est dite bonne pour "(FV)(Dy)
si le module de Rees

Reg(M)E @ZTG*(M)“’A C Mw,w™!

est un module cohérent sur I'anneau R, py)(Dx). Le module gradué
gr $(M) = R, 5(M)/wR, (M) est alors cohérent sur gr (FV)(Dy).

Inversement, tout R, p(Dx)-module gradué sans C[w]-torsion est
de la forme R,;(M) pour une unique filtration de M, et un tel module
est cohérent si et seulement si cette filtration est bonne.

4.6. Pentes le long d’une hypersurface lisse. — Nous allons rappeler
la notion de pente introduite par Y. Laurent [8], [9] et nous allons donner
quelques compléments. Le résultat suivant est montré dans [9] :

(4.7) ProPOSITION. — Si T est un rationnel > 0, le support du module
gradué gr (M) est soit vide, soit une variété involutive r-homogéne de
T*(Ny X). De plus, le cycle défini par ce module est indépendant de la
bonne filtration "G(M) choisie. O

Rappelons que T*(Ny X') est muni de deux actions de C* : la premiére
est I’action cotangente de ’action de C* dans les fibres de Ny X — Y et la
seconde est ’action dans les fibres de T*(Ny X) — Ny X. En coordonnées
locales :

A (x7y,£777) = ()\_lx,y, )\f,’l])
#'(fﬂyy,f,ﬂ)= (Ic,y,,uf,,un)
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On définit alors P’action “r-homogeéne” de C* en faisant agir t € C* par
(X, ) avec A = 4 et p = tho,

L’existence d’une bonne filtration "G(M) n’est assurée que locale-
ment sur X. Le deuxieme point permet de définir globalement un cycle
CChy,,(M) de T*(Ny X), qui est involutif r-homogene. Le support de ce
cycle, i.e. celui du module gr (M) est noté Chy.,.(M). Il correspond 2
Z(TT;; x dans loc. cit.

Remarque. — Y. Laurent utilise le théoréme de Gabber [3] pour
montrer I'involutivité de Chy,,(M) lorsque M est Dy-cohérent et prouve
aussi I'inégalité

dim Chy (M) < dim Ch(M)

en utilisant un argument de platitude (cf . [9, théoréme 4.1.1]). On peut
donner aussi une démonstration de cette inégalité basée sur le théoreme de
finitude ci-dessous. On déduit en particulier de (4.8) que, lorsque M est
holonome, Chy (M) est lagrangienne pour tout rationnel r > 0.

(4.9) DEFINITION. — Soit r un rationnel > 0. Nous dirons que r n’est
pas une pente de M le long de Y au voisinage de x € Y si il existe un
voisinage ouvert de r dans Q tel que pour tout rationnel ' > 0 dans ce
voisinage, I’ensemble Chy.,+ (M) soit indépendant de r (au voisinage de z).
Nous dirons que r est une pente dans le cas contraire.

(4.10) DEFINITION. — Nous dirons que 0 est une pente de M le long
de Y au voisinage de z € Y si Chy,(M) # & pour tout rationnel r > 0
assez petit.

Nous noterons Py (M, z) I’ensemble de pentes de M le long de Y au
voisinage de x € Y. Dans le cas d’une seule variable, si M = Dx/DxP,
ou P € Dy, cet ensemble coincide avec I’ensemble des pentes du polygone
de Newton de P. On peut montrer :

(4.11) TutoriME ([9], [17]). — L’ensemble des pentes de M le long
de 'Y au voisinage de x € Y est fini. O

Remarques.

1. On peut montrer qu'un rationnel » > 0 est une pente si et
seulement si il existe une composante irréductible de Chy, (M)
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qui n’est pas bi-homogene dans T™*(N,-X) (le tout au voisinage de

2. Si C est une composante de Chy, (M) dont I'image dans Ny X
est contenue dans Y, cette composante est stable sous l’action
du champ de vecteur 8/97 puisqu’elle est involutive, donc est
homogeéne relativement a la filtration V. Par suite elle est bi-
homogene. Une telle composante n’intervient donc pas dans la
définition des pentes. En particulier, on voit ainsi qu'un Dy-
module M a support dans Y n’a pas de pente > 0 le long de Y.

Nous supposerons désormais que le module M est holonome. L’en-
semble Chy (M) est donc équidimensionnel (car lagrangien) pour tout
rationnel r > 0. Nous pouvons alors considérer le cycle CChy,(M). Nous
noterons Ch’ la réunion des composantes non bi-homogénes de Ch et CCh’
le cycle correspondant.

4.12. Localisation. — Supposons que M = M[xY]. Alors M est
aussi un Dx [*Y]-module cohérent. On peut munir I’anneau Dx [*Y] d’une
filtration F' par le degré des opérateurs et de la filtration V relative a
I’hypersurface Y, olt I’on impose de plus & t~! d’étre d’ordre 1. On a alors
la notion de filtration r-bonne sur M. Soit r = £y/¢; > 0. On a

"(FV)\Ox[xY] = V[A/MOX[*Y] — {Walo,
et R, FV)Ox[*Y] est un R, FV)(’)X-module libre. De plus,

RT(FV)DX[*Y] = RT(FV)OX[*Y] . ® o RT(FV)DX;

T(FV) X
Soit "GM une filtration de M bonne pour "(FV)Dx. Alors le module

RT(FV)OX [*Y] ®Rr Ox RrgM

(FV)

est un R, py)Dx[*Y]-module cohérent sans Clw]-torsion (ol w est le
parameétre du module de Rees, cf . §4.5). Il existe par suite une unique
filtration "G’ M avec

RTGI.M = R"‘(FV)OX [*Y] ® RrgM

rFv)OX

et cette filtration est bonne. On a pour cette filtration

grrG' M=g"FV) 0y [xY] ® gréM.

gr" (FV) Oy
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On en déduit que le cycle associé a grrG' M est formé de la somme
des composantes de CChy,(M) qui ne sont pas contenues dans I'image
inverse de Y C Ny X par la projection 7* Ny X — Ny X. Les pentes de
M = M[+Y] peuvent donc étre calculées a I’aide de filtrations sur Dx [*Y].
On voit aussi que les deux cycles coincident en restriction & ©~(C*), ou ©
est le champ d’Euler. On en déduit, d’apres la remarque qui suit le théoréme
4.11:

(4.13) CorOLLAIRE. — Si M est holonome, on a

CChy, (M) = CChYy, (M([xY]). O

4.14. Le cas formel. — Notons comme plus haut O;{-‘; le complété
formel de Ox le long de I’hypersurface Y et D;{W Panneau des opérateurs
a coefficients dans O;{-I?. A tout Dx-module cohérent M, on associe son

formalisé M = D)/(-D\’ ®Dyx M. Si M est muni d’une filtration "G(M)

bonne pour "(FV)(Dx), le module M se trouve aussi muni d’une filtration
"G(M) = Oﬁ, ®oy "G(M) qui est bonne pour ’"(FV)(D;'?). Pour tout
r>0onagr V) (qu?) = gr FY)(Dx) et nous pouvons définir comme

plus haut les objets CChy,T(M\), Chy’r(./(/(\) et PY(/TA\, z) qui vérifient les
mémes propriétés.

(4.15) LEMME. — Soit M un Dx-module holonome. Pour tout
rationnel r > 0, on a CChy,r(.X/i\) = CChy,(M). De plus, on a aussi
grU(/\//?) = gr¥(M) pour toute V-bonne filtration U(M). En particulier,
Py(/\//?, z) = Py (M, z).

Démonstration. — Posons r = {y/¢;. On a, pour tout k, t -
"(FV)(Dx) C"(FV)_p, (Dx). Alors, en considérant la bonne filtration
ci-dessus, on a

"G(M)/ Gy, (M) = O%v ®o "Gr(M)/ Gy, (M)

= 045/105% ®o "Ge(M)/"Gy_y (M)

x|y "Xy

=Gy (M)/7 Gy, (M. O

4.16. Comportement par revétement cyclique. — Soit p : X' — X
un revétement cyclique de degré v ramifié le long de Y. Par définition le
groupe Z/vZ agit sur X', librement sur X’ — Y’ (ot Y/ = p~}(Y) est
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isomorphe & Y) et trivialement sur Y’. Il existe des coordonnées locales
(t',y") au voisinage de tout point de Y’ telles que I'on ait p(t',y') = (#'*, y').
On a Ox)y C OX’IY' en identifiant le premier anneau aux fonctions du
second invariantes par Z/v et Oy, est plat sur Ox. On a de méme, en
restriction & Y’ =Y, Dx([xY] C Dy, [xY”] : en coordonnées locales on pose
t'0, = (1/v)to,.

L’action de Z/v préserve la filtration VOy, et 'on a en restriction &
YI

VkOX' N OX = ‘/[k/V]OX

Ceci permet d’identifier gr¥ Ox & un sous-anneau de gr¥ Oy, (& savoir
le sous-anneau @y, gr,‘c/u Ox.), ce qui correspond au revétement cyclique
induit par p et noté p’ : Ny, X’ — Ny X. De méme, I'inclusion

Dx[*Y] C Dx/[xY'] ~ Oy, (? Dx[xY]
X

correspond au diagramme

/
w=T"*

p o’
T*Ny, X'——p""T*Ny X —T*Ny X
ou (en dehors de I'image inverse de Y'), la premiére fleche est un isomor-
phisme et la seconde un revétement cyclique.

Soit maintenant M un D x-module holonome et p* M = Oy, ® -10x

p~ 1M son image inverse au sens des D-modules.

(4.17) ProposITION. — On a CChy., ,, (pt M) = wp' ™ CChY, (M)
pour tout rationnel r > 0.

Démonstration. — D’aprés ce qui précede, il suffit de montrer la
proposition lorsque M = M[+Y]. On a alors ptM = (p* M)[xY].
En reprenant les notations plus haut pour "(FV)Ox[xY], on voit qu’en
restriction & Y’ =Y, R, pyyOx/[*Y'] est un R, pyOx[*Y]-module libre
et

R'(FV)DX’[*Y,] = R"(FV)OX’ [*Y/] . @29 (Y] R"(FV)DX [*Y].
rrv)¥x

Si "GM est une filtration de M bonne pour "(FV)Dy [*Y], I'anneau

R"(FV)OX’ [*Y,] ® RrgM

rrv)Yx ¥
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n’a pas de C[w]-torsion et permet donc de définir une bonne filtration

"G'(pt M). On a

gr' & pt M = gr' V) 0y, Y] ® gr ° M
gr' (FV) O, [xY]

d’ou le résultat. O

(4.18) CoroLLAIRE. — En restriction a ouvert © # 0, I'application
w~'p': CChy ,.(p* M) — CChy, (M)
est un revétement de degré v. a

4.19. Propriétés des variétés r-caractéristiques d’une connexion ad-
mettant une trés bonne structure formelle le long de Y. — Nous revenons
a la situation du §1 : X est une surface analytique, D est un diviseur a
croisement normaux et M est une Ox[*D]-connexion. L hypersurface lisse
Y sera ici la partie lisse de D. Nous supposons que M admet une tres
bonne structure formelle le long de Y.

(4.20) PropoOSITION. — Soit 7 > 0 tel que Chy, (M) # @. Alors

1. Chy,,.(M) est lisse et la projection Chy (M) — NyX est un
revétement d’image contenue dans Ny X —Y ;

2. Chy,(M) c ©7}(C*) et © : Chy (M) — C* est partout de
rang 1.

Démonstration. — L’énoncé est local sur Y et ne dépend que du
formalisé de M le long de Y, d’apres le §4.14, et il suffit de le montrer
apres un revétement cyclique autour de Y, d’apres le §4.16. On peut donc
supposer que M admet une décomposition en somme directe de connexions
élémentaires. Commencons par le cas d’une connexion élémentaire de rang
1 de la forme £¥ @ z¢, si Y = {z, = 0}, avec p(z1,z2) = ] "u(z1,x2) €t
m € N — {0}, u(0,0) # 0 (le cas régulier ne pose pas de probléme puisque
Chy., = @ pour tout r > 0).

(4.21) LEMME. — Dans ces conditions, on a

1. Py(M) = {m + 1} au voisinage de (0,0);
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2. sir =m+1, Chy, (M) est défini par les équations suivantes dans
T*NyX :

z7O +m - u(0,z2) =0

ou
7€ + 8_932(0’ T2) = 0.

Si 'on admet ce lemme, on voit, en utilisant Padditivité du cycle
CCh’ par extension, que la proposition est vraie pour toute connexion
élémentaire £¥ ® R. Pour montrer la proposition dans le cas général il
reste & voir que lorsque M admet une bonne décomposition formelle le
long de Y, les différentes composantes irréductibles de Ch/}/yT(M) ne se
coupent pas. Cela résulte des équations de Ch'Y’T (E2 ®R) et du fait que si
Ya # 8, o a ou bien u,(0,z2) = ug(0,z2) pour tout x2 voisin de 0, ou
bien u4(0, z2) # ug(0,z2) pour tout z2 voisin de 0. O

Démonstration du lemme. — On remarque d’abord que
M=EYQ® (E% = Dxl*Y]/(Pl, PQ)
avec

P1 =$18$1 —a—-(l)lg—;ol et P2:8a:2 —g—:;.
On en déduit que Chy,.(M) est une sous variété de la variété définie par
les symboles o,.(P;) et o,.(P2). Par suite Chg,y, =@sir#m+1. Ilreste a
voir, puisque (or(P1),0-(P2)) définit une sous-variété lisse irréductible de
T*Ny X (celle donnée dans I’énoncé du lemme) que Chy (M) # 2. Or
on vérifie aussi que Chy (M) = @ pour 0 < r <m+1 (pour r >m+1
c’est la section nulle de T* Ny X), de sorte que Chy 41 ne peut étre bi-
homogene. O

5. Variétés r-caractéristiques.

Nous restons dans la situation du §1. Soit M une Ox[*D]-connexion
admettant une trés bonne structure formelle le long de D. Pour chaque
composante irréductible (supposée lisse) de D nous avons construit les
variétés r-caractéristiques Ch,_ , C T*Np X. Pour construire la fibration
de Stokes au §6 nous serons amenés a recoller les quotients de ces variétés
par l'action de R} qui existe du fait de la r-homogénéité, au-dessus d’un
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point d’intersection de deux composantes D; et D; de D. A cette fin, il
faut introduire des variétés caractéristiques associées a la paire (D;, D;).
C’est cette notion que nous allons expliquer dans cette section.

Dans la suite, nous identifions X & un voisinage ouvert de 0 = z° dans
C?, muni de coordonnées z1, T telles que D = {175 = 0}. La construction
des variétés r-caractéristiques est un cas particulier de la construction
décrite dans [17, Appendice].

5.1. Tri-filtration. — Dans les conditions ci-dessus, ’anneau Dx est
muni d’une tri-filiration croissante (indexée par Z3) :

(F'V?*V),Dx = F, Dx N'V, Dx N?V, Dx

olt *VDx est la filtration relative & ’hypersurface D; (voir le §4.1). Pour
simplifier nous noterons (FV)Dx cette tri-filtration. L’anneau Z3-gradué
grlFY) Dy est 'anneau des polynémes sur T*C? = T*N {o}X muni de la
Z3-graduation (FV) : si (x1,2,£1,£2) sont les coordonnées sur T*C?,

zy est de tri-degré (0,—1,0)

x2 13 ” (O, 0’ __1)
& “7 (1,1,0)
13 ‘7 (1,0,1).

On dispose des fonctions d’Euler ©; = z;§; (i=1,2).

5.2. r-graduation. — Soit r = (r1,r2) € (Q%)? et posons r; = £y/¢;
avec pged(€o, £1,€2) = 1. Soit T(FV)Dyx la filtration (indexée par Z) définie
par

T(FV)\Dx = Z (FV)Dx.
{(50,581,82)€Z3| Loso+€151+L252<A}

On vérifie comme au §4.2 que le gradué grr(F V) Dx est isomorphe &
grFY) Dy lorsqu'on munit ce dernier anneau de la r-graduation pour
laquelle

x, est de degré —/;

m2 113 ” _£2
51 [19 ” EO + el
62 “ ”» eo + 82.
5.3. Variété r-caractéristique. — De la méme maniere qu’au §4.3

on peut associer a tout Dx-module cohérent une variété r-caractéristique
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Chp, p, r : C'est une variété involutive r-homogeéne de T*C?2. On dispose
des résultats généraux ci-dessous. Nous ne les utiliserons cependant pas
dans la suite.

(5.4) TukorEME (conséquence de [17, Appendice]). — Soit M un
Dx-module cohérent. Il existe une subdivision de (R) en cénes convexes
rationnels fermés de sommet l’origine, ne se coupant que le long de
faces communes, telle que la variété Chp, p, (M) ne dépende pas de r
lorsque (£y, £1, £2) varie dans une facette (relativement ouverte) de la subdi-
vision. a

On peut alors montrer que si M est holonome, Chp, p, p(M) est
lagrangienne et munie d’une action de C* du fait de la r-homogénéité,
et on peut définir le cycle CChp, p, r(M). On note Chy,, 1, p la réunion
des composantes de Chp, p, r qui ne sont pas tri-homogenes et qui ne
sont pas contenues dans I'image inverse de {z1z2 = 0} par la projection
T*N {O}X — N {o}X , et CCh' le cycle correspondant. Alors pour r fixé, le
cycle CChp, ,p, r (resp. CChl,, p, ) est additif dans une suite exacte de
modules holonomes.

On montre comme au §4.14 que CChp, p, p(M) = CCth,D%r(.K/l\),
ot M=C [z1,z2] ®o, , M est le formalisé de M en 0 et

CCh)p, p, r(M) = CChp, p, r(M[*D]).

Enfin, si p : X’ — X est un revétement fini de X, ramifié le long de D,
cyclique d’ordre v; le long de D;, on a avec des notations analogues et en
posant vr = (v171, Vara)

-1
Chll);,D;,ur(P+M) = wp' Ch’Dl,DZ,I‘(M)~

Supposons maintenant que M soit une Ox [*D]-connexion admettant
une tres bonne structure formelle le long de D en 0. Nous allons montrer

(5.5) ProPosiTION. — Soit C' une composante irréductible (supposée
non vide) de Ch, p, (M). Alors

1. Il existe une unique droite affine § de Q? d’équation ms;+mgsy =
mo avec mo # 0 et my ou mg # 0, (mg, m1,my) € N® premiers
entre eux, telle que r~! € b et que C soit une orbite du sous-tore
H C (C*)3 d’équation AT*\J*? = Ag® via laction de (C*)3 sur
T*C? définie par

(Aos A1, A2) - (1, T2, &1, &2) = (A\[ 121, AF 'z, AoAién, dodea);
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2. La projection C — N {O}X est un isomorphisme sur un ouvert de
N{O}X >~ C2.

Démonstration. — Définissons, pour v € (IN*)?, la droite vh par
Péquation vymis; + vomosy = mg de sorte quer € h < vr e vh. Il
suffit de montrer le résultat apreés un revétement v-cyclique le long de D et
apres formalisation de M de sorte qu’on peut se ramener, quitte a changer h
en vh, au cas ol M est somme directe de Ox [*D]-connexions élémentaires
puis en fait au cas ou M est élémentaire de rang 1, M = £¥ ® x* avec
@ = " ™u(z1,22), m € N%2, a € C? et ou bien u(0,0) # 0 ou bien u = 0
et m=0.

(5.6) LEMME. — Pour M élémentaire comme ci-dessus, Chy, p. (M)
n’est pas vide si et seulement si r vérifie miry 1y maTy 2 = 1 et dans ce
cas Chp, p, r(M) est définie par les équations

- _
{.r 61 +mu(0,0) = 0 . my et mg # 0

™0, + mzu(O, 0) = 0
et
my J—
{xl @l+m1u(0’0) - si mlaé()et m2:0.

& = 0
La proposition est donc satisfaite dans ce cas, en prenant pour h la
droite d’équation mis; + mose = 1. O
Démonstration du lemme. — Analogue a celle du lemme 4.21. O

Dans la suite il sera plus judicieux d’indexer les composantes des
variétés r-caractéristiques par les droites h correspondantes plutét que
par r. Nous noterons donc Ch'Dl, D,,p la réunion des composantes de
Ur Chlp, p, r qui sont h-homogenes.

Remarques.

1. Si h a pour équation mis; + masa = my, on a toujours sur
Chlp, p, (si M admet une bonne structure formelle en 0) I’égalité

m201| oy =m0z ¢y
1

’ .
Dy Dy,D2,b

2. La variété Chl, p,, est lisse, ie. ses différentes composantes
irréductibles ne se coupent pas dans T*C?2. Cela résulte de la
condition de bonne structure formelle et des équations ci-dessus.
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3. La subdivision prédite par le théoréme 5.4 est ici celle de R3
définie par les hyperplans dont 1’équation est ’homogénéisée de
celle de b, si Ch'Dl’ D,y 7 9, ainsi qu’éventuellement d’autres
droites contenues dans les plans de coordonnées.

6. Fibration de Stokes.

Nous restons dans la situation du §1 et nous supposons que toutes
les composantes irréductibles de D sont lisses. Notons D la partie lisse
de D. Soit M une Ox[*D]-connexion admettant une trés bonne structure
formelle le long de D.

6.1. — On peut appliquer les résultats du §4 pour Y = D°. Pour
tout r € Q% , la variété r-caractéristique Ch’Dc,’,(M) est lagrangienne et 7-
homogene, donc munie d’une action de C*. Cette action est induite par une
action sur T* N, X. Lorsqu’on munit N, X de ’action de C* “puissance
—£;” de laction naturelle dans les fibres de N, X — D°, la projection

Ch/ o’T(M) —_— NDoX

devient équivariante pour ces actions C* (rappelons que r = £y/¢1).

Soit SN, X le fibré en cercles associé a Np,X. C'est tout autant
le quotient de N, X — D° par 'action naturelle de R} C C* que par sa
puissance —¢1. C’est aussi I'image inverse 771(D°) de D° dans X (D).

L’espace de Stokes de pente r, noté Stp. (M) au-dessus de D° est
par définition le quotient Ch’,, .(M)/R%. On dispose d’une application
naturelle

StDoir(M) — SNDoX

car on a vu que Ch, .(M)NO~1(0) = @, donc la projection de Chip, (M)
dans NpoX ne coupe pas D°. On dispose de méme d’une application

SO : Stpe (M) — S' = C*/RY.

induite par ©. L’analogue de la proposition 4.20 se vérifie de la méme
maniere :

(6.2) ProOPOSITION.

1. Stpo (M) est une variété analytique réelle (lisse) orientable;
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2. SO est partout de rang 1;

3. Les fibres de SO sont des surfaces analytiques réelles lisses orien-
tables et la projection d’une fibre sur D° par composition de

StDo’r(M) — SNDOX i Do

est un revétement fini. O

Remarque. — Nous verrons plus loin que la projection sur SNpo. X des
’ -1 3 -1 <D
“secteurs” SO7(]F, 5°[) est le support de RHom(r M’AY(D))Iw—l(D*’)’
C’est la construction globale de ce support qui nécessite I’introduction des
variétés r-caractéristiques.

Si ’on appelle “surface de Stokes” de la connexion élémentaire locale
EP ® R, avec ¢ = z] u(z1,z2) le sous-ensemble de SNpoX défini par
z; ™u(0,z2) € R_, on voit que la “surface de Stokes” de la connexion M
est définie globalement au-dessus de D° comme la projection sur SNp. X de
SO~1(e'"). Son adhérence dans 71 (D) C X (D) est la “surface de Stokes”
de M le long de D. Nous allons compléter la “surface de Stokes déployée”
SO~1(e'™) au-dessus des points de croisement de D. Pour cela, nous allons
compléter d’abord St (M) « LI Stpo .(M).

T

Nous allons décrire d’abord les fibres de St p(M) au-dessus des points
de croisement de D. Nous effectuerons le recollement ensuite. Plagons-nous
au point de croisement de deux composantes Dy et D,. Soit ) une droite
affine de Q? telle que Ch,, p, (M) # @. Soit H le sous-tore (C*)? de
(C*)2 associé a h (voir proposition 5.5) et Hg sa partie non compacte
(R%)2. Nous poserons

Stp,,py (M) = Chp, p, y(M)/Hg.

Puisque Ch’Dl, D,5(M) est réunion d’orbites (non singulieres) sous H
agissant dans T*N, X, on voit que Stp,,p,,p(M) est réunion de tores
réels (S1)? ~ (C*)%/(R*)2. Par ailleurs, nous avons vu aussi que si 'une
des applications ©; ou O3 n’est pas identiquement nulle sur Ch,, p, (M),
elle est non constante et & valeurs dans C*, donc définit S©; ou SO, :
Stp,,p,p(M) — S'. De plus, si les deux sont définies, elles coincident.
Nous noterons SO, cette application. Enfin nous poserons

Stp,,0,(M) = [[ StDy,0,5(M).
b
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(6.3) PROPOSITION. — La réunion disjointe Stp(M) des Stpo (M)
et des Stp, p, n(M) (pour r > 0, tout couple (D;, D;) et toute droite b
comme plus haut) peut étre munie naturellement d’une structure d’espace
semi-analytique réel. Les fonctions SO et SO, ; ; se recollent en une fonction
analytique réelle SO : Stp(M) — S*.

6.4. — Soit alors Z un diviseur réduit quelconque de X, z° € Z et
M une Ox[*Z]-connexion. Supposons qu'il existe une suite d’éclatements
(complexes) e : X — X A centres au-dessus de 20, tels que e~1(Z) soit, au
voisinage de I'image inverse de z°, un diviseur & croisements normaux et
que et M admette une trés bonne structure formelle le long de e=!(Z) sur
ce voisinage.

(6.5) THEOREME. — Pour toute boule B assez petite centrée en
2° dans X, la restriction de SO & St.-1(znp)(e* M) est une fibration
topologique sur S'. De plus, si B' C B est une autre telle boule, les deux
fibrations sont topologiquement équivalentes. Enfin, si ¢’ est une autre suite
d’éclatements telle que €’ * M admette une trés bonne structure formelle,
les fibrations correspondant a e et €' sont équivalentes.

Démonstration de la proposition. — Au vu des remarques du début,
la question est locale au voisinage d’un point de croisement z° de D, aussi
nous nous placerons dans la situation locale du §5.

6.6. Cas oit M admet une trés bonne décomposition formelle. — Soit
M, une O[*D] -connexion somme directe de connexions élémentaires, avec
Mao Mlzo On sait alors (proposition (1.5)) que pour tout y° € D voisin
de z% on a

O— ® M,o 20— ® M 0
XDy o, o ¥ T TXIDa o, ly

et par suite on a Chp, (M) = Chpe (M) pour tout 7 > 0 (au voisinage
de z°). 11 suffit donc de prouver la proposition pour Mj.

Soit M, , = £¥ ® R, une composante élémentaire de M, (p €
Ox 4o [xD]/O x.z0)- Considérons I'application

(Sp,SO)
StDo(Ml Lp)—)SNDOX X Sl

oup: Np.X — D° est la projection. Il résulte du calcul fait au lemme 4.21
que cette application est injective. Plus précisément, si ¢ = z~™u(z1,x2)
(m = (m1,mz) € N2 — {0} et u(0,0) # 0), soit a : Np,X — C définie
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par a =~ " po (on note de la méme maniére les coordonnées de X avec
celles de Npo X). Sim; # 0 (pour i = 1 ou 2), la variété Stpo(M, ) n’est
pas vide et son image par ’application ci-dessus est le graphe de

Sa . SNDQX b Sl

(si par exemple i = 1, on a Sa(arg 1, z2) = —m; arg z1+arg(z; " 2u(0, z2))).

Définissons alors Sajz : 771 (z°) = (S')? — S! par
Sa12(01, 02) = arg u(O, 0) et m101 - m292.
Ce n’est autre que la composée de SO, avec I'isomorphisme

Stp,.p,(M1,,) G

Ces fonctions se recollent en une fonction lisse (au sens PL, car
n~1(D) est une variété PL) sur 7~}(D) C X (D) & valeurs dans S* si
my et my # 0 et en une fonction lisse sur 7=(D;) (resp. sur m~1(Dy)) si
my # 0 et mg =0 (resp. mg # 0 et m; = 0).

Ainsi nous pouvons poser
Stp(M, ,) = graphe Sa.

Notons que dans les deux derniers cas, Stp(M; ) est une variété & bord
et dans le premier une variété lisse (PL) et dans tous les cas c’est une
variété orientable. De plus, c’est un ensemble semi-analytique fermé dans
771(D) x S! et il est muni d’une fonction analytique réelle SO & valeurs
dans S, & savoir la restriction de la projection sur S*.

Terminons la construction de Stp(M;). Soit C une composante
irréductible de Ch,, p,(M)). Alors C est définie par la donnée de m €
N2—{0} et de c € C* (prendre les équations du lemme 5.6 avec u(0,0) = ¢).
Notons M,  la réunion des composantes M, , pour les ¢ correspondant
a C et posons

StD(Ml C) = U StD(Ml ¢) C W—I(D) X Sl.
’ (pHC K
Alors Stp(M, ) est un ensemble semi-analytique réel dans n=*(D) x S

(éventuellement singulier le long de son intersection C/(R%)? ~ (S*)? avec
7 1(z?)).

Enfin, nous posons

Stp(M;) = HStD(MLC)'
C
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Il s’agit de vérifier qu’au-dessus de D° on a
Stp(M1)|pe = Stp.(M1)
et qu’en restriction & 7~!(2°) on a
Stp(Mp) N7 (0) = Stp, p,(Mi).

Le deuxieme point est vrai par construction. Pour le premier point,
on remarque que pour ¢ = 1,2 on a

Stpe(Mi) = H Stpo r(M1)

r>0
et

Stpe (M) = |J = Stpe(My,) CSNpX x S*.

{o|mi=r—1}

11 suffit de vérifier que pour ¢ correspondant & C et ¢’ correspondant
a C' # C, et toutes deux de pente 7 le long de D;, on a

Sth(Ml,tp) ﬂStD;(Ml,‘p;) =g

dans SN, X x S1. Or, puisque C # C’, on a u(0,0) # v/(0,0) donc u — v’
ne s’annule pas dans un voisinage de 0. a

6.7. Cas ot M admet une trés bonne structure formelle. — Soit p une
ramification cyclique autour de D; et D5 et notons encore p 'application
induite X (D') — X (D) donnée en coordonnées locales par

p(r'l,allré,aé) = (7‘,1”17’/10,1»7‘;”2’1’205)'
On a aussi un revétement
T*Npo X' - [T*ND'."X/] o —p T Np, X - [p_lT*ND‘?XI]

|Df

i

— .

T*Np, X — [T*ND9X’]

|D?

i

|D?

et on sait que Ch’yo(p* M) = p~! Ch’po(M). De plus, & une constante > 0
prés, on a ©) = ©; o p de sorte que SO; = SO, o Sp. Ainsi

Stpgevir(pt M) = Sp~! Stpe(M)
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et
S(_);, : Stho,uir(p+M) - Sl
est la composée de Sp et SO,;.

On peut raisonner de méme pour Ch'Dl’ D, (M). Ainsi St(pt M) est
muni d’une action du groupe Z/v; X Z/vs. Si §' = vl est une pente de
pt M on vérifie 3 'aide de la condition de trés bonne structure formelle
que

déf
Sty (pTM) = H Stp,cr = H Sto((pt M)y ,cr)
C'’ de pente b’ C'’ de pente b’

est contenu dans 7’ _I(D’ ) x S, car les C’ de pente h’ ne se coupent pas
dans T*C?. Ainsi Stpy (pt M) est stable sous 'action de Z/v; x Z/v,
et via I'inclusion Stp g (pT™ M) C 7' ~H(D') x 81, celle-ci est induite par
Paction triviale sur S1 et celle introduite plus haut sur 7'~ '(D’) (i.e
(01,65) — (0) + 2im /11,05 + 2im/1va)).

On note Stp (M) le quotient de Stp g (p* M) par cette action. Par
construction ¢’est un sous-ensemble semi-analytique réel dans 7/~ (D’) x S
et il vérifie les propriétés voulues. Enfin Stp(M) =[] Stp(M). O

)

Démonstration du théoréme. — La construction précédente montre
facilement que la stratification de Stp(M) donnée par les Stpe(M) et
Stp(M),p,n p, est une stratification de Whitney (semi-analytique). De plus
I'application SO est transverse aux strates de méme qu’a e~1(ZNOB). On
en déduit que SO induit une fibration topologique sur St.-1(znp)(M). Le
fait qu’elle ne dépende pas de B’ C B assez petite se montre de méme.
Pour montrer que cette fibration ne dépend pas du choix de e, il suffit de
comparer les fibrations pour e et £ o e, ou ¢ est I’éclatement d’un point de

e }(0) = D.

Supposons que ¢ soit 1’éclatement d’un point lisse de D = D; et
considérons d’abord le cas ott M est élémentaire. Soit M = E9QR
un modele convergent. Si ¢ : X — X est I'éclatement de 1'origine et
D; = {z; =0}, on pose Dy = e (Dy) et X(D) l'éclaté réel de X le
long des composantes de D. On a une application

£: X(D) — X (D).

Pour la décrire, considérons des coordonnées (z1,x2) sur X avec D; =
{x; = 0}. Les coordonnées sur X (D) ~ R x S x U sont (r,61,x2) ou U
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est un disque de C. Alors X est recouvert par deux cartes : la premiére est
munie de coordonnées (11,6}, 75,05) de sorte que

(! o ol I awy 1 i0)
E(rl, la'r2,02) = (7”17'2,01 +02,’I‘2€ 2)
et la seconde (r{, 07, z}) avec

= plt N (it 1 0%
g(ry,07,25) = (r{,01,r{e"1 z3).

Soit E le diviseur exceptionnel de €. Dans la premiére carte, 71 (E)
est isomorphe & S* x S! x R, donc est muni de coordonnées (671,85, p}),
et on l'identifie & S* x S! x R, avec les coordonnées (6] + 65,605, p}) de
sorte que la projection #~1(D) — n~1(D) induit #1(E) — 7~1(0) qui
n’est autre que la premiére projection S! x S* x Ry — S!.

De méme, dans la deuxieme carte, 7~ (E) est isomorphe & S* x C avec
les coordonnées (0, z4) et lapplication -2 (E) — m-1(0) est la premiere
projection. On en déduit que 71 (E) est difféomorphe & S! x disque et que
7~ Y(E) — 7~ 1(0) est la projection sur le premier facteur.

Par ailleurs, soit D} le transformé strict de D par €. Alors 7=1(D}) =
S1 x S' x R, avec les coordonnées (#',65,75), I'application sur 7—!(D;)
est donnée par

(6,6, 75) — (8, 5e™?)

et le recollement de 7~1(E) et 7~1(D}) se fait le long de S* x St : c’est
l'identité sur le premier facteur et sur le second on identifie via 6] — 6’ —65.

Enfin l'application SO définie par €T M; est composée de SO et de
la projection 7-1(D) — 7~1(D) (lorsqu’on identifie les variétés de Stokes
St au graphe des applications SO et SO). Ainsi

7#Y(D) ~ [S* x disque] H [S' x (8' x Ry)]
S1xSt

est diffSomorphe & 7~1(D;) et le difféomorphisme est compatible aux
applications SO et SO (qui se factorisent par la projection sur le premier
facteur). On en déduit l’assertion dans ce cas.

Lorsque M est somme directe de connexions élémentaires, on rai-
sonne de méme. Dans le cas général, on releve un revétement cyclique
autour de D; a un revétement cyclique autour de IN), on applique le résul-
tat précédent puis on quotiente par le groupe Z/v; : comme cette action
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ne porte que sur le premier facteur S, on peut appliquer le méme raison-
nement au quotient.

Enfin le cas d’un point de croisement est analogue. O

6.8. Un critére de lissité de Stp(M). — L’espace total de la fibration
de Stokes déployée Stp(M) peut présenter des singularités au-dessus des
points de croisement de D (nous supposons toujours que M admet une trés
bonne structure formelle le long de D). La construction que nous avons
faite plus haut montre cependant que I’on a le critere de lissité suivant (la
nécessité est claire) :

CriTERE. — La fibration SO : Stp(M) — S* est lisse (au sens
PL) au voisinage de Iimage inverse d’un point de croisement z° de D
si et seulement si, lorsqu’on se restreint a4 un voisinage assez petit de ce
point, toute composante irréductible C/(R%)? de Chp, po(M)/(R%)? est
adhérente & une unique composante connexe de Stpe (M) et & une unique
composante de Stpg(M). ad

Supposons par exemple que M admette une trés bonne décomposition
formelle au voisinage de z° (et pas seulement une bonne structure formelle).
La condition est alors équivalente au fait que si £ @ R,, et £¥ ® Ry, sont
deux composantes avec ¢ # 9 dans Ox[*D]/Ox, alors ¢ — 1 est une unité.

Lorsque Stp(M) est lisse, on peut préciser le théoréme 6.5 :

(6.9) ProrosITION. — Dans la situation du théoréme 6.5, supposons
de plus que St.-1(znp)(M) soit lisse (au sens PL). Alors toutes les
composantes connexes de cette variété ont un bord non vide. Les fibres
de SO sont des surfaces réelles lisses (PL) orientables a bord non vide,
donc leurs composantes connexes ont le type d’homotopie d’un bouquet de
cercles.

Remarque. — Ceci peut étre vu comme un analogue topologique du
théoreme de perversité de [15].

Démonstration. — Soit Z le transformé strict de Z par e et E le
diviseur exceptionnel de e, E = e~ (%), avec les notations du §6.4. On a
donc e~1(Z) = ZUE. Si S est une composante connexe de Ste-1(Bnz)(M),
la projection de S sur X (éclaté de X) est un sous-arbre de I’arbre associé
naturellement & e~!(Z). Il résulte de la construction précédente que lorsque
S est lisse, S a un bord non vide si et seulement si 'une des conditions
suivantes est satisfaite :
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1. le sous-arbre correspondant & S a une composante dans Z (et alors

S a une composante de bord dont 'image est une composante de
0BNZ);

2. le sous-arbre correspondant & S a une composante F; de E et il
existe une composante D; de e~!(Z) qui n’est pas dans ce sous-
arbre et qui coupe E; (S admet alors un bord au-dessus du point
d’intersection E; N Dj).

Alors, si le sous-arbre correspondant & S est celui associé & e~1(2)
on applique le premier point, sinon on utilise la connexité de ce dernier et
on applique le second point. O

6.10. Exemple. — Soit f un germe en 0 € C? de fonction analytique
avec f(0) = 0 et soit M = £/ la Ox[1/ f]-connexion de rang 1 engendrée
par 1/f. Une résolution des singularités de f au voisinage de 0 peut étre
utilisée pour M dans le théoreme 6.5. Alors la fibration de Stokes est
topologiquement équivalente a la fibration de Milnor de f en 0 composée
avec ’application antipodale S — S : cela résulte des lemmes 4.21 et 5.6,
et de [1, §2].

7. Le faisceau d’irrégularité sur 1’éclaté réel X (D).

7.1. Le faisceau d’irrégularité. — Soit M un Dx-module holonome et
Z une hypersurface de X. Z. Mebkhout a introduit dans [15] le complexe
d’irrégularité de M le long de Z, noté IRZ(M). C’est un complexe de
faisceaux sur Z, a cohomologie C-constructible, qui est pervers sur Z. 1l
est défini par (voir loc. cit. p. 90 et p. 98)

IRY (M) = i~ RHompy (M[*Z],0x)[+1] ~ RHom;1p, (i M, Qz)

ol i : Z — X est linclusion et Q7 = oﬁ/rlox. Cette définition
s’étend aux complexes bornés de Dx-modules a cohomologie holonome,
et le foncteur IR” a un bon comportement par image directe par un
morphisme propre (voir [14, thm. 2.2.6]).

Soit maintenant M une Ox[*D]-connexion méromorphe, ot D est
un diviseur a croisements normaux sur la surface X. On peut définir le
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complexe d’irrégularité sur X (D) : si ’on note M 4 = A% (py®r-10x T IM

IRp (M) ' RHom, -1, (1M, ASD )

= RHomp_ , (Ma, ALD, )

X (D) X (D)

si 'on pose DY(D) cﬁf.AY(D) Qr-105 T 'Dx. On a donc

Rr,. IRp(M 4) = IR, (M).
Dans ces conditions on a (en toute dimension)

(7.2) THEOREME (Majima [11]). — Lorsque la Ox[*D]-connexion
M admet une trés bonne structure formelle le long de D, le complexe
IRp(M 4) n’a de cohomologie qu’en degré 0.

Nous allons voir que IRp(M 4) est un faisceau R-constructible sur
7~1(D) et nous allons décrire une stratification sur les strates de laquelle
il est localement constant.

(7.3) THEOREME. — Sous les conditions précédentes, IRp(M 4)
est un faisceau R-constructible sur m=}(D), localement constant sur les
strates de toute stratification (semi-analytique réelle) compatible avec la
stratification naturelle de D et avec la famille des projections sur ©~1(D)
des composantes connexes des “secteurs” SO~1(|n/2,3m/2[) C Stp(My)
et de leur complémentaire SO~ ([—m/2,7/2]).

Démonstration de (7.2). — On remarque que le probléme est local
sur X. Nous supposerons que D = {z1z2 = 0}, le cas D = {z; = 0} étant
analogue. Soit p : X — X une ramification locale bicyclique autour de D.
On utilise le diagramme cartésien

)

X)) X X(D)

I

X — X

Il suffit de montrer, d’aprés la formule de projection et le fait que p est

fini, que RHom(m;)_1 DX((W o [))‘IM,.A_}?D)) n’a de cohomologie qu’en

degré 0, car A%DD) = Rp,ASP. On peut donc supposer que M admet
X

une trés bonne décomposition formelle. On se ramene alors au cas ou M
est de rang 1 engendré par e ® x avec ¢ € Ox[*D]/Ox, en utilisant la
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proposition 1.4 et le théoréme 3.1, puis le fait que toute connexion réguliére
est extension de connexions réguliéres de rang 1.

Par ailleurs on a localement sur X

RHO’I’)’L,K—lpx( —IM A)<((DD)) ~ RHOTTL,,—L'DX[*D](?F M A;?D))

En effet, si L™ est une résolution locale Dx-libre de M, on voit que L’ [+D]

et une résolution de M par des Dx[*D]-modules libres et la fleche

Hom—1p, (7 Iy A;?D)) — Hom—1p, [xp) (T~ L' [xD)], AS

X (D))
est un isomorphisme de complexes.

Maintenant, M comme ci-dessus admet la résolution locale suivante

sur Dx[*D] :
)

0 — Dx[sD]—— (Dx[+D])> 2

——Dx[*D]—M — 0

avec
3} 0
P1:x16 al_xlaSD Pg‘—“:l)ga a2—$28(p
T1 T2
de sorte que RHom,—1p, [, p) (7'M, ASP ) est le complexe

X (D)

X(D)

Pl).
{0—>A_<_D _»<P’ (4g2,)) M hagh o}.

Pour w et v; € ASP I’équation Pivy = Pov; + w admet toujours

X(D) 60’

une solution dans A; (D),60’ d’apres la version pour les systéemes partiels
du théoréme A.6. De plus, d’apreés ce théoréme, si v, et vy € A;(DD
satisfont Pyve = Povy, le systéme (intégrable)

P; 1U = V1

Pyu = vg

< .
admet une solution u € A% (D)0 Ceci prouve (7.2). O
Démonstration de 7.3. — Gardons les notations ci-dessus et posons

¢ = Az"™U(z1,22), U(0,0) = 1 et argA = w. Nous allons considérer
les faisceaux en restriction & m=!(0) lorsque D = {z1z2 =0} et on a
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des résultats analogues le long de la partie lisse de D. Le théoréme A.6
montre encore (en utilisant la partie “unicité”) que la cohomologie de
degré 0 du complexe (7.4) est nulle si m; ou my = 0 et si my > 0
et mg > 0, elle est nulle sur les secteurs fermés positifs définis par
cos(m16; + mofs — w) > 0. On voit aussi, en utilisant le fait que sur les
secteurs négatifs e¥ ® z* € .A_}(DD), que sur ces secteurs la cohomologie
est un systéme local de rang 1. Ici, les secteurs négatifs sont définis par
cos(my61+mabs—w) < 0 autrement dit par —m160; —mabe+w €]7/2,37/2],
et, d’apres le calcul fait au §6.6, cet ouvert est localement la projection (ici
un isomorphisme) de SO~1(|7/2,3m/2[).

En utilisant la décomposition en somme directe de connexions élémen-
taires (3.1), on voit que le théoréme 7.3 est vrai localement aprés ramifi-
cation autour des composantes de D. Par image directe par p, il est vrai
localement, donc globalement sur X. O

Remarque. — Ces théorémes ont leurs analogues pour DR%()D) (M)
(introduit au §2.10) : ce complexe n’a de cohomologie qu’en degré 0 et dans
(7.3), il faut utiliser les intervalles | — 7/2,7/2[ et [r/2,37/2].

Appendice :
Existence et unicité locale pour certains systémes
intégrables non linéaires.

Nous rappelons dans cet appendice les résultats de Majima [10] (plus
exactement des résultats voisins de ceux-ci). Nous nous placerons sur une
variété de dimension quelconque pour le théoreme d’existence et d’unicité
locale dans A%?D). Les démonstrations que nous proposons suivent celles
de [16].

A. Théorémes d’existence et d’unicité locale.

A.1. Les données. — Dans la suite, la variété X = V x Y est un
voisinage de l'origine dans C™ x CP. L’espace Y désigne ’espace des
paramétres holomorphes du probléme. Nous noterons z = (z1,...,Z,) les
coordonnées sur C™ et y = (y1,...,Yp) celles sur CP. Le diviseur D est

défini par [] z; = 0. Notons comme au §2.3 7p : X (D) — X I’éclatement
i=1
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réel des composantes de D. Soit §° € (S*)™, tore qu’on identifie &

7710) ¢ X(D) ~ (SY)™ x (R4)" x Y.

Soit d un entier (rang du systeéme (X) considéré plus bas) et soit V un
voisinage ouvert de 0 dans C¢. On considére dans X x V le diviseur image
inverse de D par la projection X x V — X diviseur encore noté D. On a
alors

X x V(D) = X(D) x V.

Nous définissons les faisceaux AP et Az (p) sur X (D) comme au

§2.3 et au 2.12 respectivement. )
Donnons-nous :
1. pour tout i = 1,...,n des éléments F; € ‘AdY(D)xv,eo et pour tout
j=1,...,p des éléments ®; € AdE(D)xv,eo;
2. pour tout k = 1,...,d des germes de fonctions A*) € A [*D]

X(D),0°
de la forme

A®(r,0,y) = AP (y) - 2™ . U® (r,0,y)

ol
o \K) € O(Y) est soit inversible, soit identiquement nulle;

o UK ¢ .A?(D) go Vérifie U 0,y) =1;

e on peut écrire n = n' +n” avec n’,n” > 0 de sorte que si I'on
pose m(k) = (m(lk), ... ,mff)) € N et si A(¥) £ 0, alors pour tout

(k)
> 0.

i<n' ona mz(»k) = 0 et pour tout i € [n' 4 1,n] on a m,
Sin' # 0, nous dirons que nous sommes dans le cas régulier (cas

(REQG)), et sin' = 0 dans le cas purement irrégulier (cas (PIR)).

Remarque. — Le cas (PIR) contient comme cas dégénéré le cas ol
A*) = 0 pour tout k, qui est en fait régulier.

Nous noterons A la matrice d x d diagonale de k®™¢ terme diagonal
A% On voit ainsi que A n’a de poles que le long du sous-diviseur D’ C D
défini par x,, -+ Tn = 0.

Dans le cas (PIR) nous utiliserons les notations suivantes :



1660 CLAUDE SABBAH

e K désigne 'ensemble des k € {1,...,d} pour lesquels \¥) # 0.

e Soit k € K. Nous noterons w® (y) = arg A(¥) (y). Pour 6° € (§1)"
nous noterons K _,(6°) Pensemble des k € K tels que l'on ait

cos ( Z mgk)é?? — w(k)(O)) <0.

i=n’'+1

A.2. Le systéme (X). — Nous allons considérer le systeme d’équa-
tions (X) portant sur les fonctions inconnues u(r,8,y) = (v (r,8,y),...,
uD(r,0,y)) pour k =1,...,d, avec u®) € A_

X(D),8°
( ou OA
(Z1) $15;: = xlé;;(ﬂ@,y)'u‘f'Fl(’",(’,y,u)
ou OA
(En) xn% = .’En%(’l“, 0: y) ‘u+ Fn(r7 9; Y, U)
(%) ou ! OA i
(Zn+1) 6—y1' = 5;;(“ 03 y) “u+ (I)l(ra Ha Y, U)
du  OA
(Enﬂl—p) @ = @(Ta 9, y) U+ (Pp(ra 0a Y, ’LL)
\ p b

A.3. Intégrabilité du systéme (X). — Nous supposerons (quitte &
restreindre 'ouvert Y et 'ouvert V') que les F; et les ®; sont définis sur un
voisinage U x Y x V de §° dans X (D) x V (rappelons que ’on note 6° le
point de X(D) x V ~ (S1)" x (R4+)" x Y x V dont toutes les coordonnées
sauf 6° sont nulles). Nous noterons aussi

U*=UNnX(D)*=Un(X(D)-np"(D)).

Considérons sur V(r%) x A(p°) x V(R?) la famille de formes différen-
tielles holomorphes, pour k= 1,...,d:

n aA(k) F(k) p 6A(k)
J

i=1 ‘ i =1 Y

ou Fi(k), <I>§.k) sont les composantes de F;, ®;.

Dire que (X) est intégrable sur U x Y x V c’est dire que cette
famille définit au voisinage de tout point de U* x Y x V un feuilletage
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de codimension d (donc de dimension n + p). Explicitons cette propriété :

on doit avoir pour tous i,i3 =1,...,net tout k =1,...,d
(k) k (k) 0))

(k) OF; 6F oA ¢ )
mgxha ”+%8é4‘ ul® ZW%'MHEQ
aA<> *® . OF® ) dA®
R 2 0 4 p®
iz oz, " + oz, ; 6u(f) 4 oz, +

et des égalités analogues entre les F; et les ®; et entre les ®;.

11 sera utile aussi d’expliciter cette propriété apres le changement de
fonction inconnue

v® = u®) exp—AB(r.0,y) (k=1,...,d)

qu'on notera aussi v = [exp—A(r,0,y)] - u. Alors le systéme (X) est
équivalent au systeme
= v

) mg— = G00p)
(%) : : (k=1,...,d)

- ov®

(En+p) 8y = \IJ;,C)(T’ g)yﬂ])

P

avec
GI(r,0,y,v) = e 0D FB 1,0,y [exp A - v)
U (r,60,y,0) = e M0V 00 (1,0, y, [exp A] - v).

L’intégrabilité se traduit alors par les relations

ae“’ u G E aa®

+3- S = a S 432 5
1,2 (= axh
et des relations analogues entre les G; et les ¥; et entre les ¥;. Dans la
suite, nous supposerons que (2) (ou (X)) est intégrable.

A.5. Systémes partiels. — Nous considererons aussi des systémes
partiels intégrables : un tel systéme (X’) est un systéme du type de (%)
privé de quelques équations (nous supposerons qu’il existe toujours une
équation (X;) avec ¢ < n). Nous dirons qu’un systéme partiel est de type
(REG) si il admet une équation (%;) réguliére, avec ¢ < n, c’est & dire pour

laquelle mz(.k) = 0 pour tout k. Dans le cas contraire nous dirons qu’il est
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de type (PIR). La condition d’intégrabilité ne porte que sur les équations
composant (£'). Notons que tout sous-systéme d’un systéme (PIR) D’est
aussi, alors qu’un sous-systeme d’un systéme (REG) peut étre (REG) ou
(PIR). Nous noterons (X; ;) le systéme partiel intégrable du type de (X)
dans lequel manquent les équations (%;), (i € I) et (¥,,;), (j € J). Les
variables z;, i € I et y;, j € J sont “libres”. Nous avons donc I & {1,...,n}
et JC{1,...,p}

Nous énoncons dans la suite une série de théorémes utiles, dont la
démonstration sera donnée a la section D.

(A.6) TuEOREME (Majima). — Supposons que dans le systéme (X))
les F; et les ®; satisfont

Fi(r,0,4,0),(r,0,4,0) € (A5 50)"

I existe alors une solution u € (A%’(DD) t90)"1 de (X). De plus, si (X) est

de type (REG) ou si (X) est de type (PIR) et K_,(6°) = @, une telle
solution est unique. Si (X) est de type (PIR), si K_o # @ et si u; et
ug sont deux telles solutions dont les composantes ugk) et ugk) coincident,
pour k € IC<0(00), en restriction au germe de demi-droite réelle y = 0,

argz; = 09,0 < |z1] = -+ = |zn| < €, alors u; = uy.

A.7. Remarque. — On dispose d’un théoréme tout & fait analogue
pour un systéme partiel (X I, 7) : ’hypothese ne porte que sur les F; avec
i & I et les ®; avec j ¢ J; pour avoir l'unicité dans le cas (PIR) et
Ko(6°) # @, il faut imposer que les deux solutions ugk) et ugk) coincident

sur le germe

ﬂ {y; =0}| N ﬂ{arga:i=0?} ﬂ{0< |z, | =+ = a:iq‘ <e}
Jj¢J igl
si{l,...,n} —1I={i1,...,iq}.
A.8. Les systémes formels associés & (X). — Soit I un sous-ensemble

non vide de {1,...,n}; posons

D1=m{$i=0}

i€l
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et soit D! C Dj le diviseur & croisements normaux défini par les coor-
données x;, i ¢ I de Dy. Notons Ty Papplication “développement asymp-
totique” :

T . A— E— A_A .
Tx() X(D)|D:

Soit F' € A+ (DYx V00" Il existe alors un voisinage ouvert U x Y x V de
6° dans X (D) xV tel que F admette un développement en série convergeant
uniformément sur tout compact :

F(Ta97y’u): Z FM(T’oay)'uM
MeNd

avec Fjy € T(U x Y, Az D)). Dans la suite nous choisirons un tel voisi-
nage pour que toute fonction F; ou ®; intervenant dans (X) ait un tel
développement dans U x Y x V. Considérons alors

v=(vM,.. v D) ed_—— (U)
X(D)|D;

On fait 'une des deux hypotheses suivantes :
e F est polynomial en u;

*vp =0,ieve ’AD_I(DI)(UI) ®cmy, si Uy = U N Dy et my est

l'idéal maximal de C [z;].

On peut alors poser

TIF(T,OJJ’U)(Ef Z T]FM(T,G,:’J) 'vM
MeN¢
qui est un élément bien défini de AD—I( b ,)(U 1) ®c C [z1] puisque dans le
second cas la valuation de v™ par rapport a 'idéal maximal m; = (z;);¢;
de Cz] est > |M]|.

(A.9) DEFINITION. — Une solution du systéme (T;%) en 6° est un
d-uplet v comme ci-dessus satisfaisant

o T A
- x1—1(r,0,y)-v+TIF1(r,0,y,v)

49> —
( I 1) xlaxl 8.’131

(Tr%)

v 9TIA
TZn - = “a ,0, : ;9 ,97 )
TiZnn) 5 3y, (10:1) v+ Tiy(r,0,3,0)
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avec TrA® ¥ \() (y)x_"‘(k) -TU(r, 0,y).

Remarque. — Si I est vide, nous poserons (T;X) = (X). Si u €

Ad?(z)),oo est solution de (X) et si k € K on a “(k)lrgl(Di) — 0 pour tout
i€ {n'+1,...,n} puisque 'on a mgk) > 0.

(A.10) LEMME.

1. Pour tout I C {1,...,n}, si v est solution de (1Y), alors pour
tout j ¢ I, Tjv est solution de (Ty ;%)

2. Le systéme (TyX) est intégrable (au sens ou les relations analogues
a (A.4) sont satisfaites). O

Nous allons déduire du théoréme A.6 le résultat suivant :

(A.11) CorOLLAIRE. — Sous les hypothéses ci-dessus, supposons que
les Fy et les ®, sont dans AY(D)xV,@O' Supposons de plus que pour tout
i=1,...,n il existe une solution u; de (T;X) en §° et que pour tout couple
i,7 on ait Tyu; = Tju;. Alors il existe une solution u € A—df(D) g0 de (2).
De plus, si u et v sont deux telles solutions vérifiant

T,u=T;v pourtout i€ {1,...,n}

alors u = v lorsque (X) est du type (REG) ou du type (PIR) avec
IC<0(00) = ©&. Dans les autres cas, il faut imposer aussi que pour tout
k € K o(6°) les composantes u*) et v(*) coincident en restriction au germe

de demi-droite réelle y = 0, argz; = 09, 0 < |z1| = -+ = |z,| < €.
Démonstration de I’existence. — D’apres le théoreme de Borel-Ritt
2.14, il existe v € AdY(D),eo avec T;v = u; pour tout 4. Alors u € Ad?(D),oo
est solution de (X) si et seulement si w = u — v est solution de (X,) :
ow OA OA v
)y Ty—=r1— - w+T1—  v—x1— + F(r,0,y,w+v
( v,l) 183:1 1(93731 18:1:1 1 11 1(r, 0,y )

et par hypothése nous sommes ramenés au cas o ’on peut supposer que
les F; et les ®; satisfont

Fi(r,0,9,0),®(r,0,4,0) € (A5, 50)"

On applique alors le théoreme A.6. ]



EQUATIONS DIFFERENTIELLES A POINTS SINGULIERS IRREGULIERS 1665

Démonstration de I'unicité. —Onau—v € (.A§(DD) oo)d etu—v=0
sur la demi-droite réelle considérée. De plus, u—v est solution d’un systéme

du type de (¥) ol les F; et ®; satisfont
E(T’ 0: Y, 0) = Q_’i("" 0, Y, 0) =0.

On applique alors le théoreme A.6. O

Remarque. — On a un énoncé analogue dans le cas d’un systéme
partiel (X; ;) en utilisant la remarque A.7.

Le corollaire précédent n’est pas suffisant dans la pratique, car il n’est

pas facile de calculer avec A . Par contre il est plus simple de calculer
X (D)|D;
avec A__—— , autrement dit avec des séries formelles par rapport & toutes
X(D)|y

les variables z. Faisons maintenant les hypothéses supplémentaires (a) et
(b) sur le systéme (X) (on suppose toujours (A.1) satisfaite).

(a) Sin” # 0 (i.e. si il existe ¢ avec mgk) > 0 pour tout k tel que

Az Z 0) alors, pour tout k = 1,...,d, A*) ne s’annule pas (i.e.
K ={1,...,d}, i.e. la matrice A est inversible).

(b) Ecrivons pour tout i =1,...,n:
(21) xia:c,-u :Fi,O(I>y) + [A’L(z7y) + wla:n,A] " U
+ Z F p(z,y) - uM
|M|>2

ou Ai(z,y) -u= I > Fim(z,y)-uM et Fo(z,y) = Fi(z,y,0).
M|=1

Si n’ # 0 on impose alors que pour tout i = 1,...,n' (i.e. tel que

(3;) soit réguliere en x;) la matrice A;(0,0) n’ait pas de valeur

propre dans N — {0} et F; 4(z,y) ,,—o = 0.

(A.12) TutoreME (Majima [10]). — Sous les hypothéses ci-dessus,

soit © un germe en 0 € Y de section de A‘_i_(/\) solution du systéme
X(D),Y
formel (Ty X)) (= (T{1 ..n}(2))) qui est multiple de z1 - - - z,,,. Faisons I'une

des deux hypothéses :
o les F; et les ®; intervenant dans (X) sont polynomiaux en u;

e U est multiple de z, - - - .
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II existe alors un relévement ug € A—‘;?( D),60 de @ multiple de x; - - - x,,, qui
est solution de (X) (et qui est multiple de z - - - x,, dans le second cas). De

plus, on a une assertion d’unicité analogue & celle du corollaire A.11.
B. Le cas (REG).

Nous nous plagons dans la situation du §A.1. Nous allons d’abord
démontrer un énoncé un peu plus précis que le théoréme A.6, aussi
nous aurons besoin d’introduire quelques notions supplémentaires. Nous
supposerons & partir du §B.3 que (X) est dans le cas (REG).

B.1. Les données. — Nous appellerons secteur ouvert dans C™ (en
fait, c’est un polysecteur), de rayon r = (ry,...,r,) avec r; > 0 pour tout
1=1,...,n, un ouvert du type

V(r) = {x ecr

0< |zl <mi, o;<argz; <p; (z'=1,...,n)}.

Nous appellerons secteur fermé dans C™, de rayon r = (r1,...,r,)
avec 1; > 0 pour tout 2 = 1,...,n, un ensemble du type

W(r) = {sc eCn

0<|zi| <ri, 8, <argz;<6; (i:l,...,n)}.

Nous allons considérer le systéeme d’équations (X) du §A.2 avec les
données suivantes :

1.

e un secteur ouvert V(r%) ¢ C* (r® = (r9,...,79), r? > 0 pour tout
i=1,...,n);

e un polydisque ouvert A(p®) € CP (p° = (p9,...,03), p} > 0 pour

tout j =1,...,p);

e un polydisque ouvert V(R?) C C? (d € N est le rang du systéme
(), R® > 0).

2. Pourtous k=1,...,d,i=1,...,n,j=1,...,p

e des fonctions Fi(k)(:v, y,u) holomorphes sur V' (r%) x A(p°) x V(R);
e des fonctions <I>§.k)(ac, y,u) holomorphes sur V(r%) x A(p°®) x V(R?);
e des fonctions A®) (z,y) sur V(r°) x A(p°) de la forme

A® (z,y) = AP () - . UB)(z,y)
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ol
o \B) € O(A(p°)) est soit inversible soit identiquement nulle;

e UF) € OV (r°) x A(p®)) est inversible et

vz € A(p%) lim UP (z,y) =1;

z—0, zeV (r0)

e m(®) comme au §A.1.

Ces données sont soumises aux conditions décrites ci-apres.

B.2. Hypotheses sur les seconds membres. — Nous ferons les hy-
potheses suivantes : pour _tout sous-secteur fermé W C V et tous poly-
disques fermés D C A et W C V,

1. il existe L =£(W, D, W) > 0 tel que pour tous (z,y) € W x D et
tous u,u’ € W on ait pour tous i, j

|Fy(z,y,u) — Fy(z,y,u)|| < L-|lu—1|

[®;(z,y,u) — @j(z, y,u)| < L - flu—u'll;

et les dérivées partielles (en x) de F; et ®; sont bornées sur le
domaine considéré;

2. platitude uniforme relativemﬁnt awaramétre y : pour tout N €
N7, il existe Ky = Kn(W,D,W) > 0 tel que l'on ait sur
W x D x W pour tous ¢, j

IFi(2,9,0)| < Kn - l2|¥ (& Ky - |22 - |20 ™™)
1®;(,y,0)|| < Kn - |z

B.3. Espaces fonctionnels pour le cas (REG). — Soit y° € A(p?).
Fixons r < 0, p < p®—|y°|, soit W (r) un secteur fermé de rayon r contenu
dans V(r®) et N € N™ et K > 0. On note G(N,W(r), K, p; y°) 'espace
des fonctions ¢ continues sur W (r) x D(y°, p), holomorphes & 'intérieur et
vérifiant sur ce domaine I'inégalité |o(z,y)| < K |z|". On munit Pespace

U G(N,W(r), K, p;4°) de la norme [|¢| = sup|p(z,y)||z|™". On fixe
K>0

ci-dessous une direction de secteur notée dans la suite W(oo) et seul 7
pourra varier dans W (r). Quitte & diminuer r°, p° et R°, on peut supposer
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qu’il existe L > 0 tel que les inégalités du §B.2-(1) soient satisfaites sur
W(r%) x A(p°) x V(R?).

(B.4) TutoriEME. — Soit N° € (N — {0})" avec inf; N > 4L. I
existe alors des fonctions

r;
N"—5]0, min(1,79)[ (i=1,...,n)
et pour tout y° € A(p°)
p; .
N" x (Ryq)" x R>0——>]0,p2 -° G=1,...,p)

telles que pour

tout N > N©,

tout r vérifiant 0 < r < r(N) et 4Ky/inf; N; < Ror—N,

tout K > 0 vérifiant 4K /inf; N; < K < ROr—N

et tout p vérifiant 0 < p < p(N, K, )

il existe une unique u € G(N,r, K, p;y°)? solution de (¥) & intérieur

de W (r) x D(y% p).

Démonstration. — Soit ¢ € G(N, 7, K, p;4°). L'inégalité K < R0r—N
montre que |p(z,y)| < R® sur W(r) x D(y°, p). On considére Iopérateur
T =(TW,..., TD) défini par

.y
T®u(z,y) = M /[ Fna v uln ol e O >§i
0,z1 1

On choisit successivement r, K et p pour que l'on ait sur W(r) x D(p)

epr(k)(xl,x',O)‘- sup |exp—A® (&, 2',0)| < 2

£1€[0,21]
4K N
< RO -N
mEN, S0
4K N
K RO -N
nf N, < < Rr
i

epr(")(wl,x’,y)’- sup 1exp—A('°)(£1,w’,y) <2.
&1 €[0,x1]
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C’est possible car mgk) = 0 pour tout k tel que A*) # 0. On utilise ensuite

le fait que pour u € G(N,r, K, p;3°)¢, on a sur W(r) x D(y°, p)
F® @y, u(@,9))| < (K + LK) ||V

On en déduit que T opere sur G(N,r, K, p;y°) et qu'il est contractant.
Son point fixe u est par construction solution de (¥X;). Montrons qu'’il est
solution de (X). Posons v = [exp —A] - u et soit (z,y) dans l'intérieur de
W(r) x D(y°, p). Alors

3!

U(k) 17 y / G( ) é.l) 7y7v(€17 ay)) 61

Par construction, v est solution de (X;). Pour tout i > 2 on a

8 2 dé,
oy — [0 Ta® e N3
N R e (S CE R
I B P d&
- [ 5 [eP e motena'n] 3

(B.6) _af )(m,z,.v(x,y))‘

La deuxiéme égalité provient de la condition d’intégrabilité de (E). Pour
vérifier la premiere, il suffit de voir que 9/9x; (ng) (&1,2,y,v(&, 2, y))/él)
est majorée par une fonction intégrable sur [0, 2] localement indépendante
de (z',y), et pour la troisiéme que

(B.7) £lli§0 ng)(él,x',y,v(fhx” y)) = 0.
On a
0 0
a.’l’z 6 G( )(61,517 Y,v (61,-7: y))] 651 |: ZG(k)(fl, » Y,V (517 7y)):|

o8 & og, av“)
1 [ aG®)

1 {aaﬁ’” 4. 90® oG*)

1

zd:l ®
= & 6v




1670 CLAUDE SABBAH

1l s’agit donc de vérifier I'intégrabilité uniforme du terme entre crochets
sur [0,2;1]. On a

|FO @,y u(@,0)| < Llull + Kyl < (LK + Kx) [of";

de plus les dérivées partielles en x des Fi(k) sont bornées; on en déduit la
sommabilité cherchée, d’oli I'égalité (B.5). On en déduit de méme (B.7)

et donc I'égalité (B.6). On vérifie de méme que v satisfait ¥, ; pour tout
j = 1’ R 7p' D
B.8. Remarque. — On a un théoréme identique dans le cas d’un

systéme intégrable partiel de type (REG).
C. Le cas (PIR).

Nous gardons les notations et les hypotheses des §B.1 et B.2 et nous
supposons que (X) est dans le cas (PIR). Toutefois, si A = 0, on peut
appliquer le théoréme précédent. Avant de décrire les espaces fonctionnels,
nous allons introduire quelques outils préliminaires.

C.1. Construction de base : la fonction de Hukuhara. — Nous allons
travailler dans ce paragraphe avec une seule variable. Soit donc §° € S! et
K un ensemble fini. On se donne, pour tout k € K, un entier 7¥) > 0 et
w(()k) € S!. Considérons le secteur fermé I = [6° — ¢,6° + €] autour de 6°,
avec g, > 0. Soit k£ € K.

Nous dirons que 6° est > 0 (resp. < 0) relativement & (7(), w{) si

cos(7F g0 — wék)) >0 (resp. <0)
et que 0° est de type (+—) (resp. de type (—+)) relativement & (T(k),w((,k))
si

T(F)go _ w(()k) = g (resp. — g) mod 2.

Nous noterons

[6°,6° + 2] si6° <O rel (T(k),wék)),
Lgy=+A1 si 6° est de type (+—) rel. (78, w{"),
1] dans les autres cas
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et
[6° —£,6° si6P <O rel (+®), W),
Iy=11 si 6° est de type (—+) rel. (7(®), w{P),
1%} dans les autres cas.

(C.2) LEMME. — Etant donnée une famille finie (7(%), w(gk)) kekx comme
ci-dessus et 6° € S*, il existe g, > 0, des voisinages ouverts Q%) de w(()k)
sur S' et une fonction « : [0° — g,6° + ] —]0, [ satisfaisant les propriétés

suivantes :
1. a est affine et décroissante par morceaux;

2. pour tout k € K et tout w®) € Q) on a

<0 Voel,

cos(7®f — w® + a(6)) { S0 veer
—(k)

Remarques.

1. La fonction o n’est pas nécessairement continue en 6°.

2. 11 suffit de montrer la propriété 2 pour w®) = w(()k) et existence

des Q) g’en déduit immédiatement.

Démonstration du lemme. — Elle est un peu plus simple que celle
donnée dans [16], aussi nous allons l'indiquer. Les conditions sur « sont
équivalentes aux conditions suivantes :

e Ima C|0,7[;

e si 00 est de type (+—) ou (—+) rel. k, le graphe de a(f) est au-
dessus de la droite de direction —7(¥) et passant par le point (°, 0)
et au-dessous de la droite de méme direction et passant par le point
(6°7);

o si #° < 0rel. k,

o le graphe de a sur [#°—¢, §°] est au-dessus de la droite d’équation
—T(’“)0+w(()k)+37r'/2 =0(ona —T(k)0°+w((,k)+37r/2 €]0, 7[ dans
ce cas) et au-dessous de la droite —7(*)9 + w((,k) +7/2 =0 (et
on a —7(*)g0 4 w((,k) + /2 €]m,2n(); cette deuxiéme condition
est donc satisfaite pour g, assez petits puisque Im « €]0, 7.

o le graphe de a sur [0°,6° 4] est au-dessous de la droite —7 )0+
w((,k) +3m/2 = 0 et au-dessus de la droite —T(k)0+w(()k)+7r/2 = 0.
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Le graphe de o doit donc se trouver dans la partie hachurée de la figure 1,
ce qui explique la discontinuité éventuelle de o en 6°.

Figure 1

Revenons maintenant & la situation des §B.1 et B.2 dans le cas (PIR).
Nous aurons besoin d’un certain nombre de définitions.

C.3. Type d’une multi-direction et d’un secteur. — Soit §° € (S*)"
une multi-direction. Pour ¢° € A(p°) et k € K nous dirons que ° est > 0
(resp. < 0) rel. (m®*), w*) (y0)) si

cos (i mgk)aﬁ’ - w(k)(y0)> >0 (resp. <0)
=1
et 0° est de type (+—) (resp. (—+)) rel. (m®), w®) (y0)) si
Zm"")e‘) w® (0 = = (resp. — g) mod 2.
Autrement dit, par I'application M) : (§1)» — S définie par
M(k)(O) - f:mgk)oi,
6° a le type de M) (9°) rel. (1,w™® (y0)) tel qu'il a été défini au §C.1.

Rappelons aussi que nous avons noté au §A.1 K_,(6°) 'ensemble des
k € K pour lesquels 8° est < 0 rel. (m®),w(®)(y°)).
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De la méme maniére nous dirons qu’un sous-ensemble de (S*)" est
de type > 0 (resp. < 0) rel. (m®),w®)(y9)) si il est contenu dans l'image
inverse par M(¥) d’un secteur de S! du méme type rel. (1,w®)(y°)). I est
de type (+—) (resp. (—+)) s’il est contenu dans I'image inverse par M(¥)
d’un secteur du méme type et si il contient dans son intérieur un point §°
du méme type.

n —_
Un polysecteur W(oo) = [] Wi(oco) = T[][6;,0:] est propre en
i=1 i
Y € A(p%) sl est de I'un des types décrits ci-dessus relativement &
(m®), w*) (40)), et ce pour tout k € K. Nous pouvons alors définir de

maniére analogue K _q(W(00)).

Dans la suite, pour les besoins de la récurrence, nous ferons 1’hy-
pothese supplémentaire suivante sur les polysecteurs propres considérés :

(H) Sik € K et si W(o0) est de type (+—) (resp. (—+)) rel. (m®), w(k) (y0)),

alors, pour tout 8’ = (6z,...,0,) € ] Wi(oo), Wi(oco) est de type (+—)
i=2

(resp. (—+)) rel. (m(lk), - mgk)ei + w®) (y0)).
i=2

Notons tout de suite le

(C.4) LemME. — Soit §° € (S')". Alors 6° admet un systéme
fondamental de voisinages W (oo) qui sont des secteurs propres qui satisfont
I’hypothése (H) et qui sont du type de 8° rel. (m®),w(®)(y°)) pour tout
k € K et tout y° assez voisin de 0.

Démonstration. — En ce qui concerne ’hypotheése (H), si 8° est de
type (+—) (resp. (—+)) rel. (m®), w*)(y°)), on considere la figure 2. O

C.5. Fonctions de Hukuhara. — Soit (W(o0),8°) un secteur propre
en 0, pointé, c’est & dire que 6° est dans l'intérieur de W(oo). Alors
pour tout y° assez proche de 0, W(co) est propre en y° et du méme
type, pour tout k € K. De maniére analogue a celle du §C.1, on définit
Wi(oo)+(k) et W,-(oo)_(k) pour i € {1,...,n} suivant le type de W(o0) rel.
(m®), w® ().

On définit alors les sous-polysecteurs W(co) .,y C W(00) en rem-
plagant dans W(oco) le terme Wi(oo) par Wi(00) -
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e,

Figure 2 : L est la droite d’équation M) (9) — w(*)(y0) = £ /2

Une fonction de Hukuhara dans la direction 7 est une fonction
a; : Wi(oo) —]0, [ affine et décroissante par morceaux, qui vérifie, pour
tout k € K

cos (M®(6) ~ ¥ (4°) + ai(6)) { <0 VOEW(oo) o

>0 V6e€W(o0)_, -

On vérifie immédiatement que si «; est une fonction de Hukuhara pour la
valeur y° = 0 du parameétre, o; reste une fonction de Hukuhara pour tout
y° assez proche de 0. On déduit des résultats du §C.1 :

(C.6) LEmME. — Soit §° € (S')". Alors 6° admet un systéme
fondamental de voisinages de la forme W(oo), munis de fonctions de
Hukuhara «; (i = 1,...,n) pour le secteur pointé (W(00),6°) et relatives
a tout y° assez proche de 0 dans A(p°). On peut supposer de plus que les
voisinages satisfont la condition (H). O

C.7. Domaines de Hukuhara. — Soit (W (00),6°, ) un secteur propre
pointé, muni de fonctions de Hukuhara, le tout relativement & un point
y° de lespace des parameétres. On associe & une telle donnée et & r =
(7"1, .,rn) € (R>O)" un ensemble dans C"™ noté S(r;y°) : on pose

n

H i (i, y°)

i € Si(ri;y°) <= argz; € Wi(oo) et 0 < |z < ;- Aiargzy)
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ou A; : Wi(oo) — R est la fonction associée & a; de la méme maniére
que dans [16, (1.5.2), cas 1 et 2] : pour la définir, posons

Wi(00)y = | Wi(00)1(s-
ek
On a

(169,0;] si K o(W(c0)) # @ et VkeK, W(co) n’est pas
de type (+—) rel. (m® w*)(0))

Wi(oo), = § Wi(oo) si Tk €K tel que W(o0) est
de type (+—) rel. (m®*),w(*)(0))

\ & dans les autres cas

et une description analogue pour W;(o0)_. On remarque que si ’ensemble
Wi(o0), U Wj(00)_ n’est pas vide il est égal a W;(oco), et qu’il est vide
si et seulement si W(oo) est > 0 pour tout k¥ € K (ce qu'on note aussi
K =K. ¢(W(0))). On pose donc

1 si ke K, o(W(o0))
Ai(6;) = 2 .
{ exp/ cot(a;(o;)) doy sik € K — Ky og(W(00)).
0;

Remarque.

1. S8(r;y°) est encore un domaine de Hukuhara pour toute valeur y
du parametre assez voisine de 3°.

2. S(r;y°) est naturellement muni d’un point base z(r) = (x1(r), .. .,

zn (7)) avec
argzi(r) = 0] et |zi(r)| =ri- Ai(6]).
C.8. Conditions initiales et espace des solutions. — Soit (W (00),8°)
un secteur propre pointé et soit § = 6(W(o0)) = card K_o(W(00)).

L’espace des conditions initiales (en y°) associé a (W(c0),8°) est un
polydisque dans C? : on note, pour N € N*, r € (R, ()" et K >0

B(N,r, K;y°) = {c e C? ] V k€ K_o(W(c0)), lc(k)' < K la(r)N } :

La dépendance de B par rapport au parametre y° provient du fait que
K o(W(o0)) dépend du parameétre. Il est cependant clair que pour y assez
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voisin de y°, cet ensemble n’en dépend pas, et on le notera alors B(N,r, K)
lorsque y° = 0.

Pour N,r, K comme ci-dessus et p < p°, nous notons F(N,r, K, p; y°)
’ensemble des fonctions continues ¢ : S(r;y°)x D(y°, p) — C, holomorphes
a l'intérieur de ce domaine et satisfaisant sur ce domaine

N
lo(z, y)| < K |z| ™.
11 est muni de la norme sup |o(z, y)| |z| ™.

C.9. Le théoreme d’existence et d’unicité locale. — Nous restons dans
la situation introduite plus haut, notamment les hypothéses du §B.2 sont
satisfaites. Soit (W (oc0),6°) un secteur propre pointé en y° = 0. Nous
supposerons (ce qui est possible) que p° est choisi de sorte que toutes
les “données de Hukuhara” soient indépendantes du parametre y € A(p°).
Nous omettrons alors la dépendance vis a vis du parametre dans la notation.

Nous supposerons aussi que W (oo) satisfait I’hypothese (H) du §C.3. Nous
reprenons ci-dessous les notations du §B.2.

(C.10) TutorEME. — Soit N° € (N—{0})™ avec inf; N? > 2(n+p)L.
Il existe alors des fonctions

NS0, min(1,79)[ (i =1,...,n)
et pour tout y° € A(p°)
N™ x (R>0)n X R>0_pi’]0,P? - ]yol [ G=1,...,p)

telles que pour

tout N > N°,

tout r vérifiant 0 < r < r(N) et 2K/ inf; N; < Ror—V,

tout K > 0 vérifiant 2K/ inf; N; < K < RO,

tout p vérifiant 0 < p < p(N, K, r)

et enfin tout ¢ € B(N,r, K/2),

il existe une unique u € F(N,r, K, p;y°)? solution de (X) & I'intérieur
de S(r) x D(y°; p) satisfaisant la condition initiale

pour tout k € K_o(W(00)), u®(z(r),y°) = ¥,

De plus, cette solution vérifie [u® (z,y%)| < K/2 sur S(r) x {y°} pour
tout k € K_o(W(00)).
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C.11. Les chemins d’intégration C§k). — Lorsque k ¢ K_y(W(00)),
nous n’aurons besoin de définir que les chemins C§k) dans le plan de la
variable z1. Si k € K_y(W(00)), nous définirons les chemins Ci(k) pour tout
i=1,...,n (nous suivons les définitions de [16]). Soit = € S(r)

e Sik¢gKousikeK et W(co) est > 0rel. (m®,w®)(0)), ¢ (z;)
est le chemin radial issu de O et aboutissant & z1 dans S(r1) défini
par

@) 0 |nrl]] —— Sir)
t s tim/ |z

eSi k € K et si W(oo) est de type (+—) (resp. (—+)) rel.
(m® | w*)(0)), C;k)(xl) est un chemin reliant origine & z; €
& (ry1) : on choisit 8] de sorte qu’on ait

cos (m(lk)H'l + ngk)Oi —w® (O)) >0
=2
n
pour tout (fa,...,0,) € J] Wi(oo) (c’est possible du fait de la
=2

condition (H)); alors si argz, > 0] (resp. argz; < 60), C§k) (z1)
est le chemin radial défini comme ci-dessus; dans le cas contraire,
C§k) (x1) est composé du chemin radial de direction 6] et du chemin
parallele au bord de S;(r1) passant par z; (voir la figure 3).

+ -

0

Figure 3 : exemple pour le type (—+)
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x(r)

-~

0
Figure 4

o Sik e K_¢(W(0)), chaque Cgk)(mi) (dans S;(r;)) est défini de la
méme maniére pour tout ¢ < n (voir la figure 4).

Le paramétrage des chemins est donné par la longueur d’arc comme
dans [16, §1.7]. Nous le noterons

EW () = (21, ., 231, C (@) (1), Tig1s - - - Tn)-

Posons pour N € N", EI(\',C) = |x|Nexp —RéAX®) (z,y). 11 résulte de [16,
lemma 1.7.1] que l'on a

(C.12) LEMME. — Pour tout i = 1,...,n il existe une fonction
r, : N* — R, telle que pour r < r(N) et tout z; € S;(r;) I'on ait
sur Ci(k)(:c,') pour tout k et pour tout y assez voisin de 0

E(k) N-1; .
(m) TN (EW(),) > N e e RACE ),
i
|
Remarque. — C’est pour obtenir ce lemme qu’on impose mgk) >0
pour tout ¢ = 1,...,n (rappelons que dans le cas (PIR) considéré ici on a

n' = 0). Plus précisément, on a pour ¢ fixé 'inégalité (In;) si m,(-k) > (0 pour
tout k € K.

C.13. L’opérateur T. — Soit u : S(r) x D(p) — V(R®) une application
continue. Nous allons définir Tw : S(r) x D(p) — C<. Nous noterons pour
cela Tu = (TWu, ..., T@y).
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Sik & K_o(W(o0)). — Nous posons

T(k)u(ﬁ,y) :eA(k)(z,y)/ (k) (ﬁl)x Y, u (61» ,y)) C_A( )(51@ ’y)dgl
e (ay) €1

avec ¢’ = (z2,...,Zn).
Sik € K_o(W(00)). — Notons, pour £ =1,...,n+p

{z1 =21(7),..., 20 = z4(r)} sif<n
Zy(r) =
{z1=21(r),...,en = 2n(r),y1 =0,...,y,_, =0} sif>n.

Nous poserons aussi
éi = (xla" '7xi—1’£’iaxi+1"' '7xn) et 711 = (yla" "yj—lanjvyj+17' .. ayp)'

Nous allons considérer les opérateurs

AR (g, .
z(k)u(x y) /(k) § (k)(guy’ (517 )) ce A (E“y)d& (7’ = ]" e ,TL)
_AR) . .
=W u(z,y) = /[0 oM (z,m;,u(z,n;)) - eV EWdn; (G=1,...,p).
Yj

Soit ¢ € C°® avec § = card K_o(W(00)). Pour k € K_q(W(c0)) nous
poserons

T®u(z,y) = A0 [SOut 80w, o0+ +SBuy o

(k) k k) —A®) 0
+3 Uz, (r) 4ot 2; )ulzn+p_1(") + cFe (z(r) )] .

C.14. Les fonctions r et p. — Commencons par choisir N €
N” de sorte que l'on ait N? > 2(n + p)L pour tout i, avec L =
L(W (r°), D(p°), W(R®)) ; nous noterons Kn = Kn (W (r°), D(p°), W(RP)).

Pour N > NO, choisissons r;(N) < rj(N) (donné par le lemme C.12)
de sorte que l’on ait, pour 0 < r < r(N)

2K N _N
< R® inf
inf Ni zelg(r) |.CL'|

et pour 7 < r(N) on choisit K vérifiant

2KN —N
<K <R inf )
2
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Pour j=1,...,p, p< p% et u € F(N,r,K,p;0), on a

|0 (2,5, u(z,9))| < (Kn + LK) [z sur W) x D(p) x W(R)
de sorte que pour y € D(p)

|6A<k><z(r),y) -2

Y| Z, (r)

< (Kn + LK) |a(r)|" [le“""w”y"’/[o Oy
Y5

Comme le terme entre crochets tend vers 0 avec y, il existe p(N,r, K) tel
que pour 0 < p < p on ait, pour tout j, sur D(p)

< Ky + LK
= 2pinf N;

K

*®) (z(r k
A w5 2" < o oI

U\ Z, (7)

et donc

(015) ‘eA(k)(x(r)/.‘/)’.‘ng)uizn(r) 4ot Egc)ulz ) + C(k)e_A(k)(z(r)’O)

n+p—l(T

< K|z(n)N.

C.16. Fin de la démonstration. — Choisissons N, r, K et p comme
ci-dessus. Nous procédons comme dans [16] en montrant que T est un opéra-
teur contractant de F(N,r, K, p; 0)¢ dans lui-méme. Montrons d’abord que
pour u € F(N,r, K, p;0)% on a

’T(k)u(a:,y)’ < Klz|Y  pour tout (z,y) € S(r) x D(p).

Sik & K.o(W(00)), la démonstration est la méme que dans loc. cit.
p.-69:0na

dgy
&

< eRéA(k)(z,y)(KN + LK) |x'|Nl/ |£1|N1—1 e~ REAM (6,y) |dé1 ]|

c®

e < e [

c®

_RA®

< Ren® (o) En HLE) | / 4 (lr]" e R Ew) gy,
N c® diy i

(d’apres C.12)
<K lwlN puisque —RéA*) < 0 prés de 0 sur C%k).
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Si k € K_o(W(00)), elle se fait par récurrence : on pose

*)
R®Bu(z,y) =ehTED [S(k)

k) —A®) 0
Bt 2y + o+ e AT GO )]

de sorte quon apour 1 <2< n

*) (g k
e R®u(e,y) = O ) SPul@ Y120

A®) (g, —A®) (g, k
+ et € Y g - RPu(z, )
et oR®y = TRy, Supposons alors avoir montré que
N,
’eR(’“)u(w,y)‘ <K |z ()M - fae(m)N - |z |zl
c’est vral pour £ = n d’apres (C. . On en déduit que
’ i 14 d’apres (C.15)). O dédui
) _AW
‘eA (x’y)lze—l(r) Le—h (x’y)|Zg(r) . [R(k)lb(l', y)l

N,
S Kz (r)|™ oo (7)Y g |zl

N ne d Ne —ReA®
x [ml ¢ = ATEY o /c('“’ & (|§z| e (E"y)m_l(r)) dﬁe]~
4

Par ailleurs,

A®) (g, k
.6 (e y)IZe—l(r) ' S§ )u(.’L‘, y)|Zg_1(T)

N
<RAYE@D (K LR Je ()™ - ze ()N

N, N, Ng—1 _RéA®
X |Tgpr| " |zl "/ ||V e RENT @) 5yt

ci®
Ky + LK _ N, Np
el 21| RN Y )| R Y L
N
RéA(R) , d Ne —RéAKR) ,
x eREA ) (z y)|Zl_1(r) /C(k) d_te (|§l| ¢ o~REA™I (g, y)IZe_l(r)) dt,
£

d’apreés le lemme C.12. On déduit de ces deux inégalités et du fait que
I'intégrale est > 0 (conséquence de C.12) que ;1R u(z,y) satisfait

- RO u(,y)| < K o ()" -+ zer (Y - [z ™ - o™

et par récurrence on obtient I'inégalité cherchée pour T'(*)q. ((+))

((+)) L’argument donné dans [16, p. 69, 1. 9] n’est pas correct, c’est pourquoi il faut le
modifier en utilisant la derniére ligne de la p. 73.
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On remarque que cette méme démonstration appliquée en restriction
a4 y = 0 donne 'inégalité avec la constante K/2 au lieu de K, comme
demandé par la derniere assertion du théoréme.

Le fait que T soit contractant se montre de maniére analogue (on
utilise ici 'inégalité N° > 2(n + p)L). Soit u le point fixe de T.

Sik g K_o(W(00)), u satisfait (X;) par construction. Pour voir que
u satisfait (X) on argumente comme en (B.5) et (B.6), en utilisant de plus
le fait que exp —RéA¥)(z,y) est exponentiellement décroissant sur ka)
pres de 0. Si k € K_o(W(c0)), le fait que u satisfasse (X) se vérifie sans
probleme.

Enfin I'unicité résulte du fait que toute solution u dans F(N, r, K, p; 0)
est un point fixe de T'.

C.17. Remarque. — On a un énoncé analogue & C.10 pour un systeme
partiel (¥; ;) : espace des conditions initiales est maintenant un espace de
fonctions en les variables z; (¢ € I) et y; (j € J); celles-ci doivent vérifier
sur leur domaine I'inégalité

K
¥ (a1, )] < 5 el ™.

La démonstration est analogue : la définition de T lorsque k € K ne fait
pas intervenir les indices i € I et j € J.

D. Démonstration des théorémes de la section A.

Nous allons d’abord donner une conséquence utile des théorémes B.4
et C.10.

(D.1) ProposITION. — Sous les hypothéses du §B.2, il existe, pour
tout 8° = (69,...,0%) € (S1)", des polyrayons r, p, un secteur fermé W (r)
autour de la direction 6° et un polydisque fermé D(p) centré en 0 € CP, et
il existe

u: W(r) x D(p) —— V(R?)

qui est continue sur ce domaine, holomorphe et solution de (X) a l'intérieur,
asymptotiquement plate quand x — 0, uniformément sur D(p), c’est & dire
que pour tout N € N" il existe Cy > 0 avec

(Asy) Y (z,y) € W(r) x D(p), |lu(z, )l < Cn - |z|"
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Si l'on note U(r) un ouvert de X (D) contenu dans I’adhérence de
W(r)*, on voit que l'on a trouvé une solution u de (X) dans

r <U(r) x D(p), (A%f’m)d).

Démonstration de la proposition D.1. — 1l s’agit de vérifier que la
solution donnée par les théoremes B.4 ou C.10 est en fait plate en O,
uniformément par rapport & y. Nous allons procéder comme dans [16, thm.
2.3.1]. Nous allons considérer le cas (PIR) avec Ko # 0, les autres cas
étant analogues et plus simples.

Soit donc u € F(N,r, K, p; 0)¢ 'unique solution de (X) avec condition
initiale ¢ € B(N,r, K/2) en y° = 0, ou N, r, K, p sont choisis comme dans
le théoréme C.10 pour la valeur y° = 0 du parameétre. Nous supposons de
plus que r est choisi de sorte qu’on puisse trouver K avec

2K 1
N < =R® inf |27V,

D.2
( ) inf Ni = 2 z€S(r)
i

=

ce qui est possible. Nous voulons montrer que pour tout M > N il existe
Cur > 0 avec

(%) Vke{l,...,d}, V(z,y)€S(r)xD,p/2),
[u®) (2, )| < O o™

Nous allons montrer que pour tout y° € A(p%), pour tout M > N, il existe
P (y°) et Car(y°) > 0 avec
(%) Vke{l,...,d}, V(z,y)e€8(r)xD°p'®H%),

¥ @,9)| < Culy”) o™
et nous pouvons recouvrir A(0, p/2) par un nombre fini de D(y°, p*(y?)),
ce qui permet d’obtenir (x).

Montrons donc (*x). Notons qu’il existe p = p(N,r, K,y°) donné
par le théoreme tel que u € F(N,r, K, p(y°);y°)¢ donc u € F(N,r,2K,
p(y°);y°)%. De plus, puisque u € F(N,r, K, p;0)%, u satisfait la condition
initiale

Vi€ K o(W(0) ul?(a(r),y’) = M (y°) € BN, K;3°).

Ainsi u satisfait en y° des propriétés analogues & celles qu’elle satisfait en
0, et c’est P'unique solution de (X) dans F(N,r, 2K, p(y°);y°)? satisfaisant
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la condition initiale ci-dessus. Il suffit donc de montrer () en y° = 0, la
preuve pour les autres valeurs du parametre se transposant immédiatement.
Le point important dans cette démonstration est que N° et les fonctions
r; du théoréeme C.10 sont indépendantes de y € A(p°).

Il suffit de faire la démonstration pour M = (Ny + 1, Na, ..., N,).
Choisissons 7§ > 0 tel que 1 < min(r,r;(M)) et posons r! =
(ri,ra,...,m). Nous avons alors

2K _ -
22N RO inf lz| ™ < R® inf |z|7V
lI]fNi z€S(r) z€S(rl)

K3

car S(r') C S(r). De plus, puisqu’il existe une constante positive indépen-
dante de r! et ne dépendant que de A; (introduit au §C.7) pour laquelle
on a |z1(r!)| > cste - sup 1 |z!|, on peut supposer que si r} est assez
petit, on a

z,€S(r

-1 . M
K|zi(r')| < R° zelél(frl) lz|™™ .

Soit alors K tel que
1y(~1 1 0 -M
K|z (r')] <K'<R melél(frl)lxl .
Posons (pour k € K_y(W(00))) cgk) = u® (z(r1),0). On a, du fait de la
derniere assertion de C.10
IN

9] < 5K [2() M

Lo 1
< iK |z(r)
donc ¢; € B(M,r!,K!/2). Soit alors p! < p(M,r!,K') et v € F(M,7!,
K1, pt;0)? 'unique solution de (E) avec v®(z(r!),0) = ¢{¥) pour tout
k € K.o(W(00)), donnée par le théoreme C.10. Nous voulons montrer
que u et v coincident dans un domaine convenable. Posons pour cela
K''=K!- sup |z;| <K Nous avons alors

z1€S1(r1)
4K _
"N CK<KK'<R inf |z 7V
lani z€S(rt)
K3

et par suite, pour tout k € {1,...,d}, tout z € S(r!) et tout y € A(p!),
puisque K < K’ 1

|u(’°)(z,y)| < K|:v|N < K’1|x|N

lv®) (z,y)| < K'lz/M < KMV
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de sorte que u et v sont dans F(N, 71, K'*, p;0)4 (et ¢; € B(N,r!, K''/2)).
Si on choisit p! de sorte que I’on ait aussi p! < p(N,r!, K'"), on déduit de
l'unicité dans le théoréme C.10 que la restriction de u & S(r!) x D(0, pt)
est égale & v et satisfait (+*) dans ce domaine. Comme on a trivialement
une inégalité du méme type dans le domaine complémentaire de celui-ci
dans S(r) x D(0, p), on en déduit que u satisfait (x*) dans ce dernier. O

D.3. Remarque. — On a un énoncé identique pour un systéme partiel.

D.4. Démonstration du théoréme A.6. — Nous reprenons ici la
situation du §A.1 et nous supposons de plus, comme dans le théoréme
A.6, que l'on a

<D d
Fi(r’ 07 Y, 0)’ Qj(r’ o’y’o) € (A?(D)yoo)

D.5. Existence. — Choisissons des représentants des germes (en 6°)
des F; et des ®;. On peut alors choisir %, p°, RO pour que les hypotheses
de B.2 soient satisfaites. On applique la proposition D.1. O

D.6. Unicité. — Supposons données deux solutions u et v dans

d —
(.A%?D) 00) . Elles sont définies dans un petit voisinage de ° dans X (D),
de méme que les F; et les ®; comme ci-dessus. Soit N > N 0 donné par les

théoréme C.10 (ou B.4). On a dans ce voisinage
1 N 1 N
ju(z, )| < 5O lal” et lv(z,u)| < 5Oy lal
pour un certain C;, > 0 et on peut supposer sans mal que Cy < Ky, ol

K, est défini au §B.2 pour les F; et les ®;. Quitte & diminuer encore r, on
peut supposer que dans ce voisinage on a 7 < r(N) et

2Kn . -1
<Cyn <R inf )
iI]f Ni N a:elg(r) |1:I
3

Choisissons enfin p < p(N,r,Cp;0). Alors u et v sont deux solutions
de (X) dans F(N,r,Cy,p;0)%, et pour k € K_y(6°), les valeurs initiales
u®) (z(r),0) et v*) (z(r),0) coincident par hypothese, si 'on suppose de
plus que 1 = - - = 1, (ce qui ne pose pas de probleme). Par suite, d’apres
le théoreme C.10, u et v coincident dans le voisinage considéré. a

Remarque. — La démonstration dans le cas d’un systéme partiel est
la méme.
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D.7. Démonstration du théoréme A.12.

Démonstration de I'existence. — Nous la ferons dans le cas o n = 2
et p = 0 pour ne pas compliquer les notations. Le cas général s’obtient de
maniére analogue. Soit donc @ € C [z, z2] solution de () (et suivant les
cas u(z1,0) = 0 et/ou u(0,z2) = 0). D’apres le corollaire A.11 il s’agit de
trouver

d
up € (AD_l(Dsz),eo(Ul) ﬂxl]l)

d
solution de (T1X%) et Us € (A-D_Z(DlﬁDz),BO(U2) [[:vz]]) solution de (TxX),
toutes deux relevant u, ou U; et U, sont des voisinages sectoriels assez
petits de 69 et 6. Nous allons montrer I'existence de U, celle de us se
montrant de maniére symétrique.
1

Premier cas : mgk) > 0 pour tout k=1,...,d. — Soit

d
v € (AD_l(Dsz),oo(Ul) [[5'31]])

relevant ¥ et multiple de a3 ou z1zs comme u suivant les cas (voir les
hypothéses du théoréme). Un tel relevement existe d’apres Borel-Ritt (ici
4 une variable). Alors U est solution de (T1X) et releve U si et seulement

si w1 — v est solution d’un systéme du type de (T1X) et satisfait

Tng = 0 (donc est multiple de z2; il faut demander éventuellement de
plus que W soit multiple de z;). Précisément la premiére équation que
doit satisfaire ws est

xlazlw{\k) = [xlazlA(k)] -wi\k) +H1(k)(x1,a:2,w»1~(:1:1,z2))
avec

H® (21,05, wx(z1,32)) = H{g (z1,22) + Y H® (@1,22) - w
MeN-{0}

H{fco)(:vl,xg) = —xlaxlvfi\w + [mlazlA(k)] ~v¥°) + Z Fl(fcn)l(xl,xg) . u{YI
MEN
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On développe e = > wf[x{ et on trouve ws. , par récurrence sur £ : c’est

possible puisque mgk) > 0. On a de plus w,}kz) = 0 pour ¢ < m(lk) et les

wg? sont dans A;_i)(DlﬁDg),Go(Ul) (car ToH, o = 0). Ainsi w,. est toujours
multiple de x;5.

Montrons maintenant que u~ est solution de la seconde équation
(T132). La condition d’intégrabilité de (T3 X) montre que si 'on écrit cette
seconde équation sous la forme Eg(u,f) =0 et si u. est solution de (T1%;),
alors Eg(ui\) est solution d’une équation linéaire du type de (T1%;) (pour
la démonstration du théoreme dans le cas ol n et p sont quelconques, on a
affaire & un systéme linéaire intégrable; voir [10, lemma I1.3.1 p. 82]). Alors
un raisonnement comme celui fait ci-dessus montre que 'unique solution
de ce systéme est 0, de sorte que u~ satisfait bien la seconde équation (ce
type de raisonnement remonte au moins a larticle [4]).

Deuxiéme cas : mgk) = 0 pour tout k = 1,...,d. — On introduit vy
et w~ comme ci-dessus et on résout la premiere équation par récurrence sur
£. Celle-ci s’écrit

:clazlwszl’O(xl,:c2)+(Bl(x1,:cg) + xlazlA)-wT—i- Z Hl’M(xl,xg)-w%’I
|M|>2

et les formules données au paragraphe précédent montrent que T5H, o =0
et B1(0,0) = A;1(0,0) (car I’énoncé impose ici que U soit multiple de z; et
on choisit vy de méme, donc 1»1\(0, 0) =0). On a alors pour £ > 1

[¢1d —B1(0, z2)] Wy, = H, ¢ ¢(z2) + polyndme en We py

Notons que puisque us et F, o, sont multiples de z; (hypothese (b)), H;
Pest aussi de sorte que I’on peut prendre ws = 0. Puisque £1d —B1(0, 0) est

inversible pour tout £ € N — {0} par l’hypbthése (b), on peut trouver W,

de maniére unique par récurrence sur £; on voit aussi, puisque To H; , = 0,
que Tzw/” = 0 pour tout £. a
b

Démonstration de I'unicité. — On remarque que les procédés ci-dessus
donnent une solution unique si ’on impose que cette solution soit multiple
de z;---x,,. L'unicité résulte alors de P'unicité dans le corollaire A.11 si
l’on remarque, d’apres le lemme A.10, que toute solution u de (X) induit
une solution Tyu de (T7X) pour tout I C {1,...,n}. O
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