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RÉDUCTION MICROLOCALE DES SYSTÈMES
D'OPÉRATEURS PSEUDO-DIFFÉRENTIELS

par Jean NOURRIGAT

Le lien entre hypoellipticité et représentations de groupes niipo-
tents a été établi dans des cas particuliers par Rockland [25], Folland-
Stein [7], et Rothschild-Stein [26]. Dans de nombreux autres travaux,
l'étude de certaines inégalités L2 entraînant l'hypoellipticité d'un
opérateur pseudo-différentiel sur R" se ramène, par des transforma-
tions canoniques et des changements d'échelle, à celle de l'injectivité
d'opérateurs à coefficients polynomiaux, définis globalement sur
R" (k<n) : Hôrmander [13], [14], Grushin [8}, Bolley-Camus-HeIffer
[2], Boutet de Monvel-Grigis-HeIffer [4], Egorov [5], HeIffer-Nourrigat
[9], [11] et Rothschild [27]. Cette réduction à des opérateurs modèles
apparaît aussi, mais de manière moins générale, dans des constructions
de paramétrixes (Melin [18], [19], [20], Beals-Greiner [l], Taylor [28])
et en théorie spectrale (Métivier [2l], Mohamed [23]). Comme l'avait
pressenti C. Rockland les opérateurs modèles qui apparaissent dans ces
travaux peuvent s'interpréter de manière très générale en termes de
représentations de groupes niipotents. Dans une note [10] avec B.
Heiffer est énoncée une conjecture dont la preuve fournirait la synthèse
de ceux des résultats ci-dessus qui concernant des inégalités L2 , et
leur extension à des systèmes. Le but de ce travail est de démontrer
l'une des implications conjecturées dans [10].

On considère un système X^ , . . . , X^p de fonctions C°° sur
R 2 " , à valeurs réelles, dépendant d'un paramètre X> 1. On suppose
que, pour tout multi-indice (a,j8), il existe C^ >0 tel qu'on ait :

I^X.^.^X^C^X141^1 (0.1)

Mots clés: Inégalités L2 — Systèmes d'opérateurs pseudo - différentiels — Repré-
sentations de groupes niipotents - Applications symplectiques.
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pour tous (x^)^^\\>\ e t / G { l , . . . , 2 p } . On note X,(X)
l'opérateur pseudo-différentiel associé au symbole X . ( x , ^ , X ) . (Le
choix entre le calcul de Weyl et le calcul usuel n'a aucune'importance
ici).

La plupart des travaux ci-dessus peuvent se ramener à l'étude
d'inégalités L2 pour des opérateurs exprimés de manière polynomiale
par rapport à X, (X), . . ., X^ (X). Pour simplifier l'écriture, nous
nous limiterons aux deux exemples suivants :

Problème 1. - Soit L, (X) = X,(X) + iX^^ (\) (1 </ <p). A
quelle condition existe-t-il CQ > 0 tel qu'on ait :

2P p

S IIX,(X)/112 <Co ( S IIL,(X)/112 4- |[/||2) (0.2)
7-1 / = i /

pour tous X > 1 et/e^(FT1). Il s'agit de normes L2 .

Problème 2. - Soit X une fonction dans C^(Tl2"), égale à 1
dans un voisinage de l'origine, et soit ^ E ]0,1 [. On pose

X o ( X ) = X M X ( X ^ 2 ; c , X - l / 2 DJ.
A quelle condition existe-t-il Co > 0 tel qu'on ait :

"Xo (X)/112 <Co ( f IIX,(X)/112 4- Il/Il2) (0.3)
/=! /

pour tous X > 1 et /G ^(R" ) ?

L'intérêt du problème 2 est de fournir une réciproque aux résul-
tats de Bolley-Camus-Nourrigat [3] et Fefferman-Phong [6]. Le but de
ce travail est d'établir une condition nécessaire pour les inégalités ci-
dessus. L'extension aux inégalités analogues pour les opérateurs
exprimés de manière polynomiale par rapport aux X .̂ (X) ne poserait
probablement pas de difficulté.

Au § 1 nous énonçons cette condition en termes de représen-
tations de groupes niipotents. Pour le lecteur non spécialisé dans ce
domaine, la condition est réécrite au § 2 sous une forme plus "con-
crète", et la suite de l'article peut être lue sans aucune connaissance
sur les groupes niipotents.

On évoquera aussi les variantes locales des problèmes 1 et 2,
plus directement liées à l'hypoellipticité. La question de savoir si les
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conditions nécessaires énoncées ici sont aussi suffisantes est un pro-
blème ouvert (voir § 5). Si les conditions énoncées peuvent paraître
peu explicites en général, rappelons que, dans tous les cas où une
condition explicite est connue, on peut montrer facilement que c'est
un cas particulier de la condition ci-dessous, (voir [29] pour le lien
avec le résultat d'Egorov sur les opérateurs sous-elliptiques, et [11]
pour les autres théorèmes classiques).

1. Enoncé en termes de représentations de groupes.

Soit r un entier > 1. Soit ^ l'algèbre de Lie niipotente libre,< /̂ ./"̂
à 2p générateurs X , , . . ., X^p , de rang de niipotence r. Il existe
une base de ^ formée de crochets itérés Xj des générateurs X..
On note |I| la longueur d'un tel crochet, et on note X j ( x , ^ , X )
le crochet de Poisson itéré des fonctions Xy (x , Ç , X) qui correspond
aux mêmes indices que le crochet Xj.

DEFINITION 1. — On note Fy l'ensemble des formes linéaires
£ E ^ * telles qu'il existe des suites ( ^ y , S y ) dans R2" , (\) et (^)
dans R'^ , telle que :

a) La suite \ tend vers -I- °° .

b) La suite fy \ est bornée .

c) Pour tout crochet Xj, on a, quand v -> + oo

^ 'XI^ .^ .À,) ^ £(Xi). (1.1)

Pour tout £ G ^*, soit TTg la représentation unitaire irréductible
du groupe exp ^ , associée, selon la théorie de Kirillov [17], à la forme
linéaire C. On notera aussi TTg la représentation correspondante de
l'algèbre ^ . Rappelons que TTg (X.) est un opérateur différentiel
dans ^(R^)), où k(ï) est un entier dépendant de £, (voir [11]).
Lorsqu'on a C ( [ X , Y ] ) = = 0 pour tous X et Y dans ^ , la représen-
tation TTg est scalaire, et l'on a TTg (X) = ii(X) pour tout X E ̂ . On
convient alors que V ( R°) = C. On pose évidemment

7rfi(L,)=7Tfi(Xp+z7re(X^+,).
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Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. - S'il existe CQ > 0 tel que (0.2) soit vérifiée
pour tous X > 1 et /e^(R"), alors, pour tout r>\, pour tout
fier, et pour tout ^E^R^ on a :

ip p
I llTr^X^P^Co S II^O;)^!!2. (1.2)

7 = 1 7 = 1

Par conséquent, si £€r\\{0}, le système TTg (L.) (1 < /<p) est
injectifdansyÇ^^).

Pour le problème 2, on note ^ l'algèbre de Lie à 2p + 1 généra-
teurs XQ , X, , . . . , X^p, de rang de niipotence r , où r est en entier
tel que r- 1 <M~ 1 <r' Soit F l'ensemble analogue à celui de la
définition 1. Soit û > 0 tel qu'on ait X(x, Ç) = 1 si |x|+ |Ç|<û.

THEOREME 2. - S ' i l existe CQ > 0 tel que (0.3) soit vérifiée pour
tous f^. ̂ (R" ) et X > 1, ator^ o^ a, po^r ro^

J2€r ^ ^^(R^)):
2p

llTrfiCXo)^!!2^^ S ll7re(X,)^112 . (1.3)
7=1

De plus, il existe \ > 1 tel que, si \ > \ et \x \ 4- |Ç | < û\1/2 ona :

^ |Xi(;c,^X)|^0.
| Ï |<r~ 1

La première affirmation se démontre de manière identique à celle
du théorème 1, et nous ne la détaillerons pas. Montrons comment la
seconde s'en déduit en raisonnant par l'absurde. Supposons qu'il existe
une suite (Xy , ̂ y) dans R2" et une suite (\) tendant vers + oo ^
telles que |xJ + |$J <û X1/2 et X, (^ , ̂  , \) = 0 si | I |<r - l .
Posons ty = X;^. La suite t^y \ est donc bornée. Soit C la forme
linéaire sur ^ telle que £ (XQ ) = 1 et £ (X) = 0 pour tout crochet
X des générateurs de l'algèbre qui fait intervenir au moins une fois
l'un des XyC/^O^. On vérifie facilement l'égalité (1.1) de sorte
que £ est dans F, et l'inégalité (1.3) est vérifiée. Comme on l'a
rappelé, la représentation TTg correspondant à cette forme linéaire
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'•̂  ^/
est scalaire, et l'on a TT^ (X^) = f et TTg (Xy) = 0 pour 7 =^= 0, ce qui
est en contradiction avec (1.3). Le théorème 2 sera donc démontré
avec le théorème 1.

Soit maintenant Î2 un ouvert de R" , et X ^ , .. . , X^ des
opérateurs pseudo-différentiels d'ordre m G R dans Î2, dans la classe
usuelle Jêf^Q (Î2). Leurs symboles principaux, notés X . (x , f ) , sont
supposés réels. Pour les applications à l'hypoellipticité, on s'intéresse
à la variante locale du problème 1. On pose Lj = Xy 4- / X .,..,(/ <p).
Soit XQ un point de Î2. On se demande à quelle condition il existe
un voisinage V de XQ et une constante CQ > 0 tels qu'on ait :

^ I IX^jP^Cof f I IL^IP+II^ ,) (1.4)
7 = 1 \ / = 1 /

pour tout ^€C^(V) . On note II 11^ la norme dans l'espace de
Sobolev H^R"). Pour tout r>\, on va définir un ensemble
F^(Xo) localisé.

DEFINITION 2. — On note Ty^x^) l'ensemble des formes linéaires
£G^* telles qu'il existe des suites (x^ , ̂ ) dans Î2 x R" et ( t y )
dans R"1', telles que:

a) La suite |Çy | tend vers + °° et la suite Xy tend vers XQ.

b) La suite ty |̂ J r est bornée.
c) Pour tout crochet Xj, on a, quand v—> o°

^'Xi^.S,)^ £(Xi).

On déduit facilement du théorème 1, à l'aide de fonctions de
troncature, la conséquence suivante :

THEOREME 3. - S'il existe un voisinage V de XQ tel que (0,7)
soit vérifiée, alors, pour tout r> 1, pour tout CGr^(.x:o), et pour
^ C y (^kw) ̂ l'inégalité ( I A Ï est vérifiée. Par conséquent, si £ ̂  0,
le système TTg (£p (1 </ <p) est injectifdans y (R^^).

De même, on déduit du théorème 2 une réciproque du résultat de
[3] et [6].



88 J. NOURRIGAT

THEOREME 4. -Soient So E ^^W» et ^ F K U t . Supposons
qu'il existe un opérateur pseudo-différentiel X(x, D) dans ̂ \ Q (Î2),
elliptique en (XQ,^), une constante 00 et un voisinage V de
XQ, tels qu'on ait :

" X ( x , D ) ^ _ , < c f f IIX^ I I 2 +!!<_, )

pour tout u G CQ° (V). Alors il existe un crochet de Poisson itéré, de
longueur <(1 — a ) ~ 1 , des symboles principaux des opérateurs X.,
qui est non nul en (XQ,^).

Les théorèmes 3 et 4 se déduisent facilement des théorèmes 1 et
2. Les § 2 à 4 de l'article sont consacrés à la preuve du théorème 1.
Les problèmes ouverts concernant sa réciproque sont évoqués au
§5. Signalons que les ensembles F\ et F y ( x Q ) sont stables par
l'action du groupe exp ^ dans ^* (représentation coadjointe)
(voir [29]).

2. Forme explicite des représentations.

On dira qu'un système d'opérateurs ( Y ^ , . . . , Y^p) dans R"
est dans l'ensemble Sy si :

1 ) Tout commutateur itéré Yj de ces opérateurs est de la forme
suivante :

YI=Aœ_ ^ -+A<, I ) (^) , ^ -+. . .
8^1 3^2

+ A^> (y , , . . . , ^ _ ^ ) ̂ - + f B < 1 ) ( y ) (2.1)

où les A^.0 et B^ sont des polynômes réels, ne dépendant que des
variables indiquées.

2) On a YI =0 si |I|>r.

Le théorème 1 se déduit du théorème suivant :

THEOREME 1'. - S'il existe CQ >0 tel que (0.2) soit vérifiée,
alors, pour tout r>\ et pour tout CE F,., il existe un système
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(YI ,. . . , Y^p) dans Sy tel qu'on ait, avec les notations ci-dessus :

t(X^)=B^(0,0) si | I |<r . (2.2)

De plus, pour tout /e ^(R" ), on a

f IIY ÎI2^ $: ||(Y,+fY^,)/112. (2.3)
/=1 7 = 1

En effet, on peut associer à tout système ( Y ^ , . . ., Y^ ) dans
S^ une représentation îr de l'algèbre ^ (à cause de la propriété 2
ci-dessus). On applique à cette représentation TT le théorème 4.2
du chapitre II de [11], rappelé ci-dessous, qui établit le lien entre TT
et les représentations irréductibles.

PROPOSITION l.-Soit TT une représentation de l'algèbre ^ dans
^(FT) telle que, pour tout X G ^ , TT(X) soit un opérateur diffé-
rentiel d'une forme analogue au membre de droite de (2.1). Soit
CQ > 0. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) On a, pour tout /e y (R " )
2p p
^ llTrO^/IP^Co ^ ll7r(î:,)/112.
/=! 7 = 1 /

ii) Pour tout (x, $) G R2", si £^ ^ est la forme linéaire sur
^ dé finie par

£(^)(X)=-7r(X)(;c^) VXG ^,

on a, pour tout f dans y (R^), fe = k(9.^ çp:

^I^O.^^112^^^^^^^^^

Il nous suffit donc de démontrer le théorème 1'. On pose
E = R ^ x R^ x [1 , oo{ et on note z = (x, S, X) la variable de E.
On posera :

i^
M(z )=M(x ,Ç ,X )=X r l + ^ |XiOc^,X)|1/ '1 ' . (2.4)

HKr
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L'entier r est fixé dans les § 2, 3 et 4. On désigne par P l'ensemble
des multi-indices (a, j3) tels que \fS\ < 1 et tels que a. =7'= 0 et jîjç ^0
entraînent j < k , (c'est-à-dire tel que le terme y^ 3^ puisse
apparaître dans le développement d'un opérateur analogue à (2.1)).

La preuve du théorème 1 / repose sur la construction, pour tout
z = (x, { ; , X) E E, d'une application symplectique 0^ et d'un opéra-
teur T^ dans y (R") dont nous allons énoncer les propriétés, et
que nous construirons ensuite.

PROPOSITION 2. - Pour tout z = (x, { ; , X ) E E , il existe une
application symplectique 6^ définie dans un voisinage V^ de l'origine,
à valeurs dans R 2", telle que Q^ (0,0) = (x, ç), et qui possède les
propriétés suivantes :

1) Pour tout multi-indice (a,j3), il existe C^ > 0, indépendant
de z, tel que :

I8? ̂ (^-^z) (0-0)1 <C^M(z) V/<2p, VzEE.(2.5)

2) Sf fc multi-indice (a,j3) TÎ^ pû5 dâ^y P, ou bien si
|a 4-<3|>r , on a :

|3^(X,o^)(0,0)|<C^ V/<2p, VzEE . (2.6)

3) Pour tout crochet de Poisson Xj et pour tout multi-indice
(a, P) il existe C^i > 0 tel que :

1^ ̂  (x! ° ^z) (0-0)1 ^Ca^ V z = O c , S , X ) E E . (2.7)

Remarquons que la fonction M dépend de l'entier r, et les
applications 9^ en dépendent aussi. Posons :

°•(^•')^.^^;^•'ot'°(•)(()•o)5i!
et notons aussi a^ (Xy) l'opérateur différentiel associé à ce symbole.
Le choix entre le calcul de Weyl et le calcul usuel n'a toujours pas
d'importance à cause de (2.6). La proposition suivante montre
comment on peut "quantifier" les applications symplectiques 6 ^ .
On pose

N(/) = ^ "^a D^/ll V/G ^(R").
|a+/ î |<r+ 1
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PROPOSITION 3. - Pour tout z = (x, { ; , X ) E E , il existe une
application linéaire T, dans y (R") qui possède les propriétés
suivantes :

a) II existe 00, indépendant de z, tel que

IIT./IKC Il/Il V z C E , V/E^R"). (2.8)

b) Pour tout e>0, il existe C(e)>0 tel que

lla,(X^)/112 <(1 +e) IIX^(X)T,/112 +C(c)N(/)2 (2.9)

IIX,(X)T,/112 <(1 +e) lla,(X,)/112 +C(e)N(/)2 (2.10)

ainsi que les inégalités analogues où X. est remplacé par L , soient
vérifiées pour tous /€^(FT), z G E et je { 1 , . . . , 2p}.

Les propositions 2 et 3 seront démontrées aux § 3 et 4. Montrons
maintenant comment le théorème 1' s^en déduit. Soit S. un élément
de F y . Soient Zy = (Xy , ̂  , \) une suite dans E, et (ty) une suite
dans R + , qui ont les propriétés a), b) et c) de la définition 1. On
suppose l'inégalité (0.2) vérifiée, et on l'applique à X = \ et
/==T^ )^ , où ^ est une fonction fixée dans y (R"). D'après
(2.8), (^.9) et (2.10), pour tout e > 0, il existe C^ (e) > 0, indépen-
dant de v, tel que :

2p p

t lia, (X,)^112 < ( C o + 6 ) S lia, (L , )^11 2 +C^(c)NW 2 .
^ = 1 ' ^'=1 ' (2.11)

D'après (2.4) et les points a), b) et c) de la définition 1, la suite
tyM(Zy) est bornée, et la suite ( t y ) tend vers 0. D'après (2.5), les
suites

r,ô;^(X^.o 0^)(0,0) ( | a+( î |< r , ( a , (5 )eP , j<2p)

sont donc bornées. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer
que ces suites ont des limites a^^. Posons

v" D^
Y/^' I ^,——'" (2.12)/ ( a , ^ ) G P a! p!

( a + ^ K r
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Multiplions (2.11) par ^ et faisons tendre v vers +°°. D'après ce
qui précède et d'après (2.6), on a

^ a, (X,) ̂  -^ Y, ̂  dans L2 (R" ).

Puisque e > 0 est arbitraire, on en déduit l'inégalité (2.3).
D'après (2.12) les Y. et donc aussi tous leurs commutateurs,

sont d'une forme analogue à celle du membre de droite de (2.1).
D'après (2.6), pour tout multi-indice (a, j3), on a, quand v—^ + oo :

r,a^ a^.o^) (o,o)—^ r1 a;a^Y,(o,o) (2.13)
où Yy ( y , 17) désigne le symbole complet de l'opérateur Y^.. Pour
des opérateurs analogues à (2.1), on voit que les commutateurs cprre&-
pondent exactement aux crochets de Poisson des symboles. Par consé-
quent, pour tout commutateur Yj et pour tout multi-indice (a, j8),
on a

r;11 a; a^ (x, o e^) (O,Q) -^ r1 a^ a^ Y, (Q.O) . (2.14)
Puisque la suite M(z^,)~ rX^, est bornée, on déduit de (2.7) et (2.14)
que les symboles Y, (y , 77) des commutateurs Yj sont des poly-
nômes et qu'ils sont nuls lorsque |I|>r. Par conséquent le système
(Y^ , . .. , Y^p) est dans l'ensemble S^. Enfin, l'égalité (2.2) résulte
de (2.14) et de (1.1). Le théorème 1 sera donc démontré quand les
propositions 2 et 3 le seront.

3. Construction des applications Q^.

Pour tout z = (x, Ç , X) G E, soit 6^ la translation définie par :

^(^r^Oc+^S+r?) VO/,r?)eR2 '1 . (3.1)

Dans le cas où X172 < M (x, { , X), on voit facilement que l'application
6 ==6° possède toutes les propriétés de la proposition 2. Soit E'
l'ensemble des points z = ( x , Ç , X) tels que \112 > M(x, Ç , X).
Pour tout z € E\ on va construire, par récurrence, des applications
symplectiques 6^ , (0 < k < n), puis on posera 0 = 6n .

Si l'on pose ^ ( z ) = X 1 7 2 , on déduit de (0.1) que, pour tout
crochet de Poisson X^ et pour tout multi-indice (a,j8), il existe
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caBî>o te! qu'on ait :

1^ ̂  (x! 0 0zo) 0^ ̂ l <c^! ^0 C^2"1^ (3.2)

pour tous (^, r?) G R2^ et z G E'. On définira aussi une suite de réels
^ (z) (0 < k < ^î) afin de généraliser (3.2).

Pour décrire les propriétés de 0^ et de v (z), on posera
/ = ( Y i , • . . , y^ ' .̂  = 0 /A:+1, . • . , Yn) ' et de même pour les
variables duales et les multi-indices. On posera aussi :

2^ = {(^77)€ER2" ,^.=^.=0 V/<Â;- 1} .

On note Q l'ensemble des multi-indices (a, j3) tels qu'il existe
C < f c tel que j3g^0, et a. = j3. = 0 pour tout /<£ . On note
M^ (resp. Mg) l'ensemble des multi-indices (a, (3) tels que a. = j3. = 0
pour tout j>k (resp. pour tout /<£) , et M^ = M^ H M g . Enfin,
on note (7) le multi-indice (0 , . . . , 1, .. . , 0), où le 1 est à la /ieme

place.

PROPOSITION 4. — Pour tout k<n et z == ( x , ^, \)ç.E', il
existe une application symplectique 6^ définie dans un voisinage
V^ de l'origine, à valeurs dans R2 n , telle que 6^ (0, 0) = (x, { ) ,
et un réel ^ ( z ) > M ( z ) , qui possèdent les propriétés suivantes :

Ajç ) Le voisinage V^ est de la forme suivante :

V^= {(^^îeR^J^'KûlVKzîJry'Kû^^,
M(z)

l ( ^ " , T ? " ) l < û ^ ( z ) } (3.3)

où a > 0 est indépendant de z.

B^) Pour tout crochet de Poisson itéré Xj des symboles
Xf(x, ̂ ,\) et pour tout multi-indice (a,j3), il existe C^p indé-
pendant de z E E ' . ré7 q^ ;

la^ô^Xio^x^^^Kc^iXAKzr^^'^tz)"^^"'
pcw ro^r (^, T?) e V^, po^r fo^r z ê E'.
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C^) On a, déplus, si ( y , 17) est dans 2,̂  H V^

I ̂  ̂  (Xi o 0^) (y, ry) | < C,̂  M ( z ) 1 1 1 - - 1 ^ (z)2- IÛM+^'.

Dfç ) 5'; fe multHndice (a, j3) ^r dans Q^ , on û ;

1 ̂  ̂  (Xi ° 0?) (0, 0) | < C^ MCzî^^ 1 -- lar+^' ̂  (z)-1^^"1.

E^) 5'/ le multi-indice (a,j3) ^r rfan5 M\ z7 ^^rê ^n nombre
fini de crochets Xj (ne dépendant que de a , j3 ^r I) et de fonctions

f\î et g^ (dépendant aussi de z), r^h qu'on ait dans S ^ H V ^

l'égalité suivante :

a^ a^ (Xi o e^) = M ( z ) 1 1 1 (̂  + S/u M t z ) - 1 1 1 (x, o 9^)).
j

D é p l u s , pour tout multi-indice ( 7 , 6 ) G M ^ , il existe C 5 indépen-
dant de z E E', r^/ ̂ ê ;

1 9 ? ̂  /u (0)1 + 19; 9,6 gi (0)1 <C^ MCz)"^"^ ^(z)--^^''.
(3.5)

Fj^) 5'; le multi-indice (a,j3) ^r ûfûn^ Mk mais pas dans P,
on û .'

ia;^/u(0)i+ia;a^ ^ (0)i<c,, MCzî^-^-^^cz)-'^6 ' '
(3.6)

L'application 6^ et le réel V Q ^ Z ) déjà définis possèdent les
propriétés Aç à Cç , et les propriétés Dç à Fç sont vides, puisque,
pour k = 0, il n'y a pas de variable y ' . Lorsque la proposition sera
démontrée pour k = n, la proposition 2 s'en déduira aussitôt en
posant 6^ = = 0 ^ .

Supposons construits les applications symplectiques Q[ ( /<A:)
et les réels ^ - ( z ) > M ( z ) possédant les propriétés A. à F . ( j < k ) .
Pour éviter une confusion, on posera ici y ' " = (y^ , . . . , y^ ),
y " = (>^+i » • . . ,3^) et de même pour les variables duales et les
multi-indices. Posons :

a,(z)= ^p ^-—|^^(Xio0^1) (0 ,0 )1 . (3.7)
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On distingue deux cas :

Cas 1 : Si û ^ ( z ) < l , on pose 0^=^- 1 et ^ ( z ) = M ( z ) .
Notons que dans ce cas ^ (z) ̂  ^fe-1 (z)-

Câu? // : Soit E" l'ensemble des z G E' tels que û ^ ( z ) > l .
Pour tout z G E " , on pose ^ (z) = M(z) û^ (z). D'après l'hypo-
thèse de récurrence C^ _ ^ , on voit que :

^(z)<C^_j:z) (3.8)

où C est indépendant de z € E". Cette inégalité est donc vraie dans
les deux cas.

LEMME 1. - Pour tout crochet de Poisson Xj et pour tout muiti-
indice (a,j3), il existe C^, > 0 tel qu'on ait:

l^(Xi°^-1) (y,t^)\<.C^U(z)^--^,(z)2~^l^l^ (3.9)

pour tout { y , 17) G 2^ de norme < a ^ ( z ) , et pour tout z G E " ,

(ozi û > 0 est une constante indépendante de z€E") .

Ce lemme est vrai dans les cas 1 et II.

Démonstration du lemme. - Notons d'abord que, pour tout
crochet Xi , (quelle que soit sa longueur), il existe Ci > 0 tel que

|Xï(z) | < C i M ( z ) l 1 ! V z E E . (3.10)

L'hypothèse de récurrence C ^ _ ^ et (3.8) montrent que (3.9) est
vérifiée si |a'" 4- ^" |>2. Si \a'tt + ^"'| < 1 et y = r ] = = 0 ,
l'inégalité (3.9) résulte du point E^,.^ de l'hypothèse de récurrence,
et de (3.7), (3.8) et (3.10). L'inégalité (3.9) s'en déduit dans le cas
général d'après la formule de Taylor.

Soit 1̂  l'un des indices où le sup est atteint dans (3.7). La fonc-
tion g\ suivante est définie dans un voisinage W de l'origine dans
R 2 Q i - f c + i) ^ indépendant de z E E' :

^ o^,în=M(z^ lIfcl+l ^(x^o^-^o.^^o.^rn
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On a écrit v^ pour ^ (z). D'après le lemme 1, pour tout (a, fS) G M^ ,
on a

19;^ ^(^îDKC^

pour tous (/",V)EW et z G E ' . D'après (3.7), on a

lû^V-^z(0,0) |= 1.

Il existe donc un voisinage V de l'origine, (indépendant de z ^ E")
et une application symplectique ^ : V ——> W , bornée dans
C°° (V, W) indépendamment de z G E", telle que ^ (0, 0) = (0, 0)
et

g, 0^ (/'\ T?^)) - g, (0 ,0 )= ̂  (3.11)

pour tout (./^V^V. On définit une application symplectique
^ par :

ni "\
^(/",.")=^^(^,y.

Cette application est définie dans la boule de rayon a v ^ ( z ) , ( a > 0
indépendant de z) . Distinguons les composantes de <î^ en posant
^k (./'\ î/") = (u, v). On définit une application symplectique
$^ dans un voisinage de l'origine dans R2" en posant

^OM?)=(^,. . . ,^-i^(^,î?^),î?i , . . . , î?^_i,t ;(/",^))

On définit enfin une dilatation h^ par :

^ (y , T?)= (^i,. . . ,^^_ i , û^.^,/',^,. .. , ^_^ ,-^, T/')
~fc

puis on pose 6^ = fi^"1 o <î>^ o ^^ . Cette application est bien définie
dans un domaine V^ du type décrit en A^ . On déduit de (3.11)

l'égalité suivante, vérifiée dans 2^ H V^

(Xi^ o 0^) (^, r?) - (X^ o Q^) (0,0)= M(z)IIfcl ̂  . (3.12)

II nous reste à vérifier les points B^ à F^ dans les deux cas ci-
dessus. Dans le premier cas, posons ^ = 1, et dans le deuxième cas,
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^=^0^. Si &<k, posons ̂  == ^+1 o .. .0 ̂  . On a donc
^ = ̂ -l ° ̂  = ̂ fi ° 6^ . Soit W^ (a) (û > 0) rensemble suivant :

W^(a)= {O^ER^J^KalSKz) et h.Ka^'^^
M(z)

si / </:-!, l(^V'')î<û^(z)}.(3.13)

D'après (3.8), il existe û indépendant de z tel que W^ (û) soit inclus
dans V^~ 1 . On utilisera les lemmes suivants, faciles à vérifier.

LEMME 2. -Soit (/,) (zEE' ) une famille de fonctions, où
f^ est définie dans W^ (û). On suppose que, pour tout multi-indice
(7, 8) ̂  M^ , il existe Cyg > 0 tel que :

19;^/zC^î?)KC^ ^(z)-1^6 ' VzGE' (3.14)

pour tout ( y , 7?)eW^(a), (resp. pour tout ( y , 77) G W^ (a) H 2^) ,

(resp. pOM^- >/ = 77 == 0). ^ltor5 /a fonction ^ =/^ o ̂  ^ dé/ï^^
ûfû^^ ^TÎ ensemble V^ rfM ryp^ rf^nr ^^ ( 3 . 3 ) , et, pour tout multi-
indice (7,8)^M^ il existe C^ > 0 tel que l'on ait, dans le
deuxième cas distingué ci-dessus :

l ^?^^z^- î? ) l<C^M(z) - 7 ; c - ô f c a , (z ) - 2 6 ; c ^(z ) - ' ^ + 5 M ' --
(3.15)

et dans les deux cas

I^^^O^KC^ I^z)"^"6^^)-1^'6'' (3.16)

pour tout ( y , T?) E V^ , (resp. ( y , T?) G V^ H 2^) (resp. ̂  = T? = 0)

et pour tout z G E\

On déduit facilement de ce lemme le suivant :

LEMME 3.-Soient S. et k deux entiers tels que i<k, et
s^ (fz) (z € E') une famille de fonctions définies au voisinage de
l'origine. On suppose que, pour tout (7,6)EMg^, il existe Qyg >0,
indépendant de z , tel que

19;a^ /z (0 ,0 ) |<C^^(z ) - ' ^ 6 ' . (3.17)
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Soit ^ = /, o ̂ . Alors, pour tout (7, 6) E Mg ̂  , f/ existe
C^ >0 tel que

|^ ;^6 ,^(0,0) |<C^M(z)-^+^'^^)-l^6- | (3,18)

pour tout z E E\ 0^ a payé

7' = ( 7 f i + i , . . . , 7^) et 7" = (7^ , . . . , 7^).

Pour la vérification des points B^ à F^ , on considère un crochet
de Poisson X^ et un multi-indice (a, j3), fixés. Jusqu'au point E^ ,
on désigne par a le multi-indice S= (c^ , . . . , c^ , 0, . . . , 0),
et de même pour <3. On pose :

F ,^ ,T?)=ô;ô^(Xio0^-^(^^) .

Cette fonction est définie dans W^ (a), (a>0 indépendant de z).

Pomr B^ -D'après l'hypothèse de récurrence B ^ _ ^ , la famille
de fonctions

/ ,=X' 1 MCzr'^'F,

vérifie dans W^ (a) les majorations (3.14) pour tout ( 7 , 6 ) G M f c .
Le point B^ résulte de (3.16) en choisissant 7 = (c^ , . . . , a ) et
5 - O î , , . . . , ^ ) .

Po^r C^ - D'après le lemme 1, la famille de fonctions

/^l^Kz)1"-111^)-^

vérifie dans 2^ n W^ (a) les majorations (3.14). Le point C^ résulte

des inégalités (3.16) vérifiées dans S^n V^.

Po^r D^ — Dans le cas I, ce n'est qu'une conséquence immédiate
de C^ puisque ^ = M. Pour le cas II, on voit que, si (a, j3) est dans
Qj^, il y a deux cas possibles :

a) ou bien le multi-indice (a,j3) défini ci-dessus est dans Qfc-r
b) ou bien a=]s== 0 et ft^O.

Dans le cas a) la famille de fonctions suivantes :

/, = M ( z ) l a + ^ l - - l " I I I F ,
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vérifie les majorations (3.14) pour ^ = T ? = O , d'après l'hypothèse
de récurrence D ^ _ . ^ . Le point D^ résulte alors des majorations
(3.16). Dans le cas b), la famille

/^M^)1-'1 '^)-2^

vérifie les majorations (3.14) à l'origine, d'après le lemme 1, et le point
D^ résulte de (3.15) appliqué à cette fonction et au multi-indice

7 = ( ^ , . . . , a ^ ) , 6 = ( ^ , . . . , | 3 J ,
en remarquant que ^ > 1 et a^ (z) > 1.

Point E^ — On commence par démontrer ce point pour des
multi-indices particuliers.

a) Cas où a = 0 et fi = (7) (/ < k). On pose alors :

g, ==^-(X,oe^)M(zr^ .dî7y

II n'y a pas de fonction f^ dans ce cas, et l'égalité (3.4) est bien
vérifiée. Pour tout (7, ô) G M^ , le multi-indice (a + 7, j8 -+- ô) est
dans Q^, et les majorations (3.5) résultent du point D^ .

^Ca^ oii ( a . ^GM^- 1 . D'après l'hypothèse de récurrence

E^_ ^ on peut écrire, dans 2^ 0 V^""1

3;^(Xio^- i )=M(z)1 1 ' êÏ+I/nMtz)11'-'^ o^-i)
j

'>"' /%^
où les fonctions /u et ^ vérifient l'analogue de (3.5) au cran
k - 1, ce qui entraîne, d'après (3.8), que les majorations (3.14) sont
vérifiées par ces fonctionna l'origine. D'après le lemme 2, les fonctions
/u=7i j °^ et ^ = ^ o ^ vérifient bien (3.5), et l'égalité (3.4)

est vérifiée dans 2. 0 Y^ .K • Z

c) Cas où a = ( k ) et fi = 0. Dans le cas I, on pose

81 --^(^^^(z)-111.°yk
II n'y a pas de fonctions /u, et les majorations (3.5) sont vérifiées
d'après le lemme 1, puisqu'alors 0 ^ = 0 ^ - 1 et ^ (z )=M(z) . Dans
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le cas II, on déduit de (3.12) l'égalité suivante, vérifiée dans 2^ 0 V^

^o^ )=M(z^--(X,o^)+V^.^(XL^)
a^ / /^i / ôy,

+yM(z)'Il-lI^^(XI^)

/•=! ^

où Xj est le crochet de Poisson Xj = {Xi^ , X;}, et où on a posé

^-MW-.'3'3^ e. ^MM-...80^.
9î?/ / âr?,

D'après l'étape a) ci-dessus, les fonctions f. et ^?. vérifient les majo-

rations (3.5). D'après l'étape b) les fonctions — — ( X j o ô ^ ) et
a . 9yf

.— (Xi^ o 0 ^ ) admettent elles-mêmes une écriture analogue à (3.4),
°>7'

avec des majorations (3.5) pour les coefficients. Le point E^ est
démontré dans ce cas.

d ) Cas général d'un multHndice (a, (3) G M^ . D'après l'étape b)
l'égalité (3.4) est vérifiée si on remplace (a,j3) par le multi-indice

/^- /^
(a, j8) défini ci-dessus. Puisque cette égalité est vérifiée dans 2.0 V^ ,

on peut la dériver par rapport à y^ ou r\^. En utilisant à chaque
fois l'étape c) ou a), on en déduit le point E^ dans le cas général.

Point F^. Si (a .^EM^VP, il existe un entier i ^ k - l ,
et deux ^multi-mdices (a, ]î) E M6 et (^, v) E Mj|+ ^ tels que
(a, <3) = (a + ^i, ;3 -t-1^) et tels qu'on soit dans l'un des deux cas
suivants :

a) ou bien (a, j3) ̂  P
b) ou bien Qn , v) € Q^ , et | /x -t- ï / 1 > 2.

On applique l'hypothèse de récurrence Fg (dans le cas a) ou Eg (dans

le cas b). On peut donc écrire, dans S^-n V^

ô Ïa^ (X io0^ )=M(z ) 1 1 ' i; +I:M(z)' I '-•J%(XJo^).
j
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Dans le cas a) les fonctions M(z) / j j et M(z) gj vérifient (3.17).
D'après le lemme 3, les fonctions /u =/u o ^ ' k et g^ = g^ o ^ ' k

vérifient après multiplication par M(z), l'inégalité (3.18), et l'on a,
dans 2^ H V^

ô; 'ô?'(Xio^)=M(z)1 1 1 g, + ^ M ( z ) I I I - I J I / I J ( X J o ^ ) . (3.19)
j

On peut appliquer aux deux membres l'opérateur Sf ô^. On utilise
le point E^. pour majorer ou transformer les différents termes qui
apparaissent, et l'on en déduit l'égalité (3.4) avec d'autres fonctions
f\i et 81 qui vérifient (3.6).

Dans le cas b) on procède encore comme ci-dessus, mais cette fois
les fonctions/jj et g^ elles-mêmes, (sans être multipliées par M (z)),
vérifient l'inégalité (3.18). En appliquant aux deux membres de (3.19)
l'opérateur W 3^, on utilise ces majorations (3.18) pour /ij et g^ ,
ainsi que les points D^ et E^ et le fait que | fJi +v | > 2, pour
majorer, ou réexprimer, les dérivées des différents termes. Les propo-
sitions 4 et 2 sont démontrées.

4. Construction des opérateurs T^ .

L'opérateur T^ associé à la translation 0^ où z = (x, ç, X)
est défini par :

(T^OQ^^/^-^) v/e.^R").
On a bien X,(X)T,°/= (X,o^°) ( y , D) f. Si X172 <M(z), on
pose T^ = T^ et la proposition 3 est alors démontrée. Sinon, on va
associer aux applications symplectiques 6^ du § 3 des opérateurs
T^, puis nous poserons T^ = T^ . On garde toutes les notations
du § 3.

Soit a>0 la constante de (3.3). Choisissons une fonction \jç
dans C°Q (f{2(n~ky), à support dans la boule de centre 0 et de rayon
a, égale à 1 dans un voisinage de l'origine. Posons :
(^(X,)(^î7)

'.JM. f' ̂ 'e^"-0-^ (^ B ̂  <4-"
|a+<3|<r
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et notons aussi o^ (Xy) l'opérateur pseudo-différentiel associé. Posons,
pour tout /E<^(R")

N.1^ S (^ )"'""'„. D,./.. (4.2)
l a + ^ K r + 1 '^(Z) ' •'

Rappelons que a" = (o^ ^ ^ , . . . , o^ ). La proposition suivante énonce
une liste de propriétés que posséderont les T^, et que nous allons
démontrer par récurrence.

PROPOSITION 5. - Pour tout k<n et z = ( x , ̂ ,\)^E\ il
existe une application linéaire T^ dans y (R") qui possède les pro-
priétés suivantes :

G f,) II existe 00, indépendant de z , tel que

IIT^./II < C 1 1 / 1 1 V/e^R") vz E E' (4.3)

H^) Pour tout e>0 , il existe C(e)>0 tel que

IIX,(X)T^/112 <(1 +e) 11^(X,)/112 +C(e)N^(/)2 (4.4)

11^(X,)/112 <(1 +e) IIX,(X)T^/112 +C(e)N^(/)2 (4.5)

^r fe5 inégalités analogues où Xy ^r remplacé par L., w^^r vérifiées
pour tous z E E' é?r /E^(R").

Lorsque cette proposition sera démontrée, la proposition 3 s'en
déduira aussitôt en posant T^ = T;. L'opérateur T,° possède bien
les propriétés GQ et Hç. Supposons construit l'opérateur T^~1

possédant les propriétés G ^ _ ^ et H ^ _ i . On considère les deux cas
distingués au § 3. Dans le cas I, on pose T^ = T^~1 , et les propriétés
G^ et H^ sont immédiates. Etudions maintenant le cas II.

On dira qu'une famille de fonctions /^ (z E E"), C°° sur
R 2 ( n - f c + i ) est dans S^wER), si, pour tout ( a , ^ ) G M ^ , il
existe C^ > 0 tel que

l^</z(/^r?" /)l<C^^(z)w-•a^' (4.6)

pour tous zGE" et (/", ry"') E R2("-^0. si a>0 , on dira
qu'une famille (/,) est dans S'" (a) si /^ est définie seulement dans
la boule B^ (a) de centre 0 et de rayon a v^ (z), et si elle y vérifie
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les inégalités (4.6), avec des C^ indépendants de z. On notera
S^ (û) l'ensemble des familles (/^) dans S^ telles que le support
de f^ soit dans B^ (û).

Les coordonnées des applications symplectiques $^ construites
au § 3 sont dans S1 (a), où a>0 est une constante indépendante
de z. Rappelons que ^ (z )> l . Etant donnée une telle famille
$^ (z G E") d'applications symplectiques, telles que ^ (0,0) = (0,0),
on lui associe classiquement une famille U^ d'opérateurs intégraux
de Fourier dans ^(FT-^1) qui possèdent les propriétés suivantes :

1)Pour tout entier m, il existe C ^ > 0 , indépendant de
zGE" , tel que

Z lirD^U^KC, 1: II^D^II (4.7)
la+^Kw |a+^|<w '

pour tous z E E " et /E^R^-^-^1) .

2) II existe & > 0 tel que, pour toute famille (p,) dans S^ (&),
on ait :

11(U^ (U^)* - I)p, ( y , D)/112 <C^ (z)~2 I l /I l (4.8)

pour tous z € E" et / e^(R" - k +1 ) (C est indépendant de z).
3) Pour toute famille (p,) dans S^(è), on peut écrire :

(U^ )* p, ( y , D) U^ = (p, o ̂  ) (^, D) + q, (y , D) (4.9)

où (^) est une famille dans S~ 2 . Si b>0 est assez petit, remar-
quons que (p, o$^) est bien une famille dans S°.

On peut considérer comme classique la construction des opéra-
teurs U^ à partir des applications 6^. On peut aussi considérer U^
comme un opérateur dans ^(R") n'agissant que sur les variabks
Yk ' • • • • ^ Y n ' on définit une dilatation H^ dans ^(R") par

^ f ) ( y ) = ^ ^ - t ' 2 f ( y , , . . . , y , _ , ^ y , ^ , . . . , y ^ .
a^ (z) '

(4.10)
Dans le cas II, on définit T,* par

T ^ T ^ ' o U ^ o H ^ . (4.11)
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Le point G^ est immédiat à vérifier. Pour le point H^ , posons :

-, ,̂ /l^Kz)^-^'
N^(/)= 1 (-^ II^D^II (4.12)

la+^Kr-n \^ (Z)/ •y

avec toujours a"' = (a^ , . . . , ̂  ). Puisque ^ (z) > M (z), on déduit
de (4.7) l'inégalité suivante :

N^(U^/)<CN^(/) V z E E " V/E^(R"). (4.13)

De plus, on a évidemment :

N^^/XCN^/) et N^(H^/)<CN^(/) (4.14)

et, par conséquent

N^-1 (U^H^/ )<CN^( / ) V z E E " V/E^R^) ; (4.15)

Soit un entier / fixé. Tout ce qui suit resterait vrai si l'on remplaçait
Xy par Ly. Nous allons maintenant démontrer les inégalités (4.4) et
(4.5).

Soit b > 0 un paramètre que l'on choisira plus tard. Soit ^
une fonction dans Coo(R2(n-k+l)y, à support dans la boule de
rayon b . Posons, pour tout (a, fî) E M^ -1

f v ' 9 1 77'" \ 1
P ^ ( ^ ^ ^ ) = ^ ^ , ^ ) ^ , ô ; 3 ^ ( X , o 0 ^ - ) ( 0 ^ ^

\ " h 'k / VL ' P •

et P(^T?)= S Pa^"^)^-
(a . ̂ eM*-1

l û + ^ | < r

D'après le point B^_ ^ de la proposition 4, il existe 00, indépen-
dant de z , tel que :

lla, fc- l(Xp/-P(^D)/ll<CN^CO V/E^(R"), VzEE" .

(4.16)

Si le paramètre b est choisi assez petit, on peut appliquer (4.8) et
(4.9).
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Posons :

Q(^r?)= s (p^°^)o^rnr^.
(a ^eM^- 1

|a+^|<r

En utilisant les majorations du symbole P ( y , r î ) fournies par le
lemme 1, on déduit facilement de (4.8) et (4.9) le point suivant :
pour tout e > 0, il existe C (e) > 0 tel qu'on ait :

I IPC^D)^/»2^! +e) IIQO^D)/!!2 + C(e)^ (f)2 (4.17)

IIQO/, D)/112 <(1 -t e) \\P(y, D)U^/112 + C(e)N^ (/)2 (4.18)

pour tous z E E" et /G^(R" ). On a évidemment :

IIQ(^D)H^/11= 11(Q o ^ ) ( ^ , D ) / l l . (4.19)

D'après le point B^ de la proposition 4, il existe 00 tel que :

II (Q ° ̂ ) ( y , D)/- a^ (X,)/ II < C N^ (/) (4.20)

pour tous z G E " et /G^R"). Les inégalités (4.4) et (4.5) se
déduisent facilement de l'hypothèse de récurrence H^ _ ^ et des inéga-
lités (4.15) à (4.20). Les propositions 5 et 3, et par conséquent le
théorème 1, sont démontrés.

5. Problèmes ouverts.

Soient X, (x , Ç , X), (1 </ < 2p) des fonctions réelles comme
dans l'introduction. Pour tout r> 1, soit J^ l'ensemble des systèmes
(Y^ , . . . , Y^) dans S,, tels que, pour tout ( x , $) E R2" , il existe
des suites (^, ̂ ) dans R 2 " , (\) et ( t y ) dans R'^, pouvant
dépendre de (x , Ç), qui vérifient les points a) et b) de la défini-
tion 1, et de plus : pour tout commutateur itéré Yj des opérateurs
Y^ , . . . , Y^p , on a

^'XiO;,,^^) —^ r1 Yi(x^)
où Yj (.v, $) désigne le symbole du commutateur itéré et Xj le
crochet de Poisson itéré des fonctions X. qui correspond aux mêmes
indices.
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CONJECTURE 1. - Soient r > 1 et Cç > 0. On suppose que,
pour tout système (Y^ , . . . , Y^) dans j^, l'inégalité ( 2 . 3 ) est
vérifiée, pour tout /E^(R"). Alors, pour tout e>0 , il existe
\Q (e) > 0 tel qu 'on ait :

^ II X, (X)/ II2 < (Co + e) ^ II L, (X)/ II2 + e X2^ I l / I l 2

7 = 1 / = 1

pour tous \>\Q(€) et /€^(R").

On peut énoncer l'hypothèse de cet éventuel théorème de manière
plus simple en termes de représentations. L'hypothèse signifie que,
pour tout fier,, et pour tout /G^R^6)), l'inégalité (1.2) est
vérifiée. L'équivalence de ces deux énoncés découle de la proposition 1.

Cette conjecture est démontrée lorsque r < 2 , voir [11]. La
preuve de la conjecture 1, combinée avec les arguments de [1 l]-foumi-
rait la synthèse des théorèmes classiques d'hypoellipticité mentionnés
dans l'introduction, et leur extension aux systèmes surdéterminés.
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