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INTRCDUCTION-RESUNE

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-
aléatoires de J, BASS dont les idées essentielles se trouvent résumées dans
le fascicule 153 du Mémorial des Sciences Mathématiques (cf., J. BASS [21 ).

Il arrive fréquemment en Physique que, en partant d- données expéri-
mentales bien simples, on obtienne des phénom2nes de structure compliquée,
De tels phénoménes se rencontrent par exemple en Electricité (courant res-
ponsable du bruit de fond), en Mécanique ondulatoire (fonctions d'onde non
stationneires) et surtout en Hydrodynamique et en Aérodymamique (turbulence)
Le dispositif expérimental employé est construit de telle sorte que le phé-
noméne regoive une quantité d'énergie proportiomnnelle au temps et soit per-
manent & grande échelle, Mais, & échelle fine, il n'est pas absolument
permanent, et présente dans le détail des oscillations trés irréguliéres
qui, bien que relativement petites, jouent un r8le essentiel,

Le probléme mathématique qui se pose alors est celui de 1'étude de
fonctions §(t ) du temps, permanentes en moyenne, mais compligquées dans le
détail, Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions ?

Ia méthode "maturelle" & laquelle il faut penser est celle de l'analyse
harmonigue, dont 1'objet est de représenter la fonction §(t ) par superpo-
sition de fonctions circulaires de périodes et d'amplitudes diverses, Cette
superposition consiste mathémtiquement en une intégrale de Fourier-Stiel jes
relative & une mesure B Mais 1'intégrale de Fourier-3Stieljes classique
n'a qu'un champ d'application limité, Elle est valable seulement dans deux
cas 3 .

- phénoméne & autocorrélation temporelle identiquement nulle (c'est-
a-dire phénoméne amorti dans le temps) si p est une mesure continue,

- phénoméne & forte autocorrélation temporelle si B est une mesure
discrete (ce dernier cas est celui de la série de Fourier généralisée dont
la somme est une fonction presque-périodique).

‘L'analyse harmonique classique laisse donc échapper toute une classe
importante de phénoménes naturels : les phénoménes & faible autocorrélation,
ceux pour lesquels ce qui se passe dans le détail & l'instant t n'a prati-
quement pas d'influence sur ce Qui se passe & un instant ultérieur suffi-
samment éloigné. '

A défaut de bonnes représentations purement analytiques, on a fait
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires. Le rdle fon-
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de
1'intérdt de ces méthodes. On considére alors la fonction § (&) comme le
résultat d'une épreuve sur une fonction aléatoire stationmaire et, par le
jeu d'un "principe ergodique", on interpréte les moyennes temporelles
comme des moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent



en principe et permet un maniementcommode des moyennes, Il est aussi bien
adapté aux phénoménes & forte autccorrélation qu'aux phénoménes & faible
autocorrélation., Mais il ne donne pas en général d'indications bien pré-
cises sur les propriétés de la fonction f( L ) elle-méme. Or ces proprié-
tés roni e . .ntielles lorsque JC( t ) est assujettie & vérifier une équa-
tion fonctionnelle, ce qui est le plus souvext le cas. En outre, surtout
£'il s'agit d'une équation fonctionnelle non linéaire, la représentation
de ¢ (E) par une fonction aldatoire est parfois tout 3 fait inefficace,

Le probléme 3e pose donc de donner une image directe des fonctions
§ (t) ayent les propriétés qualitatives suivantes : ce sont des fonctions
du temps qui représentent un phénoméne permanent & grande échelle, qui
varient d'une fagon irréguliére, en subissant des oscillations nombreuses,
non périodiques, qui possédent une autocorrélation faible (mais non iden-
tiquement nulle),

L'ensemble de ces propriétés a conduit J. BASS & définir un type de
fonctions auxquelles il a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires.

Une fonction pseudo-aléatoire, au sens de J, BASS (11 , [21, C31,
est une fornction § () complexe, bornée et nulle pour t¢o , dont la
fonction d'autocorrélation

T _
r};(&) =:_3i-.:° %_fj(t,,ﬂ)_f(k)dt

existe, est continue, niest pas nulle pour Lo et tend vers zéro lors-
que —_—-00 o

Les fonctions pseudo-aléatoires ont été étudiées avec assez de dé-
tail, on en connait de nombreuses propriétés et on en consiruit des
classes trés larges (cf. J, BASS fl1, [21, [31, [41, J.P. BERTRANDIAS
{21, (31, M. MENDES-FRANCE [11 , [2] , VO-KHAC KHOAN [11),

Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires (ainsi définies) est
qu'elles ne forment pas un espace vectoriel, et 1l'espace vectoriel naturel
dans lequel on peut les placer (esmce M de Besicovitch-Marcinkiewicz)
est trop grand pour donner des résultats précis, Un des buts principaux
de la thése de J.P. BERTRANDIAS [1] est de trouver des sous-espaces vecto-
riels de 1'espace M2’ mieux adaptés, permettant une étude plus facile de
ces fonctions, Ces résultats précieux sont, en un certain sens, cependant
insuffisants, surtout pour l'application aux équations différentielles
opérationnelles et aux vroblémes non linéaires.

Au lieu de plonger l'ensemble des fonctions pseudo-aléatoirés dans
un espace vectoriel plus grand, comme l'a fait J,P, BERTRANDIAS, nous
cherchons au contraire des sous-espaces vectoriels de l'espace des fonc-
tions pseudo-aléatoires (comme 1l'a amorcé J. BASS {21, [31), et nous
généralisons cette étude en vue des problémes non linéaires.

Ce travail se compose de deux parties :

@ Dans la premiére partie, on étudie les propriétés d'une certaine
classe de fonctions, que je nomme fonctions quasi-stationnaires.

Ces fonctions englobent les fonctions pseudo-aléatoires et les fonctions

presque-périodiques, et par suite peuvent représenter soit des phénoménes

4 faible autocorrélation, soit des phénoménes & forte autocorrélation,




Le chapitre 41 étudie les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz des
fonctions définies sur un groupe topologique abélien localement compact ‘{,
et 4 valeurs dans un espace de Banach X (g sera, dans la deuxiéme partie,
le groupe additif R des réels; mais, pour des raisons théoriques et prati-
ques (applications possibles aux moyennes spatiales), on ne suppose pas
dans la premitre partie que §=R),

Le chapitre A2 étudie 1'ergodicité et la presque-périodicité (faible
et forte) dans ces espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz. Indépendamment
de ce que faisait J.P, BERTRANDIAS dans sa thése, ici on a suivi les mé-
thodes utilisées par J, VON NEUMANN [11, par W,F, EBERLEIN [1] et par
K, JACOBS F11 . On montre, en particulier, la décomposition des fonctions
faiblement -presque-périodiques en fonctions fortement presque-périodiques
et fonctions pseudo-aléatoires,

Le chapitre A3 introduit la _notion de moyennabilité et celle de com-
rebilité, trés importantes pour la suite. Ces notions nous aménent &
considérer un sous-espace métrique non vectoriel de l'espace Mo*: 1'es-

pace P de J, BASS.

Le chapitre 44 étudie les fonctions gquasi-stationnaires a valeurs
dans un espace de Hilbert quelconque : on démontre leur faible-presque-
périodicité, et on examine en détail l'analyse spectrale énergétique et
1l'analyse spectrale élémentaire de ces fonctions,

Les chapitres A5 et A6 étudient les fonctions l-quasi-stationnaires
et complétement quasi-stationnaires en vue des applications aux problémes
opérationnels linéaires et non linéaires,

Le chapitre AT étudie les fonctions scalairement quasi-stationnaires
4 valeurs dans un espace de Banach : on les définit par dualité,

Le chapitre A8 donne quelgues méthodes de construction des fonctions

complétement pseudo-aléatoires & l'aide de la théorie des suites équiré-
parties modulo-un. Il prouve ainsi qu'il n'y a pas que les fonctions uni-
formément -presque-périodiques dans 1'ensemble des fonctions complitement

quasi-stationnaires,

Dans la deuxidme partie, on se propose d'étudier les solutions
quesi-stationnaires des équations différentielles opérationnelles
linéaires et non linéaires,

Le chapitre Bl étudie l'opérateur de M -dérivation (vien que, dans
la suite, on n'utilise qu'un petit nombre de ces résultats).

Le chapitre B2 étudie les solutions quasi-stationnaires d'un systéme
différentiel linéaire ou non-linéaire. On met en évidence l'intérét et
l'utilisation de l'analyse spectrale énergétique et de l'analyse spectrale
- élémentaire des fonctions quasi-stationnaires, En outre, ces résultats
sont susceptibles d'applications en mécanique (systémes vibrants).

Les chapitres B3 et B4 définissent et étudient les solutions faibles
et quasi-stationnaires de certaines classes d'équations différentielles -
opérationnelles linéaires et non linéaires. Diverses méthodes ont été uti-
lisées pour montrer 1l'existence, l'approximation et la régularisation de
ces solutions, Certaines de ces méthodes peuvent &tre utilisées pour la
construction numérique.




Les chapitres B5 et B6 définissent et étudient les solutions fortes
et _quasi-stationnaires d'équations différentielles opérationnelles linéai-
res et non linéaires, On utilise ici la théorie des semi-groupes et celle
des dérivées fractionnaires d'un opérateur.

Le chapitre B7 étudie plus spécialement les solutions pseudo-aléa-
toires des équations de Navier-Stokes (probléme de la turbulence en hydro-
dynamique, cf. J. BASS (41, [51, (6], LT1.

Ce travail a été abordé dans quelques notes aux Comptes Rendus de
1'Académie des Sciences, et & &té exposé sommairement au séminaire de
J. LERAY (Collége de Frence, Novembre 1964) (cf., VO-KHAC.KHOAN [1] , [21),




—— CHAPITRE Al —

——

ESPACES DE BESICOVITCH-MARCINKIEWICZ
CONTINUITE - 'CONVCLUTIONS

I-1E cnomvm'g - (cf. B+ HEWITT et K.i. ROSS 111)

Soit ¢ un groupe topologique, abélien (noté additivement), localement
compact, avec une mesure de Haar positive v . Soit¥4 le groupe (abellen,

localement compact) des ca.racteres de . La dualiteé entre‘g et‘g sera dé-
signée par (t ,X) ou te‘g etXe‘g Trés souvent, on écrit symboliquement
€t incorrectement) e “E% 04 lieu de (E,X%)e

1°) Hypothéses sur le gmupe_,‘ﬁ -

Supposons qu'il existe une famille {&;l (ou é est un élément d'un
ensemble J totalement ordonné) ayant les propriétés suivantes :

i) Chaque f; est un ouvert relativement compact ou un compact de fg .

4
ii) L'application j ... .Q,é est croissante : 3">é _—> Slé,a SZa'
iii) La fa.m:l.lle{ }, recouvre le groupe : U ..Q g
3ed

@ Pour tout élément fixé t de ‘g , €t pour tout nombre positif & donné

a l'agvance, il existe un elementg ed , ne dependant que de t et
de & , tel que 8ij> 4, , on peut trouver 4’ et 4 (3 <a <§') satis-
faisant aux conditions suivantes :

.. by 9’3’ = Sla-»

d
W) o 2@
ERAC V() »

2°) Exemples -

a) (g est le groupe additif Z des entiers. On peut prendre :



+ . .
J=Z = N avec 'Q& ={pell-ag1o ga}
L'hypothése ‘g?y est satisfaite si 1l'on prend
. S ,
M M JX33 N
do= (HED+1 5 § =it 5 §7<§-18l
A
Nota : @ désigne la partie entidre de ¢f .
b) & est le groupe additif R des réels - On peut prendre :

+ . . ) .
J = R, avec 9.3;]..3,3[ ou ﬂa=[_a,3].
L'hypothése gg' est satisfaite si 1l'on prend :

» .

o=l S g g g

On peut aussi prendre :
J = N avec .Qj:[-é’,...a'].
L'hypothese ‘g?r est satisfaite si l'on prend :
A
. . A~ ) . A
30=(_|.!%L1)+4 s J=gelEler s g7 §-(1Ele)

c) ¢ est le groupe additif R™-

On peut prendre J = RY, et ‘Q'é = lthypercube (ouvert ou fermé) -cen-
tré & 1l'origine, de cOté égale & 24 -

On peut aussi prendre J = R , avec .Qa- = l'hypersphére centrée a
l'origine, de rayon égal & § .

Dans les deux cas, l'hypothése ‘g?r est satisfaite avec
, m-1 g . vy e
do=(EN3™T 5 Jl=geltl; 4= 4-1¢]
}Dans tout ce qui suit, nous fixerons une fois pour toutes la famille
{sz- .
4

3°) Remarque sur l'hypothése ﬁg&—

Cette remarque est en marge de l'exposé, sa lecture est recommandée
aprés celle du prochain paragraphe.

L'hypothese tg& est postulée pour assurer l'invariance par translation
de la norme dans les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz que nous défini-
rons au paragraphe suivant. Cette hypothése est trop restrictive et je ne
sais pas si elle est vérifiée pour tout groupe abélien localement compact.

On peut remplacer cette hypothése ‘%& par la suivante

Pour tout voisinage relativement compact V' de 1'élément neutre du
groupe, et pour tout &> © donné & l'avance, on peut trouver un élé-



ment 4 € J tel que :

v () a8y }
9 ()
ol | Q; désigne le complément de l'ensemble .2;).
( 4 !

dés que é)éo (&,%).

Désignant par 'mf({.cz,-} ¢ ; X) 1'espace de Besicovitch-Marcinkie-
wicz relatif & la famille { }, posant

M (§0- N 7 (fa),4:x)
=)
et prenant comme norme dans ’mf(‘(j; X) le nombre

WSN = sep llfhl
{24}
on démontre gue cette norme ] [l est invariante par translation.

Les hypothéses ‘ge et c%bis sont moins restrictives que les hypotheses
?a et‘q et sont vérifiées par tout groupe abélien, localement compact et
-compact (cf. E. HEWITT et K.A. ROSS [11 , lemme 18, 13).

Dans tout ce qui suit, nous ne ferons pas ce que nous venons de dire.

Nous considérerons une _agllle unique -Qa} , essayant ainsi de generallser
la notion de "valeur principale de Cauchy" rencontrée dans le cas ou ‘§=.R

II - ESPACES m"gfg; X) DE BESICOVITCH-MARCINKIEWICZ -

1°) Définition -

Soit X un espace de Banach, muni de la norme | | - Considérons
l'espace vectoriel MP(Q X ) des fonctions t —§ (t), définies sur le

groupe ‘g, a valeurs dans l'espace de Banach X , localemnent LP -intégra-
bles (préel fixé » 1) et telles que

up 1 gy P dv k) .

Q4
Posons 9

“Ip
S, - { e, l”de}

. A \é(sz)

et

4/1:
r N ‘ f p .
HEU =55 gl = o, 5N, {&m sup 3—(32—) 1§ dV(«)}
%
On voit aisément que mf W est une gemi-norme sur l'espace M‘P(‘Q;X).

Soit N, le noyau de MP(‘f; X) : c'est llensemble des § tels que
msm= 0 . Considérons l'espace-quotient

IF (4 %) - MP (43 %)/

13



et structurons-le en un espace vectoriel normé, & la maniére habituelle
(c'est-a-dire en prenant comme norme d'un élénent ; de urz,"(cg; %) le nom-
bre m‘f | » o3 § est un représentant de { ).

L'espace m«p({g $X ) s'appelle espace de Besicovitch-Marcinkiewicz
d'ordre » des (classes de) fonctions & valeurs dans X , définies sur{ ,
et bornées en moyenne asymptotique d'ordre p .

Un élément de MF (4 ;%) s'appelle une '}Egt-.f_o_p_c_t_i_o’g (cette termino-

logie est un abus de langage, car un élément de ')TI;P(‘s;x) n'est pas une
fonction, mais une classe de fonctions).

Remarque -

Contrairement & une notation due & N. BOURBAKI [11 , et presque uni-
versellement adoptée, nous avons utilisé les lettres "droites" pour dési-
gner les espaces semi-normés (non séparés) et les lettres "cursives " pour

désigner les espaces normés (aséparés) associés. :

2°) Théoreme de Marcinkiewicz -

L'espace M?(‘g 1 X) est u&@mwww%_&)_eﬂ
‘gn espace de Banach.
a) Premitre démonstration -
Soit A, une valeur fixée de X ., On démontre que :

i) L'application f mﬂ"“définit une norme sur l'espace MPU{-, X).
(Ao
Cette topologie ainsi définie sera appelée 'Cao-topologieg

ii) Muni de cette tﬁa -topologie, 1l'espace MP(‘Q $ X ) est complet
(conséquence immédiate du théordme de Riesz-Fischer),

iii) Le noyau Npest fermé dans MP (% ;x ) muni de la»'l;% -topologie,

Par suite, 1l'espace MP(‘Q;X )/.N'? , muni de la T, -topologie-
quotient, est complet, °

‘iv) Sur MP(? X)/.N'P , la @A-tomloge-quotimt et la m’-topologie
coincident. °

Cette démonstration est due & J.F. MELA (article non publié).

b) Deuxidme démonstration -

Soit {f.] une suite de Cauchy d'éléments de MP(Z 5 x). De cette
suite, on extrait d'abord une sous-suite {f N} telle que :

1
"l jﬂ.“ fn“1m SW !
Puis, on choisit une suite {)‘i} telle que :
V(.Q)‘;“) > 2\7(‘9)«’5)

A

i fnffm.n oy <=

14



On pose alors :

5\'&;,(” st te E’Q‘)"t 08
HOR |
si te SZ)H
On démontre ensuite, exactement comme dans J. MARCINKIEWICZ [1] que
1
lﬂf-fn‘lﬂ < el

Par suite :

WE-5 0 <— + oo

2., a"’ (7 §V < Myy)
ce qui démontre le théoreme.

3°) Etude des translations -

a) Proposition -

La semi-norme | est invariante par translation. Autrement
dit, si U, est l'opérateur défini par Ust)= § (¢ +4), alors
on a @ .

NG =usn
' b) Démonstration -

Utilisons les notations de 1l'hypothése fg& (cf. paragraphe I). Nous

avons :
/ jcsa)f dvee) = / Il de
24 (YOIN

P P P
(t) dm) PO (t+0)] dvct) \<___.__ ferf dvce)
), llfl gy Mo <5y |

2

Faisons tendre § vers oo, l'hypothese (‘g&) montre alors que :

U< N E0 < Wi

ce qui démontre le théoréme.
c) Remargue -

i) L'opérateur U&' est l'opérateur de translation par -’E, s la fonc-
tion U{‘S est la translatée de la fonction § par - g,
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ii) Soi}:S‘ un élément de ')fl,?(‘g; X ). Considérons un représentant {
de f 3 5 est un élément de MP(g; X). On peut définir ,U& .
Soit é 1'image canonique de g dans P ( ‘g; X). On pose q= Uej
ce qui permet de définir 1l'opérateur U& pour tous les éléments
de 'J'ﬂ:?(‘g; X ). Le théoréme précédent montre alors que :

?

m Uﬁ, f. | = m'f;m (invariance de la norme).
d) Espacas T(§ sMP X)) et 'C?(f smP %) -

On anpelle T (§ 3 MP, %) 1la variété lindaire fermée engendrée par
les vranslatées U § de § -

On appelle 'Cb( £ MP | X) llenveloppe convexe (fermée) des transla-
tées U:af de ji .

Digprés le théoreme précédent, ce sont des sous-espaces fermés et
invarients par translation de 1l'espace M?(‘g $X)e

On appelle ’t(f : P, %) 1'image canonique de T(§s mMP L x) dans
W' (45 x). I1 est facile de voir que T (§ ;3 MF, x) est ltenveloppe li-
néaire (fermée) engendrée per les translatées Uo§ de 5 (ouJE est 1!ima.ée
canonique de § dans 'J!'L;P(‘g 3X).

De méme, on appelle "Cb(f ;P %) 1'imgge canonique de ‘tb(g-ﬁll?,x)
dang N ’ﬂT:P_(iﬁJ._J ).

Soient X et ¥ deux espaces de Banach. On désigne par 3(X —Y) 1lten-
semble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y .

a) Froposition -

Si { est un élément de MP(€;x) et si A est un élément de
5 (x —.Y), alors A§ est un élément de M?(fg; Y ); en plus

NASH < DAL WSN

Ce théoréme résulte de 1'égalité suivante :

/ Af(t) dV(t) = Afj—'(t) dv(t).
Q. Q.

3 3
b) Remarque -

Soitj'f un élément de mf(‘g; X). Considérons un de ses représentants § ;
§ est un élément de Mp(g;x ). On peut définir 1'¢1ément g - Af . Soit g
1'image canonique de g dans ')'ﬂ;P(‘gs \/).. On pose é: Af ce qui permet de dé-
finir l'opérateur A pour tout élément‘; de 'm,*’(cg; X ). Le théoréme précé-

dent montre que A est un opsrateur lindaire borné de ‘.ma?(sg; X) dans
W45 v)-
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¥
c) Espace T(f;ﬁrbf,x_,Y) -

On appelle 'C*( j—__,_,-_w__"r-'l'P o X —»Y ) la variété lindaire fermée engendrée
par llensemble {UAf|0eq;Ae L (X -2Y)]

On désigne par 'C#({ 5 'm:P, X —Y ) l'image canonique de
't#(j ;'MP‘, X —Y) dgpf;_'m;?_(fg,}’), on voit que T*(f s MP, x —.>‘/)
n'est autre que 1'enveloppe linéaire (fermée) de 1l'ensemble J U, Aﬂbe 4
Aed(x_y )} » ou £ est l'image canonique de § dans ’J”lzf(‘s, X).

On posera :

'C#(f;m:’?,x—-rX) = T#(S',m?,X)

5°) Transformations non lihéaires - Relation de HSlder -

Dans tout ce qui suit, on désigne par $,9 et 4 trois nombres ) 1

q Q
Proposition =~

tels que .%.Jr 1=

Si § est un élément de MP(‘g; X) et g un élément de md (‘g, Y),

alors @ | f]|.||g| est un élément de M°(4;3R) et 4|, < 15l - Il 9l
(inégalité de Holder). P 1

©n effet, cette inégalité est valable pour toutes les semi-normes N?
(cf. N. BOURBAKT [1] , inégalités de comvexité).

a) Premidre conséquence -

Ltapplication 1:»_.(“5]”? est croissante dans [1 ’ oo[ . Autrement

dit, si P> ¥, alors :
MP(‘S;X) e mP (4%)

Rema.rqudns que nous n'avons pas le droit d'écrire
2
M%) € M7 (4 %)

En effet, les noyaux N, (i.e. ensemble des fonctions § telles que
l§W, =© ) ne sont pas identiques pour tout # . Deux éléments équivalents
dans PM'(‘€ ; X) ne sont pas forcément équivalents dans M? (43X ). Par
suite, l'application canonique de m‘(g; x) dans M5 (‘g ;%) n'est pas in-

Jjective.

b) Deuxiéme conséquence -

Soient X , ¥ ,%Z trois espaces de Banach. Nous diésignerons par
&(x,¥—»Z) llensemble des opérateurs bilinéaires (ou sesquilinéaires)
bornés de xx Y dans Z , c'est-a-dire l'ensemble des opérateurs S2qui :

i) appliquent X » Y dans Z : (®,Y) —> S2(%,Y)



ii) sont lindaires en % , lindaires (ou semi-linéaires) en y
i1) sont tels que : 2=y, < * 1=, I3,
Proposition -
sife MA(G;x) et geM{g;Y), alors 2 (§,9)€ M°(4;2)
quel que soit Ref(X,¥— Z). En 'PKUS (“.Q.(f,z)mé &miﬂ-“‘j‘

Cette proposition permet de définir Q(§, g) pour fe MP(G; x) et
ge m,q(@, Y) et de montrer que 2 est un opérateur bilinéaire borné de

M(Gs x) » M5 v) dans M(¢5 ).

Ex: i) Soit A une algébre de Banach. Prenons X=Y=Z=A et pour$2 l'opé-
rateur de multiplication de l'algébre.

ii) Prenons X=Y=2Z et$2 un opérateur bilindaire borné de X2 dans X .

iii) Prenons X = X et ¥ = X* (dual topologique de X), et £ l'opérateur
qui met X et X* en dualité.

¢) Troisiéme conséquence -

sife M"(g;x), alors : \
b ® i
VAR VARY VAN RSl 1 A (RS S
Cette inégalité aura d'importantes conséquences, et sera appelée
inégalité Wh. Pour la démontrer, on utilise 1'inégalité de Holder (#=1)

et 1'inégalité suivante :

|aP 0P| < 2fa-b] (ash)” (p1)

pour tout couple de nombres positifs (a ,b ).

d) Quatriéme conséquence -

-1
Pour tout nombre oy 0, l'application % —s||%|" % est définie et
continue dans le complémentaire de l'origine O de X ; en outre, comme

Ik ”‘éu"d%“ =1y |* , cette fonction tend vers O avec % , et on peut donc
a prolonger par continuité au point O en lui donnant la valeur 0 en ce
point, méme si o< 1.

Théoréme -

Soient 9 et q deux nombres réels tels que 1¢p <R, 1<q < .

Si une fonctions appartient a M'P(g; X ), alors la fonction
6

B
g = 'M:",’ q . § appartient a1 Mq(‘gg X) et réciproquement .”De plus,
i 1'application [ .—» u‘f “ .f est un homéomorphisme de M! (‘%;X)
sur Mﬁ(‘gg X)e '



Démonstration -

On a :

gt = w1t st - syf

gl - I,

1 :
La réciproque est immédiate, car f— n%“? . « La transformation est
donc biunivoque.

D'ou :

En ce qui concerne l'homéomorphisme, il suffit d'examner le cas
ou q-= 4+ On utilise les indgalités suivantes :

- _ , P
20 < it g - 1510 5] < 2phy-sl (imllwm)

L'inégalité de HYlder montre ensuite la bicontinuité de l'application
considérée.

III - FONCTIONS mP-COMINUES -

1°) Définitions -

Une:MP t-fonctlonj est dite 'mf-contlme au point %51
i U%’H’f- U%S | tend vers O quand p tend vers 17élément neutre o du

groupe .

D'aprés la propriété d'invariance de la normedi{ ] par translation,
on en déduit que 315 est ’.)Tlf-contlnue au point 0, alors elle est

m-contlnue pour tout f .

On désigners par M:(‘{; X ) l'ensemble des' MP-fonctions MP-continues,
et par %Z(‘g, X ) le quotient Mg(‘g; x)/ NP,

2°) Proposition -

L'ensemble 'mf ‘§, X) est un sous-espace vectoriel fermé, invariant
par translation de 1l'espace 'm; (‘% X).

La démonstration est immédiate.

5°) M -aérivation -

Considérons 1l'opérateur U, de translation (par -4 ) défini precedemment
C'est un opérateur lindaire, borne (de norme égale & 1) de l'espace ',m,('g
Considérons la fa.mllle{ U(d)a= v de g} . C'est un groupe fortement
contim d'opérateurs lindaires bornes de mﬁ(g X).

Plagons-nous da,ns le cas ou ‘gest l'ensemble des réels R . On appelle

opérateur V de fm, -dérivation, le générateur infinitésimal du groupe U4 ).

19



La théorie générale des groupes de contractions (cf. I. HILLE et R.S..
PHILLIPS [1]) montre que :

i) le domaine D (V) est dense dans mf:(‘g, X)
ii) llopérateur de MP-dérivation est fermé sur (V)

iii) ltopérateur résolvant R (X, V) = (NI -V)A existe et est borad
par.i%!_ pour tout nombre complexe A non situé sur 1l'are des ima-
gingires purs.

iv) l'opérateur de MP-aérivation est conservatif : Re [Vj !5-\ =0,
oi [ | ] désigne un semi-produit-scalaire de 1l'espace ',m_,‘(’% /)
(cf. LUMER et PEILLIPS [1]).

L'étude détaillée de 1l'opérateur de fﬂ'l:-dérivation sera examinée au
chapitre Bl.

4°) Transformations linéaires e} non linéaires -

On obtient des résultats analogues & ceux obtenus aux paragraphes
II 4°) et II 5°).

En particulier
a) sif e’ﬁ'l;Z(‘g s %) et Ae L(x ), alors AS e m";(g; Y)
v) 51§ eM(4; %) et g ML(4;5 ¥), alors (], q) € M (§; Z

quel que soit 2 eff(x,\/——pz.).

c) Si‘femt(’g; X ), alors g = “HﬁJf e ’_m,‘l (655)()
a) 51§ eME(45 x), alors ”5"?6 T, (€5 R).

Ces résultats se démontrent & partir des résultats des paragraphes
II 4°) et 5°),

v - MY _convorurIons -

Lempe -
Soient { un élément de MP(‘g, X)

dp une mesure de Radon définie sur ‘g
A un ensemble M -mesurable, de }L—mesu:re finie,

Si nous posons

gal®) -.-f}(t,.b)dp(b),
A

alors nous avons @

g, < n5n:[ [op (o).
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Démonstretion -

1 - .
i) Supposons d'abord que § est une M. -fonction numérique positive
et que dp est une wesure positive. Par l'invariance de la mesure de
Haar, on a

A Eenydut) = — 1 [ k) dv(e)
mu,,fluq) \7(:2~)_/ (ke p) dV(E) \7(“)]. Fee) av
& _Qa 3 °+ﬂa-

D'apras 1l'axiome ‘%3 du paragraphe I, dés que 4 est assez gramd :

V() 1 ,
u B S LAV k)ydvee) ¢ 3 1
sl < ey V(ﬂ%)[a’-‘*() @ <3 (N50s)
i

pour tout he A .

Comme A est de p-mesure finie, on a, dés queé est assez
grand :

[ Ul A ) < o

A

Utilisons un théoréme de Lebesgue relatif & 1l'intégration des
ites. i i
sui e\s Extra)fon? une suite “” U,JJC l[l(.k)} de la famille {m U;,S' Ill(i,}-
D'apres ce theoréme, nous pouvons écrire :

B s / dp @) |45 llg, < l dpe) G 2up (U, S,
< [orer Y ey s,

<[ dk@n

On obtient une majoration indépendante de la suite {l“Uofm }
extraite. Par suite : (k)

Naul = E@:Q“P/Adwm 5, < Illflﬂfadvm-

ii) Le cas général se démontre en utilisant l'inégalité de Holder,

; P * !
et en remarquant que si fe M (€;x), alors e M(4;R).
I1 suffit d'écrire : f G0 “'HI g

1p "Iq
I, < qummn"ldrw ]} Uldwfo)l}

avec 4 .4 -4
P

q

Le résultat obtemu en (i) montre alors que :

g, " < 3" { [ 1aveo)
4



Comme 1 + £ - 9, le lemme est démontrs.
: q

1°) Comvolution d'une M fonction par une mesure de Radon -

Soient § un élément de mp(‘g X) et dy une mesure de Radon défirie
sur le groupe 4 . Son} e mP( fg x) un representant de § .

a) Définition de 3=£f 7o

Soit 4 un ensemhle P.-mesurable du groupe g; posons :
~
%A(t) =/f(t-0)dp(o)
A
Le lemme précédent montre que :

g, < mfmf‘s [dp(2)] -

Considérons une famille {A&} d'ouverts relativement compacts recou-

vrant le groupe ‘3’ . On peut définir, d'une maniére unique (d'aprés 1'iné-
galité précédente) un élément Q emp(% s X) par :
(4

9= T %
&»w & et du représentant }f;
L‘ele’mentg ne dépend pas dé la famille Ag t choisi €Y et sera appelé pro-

duit de convolution de la %P-fonctlon‘f et de la mesute de Radon dp-
Comme :

gl < if m/ |dp (2] 5

.

la convolution ainsi définie est un opérateur linéaire borné de mf«e 3x)
dans lui-méme.

b) Cas_d'une 'm:?—fonction M -continue -

i) Définition -

Soit { un élément de mp(g 3 X) et dp une mesure de Radon

sur le groupe 4 . On appelle produit de convolution de {.‘ par du
l'intégrale suivante :

3*0\]& =4Q°fdp(0).

D'apres cette définition, le produit de convolutlon de {:

par du est un élément de T (f ; s mP,x) 31£e b ACERS X)e

ii) Théoreme -

l 5ife gufg 4 X ), les deux définitions du produit de convo-
lution 5; dp sont équivalentes.
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Démonsgtration -

Domnnons un € »0 arbitraire. Puisque § est mp-contime, il existe un
voiginage ¥ (o) de 1'élément neutre 0 du groupe ¢ tel que :

] U,"f—fm < € , pour .13ut n e V(o)

Comme A est relativement compact, il existe des Aée‘f tels que s
n-* —
éE{ (oa+U) o4 .
[ peut donc définir n ensembles 'U'a disjoints tels que :

‘%-aécv et U Ua--_:A.

3:1
D'ou
9,8 = . 5(t_o)dg(o)=%/}(t-o)dpm)
U €.
o1 @ 4
Posons :
%n(t) = é. j(t-b)jdp(b)
Ty
et
(.Pa.(t) ,\[} [E(t-/:)-j(t-oé)] dp (a) .

3
D'aprés 1l'inégalité triangulaire, on a :
n

g, Pl < & N
Par une démonstration amalogue & celle du lemme :

CTRYEREMT AL
L]

Comme U -n: cV, ona :

4 9
@l < € dp(n).
EAR [fa_l |

Par suite :
lh9,-*ell < 6523]%!#@) = l]de)l‘

Cette inégalité montre 1l'équivalence des deux définitions de § # d'.:, « En
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effet f,p dy peut &tre considérée soit comme M -limite de gA (premiére
définition), soit comme My -limite de g"n. (deuxiéme définition).

¢) Comvolution par une ' -fonction -

Théoreme -

Le produit de oonvolutién d'une 'm:»P-fonction par une fonction
numérique absolument sommgble sur ‘g est WY -contime.

Démonstration -

On a :
gA(nR) -9, =‘/.j:(t-o) [Q(@-Rj_ﬁ(o) dv ()
. A
Dtaprés le lemme, on tire :
1%3-31 < B3| 1Rk | 4o,
4

Le théortme résulte.alors de la proposition suivante : une fonction
appartenant & L' (Q;R) est aussi ' -contime.

2°) Convolution opérationnelle -

a) Soient { une MF-fonction & valeurs dans X , et K (t ) un opé-
rateur lindaire borné de X dans ¥y , dépendant du paramétre be‘§ , et abso-
lument sommable sur g .

Soit A un ensemble relativement compact de mesure V (& ) finie.
Posons :

g(t) =/K(/o)j(b_c.) dv(s)
73

Par le lemme, on a s

g, It < Illfulj (k)| dv(e) .
()

On peut donc définir d'une maniére unique un élément g9 de "mf(tg; x)
par :

3- 0 b gy

L'é'lémentg sera appelé produit de convolution de la mP-fonction f par
1'opérateur K . . o :

“b) Loquuej est mP—contime, on peut démontrer gue q coincide
avec l'intégrale suivante : :

q =/K (MU f dvs),

. #
qui est un élément de 1'espace T (3 M x >v).

24 La démonstration est analogue & celle du paragraphe IV 1(b) ii).



~—— CHAPITRE A2 —

ERGODICITE ET PRESQUE-PERIODICITE
DANS LES ESPACES DE BESICOVITCH-MARCINKIEWICZ

Nous allons commencer par rappeler la théorie générale de 1l'ergodi-
cité et de la presque-périodicité relative & un groupe d'opérateurs dans
un espace de Banach (cf. W.,F. EBERLEIN [1], K. JACOBS [21). Ensuite, nous
appliquons cette théorie au cas du groupe des translations dans les espaces
de Besicovitch-Marcinkiewicz. Enfin, nous étudions quelques résultats par-
ticuliers concernant l'ergodicité et la presque-périodicité dans ces
espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz.

I - SEMI-GROUPE ERGODIQUE -

Considérons un espace vectoriel topologique localement convexe Z et
un semi-groupe WU d'opérateurs linéaires U de Z dans lui-méme. On suppose
que U contient 1'identité I . On désigne par convexe (5 ) l'enveloppe con-
vexe fermée de 1l'ensemble {U:é‘uq_ ’u,}, pour chaque xe Z.

1°) Définitions -

a) On appelle gysteme d'intégrales presque invariantes une suite
généralisée d'opérateurs M_(i.e. une famille d'opérateurs M, , indexde

par un ensemble ordonné filtrant {a.} ) possédant les propriétés suivantes :

i) Ma est un opérateur linéaire de Z dans Z , pour chaque o ;
ii) Pour chaque % , et pour tout o :M % & comvexe (5 )s
iii) Les opérateurs M, sont équicontinus;

iv) Pour chaque 5€Z, et pour tout Yel, ona :
%" (UM%‘é"MaS) = 2:,_" (M«U'Z’N&S) =0
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b) Le semi-groupe W est dit ergodique s'il possidde au moins un
systéme d'intégrales presque invariantes.

2°) Théortme ergodique d'Eberlein -

Soient U un semi-groupe ergodique, % un élément de Z et {M a} un sys-

téme d'intégrales presque invariantes. Alors, les conditions guivantes
gur un élément y_de Z sont équivalentes :

i) Yy € convexe (5 ) et Uy=y pour tout Uel (élément invariant);
ii) Y= l:;.tm Mr;('é;
iii) Y= 1im°£aible My %5
iv) 3y est un point d'accumulation faible de {M“‘é}.
la démonstration de ce théoréme se trouve dans W.F. EBERLEIN [1].

3°) Existence des semi-groupes ergodigques - Théoréme -

Dans un espace de Banach, tout semi-groupe abélien et borné
est _ergodique.

On en trouve la démonstration dans W.F. EBERLEIN [1] .

II - ERGODICITE ET TOTALE-ERGODICITE -

Dans tout ce qui suit, Z est un espace de Banach. Sou.t un groupe
abélien localement compact (noté additivement). Soit W= {U( t)\te 4 }
un groupe d'opérateurs lindaires bornés (uniformément en t) de Z :

U (b+2) = U(k)U(s)

fuoceHlf € ™M quel que soitte §.
Dtapreés le théoreme précédent, ce groupe est ergodique.
1°) Définitions -

a) Eléments ergodiques -

Un élément 5ez est dit ergodique pour le groupe ergodique W s'il
existe un élément invariant (point fixe)y dans comvexe (% ); y sera
appelé moyenne de 5 relative au groupe % , et sera désigné par Mé'

L'ensemble des éléments ergodiques sera désigné par %.

b) Eléments totalement ergodiques -

A
Boit X un caractére de €@ (X est un élément du groupe dual ‘g de ? ).

On appelle coefficient de Fourier de%eZ au point X la moyenne, si
elle existe, de % relative au groupe {U (51: ) X(t) ¢t e‘s’}

Un élément 5 est dit totalement ergodlque si ses coefficients de
Fourier existent en tout point X du groupe ? .
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L'ensemble des €léments totalement ergodiques sera désigné par 8‘: .

On appelle spectre d'un élément totalement ergodique 5, 1'ensemble

des po:mtsxe? tels qu'en chacun de ces points X 5 le coefficient de
Fourier deg est pas mul.

2°) Propriétés - (cf. W.F. EBLRLEIN [1]) -
a) La moyenne d'un élément ergodique est unigue, et on a :
My = b g
L'opérateur de moyenne M est un opérateur linéaire, borné par M,
invariant sous le groupe U (il n'est pas défini dans tout l'espace Z ,

son domaine est¥).

b) € et %, sont des sous-cspaces vectoriels fermés, invariant
sous le groupe U de l'espace Z .

IIT - Q PERIODICITE (FAIBLE ET FORTE) -

1°) Définitions -

a) Un élément xeZ est d:.t faiblement-presque-périodique pour le
groupe b si son orbite Tu (¢t ) g est relativement faiblement com-
pacte (les diverses notions usue les e faible compacité dens un Banach
sont équivalentes d'apres le théoréme de Smulian-Eberlein (cf. W.I'. EBER-
LEIN (3], ou N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [1]).

b) Un élément 552. est dit presque-périodique pour le groupe W
8i son orbite est relativement compacte.

c) Un éléuent 5€Z est dit fuyant (fluchtvektor) pour le groupe W
s'il est faiblement-presque-périodique et si son orbite admet 1'élément
ml Q de Z comme point d'adhérence faible.

d) Un élément 5 Z est dit pseudo-aléatoire pour le groupe U
s'il est faiblement-presque-périodique et si son spectre est vide.

On désignera par &, T @ et respectivement l'ensemble des élé-
ments fa.lblement-preSque-penodlques, l'ensemble des éléments presque-
penod:.quea, célui des éléments fuyants et celui des éléments pseudo-
aléatoires.’

2°) Propriétés des ensembles ¥ , TT & et S -

‘ Les ensembles §F , T , § et sont des sous-espaces vectoriels
Q ~ fermés, irnvariants sous .Le groupe U, de 1l'espace ft des éléments tota-
- lement ergodiques.

On en trouve la démonstration dans W.F. EBERLEIN [11 et dans
K. JACOBS [11 .

3°) Décomposition de & -~ Théordme de Jacobs -
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L'espaceﬁ" est la somme directe des deux sous-espaces "disjoints"
et § ¢ :

F-TTa P ,a.vecTTn@a{o}.
On en trouve lg démonstration dans K. JACOBS [1] .

4°) Identité entre & et S -

Théoreme -

Pour qu'un élément soit fuyant, il faut et il suffit qu'il soit
pseudo-aléatoire.

Démonstration -

Montrons que la condition est nécessaire. Soit X un caractére de? .
I1 est immédiat que si 1'élément mul appartient & la fermeture faible de
l'ensemble { U (¢ )*é‘lze(g} , elle appartient aussi & celle de l'ensemble
v(t) x(¢ )}2&“53} .’La proposition (nécessaire) résulte, dés lors,
u théoréme de Mazur suivant : dans un Banach, 1l'enveloppe convexe fermée
d'un ensemble est faiblement fermée(cf. E. HILIE et R.S. PHILLIPS [11).

Montrons que la condition est suffisante. Soit %4 un élément pseudo-
aléatoire. D'aprés le théortme de décomposition de Jacobs, on peut écrire

%= %1""5&

ol %5, est fuyant, et %4, presque-périodique. Le spectre de 'ég est vide si
celui de 4 est vide. D'aprés le théoréme d'unicité (qu'on va démontrer
au prochain paragraphe), X est 1'élément nul. Par suite

5 =5 .
IV - APPROXIMATION DES ELEMENTS PRESQUE—PERIODISUE -

1°) Lemme -

Soit 4 un élément de Z . Considérons la fonction b _, 95 (t) définie
sur ‘g s & valeurs dans Z , définie par

95(1:) =U)y-

Si % est un élément presque-périodique pour le groupe W , alors t—, O,(t
est une’ fonction de Bohr-Bochner (fonction uniformément-presque-périodi &e $

les coefficients de Fourier a, ge_e% aux _points Xe g sont égaux gux coef-

ficients de Fourier Cx de % gux mémes points.

Le lemme résulte immédiatement de l'inégalité suivante :
rup [ G (bee) - G et < U 5-U@ B

2°) Théortme d'unicité -

Deux éléments presque-périodiques ayant méme coefficients de Fourier
sont égaux. :
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Tout revient & démontrer qu'un élément presque-périodique %4 dont le
spectre est vide est 1'élément nul. Or le lemme précédent montre que le
spectre de la fonctiont —, 6, (t ) est vide. D'apres le théoreme d'unicité
pour les fonctions uniformément-presque-périodiques & valeurs dans un
Banach (cf. S. BOCHNER et J. VON NEUMANN [11), la fonction t - Sb(t ) est
identiquement nulle. Par suite Bo= 0

3°) Convolution par une fonction de Bohr -

On désignera par WP 1l'ensemble des fonctions de Bohr (fonctions
mumériques uniformément-presque-périodiques) muni de la topologie de con-
vergence uniforme.

Soient % un élément totalement ergodique (§e‘€k) et ¢ une fonction

de Bohr (@ e UI3Y).

On appelle opérateur de convolution (au sens de Bohr) une appli-
cation de & x W32 dans T '

i) qui, & chagque 55‘61 etX &4, fait correspondre 1'élément Cy .X
de 1T )

ii) qui est lindaire

iii) qui est fermde.

I1 est immédiat %lée cette application est unique, et est définie dans
tout 1l'espace “fb x W39 .

La convoluée de f par ¢ sera notée j ®Y.

4°) Théoréme d'approximation -

Tout él.ément presque -périodique % est limite des "polyndmes
n

exponentiels" 2, C.. X, .

=1

Démonstration -

Soit {(Pa} une "identité approchée" de l'algébre des fonctions de Bohr
(cf. N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [1l, [2]); autrement dit soit{c&} une
suite généralisée de fonctions de Bohr positives, de moyenne égale & 1,

telle que :
lim uniforme @ ® @ = @
o %

pour toute fonction de Bohr .
Formons 5 @ L& , puis montrons que

{‘&"(5 ®g-3)=0°
On vérifie facilement que :

FEXALEER LICALIP
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ce qui montre que :
e jl®ecs]e )
et par suite
{%gn [5 @%_5]}@4;: 0 , quel que soit ¢ & .29,
D'aprés le théoréme d'unicité, on a :

Ql&}nﬁ(ﬁqf“—g‘o.

P
V - APPLICATIONS AUX ESPACES Mh(€; x) -

Nous pouvons appliquer cette théorie générale de 1'ergodicité et de
la presque-périodicité au groupe des translations dans 1l'espace m’;(\g;x Y.

Tous les résultats sont évidemment valables, Introduisons cependant de
nouvelles terminologies,

1°) On appelle fonctions ")pr-constantes les éléments de ’Jrl{(cg;x)
invariants par translation.

On appelle fonctions MY -ergodiques (resp, 'm,P-tctalemeut-ergodiques,
resp. M? -faiblement -presque-périodiques, resp, ’)YZ,F -presque-périodiques,
resp. W -pseudo-aléatoires) les éléments de ’m,z(g ;s X ) ergodiques (resp.

totalement ergodiques, resp, faiblement-presque-périodiques, resp, presque-
périodiques, resp, pseudo-aléatoires) pour le groupe des translations .

2°) On appelle ‘mf’- oyenne la moyenne relative au groupe des transla-
tions dans m‘z(‘g $ X ). On désigne parfl l'opérateur de mf -moyenne,

On appelle coefficient de Fourier-Besicovitch le coefficient de Fou-
rier relatif au groupe des translations dans ')'N:Z(‘g $ %),

3°) On appelle 'Jﬂap-mlyn6mes exponentiels les polynfmes exponentiels
& coefficients mf-constante.

4¢) Le théoréme de décomposition de Jacobs s'énonce s

Toute '.m? -fonction ﬂﬂf-faiblement-presque-périodique se décompose, et
d'une seule fagon, en somme d'une fonction mf,-presque-périodique et d'une
fonction M -pseudo-aléatoire

S;P(‘g;x) = ‘ITF(Qa’c,X) ® JbP(%x)

Ce théoréme a été démontré ar J,P, BERTRANDIAS dans le cas od «gna et X.C
en utilisant la notion "d'ensemble de corrélations",

5°) Le théoréme d'approximetion s'énonce :

Toute 'I\'(;P-fonction W-presque-périodique est limite de 'fﬂf-polynﬁmes
exponentiels.,
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L'ensemble des fonctions Mf-constantes (resp. M -ergodiques, resp.
m?-totalement-ergodiques, resp. 'map-faiblement-presque—périodiques, resp.
m-presque-periodiques, resp.'ﬂ’b‘P -pseudo-aleatorres) sera désigné par
xP (4 ;%) [resp. %P (<§,x) resp. ?; (43 x), resp. F' (g x), resp.
TP(¢ 5 %), Tesp. AP (45 )],

VI - RESULTATS SPECIAUX -

1°) Expression explicite de la m‘Pz -moyenne -

A tout fe mﬁ(g;x ), associons la famille {Mjf} définie par :

4
= (t-4) do
v (—Qg)[ﬁj

Les fonctions Mjf sont appelées les moyennes approchées de Bohr de

Maf

la fonction f{ . Ce sont les produits de convolution de f par les fonctions
AQ: . .
_'QL_ , ou ’l_Q_- désigne la fonction caractéristique de 'Qé .
\7(&23) 4
Les résultats obtenus au chapitre Al sur.le produit de convolution mon-

trent que les opérateurs Mj possédent les propriétés suivantes :

i) Pour chaque 3 , M' est un opérateur lindaire de m (g X ) dans
lui-méme;

. ‘ b
ii) Pour chaque § , et pour tout § , ona i Ma'fe_ T(§ ;'mf,x);
iii) Les opérateurs Ma- sont uniformément bornés par 1;
iv) Pour c}aquejemt(g- X ), et pour tout /be.‘g, ona :

- b (45 15) <

(pour démontrer (ii), on reprend le raisonnement Al, IV 1°) b,

on pose
/dp(o) fd(b)ch _i_a)

v(8) v(a)’

comme les 'Ué sont disjoints et tels que A= U 'U’ , On a Za —1)
a:
Ia famille d'opérateurs {M} forme donc un systéme d'intégrales pres-

que invariantes pour le groupe ergodidque des translations, Le théoréme
ergodique d'FEberlein fournit alors l'interprétation suivante de la ')'ﬂf-moyenne

Sila %?-moyenne d'une mp-fonctlon E existe, alors elle est la
MF Limite de

) = ——— t-4)do
M3 ) Wﬂ.x)nf( )
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et réciproguement.

29) Théordme de sommation -

Soit §{ une fonction :m,’ -presque-périodique, & valeurs dans un
espace de Hilbert H , Soient CX&, ses coefficients de Fourier-Besico-
vitch. Alors s '

i) 1la série de Fourier-Besicovitch Z. Cy X," de f converge dans

’m,(fg H) vers [,

x; |

converge dans 'm;(‘g ;R ) vers 1;“] {" f "2}

Ll

oo
| 11) 1n série 2 | C
u iii) on a la formule de sommation suivante :

| BE i il = ug;

La demomuratlon se fait comme dans J,P, BERTRANDIAS [I, dernler cha-

pitrel. On note que l'on a la formule de sommation bien que M (g‘;’_,g ) n
50i% pas un espace de Hilbert.,

20) Mransformations lindaires -

.?oient )3 et ¥ deux espaces de Banach, A un opérateur borné de x dans Y :
Acs (X —Y).

Propcsition -

Si f est une fonction mP-(totalement )-ergodique, ou M- (faiblement)-

prcwue-periodlque, ou M -pseudo-aléatoire, 3 valeurs dans X, alors Af
est uie forction "de méme mature'" & valeurs dans VY .

!
!

La démonstration est immédiate,

4°) Transformations non-linéaires -

On obtiens des résultats amalogues & ceux du paragraphe Al, IT 5°),
En pariiculier, retenons le résultat suivant,

Proposition -~

v Soient x , ¥ et Z trois espaces de Banach Considérons un élément 2
de L (x,¥y—=2). Soit § un élément de TTT( (€1 -x)

Sﬁ-ge‘«fﬂ (4;Y), alors .:2,(5-,3)& ‘ét (‘%;Z)
i Sigeﬁ"q(if;y), alors @ (§f ,9)e F° (¢;2)
sige Ti(g;v), alors (5 ,9)e W (4;2)
sige At (g5y); alors (5 ,9) e A (4;2)

[0 R B
)

14
P

——0‘.;
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—— CHAPITRE A3 —~

ll; " MOYENNABILITE ET COMPARABILITE "

I - FONCTIONS Mf-REGULIERES -

1°) Définitions (cf. J.P. BERTRANDIAS (1]) -

On dit qu'une MPLfonction est Mf-régulicre si, quel que soit he <4,
ona:

lim (ouwpy 2 [ pleeyPdve) =
a-:ow @) Bfce))dvce) = o
(&»,ﬂa')nﬂﬂa'

On désignera ’r Mf(f X) 1'ensemble des MP-fonctions mf- régulidres,
et par m(q X) le auotient MP(«&;x)/NP .

2°) Propriété -

L'ensemble 'J'ﬂp( s X) est un sous-espace vectoriel fermé de 'Jﬂf(‘% X)e
La démonstration est immédiate.

n
3°) Rapport entre les différents espaces 'm:P(%; x) et 'm:‘,.(‘(;;x) -

a) Si}e 'm,{,( 3 %) alorstfe_ ‘m,q §X), avec q< p -

Ce résultat est une co équence de 1n9gaﬁ e de H¢lder.

b) 81§ e M(Gs %) et ge M5 Y), alorssz(g g) e M (432)
pour tout R e (/ \/—+Z)

4°) Exemples de fonctions mP-rsgulidres -

a) Toutes les fonctions MP-constantes sont 'Ibe-réguli‘eres
(cf. J.P. BERTRANDIAS [11).



b) On en déduit que toutes les fonctions 'Jflf-pmsclue-pénodiques
sont M'-régulisres.

c) Les 3’1‘ -fonctions, qu'on étudiera au paragraphe IV, sont des
fonctions %?-réguliéres.

II - FONCTIONS MOYENNABLES -
1°) Opérateur de moyenne approchée m,a -
- Soit § un élément de M (43 x). Posons :

'm,a-g = ; ,.rgu-.)dv(b),

4
\7(..9.3- Jn.
]

ce qui définit l'opérateur lindaire 'J\'l:éde M4(<§; X) dans X . Cet opéra-
teur n'est pas continu, car |jf! = © n'entratne pas ‘m,35= o
2°) Opérateur de moyenne - Fonction moyennable -

On dit qu'une M* ~fonction est moyennable si !l_‘z-,l;tend vers une li-
mite 9 appelée molgn_n_e___(lg_f 2 gua.gg._ﬁ' tend vers oo .

On pose :

3:')1’65 ou m}(b),

ce qui définit l'opérateur de moyenne Mde M’ (lg, X ) dans x .
On a :
7§l <i§m 5 sif est moyennadle.
I1 est immédiat que toute H::j_@ctlon de semi mrmé nulle est moyen-

nable et de moyenne mulle. Cette propriété nous permet de définir la
moyennabilité et la moyenne d'un élément de M’ ((’ X)e

Evidemment, l'opérateur de moyemne MM:n'est pas défini dans tout
1'espace ‘m:(‘?&.; X), son domaine sera noté m:(‘(a; %)

3°) Propriété de 1'opérateur M, -

L'opérateur M, est un opérateur lindaire borné et fermé de 1'espace
9
M(£s x) dans x .

Autrement dit :

i) l1a MS-limite d'une suite convergente {f } de fonctions moyenna-
bles est une fonction moyennable § ;

ii) la x-limite de Mbf est Mb§.
Démonstration - '

Comme 1'opérateur TMhest borné, il suffit de démontrer la proposition (1).
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Zerivons
l'm’af - m’ﬁf‘ < Ilm’éf'méfnu* ! mjfn‘mifn I+ i %&f h m%fn“
Donnons € » © , et choisissons n assez grand [n> N(&)] pour que :
§-fali<e .
Fixons wan,y N(& ). Il existe J_ (&) tel que :
'm,a M'}nou <2& , d%s que 2 »dy (€)e
D'autre part, § est moyennable. On peut donc choisir J, (&) tel
que ‘m’éfm“%fmﬂ ,\_‘Z s d&s que 3 et g5 J, (& ). Par conséquent, dés
que 4 et & dépassent J, (&) et J, (&), ona:
nméj-m*fll s5¢,

ce qui montre que { est moyemnable.

Nota - On remarque l'analogue de cette démonstration et de celle ('d tune
partie) d'un théoreme d'Ascoli.

4°) Invariance par translation -

Sif est une fonction moyennable et 'm: -réguliére, alors U&_& est aussi
yennable, quel que soit 3 , et

Tof « Moy §)

- Le résultat est une comséquence immédiate de la définition de la
-régularité.

5°) Fonctiong moyennables et fonctions ergodigues -

Une fonction moyennable n'est pas nécessairement 'me-ergodique, et
une fonction mp—ergodique n'est pas nécessairement moyennable.

Cependant, on a le théoréme suivant :
Théoréme -
Sif est une fonction 'm,:-réguli‘ere, alors entre ses moyennes

approchées m,f et ses moyennes approchées au sens de Bohr M%S- , ON a
la relation suivante :

Yi;zb;r 1% 1 ¢ 2& Mg §, -
Démonstration -

Par définition des 'moyennes approchéeq :
m ¢ o 2 (&) dv(t)
3§ v (Q;) f .’c
d 2,

Mef )= ! /j(uo)cww)
(52) 2

\
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Bvidemment, nous avons :

1 Mo, (U, ) dv(d) = ——n| Mg f(t)dv(t
"(Qv.)f 3( Qf) ®) Q(Qa') . &f ()
e 9

D'ol

b sup | ! f M (U, §) dve) | = fim oup |
CP g+

Mg §(e)doct) |
g V(Qy) La'%

4
\7(.05)
s UM, .

I1 nous reste donc & démontrer la relation suivante :

B, sup uL M, (Tf) v (o) | = ’tho;? “Lmég d9(s) | -

3'—»0:7
Pour cela, il nous suffit de démontrer 1l'égalité suivante :

b [a [ 9165 § - My (4,5) [ do = o -

é-—vuo

—

Or, par hypothese { est WMo -régulidre; on en déduit :

b 9 § -5 (0, 5) 1 = ©

2'-400

Le théoréme de Lebesgue sur l'intégration d'une suite majorée donne
ensuite le résultat voulu.

Corollaire important -

Si la M, -moyemne d'une fonction m -réguliére § existe et est nulle
(en norme), alows la moyenne ordinaire de § existe et est nulle.

En particulier, si | est une MP -fonction 'Il'bp-pseudo—aléatoire ('P >1),
alors :

’m;{f(t) etxl: }= o , quel que soitxe%.

()
III - COMPARABILITE PAR DUALITE - CORRELATION -

i) .Qn_,@_t...w.e_._lg_s__,élémcm_f_e.,lfﬁ(,ﬁjxl et %_gﬁrbi (€35 %), ou % +

sont ¥ -comparables si la fonction mumérigue bt __» g,g(l:) | 3(h)>
est moyennable.

La moyenne de cette fonction définit la corrélation entre les
fonctions § et g9 :

1°) Définitions -

=1,

4
9

g = T <5®Ige1>
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ii) On dit que deux sous-ensembles A c'mf(‘e ix) et B M (4’1 x*) sont

# -comparables_si_tout élément de A est x ~comparable % tout é1é-
ment_de B .

Il est évident que si une M! ~fonction M} -régulidre g est
# =comparable & toutes les tra.nslatées U&:f d 'une 'mf—fomtion f ,
alors les deux sous-espaces T (§ x) et T(q; M, » ) cont
# -comparables. La fonction ?L_,'r (?:) 01?; <f(t +¢») | % k) >

s'appelle fonction de corrélation gm_u_el_o des fomctions § et .

2°) Suites # -comparables - Théoréme -

Soient deux suites convergentes ‘f et 9 tendant respectivement dans

'Jﬂ,(‘% X) vers § et dans mq(tg, x*) vers g

i) Si leg fonctions f{-f#et g _sont x -comparables pour chaque n , alors

les fonctions { et g sont x -comparables et Aé‘m? fo'
n

ii) Si leg fonctions j A sont régulicres et si les espaceg
T§as i, x) et 't (% MY, x*) sont # -comparables pour cha=

que n , alors les espaces T(§ ; smf L x) et 'C(_g,'mﬁ,_z_)_g,
# —comparables et 'K 3 (B) tend uniformément vers g' 54 (%).
IL » .

Démonstration -
L'inégalité de H¥lder montre que les fonctions
b — <§ by |g, >
tendent vers la’ fonction
b—s< §trhy[gt)>
dans 1'espace m‘(«g;q:).

Des lors, le théoréme & démontrer est une conséquence 1mmed1ate du

fait que l'opérateur de moyenne est borné et fermé de 1'espace M, (‘g 3C)
dans C .

- pspaces $F(¢;x) -

1°) Définitions -

Mf’-fonc’uon § est dite PP _fonction si s (&) l(P est une
fonctlon moyennable.

On désignera par PP(‘Q X ) l'ensemble des PP _fonctions et rar
9‘?({ X) le quotient PP(‘e sx)/ NP
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2°) roprigtés -

a) L'ensemble gP ('€9 X ) n'est pas un espace vectoriel.

b) Toute g _tonction est ’m,P-réguliére.

c) Sif est une gp -fonction, alors U&S- est aussi une 91" -fonction.

d) hvec la topologie induite par celle de mf‘(‘g $ X) llensemble
gt (435 x) est un espace métrique complet.

. i Pl s

En'effet, si f—s§ dat.ns MF(4 5 x), alors ”nﬂf - . “ i
dans M, (‘%;R). Comme l'opérateur de moyenne est borné et fermé, la propo-
sition (d) est démontrée.

3°) Comparabilité linéaire dans les espaces gf (ng x) -

a) Définition -

Les 9? -fonctions & sont dites linéairement comparables
si la somme X, §, +... X, § est une SP _fonction, quels que

soient les nombres complexes A; (4 = 4y, m)e

b) Proposition -

Soient 'U‘n} et { gn} deux suites convergentes de 94: -fonc-
tions linéairement comparables pour chague n . Alors leurs

'my-limites 5 et% sont linéairement comparables.

I1 suffit de remarquer que la suite ij'"- + )\%r‘j tend vers la fonction
{5 + )%} quel que soit A , suivant la MP-métrique. Comme g% (435x) est

fermé dans 'm,P(‘%; x) la proposition est démontrée.

¢) Sous-espaces de Banach de 9F (¢; x) -

La fermeture, dans ')'l’l,f(g; x), de tout sous-espace vectoriel E de
gr(‘g; X) est encore un sous-vectoriel E de g (Lg; X) d'aprés la propo-
sition précédente; E est donc un Banach.

V - ESPACE P (43 1) DE BASS -

Plagons-nous dans le cas particulier trés importgnt ou p=e2 (on n'écrira
jamais 1l'indice 2) et ou x est un espace de Hilbert H . Nous obtenons l'es-
pace g(«g;u) de J. BASS (11, (21, (3] .

Notons les résultats suivants :

1°) Deux éléments § et g de 2 (43 H) sont linéairement comparables si
et sculement s'ils sont # -compargbles.

Leur corrélation peut, s'exprimer en fonction des normes de leurs combi-
naisons linfaires
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2, = TS glI° - I U1~ 9 (g4
r oMo faigl- sl T g g iy

2°) Si plusieurs & _fonctions sont # ~compgrables deux & deux, elles

sont lindairement comparables dans leur ensemble et réciproquement.

3°) Chaque ensemble de § -fonctions # -comparables deux & deux est
donc un sous-espace vectoriel £ de l'espace I (¢ ;H ). L'adhérence E de E

dans 'mf(q $H) est dans 9 (435 H) et peut etre structuré on un espacc de
Hilbert en prenant comme produit scalaire '{%7(5( k) l 9 (e )> .

Dans la suite, tout sous-espace vectoriel fermé de 9 (lq, H) sera
structuré en un espace de Hilbert par ce procédé.

Convention trés importante -

Dans la suite, nous étudiem'ns des sous-espaces fermés, invariants
par translation de 1'espace MP (‘g 3 X). Nous désignerons (incorrectement)

par la méme lettre un sous-espace de l'espace semi-normé M?(‘g 3 X) et son

image canonique dans 1'espace normé '.m,f(‘g X ). De méme nous désignons
par la méme lettre un élément de M?(‘g; X) et son image canonique dans

M (4s x).
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—— CHAPITRE A4 —

! FONCTIONS QUASI-STATIONNAIRES l

I - PROPRIETES ELEMENTAIRES -

Soit b —§( b ) une fonction définie sur le groupe 4§, & valeurs dans
un espace de Hilbert H , localement intégratle.

~19) Définitions -
la fonction { est dite quasi-stationnaire si s
1) § est une M -fonction M -continue
ii) j‘ est une ¢ -fonétion comparable & toutes ses translatées,

La moyenne en t de <f (b + %) f(t )5 s'appelle fonction d'sutocor-
rélation o (f) de 1a fonction quasi-stationnaire § .

L'ensemble des fonctions quasi-stationnaires sera désigné par S(‘g; H),y
c'eat un sous-espace métrique non vectoriel de l'espace 'm,'@; H)e

2°) Invariance mr tranglation (1) -

(1) Note - Considérons la famille {§&= U § ;&e‘f} .0nat
i) %I]fg ﬂ!< o pour chague h
ii) M S = %) ne dépend pas e &.
) Mo<f, > (%)
Selon une terminologie probabiliste (cf. par exemple J.Li DOOB 1],

chapitre II, paragraphe 8 b), cette famille est quasi-stationnaire
(ou stationnaire au sens large).
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a) Proposition - Si §f_est quasi-stationnmaire, alors U §_est aussi
quasi-stationnaire, quel que soit bef; de plus 1S, f admet la méme fonction
d'autocorrélation que § , ’

En effet, d'aprés le paragraphe A3, V, la fonction dé corrélation peut
s'exprimer au moyen des normes qui sont invariantes par translation,

b) Bspace T(§ ;M ,H) -

L'espace T(f ; M', 1) a été défini au paragraphe Al, IT 3°) c. C'est
un sous-espace vectoriel fermé de 1'espace & (‘{, H),. Nous le structurons
en un espace hilbertien par la méthode indiquée au paragraphe 43, V ,

c) Conséquence immédiate - Toute fonction guasi-stationnaire est
M -faiblement -presque -périodique,

Cette proposition découle de la faible compacité de la boule unité
d'un espace de Hilbert,

3°) Théoréme caractéristique -

i) Ia fonction d'autocorrélation ls.—wg-(&) d'une fonction quasi-
statiommaire { est une fonction uniformément-faiblement-presque-
périodique (fonction d'Eberlein (11), En particulier, elle est
uniformément continue en & .

ii) Réciproquement, si 'x'(g,) existe pour tout f. ot est continue pour
= 0, alors { est quasi-stationmaire,

Démonstration -

Ia proposition (i) est une conséquence immédinte d'un théor2me 4'Eber-
lein [1] et du fait que U&est un opérateur unitaire de l'espace hilbertien
T(§ 3 M, H).

Ia proposition (ii) se déduit de 1'égalité suivante s

W Up§ -5l = 2= §(M)- ()

4¢) Fonctions quasi-stationnaires comparables -

a) Définition -

Des fonctions quasi-stationnaires j;‘ y 421500097 , Sont dites
linéairement comparebles dans leur ensemble si 3

}1§1 +--- ¢ k;gi,‘f""‘ }n,.fn,

est encore une fonction quasi-stationnaire, quels que soient les nombres
complexes X, .

b) Conséquence -

Deux fonctions quasi-stationnaires § et g sont linéairement compara-
bles s8i et sculement si les fonctions U&f et g sont # -comparables, quel

que soit ‘g'. (cf. paragraphe A3, III). Ia fonction R — ’{rkl; <§(t+e~)\%(b)>
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sera appelée fonction de corrélation mutuelle des fonctions § et q.

On en déduit que si des fonctions quasi-stationnaires §; sont linéai-

rement comparables deux & deux, alors elles sont linéairement comparables
dans leur ensemble. Elles forment donc un sous-espace vectoriel de 1'és-~
mace S (4;H)

5°) Convergence dans 1'espace métrique 5_(‘5 i M) -

a) Théoréme - L'ensemble S (‘5, H) est un sous-espace fermé de
1'espace 'mf(«g‘; HY,

Plus précisément s Soient{fn} et {%n} deux suites conver-
gentes de fonctions quasi-stationnaires linéairement compara-
bles pour chaque n , Alors, leurs me -limites £ et q sont des
fonctions quasi-stationnaires comparables; "1a fonction de cor-
rélation mutuelle 'X'E (%) est limite uniforme de la suite X Ry,

3

;ﬂ. n
Ce théoréme est un cas particulier du théoréme du paragraphe A3, III 2°),

b) Application -

Tout sous-egpace vectoriel de fonctions quasi-stationmaires peut &tre
complété; on obtient ainsi un espace de Hilbert de fonctions quasi-station-
naires,

IT ~ ANALYSE SPECTRALE ENERGETIQUE -

1°) Mesure spectrale énergétique -

Théoréme ~ Ia fonction d'autocorrélation ¥ d'une fonction quasi-sta-
tionmire { est la transformée de Fourier d'une mesure G positive bornée
appelée mesure spectrale énergétique de §

axh ‘ ~
xRy [e dox ,avee o7(4) <o
4

Démonstration -

D'aprés la proposition T 2°) sur l'invariance par translation, l'appli-
cation g.—-»U‘( ) est une xeprésenta.tlon unita’‘re continue du gro
l'espace hilbertien "c(g , 4). Par suite (cf. mr exemple J. DIXNéER 21,
théoreme 13.4.5 (ii)), la fonctlon b ...-5-(&) est continue et de type posi-

tif. la proposition & démontrer résulte 2lors d'un théordme classique de
Bochner (cf. rar exemple A, WEIL [11),

2°) Coefficients de Fourier-Bohr de ')vf(%_—__)_ -

Théoréme - Les coefficients de Fourier-Bohr a, de la fonction &:x(& )

existent, sont réels positifs et égaux aux sauts b de la mesure 0 aux
points X ,

Le spectre de la fonction ﬁ —*'x( g.) est donc l'ensemble des points
de discontinuité de la mesure ¢ .
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Ce théordme est classique; la démonstration se trouve par exemple
dans W.F. EEERIEIN (4] .

3°). Coefficients de Fourier-Besicovitch de -

Comme toute fonction quasi-stationnaire est 'mf—faiblement-presclue-
périodique, elle est M'-totalement-ergodique (chapitre A2).

Plus précisément :
Théoréme -

i) Les coefficients de Fourier-Besicovitch C, d'une fonction quasi-
stationnaire sont des fonctions quasi-stationnaires M -constantes.

e .
ii) La Mb-norme de la fonction t—»Cy (t) est égale au saut 4, de
la mesure spectrale énergétique au point X .

I1 suffit de démontrer le théoréme pour X = 0, le cas général s'en
déduit facilement.

D'aprés les propriétés de la mz-moyenne, C, est un élément de 1l'enve-

loppe convexe fermée 'Cb(_-f ; M, H). On en déduit d'abord que la fonction
t— G ( t ) est quasi-stationnaire. D'autre part, d'apres le théoréme du

paragraphe I 5°) sur la convergence dans l'espace S (4 ; H)y I Co mz est un

élément de l'enveloppe convexe femmée engendrée par la fonction f—» r(&).
Autrement dit :

G m:’- ?&’ 'K(%‘) = Pype

4°) Clggsgification des fonctions quasi-stationnaires - Décomposition -

a) Fonctions § -presque-périodiques -

Une fonctionf est dite § -fonction S—presque-périodigue si elle est
en méme temps quasi-stationnaire et 'm:z-preSque—périodique.

Les résultats précédents montrent alors qu'une fonction quasi-station-
naire} est S -fonction 6 -presque-périodique si et seulement si 1l'une des
conditions (équivalentes) suivantes se réalise :

i) 0" est une mesure atomique (ou discréte) : @ (X) = L N (5) (x),
ou <5;\(x) est la masse de Dirac placée au point ). .

ii) qu(ft.) est une fonction de Bohr (fonction uniformément-presque-
périodique) : 5

42
yihy=Zae .

Les théorémes d'approximation et de sommation démontrés au chapitre A2
s'appliquent évidemment aux S -fonctions S -presque-périodiques; notons que
les coefficients de Fourier-Besicovitch sont dans ce cas des fonctions
quasi-stationnaires M’ -constantes.
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b) ¢ -fonctions § -pseudo-aléatoires -

Une fonctionf est dite $ -fonction S -pseudo-aléatoire si elle est

en méme temps quasi-stationnaire et ')sz-pseudo-aléatoire.

Les résultats précédents montrent alors qu'une fonction quasi-station-
naire § est $ -pseudo-aléatoire si et seulement si l'une quelconque des
conditions (équivalentes) suivantes se réalise:

i) 0 est une mesure diffuse (ou continue)

) . - ’ s a
ii) le spectre de A‘(%) est vide;/autrement dit ‘)}:b llx‘(?v.)] = 0.

2
Les propriétés démontrées pour une fonction Wb -pseudo-aléatoire sont
évidemment aussi celles des fonctions § -pseudo-aléatoires (cf. chapitre A2).
En particulier :

La moyemne et les coefficients de Fourier d'une fonction $ -pseudo-
aléatoire existent et sont nuls (cf. chapitre A3, paragraphe II 5°).

c) Théoréme de décomposition -

Toute fonction quasi-stationnaire f est décomposable, et
d'une seule fagon, en somme d'une S -fonction 6 -presque-pério-
dique et d'une 8 -fonction © -pseudo-aldatoire.

Démonstration -

2
Considérons f comme une fonction My -faiblement-presque-périodique.
D'aprés le théoréme de décomposition de Bertrandias (cf. chapitre A2), on

peut écrire, et d'une seule fagon : '
5 = .5:1““5:9.
o f, est M -presque-périodique
f! est M’ -pseudo-aléatoire.

Il s'agit de démontrer que §, et f, sont quasi-stationnaires. Comme §
est quasi-stationnaire, les coefficients de Fourier-Besicovitch C, de §

sont des fonctions guasi-stationnaires linéairement comparables & § .
D'aprés le théoréme de sommation (chapitre A2), f, est la JM*-limite de

HY
la fonction t—» EC)‘( k) et « D'aprés le théoréme sur la convergence
dang 1l'espace s (4; H), f est une fonction quasi-stationnaire linéaire-
ment comparable & § ; ce résultat montre alors que §, est aussi quasi-
stationnaire.
Remarque -

On désignera par STT(%4; H) l'ensemble des fonctions S -presque-
périodiques et par SB(4; H) l'ensemble des fonctions $ -pseudo-aléatoires.
Le théoréme de décomposition s'écrit : :

S(4:H) = 8TI(4,H) D shb4w)

Nota - Nous utilisons le signe ¥ bien que $ (‘g, H) ne soit pas un espace
vectoriel.
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5°) Comvolution d'une fonction quasi-stationnaire par une mesure de

Radon -

Puisqu'une fonction quasi-stationnaire§ est W' -contime, sa convo-

lution g =f #dp par une mesure de Radon du appartient & T(f; M*,H).
C'est donc une fonction quasi-stationnaire. Plus précisément, nous avons
le résultat suivant :

La fonction d'autocorrélation. de q est donnée par :
X
xﬁ(%) =f |[Roo)e” dex)
1

ohﬁ. est la transformmée de Fourier-Stieltjes de p .

Démonstration -
En effet g= U(.o)j dp (4)
D'od xs(&) =m£‘£ < U(-me)f 'U(—ﬂj) dp (8) dp (%)
Or, l'opérateur de moyenne Jbest borné et fermé; par suite :

<.‘.%(k) ,L}; 7(-6;.&.*.)&}:-(0) dp(%)

Comme

x(-2 +het) '
x (-8 Jw:) -/% e ’ do(X) et f(X) .40'1%,‘(6).

la proposition est démontrée,

IIT - ANALYSE SPECTRALE ELEMENTAIRE -

1°) Mesure spectrale élémentaire -

Proposition - La fonction 'v.—-U(g,)_{- est la transformée de Fourier
d'une mesure vectorielle ¥ définie sur le groupe (Z: , & valeurs dans
T(§; M ,H), appelée mesure spectrale élémentaire de §

kR
Ug, § =[\e dy (%)
4

Démonstration -
Considérons le groupe d'opérateurs unitaires contirms & un parametre

F(f) de ltespace hilbertien T (§ ; M, H). D'aprés le théoréme de Stone
(cf. F. RIESZ et Sz. NAGY [11), ce groupe définit une décomposition de
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T1wnité (résolution de 1lt'identité); autrement dit, il admet la représenta- -
tion spectrale suivante :

uck) .j eix%de(x),

-~

4

o E (%) est une famille spectrale (déterminée d'une fagon unigue).
Il suffit de poser Y=E§ pour obtenir la proposition 4 démontrer.

2°) Relation entre la mesure spectrale énergétique et la mesure spec-
trale élémentaire -

La mesure spectrale énergétique o* introduite précédemment est lide &
lg famille spectrale par ’

do(x) = djECOfH

Par suite si A est un ensemble g”-mesurable, alors A est aussi Y -mesu-
rable et : .

2
RACAN =fd¢(x)
a
Plus généralement, si A et A’ sont deux ensembles ¢°-mesurables, alors

M < Y)Y (&) =f do (%)
and’
ou la notationM ¢y » désigne (symboliquement) le produit scalaire dans
l'espace T (§; M?, H ).

3°) Représentation spectrale de l'espece T(§ ;M ,H) -
Nous allons dormer une représentation spectrale de ’t(_f ; M ,H) en

utilisant le "principe de l'extension par continuité uniforme" (cf. N.
DUNFORD et J.T. SCHWARTZ (11).

C(x)dY(X)-

a) Définition de 1l'intégrale g-= f
4
Nous définissons d'abord l'intégrale pour les fonctions étagées :
Cxr= 6 81 Xed, (3=42,--,m)
Par définition

A toute combinaison lindaire des C correspond la méme combinaison
linéaire des g « De plus :

“"3““@-2.&: R C—é/ d“<*>=/l€(x)l‘d¢<x>
e A‘-'(\Aé %
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Considérons les espaces complets L*(¢) et T (§; M, ). L'ensem-
ble (%) des fonctions étagées est dense dans 1®(o ). L'application &

C—»g est définie sur (¢€) et & valeurs dans T (§ ;M ,H ). Comme cette
application est isométrique, on peut la prolonger, et d'une seule fagon,

en une application isométrique sur I°.(¢).

b) Isométrie entre T(f ; My, H) et 12(c) -

Montrons que

F [L'o) ,t(g;'m,',u)

Soit ¢ un élément de T (§ 5 M',H ). On peut toujours le considérer comme
M -limite des combinaisons lmealres des translatées U 5 de f . Or s

Uy § / ""U‘)

Par suite U‘f eF [L (0)] + Comme & [L’ (0)] est complet, la pro-
position est demontree.

En résumé : L'espace T(§; M’ 1) et L¥(g) sont 1sometr1quement
isomorphes,L'isométrie peut se réaliser par 1l'intégrale

ge T(j;m,u)
g= /C(X) dy(x) ob { .

Ce L*0)

4°) presentatlon spectrale de la M -dérivée -

Plagons-nous au cas ou (S est le groupe additif des réels R . La for-

mle :
0 .

ixh
Ug = / e dE(X)
-00
peut encore s'écrire
XA
U&: e ,

.4
ol A désigne la transformation autoadjoint f X dE(X).
-0

Ce résultat montre que 1A est le générateur infinitésimal du groupe U‘.
D'ou la représentation apectra.le suivante de la 'm,-denvata.on Y

s v_f =j WX dY(X)
- 00

On en tire :

% m) <§’l 5 > =
ce qui démontre de nouveau que 1'opérateur de M’ -dérivation est conser-
vatif. '
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5°) Espace hilbertien engendré par deux fonctions guasi-stationnaires

lindairement comparables -

Soient §, et fi deux fonctions quasi-stationnaires linéairement com-
parables. On désigne par T(§, , f, 3 by ,H ) l'enveloppe lindaire M-fer-
mée de ].'ensemble{uf“f-t | be 4, 1 =1, 2} « C'est un sous-espace vecto-
riel fermé de 1l'espace § (‘g $H), d'aprés le théoréme du paragraphe I 5°).

On structure T(§, , f, 3 M2, H) en un espace de Hilbert par le procédé
habituel.

Soient G;, et O les mesures spectrales énergétiques de j’ et f‘ H
Y, et Y, leurs mesures spectrales élémentaires. Tout élément de

'i-'(f, v §o ;M ,H) est M'-limite des combinaisons linéaires des fonc-
tions de la forme :

g, ='/A Cx) dY,(X) , ¢, e LGy
4
%‘ =/ Ca(X) dY, (X) €, e LR(O'“)

Proposition -

I1 existe une mesure complexe bornée G, telle que :

M <g,(9, > =fc,<><) G () 45, ()
4

Démonstration -

En effet, on peut écrire :
T <q 19> =M <fc1<x)dﬁ<x)f, ]fcg(X)dE(x)fp
a m;fc,(x) ¢ (X) <dEX)S, [dEX)f, >
- ‘.\bec,(x)m—)d<s(x)51 |fo >

Il suffit, des lors, de poser :
d < E‘(x).fi ”z> = dCl:g(X)
Remarque - ‘

Soient ¢ et ¢ les mesures spectrales énergétiques des fonctions
quasi-statiomnaires f + f et f + if, « Il est facile & vérifier que :

R ¢ - T -(Gr )
2

”
quv _ G = (G + )
1€ T
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IV - FONCTIONS STATIONNAIRES -

1°) Définition - \
On appelle fonction stationnaire toute fonction quasi-stationnaire
moyenngble. .

Il résulte immédiatement de cette définition que sit —sf(t) est
une fonction stationnaire, alors t —>§(t) + & , ou R est une constante
de 1l'espace H , est aussi stationnaire. ¥n particulier, t — §(t) - M§
est aussi statiomnnaire si la fonction t—s § {t) ltest; la fonction d'auto-
corrélation de § - M fsera appelée fonction d'sutocorrélation centrée de § .

2°) Zxemples -

a) Une fonction § -pseudo-aléatoire est stationnaire, car elle
posséde une moyenne qui est mulle (cf. chapitre A3).

b) Considérons l'ensemble E des fonctions uniformément presque-
périodiques (cf. VON NEUMANN [11). Sa fermeture E dans 1'espace ')‘n,'(tg 3 R)
ne contient que des fonctions qui sont en méme temps $ -presque-périodiques
et stationnaires. E est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace de Bass

g (€3 H);5 on peut toujours le structurer en un Hilbert (par le procédé
habituel

3°) Fonctions pseudo-aléatoires décentrées -

Soit § une fonction stationnaire.

a) Si § est § -presque-périodique, alors § -I§ 1'est aussi et
réciproquement .

b) Si § est $ -pseudo-aléatoire, alors § - Mf 1'est aussi
(OB-I' m;}- 0)-

. c) Si § -311;5 est § -pseudo-aléatoire, alors § n'est pas nécessai-
rement § -pseudo-aléatoire. '

On dit que § est une fonction (S -) pseudo-aléatoire centrée si Mifeo,
décentrée si MF£0 .

4°) Remarque -

La notion de stationarité, trés importante en pratique, a peu d'inté-
r8t en ce qui concerne 1l'étude théorique des fonctions quasi-stationmaires.
Dans la suite, sauf indication contraire, nous ne parlerons que des fonc-
tions quasi-stationnaires.
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—— CHAPITRE A5 —

l FONCTICNS 1-QUASI-STATIONNAIRES Il

I - PROPRIET EMENTAIRES -

1°) Définition -

Soit t —s§ (t ) une fonction quasi-stationnaire & valewrs dane un
Hilvert H , et soit & (H—» H) ltensemble des opérateurs linéaires bornés
deH dems H .

On dit que t —f (t ) est une fonction l-quasi-stationnaire si, quel
que soit Ac¥ (4 —oH), la fonctiont —»Af (k) est quasi-stationmaire,

L'ensemble des fonctions l-quasi-stationnaires & valeurs dans H sere
désigné mar (<g s+ H). Evidemment s

$(4H) < S(4;H) C M(4H)

On munira $ (4€, H) de la M -métrique,
2°) Etude aes translations -

L'ensemble é (45 s H) est invariant par translation, Plus précisément ¢
8i § est une fonction l-quasi-stationnaire, alors la fonction Ubj est

aussi l-quasi-stationnaire, quel que soit Oe‘g; les fonctions Alroj'et Aj
admettent la méme fonction d'autocorrélation, quel que soit Ae &£ (H—H),

Ia démonstration est immédiate,
3°) Fonctions l-comparables -

a) On dit que des fonctions l-quasi-stationnaires foo A=t,m
sont l-comparables dans leur ensemble si

A b AT ot AR
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est une fonction quasi-stationnaire, quels que soient les A, e L (H_oH).
Conséquence -

Deux fonctions l-qmsi-statiomaires} et sont l-comparables si et
seulement si les fonctions Aj et U’og sont” # -cOmparables (la notion de

# -comparabilité est définie au chapitre A3) quels que soient A e‘é’(u—»u)
et be ‘g.

b) On dit que deux suites {fn } et {gn} de fonctions l-quasi-
stationnaires sont l-comparables si 5n et In sont l-comparables pour cha-
que n ,

4
4°) Convergence dans 1'espace métrique S (‘% ,_H_} - Théoréme -

L'ensemble 5 (4 ;3 H) est ferné dans 'mf(fg s H ). Plus générale-
ment et plus précisément

Les M7 -limites (respectives) § et g de deux suites de fonctions
l-qesi-stationnaires l-comparebles {5n} et {%n} sont des fonctions

l-qmsi-stationm'ires l-comparables,
Démonstration -
Par hypothése, la fonction
F = Afn.*‘ Bg,
est quasi-stationmaire, quels que soient les éléments A et B de ':E(H-—yH).
La fonction
F= Af+ Bg

est ME-limite de F.

W 9 CAT

WF-Foll < WAN- W oS0 + UBY-Ng,-9 W >
ce qui montre que F est Quasi-stationnaire,

5°) Espace T'(§ ;M H) -

En complétant tout sous-espace vectoriel de fonctions l-quasi-station-
maires, le théoréme précédent montre que l'on obtient un espace vectoriel
de fonctions l-quasi-stationnaires,

En particulier, le sous-espace ’t#(f s M, W) défini au paragraphe
Al, II 4°) ne renferme que des fonctions l-quesi-stationnaires (si § est
l-quasi-stationnaire), C'est un sous-espace vectoriel fermé de 1l'espace de
Bass 9 (4 ; H); on le structure en un Hilbert par le procédé habituel
(cf. chapitre A3).

1
6°) Fonctions S -pseudo-aléatoires et fonctions é-presque-périodiques -

a) On désignera par é.)%(‘@ sH) et 17 (4 ; W) respectivement les
ensembles § (45H) N J@a(tg; H) et § (45H)n TT’({ s H) (cef. chapitre A2),
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1
Un élément de s‘)Jb(tg 5 H) sera appelé fonction § -pseudo-aléatoire.

Un élément de éﬂ(%; H ) sera appelé fonction 3 -presque-périodique.

Les ensembles 6.4 (€ ; u) et $11(¢ ;1) sont "disjoints" (leur inter-
section est la fonction équivalente & 05, et ona s -

$(4;n) = %ﬁ(lg;u) ® STT(4;4)
Nota - Nous utilisons le signe ® bien que $ (cg sH) n'est pas un espace
vectoriel,

b) On montre facilement que :

ES

Si § est une fonction $ -psewdo-aléatoire, alors ’Cﬁ(g $ M H ) ne

contient que des fonctions 515 -pseudo-aléatoires,

Si § est une fonction ¢ -presque-périodique, alors ’C#( §smt,u)
ne contient que des fonctions § -presque~-périodiques,

7°) Fonctions l-quasi-stationnaires & valeurs dans deux espaces de
Hilbert - )

Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. Considérons 1'ensemble
Hy — H es opérateurs linéaires bornés de H ns .
£ (u, L) d érat linéaires bornés de H, dans H,

a) Proposition -

Si t—»f(t) est une fonction l-qusi-statiomnaire & valeurs dans H,,

alors t—-g (bt )= Af (t) est une fonction l-quasi-stationnaire & valeurs
dans H, , quel que soit Ae ¥ (H,—sH,).

b) Démonstration -

Soit A" 1'opérateur adjoint de A , C'est un élément de & (M —sH,).
Par définition méme : :

<Am[«é>nz= <ociA*xé>H1 , Ve, , Vvéc.Hg
Par suite ¢

< Af (t+) .A~f(l:)>Hg = <f(t+ﬁ)iA‘AJ—(t)>H’

Comme A*A e & (H,—H,) et f e s (‘%; H,), 1a relation précédente mon-
tre que g=Afe S (fg, Hy ).

De méme, soit un élément quelconque B de & (H,—+H,), On a 3

< 33(t+?.,) | Bg(b) >, = L) | 4zx“13"'t3,tx5(t)>H1
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Comme A*B*BA € & (W, —+H,), on déduit que Bge S (45 H,) quel que
soit B € £(H, —=H,). Autrement dit :

ged(4m

c) Conséquence : Espace ”C#(f,;ma,u, —mHp) -

D'aprés la proposition précédente, l'espace ’C*(& M7, H, —>H,)

défini au paragraphe Al, IT 4°) ne contient que des fonctions l-quasi-
stationnaires & vsleurs dans H, « C'est donc un sous-espace vectoriel fermé
de l'espace de Bass & (‘%, Hg)s €t on le structure en un espace de Hilbert

per le procédé habituel.

IT - REPRESENTATION SPECTRALE -

1
Soit f un élément de S (‘% H). Pulsque_f est quasi-stationnaire, on
peut définir sa mesure spectrale énergétique ¢° et sa mesure spectrale élé-
mentaire ¥ (cf. chapitre A4) et réaliser l'isomorphisme isométrique des

espaces L () et T(§; M, H) au moyen de la représentation spectrale
suivante :

ge T(f; M5 H)

g =j£()€) dy (X) ou
¢§ ce L*a)

Nous allons donner une représentation spectrale de 1l'espace 'C*(j;')’l’lf,u).

1°) Tenseur spectral énergétique -

Soient A et B deux éléments de & (H —»H ). D'aprés les résultats du
paragraphe A4, III 5°), il existe une mesure complexe bornée Z‘Aa telle
que : i

T < Aafe)]BSE) > =/dz,,3(x)
4

Plus généralement, on a :

M <AY(A)]EY(A’)>=‘/ dZA)B(JC)
ana’
Considérons la fonction A ,B —— 2, (X ). C'est une application
sesquilinéaire hermitienne positive contlnue de ‘af(H --,H) x o (H .-’H)
dans l'espace de Banach R des mesures de Radon.

Par définition, 2, sera appelé tenseur spectral énergétique de la
fonction l-quasi-stationnaire § .

2°) Espace L°[Z ¥ (H-—H)].

Considérons l'espace de Banach L2 Lo & (H -—-»H) des opérateurs
lindaires € (X ) de H tels que : :
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_/Allc(x)u’dﬁ‘(x) <o
g

Soit € le sous-espace vectoriel des "opérateurs étagés" de

L® [¢ EAC -»H)] , 1.e. le sous-espace vectoriel des opérateurs de la
forme :

Cx) =}§ € 10,00

o : C; est un élément de & (#->H), pour chaque 4,
~ .
A, est un ensemble ¢ -mesurable de ‘g , pour chaque 4 ,
Bin b, =¢ 8l v gy
1y, est la fonction caractéristique de 4, .
v
Introduisons dans % le produit scalaire suivant :

{C\C’} ii ch“c»(x)

i1 -i

Ce produit scalaire structure 1l'espace 8 en un espace préhilbertien (non
séparé). On a :

wew'-{elel L/dzcc(x)
s & [ et o
121 A“

<f e do)
q

Sur €, la nouvelle topologie est donc moins fine que celle induite
par L*[a; d(H—H)] . L'application ¢ | C|| est définie sur¥€, &
valeur dans R* . Comme elle est uniformément continue, on peut prolonger

cette application & tous les éléments de L' [ 3 & (0. u)] , qui est la
fermeture de € .

Soit N l'ensemble des éléments € (X ) de L [0 4 (h—sH) tels
que mC“l

On désigne par L? [Z'.’. 3 & (H —>H)] le complété de l'espace préhilber-
tien séparé L® ] E(H—sH)1 /N’ .
Remarque -

Cette construction est analogue & celle utilisée classiquement pour

structurer une C*-algébre en un espace hilbertien & partir d'une forme
linéaire positive (cfe J. DIXMIER [11 , [2] ).
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3°) Définition de l'intégrale g 3/C(X) dY(X) -

a) On définit d'abord l'intégrale pour les opérateurs étagée
CX)= éCﬂAi(x) par g =é C,v(a,).

A toute combingison lindaire des € correspond la méme combinaison li-
néaire des q - De plus :

IllallI' & 3“/ dz‘c,c(x =IhCﬁ!

b) Considérons les espaces complets L* [Zs L (H—H) et
T (_Y M, H). L'ensemble € des opérateurs étagés est dense dans
Ty [Zs Z‘f(H—>H)] . L'gpplication & : C—»g est définie sur € et a va-
leurs dans 'C#(f s ME, H). Comme Cdette application est isométrique, on
peut la prolonger, et d'une seule fagon, en une application isométrique

sur L2(XZ).

Ainsi, & tout élément Ce L’[Z; Q(H—-H)] , on peut faire corres-
pondre un élément g & 'C*(j ; M>, H) par

g fC(x) dY (X)

4°) Isométrie entre 'C#(f ‘m> JH) et LD 5 d(h—H)] -

Montrons que l'image par Fde L*[Z 3 & (H-—H)] colncide avec
2
w5 me, H).

Soit ¢ un élément de "C#(f 3 me ,H ). On peut toujours le considérer
comme M’ -limite des combinaisons lindaires des éléments de l'ensemble

{ Wil 8 e ;s aeg}
U § f A dy(x).
Par suite AU, _f est un element de l'image de L*[Z ; € (4 -—wH)]
par &F . Comme cette image est fermée, elle contient ¢§ .
5°) Généralisation -
Soit 3§ un autre espace de Hilbert. Par le méme procédé, on peut :
i) définir ltespace L°[Z 5 4 (H—%)] ;

ii) définir l'intégra,le/ C(x) dY (X ) pour tout élément C de
cet espace; 2

iii) montrer 1'isomorphisme isométrique entre les espaces
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'E#(_f;')'fb‘, H—3) et L [Z; Z(n—38))

On verra, & la partie B, les applications de cette représentation
spectrale.

III - FONCTIONS I-QUASI-STATIONNAIRES DANS c” -
R PR ’ a n . " .
Soit § un élément de S (4; C"). So1t{ Y. | une base orthonormée
de €™ . Nous désignons par 53 les composantes de § ‘E’ur les Lpa- .
1°) Théordme caractéristique -

La fonction t —§(t ) est l-quasi-stationnaire si et seule-
ment si ses composantes fa (t ) sont des fonctions quasi-station-

naires mmériques linéairement comparables.
La démonstration est immédiate.

2°) Tenseur de corrélgtion -

Les fonctions 2.-.&5(2.)= '3(\2; §.(E +4) fé (£)y (454 = 1y0eeym)
existent et sont continues. Elles forment le tenseur de corrélation. Ce
tenseur posséde la propriété de symétrie hermitienne : . (-8) = ‘x'a-;‘(Z).
La trace de ce tenseur 'r(%,) = g-_:, i (f) est un invariant scalaire s
c'est la fonction d'autocorrélation (globale) de la fonction § .

3°) Tenseur spectral énergétique -

Les résultats du paragraphe A4, III 5°) montrent qu'il existe des
mesures complexes 6}; , bornées et telles que :

ixh
’X‘Lé(‘eb) =‘/;e dc‘;(X) .
Les mesures ¢:. forment le tenseur spectral énergétique 2 (déja dé-
fini d'une fagon plus générale au paragraphe II); ce tenseur est hermitien :
T (X) = G (%)

La trace G (.X) de ce tenseur est un invariant scalaire : c'est la
mesure spectrale énergétique (globale) de la fonction § .

Le tenseur spectral énergétique posséde la propriété fondamentale.
suivante : :

Soit C(X) = {'C‘ia" (% )} (4,4 = 1ly+-+ym) une matrice telle que
<, € Lz(c;Ei ). Alors l'expression

a _
‘/; 53::1 ‘C.'_A'(X) <. (X) do;g (X)
4
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est toujours réelle positive (3 0).

4°) Espace L* [ . ‘:9((“—-@")] .

Cet espace a été défini dans le cas général au paragraphe II. Dans le

cas particulier ou W= C", nous pouvons "expliciter" l'expression du pro-
duit scalaire dansg cet espace :

{C \¢ } =4 ;,%‘., €(X) Lig(X) ATy (X)

L'espace L‘[Z ; £ (¢"—>¢n)] permet alors de donner une représenta-
tion spectrale de 1l'espace 'C#(j ;M ,C") s

gct) =fC(x)Y(t;dx).
3

Nous verrons une application de cette représentation spectrale au
chapitre B2. '

57



—— CHAPITRE A6 —

FONCTIONS COMPLETEMENT QUASI-STATIONNATRES (2) “

I - APPLICATIONS MULTILINEATRES BORNEES -

Soient X, jssey X, et Z des espaces de Bamach.

P
1°) Définitions(R. GODEMENT (1], N, BOURBAKI [3}) -

1) On dit qu'une applicationf de X, x euex X, dans Z est multilinéaire

(et, plus précisément, p -linaire) si, en se donmant & p-1 des
variables des valeurs fixes, on obtient une fonction linéaire de la
variable non fixée,

ii) L'application p -linéaire 2 est dite bornée s'il existe une cons-
tante ™M telle que :

b (%, %00 ] € MU 1Y)
quels que soient les vecteurs x;, € )(',;u , - 1,00 P.

On désigne 1'ensemble de toutes les applications p -linéaires bornées
de X,x+eex X, dans Z par la notation

P
(éf(X,',...,XP—-»Z).
Dans le cas ol X1=X2=...=X?=X s On posera s
b
‘;f(x_.z)= L(X,.., X—>Z)

P fors

(2) Ce chapitre, indispensable pour l'étude des solutions quasi-stationnaires

des équations non-linéaires, ne présente qu'un intér8t trés limité en
soi-méme,
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Dans tout ce qui suit, nous nous limitons, sauf indication contraire,

exclusivement & ce cas, Soit $2 un élément de (X—2). A P éléments
(distincts ou non) B, reees 5P de z , 1l'opérateur  fait correspondre p!

éléments (distincts ou non) de Z ; ces p! éléments seront appelés transfor-
s d éléments e 1 t Q.
més de p en %1 ’ , ép par l'opérateur L

Enfin, on posera

‘zé(x—»Z) =p &%(x_.Z),
=1

o
et un élément de & (X —z) sera appelé un opérateur (ou une application)
multilinéaire bornée) de l'espace X dans 1l'espace Z .

2°) Proposition -

a) Tout opérateur 1inéaiare borné A d'un Banmach X est aussi un
opérateur linéaire borné de M (4 ; x) et

Wau= At

b) Tout opérateur multilinéaire borné S2 d'un Bamach X est un opé-

rateur continu de '.)sz(‘g $ X ) lorsque § opére sur des fonctions bornées
bornées en norme dans x pour tout t ),

la proposition (a) est immédiate, Pour démontrer la rroposition (b),
supposons que .2 est bilinéaire borné. Formons s

L [§,00), fy8r] - S2[g k), 9,(0]
Q15,8 f®-g 0]+ Q[F8)-9,8),9,)] -

Feey - G(b)

1]

D'ol 3
FeEr -Gty || < MUSAEN N S0 -g )+ ML S, ) -, - N 9,00 | «

Par suite

F-6 < MC(If-g. 0+ Uh-g.0) -
ot C est le plus grand des deux nombres sup Ih§, (el et sup I %z(t 0 .

Dans la suite, nous ne considérerons que des fonctions bornées,

II -~ FONCTIONS COMPLETEMENT QUASI-STATIONNAIRES -

Soit H un espace de Hilbert. Soient {, ,...,}
stationnaires & valeurs dans H .

- des fonctions quasi-

Considérons 1'ensemble B (§, ,..., §.) aéfini de la fagon suivante ¢
C'est le plus petit ensemble de fonctions qui ¢

1) contienne les fonctions 5 ,...,fn' 3
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ii) ile 1é3uisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
atées;

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linédaire;

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs
o
transformées par des opérateurs multilinéaires bornés S'le.&g(ﬂau)
1°) Définitions -
i) On dit que la fonction_f est une fonction complétement quasj-

stationmaire (ou o0 -quasi-stationnaire) si 1l'ensemble © (§ ) ne
contient que des fonctions quasi-stationnaires,

ii) On dit que les fonctions §, reees fn sont «0 -comparables (ou com-
plétement comparables) dans leur ensemble si 1'ensemble & (jl,...,j")
ne contient que des fonctions quasi-stationnaires,

L'ensemble des fonctions complétement quasi-stationnaires sera désigné
[d
mr 5 (4;H). Evidenment :

g(gw) c é(ﬁ;ﬂ) c S(cg-,u)cg(‘g’;u) c mf(cg.,u) .

L'ensemble & (4 3 H) sera structuré en un espace métrique a l'aide de
la topnlogie induite par ‘m,:(g s H ).

29) Convergence dans 1'espace métrique S (¢ sn) - Théardme -

Toute suite de Cauchy de fonctions oo -quasi-stationnaires {fﬂ} converge
vers une fonction oo -quasi-stationnaire { , oo -comparable & toute fonction
&0 ~quasi-stationnaire g < ~comparable & tous les éléments de la suite{s-“g.

Démonstration -

Comme l'espace S (c@ ;) est complet, la M, -limite de la suite {fﬂ_}
existe, et est une fonction qmsi-stationnairej . Considérons un opéreteur

multilinéaire borné .{),42(14__.-:-!), et la fonction 1
t —-—kF(b) = S [f(t))...,f(t)]
Coume l'opérateur ) est ’m,z-continu, cette fonction F peut 8tre consi-
dérée comme la MS-limite de la suite de fonctions
E—= k) = R[f ()0, §,(0]
C'est donc une fonction quasi-stationnaire.

Considérons l'ensemble '2‘;’(5 ) défini au mragraphe précédent, On mon-

tre, par récurrence, que tout élément de B (§ ) est M -limite d'un élément
de 'g(jn ). Donc '6(5- ) ne contient que des fonctions quasi-stationnaires;
autrement dit, § est oo -quasi-stationnaire,
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Par le méme raisonnement, on démontre que B ( § %) ne contient que
des fonctions quasi-stationnaires; autrement dit, § et g sont oo -compare-.
bles,

30) Espace ©( § ;M , #) engendré par une fonction compldtement
quasi-stationnaire -

Considérons 1'ensemble G (f ). Tous les éléments de cet ensemble sont
des fonctions oo -quasi-stationnaires oo -comparables, En particulier, elles
forment un sous-espace vectoriel de l'espace $ (‘g s H) de Bass, Considé-

rons son complété T (§) dans mf(g §H). D'aprés le théoréme précédent,
cet ensemble ne contient que des fonctions « -quasi-stationnaires co -compa-

rables dans leur ensemble, On appelle cet ensemble B (f ) l'espace %(f;’)ﬂf,ﬂ)
engendré par la fonction vo-quasi-stationnaire { .

C'est donc le plus petit ensemble de fonctions qui
i) contienne la fonction {

ii) ne puisse contenir une fonction sans com(,enir toutes ses trans-
latées; <

\

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linéaires;

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs
transformées par un opérateur multilinéaire borné;

v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions sans contenir
leur M -limite,

On définira de la méme fagon l'espace %( § veeey 5:; ;M , H) engen-
dré par plusieurs fonctions oo -quasi-stationnaires oo -comparables f, 7---;5:"'

4°) Fonctions compldtement pseudo-aléatoires et complitement presque-
périodiques -

a) Définitidng -

Une fonction oo -quasi-stationnaire jﬁ est dite oo -pseudo-aléatoire
(centrée ou décentrée) si l!espace s ($; 9 , W) engendré par cette fonc-

tion ne contient que des fonctions %’-pseudo-aléatoires (centrée ou décen-
trée).

. . (-] 2
Elle est dite o« -presque-périodique si l'espace T (§ ; M , H) ne
contient que des fonctions ’mf-presque—périodiques.

Ltensemble des fonctions oo ~-pseudo-aléatoires et celui des fonctions
o ~presque-périodiques seront désignés respectivement par

b) Exemples - '

L'ensemble & 77 (4 :4) n'est pas vide. En effet il contient 1'ensemble
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des' fonctions unitormement-presque-périodiques & valeurs dans H (fonctions
de Bohr-Bochner).

L'ensemble 5. (4354H) n'est pas, lui non plus, vide. L'existence des
fonctions oo -pseudo-aléatoires (centrées ou décentrées) sera prouvée au
chapitre A8, & i'aide de la théorie des suites équiréparties modulo-un.

5°) Transformations sur les fonctions complétement quasi-stationngires -

Soient H, et H, deux espaces de Hilbert, de méme dimension. Soit$ un
o
opérateur multilinéaire borné de H, dans H, : e (k, —»H,)-
a) Propogition -

Si§ est une fonction o =quasi-stationnaire & valeurs dans H, , alors
. g=9§est une fonction oo ~quasi-stationnaire & valeurs dans H, .
o

b) Démonstration -

Puisque H, et H, ont la méme dimension, ils sont isométriquement iso-

morphes (cf. N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ (11). Soit U un isomorphisme iso-
métrique de H, sur H, :

<=ly>, = <V |Uys,
Montrons d'sbord que ge S (‘g; H, ). Formons :

<getehy gy, = <bQf(tsh)| W)y, -

Or%hQ est un opérateur multilindaire borné de H, . Comme § est un
élément de & (43 H,), la moyenne (ent) du second membre existe et est
contime (en A), il en est de méme de celle du premier membre, ce qui si-
gnifie que g est quasi-stationnaire & valeurs dans H, .

Considérons un autre opérateur multilindaire borné Q’ de H, dans H, .
Comme w&'ﬁeg( Hy— H,), QRS est un élément de & (45 H,) et par suite
ﬂ’g:&'&fe 5 (fs; H,)- Ce résultat est valable quel que soit Q'a Q (Ha._.,H'_).
Autrement dit : %&?(gigt),

c) Conséquence -

Soit {f un élément de g (43 H,). On appelle 4 (§ $IL LW, — H,) le
rlus petit ensemble de fonctions qui :

i) contienne la fonction W‘f ,

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées, .

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs
combinaisons linéaires,

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs
transformées par un opérateur multilindaire borné, de H, dans H,,
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v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions sans contenir -
2 < s
leur M -limite.

Le théortme précédent montre alors que @

0 2 0
'5(5-,’317:, Hy—>H,) < 5(‘%5"")'

III - FONCTIONS COMPLEMENT QUASI-STATIONNAIRES DANS c® -

Dans le cas ou H est l'espace €™, muni de sa topologie hilbertienne
habituelle, 1'étude des fonctions eo -quasi-stationnaires est particuliére-
ment simple.

1°) Cas ol H=C -~ Théoréme caractéristique -

i) Pour qu'une fonction mumérique t —» § (t ) s0it oo -quasi-station-
naire, il faut et il suffit que les fonctions

E— F(t) = f(t;,?x,)...}(tg.eup)

soient toutes des fonctions quasi-stationnaires numériques linéai-
rement comparables, quels que soient l'entier p et les éléments

?q, eq.
ii) Pour que des & -fonctions mmériques §, (421, 2,...,m) soient

oo =comparables, il faut et il suffit que les produits, d'un nombre
quelconque, de leurs translatées soient tous des fonctions quasi-
stationnaires numériques linéairement comparables.

La démonstration est immédiate. En effet, dans l'espace & une dimen-
sion € , une application multilinéaire n'est autre qu'une multiplication
ordinaire.

2°) Cas ol H=C" - Théoréme caractéristique -

- 1) Pour qu'une fonction t—s§(t ) & valeurs dans €" soit e0 -quasi-
stationnaire, il faut et il suffit que ses composantes t ——»s“( t)
sur une base quelconque {q;;} soient des fonctions numériques
® -quasistationnaires oo -comparables.

ii) Pour que des fonctions § ,..., q soient des fonctions co -quasi-
stationnaires o -comparables, il faut et il suffit que leurs com-
posantes 5'._ yeees G, soient des fonctions « ~juasi-stationnaires
o0 ~comparables.

Démongtration -

n
Soit {kp"} une base de €" , et soit R un opérateur bilinéaire de C™.
On a : !

-Q(f,%) = i Z f‘%a ‘Q"‘i y avec -Q;a' = Q(L?lrlpa)

=1 3‘-’

Réciproquement, si 1l'on se domme w? éléments _Q;_é de H , alors 1l'application

431 P

f,g —_ }"33 "Q‘.'é
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' définit un opérateur bilindaire de C".

Ce résultat se généralise pour un opérateur p-lindaire (p entier
positif quelconque). Le théoréme énoncé précédemment en découle immédiate-
ment.

3°) Puissance fractionnaire d'une fonction complétement quasi-station-
naire -

Théoréme - Si § est une fonction oo -quasi-stationnaire numé-
rique réelle, alors |f|* est aussi une fonction g -quasi-station-
naire numérique réelle, quel que soit le nombre réel positif o «

Plus précisément :Lﬂae z (§3Mm°,R).
Démonstration -

Puisque Mf et f‘e sont &0 -~quasi-stationnaires si f l'est, on peut tou-
jours se ramener au cas ou :

NS TP
Ecrivons : :
("= e [1-ge]
avec 1 -

O gy =1-f(t) g1 -
Or

« n a(oc..1)...(d_n1.4) t ""
- = 1. t e (- ¢
[1-ga] = -aqee) o ooy () 2EMLm D) ]

Cette série est uniformément convergente sur le groupe ‘g , carelle
admet la série majorante convergente :

u, =|¢(a-1)...(a-n.u)
’ 12...1

o
Comme [g]ﬂ'e T(§s m?,R) pour tout p entier » © , on en déduit
o x
que} eT(fs M’ ,R) quel que soit le nombre réel positif « .

IV - OPERATEURS QUASI-STATIONNAIRES -

1°) Définition -

Considérons un opérateur £2(t ) de H dans H , non nécessairement mul-
tilindaire, dépendant du parametre t e <4 .

On dit que 2 (t) est un opérateur guasi-stationnaire si, guel gue
soit x € H, la fonction t-».R2(t )x est une fonction quasi-stationnaire.

2°) Fonctions parfaites vis-a-vis d'un opérateur quasi-stationnaire -
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Soit Q(t) un opérateur quasi-stationnaire. On désigne par g (§ )
le plus petit ensemble des fonctions qui :

i) contienne la fonction §{ donnée

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinai-
sons linéaires

iv) ne puisse contenir une fonction sans contenir sa transformée
par l'opérateur (¢t ).

a) Définition -

On dit que la fonction (quasi-stationnaire) { est parfaite vis-a-vis
de l'opérateur (t ) si l'ensemble Ta (52 ) ne contient que des fonctions
l-quasi-stationnaires.

b) Théoréme -
Soient { fn} une suite de Cauchy de fonctions parfaites
vis-3-vis d'un opérateur quasi-stationnaire WM -contimu Q(t ).

Alors leur ’m:-limite est une fonction parfaite vis-a-vis de
1'opérateur (¢t ).

Ce théoréme résulte de la b -continuité de Q(t).
c) Espace T,(f; M',H) -

On appelle T,(§; M*,n) la M’-fermeture de 1'ensemble ).
D'aprés le théordme précédent, T, (f 3 M°,H) ne contient que des fonc-

tions parfaites vis-a-vis de 2 (t ). En particulier, c'est un sous-espace
vectoriel complet de l'espace 9 (tg;H) de Bass; on peut donc structurer

'Z"n (5 3 mS s H) en un espace hilbertien par le procédé habituel.
3°) Exemples -
a) Soit t —w(t ) une fonction ¢g-quasi-stationnaire & valeurs
dans un Hilbert H . L'opérateur Q(t) qui, & chaque xe Y, fait correspon-
dre : .

g(x,t) = Rty s 2 [0 50,00 s ]

~
ol £ est un opérateur multilinéaire borné,est un opérateur quasi-station-
naire.

Toute fonction oo -quasi-stationnaire et appartenant & %’(w; 'Mf, ")
est une fonction parfaite vis-a-vis de l'opérateur quasi-stationnaire S2(t).

b) Soit &t ,% —»8(t,o) une application de ¢xH dans H . On
suppose que 3

i)t —08(t, %) est uniformément-presque-périodique en t , pour
chaque % fixé.
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i1) || 8(k, =) - 8(ky)| < @ (Il=-y)

oi (8§ ) est une fonction contimue en § , s'anmlant pour §=0 .

Ltopérateur R (t ) défini par R(t)x = 6(t,x) est évidemment
quasi-gtationnaire.

En plongeant le groupe ‘g dans son compactifié de Bohr (cf. N. DUNFORD
et J.T. SCHWARTZ(1] , [2]), on peut démontrer que : Toute fonction t —= f(t)

uni formément-presque-périodique & valeurs dans H , est parfaite vis-a-vis
de 1'opérateur Q.(t ).

On en trouvera la démonstration dans W. BOGDANOWICZ [1] (1'auteur se
place au cas ol est le groupe additif des réels ).
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— CHAPITRE AT —

" FONCTIONS SCALAIREMENT QUASI-STATIONNAIRES

1 - FONCTIONS SCALATREMENT QUASI-STATTONNATRES 4 ViLEURS DANS UN BANACH -

Soit t—» § (t) une fonction définie sur le groupe §, & valeurs dans
un espace de Banach x , scalairement intégrable (cf. N. BOURBAKT (11). Le
dual topologique de X sera désigné par X".

1°) Définition -

On dit quef est une fonction scalairement quasi-stationnaire si pour

tout $« x*, la fonction t —» < f{t )‘c{>> est une fonction quasi-station-
leire mumérique.

L'ensemble des fonctions scalairement quasi-stationnaires sera dési-
gné par S,(4;3X).

2°) Comparabilité lindaire -

On dit que des fonctions scalairement quasi-stationnaires §.
(¢=1,...yn) sont linéairement comparables dans leur ensemble si

N foteoe Nofy +oeet A §n est une fonction scalairement quasi-station-
naire, quels que soient les nombres complexes A, .«

3°) Etude des translations -

alors U'Af est aussi scalairement quasi-stationnaire, linéairement compara-

bleday -

La démonstration est immédiate.

4°) Convergence dans 1'espace 5, (4;X) -




Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des $,-fonctions qui sont
en méme temps des ¥ -fonctions.

Théoréme -

. L
i) la W -limite dune suite {§ | de S, -fonctions est une S, -fone-
tion f linéairement comparable & toute S, ~fonction linéairement
comparable & f 5-;} .
3 2 . .
ii) Les M, -limites § et g de deux suites {fn} et {gn} de S,-fonc-

tions linéairement comparables, sont lindairement comparables
entre elles,

Démonstration -

De {if.-fll <& , on déduit s

2
T <Sat®)| 8>~ <5<t)\fb>] <€

la suite <§ |$> tend donc vers <§|$> qui est une fonction quasi-station-

naire numérique linéairement comparable & toute fonction quasi-stationnaire
numérique linéairement comparable a <§n|c[>> d'aprés les résultats du chapi-

tre A4, la proposition (i) en découle,
La proposition (ii) se démontre d'une fagon analogue.

5°) Transformtions linéaires -

Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit A un opérateur linéaire
(non nécessairement borné) de X dans Y . On suppose que @

i) 1e domaine D (A ) est dense dans X

ii) le domaine D( A") est dense dans Y (par exemple, A fermé et ¥
réflexif).

Proposition -
Si la fonction E —>f(t) e D(A) est scalairement quasi-stationnaire,

et si Af e m,'(%; 3V), alors t —Af(t) est aussi scalairement quasi-sta-
tionnaire,

Démonstration -

Comme D(A ) est dense dans X , on peut définir son opérateur adjoint A%,
Le domaine de A* est dense par hypothese, Soit $e D( A®); ona 3

*
<AfE) 4> = <fE&r|[AD>

Donc t —+<A5( t)|$> est une fonction quasi-stationnaire numérique.
Soit @ un élément quelconque de v*. ona:

¢ - ¥-bim g ,on $ en@.
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Posons F(t)=Af(t). Ona :

<FOE>-Ft) |&,> = <F&) [ &-8,>
D'aprés 1'inégalité de Schwarz :
| <Fer > -<FEld>| < TF®I, Ie-8,0,,

Par suite :
M<FlId> -<F 2>l < 1S-8ull- WIFN.

Ls fonction <F|$> est donc M -limite de < F|$,>, et est par consé-

quent une fonction quasi-stationnaire numérique. Ce qui montre que F = A f
est une fonction scalairement quasi-stationmaire.

6°) Espace * £ M, X —y) -

On suppose quef est une 'm, —fonction scalairement quasi-stationmaire,

D'apreés le théoréme précédent, l'espace T (5 3 M, x —y), défini au ra-
ragraphe Al, II 4°) ne contient que des fonct:.ons scalairement quasi-sta-
tionnaires.

II - FONCTIONS FAIBLEMENI QUASI-STATIONNAIRES A VALEURS DANS UN HILBERT -

1°) Proposition -

i) Dans un espace hilbertien W quelconque, ‘toute fonction l-quasi-
stationnaire est une fonction scalairement quasi-stationnaire

$(43H) € 5p(4;H).

ii) Dans c” , toute fonction l-quasi-stationnaire est une fonction
scalairement quasi-stationmaire et réciproquement

g(‘%3¢n) = 5’, (‘gicn) :

Démonstration -

i) Soit @ un élément de H , Considérons 1l'opérateur lindaire borné A ,
qui & chaque x& Hfait correspondre A% =<w|d>P . Si § est
l-quasi-stationnaire, alors Af est quasi-stationmire et <§id>
est quasi-stationmaire,

ii) Sij— est une fonction scalairement quas1-stat10nna1re dans C*,

alors ses composantesj = <Hq,\ > sur une baae{ Lp sont des

fonctions quasi-stationmaires numériques 11néalrement comparables,
On utilise ensuite le théoréme A5, III 1°),
2°) Transformtjon des fonctions scalairement quasi-stationnaires -

Théoreme -

La_transformée d'une fonction scalairement quasi-stationnaire §
par un opérateur compact K est une fonction l-quasi-stationnaire,
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Démonstration -

a) Cas des opérateurs de rang fini -

Soit K un opérateur linéaire de rang fini (F. RIESZ et Sz, NAGY [11),
i,e., un opérateur linéaire qui transforme l'espace entier H en un sous-
espace H de dimension finie m . D'aprés le théoréme précédent, K} est un

élément de $ (45 H™). Clest donc un élément de g (<5, H ).
b) Cas général -

On peut toujours approcher uniformément toute transformation compacte k
par une suite de transformations de rang fini K

| K-k, | <€ , d& que n > N, (&)

Par suite, la fonction k§ est la g’ -limite de la suite des fonctions Ko f o
Or, on vient de démontrer que Kmf est l-quasi-stationraire, Comme 1'espace
4 ) -

S(‘g ; H) est complet, on déduit que kf est un élément de $ (4;4).

3°) Bspace TH(f ; M, H) -

On appelle ’Ch(jf ; M, 1) la variété lindaire M’ -fernée engendrée
par 1'ensemble {ku,flhe §,Ked I (u —yn)} , o @ (H —» 4 ) désigne
1l'ensemble des opérateurs compacts de H

L'espace 'Ch(j» s M2, H) ne contient que des fonctions l-quasi-sta-
tionmires l-comparables, C'est un sous-espace vectoriel de l'espace 3(‘%-)H)
de Bass; on le structure en un Hilbert par la méthode Mabituelle,

Remarques -
a) La fonction § n'appartient pas & l'espace "Ch(ji ;s ME, H) sin

est de dimension infinie, car l'identité n'est pas un opérateur compact,
Ceperdant, on a le résultat suivant 3

_S_i__f_e_?((;_(f%,__lj_)_ et sige Th(f s M, W), alors ‘m;<{Lg > existe,

Ia proposition est évidente si g= K.§ ol K, est un opérateur de rang
fini, Le cas général résulte du théortme 43, III 2°¢) sur la # -comparabilité

b) Dans le cas ol § est elle-mdme une fonction l-quasi-station-
naire, on peut alors prolonger (artificiellement) 1l'esrace ?:h(j-' s M2, H)
en lui adjoignant la fonction § . On obtient ainsi un espace vectoriel ne
conterant que des fonctions l-quasi-stationnaires,

IIT - PROBLEMES NON LINEAIRES -

On peut définir et étudier les fonctions « -scalairement-quasi-sta-
tionnaires comme on l'a fait pour les fonctions oo -quasi-stationnaires,

-3
L'ensemble S, (4 ; H) ainsi obtenu possdéde des propriétés amalogues &
1'ensemble & (€;H).
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—— CHAPTTRE AB —

CONSTRUCTION DE FONCTIONS CONPLETEMENT PSEUDO-ALEATOIRES

Imns ce chapitre,éi sera le groupe additif des réelsR , avec
"Qt"" (-T, T ]1yH sera l'espaceC des nombres complexes, structuré en un

Hilbert avec sa topologie habituelle.

Nous ne considérons, sauf indication contraire, que des fonctions
t-+§(t) définies pour t5 O ., Nous poserons f (¢t 5 =0 pour t <0 . Enfin,
nous ne nous occuperons presque exclusivement que des fonctions constantes
sur chaque intervalle [n, n+1[ , n entier,

Pour t e IR , nous désignerons pe.r’i; le plus grand entier ne dépassant

N
pas t et par t la partie fractionnaire de t s =t +\l:/.

I - LEMME FONDAMENTAL RELATIF AUX CORRELATIONS MULTIPLES -
B G TR =

1°) Corrélations multiples -

Considérons p fonctions t— f. (t ) de la variable réelle t,
(L= 1,.e0y p) et deux suites

{%'5} ={&“"""’%P} ot {gi}= {91""“’2105

de nombres réels et de petites tarres (—).

Par convention h(t + petite barre) =1 .

Q_n__apg_].}_e corrélations multiples des P fonctions h les nombres
1R

f{' 1. ) , 8'ils existent, définis de la facgon suivante
f{.} { 4.}

:
] k)

P -
r = r' = - Tr i'(t.‘.g{'; . t‘*'e% dt
{‘F‘} {21’} j,;"') §? ?" —_ )—-;EP T+ T t:vj )5 ( )

(]
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. Dans tput ce qui suit, une suii;e de nombres réels et de petites barres
sera appelée "suite (lacunaire) de nombres", une suite de petites tarres
sera appelée "suite vide",

Les fonctions 5& ne sont pa;s nécessairement toutes différentes. En

particulier, si elles sont toutes identiques & une fonction § , on obtient
les autocorrélations multiples de la fanction § (cf. par exemple M. MENDES

FRANCE [3]). On remarque que l}(_o_) n'est autre que la moyenne MMfde la
5 - Q i ] —
fonctlon_f , et que (}-(o) = g (-’Z») n'est autre que la fonction d'autocor

rélation (simple) '6'(?;) de la fonction § (cf. chapitre i4).

On note les identités remarquables suivantes :
a) Symétrie hermitienne ‘s

k. — fk}, {k}
r{&}'{ﬂi} (__ {0} - r{h}{ﬁe}
b) Invariance Za.r translation :
{&) ALR TR
r{h} iRy T Q&} ({&}m ’

2°) Lemme fondamental -

e R

Soient t —sf.(t), 4=1,..., f » des fonctions complexes de la
variable réelle t , vérifiant 1'équation fonctionnelle {.(t) = ft(@).

13

{83

et {Bi de nombres entiers positifs (3 0), alors elles exiatent pour
toutes les suites {&i} et {9,‘} de nombres réels gquelcongues.

Si les corrélations l;f} ) existent pour toutes les suites {Q;}
i

Ce lemme fondamental généralise un théoréme classique de N.  WIENER (1]
sur la fonction d'autocorrélation simple d'une fonction (cf. aussi les di-
verses généralisations apportées par J. BaSS [1] et M. MENDES FRANCE [2]).

Démonstration - ) _ e

Les identités remarquables du paragraphe précédent nous pemmettent de
nous limiter au cas ou la suite {ﬁ;_i est formée de nombres positifs, et ou
la suite {{;] est vide.

Cherchons les conditions d'existence de

ALY T
Q&} S P({gi}) =§;ﬁg -’T-jﬁ §, (e By de

Nous pouvons nous limiter 3 un intervalle T entier (T= n'). Comme
fi( t) = 511(?.), nous cherchons donc des conditions d'existence de

bim ifﬁ f (B R ab

N+oo N 4el
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Ecrivons :

n+1

N N4
]=z/
nzsO
(-] a k)

et dans chaque intégrale, faisons le changement de variable :
E=n, ‘g (°s ?< 1)

Nous avons donc a,étudier :
1 n-1 ——
— :
1 . . d
W E‘;,{m f,‘(mﬂ,,{-?)} 5
o

Or :
ﬁE:{“f S
nyfpa si?’»ﬂ..&

Dans chacun des intervalles [o, 1 -& [ et [1 -k 5 1 [ , la fonction
/A‘-—
€—»nt & +'§ ne dépend donc pas de §.

Supposons que la suite {K"} soit ordonnée de manitre gue :
R R AN

Partageons 1l'intervalle [0)1[ en des intervalles plus fins par les
points d'abscisse
1.k &

R, 4_&, s 1Ry

La fonction

5 — NZ"‘ ﬁfe (/":75\*-??)

ns0 =1
est constante dans chacun de ces intervalles et y est égale & :
N:l]zr ~ ‘ o si €<4-¥Q“.,
,.Z; 5 ke &) aves 5= { ' e
3 a . .
4 s8i 'g 2 1. E} .
Par suite, si [7( {R&) existe pour toutes les suites {&»} de nombres

entierspositifs (3 0), alors F( {%t}) existe pour toutes les suites {&-..}
de nombres réels, et est donnée par la formule d'interpolation suivante :

) F(Q,...,ﬂp) = r(&,‘,u-,&P)

+ é‘ %}[r(1+z“ ,-.-,1+&"‘_1 ,'l+&‘" » a""_’ EEEY ﬁr>
_r(1+@1,...,1+&.

1.1’ v 2 {“”7"
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3°) Conséquences du lemme fondamental -

Du lemme précédent, on déduit immédiatement les résultats suivants :

a) Si 'K‘s(?x ) = l} (&) est définie pour tout § entier positif () 0),

alors la fonction § est quasi-stationnaire. Sa fonction de corrélation
by (?L) varie linéairement dans chacun des intervalles [n , N+ 1] y M
entier ’

k= vbye b [ucke)-vb]

Si, en plus, 'K'(z,) = O pour f. assez grand, alors { est pseudo-aléatoire
centrée (cf. paragraphe A4, IV).

L
b) Si la corrélation G L. 2 est définie pour toutes les suites
de nombres entiers positifs () 06) %3 et .{Ea}, alors_f est complétement

quasi-stationnaire. 2
§ o+
En plus, si Tg (i?z}} ) s'anmle pour f.,_gssez grand, alors §
3

est complétement pseudo-aléatoire.

{ket

c) Si r%j‘} 21.} ) est définie pour toutes les suites{ﬁ;}et{!,-,}

de nombres entiers positifs, alors les fonctions f‘-’ sont des fonctions
complétement quagi-stationnairescomplétement comparables.
{&;_}ﬂ?n

En plus, si [ )=o our f assez grand, alors les .
pios ot Ty | ga ® grand, &

sont des fonctions complétements pseudo-aléatoires complétement compara-
bles.

Ces résultats seront trés facilement utilisés si nous introduisons
la notion de suites équiréparties modulo 1.

IT - SUITES EQUIREPARTIES -

(cf. H. WEYL (11, J.W.S. CASSELS [11).

Soit n—@(n) = {q?'(n),..., (QF(n )} une application de IN dans IRP,
4 chaque entier m , nous associons la partie décimale TJ.:L de la suite Zﬁ(n):

We, = @
Nous obtenons une suite dénombrable de points appa.rténa.nt a l'hyper-
cube unité K?( 0g¢x's1 ,% €R ). Considérons les N premiers points
EI: gooey L?N . Soit Q un ensemble mesurable arbitraire intérieur au cube K?;
N’des N points L, ,...,’hu..; appartiennent & £ .
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. 1°) Définition -

-
On dit que la suite @ (n) est équirépartie modulo 1 [et, plus

précisément, sur le tore (IR/Z)?] , 8i pour tout ensemble mesurable £,
?
le rapport N tend, lorsque N —» 0, vers une limite égale & la mesure de

1'ensemble $2 . ’

2°) Critdres de H. WEYL [1] -

Pour démontrer qﬁ'une suite c_é'(n,) est équirépartie modulo 1, on
dispose de deux critéres trés simples dls & M. WEYL.

a) Critere A -

La suite f(n) est équirépartie sur le tore (R[Z)P si et
seulement si, quelle que soit la fonction p (¥), Riemann-intégrable sur
le cube unité KP, on a :

N

o PARIELY =fpr*<°”°) 9= -
K

Lorsque u (X) = exp2im (X.%) ok X est un vecteur entier non ml

de R", 1l'intégrale du second membre est mulle, et aussi la moyenhe du
premier membre. Ce résultat admet une réciproque qui constitue le deuxidme
critére de Weyl.

b) Critdre B -
La suite ZP'(m) est équirépartie modulo-l si et seulement si

N
Pom 2. 22, expzix-}:.[ﬁ(n):o

N-+00 N n=o0

quel que soit le vecteur entier non mul x.

3°) Indépendance des suites équiréparties -

a) Soit $= { @(n )} un ensemble fini ou infini de suites ruméri-
que équiréparties sur R[Z , non nécessairement toutes distinctes.

- On dit que ces suites sont linéajrement igép"g_xm es si la
suite rumérique

X Q) e D @) 54 A PP ()

est équirépartie sur R/Z , quels que soient les nombres entiers ¢ non

tous muls, et quelles que soient les p suites q)'(n),..., @P(n) toutes
distinctes extraites de 1l'ensemble ¢ .

D'aprés le deuxidme critére de Weyl, les suites mumériques équirépar-
ties ¢@*(n) (4 =1,...,p) sont linéairement indépendantes si et seulement
8i la suite vectorielle f -dimensionnelle .

v = {4, 4w}

est équirépartie sur le tore (IR/Z)P.
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b) Soit Y ={L}”(n)} un autre ensemble de suites numériques équi-
réparties sur R[2 .

On dit que les suites _q)"(ﬂ.) sont asymptotiquement positive-
ment indépendantes des suites LP’ (n) si, quels que soient les entiers
posgitifs )\2 et les entiers !.13 non tous muls et quelles que soient les el

suites @'(n),..., @P(r) et les q suites Y'(n),..., Lp“gn.) extraites
respectivement des ensembles @ ettIJ‘ , on peut trouver un entier sez

grand, tel que si > gx,,, , la suite mmérique
X, @' ek oot K@) 4 p s YR

soit équirépartie sur R/Z .

4°) Equirépartition d'ordre 2 -
Soit @(n ) une suite numérique équirépartie modulo-un,

a) Suite doublement équirépartie -

On dit que la suite i(n) est doublement équirépartie si les suites
@(n) et h 211.) = ¢(n+ k) sont linéairement indépendantes, quel que
soit l'entier positif o

b) Suite asymptotiquement doublement équirépartie -

On dit que la suite ¢ En) est asymptotiquement doublement équirépar-
tie si la suite Y (n) = @ (n+k) est asymptotiquement positivement indé-
pendante de la suite @(n).

Nous verrons, aux prochains paragraphes, que l'existence des fonctions
pseudo-aléatoires, est liée & celle des suites doublement équiréparties et
& celle des suites asymptotiquement doublement équiréparties,

5°) Equirépartition complédte -

Soit { ¢ (n )} un ensemble fini ou infini de suites numériques équiré-
parties sur R/Z, non nécessairement toutes distinctes,

a) Suites mutuellement complétement équiréparties -

On dit que les suites f;(n ) sont mutuellement complétement
$quiréarties modulo-un, si les suites Y“(n )= (n+%&;) sont lindai-
remen‘_t indépendantes, quels que soient les fnombres entiers positifs

s ( t=1, 2,,,.y00),
En particulier, dans le cas od f;(n)= ¢@(n) quel que soit + ,

alors la suite (@ (n ) est dite complitement équirépartie modulo-un; cette
notion est introduite par N,lM. KOROBOV (11,

b) Suites mutuellement asymptotiquement compldtement équiréparties -
On dit que les suites /(™ ) sont mutuellement asymptotique-
ment complétement équiréparties modulo-un, si les suites 8% (wn) =4, (n+‘;)
sont asymptotiquement positivement indépendantes des suites q)a(n)ac%-(n.,.fa‘ )
quels que soient les entiers positifs fz;' (v=21, 2,000p00) et 83 (3’:1,2,...,.9),
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En particulier, dans le cas o @, (n) = P(n) quel que soit + , alors

la suite @ (n ) est dite asymptotiquement complétement équirépartie modulo-
un,

Nous verrons, au prochain paragraphe, que l'existence des fonctions
complétement pseudo-aléatoires est lide & celle des suites complétement
équiréparties et & celle des suites asymptotiquement complétement équiré-
‘parties, Or la construction des suites compldtement équiréparties est parti-
culidrement difficile (cf, les notes de N,M, KOROBOV t1112) et de L.P,
STARTCHENKO [1) 121 {3]1), Par contre, la construction des suites asymptotique-
ment complétement équiréparties est relativement facile, commeé nous le ver-
rons plus loin,

III - THEORENMES FONDAMENTAUX -

1°) Soient x '@ (%) (+=1, 2,.,..0), des fonctions numériques de

la variable réelle « , périodiques(de période 1) et Riemann-intégrebles,
non nécessairement toutes distinctes,

On appelle moment d'ordre ] de la fonction &’ le nombre m.? défini par ¢

\
'm,P = [m'?(m) dx ot @Px)= [CD'(Q‘.)TP.
Soient n — fi(n), 1= 1, 2,...500 , des fonctions réelles de la

variable entidre positive m , non nécessairement toutes distinctes. Nous
nous proposons de déterminer la nature des fonctions

b fi(t) = @ ()]

a) Si la suite (.P('l’b) est doublemént équirépartie modulo-un, alors
la fonction t—=f(t )= GJ'{L?(?. )} est pseudo-aléatoire

i) centrée si m, = o

ii) décentrée si m, 4 ©

b) Si la suite c?%ng est compldtement équirépartie modulo-un,
alors la fonction & —f(t )= w{qﬂ t )} est complétement pseudo-aléatoires

i) centrée si les moments de @’sont tous nuls
ii) décentrée si les moments de @ ne sont pas tous nuls,

c) Si les suites numériques ;(n) sont mutuellement complétement

parables,

Ia proposition (a) est classique, et a été utilisée par divers auteurs
(cf. surtout J. BASS [1]),

a) Supposons m,= 0, et montrons que § est pseudo-aléatoire centrée,
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Bk = fom 1 L @ formih)} & {om} -

e suite bidimensionnelle {q)(n+el )y, @ (n )} étant équirépartie sur

2
le tore (%) pour ?z assez grand, le premier critére de Weyl montre que :

x(&) =f @ (%) 5’(3) dx dB =0
K‘

Le cas ol m,+0se ramdne au cas précédent. En effet, posons
@ (%)= & (x)-m, , nous obtenons :
Pe)
fr-my = @ {e®)l

ce qui monmtre que la fonctionj est pseudo-aléatoire décentrée,
b) Etudions la nature de la fonction

t—*%(b):ﬁ f(t‘y.g")

Nous envisageons les quatre cas suivants :

i) Cas ol les nombres entiers positifs ?e;' sont tous distincts,

Pour tout f entier, formons :

1]

Lom 2 ]fff(t,uﬁ-,;ﬂ,)}_(n&i)db

Traa T tad

fom. 4 Z. ﬁw‘{cp(m,g-&)}[ﬁ'{q(mﬁ;)}.

N N neo 4=t

v (k)

1]

Ia suite 21o-dimens1onnelle @(n+ by +h), @9(n+ k;)
étant équirépartie sur (IR/Z) par hypothese, le premier crifére

de Weyl montre que :
j o’(o:)clar.

S5im,= o , la fonctiong est donc pseudo-aléatoire centrée.
Le cas ol m,# 0 se raméne au cas précédent, en remarquant que la
fonction

Yk = Tgfaﬂx)fv(x,) deya T

2 }-1

¢ mmg)- ()

est pseudo-aléatoire centrée; par suite 9 est pseudo-aléatoire
décentrée.

ii) Cas ou les nombres & sont tous identiques -

Etudions la mature de la fonction t—gq (t)= “7(!:+ &)]
qui est celle de la fonction [5( t )]P .
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» ~
Eerivons [§(t)] = w‘P{cp(h \} , et nous remenons a la
proposition (a), Donc si My= 0, alors ¢ est pseudo-aléatoire

centrée}si mp#0, g est pseudo-aléatoire décentrée.

iii) Cas ol n des nombres %,“ sont identiques et oll les autres nombres &‘
sont distincts -

On combine les procédés utilisés aux (ii) et (i). On pose :
p-r
k) = gib)-my(m,)
et on montre que la fonctiong, est pseudo-aléatoire centrée,

iv) Cas général ol n, des nombres &; sont idemtiques 3 &, , n, des
nombres 5;, sont identiques & ﬁ. 9200y Ty des nombres ﬁ,-“ sont
identigues & &) (n,+...+ 5 p). On pose :

fe)= gee) -m M
et on montre que la fonction g, est pseudo-aléatoire centrée,
La proposition (b) est ainsi démontrée.

¢) Ajoutons, dans la démonstration précédente, & la fonction §
1'indice 4 et la proposition (c) sera démontrée.

Remarque -~

Le premier théorime fondamental admet une réciproque qui s'énonce
comme suit s

Si les fonctions t -——» exp {21'.‘17. ;Pi('l:, )} et t —vexp {-ZL‘H. cP;'('E \}

sont complédtement pseudo-aléatoires centrées, complédtement comparables
entre elles, alors les suites (91-'(11) sont mutuellement complétement
équiréparties,

12 démonstration est immédiate s elle se repose sur le deuxiéme cri-

tére d'équirépartition de Weyl et sur la nullité de la moyenne d'une fonc-
tion pseudo-aléatoire centrée.

2°) Soit o -—% () une fonction numérique de la variable réelle x ,
périodique (de période 1), Riemenn-intégrable, et vérifiant 1'hypothése (HX)
suivante :

X(%) = X(€%) , &E=+1o0u-1

. J
(X) § X (%) X(Y) = 321. Xy X (& +Py) (combimaison linéaire finie)

- .
ol )\a' sont des complexes et o & et(_s sont des entiers positifs,
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Deuxiéme_théorsme fondamental -

a) 5i la suite @(n ) est asymptotiquement doublement équirépartie
modulo-un, alors la fonction t —»X .{Lp( t )} est pseudo-aléatoire, centrée
sim,= 0, décentrée si m 0.

b) Si la suite @ (n) est asymptotiquement complétement équiré-
partie modulo-un, alors la fonction t-__.>5(t Y=Xi@(k )} est compldte-
ment pseudo-aléatoire, centrée si les moments de X sont tous nuls, décen-

trée si les moments de X ne sont pas tous nuls,

c) Si les suites numériques ¢f; (n ) sont mutuellement asymptoti-
quement complétement équiréparties modulo-un, alors les fonctions

b= (b)=X { g, ( E )} sont complitement pseudo-aléatoires (décen-
trées ou non) complétement comparables.

La démonstration se fait comme celle du premier théoréme fondamental,
avec des modifications convemables,

Notation -
Dans tout ce qui suit

% —@’(% ) désigne une fonction (complexe ou réelle) périodique (de pé-
riode 1) et intégrable sur chaque périodique.

Exemple t @xp 2i7(oc , cos 27oc , sin 2T , €xp 2%‘7.‘_ mx

% — @(% ) désigne une “fonction @'dont les moments de tous les ordres
sont nuls,

Exemple : @xp 24T
2% —» X(% ) désigne une "fonction ¥ " vérifiant 1'hypothése (HX).
Exemple : exp é_ig_‘ MK , ol m est un entier >

Le cas ot m-2 est trés important, car nous obtenons ainsi des
fonctions réelles. .

x -»}(o(m) désigne "une fonction &," vérifiant 1'hypothése (HX),
Exemple s exp 243 o
IV - UN THEOREME D'EXISTENCE PRESQUE SURE -

Soit n.—=@(n ) une application de\ dans R , Posons w, = @(n) et
soit w = {u.1 st Unseer }

N
L'ensemble U des suites w peut &tre identifié au tore (%) a une in-

finité dénombrable de dimensions, Muni de la topologie 'de Tychonoff, Uf sera
un groupe abélien compact. Ia mesure de Haar sur IJ n'est autre que le pro-

duit infini des mesures de Lebesgue sur chacune des composantes (cf. MENDES
FRANCE [31). :

1°) Théordme -

Pour "presque" toutes les fonctions ¢, la suite numérique
P (n) est complétement équirépartie modulo-un,
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Le mot "presque" signifie s sauf peut-8tre un ensemble de fonctions ¢
telles que l'ensemble des suites w associées soit de mesure nulle.

Le théoréme se démontre & partir du théordme ergodique de Birkhoff
relatif aux transformations mesurables, conservant la mesure et ergodiques,
et du deuxiéme critére d'équirépartition de Weyl.

La démonstration se trouve dans 1Y, MENDES FRANCE (3],

2°) Corollaire -

"Presque" toutes les fonctions t —» f (6 )= { @(T )] sont com-
plétement pseudo-aléatoirescentrées, "presque" toutes les fonctions

Ce corollaire découle immédiatement de la proposition (b).du premier
théoréme fondamental (paragraphe III),

Ainsi, le théortme ergodique de Birkhoff fournit un théoréme d'exis-
tence "presque slre" de fenctions complétement pseudo-aléatoires,

Aux paragraphes suivants, nous allons étudier une classe de fonctions
fournissant "sQirement" des fonctions complétement pseudo-aléatoires.

V - NOMBRES NORMAUX -

1°) Définition -

Soit g un nombre entier 2 , A part des nombres —Tiq (net q sont des

entiers strictement positifs), on sait que tout nombre réel @ de l'inter-
valle ouvert ]o » 1 [ admet une représentation 9 -adique unique :

0.5 S
%) 35,

ol G& est égal 4 l'un des nombres 0, 1l,..., %_1. Soit A&= ( S, yoeoes 5&)

un ensemble ordonné de & chiffres égaux & l'un des nombres O, 1l,..., 9~ 1,
Appelons N (4, Ag) le nombre de fois qu'apparait la suite Ap dans les p

premidres décimales g -adiques (9 yaees GP) de 0 .

Par définition, le nombre 8 est dit normal (dans le systéme de base%)
si 1'on a 1'égalité suivante :

i1

Pim 2 N 4
Preo ‘P <1O’A&) g&

pour toute suite A’k de & termes, et pour tout entier %),4 .

2°) Théoréme caractéristique de Wall -

Le_nombre O est normal si et seulement si la suite (P(n)= G%’}’
MNaly, 2y,,.,00 ,_est équirépartie modulo-un,

On en trouve la démonstration dans D,D, WALL (1] ou dans !I. MENDES
FRANCE [3],
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30) Application aux fonctions complétement pseudo-aléatoires -

Théoréme -

Soit 8 un nombre normal, Alors :

”~
la fonction t—+xo{g?,g,g_)_} est complétement pseudo-aléatoire centrée

la_fonction b-_.X {q?('E )} est complétement pseudo-aléatoire décentrée,

Démonstration -

D'aprés le deuxiéme théoréme fondamental du paragraphe III, il suffit

de montrer que la suite @(n)=0.q9% est asymptotiquement complétement
équirépartie; autrement dit, il suffit de montrer que les suites
@.(n)= @ (n+%,) sont asymptotiquement positivement indépendantes des

suites L()a (n)= @ (n+¥é ).

F;b‘rmons H

£
Y(n) = él;‘-l’(n'r&ughé M (P("H-E;,‘)

(S D)o g

1=

Quand ?b est assez grand, la quantité entre les parenthésesest un nom-

bre entier positif., Comme la suite 4 G. "'} est équirépartie modulo-un
d'apres le théordme de Wall, la suite ¢ (m ) est aussi équirépartie,

4°) Cas particulier -

Prenons X (%)= exp 247 5’5 et @(n)= G.g“'1 s la fonction
bt 5 exp 247 Gg est pseudo-aléatoire centrée et complétement pseudo-

aléatoire décentrée. Dans le cas ol q=2 , cette fonction est appelée
fonction de Rademacher attachée au nombre normal O , Ses valeurs sont

lides & la représentation binaire {6&} de @ par la relation suivante

/}
exp 1T Q.2 -th

Comme, d'aprés un théoréme bien connu d'E, BOREL, presque tous les
nombres sont normaux (cf, par exemple M, MENDES FRANCE [3} 5, notre résul-
tat précise un résultat de N, WIENER (1] (2] sur les fonctions pseudo-
aléatoires,

La théorie des nombres normaux fournit ainsi un théoréme d'existence
sfire relatif aux fonctions complétement pseudo-aléatoires, Malheureusement,
ces nombres sont tres difficiles & construire effectivement, Neus allons
exposer au paragraphe suivant une autre classe de fonctions complétement

pseudo-aléatoires plus maniatles,



VI - POLYNOMES DE WEYL -

1°) Définition -

a) On appelle polyndme de Weyl un polyndme de la forme

v V-1 2
(.p(t):A\’t +A\’_1b +...+Aab+A1t >

ol 1'un au moins des coefficients Ai. est irrationnel.

b) On appelle classe d'un polyndme de Weyl 1'entier 4 tel que l'un
au moins des coefficients A, (3% 9 ) soit irrationnel.

2°) Suite équirépartie associée & un polyndme de Weyl -

Théoréme -

Sik-—»@(t) est un polyndme de Weyl, alors la suite ¢ (n)
est équirépartie.

Ce théoréme est d & H., WFYL, Il se démontre par induction et au moyen

du deuxi®me critére d'équirépartition de Weyl. On pourra en trouver la dé-
monstration dans J. BASS (11,

3°) Application aux fonctions pseudo-aléatoires -

Théoréme (classique) -

Si ¢ est un polyndme de Weyl de classe 2, alors la fonction
t_..w;{cp('é )} est pseudo-aléatoire centrée, la fonction
5 --»m’.{q)(?, )}est pseuwdo-aléatoire décentrée,

En effet, soit & un entier non nul. Le polynome ¢ (& + %)+ Xep( b )
est un polyndme de Weyl de classe 2 sidg¢-1 et de classe 1 si X =-1.
Par conséquent, les suites W(m) et ¢p (n+%) sont linéairement indépen-
dantes, Il suffit, d&s lors, d'appliquer la proposition (a) du premier

- théoréme fondamental du paragraphe III.

4°) Indépendance des nombres -

a) Soit X = {'x1 ,...ocn_} un ensemble de nombres réels,

On dit que les nombres %, ,..., %, sont positivement indépendants

n
N
entre eux si le nombre Z. '>‘L x; n'est jamais rationnel, guels que soient
=1

.
les entiers strictement positifs X; (4= 1, 2,...,m),

Exemples - Il y a indépendance positive entre les nombres x, s'ils
sont de la forme %, = ‘;"i %, (ot %, 8t un irrationnel et ou 7::‘-6. sont des ra-
tionnels positifs), ou si o, est irrationnel et si les autres x, (Lg1)
sont rationnels (nuls par exemple).

b) Soient deux ensembles X - {rx cees X et Y= e de
nombres ré?els. 1200 n} Y {151 ’ ’Ié‘m}
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On dit que 1'ensemble X est positivement indépendant de 1l'ensemble Y

si le nombre
&N A or 2Y;

n'est jamais rationnel, quels que soient les entiers strictement positifs
M (4=1,...,n) et les entiers }\a- (3‘: 1,ee.,m).

Cette définition exige que les nombres oc, de X soient positivement
indépendants entre eux. Réciproquement, si les o« (+=1,...,m) sont po-
sitivement indépendants entre eux, et si les ’léa (3= 1,...,m) sont tous

rationnels (nuls par exemple), alors 1l'ensemble X est positivement indé-
pendant de 1l'ensemble ¥ .

50) Application aux fonctions complétement pseudo-aléatoires -

Théoréme -
Soit ¢ un polyndme de Weyl (de classe 2) de la forme :

. v 2
@t) = A\?t et AL + AT

Suppesons que la corndition suivante soit réalisée :

ble des Aa‘ soit pogsitivement indépendant de A& .

Alors :

|
) Il existe un entier & (1<k <) tel que, pour ?a.<3'<\? , 1l'ensem-
(H
l la fonctiont ._,xo{cp( t )} est compldtement pseudo-aléatoire centrée,

la fonction t._»x {cp(/l; )} est complétement pseudo-aléatoire décentree

D'aprés la proposition (b) du deuxidme théor2me fondamental (paragra-
phe III), il suffit de démontrer que la suite ¢ (n ) est asymptotiguement
complétement équirépartie; autrement dit, il suffit de démontrer que les
suites @, (n )= @ (n+k;) sont asymptotiquement positivement indépen-

dantes des suites d’é(n): @ (n+ Ea )., Formons :

Y(t) = 2 3‘¢‘P(t+&¢+a)+£: h‘?(ﬁeg)

=1

et montrons que, pour {, assez grand (n et m fixés), y est un polyndme de
Weyl.

Or s

d %
Ye) = &B&t

avec
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Quand h est suffisamment grand, le nombre :

n m

+ 8.?2 2_&
LAdat) L)

est entier strictement positif si 2) kin,

D'aprés l'hypothése (H ), le nombre B& est donc irrationnel, ce qui
montre que LP est un polyndéme de Weyl de classe % .

6°) Application aux fonctions complétement pseudo-aléatoires compleé-
tement comparables -

On peut démontrer, par un raisommement analogue, le résultat suivant
Soient ¢, m polyndmesde Weyl (1= 1,...,m) de la’ fome :
vV P t
Qe = ALt 4 ot Aét $---+ AL

Ces polynSmes ne sont pas nécessairement du m@me degré Vv ; autrement

dit, certains des coefficients A:? peuvent étre nuls,

Supposons que la condition suivante soit réalisée 3

Il existe un entier 2 (1 % <v) tel que, pour \7>,a7g1 1'ensemble
HH
(#4) dees Aa soit positivement indépendant de 1l'ensemble des nombres A& .
Alors, les fonctions t ——9)(0{(&( t )} sont des fonctions complétement
pseudo-aléatoires centrées complétement comparables, et les fonctions
t—-X {LQ(’E )} sont des fonctions complétement pseudo-a2léatoires décen-

trées complétement comparables,

Ce théordme précise et généralise un résultat de VO-KHAC KHOAN (1],
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—— CHAPITRE B0 —

RAPPEL DE QUELQUES RESULTATS DE LA PARTIE A (3)

Danas toute cette partie B , X sera un espace de Hilbert H , g sere le
groupe additif R des réels (R - oo ,00 ) et les £ seront les intervalles
[-T s +T].

Pour faciliter les lecteurs qui ne s'intéressent qu'a cette partie B,
on va rappeler quelques résultats obtenus dans la partie A et qui seront
utiliSéso :

Y ~ ESPACES IE EESICOVITCH - MARCINKIEWICZ -

1°) Espaces M (-co ep 3H ) - Soit v un espace de Hilbert muni d'un

produit scalsire<) > et dfune normey .

a) Par définition, 1'espace MF (-0 ,e0 34 ) de Besicovitch-
Marcinkiowicz est l'espace veotoriel des (classes de) fonctions § définies
sur R , & valeurs dans H et telles que

AT
lllfm’ = ‘Eﬁ;’*?f?fllj(ﬁ)ll?db <o ( p Téel 1)
Lt

b) Muni de 1a norme § —» y§y§ , L'espace MF(- o0 400 1 H) est
espace complet (théordme de Marcinkiewicz) invariant par translation s

WS =0 fl o Up feb) = f(tes)
c) 5156%9("“,00 3H) etge M (=00 00 3H),

- alors <H3>emb(-eo,oo;,<l‘)

ot W<5ig>m < nfu-mgm (3+4-%)

(3) Ce chapitre est rédigé & la suggestion de M, le Professeur J.L, LIONS,
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20) M —continuité -

a) Une m?-fonctionf est dite M -continue st Uy §=Flll —> o
qand p —s 0.

b) L'ensemble m;t(-eo , oo } H) des fonctions M —comtinues est
un sous-espace vectoriel fermé, invariant par translation de 1l'espace

MP(-e0, 00 §H).
c) Si}e'm:(-oo,oogu) etge'ﬂl%(-op yoo 3H),
_alors <f|g>em1(-oo,oo',¢:)‘
II - COMPARABILITE PAR DUALITE -

1°0) WL?-régg_larité -

" a) Une M ~fonction f est dite MP-régulidre si, quel que soit le
nombre réel % , Ona

T§‘
Len (& A tyP dt = o
Y (2up) ”/ (10T

T .

b) L'ensemble '.)Tbi(- o 500 ;3 H) des fonctions 'm_r-réguli‘eres est"
un sous-espace vectoriel fermé, invariant par translation de l'espace
an(..cn, x ;H ).

c) 5ife Tﬂ;t(- 08,0 3H) et %e?ﬂ?(-oo ,03 H), alors

' A
alors <§|3>e'm;‘(-°°,°°;¢)

2°) Fonctions moyenmables -

a) Une M ~fonction § est dite moyenmable si la limite
T
fom A [ fit)db
T

T+ 2T

existe (et est finie), Cette limite sera appelée moyerme temporelle de la
fonction § et sera notée 'J‘l’bf( t) ou M.
(v)

b) L'ensemble des fonctions moyennables et régulidres est un sous-
1
espace vectoriel fermé, invariant par translation de 1l'espace m(-m,oo-,n)

3°) Comparabilité par dualité -

a) On dit que les deux éléments { et g de ‘m:(-eo y00 3 H) sont
sw-comparables si la fonction numérique t —'< §(£)|q (t )> est moyenmable.
La moyenne de cette fonction définit la corrélation mutuelle des fonctions

_fetg.

Yiq = ’{f}; <fwm|ge)>

3
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b) Soient deux suites de Cauchy'{ _fn} et {Sn} convergeant dans

1l'espace 'mf(- 0 9 00 2 H) respectivement vers deux fonctions { et g . Si j‘n
et 9n sont % -comparables pour chaque n , alorsf et q sont comparables

t —_— .
° Kgnan X‘fg

4°) Espace 3 (-0 ,00 ;H ) de Pass -

a) L'espace I (~ o0, o0 ; H) est, par définition, 1'ensemble des
fonctionsf telles que : :
T
L [ fe)far
T 2T
-T
existe et est finie.

b) Toute & -fonction est mg-réguliére.

¢) Muni de la topologie induite par celle de M (- » 00 3 H),
l'espace 9 (-0 , 0o ; H) €8t un espace métrique, non-vectoriel, complet,
invariant par translation,

d) L'ensemble des & -fonctions #* -comparables deux & deux forment
un sous-espace vectoriel £ de § (-0 ,00 ;1 ), Ia My -fermeture E de € est
encore un sous-espace vectoriel de 9(-o , w0 ;H).

e) Tout sous-espace vectoriel fermé de 9 (-co , 00 jH ) peut &tre
structuré en un espace de Hilbert avec le produit scalaire :

Mo
oo <flger>

Ce résultat est trés important,

III - FONCTIONS QUASI-STATICNNAIRES -

1°) Propriétés élémentaires -

[}
a) Une M, -fonction mz-continue f est dite quasi-stationmaire si
elle est k -comparable & toutes ses translatées,

La moyenne temporelle de <U&HS> s'appelle fonction de corrélation

'x'(?\.) de § .

b) L'ensemble S(-o00 4 00 3 H) des fonctions quasi-stationnaires
est un sous-espace métrique, non-vectoriel, fermé, invariant par transla-
tion de 1'espace My (-o0 , 00 5 H).

c) On appelle 'Z(f H ’m_,!, H ) l'enveloppe linéaire 'm;-fermée de
l'ensemble {Uof IA € R ; on montre que c'est un sous-espace vectoriel
fermé de 1'espace 3 (- 0,00 3H) de Bass; par suite ’C(‘f s M, H) peut
8tre structuré en un espace de Hilbert.

2°) Analyse spectrale énergétique -

a) On montre que la fonction d'autocorrélation gt—»w( f.) a'une fone-
tion qlasi-stationnairef est la transformée de Fourier d'une mesure bornée
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positive ¢ , appelée mesure spectrale énergétique de §
® Xk
¥ (* =f e da(X).
- 00

b) Suivant que G est une mesure continue ou discréte, on dit quej'-
est une fonction S -pscudo-aléatoire ou une fonction $ -presque-périodique.

30) Analyse spectrale élémentaire -

a) On montre qu'il existe une mesure (vectorielle)Y , appelée
mesure spectrale élémentaire de& telle que :

@0 xR
Up § =f 'e Y (dX)
- o0

o0
b) On définit alors 1'intégrale ta=/(‘. (%) Y(dX) pour tout ¢ L)
et on monmtre que cette intégrale réalise un i..gomorphisme isométrique entre

L*(0) et T(§;5 Mo, u).

IV -~ FONCTIONS 1-QUASI-STATIONNAIRES -

Nota - & (H, — H, ) désigne 1'ensemble des opérateurs linéaires bornés
d'un espace hilbertien M, dans un espace hilbertien H, .

1°) Propriétés élémentaires -

a) On dit que la fonction t —» f (t ) est l-quasi-stationmire si,
quel que soit A¢ & (W —»H), la fonction t — Af(t ) est quasi-stationnaire,

b) L'ensemble 3 (-o00, 00 3 H) des fonctions 1-quasi-stationnaires
est un sous-espace métrique, non vectoriel, fermé, invariant par transla-
tion de 1'espace M5 (-0 y 00 §H ).

c) Soient W, et H, deux espaces de Hilbert.

9 . L]
3fe5(~00,0035H,) et 8iA€l (H,—» H, ), alors Af € S (-00,00 ; H,),

d) On désigne per 'C“(& 3 M5y H, — H, ) 1'enveloppe lindaire
M;-fermée de 1'ensemble {Aubﬂoe R, Acs (H, —» H, )}. On montre que
c'est un sous-ensemble de & (- oo, o0 ; Hy ). En particulier, c'est un sous-

espace vectoriel fermé de l'espace 9 (- ,00 § Hy) et peut donc tre
structuré en un esmace de Hilbert,

20) Représentation spectrale -

a) Tenseur spectral énergétique -~

Soient A et B deux éléments de = (H, —»H, ). I1 existe une mesure

complexe bornée ZA s telle que 3

“ ixh
?B;<Aj(k+&)|aj(t)>=f e dZA"(X)
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L'application 2, s A ,5 — 2, _ est une application sesquilinéaire hermi-
tienne continve de of (H, — Hg) x o2 (H, —» H,) dans 1'espace de Banach

des mesures de Radon. Z, sera appelé tenseur spectral énergétique de § .

b) Espace L*[Z & (M, —>1t,)] -

Considérons l'espace vectoriel (& ) des opérateurs lindaires bornés
de H, dans W, , dépendant du paramdtre X¢ R et de la forme s

£ vx
cx) = &oay e o A, eS(H —wy

Posons s

{ere}- b Z‘Z[m e * R 4Z, p, (%),

Aet =t

et soit Jb le noyau-de (&), i.e. 1l'ensemble des opératewrs C (X ) tels

quefc|cl=0 . Considérons 1'espace quotient &[Jb , Structurons cet espace
en espace préhilbertien avec le produit scalaire )}. L'espace complété

de$/2 suivant cette topologie sere appelé l'espace Lf[Z; & (H,— H,)]

c) Représentation spectrele -
Soit ¥ la mesure spectrale élémentaire de‘f .

On peut définir 1lt'intégrale

(> ]

9 =]C(X)Y(d)<)

powr touwt Ce L* [Z,-.S, (Hy —>4,)] et montrer que cette intégrale réalise un

isomorphisme isométrique entre L* [Z s .S,(H1 —>Hg)] et 'G*(f-, ‘m:, H,—s H,)

V - FONCTIONS SCALAIREMENT QUASI-STATIONNAIRE.‘E -

1°) Par définition, une fonction t—» § (t ) est dite scalairement
quasi-stationnaire si, quel que soit $e&H , la fonction numérique
| <}( 4 )‘Q > est quasi-stationnaire.

2°) L'ensemble S, (- , 00 ;H) des fonctions scalairement quasi-
stationnaires est invariant par translation,

Evidemment §,(- 0,00 3H) 2 5 (=00,003H).

30) }Sif est scalairement quasi-stationnaire, et si A est un opéra-

teur linéaire fermé de domaine dense dans H et tel aue Afe 'm,'(— 0 4 00 3
alors A§ est scalairement qwesi-stationnaire,

4°) Soit je S,(~00,003 H,) et kK un opérateur compact de W, dans H,,

Alors Kfe 3 (=00, 003 H,).

On en déduit : n .
5# (—00,0‘7; o ): S(.oo,oe;d'.’n).
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VI - FONCTIONS oo -QUASI-STATIONNAIRES -

=
Nota - On désigne par « (M4, —»H,) l'ensemble des opérateurs multili-
néaires bornés d'un Hilbert M, dans un Hilbert H, .

1°) Soit k& — (t ) une fonction bornée (uniformément en t). On dési-
gne par ‘G(& ) 1le plus petit ensemble de fonctions qui :

i) contienne la fonction § ,
ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir ses translatées,

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinai-
sons linéaires,

iv) ne puisse contenir des fonctions sans contenir toutes leurs,
transformées par des opérateurs multilinéaires bornés e §,(H —>l)

On dit que §_est oo -quasi-stationnaire si 1'ensemble %(5 ) est un
sous-ensemble de”S (- o , 00 3 H ).

o0
2°) Ltensemble 5 (- 0,00 5H ) des fonctions co-quasi-stationmaires
est un sous-espace métrique, non vectoriel, fermé, invariant par transla-
tion de 1'espace My(- o0, 00 5 H).

L 2 2
On désigne par T(§ 3 M ,1 ) la M -fermeture de '@(f ), et on mon-

(< o
tre que G (§ ; My, 4)c S(- ,00 3 ), En particulier, c'est un sous-
espace vectoriel fermé de l'espace @(-00 you 3 H) de Bass, et on peut le
structurer en un espace hilbertien,

39) Soient H, et #, deux espaces de Hilbert de méme dimension,
o0
Soit .£.€& (H,—»1, ), On démontre que sife& S (- y o 3 H, ), alors
o0
8 = ;QS € S (—OO,OO)-HQ).
Soit U un isomorphisme isométrique de H, sur H, « On pose
2 2 x 3
TS5 M, —H, ) = T (W, M, H,)

(-]
L'espace T ( §3 Mo, H,—» H,) sera structuré en un espace de Hilbert par
le procédé habituel,

VII - OPERATEURS QUASI-STATIONNAIRES -

1°) Définition -
Soit K2(t ) un opérateur de W dans ¥ , dépendant du paramdtre t ,

On dit que ..Q.(t ) est un opérateur qusi-stationnaire si, quel que
soitxe H, la fonctiont— 2 (t ) est quasi-stationnaire,

2°) Fonctions parfaites vis-a-vis 4'un opérateur quasi-sthtionnsire -

Soit 2 (t ) un opéreteur (non nécessairement lindaire) quasi-station-
naire I -continu, On désigne par ¥, (§ ) le plus petit ensemble des fonc-
tions qui s
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i) contienne la fonction § donnée,

ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir toutes ses trans-
latées,

iii}) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir toutes leurs com-~
binaisons linéaires,

iv) ne puisse contenir urfe fonction sans contenir sa transformée par
1topérateuwr 2 (t ).

On dit que la fonction §{ est parfaite vis-a-vis de 1'opérateur . (t )
si 1'ensemble ‘Gn(f ) ne contient que des fonctions l-quasi-stationnaires.

3°) Bspace T, ({5 Mo, W) -

Clest,par définition, la M -fermeture de 1'ensemble ‘g_ﬂ(f ). On dé-
montre que 'C_n( § ;')’ﬂf, H ) ne contient que des fonctions parfaites vis-a-

vis de 1'opérateur 2(t ), En particulier, c'est un sous-espace vectoriel
complet de 1'espace 9 (-0 ,00 54 ) de Bass,
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—— CEAPITRD Bl ———

ITUDE DE LA ')’I’b- DERIVATION

I - M5 -DERIVEE (FORTT) -

1°) Définition et conséquences immédiates -

On appelle M, -dérivée (forte\f d'une Ms -fonrt1onj la ',m,-llmlte,
si elle existe, de la fonction

%1
quand ﬁ tend vers O ,
L'opérateur linéaire V qui, & chaque fonction }’m,' -dérivable, fait
correspondre sa '.)'!’ba-dérivéef’= V§ s'appelle la TS -dérivation.
Toute M -fonction Mo -dérivable est nécessairement 'J’ﬂ;-continue. La
M _dérivée 5’ d'une WEZ—fonction appartient a l'espace T (§; 'm;,H ) ¢

2
_}' est donc elle-méme N -continue.

2
2°) Propriétés de la N —dérivation -

Considérons la famille {U ()= ug; - o<h <w} C'est un groupe
fortement continu d'opérateurs linéaires contractants ([[] U&m 1 ) de l'es-
pace ’ma (-0 ,00 3H)., L'opérateur de M, -dérivation n'est autre que le
générateur mflnitesml du groupe U (R).

La théorie générale des groupes de contractions (cf. E, HILLE et R,S.

PHILLIPS [1], R.S, PHILLIPS (2] [3]) fournit les propriétés suivantes de
l'opérateur de Ms ~dérivation V :
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a) Le domaine D (V) est dense dans l'espace'mo (00 ,00 3H),
Autrement dit

2
Toute fonction Nb —continue§ est Ms -limite de fonctions M -dériva-

\
Plus précisément, posons
4[11.

Saty=2 | f(bih)do

STy
Alors, on peut montrer que :
i) la fonction § est un élément de T(§, M, H)
ii) la suite {5?»} converge vers la fonctionf

2
iii) la fonction § est Mo -dérivable; sa M -dérivée f; est donnée
par :

[NORES HIESEL{CRN)
Supposons que 1la fonction5 est quasi-stationnaire., On a
T <o be>- % [rw-v0)].

en désignant par g,—-wx(&.) la fonction d'autocorrélation de la fonctlonf
Or la fonction 7 posséde la symétrie hermitienne

()

k)= ¥(-%)
Donc s
RéEMo <f ] fry=o.

k)
Cette propriété sera utilisée constamment dans la suite,
b) L'opérateur de Mo -dérivation est fermé sur D (V) -

Autrement dit : Si une suite {j: } de Mo -fonctions My -dérivables

converge vers une fonctlonC et si la sulte{‘f }des ‘Z)Tb -dérivées converge
vers_une fon\,tlong , alors :

1) § est M -dérivatle
ii) §'=

c) Le spectre de ¥V est ltaxe imaginaire (pour la définition du
spectre, cf, E, HILLE et R,S, PHILLIPS [l]) Autrement dit ¢ L'opérateur

résolvant R (A ,V )= (M -V ) existe et est borné pour tout nombre
complexe X non imaginsire pur (RéX +0).
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Par ailleurs, cet opérateur résolvant a pour expression
o0

VY
R(),V):/ e U(s) db si RéA > o
o
]

Y
R(A,V)==/ € U)ds si Red<o

260
Cette propriété signifie que l'équation différentielle
A (k) - 5°(E) = f(E) (ReX#0)

posséde toujours une (et une seule) 'm, - solution M, -dérivable sij est
‘m,-contlnue, et que% est donnée yar s

RS VI

5(t)=f e f(ti-o)do si ReX yo
(]
A ¥

5(t)=-f @ f(t-s)ds si RéX <o
-

Ce résultat sera généralisé au chapitre B2,
d) On a

dﬁ. U(ﬁ) U(?v.) V= VU(K) , lorsque appliqué & fe n(v).

Comme U(ﬁ) est fortement continu pour tout % , on en tire :

U(?L)— U(o) =.[ U»)vds,
c'est-a-dire @

%
§(t+%)_}(t)_=j 5’(t+/b)d/a.
On en déduit, en particulier

i U&S--.f- Wi | A | (formule des accroissements finis)

Plus généralement, on a (formule de Taylor) :

g’ 4
§(t+?u)= 1QL ‘f (e)+ /(%-b)n5 (t+h)do.

4(r
5i lim v ‘8 , alors U%f est développable e“ série de
n 00 11,'
Taylor, convergente pour ]&] <1 ., En particulier, si I \'4 fl]] Omy,

alors la formule de Stirling montre que 1l'on peut prendre ‘K- @ = base des
logarithmes népériens.

95



. e) Propriété conservative de la m’t:- dérivation -

Théordme - Entre une M3 —fonctionf et sa M -dérivée f’ , on a toujours:
?51 N Y] <§’(t)’j(t)>= a.
On dit que l'opérateur de 'm: -dérivation est conservatif,
Démonstration -

Supposons d'abord que{- est une fonction quasi-stationnaire., Formons
<feR)-fE)fe>= <5(t+ﬁ-)f§(k)>- HGTE

Prenons la moyenne temporelle (ent ) des deux membres, nous obtenons :
Mo <Upf-§1§ > = Mo <Ug f[§>- Mo 5117

D'ou, d'aprés 1l'inégalité de Schwarz :

.‘R,e"'m: <U%‘§-H5—> = Re m<U&Hf>-'J1'h"H|eé 0.

Par suite s

%%(-ﬁ—é‘:-&—]f> <0 gi o
>0 si %<o

Faisons tendre ﬁ, vers O, nous obtenons le résultat voulu,

Si { n'est pas quasi-stationnaire, la fonction <U&§H> n'est pas

moyennable, Mais, on remarque que f , j’ et Uﬂ.‘} appartiennent & 1'espace
séparable T (§ ; M, H ). Utilisant la comprcité de la boule unité @

(théoréme de Bolzano-Weierstrass) et le procédé diagonal, on peut extraire
une suite {Ti} telle que @

T
. 3
.,3&_:: ‘21{3" <§(t+%),§(t+k)>dh

- Tj

existe quels que soient £ et k . On montre ensuite que s
-
. i, ,
fm 1 f Re <f(t)”(t)>dt =0
T,»0 T4
3 3 )T
é
Enfin, on montre que
-
Lim. 1 oy
T2 Ré < §vy| > dt
T

existe et que cette limite est nulle,
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3°) Relation fonctiomnelle entre une fonction et sa 'm_;-dérivée -

Théoréme - Si { est une fonction M -dérivable et M -réguliére, alors
la fonction

b < §0[Q0)> ¢ <f®O)IE)>

est tougours moyenm.ble, et sa moyenne est nulle, quelle que soit 1la
fonction My -dérivable ¢ .

Démonstration -
Supposons d'abord quej et (¢ sont des fonctions quasi-stationnaires

lindairement comparables (cf, ch..pltre 44), Alors Uy § et Up @ sont + -compa-
rables quels que soient k et

De plus

?& < by | 9e)> = 'm><§(t)]<P(t-?‘)>
Donc @
)

{< imﬁ)-f(t lq(t)>+<§(t)|q“‘) -@-h) }-;o . VReR.

Faisons tendre ﬁ, vers O, nous obtenons le théoréme,

Dans le cas général, la fonction b < f (b +ﬂ)J @(t+k)s n'est pas
noyenma.ble, Par le procédé dlagonal on extrait une suite T, telle gque

é
y [V
q_{f;; = <§(t+ﬁ)|¢(tw>>db
-
existe quels que soient g. et k .
Utilisant 1la M5 -régularité de { 4 on montre que 3
r Y, ——[ <5(t+?t)[w(b>> dk —TSM; o <f(t)]cv(t Ry de,
-Ta.

et on continue comme précédemment,

4°) Convolution d'une M —fonction - Dérivabilité du produit de convo-
lution -

On démontre facilement, comme au paragraphe Al, IV, les résultats
suivants

a) la convoluée d'une m, ~fonction iy -denvable_f par une mesure
de Radon dp est une M ~fonction M -dérivable g, et g §'y dp.

1 1 se
b) La convoluée d'une 'm;-fonctlonj par une L -fonction L -déri-
vable k est My-dérivable et 13 § k”.

5°) Représentation spectrale de la 'mo ~dérivée -

La plupart des résultats précédents se retrouve facilement & l'aide de

97
1



la représentation spectrale, Nous nous limitons aux fonctions quasi-station- -
naires,

a) Soit § une fonction quasi-stationmaire, ¢ sa mesure spectrale
énergétique, ¥ sa mesure spectrale élémentaire (cf~ehapitre A4). L'intégrale

%=./+ C(X) Y(dX)

réalise un isomorphisme isométrique entre T ( ;M5 ,H) et L2 (6). Autre-

ment dit :
00

M <q,19,> =/ c,(x)'cg (X)dao(X) ; g%et(g;m’,u) ; ¢e )
-6

En particulier, si X € L*(G), 1a M -aérivée de § existe et est repré-
sentée mr 3

.. o
§ = AXY(dx).
. ~ 00
On en déduit
o0
’J\’b<f’”>r=/{,x d¢ (X) = imaginaire pure,
'~ 00

1 ]
ce qui démontre la propriété conservative de la M -dérivation,

b) Soit ]+ une mesure de Radon, p. sa transformée de Fourier, On & @
o0
frp=[ Boyran,
- o0

ce qui permet d'établir les théordmes du paragraphe 4.

c) Soient §; (4= 1, 2) deux fonctions quasi-stationnaires linéai-
rement comparables, T leur mesure spectrale énergétique mutuelle,

Si 0

3&, =f Ct(x)yq,(dx‘) > Cq,e L.(G;.) > 4= 4,2 ,
alors - I
M <q,]9.> =/ €,(X) C, (%) d€, (X)),

ce qui permet d'établir le théoréme du peragraphe 3,

II - ESPACES DE WIENER -

Nous allons examiner les propriétés des fonctions Lrois MS-dériva-

bles et indéfiniment My -dérivables, qui nous serviront, damns 1'étude des
solutions faibles d'équations différentielles opérationnelles,comme "fonc-
tions d'essai" (test functions),

)
1°) Espace ‘W (-0 , oo 3 H) -
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¢
a) Définition - On désigne par W (- 00,00 ; H) 1'espace vectoriel
ldes M —fonctions W ~dérivables [ fois (( entier positif)

b) Théoveme d'approximation - L'espace w (<00 ,00 5 H) gonsidéré
‘comme sous -espace vectoriel de My, (- o0 ,00 3 H) est dense dans M5 e (00,03 H).
En effet, l'opérateur de M; -dérivation V est un opérateur fermé, &
2
domaine dense dans M (-0 ,00 ;H) et ayant un ensemble résolvant non vide,

Par conséquent (cf. N, DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [1], chapitre VIII), le
domaine de 1l'opérateur V est dense dans m‘c(—oo yo0 3 H),

4
c) Propriété de 1l'espace W (-0 , 00 3 H) -

Théoréme - Muni de la norme
¢ by
g = £ WV FU,, -

l'espace '\A”e(-eo , 00 3 H) est un espace complet.

Ce résultat découle immédiatement du fait que 1'opérateur de My -déri-
vation est fermé,

2°) Espce W(- 0,0 3 H) -

a) Définition - On désigne par W (- eo , oc ; H) 1'intersection de
tous les espaces W (- , 0 3H ), pour £= 1, 2,...

b) Théoréme d'approximation - L'espace W(- o0, 00 ; H), considéré
comme sous-espace vectoriel de 'Il'\fc(— 00, o0 ; H) est dense dans Wb, (~-0,00;H).

Cette proposition découle du fait que l'opérateur de My-dérivation
est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe,

¢) Topologie dans W (- 0,00 ;'H) -

On structure W(- e , o ;H) en un esmace semi-normé en utilisant le

systéme fondamental de semi-normes N')‘ suivant s

Ny (§) = BIVAHI , A=1,2,...

Ainsi structuré topologiquement, l'espace W(- o ,00 jH ) est locale- -
ment convexe et métrisable, Comme l'opérateur de M-dérivation est ferme,

l'espace W (-0 ,00 ; H) est complet; autrement dit, c'est un espace de
Fréchet (cf. N. BOURZAKT 131).

30) Espace W (-0 , o0 3 H) -

a) Définition - On appelle W (- oo , 0 3H) le dual topologique de
1ltespace W (- o0 , 0 3 H

Les éléments de W (- o0 , oo ; H) seront appelés 'Jsz-fonctions-généra-—
lisées, ou M, -distributions.

b) Topologies sur W(- e , oo 3 H) -
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Par définition, la topologie faible sur w’(- o ,00 3 H) est la topolo-
gie de la comvergence simple dans W (- , cc 3 ),

la topologie forte sur W(-co , 0 3 H ) est la topolo-
gie de la convergence uniforme dans les ensembles bornés de W (- oo yoo §H)

c) Propriétés des topologies (classiques) -

i) Le dual fort Wy(- 0, 00 j H) est un espace vectoriel localement
convexe, & base non dénombrable de voisirages et complet.

Ce n'est pas un espace de Fréchet, car il n'est pas métrisabdle (s'il
était, W (- o0, oo ; ¥ ) serait un Banach, cf, J, DIEUDONNE et L. SCHWARTZ [1]).

?
ii) Le dual faible W (- 0, 00 , H) est un espace vectoriel localement

convexe et quasi-complet (toute partiec fermée et bornée est compléte, cf.
N. BOURBAKI [3]). ,

III ~ DERIVATION DES 'm_f—DISTRIBUTIONS -

1°) Opérateur de translation -

Soientfew’(-oo , 0 3 H) et @ew’(-m ,00 3 H), Ia translatée U&S
de la fonctionf par le nombre réelel a été définie par :

U&f(t)=f(hg.).

2
Nous définissons alors la translatée Uﬂé d'une Mo -distribution &
par le nombre réel %, , par la formule

U @) = d(Yf) .

29) Définition de la uerivation -

Soit § une M- -distribution. Si, quand b —»o,
W, - Upd-¢
R = ———‘[————
admet une limite forte dans W’(- 0,00 3H), alors la MEaistribution )

est dite M -dérivable, et la limite &’ sera appelée la M ~dérivée de $.

30) Théordme d'existence -

Toute My -distribution est 'moz-dérivable, et par suite, indéfiniment
My -dérivadle.

Démonstration -

Comme w’(- 00 y o0 3 H ) muni de la topologie faible est quesi-complet,
et comme le filtre Lp& est & base dénombrable, on montre facilement que

%‘} converge faiblement dans UW(- ec , 00 ;M ) vers une distribution &
telle que

®'(f)+ (fH=0
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: 7
Pour montrer que {%‘ converge fortement dans W (-« , 00 3 H), on
utilise la formule des accroissements finis 3

I 283 Lvpy < Ry

4°) Propriété de la M -dérivation -

Ia M -dérivation est une opération linéaire continue dans W”(-oo,oo;n)
muni de la topologie forte.

la démonstration est immédiate,

5°) Dérivation (au sens des My -distributions) d'une fonction quasi-
stationnaire -

a) Soitf une fonction quasi-stationnaire, Considérons 1'ensem-
ble G de toutes les My -fonctions x -comparables & 1'espace T (§s5m, 1),
Cet ensemble n'est pas vide (car il contient 1l'espace 'C(j‘ H 'J'l’b',H )), et
il est un sous-espace vectoriel, invariant par translation et fermé de
1'espace My (-0, 00 5 H),

Considérons l'application
@ —s Mo <@f> , pel.

C'est une fonctionnelle linéaire continue $,(@) sur &, de norme égale

aflf . Par le théordme de Hahn-Bamach, on peut trouver au moins une
fonctionnelle lindaire ) définie sur M& (-0 , 00 3 H) telle que :

L)< L@ siwed
Wew = wiu-

Une telle fonctionnelle lindaire ¥ sera appelée M; -distribution as-
sociée & la fonction qlasi-stationnairejl . On 1la notera FF , et ona :

. n

Fig) = Mc@|f> sigeb
b) Soit F'la MS-dérivée de la M, -distribution ¢ . On a s
F@)s Fl@) =0 5i @eWi(-owe;H)
et
Mo<q'|§>+ Fim =0 si @& Wim,o05H)n6

c¢) 8i § est NS -dérivable (au sens fort), alors il existe une
M ~fonction gq telle, que :

Mo<@Pg>=F(P ,si @eW(-w,0;u)nb

I1 suffit de prendre ¢ = .
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d) Une telle fonction g existe-elle toujours dans le cas ol 5»’

n'est pas nécessairement M# -dérivable (au sens fort) ? La question va
8tre examinée au paragraphe suivant.

IV - M5 -DERIVEE FAIBLE D'UNE Wy -FONCTION -

1°) Définition -

On appelle Mo -dérivée faible d'une T -fonction § toute M -fonction
M3 -continue g , si elle existe, vérifiant la relation

Wb{<3h#>+<$hf>}= °
pour toute M5 -fonction s -dérivable,

2°) Unicité de la MS -dérivée faible -

Ia Ms -dérivée faible d'une fonction § , si elle existe, est unique.
., La démonstration utilise la densité de W' (- ®,00 ;H) dans 1'espace
%c(- oy 00 3 H ).
3°) Propriétés -

I L'opérateur de M -dérivation faible est linéaire (additif et homogdne
et fermé, '

. D'autre part, la M -dérivée faible d'une M -fonction M} -régulisre
et M -dérivable (au sems fort), est égale & sa M -dérivée forte.

4°) Caractérisation des fonctions faiblement - My -dérivables -

Nous nous limitons au cas des fonctions quasi-stationnaires,

Théoréme - Une fonction quasi-stationnaire ‘f est M -dérivable faible-

ment, si et seulement si pour tout @ e w’ (-o0,00 3H),
ona s

Um, sup 1
T-’wu‘?z.‘_

r
j<§(a)|¢’<e)>dh gchen
T

ol ¢ est une constante indépendante de ¢ ,
Démonstration -

. La condition (%) est évidemment nécessaire; en effet, si g est la
M -dérivée faible de § , il suffit de prendre C = | gyj-
Montrons que cette condition est aussi suffisante, Considérons l'es-
pace T(§ ; M7, H), structuré en un Hilbert, la forme linéaire @ — Mb <@
est continue sur 1'espace vectoriel W' (-oo ,oc ;H)n T(§ ;M ,H ) d'apre

la condition (#). Comme cet espace est dense dans T(§ ; My, H ), cette
forme linéaire se prolonge d'une manidre unique en une forme linéaire con-
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tinue sur T(§ ; M, H ). Donc, il existe un élément unique g de T (§ $ Mo H)
tel que :

To <F|f>-M<lg>,
pour tout e w‘(-m,m ;H)n't(f;m;"")-

Soit alors § un élément de W (- , 00 3 H). Par le procédé diagomal,
on extrait une suite {Ti } telle que :

.
. )
fum 1 / <g® llb(t) > dt existe,
T—wo0 2T,
3 3 ~Ta'
pour tout g & T (§s My, H). On montre alors que 3
5
b [ f®|P®) >+ <gO)| ) > dk = 0,
e 2T
)

et que, par conséquent :
o { <f Wy <g|t>]

5°) Un_théoréme d'existence -

o

Une condition suffisante pour qu'une fonction quasi-stationnaire soit
faiblement M2-dérivable est que l'ensemble

9p = Ug §-§

soit borné (en norme) uniformément en & ,

e e

En effet, la boule unité de tout espace de Hilbert étant faiblement
compacte, on peut extraire une suite{&i} telle que {%ﬁ.} converge faible-
4

ment dans T(f ;M5 ,H) vers une fonction ge T(f3M' ,H). Ona
g-Ugw | _
%{<‘5&J¢>*<5|T—>}‘°
pour tout
@ e T(f; M)A W0, 00;H)
Quand K;—*o ,%<3h‘q> tend vers 3Tb<g}¢p> et m<{l."&£-_"_|i>
tend vers tm,,<5\¢p’> , donc
Mof<gle>s <f|@>] =0,

ce qui montre que 3 est la M3 -dérivée faible de f .



—— CHAPITRE B2 —

SOLUPTIONS QUASI-STATIONNAIRES D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL

Dans ce chepitre, nous ne considérons que des fonctions t —a-f (t)
définies sur la demi-droite des nombres réels positifs RY , et & valeurs
dans 1'espace i s structuré en un Hilbert avec sa topologie habituelle,
Le produit scalaire dans €™ sere noté < | > et la norme sera notéej | .

Pout sous-espace vectoriel fermé de 1'espace g (0, ;’tm') sera structuré
en un sous-espace hilbertien avec le produit scalaire

(/5] = T <y®)f5ee) > = Bm —‘T—f <Yy |5 > dt

(t)

La norme dans ’Irb'( 0, ;C") sera désignée par oW

I' - SOLUTIONS QUASI-STATIONNAIRES D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE -

Soient & —»f( t ) une fonction l-quasi-stationnaire & valeurs dans €™
1
feﬁ(o,oo;(l"").
et A une matrice carrée de C™;
Ae (€7 ).

On suppose que : aucune valeur propre Ade la mmtrice A ne soit nulle
ni imaginaire pure (Ré # 0). :

1°) Théoréme -

Il existe une fonction l-quasi-stationnaire et une seule

#* 2 * 2
: V‘T (f $M> ,€™) possédant une My -dérivée 5'€ T(§ ;M ,C™) et
érifiant le systéme différentiel suivant :

'é’(t)+/x§(t)=f(t)
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Démonstration -

Soit Y la mesure spectrale élémentaire de la fonction l-quasi-station-
nairef « Cherchons s'il existe une solution de la forme :

5:] OO (%),

La matrice C (X ) doit vérifier 1l'équation matricielle suivante
AXC(X)+AC(R) =1
od I est la matrice unité de ¢™.

La matrice B (X )= ¢XI+A est régulidre quel que soit X . En effet,
si elle ne 1'état pas, on aurait s

det B = 0,

donc -1X serait une valeur propre de la matrice A , ce qui est contraire
a4 1'hypothése., Donc la matrice

. K
C(x) =(£XI+A)
existe, quel que soit X .

Chaque élément de cette matrice est de la forme :

N (X)
C.. AL RSt

ot D(X) est un polyndme de degré m , ne s'annulant jamais pour X réel,
N‘;a.()() est un polyndme de degré m- 1 au plus.

Par suite, X —» Ci.é (X) et X —»XC{-(X ) sont des fonctions bornées

de X , ce qui montre que (cf, chapitre A5) les matrices X—C (X )
et X—=X¢ (X ) sont des éléments de

bt ¢ [Z 3cm"’€ml ’
ol 7, est le tenseur spectral énergétique def .
Autrement dit
#* 2 m m ’ ,t'* 2 Cm ¢m
a{set(j‘;%,c_.«:) et 4'e T(f,M,C—C7).
Remarque -
s1 § est { fois M;-dérivable, alors 4 est { + 1 fois M5 -dérivadle.

2°) Effet_de la condition initiale -

Lorsque la fonction} est assez réguliére localement, on sait que le
systéme différentiel considéré posseéde une solution unique, dérivable
(dérivée owdinaire) lorsque la condition initiale est donnée.
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a) Si A est une matrice quelcongue, il se peut que la solution
ne soit jamais l-quasi-stationnaire, quelle que soit la condition initiale,
méme si } est l-quasi-stationnaire,

b) Si aucune des valeurs propres A de la matrice A n'est imagimaire
pure, il existe une solution l-quasi-stationnaire et une seule, comme on
vient de le démontrer,

Deux cas sont & distinguer :

i) Si le spectre de la matrice A est entidrement & gauche de l'axe
des imaginaires, alors pour une fonction-quasi-stationnaire §{ donnée, il
existe une et une seule condition initiale % (o) telle que solution % (t)
correspondante soit l-quasi-stationnaire, A toute autre condition initiale,
correspond une solution qui augmente trés vite quand t tend vers oo,

_ii) Si, quel que soit le vecteur 5e c™, ona s
Re < ng)% > PR C(&r0)

alors toutes les valeurs propres de la matrice A ont leurs parties réelles
positives (la matrice A sera dite fortement monotone, cf. G.J, MINTY [1]).

Dans ces conditions, toutes les solutions du systeme différentiel
considéré sont des fonctions quasi-stationnaires Ms -équivalentes.

Dans tout ce qui suit, on supposera que la matrice A soit fortement
monotone,

%°) Opérateur K -
Soit J{ 1'opérateur linéaire de 1'espace M (o , 00 ;2) qui, & chaque

fonction l-quasi-stationnaire f , fait correspondre la solution 5 du sys-
téme différentiel considéré :
% = .'}C‘f .

a) L'opérateur K est continu -

Sa norme peut-8tre majorée par la méthode suivante 3
Muitiplions les deux membres de l'équation différentielle par Zla( t),

prenons la moyenne temporelle et la partie réelle des deux membres, Remar-
quant que l'opérateur de ML ~dérivation est conservatif, on obtient :

Re(Ayln] = RE (15 <mfu-nzh-

Ia monotonicité forte de la matrice A donne ensuite :

gl s M- fisu

ce qui montre que :

¥ < &

Nous poserons, dans tout ce qui suit & =1

f
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b) L'opérateur X n'est pas compldtement continu. En effet, s'il
était, il transformerait toutes les fonctions quasi-stationnaires en des
fonctions S -presque-périodiques.

c) L'opérateur K n'est, en général, pas auto-adjoint, mdme si la
matrice A est hermitienne, En effet, la matrice A ++1X1ln'est pas hermi-
tienne,

4) L'opérateur H est strictement monotone (cf. G.J. MINTY [1]) -

En effet, on a s
b 2 2
e <)) 5t)> + Re <Axt)](t)> = Re <o) |5t) >
D'odr s
> » e 3
3i51%] ='{t};5bz <M () [3®)> » Moo | 5m) " = o I 511"

Autrement dit

RE[§1KS1 5 «n XS’ >0 stlfuEo.

II - SOLUTIONS QUASI-STATIONNAIRES D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL NON-LINEAIRE -

Considérons le systéme différentiel non-linéaire suivant :
(k) + A(e) + F(E;5(0) = F(b),
ouF (e)= F(t, «) est un opérateur gquasi-stationmaire 'm:‘-continue, et

oﬁj est une fonction l-cuasi-stationnaire parfaite vis-a-vis de 1l'opéra-
teur & (cf. chapitre A6, paragraphe IV).

Considérons 1'espace Tﬁ(j ; M ,C™) engendré par la fonction §

cf. chapitre A6, paragraphe IV), avec sa topologie hilbertienne; cet es-
l
pace ne contient gque des fonctions l-quasi-stationmaires.

Introduisons 1'opérateur H défini précédemment; nous pouvons transfor-
mer le systime différentiel non-lindaire considéré en une équation opéra-
tionnelle non-linéaire & valeurs dans l'espace 'tg;(jl ; ME, €M) ¢

(%) 5« KTy = AE

Nous allons donner quelques méthodes permettant de résoudre cette
équation dans des cas particuliers.

1°) Méthode des approximations successives -
Supposons que l'opémteurg soitlipschitzien s
s -Fym < Lys-yu

Théoréme - Si &8 <1 , alors 1'équation opérationnelle non-linéee o (%)
admet une solution et une seule,dans Tg (§53m, ¢y

(on rappelle que || H{|j < & . é ).



Démonstration -

Considérons l'opérateur %= - HFaqui transforme 1'espace tg (§ ;M5 C™)

dans lui-m8me, Chague solution de 1'équation opérationnelle (%) est un point
fixe de la transformation = .Q.cp+‘3£§ et réciproquement., Or l'opérateur £
est lipschitzien contractant, car :

W% - Qg W30 Fy - Tyl < 38 wg-yu-

La tmnsformtion@:.ﬂl({)-rﬂ{, admet donc un point fixe % et un seul, donné
par le "schéma des approximations successives" suivant :

5"'-= Sz%n-‘\":k's'

2°) Variante de la méthode précédente -

Supposons que l'on puisse mettre F(t, 5) sous la forme :
F(t,%):G(t;&s,‘g)

oW G(t; e, e) est un opérateur de € "xCMdans " vérifiant s

1) WG (o5 %50 - G5 Y3l € Ll + B 15—y,
11) NGCso%5)-GCs oyl < Lug-yu.
Théoréme -

si &0 <1 et f ( €1+ gz) <1, alors 1lt'éqution opézrationnelle ()
admet une solution et une seule dans 1l'espace ’ng (§3M , €™,

Démonstration -

L'équation %4 = -XG(e, @, %) +:K‘f posséde toujours une solution et
une seule 3€ Tg;(j' ; M, ™), quel que soit Qe '%(5 ; M7 ,C™), d'aprds

la méthode précédente (car A <1). Appelons W 1l'opérateur qui, & chaque ¢ ,
fait correspondre la solution i

WY = - Ha(s; @, W)

Cha.tiue solution de 1'équation opérationnelle (&) est un point fixe de la
transformation

P W v Hf

et réciproquement,
Or l'opérateur West lipschitzien contractant, car :
Wy - Wy g WG (s 55, Wr) -6 (a5 y, Wyl
<R Lug-yn € gwy-wy )
D'ol

¢
W, - W — -y
il Wx \;lﬂs‘l_”2 n3-yu
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La transformation Y < W¢ admet done un point fixe % et un seul, donné par
le schéma de l'approximation successive suivant :

%n-= -3CG(:;0§“:1 ’ %n.) +3C£ :
Remarque -

La démonstration montre que l'on peut remplacer la condition (ii),
trop restrictive, par la condition suivante :

1 bis) i Wy- Wyl < R {& gy e G wy-wy )

3°) Héthode repusant, sur la monotonicité (Minty) -

a) Rappelons un théoréme de Minty (cf. G. MINTY [2]) -

Si & est un opérateur monotone, contim, partout défini d'un espace
hilbertien 36, alors (I +8) est partout défini et est continu.

b) De partir de ce théoréme, on peut démontrer le théoréme sui-/
vant 3 '

L'équation opérationnelle (%) posséde toujours une solution et une

seule, dans la classe considérée, si l'opérateur F est partout défini,
continu, borné, monotone et satisfait & 1l'hypothése suivante :

To Ré < 7 (£, 508) | 5> » Busw

ou p est un nombre strictement positif et ol f est un nombre strictement
supérieur a 1l.

la démonstration se fait comme dans G. MINTY (2].

III - APPLICATIONS -

Considérons le systéme différentiel suivant :
(% %) ) + Ag(t) + BE(L) = £(b)

ol { est une fonction oo -quasi-stationnaire, & valeurs dans €™ et ou B

est un opérateur de €™ dans €™ (la forme de cet opérateur sera précisée).

1°) Application de la méthode des approximations successives -
On suppose que B est un opérateur de la forme :
By = B, %)
ou B ('5 yooey 5) est un opérateur p-linéaire borné :

WB B )U < PUSN - Uspll-
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Théoréme -

L'équation différentielle (k%) possdéde une solution oo -quasi-
o0
stationnaire 5 € T (§ m,C") si

w3 < J’%’ (;‘1—5)*’4_'

Démonstration -
Les approximations successives s'écrivent :

Bn t "KB%n-a = :R'f

-

D'ou

TR RS I YT

Cette inégalité de récurrence montre que si

WXFm < 3;—4 (?}‘75—)?:—1

alors, on aura (cf. lemme B du chapitre B6) :

g0 €™ < (“"1——)1—’1‘? quel que soit n .
Utilisons la propriété 4 -linéaire de 1l'opérateur 3 ; nous avons
 uBy-Byu < pPMT Ny -
Far suite :
n2y-ssu gl Hy-sm,
RY - ?&{5,\4?'1< 1.

avec

Le théoréme est donc démontré.

2°) Application de la deuxiéeme méthode -

Ici, on suppose que B est un ogérateur quadratique dérivant d'un opé-

rateur bilinéaire B : By =P (5 » %) avec :
i) WHyzm < Puyl-uz
ii) Ré <B(y,3)|%> »0

Lt'application de la méthode des approximations successives montre que
sigfy < 2—.&“?‘5_ , alors 1l'équation différentielle (%) posséde une solu-

tion e -quasi-stationnaire %3 . Mais cette méthode n'utilise pas 1l'hypothése
(ii). On va utiliser la deuxi®me méthode des approximations successives
pour démontrer le théoréme suivant :
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Théoreme -

Si | §N < - » alors l'équation différentielle () admet

o0
une solution o -quasi-stationnaire ge T(fsm,Cm).

Démonstration -
On remarque d'abord que si &(3 HPw <41 , alors l'équation
5 +J (e, 3) = X§ posséde toujours une solution e -guasi-stationnaire,

et que |yxu¢ ® pfy (en utilisent 1'hypothése (ii)]} « Par suite, les appro-
ximations successives

5= %§
{ Bnt x5 Ubn-a "5n) = 'JC&
peuvent étre itérées indéfiniment si &'fb Bfu <1

Considérons l'opérateur W défini par :

W+ XD (@, W)= 0
On a :
Wﬁé- W’wé = XD (y, Wy) - XD (5, W)
= KR (g, Wy) - KB (3, W -Wy)
D'ou

P Wy < R By, Wy s Kpufuuy-yu
Comme &ap mjm <41 par hypothese, l'apprbximation converge.

3°) Application de la méthode de Minty -

Nous supposons dans ce paragraphe que toutes les fonctions sont
réelles. On prend '

24
By =Pusi %
ou {5 et X\ sont des nombres réels strictement positifs.

Les approximations successives ne convergent que si § est assez petite.
La méthode de Ilinty permet de démontrer le théoréme suivant :

L'équation différentiellc (k%) posséde toujours une solution o -quasi-
. stationnaire unique (quel que soit l'ordre de grandeur de §).

En effet :
i) ltlopérateur B est partout défini, contim et borné,

ii) il est monotone car :
By-By = 4 (5-4) (nabu"l ugﬂ“) +g(g+g)(u5u“— )
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Dlon
IR BTN CURT T YIS ll'd\!g) (157 l!‘.i““)
iii) on a :

<5|By> = pusr
Donc :

[51B5] » pu 5;"“’ (inégalité de Holder).

CeQeFoD.
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—— CHAPITRE B} —

————
SOLUTIONS FAIBLES ET QUASI-STATIONNAIRES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OFERATIONNELLES LINEAIRES

I - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Données spatiales : le triplet!lv e H, alu, v)}-
a) Soient V et H deux espaces de Hilbert. On suppose que Ve H
algébriquement et topologiquement et que V est dense dans H . Le produit
scalaire dans H sera désigné par < |» et la norme par| | . Le produit

scalaire dans V sera désigné par & |p» et la norme par{ || . La constante
d'immersion de YV dans H sera désignée par 4 :

v Bvlh , Yvev.
b) Soit w,v”—» a(w, ) une forme sesquilindaire :
i) contime sur VxV, c'est-a-dire : |a(w,v)| g [|wi v}
ii) coercive, ou plus précisément : R4 a (v,v) y « vt (>0)

2°) Donndes temporelles -

On donne une fonction t_, § (L), définie sur R'= (0 ,0), & valeurs
dans H , l-quagi-stationnaire :

feé(o,oo;H).

“
On aconsidérera les espaces ?:*( s M, H) et T (§ ;M , V) engen-
drés par la fonction § , définis dan$ la partie A. (k)

Ces espaces sont munis de leur topologie hilbertienne naturelle. Le

(4) Par convention, 'C#(‘f 3 M5, V) désigne 1'espace 'C“(j 5T y H—e V).
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produit scalaire et la norme dans 'E'({f 5T, H) seront désignés respec-
tivement par [ | ] et | W » Le prodult scalaire et la norme dans

‘t*(; ; Mo, V) seront désignés par [L | ‘B et Wil M-

5°) Objet du chapitre B3 -

Nous allons poser, résoudre et interpréter un probléme, appelé "pro-
bléme B3".

Le théoreme d'existence sera démontré par cing méthodes différentes
méthode de projection, méthode des différences finies, méthode de Galerkine
(approximation par projection), méthode de perturbation (régularisation
"elliptique"), méthode reposant sur 1'analyse spectrale des fonctions
1 ~quasi-stationnaires.

La méthode des différences finies et celles de Galerkine pourraient .
8tre utilisées pour la construction numérique de la solution.

La méthode de perturbation fournit une régularisation "elliptique" de
la solution.

Le cinquiéme méthode reposant sur l'analyse spectrale me semble la
plus rapide ¢t la plus intéressante, surtout en ce qui concerne les pro-
priétés statistiques de la solution (fonction de corrélation par exemple).
Cependant, & la différence des autres méthodes, elle suppose l'hermicité
de la forme a(w,v).

II - LE PROBLEME B3 -

1°) Position du probléme -

»
On cherche une fonction l-quasi-stationnaire w e T (§ 3 ', V)
et vérifiant la relation

@ '{'3; {—(u-(t)l‘b(b)>+a(w(b),<§(b))}-'.)(1;1-.; <§&) | de) >

pour toute fonction & :

i) appartenant a l'espace é(o,oo V) A w' (0, c0;H)

ii) # -comparable 3 toutes les translatées de § .
2°) Le probléme a un sens -

la donnée de a (w,v) équivaut & la donnée d'un opérateur .ke.«S(V-»V)
avec @

a(u.,-u').gﬁu,lv» , weV , wvev
D'autre part, soit Je e (H —+V) l'opérateur défini par s
<Koy gibjvy |, hew , vev.

L'équation @ s'écrit

3[‘; {- <w(t) |IP®) + <Jf>u(t)|¢>(t)>} -  SMOITIOPY
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Or u,.ﬁiuet Jf sont des éléments de l'espace C (j M ,V). D'autre

N

part, Q et Jc{; sont # -comparables a cet espace. Le probleme 8 blen un sens.

3°) Réduction du probléme -

Soit § une fonction satisfaisant aux conditions (i) et (ii). Considé-
rons le sous-espace vectoriel E de l'espace de Bass & (0,00 ; V) engendré

par les combinaisons lindaires des éléments de t*(f s M, V)UT(GsM,YV ).

La ’m:-femejure E de E est encore un sous-espace vectoriel de & (0, 003 V).
Structurons E en un espace hilbertien par le procéd,e' habituel. Toute fonc-
tion de E , et en particulier, les fonctions ¢ et § , peut se décomposer

en somme d'une fonctlon appartenant a 'Z'*(s M, V) et d'une fonction
orthogonale & T (j m* SV ). Pa.r suite, le probléme posé est réduit au
probléme suivant s

On cherche une fonction ue T ({ ’J'fb V) telle gue la relation @
soit vérifide pour toute fonction e T (_f M,V )n W (o, 003 H).

Remarque -

Comme W (o, c0 ; H) est dense dans W' (o, oo 3H), si la relation @
est vérifiée pour tout ¢ € T (§ 3M ,V) A W (0,003 H) alors elle est
vérifiée pour tout ¢ € 'C'*(j M, V) A W(o, 00 H).

III - THEOREME D'UNICITE -

Dans cette classe de solutions, la solution du probléme B3, si elle
existe, est unique.

Démonstration -

Soient w, et w, deux solutions du probléme posé. Posons
w(t) = uy (k) - Uy (k)

La fonctionw vérifie la relation :
™ {<- W) | Fe) > + 4 (w(t),é(t))} -

La fonction wr étant ']n:-contime, on peut l'a.pprocher par une suite

de fonctions 4wy, appartenant & 'C(w m,V), M -denvables et vérifiant
1tégalité :

Re ?&’ <wW(t) JWy(t)> = ©

Posons :

wr(k) = W (k) + B, (t),

ou la fonction 8, tend, dans M (0,00 3V) vers O quand m —»00.
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On a alors, en prenant ¢ = w :

Ri '{&, a (wn(l:); wn(t)> <R 'thI? a (Gn(t))wn(t)) :

La coercitivité et la continuité de la forme a (u , ) montrent alors
que

o WS Syl Ba bl W I 5
ce qui montre que :

M w i = o

Remgrque -

Dans cette démonstration, la condition initiale n'intervient pas.
Autrement dit, deux solutions du probléeme B3, avec le méme second membre
et des conditions initiales différentes, sont b -équivalentes.

IV - THEOREME D'EXISTENCE -

Nous allons montrer l'existence de la solution du probléme 33 par
une méthode trés classique, dite méthode de projection (cf. par exemple
Je Lo LIONS [1]).

¥ ]
1°) Considérons l'opérateur lindaire Kk de & = & (};fm:!,V)n 'W(o,oo;H)
dans T¥(§; m?, V) défini par :

K=-JV+fG

. #
C'est une application injective de& dans T (§ ;'.m; » V). En effet,
si k=0, alors [[cﬁlk({)]]:. 0 , et par suite :

2canioneso.do)) o

donc
meém=o.

2°) Posons K&=F ; K est une application bijective de & sur F .
Soit k! 1a bijection réciproque de k . llontrons que l'opérateur K-’ est
continu de F dans & . IEn effet, posons Kd=vy, ou = k'Y . D'apres la
coercivité de la forme a (w ,v) et la propriété conservativo de la MuE-
dérivation, on a :

«lem” < |[&]#8]

SIS - Wy xd

D'ou

=
mxw g L

3°) On peut, par conséquent, prolonger par contimuité k™' en K-’ ’
application linéaire continue de ¥ [adhérence de F dans ¥ fismt,v)
dans & y C'est-a-dire dans 'C*(} smME, V).
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L'équation @) est équivalente a :

Mw|xd)) = [osie]),

Lofo] =[5 1<) = (5179, v§ T

4°) La résolution de cette équation est immédiate. En effet, soit P
l'opérateur de projection orthozonale de ’C*(f 5N, V) sur F .

Posons : Q= kP q est une application lindaire continue de
z(5 M,V ) dans 2:(5 ;M L,V ).

Soit Q"* son adjoint, On vérifie que si l'on pose :
*
w = Q J.f )

alors u est une solution du probleme @ .

Remarque -

Comme il y a unicité de la solution, & = ’C#(j‘ 3, V) et P est
1'identité. Donc :

w= (V'35

V - APPROXIMATION PAR LA TETHODE DES DIFFERENCES FINIES -

1°) Equation gux différences finies associbe au probléme posé -

On considere l'équation suivante :

- 5 t
%{%b<ug(t)_ ug(t-hy |8t) > + a (u&(t),(i)(t))} iR CILICH

ot R est un paramdtre (fixé dans cette équation),
ot b — up (&) est 1'inconnue

# 2
et o § est un élément de T (f3 I,V ).

Comme le premier membre est une forme linéaire continue sur
'C(f?rb ,V ) et comme :

Je '{l;(-);{(uﬁ(t)_u&(h.?t) |ugt > + a (u&(t),ug(t))} y afug i’
cette équation aux dlfforences finies posséde toujours une solution et une
seule appartenant & T (f m,v).
2°) Majoration -
On a :
o g I <MW - Wug



D'ou
g’ < Y usu

3°) Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité de
tout banach réflexif, on extrait une sous-suite {u&} tendant faiblement,

# 2
dans T(§ 5 M ,Vv) vers une limite w .
On vérifie trdés facilement que w est une solution du probléeme B3.

Comme il y a unicité de la solution, la suite {u,& terd elle-méme
faiblement vers la fonction u (on n'a pas & extraire une sous-suite).

4°) Hontrons qu'il y a méme convergence forte de la suite {u,&} vers w
N 4
dans M (a5 00 5V ). Soit & e'C*F(S 5, V) A W (0,00 5H). Posons

Q:%{a(uh.@)ua-é)}

D'ou :
¢-Up ¢
<G‘&='m:{<ﬂu%-3e>-d(¢)u&-¢')-<u%"___£-__>}.
Quand 2.-»0 ’ 8{ tend vers

Ea Ml <flu-g>-a(du-0)s <ul®>)
= ma.t'\u/—@ ;“‘&)

.
Ce résultat, démontrs pour ¢ e 'C#(f ;M , V) A W (0,00 5H) est encore

valable pour & T (5 H 'mf, V) par un raisonnement de densité. Faisons
¢ = uw , nous obtenons :

’Iﬂ;{a(%_u,u'y-w)} —»0
La coercivité de la forme a (w,v) montre alors que :
] Up - w i} —>o

#
autrement dit, Ug tend fortement, dans T (5 5 ™' ,V) vers la solution u .

VI - APPROXIMATION PAR PROJECTION (méthode de Galerkine) -

Supposons que l'espace 't#(.f ; M, V) soit séparable. Le domaine B(V)
de l'opérateur de ¢ -dérivation étant partout dense, on peut choisir une
base {‘\’;} e D (V) et orthonormée dans T*(_f ; M5, V).

1°) Définition deg solutions approchées -

On définit les solutions approchées par @
mw

U (E) = ;; w; Y, (k)
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:,hlg i;on impose aux w;, dépendgnt en fait de m , de vérifier le systéme
rique suivant ¢ :

T {<w’m(=) P> +a (um(t), tIJ,-(t))} =0 < fe| ) > -

2°) Existence des solutions approchées -

Posons :

ag = Moa(y;,¥;) .
by = Mo b >
§3 =M< 1Y,

et considérons dans l'espace €™ les vecteurs a={wa-},}'___ {ja} et la
matrice C = {a;aw ‘3} « Nous obtenons l'équation suivante :

—

ew -7

Comme R4 CGG bocl"u:‘f, la matrice C est inversible, ce qui prouve l'exis-
tence des solutions approchées.

3°) Comvergence des solutions approchées -

a) On obtient facilement une majoration des solutions approchées

Wl < X wsn-

b) Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité
de T (f3mM',V), onextrait, de la suite {u,m} une sous-suite iup} qui
converge faiblement, dans ’C*(S ; M3,V ) vers une fonction u .

4
c) Soit ¢ un élément quelconque de ’C#(‘f ;M ,V) A W (o,e0;H)
On peut écrire

q
e n. T
d = 'Jl;‘b_:iwu (f)q avec éq(l:) = ?A‘Z“ @ Py (8)
Pour'qg? s ON & 3
Mo § <y | €g> + 2 (up,8q) ) = Mo < 18>
Faisons tendre p vers oo , On obtient :

Mef<-u|Bg> ra(w, &)} = M <§| &>

Faisons tendreq vers oo , nous obtenons :

b {<-w)l¢(t)> ra (wm,c@ct))} =T <JE) | de) >
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d) Puisqu'il y a unicité de la solution du probléme posé, la
suite{u.m} tend elle-méme faiblement vers la solution u .

e) Soit e "C#(f 3 M&, V). On peut montrer que
g, = R m{a(um.qa,um-@)}
tend vers

€ = ﬁéim;{a(u-.dé ‘,u.-(ﬁ)}

Faisons alors s §= w ; nous obtenons | - wllj — 0 » ce qui montre que {u.m}
tend fortement vers u .

Remarque -

Si 'C#(j' 3 M7, V) n'est pas séparable, on le remplace par l'espace
?':‘; (9§ 3 M’ ,V) défini de la fagon suivante :

C'est le plus petit ensemble de fonctions qui :
i) contienne la fonction J§
ii) ne puisse contenir une fonction sans contenir ses translatées

iii) ne puisse contenir deux fonctions sans contenir leurs combinaisons
linéaires

iv) ne puisse contenir une fonction sans contenir sa transformée par
1'opérateur

v) ne puisse contenir une suite de Cauchy de fonctions, sans contenir
leur MF-limite

(cf. chapitre 46, paragraphe IV).

VII - REGULARTATION ELLIPTIQUE -

1°) Le probléme elliptique -

Considérons 1l'équation perturbée suivante :
'{E;{a(uecb),w)):; < (B)]Bek) > + € <rg (E) | é(t)>} = '{% <j®r)@ct)>

ou & est un paramétre positif.

Par la méthode de projection exposée au paragraphe IV, on va montrer
que cette équation admet une solution

u, € T#(S ;’J’Y(f,V) n w'q(o,oo-, H)

a) Considérons l'espace ¥ - 'E#(f ;M L,V) A W' (0,00 3 H) mni
du produit scalaire :

fs19f, = [519])+ [519]
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Ctest un espace de Hilbert.
b) Pour tout $& &, la forme lindaire

“‘s““’%{a(%v‘{’)* <up ]8>+ &<y [ €5 |

est continue sur &.

I1 existe donc une application linéaire § -k de € dans € telle que
Mo 2 (U, B)e < |d>+ E<ug @5 = ug |kt .
{ b= fuaiee,

Cette application est injective de & dans %€, car si k$ =0, alors

wdmt+ ERPut=o.

c) Posons KE-=F 3 K est une application bijective de & dans F .
On peut montrer que sa bijection réciproque k™' est contimue. Par suite,

on_peut prolonger par continuité k" en k- , application linéaire continue
de & dans &,

D'autre part, § —, [élé] est une forme semi-linéaire contimue sur ‘€ ,
il existe donc un élément §, de & tel que :

rsiel - {512 ),

d) On vérifie alors qu'une solution de l'équation perturbée est
donnée par :
—
U:é= (K P) 50 >
ol P est l'opérateur de projection orthogonale (dans %) surF .

2°) Nous allons faire tendre & vers O -

a) D'abord, on remarque l'inégalité de l'énergie suivante

o I g W1+ € W E g WM el -
D'ou, les majorations g priori :

Wuell < X wifu

et
VE jlull < % R

b) La boule unité de 'C'*(f s ME ,V) étant faiblement compacte,
on peut extraire une suite {u,‘?} telle que :

Up — w dans "C*(j $ M, V) faible

Vo Wy —»>w  dans ’C*(} ; ME,V) faible
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Comme Uﬂ;{f)<upl<{>>} tend vers C quand )— 0 , la fonction limite u sa~
tisfait &

M fa(w,8)-<w|@>} = M <flé>,
pour tout § e ’C#(f;'mf,\/) N '\.U"(o,oo 5 H).
Par suite, w est solution du probléme B3.

c) Comme il y a unicité de la solution de ce probléme, la suite
{“"e} tend elle-méme faiblement vers w .

d) Montrons que les fonctions w

. convergent fortement dans
T(fsm’,v) vers la solution u .

)

Pour cela, on montre que
g, - ﬁgon,{ (we- @, U= @) v € <ty |up >}

tend vers

€= R fa(u-d,u-0)},

pour tout ¢ e TH(f;MA V).

On fait ensuite $=u , et on utilise la coercivité de la forme a(u,v).

VIII - W -DCRIVABILITE DB LA SOLUTION -

Considérons 1l'équation perturbée suivante :
%{a (sectr, 800+ <we®| BB > + & < uz®) | Etrn | = M < Sty | @) -

Cette équation admet une solution et une seule w, appartenant a

TS5, V) A W(o, 005 V).

Les majorations (fju, i < 'f_( nin et Ve ifil “”e il g% lifw permettent
de montrer que Ue tend vers la solution w du probléme B3.

Mais rien ne prouve que la solution w est M’ -dérivable. Nous allons

montrer la 'Il’l:—dériva.bilité de la solution dans les deux cas suigants.
Pour cela, il suffit d'obtenir une majoration a priori sur la N -dérivée

de la solution approchée Ue

1°) Cas ob fe W (o 00 ;H) -

Posons :
4
V() =%[u€(b+a)-ué(k)] et gﬁ(t) =%[§(t+%)_5(t)].
La fonction vg’ vérifie 1'équation suivante :
f t, L
m’{a(%,é)+ <V 8>+ Eg lé»} = 3Yb<g?‘|4>> .
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0y

D'ou :
wotn < Sugdtu < Tufn.

Faisons tendre h vers 0 . Comme we W'(o,e0 ;V), sa Mr-dérivée U
doit vérifier :

Weem < S s

ce qui montre que la solution w du probléme B3 posséde une m’b'-dérivée,

dans M2(0,00;V) ¢

we ‘lU‘(o,oo-,V).

2°) Cas ou la forme a (w,w) est hemitienne : a(wu,v) = a(v,w).

Posons :

Uy (t) = Qn(t).. 8, (t)

i) &, est dans 'w"(o, o3 V)
ii) 9, tend vers O dans M 0,00 3V) quand M —s 00
111) Ré Mo ¢ uy | Dy = o.
Dans 1l'équation perturbée, faisons : $(t) = ¢, (& ). Nous obtenons s
'm:{a.(u.& Ue+ 00) & <Ug |u,2+9n> +€guy | c[>'n>} =M <§ \u’£+9n_> ,
Prenons la partie réelle des deux .membres. Remarquons que 3
Ré Mg u |8 »
Re Woa (wp ,ue)

) (par construction)

) (hermiticité de a (u,v)).

i

Par suite :
Re M, {a(ué,Gn)+|u’£‘2+ <u’£'|6n>}= 3{é'3rb{<§|w:5>+ﬂen>}

D'ou :

0l < NF- et + 0 O b (el + ¥ Huhs ¥ wfn)

Faisons tendre n vers s , nous obtenons :

flwell < WU

ce qui montre que la solution w du probléme B3 est M? -dérivable, dans
'JR:(O y 0 3§ H) :
we Wio,m;H).
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Remargue -

4
Dans le cas ol fe W (0,0 3H), par la méthode des quotients diffé-
rentiels, on peut montrer trés facilement que

W5 (Y- w)ur < Tufu-

Cette majoration montre que u posséde une N -dérivée faible dans l'espace

m"(o , 3V ). Mais pour montrer que u est fortement M -dérivable, il
faut utiliser la méthode de régularisation elliptique, comme nous 1l'avons
fait.

IX - INTERPRETATION DU PROBLEME B3 -

Le triplet { V,H, a(u,v)l définit un opérateur A non borné de H
dans H (cf. par exemple J.L. LIONS [11).

Le probléme B3 est une formulgtion faible de 1'équation différentielle
opérationnelle suivante, & valeurs dans H :

u.’(t) + Au.(t) :5(‘:) .

Voici le sens du mot '"faible'" :

Soit w la solution du probléme B3. En général, w (t ) n'appartient
pas au domaine D (A ), donc Aw (t ) n'existe pas; puis u n'est pas néces-
sairement M -dérivable dans M» (o, ;H); ensuite il ne s'agit pas ici
de la dérivée ordinaire, mais de la W’-dérivée; enfin méme si Auw(t ) et

w(t ) existent, 1'équation précédente n'est pas nécessairement vérifiéde
presque partout; on a simplement :

wk) v Au(t) = f(b)+ O¢E),
ot @ (t) est une fonction équivalente & O de 1'espace M (o, 00 5H).

On pourrait obtenir une interprétation plus précise en utilisant la

notion de M -distributions et celle de My -dérivée au sens des N -dis-
tributions. Mais, on peut éviter ces notions en introduisant un espace
supplémentaire : l'espace V' , antidual de l'espaceV .

1°) Propriétés concernant le tri;gle_i:{v J H l\_f__’} -

Nous allons d'abord rappeler les propriétés classiques concernant la
dualité (cf. par exemple J.L. LIONS [2]).

a) Par définition, v’ est l'espace des formes antilinéaires conti-
nues sur V .

Soit e H . Comme Ve H algébriquement et topologiquement, la forme
1r-,<g.|'u-> est antilinéaire contimue sur Vv , elle définit donc un élément L
de V'; V étant dense dans H , 1'application & — L% est injective de
dans V’; on identifie alors Lk a B Done ¢

VecHceV  (uest identifié & son antidual).
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b) Si weV'etveV , leur produit scalaire dens 1l'antidualité
sera désigné par Lw|v) .

La norme et le produit scalaire dans V’seront désignés respectivement
par || T et « | »*.
On a :
llw]‘i‘sbufli%r_)_\ , wev.

avec cette norme, V' est un espace de Hilbert.

c) Si weV, l'application u—gu|vy est antilinéaire et contimue
sur V , elle définit donc un élément Au de V' :

Qulvy = <Aujvy .
On définit ainsi 1l'opérateur A, avec AeS v _,V') et on montre que A
est un isomorphisme de V sur V’. Soit J 1l'isomorphisme réciproque de N,
On a :

(M‘Wi»*"- «Iw; | Jwp p = <wy|Jwe) w,,w, e V.

* #
d) Considérons les espaces T (§ ;M V), T (§ ;M H) et

'C#(j s M7, V') engendrés par la fonction quasi-stationnaire § o Alors,
il est immédiat que :

1) 8iM¢ w(k )| v (€)y = 0 pour tout w & 'Ck(f s M, V),
alome i) = o-

1) 516 <w (¥ )| w(8)5 =0 pour tout e 5 s me, V),
alors fjjw |*= 0

(on désigne par y " la norme dans TH(F s me, v ).
2°) Interprétation du probléme B3 -

Considérons la forme a (uw,v) donnée précédemment. Si weV , alors
'v‘_,a(u,-u') est une forme antilinéaire contimue sur V , donc :

a(u,v)= <Aujv>, Au eV’
ce qui définit un opérateur A & < (v V).

On remerque que l'ensemble des ue V tels que AueH est le domaine de
1l'opérateur non borné A dans H .

L'équation @ s'écrit alors :

'{{1; {— <ut) | k) > 4 <Au(E) |4><t>>} =T <f® 8>,

pour tout c}e'l“t(j M, V) A W(o,0a;H).

Nous allons d'abord montrer une précision supplémentaire sur la solu-

tion u : w est faiblement- JNF -dérivable dans l'espace Ms(o, caj V).
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En effet, on a :

[T <u® | F©>] < MAw™ wd i+ mu'. wé

pourtoutcbc?:(f m*, V)(\'U.T(o o 5 H).

Soit Y un élément de T (5 m.2, v’ )nW(O,oo,V) Posons@ JP.
On a alors :

| <] 3¥>] < {u Auml”+ wgn’} movw

[ <o W] < (e s win") wyu”.

D'aprés un critére de M, -dérivabilité faible (cf. paragraphe Bl, IV 4),
west YN ~faiblement-dérivable dans M (o , 00 ; ¥'). Désignons par w’
cette M -dérivée faible.

Le probléme B3 est donc gquivalent au probléme suivant :

On cherche une fonction w, définie sur RY , & valeurs dans V,
l-quesi-gtationnaire, M, -faiblement-dérivable dans M (o0 , 00 3 V') et
vérifiant 1'équation suivante, dans Mi (o, e0 5 V') ¢

Twiky s Augt) = §eb)

Cette interprétation domne lieu & la remarque suivante : On a supposé
4
que fe 5 (0,00 3 H)s Or 1'équation précédente suggére qu'il suffit que

fe 5(0, 0 ; V') pour que tous les résultats obtenus restent encore vala-
bles. Effectivement, il en est ainsi. un effet, dans presque toutes les
méthodes précédentes, on utilisait le fait que 'm,<;( t)| $(t) > est une

forme antlllnealre continue sur T (f m,v ), or cette propriété reste

vraie si fe 3 (e, 3 V). En particulier, si l'injection de H dans V’est
compacte, il suffit que t — § (t)soit scalairement quasi-stationnaire a
valeurs,ldans H

§eS,(0,00;H).

pour que presque tous les résultats précédents restent valables.

Nota - Le résultat du paragraphe VIII 2°) n'est plus valable si
1
§¢ S (o s 00 3 H ).

X - METHODE REPOSANT SUR L'ANALYSE SPECTRALE -

Lt'introduction de l'espace V' permet d'utiliser 1'analyse spectrale
élémentaire d'une fonctlon l-quasi-statiomnaire; en effet, A est un opéra-
teur borné de V dans v’ .
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Cherchons une so.lut'ion w de la forme :
%
W= j Cx)Y( 'x)
-0

ol Y est la mesure spectrale élémentaire de § et o X—C(X ) est un é1é-
ment de L*[Z; £(V'— V)], = étant le tenseur spectral énergétique de § .

L'opérateur C doit vérifier :
LXC(X)+ACX) =1
Or 1'inégalité Ré < (XTI +A)v|v)> » ajjv|®, x>0 , v &V, montre
que l'opérateur LX I + A est inversible et

(XI4A) 1,
WXL gy € 2

Posons alors 3 )
M
C(x)—.-({.x1+A) 3

comme || C(X )| est borné uniformément en X par 1 , l'opérateur C est un
élément de l'espace L*[ X ; &L (V— V).

Supposons, en plus, que la forme a (w, ) soit hermitienne. Alors
on montre facilement que 1l'opérateur B(X)= +X1 (4X1 + e i(V’ —-V)
est contractant de H dans H . En effet, si Y= B(X)x , alors
(vX1+A )5 = 4X% . Multiplions les deux membres par Yy et prenons la
partie imaginaire,nous obtenons :

ly|®= Im <oy <lellyl-

Ce résultat montre que B e L' [&; 'i(H -]
Conclusion - ’

1
Cette méthode montre que : si{e S (0,00 3H) et si a (u,v) est
hermitienne, alors il existe une solution w du probleme B3, et

ue w'(o,oo-,n) n’C*(f;'m,',v).

XI - EXEMPLES -

On trouvera au chapitre B7 un exemple de triplet{ v,H4, alu,v)].
De tels triplets se trouvent aussi et abondamment dans le livre de J.L.
LIONS [1].
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— CHAPITRE B4 —

SOLUTIONS FAIBLES ET QUASI-STATIONNAIRES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES NON-LINEATRES

I - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Donpées gpatiales -

a) Le_jr_iplet{V 2B, a(u,¥)t s cf. chapitre B3, paragraphe
I 1°).. On suppose cependant ici que V et H sont des espaces vectoriels
sur le corps des réels.

b) L'opérateur multilinéaire B - Soit B un opérateur multilinéaire
de V dans H . Nous supposerons que B est borné de M (o0 , o0 ; V) dans

l)n;:.( 0y 00 5 H ) o
2°) Données temporelles -

On donne une fonction t — § (t), définie sur R~ (o0,00), 2 valeurs
dans H , 00 -quasi-stationnaire :

feg(o,w;u)

2 o0 [3
On considérera les espaces ¢ (§ ; D'I’ba, H) et T(f;M ,V) engendrés par
la fonction { , définis au chapitre ab6. Ces espaces seront munis de leur
topologie hilbertienne habituelle.

II - LE PROBLEME B4 -
1°) Position du probléme ~
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On cherche une fonction oo -quasi-stationnaire u e% (f 3 iy , V)
telle que la relation

Mo c-uw| g +a(\w(t),¢(t)) +<Bu)] 0> } = T <52 >

soit vérifiée pour toute fonction § :

i) appartenant & 1l'espace g (oyc03V)n Uf‘(o,oo;H)

ii) # -comparable & 1'espace "5(3 s M, V).

Le probléme a évidemment un sens.

2°) Réduction du protléme -

La réduction se fait comme au paragraphe 33, II 3°). On se raméne au
probléme suivant :

0 .
| On cherche une fonction u.e T(§; ',V ) vérifiant la relation @

| pour toute fonction § e 'Dlg(j' s mE, V) a We,005H).

3°) Interprétation -

L'interprétation se fait comme au paragrephe B3, IX. C'est une formu-
lation faible du probléme suivant :

On chercheue T (53 ms , V) verifiant 1'équation différentielle opé-
’rationnelle non linéaire suivant :

W) ¢ Au (k) + Bu(t) = §®)

ot A est l'opérateur linéaire non borné de H associé & la forme a (w, V).

IIT - THEOREME D'UNICITE -

I Si 1'opérateur B est '.m,a-continu et monotone, la solution du probléme
llposé, si elle existe, est unique.

Démonstration -
Soient u et v deux solutions du probléme posé. Posons
wtb) = w(b)-v(t)
Nous obtenons :
m,{_ <'url{>'>+a(w,c})+ <Bu_3v‘<1)>}- =0

2 .
La fonction w étant b -continue, on peut 1l'approcher par une suite

de fonction W, M, -dérivables, appartenant & T (§ s M, V) et vérifiant
1'égalité :

Mo (k)| W, ()S =
e < ()| Wy (8)> =0
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Posons w(t )= w, () + O, (t), ou O, tend, dans M (0,00 V)
vers O quand N —» 0« -

Prenant $ (t ) = w, (t), nous avons alors (B étant monotone)

Moa (w, ,wh) < I‘Ji’ba(emwn)]:,.]% <Bu-Bv|8, 5]

La coercivité de la forme &8 (u, V), la continuité de a (u,v) et
celle de B montrent alors que :

M I < 8, 1

ce qui montre que :

I =

IV - TRANSFORMATION DE PROBLE.E B4 - THEOREMES D'EXISTENCL -

Lorsque l'opérateur B est identiquement mul, on obtient le prohléme B3,
etudle précédemment . Soit H 1'opérateur lindaire contimu de € (§; m L, H)

dans 'C(f M, V) qui a chaque § fait correspondre la.solution W= Rfdu
probléme B5

TES P

Le problémc B4 est alors équivalent su probleme suivant :

On cherche ue%(f s MU,V ) et vérifiant 1'équation opérationnelle
non linéaire, & valeurs dans A (§3 ME, V), suivante :

ws+KBw =X f .

Le probléeme B4 est par suite complétement analogue au probléine traité
au chapitre B2, paragraphe II. Nous obtenons par conséquent les résultats
suivants :

1°) Premier cas -

On suppose que B est de la forme :

Bw = ﬁs(u,,...,u.
ot Hest un opérateur f—linéaire boimé
W 33t U Pl e i

Dans ces conditions, le pmbléme B4 possede une solution si

W51 <22 (P



2°) Deuxiéme cas -

On suppose gue B est un opérateur quadratique dérivant d'un opérateur
bilindaire $ 3 Bw=R(w, v) avec :

i) 0 vyl < BBl i

ii) < 2 («, U’). fvs o (coopérativité),

Ians ces conditions, l¢ probléme B4 admet une solution si )}gf{]; <¥:¢ -
30) Troisiéme cas - p
On suppose que B est un opérateur monotone s

<Bu-Bvlu.v> 0.

Dans ces conditions, le probléme B4 admet une solution unique si

satisfait & l'hypothése supplémentaire suivante :

At
<Bulu> » Plul

oﬁﬁ et )\ sont des nombres réels strictement positifs (>0).

. Nous allons montrer que 1'on peut améliorer ce résultat (i1 suffit
de prendre A= o), par la méthode de Galerkine.

Remrque -

M5 -dérivée dans l'espace Mi(o,c03H) s

we 'qu(o,'oo;H)

V - EXISTENCE PAR LA METHODE DE GALERGINE -

0
Nous supposons que l'espace T (§ ; Mo,V ) est séparable. On peut,
par ailleurs, enlever facilement cette hypothése restrictive (cf. la remr-
que finale du paragraphe B3, VI).
Utilisons la méthode de Galerkine (approximtion par projection).

1°) Définition des solutions approchées -

. ® .
Soit{Y;] une tase a6 T(f; M5V ) A W(o; 00 5V). Nous définis-
sons la solution approchée par s .

Wy, (£) ;-_é wy me (k) »

ou les w; , dépendant en fait de m, sont assujettis a vérifier le systéme
algébrique non linéaire suivant :

() M0 {< U8 [Py (0)> 4@ (%(t): LP;(E)) + <Bum<h>|¢a-<%;>}=3g:; <5®[4E)>
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2°) Existence des solutions approchées -

. Ce systéme algébrique n'est autre qu'une équation opérationnelle al-

gébrique dans R™. Or R™est un espace de Montel, tout opérateur borné est
donc compact. D'aprés le principe de LERAY-SCHAUDER [1], 1'existence d'une

solution est prouvée si l'on arrive & ottenir une ma joration a priori
des W

30) Majoration a priori -

La majoration a priori s'obtient & partir de 1'égalité de 1'énergie
suivante, déduite de 1'équation (%) :

X {<win(t) |am(®) > + 2 (wm(t) ) wm<t))+ <Bu, )] um(t»} = T < §&) [ (8) >

Utilisant la propriété conservative de la D'sz-dénvation, la propriété

coopérative de l'opérateur B et la coercivité de la forme & (w, v), nous
obtenons : i

1 ! v
ol W < WS- 1)t il -
D'ou
hwmtl € s
Comme l'opérateur B est borné de M (0,003 V) dans Mo(o,005H),
on obtient

By i < C%.

4°) Convergence des solutions approchées -

Utilisant la faible compacité séquentielle de la boule unité de tout
Banach réflexif, nous pouvons extraire, de la suite {u.mk une sous-suite {u.n}
telle que

. focd
W, — U faiblement dans T (§ M, V)
Bu, —> § faitlement dans %’(f, m’”, H).

5°) Equation vérifide par u et & -

Soit un élément quelconque de ’ol'a(f s M, V) N wq(o yoo 3 V).
On peut écrire :

2 . -
@:'ﬁ’(w&m CPq , avec @q(t):é%, cpédr)é(t),

9>

Multiplions (%) par (), , et sommons ené de 1 agq (q¢m ), nous obte-
nons 3 - )

'Xﬂ:{<nﬁml@q>+a(un,®q) + <3“’-n|@q>} = <ﬂ¢q >

Faisons tendre m vers co, puis q vers «0, nous obtenons s
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k) Toicu|d>ra(w,0)r <bjor} =M <fig)

6°) Solution du probléme posé -

‘ Pour démontrer que w est bien une solution, il nous reste A prouver
que 3 A

o <bigy <M <Buld>

Nous allons utiliser la monotonicité de l'opérateur B et une techni-
que due & G,J, MINTY [3] , utilisée déja par J,L, LIONS et W,A, STRAUSS
[1] [2]) . Posons :

o= Moa (U ,ug- @) + Mo < Buy -8 ju, - ¢ >
Comme u,, est solution de.(%), on a s
8o ol <f |- 0> - <BE |- 58 (8 0m-2)- <, |85}
Quand n tend vers o , g,;tend vers
BT fcflu-2>-<B|u-2>-2(&,u-0) < |8}
Or w vérifie (%¥), Donc
% - m%{a(u_d;,u.@)},um1{<%_s¢\qu;>}

4
Ce résultat obtenu pour @e’f(f s ,V) AW(s,e05V) est encore
valable pour @e%(j ; M7, V) par un raisonnement de densité.
Ia monotonicité de l'opérateur B montre que gn' est un nombre positif.

Ia limite & ne peut donc &tre négative, Prenons alors §(t)= u(t)- §P(L).
Nous obtenons

€ fa(¥9,9)r <bop (u-FY)| 5U5] 5.
Supposons & >0 et divisons par ¥, Alors :

TMoa (P, 4)+ Mo <B-B(u-5P) Y5 >0

Faisons tendre'g' vers O, on obtient :

Mo <b-8u|¥> 5o
De méme, si '§<o yOna

TMoa (¥, §)+M <b-2(u-FTY)|¥> <o
Faisons tendre?vers 0
MW < b-Bu|ly o

Donc

Mo < |y = Mo <Bu |



7°) Puisqu'il y & unicité de la solution, tous les points d'accumula-
tion de la suite{u,m} coincident, donc la suitelu,} tend elle-méme vers

N

la solution w (on n'a pas a extraire une sous-suite).

VI - REMARQUE IMPORTANTE -

Introduisons l'antidual V’ de V , et reprenons tous les calculs. Nous
constatons que la plupart des résultats précédents restent valables en
élargissant légérement les hypothéses.

Plus particulidrement et plus précisément, nous pouvons démontrer par
exemple l¢ théoréme suivant s

Théoréme -
On suppose que ¢
(a) feg(o,oo;V’)
(b) 1'opérateur B est de la forme Bu =R(w,..., ), od Hest un
opérateur 4 -linéaire borné de Mo, ;V) dans M (o, 005 V):

I (s g I < Sk B g -

Dans ces conditions, le probléme B4 posséde une solution si 3
1
o 4 o \P-?
mﬂu<£-u__)
P Ps

Ce théoreme sera utilisé au chapitre B7 (solution turbulente au sens
faible du systéme de Navier-Stokes).
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~— CHAPITRE B5 —

* SOLUTIONS FORTES ET QUASI-STATIONNAIRES
D'EQUATIONS DIFFEREZNTIELLES OPERATIONNELLES LINEAIRES

I - DONNEES DU PROBLEME -

1°) Données spatiales -

Soit 1 un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire <!> et d'une
norme || | . On donne un opérateur linéaireA de H dans # non nécessaire-
ment borné, auto-adjoint et strictement positif (A;,», ol , ol a>o).

2°) Données temporelles -

On désigne par R’ 1a demi-droite des nombres réels positifs, par
® (0,00 ;H) 1'espace des fonctions b @ (& ) définies sur R , a valeurs

dans H , continues et bornées sur R* ., L'espace € (¢, oo ; ) sera muni de
la norme -

P = sap [ Q&I te R"

On donne une fonction t ..,g (t), définie sur R* s & valeurs dans H ,

continue, bornée et l-quasi-stationmaire :

fe Gle,0,H)A S5 (c,005H)
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IT - POSITION DU PROBLEME -

On cherche une fonction t —» w (b ) ayant les propriétés suivantes 3

1) t— u(t ) est une application continue et bornée de R dans H ;
autrement dit s we #(o, 003 H).

t ) est différentiable pour o<t ¢ec , et llapplication

ii) b.,ug
t ) est continue pour o<t ¢ 00.

b-—r-U:

ii1) w(t ) appartient au domine D (A ) pour o ¢kt¢w, et l'applica~
tion bt . Au( bt ) est continue pour o<t < o0 .

iv) la fonction b—swu( b) est l-quasi-stationmaire; autrement dit s
weS(o, 05 H),

v) la fonction bt — u(t ) vérifie les relations suivantes s
(W) + Au(b)= (b)), pour o<t <oo
)
i w()=aeH

I1I -~ THEOREKE D'UNICITE -

lans cette classe de fonctions, la solution du probléme posé, si elle
existe, est unique.

Démonstration -
Multiplions les deux membres-de (#) par w(b) s
<W (B | u(t)> + <Au(b)|u(t)>= <51(t.)\u,(t)>
Ia positivité stricte de 1'opérateur auto-adjoint A montre alors :

- el R S O S HOTAEIO)

'I(

rit IOl LY BHOHRS FIOT
De cette inégalité, on déduit ‘s
£ _a(t-5)
fwE] < Juwel +j e I§@ide,
(-]

ce qui montre que si S(h\ et w(c) sont nuls, alors w(t) est identi-
quement nul,
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IV - LEMMES FONDAMENTAUX -

1°) L'opérateur A = - A est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe d'opérateurs contractants et fortement continus G (t).

-8
2°) Pour tout @ réely © , l'opérateur A  existe et est borné pa.r_1__9
: 4

6 ‘ps
30) Pour tout O réel positif, l'opérateur A~ G (t ) est défini dans
tout l'espace M , si t » 0 ; de plus cet opérateur est borné, et on a

: ((gﬁ% pour £ e R
A0 S S
{_ e e pour b>,.6,

o

"4°) Pour 6 ¢ Bg4y, On a ¢
’ . -0
! Kew-1)Ay ¢t

Corollaire du lemme 3 =~

o0
Si 0<B8 <4, alors / 1AG (5) ) db = K(8) <00
.0

Démonstration des lemmes :

1°) L'opérateur auto-adjoint strictement négatif A = - A possdde les
propriétés suivantes s

i)A est fermé, de domaine D (A ) dense dans K ,
11) AT - A est inversible pour Re >-ot ,
X
iii) 1a norme de l'opérateur résolvant R (X ,A) = (AI-A) vérifie
1'inégalité :

RIA,MIE 2, i ReX> -
ﬂ (A, )llé RN 1ot 81 >-c

D'aprds le théordme de Hille-Yosida (cf. E, HILLE et R.S, PHILLIPS [1]),
cet opérateur A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe d'opéra-
teurs contractants et fortement continus G-( b) e

6w | ¢ e

20) Utilisons la représentation spectrale de A (cf. F. RIESZ et Sz.

NAGY [1]) : ©
A=fxdg
Jx

oﬁ{ E)\},eat une décomposition de l'unité,
Par définition méme de 1'opérateur A'9 ,ona s

o0
A‘°=j xPdE,

o
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Le domaing de cet opérateur est constitué des élémentsf pour lesquels
1'intégrale/ lxe]a d “ E)‘f [jz converge, Four ces fonctionsj‘ , on at
* © o 0
T TN PR NS
o o

Cette étude montre que @

i) le domaine de A~ est 1'espace H
‘s -9 -8

ii) a7 <%

30) Le semi-groupe d'opérateurs G (t ) engendré par A. = - A admet la
représentation spectrale suivante :

oo
G(tb) =/ e"MdEA

o

o0
~Ab
A% G (b =f Neqe,

o

Par suite :

Ory pour t >0, ona :
£}
sup 2% e 20 (9_)
Ayo ke
D'autre part, pour t assez grand (b, 8), ona :
o
0 At g _ab )
Ae ¢ e P
Cette étude montre que :
1) 1'opérateur A® G (t) est défini dans tout espace H , oi ‘ts0
ii) on a 1
9)9 1
. pour k> a
(e (A >

1AG o) ¢
o(le e-.od:

pour b>/

R

4°) D'une fagon analogue, si 0¢@¢1 , ona ¢

-8 9, oAby .0 8, -p
A (Ge)-1 < by -e = b osu -
I ( ( )l\ < sup (4 ) ;)/J; po(1-¢7)

Or, pour w71 , ona : r.[e(me"*) £ Pje £1;
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y‘_
pour O W (1, ona : }l-e(Le-F): r“‘16(1}1.[ e_6d°)< P1-8£1.
o

Les lemmes sont donc démontrés.

V - PROPRIETES DE LA SOLUTICON -

D'aprés le lemme 1, et puisque § est continue, les relations (%) ont
pour conséquence la relation suivante (cf. par exemple R.S. PHILLIPS 121
t

(% %) u(b):G(t)a+jG(b-o)§(o)do

Avant de voir si w(t ) donnée par (k%) est effectivement la solution
du probléme posé, examinons les propriétés de w(t ) données par cette
relation,

1°) D'aprés le lemme 2 et le corollaire du lemme 3, on a s
] : & 2
Aue Go,0H)nT (§;M,H)
quel que soit 6 < 1 .

Fn particulier, la fonction t __.Aeu,(t) est l-quasi-stationnajre

2°) liontrer que kt ———>f\au.( £ ) est uniformément lipschitzien (d'ordre
€<1-8) sur RY, si Q<1 . En effet :

N .
PP u(tef) - A uct) = | (a(R)-T) A'G (t-2) f o) do
° b+
+/ G (t-04h)f(s)do
b

D'ou

.; |
v - 9+€
LUCORNOIRY [G&)-‘JAE/’* TG0 f(e) do]

r'H
+“J A°G(t-¢+&)5(0)do \].
4
D'aprés les lemmes 3 et 4 et le corollaire du lemme 3, nous obtenons:l
9 8 3 1-8
4wy - u | < K@PFERY S 151

VI - EXISTENCE DE LA SOLUTION -

Nous allons établir le théoréme suivant s

i) si la fonction t —»§(t ) est lipschitzienne d'ordre & >0, alors
la solution du probléme posé existe
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ii) si la fonction t . § (t ) est (localement) dérivable et si f’ est

iii)

un élément de ¥(o, 00 ; H), alors 4’ et Au sont des éléments
de €(o,00 ;1)

si, plus particulidrement, la fonction l:_.j',(b ) est uniformé-
ment continue, alors les fonctions t — wW(t ) et't — Au(t ) sont
l-quasi-stationnaires, ’

Démonstration -

140

i)

i;)

iii)

Ia fonction b — u( b ) donnée par (x%) est effectivement solution
du probléme posé si b —» u(t ) est différentiable, et si, pour

chaque t e (0, ), w(t ) appartient au domaine D (A ) de 1'opé-
rateur A . Or on démontre (cf. T. KATO [1] par exemple) qu'il en

est ainsi si la fonction b —» §(t ) est lipschitzienne d'ordre €50,

Si 1l'on suppose en plus que la fonction b §(t) est (locale-
ment) dérivable et que §’ est un élément de B (o , 00 ; 1t), alors
on a (cf. R.S, PHILLIPS [2]) :

t
w(t)= AG(k)a +/G(/J)f7(t—/3)d°+G(")5(0) .

(4

Par suite, u et Au sont des éléments de l'espace G (0,00 ; H).
Mais, méme dans ces conditions, les fonctions l:_._>u,’( t) et

t — Aw(t ) ne sont pas nécessairement l-quasi-stationnaires,
elles ne sont que scalairement-quasi-stationnaires.

Supposons maintenant que, plus particuliérement, la fonction
t—~ §7(t) est uniformément continue. Alors, cette fonction est
la Ms -dérivée de la .fonction t —f (¢ ). Par suite, la fonction
b—W(t) est aussi la M’ -dérivée de la fonction bt --»w(t ),
ce qui montre que W est l-quasi-stationnaire. Plus précisément :

We T (u; M H) e T mh ).

On en déduit que t— Au(t ) est aussi une fonction l-quasi-
stationnaire et que :

Aué_'t#(j;m:z,l-l)



— CHAPITRE B6 —

SOLUTIQNS FORTES ET QUASI-STATIONNAIRES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES NON LINEAIRES

I -~ DONNEES DU PROBLEME -

Les notations sont celles du chapitre BS.

1°) Données spatiales -

Soit H un espace de Hilbert, muni d'un produit scalaire< | > et d'une
norme | .

On donne un opérateur linéaire A de H ,auto-adjoint et strictement
positif (Ay &l , od &y o).

Dtautre part, on donne un opérateur B non-linéaire, non borné en géné-
ral, dérivant d'un opérateur fp-linéaire % par 1la formule s

Ba; = %(g’,]g.,) .

L'opérateur P posséde la propriété suivante s si ?L;, appartient au do-

0¢ 8; : .
maine D( A" ) de l'opérateur A* , 4= 1, 2,..., p , alors B( g, "-"g‘p)
est bien défini, avec

EY AT PY TS AT N

ol
O<9L<@<1;

et ol f est une constante strictement positive, indépendante des gu.;

2°) Données temporelles -
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On donne une fonction t — § (t ), définie sur R , & valeurs dans H ,
bornée, continue et 00 ~quasi-sgtationnaire 1

f=Bo,00;H)n 5 (0,%3H)

On considérera 1'espace vectoriel T (§ § M, H) engerdré mar la
fonction oo -quasi-stationmdire f{ , défini au chapitre A6,

L'espace vectoriel T (§sM,4)A B(o, co;H) sera muni de la
norme

@ = sup @ te R,

Ainsi structuré, cet espace devient un espace de Bamach,

IT - POSITION DU PROELEME -
On cherche une fonction t_, w(t ) ayant les propriétés suivantes :

i) b—~u(t) est une application continue et bornée de R" dans H ;
autrement dit

we (g(o,oo-,\-l)
1i) E—uw(bt) est différentiable pour 0 <t < 0,
iii) pour chaque b e (0 ,x), w(t) appartient au domaine D{(A)
)
iv) E—» Au(t) est continue pour ogt¢oo, 81 B¢ 4

v) la fonction b —» W(b ) est cc-quasi-stationnaire; plus précisé-
ment s

0
weT(f;M,H)
vi) la fonction E—s w( t) vérifie les relations suivantes
W(k) ¢ Au(t) =Buw(b) 4+ k) , o<tgon
(%) {
LL(O) =a & D(A)

IIT1 -~ THEOREME D'UNICITE -

Dans cette classe de fonctions, la solution du probléme posé, si elle
existe, est unique,

Démonstration -
Soient u et v deux solutions du probléme., Posons
w(t) = U.-U’;)——‘U’(t)

Nous allons d'abord montrer que w (bt )= 0 pour te fo,t]) olt t,50
est assez petit, mais non nul.
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Pour simplifier le calcul, supposons que 6,; = 0 pour tout 4 . Posons

M < sup {mA"u 1l on'm} :

D'aprés les résultats étahlis au chapitre B5, et avec les notations de ce
chapitre, nous avons :
3
8
A°w(t) =/ A G(t-5) [Bu(/o)_au.(m]do
(-]

et par suite : t

1w g 0'/ CORTEMOIETS
avec ’

¢ =pp mP-
)

-9
Prenons t, = [_"_:ﬁ] , et posons 3
20

m = sw “Aew(l:)“
o4k {k,p
Nous obtenons

0 ¢ _0 t‘l~9
A wE) | g Tm | (b-4) do = Om T

Qo
et par suite 3

mog r_;__\. , ce qui montre que m. = O .

Prenons alors l'; comme instant initial;, on montrera, par la méme mé-
thode, que w(bt )= o pour b gt ¢2t, , et ainsi de suite, Par conséquent,
w(t)= v(t) pour 0 g t ¢nb,, par induction, Faisons tendre n vers co,
et 1la proposition est ainsi démomtrée,

IV - DEUX LBERES -
1°) Lemme A -

®
Si la fonction t —q (t )= A f (&) est continue, bornée sur R et
est o0 -quasi-stationnaire, alors :

#
1) h-r% e Blmu)nT (g:MH)  si 8<0@
ii) Bfe‘. if(o,oo; H) n%(%;ma>H)
Ia proposition (i) résulte du fait gque 1l'opérateur A9-® est un opé-

rateur borné,
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D'autre part, posons :
-® )
B,%:%[ﬂ g,...,A %1:35

Nous définissons un opérateur B, qui est multilinéaire borné, Par
suite, la proposition (ii) est démontrée,

2°) Lemme B -

Considérons la suite des nombres positifs {/Jn} satisfaisant &
"1'inégalité de récurrence'" suivante s

VP

An,+1 < % +(A’"~’) ’
A
(AL

Si le premier terme A, est borné par 13.‘_4_ , alors tous les

termes de la suite sont bornés par un nombre S strictement inférieur

;
a(_jﬁy’_f .

4
SR e )T
Démonstration -

Btudions la variation de la fonction
b @by=s0_hiyn, ,pour Ayo.

On montre d'abord que ¢ (4 ) admet un minimum pour .

P-
Dz b =(A .
mn ('P)

Par conséquent, la Tfonction'(f admet des. zéros strictement positifs si et
seulement si :

A
@ (P ) = (_}7)1,-1 3%13 +h, <O

Soit S le plus petit zéro positif de ¢§ , Evidemment :
S < Dpin
Or s

QO—S::—SP(Q

L'inégalité /.)"_H-S < (5, )JP - 5? permet de montrer, par récurrence

que A,~Sg0, quel que soit n .

V - THECREME D'EXISTENCE -

Posons

K:supf”AGG(l:)udt, 0g@g®<
6
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Théoréme -
Si les conditions suivantes sont réalisédes :

i) 56— §(b ) est uniformément lipschitzienne d'ordre £ 3 O

. .
ii) Mg = "Aea“ + K <.121_;1 ( T)L[&)PJ , quel que soit 0 <1.

Alors, la solution b _,w( %) du probléme posé existe.

Démonstration -

Toute solution du systeme (%) doit &tre une solution de 1l'équation
intégrale opérationnelle non linéaire suivante :

t t
(% %) w(t) = G(t)a+/c;(t-/a)}(o)do +/G(t-A)Bu.(/)) do

(<] (-]

Nous allons d'abord construire une solution de (¥#) par la méthode
des approximations successives.

Posons
t

Uo(t) = G(tra +/ G(t-») f(»)do
ot
Uy, (&) = (k) ,:/G(td:) Bu,(») do n=0,4,2,...

N . . . 8
1°) D'aprés les résultats du chapitre B5, la fonction t —» A w(t)
est bornée, continue et o0 -quasi-stationnaire, Plus précisément

Aeuuoe t*(j;’m;z,u) N G(o;03H) 81 8<H

s

D'aprés le lemme A, Bu, est bien défini et appartient & l'espace 3
Ld
2
'C(S',m,H) N @(o,oo; H) N

de plus

WBuff < pMs

Par suite, w, (t) peut donc se construire, et
4 ot 8
Au (b) = Aewo(")*'j A G(t-4) Bu,(R)do , . 8 <t
(-]

Cette relation montre que la fonction t — Agu1( t ) est continue,
bornée, o0 -quasi-stationnaire; plus précisément :

Aowq e%(f;’mf,ﬂ) n Go,0,H)
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et 8
47w < Mo s pxal
Par récurrence, on montrera que, pour § <1 s
i) tous les Aeu.n_( t) existent, quel que soit m

ii) la fonction t —, Aeu,n( t ) est continue, bornée, e -quasi-sta-
tionmaire :

Aeun e (f;%z,u)n‘t‘a'(o,w;u)

1ii) m Aeu.nm ¢ My, , les nombres M, vérifiant 1'inégalité de récur-

rence suivante :

M <£:_4( 1 )1’“1

P oAPKP
Y -1 4 T"—‘T .
Or, par hypothdse, M, ¢ £-1 ( = ) ; on en déduit, d'aprés
le lemme B , que ¢ P ? P
1
BT
M, <M (-.1__)?
nw N < KP’

2°) Montrons que les fonctions b _, A8 w,(t ) convergent dans 1'esmce

%(j;mz,H)n‘(f(o,oosw) .

Posons 3
wn.n (£)= u‘nn(b) “Un (b)),
nous avons ¢

8 8 9
AW, ()= Aw ()= Aug(®)

E
=/ AGG(t-b)[Bwn(lb)-Bu_m’(b)] da
D'ol ,f_,
8 A 0,
HA Wl < KBMFZ A w, )
Posons :

8
a, = EWWHA w, |l 08 «®<H1,
A9

on obtient :

‘PJ
Qi Q(M) ?Kﬁan.
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Comme pkp Mfm<4 , la série {an} est convergente, ce qui montre que
la série || A Wy, (t) || converge uniformément sur R . Par suite, la
suite Un( L) converge fortement dans (o, co3H) n (o (§s ms, 1) vers
une limite w(t),

Cette limite t _, uw (k) est donc continue, bornée et oo -quasi-station-
naire,

30) Les fonctions t —, A u,(t) convergent fortement dans
E(o, x; H)ﬂ % (f ; WS, 4 ) vers une fonction qui deit &tre t —» A w(k),

4 cause de la fermeture de l'opérateur Ae .

Ia convergence dans B (0,00 ; H) du terme non-linéaire t —»Bu, (t)
vers t —, Bu(t ) résulte de 1'inégalité

v—fi 8, 8,
Bu-Bv ™M A u - .
jBu-Bul ¢ pu" 2 a%u Ay
Dans ces conditions, on vérifie facilement que la fonction t—u(t)
vérifie 1'équation intégrale opérationnelle non linéaire (ww).

4°) I1 nous reste & démomtrer que la fonction t —, w(t ) est la solu-
tion du probléme posé,

Comme t.— §(t) + Bu(t ) est continue, 1a fonction & —» Aeu.( L)
est uniformément lipschitzienne d‘ordre £, 0 , d'aprés le paragraphe B5, V,
Par suite, la fonctiont —, Bu( U ) est aussi uniformément lipschitzienne.
Or, par hypothése, la fonction t - § (&) est uniformément lipschit-
zienne, Par suite, la fonction t—f(t )+ Bu(t ) est uniformément lipschi-
zienne,
Ce résultat suffit pour prouver que (cf. chapitre B5) :
i) la fonction bty Au( L) existe et est continue pour o<t <
ii) la fonction t —. W (t) existe et est continue pour o <t < oo
iii) le fonction t—» u (bt ) vérifie les relations ().
5°) Remarque -
Les fonctions t _, Bu(t) et b Aeu( t), <1 , sont:des forctions

o0 ~quasi-stationnaires, Mais rien ne prouve que les fonctions t — Aw (L )
et bt —» W(t) le sont,
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—— CHAPITRE B —

APPLICATION A L'HYDRODYNAMIQUE

I - INTRODUCTION =~

L'écoulement non permanent d'un fluide visqueux et incompressible 2

1'intérieur d'un domaine S2 de 1'espace R® est régi par le systeme d'équa-

tions a)ux dérivées martielles non linéaires suivant (systime de Navier-
Stokes) -2

_D_E_ -VE-}-(a.araa )_J. ¥

3 gradp = §

1
P

.
le w = 0

te R désigne le temps,
&n
€= {'x,i', 4= L, 2, 3} & L2 représente les coordonnées spatiales,
(¢t ,-'i) = { U, (t ,ZE)} désigne le vecteur vitesse,
P(b ,% ) est la pression,
@ >0 est la masse spécifique du fluide (donnée),
N> 0 est le coefficient cinétique de viscosité (donné),
I - = (s . - (o
j:( t,x) = {5" (¢t ,cr.)} désigne la force massique extérieure (donnée,
Le vecteur vitesse L—:( t ,55) vérifie en outre les conditions suivantes

Condition initiale : W (0 ,%)= & (&) donné,
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Condition aux limites : U (&,%)| =& (&,%) donné, IR aésignant
le bord de £ (le vecteur & (t ,%) est supposé & flux conservatif; autre-
ment ditj £.dG =0 , d0° désigrant 1'élément de surface orienté du ‘
bord aa)f’”

On désire chercher une solution "turbulente" du probléme, D'aprés

J. BASS [41, [51, [61, une fonction W(t ,%) est dite "solution turbu-
lente" du systéme de Mavier-Stokes si @

1°) Elle vérifie le systéme de Navier-Stokes (au sens classique).

20) Sa moyenne temporelle existe :

T -
'.113? w(t,X) = _g—‘:—-:; ;T,ju.(t,oc)dt='m,('x).

3°) Son tenseur de corrélation spatio-temporelle (défini par les
moyennes temporelles) ; :

Y“J (%, &.’,%) = 'gn; [u«i{(h %, ’_f'+%) -m, ('}:1- %’.)] [ua(t,&)_ma(i)]

k)
. - =
i) existe pour tout triplet {ﬂ, 'x,(g}
ii) est continu pour tout £ (X et ?fixés)
i11) tend vers 0 quand & —e0 (%, ¥ fixés)
iv) x.“.‘(o;"i,o)¢o.

—
En ce qui concerne le comportement des corrélations en fonction de '§‘,

on ne peut rien introduire de net dans l'hypothése, On doit cependant

s'attendre & ce que, si le domaine f2 n'est pas borné, ;. tend vers O quand

Jrd
\‘§ ‘-,oo dans une direction admissible. Cette condition est d'une nature
tout & fait différente de la comdition fondamentale (iii) et devra &tre
vérifiée aprés coup.

Nous considérerons le systéme de Navier-Stokes comme une équation dif-
férentielle opérationnelle & valeurs dans un espace de Hilbert, et nous
donnerons une autre définition de "solutions turbulentes" qui généralise et
précise celle de J. BASS,

Les mémoires fondamentaux sont ceux de J, LERAY [17, [21, (3] . Les
contributions les plus importantes sont celles de E, HOPF [1]1, de
A.A, KISELEV et O.A. LADYZHENSKAVA [1] , de J.L. LIONS [11, [51, [61, LT1,
de G. PRODI [i] , [21, [31, de S.G. KREIN [11, de P.E, SOBOLEVSKI [1) ,
et de T. KATO et H, FUJITA {11 . Le probléme de l'existence des solutions
périodiques a été considéré, dans le cas bidimensionnel par G, PRODI [21],
dans le cas tridimensionnel par V.I, YUDOVIC [11 (énoncé, sans démonstration,
de l'existence des solutions périodiques) et dans le cas général par J.L.
LIONS [7] . Le probléme de la presque-périodicité a été considéré par
C. FOIAS [1] (qui n'a cependant pas réussi & donner un théoréme d'existence)
et par G, PROUSE [1] (existence dans le cas bidimensiomnmel). On trouvera
dans le livre de 0,4, LADYZEENSKAYA [1] des commentaires plus intéressants
et une bibliographie infiniment plus riche,
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Nous allons d'abord introduire des espaces fonctionnels qui nous
seront utiles., Toutes les fonctions utilisées sont réelles,

*IT - ESPACES DE SOBOLEV -

(cf. S.L. SOBOLEV (11, [21, O.A. LADYZHENSKAYA [1] , J.L, LIONS (11
E. GAGLI4ARDO [1] , (2} , L. NIRENBERG [1] , N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ L215.

1°) Définitions -

a) Espaces W (.QJ -

¢
Soit un ouvert quelconque de R" . On désigne mar W'[P) (£2), (L en-

tier 3 0, Py 1 ), 1'esmace des (classes de) fonctions définies dans 2,
dont les dérivées (au sens des distributions) d'ordre ¢ { somt de P* puls-
sance sommable, On le munit de la norme usuelle :

191, {/” eI dm}‘lp

N
% -

avec

S 3. 5 I A
1 n

On pose
©@
W’P (R) = L? (2)
wle) - b

Pour désigner l'espace W, (Q,), on utilise de préférence la notation
H°(R), & la notation L, ()

b) Espace WE:)QSM -

Soit & (L) 1'espace des fonctions indéfiniment différentiables & rap-
support compact dans £2 .

On désigne mar \;I;:) (£2) 1a fermeture de D (£) dans \N‘g) (82).

Les fonctions de \/?/;E) (52) sont "nulles" au bord de S2 (pour le sens
précis & donner A cette assertion, cf, J, DENY et J.L. LIONS [1] ).
2°) Propriétés -

A o ({)
L'espace W;)(Sll est un espace de Banach séparable, et l'espace W; (2

est un sous-espace fermé de W(E_LSA)

L'esmace H (Sl) est un espace de Hilbert.

3°) Théoréme de Sobolev sur 1'immersion -

Soit 1< 4 <9<, et soit § un entier 30 ,.avec
1,1 !
TP n
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Alors, pour tout entier V ),g s Ona :

v
W;’ ! (S2) ¢ W(v )(SZ) si l'ouvert £&& est "suffisamment régulier"
¢
\5/‘;:) (S2) ¢ Wg’ )(.(L) pour un ouvert . duelcongue.

Les inclusions précédentes sont algébriques et topologiques; en ce gqui
concerne la régularité de S2, cf. les auteurs cités.

Cas particulier -
Prenons p= 2 , 2.1 , =3 (bidimensionnel). Alors
° V1)
K@) e W)
D'ou, plus particuliérement :
] ol
HY(R)C L(®), et R (R) ¢ W, (%)

4°) Cas des fonctions vectorielles -

Si X est 1l'un des espaces fonctionnels précédemment définis, on pose :
X = x™ '
Les deux espaces fonctionnels les plus utilisés sont
)
H°(R) =L, (R) et H (R) (espaces de l'énergie).
Le produit scalaire dans H°(£2) sera noté par< | > et la norme par | |

<u|v> ='/J(o:).{;('x)doc
o v

(o &+ est le produit scalaire ordinaire dans R") et
2
[v]" = <uw [u,> .

Le produit scalaire dans M () sera noté par « | » et la nomme
par |} | + Ainsi

L wlvy -_-./ {?L(m).?r(m) .(_5 grad uy (). %radﬁ('x)} dx
)

et )= wiwy -

Remarque -

0
Pour w , v dans H'(S), posons :

((uu v)) ‘QZ: {cyaclu, () 3rad (rx,)} oc

4=1

.

(+) = (+1%)"

et



o,

Nous définissons ainsi une norme sur H° (), mais qui n'est pas né-
cessairement équivalente & |w] . Cependant, sis est'un ouvert d'épais-
seur bornée dans une direction, les normes ][)u. et ((u.)) sont équivalentes

(ef. J.L. LIONS [1], O.A. LADYZHENSKAYA [1]

IIT - DECOMPOSITION DE L'ESPACE H°(Q.) -

1°) Définitions -

a) On désigne par J (£2) 1'espace des vecteurs W (= ) solénoidaux
indéfiniment différentiables 4 support compact dans §2

[Ux) e D) et dvu=o0]

b) On désigne par ZQ(R) 1'adhérence de X (£2) dans 1'espace He(n).

¢) On désigne par J (£ ) le sous-espace des vecteurs irrotation-
nels de H’(8) = L, (S2). Autrement dit, J (L) est l'ensemble des vec-

teurs de la forme grad ¢ , ol ¢p est une fonction univalente dans S, loca-
lement de carré sommable et ayant des dérivées premidres dans H° ().

2°) Théordme de H. WEYL [1] -

Les variétés J () et 7° () sont orthogonales et complémentaires

dans H°(2) :

H (%) = J(o)a 27 ().

On pourra trouver la démonstration de ce théoreme soit dans H. WYL [11,
soit dans O.t. LADYZHENSKAYA [17.

On désignera par P 1l'opérateur qui projette orthogonalement H’ ()
sur 2°(2).

IV - PROLONGEMENT Di L'CPERATEUR DE LAPLACE -

1°) Btude du laplacien A -

Considérons l'opérateur de Laplace A défini sur 2 (). Dlapres la
formule de Stokes-Ostrogradski, on a :

fﬂi(m).m(m) dne =-—/ Zbl (g‘rﬂu;‘.é:a]'%)dm
fo 2

4=1
Dans l'espace 2, (), l'opérateur A est donc (compte term des condi-
tions aux limites) :
i) symétrique : < Aw|v» = <u!A1r>
ii) négatif au sens large : <Auju)y <O

Le domaine D (A ) de l'opérateur A étant dense dans £°(R), on peut

définir son adjoint A* . Nous avons Ac p® , et A n'est pas un opérateur
auto-adjoint.
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2°) Prolongement du laplacien A -

Dans 1,°(£2), l'opérateur T= I-4, défini sur 2 () est :
i) symétrique

ii) borné inférieurement par 1, car :

3
<Tuluy = iu,’z.,. 2 ,grad u,i’lz > Iu,lg

v=1

L'opérateur T n'est pas auto-adjoint (T < T*). Introduisons dens le
domaine X () de T le nouvean produit scalaire gu|wH = <Tu|uy. L'es-
pace % (52) devient un espace préhilbertien avec ce nouveau produit sca-

4
laire. Son complété n'est autre que l'espace 2. (82). Le théoreme de
Friedrichs-Von Neumann (cf. N. DUNFORD et J.T. SCHWARTZ [2]) montre alors
que :
L'opérateur T admet un prolongement auto-adjoint T , borné supérieu-
rement par 1. Le domaine D (T) de T est l'intersection de D { T*) et

de ZE’!SZ?-

Plus précisément (cf. .G, KREIN [1]), on a :

D(TE) - Z'@) et |Thu| = uf-

. Nous désignerons par A le prolongement auto-adjoint de -V A . Autre-
ment dit, nous posons

A=v(T-1).
3°) Interprétation -
Soit &2 un domaine (ensemble ouvert connexe) borné de R® .
Considérons le probléme suivant ("probléme linéaire permanent") :
-VAT 4 % WP = —f’
) divit=o0
I'D a=0

On aémontre que (cf+ Ovh. LADYZHENSKAYA [1] , L. C.TTABRIGA [1]) :

& chaque fonction {. e Z(K) correspond une solution unmique w e &°(R)
donnée par .

Wy (%) °/GL3 (“r%)fé("é)
e

ol G*’a’ (3) est le tenseur de Green-Odqvist (cf. F.K.G. ODQVIST [11).

Posons w = K§ , ce qui définit une application de £°(%) dans &° ().
Cette application est injective, car si w=o0 , alors { sera un vecteur



irrotatiomnel, donc f= 0 , car J () et Z°(L) sont disjoints (décompo-

sition orthogonale de H®(&2)). Soit & l'ensemble des solutions de (% ) :
0 . . . . )

% < kZ°(K). L'opérateur k ‘appligue bijectivement X°(#2) dans K . Soit

K™ la bijection réciproque de K . Le domaine de définition de K™' est % .
On démontre que (cf. O.i. LADYZHENSKAYA [1] , C. FOLiS [11) :

i) l'opérateur K™’ est fermé et symétrigue. Comme son "range'" est
l'espace entier X (£2), cet opérateur est donc auto-adjoint.

.ii) 1'opérateur auto-adjoint KJ n'est autre que l'opérateur A dé-
fini précédemment (paragraphe IV 2°)).

En résumé, dans 2,° (), (%) est équivalent & 1l'éouation opération-
nelle suivante :

Au,e.f.

4°) Stude des puissances fractionnaires de A -

Dans tout ce qui suit, on suppose que £2 est un domaine borné ayant
un bord O£ "assez régulier" (par exemple OS2 est de classe C° , c'est-a-

dire U082 est une variété 3 fois différentiable ,8 étant d'un seul cbté
de AR) .

D'aprés M.G. KREIN [1], on a :
o
D (A") cH'(Q).

Utilisant la théorie des potentiels hydrodynamiques de F.K.G. ODQVIST,
on montre (cf. O.h. LATYZHENSKAYA (11, L. CATTABRIGA [1], C. FOIAS [11) :

D(A) ¢ R3R)
Le théoréme de Sobolev sur l'immersion donne alors :
oy .
D) < Lé(“Q‘)
1
D(A) CW,(R)

Utilisant la thdorie de l'interpolation (cf. J.L. LIONS [2] , [3] ),
on peut alors démontrer les résultats suivants :

D(A) < L (ecp<y)
3-40¢

L p(at'?) W (06 <4)
3-4()

La démonstration se trouve, par exemple, dans C. FOIAS [1] .

V - ETUDE D'UN OPERATEUR NONTLINQLIRD -

o ° . e s )
Considérons dans 2 (£%) l'opérateur bilindaire suivant :

S (uw,v) =P [(w. grad yor]
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ou P désigne l'opérateur qui projette H’(S2) sur Z°(£2).

1°) Premidre propriété -

Soient § et (P deux nombres tels gque :

$O0<E s 2@t 0.@-z

SiueD (A) et veD(AY), alors B (w,v)e Z°(Q) est bien défini,et

lﬂ’a(u,'u)‘ < "SIAgu,l.]A(pv] .

Démonstration -

Utilisant 1'inégalité de Holder (5 +4 1), nous obtenons :

PG
|Bm]| < LU gt

¢q
<P Aé??’l ‘ I A%y |
Il suffit, ensuite, de poser
= 3(p-1) = 59-3%,
0 = __(f_P_u et Q= zq

2°) Deuxiéme propriété -

L'opérateur A ‘R (w,v) peut étre prolongé dans D(A )

IA' -ﬁ(w,'&)ié % |A W ‘A"'v].

Démonstration -

Pour W et v appartenant & D (A ), posons :

Y = PRl (w,v) ,ou F(uw)- Aq!g

Multiplions les deux membres par Y

<K 1y> = <B)|y>

ou
1/4

/l T (). grad) T () u/oc)l dw
Dt'aprés 1l'inégalité de Holder :

yl llw]’ ufj‘""d v’,i ﬂ’é(] L
}Alt |

!

[ 4/4

< )itul o]
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(d'aprés les propriétés des puissances fractionnaires de A).

Par suite :

"Am‘é ‘ } lAﬂl‘.‘ﬁ (“:”)I < lA«[zw I }A‘l‘v‘l , w,v € D(A).

Comme D (A ) est dense dans H®, et par conséquent dans D ( 't ),

1'opérateur A'w & (w,v) peut donc 8tre prolongé par continuité pour

tout couple {u.e D(AY?), ven(A™? )} , et la relation précédente est
valable pour un tel couple.

VI - APPLICATION AU SYSTEME DE NAVIER-STOKES -

Considérons le probléme envisagé au paragraphe I : S étant un domaine
< 3 o
borné de classe C°, on cherche W (t,X) vérifiant :

%%_OAE +(J,gy_a3)ﬁ+%3§?p =?
dans 2 divid = O
E(O,E)::-a.(&)
sur 08 W(b,¥X) = o (k,%) avec[&-c\o-’—; o.

2
1°) Cas ou L (£, %) = O -

Nous envisageons les deux problémes suivants :

a) Probleme fort - )
On domne une fonction t —. § (t), définie sur R* , & valeurs dans
Z°(£2), bornée, contimue et 0o -pseudo-aléatoire, et un élément & de D (A ).

On cherche une fonction t —su (Lt ), définie sur R" , & valeurs dans
a
Z°(£), continue, bornée, 0o -pseudo-aléatoire, et vérifiant dans T (R)
et sur R* 1'équation différentielle opérationnelle non linéaire suivante :

du Au 4 Bu = avec Bu.=5a(u.,u.)
it + + f ’

w(o)=4ae D(A)

o

ou

i

U. désigne la dérivée ordinaire de w .
t

o

Une telle fonction w(t ) sera appelée solution turbulente du systime
de Navier-Stokes (cette définition précise et généralise, dans un certain
sens, celle de J. BASS).
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Théoréme -
Si les conditions suivantes sont réalisées :
i) t—+ §(t) est uniformément lipschitzienne d'ordre & > o

ii) A%a + K lf(b)\<.._".- , quel que soit 8 ¢ %’ (ot p est la cons-
K
tante figurée au pa‘i‘age‘aphe V 1°), et ou

W o
K = su.p/ 1) de
(4

05963

hlors, la solution w du probléme posé existe.

En effet, ce probléme est un cas particulier du probléme traité au
chapitre B6.

b) Probléme faible -

Le probléme faible que nous allons poser est analogue & celui du cha-
pitre B4.

H sera l'espace [, (&), muni de sa topologie habituelle; V sera
1'espace 54(.(2,)3 D (AY®), muni du produit scalaire

g uwlvy = <A1lzwlA4lz'Lr> .

Au chapitre B4, nous avons supposé que B est un opérateur borné de
M(o,e0;V) dans MP(0,e03H). Ici, 1llopérateur B ne vérifie pas cette
hypothése; cependant, (l'opérateur PRt peut &tre prolongé dans 2:',1(52.) en
un opérateur borné de X (§2) dans Z°(S2) :

7B ¢ 8l ul

Ceci étant, posons le probléme suivant :

On domme une fonction t — §(t), définie sur R, & valeurs dans
- EY(SY), oo -pseudo-aléatoire.

On cherche une fonction by w( L), définie sur RY, & valeurs dans

Z.i(SZ), o0 -pseudo-aléatoire, appartenant a 'gl? (f ;'J'\'U', Z.q(ﬂ)) et véri-
fiant 1l'équation suivante :

k)
pour toute fonction ¢ appartenant a T “, m",zz’(ﬂ)] N w4[o,oo 320(9.)] .

M {<- w(8)[B0)> + < WD) | B() >+ <7\"’Bu(b)]A'"<1>(h)>}=3jz; <f) oy

Une telle fonction sera appelée golution faible turbulente du sys-
téme de Ngvier-Stokes.



Cette solution faible n'est définie qu'a une fonction My-rulle prés.
Mgis seg propriétés statistiques (moyenne temporelle, corrélation) sont
bien définies.

Nous ignorons si,dans le cas général, le probléme ainsi posé posséde
une solution et si cette solution est unique. Cependant, si £ est assez
petit, on peut montrer l'existence ot l'unicité de la solution du probléme.
Plus précisément, en procédant couwe au chapitre B2 (cf. aussi la remarque
finale du chapitre B4), nous obtenons le résultat suivant :

'néoréme -

si] §(t) l <! , alors il existe une solution et une seule du
< 4 té‘ 4 s ' . -1
probleme telle que : | w( b)l(..ﬁ (o2 & est la norme de l'opérateur A~ ,
2

et 'ﬁus est la constante figurde au début de ce sous-paragraphe).

2°) Indications sommaires dans le cas ot X (b ,®X)#£0 -

On suppose, pour ne pas alourdir le raisonnement, que la force massi-
—
queJC n'existe pas.

On se raméne au cas précédent, en procédant de la maniére suivante :

o (b ,%) étant donné sur d8&, il existe toujours w(t ,¥) défini
dans £ , de divercgence mulle, et telle que :

W(t,i)lw= & (k,x).

Si & (t,X) est "assez régulidre" en %, alors w(t,x) est aussi
"agsez régulidre" en % (pour ce probléeme de trace, cf. O.A. LALDYZI-[EI‘BKAYI_&’
{1]): 8i & (t ,X) est une fonction pseudo-aléatoire en t , alors W(t , &)
est en général aussi pseudo-aléatoire en t . Supposons & (& ,%) domnée

. T
telle que w(t ,%) soit une fonction définie sur R, & valeurs dans D(A),
oo -pseudo~aléatoire, et dérivable en t.

Posons :

T (E,X) = E(t,‘oi)_i’(b,'i)

et -
b (&) =3 (&) - (0,%)

Iy : - ’ 0} . Y .
Ainsi, ¥(t,3) vérifie le systéme suivant 3
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IV VAT 4 (T %rad)i—)"...(«—;.srad)'t_ﬁ.,.(w\%r‘ad)"fr'
~Fr V0T (W gradiF - UT

L'équation différentielle opérationnelle non linéaire associée est
la suivante :

d_v + Av ¢ Byoy s Cu = |

db

(i)
ve) = & e neA)

- en posant :

g =~Aw-w_P [(w.grad)w]
Bz %(v,v)
Cv=3(w,v)+ B, w)

ot §) est 1'opérateur bilinéaire défini au paragraphe IV.

On obtient le résultat suivant (en raigonnant comme au chapitre B6) [

Théoreme -~

Si la fonction E_sw(t ) est "assez régulidre" et "assez petite",
et o0 -pseudo-aldatoire, alors il existe une solution t—s (b ) de (%)
o0 -pseudo-aléatoire, "assez petite" et "assez réguliére",

L'expression "assez réguliére" veut dire : W est telle que g soit
lipschitzienne., L'expression "assez petite" veut dire : wrest telle que
les approximations successives convergent.

La démonstration est analogue & celle du chapitre B6 (pour les modi-
fications nécessaires, cf. chapitre B2), Il faut cependant remplacer le
lemme B par le lemme suivant :

Considérons la "suite de récurrence" suivante :

C e
/'>n,+1 goo*‘bn,"")‘on‘

2 s,
Si A<t et sid, < “_-22\_ , alors A, ¢S pour tout n (ol S est un

nombre strictement inférieur & "_‘;_Z.)
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VII - CONCLUSION -

Les théories habituelles de la turbulence sont essentiellement prcba-
bilistes. Elles renoncent & expliquer la complication du mouvement turbu~
lent, et se contentent d'affirmer que l'agitation turbulente est de nature
statistique. Par ailleurs, il est généralement admis que le mouvement tur-
bulent obéit aux équations de l'hydrodynamique, c'est-a-dire, dans le cas
des fluides visqueux incompressibles, aux équations de Navier-Stokes, On
sait (cf. par exemple L., AGOSTINI et J. BASS [1]) qu'il est presque impos-
sible, & l'aide de ces deux bases de départ, de construire une théorie
cohérente de la turbulence.

Les théories de la turbulence sont donc presque toujours semi-empiri-
ques, des hypothéses extérieures de caractére physique servant & combler
les lacunes de la théorie, Seule la théorie statistique de E, HOPF [2]
échappe, par sa nature méme, A l'empirisme, Mais elle est délicate & em-
ployer, de sorte qu'elle n'a pas encore fourni de résultats positifs,

Dans ce chapitre BT, nous avons fait un essai pour "expliquer" la
turbulence, en excluant toute hypothése statistique.

La turbulence de la vitesse d'une fluide serait ainsi due soit &
"1tirrégularité” de la force massique extérieure, soit & "l'irrégularité"
des conditions aux limites.

En général, la force massique extérieure dérive d'un potentiel, et
par suite sera considérée comme nulle, car seule la composante non-irrota-
tionnelle intervient dans l'étude de la vitesse, Cependant, il ne serait
pas absurde de supposer que cette composante non-irrotationnelle, nulle en
moyenne, posséde des agitations irrégulidres dans le temps, agitations qui
seraient la cause de la turbulence,

D'autre part, si les parois réelles sont fixes, les parois fictives,
celles qui interviennent effectivement (je veux dire : mathématiquement)
dans les conditions aux limites, sont trés probablement variables (couches
limites turbulentes). Elles varient trés irréguliérement dans le temps et
rendent irréguliéres les variations de la vitesse.

Voyons maintenant dans quelle mesure les solutions fortes et faibles
définies au paragraphe VI 1°) peuvent 8tre considérées comme des solu-
tions turbulentes du systdme de Navier-Stokes.

Examinons d'abord les solutions fortes, Elles possédent, entre autres,
les propriétés suivantes :

i) ]la(t,m)(zdm < &
A :

ii) W(t,x)= 0 sur la frontidre 0Q

T
iii) Pm 2 dl:/ u.i(m?,ta,?e,)ué(m,b)doc
2

T T
(-]

existe pour tout couple (¥, £.), ntest pas nulle pour le cou-
ple (o0, 0), et tend vers o quand f — oo .
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Ia propriété (i) montre que l'énergie totale (dans tout 1'espace)
est finie & chaque instant t . ’

la propriété (iii) implique, sous certaines conditions de régularité,
1l'existence du tensewr de corrélation

qg‘.é (K.;oo,?)= T&i,,; %_‘[Tui'(u‘s’-,mﬂ)ua-(m,k)dt

pour (presque) tout triplet (ﬂ, %, §), la nullité de ce tenseur pour le
triplet (03 % ,%§ ). La positivité de '&L(o ; *,0) montre que l'énergie

moyenne (dans le temps) est finie et que 1'énergie totale (dans le temps)
est infinie,

De plus (ii) implique que Y (& 3 %,¥) tend vers 0 quand, f et o
restant fixés, le point Y=+ ¥ tend vers up point de la frontitre 982,

Examinons maintenant les solutions faibles., Nous obtenons les conclu-
sions suivantes :

a) Bien que la solution faible ne soit définie qu'ad une 'm:-fongtion
nulle prés, ses propriétés'statistiques{moyenne temporelle et corrélation)
gont parfaitement définies, ’

b) Deux solutions faibles qui correspondent & une m@me condition aux
limites et & une meme force messique extérieure, et & deux conditions ini-
tiales différentes, sont équivalentes, Autrement dit, la_condition initiale
n'intervient pas dans les propriétés asymptotiques (moyenne et corrélation)
de la solution,

c) Une solution forte est évidemment équivalente & une solution fai-
ble. Réciproquement, l'unicité de "la'" solution faible et l'existence de
la solution forte (quand les données sont assez petites),nous montre que,

en ajoutant & "la" solution faible une fonction M5 —nulle judicieusement
choisie, on obtient une solution forte.

. Ces résultats montrent 1'intér@t et l'utilisation des solutions fai-
bles,

Conclusion finale -~

L'explication du phénoméne de la turbulence est trés difficile, et
nous ne prétendons évidemment pas le faire ici. Nous désirons simplement
donner une contribution & 1'étude de ce probléme si compliqué. Ce chapi-
tre B7 n'est pas complet en soi-méme, Ce n'est que le début d'un travail
qui a besoin d'une étude théorique complémentaire plus poussée, et d'une
vérification expérimentale,
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

I - NOTATIONS GENERALES -

10) N

® 3 3

D
-~
N

20)

o8> o

V(£2)

3°) X, Y, %

H,%, vV
E’ou E*
*,Y,%

- -
%%

4°) éf(x-—+2)
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e

.~

.

l'ensemble des
l'ensemble des
1l'ensemble des
l'ensemble des
l'ensemble des

1'ensemble des

groupe abélien

groupe dwal de

entiers naturels (ou entiers positifs)

entiers rationnels (ou ertiers relatifs)

nombres réels

nombres réels positifs

nombres complexes

nombres réels modulo 1

*
. »

topologique localement compact (e §)

4 (eroupe des caractéres) (xe%)

ouvert relativement compact, mesurable de ‘g

mesure de Haar

de 2

&
L

espaces de Bamach

espaces de Hilbert

dual topologique d'un espace vectoriel topologique E

éléments d'un Banach ou d'un Hilbert

éléments de €"

1! ensemble des

ou de R™ (sauf au chapitre B2)
L]
. *

opérateurs linéaires bornés de X dans Z



3(x1,..xn—.z.) H ;.;relns;mble des opérateurs m -linéaires bornés de b SN Y
s

n
g (X—=2Z) : ltensemble des rpérateurs n -linéaires bornés de Xu..» X
dans Z

o0
dx —Z) : l'ensemble des opérateurs multilinéaires bornés de X dans Z

33‘(()(——»- Z) : l'ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans z
*
&

5°) partie entidre de 'S

(= =

t partie fractionnaire de 3

II - PRODUIT SCALAIRE - NORME -

1°) el : norme dans un Banach X (ou dans un Hilbert H)
nei + norme dans son dual x*
< 3[& > s produit scalaire dans H
<%|d > s dwlité entre x et X*
I";I s norme dans C" (sauf au chapitre B2)
g% : produit scalaire dans C" (sauf au chapitre B2)

mfm norme Aans m?(f{;x)

.

2°) Dans 1a partie B, on utilise trois espaces de Hilbert V , H et V’
(vete Vv'; v’ antidual deV), et on emploie les notations suivantes s

| s norme dans H

<| > ¢ produit scalaire dans H
(. ¢ norme dans V
<1y s produit scalaire dans V
Pt s+ norme dans V’
<)y ¢+ produit scalaire dans Vv’
oW ¢ norme dans 'mf(:ggu)
[ | I 3 produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de

1l'espace F (46, H)

(T ¢+ norme dans ﬁ‘l’l:(!% sV)
[[ | ]] s produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de

ltespace 9 (lg s V)
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oW ¢ norme dans MF(g V)

‘ (I | ]]* : produit scalaire dans un sous-espace vectoriel de
l'espace § (4; V) :

IIT - ESPACES FONCTIONNELS -

Il s'agit d'espaces fonctionnels des (classes de) fonctions défi-
nies sur un groupe abélien localement compact % et 3 valeurs dans un
espace de Banach x , ou de Hilbvert w .

1°) LP(‘ﬁ; %) 3 esppce de Lebesgue des fonctions de P‘ puissance sommable

8 (‘g; X) : espace des fonctions continues et bornées sur ‘-g

o«t

20) 'mf(L% ; X) & espace de Besicovitch-Marcinkiewicz des fonctions bornées
en moyenne asymptotique d'ordre 4

mf(g, X) ': espace des fonctions continues en moyenne asymptotique
%:(’g $X) & espace des fonctions MFP -régulizres
'JCP(‘f H x) s espace des fonctions ',mf-constantes
‘GP(‘g; X) ¢ espace des fonctions 'mf—ergodiques
8:\3 s X ) : espace des fonctions fmf-totalement-ergodiques
5f({; X) : espace des fonctions 'JT'L,F -faiblement -presque-périodiques
TTP({ $ %) ': espace des fonctions MY -presque-périodiques
Jop(’g; x) ': espace des fonctions mf—pseudo-aléatoiree‘
«
_ s e
30) 97(‘% $X ) ¢ espace des fonctions de p‘ puissance moyenmable
q (‘{ +H) t espace des fonctions de carré moyenmable (espace de Bass)
) (<€; H) s espace des fonctions quasi-stationnaires
5‘11’(‘%; W) : espace des fonctions $ -presque-périodiques
SJﬁ(Cq; ) s espace des fonctions S -pseudo-aléatoires
é (f; H) : espace des fonctions l-quasi-stationnaires
éTT(?{; H) : espace des fonctions l-presque-périodiques
é.ﬂ)(q, H) + espace des fonctions l-pseudo-aléatoires
°5° (‘{, H) s espacec des fonctions complétement quasi-stationmaires
osoﬂ(fg; H) : espace des fonctions complétement presque-périodiques

?.@({; H) : espace des fonctions complétement pseudo-aléatoires
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5,(‘6;").2
§.(gsu) s

4)  W(Gsn)
wz(quu) ':
W(G;sH) s

WG i) s

Nota -

espace des fonctions scalairement quasi-stationnaires

espace des fonctions complétement scalairement quasi-
stationnaires

*
e
espace des fonctions M’ -dérivables
espace des fonctions { fois M’ ~dérivables

espace des fonctions idéfiniment M -dérivabl es
espace de Wiener)

espace des M, -distributions (dwel de W(fg; H)].

Les espacesdans 3°) ne sont pas des espaces vectoriels, Tous les
autres espaces sont vectoriels,

IV - OPERATIONS DANS LES ESPACES DE BESICOVITCH -

10)

#

5 :
m :
™ :
Ma' )
o ;

v :
Uheyy, ¢
X 1

® s

2¢) ’L‘b(};‘mf.x)
T(§3m,x)
AT
TPy xy)

%(55“')?1)(—»‘/)

opérateur de moyenne approchée

opérateur de moyenne

opérateur de moyenne supérieure

opérateur de moyenne approchée au sens de Bohr
opérateur de ‘m;P-moyenne

opérateur de mP-aérivation

opérateur de translation (par -gt)

opérateur de convolution (sens classique)

opérateur de convolution par une fonction uniformément
presque-périodique (sens de Bohr)
©

L

': enveloppe convexe MP-fermée de 1'ensemble {U&f ,g,e‘g }

.: enveloppe linéaire M -fermée de 1'ensemb1e{1_ra5 ‘?.,ecg}
¢ enveloppe linéaire M -fermée de {Aliﬂaeg, Ae&?(qu)}
1 enveloppe linéaire Mf-fermée de {Alkﬂele‘g, Aelzk(x-.‘/)}

: enveloppe opérationnelle multilinéaire de {u&‘{.}
(cf. chapitre A6).

*
LR 4
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.

-

fonctions de corrélation
tenseﬁr de corrélation
megure spectrale énergétique
tenseur spectral énergétique

mesure spectrale élémentaire

V- _E_SPACES DE SOBOLEV -

1°)

20)

166

S”
U}

W ()
)
9 ()
o (&)
Wy (%)

K

L,P (£2)

D )

®

W, (%)

J)
(K
e

v

i

-

=

ouvert de R™

egpace des (classes de) fonctions numériques dont les
dérivées d'ordre € sont de pi puissance sommable dans Q2

espace des fonctions indéfiniment différentiables a
support compact dans Q2

dual topologique de D (Q)

fermeture de & () dans W‘? ()
4 o o (P
wia); 8y = W a)

w(2); Lp2) = W)

-
L

D) x D) D)
¢ 0 ¢
W,;, ’(,o.) x w‘? (S2) W(P)(SL), etc...

sous-espace des vecteurs irrotationnels de 4°(.s2)
sous-espace des vecteurs solénoidaux de D(a)
fermeture de X () dans Me(sz)

H () = J(2)+ Z(L)
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