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GROUPES DE CHOW-WITT

Jean Fasel

Résumé. — Dans ce travail, nous étudions les groupes de Chow-Witt. Ces groupes
ont été introduits par J. Barge et F. Morel dans le but de comprendre dans quelle
situation un A-module projectif P de rang égal a la dimension de A est isomorphe a
un module projectif plus simple Q & A.

Dans un premier temps, nous montrons que ces groupes satisfont & peu de choses
prés les propriétés fonctorielles des groupes de Chow classiques. Nous définissons
ensuite pour tout Ox-module localement libre F de rang (constant) n sur un schéma
régulier X de dimension m > n une classe d’Euler ¢, (E) qui est un raffinement de la
classe de Chern maximale classique ¢, (F). Cette classe d’Euler satisfait elle aussi de
bonnes propriétés fonctorielles. Nous obtenons en particulier que si P est un projectif
de rang n sur un anneau régulier A de dimension supérieure ou égale a n tel que
P~ Q& A alors ¢,(P) =0.

Nous calculons dans un second temps les groupes de Chow-Witt maximaux d’un
anneau régulier de dimension 2 et d’une R-algébre A réguliére de dimension quel-
conque. Il découle immédiatement de ces calculs que si P est un A-module projectif
de rang n égal a la dimension de 'anneau on a ¢, (P) = 0 si et seulement si P ~ Q@ A.

Finalement nous examinons les liens entre les groupes de Chow-Witt et les groupes
des classes d’Euler introduits par S. Bhatwadekar et R. Sridharan.

(© Mémoires de la Société Mathématique de France 113, SMF 2008



Abstract (Chow-Witt groups). — In this work we study the Chow- Witt groups. These
groups were defined by J. Barge et F. Morel in order to understand when a projective
module P of top rank over a ring A has a free factor of rank one, i.e., is isomorphic
to Q& A.

We show first that these groups satisfy the same functorial properties as the clas-
sical Chow groups. Then we define for each locally free Ox-module E of (constant)
rank n over a regular scheme X an Euler class é,(F) which is a refinement of the
usual top Chern class ¢, (F). The Euler classes satisfy also good fonctorial properties.
In particular, we get ¢,(P) = 0 if P is a projective module of rank n over a regular
ring A of dimension n such that P ~ Q & A.

Next we compute the top Chow-Witt group of a regular ring A of dimension 2 and
the top Chow-Witt group of a regular R-algebra A of finite dimension. For such A,
we get that if P is a projective module of rank equal to the dimension of the ring
then é,(P) =0 if and only if P ~ Q & A.

Finally, we examine the links between the Chow-Witt groups and the Euler class
groups defined by S. Bhatwadekar and R. Sridharan.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Soit A un anneau de dimension de Krull n et P un A-module projectif de rang m.
On dit que P admet un facteur libre (de rang 1) s’il existe un module projectif @ tel
que P ~ @Q ® A. La question est la suivante :

Quelles sont les conditions pour que P admette un facteur libre ¢

Une des premiére réponses générales est donnée par un théoréme de Serre (an-
nexe A, corollaire A.1.7) :

THEOREME 1. — Soient A un anneau noethérien de dimension n et P un module
projectif de rang m > n. Alors il existe un module projectif Q tel que P~ Q & A.

Il suffit donc d’étudier les modules projectifs de rang inférieur ou égal a la dimen-
sion de A. Soit CH’(A) le groupe de Chow des cycles de codimension j sur A. On
dispose pour tout k& € N d’une classe de Chern ¢;(P) qu'on peut voir comme un
homomorphisme

cr(P): CHI(A) — CHITE(A)
satisfaisant de bonnes propriétés fonctorielles. Entre autre, on a ¢1(A) =0 et
a(P)y= > ci(P)e;(P")
iti=k
si P ~ P'®P”. En particulier, si P est un module projectif de rang n tel que P ~ Q® A
on a ¢y (P) = 0. Cela nous ameéne a un résultat important di & Murthy ([Mur94]) :

THEOREME 2. — Soient A une k-algébre lisse de dimension n sur un corps algébri-
quement clos k et P un module projectif de rang n sur A. On a alors
en(P)=0<=P~QaA.
La véritable puissance de ce théoréme tient dans le fait que la classe ¢, (P) et le

groupe CH"(A) ont de bonnes propriétés fonctorielles. On posséde ainsi de bonnes
chances de calculer ce groupe et cette classe, rendant ainsi le théoreme utilisable.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Par ailleurs, il est bien connu que si A est 'anneau des coordonnées de la sphére
réelle et P est le plan tangent & cette sphere, alors P ne posseéde pas de facteur libre.
De plus, c2(P) = 0 puisque P est stablement libre. Le théoréme ci-dessus est donc
faux pour des algebres sur des corps non algébriquement clos.

C’est pour cette raison que Nori a introduit le groupe des classes d’Euler E(A)
(voir par exemple [Mur99)) et la classe d’Euler e(P, x) ou x est une orientation de P.
Un peu plus tard, Bhatwadekar et Sridharan ont obtenu le résultat suivant :

THEOREME 3. — Soit k un corps infini parfait et A une k-algébre lisse de dimension
n > 2. Soit P un module projectif de rang n et x un générateur de \" P. On a

P~Qa A

si et seulement si e(P,x) = 0 dans E(A).

Le groupe des classes d’Euler et la classe d’Euler répondent donc completement a
la question de savoir si P admet un facteur libre ou non. En y regardant de plus pres,
cette réponse souffre de quelques insuffisances. Le principal défaut est que le groupe
E(A) ne possede a priori pas de bonnes propriétés fonctorielles. En conséquence, les
cas ou E(A) a pu étre calculé sont plutdt rares. On connait ce groupe pour les k-
algebres de dimension 2 sur un corps infini parfait, les k-algebres lisses de dimension
quelconque pour k = R ou k algébriquement clos. Dans ce dernier cas, on démontre
que E(A) est isomorphe & CH"(A). Cette démonstration est néanmoins non triviale
(voir [BS98]).

Ces quelques défauts ont amené Barge et Morel a définir pour tout schéma régu-
lier X de dimension n sur un corps k de caractéristique différente de 2 des groupes
CH’ (X), qu’ils appellent groupes de Chow des cycles orientés, et une classe e(E)
associée a un fibré vectoriel F de rang n sur X qu’ils appellent classe d’Fuler de E
(voir [BMO0O]). Si X = Spec(A) et E = Q @ A, ils affirment que e(E) = 0. II découle
de plus de leur définition que si k est algébriquement clos et A est une k-algebre de
dimension finie alors on a un isomorphisme naturel entre CH n(A) et CH"(A).

La premiére partie du présent travail montre que les groupes de Chow-Witt sa-
tisfont & peu de chose prés les mémes propriétés fonctorielles que les groupes de
Chow usuels. Comme ces groupes de Chow-Witt sont définis & ’aide du complexe
de Gersten-Witt et du complexe en K-théorie de Milnor associés & X (voir le cha-
pitre 10), il suffit de démontrer que ces deux complexes satisfont de bonnes propriétés
fonctorielles pour en déduire celles des groupes qui nous intéressent. Les propriétés du
complexe en K-théorie de Milnor étant bien connues ([R0s96)), il suffit de démontrer
que le complexe de Gersten-Witt a lui aussi de bonnes propriétés. C’est chose faite
dans les douze premiers chapitres.

Nous reprenons ensuite la définition de Barge et Morel pour obtenir une classe d’Eu-
ler ¢, (E) associée a un fibré vectoriel E de rang n sur X . Cette classe satisfait elle aussi
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de bonnes propriétés fonctorielles. Si X = Spec(A) on a en particulier ¢;(A) = 0 et
en(P) = & (P")e(P")

si P~ P'® P"” avec P’ de rang r et P” de rang k. On en déduit immédiatement
que ¢,(P) =0si P~ Q@ A. Les groupes de Chow-Witt et les classes d’Euler sont
tout a fait satisfaisants en ce qui concerne les calculs. Mais nous n’avons pas obtenu
le résultat qui apporterait un sacre définitif & cette théorie :

CONJECTURE 1. — Soit A une k-algebre lisse de dimension n sur un corps parfait k
de caractéristique différente de 2 et P un module projectif de rang n. Alors

En(P) =0+ P~Qa A.

Il semble néanmoins que ce théoréme ait maintenant été démontré par F. Morel
([Mor04]). Dans ce travail, on donne une preuve lorsque A est de dimension 2 (cha-
pitre 15) et lorsque A est de dimension quelconque sur £ = R (chapitre 16) ou k = C.
Soit exactement les cas ou E(A) peut étre calculé! En outre, les groupes de Chow
inférieurs CH m(A) avec m < dim(A) sont candidats & détecter les obstructions &
scinder un projectif @) de rang m. En effet, on tire immédiatement de la relation

&n(P) = & (P")e(P")
que ¢, (Q)=0si Q ~ R A.

1.1. Avertissement

De bonnes connaissances d’algebre commutative sont absolument nécessaires pour
lire ce travail. Par exemple, nous supposons connues les notions d’anneau régulier,
de spectre d’'un anneau, de module projectif et module injectif, de modules d’ex-
tension, de support d'un module, etc... Le livre de Matsumura ([Mat86]) est une
excellente référence en la matiere. Le seuls résultats d’algebre commutative non clas-
siques utilisés dans ce travail sont le théoreme d’Eisenbud-Evans et le théoreme de
Bertini. L’annexe A fournit les énoncés de ces théoremes, ainsi que quelques corol-
laires immédiats. Il est également nécessaire de connaitre quelques concepts basiques
de géométrie algébrique. Nous utiliserons ainsi sans les définir les concepts de schéma,
morphisme plat, morphisme fini et morphisme propre. Le chapitre 2 du livre de Hart-
shorne ([Har77]) fournit les définitions et résultats nécessaires a une bonne compré-
hension. Par ailleurs, la construction du complexe de Gersten-Witt et les résultats
de fonctorialité de ce complexe demandent une certaine aisance avec les concepts de
groupe de Witt, de catégories triangulées et de groupes de Witt d’une catégorie tri-
angulée. Les annexes B, C, D et E donnent les outils nécessaires pour acquérir cette
aisance. Il est donc fortement conseillé de commencer par ces annexes avant d’entamer
la lecture des chapitres 3 et suivants. Enfin, nous utiliserons librement les résultats
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

basiques de la théorie de l'intersection présentés dans le livre de Fulton ([Ful84]).
Une bonne connaissance de cette théorie est donc souhaitable.

1.2. Conventions

Tous les schémas considérés dans ce travail sont des schémas séparés de type fini sur
un corps k de caractéristique différente de 2, ou des localisations de tels schémas. Pour
éviter certaines questions de lissité, on supposera que k est parfait. Dans ce cas, un
schéma est régulier si et seulement s’il est lisse ([Gro67c, corollaire 17.15.2, p. 99]). On
supposera de plus que les schémas réguliers sont connexes et les morphismes propres
sont de dimension relative constante. Si X est un schéma et L est un corps, on notera
X (L) 'ensemble des points L-rationnels de X.

1.3. Remerciements

Je tiens particulierement a remercier Jean Barge pour pour la générosité avec la-
quelle il a partagé ses idées sur les résultats du chapitre 15. J’aimerais également
exprimer toute ma gratitude a Paul Balmer pour les innombrables remarques et amé-
liorations qu’il m’a suggérées pour améliorer autant que possible ce manuscrit. Merci
enfin & Manuel Ojanguren sans qui ce travail n’aurait pas vu le jour.
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CHAPITRE 2

LE COMPLEXE EN K-THEORIE DE MILNOR

2.1. Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats obtenus par M. Rost ([R0s96)).
Si X est un schéma et p € N, le groupe de Chow usuel CH?(X) peut étre vu comme
le conoyau de 'application diviseur

d: P Kilkx) — P Kolk(x)).
reX (p+1) re X ®)

Si U est un ouvert de X et Y = X \ U, on a une suite exacte
CH'(Y) —— CHP(X) —— CHP(U) —— 0

ou [ dépend de la codimension de Y dans X. Cette suite n’est en général pas exacte
a gauche. Pour faire des calculs, on aimerait néanmoins pouvoir prolonger cette suite
en définissant des objets qui ressemblent a des groupes de Chow. Pour définir ces
groupes de Chow « supérieurs », il s’agit de considérer un complexe de la forme

.— P Kg(k(x))i) &y Kl(k-(x))L P Ko(k(z)) —o0.
reX(P—2) reX(@—1) reX®)

Notons C(X, K,) ce complexe. Choisissant une bonne graduation, on peut définir le
groupe de Chow de la maniere suivante :

CHP(X) = H?(C(X, K,)).
Si f: X — Y est un morphisme propre, on obtient un morphisme de complexes
feo 1 C(X, Kp) — C(Y, Ky)

tel que HP(f,) soit le push-forward usuel de cycles (ot s dépend de la dimension de
X et de Y) et si f est un morphisme plat on obtient un morphisme de complexes

fC(X,K,) — C(Y, K))
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tel HP(f*) soit le pull-back usuel. En particulier, si U est un ouvert de X et Y = X\U,
on a une suite exacte de complexes

0— CY,K;,) — C(X,K,) — C(U,K,) ——0
qui induit une suite exacte longue en cohomologie
...—— HP"Y(U,K,) —— CH*(Y) —— CH?(X) —— CHP(U) —— 0.
On a ainsi une bonne prolongation a gauche de la suite

CH*(Y) —— CHP(X) —— CHP(U) —— 0.

2.2. Définitions

Rappelons tout d’abord la définition de la K-théorie de Milnor (voir [Mil70]).
Soit F' un corps et F'* son groupe des inversibles. On considere 1’algebre tensorielle
graduée

T(F*)=Z&F o (F* QF )®...
Soit J I'idéal homogene de T'(F'*) engendré par les éléments de la forme a ® (1 — a).
On obtient une algebre graduée

KM(F)=T(F*)/J.

DEFINITION 2.2.1. — La n-iéme composante homogéne KM (F) de KM(F) est le
n-ieme groupe de K -théorie de Milnor. On pose KM(F) =0 sii < 0.

Dans ce qui suit, on notera {ai,...,a,} 'élément a1 ® - ® a, de KM(F). On
notera additivement la loi de F* = KM (F), c’est-a-dire {a} + {b} = {ab}.

Soit E un corps et ¢ : F' — E un homomorphisme. On définit un homomorphisme
de degré 0

¢u: KM (F) — KY(E)

par ¢*({a’17 sy an}) = {¢(a1)a cey d)(a’n)}

Supposons maintenant que F' soit muni d’une valuation discrete v de corps résiduel
k(v) et d’anneau des entiers O,. Notons @ I'image d’un élément a € O, dans k(v).

LEMME 2.2.2. — Il existe un (et un seul) homomorphisme de degré —1

d: KM(F) — KM, (k(v))

qui envoie le symbole {m, a1,...,an} sur {Gi,...,an} pour tout premier m et tous
ai,...,an € OF.
Démonstration. — Voir [Mil70, Lemme 2.1, p. 322]. O
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En particulier, si F est un corps et F'(X) est le corps des fonctions rationnelles sur
F', on obtient pour tout polynéme irréductible p € F[X] une valuation sur F'(X) dont
le corps résiduel est noté k(p). On a donc des homomorphismes

dy : KM(F(X)) — KM, (k(p)).
Le théoréme suivant est bien connu :

THEOREME 2.2.3. — Soit F' un corps et P l’ensemble des polynomes irréductibles
unitaires de F[X]. Notons i : F — F(X) Uinclusion. Alors on a pour tout n une suite
exacte scindée

i 2. d
0 —— KM (F) —— K} (F(X)) == D K} (k(p) —— 0.
peP
Démonstration. — Voir [Mil70, Théoreme 2.3, p. 325]. O

Remarquons que F'(X) posséde aussi une valuation discréte notée vy, définie par
Voo (%) = degré(b) — degré(a). On obtient ainsi un homomorphisme résiduel
doe : KM (F)(X) — KM (P).
Choisissons une section
o €D KM (k(p)) — KM, (F(X))
peEP
et notons

j KM (k(p) — @ KX (k(p))
pEP
I'inclusion.

DEFINITION 2.2.4. — Soit F un corps, p un polynéme irréductible unitaire de F[X].
Pour tout n, on définit I’homomorphisme « norme »
Niy/r : K3 (k(p) — K3 (F)
par Ny p = —doc 0 @0 .
A priori, la norme dépend de la section

¢ - P KN (k(p)) — K4y (F(X))

peEP
choisie. Mais le résultat suivant montre qu’il n’en est rien.

PROPOSITION 2.2.5. — Pour toutes sections
o1 @) KM (k(p)) — KM, (F(X))
peP
et

o : @D K (k(p) — K (F(X))
peEP

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



8 CHAPITRE 2. LE COMPLEXE EN K-THEORIE DE MILNOR

on a
d000¢1 :d000¢2~
Démonstration. — FEn utilisant la définition de do, on voit que dyoi« = 0. Pour tout
a€ @K}l‘/](k;(p)), on a (¢1 — ¢2)(a) € Im(iy). Ainsi, deop1 = dooPa. O
peEP

Cette norme a une expression simple en degrés 0 et 1. En effet,

THEOREME 2.2.6. — Notons i : F' — k(p) linclusion. Alors pour tout n la composi-
tion

KM(F) — s KM (k)] SO g ()

n
est la multiplication par [k(p) : F).
Démonstration. — Voir [Mag02, proposition 14.64, p. 552]. O
COROLLAIRE 2.2.7. — En degré 0, la norme

Ny : K3 (k(p)) — Ko (F)
est la multiplication par [k(p) : F).

Démonstration. — On sait que la composition

i Ni)/F
Ky!(F) —— K} (k(p)) — K" (F)

est la multiplication par [k(p) : F]. Mais
it Kg'(F) — Ky (k(p))
est I'identité. D’ol1 le corollaire. O

En ce qui concerne le degré 1, on a les résultats suivants :

PROPOSITION 2.2.8. — Les normes Ny,)/r sont les uniques homomorphismes tels
que

—doo = Y Ni(py/r © dp,

peEP
Démonstration. — Voir [Mag02, proposition 14.65, p. 552]. O
COROLLAIRE 2.2.9. — En degré 1, la norme Ny /r coincide avec la norme

N : k(p)* — F*
usuelle.

Démonstration. — Voir [Mag02, corollaire 14.66, p. 553]. O
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Soit maintenant ¢ : F' — E un homomorphisme tel que E/F soit une extension
finie. Alors il existe une filtration

Fchc---CcF,=F

telle que F;/F;_1 soit monogene. Pour tout 4, il existe donc un polynéme irréductible
unitaire p dans F;_1[X] tel que F;_1[X]/p ~ F;. Ceci nous permet de définir pour
tout ¢ un homomorphisme de degré 0

a;  KM(F) — KM (Fio)
par o = Nyp)/F;,_, et donc un homomorphisme
¢*: KM(E) — KM(F).
REMARQUE 2.2.10. — Cet homomorphisme ¢* semble étre dépendant de la filtration
FckhrcCc---CcF,=F

choisie. On peut néanmoins démontrer que ¢* est indépendant du choix de la filtration
(voir [Mlag02, p. 555]).

PROPOSITION 2.2.11. — Soient F L E L) L des extensions finies de corps.
Alors

(vo)" =y o™
Démonstration. — Voir [Mag02, remarque p. 555]. O

Soit k un corps et A une k-algebre locale intégre de dimension 1. Notons z 1’idéal
maximal de A, F' le corps des fractions de A et k(x) le corps A/x. Soit encore B
la cloture intégrale de A dans F' et z1,...,2z, les points de B au-dessus de x. Les
anneaux locaux B, sont des anneaux de valuation discrete. Par le lemme 2.2.2, on
obtient des homomorphismes résidus

di: KM(F) — KM (k(2))
et un résidu total

d: KM(F) — @Kﬁl(k(zi))

donné par d = > d;.
D’autre part, on sait que les homomorphismes ¢; : k(x) — k(z;) sont finis (puisque
les deux corps sont des extensions finies de k) et donc on a des homomorphismes

o7+ KM (k(z1)) — KM (k(z)).

Notons ¢ : @ KM(k(2)) — KM (k(z)) Phomomorphisme Y ¢*. En composant d et
¢, on obtient finalement un homomorphisme

dy - KM(F) — KM (k(z)).
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Soit A un anneau integre global de dimension 1 de corps des fractions F. Il est facile
de voir que si {ay,...,a,} € KM(F), alors d;({a1,...,a,}) # 0 seulement pour un
nombre fini de maximaux . On obtient ainsi un homomorphisme résidu de degré —1

d:KM(F)— P KM, (k(x))

zE€Max(A)
donné par
d= Y da.
z€Max(A)
REMARQUE 2.2.12. — On peut aussi calculer
d:EM(F)— @ K(k@)
zE€Max(A)

de la maniere suivante : Si ¢ € F, on pose d(%) = [(A/a) — I(A/b) (ou [ est la

longueur).

THEOREME 2.2.13. — Soit X un schéma noethérien sur un corps k. Pour tout j € Z,
on dispose d’un complexe en K -théorie de Milnor

0—— P KM(k2) —L— P KM, (kly) — ...

zeX (0 yeX
M d M
o— P KM k() —— P KM, (kw) — ...
zeX(P) weX (P+1)
Démonstration. — Les résidus sont construits comme ci-dessus. La vérification qu’il
s’agit bien d’'un complexe se trouve dans [Ros96, lemme 3.3, p. 346]. O
DEFINITION 2.2.14. — Le complexe ci-dessus sera noté C(X, KJM) On gradue

ce complexe en fonction de la codimension des points. Ainsi, le i-éme degré de
C(X, KJM), noté C*(X, K]M), est le groupe abélien @ K;‘L(k(x))
xEX("')

REMARQUE 2.2.15. — Avec cette graduation, on observe que

H(C(X,K}M)) = CH (X).

2.3. Fonctorialité du complexe en K-théorie de Milnor

Soient X et Y deux schémas sur un corps k et f : X — Y un morphisme propre. Soit
x € X,y= f(x) et ¢:k(y) — k(z) Phomomorphisme induit par f. Si [k(x) : k(y)]
est fini (il faut pour cela que {x} et {y} aient la méme dimension), on définit un
homomorphisme
()2 + KM (k) — KM (k(y)
par (f.); = ¢*. Si [k(z) : k(y)] est infini, on pose (f.); = 0.
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Si dim(X) =n et dim(Y’) = m, on obtient donc pour tout ¢ un homomorphisme
(fo): CHX, K} — C(Y, K}, )
et donc une application de degré m —n
fo: C(X, KM — C(Y, K}, )
THEOREME 2.3.1. — Soient X et Y deux schémas sur un corps k et
f: X —Y
un morphisme propre. Alors f. est un morphisme de complexes de degré m — n.

Démonstration. — Voir [R0s96, proposition 4.6, p. 352]. O

REMARQUE 2.3.2. — En particulier, f, induit un homomorphisme
fo t H(C(X,K}") — HIT™ ™ (C(Y, K )
qui est le push-forward usuel de cycles CH? (X) — CH/ ™™~ "(Y).

Cette construction est fonctorielle :

PRrROPOSITION 2.3.3. — Soient X, Y et Z trois schémas sur un corpsk et f : X =Y,
g:Y — Z des morphismes propres. Alors

(9)+ = gufs.
Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.11. O

Supposons maintenant que f : X — Y soit un morphisme plat de dimension
relative constante g. Pour y € Y, on note X, la fibre de f au dessus de y. Si z € Xéo)
et ¢ : k(y) — k(x) est ’homomorphisme induit par f, on définit un homomorphisme

(f)%: KM (k(y)) — KM (k(x))
par (f*)y = UOx, «) - b«

On obtient ainsi pour tout ¢ un homomorphisme
et donc une application
fro, K — (X, K.
THEOREME 2.3.4. — Soient X et Y deux schémas noethérien sur un corps k et
f: X —Y
un morphisme plat. Alors f* est un morphisme de complexes.

Démonstration. — Voir [R0s96, proposition 4.6, p. 352]. O
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12 CHAPITRE 2. LE COMPLEXE EN K-THEORIE DE MILNOR

REMARQUE 2.3.5. — En particulier, f* induit un homomorphisme
froH(CWY, K}) — HY(C(X, K;T))
qui est le pull-back usuel de cycles CH? (V') — CH (X).
Soit maintenant U C X un ouvert et Y = X \ U. Supposons que Y soit de codi-

mension g dans X. Notons ¢ : U — X et w : Y — X les injections. On sait qu’on a
des morphismes de complexes

S OX KM — C(U K
et
m C(Y,KM ) — C(X,KM).

Pour tout 7, on a une suite exacte

(m)!

—>C"(X,K3M)ﬂ>

0—— CY(Y, K1) CYU,K}M)——0.

On en déduit une suite exacte longue en cohomologie :

THEOREME 2.3.6. — Soit U C X un ouvert et Y = X \ U. Supposons que Y soit de
codimension (constante) q¢ dans X. On a une suite exacte longue

S HUIHO(Y, KM ) s HY(O(X, KM)) — s H o, kM) — 2

9 ey KM ) s HN(O(X, KM)) s P (OU, KM)) ——

s HITA(O(Y, KM ) s HI(O(X, KM)) — s HI(C(U, KM)) —— 0.

REMARQUE 2.3.7. — Pour tout j, cette suite exacte longue se termine en fait par

s HI O, KM)) —2 CHI9(Y) —— CHF (X) —— CHY () —— 0.

On peut ainsi mesurer le défaut d’injectivité de I’homomorphisme
CH/™9(Y) — CH’(X).
Soit maintenant le diagramme cartésien suivant :

f'/

X =Y

s

X—Y.
Supposons que f soit propre et g soit plat. Alors f est propre et g’ est plat puisque ces

deux propriétés sont stables par changement de base ([Har77, corollaire 4.8, p. 102]
et [Har77, proposition 9.2, p. 254]).
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THEOREME 2.3.8. — Dans la situation ci-dessus, on a
9" fe = ()9
Démonstration. — Voir [Ros96, proposition 4.1, p. 350]. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008






CHAPITRE 3

LE COMPLEXE DE GERSTEN-WITT D’UN SCHEMA
REGULIER

3.1. Résumé

Si X est un schéma régulier, on peut définir un complexe de Gersten-Witt

i D W Ox) - B W (Oxy) — .

reX () yeX (@+1)

noté C'(X,W). La construction, due & P. Balmer et C. Walter (voir [BWO02]), utilise
les groupes de Witt de la catégorie dérivée D®(P(X)) de la catégorie exacte P(X) des
Ox-modules localement libres sur X. Les notions de catégorie triangulée et de groupe
de Witt d’une catégorie triangulée sont rappelées dans les annexes B et D. Utilisant
les propriétés fonctorielles de ces groupes, nous montrons que si

f: X —Y

est un morphisme plat de dimension relative constante on peut définir un morphisme
de complexes

ffely,w)— C(X,W).
Si L est un Oy-module inversible, on a également des complexes C(Y,W, L) et

C(X,W, f*L) ainsi qu'un morphisme de complexes
J*: OV, W, L) — C(X, W, f*L).

3.2. Le groupe de Witt des complexes de modules localement libres

Soit X un schéma régulier de dimension de Krull n. Notons P(X) la catégorie exacte
des O x-modules localement libres de type fini sur X, D(P(X)) sa catégorie dérivée et
DP(P(X)) la sous-catégorie pleine de D(P(X)) des complexes bornés. Les catégories
D(P(X)) et D*(P(X)) sont des catégories triangulées (annexe B). La dualité usuelle

Vi P(X) — P(X)



16 CHAPITRE 3. LE COMPLEXE DE GERSTEN-WITT D’UN SCHEMA REGULIER

définie par
PV = Hom@X (P, Ox)
induit une dualité dérivée sur D*(P(X))
F: D*(P(X)) — D"(P(X)).

Explicitement, si

P. : N .Pz Pi,1 PZ‘,Q
est un complexe de DP(P(X)) avec P; en degré i, alors P est le complexe

dj+1)\/ (dj+2)v
‘. (
Pi: o Py PY,, PY,,

avec Pjv en degré —j. On dispose de plus pour tout P € P(X) d’un isomorphisme
canonique

evp: P — (PY)Y
défini par evp(p)(¢) = ¢(p) pour tout ¢ € PY. Cet isomorphisme induit un isomor-
phisme wp : Py — (P£)? pour tout P, € D*(P(X)) donné par

di di—l
P P )
evpiJ e’l)pilJ evpizl
di i—1

—— (P ——= (P )Y ——= (P )Y —— ...

La catégorie triangulée DP(P(X)), accompagnée du foncteur contravariant l-exact
(annexe D, définition D.1.1)

1 D*(P(X)) — D"(P(X))
et de I'isomorphisme de foncteurs
w:l— M

est une catégorie triangulée avec dualité (définition D.1.3). Ainsi :

LEMME 3.2.1. — Soit X un schéma. Alors (D*(P(X)),*,1, @) est une catégorie tri-
angulée avec dualité.

Démonstration. — Voir [Bal99, proposition 2.3, p. 5]. O

Cette structure de catégorie triangulée avec dualité permet de définir les groupes
de Witt W¥(D*(P(X))) (annexe D, définitions D.1.10 et D.1.11) pour tout i € Z. On
a les théoremes de fonctorialité suivants.
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THEOREME 3.2.2. — Soit X,Y des schémas et f:Y — X un morphisme. Alors
17 DUP(X)) — DV(P(Y)
induit pour tout i un homomorphisme
fWHX) — WYY).

Démonstration. — Si Py € D*(P(X)) et PI%) est son dual, on a un isomorphisme
évident

e ST PE)) — (f PR,
Le foncteur f* muni de I'isomorphisme de foncteurs 7 satisfait la définition d’un
foncteur préservant les dualités (annexe D, définition D.1.12) et induit donc les ho-
momorphismes annoncés. |

En particulier, on obtient les corollaires suivants :

COROLLAIRE 3.2.3. — Soit X un schéma et x € X. Alors
Ja : D'(P(X)) — D*(P(Spec(Ox.2)))
induit pour tout i un homomorphisme
Jr WHX) — W' (Spec(Ox.z)).
COROLLAIRE 3.2.4. — Soit X un schéma eti:U — X un ouvert. Alors
" : D"(P(X)) — D"(P(U))
induit pour tout i un homomorphisme

it WHX) — WHU).

3.3. Le groupe de Witt des modules de longueur finie

Soit A un anneau régulier local de dimension n et M un A-module de longueur
finie. Notons M le module Exty (M, A). On considére une résolution projective de M

0 P, P, Py 22 01 0.

Le diagramme

0 P, P, P —2 0

evp”l evpll e’l)pol
. —~

0—— (PY)Y —— .. —— (PY) —— (BY)Y —2 M ——0

se referme en un isomorphisme

n(P): M — M.
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DEFINITION 3.3.1. — Soit A un anneau régulier local de dimension n. On définit

w(P):M—J/\Z

n(n—1)
par w(P) = (=1) "= n(P).
THEOREME 3.3.2. — Soient

0 P, . P, Py -2 0
et

do0

0 Qn e Q1 Qo M 0
des résolutions projectives de M. Alors w(P) = w(Q).
Démonstration. — 1l suffit de montrer que n(P) = n(Q). Choisissons un morphisme

Y:Py — Q.
tel que le diagramme suivant commute
di;
0 P, P, P, M 0
1/%{ 1/hJ 1/)0J e H

0 @n : Q1 Qo M 0

On a le diagramme
dP
Py 0 M 0
& \
dg
evp, Qo M 0
ln
dP VvV
e () M
(wo)w €VQ,
vV (
(Qo) 0

dont tous les carrés a part éventuellement celui de droite commutent. Il suffit ensuite
de chasser dans le diagramme pour démontrer le résultat. O
DEFINITION 3.3.3. — Soit A un anneau régulier local de dimension n et M un mo-

dule de longueur finie. On définit

w:M— M
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par w = w(P) pour n’importe quelle résolution projective

dy
0 P, . P P, M 0

de M.

Considérons la catégorie abélienne M;s(A) des A-modules de longueur finie. Le
foncteur contravariant

Ext3 (-, A) : Mip(A) — My (4)
est exact et on a un isomorphisme de foncteur
w: 1 — Ext(Ext (-, 4), A).

On voit que (M;r(A), Exty (, A), @) est une catégorie exacte avec dualité au sens de
lannexe C. On obtient ainsi le groupe de Witt W (M, (A), Ext’y (- ,A),w) de cette
catégorie (annexe C, définition C.1.7).

DEFINITION 3.3.4. — On définit le groupe de Witt des modules de longueur finie de
A comme étant le groupe W (M, ¢(A), Ext’y (_ , A),@). On le note W (A).

Soit D?(M;¢(A)) la catégorie dérivée de M;¢(A). Notons aussi Ext’; (- , A) le fonc-
teur dérivé de Ext’y (- , A) et w I'isomorphisme canonique dérivé de w. On a alors :

THEOREME 3.3.5. — On a un isomorphisme
W (A) — WO(D"(Mis(A)), Ext}i(- , A), 1, ).

Démonstration. — C’est un théoreme classique. Voir [Bal01, théoréme 4.3, p. 17].
O

Identifions maintenant plus précisément le groupe
WO(DP(Miy(A)),Ext (-, A), 1, @).

Soit M;s(A) la catégorie des A-modules de type fini. Il est connu (voir par exemple
[BWO02, p. 15]) que l'inclusion P(A) — M;¢(A) donne une équivalence de catégories

lef(P(A)) I D?f(Mtf(A))

ol Dg’f (P(A)) désigne la sous-catégorie pleine de D®(P(A)) des complexes dont 1’ho-
mologie est de longueur finie et lef(Mtf(A)) son analogue dans D°(M,s(A)). De
plus, U'inclusion M;¢(A) — M;s(A) donne une équivalence

D*(Myy(A)) — Dip(Mis(A)).
Composant les deux équivalences, on obtient une équivalence de catégories
D}(P(A)) — D*(Mys(A)).

On voit que la dualité # sur D*(P(A)) induit une dualité sur Df’f (P(A)). On vérifie en-
core que les inclusions ci-dessus préservent les dualités et donc I’équivalence ci-dessus
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induit un isomorphisme au niveau des groupes de Witt (annexe D, proposition D.1.13).
On a donc :

THEOREME 3.3.6. — L’équivalence ci-dessus induit un isomorphisme
W™(D};(P(A))) — WO(D*(Mif(A)), Ext}y (- , A), 1, @).

Démonstration. — Voir [ BWO02, lemme 6.4, p. 15]. O

3.4. Le complexe de Gersten-Witt

DEFINITION 3.4.1. — Soit X un schéma régulier et Py € D*(P(X)). On définit le
support Supp(H (P,)) de Ps comme étant la réunion des supports des groupes d’ho-
mologie H;(P,) de Py :

Supp(H (Ps)) = U;Supp(H;(Fs)).
DEFINITION 3.4.2. — Pour tout p € N, on définit
D*(P(X))® = {P, € D"(P(X)) | codim(Supp(H (Fs))) = p}.
Si dim(X) = n, on a la filtration suivante :
0= D"(P(X))"™*) c D*(P(X))™ C --- c D*(P(X))? = D"(P(X)).

Pour tout i, D®(P(X))® est une sous-catégorie épaisse de DP(P(X)) (défini-
tion D.2.1) et on obtient des suites exactes de catégories triangulées (définition D.2.3) :
DY(P(X))P+D —Ls DHP(X))®) —s DY(P(X))) /DY (P(X)) D).

La dualité sur D*(P(X)) induit des dualités sur D*(P(X))®) pour tout p et la suite
ci-dessus est une suite exacte de catégories triangulées avec dualités (définition D.2.7) :
DY(P(X))PHD —L DYP(X))) —o DH(P(X))) DY (P(X)) P+,

En particulier, on a des homomorphismes pour tout p € N
¢ : WP(D'(P(X))'") — WP(D"(P(X))" /D" (P(X))®*Y).

Soit lef(P(Ox,z)) la catégorie triangulée des complexes bornés de Ox ,-modules
localement libres (cohérents) dont ’homologie est de longueur finie. La dualité sur
D(P(Ox.)) induit une dualité sur Dg’f(P(Ox,x)). Ona:

PROPOSITION 3.4.3. — La localisation induit une équivalence de catégories triangu-
lées avec dualités

DY (P(x))W/DM(PX))" ~ T Di(P(Ox.s))-

zeX @)

Démonstration. — Voir [BWO02, proposition 7.1, p. 18]. O
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COROLLAIRE 3.4.4. — On a pour tout j € N des isomorphismes
WI(D*(P(X))® /DY (P(X))*t) — @ W(Di(P(Ox.z)))-
rzeX ()

Rappelons qu’on dispose pour tout j € N d’un homomorphisme
9: Wi (D" (P(X)W /D" (P(X))P*) — W/ (D (P(X))@+D)

défini de la maniére suivante :

Soit (Pa, ) € (DP(P(X))®)/Db(P(X))P+D), Tiok (—1)3, (—1)"*7" @) une paire
symétrique. Alors il existe un objet Qo dans D(P(X))(®) et un morphisme symétrique
dans la catégorie triangulée avec dualité (D?(P(X))®), TIof (—1)7, (—1)@w)

n: Qe —’TjQﬁ

tels que la localisation de (Qa,7) soit isométrique & (Pe, @) (lemme D.2.8). Cela signifie
en particulier que le cone R de 1 est dans D?(P(X))P+1). 11 existe un isomorphisme

symétrique (voir annexe D)
¥:R— T/TIR!

tel que le diagramme suivant commute :

P, ¢ T9 P! @ R b TP,
(19 H Jw |1pren,
pPE : 77 p} : UanY: — o} -

T3 ¢t Tit1pt (_1)J+1Tj+laﬁ

La paire symétrique (R,1) est unique & isométrie prés (lemme D.2.9). On pose
A(P,¢) = (R,¢). A priori, O(P,¢) dépend du choix du morphisme symétrique 7 :
Qe — T7Q*%, mais on peut démontrer que ce n’est pas le cas ([Bal00, théoréme 4.8,

p. 30]).
On tire ainsi des suites exactes de catégories triangulées avec dualités

DY(P(X))H) Ly DY(P(X))® —Ts DYP(X)®)/DP(P(X)) D
et

DY(P(X))P+2) Ly DE(P(X))P+D s DY(P(X)) P+ /DY (P(X)) P+
un homomorphisme
4 WP(DP(P(X)?) DV (P(X)) D) — WP (D(P(X)) 4D/ DY (P(X) #+2)

défini par d = q o 0.
On obtient finalement & ’aide de la filtration

0=D"(P(X))"*) c D"(P(X)™ c - c D"(P(X))” = D*(P(X))
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et de la proposition 3.4.3 un complexe ([BWO02, théoréme 7.2, p. 18]) :

L @D WORPOx)) L @D WD (P(Ox,) — ...

zeX (@) yeX (p+1)

Utilisant les théoremes 3.3.5 et 3.3.6 on trouve un complexe

i P W (Ox) - P WY (Oxy) —
zeX(®) yeX(P+1)

DEFINITION 3.4.5. — Soit X un schéma régulier de dimension finie. Le complexe

i D W Ox) - B W (Oxy) — ..

zeX (@) yeX (p+1)
est appelé complexe de Gersten-Witt du schéma X. On le note C(X,W).

Examinons le comportement de C'(X, W) relativement aux morphismes plats. Mon-
trons tout d’abord un lemme utile :

LEMME 3.4.6. — Soient X, Y des schémas de dimension finie et f :' Y — X un

morphisme plat de dimension relative q. Soit M un Ox-module cohérent tel que
codim(Supp(M)) > p. Alors codim(Supp(f*(M))) > p.

Démonstration. — La question est locale. On suppose donc que X = Spec(B) et
Y = Spec(A) ou B est une A-algebre plate de type fini. Comme M est de type fini
sur A, il existe une filtration de M

O=MyCcMyC---CM, 1CM,=M

dont les quotients successifs sont de la forme M;/M; 1 ~ A/x; pour des x; dans
Spec(A). La cloture des premiers x; apparaissant dans cette filtration donne le support
de M. Par hypothese, les premiers minimaux x; de cette liste satisfont la condition
codim(A/z;) > p. Tensorisant cette filtration par B, on obtient

0=My®BCMy®BC---CM,_1®BCM,®B=M®®B.
Les quotients successifs de cette filtration sont de la forme
(M;® B)/(Mi—1®B) ~A/r; ® B
puisque B est plate sur A. Les premiers du support de M ® B sont ceux qui contiennent
x; ® B. Or les premiers minimaux y; au dessus de x; satisfont codim(y;) = codim(z;)

puisque B est plate sur A ([Har77, proposition 9.5, p. 256]). Cela conclut la preuve.
O

THEOREME 3.4.7. — Soient X etY deux schémas réguliers et f : Y — X un mor-
phisme plat. Alors
J*PX) — PY)
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induit un morphisme de complexes

ffOX, W) — C(Y,W).

Démonstration. — Par le lemme précédent, on sait que f* induit pour tout p des
morphismes

DY(P(x)® L Dhpy
Il est clair que le diagramme
Db (P(X))P+1) — DY(P(X))®)
rl r|
DY (P(Y))®+D) — DY (P(Y))®)
commute. Alors f* induit un foncteur
I DAPLO)P /DY (PP — DA(P(Y )P /DHP(Y) )
tel que le diagramme
DY(P(X))P+1) —— DP(P(X))®) —— DV(P(X))®) /D*(P(X)) "+
rl r| rl
DY(P(Y))7+D) —— DY(P(Y))®) —— DY (P(Y))®) /DY (P(Y))r+)
commute. On obtient ainsi pour tout p un diagramme commutatif

We(Db(P(X))® /DV(P(X)) Pty — Wrtl(Db(P(X))P+D) /Db (P(X))P+2)

f*l lf*

WP(DY(P(Y)® /DY (P(Y))PH)) — WPHH(DY(P(Y))P*+D /DY (P(Y))#+2).
La proposition D.2.12 montre que f* induit un morphisme de complexes

L o(X, W) — C(Y,W). O

REMARQUE 3.4.8. — Soit z € X®) et y € Y®) un point générique de la fibre de x
dans Y. Alors f* induit un foncteur

(f)%: Dip(P(Ox.0)) — Diy(P(Ovy)).
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De plus, le diagramme suivant commute

Db(P(X))® /DY (P(X)) ) —— T[] Dif(P(Ox.))

rzeX (@)
I Juleyu*)z
PP )P /DY P —— [ DY (P(Oy.y).

yeY (»)

Cela montre que le morphisme de complexes f* commute avec les localisations.

PRrROPOSITION 3.4.9. — Soit X,Y et Z trois schémas réguliers. Soit f : Y — X et
g: Z — Y des morphismes plats. Alors les morphismes de complexes (fg)* et g*f*
sont égauz.

Démonstration. — C’est un exercice facile. O

Supposons maintenant que L soit un Ox-module inversible. Alors le foncteur
Home, (~ , L) donne une dualité sur D*’(P(X)). Si X = Spec(A) pour un anneau
régulier local, on voit en répétant la méme construction que ci-dessus qu’il existe
pour tout M € M;s(A) un isomorphisme (indépendant de la résolution projective
de M)

wy, : M — Ext’y (Ext’s (M, L), L).

DEFINITION 3.4.10. — On appelle groupe de Witt des modules de longueur finie a
valeurs dans L le groupe W (M (A),Ext’y(_ , L), wr). On le note W (A, L).

En utilisant la méme procédure que ci-dessus, on peut construire un complexe

P
o P W Oxa L) L P WY (Oxy L) — ..
zeX®) yeX(P+1)
DEFINITION 3.4.11. — Soit X un schéma régulier de dimension finie et L un Ox-

module inversible. On note C(X, W, L) le complexe
P
i @D WY (Oxa L) T D WY (Oxy Ly) —
zeX®) yeX(P+1)

REMARQUE 3.4.12. — Les groupes apparaissant dans les complexes C(X,W) et
C(X,W, L) sont isomorphes (non canoniquement).

Le résultat suivant est évident au vu du théoréme 3.4.7.

THEOREME 3.4.13. — Soit X, Y deux schémas réguliers de dimension finie, L un
Ox -module inversible et f 1Y — X un morphisme plat. Alors f induit un morphisme

de complexes
(X, W, L) — C(Y,W, f*L).
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3.5. Un calcul des différentielles du complexe

Soit z € X®) et y € X®+1)_ Nous allons calculer la composante
a4 WY (Ox ,) — WY (Ox )
de la différentielle d du complexe C'(X,W). On a un morphisme plat de schémas
Jy : Spec(Ox ) — X.
Ce morphisme induit un morphisme de complexes
ji: C(X, W) — C(Spec(Ox,y), W).

Ainsi d¥ = 0siy ¢ m On peut donc supposer que X = Spec(Ox ) et = est
un idéal de hauteur p de Ox,. Posons A = Ox, et w, = Ext)(A/xz, A). Alors

on a un isomorphisme canonique @ : A/xz — Ext’)(w,, A). Un couple symétrique
(M, ¢) € WU (A,) est Witt-équivalent & un isomorphisme diagonal (proposition E.2.1)

Y k(x)" — Ext) (k(x), Az)"
Pour calculer d¥, il suffit donc de calculer I'image d’un isomorphisme
s k(z) — Exthy (k(x), As)

par d¥. Multipliant éventuellement p par un carré, on peut supposer que (1) € w.
On a donc un morphisme symétrique

Az — w,
dont la localisation en x est p. On a le diagramme suivant :
f
0 Az W N 0
(_1)p(p1)/2@l JU
0 —— Ext?, (wz, A) W Ext’™ (N, A) ——— 0
Extly(f, 4)

o N est un A-module de longueur finie et 7 est un isomorphisme symétrique.
PROPOSITION 3.5.1. — La différentielle
a2 WY (Ox.0) — WY (Ox.,)

du compleze C(X, W) est donné par d¥(k(z), ) = (N,n) siy € {x} et d’(k(z),n) =0
sinon.

Démonstration. — Voir [BWO02, proposition 8.5, p. 23]. O
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CHAPITRE 4

LE COMPLEXE DE GERSTEN-WITT D’UN SCHEMA
DE GORENSTEIN

4.1. Résumé
Le but des prochains chapitres est de définir pour tout morphisme propre
f: X —Y
un morphisme de complexes
fo : C(X, Wwx/r) — C(Y, W, wy ).

Dans ce chapitre, nous commengons par rappeler la définition des groupes de Witt
de modules cohérents d’un schéma de Gorenstein due & S. Gille (voir [Gil02]). Cette

définition dépend d’une résolution injective finie de Ox

0 Ox I I, . I, 0.

Si X = Spec(A) est le spectre d’'un anneau de Gorenstein local, une telle résolution
injective permet de munir la catégorie M;s(A) des modules de longueur finie sur A
d’une structure de catégorie abélienne avec dualité (voir 'annexe C). Nous vérifions
ensuite que deux résolutions injectives différentes de A donnent la méme structure sur
M s (A). Utilisant les mémes techniques que dans le chapitre précédent, nous obtenons
pour tout schéma de Gorenstein X un complexe de Gersten-Witt C'(X, W)

- d -
o— P W (Ox.)——= P W (Ox,) — ...
zeX(®) yeX (p+1)
indépendant de la résolution de Ox choisie. Lorsque X est régulier, nous montrons

que le complexe

- d -
o— P W (Ox.)—— P W (Ox,) — ...
reX () yeX (P+1)
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coincide avec le complexe

d
o— P W (Ox.)—— P W (Ox,) — ...

zeX (@) yeX (p+1)

obtenu au chapitre précédent.

4.2. Les groupes de Witt des modules cohérents

Soit X un schéma, M(X) la catégorie abélienne des O x-modules quasi-cohérents et
D(M(X)) la catégorie dérivée de cette catégorie abélienne. La catégorie D(M (X))
posséde une structure de catégorie triangulée (annexe B, théoréme B.2.3) et il en
est de méme pour la sous-catégorie des complexes bornés de modules quasi-cohérents
(annexe B, remarque B.2.4). Considérons la sous-catégorie fo(./\/l (X)) de D*(M(X))
des complexes dont ’homologie est cohérente. On voit que la structure de catégorie
triangulée de D*(M (X)) induit une structure de catégorie triangulée sur D} (M (X))
(voir par exemple la définition D.2.1 et la remarque D.2.2).

Soit Jl

I, : ... I, —51._4

un complexe borné de O x-modules quasi-cohérents injectifs dont ’homologie est co-
hérente. Notons

X' DEp(M(X)) — Dip(M(X))
le foncteur dérivé de Homo (- , I,). Pour un complexe M, € D} (M(X))

!
M, : M, M,_,

on a

XI(MO)S = @ Homp,, (M—S—T7 I—T)7
reZ

et les bords sont donnés par f +— fd™ + (=1)*T'd!f. Il y a un homomorphisme
naturel de foncteurs

qui est donné par la formule

M — @ Homo, (€D Homoy (Mis-r, 1), 1)
SEL reZ

s (—1)7'(7'2“) evr(m) sir=s
0 sir#s

ou evy(m) est 'évaluation en m.
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DEFINITION 4.2.1. — Soit X un schéma et I, € fo(M(X)) un complexze de Ox -

modules quasi-cohérents injectifs. On dit que I, est un complexe dualisant si w! est
un isomorphisme.
DEFINITION 4.2.2. — Soient X un schéma. On dit que X est un schéma de Goren-

stein si Ox posséde une résolution finie par un complexe I, de Ox-modules quasi-
cohérents injectifs

0 Ox Iy I I, 0.

On dit que I, est une résolution injective finie de Ox.
On a le théoréme suivant :

THEOREME 4.2.3. — Soit X un schéma de Gorenstein et I, une résolution injective
finie de Ox . Alors I4 est un complexe dualisant.

Démonstration. — Voir [Gil02, théoréme 2.6.4, p. 23]. O

On obtient ainsi une catégorie triangulée fo(M(X ), une dualité exacte x! et
un isomorphisme naturel w’. Ces données munissent fo (M(X)) d’une structure de
catégorie triangulée avec dualité au sens de la définition D.1.3 :

COROLLAIRE 4.2.4. — Soit X un schéma et Iy un complexe dualisant. Alors
(D?f(M(X))7 Xla 17 wI)
est une catégorie triangulée avec dualité.

Démonstration. — Voir [Gil02, théoréme 2.6.4, p. 23]. O

On peut donc définir les groupes de Witt de la catégorie triangulée avec dualité
(fo(/\/lx),xl, 1,w!) (annexe D, définition D.1.10) :

DEFINITION 4.2.5. — Soit X un schéma avec compleze dualisant Io. Le i-éme groupe
de Witt cohérent de X (dépendant de I,) est défini par

Wi(Xv I’) = Wz(D?f(MX)vxla ]_,’WI).

REMARQUE 4.2.6. — Les groupes Wi(X, I,) dépendent de la résolution injective fi-
nie I, choisie. Si J, est une autre résolution injective finie, on a un isomorphisme
(dans la catégorie dérivée) n : I, — J, qui induit des isomorphismes W¥(X,I,) —
Wi(X,J,).

Soit f : X — Y un morphisme. Si I est un Oy-module injectif, alors f*I n’est
pas forcément un O x-module injectif méme lorsque f est plat. On ne peut donc pas
définir directement un homomorphisme

FwiY, L) — WX, L),
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Dans ce qui suit, nous n’aurons néanmoins pas besoin d’un tel homomorphisme dans le
cas général, mais seulement dans deux cas particuliers ou f*I, est encore un complexe
de modules injectifs.

THEOREME 4.2.7. — Soit X un schéma et I, un compleze dualisant. Supposons que
1:U — X soit un ouvert de X. Alors

i M(X) — M(U)
induit un homomorphisme
i WYX, L) — WU, L,,).
Démonstration. — Pour tout M € fo (M(X)), on a un isomorphisme

na : Homo (M, L), — Homey, (M|, Ls|,)-

lu

De plus, I, est une résolution injective de Op. On vérifie ensuite que le couple
(i*,m) préserve la dualité au sens de la définition D.1.12. Ce couple induit donc les
homomorphismes annoncés. O

THEOREME 4.2.8. — Soit X un schéma, v € X et I, un complexe dualisant. Alors
ji t M(X) — M(Spec(Ox..))
induit un homomorphisme
i WHX, L) — W'(Spec(Ox ), (I.),)-

Démonstration. — C’est la méme que la démonstration du théoréme précédent. [

4.3. Le groupe de Witt cohérent d’un anneau de Gorenstein local

Soit A un anneau de Gorenstein local de dimension n. Comme d’habitude, notons
M le module Ext" (M, A) pour tout A-module M de longueur finie.

DEFINITION 4.3.1. — Soit A un anneau noethérien et M un A-module.
1°) Un module N tel que M C N est appelé une extension essentielle de M si pour
tout sous-module U C N on a UNM #0 ou U = 0.
2°) Un module injectif I tel que M C I est une extension essentielle est appelé
enveloppe injective de M.
3°) Une résolution injective Iy de M

i do d-1

0 M Iy I 4 I,

est appelée minimale si Iy est une enveloppe injective de M, 1_1 est une enve-
loppe injective de Coker(i) et I_, est une enveloppe injective de Coker(d_,41)
pour tout r > 1.
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THEOREME 4.3.2. — Soit A un anneau de Gorenstein et I, une résolution injective
minimale de A. Si x € Spec(A), on note E(x) une enveloppe injective de A/x. Alors

I, ~ @ E(z).

z€Spec(A)()

Démonstration. — Voir [BH93, théoreme 3.2.6]. O
LEMME 4.3.3. — Soit A un anneau de Gorenstein local de dimension n et
; d d_
L:0 Ay Sy, I, 0

une résolution minimale de A. Posons I = I1_,,. Alors

1°) Si M est de longueur finie, alors Homa (M, I) est de longueur finie.

2°) L’homomorphisme naturel evy : M — Homy(Homy (M, I),I) est un isomor-
phisme pour tout A-module M de longueur finie.

3°) Pour tout 0 < j <n—1 et tout M € M;y(A) on a l’égalité Homa(M,I_;) = 0.
Done M ~ Homu(M,I).

Démonstration. — Pour les preuves, voir [Gil02, leimme 3.1.3, p. 30]. Remarquons
juste une chose en ce qui concerne Iisomorphisme M ~ Hom (M, I) de 3°). Si
Jo: A— J,
est une résolution injective de A, alors on a un isomorphisme
©(jo, Jo) : Hn(Homa (M, J,)) — M

dépendant uniquement de jo et J. Dans le cas de la résolution I, ci-dessus, on a
H, (Homa (M, I,)) = Hom4 (M, ). On a ainsi un isomorphisme

o(io, I) : Homa(M,I) — M. O

Le lemme ci-dessus montre que le foncteur Hom 4 (— , I') et "homomorphisme naturel
evr : M — Homy (Hom 4 (M, I), ) dotent la catégorie abélienne M; ;(A) d’une dualité
(voir annexe C).

DEFINITION 4.3.4. — On définit ©o(I) : M — M a Uaide du diagramme suivant :

M~ Hom 4 (Homa (M, 1), 1)
@(I)lm Nl@HomA(M,I)

—
— ~

M ————— Homa (M, I)
Ext’ (¢, 4)

REMARQUE 4.3.5. — Le foncteur Ext’y (_, A) et ©o(I) munissent M;¢(A) d’une struc-
ture de catégorie abélienne avec dualité. Par définition, I'isomorphisme de foncteurs

(i, I) : Homyu (- ,I) — Ext’y(_, A)
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donne un isomorphisme
W(le(A)a HOIIIA(_ ) I)a 61)[) - W(le(A)v EXtZl(— ) A)v ’@(I))

THEOREME 4.3.6. — Soient ig : A — I, et jo : A — Jo deux résolutions injectives
minimales d’un anneau de Gorenstein A. Notons I = I1_,, et J = J_,,. Alors on a
w(l)=w(J).

Démonstration. — Rappelons tout d’abord les définitions de ¢(ig, I) et ¢(jo, J) (voir
aussi [Bou80, paragraphe 5, p. 81]). Soit

0 A—55 B, E_,

la résolution injective canonique de A (voir [Bou80, p. 52]). On a un morphisme de
complexe 1) : I, — F4 et un isomorphisme ¢ : Jo — I,. Les morphismes ¢ : I, — FE,
et ¢ : Jo — E, induisent pour tout M € M;s(A) des morphismes

ap : Homa (M, I,) — Homy (M, E,)

et
By Homy (M, Jo) — Homa (M, E,)

donnés par ay(n) = ¥n et Bu(p) = Yeou. Par définition ¢(ip,I) = H_,(a) et
©(jo,J) = H_,(B). Notons @y l'isomorphisme H_,(ap) et (,; l'isomorphisme
_n(Ba). W est clair que ¢_,, : J — I induit un isomorphisme

~yar : Homa (M, JJ) — Homyu (M, I).

et que vy = (@)™ 13, Pour simplifier écriture dans ce qui suit, on va noter M?
le module Hom4 (M, I) et MY le module Hom4 (M, J). On a ainsi

yar s MY — M.

On vérifie facilement que le diagramme suivant commute :

M ()

e’l)(]l J/(»)/M)ﬁ

(MY)Y Yor, (MY)2.

Ainsi ev; = ('y;/fl)tj o ypmv o evy. Par définition, on a les diagrammes commutatifs

| T

Mﬁ

suivants :

@(I)

—
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et

w(J) =
— M

M
GUJJ
\%

Bar
MYV (M.
()B—w>()

On en tire facilement que @aﬁ = () et By 857 = Bav (Byr)Y. Caleulons :

#

@(1) = @) Auevr = (@) A (i ) v evs.

Or ’71741 = ((@m)18y) "t = (By) '@ et ainsi
(@) ngs (VoY varvevs = @ar) @ngs (@) (Bag Ve vy

Comme @51\7 = @y (@), on en déduit que & (I) = aM\(EX;)HMvevJ. Par

ailleurs, yarv = (@pv) ™13, . Donc

@ (1) = ag (B )} @) Bavevs.

—

Par définition, @ (J) = (By;) "B vevy. 11 suffit donc de vérifier que
— Ay — =
(B )ﬁ(an) t= (Bar) !
pour prouver que @(I) = @ (J). Montrons donc que 3,057 = @arv (By)*. Soit n dans

(]\/Z)li On a (By)f(n) =no By et anv(noBy) =1vonoBy. D'un autre coté, on a

L

ag(n) =vonet By (Won) =1 onof,,. Cela conclut la preuve. O
DEFINITION 4.3.7. — Soit A un anneau de Gorenstein local de dimension n. On
définit

& 1 Id —> Ext’ (Ext?(_ , A), A)

par @ = w(I) pour n’importe quelle résolution injective minimale I de A.

DEFINITION 4.3.8. — On définit le groupe de Witt des modules de longueur finie de
A comme étant le groupe W (M, ;(A), Ext’y (~ , A), ). On le note W (A).

REMARQUE 4.3.9. — On démontrera plus tard (voir le théoreme 4.4.8) que si A est
régulier local de dimension n alors W (A) = W/ (A).

REMARQUE 4.3.10. — Supposons que I, soit une résolution injective minimale d’un
anneau de Gorenstein local de dimension n. Si z est 'idéal maximal de A, on sait
que I = I_,, est une enveloppe injective de A/x. Le choix d’'un homomorphisme
i: AJxz — I donne un isomorphisme W (A/x) ~ W (A).
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Revenons-en aux groupes de Witt des modules de longueur finie. Soit donc A un
anneau de Gorenstein local de dimension n et

0 A2 I, 0

une résolution injective minimale de A. Comme ci-dessus, notons I = I_,,. On a vu
que Homu (- ,I) et ev; munissaient M;s(A) d’une structure de catégorie abélienne
avec dualité (Lemme 4.3.3) et qu’on avait un isomorphisme (Remarque 4.3.5)

W(le(A),HOInA(_ ,I),evl) —_— Wlf(A).

Considérons maintenant la catégorie dérivée DP(M;s(A)) de M;s(A), le foncteur
dérivé XlIf de Homa(— , I) et I'isomorphisme dérivé flef de ev;. On obtient ainsi une
catégorie triangulée avec dualité D(M;s(A), XlIf, 1, {U{f).

THEOREME 4.3.11. — On a un isomorphisme
W(le(A),HOIDA(_ 71)7 6’[)]) - WO(Db(le(A))a XlIfa 171~ﬂlIf)'

Démonstration. — Ce résultat est encore un avatar de [Bal01, théoreme 4.3, p. 17].

O

Le fait que I se trouve en degré —n se lit dans le théoreme suivant :

THEOREME 4.3.12. — Le foncteur identité Ida, () induit pour tout i € Z un iso-
morphisme

W (DY (Mg (A)), Xy, 1, fy) — WH(DP (Mg (), 1,1, ).
En particulier, on a un isomorphisme

WOD* (Mug(A)), xiy, 1, @ly) — WD (Mip(A), X", 1, @)
Démonstration. — Voir [Gil02, théoréme 3.2.5, p. 35]. O

COROLLAIRE 4.3.13. — Soit A un anneau de Gorenstein local de dimension n. Alors
on a un isomorphisme

Wlf(A) - Wn(Db(le(A))a XIa 1, wI)

pour toute résolution injective minimale I, de A.

4.4. Le complexe de Gersten-Witt d’un schéma de Gorenstein

Soit X un schéma de Gorenstein et

0 Ox I I, 0
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une résolution injective minimale de Ox (pour lexistence d’une telle résolution,
voir [Har66, chapitre II, paragraphe 7, p. 120]). On voit directement que pour tout
point z € X la suite

0 Ox.a (Io)s . (I_p)e —— 0

est également une résolution injective minimale de Ox , (en particulier (I_,,); = 0
si m > codim(z, X)). Pour tout p > 0, on définit
DY (M(X)W) = {K. € D};(M(X))|codim(Supp(H (KL))) > p}.

Il est clair que la dualité x! sur fo(./\/l(X)) induit une dualité sur Di’f (M(X))®P).
La localisation de I, en x € X® donne une dualité =) sur lef(M(OX’x)). Le
théoréme 4.2.8 montre que le foncteur

W D MX))P — [T DI (M(Ox.))
reX ()

donné par v,(Ke) = > (K. )s préserve les dualités. Ainsi les foncteurs ci-dessous

) 7,
DY (M(X)) D) —— Db (M(X)® — [, cxw DY (M(Ox.2))

préservent les dualités et on obtient une suite exacte de catégories triangulées avec
dualités (définition D.2.7). Répétant la construction du chapitre précédent (voir la
définition 3.4.5), on construit un complexe

dI
o P WD M(OxL) — P WD (M(Ox ) — ...
zeX (@) yeX (p+1)

L’inclusion naturelle
v: D' (Mif(Ox y)) — D}(M(Ox,y))

étant une équivalence, on obtient en utilisant les théoremes 4.3.11 et 4.3.12 un com-

plexe
dI
o— P W (Ox.)—= P W (Ox,) — ...
zeX(®) yeX (P+1)
REMARQUE 4.4.1. — La différentielle d’ de ce complexe dépend & premiere vue de la

résolution injective minimale I, de Ox . Le prochain théoréme est destiné a prouver
qu’il n’en est rien.

THEOREME 4.4.2. — Soient

0 Ox Io I 0
et

0 Ox Jo oo J_n 0
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deuz résolutions injectives minimales de Ox . On dispose de deux complezes construits
a laide de Io et Jo :

dI
P
o— P WH(Ox.)—— P WHY(Ox,) — ...
zeX®) yeX (p+1)
et
dJ
P
o— P WH(Ox.)—— P WHY(Ox,) — ..
zeX(®) yeX (P+1)
Alors df = d”.
Démonstration. — Les résolutions I, et J, étant injectives minimales, il existe un

isomorphisme ¢ : J, — I,. Cet isomorphisme donne un isomorphisme de foncteurs
v :x” — x!. On en déduit un isomorphisme de complexes

dJ
— P WD M(Ox.) — P WD (M(Ox,)) — ...
zeX®) yeX(P+D)
E'VIJ , JE'Y@/

— P WD M(Ox.) — P WD (M(Ox,)) — ..

zeX (@) yeX (p+1)
Siz e X® on ale diagramme commutatif suivant

W (M (Ox ), Homoy , (-, Jo), @) —— W (Ox.,)

W (M (Ox,z),Homo, , (-, I,;), @').
On termine en utilisant les théoremes 4.3.11 et 4.3.12. O

REMARQUE 4.4.3. — On peut aussi vérifier que deux isomorphismes (dans la caté-
gorie dérivée) o1 : Jo — I et ¢o : Jo — I, donnent le méme morphisme de complexe.

COROLLAIRE 4.4.4. — Soit X un schéma de Gorenstein de dimension finie. Alors
on dispose d’un complexe

. d .
o P W (Ox.)—— P W (Oxy) — ..
zeX(®) yeX (P+1)

indépendant de la résolution injective minimale de Ox choisie.
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REMARQUE 4.4.5. — On obtient en fait un complexe comme ci-dessus pour toute
résolution injective finie I, (non forcément minimale) de Ox. La méme preuve que
ci-dessus montre que le complexe obtenu est indépendant de la résolution.

REMARQUE 4.4.6. — Soit A un anneau de Gorenstein de dimension n. Alors la ré-
solution injective canonique de A (voir [Bou80]) peut étre tronquée pour obtenir une
résolution injective canonique finie

0 A E, 0

de A. On vérifie que le complexe de Gersten-Witt
g i, y
o P W (Ox.)—— P WY (Ox,) — ...
zeX (@) yeX (p+1)

obtenu dans le corollaire 4.4.4 n’est autre que le complexe obtenu a 'aide de la réso-
lution injective finie F, de A.

DEFINITION 4.4.7. — Soit X un schéma de Gorenstein de dimension finie. Le com-
plexe

. d, _
— P W (Ox.)—— P W (Ox,) — ...
zeX(®) yeX (p+1)

est appelé compleze de Gersten-Witt de X. On le note C(X,W).

THEOREME 4.4.8. — Soit X un schéma régulier de dimension n. Alors il existe un
isomorphisme de complexes

F:C(X,W) — C(X,W).

Démonstration. — Choisissons une résolution injective minimale de Ox

10 (d)o

0 Ox Iy I I, 0.

Il est connu que le quasi-isomorphisme iy : Ox — I, induit un isomorphisme de
foncteurs ([Gil03, paragraphe 3))

kr : Homop, (- ,Ox) — Homoe, (- , I,)
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qui fait de l'inclusion ¢ : D*(P(Ox)) — D°(M;¢(Ox)) (qui est une équivalence
puisque X est régulier) un foncteur préservant la dualité. Comme ¢ préserve les fil-
trations et qu’il se comporte bien par rapport a la localisation, on obtient un isomor-
phisme de complexes dépendant de iq

o——— P WY (Oxa) P W Oox,) —— ...

zeX (@) yeX (p+1)

& v |
dI

— P WD MOx.) = D WD (M(Ox,y)) — -

reX (@) yeX (p+1)

Nous allons maintenant calculer F;,. On peut supposer que X = Spec(A) pour
un anneau A régulier. Soit z € Spec(A)®), M un A,-module de longueur finie et
¢ : M — M un isomorphisme symétrique. Le dual de M dans Dg’f(./\/l(Ax)) est le
complexe

D_,
...—— Homyu(M,I_,,) —— Homa (M, I_p—1) —— ...
ott D_,, est donné par D_,,(f) = (=1)™*1(d!)_,.f pour tout f € Homu(M,I_,,).
Le calcul de Extf) (M, A) se fait & partir du complexe

!
. —— Homa (M, T_,,)) —= Homa (M, I_, 1) — ...

ou D’ est donné par D’ (f) = (d')_,, f pour tout f € Homa (M, I_,,). Choisissons

Iisomorphisme de complexe défini en degré —j par la multiplication par (—1)j(j2+ =

D_,
...—— Homyu(M,I_,,) —— Homa (M, I_p—1) —— ...
m(m41) (mt1) (m+2)
(| . oy
... —— Homu (M, I_,,) —= Homu (M, I_py 1) — ...
On voit ainsi que si z € Spec(A)®), le foncteur
Fyy : WY (A,) — W (4,)

est donné par
p(p+1)

Fio(MaSO) = (Ma (_1) 2 50)'

Le choix d’une autre résolution injective minimale

0 A% g Jo 0
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donne un autre isomorphisme de complexes

d

o——— P WY (Ox.) B W ox,) —— ...

zeX (@) yeX (p+1)

g |
dJ

o P WDl M(Ox.) — P WD (M(Ox ) — ...

zeX (@) yEX (P+1)

qu'on calcule de la méme maniere. On obtient ainsi par définition du complexe
C(X,W) un isomorphisme (voir le théoréme 4.4.2)

F:C0X,W) — C(X,W). O
REMARQUE 4.4.9. — La preuve du théoréme ci-dessus montre en fait qu’on a
dy = (=1)P*1d,,.
Supposons maintenant que L soit un A-module inversible sur un anneau de Goren-
stein de dimension n. Soit

0 L2 I, 0

une résolution injective minimale de L. Alors le complexe I, est dualisant. En répétant
les constructions du paragraphe 3, on voit qu’on peut définir un isomorphisme naturel

wy, : M — Exty (Ext’s (M, L), L).
pour tout M € M;;(A).

DEFINITION 4.4.10. — On appelle groupe de Witt des modules de longueur finie a
valeur dans L le groupe W (M,s(A),Ext’y(~ ,L), ). On le note W' (A, L).

Répétant la méme construction qu’au début du paragraphe 4, on obtient pour tout
schéma de Gorenstein de dimension finie un complexe

. d .
o—— P WY (Oxp L) ——= P WY (Oxy. L) — ...
zeX®) yeX(P+1)

DEFINITION 4.4.11. — Soit X un schéma de Gorenstein de dimension finie et L un
Ox -module inversible. On note C(X, W, L) le complezxe

. d .
o—— P WY (Oxp L) —— P W (Oxy. L) — ...
zeX (@) yeX (p+1)
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La méme procédure que ci-dessus donne le résultat suivant :

THEOREME 4.4.12. — Soit X un schéma régulier et L un Ox-module inversible.
Alors

C(X,W,L) ~C(X,W,L).

REMARQUE 4.4.13. — Les groupes apparaissant dans les complexes C(X, W) et
C(X,W, L) sont isomorphes (non canoniquement).
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CHAPITRE 5

LE MORPHISME DE TRANSFERT

5.1. Résumé

Si X est un schéma régulier, Y est un schéma de Gorenstein et
f: X —Y
est un morphisme fini, on peut définir des homomorphismes ([Gil03]) :
fo s WX, L) — WH(Y)

oun L = T*Extloy(f*OX, Oy) est inversible et | = dim(Y’) — dim(X). Ces homomor-
phismes dépendent de la résolution injective de Oy choisie. Ils permettent néanmoins
de définir un morphisme de complexes

fo : C(X,W,L) — C(Y,W)

indépendant de tout choix.

5.2. Transferts

Soient X et Y des schémas et f: X — Y un morphisme fini. Notons

f : (X,Ox) I (Yaf*OX)

le morphisme d’espaces localement annelés déduit de f et M(f.Ox) la catégorie des
f+Ox-modules sur Y. Remarquons que le morphisme f est plat ([Har66, chapitre 3,
§6, p. 168]). Si M est un Oy-module, le faisceau Home,, (f+Ox, M) possede une
structure naturelle de f,Ox-module définie de la maniere suivante :

Pour tout ouvert U C Y et toute section s € f,Ox(U), on a un homomorphisme

ps : fxOx(U) — f.O0x(U)

donné par pus(t) = st pour toute section t € f,Ox(U). Pour tout homomorphisme
¢ € Homop, (1) (f«Ox(U),M)(U), on pose s -v = 1 o, et on vérifie que cette
multiplication munit le faisceau Homo, (f«Ox, M) d’une structure de f.Ox-module.
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Supposons que Y possede un complexe dualisant I,

T I, . I, 0.

Rappelons que x!(f.O0x) € fo(./\/ly) est le complexe
Homo, (f+Ox,Ip) —— ... —— Homoe, (f«Ox,I_,) —— 0.

avec la graduation x!(f.Ox)_s = Homo, (f+Ox,I_s).
On a les résultats suivants :

LEMME 5.2.1. — Si N est un Oy-module quasi-cohérent injectif, f Homo, (f+Ox, N)
est un Ox-module quasi-cohérent injectif.

Démonstration. — Voir [Gil07a, corollaire 1.4, p. 2] O
Par ailleurs, le complexe obtenu a des groupes d’homologie cohérents.

LEMME 5.2.2. — Le compleze | (x!(f.Ox)) € fo(OX),

Démonstration. — C’est clair. O
PROPOSITION 5.2.3. — Le compleze 7* (X' (f.Ox)) est un complexe dualisant
pour X .

Démonstration. — Notons J, le complexe 7* (x*(f«Ox)). On dispose d'un morphisme

de complexes de Oy-modules

e: X' (f.0x) — I,
défini de la maniére suivante : si U C Y est un ouvert et 8 € Homo, (f+Ox,1_5)(U),
on pose €(8) = (—1)°6(U)(1) ou B(U) : fLOx(U) — I_4(U). On obtient de cette
maniére pour tout complexe M, de Ox-modules un morphisme de complexes
nu, : [«Homoe, (M., Jo) — Homo, (f«Ma,, I.).

Il se trouve que 7y, est un isomorphisme ([Gil07a, paragraphe 1.6, p. 3]). On vérifie
aisément que 7 est un isomorphisme de foncteurs

I *XJ — XIf *
Le diagramme suivant commute pour tout complexe M, (voir [Gil03, théoréme 4.1,
p. 222]) :

I+ (wj‘{/[.)
fuMy) —— fu(x"x7 (M)

I —1
wf*(M-)l lnwa.)

XIXIf* (Mo) ﬁ XIf*XJ(Mo)
X M,

Cela montre que @’ est un isomorphisme. Donc J, = f*xl(f*OX) est un complexe
dualisant. O
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Comme J, = TFXI (f«Ox) est un complexe dualisant, on obtient une catégorie
triangulée avec dualité (fo(/\/lx), x’,1,@”’). Par ailleurs, le foncteur f. induit un
foncteur de catégories triangulées

fe: DYy(Mx) — Dip(My).

Le diagramme commutatif de la preuve ci-dessus

(@)

Je(My) — f.(x"x7 (ML)

I —1
wf*(M-)l lnxJ(M-)

XIXIf* (Mo) ﬁ) XIf*XJ(Mo)
X M,

montre que le couple (fi,n) préserve la dualité (annexe D, définition D.1.12). On en
déduit le théoreme suivant :

THEOREME 5.2.4. — Notons J, le compleze | (X' (f.Ox)). Le couple
(f*ﬂ?) : (D?f(MX)axjv ]-an) - (D?f(MY)vxla ]_,’WI)
préserve la dualité. Il induit donc un homomorphisme pour tout i
for WHX, Jo) — WY, L)

DEFINITION 5.2.5. — L’homomorphisme f est appelé homomorphisme de transfert
(ou simplement transfert) pour le morphisme fini f: X — Y.

Soient X,Y,Z des schémas. Supposons que f: X — Y et g : Y — Z soient des
morphismes finis. Soit I, un complexe dualisant pour Z. On note J, le complexe
7 X' (9+Oy) et N, le complexe X’ (f«Ox). Alors N4 est naturellement isomorphe a
@*XI((gf)*OX) ([Har66, proposition 6.2, p. 166]). En utilisant cet isomorphisme,
on peut comparer les morphismes de transfert fi, g. et (gf)«.

PROPOSITION 5.2.6. — Soient X,Y,Z des schémas, f: X — Y et g:Y — Z des
morphismes finis.

(9f)« = gufs-

5.3. Le morphisme de complexes

Le but des résultats suivants est de démontrer que si f : X — Y est fini, X et YV
sont réguliers, il existe un morphisme de transfert

fe 1 CX,W, L) — C(Y, W)

ol L est un Ox-module inversible bien choisi. Rappelons que Di’f (Mx)®) (respec-
tivement fo (My)®)) est la sous-catégorie triangulée de fo (Mx) (respectivement
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fo (My)) des objets dont le support de ’homologie est de codimension supérieure
ou égale a p. On a :

PROPOSITION 5.3.1. — Soient X et Y des schémas connezes de dimension respec-
tives n et m. Soit encore f: X — Y un morphisme fini. Alors

fe: D M(X)) — Dgp(M(Y))
induit pour tout p € N un foncteur
fe: DY (M(X))W) — D (M(Y)#Fmm),

Comme f est fini, il est en particulier affine. En conséquence, f, : Mx — My est
exact. Il suffit ainsi de démontrer le lemme suivant pour prouver la proposition :

LEMME 5.3.2. — Soient A et B des anneaux et f : A — B un homomorphisme de
k-algébres tel que B soit une A-algébre finie. Supposons que les premiers minimaux
contenant Ker(f) soient tous de hauteur l. Soit M un B-module de type fini dont le
support est de codimension > p. Alors codim(Supp(f«(M))) > p+1.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que si N est un A/Ker(f)-module alors
codima (Supp(N)) = codim 4 /ker(f) (Supp(NV)) + 1.

On peut donc supposer que A C B et que B est un A-module de type fini. Ainsi B
est entier sur A. De plus on a pour tout B-module M 1’égalité :

Annpg(M)N A=A (f.(M))

Comme B est entier sur A, ces deux idéaux ont la méme cohauteur et donc la
méme hauteur. On conclut en remarquant que Supp(M) = V(AnnM) si M est de
type fini (voir [Mat86, p. 26]). O

COROLLAIRE 5.3.3. — Soient X et Y deux schémas de dimensions respectives n et
m. Posons | = m — n. Soit encore f : X — Y un morphisme fini. Considérons les
suites exactes de catégories triangulées

Dy (Mx)PTD) —— Dp(Mx)®) —— D} (Mx)®) ) D} (M) )
et
Di’f(./\/ly)(pH*‘l) N fo(MY)(pH) - fo(MY)(pH)/fo(MY)(p+1+l)-
Alors fy induit pour tout p des morphismes de suites exactes de catégories triangulées
Dy (Mx) P ——— DP (M) ) ——— Dp(Mx)®) ) D} (M) )

al Al Al

Di’f(./\/ly)(pH*‘l) N fo(MY)(pH) - fo(MY)(pH)/fo(MY)(p+1+l)-
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Nous aurons besoin des résultats suivants :

PROPOSITION 5.3.4. — Soit Y un schéma de Gorenstein, X un schéma régulier, I,
une résolution injective minimale de Oy et f: X — Y un morphisme fini. Comme
ci-dessus, notons | = dim(Y') — dim(X). Alors le compleze

0—— T*Homoy (f*Ox, I_l) —_— ... T*Homoy (f*OX, I_n) —0

est une résolution injective de 7*Extloy(f*0)(,0y). On a de plus que le module
7 ExtloY (f+Ox,Oy) est inversible.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier localement que ce complexe est une résolution
injective de T*ExtloY (f+Ox,Oy). Cest fait dans [Gil03, corollaire 6.3, p. 226]. [

COROLLAIRE 5.3.5. — Soit Y un schéma de Gorenstein, X un schéma régulier, I,

une résolution injective minimale de Oy et f : X — Y un morphisme fini. Notons
T . R .

I = dim(Y) —dim(X) et L = f Exto, (f<Ox,Oy). On a pour tout i € N un homo-

morphisme

fo: WYX, L) — WHY(Y).

Démonstration. — Soit

0 Oy Iy I, e I, 0
une résolution injective minimale de Oy . Notons J, le complexe
0 —— f Homo,, (f.Ox,Iy) —— ... —— f Homo,, (f.Ox,1_,) — 0.

On sait par la proposition 5.3.4 que le complexe
0 —— J Homo, (f.Ox,1_;) — ... —— f Home, (fsOx,I_n) — 0

est quasi-isomorphe & L (via Pinclusion de L dans f Homo,, (f.Ox,I_;)). Notons-le
E.. On voit ([Gil03, théoréme 6.4, p. 227]) qu'on a pour tout M, € D} (M(X)) un
isomorphisme de complexes

&y : Homo (M, Ey) — T'Home, (M., Ja).

Ces isomorphismes induisent des homomorphismes de groupes de Witt ([Gil03, théo-
reme 6.4, p. 227]) :

WX, E,) — WYX, J,).
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Par ailleurs, le théoréeme 5.3.4 montre que f. induit des homomorphismes
WiJrl(Xv Jo) — WiJrl(Yv Io)
Cela conclut la preuve. O

COROLLAIRE 5.3.6. — Soient X, Y, f: X =Y, L etl comme ci-dessus. Alors le
foncteur

fu D?f(M(X)) — D?f(M(Y))
induit un morphisme de complexes

fe: C(X,W,L) — C(Y,W).

Démonstration. — Soit

0 Oy I 14 I_, 0

une résolution injective minimale de Oy. On sait par la proposition 5.3.4 que le
complexe

7 Home, (f,Ox,I_)) — ... —— f Homo, (f.Ox,1_,) —— 0

est une résolution injective finie de L. Notons-le F,. La proposition 5.2.3 montre que
ce complexe est dualisant pour X. En utilisant le théoréme 5.2.4, la proposition 5.3.1
et le corollaire 5.3.5, on voit que le couple (f.,n) préserve les filtrations et les dualités.
On obtient donc un morphisme de complexes (proposition D.2.12) :

4
o P WPDNM(X,), L) =5 @ WPTHDE(M(X,)), Ly) — ...
zeX (@) yeX (p+1)

(f*)zJ | e
P+
= P WD M(Y))) LA D DR WME)) — .

zeY (p+D) tey (p+i+1)

Si maintenant I, est une autre résolution injective minimale de Oy et J, est le
complexe 7* X! ' (f+Ox), on obtient un morphisme de complexes

- dr, -
o= @ WPODHMXL) L) = P WD M(X,), L) — -
zeX () yeX (P+1)
(f*)pJ <f*>z[
et

o P WD M) = P WD M) — ..

zeY (P+0) teY (p+i+1)
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Le choix d’un isomorphisme p : I, — I, donne des isomorphismes de complexes

- dh -
o P WPDRM(X)) L) =5 B WPTHDNM(X,)) L) — ..

zeX®) yeX (+1)
uJ

|

- ds, -
o= @ WPODRMX) L) = @D WD M(X,)), Ly) — -
zeX (@) yeX (+1)
et
~ dp-i-l ~
o @D WD M(Y)) L WP D (M(Y2) — -
zeY (P+1) tey (p+i+1)

g gl
antt

o P WD M) — @ WD (M) — .

zeY (p+1) tey (p+i+1)

On voit que les carrés

P DMK, L) —— @ WD M(X,)), L)

zeX (@) reX (@)

(f*)IJ (f*)I’J
P DML —E— @ WD M)
zeY (p+D) z€Y (p+D)

commutent. Par définition des complexes C(X,W,L) et C(Y,W) (voir le théo-
reme 4.4.2 et le corollaire 4.4.4), on obtient donc un morphisme de complexe
indépendant de la résolution injective minimale de Oy choisie. O

COROLLAIRE 5.3.7. — Soient Y un schéma de Gorenstein de dimension m, X un
schéma régulier de dimension n, P un Oy -module inversible et f : Y — X un mor-
phisme fini. Alors le foncteur

fe fo(M(X)) — fo(M(Y))
induit un morphisme de complexes

fo: C(X, W, Exty "(f.Ox, P)) — C(Y,W,P).

Démonstration. — Cela découle directement du théoréme ci-dessus et de la proposi-
tion 5.3.4. O
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Nous avons de plus :

PRrROPOSITION 5.3.8. — Soient X,Y,Z des schémas réguliers de dimensions res-
pectives n,m,k, f : X — Y et g : Y — Z des morphismes finis et P un Oz-
module inversible. Notons Q le Oy -module E*Ext’é_zm(g*(’)y,P) et R le Ox-module

T*Extg;"(f*OX,Q), Alors on a
R=(gf) Ext"((9)-Ox, P).

De plus, les morphismes
fo 1 C(X,W,R) — C(Y,W,Q),
g : C(Y,W,Q) — C(Z,W,P)
et
(9F) : COXLW. () Exts," (9O, P)) — C(Z, W, P)

satisfont g.fr = (9f)«-

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 5.2.6
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CHAPITRE 6

LE CALCUL DU MORPHISME DE TRANSFERT

6.1. Résumé

Dans ce chapitre, nous montrons que si X et Y sont des schémas lisses et

f: X —Y
est un morphisme fini, alors le morphisme de transfert
fo: C(X,W, L) — C(Y, W)
défini dans le chapitre précédent peut étre tordu de maniére & obtenir un morphisme
[ C(X,Wwxr) — C(Y, W, wy /).
Or les complexes C(X, W,wx/i) et C(Y, W,wy;,) sont de la forme
o P W))W k(), Wiy ) — -
zeX® yeY (v +1)

et

e @ W(k(z)awk(z)/k) i> @ W(k(u),wk(u)/k) — ...

zeY (ptn—m) w€Y (p+n—m+1)

Nous montrons que si 2 € X®) et y = f(x) € Y®+™=") et k(z)/k(y) est séparable le
morphisme de transfert

(f)f s W(k(z), Wiy i) — W(k(Y), wry)/x)
est en fait le morphisme usuel induit par la forme trace
tr: k(x) — k(y).

Dans le cas ou k(x)/k(y) n’est pas séparable, nous construisons un homomorphisme
canonique (voir [Sch97])

0% : W (k(x), w(a) k) — W (k(Y), weiy)/k)
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et montrons également que le morphisme de transfert coincide avec cet homomor-
phisme. Cette description explicite nous permettra de définir plus tard un morphisme
de complexes associé a un morphisme propre.

6.2. Le complexe tordu par le faisceau canonique

Commengons par rappeler quelques résultats sur les faisceaux de formes différen-
tielles (voir [Har77, chapitre IT, paragraphe 8, p. 172]). Soit f : X — Y un morphisme
de schémas. On considére le morphisme diagonal

A: X — X xy X.

L’image de X par A est localement fermée dans X xy X, donc il existe un ouvert
W C X xy X tel que A(X) soit fermé dans .
DEFINITION 6.2.1. — Soit J le faisceau d’idéaux de A(X) dans W. Le faisceau des

formes différentielles relatives de X surY est le faisceau

Qx/y = A*(J/J?).

PROPOSITION 6.2.2. — Soient f: X — Y et g: Y — Z des morphismes. Alors on
a une suite exacte de faisceaur sur X

" Qyi;z — Qx)z Qx/y 0.
DEFINITION 6.2.3. — Soit f : X — Y un morphisme lisse de dimension relative n.

On définit wx/y = A" Qx/y. Si X est lisse sur k, on appelle wx y, le faisceau cano-
nique de X.

PROPOSITION 6.2.4. — Soit f: X — Y un morphisme et Z un fermé de X. Notons
J le faisceau d’idéaux de Z. Alors on a une suite exacte de faisceauzr sur Z

J/J2 —>Qx/y ® Oy —)Qz/y — 0.
COROLLAIRE 6.2.5. — Soit X un schéma lisse sur k et x € X® . Alors on a un

isomorphisme canonique de k(x)-espaces vectoriels
P

W)k = (Wx/k)e ®ox ., /\(3?/552)*-

Démonstration. — Soit U = Spec(B) un ouvert affine contenant x. La proposi-
tion 6.2.4 ci-dessus dit qu’on a une suite exacte de B/z-modules

J)/J?Q —)QB/k ®B B/J)—)Q(B/x)/k — 0.

Localisant en x et posant A = B,, on obtient une suite exacte de k(z)-espaces vecto-
riels

.23/1,2 —)QA/k ®a4 k(z) %Qk(x)/k — 0.
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Comme x est régulier, on a que dimk(x)(:c/xQ) = p. De plus, k(z)/k est sépa-
rable de degré de transcendance dim(A/z) = dim(X) — p. On obtient donc que
dimy () (Q(zy/k) = dim(X) — p et que la suite ci-dessus est aussi exacte a gauche.
Prenant les puissances extérieures maximales, on a un isomorphisme canonique

P

/\(37/1‘2) Qk(z) Wh(z)/k = WAk @A k(z).

Tensorisant & gauche et & droite par Homy ) (A" (z/2?), k(z)) = (A\"(x/2?))* et re-
marquant que (A”(z/22))* = AP(x/2?)* on obtient finalement

p
Wi(z)/k = WAk @A /\(l‘/xQ)* O

LEMME 6.2.6. — Soit A un anneau local régulier de dimension n et x l'idéal maximal
de A. Soit k(z) le corps résiduel de A. Alors on a un isomorphisme canonique

N\ (@/2?)* ~ Ext’;(k(z), A).

Démonstration. — Soit x1,...,z, une suite réguliere engendrant z. On obtient un
isomorphisme
Qg+ (@) — Ext}y (k(z), A)

défini par ag, ...z, (a) = a- Kos(zy,...,zy) ot Kos(xy,...,z,) est le complexe de
Koszul associé a la suite réguliere 21, . . ., ¥,,. Notons 77 la classe de x; dans z/22. Soit
1, On € (x/2%)* la base duale de Ty, ..., T,. On a également un isomorphisme

B k(@) — N\(@/2?)"

défini par By, .. 2,(a) =a-¢1 A--- A ¢p. Finalement, on obtient un isomorphisme

Vorsen + [\(@/2°)" — Ext} (k(x), A)

7 _ 71 . . ’ RN
donné par Vg, .4, = Qay,....00 (ﬂmlm) . Siy1,...,yn est une autre suite réguliere
engendrant x, on a une matrice A = (a;;) telle que y; = > a;jz;. On voit que
Qg = det Av gy o, €t By, oy, = det A= By, o, AIDSE Yoy e, = Yo,y €0

on a bien un isomorphisme canonique

n
N\ (@/a?)* ~ Ext} (k(z),A). O
COROLLAIRE 6.2.7. — Soit X un schéma lisse sur k et x € X® . Alors on a un

isomorphisme canonique de k(x)-espaces vectoriels
wi(a)/k = Bxte (k(2), (Wx/k)a)-

Démonstration. — Le corollaire 6.2.5 dit qu’on a un isomorphisme canonique
P

W)k = (Wx/k)e ®ox ., /\(3?/902)*-
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Le corollaire ci-dessus montre qu’on a un isomorphisme canonique
P

N(@/2?)* ~Extl,  (k(z),0x.0).
On obtient ainsi I'isomorphisme annoncé
wr(e)/k = Ext, (k(2), (wx/r)e). O

Rappelons que si k est un corps et L est un k-espace vectoriel de dimension 1, le
foncteur Homyg (_ , L) et I'isomorphisme canonique

(evr)v : V. — Homy (Homy(V, L), L)
permettent de définir le groupe de Witt W (k, L) (annexe E).

COROLLAIRE 6.2.8. — Soit X un schéma lisse sur k et x € X® . Alors on a un
isomorphisme canonique

0+ W(k(z), Wi(a) k) — WY (Ox ., (Wx/k)x)-
Démonstration. — Le corollaire 6.2.7 montre qu’on a un isomorphisme canonique
W (k(x), Wiy /) = W (k(z), Exto (@), (Wx/k)2))-
Or par 'annexe E on a un isomorphisme canonique
W (k(2), Bxty,  (k(x), (Wx/k)a)) = W (Ox,a, (wx/p)s). O

COROLLAIRE 6.2.9. — Soit X un schéma de dimension n lisse sur un corps k. Alors
on dispose d’un complexe

d
xEX(O) yeX(l)

d
o B W), vk m) —— P W(k(2), wr()n) —— 0.
yeXx (-1 z€X (1)

Les groupes apparaissant dans ce complexe sont les mémes que ceux qui appa-
raissent dans le complexe défini par Schmid (voir [Sch97]). On démontrera par la
suite que les différentielles coincident également.

6.3. Le morphisme de transfert tordu par les faisceaux canoniques

Soit f : X — Y un morphisme fini entre des schémas lisses sur k. Le but de cette
section est dans un premier temps de démontrer que le transfert défini dans le chapitre
précédent

f* : C(Xv I/Va EXtT(LQ;m(f*OXa wY/k)) - C(Ya VVv wY/k)

est en fait un transfert

f* : C(Xa VvaX/k) - C(Yv Wa wY/k)
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puis de calculer explicitement ce morphisme. Pour ce faire, nous aurons besoin
des quelques résultats et définitions suivantes qui se trouvent dans Hartshorne
(voir [Har66]).

Soient X et Y des schémas et f : X — Y un morphisme fini. Rappelons que dans
le chapitre précédent, on avait noté

7 : (XvoX) - (Ya f*OX)
le morphisme d’espaces annelés déduit de f.

DEFINITION 6.3.1. — Soit f : X — Y un morphisme lisse de dimension relative n.
On définit le foncteur
fF: DP(M(Y)) — D (M(X))
par
FHGe) = T™(f*(Gs) @0y wx)v)-
DEFINITION 6.3.2. — Soit f : X — Y un morphisme fini. Alors on définit le foncteur
f7 i DYM(Y)) — D' (M(X))
par
f(Gs) = J Homo, (£.0x,G.)
ot, Homop, (f+Ox,G.) est muni de sa structure de f.Ox-module évidente (voir cha-
pitre 5).

REMARQUE 6.3.3. — Il faudrait en fait écrire f* = f RHomo, (f.Ox,— ) puisqu’on
considere le foncteur dérivé a droite du foncteur Homoe, (f+Ox,- ). Pour des raisons
d’écriture, on omettra néanmoins le R dans cette expression.

REMARQUE 6.3.4. — Par [Har66, proposition 2.3, proposition 6.1], les foncteurs f*
et f° induisent des foncteurs fo(M(Y)) — fo(M(X)).

Nous avons déja utilisé le résultat suivant dans un cas particulier (proposi-
tion 5.2.6).

LEMME 6.3.5. — Soient f : X — Y et Y — Z des morphismes finis. On a un
isomorphisme naturel de foncteurs de fo(M(Z)) dans fo(/\/l(X))

9f) — fg"
Démonstration. — Voir [Har66, proposition 6.2, p. 166]. O

THEOREME 6.3.6. — Soient f : X — Y et g:Y — Z deux morphismes tels que f
soit fini, g lisse et gf lisse. Alors on a un isomorphisme de foncteurs

v (gh)t — g
défini sur D} ;(M(Z)).
Démonstration. — Voir [Har66, proposition 8.4, p187]. O
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COROLLAIRE 6.3.7. — Soit f : X — Y un morphisme de schéma fini et lisse. Alors
on a un isomorphisme de foncteurs

b ft— f
Démonstration. — 1l suffit de remplacer g par 'identité dans le théoreme 6.3.6. [

REMARQUE 6.3.8. — En particulier, si K est un corps et L est une extension finie
séparable de K, le corollaire ci-dessus dit qu’on dispose d’un isomorphisme

L ~ Homg (L, K).
Par ailleurs, on sait que la trace induit un isomorphisme
Tr: L ~Homg (L, K)

donné par Tr(l)(I') = try x(ll"). Ces deux isomorphismes coincident (voir [Har66,
p. 187]).

COROLLAIRE 6.3.9. — Soient X et Y deux schémas lisses sur 'k et f : X — Y un
morphisme fini. Supposons dim(X) =n et dim(Y") = m. Soit encore

10

0 Oy I . Iom 0

une résolution injective minimale de Oy . Alors
0— T*Homoy (fsOx, I mnin @ Wy ) —> ... —>7*Homoy (f+Ox, 1 @ Wyyi) — 0

est canoniquement quasi-isomorphe a wx .

Démonstration. — Soit g : Y — Spec(k) le morphisme structurel. On applique le
théoréme 6.3.6 ci-dessus au complexe (k[—m]) donné par
0 k 0

concentré en degré —m. On a donc un isomorphisme
W< (gf)F (k[=m]) — f*g* (k[-m]).
Or (gf)#(k[~m]) est le complexe

WX /k

concentré en degré —m + n, et g*(k[—m]) est le complexe

Wy /k
concentré en degré 0. De plus,
o®1: Oy@u)y/k — I, Q wy/k

est un quasi-isomorphisme et donc I, ® wy;, est une résolution injective de wy ;. On
obtient ainsi un isomorphisme (dans la catégorie dérivée)

¥ (gf)H (k[—m]) — f(Is @ wy/p).
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On sait par le chapitre précédent que f"(I. ® wyyy) est le complexe
Homo,, (f+Ox, I -min @ wyi) — ... — Homo,, (f+Ox, [ ®@ wy i) — 0.
Le résultat est donc démontré. O

COROLLAIRE 6.3.10. — Soit f: X — Y un morphisme fini entre schémas lisses sur
un corps k. Alors on a un morphisme de transfert

fo 1 C(X, Wwx /i) — C(Y, W, wy /).
Démonstration. — Par le corollaire 5.3.7, on a un morphisme de transfert
Jo CXL W, T Bt (£:Ox, wy i) — C(Y, W, wy ).
Le corollaire ci-dessus montre qu’on a un isomorphisme canonique
Wx/p T*Extg;"(f*(’)x,wy/k).
On obtient donc un morphisme de transfert

fo: C(X,W,wx/i) — C(Y,W,wy;). O

6.4. Le calcul explicite du transfert

LEMME 6.4.1. — Soit k C K C L des extensions séparables de corps telles que L/ K
soit finie. Alors on a un isomorphisme canonique

Wik Ok L~ wp k-

Démonstration. — Par la proposition 6.2.2 on a une suite exacte

Qg @ L Qr/k QK 0.

L’extension L/ K étant finie et séparable, on a Q= 0 (voir [Har77, théoreme 8.6A,
p. 174]). Comme le degré de transcendance de K sur k et de L sur k sont les mémes,
cette suite est aussi exacte a gauche. Ainsi

wK/k®KszL/k. O

LEMME 6.4.2. — Soit k un corps, K et L des extensions séparables de k et ¢ : K — L
un homomorphisme fini et séparable. Soit encore V un L-espace vectoriel de dimension
finie. Alors on a un isomorphisme K -linéaire canonique

Yy : ¢Homp (V,wp i) — Homp (64 V, wi /i)
Démonstration. — Le lemme ci-dessus montre qu’on a un isomorphisme canonique
Wik~ Wik QK L.
Utilisant la trace, on a un isomorphisme

LRk WKk X HOIIIK(L, K) K WK /k-
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Composant les précédents isomorphismes avec I'isomorphisme
Hompg (L, K) ®k wi /i, ~ Homp (L, wi /i)
on obtient un isomorphisme L-linéaire
B:wr — Homg (L, wiyy).
On obtient donc pour tout L-espace vectoriel V' un isomorphisme
v : Homp (V,wr, /i) — Homy (V, Homg (L, wg k)

donné par vy (f) = 8f. On dispose par ailleurs de l'isomorphisme habituel

Homy, (V, Homg (L, wg /i) — Homg (V,wi i)

donné par f(v) — {v— f(v)(1)} pour tout v € V. On obtient finalement un isomor-
phisme
Yy : ¢.Homp (V,wy, ) — Homp (6. V,wg i), O

Le prochain corollaire donne un calcul explicite du transfert dans un cas simple.

COROLLAIRE 6.4.3. — Soit k un corps, K et L des extensions séparables de k et
¢ : K — L un homomorphisme fini et séparable. Notons

f : Spec(L) — Spec(K)
le morphisme donné par ¢. Alors les homomorphismes
Yy = ¢ Homyp (V,wr /i) — Hompg (¢ V, wi /i)
induisent un homomorphisme
0:W(L,wr ) — W(K,wk/)
qui coincide avec

et W(L,wp i) — WK, wk/k)-

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la remarque 6.3.8, du corol-
laire 6.3.10 et du lemme 6.4.2. O

Nous allons maintenant traiter le cas ou K C L est une extension inséparable finie.
Notons F la cloture séparable de K dans E. Alors E C L est une extension finie
purement inséparable. Rappelons tout d’abord un lemme dia & Scharlau :

LEMME 6.4.4. — Soient L = K(£)/K une extension de degré impair et
s:L —K
I’homomorphisme K -linéaire défini par s(1) = 1,s(&7) = 0 pour 2 < j < n—1. Notons
syt W(L) — W(K)
U’homomorphisme induit par s. Alors s,.((1)) = (1).

Démonstration. — Voir [Sch85, lemme 5.8, p. 49]. O
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COROLLAIRE 6.4.5. — Soit L/ K une extension impaire et
r* W(K) — W(L)
l’homomorphisme induit par l'inclusion K C L. Alors r* est injective.

Démonstration. — Supposons que L = K(§). Cette extension est évidemment im-
paire puisque L/K est impaire. On a de plus que s,7*(¢) = ¢ ® s.((1)) pour tout
¢ € W(K) (voir [Sch85, théoréme 5.6, p. 48]). Le lemme ci-dessus montre que

r* W(K) — W(L)
scinde s, et par conséquent est injective. Si L/K n’est pas monogene, il existe une
filtration
KCcKiyC---CK,=1L
telle que K;/K;_1 soit monogene et de degré impair. On conclut facilement en utilisant
le cas précédent. O

Réinterprétons ces résultats d’une manieére un peu différente. Soit L/E une ex-
tension finie purement inséparable. Comme ces corps sont de caractéristique p # 2,
I’extension est de degré impaire. Soit

F:ECE,C---CE,=1L
une filtration telle que FE;/F; 1 soit monogene. Utilisant les homomorphismes du
lemme 6.4.4
S; . Ei — Ei,1
on obtient un homomorphisme E-linéaire

S]::L—>E.

LEMME 6.4.6. — Soit L/E une extension purement inséparable. Alors ’homomor-
phisme sy € Hompg (L, E) induit un isomorphisme

(5_7:)* : W(L) — W(E)

inverse de r* : W(E) — W(L). En particulier, si G est une autre filtration de L
satisfaisant les mémes propriétés que F, alors (sr), = (sg),-

Démonstration. — Montrons tout d’abord que (sz), est un isomorphisme. On sait
déja que pour tout i
r o W(E ) — W(E)

est injectif. Montrons qu’il est également surjectif. Comme E; = FE;_1(0), il existe
p* tel que Efk C E;_1. Comme p = car(k) est impair, on voit que r} est surjectif.
En effet, si e € E; alors et € FE;_1 et ces deux éléments donnent la méme forme
quadratique. L’inverse de 7} est (s;). par [Sch85, théoréme 5.6, p. 48]. Ainsi (s£).
est un isomorphisme. Si G est une autre filtration de L, on voit que (srz), = (sg),
puisque ces deux isomorphismes sont inverses de r*. O
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COROLLAIRE 6.4.7. — Soit f : Spec(L) — Spec(E) un morphisme fini purement
inséparable. Soit

s: L — Hompg(L, E)
défini par s(1) = s pour n’importe quelle filtration F. Soit encore

¢ : W(L) — W(L,Hompg (L, E))

l’isomorphisme induit par s. Alors le diagramme suivant commute :

W (L) —2— W (L, Homg (L, E))
fa
(57)« l
En particulier, ¢ ne dépend pas de la filtration choisie.

Démonstration. — Ce diagramme commute par définition des homomorphismes de
transfert. O

Il faut maintenant travailler avec les faisceaux canoniques wr, / et wg /;, pour obtenir
un transfert canonique

W(L,WL/k) - W(EvWE/k)'

Commengons par un lemme :

LEMME 6.4.8. — Soit ' C FE une extension finie purement inséparable telle que
EP C F (ot p est la caractéristique de F'). Alors on a des suites exactes

0——Qpr/pr Qpr F Qp)pr Qp/pp ——0

et

Démonstration. — Comme EP C F,ona E = F(04,...,0,) avec des 6; dans E\ F tels
que 67 € F. Dans ces conditions, on a dim(Qg,r) = n (voir [Kun86, proposition 5.6,
p. 76]). On obtient également E? = FP(6},...,0F) et dim(Qgs/pr) = n. De méme,
on trouve F' = FP(6Y,... 602 by,...,by,) pour des b; € F'\ FP. Utilisant ceci dans la
suite usuelle

QEP/FP K Er F—)QF/FP —>QF/EP —>0,

on voit qu’elle est aussi exacte a gauche. On procede de méme pour la deuxieme suite
exacte. O

COROLLAIRE 6.4.9. — Soit k C F C FE des extensions. Supposons que k soit
de caractéristique p et F C E soit une extension finie purement inséparable telle
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que EP C F. On a alors des isomorphismes canoniques

WEp /FP R Ep WF/EP ~ Wr/k
et

Wp/pr OQF WE/F X Wg/k-

Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’on a des isomorphismes canoniques
Wr/Fr = W)k €6 We e ~ Wi/ En effet, on dispose d’'un homomorphisme canonique
Qi — Qpype. On définit ensuite une dérivation D : F' — Qg par D(f) = df.
Comme k est de caractéristique p, on remarque que c’est une FP-dérivation de F'.
Ainsi, on obtient un homomorphisme Qp/p» — Qp/p et on vérifie immédiatement
quil est Iinverse de I’lhomomorphisme canonique Qp/;, — Qp/pp. On procede de la
méme maniere pour montrer que wg,/pr ~ Wg/k-

Il suffit ensuite de prendre les puissances extérieures maximales dans les suites

exactes du lemme 6.4.8 ci-dessus pour terminer la preuve. O
LEMME 6.4.10. — Soit F' C E une extension purement inséparable de corps de ca-
ractéristique p telle que EP C F. Alors I’homomorphisme de Frobenius

Fr:E— EP

induit un homomorphisme de groupes
FTQ : QE/F — QE‘p/Fp ®Ep E
défini par Fro(e-dge’) = dpre? @ (e/)P.

Démonstration. — Munissons Qg»/pr de la structure de E-espace vectoriel induite
par 'homomorphisme de Frobenius. Avec cette structure de F-espace vectoriel, on
voit que Qgp/per muni de la dérivation

dp»
BT B S Qo

est un module de différentielles de E sur F. On obtient ainsi un homomorphisme de
FE-espaces vectoriels

F’I"OdEp : QE/F — QEP/FP-
On dispose par ailleurs d’un homomorphisme de EP-espaces vectoriels

QEp/Fp I QEp/Fp KEp E.
On obtient donc bien un homomorphisme de groupes

FTQIQE/F—>QE1)/FP R Er E. O

LEMME 6.4.11. — L’homomorphisme de Frobenius

Frq : QE/F — QEp/Fp Qpr E
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induit un isomorphisme canonique
W(E, WE/F) — W(E, WEPr/FP ® E)

Démonstration. — Soit £ un générateur de WE/F- Alors £ = dgey A -+ A dge, pour
des e; dans E. Comme Qg /p et Qpr/pr ®pr E sont des espaces vectoriels de méme
dimension (voir par exemple la preuve du lemme 6.4.8), on remarque que Frq(§) =
(dpref A --- Adpreh) @ 1 est un générateur de wps/pr @ E. Ces deux générateurs
induisent des isomorphismes

W(E) — W(E,WE/F)
et
W(E) — W(E7WEP/FP X E).
On a donc un isomorphisme de groupes
W(E,wg/p) — W(E,wgr)pr @ E)

dépendant & premiere vue de £. Supposons maintenant que dgky,...,dgk, engendre
aussi Qg p et posons 1 = dgki A --- A dgky,. Alors n = af et Fro(n) = a?Fro(§).
Comme p est impair, on voit que I'isomorphisme

W(E,wg/p) — W(E,wgr)pr @ E)

défini a ’aide de 7 coincide avec celui défini par £. L’isomorphisme ci-dessus ne dépend

donc pas du choix du générateur § de Qg /5. O
COROLLAIRE 6.4.12. — L’homomorphisme de Frobenius induit un isomorphisme ca-
nonique

W(E,wg/p) — W(E,wp/, ® E).
Démonstration. — On a des isomorphismes canoniques (lemmes 6.4.9 et 6.4.11)
W(E,wg/p) — W(E,wgr/pr @ E),
WEr/Fr @ Wr/Er = WF/k

et

Wr/Er QWE/F = WE/k. U
Nous obtenons finalement :

THEOREME 6.4.13. — Soient k C E C L des extensions de corps telles que ’exten-
sion E C L soit finie et purement inséparable. On a alors un isomorphisme

5: L®wg, — Homp(L,wg/;)
induisant un isomorphisme canonique

0: W(vaL/k) - W(EaWE/k)'
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Démonstration. — On sait qu’on peut obtenir un homomorphisme
s®1: L@wg/y, — Homp(L,wg/k)
a I’aide de n’importe quelle filtration
F:ECE,C---CE,=1L

telle que E;/E;_1 soit monogeéne. On peut supposer que EY C E;_;. Par le corol-
laire 6.4.12, on a un isomorphisme W(L,wr, /1) — W(L,wg/; ® L). Appliquant le co-
rollaire 6.4.7, on voit que s®1 donne un isomorphisme W (L, wg/,®L) — W(E,wg ).
Cet isomorphisme est indépendant de s. Cela clot la preuve. O

COROLLAIRE 6.4.14. — Soient k C K C L des extensions de corps telles que K C L
soit finie. Alors il existe un isomorphisme

5: L ®wgp — Hompg (L, wg k)
induisant un homomorphisme canonique

0:W(L,wg ) — W(K,wk/k)-

Démonstration. — On considére la cloture séparable £ de K dans L. On applique
ensuite le corollaire 6.4.3 & K C FE et le théoreme 6.4.13 & £ C L. O

Supposons maintenant que f : A — B soit un homomorphisme fini de k-algebres
lisses de dimensions respectives p+1 et p telles que A soit locale et B soit semi-locale.
Notons K le corps résiduel de A. Soit y un idéal maximal de B et L le corps B/y.
Notons ¢ : K — L ’homomorphisme induit par f. Soit encore

0 A Iy I, I, 0

une résolution injective minimale de A. Alors

7
0—>wA/k —O>IQ Qwayk — 1 ®wA/k—>...—>I_n®wA/k—>O

est une résolution injective minimale de w 4 /1. Le corollaire 6.2.5 montre qu’on dispose
d’un isomorphisme
WKk — TP (Homy (K, Iy @ wa/k))
et donc d’un isomorphisme (voir la proposition 5.3.4)
WKk — Hom 4 (K, I, ® wA/k).

On sait également que

0 — wp/k AHomA(B,I_l Qwasg) — ... — Homu(B, I p 1 ®was,) —0

est une résolution injective de wp/,. Appliquant le corollaire 6.2.7, on obtient un
isomorphisme

wL/k — Ext%(L,wB/k).
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Considérons le diagramme commutatif suivant (ol tous les morphismes sont finis)

Spec(L) ——s Spec(B)

9| |7

Spec(K) —— Spec(A).
m

Alors on sait par la proposition 5.3.8 que

femi = mgn.

On obtient ainsi le diagramme commutatif (avec les identifications canoniques)

C(Spec(L), W, w, k) —=— C(Spec(B), W, wp 1)

0. |+

C(Spec(K), W, wg /i) T C(Spec(A), W,wayi)-

Les complexes C(Spec(K ), W,wg/i) et C(Spec(L), W,wr, /) n’ont chacun qu'une
composante non nulle qui est égale respectivement & W (K, wg ) et W (L,wy ;). Nous
pouvons donc démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 6.4.15. — Soit f : X — Y un morphisme fini entre des schémas lisses.
Soit x € X ety = f(z). Soit

01 W (k(x), wi(ay i) — W (E(Y), wiy)/n)
l’homomorphisme du corollaire 6.4.14. Alors
(LY W (k (), wiia) ) — W (), Wi m)

satisfait (f*)ﬁ(y) = 99{(35).

Démonstration. — On peut supposer que X = Spec(B), Y = Spec(A) et ’homomor-
phisme f : A — B est fini. Localisant en y, on obtient un morphisme fini f : Ay, — B,
avec B, semi-locale. On utilise alors le diagramme

C(Spec(L), W,wp, ) —— C(Spec(B), W,wp k)

6. |+

C(Spec(K), W, wk /) — C(Spec(A), W, wayx)

*

pour conclure. O

MEMOIRES DE LA SMF 113



6.4. LE CALCUL EXPLICITE DU TRANSFERT 63

COROLLAIRE 6.4.16. — Soient X et Y des schémas lisses de dimension m et n sur
un corps k. Soit encore f: X — Y un morphisme fini. Alors Uapplication

d
R d @ W(k(l‘),wk(m)/k) _— @ W(k;(y),wk(y)/k) —_— ...
zeX (@) yey (+1)

lz A lz 61w

2€Y (p+n—m) ueY (p+n—m+1)

est un morphisme de complexes.

Démonstration. — Le corollaire ci-dessus montre que pour chaque z € X® I'homo-

9;{(96) coincide avec (f*)ﬁ(z). Or f, est un morphisme de complexes, d’ou
O

morphisme
la conclusion.
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CHAPITRE 7

UN AUTRE CALCUL DES DIFFERENTIELLES DU
COMPLEXE

7.1. Résumé

Ce chapitre est destiné au calcul explicite des différentielles du complexe C(X, W, L)
associé a un schéma régulier X et un Ox-module inversible L. Ce calcul, rendu pos-
sible par le chapitre précédent, permet de démontrer que le complexe C(X, W, wx 1)
obtenu plus haut coincide avec le complexe obtenu par M. Schmid dans sa these
(voir [Sch97]).

7.2. Le cas facile

Soient B un anneau régulier de dimension 1 de corps des fractions K et L un
B-module inversible. On va calculer les différentielles du complexe de Gersten-Witt

0 —— WY (K, Lio)) = @ WY (B, L) —0
;('EB(l)

associé a B. Supposons dans un premier temps que L = B. Notons

v: K — K!
la forme définie par (1) = idx. Tout isomorphisme

o: K — K*
est de la forme ¢ = fv pour un f € K\{0}. On note 7, la forme f~. Quitte & multiplier
par un carré, on peut supposer que f € B. Comme B est régulier de dimension 1,
tous les localisés de B en un maximal z C B sont des anneaux de valuation discrete.

Notons v, la valuation de B, et 7, une uniformisante pour cette valuation. Il n’existe
qu’un nombre fini de maximaux z C B tels que v, (f) # 0.

LEMME 7.2.1. — Supposons que B soit régulier local d’idéal maximal x et de corps
résiduel F'. Soit f € B\{0} tel que v, (f) # 0. Alors f = An™ pour une uniformisante w
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de B et A € B*. Notons \ la classe de \ dans F et p : F — Extp(F, B) lisomorphisme
défini par p(1) = Kos(w) ou Kos(m) est le complexe de Koszul associé a la suite
réguliere (). On a :

0 si n est pair
d(|[K = BY
([K 7)) { [F, \p] sin est impair

Démonstration. — Comme f € B, il est clair que vy induit un homomorphisme
vf: B — B,

L’image de [K,~yf] par d est déterminée par le morphisme de triangles exacts suivant
(voir le lemme D.2.9) :

B, p C T(B)
o Lo e
By L, g TC! T((BY)?)

ou C est le cone de 7. Explicitement C' est le complexe

0 B, pt 0

et © peut étre choisi comme étant le morphisme

0 B— 1, p 0
—ev
[ ]
Ty
coo—— 0 —— (BY)? Bf 0

En utilisant I"isomorphisme ~ : B — B¥, on voit que ¢ est isométrique a

0 .5 0

o

0 B! Bt 0

Si Kos(f) est le complexe de Koszul associé a la suite réguliere (f) et
oy BJf — Bxth(B/f, B)
est défini par ps(1) = Kos(f), on voit que
d([K,vs]) = [B/f.ps] € WY (B).

Or f = An"™. Si n = 2m, on vérifie que le sous-module

0 —— B/a™ T B/ n"
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est un Lagrangien (voir la définition C.1.4). Ainsi d([K,v¢]) = 0 si f = Ar?™. Suppo-
sons maintenant que n = 2m + 1. On voit que 'orthogonal du sous-module

0—— B/n™ LW;IB/)\W%”FI
est le sous-module
0 —— B/amt1 ™ B/p2m,
On obtient donc une forme sur (B/7™*1)/(n/m™+1) Witt-équivalente a la forme

[B/f, ps] (annexe C, théoréme C.2.3). Un calcul direct montre que [B/m, Ap] = [F, Ap).
O

Ce calcul montre que la différentielle du complexe C(B, W) ressemble fortement
a la différentielle définie par Springer et Knebusch (voir [MH73, lemme 1.2, p. 85]).
Rappelons que si K est un corps, v est une valuation discrete sur K et F' est le corps
résiduel de K pour v, on a le lemme suivant :

LEMME 7.2.2. — Fizons une uniformisante m de v. Il existe un unique homomor-
phisme Y™ : W(K) — W (F) (dépendant de ) tel que
0 st n est pair
T([K, Ar"™]) = -
YT M) { [F,\] sin est impair
Démonstration. — Voir [MHT73, loc. cit.]. O

Soit 7 une uniformisante pour v. Pour tout F-espace vectoriel V' de dimension finie
on a un isomorphisme
oF : Homp(V, F) — BExtg(V, B)
défini de la maniere suivante : si ¢ € Homp(V, F), alors a™(¢) est le pull-back du
complexe de Koszul Kos(m) par ¢

a™(p) : 0 B M v 0
|1
Kos(r) : 0 B—"5B k 0

On vérifie que o™ induit un isomorphisme
o™ W(F) — WY(B).

LEMME 7.2.3. — Le diagramme suivant commute pour tout choix d’une uniformi-
sante ™ pour v

W(K) —2 s W)
|

|

WU (K) —— W' (B)
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Démonstration. — Utilisant les lemmes 7.2.1 et 7.2.2, il suffit de démontrer que
¢™ (1) = p. Cela provient du fait que a™(1) = Kos(m). O

Supposons maintenant que L soit un B-module inversible quelconque sur un anneau
B local régulier de dimension 1. Notons comme ci-dessus F' le corps résiduel de B et
K son corps des fractions. Tout choix d’un générateur [ de L donne un isomorphisme
de foncteurs

7 : Homp (- , B) — Homp(_ , L).

On obtient donc un isomorphisme de complexes (avec les mémes notations que ci-
dessus)

00— W(EK) — Wi (B ——0

| J

0 ——W(K,LoK)—% W (B,L) —o0.

Si B est la localisation d’une algebre lisse sur un corps k, on obtient en particulier
pour L = wp/y et le choix d'un générateur § de wp/y le diagramme

00— s wE) —L swirBE — 0

| |

0 —— W(K, wi/x) —2s WY (B, wp ) — 0.
On sait de plus qu’on dispose d’un isomorphisme (proposition E.2.1)
W(F, wp/) — WY(B,wp/).
On peut ainsi calculer la différentielle
d = W(K,wg) — W(F,wryg).

Soit ¢ : K — Homg (K,wk/)) un isomorphisme. Supposons ¢(1)(1) = f¢. Comme
ci-dessus, on peut supposer que f € B et f = Ar™ pour une uniformisante 7 de z (ol
x est I'idéal maximal de B). Si n est pair, on sait que d([K, ¢]) = 0. Si n est impair,
le lemme 7.2.1 et le diagramme ci-dessus montrent que d([K, ¢]) est I'isomorphisme

p:F — wpp ~wp,® (z/2?)"
défini par p(1) = A\(¢ ® 7*). Utilisant l'isomorphisme
W(F, WF/k) - Wlf(vaB/k)
on voit que d([K, ¢]) est I'isomorphisme
¢ : F' — Homp (F,wp/y)
défini par ¢(1)(1) = A\(€ ® 7).

MEMOIRES DE LA SMF 113



7.3. LE CAS GENERAL 69

7.3. Le cas général

Supposons maintenant que X soit un schéma lisse sur un corps k. Soit € X®) et
y € X@®+tD On va calculer

d: W(k(z), wi@)/x) — W), wry)/k)-
Localisant en y et utilisant le fait que cette localisation donne un morphisme de
complexes (théoréme 3.4.7), on voit que si y € {x} alors d = 0. Supposons donc que

Yy € m On peut supposer que X est le spectre d'un anneau local d’idéal maximal y
tel que z € Spec(A)(1y. La projection usuelle

T A— Alx
induit un morphisme fini
p : Spec(A/x) — Spec(A).

Supposons dans un premier temps que A/x est régulier. Puisque p est fini entre deux
schémas réguliers qui sont des localisations de schémas lisses, on obtient un morphisme
(de complexes) entre le complexe de Gersten-Witt associé a A et celui associé a A/x.

o P Wk(2), Wk k) —— W(EY), Wiy k) — 0
z€Spec(A)(D) H
0 > W (k(2), wy(a)/x) —— WI(k(y), wi(y) /1) — 0.

Or A/x est régulier local de dimension 1. Choisissant un générateur £ de w4 /5, On
sait que tout isomorphisme

¢ ¢ k(z) — Homy(y) (k(2), Wr(z)/k)
est de la forme
e(1)(1) = f¢
pour un certain f € A/xz. On a vu plus haut (lemme 7.2.1) que
d([k(z),¢]) =0
si la valuation de f est paire et
d([k(z), ¢]) = [k(y), 9]

si la valuation de f est impaire, o1 ¢ donné par ¢(1)(1) = (€ @ 7*).
Supposons maintenant que A/z ne soit pas régulier. On considére alors la cloture
intégrale B de A/x dans k(z). On a alors que 'inclusion

i:Ajlxr — B
est un homomorphisme fini. La composition

A— Az — B
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donne un morphisme fini
p’ : Spec(B) — Spec(A).
Par ailleurs, B est un anneau semi-local de dimension 1 régulier sur k. Il est facile de

voir que B est la (semi-)localisation d’une algebre lisse sur k de corps des fractions
E(x). On a donc un morphisme de complexes

d
o @ W (k(2), wr(zym) ——— W(k(y), wr(yyn) ——0
z€Spec(A)(M)
T A
dp
0 ———— Wik(z) wr@yn) —— W (k(w), whuy i) —0

u€Spec(B)1)
Choisissons un générateur £ de wp/;. On sait que tout isomorphisme

@+ k(x) — Homyq) (k(x), Wr(z)/k)
est de la forme
p(1)(1) = f¢

pour un f € B. Notons v, (f) la valuation u-adique de f pour tout u dans Spec(B)™).
Choisissons pour tout u une uniformisante 7(u). On sait que pour tout u, on peut
écrire

£ = Awr(w) )
avec A(u) € B. On a donc

dp([k(z), ¢]) = > [k(u), d(u)]

{u€Spec(B)V v, (f) impaire}

ol
P(u) : k(u) — Homy () (k(w), Wk(u)/k)

est définie par

Pu)(1)(1) = Aw)(€ @ 7(w)*).

Comme k(u) est finie sur k(y) pour tout u, on a

k(@) @) =Y 05V ds((k(x), o) = > O (k(u), o(w).

vy (f) impaire

REMARQUE 7.3.1. — Dans [Sch97], l'auteur définit un complexe de Gersten-Witt
associé a un schéma noethérien grace a des homomorphismes résidus

d: W(k(x),wrz)m) — W), k) k)

pour tout z € X® et y € X®+1) qui coincident avec ceux calculés ci-dessus.
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LE MORPHISME DE TRANSFERT POUR LES
MORPHISMES PROPRES

8.1. Résumé
Soient X, Y des schémas lisses et
f: X —Y

un morphisme propre. Nous définissons tout d’abord en chaque degré un homomor-
phisme

fo i CHX, Wowx i) — CHY, W, wy /)

qui coincide avec le morphisme de transfert défini dans le chapitre 6 lorsque f est fini.
Nous montrons ensuite que lorsque X = P, et Y = Spec(F), le morphisme

fa C(]P’%, W, WIP’}T/k) — C(Spec(F), W,wpyy)

est un morphisme de complexes. Ce premier pas nous permet finalement de démontrer
que

fe : O(X, W, wx i) — C(Y, W, wy1,)

est un morphisme de complexes pour tout X et tout Y.

8.2. Définition
Soient X et Y des schémas lisses sur un corps k et
f: X—Y

un morphisme propre. Supposons que dim(X) = n et dim(Y) = m. On définit une
application

fo: CX, W, wx ) — CT™ (Y, W, wy )

de la maniere suivante.
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Soit x € X et y = f(x). Si k(y) C k(z) est une extension finie, rappelons qu’on
dispose d’un homomorphisme canonique (théoréme 6.4.13)

01 W (k(x), wi(ay i) — W(E(Y), wi)/m)-

On pose alors

fio = 95(@-
Si k(y) C k(z) est une extension infinie, on pose
J«=0.
REMARQUE 8.2.1. — Si f : X — Y est un morphisme fini, alors on voit que la

définition de f, donnée ci-dessus coincide avec la définition donnée dans le chapitre 6.

8.3. Le morphisme de complexes
On va tout d’abord démontrer que si X = P, Y = Spec(F) et
f: PL — Spec(F)

est la projection usuelle, I’application f, est un morphisme de complexes. Il faut donc
démontrer que le diagramme suivant commute :

d]p}w
W(F(t),wp@m) — B Wkx),ww)r)
zePL ™
feo
0 W(F, wp/k).

Cela revient évidemment a démontrer que (3 6;)dp1 = 0.

Choisissons un générateur £ de wpyi. On voit alors que £ A dt engendre wp(s) k-
Considérons un isomorphisme

¢ : F(t) — Homp ) (F(t), wp)/k)-

A un carré prés, on peut supposer que ©(1)(1) = g- & Adt pour un polynéme g € Ft]
de degré n tel que g = g1 ... gm pour des g; € F[t] irréductibles et premiers entre eux.
Supposons que 'un des g; soit inséparable sur F' et posons L = F[X]/g;. On a alors
le produit fibré suivant :

pL b, pt

|

Spec(L) T) Spec(F).
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Comme f et h sont finis, ils induisent des morphismes de complexes
he C(PlvaaWPlL/k) - C(P}mwawﬁr}v/k)
et
fo i WL wp i) — W(F,wpy).
Comme 'extension L/F est purement inséparable, le théoréme 6.4.13 montre que f,
est un isomorphisme. Pour les mémes raisons, la premiere composante de h,

ho s W(L(t),wry /1) — W(EFQR), wr)/k)
est un isomorphisme. Utilisant ceci, on en déduit que si (3}°6;)dp1 = 0 alors on a
aussi (> OI)dplF = 0. On peut ainsi supposer dans la suite que chaque polynéme

gi est séparable sur F. Dans ces conditions, un générateur § de wp/;, est aussi un
générateur de wy(y,)/x- Par la section 7.2, on sait que

dpy, + WIE(),wre)/k) — W(k(91), Wk(gr)/x)

est donné par
d]p;

o [F (@), 0]) = [k(91), ]
avec ¢ : k(g1) — Homyg,)(k(g1), Wk(gy)/x) défini par

P()(1) =G2. - Gm - (EAdE) © (91)"

Comme dt = gi,dgl, on obtient
1

Pour calculer

dp1
]PF‘oo

il suffit de remarquer que si x = 1/¢t, alors g = 1 (ou n est le degré de g) dans le

W(F@),wr@ym) — W(F,wp/k)

corps résiduel de I'infini. On trouve donc

0 si n est pair

dP}“\w([F(t)’ #l) = { [F, 9] sin est impair

BA)(1) = 1- (EAdD) @ (2)".

Comme dt = ;—Qlda:, on trouve

P)(1) = -1-¢.

Avec le choix des générateurs & et £ A dt, on obtient ainsi le diagramme suivant :
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oy (F(0).g) = Y [Fo). 271 7] + =1

si n est impair et

1 _ _
ey (F(2),9) = 3 [k(00), 3550 T
sinon. Par ailleurs, on a
1 1
B9, — GG G| = [k90), = ]
9; 991G - Gm
et
1 1
g G T Tm

dans k(g;). Ainsi

si n est impair et
1
ey (F(2),91) = 3 ko) |
(2

si m est pair. On aura besoin du lemme suivant (voir [Ser68, lemme 2, p. 65]) :
LEMME 8.3.1. — Soit K un corps et g € K[z] un polynéme unitaire de degré n dont
toutes les racines sont distinctes dans un corps de rupture de g. Alors

- (mi)_ 0 si0<i<n-—2

KEVENg@y) ~ 11 sii=n—1

Démonstration. — Soient x1, ..., x, les racines de g dans un de ses corps de rupture
L. Comme
Llz]/g~Lx---xL

admet une base orthogonale, il suffit de calculer
>
I (xk)

pour obtenir la trace de x%/¢’(z). Soit T un transcendant sur L. Comme les (T — xy,)

sont premiers entre eux dans L[T], on peut écrire 1/¢g(T") de la maniére suivante :

1 1
(0~ 2 T T )
Par ailleurs, le développement de 1/¢(T") en puissances de 1/T donne

1 - 1 + aq +
g(T) = Tm Tt
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Les développements des 1/¢’(zx)(T — x)) donnent

1 1 Tk ((Ek)n_l

= 4 SR Sl P
9 (@e)(T =)  g(x)T g (ax)T? g ()T

Il suffit de comparer dans la premiere équation les termes de méme degré donnés par

les deuxiémes et troisiemes équations pour conclure. O

Ce lemme permet de calculer

> 00 Xlk(a). 1)

En effet, 04, ([k(g:), %]) est la forme bilinéaire symétrique
pi = k(gi) x k(gi) — F

définie par p;(a,b) trk(gi)/k(éab) pour tous a,b € k(g;). En choisissant une

bonne base de k(g1) x -+ X k(gm), on voit que la forme bilinéaire symétrique
> 0. (3 1k(g:), %] est définie par

)
oz (k(ga) x -+ x k(gm)) x (k(g1) x -+ X k(gm)) — L
avec p((a1, ..., am), (b1,...,by)) = Ztrk(gi)/k(ﬁaibi). Or

k(g1) x - x k(gm) = Flt]/g

et donc la base 1,¢,...,t" "1 de F[t]/g est aussi une base de k(g1) x - -+ X k(gm). Au
vu du lemme ci-dessus, la forme p est donnée dans cette base par la matrice

0O 0 ... 01

0 1 =

m= .0 R
0 1 x % *

1 * *x *x %

11 est facile de voir que cette forme est triviale dans le groupe de Witt si g est de degré
pair, et équivalente a [F, 1] si g est de degré impair. On obtient ainsi

1 0 si g est de degré pair
05 (D l(9:), —1) = ) pair
Z gi Z[ (9:) g’] { [F,1] si g est de degré impair.

Rappelons qu’on avait calculé que

> lk(gi), ﬁ] si g est de degré pair

dpy ([F'(2), 9]) =
> 1k(gq), %] + [F,—1] si g est de degré impair.
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On a donc démontré le théoréme suivant :

THEOREME 8.3.2. — Soit F un corps et f : P, — Spec(F) la projection usuelle.
Alors
f* : C(P%vmwﬁ”},/k) I C(SpeC(F)7WwF/k)

est un morphisme de complexes.
COROLLAIRE 8.3.3. — Soient X et Y des schémas lisses de dimensions respectives

n et m. Supposons n = m + 1. Soit f : X — Y un morphisme propre et surjectif.
Notons & et n les points génériques de X et Y. Alors la composition

W(k(f)vwk(g)/k)d—x> P Wkx), wi@yn)
zeX )
|
W (K (1), W) /1)
est nulle.
Démonstration. — Considérons le produit fibré suivant :

X, —2 Spec(k(n))

X—

f

Comme f est propre et cette propriété est stable par changement de base, g est
également propre. Alors X,, est de dimension 1, intégre de corps des fractions k().
De plus, X, est régulier. En effet, cette propriété étant locale on peut supposer que
Y = Spec(A), X = Spec(B) et X,, = Spec(B®4 k(n)). Comme f est surjectif, on voit
que le morphisme ¢ : A — B induit par f est injectif. Ainsi, ¢(A) \ 0 est une partie
multiplicative et B @4 k(n) ~ (¢(A) \ 0)~'B.

On voit que le complexe de Gersten-Witt associé a X, :

dx,
0 —— W(k(E), wieyn) —— W(k(), wi(z)/x) — 0

1
xEX,(,)

coincide avec le début du complexe de Gersten-Witt associé a X. Pour montrer le
lemme, on est donc ramené au cas ot X est une courbe réguliere sur Y = Spec(F) et
f :+ X — Spec(F) est propre. Dans ces conditions, il existe un morphisme fini

g: X — PL.

En effet, comme X et Y sont de type fini sur un corps k, on peut supposer que
F =k(t1,...,td, ta41,...,tn) OU t1,...,tq forment une base de transcendance de F’
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sur k. Soit U = Spec(C) un ouvert affine de X. Par hypothese, dim(X) = dim(Y") +1.
On peut donc supposer que C = F[t,z1,...,zn]/I et C est entier sur F'[t]. On a ainsi
un morphisme fini

h:U — Spec(F[t]) C Pf.

Comme X est de dimension 1, X \ U est constitué d’un nombre fini de points. Si
z € X, alors Ox , est un anneau de valuation discréte. De plus F(t) C k(§) et on a
la situation suivante

Spec(k(§)) ——— Pp

| I
Spec(Ox,.) — Spec(F).
Par le critere de propreté, il existe un unique morphisme
Spec(Ox2) — Pl
tel que le diagramme commute. On peut ainsi étendre le morphisme
h:U— PL
a U Uz. Procédant de méme pour tout z € X \ U, on voit qu'il existe un morphisme
g: X — P};.
Par construction, on a le diagramme commutatif suivant :

x—9 ,pt

b

Spec(F)

Comme p et f sont propres, g est propre ([Gro67a, corollaire 5.4.3, p. 101]). De
plus, la fibre au-dessus de chaque point y € PL. est le spectre d'une k(y)-algebre finie.
Il s’ensuit que g est fini ([Gro67b, proposition 4.4.2, p. 137]). On obtient donc le
diagramme commutatif suivant :
dx
W (k(&), wr(e)/x) —— W (k(x), W) /x)
zeX )

dPI
W(E(),wrmym) —— €D Wky), w)n)

yGP}:(l)
2

W(Fa wF/k)'
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La composition p*dplF est nulle par le théoréme précédent. Donc p.g.dx = 0. Or
Psgsx = f«. D’olu le résultat. O

Ce corollaire et le fait que si f : X — Y est fini alors f, est un morphisme de
complexes (voir le corollaire 4.4.4) nous permet de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 8.3.4. — Soit f : X — Y un morphisme propre entre des schémas lisses
sur un corps k. Alors

Je : C(X, Wwx ) — C(Y, W, wy /i)
est un morphisme de complexes.

Démonstration. — Posons n = dim(X) et m = dim(Y). On doit démontrer que le
diagramme suivant commute :

L @ W(k(x);wk(x)/k)L) @ W(k(v);wk(v)/k)—>"'

xeX () veX (p+1)

Al |

yEY(ZH»'mfn) zeY (ptm—n+1)

Pour ce faire, il suffit de démontrer que pour tout z € Y®P+m=7+1 le diagramme
suivant commute :

dx
P Wik), wiw)n) —— W(k(v), W) /k)
rzeX @) veX (p+1)
f*J l e
dy
B W), wiym) ——— W(k(2), Wiy n)-
yeY (p+m—n)

Considérons le produit fibré

X' L Spec(Oy )

)

.

X—Y

f

Comme f est propre et que cette propriété est stable par changement de base, g

est propre. On voit de plus que dans ce cas on a pour tout ¢ < p et tout o €
P Wk(@), wii)x) I'égalité

reX ()
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dans @yESpec(Oy,Z)(‘lJﬂ”*") W (k(y),wk(y)/k)- Pour montrer que

dy fo = fudx : @ W(k(x),wria)n) — W(k(2), wre)n)
zeX®)

est nulle, il suffit de démontrer que
7" (dy f« = fudx) = 0.
Or
j*dyf* = dSpec(Oy@)j*f* = dSpec(Oy,Z)g*i*-
Si on arrive & démontrer que g, est un morphisme de complexes, alors
dspec((g},’z)g*i* = gudx1" = gui"dx = 7" fudx.

Il suffit donc de démontrer que dans la situation ot X est régulier, Y régulier local
et g: X — Y est propre, alors le diagramme

b W(k(x)awk(x)/k)d—x> B W), wiwm)

reX (@) veX (a+1)

g*J/ lg*
dy

@ W(k(y), Wr(y)e) —— W(k(2), wi(z)/k)
YyEY (1)

commute. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout z € X9 le diagramme suivant
commute :

dx
W (k(x), w@yn) —— @ Wk),wrwr)
ve X (a+1)

g« l
9=
d

Y
B W k), wiym) ——— W(k(2), wii)n)-
yeY (1)

Soit donc # € X (@ tel que dim({z}) = 1 et y = f(z). Par définition de X', on voit
que z € {y}. On considére le diagramme suivant :

Remarquons que g est propre et que i et j sont finis. On distingue alors plusieurs cas.
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Supposons que z = y. Alors le diagramme ci-dessus est

{2} g, Spec(k(z

]

X —Y.

f

Soit X la normalisation de {2} dans son corps des fractions. On obtient un dia-
gramme commutatif

X" —— Spec(k(z
j .7
X—)Y

ot X est régulier, h est propre, [ et j sont finis. Par le chapitre 3, on sait que I, et j.
sont des morphismes de complexes. Par le corollaire 8.3.3, on a h.ds = 0. Montrons
que
fedx —dy fu s W(k(2), W) /i) — WI(E(2), Wk(z)/k)
est nulle. Comme X et X ont le méme corps des fractions, on a dx = lyd 5. Donc
fudx = filidg = jihidg = 0.

Par définition, dy f, = 0. Cela clot le cas ou f(z) = z.
Supposons maintenant que z # y. On considere le méme diagramme que ci-dessus :

Soient X et Y les normalisations de m et @ dans leurs corps des fractions. Le
morphisme g se reléve en un morphisme §, qui est également propre (voir [Ful84,
proposition 1.4, p. 13]). On obtient donc le diagramme suivant :

x99, g
X—
avec [ et r finis et f et § propres. Comme les fibres de § sont finies, on voit que § est
fini. Donc Iy, r. et g« sont des morphismes de complexes. On obtient donc

’*<1

%
<

<

f*dX = f*l*dj( = r*g*dj( = r*df/g* = dYr*‘g* = de*l*
Or X et X ont le méme corps des fractions. Donc dy f.l. = dy f.. O
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On démontre facilement la proposition suivante :

PrOPOSITION 8.3.5. — Soient X,Y,Z des schémas lisses sur k de dimensions res-
pectives n,m,k , f : X — Y et g: Y — Z des morphismes propres. Alors les
morphismes

fe: C(XvI/Van/k) — C(Y, W, wY/k)a

g« : C(Y,W,wy i) — C(Z,W,wz1)
et

(9f)«: C(X, W,wx/i) — C(Z,W,wz 1)

satisfont (gf)« = gufo-
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CHAPITRE 9

COMPLEXE DE GERSTEN-WITT ET IDEAUX
FONDAMENTAUX

9.1. Résumé

Dans ce chapitre, nous commencons par définir I'idéal fondamental de W'/ (B)
pour un anneau local régulier B. Nous montrons ensuite que si X est régulier, les
différentielles du complexes C'(X, W) se comportent bien avec les puissances de cet
idéal. Nous obtenons ainsi pour tout j € Z un complexe

o D FOx) s P e (0x) —
zeX®) yeX (P+D)
noté C(X,17) et un complexe
.— P ﬂ—p/ﬂ—pﬂ(ox,x)L b rrrrox.) — ..
zeX(®) yEX (P+D)

noté C'(X,I7/17+1). Utilisant les résultats des chapitres précédents, nous montrons
ensuite que ces complexes satisfont de bonnes propriétés fonctorielles. Si

1Yy —X

est plat, nous obtenons des morphismes de complexes
f OX, 7)) — C(Y, 1Y)
et
[ OX, /P — oY, P /Y.

Si

f: X—Y
est propre, nous obtenons des morphismes de complexes

fe: C(Xa I]) - C(Ya Ijerin)
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et
fo: O(X. I /I*Y) — O(y, pmen fpm=n+)
oum = dim(Y) et n = dim(X).

9.2. Différentielles et idéaux fondamentaux

Si B est un anneau régulier local de dimension n et de corps résiduel F', on sait
(proposition E.2.1) que le choix d’un générateur 3 de Ext'y(F, B) induit un isomor-
phisme

b : W(F) — WY (B)

Il est facile de montrer que le sous-groupe ¢g(I™(F)) de Wis(B) ne dépend pas du
choix du générateur § de Ext's(F, B) (lemme E.1.2).

DEFINITION 9.2.1. — On définit le m-i¢me idéal fondamental I'f (B) de W'/ (B) par
LJ(B) = ¢s(I"™(F))
pour n'importe quel générateur [ de Exts(F, B).

REMARQUE 9.2.2. — Dans ce qui suit, nous écrirons systématiquement I(B) au lieu
de I/ (B) et I™(B) au lieu de I/ (B).

LEMME 9.2.3. — Soit B un anneau régulier local de dimension 1. Alors pour tout m
on a

d(I™(By)) C I 1(B).

Démonstration. — On sait que pour tout corps valué K de corps résiduel F et tout
choix d’une uniformisante 7 I’lhomomorphisme du lemme 7.2.2

YT W(K) — W(F)
induit des surjections ([MHT73, lemme 1.4, p. 86])
U 1K) — I"N(E).
Le résultat découle alors directement du lemme 7.2.3. (]
THEOREME 9.2.4. — Soit X un schéma noethérien régulier de dimension n et
.— P Wlf(OX7x)d—X> P W (Oxy) — ...
zeX®) yeX (r+1)

son compleze de Gersten-Witt. Soit encore x € XP). On a pour tout m € N

dx (I"(Ox2)) C P I™'(Oxy).

yGX(ZH’l)
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Démonstration. — Soit z € X®+) NZ. On veut calculer (dx)?. On peut comme
d’habitude supposer que X = Spec(A.) et que z € Spec(A.)®). Soient B la cloture
intégrale de A, /x dans k(z), i : A,/x — B linclusion et 7 : A, — A, /x la projection
canonique. Notons f la composition de 7 et de i. Alors f : A, — B est un morphisme
fini et on a donc le diagramme commutatif

(dx)?

o W (Ox.2) L WY (Ox,) —— ...

/| /|
d
0 —— W (Ox0, Ls) —— € WY (Ox,,L,) —0
yeBW

pour L = Extiz (B, A,). A isomorphisme pres ce diagramme est en fait :

(dx)Z
. W(k;(x),wk(x)/k) e W(k(z),wk(z)/k) —_— ...

}%(z)ﬂc(z) T@ka)/k(z)
dp

0 —— W(k(z), Wr(a)/k) — W (k(y), wi(y) /1) — 0.
yeB(l)

Le résultat découle du lemme 9.2.3 et du fait que les homomorphismes 6 préservent
les idéaux fondamentaux ([Sch85, corollaire 14.9, p. 93]). O

REMARQUE 9.2.5. — Le fait que les différentielles du complexe de Gersten-Witt pré-
servent les idéaux fondamentaux a récemment été démontré dans un cadre plus général
par S. Gille (voir [Gil07Db]).

Soit m € Z. Si m < 0, on pose I"™(Ox ;) = W (Ox_). On a alors

COROLLAIRE 9.2.6. — Soit X un schéma régulier de dimension n. On dispose pour
tout j € Z d’un complexe

= D PO~ P P (Ox) —

zeX (@) yeX (p+1)
DEFINITION 9.2.7. — Le complexe ci-dessus sera noté C(X, Ij), Le i-éme degré de
C(X,I7), noté C*(X,I7), est le groupe abélien @ iji((’)xx).
zeX @

Si X est un schéma régulier et L un Ox-module inversible, alors les calculs du
chapitre 6 montrent qu’on a un complexe

i D FOxa L) = P P (Ox Ly —
zeX (@) yeX (p+1)
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DEFINITION 9.2.8. — Le compleze ci-dessus sera noté C(X,I7,L). Le i-éme degré
de C(X,I,L), noté C'(X, 17, L), est le groupe @ iji((’)x,x,Lx).
zeX (@

L’inclusion ¢ : I™TY(Ox ,) — I™(Ox,) pour tout z donne des morphismes de

complexes
L C(X, P — O(X, 1)
et
vy C(X, P L) — O(X, P, L).
REMARQUE 9.2.9. — Le corollaire E.1.3 montre que les conoyaux de ¢ et ¢y, sont

canoniquement isomorphes.
DEFINITION 9.2.10. — On note C(X, I /I’+1) le conoyau de ces morphismes.

REMARQUE 9.2.11. — La i-éme composante C*(X, [7/IT1) de C(X, I’ /I7*1) est le

groupe abélien @ Ij*i(OX,I)/Ij*iH(OX’x).
reX (@)

9.3. Fonctorialité

Rappelons que si f : X — Y est un morphisme plat entre schémas réguliers, on
dispose pour tout j d’un morphisme de complexes (théoréme 3.4.7)
ffely,w)— C(X,W).
On va montrer que ce morphisme induit un morphisme
fro, ) — C(X, ).

Si A est un anneau de dimension n, régulier local d’idéal maximal x et de corps
résiduel F' alors le choix d’un générateur p de Ext’i (F, A) induit un isomorphisme
(proposition E.2.1)

W(F) ~ WY (A).
On obtient donc pour tout choix d’un générateur £ € Ext’; (F, A) une structure de
W (F)-module sur W' (A). En particulier, soit # = (x1,...,7,) une suite réguliére
engendrant 1'idéal maximal de A et notons Kos(x1,...,x,) le complexe de Koszul
associé a cette suite. Notons encore

p:Alx — Ext’i(A/x, A)

la forme symétrique définie par p(1) = Kos(x1,...,2,). Avec ce choix de générateur,
la structure de W (F)-module de W (A) est donnée par

[Afx,a] - [A/z, p] = [Ax, ap].

Supposons maintenant que B soit une k-algeébre et f : A — B soit un homo-
morphisme d’anneaux obtenu par localisation d’'un morphisme plat de k-algebres de
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type fini. Soit y un idéal premier minimal contenant f(x)B. Alors By/xB, est un
B,-module de longueur finie. Notons F’ le corps résiduel de By en y et

pB, : By/xBy, — EXt%y (By/zBy, By)
la forme symétrique p ® By. On a le lemme suivant :

LEMME 9.3.1. — Le diagramme suivant commute :

W(F) —L s wir(a)

o

W(F") W Wi (B,)

ot ¢ : k(z) — k(y) est induit par f.

Démonstration. — Comme f* préserve les sommes directes, il suffit de démontrer le
résultat pour une forme [A/z, @] ot @ est la classe dans A/z d’un certain o € A.
Considérons le complexe de Koszul Kos(z1,...,x,—1, ax,) associé a la suite réguliere
(x1,...,Zn-1,x,) et 'isomorphisme symétrique

o i AJx — Ext}(A/z, A)
défini par p'(1) = Kos(x1,...,op_1,axy). Alors on voit que [A/z,a] - p = p’ et que
(F)2((A/2,a] - p) = [By /. plp, )
Par ailleurs, on remarque que

[By/x, pl,] = [k(y), p(@)] - [By/x,pp,]. O

COROLLAIRE 9.3.2. — Soient X et Y des schémas réguliers de dimension finie et
f: X — Y un morphisme plat de dimension relative constante q. Alors on a pour
tout j un morphisme de compleze

froow, ) — C(X, )
induit par f*.

Démonstration. — 1l suffit de voir que f* préserve les idéaux fondamentaux. Cela
découle du lemme ci-dessus. O

Soit f : X — Y un morphisme propre avec dim(X) = n, dim(Y) = m. Le transfert
usuel préservant les idéaux fondamentaux ([Sch85, corollaire 14.9, p. 93], on dispose
d’un morphisme de complexes

f* : C(Xa IjvwX/k) - C(Y, IjerinawY/k)'
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Soit maintenant U C X un ouvert et ¥ = X \ U son complémentaire. Notons
t:U— X et k:Y — X les injections. On sait qu’on dispose d’un complexe

o— P WY Ox.)— P W (Oxy) — ...
zeX®NYy yeX@+ny

et donc pour tout j d'un complexe

o— P PPOx.)— P PTI(Oxy) — ..

zeX®nNY yeX@+ny
DEFINITION 9.3.3. — On note C(X,I7)y le compleze ci-dessus. Le i-éme degré de
C(X, )y, noté C{(X, I?)y, est le groupe abélien @ I~(Ox ).
zeX(®NY

Pour tout 4, on a une suite exacte

0—— C{(X, )y —— C{(X, V) —— C'(U, II) —— 0
et donc

THEOREME 9.3.4. — Soit X un schéma noethérien régulier de dimension n, U C X
un ouvert et Y = X \ U. On a une suite exacte longue

o —— HY(C(X, IF)y) —— H (C(X, I7)) L> ' (C(U, 1)) &,

Li) HH(C(X, )y) —s HH(C(X, Ij))(ﬂlHHl(C(m ) —s ...

REMARQUE 9.3.5. — SiY est régulier, de codimension ¢ alors Y est localement d’in-
tersection complete dans X et

C;y(X, I")y ~Cj_q(Y,I", L)
ot L = F*Ext}, (k.(Oy),Ox) pour r :Y — X ([Gil02, théoreme 4.1, p. 39]). La

suite exacte longue ci-dessus devient donc

. —— H9(C(Y, [P~1)) —— HY(C(X, I7)) ﬂH"(C(U, 1)) &,
i Hi=+1(C(Y, ['-9)) — HT(C(X, Ij))(b*l;lHiJrl(C(U, ) —s ...
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GROUPES DE CHOW-WITT D’UN SCHEMA

10.1. Résumé

Suivant 'article de J. Barge et F. Morel (voir [BMO0O]), nous définissons les groupes
de Chow-Witt d’un schéma. Pour ce faire, nous montrons tout d’abord que les homo-
morphismes défini par J. Milnor dans [Mil70]

s: KM(F)/2KM(F) — I™(F)/ "M (F)
induisent pour tout schéma régulier X et tout j € N un morphisme de complexes
s: C(X,K") — C(X, I /T').
Nous définissons ensuite le complexe C(X, G7) comme étant le produit fibré suivant :

C(X,GI) ——— C(X, I)

l |

C(X, KM) —— C(X, [P /T7+).

Le (j-itme) groupe de Chow-Witt de X est le groupe H’(C(X,G7)), noté cH’ (X).
Nous remarquons que ces groupes satisfont les mémes propriétés fonctorielles que les
groupes de Chow usuels. Si Y est un fermé de X, nous définissons également les

groupes de Chow-Witt a support dans Y, notés CH’ (X)y. Si U est un ouvert de X
et Y = X \ U, nous obtenons une suite exacte de complexes

0— C(X,G")yy — C(X,GY) —— C(U,GY) —— 0
qui induit une suite exacte longue en cohomologie

S HY(O(X, GY)y) ——— H(C(X, GY)) —— HH(C(U, ) ———

H*YCO(X,GY)y) —— HTHO(X,G7)) —— HHH(COU,GI)) — . ..
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Dans ce chapitre, nous donnons aussi un présentation explicite du groupe de Chow-
Witt maximal CH n(A) d’une k-algebre lisse de dimension n. Cette présentation sera
utilisée plus tard pour montrer qu’il existe des homomorphismes entre ce groupe de
Chow-Witt et les groupes des classes d’Euler.

10.2. La définition des groupes de Chow-Witt

Soit X un schéma régulier de dimension finie. Rappelons qu’on a pour tout j les
complexes suivants :

C(X,KM): o P KM (k@) — P KM (k) — ..
zeX (-1 yex®

C(X, I7) : o= P PN Ox.)— P P (Oxy) — -
reX(i-1) yeX @)

et C(X,17/D+1)
o @B PN Ox.) /[ PT T (0x0) = @D PH(O0x,)/ TP (Oxy) — -
reX (-1 yeX ()
Rappelons également qu’on dispose pour tout j € Z d’un morphisme de complexes
C(X, ) — C(X, 17 /17T
qui est en fait pour tout z € X® la projection canonique
P~ 0x.) — P7(0x,.) /7" (0x..).

LEMME 10.2.1. — Soit F un corps de caractéristique différente de 2. Il existe un
unique homomorphisme

n KN (F) 2K (F) — I"(F)/I"FY(F)

tel que
S’ﬂ({a’lv cee 7an}) = []" _a’l] Q- Q []—a _an]
pour tous ay,...,a, in F*.
Démonstration. — Voir [Mil70, théoreme 4.1, p. 331]. O
REMARQUE 10.2.2. — Les travaux de Voevodsky (voir [Voe03]) montrent que cet

homomorphisme est en fait un isomorphisme.

On obtient ainsi pour tout z € X un homomorphisme
K1 i(k(2)) — D70 (k(2)) /P74 (k(2)).-
et donc une application

s: C(X,K})") — C(X, I /T').
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On va montrer que s est en fait un morphisme de complexes. Considérons des ex-
tensions de corps k C L C E telles que E/L soit finie. Notons comme d’habitude
¢ : L — F linclusion. On dispose de deux homomorphismes (définition 2.2.4 et
corollaire 6.4.14)
o5 K(B) — K(L)
et
o1 I"(E,wg/x) — I"(L,wr k)
qui induisent des homomorphismes
ox : Kp'(B) 2K (B) — K (L) /2K, (L)
et
5; : In(EvWE/k)/InJrl(vaE/k) - In(L,wL/k)/InH(LawL/k)~
Les groupes I™(E,wg/)/I" " (E,wg) et I"(L,wrk)/I" (L, wy ) étant ca-
noniquement isomorphes aux groupes I"(E)/I"tY(E) et I"(L)/I"T*(L) (voir le
lemme E.1.3), le second homomorphisme est en fait un homomorphisme

¢1: IM(E)/ TN (B) — I"(L)/T"M(L).

LEMME 10.2.3. — Soient E et L comme ci-dessus. Alors le diagramme suivant com-
mute :

KM (B)/2KM (E) O, KM (L)/2KM (L)

Snll anl

m=Y(E)/I"(E) ——— I""}(L)/T"(L).
I

Démonstration. — Notons f : PL — Spec(L) la projection usuelle. Le théoréme 8.3.2
montre que la composition

dp1
I/I/'(I/(t)awL(t)/L)L> b W(L(x)awL(x)/L)MW(L)

1
zepl @

est nulle. Donc pour tout n la composition

) T @ oy 29 peyea

1
zelP’lL( )

est nulle. Soit P I'ensemble des polynémes unitaires irréductibles de L[t]. On dispose
pour tout n d’une suite exacte scindée (voir théoréme 2.2.3) :

0 —— KM(L) —— KM(L(t)) N P KM (L(z)) —0
zeP
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et donc d’une suite exacte scindée

0— KM/2KM(L) — KM /2KM(L(t)) d—K> @ KM, /2KM (L(z)) — 0.
zeP

On vérifie tout d’abord que pour tout n le diagramme suivant commute (voir aussi
[Mil70, corollaire 5.2, p. 334]) :

0 — K1 /2K 0 (L) — K3 2KG (L (1)) d, D KLy 260 (L)) — 0
rEP

Sn Sn E Sn—ll

0 ——s [/ IH(L) —— 17 T (L) — s @) 11/ 1 (L () —— 0.

zeP
Par ailleurs, les deux suites admettent des rétractions
r: KMp2KM(L(t) — KM /2K (L)

et
v I I L() — I/

faisant commuter le diagramme

KM 2KM(L(t)) —— KM /2KM(L)

/T (L(t)) —— I/ T"Y(L).

Construisons en effet r. On considere le diagramme suivant

K3 2K (L) ——— K 2K (L(t))

I [

K3 /2K (L(t))

ou {t} est la multiplication (& gauche) par {t} et d; est le résidu associé & la valuation
t-adique. On définit r comme étant la composition de ces deux homomorphismes et
on vérifie qu’il s’agit d’une rétraction de 'inclusion KM /2KM (L) — KM /2 KM (L(t)).
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On définit ensuite 7’ de maniére similaire (en utilisant la multiplication par < t,—1 >)
et on voit que s,r = r’s,. Utilisant ces rétractions, on obtient des sections j et j’
faisant commuter le diagramme

P KM KM (L) —Ls KM 2K (L(1))
xeP

anll o

D1t/ (L()) ——— I/ I PHLAY)).
zeP

Comme E/L est finie, il existe une suite d’extensions
FCEiC---CE,=1L

telle que E;/FE;_1 soit monogene. Il suffit donc de montrer le résultat pour L = E(6).
Dans ce cas, il existe un polynoéme unitaire irréductible p tel que E ~ L[t]/p. Soit
a € I""Y(E)/I"(E). On sait par la suite exacte ci-dessus que

D (fo)adzy (§'()) = 0.
Or
D (F)adey (7' (@) = G1(@) + (dr)oo (' ()
et donc ¢r(a) = —(ds)oe(j'(a)). Ainsi ¢; = —(dr)es © j'. On a finalement

aﬁsn—l = _(dl)oosn] = _Sn—l(dK)ooj = Sn—laj(- |

COROLLAIRE 10.2.4. — Le diagramme

() — ) e

n

I"(B) /T (E) ——= I"(L)/T"Y(L)
(¢r)

commaute pour tout n.

PROPOSITION 10.2.5. — Soit Y = Spec(B) ot B est un anneau local régulier de
dimension 1. Alors s : C;(Y, KM) — C;(Y,I*/I*) est un morphisme de complexes
pour tout j.
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Démonstration. — Notons L le corps des fractions de B et y son idéal maximal. On
désire montrer que le diagramme suivant commute :

dx

C(Y,KM): 04>KJM(L)4>KJI‘/_Il(k(y))—>O
Sl Sjl Sle/
CY, I*/T") - 0— I/(L)/FP*Y(L) = D= (k(y))/ I (k(y)) — 0.
1
11 suffit de le montrer pour des éléments de la forme {7, u1,...,u;—1} pour un premier

m et des unités u1,...,uj—1. Ona
sioadic({mun, o g1 }) = 8o (T ) = L~ © - © (1~
D’autre part,
drs;({mu1,...,uj—1}) =dr([1, -7 @ 1, —w1] ® - - ® [1, —u;j_1]).
Ainsi
dr([L,—1)®- - ® [1,~u;_1)) = [1,—TH] & -+ ® [1,~7=7). O

THEOREME 10.2.6. — L’application s : C;(X, KM) — C;(X,I*/I**1) est un mor-
phisme de complexes pour tout schéma régulier X de dimension finie.

Démonstration. — On veut voir que le diagramme suivant commute :

D EMk@) @D  EMiky)

reX(@—1) yeX ([G—it+1)

| o

) Ii(k(x))/fi“(k(w))d—l> D IR/ k).

rzeX(@—1) yeX@—itl)

dg

On peut supposer que X = Spec(A) pour un anneau local régulier d’idéal maximal y
et de dimension j —i + 1 et que z € AU~9_ 1l faut montrer que

KM (k(z)) —— KM, (k(y))

|

T (k) T (k) —s 11 k() /T (k ()

commute. Notons B la cloture intégrale de A/x dans k(z). Pour chaque point fermé
2z, € Spec(B)M), on note ¢, : k(y) — k(2.) 'homomorphisme induit par Iinclusion
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A/z C B. On obtient le diagramme suivant :

si ) .
o J d? | i—ll Zsfilr)
I 1 (k(x) —— I/ I (k(y))

\%
df

B Lo /T (k(zr)).

On sait que les triangles et les trapezes commutent (corollaire 6.4.16, corollaire 10.2.4
et proposition 10.2.5). Donc le carré commute également. O

DEFINITION 10.2.7. — On note C* (X, G?) le produit fibré suivant :

CH(X,G7) ——— CYX, IY)

l |

CH(X, KM) —— Ci(X, [T/ Ti+1),

REMARQUE 10.2.8. — Comme le morphisme C*(X, I?) — C'(X,I7/I’T!) est sur-
jectif, on a une suite exacte de complexes

0— C/(X, ') — CY(X, ") & C/(X,K}M) —— CY(X, 17 /I7+!) —— 0.
REMARQUE 10.2.9. — En particulier, CV (X, G7) est le produit fibré
CIX,GI) ———— P WY (Ox.)

zeX ()

D K (k@) —— P W(k())/I(k(x))

rzeX @) rzeX @)
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qui est en fait

CI(X,G) —— P WY (Ox.)

;cEX(j)

Pbz—— P zpz
rzeX @) rzeX @)
Ainsi 07 (X, G7) est isomorphe & @
tion E.2.1).

rex) GW (k(z), EXt{Dx,x (k(z),Ox,z)) (proposi-

REMARQUE 10.2.10. — Si 2 € X, on note G'~*(k(x)) le produit fibré
G (k(z)) ————— "7 Ox»)
Kji(k(x)) —— 177 (k(2)) /T~ (k(2).

On obtient C*(X, G7) =~ @ GI™H(k(x)).

rzeX@—1)

DEFINITION 10.2.11. — Soit L un Ox-module inversible. On note C*(X,G7, L) le
produit fibré suivant :

Ci(X,GI, L) — C¥(X, I7, L)

l |

. o . S
C' X, K" —— C'(X, 7/ P+,
Par définition du produit fibré, le prochain résultat est immédiat :

LEMME 10.2.12. — Pour tout Ox-module inversible L les différentielles
di: CY(X,I’,L) — C" X, I’,L)
et
di : C'(X, K} — N (X, K M)
induisent un homomorphisme
diy: CH(X,G9, L) — CY(X, G, L).

De plus, dg_ldg =0.
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DEFINITION 10.2.13. — On note C(X,G7, L) le complexe obtenu ci-dessus.

DEFINITION 10.2.14. — Le groupe HI(C(X,G7)) est appelé (j-ieme) groupe de
Chow-Witt de X. On le note CH’ (X).

REMARQUE 10.2.15. — On a des homomorphismes naturels
CH' (X) — CH/(X)
et
CH (X) — HI(C(X, I)).

REMARQUE 10.2.16. — Supposons que X soit défini sur un corps algébriquement
clos k. Supposons de plus que X soit de dimension n. Alors ’homomorphisme naturel
CH"(X) — CH"(X)

est un isomorphisme.

DEFINITION 10.2.17. — Soit L un Ox-module inversible. On appelle (j-ieme) groupe
de Chow-Witt a valeur dans L le groupe HI(C(X,G7,L)). On le note cH’ (X,L).

10.3. Le groupe de Chow-Witt maximal d’une k-algébre

Soit A une k-algebre réguliere de dimension n. Dans cette section, nous allons
—n
donner une présentation explicite de CH (A). Pour commencer, remarquons que le
complexe C(A, G™) est de la forme

n—1

. —— C"HA, G =S o (A, G —— 0.

On voit donc que CH n(A) est donné par la suite exacte

n—1

d —n
CnY(A,G") -2 C"(A,G") —— CH ' (A) —— 0.
Par la remarque 10.2.9 on sait que

C"(A,G") = @ GW (k(x), Exty (k(z),Ag)).

;CEX(")

Ainsi CH" (A) est engendré par des éléments de la forme (k(x), ) ot z est un point
fermé de A et p : k(x) — Ext’y (k(x), A) est un isomorphisme. Nous allons maintenant
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calculer dg_l : C"1(A,G") — C™(A,G™). Rappelons que dg_l est donné par le
diagramme

Cm1(A, G P 1(0xy)

n—1 yex(n—l)
dG

k}ll‘

O™ (A, G") P WY (Ox.)

zeX ()

P Eikw) P 1/r°(0x,)

yeX -1 yeX (n—1

P Kolk(z)) B w/10x.).

zeX ) reX )

Commengons par décrire C"~1(A, G™).

LEMME 10.3.1. — Soit y € Spec(A)™~V. Le groupe G'(k(y)) est engendré par des
éléments du type ([, —gal,g) dans I(Ay,) x Ki(k(y)) pour g € k(y)*, o : k(y) —
Extﬁ?(k‘(y), Ay) un isomorphisme, (o, —ga] dans I(Ay).

Démonstration. — Soit [a1,...,a,] € I(Ay) et a @ k(y) — Extzgl(k(y),Ay) un
isomorphisme quelconque. Pour tout 4, il existe a; € k(y)* tel que a; = a;a. Alors

r /2
[a1,.. .., =[oa,...;q] +[a,...;a] = o, ..., q] :Z[a,aia]—Z[a,a].
=1 =1

Choisissant «(1) comme générateur de Extzgl(k(y), Ay), on voit que l'image de
[1,...,a,] dans I/I%(A,) est la forme >[1,a;] — >7[1,1]. Utilisant le discriminant,
on voit qu'un h € K1 (k(y)) dont I'image dans I/I?(A,) est la forme ci-dessus differe
forcément de []a; par un carré. Quitte & multiplier un des a; par ce carré, on peut
supposer que h = [[a;. On a alors dans G (k(y)) I'égalité suivante :

(o1, ... ap], h) = Z([a, a;al, —a;) — Z([a, al,-1). O

Pour connaitre dg, il suffit donc de calculer d; ([a, —gal, g). Commencons par cal-
culer d}([a, —ga]). Pour ce faire, nous allons utiliser le lemme suivant qui est dii &
Nori (voir [Mur99, théoréme 5.4, p. 164]).
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LEMME 10.3.2. — Soit A un anneau régulier de dimension n, p un idéal premier de
hauteur n—1 et g € A\ p. Alors il existe une suite réguliére (p1,...,pn—1) C p et des
éléments f,h € A tels que

l(A/(pvg)) = Z(A/(pla <o Pn—1, f)) - Z(A/(plv -y Pn—1, h))

ou | désigne la longueur d'un module de longueur finie.

Démonstration. — Comme A est régulier, il existe une suite réguliere (p1,...,pn-1)
telle que (p1,...,pn—1)Ap = pA,. Soit

(pla"wpnfl):melm"'mQr

la décomposition primaire de cette suite réguliere, ou les @); sont q;-primaires pour cer-
tains premiers q; de hauteur n—1. Soit S = A\ (p U qq U---Uq,). Alors la localisation
en S donne

As/(pl, A ,pnfl)As ~ k(p) X AS/QlAS X oo X As/QrAs.
Il existe f € A et h € S tels qu’on ait dans le produit ci-dessus
flh={(g,1,...,1).

Pour ce choix de g et h, on a
l(A/(pvg)) = Z(A/(plv -y Pn—1, f)) - l(A/(pla <oy Pn—1, h)) U

Reprenons le calcul de d?_l( [, —ga]). Remarquons tout d’abord qu’on peut sup-
poser, quitte & multiplier par un carré, que g € A. Par le lemme, il existe une suite
réguliere (y1,...,yn—1) et des éléments f, h tels que

Z(A/(yag)) = l(A/(ylv s Yn—1, f)) - Z(A/(yla cey Yn—1, h))
On dispose d’un isomorphisme symétrique
P A/(yla . '7yn*1) I Ethil(A/(yla oo 7yn71)7 A)

défini par p(1) = Kos(y1, .., yn—1) ot Kos(y1,. .., Yn—1) est le complexe de Koszul as-
socié & la suite réguliere (y1,...,yn—1). Notons w le module Extzfl(A/(yl, ey Yn—1),
A). Localisant en z pour tout z de hauteur n— 1 tel que (y1,...,yn—1) C z, on obtient
des formes symétriques

Pz A/ Y1y Yn—1)Ar — ws.

Si S est comme dans la preuve du lemme 10.3.2, on a

AS/(yla . '7yn71)AS =~ k(y) X Az1/(y1; cee 7yn71)A21 X X Az,,./(yla .. wynfl)Az,,

et il existe un isomorphisme symétrique

Y As/(Y1,- . Yn—1)As — wg
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tel que ¥, = p, pour tout z # y et 1, = a. 1l existe également ¢ € A et t € S tel que
¥ = q/t- ps. On sait par ailleurs que

f/h: (ga]-v"'71)eAS/(yla'~'7yn71)AS~

Considérons la forme (q/t - ps,—fq/ht - ps) définie sur Ag/(y1,...,yn—1)As. Par
construction, on a

(q/t-pz,—fq/ht- p-) =0 pour tout z # y
et
(q/t- py, —fa/ht- py) = (o, —gar).
Multipliant par h2t2, on obtient le résultat suivant :
PROPOSITION 10.3.3. — Soit [a, —ga] € I(Ay). Alors il existe une suite réguliére
(Y1, Yn—1) Cy eta,be A\ (y1,...,Yn—1) tels que [apy, —bp,] = (o, —ga] ou
P A/(yla s 7y’ﬂ*1) I Ethil(A/(yla oo 7yn71)7 A)
est définie par p(1) = Kos(y1,...,Yn—1). De plus, b/a = g dans k(y) et [ap,, —bp.] =0
pour tout z € AV tel que z # .

Tl est beaucoup plus facile de calculer d}~*([ap,, —bp,]) que d}'([a, —ga]). En
effet :

LEMME 10.3.4. — Soit (y1,...,Yn—1) une suite réguliére et a € A tel que la suite
(Y1, .-, Yn—1,a) soit encore réguliere. Soit

P A/(yla .- '7yn*1) I Ethil(A/(yla oo 7yn71)7 A)

Visomorphisme symétrique défini par p(1) = Kos(yi,...,yn—1). Alors d} " (ap) est
l’isomorphisme symétrique

B:A/ (Y1, Yn-1,a) — Exty(A/(y1,...,Yn—1,0a), A)
défini par B(1) = Kos(y1,...,Yn—1,0).
Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la proposition 3.5.1. O
Mettant tous les résultats de la section ensemble, nous obtenons finalement :

THEOREME 10.3.5. — Soit A une k-algébre réguliere de dimension n. Considé-
At GW (k(z), Ext" (k(z), A)) engendré par les classes

x n

d’éléments de la forme (A/(p1,...,pn), ) 04 (p1,...,Dn) est une suite réguliere et

ﬂ : A/(pla"'vpn) - EXtZ(A/(plv'“vpn)vA)

est un isomorphisme symétm'que défini par 6(1) = Kos(p1,...,pn). Alors

= P GW(k(x),Ext)y(k(z), A))/H.

zeAln)

rons le sous-groupe H de @
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Démonstration. — Montrons que les éléments de la forme (A/(p1,...,pn),5) sont
——n

nuls dans CH (A). Considérons la suite réguliere (p1,...,pn—1) et l'isomorphisme

symétrique

YA/ (prye e pa1) — Ext’ N A/ (p1, - po1), A)
défini par (1) = Kos(p1,...,pn_1) ot Kos(p1,...,pn_1) est comme d’habitude le
complexe de Koszul associé a la suite réguliere (p1,...,pn—1). Considérons I’élément
([, put], —pn) dans C"~1(A,G™). On voit que

dg ([0, pat], =pn)) = (A/ (1, .- -, Dn), B)-

Par ailleurs, la proposition 10.3.3 montre que 'image par d} ' d’un élément o, —ga]
est de la forme

(A/(y17 s 7yn—1’a)76) - (A/(y17 s 7yn—17b)aﬁ)

pour certains a,b € A. Cette description étant compatible avec d?(_l(g), on a que tout
dg_l([a, —gal, g) est dans H. Cela termine la preuve. O

10.4. Propriétés fonctorielles

Dans cette section, nous allons démontrer que les groupes de Chow-Witt satisfont
de bonnes propriétés fonctorielles. Tous les résultats seront démontrés pour les groupes
de Chow-Witt usuels, le cas des groupes tordus par un O x-module inversible L étant
similaire.

Soit f : X — Y un morphisme plat entre deux schémas réguliers de dimension finie.
On sait qu’on a des morphismes de complexes (théoréme 2.3.4 et corollaire 9.3.2)

fi:C(Y, ) — C(X, 1)
et
fic: OV, K}") — C(X, K])
qui induisent des morphismes
fi 1 O, P /P — C(X, PP
et
fic :C(V, K} 2KM) — C(X, KM 2K}").

On a vu au chapitre précédent (théoreme 10.2.6) qu’on avait des morphismes de
complexes (qui sont en fait des isomorphismes)

sy : C(Y,K}' 2KM) — C(Y, I /IP*Y)

et
sx : C(X, K 2Ky — C(X, I /).
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ProrosITION 10.4.1. — Le diagramme suivant commute :

C(Y, KM 2K M) i ox, KM 2K M)

| [sx

C(Y, 7/ T+ —— O, I+
I

Démonstration. — Soit y € YU™) z € X;O) et ¢ : k(y) — k(z) Phomomorphisme
induit par f. Il faut montrer que le diagramme

KM (k(y)) /2K (k(y)) Sk, KM (k(x)) /2K (k(x))

SYJ JSX

()17 ((0) > 1 (k)1 (b))
I
commute.
On peut supposer que Y = Spec(A) et X = Spec(B). Notons [ = I(B,/y) et [ la
classe de [ modulo 2Z. Rappelons qu’avec les notations du lemme 9.3.1, f; est donnée
par la formule :

Ji(Voel - [A)y, pl) = 0:([V, ¢]) - [Bo/y, pB.]
Modulo I*t!, on a en fait
FT(Vogl) = 6x (Vo ¢]) - [k(2)', p]

pour une forme symétrique p = [aq, ..., o] de W(k(z)). Soit maintenant {aq,...,a;}
dans KM (k(y)). On a

f;(({alv e 7ai}) = Z ! {¢(a1)a ) ¢(a1)}
et
sx(l-{p(ar),...,d(a:)}) =1 [1,=p(a1)] @ - @ [1, =¢(as)].
Par ailleurs
SY({ala cee 7ai}) = [1a _al] @ ® [1a _ai]
et
[ —a] @ ®1,—a]) = k@), p] @ [1, —p(a1)] ® - - @ [1, —(as)].
Comme [1, —¢(a1)] ® -+ ® [1, —¢(a;)] € I'(k(z)), on a (lemme E.1.3)
[k(z)', pl @ [1, =p(ar)] @ - - @ [1, =¢(a;)] = I[1] - [1, =p(a1)] @ - -- @ [1, =¢(as)].

Or

][ =¢(a)] @ - @ [, —¢a))] =1 [1, —¢(ar)] @ -+~ @ [1, —¢(as)]. O
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On a démontré :

COROLLAIRE 10.4.2. — Soient X,Y des schémas réguliers et f : X — Y un mor-
phisme plat. Alors
fr:oW, ) — C(X, %)
et
fic :CY,KM) — C(X,KM)
induisent un morphisme de complexes

f&CY,G7) — O(X,GY).

COROLLAIRE 10.4.3. — Soient X,Y des schémas réguliers et f : X — Y un mor-
phisme plat. On a alors pour tout j un homomorphisme

i CH (V) — CH’ (X)
tel que les diagrammes

i’ o) L ar (x)

|

CH(Y) —— CH (X)

f*
et
o’ (v)—L— e (x)
HI(C(Y, I7)) — HI(C(X, 7))
commautent.

Supposons maintenant que f : X — Y soit un morphisme propre avec dim(X) = n
et dim(Y) = m. On sait alors qu’on dispose de deux homomorphismes (théo-
remes 2.3.1 et 8.3.4)

(f*)K : C(Xv KJI\/[) - C(Ya K]]\im—n)

et
(f)r: C(X, Ij,wx/k) — C(Y, Ij+m7n7wy/k)-

Comme ci-dessus, ils induisent des homomorphismes
(f) : O K 2K — OV, K /2K )

et
(F)1 2 O(X, I I+ — Oy, [+m=n | pi+m=n+1y.
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LEMME 10.4.4. — Le diagramme suivant commute :

O(X, KM /2K M) EDLY O, KM, _./2KM )

j+m—nm

x| s

C(X, I /17 +) TP C(Y, [FHm=n /[F+m=n+1)

* )1
Démonstration. — Cela découle immédiatement du lemme 10.2.3. O
COROLLAIRE 10.4.5. — Soient X wun schéma régulier de dimension n et Y un

schéma régulier de dimension m. Soit f : X — Y un morphisme propre. Alors
(fr: C(X, P wx)) — CY, 7T wy )
et

(fo)x : C(X,K}") — C(Y, K}, )
induisent un morphisme de complexes

(fe)e : C(X, GjaWX/k) — C(Y, Gjerina‘”Y/k)
tel que les diagrammes

CH (X, ) 2 O " (Vo )

| J

CH (X) ———— CEH™ " (Y)

I+
et
—j f* ——Jj+tm—n
CH (X7WX/I€) —»CH (Y;WY/IC)
HI(C(X, I, wxy)) T> HItm=n(C(Y, ™" wy )
commutent.

Soit U C X un ouvert et Y = X \ U son complémentaire. Supposons que Y soit de
(pure) codimension ¢ dans X. Soient ¢ : U — X et k: Y — X les immersions. On a
des suites exactes :

0 —— C(Y, KM ) s o(x, KM) s o(U, KM) —— 0
et

0 —— C(X, )y —— O(X, 1) X C(U, 1) —— 0
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qui induisent des suites exactes
M My T M ay L M M
0—CY,K;Z, 2K} ) — C(X, K} 2K}") — C(U, K" [2K;") — 0
et
0— C(X, 7)Yy -5 C(X, 9/ 17T L5 O(U, 17 ) II+1) — 0.
DEFINITION 10.4.6. — Notons C(X,G?)y le produit fibré du diagramme

C(Y,KM,)

J

C(X,I)y —— O(X, I7/[P+1)
LEMME 10.4.7. — Les suites exactes
0 —— C(Y, KM ) s (X, KM) s O(U, KM) —— 0
et

0—— C(X, )y —— (X, ') —“ 5 C(U, ') —— 0

induisent une suite exacte
. y . * .
0—— C(X,()y —— C(X,G7) —— C(U,G7) ——0 .
Démonstration. — C’est une conséquence directe de la remarque 10.2.8. O

REMARQUE 10.4.8. — Lorsque Y est régulier, on sait que (remarque 9.3.5)
C(Xv Gj)Y =~ C(Ya Gjiqa L)

avec L = E*Ext((lgx (k+Oy,Ox). La suite exacte ci-dessus devient alors

0 —— C(Y,Gi9, L) -2 O(X, G¥) —“— O(U, GF) —— 0 .

COROLLAIRE 10.4.9. — Soient U C X un ouvert dans un schéma régulier et Y =
X\ U son complémentaire. On a une suite exacte longue en cohomologie
) . ) ) t*)? . ) i
e VH(CX.G)y) s B0 ) miow, o) — 2
i A , A ()i ,
L HHYC(X,GY)y) —— HH(O(X, GJ))(L) HT(CWU,GY)) ——
()

.. —— HI(C(X,GY)y) —— HI(C(X,G7)) —— H/(C(U,G")) —— ...
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COROLLAIRE 10.4.10. — Si Y est régulier, alors la suite exacte longue ci-dessus
devient

i . ()" ; () ; . ¢
.. —— H7YC(Y,G' 1, L)) —— H(C(X,&’)) —— H'(C(U,G)) ———

O, geen o -, 00 e oo 5 B o o) ——s

J *)J
e o) X miex ey Y micw, ) —s
ou L = E*Ext‘éx (K*Oy, Ox)

COROLLAIRE 10.4.11. — Sous les hypothéses du corollaire 10.4.10, on a une suite

exracte

cH (v,0) s OoH (x) - CH (U).

REMARQUE 10.4.12. — Contrairement aux groupes de Chow classiques, la suite ci-
dessus n’est en général pas exacte a droite. En fait, on obtient une suite exacte longue

o CcH ) I OoH (0 L OH (U) — BV (O(X. D)y) — ...
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CHAPITRE 11

INVARIANCES HOMOTOPIQUES

11.1. Résumé

Nous démontrons l'invariance homotopique des groupes de Chow-Witt. Pour ce
faire, nous commencons par démontrer l'invariance homotopique de ’homologie du
complexe C(X, I7) associé & un schéma régulier X. Utilisant ensuite I'invariance du
complexe C(X, K;), nous montrons que ’homologie du complexe C(X,G7?) est aussi
invariante par homotopie. Cette importante propriété nous permettra par la suite de
définir la classe d’Euler associée & un Ox-module localement libre.

11.2. Invariance homotopique de C(X, W)

Démontrons l'invariance homotopique du complexe C'(X, W) pour un schéma ré-
gulier de dimension m :

./ @ Wlf((/))gy)% @ Wlf(OXx)%O.
yeX(m—1) e X (m)

Supposons donc que 7 : E — X soit un fibré vectoriel de rang n sur X. Rappelons
que si U est un ouvert trivialisant affine pour F et Y = X \ U est son complémentaire,
on a une suite exacte

0— C(X, W)y — C(X,W) —— C(U,W)——0.
Démontrons tout d’abord que C'(U, W) est invariant par homotopie. Comme

n _ an—1 __ Al
U_AA%] _..._AAZ_l
on peut supposer que E = Al;. Montrons pour commencer quelques résultats utiles
dans ce qui va suivre.

Soit A un anneau régulier de dimension n et z € Spec(A)®). Soit encore 7w : A —
A[t] I'inclusion et notons z = xA[t]. Observons que k(z) = k(z)(t). On sait que le choix
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d'un générateur ¢ de Ext) (k(z), A;) donne un isomorphisme (proposition E.2.1)
o W(k(z)) — WY (A,).
Le choix du générateur £ ® 1 de Ext’y (k(x), Az) ® A[t]. induit également un isomor-

phisme

B:W(k(z)) — WY (A]].).
LEMME 11.2.1. — Soit ¢ : k(z) — k(2) Vinclusion. Alors le diagramme suivant
commute :

W k() —— WY (4,)

¢*J lﬂ*
W(k(2)) 5 W (Alt).)

Démonstration. — Soit a € k(x)*. Alors ¢.([a]) = [¢p(a)] et a([a]) est la classe dans

W (A,) donnée par le A,-module de longueur finie k(x) et I'isomorphisme symétrique
ag : k(z) — Ext’y (k(z), Az)

défini par a&(1) = a&. Par ailleurs, S([¢(a)]) est donnée par le A[t],-module de lon-
gueur finie k(z) muni de l'isomorphisme symétrique

P(a)(§ @ 1) : k(y) — Extly, (k(2), Alt].)

donné par ¢(a)(§ ®1)(1) = ¢(a)(§ @1). Il est évident que 7*(cv(a)) est représenté par
la méme paire symétrique. O

Rappelons que si F' est un corps et I est I’ensemble des polyndmes unitaires irré-
ductibles de F[t], on a une suite exacte scindée (voir [Mil70, théoreme 5.3, p. 335])

0 W (F) W(F(t) — W (k(f)) —0.
fer
COROLLAIRE 11.2.2. — Soit A un anneau régulier de dimension n et x € AW,

Notons : A — Alt] Uinclusion canonique, z = xA[t] et N Uensemble desy € A[t]P+1)
tels que yN A = x. On a une suite exacte scindée

0 —— WU (A,) " Wi (Af].) — s ) W (A[t],) — 0.
yeEN

Démonstration. — Le choix d’une suite réguliere (x1,...,x,) de  donne un généra-
teur £ de Ext; (k(z), A;). Le choix de ce dernier induit un isomorphisme

o W(k(z)) — WY (A,).
Le choix du générateur { ® 1 de Ext; (K, A;) ® A[t]. donne un isomorphisme
B W (k(x)(t) — WY (A[].)

MEMOIRES DE LA SMF 113



11.2. INVARIANCE HOMOTOPIQUE DE C(X, W) 109

tel que le diagramme suivant commute :

W (k(z)) —— W (k(2)(?))

ol 5=
W (A7) — W (AlH.).

Si f engendre I'idéal maximal de (A[t]/zA[t])y, alors la suite (x1,...,2Zn, f) est ré-

guliére et donne un générateur 7 de Extﬁ‘[;]ly(k(y), Alt]y). Ce choix induit un isomor-

phisme
v W(k(y)) — W (A[t],).

On sait (lemme 7.2.3) que le diagramme

W (k(z)(t)) ——— W(k(y))

Lk
WU (Altl.) — WY (Alt),)

commute. On obtient ainsi

W (k(z)) —— W(k(z)(t)) —— W(k(y))

alN ﬁlN ’YlN
WU (4,) — WU (A]1.) —— W (Al
™
On conclut la preuve a l'aide de la suite exacte de Milnor ([Mil70, théoréme 5.3,

p. 335] & nouveau). O

COROLLAIRE 11.2.3. — Soit A un anneau régulier de dimension n et x € A®),
Notons 7w : A — A[t] Uinclusion canonique, z = xA[t] et N 'ensemble desy € A[t]®+1)
tels que yN A = x. On a pour tout n une suite exacte scindée

0 —— I"(A,) —— [ (Alt].) — @) "1 (A[t],) —— 0 .

yeN
Démonstration. — La suite exacte due a Milnor
0 W (F) W(F(t) — P W(k(f) —0
fel

préserve les idéaux fondamentaux : on a ainsi pour tout n une suite exacte scindée
(voir [Mil70, corollaire 5.2, p. 334])

0 I"(F) I"(F(t) — @I (k(f)) — 0.
fer

11 suffit alors de répéter la preuve du corollaire ci-dessus pour obtenir le résultat. [
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THEOREME 11.2.4. — Soit A un anneau régulier de dimension n et
7 : Spec(A[t]) — Spec(A)
la projection usuelle. Alors pour tout i € N et tout j € Z
m Hy(C(A, I7)) — Hy(C(A[t], I7))
est surjective.

Démonstration. — Les autres cas utilisant des arguments similaires, on fait le cas
j = 0. Soient

)y CP(A[t], W) — CPFH(A[t], W)

et a € Ker(di[t]). Soient de plus
M® = {y € Spec(A[t])P|y N A € Spec(4)P)}
et
N® = {z e Spec(A[t])P)|zN A € Spec(4)P~V}.

Si € Spec(A)®~Y on pose

NP = {z € Spec(A[t])P|zN A = z}.
Remarquons que siy € M®) alors y = (y N A)AJt]. On a :

CPA[,W) = P WYl e @ WY (AlL.)

yE M (P) 2eN®)

_ i 1f
et & = ay + an avec apy € ®yEM(P) WY (Alt]y) et an € ®ZEN(T’> W (Alt],)-
Montrons tout d’abord qu'il existe 8 € CP~1(A[t], W) tel que dift]lﬁ = ay. On écrit

ay = an,, +---+an,,

pour des ay, € @ N WU (A[t].). Par le corollaire 11.2.2 (ou le corollaire 11.2.3

pour le cas j > 0), on a pour tout z, une suite exacte scindée

0 —— WU (A,) s W (Alt], ap) — ) WY (Alt].) — 0.
2ENg,

I existe ainsi pour tout z; une forme B,, € WV (A[t],,) telle que an, = d(B,).
Posant 8 =3 f3,., on obtient ay = d3. On peut ainsi supposer dans ce qui suit que
o€ @ W (At],). Ecrivons

yeM (P)

a:a1+...+ar
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pour oy € W (A[t],.). Puisque ys € M, il existe x5 € Spec(A)P) tel que ys = x5 At].
Pour tout s, on a la suite exacte (corollaire 11.2.2)

0 —— WH(A4,,) "= WY (Al,,) — P WY (Af.) —0.
zeN;T’l)
Comme d’;‘[t] (@) =0 et NP A NP = & pour v # s, on a di[t] (as) = 0 pour
tout s. Il existe ainsi 35 € W (A,,) tel que 7*(Bs) = ;. Prenant la somme des [,
on voit qu'il existe 8 € CP(A, W) tel que
7 (8) = a.
Montrons que 3 € Ker(d : CP(A, W) — CP*1 (A, W)). On a pour tout s
0= di[t] (as) = di[t] (71'*(65)) = "T*(di(ﬂs))
Or
&) — D W)
veEAP+NTS

et pour chaque v € A®+Y) N Z; on a une suite exacte (A nouveau le corollaire 11.2.2)
0—— WH(A,) = WY AL, — @ W(Al.) —0.
ZENFT?

On tire donc de 7 (d% (8s)) = 0 que d% (Bs) = 0. Ainsi 3 € Ker(d") et la surjectivité

de 7 est démontrée. O
REMARQUE 11.2.5. — La preuve ci-dessus montre également le résultat suivant : Si
o€ @ WU (k(z)), alors

2eN(P)

a=0¢€ HP(C(A]t], W)).
COROLLAIRE 11.2.6. — Soit A un anneau régulier de dimension n et
m: A— Alt]
la projection usuelle. Alors pour tout i € N et tout j € Z
7 HY(C(A, 1)) — HY(C(AL], 1))
est injective.

Démonstration. — Comme ci-dessus, on ne fait que le cas j = 0. Soit a € Ker(dY :
CY A, W) — CHLA,W)) tel que 7*(a) = 0 dans H*(C(A[t], W)). Alors il existe
v € CL(A[t],W) tel que df:[tl] (v) = 7*(a). La preuve de la surjectivité ci-dessus
montre qu’on peut supposer que v = 7*(3) pour un certain 3 € C*"1(A, W). Alors

7 () = digh (7) = digh (7 (8)) = 7 (d (8)).
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Ainsi *(a) = 7*(d'; 1(B)) et il découle de I'injectivité de 7 dans les suites exactes

0—— W (A,) " W (Al,,) — @ WY (Af].) —0

ZEN;,(;2+1)
que a = d'; '(B). Donc a = 0 dans H*(C(A,W)) et 7 est injective. O
On a démontré :
THEOREME 11.2.7. — Soit A un anneau régulier de dimension n. Notons

7 : Spec(A[t]) — Spec(A)

la projection usuelle. Alors pour tout i € N et tout j € Z
© HY(C(A, I7)) — H'(C(A[t], I7))
est un isomorphisme.
COROLLAIRE 11.2.8. — Soit A un anneau régulier de dimension n. Notons
7 : Spec(A[t1, ..., tm]) — Spec(A4)
la projection usuelle. Alors pour tout i et tout j
7 HY(C(A, I7)) — HY(C(Alt1, ..., tm], I7))

est un isomorphisme.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour démontrer le théoréeme
suivant :

THEOREME 11.2.9. — Soit X un schéma régulier, E un fibré vectoriel de rang n sur
X etw: E— X la projection. Alors
™ H'(C(X,I’)) — H'(C(E, I))

est un isomorphisme pour tout 1.
Démonstration. — Si U est comme ci-dessus un ouvert affine trivialisant pour E, on
a la suite exacte

0—C(X, )y — C(X,I’) —— C(U, ') —— 0.
On sait par le théoréme 11.2.9 ci-dessus que la cohomologie de C(U, I7) est invariante
par homotopie. Il suffit donc de démontrer que celle de C(X, I7)y est invariante pour
terminer la preuve. On choisit un ouvert affine V trivialisant E tel que VNY # @.

Soit Z = Y \ V. Répétant la méme preuve que celles du théoréeme 11.2.4 et du
corollaire 11.2.6 (avec support sur Y), on voit qu’on a une suite exacte

0——C(X, )y ——C(X, )y ——C(V, ')y ——0
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et que I’lhomologie de C(V, I7)y est invariante par homotopie. Comme X est noethé-
rien, on est donc ramené & démontrer I'invariance homotopique pour C(X, I7)p ou P
est un point fermé de X. Mais c’est facile dans ce cas. O

11.3. Invariance homotopique des groupes de Chow-Witt

THEOREME 11.3.1. — Soit X un schéma régulier, E un fibré vectoriel de rang n sur
X etw: E— X la projection. Alors

™ H'(C(X,KM)) — H'(C(E,K;}"))
est un isomorphisme pour tout i € N et tout j € Z.
Démonstration. — Voir [Ros96, proposition 8.6, p. 370]. O

COROLLAIRE 11.3.2. — Soit X un schéma régulier, E un fibré vectoriel de rang n
sur X et m: E — X la projection. Alors

™ H(C(X,G?)) — H'(C(E,GY))
est un isomorphisme pour tout i et tout j.
Démonstration. — Considérons le produit fibré de complexes suivant :

C(X,GI) —— C(X, I)

l |

C(X, KJM) —— C(X, 7/ DT,
Puisque C(X, I7) — C(X,I7/I7*1) est surjective et le diagramme ci-dessus est un
produit fibré, on voit qu’on a une suite exacte de complexes :
0— C(X,6") — O(X, ) @ C(X, KJM) —— C(X, /Y ——0.
Par ailleurs, on obtient également une suite exacte de complexes pour E et on s’aper-
¢oit que 7* est un morphisme de suites exactes de complexes. On en déduit le résultat

en utilisant la suite exacte longue en cohomologie, les théoremes 11.2.9 et 11.3.1 et le
lemme des 5. O

COROLLAIRE 11.3.3. — Soit X un schéma régulier, E un fibré vectoriel de rang n
sur X et m: E — X la projection. Alors on a pour tout j des isomorphismes

*: CH (X) — CH (E).
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CHAPITRE 12

PRODUITS FIBRES ET MORPHISMES DE COMPLEXES

12.1. Résumé

Le but de ce chapitre est de démontrer que si

x'-Y,x

|l

Y ——Y
u

est un produit fibré de schémas lisses tel que f soit propre et u soit plat alors on a au
niveau des groupes de Chow-Witt

u* fo = guv™.
Nous commengons par utiliser des résultats de R. Hartshorne ([Har66]) pour démon-
trer que cette égalité est vraie pour les complexes de Gersten-Witt lorsque f est fini
et u est plat. Le cas ou f est propre découle ensuite du cas fini. Comme u* f, = g.v*

pour les complexes en K-théorie de Milnor (voir le théoréme 2.3.8), on en déduit
immédiatement le résultat cherché.

12.2. Le cas des morphismes finis

Commengons par démontrer que u* f, = g.v* au niveau des complexes de Gersten-
Witt lorsque f est fini et u est plat. Rappelons tout d’abord qu’on avait noté f° le
foncteur

f7: DY(M(Y)) — D (M(X)
défini par
F*(Ga) = F Homo, (f.0x.,Ge).
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On a:
PROPOSITION 12.2.1. — Soit f : X — Y wun morphisme fini et u : Y — Y un
morphisme plat. Considérons le produit fibré
x s x
o
Y ——Y.
u

Alors on a un isomorphisme de foncteurs de D*(M(X)) vers D*(M(Y"))
ufi — g0

et un isomorphisme de foncteurs de D®(M(Y)) vers D*(M(X'))
I

Démonstration. — Voir [Har66, proposition 5.12, p. 111] et [Har66, proposition 6.3,
p. 167]. O

ProroSITION 12.2.2. — Soit f : X — Y un morphisme fini. Alors on a un mor-
phisme de foncteurs

Trfs: fof’ — Id.
Démonstration. — Voir [Har66, proposition 6.5, p. 168]. O
REMARQUE 12.2.3. — Pour étre précis, on devrait écrire

Trfs: Rf.f> — Id.

REMARQUE 12.2.4. — 1l ne faut pas confondre le morphisme de foncteur Trf avec
la trace utilisée plus tot dans ce travail. La notation T'rf est due & Hartshorne.

REMARQUE 12.2.5. — Si X = Spec(B), Y = Spec(A4) et M est un A-module de type
fini, le morphisme ci-dessus n’est autre que I’évaluation en 1 :

Homyu (B, M) — M.
Ce morphisme satisfait la propriété suivante :

PROPOSITION 12.2.6. — Soit f : X — Y wun morphisme fini et u : Y — Y un
morphisme plat. Considérons le produit fibré

x Y, x

|

U
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Alors on a un diagramme commutatif de morphismes de foncteurs de D*(M(Y)) vers
DY (M(Y")) :

Tr
u* f*fb ff u*

T TTrfg
gv* f* —— gug’u
ot les isomorphismes g,v*f° — w*fof’ et g.v*f* — g.g’u* sont induits par les
isomorphismes g,v* — u*f, et v*f> — ¢°u* de la proposition 12.2.1.
Démonstration. — Voir [Har66, proposition 6.8, p. 169]. O

COROLLAIRE 12.2.7. — Soit f : X — Y un morphisme fini et v : Y/ — Y un
morphisme plat. Considérons le produit fibré

xY.x

o
Y ——Y.
U
Supposons que X,Y, X' Y' soient réguliers. Posons L = T*Extgy (f«Ox,0Oy) avec

n = dim(Y) —dim(X) et L' = g"Exty, , (9:Ox/, Oyr). Soient Iy et Jo des résolutions
injectives minimales de Oy et de Oy. Notons

¢r: WH(Y) — W'(Y)
Yr: WHX,L) — WX, L)
¢y WHY') — WH(Y)
et
vy WX L") — W(X', L)
les isomorphismes induits par les quasi-isomorphismes
1:0y — Iy et j:Oyr — J,.
Alors pour tout p les morphismes
u* WP (Y) — WP (Y)
v WP(X, L) — WP(X', v*L)
Jo s WP(X, L) — WP (y)
et
g s WP(X', L) — WP (Y")
satisfont ’égalité

U*¢If*w;1 = ¢Jg*¢flv*-
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Démonstration. — Notons
Dx,D% Dy ,DL Dx:. D% Dy D,
les dualités respectives de
W(X,L),W (X, L), W (Y), W), W (X', L), W/(X', L"), W (Y")

et Wit (Y"). Pour démontrer le résultat, il suffit de démontrer que pour tout P, dans
DP(P(X)) les isomorphismes transformant la dualité (définition D.1.12)

Wby Dy (P) =% w* gy f.DX (P) —— w* ¢y DL (f.Ps) 2, u* Dy (f«Ps)

|

Dy (u” f< Ps)

Dy (g«v* Ps)

5

¢Jg*w31v*DX(Po) 7 ¢Jg*w31DX/(U*Po) ? ¢J9*D}](/(’U*P.) 7 QSJD%/ (Q*U*Po)

donnent pour tout £ : P, — L 1’égalité (apres identification par l'isomorphisme
gv* — U fy)
pBna(§) = B'n'a’ 1 (€).
Calculons ufBna(§). On a
a(f) : Py — T*Homoy(f*(’)x,l.)

) | —«
f*P. — f*f HomOy (f*OX7 IO)
T
na(©) l Y

I,

pop, 1

6770% L

Oy
et finalement
pona(€) = u*Bna() : u” fPe — Oy

Omettant les isomorphismes « et 3 on trouve

uBnal(€) = u*(Trfy o fua) = u*Trf; o’ fua.
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Calculant 8'n'a/ i/ (€), on trouve
B'a/ (&) = Trf, o guv*a.
La proposition 12.2.6 dit exactement que
Trfgsogw a=u"Trfrou” foa. O

COROLLAIRE 12.2.8. — Soient X et Y des schémas réguliers de dimensions respec-
tivesn et m et f: X — Y un morphisme fini. Soit encore Y’ un schéma régulier et
u:Y' —Y un morphisme plat. Considérons le produit fibré

X -Yx

Alors pour tout j les morphismes
u*fo: O(X, P, L) — C(Y', [Pt

et
gV O(X, 7 L) — C(Y', [Ftm=m)

sont égau.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du corollaire 12.2.7 ci-dessus et des
définitions de f, et g, (voir le corollaire 5.3.6). O

12.3. Le cas général
Supposons maintenant que dans le diagramme cartésien
x o x
ol
Y’ —Q0Y
les morphismes f et g soient propres.

LEMME 12.3.1. — Soit * € X,y = f(x), z € X' un point minimal de v='(x) et
s = g(z). Supposons Uextension de corps k(y) C k(x) infinie. Alors l’extension k(s) C
k(z) Uest aussi.

Démonstration. — Les morphismes u, v étant de dimensions relatives égales (disons
n), on a
dim(z) = n + dim(Z) > n + dim(y) = dim(3).

Cela montre que k(s) C k(z) est une extension infinie. O
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COROLLAIRE 12.3.2. — Soit v € X ety = f(x). Supposons que k(y) C k(z) soit
infinie. Alors pour tout o € W(k(x),wy(zy /i) on a

u* foa = gov¥a = 0.

Démonstration. — Par le lemme ci-dessus, on a f.a = 0. Le méme calcul montre que
g« a = 0. O

Nous aurons besoin des lemmes suivants pour démontrer le théoreme 12.3.6.

LEMME 12.3.3. — Soit f : X — Y un morphisme propre et y € f(X). Considérons
le produit fibré

X, ——X
g f

Spec(Oy,y) —— Y.

Alors u* f, = g.v* comme morphismes de complexes.

Démonstration. — Soit x € X et

@+ k(xz) — Homy ) (k(x), wi(z)/k)

un isomorphisme. On vérifie que

UWMD_{[Q siy € [(2)

0 sinon.

Si maintenant z € Y et ¢ : k(z) — Homy,)(k(2),wk(2)/x) est un isomorphisme, on
voit de méme que

wop={ B 5ves

0 sinon.
Ainsi

u” f([0]) = f([#]) = g+([¢]) = g«0"([]). O

Considérons a nouveau le produit fibré

x Y, x

|

U
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Siy € f(X), on obtient par changement de base un cube dont toutes les faces sont
des produits fibrés

X’—>X

Y’ Y

Ceci nous amene au lemme suivant :

*

LEMME 12.3.4. — Pour démontrer que u* f. = g.v* il suffit de démontrer qu’on a
pour tout y € f(X) Uégalité (u')*(f' ) = (¢")«(v')* comme morphismes de complezes
C(in Ija L) - C(Ytgl) Ij+m_n)

Démonstration. — On remarque tout d’abord que d’apres le lemme 12.3.3 ci-dessus
on a

s fe=(f)(s)".
Le méme type d’argument que dans la preuve du lemme 12.3.3 montre que
(s")7ge = (9')+(s")"
et la proposition 3.4.9 donne de plus
(S//)*u* — (u/)*s*.

Supposons maintenant que 1’égalité
soit démontrée. On a alors

qui est en fait
(u/)*s*f* — (g/)*(S///)*v*
On obtient finalement
(8//)*u*f* — (S,/)*g*v*
Soit y € Y, z € Y et ¢ : k(z) — Homy.(k(2),wr(z)/) un isomorphisme. Comme
dans la preuve du lemme ci-dessus, on a :

(8”)*([@])={ [¢] siyeuz)

0 sinon.
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On en déduit immédiatement que si (s”)*u* f. = (s”)*g«v* pour tout y € Y, alors
u* fe =g, O
Ce lemme montre que dans ce qui suit on peut supposer que dans le diagramme
X s x
]
Y’ —Q0Y

on a' Y = Spec(A) ou A est une k-algebre locale formellement lisse. Soit K le corps
résiduel de A. Par changement de base & Spec(K), on obtient un produit fibré

!
v
X —Y% 5 Xg

g’l Jf’
Y/, T> Spec(K).
LEMME 12.3.5. — Pour démontrer que
x o x
| b
Y ——Y

*

donne u* f, = g«v*, il suffit de démontrer que le diagramme

/
v
X} —4— Xg

/| |7

Y — Spec(K)
u

donne (/)" (f'). = (¢).(0)".

Démonstration. — C’est essentiellement la méme preuve que celle du lemme 12.3.4.
Il suffit juste d’utiliser le cas des morphismes finis. O

On peut ainsi supposer que dans le diagramme

x Y, x

|

U
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on a Y’ = Spec(K). Soit x € X. Si K C k(z) est infinie alors le corollaire 12.3.2
permet de conclure. On peut donc supposer que x est un point fermé de X. Dans ce
cas le morphisme ¢ : Spec(k(z)) — X est fini et on a

/

X}, () —— Spec(k(x))

I
x—Y x
b
Y’ — Y
ou ft et gt’ sont finis et u, v’ sont plats. Par le cas des morphismes finis, on a
u(ft)s = (gt") (V)"
On a donc démontré le théoréme annoncé :

THEOREME 12.3.6. — Soit le produit fibré
X s x
|
Y’ —Q0Y

ot f est propre et u est plat. Soient n = dim(X) et m = dim(Y"). Alors pour tout
j € Z les morphismes

utfe C(X, P wxyg) — CY, P wfwy )

et
g*’u* : C(Xa IjvwX/k) - C(Y’, IjerinerL*wY/k)

sont égauz.
COROLLAIRE 12.3.7. — Soit le produit fibré

x Yo x

|

Y ——Y

U
ou f est propre et u est plat. Alors pour tout j les morphismes
u*f* : C(X, Gj, wX/k) I C(Y/, Gjerin, u*wy/k)

et
g0 1 C(X, Gj,wx/k) — C(Y", Gjer*",u*wy/k)

sont égau.
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Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréme ci-dessus et du
théoreme 2.3.8. O

COROLLAIRE 12.3.8. — Soit le produit fibré
X2 Xx
ol
Y’ —0Y
ou f est propre et u est plat. Alors pour tout j les morphismes
u” fi: Cf'T{j(X, wX/k) I aﬁﬂmin(y/ﬂt*wwk)
et

——jt+tm—n

g*U* : Cf(\f{j (X, wX/k) — CH (Y’,u*wy/k)

sont égau.

MEMOIRES DE LA SMF 113



CHAPITRE 13

LES CLASSES D’EULER

13.1. Résumé

Soit E un fibré vectoriel de rang n sur un schéma régulier X. Dans [BMOO], les
auteurs définissent la classe d’Euler ¢(E) d’un tel fibré. Ils montrent que si X =
Spec(A) et E = Q @ A alors ¢(E) = 0. Nous reprenons cette définition et obtenons
pour tout j € N un homomorphisme

én(E): O (X) — CH (X, det EY)

que nous appelons classe d’Euler de E. Nous montrons que cette classe satisfait de
bonnes propriétés fonctorielles. En particulier, si

0 E” E E' 0

est une suite exacte de fibrés vectoriels sur X avec E’ et E” de rang r et k respecti-
vement, nous montrons que

in(E) = (6,(E") @ det (E") ) (E")

ot &, (E") @ det (E')" est une classe d’Euler tordue par le Ox-module inversible
det (£’ )V. Grace a la relation ci-dessus, nous obtenons immédiatement que pour X =
Spec(A) on a é,(F) = 0si E = Q@ A. Ce chapitre pose une question naturelle : peut-
on définir des classes de Chern-Witt (pas seulement des classes d’Euler) ? La réponse
est négative, comme le montrera ultérieurement le calcul des groupes de Chow-Witt
d’un fibré projectif. On peut néanmoins définir certaines classes qui peuvent s’avérer
intéressantes. En effet, les classes de Chern usuelles sont construites de la maniére
suivante (voir [Ful84]) :

Si E est un fibré vectoriel de rang n sur X, on consideére l'espace projectif P(E) et
la projection usuelle

p:P(EF) — X.
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On définit ensuite les classes de Segre s;(E) : CH/(X) — CH™J(X) en posant
si(E)(a) = pu(c1(0(1) " np*(a))
pour tout cycle a. On inverse ensuite la série formelle des classes de Segre pour

obtenir les classes de Chern. On sait que les groupes de Chow-Witt satisfont de bonnes
propriétés pour le pull-back et le push-forward de cycles. Mais

&(0(1) : CH (P(E)) — CH' " (B(E), 0(~1))

fait apparaitre une torsion par O(—1) qu’on ne peut en général redescendre sur X. On
obtient néanmoins des classes de Segre paires ou impaires (selon le rang de E) qu’il
conviendrait peut-étre d’étudier plus en détail. En effet, si E est un fibré vectoriel sur
X, on a une suite exacte de Op(g)-modules

0—>Q]P’(E)/X —)p*EV ®O]p(E)(—1) OIP’(E) 0

qui donne immédiatement wp(g),x ~ Op(p)(—n)@p* det EV. Utilisant ensuite la suite
exacte
P*Qx/ —— Qpey /i — gy x ——0

on trouve wp(gy/k =~ p*(wx/k @ det EY) ® Op(g)(—n). Si par exemple n est impair, on
peut composer

P ﬁ{z(X, wX/k) I cAV.J?[Z(]P)(E%P*WX/k),
~ n e * e *
a (o))" : CH (P(E),p'wx/x) — CH  (P(E),p"wx/x ® O(—n))

et
it ——it1
pe:CH  (P(E),wp(py s @ p*det B) — CH (X, wx/y, @ det E)

pour obtenir une premiere classe de Segre associée a F.

13.2. Définitions

Soit X un schéma régulier de dimension r et £ un Ox-module localement libre
de rang n. On note E = Spec(Sym(EY)) lespace total, p : E — X la projection
et so : X — F la section nulle. Rappelons qu’on a pour tout j, tout Og-module
inversible V' et tout Ox-module inversible M un homomorphisme (corollaire 10.4.5)

——] % ——j+n
(s0), : CH (X, wx/k ® (80)"V) — CH (E,wg/;, ®V)
et un isomorphisme (corollaire 11.3.3)
) : CH (X, M) — CH (B, p* M),

Comme X est localement d’intersection complete dans F, on a une suite exacte de
Ox-modules

0 —— p*(EY)/p*(EY)* — (s0)*Qp s, Qx/k 0

MEMOIRES DE LA SMF 113



13.2. DEFINITIONS 127

qui induit un isomorphisme de O x-modules localement libres

wx/k Qox det BV ~ (so)*(wg/k)-
Tensorisant par det F a gauche et a droite, on obtient

wx/k =~ (50)" (We/k) ®ox det E.
Par ailleurs, E ~ (s9)*p*E et donc

wx/k = (S0)*[(WE/k) ®op p*(det E)].
Posons V = w, /5 Q0g p*(det EV). Remplagant dans la premiére équation, on obtient
un homomorphisme
(50). : CH' (X) — CH' " (E, p*(det EV)).
En composant avec 'inverse de I'isomorphisme
v CH (X, det BY) — CH (B, p*(det EY))
on obtient finalement un homomorphisme
(") (so). : CH (X) — CH' " (X, det EY).

DEFINITION 13.2.1. — On appelle classe d’Euler de E ’homomorphisme défini ci-
dessus. On le note én(E).

Remarquons que si N est un Ox-module inversible, alors (so)*p*N ~ N. On a
donc un homomorphisme

(s0)s: CH' (X,N) — CH'

(B, p"(det BY) @0, p"N)
et un isomorphisme
«  Apdtn v ——j+tn « v .
p*:CH (X,detEY ®p, N) — CH (E,p"(det EY) ®o, p*N).
On obtient donc aussi une classe d’Euler tordue par un Ox-module inversible N :
(") (s0), : CH (X,N) — CH'"(X,det E¥ @ N)

DEFINITION 13.2.2. — On appelle classe d’Euler de L tordue par N [’homomor-
phisme défini ci-dessus. On le note én(E) @ N.

REMARQUE 13.2.3. — Cette classe d’Euler tordue permet de définir la composition
de é,(E") et &, (E") pour deux Ox-modules localement libres. En effet, on a

. i

&n(E) : CH (X) — CH (X, det (E")")

et ) .

— —~—j+n

En(E"): CH'(X) — CH' (X, det (E")").
On ne peut pas composer ¢,(E’) et ¢, (E"), mais par contre la composition
——Jj+tm+n

(@ (E") @ det (E')) 0 & (E') : CH' (X) — CH (X, det (E") @ det (E')")

est définie.
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13.3. Propriétés

THEOREME 13.3.1. — Soient X un schéma lisse sur k, E et V des Ox-modules
localement libres de rangs respectifs m et n.

1°) Soit f : X — Y un morphisme propre. Alors

f* o (5m(f*E) (24 wX/k) = (5m(E) (24 wy/k) o f*

2°) Soit g : Z — X un morphisme plat. Alors
g 0em(E)=¢m(g"E)og”.

3°) Soit : cH’ (X) — CH (X) la projection naturelle. Alors le diagramme suivant
commute :

—7 ~m E) —jtm
or ) ) G X det BY)

| |7

CH(X) ———— CHT™(X)
cm(E)

ot ¢ (E) est la m-iéme classe de Chern de E.

Démonstration. — Montrons d’abord 1°). Soit donc f : X — Y un morphisme
propre. On a le diagramme cartésien suivant :

E’L

E
q Jp
X —Y.

f

Sitg: X — E’ est la section nulle, alors le diagramme suivant est commutatif :

g, p

X —Y.

f
Donc
(em(E) ®WY/k)f* = (p*)il(so)*f* = (p*)ilh*(to)*

Comme p* f, = h.q*, on trouve

(p*) " guto)s = Fula®) " (o) = Fulem(f*(E)) ® wxyi).
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Pour démontrer 2°), on consideére le diagramme cartésien

E’LE

qJ lp
7 —— X
g
Notons tg : Z — E’ la section nulle. Alors
&g L)g* = (¢%) " (to)«g"
Comme avant, on a d*(sg)« = (t0)+g*. Donc
(@)~ (to)=g" = (¢") " d"(50)s-

Or d*p* = q*g* et finalement
(@) d*(s0) = g (P") " (50)x = g (@1(L))-

Pour prouver 3°), il suffit de voir que la m-iéme classe de Chern usuelle ¢, (E)

satisfait ¢, (E) = (p*)~1(s0)«. Pour ceci, voir [Ful84, exemple 3.3.2, p. 67]. O
PrOPOSITION 13.3.2. — Soient X un schéma lisse sur k,
0—mp - Yn, 0

une suite exacte de fibrés vectoriels de rangs respectifs m,n,r au-dessus de X. Alors

(&, (E3) @ det (E1)")ém (Ey) = &n(Es).

Démonstration. — Soient p; : B; — X les projections et s; : X — E; les sections
nulles de p;. On considere le produit fibré suivant :
/
E1 _— E2
P{ Jg
X —— Fs.
53
Alors

(¢ (Es) @ det (E1)")&m(Er) = (p5) " (s3)« (p7) " (51)-
De plus, p3g = p2 et g*(s3)« = f«(p1)*. Ainsi,
(¢ (Es) @ det (E1)")Em(E) = (93) 71" (s3)« (01) " (s1)x = (03) " fuls1)-
Par fonctorialité du push-forward, on trouve finalement
(p3) " fiels1)s = (p3) 7 (s2)x = Cn(B2). O

COROLLAIRE 13.3.3. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n. Soit P un A-
module projectif de rang n tel que P ~ Q @ A. Alors é,(P) = 0.
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Démonstration. — Par la proposition 13.3.2, il suffit de montrer que ¢;(A4) = 0. C’est
une conséquence directe de la remarque 11.2.5. O

13.4. Le calcul de (sp)«

La définition donnée dans la premieére section a l'avantage de permettre de démon-
trer facilement les propriétés fonctorielles des classes d’Euler. Mais elle a 'inconvénient
d’étre un peu opaque. Dans cette section, on va calculer explicitement (sp). dans le
cas d’un fibré vectoriel £ de rang n sur un schéma X lisse de dimension n.

Soit A une k-algebre lisse de dimension n de corps des fractions K et P un A-
module projectif de rang n. Soit B = Sym(P") et

S0 : Spec(A) — Spec(B)
la section nulle. Rappelons que la classe d’Euler de P
&,(P) : CH’ (Spec(A)) — CH' " (Spec(A), det P)
est définie par &,(P) = (p*)~1(s0)« olt
p : Spec(B) — Spec(A)

est la projection usuelle. Comme cH’ n(Spec(A), det PV) =0sij > 0 (puisqu’il n’y
a pas de points de codimension supérieure & n dans Spec(A)), on veut calculer

——0 —n
én(P): CH (Spec(A)) — CH (Spec(A),det PY).
——0
Par définition, CH (Spec(A)) = GW(K), le groupe de Grothendieck-Witt de K
(définition C.1.6). Pour comprendre &, (P) il suffit donc de calculer &, (P)(K, 1) ou
Y : K — Homg (K, K)
est un isomorphisme. Considérons la forme
¢: K — Hompg (K, K)
définie par ¢(1)(1) = 1. Par abus de langage, on appellera également classe d’Euler
de P 1’élément ¢, (P)(K, ¢) de C’Hn(Spec(A), det PV).
Calculons (s9)« (K, ¢). Dans le cas de Spec(A) et Spec(B), on voit que
0 ——n
(s0)« : CH (Spec(A),wasr) — CH (Spec(B),wp/i)
satisfait pour tout isomorphisme
n: K — Homg (K,wg 1)
Pégalité (so)«(K,n) = (K,n) € ﬁn(Spec(B),wB/k). Soit t1,...,t, une base de

transcendance de K sur k. Choisissons le générateur a = dt; A --- A dt,, de wg ;. On
a des isomorphismes canoniques

Homg (K, K) ~ Homg (K, K) @ wi/x @k wie/y ~ Hompe (K, Wi /i) @k Wiy,
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Définissons
a1 K — Hompg (K, wk /i)
par ¢4(1)(1) = a. On peut voir I'isomorphisme
¢ : K — Homg (K, K)

comme un isomorphisme

¢ : K — Homg (K, wk/;) @k w}/(/k
défini par ¢(1) = ¢q(1)®a". Soit z1,...,x, une base de P ®4 K et notons P’ I'idéal
PB de B. Alors I'isomorphisme canonique

wa/k ®a K — [(s0)"(wB,,/k @B (p" det P)pr)] @4 K
donne en particulier
a=(anzy N Az)) @ (x1 A Axy)
otaNzy A-- ANz €wpg,, /et Ty A--- ANz, € p*det P®4 K. Via cet isomorphisme,
on a
¢ : K — Homg (K, wk/i) @K [(50)" (wp,, /k @B (p* det P)p/)] ®4 K

donné par p(1) = o, (1) ® a¥ Ax1 A+ Azp @z A -+ Ax,,. Par ailleurs, on a un
isomorphisme canonique

Wi/l EXt%Pl (K,Bp') ®B WB,, /k
quidonne a =1 A+ Az, @a Azy A+ Azy. Finalement on obtient

¢: K — Extp (K, Bp)®@p (p" det P)ps

avec p(1) = Kos(xy,...,z))@x) A--- Az}, ot Kos(xy,...,z)) est le complexe de
Koszul associée a la suite réguliere zy , . . ., x, del'anneaulocal K[z, ..., 2] 4y, .. a¥)-
On vérifie que cette description de ¢ est indépendante du choix de la base de trans-
cendance ty,...,t, de K sur k et du choix de la base z1,...,2, de P®4 K. On a

démontré :

PRrROPOSITION 13.4.1. — Soient A une k-algébre lisse de dimension n de corps des
fractions K et P un A-module projectif de rang n. Soit B = Sym(PV),
i:p*PY — B

I’homomorphisme naturel et Kos(p*P") le compleze de Koszul associé a cet homo-
morphisme. Soit enfin
¢: K — Homg (K, K)
définie par o(1)(1) = 1. Alors limage de (K, @) par
0 —n
(s0)« : CH (Spec(A)) — CH (Spec(B),p* det P")
est donnée par la localisation en la section nulle du morphisme symétrique

a: Kos(p*PY) — T"(Hompg(Kos(p*P"), p* det PV))
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défini en degré i par lisomorphisme évident

a; /\(p*PV) — HomB( /\ (p*PY),p* det PV).
REMARQUE 13.4.2. — Pour que le morphisme symétrique

a: Kos(p*PY) — T"(Hompg(Kos(p*P"), p* det PV))

soit un morphisme de complexe, il faut faire apparaitre des signes dans les isomor-

phismes
i n—i

Q; : /\(p*Pv) — HomB( /\ (p*PY),p* det Pv>.
Nous laissons au lecteur consciencieux le soin de déterminer ces signes (voir par
exemple [BGO05, Remarque 4.2, p. §]).

COROLLAIRE 13.4.3. — Soient X un schéma lisse sur k de dimension n et E un
fibré vectoriel de rang n. Soit
i:p*EY — Op

I’homomorphisme naturel et Kos(p*EY) le compleze de Koszul associé a cet homo-
morphisme. Soit encore

¢: K — Homg (K, K)
définie comme ci-dessus. Alors (so)«(K, @) est donnée par la localisation en la section
nulle du morphisme symétrique

a: Kos(p*EY) — T"(Homp,, (Kos(p*EY),p* det EV))

défini en degré i par lisomorphisme évident

7 n—i
a; /\(p*EV) — HomoE( /\ (p*EY),p* det EV).
Démonstration. — Ce calcul se fait localement. C’est donc une conséquence directe
du résultat ci-dessus. O
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CHAPITRE 14

LA CLASSE D’EULER D’UN MODULE PROJECTIF DE
RANG MAXIMAL

14.1. Résumé

Soit A une k-algebre lisse de dimension n et P un module projectif de rang n.
Dans ce chapitre, nous montrons que la classe d’Euler peut étre calculée a l'aide de
n’importe quelle section

s: P— A

telle que s(P) soit de hauteur n. Ce résultat est évoqué dans [BMOO], avec ’hypotheése
plus restrictive que s(P) est réduite.

14.2. Homotopies de sections

Soit A une k-algebre lisse de dimension n et @@ un A-module projectif de rang
m inférieur ou égal & n. Soient s : Q@ — A et u : Q@ — A deux sections telles que

ht(s(Q)) = ht(u(Q)) = m.

LEMME 14.2.1. — Il existe une section v : Q[t] — Alt] telle que ht(v(Q[t])) = m,
v(0) = s et v(l) = u.

Démonstration. — Voir [BS00, lemme 3.0, p. 190]. O

Considérons la section s : @ — A et le complexe de Koszul Kos(s) associé a cette
section :

0 ATQ . Q—54 0.
Comme on ’a vu dans le chapitre précédent, les isomorphismes usuels (avec les signes
de [BGO5, remarque 4.2, p. 8])

A'Q — Homu (A™7'Q, det Q)

induisent un isomorphisme symétrique

s : Kos(s) — T™Hom(Kos(s),det Q).
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Par ailleurs, le support de Kos(s) est s(Q), qui est de hauteur m. Ainsi (Kos(s), s)
détermine un élément de @pESpec(A)(""> GW (k(p), Exty, (k(p), Ap)) (voir la re-

marque 10.2.9). Comme ¢, est un isomorphisme global, on voit que (Kos(s), ps) est
annulé par ’homomorphisme

dg: @ GWk(p),Extd, (k(p), A4)— D Wk(a). Ext ™ (k(a), Ay))

pESpec(A)(m) qE€Spec(A)(m+1)

et donc détermine un élément de CH (A, det Q).

DEFINITION 14.2.2. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n et Q un A-module
projectif de rang m < n. Soit s : Q — A une section telle que ht(s(Q)) = m. On note
[Kos(s), ps| la classe du complexe de Koszul Kos(s) (muni de sa forme symétrique
standard ps) dans Cf'l\flm(A, det Q)

Si s:Q — A est une section telle que ht(s)(Q) = m, on peut considérer la section
s®1 : Q[t] — Aft]. Cette section satisfait encore ht(s ® 1(Q[t])) = m. Comme
d’habitude, notons p : Spec(A[t]) — Spec(A) la projection. Par définition de p*, on a
alors p*([Kos(s), ps]) = [Kos(s®1), psw1]- Le lemme suivant sera utile dans la suite :

LEMME 14.2.3. — Soit a € A et s, : Spec(A) — Spec(Alt]) la section donnée par

t — a. Soit Cf'I\TImH(A[t],det Q[t])s. (spec(a)) le groupe de Chow-Witt a support sur
Sq(Spec(A)). Alors

(5a)«([Kos(s), ps]) = [Kos(s @ 1,t — a), 0(s@1,t—a))
dans CH™ " (Alt], det Q[])., (spec(ay 00 (s ® 1,t —a) : Q[f] @ A[t] — Alt].

Démonstration. — Le calcul de (s,). se fait localement. On peut ainsi supposer
que A est local d’idéal maximal q. Comme A est régulier, on a ¢ = (z1,...,Zm).
De plus @ est libre, de base yi,...,Yym. Pour tout ¢, notons g; = s(y;). Notons
v: A™ — A la section définie par v(e;) = x;. Alors [Kos(v), p,] est un générateur
de GW (k(q),Ext’) (k(q), A)) et on trouve [Kos(s),ps] = a - [Kos(v),¢,] pour un
certain @ € GW (k(q)). Calculons en premier lieu (s, )«([Kos(v), ¢,]). Tout d’abord,
on remarque que s,(q) est d’intersection complete, engendré par (z1,...,Tm,t — a).
Notons v/ : A[t]™*! — A[t] la section définie par v'(e;) = x; pour i = 1,...,m et
v'(em+1) = t—a. Par définition de (s,). on trouve (sq).([Kos(v), po]) = [Kos(v'), @u]-
On s’apercoit par ailleurs que (sq). est GW(k(q))-linéaire et donc on trouve
(sa)«([Kos(s), ps]) = a - [Kos(v'), pi]. Un calcul direct montre que ce dernier n’est
autre que [Kos(s ® 1,t — a), P(s@1,t—a))- O
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Les résultats de ce paragraphe donnent le théoreme suivant :

THEOREME 14.2.4. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n et Q un module
projectif de rang m < n. Soient

s,u:Q — A

deuz sections telles que ht(s(Q)) = ht(u(Q)) = m. Alors [Kos(s), ps| = [Kos(u), ©u]
dans ﬁ{m(A, det Q).

Démonstration. — On considére une section v : Q[f] — A[t] satisfaisant les
hypothéses du lemme 14.2.1. On obtient ainsi une classe [Kos(v),p,| dans
Cf'\I/-Im(A[t],det Q[t]). Par invariance homotopique, on voit que [Kos(v),p,] = p*3
pour un certain 3 € Ef{m(A,det Q) ou p : Spec(A[t]) — Spec(A) est la projection.
Pour ¢ = 0,1, notons s; : Spec(A) — Spec(A[t]) les sections données par ¢ +— .
Les groupes de Chow-Witt sont munis d’une multiplication ([Fas07, remarque 6.3,
p. 31]) et on peut contempler le cycle p*G - (s9)«(1). Par [Fas07, théoréme 7.6,
p. 34] et par le lemme 14.2.3, on voit que p*5 - (s0)«(1) = (s0)«(5) (& support sur
s0(Spec(A))). De plus, p*3- (s0)«(1) = [Kos(v), vy] - (50)«(1) et ce dernier n’est autre
que [Kos(s ® 1,t), pse1,6] = (50)«([Kos(s), ps]) (utiliser & nouveau [Fas07, théo-
réme 7.6, p. 34]). Comme (Sp). est un isomorphisme sur son image (remarque 9.3.5),
on en déduit que 5 = [Kos(s), ps]. Utilisant s, on trouve 8 = [Kos(u), ). O

14.3. Le calcul de (p*)~!

Soit A une k-algebre lisse de dimension n et P un module projectif de rang n.
Notons B = Sym/(PV),

S0 : Spec(A) — Spec(B)
la section nulle et
p : Spec(B) — Spec(A)
la projection. La proposition 13.4.1 montre que pour connaitre ¢&,(P) il suffit de

calculer la préimage par p* de la forme symétrique [Kos(sq), ¢s,] donnée explicitement
par le diagramme

0 — p*det PV prpv — %0 B 0
0 Bf p*(A"IPY)E —— p* (A" PY)E —— 0

ol § = Homp(_, p* det PV).
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On sait par le corollaire A.2.2 que si P est projectif de rang n sur une k-algebre
affine lisse A de dimension n, alors il existe une section
s: PV — A
telle que s(PV) soit réduite de hauteur n. Ainsi [Kos(s), @] est bien défini et il en est

de méme pour p*[Kos(s), ps]. Comme (s @ 1)(p*PV) et so(p* PY) sont de hauteur n,
on peut appliquer le théoréme 14.2.4 pour obtenir finalement :

THEOREME 14.3.1. — Soit A une k-algébre réguliére de dimension n, P un mo-
dule projectif de rang n et s : PV — A une section de hauteur n. Alors ¢,(P) =

[Kos(s), ¢s)-

REMARQUE 14.3.2. — Dans le théoréme ci-dessus, il n’est pas nécessaire que la sec-
tion s : PV — A soit réduite.
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CHAPITRE 15

LA DIMENSION 2

15.1. Résumé

Dans ce chapitre, A est une k-algebre lisse de dimension 2 sur un corps de ca-
ractéristique différente de 2. Cette hypothése est un peu trop restrictive puisque la
plupart des résultats sont vrais pour un anneau régulier noethérien de dimension 2, a
I’exception de ceux ou il est fait usage de la classe de Chern orientée maximale. Nous
montrons qu’on a un isomorphisme

CH (A) = K57 (A).

Ce résultat peut étre trouvé dans [BMOO], ou il est donné sans démonstration. Pour
démontrer ce fait, nous commengons par rappeler la construction (voir [BO87]) d’un
homomorphisme explicite

f:WHY(A) — W (A).
Nous montrons ensuite que cet homomorphisme donne un homomorphisme
p: CH' (A) — K§"(A).
Finalement nous remarquons que la classe d’Euler induit un homomorphisme
&(0) : K§7(A) — O (4)

inverse de .

15.2. L’homomorphisme f: W/ (A) — W~ (A)

Dans cette section, nous allons résumer briévement un article de Barge-Ojanguren
(voir [BO8T]) dans lequel les auteurs construisent explicitement un homomorphisme
f: WH(A) — W~ (A) pour un anneau A régulier de dimension 2. Cet homomor-
phisme n’est autre que 'incarnation du morphisme donné par la suite spectrale de
Gersten-Witt ([BW02)).
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LEMME 15.2.1. — Soient M un module de longueur finie et Q un module projectif.
L’accouplement

U: Exty(M,QY) x Q — Ext? (M, A)
consistant a effectuer le push-out induit un isomorphisme

0 : Ext? (M, Q") — Homa(Q, M).

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que 0 est un isomorphisme localement. Cela
revient & démontrer que 6 : Ext? (M, (A™)") — Hom4(A™, J/\J\) est un isomorphisme.
Considérons les injections canoniques j; : A — A™. Le diagramme suivant est alors
commutatif pour tout ¢

Uam —
Ext? (M, (A™)") =22 Hom 4 (A™, M)

) [
U —
Ext? (M, AY) —2 Hom (A, M)
Cela donne donc le diagramme suivant :

Ext? (M, (A™)") A", Hom 4 (A™, 1)

eExt’ (Id, ji\/)l l@ ° ji
2 v EBUA 5
P Exty (M, AY) —— @ Homu (A, M)
Les homomorphismes verticaux sont des isomorphismes. Il suffit donc de remarquer

que Uy : Exti(M, AV) — HomA(A,M\) est un isomorphisme pour démontrer le
lemme. C’est un calcul direct. O

Soient maintenant P et () des modules projectifs, a : P — M un homomorphisme
surjectif et §: @ — M un homomorphisme. On note e(a, 3) I'unique suite exacte

S «

0—— QY — s K(a, ) P M 0

qui représente 0~1(3) et qui se termine par o : P — M.

REMARQUE 15.2.2. — La suite exacte e(a, 3) € Ext} (M, Q) est déterminée par les
deux propriétés suivantes :

(i) pour tout ¢ € @, on a e(a, B) Uqg = 5(q);
(ii) e(a, ) se termine par av: P — M.
PROPOSITION 15.2.3. — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est surjectif;
(ii) K(«, ) est projectif.
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Démonstration. — On a la suite exacte e(a, ) :
0—— QY s K(a,f) 5P M 0.

On la scinde en deux suites exactes courtes :

0—>QVL>K(04,6)—>L—>O

et
0 L P25 M 0.
Les suites exactes longues en homologie associées a ces suites donnent la suite exacte
0—— LY — K(a, )V Q Ny Ext!y (K (o, 8), A) — 0.

Donc ExtY (K (a, 3), A) = 0 si et seulement si 3 est surjective. De plus, on voit que si
Ext) (K (a, ), A) = 0 alors Ext (K (a, 3), P) = 0 pour tout projectif P. Comme A est
régulier, tout module est de dimension projective finie et donc Ext, (K (a, 3), R) = 0
pour tout module R. Ainsi 3 est surjective si et seulement si K («, 3) est projectif. O

DEFINITION 15.2.4. — Soient o : P — M et B : Q — M des homomorphismes
surjectifs. On note D(e(a, ) la classe de la suite exacte
tY g

\ —~
0—— PV 5 K(a, 3)V Q M 0.

PROPOSITION 15.2.5. — On a D(e(w, 8)) = e(8, —w o a) ot w est l'isomorphisme
canonique w : M — M de la définition 3.3.1.

Démonstration. — On a les suites exactes e(a, )
0—— QY K (o, B) S,p—Y5 M 0
et D(e(a, 3))
sV tv B =
0—— PV —— K(a, B)V Q M 0.

Par la remarque 15.2.2, il reste donc juste & voir que D(e(«,
tout p € P. Pour ce faire, considérons la suite D(D(e(a, 3))

\V2 t\/\/ VvV Sv 6 =
0— QY —— K(o, ) P M 0

#))Up = —w(a(p)) pour
)

ou §(p) = D(e(a, 5)) Up. Le diagramme suivant est commutatif par définition de w :

0 K(a,f) —— P25 M 0
R
0—>QV—>K( BV v P = M 0.

Cela montre que D(e(a, 8)) = e(8, —w o ). O
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PROPOSITION 15.2.6. — Soit ¢ : M — M un isomorphisme. Dans Ext% (M, PY)
on a

3(D(e(a, poa))) = e(a, ~powoa)
ot ¢(D(e(a, B))) est le pull-back de D(e(a, 3)) par ¢.
Démonstration. — Soit p € P. Calculons [¢(D(e(a, ¢ o @)))] Up. Puisque le pull-back
et le push-out commutent, on a
[¢(D(e(a, p0a)))] Up=¢[D(e(a, o)) Up|.

Par la proposition précédente, on trouve

?[(D(e(e, o)) Upl = ple(¢poa, —woa) Up|.

Par définition du pull-back et de e(¢p o, —w o @), on a

Sle(@oa,—moa)Upl =d[-woa(p)] = —dowoa(p).
Il est de plus évident que ¢(D(e(a, o a))) se termine par a. O

THEOREME 15.2.7. — Soient ¢ : M — M un isomorphisme symétrique, P un mo-
dule projectif et a: P — M wune surjection. Alors le diagramme commutatif suivant

P—2.M

|k

P——M

g
se compléte en un diagramme
0—— P ' S K(af) —SsP %M 0
S O B
0—— PV —— K(a,3)Y P M 0
SV ( ﬁ) tV 6

ou P est un isomorphisme antisymétrique.

Démonstration. — Puisque ¢ est symétrique, le lemme précédent donne
d(D(e(a, §))) = e(a, = ).
Par ailleurs, e(o, —3) = —e(a, 3). On a donc un diagramme

0—— P L S K(a.f) —2=P M 0

Pk b

0—— PV —— K(a, 3) P M 0
S\/ ( 6) t\/ ﬂ

«
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ol v est un isomorphisme a priori non antisymétrique. Dualisant, on obtient le dia-

gramme
0— =P ' K@) P YN 0
| b
0—— PV —— K(a, B)Y P M 0.
Y (e, B) Y 3
Ce diagramme est équivalent au diagramme
v b S «
0—— PY —— K(a, ) P M 0

R

0—>PVT>K(04,6)V ~ P 5 M 0.
On voit alors que tV(v + vV) = 0. Ceci montre qu'il existe un homomorphisme
g : K(a,8) — PV tel que v +vY = sVg et gt = 0. Si on redualise, on obtient
v+vY¥ =—gVsettVg¥ =0. Donc ¢g¥ = sV f pour un homomorphisme f : P — PV.
Ainsi v + vV = —5Y fs. On voit de plus que f est symétrique et pair. Il existe donc
un homomorphisme g : P — PV tel que f = g + ¢gV. Remplacant v par v + sVgs on
obtient le v antisymétrique annoncé. O

PrOPOSITION 15.2.8. — Dans la situation du théoréme précédent, le couple antisy-
métrigue (K (a, B),1) obtenu est unique d isométrie pres.

Démonstration. — Puisque la suite exacte e(a, 3) est unique, deux modules projectifs
K(a,B) et K'(«, 8) obtenus comme ci-dessus sont forcément isomorphes. Il suffit donc
de voir que deux isomorphismes antisymétriques ¢ : K — K* et ¢’ : K — K* obtenus
sont forcément isométriques. Utilisant le méme procédé que ci-dessus, on voit qu’il
existe un homomorphisme g : P — PV tel que ¢’ — ¢ = sV(g¥ — g)s. Considérons
I’homomorphisme (Id — 1 ~1sYgs) : K — K. C’est un automorphisme puisque
(Id —~sYgs)(Id + sV gs) = Id

et on vérifie que

(Id—y~'sVgs) v(Id -y~ sVgs) =¢'. O
DEFINITION 15.2.9. — La classe d’isométrie du couple antisymétrique (K («, 3),1))
est notée f(a, ).

Le lemme suivant sera utile dans la suite :

LEMME 15.2.10. — Soient o : P — M une surjection et n : P ~ P un automor-
phisme. Alors f(ao, @) = f(an, ¢).
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Démonstration. — Soit

0 PV K P—YsMm 0

la suite exacte obtenue a partir de « et de ¢. On effectue le push-out de cette suite
par nV. Cela donne :

0 PV K P Y. Mm 0
[
0 PV K’ P—YsMm 0

Cette suite exacte est isomorphe a la suite ci-dessous :

(67

0 pv K’ P M 0
T
0 PY K’ P 0
La suite se terminant par an est la suite obtenue a partir de an et ¢. On vérifie
facilement que ¢ est une isométrie entre f(«, @) et f(an, @). O

Pour tout module projectif P on note H(P) le couple antisymétrique (P & PV, h)
ot h(p+ f.q+g) = f(a) — g(p)-

LEMME 15.2.11. — Soient «; : P, — M deux surjections. Alors la forme antisymé-
trigue f(aq, @)L f(aa, —¢) est isométrique o H(K (a1, —daz)).

Démonstration. — On voit que les suites exactes

e(ay, par) @ e(ag, —pas)
et
e(ar, —pas) ® e(aq, pay)
sont égales puisque elles se terminent par a; @ as et leurs duales se terminent par

Py @ —daz. On vérifie que K (o, —paz) est un facteur direct de f(aq, @) @ f(az, —)
égal & son orthogonal. On termine en utilisant le théoreme C.2.3. O

COROLLAIRE 15.2.12. — Le classe dans W~ (A) de f(a, ¢) ne dépend pas de la sur-
jection o : P — M choisie.

Voyons maintenant ce qui se passe si le couple (M, ) est neutre. Dans ce cas,
il existe un sous-module N de M égal a son orthogonal. On peut recouvrir la suite

exacte
0 N M M/N 0
par une suite exacte de projectifs
0 Pn Py Pyrn 0.
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On obtient le diagramme suivant :

0 Py Py PM/N—>O

OéNJ \ OéMJ/ \aM/Nl
0 N M M/N 0
¢’ / BM/NJQS / M }ﬁ” BN

— o~ o~

0 M/N M N 0

ot ¢’ et ¢ sont des isomorphismes induits par ¢.

LEMME 15.2.13. — La forme f(an, pans) est isométrique a H (K (an, Bn)).

Démonstration. — 1l suffit alors de vérifier que le module K (an, On) est un facteur
direct de K (s, papr) égal & son orthogonal. Le théoréeme C.2.3 permet de conclure.
O

On a en particulier le corollaire suivant :

COROLLAIRE 15.2.14. — Soit M un module de longueur finie et ¢ : M — M un
isomorphisme symétrique. Soit encore P un module projectif et 5 : P — M un homo-
morphisme surjectif. Alors

Démonstration. — Soient

A:M-—MoM
défini par A(m) = (m, m) pour tout m € M et
6-MoeM— M

défini par §(m,n) = m —n. On a une suite exacte

A
0—>M—>M@ML>M—>O.

De méme, définissons
N:P—PgP
par A'(p) = (p,p) pour tout p € P et

:PeP—P
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par &' (p,q) = p — q. On vérifie que le diagramme suivant commute :

/ /
0—>P—>P@PL>P—>O

Jﬁ W) Jﬂ
0 M2 mE S —
E [Go e

0—>]\//IT>]\//.769]\//IT>]\//.7—>0.
) A

Par le lemme 15.2.13, K (8, ¢3) est un facteur direct de f((g 2), (g _04))) égal a son
orthogonal. On obtient finalement

On peut également tirer le résultat suivant du lemme 15.2.13 et du corol-
laire 15.2.12 :

THEOREME 15.2.15. — On a un homomorphisme bien défini
WY (A) — W (4)
donné par f(M,d) = f(«a, ¢) pour n'importe quelle surjection o: P — M.

2
15.3. L’homomorphisme ¢ : CH (A) — K"(A)
Commengons par le rappel de la définition du KOS P(A).

DEFINITION 15.3.1. — On note GW ™~ (A) le groupe de Grothendieck de la catégorie
des couples (P,v) o P est un module projectif et 1 : P — PV est un isomorphisme
antisymétrique.

Rappelons que pour tout module projectif P, H(P) désigne le couple antisymé-
trique (P @ PY,h) ot h(p+ f,q+g) = f(a) — 9(p).

REMARQUE 15.3.2. — Soit Q un module projectif et ¢ : Q — QY un isomorphisme
antisymétrique. Supposons que L soit un Lagrangien de (Q, ¢). On a par définition
une suite exacte

0 L Q LY 0.
Comme L est projectif, on voit que (Q,¢) = H(L) dans GW~(A). Cette relation
n’est en général pas vérifiée dans une catégorie abélienne avec dualité (A,*, @) (voir

annexe C). On doit donc forcer cette relation pour obtenir le groupe de Grothendieck-
Witt GW (A}, @) (définition C.1.6).

DEFINITION 15.3.3. — On note K" (A) le groupe quotient de GW = (A) par le sous-
groupe engendré par les H(A™) pour n € N.
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2
Pour définir un homomorphisme ¢ : CH (A) — K§¥(A), nous aurons besoin de la
version allégée suivante du corollaire 15.2.12 :

ProPOSITION 15.3.4. — Soit M un module de longueur finie et

6: M — M
un isomorphisme symétrique. Soient o : A" — M et : A™ — M deux surjections.
Alors

fla, ) = f(B,¢)
dans K" (A).

Démonstration. — On a les suites exactes
e(a, pa) : 0—— (AY)" —— K(a, ¢a) A™ M 0,
e(B, #B) : 0—— (AY)™ —— K(B,65) AT M 0,
e(B, —#p) : 0 —— (AY)" —— K (B, —¢B) A™ M 0
et
e(a, —¢p) : 0—— (AV)™ —— K(a, —¢f) A" M 0.

On sait que f(a9) = (K(a,¢a),0) et f(3,6) = (K(B,¢B),n) pour des isomor-

phismes antisymétriques
v K(a, o) — K(a, da)”
et
n: K(B,¢8) — K(B,¢0)".
Le lemme 15.2.11 montre qu’on a
fla, 9) Lf(B, =) = H(K(a,—¢0))

et donc

flo, o) LF(B,=0)Lf(B,¢) = f(B,d) LH(K (e, —9f3)).
On sait par le corollaire 15.2.14 que f(8,—¢)Lf(58,¢) = H(K (8, $53)) et ainsi

Utilisant e(3, ¢0) et e(a, —¢F), on trouve K(5,¢08) = 2mA — M et K(a,—¢0) =
(n+m)A— M dans Ky(A). Les modules K (3, ¢0) et K(a, —¢p3) sont donc stablement
isomorphes, c’est a dire qu’il existe deux entiers r,[ tels que

K(3,08) © A" =~ K(a,—¢f) @ A",
Si L est tel que K(8,¢8) ® L = A% on a
K(B,08)®L® A" ~ K(a,—¢8) & L @ A’
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et les modules K(3,¢8) ® L ® A" et K(a,—¢3) & L ® A’ sont libres. Utilisant ceci,
on voit que ’égalité

fla, @) LH(K(B,60)) = f(8, ) LH (K (c, =¢3))

donne

[l d) = f(B,9)
dans K(‘)gp(A). O
PROPOSITION 15.3.5. — Soit M un module de longueur finie et ¢ : M — M un

isomorphisme symétrique. Supposons que L soit un Lagrangien de (M, ¢) et notons u
la forme symétrique usuelle sur L& L, i.e. p= (2 1d). Alors il existe des surjections
a:A* > M et : A5 - LdL telles que f(a,9) = f(B, 1) dans KOSP(A),

Démonstration. — Soient m; : A" — L et mo : A™ — L des surjections. On a les
suites exactes

e(my,m) : 0—— (A™)V Q A g 0

et

72

&=

D(e(my,m2)) : 0—— (A™)Y QY A™ 0.

Soit B : Ant™ — L@E la surjection donnée par 7 et mo. Sommant les suites ci-dessus,
on obtient la suite exacte e(my,m2) @ D(e(my,m2))

0—— (A"T)Y —— Qad QY Artm b LoL—0
et on voit que le diagramme suivant commute :
0—— (An+m)Y Qe QY amtm P et o
4 | .|
0 —— (Am+m)Y 5 Q¥ @ QY Antm Lol —0.

uB
Cela montre que f(5, 1) = H(Q). Par ailleurs, le diagramme suivant

0 —— A" —— A"t 5 A 50

[
7T1J ol 7T2l
<4

~

0 L M L 0

se referme en une surjection a : A"*™ — M. La preuve du lemme 15.2.11 montre
que le module K (my,m2) est un facteur direct de f(c, @) égal & son orthogonal. Par
construction, K (m,m) = @ et ainsi f(a,¢) = H(Q). On en déduit que f(a,¢) =
f(B, ). 0

MEMOIRES DE LA SMF 113



15.3. ’ZHOMOMORPHISME ¢ : CH"(A) — K5P(A) 147

PRrROPOSITION 15.3.6. — On a un homomorphisme bien défini
p: GWHY(A) — K57(A)
donné par p(M, ¢) = f(a, @) pour n’importe quelle surjection a: A™ — M.

Démonstration. — La proposition 15.3.4 montre que la classe f(a, ¢) ne dépend pas
de la surjection « choisie. Si M et N sont des modules de longueur finie et

¢: M — M,
7,/1:N—>]/\7'

sont des isomorphismes symétriques, alors

0
e(man,(§ 1)) =elit.o) +o.0)
dans KOS”(A). Par ailleurs, la proposition 15.3.5 montre que si (M, ¢) posseéde un
Lagrangien L, on a ¢(M, ¢) = ¢(H(L)). Donc ¢ est bien défini. O

LEMME 15.3.7. — L’homomorphisme ¢ : GW'Y (A) — K(‘)gp(A) est surjectif.

Démonstration. — Soit (P, u) € Kgp(A). On peut supposer que P est de rang 2. En
effet, si P est de rang supérieur a 2, le théoréme de Serre (corollaire A.1.7) montre
que P ~ @ @& A pour un certain module projectif Q. Comme le seul homomorphisme
antisymétrique A — AV est ’homomorphisme trivial, on voit que A est un sous-
lagrangien de P. Par le théoréeme C.2.3, on obtient (P, u) = (R,n) dans KOSP(A) pour
un certain module projectif R avec rk(R) = rk(P) — 2.

On remarque que la forme antisymétrique p induit une orientation y : /\2 P— A
définie par x(p1 Ap2) = p(p1)(p2). Comme A® P ~ A, le théoréme 14.3.1 montre que

&5(P) = (A/1,0)
pour un idéal réduit I de hauteur 2 et une forme symétrique

¢ AJT — A/
On vérifie que @(A/I,¢) = (P, ). O

LEMME 15.3.8. — Soit (f,g) une suite régquliére de A et I l'idéal engendré par cette
suite. Soit pr g la forme symétrique sur A/I définie par

Psg(1) = Kos(f,9)

ot Kos(f, g) est le complexe de Koszul associé a la suite (f,g). Alors

©(A/L, pyg) = 0.
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Démonstration. — Soit m: A — A/I la surjection évidente. On a le diagramme
(7) f
0 a I e Yy 0
T 2
0—— AV —— AV p AVY A AJI 0
@) o) P
ot h(z,a)(y, B) = aly) — B(x). Donc p(A/I, py,q) = H(A) =0. O
On a donc :
PrOPOSITION 15.3.9. — Soit A une k-algébre lisse de dimension 2. L’homomor-
phisme

p: GWH(A) — K57(A)
induit un homomorphisme surjectif

o CH (4) — K37(A).

Démonstration. — Par le théoréeme 10.3.5, CTI?Q(A) est le quotient de GW (A) par
le sous-groupe H de GW!/(A) engendré par les éléments de la forme (A/(f,g), psg),
ou (f,g) est une suite réguliere et py, est comme dans le lemme 15.3.8. Ce méme
lemme montre que p(H) = 0. O

Montrons maintenant que ¢ est un isomorphisme.
ProprosITION 15.3.10. — L’application
n: K§P(A) — CH (A)
définie par n(P) = é2(P)(1) est un homomorphisme.

Démonstration. — Soient (Py, p1) et (Pa, p2) dans KOSP(A) tels que P; soit de rang 2.
Soient s1 : P — A et so : Py — A des sections telles que A/s;(P;) soit réduit de
hauteur 2 et s1(Py) soit comaximal & sa2(Ps) (pour existence de telles sections, voir
le théoréeme A.2.1). Identifiant /\2 P; a A grace a y; et utilisant la construction de la
section précédente, on obtient pour i = 1,2 des diagrammes commutatifs

0 AV P-4 A/si(P) —— 0
—1l uzl w{
0 AY Py A—" AJs;(B;) —— 0

ou ¥; est un isomorphisme symétrique. Par définition, on a

E2(P) (1) = (A/5:(Py), ).
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Comme A/(s1(Py) N s2(P)) = A/s1(P1) @ A/s2(P2), on obtient en sommant les
diagrammes ci-dessus un diagramme

(3 =) )

0—>(A2)V—)P1@P2 AQ—)A/(Sl( )ﬂSQ(PQ))—>O

' fﬁ)j (5 )J H [ e
00— (A2)Y — 5 PY @ Py —— A2 — A/(s1(P}) N sa(P2)) —— 0.

Considérons le diagramme commutatif

0 P\ P2 ATy A)(s1(P) N s2(P)) —— 0
—1J M?l H J(%l 1&)
0 AV Py A A/(s1(P1) N s5(P3)) — 0

construit a partir de la surjection 7 et I’homomorphisme symétrique (%1 JL ). Par
définition, on a

ea(P)(1) = (/P (P, (1) 11)

et donc ¢2(Py)(1) + é2(P2)(1) = é2(Ps)(1). Il reste donc & démontrer que
(Pr, ) + (P2, p2) = (P, p13)
pour terminer la démonstration de la proposition. Ajoutant la suite exacte
0— AV —— A AV —— A——0

au diagramme ci-dessus, on obtient le diagramme commutatif

0 (A%)V Pg@A@AV—>A2%A/(sl( ) 1 59(P2)) —— 0
[ e H IKES
0 (A2)V PY @ AG A — 5 A2 — A/(s1(P) N s5(P2)) —— 0

ou h(z,a)(y, 8) = a(y) — B(z). On voit de plus que Pautomorphisme o = (§ ') de
A? fait commuter le diagramme suivant :

AQ

|

A2 m}A/(Sl(Pl) n SQ(PQ)).
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Le lemme 15.2.10 permet d’en conclure que (P, & Pa, (' /?2 )) est isométrique a (Ps @
A@ AV, (7). Dans K3P(A), on a donc

(P17/'[/1)+(P25/J’2):(P35/J’3)' O
Finalement on obtient :

THEOREME 15.3.11. — Soit A une k-algébre lisse de dimension 2. Alors la classe
d’Euler induit un isomorphisme

&()(1) : K5P(A) ~ CH (A).

Démonstration. — Il suffit de vérifier que les homomorphismes des propositions 15.3.9
et 15.3.10
9 Sp
p:CH (A) — Kj"(A)
et
- Sp 52
é2()(1) : KgP(A) — CH (A)

sont inverses I'un de 'autre. C’est un calcul direct. O

COROLLAIRE 15.3.12. — Soit A une k-algébre lisse de dimension 2 et P un A-module
projectif de rang 2 tel que det P ~ A. Alors éo(P) = 0 si et seulement si P ~ A2,
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CHAPITRE 16

LE GROUPE DE CHOW-WITT MAXIMAL D’UNE
R-ALGEBRE LISSE

16.1. Résumé

Soit A une R-algebre lisse orientée de dimension n et X = Spec(A). Soient S la
partie multiplicative des f € A sans zéros réels et Xgp = Spec(S~1A). On va tout
d’abord démontrer qu’on a un isomorphisme

CH' (Xp) — Pz
c
ol C est 'ensemble (fini) des composantes connexes compactes de X (R). Ce calcul
est motivé par les théoremes 4.1 et 6.2 de [BO87] ainsi que par le théoreme 4.13
de [BS99]. La premiére section montre que pour toute R-algebre lisse de dimension
n (orientée ou pas), il existe un homomorphisme surjectif

H™(C(X, I",wasr)) — P2
c

La seconde section montre que si A est orientable cet homomorphisme est un isomor-
phisme. Il est néanmoins probable qu’on ait en général un isomorphisme

H™(C(X, I",wasr)) — Pz
C

sans faire 'hypothése que A est orientable. Cette hypothese est donc sans doute
superflue, mais elle simplifie considérablement les preuves puisqu’elle permet d’utiliser
des résultats déja existants. Dans la troisiéeme section, on montre qu’on a une suite
exacte

CH"(A®C) —— CH (X) —— CH (Xg) —— 0

qui permet de calculer le groupe de Chow orienté maximal de X en fonction des
composantes connexes compactes de X (R) et du groupe de Chow classique de A® C.
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16.2. Premiers pas

Posons X = Spec(A). Rappelons qu’on dispose du complexe C(X, ", w,/r) (défi-
nition 9.2.8) :

d
"' @ I(k(y), wh(y)/r) —— @ W(k(z), Wr(z)/r) — 0.
yeX (-1 ze X ()

Comme €2,y /r = 0 pour tout x € X (™) e complexe ci-dessus est en fait

d
o P k@) wiyyr) —— B W(k(z)) — 0.
yeX(n—1) zeX(n)

Définissons pour tout z € X (™ un homomorphisme

¢ W(k(z)) — @Z'
C

Si 2z € X(™ est un point complexe ou un point réel n’appartenant pas & une compo-
sante connexe compacte de X (R), alors on pose ¢, = 0. Siz € X () est un point réel,
on a un isomorphisme

¥ W(k(z) —Z

donné par (< 1 >) = 1. Supposons que x appartienne & une composante connexe
compacte C' de X (R). Alors on a un homomorphisme

MC:Z—>®Z
c

qui est l'inclusion dans la C-iéme composante de @ Z. On pose finalement
c

Py = ,LLCQ/}

Sommant les y,, on obtient un homomorphisme

v: P Wk) — Pz
)

zeX C

Il est évident que ¢ est surjectif. Montrons maintenant que ¢ passe a ’homologie du
complexe C(X,I", w4 /r).

PROPOSITION 16.2.1. — Soit y € X~V Alors la composition

(k) wrgye) —— @ Wik2) - @2z
zeX ™ C

est nulle.
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Démonstration. — Soit B la cloture intégrale de A/y dans k(y). On sait qu’on a un
morphisme de complexes (corollaire 6.3.10)

0 I wrye) — 22— @D W(k(z)) ——0

z€Spec(B)(M)
lz Ok(2) /()

d
— @ ), Wh(y) /R) —— @ (k(z)) ——— 0.
yeXx(n—1 zeX ™

Soient Y = V(y) C X et Z = Spec(B). Soit C; une composante connexe compacte
de X (R) et posons C; = C; NY (R). Alors C; est compact, ouvert et fermé dans Y (R)
(mais pas forcément connexe). Cela signifie que C; est une réunion de composante
connexes compactes de Y. L’homomorphisme naturel A/y — B induit un morphisme
fini

f:Z—Y
et ainsi une application continue
f:ZR) — Y (R).

Soit C; = f~ (C~’) Alors C; est soit vide, soit réunion de composantes connexes
) (car f est propre). Soit D ’ensemble des composantes connexes

compactes de Z(R
compactes de Z(R). On définit une application

n:D— CU{0}

par n(C) = C; sl existe une composante compacte connexe C; de X (R) telle que
C C f~YC;nY(R)) et n(C) = 0 sinon. Cette application induit un homomorphisme

u:@Z%@Z.
D c
Soit

©Z - @ W (k(z)) — @Z

zEZ(l)
I’homomorphisme défini de maniere similaire a ¢. On vérifie que le diagramme suivant
commute :

@ W(k —>@Z

zEZ(l)

> ek(z)/k(z)l JN

@ W(k )TGC}Z.

reX ()
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Ainsi, pour démontrer que la composition

d p
I(k(), weym) —— P W(k(z) — Pz
zeX () C
est nulle, il suffit de démontrer que la composition

Z
I(k(y). wry/m) —— @D Wk(z) ~— @2z
z€Z™) D

est nulle. On est donc ramené au cas ot X = Spec(A) est une courbe réelle lisse. Soit
X la complétion projective lisse de X. Alors X (R) est homéomorphe & une réunion
finie de courbe réelles lisses homéomorphes & S'. On peut voir X (R) comme un ouvert
(dans la topologie euclidienne) de X (R). Soit D I’ensemble des composantes connexes
compactes de X (R). Procédant comme ci-dessus, on voit qu’il suffit de démontrer que
la composition

X
(k) wnx) —— @) W(k(z) 2— Pz
zeX M) D

est nulle pour terminer la démonstration. Le théoreme 3.3 de [Kne76] montre qui si
X est une courbe algébrique complete lisse sur R la composition ci-dessus est nulle.
Cela termine la preuve. O

COROLLAIRE 16.2.2. — Soit A une R-algébre lisse de dimension n. Soit X =
Spec(A) et C l'ensemble des composantes connexes compactes de X (R). Alors on a
un homomorphisme surjectif

o HM(C(X, I"wap) — EPL.
C

16.3. Le calcul de Cf’\l/{n(XR)

Supposons que A soit orientée et fixons un isomorphisme w,,;, ~ A. Cet isomor-
phisme induit un isomorphisme C(X,I") ~ C(X,I",w,/;). Composant cet isomor-
phisme avec I’homomorphisme

o HM(C(X,I",wan) — EPZ,
c
on obtient un homomorphisme

o H'(C(X,I") — EPZ.
C

Supposons Card(C) = m. Dans ce qui suit, nous allons montrer que H"(C(X,I™)) est
engendré par au plus m éléments. Cela montrera que ¢ est un isomorphisme. Nous
aurons besoin de quelques résultats.
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LEMME 16.3.1. — Soit A une R-algébre lisse de dimension 2 et x € Spec(A) un
point complexe. Alors il existe une suite réguliére (f,g) € A telle que A/(f,g) ait une
décomposition primaire My @ --- ® M, avec My z-primaire de longueur impaire et
Mo, ..., M, de support compleze et de longueur paire.

Démonstration. — Voir [BO87, lemme 4.2, p. 622]. O

COROLLAIRE 16.3.2. — Soit A une R-algébre lisse de dimensionn et x € Spec(A) un
point compleze. Alors il existe une suite réguliére (fi,..., fn) telle que A/(f1,..., fn)
ait une décomposition My @ --- & M, avec My z-primaire de longueur impaire et
M, ..., M, de support complexe et de longueur paire.

Démonstration. — Utilisant 'annexe A, théoreme A.2.1, on voit qu’il existe une suite
réguliere (f1,..., fn—2) telle que A/(f1,..., fn—2) soit lisse de dimension 2 et contienne
x. On utilise alors le lemme pour conclure. O

COROLLAIRE 16.3.3. — Soit x un idéal complexe et i un générateur de W' (A,).
Alors ;1 =0 dans H"(C(X,I™)).

Démonstration. — Par le théoreme 10.3.5, on sait que I'image de la différentielle
d: P 1M4,)— P w4
yex(n—l) zeX (n)
est engendré par les classes de couples [A/(g1,---,9n), Pgr.....qn) OU (915 - - -, gn) €St Une

suite réguliere et

Porcgn = A/ (915 9n) — Ext4(A/ (g1, gn), A)

est défini par pg,, 4. (1) = Kos(g1,-..,gn). Utilisant le corollaire ci-dessus, on sait
qu’il existe une suite réguliere (f1, ..., fn) telle que A/(f1,..., fn) ait une décomposi-
tion M1 @ - --® M, avec M; x-primaire de longueur impaire et Mo, ..., M, de support
complexe et de longueur paire. Puisque W (C) = Z/2, on voit alors que

[A/(f1s- s fn)s Ppenpl = 12

dans @ WU (A,). Cela termine la preuve. O
rzeAn)

Passons maintenant aux points réels.

PROPOSITION 16.3.4. — Soit X = Spec(A) et Xg = Spec(S™1A) ou S est la partie
multiplicative des f € A sans zéros réels. Soient x,y € X deux points réels appar-
tenant & une méme composante connexe de X (R). Alors x Uy est une intersection
compléte dans Xg.

Démonstration. — Voir [BS99, proposition 4.8, p. 303]. O
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COROLLAIRE 16.3.5. — Soit X = Spec(A) et Xg = Spec(S™1A) ou S est la partie
multiplicative des f € A sans zéros réels. Soit x € X un point réel n’appartenant a
aucune composante conneze compacte de X (R). Alors x est une intersection compléte
dans Xg.

Démonstration. — Voir [BS99, corollaire 4.9, p. 304]. O

COROLLAIRE 16.3.6. — Soitx € X un point réel n’appartenant a aucune composante
connexe compacte de X (R) et p € W (A,). Alors p est nul dans H"(C(X, I™)).

Démonstration. — Par le corollaire ci-dessus, on sait qu’il existe une suite réguliere
(ai,...,a,) dans S~'A engendrant z. Multipliant éventuellement par s? pour un
certain s € S, on peut supposer que a; € A pour tout 7. De plus, appliquant des
opérations élémentaires & cette suite, on peut supposer que a; € A pour tout i et
ht(aq,...,a,) = n (voir la preuve du théoréeme 4.14 dans [BS99]). Il s’ensuit que

(a1,...,ap) =xNzL N Nz

pour des z, complexes. On considere [A/(f1,..., fn), Pfi,....f.)- La localisation de cette
forme en x est un générateur de W' (A,) puisque A,/(f1,..., fn)As est un A,-
module de longueur 1. Ceci montre que p est égal, dans H"(C(X,I™)), & une somme
de points complexes munis de formes quadratiques. Cette somme est nulle par le
corollaire 16.3.3. O

PRrROPOSITION 16.3.7. — Soient x,y € X des points réels appartenant a la méme
composante connere compacte de X (R), u un générateur de W' (A,) et v un géné-
rateur de W' (A,). Alors p = +v dans H"(C(X,I")).

Démonstration. — 1l suffit d’utiliser la proposition 16.3.4 et la présentation explicite
du groupe de Chow-Witt maximal d’une k-algebre (théoreme 10.3.5). O

Nous avons obtenu le théoréme suivant :

THEOREME 16.3.8. — Soit A une R-algébre lisse orientée de dimension n. Posons
X = Spec(A). Alors on a un isomorphisme

p: HM(C(X,I") — Pz
c
ot C est ’ensemble des composantes connexes compactes de X (R).

Démonstration. — En effet, les résultats ci-dessus montrent que H™(C(X,I™)) est
engendré par au plus m = Card(C) éléments. Cela montre que

p: HM(C(X,I") — Pz
C

est un isomorphisme. O
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COROLLAIRE 16.3.9. — Soit A une R-algéebre lisse de dimension n. Alors on a un
isomorphisme

¢ HY(C(X,I"/I")) — P z/2z
c
ot C est ’ensemble des composantes connexes compactes de X (R).

Démonstration. — On définit un homomorphisme
o P wWiikx) — @z/2z
reX () C
de maniére similaire &
v: P Wk) — Pz
reX () C

Utilisant les mémes techniques que pour ¢ et remarquant qu’on a un isomorphisme
canonique

H™(C(X, I"/I")) — H(C(X, I /1" wayr))

on obtient facilement le résultat. O

Traitons maintenant le cas du complexe en K-théorie de Milnor. Dans ce cas, on ne
peux pas utiliser le corollaire 16.3.2 pour éliminer les points complexes. On travaille
donc avec X qui n’a pas de points complexes.

COROLLAIRE 16.3.10. — Soit A une R-algébre lisse de dimension n. Alors on a un
isomorphisme

v : CH"(Xg) — EPz/22
C

ot C est 'ensemble des composantes connexes compactes de X (R).

Démonstration. — Par le corollaire ci-dessus, on a un isomorphisme
¢ HY(C(X,I"/T")) — P z/22.
c

On en déduit un isomorphisme

ok H'(C(Xe, I/ 1)) — P Z/22.
C

et une surjection
¥ : CH'(Xg) — P z/22.
c

La proposition 16.3.4 et le corollaire 16.3.5 montrent que CH™(XR) est engendré par
m = Card(C) éléments. Montrons que pour chaque générateur x, on a 2z = 0. Soit
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donc C une composante connexe compacte de X(R) et z € Xg. Soit y € C différent
de x et z € C différent de x et y. Par la proposition 16.3.4, on a

z+y=0
y+2=0
z+2=0
dans CH"(Xg). On en tire immédiatement que 2z = 0. O
Nous obtenons finalement :
THEOREME 16.3.11. — Soit A une R-algébre lisse orientée de dimension n. Soit

Xg = Spec(S~1A) ou S est la partie multiplicative des f € A sans zéros réels. Alors
on a un isomorphisme

©:CH ! (Xg) — @ Z
c
ot C est 'ensemble des composantes connexes compactes de X (R).

Démonstration. — Utilisant la suite exacte de la remarque 10.2.8, ainsi que le théo-
réme 16.3.8 et le corollaire 16.3.10, on obtient un homomorphisme surjectif

Y Ef{n(XR) — @Z
c

ou C est 'ensemble des composantes connexes compactes de X (R). Utilisant les mémes

techniques que dans le théoreme 16.3.8, on voit que CH" (XRr) est engendré par m =
Card(C) éléments. O

REMARQUE 16.3.12. — Si A n’est pas orientable, ce théoréeme est faux. Il existe en
effet pour tout n > 2 une R-algebre A de dimension n non orientable telle qu’on a un
isomorphisme (voir le corollaire 17.4.9)

p:CH' (Xz) — EDz/22.
C

16.4. La suite exacte

Soit A une R-algebre lisse de dimension n et S la partie multiplicative des f € A
sans zéros réels. Notons comme dans la section précédente X = Spec(4) et X =
Spec(S~!A). La localisation induit un morphisme plat i : Xg — X et donc un homo-
morphisme (corollaire 10.4.2) :

*:CH (X) — CH (Xg).

LEMME 16.4.1. — L’homomorphisme i* est surjectif.

MEMOIRES DE LA SMF 113



16.4. LA SUITE EXACTE 159

Démonstration. — Considérons le diagramme

o —— O (X, G) ——— O (X, GP) ——— O™(X, G™) ——— 0

s O" (X, G7) —— O (X, G7) —— C™(Xp, G™) —— 0

oit les lignes sont les complexes utilisés pour calculer CH n(X ) et CH n(XR) respecti-
vement et les homomorphismes verticaux sont induits par i*. On voit que ces homo-
morphismes verticaux sont surjectifs. On en déduit que i* : Cf'\fln(X) — Cr’\fln(XR)
est surjectif. O

L’inclusion R — C donne un morphisme fini j : Spec(A ® C) — Spec(A) et donc
un homomorphisme (corollaire 10.4.5)
jo 1 CH (A® C,Homus(A® C, A)) — CH' (X).

Par ailleurs, la trace tr : C — R induit un homomorphisme A @ C — A. Cet ho-
momorphisme est un générateur de Homs (A ® C, A) comme A ® C-module et donne
donc un isomorphisme

n:A®C— Homy(A®C, A).
Utilisant cet isomorphisme, on obtient un homomorphisme
jo 1 CH (A®C) — CH (X).
La remarque 10.2.16 montre que CTI?"(A ® C) est canoniquement isomorphe a
CH"(A ® C). On obtient finalement un homomorphisme
jo t CH"(A®C) — CH (X).
Rappelons que CH' (X) est un quotient du groupe de Grothendieck-Witt GW/ (A)
(remarque 10.2.9). Si m est un idéal maximal complexe de A, on fixe une forme
symétrique
O @ A/m — Ext’; (A/m, A).
Toute forme symétrique A/m — Ext’;(A/m, A) est isométrique & ap. Sim est un
idéal réel, on fixe également une forme symétrique
B A/m — Ext’i (A/m, A).
On voit alors que toute forme symétrique A/m — Ext’(A/m, A) est isométrique a
O ou a —fy,.
LEMME 16.4.2. — Soit j, : CH"(A® C) — CTI?"(X) l’homomorphisme défini ci-
dessus. Alors
jum) = { j(m) sz: ](m) est co,mplea:e
Bitm)L — Bjim)y si j(m) est réel.
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Démonstration. — C’est une conséquence directe du calcul de
Je : GW((A® C)/m) — GW(A/j(m)). O

COROLLAIRE 16.4.3. — Soient

i CH (X) — CH (X(R))
et -

Jj« :CH"(A®C) — CH (X)
les homomorphismes définis ci-dessus. Alors i*j, = 0.
Démonstration. — Soit m € Spec(A®C). Si j(m) est un point complexe, alors j,(m) =
@j(m) et par définition i*j.(m) = 0. Supposons que j(m) soit réel. On a alors j.(m) =
Bjm)L — Bjm) et i*ju(m) = Bjm)L — Bj(m). La définition de 'isomorphisme

Y CH' (Xg) — @ Z
c

du théoreme 16.3.11 montre que i*j,(m) = 0. O

Nous obtenons finalement :

THEOREME 16.4.4. — Soit A une R-algebre lisse de dimension n, S la partie mul-
tiplicative des f € A sans zéros réels, X = Spec(A) et Xg = Spec(S™1A). Les
morphismes i : Xgp — X et j : Spec(A® C) — X donnent une suite exacte
CH"(A®C) L OH"(X) - CH" (Xg) —— 0.
Démonstration. — Cette suite est exacte a droite par le lemme 16.4.1. Le corol-
laire 16.4.3 donne i*j, = 0. Il suffit donc de montrer que Ker(i*) C Im(j,). Considé-
rons v € CH (X) et C1,...,C, ensemble des composantes connexes compactes de
X (R). Soient my,...,m, des points réels tels que m; € C; pour tout i. Les preuves
des corollaires 16.3.6 et 16.3.7 montrent que
Yt Y
7 m complexes

pour certaines formes 0, et €y. On remarque que chaque € est dans Im(j,). Par
ailleurs, chaque 0y, est une somme de (B, et de —f,, pour un isomorphisme
ﬁmi . A/mz — Eth(A/m“A)
Si i*(y) = 0, alors le théoréme 16.3.11 montre que i*(dm;) = 0 pour tout . Le méme
théoreme montre que
Om; = Z (Bus L = Brm,)-

Soit m un point de Spec(A ® C) au dessus de m;. Utilisant le lemme 16.4.2, on trouve
que jx(m) = Bm, L — Bm,. Cela conclut la preuve. O
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CHAPITRE 17

LES GROUPES DES CLASSES D’EULER

17.1. Résumé

Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler la définition du groupe des classes
d’Euler et les principaux résultats concernant ce groupe. Toutes les définitions et tous
les résultats se trouvent dans [BS99] et [BS00]. Soit & un corps infini parfait, A une
k-algebre lisse de dimension n. Soit encore F(A) le groupe des classes d’Euler, P un
module projectif tel qu’il existe un isomorphisme

x : det P — A.

Alors on peut définir une classe dans E(A) appelée classe d’Euler de P et notée e(P, x)
satisfaisant la propriété suivante

e(P,x) =0 < P=QaA.
Nous montrons qu’il existe un homomorphisme surjectif
n: E(A) — CH' (A)

tel que n(e(P, x)) = ¢,(P). Le calcul du chapitre précédent montre que si A est une
R-algebre lisse orientée alors n est un isomorphisme. Ainsi, pour tout projectif P de
rang n tel que det P ~ A, on a

n(P)=0 < P~QaA

Nous verrons également que 7 est un isomorphisme pour toute k-algebre lisse de
dimension 2.

17.2. Définition du groupe des classes d’Euler et premiers résultats

Soit X = Spec(A) une variété affine lisse de dimension n sur un corps k infini et
parfait. Soit G le groupe abélien libre engendré par les couples de la forme (m,wy)
ot m est un idéal maximal de A et wy, est un générateur de A" (m/m?). Soit J = Nm;
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I'intersection d'un nombre fini de maximaux et w; un générateur de \"(J/J?). Alors
la localisation de wy en tout idéal maximal m; tel que J C m; donne un générateur
wm; de A\"(m;/m?). Dans G, on note

(Jv WJ) = Z(mivwmi)'

Soit H le sous-groupe de G engendré par les couples (J,wy) ou J = (aq,...,a,) est
une intersection compléte réduite et wy =@y A --- A @, dans \"(J/J?).

DEFINITION 17.2.1. — On appelle groupe des classes d’Euler le groupe G/H. On le
note E(A).

Soit maintenant P un module projectif de rang n tel que A" P ~ A. Choisissons
un générateur x de A" P. Soit
v P—J
une surjection, ol J est l'intersection d’un nombre fini d’idéaux maximaux (voir le
corollaire A.2.2 pour Dexistence d’une telle surjection). On a un isomorphisme

A N(P/IP) — N\(J/T?).

DEFINITION 17.2.2. — On appelle classe d’Euler de (P,x) lélément (J,A")(x))
de E(A). On la note e(P, x).

REMARQUE 17.2.3. — A priori, cette classe dépend de la surjection ¢ : P — J
choisie. Dans [BS98], il est démontré que cette classe ne dépend en fait pas de la
surjection choisie.

Le théoréme suivant montre que le groupe E(A) et la classe d’Euler sont une bonne
réponse au probléme de scinder un projectif de rang maximal :

THEOREME 17.2.4. — Soit k un corps infini parfait et A une k-algébre lisse de di-
mensionn > 2. Soit J un idéal réduit de hauteur n et wy un générateur de \" (J/J?).
Soit encore P un module projectif de rang n et x un générateur de \" P. On a :
1°) Supposons que (J,wy) =0 dans E(A). Alors J = (a1,...,an) est une intersec-
tion compléte et wy =ay A -+ A @y dans \"(J/J?).
2°) Supposons que e(P,x) = (Jywy) dans E(A). Alors il existe une surjection v :
P — J telle que A™)(x) = wy.
3°) P~Q® A si et seulement si e(P,x) =0 dans E(A).

Démonstration. — Voir [BS98|. O

Il y a également une version faible du groupe des classes d’Euler. Considérons le
groupe abélien libre F' engendré par les idéaux maximaux de A et le sous-groupe K de
F engendré par les éléments de la forme ). m; ol les m; sont des idéaux maximaux
distincts tels que N;m; soit une intersection complete.
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DEFINITION 17.2.5. — On appelle groupe des classes d’Euler faible le groupe F/K.
On le note Ey(A).

Soit P un module projectif de rang n et 1 : P — J une surjection telle que J soit
réduit de hauteur n.

DEFINITION 17.2.6. — On appelle classe d’Fuler faible de P ’élément J de Eo(A).
On la note e(P).

LEMME 17.2.7. — L’opération envoyant un couple (m,wy) de E(A) sur I’élément m
de Eo(A) donne un homomorphisme surjectif

E(A) — Ey(A).
Démonstration. — C’est clair. O

Examinons maintenant la question des liens entre E(A) et CH n(A) Considérons
(m,wn) € E(A). Supposons que wy =1 A -+ - ATy, On associe a la paire (m, wn) le
——n
couple (A/m,p,) € CH (A) ou

Pw A/m — Ext’y (A/m, A)

est donné par p, (1) = Kos(ma,...,my).
PROPOSITION 17.2.8. — L’association décrite ci-dessus induit un homomorphisme
surjectif

n:E(A) — CH (A).

Démonstration. — Pour démontrer que 7 est bien défini, il suffit de voir que si J =
(a1,...,ay) est de hauteur n et wy =@y A---A@, alors n(J,wy) est nul dans Cf'\ﬁn(A)
Le théoréeme 10.3.5 montre que c’est vrai. De plus, 1 est un homomorphisme surjectif
par définition. O

Dans le méme ordre d’idées, nous avons les deux résultats suivants, dont les preuves
sont laissées au lecteur :

PROPOSITION 17.2.9. — L’opération envoyant un m € Eo(A) sur m € CH™(A) in-
duit un homomorphisme surjectif

ProrosITION 17.2.10. — Le diagramme suivant commute :

E(A) — Ey(A)

nl JUO
CH' (A) —— CH"™(A).

Nous pouvons également comparer la classe d’Euler dans E(A) et la classe d’Euler
dans CH n(A)
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ProroOSITION 17.2.11. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n et P un module
projectif de rang n tel qu’il existe un isomorphisme

K /"\ P — A.
Cet isomorphisme induit un isomorphisme
0, :CH (A ,detP) — CH (A)
tel que n(e(P, X)) = On(n(P)) 0 X = K~1(1).

Démonstration. — Soit s : P — A une section telle que s(P) soit réduit de hauteur n.
Par le théoréme 14.3.1, on sait que é,(P) est donnée par le diagramme

A" P A A/s(P)

| | I

Homa (A, \" P) — ... — Homa (A" P, \" P) — Ext’;(A/s(P), \" P).

Utilisant k, ce diagramme devient

A" P A A/s(P)

| l I

AV ——— .. —— Homu (A" P, A) —— Ext’; (A/s(P), A).

Soient my, ..., m, les idéaux maximaux tel que s(P) = my; N---Nm,. Choisissons une
base p1,...,Pn de Pu,u..um, telle que k(p1A---Ap,) = 1. Onadoncpi A---Ap, = X.
Soient ai,...,a, € Am,u..um, tels que a; = s(p;). On voit que pour tout m;

P R(mi) — BExtl | (k(mi), Am,)

est la forme symétrique donnée par ¢n,(1) = Kos(ay,...,a,). Les descriptions de
e(P, x) et n donnent immédiatement 1’égalité

n(e(P,x)) = 0x(cn(P)). O
Nous avons également :

PrOPOSITION 17.2.12. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n et P un module
projectif de rang n. Alors no(e(P)) = ¢y (P).

Démonstration. — Cette description de la classe de Chern maximale de P est clas-
sique (voir par exemple [Ful84, lemme 3.2, p. 52]). O
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17.3. Le groupe des classes d’Euler noethérien

Il apparait que le groupe des classes d’Euler usuel peut se généraliser dans le cas
d’un anneau noethérien contenant le corps des rationnels Q (voir [BS00]). Soit A
une telle algebre avec dim(A) > 2. Si J est un idéal de hauteur n tel que J/J? est
engendré par n éléments on dit que deux surjections

a:(A))" — J)J?
et
B: (A} — J)J?

sont équivalentes s’il existe un automorphisme o de (4/J)™ de déterminant 1 tel que
ao = f3. Notons [a] la classe d’équivalence de a. Une telle classe d’équivalence est
appelée une orientation locale de J. Une orientation locale [a] de J est dite globale si
« se reléve en une surjection

o A" — .

Remarquons que si « se reléve en une surjection o, alors il en est de méme de toute
surjection

B: (A} — J)J?

équivalente a . En effet deux telles surjections different d'un o € SL4,;((A/J)").
Puisque A/.J est de dimension nulle, on a SL4,;((A/J)") = Ea,;((A/J)") et donc
on peut également relever o.

Considérons le groupe abélien libre G’ engendré par les paires (IV, [an]) ou N est
un idéal m-primaire pour un certain idéal maximal m et [ay] est une orientation locale
de N. Soit J un idéal de hauteur n tel que J = NN; pour des idéaux N; m;-primaires
et tel que J/J? est engendré par n éléments. Soit encore [w ;] une orientation locale de
J. Localisant wz, on voit que celle-ci induit des orientations locales [wy,] pour tout .
On écrit alors dans G’ :

(J, [ws)) = D (N, [wn,))-
3
Considérons le sous-groupe de G’ engendré par les paires (J, [ws]) ol J est un idéal
de hauteur n et [wy] est une orientation globale de J.

DEFINITION 17.3.1. — On appelle groupe des classes d’Euler noethérien le groupe
G'/H'. On le note E'(A).

On peut aussi définir une classe d’Euler & coefficients dans E’(A). Soit P un module
projectif de rang n tel qu’il existe un isomorphisme

X:/n\P—>A.
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Soit ¢ : P — J une surjection ot J est un idéal de hauteur n (pour lexistence
d’une telle surjection, voir le corollaire A.1.8). Réduisant modulo J, on obtient une
surjection

W} P/JP — J/J?.
Choisissons un isomorphisme

5 (A)J)" — P/IP

tel que A"(¥) =X '. On obtient ainsi une surjection
Py (AT — T[T
qui est une orientation locale de J. Notons wj cette orientation.

DEFINITION 17.3.2. — L’élément (J,|wy]) sera appelé classe d’Euler noethérienne
de (P,x). On la note e'(P, x).

REMARQUE 17.3.3. — Il n’est pas évident que cette classe est bien définie. Pour s’en
convaincre, voir [BS00].

On a le résultat suivant :

THEOREME 17.3.4. — Soit A une Q-algébre noethérienne de dimension n > 2 et P
un module projectif de rang n. Soit encore x : N P — A un isomorphisme. Alors
€' (P,x) =0 si et seulement si P~ Q @& A.

Démonstration. — Voir [BS00, corollaire 4.4, p. 203]. O

Comme dans le cas d’un algebre réguliere, on peut définir un groupe des classes
d’Euler noethérien faible. Soit F’ le groupe abélien libre engendré par les idéaux
N m-primaires pour un certain m maximal et tels que N/N? soit engendré par n
éléments. Comme d’habitude, si J = NN; pour des N; m;-primaires est tel que J/J?
est engendré par n éléments on note dans F’

J:ZNi.
i

Soit K’ le sous-groupe de F’ engendré par les idéaux d’intersection compléte, c’est-

a-dire les idéaux de la forme J = (aq,...,ay) pour des a; € A formant une suite
réguliere.
DEFINITION 17.3.5. — On appelle groupe des classes d’Euler noethérien faible le

groupe F'/K'. On le note E{(A).

Examinons maintenant les liens entre le groupe des classes d’Euler noethérien et le
groupe de Chow orienté maximal d’une k-algebre lisse. Soit M un idéal m-primaire et

war : (A/M)™ — M/M?
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une surjection. Cette surjection donne un ensemble my,...,m, qui engendre locale-
ment M. On associe au couple (M, wys) le couple symétrique (A/M, par) ou

oy A/M — Exti (A/M, A)

est défini par pps(1) = Kos(myq,...,my). On vérifie que deux surjections équivalentes
donnent la méme forme symétrique. On obtient ainsi un homomorphisme

v:G — Ef{n(A)

en définissant v(M, [war]) comme étant la classe dans CH n(A) du couple symétrique
(A/M,pp). On a:

PROPOSITION 17.3.6. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n sur un corps de
caractéristique nulle. L’homomorphisme v défini ci-dessus induit un homomorphisme
surjectif

v:E'(A) — CH (A).

Démonstration. — 11 suffit de voir que v(H’) = 0. Clest clair au vu du théo-
reme 10.3.5. .

De méme, on peut définir une version faible de cet homomorphisme

ProproOSITION 17.3.7. — L’homomorphisme
vy : F' — CH"(A)

défini par vo(M) = 1(A/M) pour tout idéal M m-primaire induit un homomorphisme
surjectif
vy : By (A) — CH"(A).

Le résultat suivant est laissé au lecteur :

PROPOSITION 17.3.8. — Le diagramme suivant commute :
E'(A) — E(4)
Vl JVO
CH'(A) —— CH(A).
Examinons maintenant les liens entre les groupes des classes d’Euler classique et

noethérien. Soit m un idéal maximal de A et wy un générateur de A" m/m2. Si wy =
my A --- ATy, on obtient une surjection

Om @ (A/m)" — m/m?
en posant Oy (e;) = ;. On obtient ainsi un homomorphisme

¢:F — E'(A)
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donné par ¢(m,wn) = (M, fy,). Cet homomorphisme induit un homomorphisme
¢:E(A) — E'(A).

PRrROPOSITION 17.3.9. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n sur un corps de
caractéristique nulle. Alors
¢:E(A) — E'(4)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Voir [BS00, remarque 4.7, p. 23]. O

17.4. Quelques résultats
Commengons par un théoreme :
THEOREME 17.4.1. — Soit A une Q-algeébre de dimension 2. Alors l’application
a: KSP(A) — E'(A)
définie par a(P,x) = e(P,x) est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [BS00, remarque 4.7, p. 23]. O

COROLLAIRE 17.4.2. — Soit A une k-algébre lisse de dimension 2 sur un corps k de

— 2
caractéristique nulle. Alors les groupes E(A) et CH (A) sont isomorphes.

Démonstration. — Le théoreme 15.3.11 montre que la prise de la classe d’Euler est

un isomorphisme de K3 (A) vers cH’ (A). Il s’ensuit que 'homomorphisme
n: E(A) — CH (4)
est un isomorphisme. O
Nous avons également un corollaire intéressant :

COROLLAIRE 17.4.3. — Soit A une k-algébre lisse de dimension 2 sur un corps k de
caractéristique nulle. Soit m un idéal maximal de A, M un idéal m-primaire et

war ¢ (A/M)? — M/M?>
une surjection. Supposons que v(M,wyr) = Y (A/m;, ¢;) pour des mazimauz m; (non
forcément distincts) et des isomorphismes

(ﬁi : A/mz — Exti(A/m“A)

Notons

Wi - (A/ﬂll)2 — ml/mf

la surjection associée d ¢;. On a alors dans E'(A) Uégalité suivante :

(Mva) = Z(mivwma‘,)'
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Examinons maintenant le cas des R-algebres. On a :

THEOREME 17.4.4. — Soit A une R-algébre lisse orientée de dimension n. Posons
X = Spec(A4). Soit S la partie multiplicative des f € A sans zéros réels. Alors on a
un isomorphisme

A:EST'A) — Pz
I
ot I est l'ensemble des composantes connezes compactes de X (R).

Démonstration. — Voir [BS99, théoréme 4.13, p. 306]. O

THEOREME 17.4.5. — Soit A une R-algébre lisse orientée de dimension n. Soit S la
partie multiplicative des f € A sans zéros réels. Alors on a une suite exacte

E(A®C) —— E(A) —— E(S7'4A) —— 0.
Démonstration. — Voir [BS99, théoremes 4.13 et 4.14, p. 306 et 307]. O

COROLLAIRE 17.4.6. — Soit A une R-algébre lisse orientée de dimension n. Alors
n: E(A) — CH' (A)
est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du théoreme ci-dessus, du théo-
reme 16.3.11 et du théoreme 16.4.4. O

COROLLAIRE 17.4.7. — Soit A une R-algebre lisse orientée de dimension n et P un
module projectif de rang n. Alors é,(P) =0 si et seulement si P ~ Q @ A.

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser le corollaire ci-dessus, le théoréeme 17.2.4 et la
proposition 17.2.11. O

On peut également calculer CH n(A) dans certains cas ot A n’est pas orientable.

On a

PROPOSITION 17.4.8. — Soit X = Spec(A) un ouvert affine de P*"(R) avec n > 2
pair. Alors

E(A) = Ey(A) =CH"(A) =Z/27Z.
Démonstration. — Voir [BS99, corollaire 6.3, p. 319]. O

COROLLAIRE 17.4.9. — Soit X = Spec(A) un ouvert affine de P*"(R) avec n > 2
pair. Alors

CH'(X) =17/2Z.
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Démonstration. — 11 suffit de contempler le diagramme commutatif suivant :

E(A) —— Eo(4)

b

CH'"(A)—— CH"(A). O
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APPENDICE A

THEOREME D’EISENBUD-EVANS
ET THEOREME DE BERTINI

A.1. Théoréme d’Eisenbud-Evans

DEFINITION A.1.1. — Soit A un anneau noethérien et M un A-module de type fini.
On dit que m € M est basique en © € Spec(A) si m & xM,. Si X est une partie de
Spec(A), on dit que m est basique en X si m est basique en x pour tout x € X.

DEFINITION A.1.2. — Soit A un anneau noethérien et M un A-module de type fini.
Pour tout © € Spec(A), on note (M) le nombre minimal de générateurs du A,-
module M,.

REMARQUE A.1.3. — Par le lemme de Nakayama, on voit que p, (M) est la dimen-
sion du k(x)-espace vectoriel M, /xM,.

DEFINITION A.1.4. — Soit A un anneau noethérien, X C Spec(A) et
d: X —N

une fonction. On définit un ordre partiel sur X en posant que T <<y Si x =Y ou Si
x Cy etd(x) <dy).

DEFINITION A.1.5. — Soit A un anneau noethérien, X C Spec(A). Une fonction
d: X —N
est une fonction de dimension généralisée si pour tout idéal I de A l'ensemble V (I)NX
ne posséde qu’un nombre fini d’éléments minimauzx pour Uordre <<.
Par exemple, d : Spec(A) — N définie par d(z) = ht(x) est une fonction de dimen-
sion généralisée sur Spec(A). Si ¢t € N est un entier, posons
X = {z € X| ht(zx) <t}
La fonction
dt : Xt — N
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définie par
di(z) = max{n tels qu’il existe une chaine x C yo C -+ C y, avec y; € X;}

est une fonction de dimension généralisée. On a le théoréme suivant (voir [Plu83]) :

THEOREME A.1.6. — Soit A un anneau noethérien et d : X — N une fonction de
dimension généralisée sur un sous ensemble X de Spec(A). Soit M un A-module de
type fini tel que p, (M) > d(z) pour tout x € X. Alors M posséde un élément basique.

On obtient immédiatement les corollaires suivants :

COROLLAIRE A.1.7. — (Serre) Soit A un anneau noethérien de dimension n et P
un module projectif de rang m > n. Alors il existe un module projectif Q tel que
P~Qa A

Démonstration. — Utilisons la fonction de dimension généralisée d définie par d(x) =
ht(x) pour tout « € Spec(A4). Comme le rang de P est égal & celui de son dual, on a
pz(PY) =m > d(x) pour tout x € X. Par le théoréme ci-dessus, il existe un ¢ € PV
basique sur Spec(A). 1l est clair que ¢, est surjective pour tout z € Spec(A). Donc
P ~ A® Ker(o). O

COROLLAIRE A.1.8. — Soit A un anneau noethérien de dimension n et P un module
projectif de rang n. Alors il existe un homomorphisme

¢p:P— A
tel que ht(p(P)) > n. Si de plus 1, ..., Ty sont des mazimauz, on peut choisir ¢ tel
que ¢(P) ¢ x1 N+ N Ty
Démonstration. — Soient X,, I’ensemble et d,, la fonction de dimension généralisée
définis ci-dessus. On étend d,, en d’ sur X = X,,U{z1U---Uz,} en posant d’'(z;) = 0.
Comme les z; sont en nombre fini, il est clair que d’ est encore une fonction de
dimension généralisée. Par le théoréeme A.1.6, il existe un homomorphisme

¢o:P— A

qui est basique sur X. Cela signifie que ¢(P) n’est contenu dans aucun premier de
hauteur inférieure & n, et n’est pas non plus contenu dans les z;. Donc ht(¢(P)) > n
et ¢(P) Z 1NN Ty O

A.2. Théoréme de Bertini

THEOREME A.2.1. — Soient k un corps infini et A une k-algébre géométriquement
réduite de dimension m. Soit P un module projectif de rang v et (a,a) € PV @ A.
Alors il existe un homomorphisme (3 € PV tel que si I = (a+ af)(P) on a :
1°) Soit I, = Aq, soit I, est un idéal de hauteur r tel que A,/I, soit géométrique-
ment réduit.
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2°) Sir < dim(A) et A, est géométriquement intégre, alors A,/I, est géométrique-
ment intégre.
3°) Si A, est lisse alors Ay/1, est lisse.

Démonstration. — Cette version du théoréme de Bertini est due & Swan (voir [SwaT74,
théoreme 1.3]). O
COROLLAIRE A.2.2. — Soit A une k-algébre lisse de dimension n et P un module
projectif de rang n. Alors il existe une section

s:P— A

telle que s(P) soit lintersection d’un nombre fini de mazimauz.

Démonstration. — Soit o« € PV un homomorphisme quelconque. On considére le
couple (o, 1) € PV @ A. Par le théoréme ci-dessus, il existe § € PV tel que (a+ 3)(P)
soit de hauteur n et lisse. Ainsi (o + 3)(P) est Uintersection d’un nombre fini de
maximaux. O
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APPENDICE B

CATEGORIES TRIANGULEES

B.1. Définition

Dans cette annexe, nous donnons la définition d’une catégorie triangulée, quelques
résultats basiques et quelques exemples. Pour plus de renseignements, le lecteur est
prié de se référer au livre de C. Weibel ([Wei94, chapitre 10]). Soit C une catégorie
additive munie d’'un foncteur covariant additif

T:F—F
qui est un automorphisme de catégorie. Un triangle dans C est un diagramme

B v

A A-2.B C TA

ou A, B,C sont des objets de C et «, 3,7 sont des morphismes de C. Ce diagramme
est aussi parfois écrit

c
/N
A— B
@
bien que 7 ne soit pas un morphisme de C vers A.
Une catégorie triangulée est une catégorie additive C munie d’un foncteur covariant
additif T comme ci-dessus (T est appelé translation) dans laquelle on choisit une classe

de triangle, appelés triangles exacts, satisfaisant les axiomes suivants :
1

(TR1). — Pour tout A, le triangle A A 0 TA est exact. Pour
tout morphisme f : A — B, il existe un triangle exact

AfB C TA.

Si A\ est exact, alors tout triangle isomorphe a A est aussi exact.
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(TR2). — Si le triangle A est exact, alors le triangle

B o 2 ra g
est aussi exact.
(TR3). — Si

A P D g
et

w oy P

sont des triangles exacts et il existe des morphismes f: A — A’ et g : B — B’ tels
que le carré de gauche dans le diagramme suivant commute

A2 ,g P o 0 ra

fJ QJ HhJ T fJ

A — B 5 ¢ —TA
a v

alors il existe h : C — C’ tel que le diagramme commute. Ce h n’est pas unique en
général.

Si f: A — B est un morphisme, la condition TR1 montre qu’on peut trouver un
triangle exact

f B v

A B C TA.

Utilisant TR3, on voit que le triple (C, 3,) est unique & un isomorphisme non unique
pres. L’objet C' est appelé cone de f.

(TR4). — Soient f : A — B et g : B — C des morphismes composables et soit
h = go f. Pour tout choix de triangles exacts

A B U

TA, B C 1% TB

et
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il existe des morphismes i : U — W et 5 : W — V tels que le diagramme suivant

commute
At g Py T g
| o s
Ao Vg g
S I
B_l,o 0 v _? . 7p
Toee A
TU

et le triangle

. - T
Uiy oyl

soit exact. On résume la plupart du temps ces propriétés en posant le diagramme

suivant :

Ce diagramme explique également que la propriété TR4 soit en général appelée axiome
de l’octaédre. La philosophie de cet axiome est que les choix des morphismes i et j
donnés par 'axiome TR3 peuvent étre faits de manieére compatible, i.e. de maniére a
obtenir un triangle exact contenant ¢ et j. Il existe une version raffinée de I’axiome
(TR4) appelée (TR4+). Ce raffinement est utilisé pour démontrer quelques résultats
techniques sur les groupes de Witt de catégories triangulées et nous choisissons donc
de ne pas I’énoncer ici. Toutes les catégories triangulées apparaissant dans ce travail
satisfont néanmoins Paxiome raffiné (TR4+).

B.2. Exemples de catégories triangulées

Soit X un schéma et P(X) la catégorie des Ox-modules cohérents localement
libres. On considere la catégorie K (P (X)) dont les objets sont les complexes d’objets
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de P(X) et les morphismes sont les homomorphismes de complexes. Soient P et Q
deux objets de K(P(X)) et
f:P—Q

un morphisme de complexes. On dit que f est un quasi-isomorphisme s’il induit un
isomorphisme en homologie. La catégorie D(P(X)) est obtenue en inversant les quasi-
isomorphismes par un calcul de fractions (voir [Wei94, chapitre 10, paragraphe 3]).
C’est évidemment une catégorie additive. Pour munir D(P(X)) d’une structure de
catégorie triangulée, il faut tout d’abord spécifier un foncteur de translation T'. Soit
P un complexe de modules cohérents localement libres. On définit TP en posant
(TP), = P,_1 pour tout n € Z et

d2p 2 (TP)y — (TP)p_y

par dijp = —d}lfl. La définition de T f pour un morphisme de complexes f : P — @
est évidente. On voit facilement que T est covariant additif et est un automorphisme
de D(P(X)). Il faut maintenant choisir une classe de triangles exacts pour donner une
structure triangulée & D(P(X)). Soit donc f : P — @ un morphisme de complexes.
Le come C(f) de f est défini au degré n par C(f), = Pr—1 B Qn et A py : C(f)n —
C(f)n—1 est définie par la matrice

%<f>=< A )

Il y a des morphismes évidents 8 : @ — C(f) et v : C(f) — T'P. On dit qu’un triangle
A B C TA

est exact s'il est isomorphe a un triangle de la forme

f B 0

P Q c(f) TP.

THEOREME B.2.1. — Soit X un schéma et P(X) la catégorie des Ox-modules cohé-
rents localement libres. Alors la catégorie D(P (X)), munie du foncteur de translation
T et de la classe des triangles exacts définis ci-dessus, est une catégorie triangulée.

Démonstration. — Voir [Wei94, chapitre 10, paragraphe 4]. O

REMARQUE B.2.2. — Soit P, un objet de D(P(X)). On dit que P, est borné si
P, = 0 pour tout |i| > n ot n € N. Soit D*(P(X)) la sous-catégorie pleine de D(P(X))
des complexes bornés. Il est évident que T préserve D?(P(X)) et que le cone d’un
morphisme entre complexes bornés est un complexe borné. On vérifie facilement que
DP(P(X)) est une catégorie triangulée.

Si A est une catégorie abélienne quelconque, on peut également munir la catégorie
dérivée D(A) d’une structure de catégorie triangulée. Le foncteur de translation et la
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définition du cone sont les mémes que pour D(P(X)). Comme ci-dessus, un triangle
exact est un triangle isomorphe a un triangle

At g P o ra

ou C(f) est le cone de f, 5 : B — C(f) et v : C(f) — TA sont les morphismes
évidents. Ainsi :

THEOREME B.2.3. — Soit A une catégorie abélienne. Alors la catégorie D(A), mu-
nie de la translation T et de la classe de triangles exacts définis ci-dessus, est une
catégorie triangulée.

Démonstration. — Voir [Wei94, corollaire 10.4.2, p. 386]. O
Comme dans le cas de D(P(X)), on a la remarque suivante :

REMARQUE B.2.4. — Soit D’(A) la sous-catégorie pleine de D(A) des complexes
bornés d’objets de A. Alors D°(A) est une catégorie triangulée.
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APPENDICE C

LE GROUPE DE WITT D’UNE CATEGORIE EXACTE

C.1. Définitions

Nous donnons ici quelques définitions et résultats basiques concernant les groupes
de Witt et de Grothendieck-Witt d’une catégorie exacte. Les lecteurs intéressés sont
priés de se rapporter & [QSS79] pour plus de détails.

Soit A une catégorie exacte. Un foncteur exact contravariant

LA— A
muni d’un isomorphisme de foncteurs
w:l— ™

tel que wg\/lw ¢ = idygs est appelé dualité sur A. Une catégorie exacte avec dualité *
et isomorphisme naturel @ sera notée (A%, ).

DEFINITION C.1.1. — Un couple (M, ¢) ot M est un objet de A et
¢: M — M!
est un isomorphisme est appelé “paire symétrique” si le diagramme suivant commute :

¢

M ——— M*

]

M — M
¢ﬁ

DEFINITION C.1.2. — Soient (M, ¢) et (N,1)) deux paires symétriques et

f:M— N
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un isomorphisme. On dit que f est un isométrie si le diagramme suivant commute :

ML>Mﬁ

fl Tfn

N —— N.

Dans la suite, on supposera que les classes d’isométries de couples (M, ¢) forment
un ensemble.

DEFINITION C.1.3. — Sotent (M, ) et (N,v) deuz paires symétriques. On note
(M, @) L(N, ) la paire symétriqgue (M & N, ¢ & ).

DEFINITION C.1.4. — Soient (M, ¢) une paire symétrique, L un objet de A. On dit
que L est un Lagrangien de (M, ¢) s’il existe une suite exacte

) 4
0 L B0 0.

Une paire symétrique (M, ¢) admettant un Lagrangien L est dite neutre.

DEFINITION C.1.5. — Soit L un objet de A. On définit un isomorphisme symétrique
h:LoLf — LFgL¥
par h = (2 14). La paire symétrique (L @ LF, h) est notée H(L).

DEFINITION C.1.6. — Soit (A}, @) une catégorie exacte avec dualité et G le groupe
abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme de paires symétriques. Soit
H le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme (M,¢) + (N,v) —
(M, ¢)L(N,¢) et (M,¢) — H(L) si L est un Lagrangien de (M,®). Le groupe de
Grothendieck-Witt de la catégorie exacte (A}, @) est le groupe G/H. On le note
GW (A}, ).

DEFINITION C.1.7. — Soit (A}, @) une catégorie exacte avec dualité. Le groupe de
Witt de A est le quotient de GW (A}, @) par le sous-groupe engendré par les H(L)
pour L € Obj(A). On le note W (A}, w).

C.2. Orthogonalité

DEFINITION C.2.1. — Soit (M, $) une paire symétrique et N C M un sous-objet.
Sii: N — M est linclusion, on appelle orthogonal de N, et on note N+, le noyau
de it :

»
0 NL MO N

DEFINITION C.2.2. — Soit (M, $) une paire symétrique et N C M un sous-objet.
On dit que N est un sous-Lagrangien de M si N C N+,
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On a le théoréme suivant :

TukoREME C.2.3. — Soit (A}, @) une catégorie evacte avec dualité. Soit encore
(M, ¢) une paire symétriqgue et N C M un sous-Lagrangien. Alors ¢ induit un iso-
morphisme symétrique

@: Nt/N — (NLt/N)?
tel que (M, ¢) = (N*+/N,¢) + H(N) dans GW (A}, ).

Démonstration. — Voir [QSST9, corollaire 5.5, p. 281]. O

C.3. Fonctorialité

DEFINITION C.3.1. — Soient (A}, @) et (B,Y ,w) deuz catégories eractes avec dua-
lités et

F:A— B
un foncteur exact. On dit que F préserve les dualités s’il existe un isomorphisme de
foncteurs n : Fot — Vo F tel que le diagramme suivant commute pour tout M :

FM L2 oot

WFMl lﬂMn

FMVY 3 F(M%)V.

PROPOSITION C.3.2. — Soient (A}, @) et (B,Y ,w) deuz catégories exactes avec
dualités. Alors tout foncteur

F:A— B
préservant les dualités induit un homomorphisme de groupe

F:GW(A}, @) — GW(B,Y ,w)

donné par F(M,¢) = (FM,nyF¢). Le méme résultat est vrai pour les groupes de
Witt.
Démonstration. — Laissée au lecteur. O
COROLLAIRE C.3.3. — Soient (A}, @) et (B,Y ,w) deux catégories exactes avec dua-
lités. Soit

F:A— B
préservant les dualités tel que F' soit une équivalence de catégories. Alors F induit un
isomorphismes de groupes

F:GW(A}! @) — GW (B, ,w).

Le méme résultat est vrai pour les groupes de Witt.
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APPENDICE D

LES GROUPES DE WITT DE CATEGORIES
TRIANGULEES

D.1. Définitions

Comme dans 'annexe précédente, nous donnons quelques définitions et résultats
concernant les groupes de Witt d’une catégorie triangulée. Pour plus d’information,
voir [Bal99, Bal00, Bal01]. Dans cette annexe, nous supposerons que toutes les
catégories triangulées sont Z[1/2]-linéaires.

Soient C et D deux catégories triangulées avec foncteurs de translation T¢ et Tp
respectivement.

DEFINITION D.1.1. — Un foncteur additif covariant
F:C—D
est dit §-exact (ou § = £1) si F'Tec = TpF et pour tout triangle exact de C
A4y tic S

le triangle
Fa Fb 6Fc

FA FB FC TpFA
est exact dans D.
DEFINITION D.1.2. — Un foncteur additif contravariant

F:C—7D
est dit 5-exact (ot 6 = +1) si FTe = Tp'F' et pour tout triangle exact de C
A—Cp-bic A

le triangle

re b, pp Fao, p 1ol o

est exact dans D.
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DEFINITION D.1.3. — Soit C une catégorie triangulée avec foncteur de translation
T. Un foncteur contravariant §-ezxact
D:C—C

muni d’un isomorphisme

w:1l— D?
est une dualité sur C si wra = Twa et Dwyowpa = idpa pour tout A dans C. On
note (C, D, d,w) une telle catégorie, ou parfois simplement (C, D).

REMARQUE D.1.4. — Tl est facile de voir que si (C, D, d, w) est une catégorie trian-
gulée avec dualité, alors (C,T o D, —6,w) en est également une.

DEFINITION D.1.5. — Soit A un objet de C et ¢ : A — DA un isomorphisme. Le
couple (A, ¢) est appelé paire symélrique si le diagramme suivant commute :

A—>DA

=]

D?A—— DA.
Do

DEFINITION D.1.6. — Soient (A, ¢) et (B,v) deuz paires symétriques. Un isomor-
phisme f: A — B est une isométrie si le diagramme suivant commute :

ALDA

N

B—— DB.
(4

DEFINITION D.1.7. — Soient (A, ¢) et (B,) deuz paires symétriques. La paire sy-
métriqgue (A ® B, ¢ ® ) est notée (A, ) L(B,).

DEFINITION D.1.8. — On note MW (C, D, 8, @) le monoide abélien des classes d’iso-
mélries de paires symétriques (A, ¢) avec opération L.

DEFINITION D.1.9. — Soit (A, ¢) une paire symétrique. Un objet L de C est un La-
grangien de (A, ) s’il existe un morphisme n : L — T~ 'DL tel que le diagramme
sutvant commute

L ppp e, Py

S

D%L —— T~ 'DL —— DA —— TD?L,
dT1Dn Dg Da

MEMOIRES DE LA SMF 113



D.1. DEFINITIONS 187

ot la seconde ligne est obtenue en dualisant la premiére, puis en décalant le triangle
a gauche et en appliquant finalement T—1. Une paire symétrique (A, ¢) possédant un
Lagrangien est dite neutre.

DEFINITION D.1.10. — Soit (C, D, §, @) une catégorie triangulée avec dualité. Soit
NW(C,D,d,w) le sous-monoide de MW (C,D,d,w) engendré par les paires symé-
triqgues neutres. Le quotient MW (C,D,0,w)/NW (C,D,d,w) est un groupe, appelé
groupe de Witt de la catégorie (C,D,d,w). On le note W(C, D, é,w).

DEFINITION D.1.11. — Soit (C, D,d,w) une catégorie triangulée avec dualité. On
note W™(C, D, d,w) le groupe de Witt W(C,T™ o D, (—1)"4, (—1)%6"13),

DEFINITION D.1.12. — Soient (C, D, 6, @) et (C', D', 8, @) deuz catégories triangu-
lées avec dualités. Un foncteur exact covariant

F:Cc—(C
préserve les dualités s’il existe un isomorphisme
n:FD— D'F
tel que

(1) le diagramme suivant commute :

Ft®  ppe

= [0

(D')2F —+ D'FD
n

(i) T2 'nx = (68")nTex pour tout objet X de C.

PropoSITION D.1.13. — Soient (C, D, d,w) et (C',D',¢,w’) deux catégories trian-

gulées avec dualités et
F:C—(C

un foncteur préservant les dualités. Alors F' induit un homomorphisme de groupes

F:W(C,D,§w) — W({C' D =)
donné par F(A,¢) = (FA,nF$) pour toute paire symétrique (A, ¢).
Démonstration. — Laissée au lecteur. O
Comme cas particulier de ce résultat, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE D.1.14. — Soit (C, D, d,w) une catégorie triangulée avec dualité. Alors
T?:.C —C

induit des isomorphismes W"(C, D, 6,w) ~ W"t*(C, D, d,w) pour tout n.
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Soit (A,*, ) une catégorie exacte avec dualité. On note D¥(A) la catégorie dérivée
des complexes bornés d’objets de A. La dualité # induit une dualité 1-exacte ¥ sur
D’(A) et I'isomorphisme naturel c induit un isomorphisme naturel sur D’(A). On a :

THEOREME D.1.15. — Soit (A}, @) une catégorie exacte avec dualité. Supposons
que les classes d’isomorphisme d’objets de A soit un ensemble. Soit (D°(A),f,1,w)
la catégorie triangulée avec dualité dérivée de (A}, ). Alors pour tout n il eviste des
isomorphismes
W(AF, @)~ W (D (A),}, 1, @)
et
W= (A} @) = WnT2(DP(A)f 1, w).

Si de plus A est une catégorie abélienne, alors W21 (DP(A) %, 1, @) = 0 pour tout n.

Démonstration. — Voir la proposition 5.2 de [BWO02] et le théoréme 4.3 de [BalO1].
O

D.2. La suite exacte de localisation

DEFINITION D.2.1. — Soit C une catégorie triangulée. Une sous-catégorie épaisse &€
de C est une sous-catégorie additive pleine telle que :
(i) pour tout objet A de £, on a que T A est également dans & ;
(ii) pour tous objets A, B dans & et tout morphisme f : A — B, le cone de f est
aussi dans & ;
(iii) pour tous objets A, B, on a A® B € Obj(£) = A€ Obj(€) et B € Obj(€);
(iv) si A € Obj(C) est isomorphe o B € Obj(E), alors A est dans E.

REMARQUE D.2.2. — Une sous-catégorie épaisse £ d’une catégorie triangulée C est
une catégorie triangulée.

Soit £ une sous-catégorie épaisse d’une catégorie triangulée C et S la classe des
morphismes dont le cone est dans £. Alors S est un systeme multiplicatif au sens de
Ore et on obtient une catégorie triangulée C/€ en inversant tous les morphismes de S.
On a un foncteur évident

q:C—C/E

donné par ¢(A) = A pour tout objet A de C et ¢(f) = f pour tout morphisme f de
C. Remarquons que tout objet de £ devient isomorphe & 0 dans C/€. Si on note

i:&—C

le foncteur d’inclusion, on a le diagramme suivant :

e—tuc T ¢
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DEFINITION D.2.3. — Soient A, B, D des catégories triangulées, F : A — B et G :
B — D des foncteurs exacts. Alors la suite

ALBLHD

est une suite exacte de catégories triangulées s’il existe une catégorie triangulée C,
une sous-catégorie épaisse £ de C et des équivalences de catégories o, 3, telles que
le diagramme suivant commute :

ALBLD

E——C — C/E.
i
Si (C,D) est une catégorie triangulée avec dualité, on peut également définir la
notion de sous-catégorie épaisse avec dualité :

DEFINITION D.2.4. — Soit (C, D) une catégorie triangulée avec dualité. Une sous-
catégorie épaisse avec dualité £ de C est une sous-catégorie additive pleine telle que :
(i) pour tout objet A de £, on a que T A est également dans & ;
(ii) pour tous objets A, B dans £ et tout morphisme f : A — B, le cone de [ est
aussi dans & ;
(iii) pour tous objets A, B, on a A® B € Obj(£) = A€ Obj(€) et B € Obj(€);
(iv) si A € Obj(C) est isomorphe o B € Obj(E), alors A est dans & ;
(v) pour tout objet A de £, DA est aussi dans E.

REMARQUE D.2.5. — Une sous-catégorie épaisse avec dualité £ d’une catégorie tri-
angulée C est une catégorie triangulée avec dualité.

REMARQUE D.2.6. — Soit £ une sous-catégorie épaisse avec dualité d’une catégorie
triangulée avec dualité C. Alors les foncteurs

1:&—C
et
q:C—C/E

préservent les dualités. Ils induisent donc des homomorphismes au niveau des groupes
de Witt.

DEFINITION D.2.7. — Soient A, B et D des catégories triangulées avec dualité, F :
A — B et G:B— D des foncteurs exacts préservant les dualités. Alors la suite
F G

A——B——D
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est une suite exacte de catégories triangulées avec dualités s’il existe une catégorie
triangulée avec dualité C, une sous-catégorie épaisse avec dualité £ de C et des équi-
valences de catégories préservant les dualités o, B, telles que le diagramme suivant
commute :

Bi i

— T>C/£.
(3

=~

Q
h——

Soit

1

une suite exacte de catégories triangulées avec dualités. Notons Dg, Dc et D¢ /¢ les
dualités respectives de ces catégories triangulées. Soit P € Obj(C/E) et

¢:P— De/eP

un isomorphisme symétrique. On a alors :

LEMME D.2.8. — Soit (P, ¢) un isomorphisme symétrique dans C/E. Alors il existe
un objet Q de C est un morphisme dans C (pas forcément un isomorphisme) symétrique
Y :Q — Dc@Q

tels que ¥ soit un isomorphisme dans C/E et les paires symétriques (P, ¢) et (Q,)
soient isométriques dans C/E.

Démonstration. — Voir [Bal99, remarque 5.6, p. 16] O

Soit maintenant P un objet de C et
¢: P — Dc¢cP

un morphisme symétrique dont le cone est dans £. On considére un triangle exact
contenant ¢ :

g

PLDCPLR—WP.

Rappelons que D¢ est d-exacte avec § = £1. Dualisant ce triangle, puis décalant un
cran a gauche, on obtient

D TD _§TD,
DZP < pep 2L p. 7 P% ..
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Par Paxiome (TR3), il existe ¥ : R — TD¢R tel que le diagramme ci-dessous se
referme

p_? DeP—2 R brp
|
wPl Tap 1 lTwP
1
D2p DcP TDeR —— TDe.
€ Ded ¢ TDeB ¢ 6TDoa ©

Il est facile de voir que % est un isomorphisme et peut étre choisi symétrique pour la
dualité T'D¢ munie de isomorphisme naturel jzo. Comme R est un objet de £ et que
la dualité D¢ induit la dualité Dg sur £, on a un diagramme dans £ :

R Y . 7rD.R

(5le ‘

DR — TD¢R.
TDgi)

On peut ainsi associer a tout morphisme symétrique ¢ : P — D¢ P dont le cone est
dans £ une paire symétrique (R,) pour la dualité T'Dg accompagnée de I'isomor-
phisme naturel dw. La paire symétrique est par construction une paire symétrique
dans £. On a le lemme suivant :

LEMME D.2.9. — Soit ¢ : P — D¢P un morphisme symétrique dont le cone est
dans E. Alors la paire symétrique (R,1) est unique & isométrie pres, i.e. la classe
d’isométrie de (R,v) ne dépend ni du choix du cone de ¢ ni du choiz de ).

Démonstration. — Voir [Bal00, théoréme 1.6, p. 7]. O

DEFINITION D.2.10. — Soit P un objet de C et ¢ : P — D¢ P un morphisme symé-
trique. Alors la paire symétrique (R,1) obtenue ci-dessus est appelée cone de (P, ).
Ce cone est unique d isométrie prés.

Soit
1

une suite exacte de catégories triangulées avec dualités. Les foncteurs ¢ et 4 induisent
des homomorphismes de groupes pour tout n € N

W™ (E, De) —s W"(C, D) — W"(C/E, Dee)

Si (P, ¢) est une paire symétrique dans C/& pour la dualité T" D¢ /¢, le lemme D.2.8
montre qu’il existe un objet @ et un morphisme symétrique

n:Q — T"DcQ

tels que les paires (P, ¢) et (Q,n) soient isométriques dans C/E. Le cone de (@Q,n)
est une paire symétrique (R,%). On peut démontrer que la classe de (R,%) dans
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WnHL(E, Dg) ne dépend pas du choix de I'objet Q et du morphisme 1 (voir [Bal00,
théoreéme 4.8, p. 30]). On obtient ainsi pour toute paire symétrique (P, ¢) dans C/E
une classe (R, 1)) bien définie dans W"T1(&, Dg). Cette construction permet de définir
pour tout n € N un homomorphisme

0: Wn(Dv DD) - Wn+1(“4a D.A)

satisfaisant les propriétés suivantes :

THEOREME D.2.11. — Soit

ALBL)D

une suite exacte de catégories triangulées avec dualités. Alors les homomorphismes
0 :W™(D,Dp) — W' (A, D4)

donnent une suite exacte longue

WA, D) —Ewn(B, D) —E s W (D, Dp) —2

9 wrria, D) L w8, Dy — G

Démonstration. — Voir [Bal00, théoréme 5.2]. O
La suite exacte longue du théoréme ci-dessus est fonctorielle dans la sens suivant :

ProrosIiTION D.2.12. — Soient

ALBL)D

et
/ U
A/ F B/ G D/
deux suites exactes de catégories triangulées avec dualités. Soient o, 3,7 des foncteurs
exacts préservant la dualité tels que le diagramme suivant commute :

ALBLD

||l
A ——B ——D.
F’ G’
Alors les homomorphismes de groupes de Witt «, 8, induisent un morphisme de
suites exactes longues.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O
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REMARQUES SUR LES GROUPES DE WITT D’UN
CORPS

E.1. Le groupe de Witt W (k, L)

Soit k un corps et L un k-espace vectoriel de rang 1. Alors Homy(_, L), muni de
l'isomorphisme canonique habituel, est une dualité sur M, (k). On note W(k, L) le
groupe de Witt de k pour cette dualité. Pour tout choix d’'un générateur [ de L, on
obtient un isomorphisme

wp: W(k) — W(k,L)

DEFINITION E.1.1. — On définit I"(k, L) comme étant le groupe w;(I™(k)). On lap-
pelle le n-iéme idéal fondamental de W (k,L).

LEMME E.1.2. — Le groupe I™(k, L) ne dépend pas de l’isomorphisme wy.

Démonstration. — Soient [ et I’ deux générateurs de L. Supposons que | = al’ pour
un « € k*. On a le diagramme commutatif suivant :

W (k) —2s W (k, L)

~<Oé>l o

W (k)
La multiplication par < «a > est un isomorphisme de W (k)-modules. Donc

wi(I"(k)) = wp(I"(k)). O

LEMME E.1.3. — Les groupes I"(k,L)/I"*Y(k, L) et I"(k)/I""1(k) sont canonique-
ment isomorphes.
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Démonstration. — On a le diagramme commutatif suivant :

(k) /174 (k) — I"(k, L)/ T+ (k, L)

<a >l o
1" (k) /1" (k)
11 suffit donc de remarquer que la multiplication par < a > est triviale. Soit
<l,a >® --® < 1,a, > I"(k)/IT" (k).

On a
<l —a>®<l,a1>® ®<1la,>=0 (mod I""(k))

donc

<lLar>® - @<lag,>=<a><l,a > --®<1l,a, >.

E.2. Le groupe de Witt W (k, Ext; (k, A))

Soit A un anneau de dimension n régulier local d’idéal maximal = et de corps
résiduel k. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie et

v: V. — Exty(k, A)
un homomorphisme. On obtient un homomorphisme
Ext’ (o, A) : Ext’y (Ext; (k, A), A) — Ext’} (V, A).

En composant avec I'isomorphisme canonique w : k — Ext’y (Ext’; (k, A), A), on a un
homomorphisme

Ext’y (p, A) o : k — Ext} (V, A).
On obtient donc pour tout V' un isomorphisme canonique

v Homy (V, Ext’y (k, A)) — Ext} (V, A)

donné par py () = Ext’y (¢, A) o w(1).
ProprosITION E.2.1. — L’somorphisme de foncteurs p induit un isomorphisme

v: W(k,Ext(k,A)) — W (A)

donné par

v([V,¢]) = [V, uvel.
Démonstration. — Le fait que p induit un homomorphisme est laissé en exercice. Le
théoréeme 6.10 de [QSS79] montre que p est un isomorphisme. O
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