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FEUILLETAGES ET ACTIONS DE GROUPES
SUR LES ESPACES PROJECTIFS

Julie Déserti, Dominique Cerveau

Résumé. — Un feuilletage holomorphe % sur une variété compacte complexe M est
un Z-feuilletage 8’il existe une action d’'un groupe complexe G telle que les feuilles
génériques de .# soient les orbites de G. On s’intéresse essentiellement au cas de la
codimension un sur les espaces projectifs dans I’esprit de la théorie des invariants qui
ici peuvent étre transcendants. On s’attache a présenter des exemples et des résultats
de classification en petite dimension.

Abstract (Foliations and group actions on projective spaces). — A holomorphic folia-
tion .% on a compact complex manifold M is said to be an Z-foliation if there exists
an action of a complex Lie group G such that the generic leaf of .# coincides with
the generic orbit of G. We study Z-foliations of codimension one, in particular in
projective space, in the spirit of classical invariant theory, but here the invariants are
sometimes transcendental ones. We give a list of examples and general properties.
Some classification results are obtained in low dimensions.
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INTRODUCTION

La théorie classique des invariants, au sens ot I’on peut I'entendre au XI1x°€ siecle,
propose étant donnée une action algébrique d’un groupe algébrique G sur une va-
riété algébrique compacte M de décrire le corps des fonctions rationnelles R sur M
invariantes sous ’action de G.

Parmi les pionniers de la théorie des invariants, on retiendra en particulier Syl-
vester et Hesse, puis Gordan et Noether qui font une approche que I'on qualifierait
aujourd’hui d’effective. Ces travaux accompagnent le développement de ’algebre 1i-
néaire, de la théorie des matrices et de la géométrie projective. Cette approche change
radicalement, non sans polémique, avec les travaux de Hilbert et Hurwitz.

La géométrie classique produit tout un folklore d’exemples. Nous en rappelons
certains, en liaison avec la classification des objets algébriques; 'un des plus populaires
est sans doute l'invariant j des courbes elliptiques que 'on peut voir de différentes
maniéres : action de PGL(2, C) sur :

CP(4) ~ {quadruplets de points sur la sphére de Riemann}
ou action de PGL(3, C) sur :
CP(9) ~ {courbes de degré 3 dans CP(2)}

etc. Nous mentionnerons aussi I’exemple de Gordan-Noether en réponse a une affir-
mation de Hesse. L’ubiquité de cet exemple est tout a fait étonnante.

Dans tout le discours qui suit les objets sont définis sur le corps C des nombres
complexes. Si Aut M désigne le groupe des automorphismes de M, on dispose d’un
morphisme ¢: G — Aut M et R est invariante si :

R(p(g) -m) = R(m)

pour tout m € M et g € G. Si x(M) désigne I'espace des champs de vecteurs holo-
morphes sur M, on sait, lorsque M est compacte, que x(M) est une C-algebre de Lie
de dimension finie qui s’identifie naturellement & .Zie(Aut M). Par suite, ¢ induit un



2 INTRODUCTION

morphisme d’algebres de Lie :
Dy: LieG — Lie(Aut M) ~ x(M)

et produit une sous-algebre de Lie de x(M) : I'image de Dy. Notons que I'action
de G sur M produit un « feuilletage » singulier .% de la variété M. Nous dirons que
F est un Z-feuilletage ; nous noterons £z la sous-algeébre de x(M) associée a Z.
Evidemment ce feuilletage peut étre trivial, par exemple lorsque ’action est transitive
ou a l'inverse lorsque G est un groupe discret. On s’intéressera au cas ou ce feuilletage
est de codimension 1 dans une situation générale, en particulier lorsque I’action n’est
plus algébrique, c’est-a-dire lorsque les feuilles sont transcendantes. Sur une variété
algébrique M compacte, un Z-feuilletage de codimension 1 est associé & une 1-forme
fermée rationnelle ). C’est une conséquence a peu pres directe du fait que le groupe
d’automorphismes de M est algébrique. Comme nous I’a signalé S. Cantat, ce résultat
persiste si M est compacte kidhlerienne. Par contre ce n’est plus vrai dans le cas
non kéhler. L’exemple le plus standard est le suivant : soit I' C SL(2,C) un sous-
groupe discret cocompact. La variété M = SL(2,C)/T" est munie d’un .Z-feuilletage
correspondant a ’action du groupe triangulaire sur M. Ce feuilletage n’est pas défini
par une 1-forme fermée mais est « transversalement projectif ». Il est probable que ce
soit un fait général, ceci étant conforté par un résultat récent de [4].

Donnons maintenant quelques propriétés des Z-feuilletages de codimension 1 sur
les espaces projectifs CP(n) (chapitre 1). Le degré d'un .#-feuilletage sur CP(n) est
majoré par n—1; lorsqu’il est maximal, on a alors dim . = n—1 et on peut profiter
pour n petit de la classification des algébres de Lie pour donner une description des
«invariants généralisés » de .#. Par invariant généralisé on entend une primitive de la
forme fermée rationnelle 2 définissant .# ou toute fonction « élémentaire » intégrale
premiere de .%#. Remarquons que les feuilles d'un Z-feuilletage de codimension 1
sur CP(n) sont dominées par C"~!; il suffit de choisir n — 1 éléments génériques
X1,...,X,_1 dans £z et de considérer 'application :

(t1,.. . tp_1) — exp(t1X7) o oexp(tn_1Xn_1)(2)

qui est d’image dense dans la feuille passant par z. Ceci explique pourquoi les formes
fermées {2 intervenant ici sont tres spéciales ; par exemple le complément des poles de €2
(les pdles sont invariants par .%) ne peut étre Kobayashi hyperbolique. Les feuilles
d’'un Z-feuilletage peuvent étre denses ou d’adhérence des variétés réelles Levi-plates
singulieres.

Nous montrons qu’'un #-feuilletage sur CP(n), n > 3, possédant un point singulier
isolé est nécessairement de degré 1 et que dans une carte affine ad-hoc les feuilles sont
les niveaux d’une forme quadratique de rang maximum. C’est une conséquence plus
ou moins directe du théoreme de Frobenius singulier de B. Malgrange. Ce résultat
devrait avoir un analogue en codimension supérieure.
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INTRODUCTION 3

Nous décrivons ensuite quelques propriétés des Z-feuilletages liées a la nature al-
gébrique de £ . Par exemple si tous les éléments de Z# sont nilpotents, le feuilletage
associé possede une intégrale premiere rationnelle. Il faut cette hypothese forte car
méme dans le cas abélien ce résultat ne persiste pas. Modulo des hypotheses de régula-
rité naturelles et nécessaires, si £ est résoluble, .# posséde un hyperplan invariant.
Enfin si [Zg, L] = L%, ce qui est le cas si L est semi-simple, alors .% possede
encore un invariant rationnel.

Le chapitre 2 est consacré a la description d’exemples, issus d’actions de groupes,
pour la plupart classiques.

Dans le chapitre 3 nous montrons que les feuilletages de degrés 0 et 1 sur CPP(n) sont
des Z-feuilletages. Nous donnons la liste des invariants généralisés correspondants.
Nous présentons quelques exemples de .Z-feuilletages de codimension supérieure a un.

Le chapitre 4 est consacré & la description compléte des Z-feuilletages sur CP(3).
De cette étude on peut déduire le théoreme suivant :

THEOREME 0.1. — Soit G un groupe de Lie compleze conneze agissant sur CP(3).
On est dans l'un des cas suivants :

(i) laction est triviale,

(ii) 4l existe une orbite de dimension 3,

(iii) lorbite générique est de dimension 2 et l’action de G posséde un invariant gé-
néralisé (fonction constante sur les feuilles, éventuellement multivaluée) appartenant
a conjugaison prés a la liste qui suit :

2 3
Ao A1 A2 . L Ao A1 A2 A3 > e <0
25211252 o E Ai =0, 20%21"25%25°  ou A =0, P
i=0 i=0 1
2 2
z1 2023 + 2221 Z0 Z9 — %173 Z0 Z5 — R1%3
—exp | —— —exp(——5—), —exp(——
z3 Z1%3 z3 zZ3 z3 Z0%3

2125 -1 29 20 29 23 20
——exp(—), —exp|(—), ——=exp(—),
20 z3 Z1 Z1 2123 — 25 z3

22 2023 — 1%2 2023 — 122 22
— exp , exp|— ),

z3 Z% Z% z3
— ot Q est une forme quadratique,
20
zoz:% + 212923 + zS’ zgzg’“ 2023 + 2221
3 3 2 VR
z3 23(z123 — 23)" 2123
3

2 23 \2 K

(2025 — 212023 + ) (2023 — 2122)
5 et ———5— aveck# £l
%3\3 phtl e
(2123 — 3) 2 23

o k et les \; désignent des nombres complexes non nuls.
(iv) lorbite générique est de dimension 1; le feuilletage associé est celui d’un
champ de vecteurs linéaire.
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4 INTRODUCTION

Ce théoréme permet d’envisager une description topologique systématique des
feuilles des .Z-feuilletages sur CPP(3).

On note I'étrange fait suivant : toutes les surfaces invariantes qui apparaissent ci-
dessus (ce sont les poles de ) sont données par les zéros de polynomes & coefficients
entiers.

Rappelons qu'un polynéme P € C|zy, ..., 2,] est dit minimal s’il est & fibre géné-
rique connexe. Tout polynéme P se factorise comme suit : P = p(Q) ou p € CJ[t] et Q
est un polynéme minimal.

Du théoreme précédent on déduit le :

COROLLAIRE 0.2. — Soit P € C|z1, 22, 23] un polynoéme minimal ; notons :
GP .= {g: C* — C? affine, Po g = P}.

On suppose que lorbite générique de G est de dimension 2, i.e. P est précisément
Uinvariant de GT. Alors, & conjugaison, prés P appartient a la liste qui suit :

po . P1 P2 Po _P1 3
20, 29 21 23 29 21, Q, 20+ 2122 + 23

ou @Q désigne un polyndme de degré 2 et les p; des entiers premiers entre eut.

Le chapitre 5 est consacré aux Z-feuilletages de degré 2. Actuellement nous n’en
avons pas la description générale pour n > 4. On présente quelques exemples et on
traite certains cas spéciaux.

Dans le chapitre 6 on propose ce qui devrait étre la classification des .Z-feuilletages
de degré 3 sur CP(4). Comme on l'a dit .-Z# est ici de dimension 3. Nous avons utilisé
le logiciel Maple pour décrire certaines sous-algebres résolubles de dimension 3 de
I’algebre des matrices complexes 5 x 5. Une fois cette description, c’est-a-dire les diffé-
rentes possibilités d’algebres Z#, obtenue, les calculs des invariants sont localement
triviaux mais tres lourds. Nous en avons présenté quelques-uns, méme au risque de
rebuter le lecteur... La taille des calculs explose de la dimension 3 & la dimension 4
et certains « résultats » ne seront finalement que des observations. Toutefois méme si
I’on ne peut prétendre obtenir des énoncés au sens classique, ceci permet de présenter
une grande liste d’exemples que 'on peut espérer étre exhaustive. Bien str, chaque
fois qu'un énoncé dépend de 'utilisation de Maple, nous le signalerons.

Précisons tout de méme quelques résultats sur CP(4). Si .# est un .Z-feuilletage
de degré 3 sur CPP(4) alors l'algebre de Lie Z# fait partie de la liste suivante :

(1) s1(2,C),

(2) C?,

(3) £, dont la présentation est {[X,Y] =Y, [X, Z] = aZ,[Y, Z] = 0},

(4) % = C @ A ou A est l'algebre de Lie du groupe affine.

On note qu’il manque ici quelques algebres de dimension 3; en fait ce sont des
dégénérescences des précédentes qui ne produisent pas de Z-feuilletages de degré 3.
C’est le traitement des cas 3 et 4 qui a nécessité 'usage de Maple ; nous n’avons pas
établi de programme spécifique mais seulement utilisé certaines commandes Maple.
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Nous avons trouvé seize modeles dans I’éventualité (3) et neuf dans 'éventualité (4).
L’étude des situations (1) et (2) se fait de fagon classique. On obtient les deux résultats
suivants :

THEOREME 0.3. — Soit F un &£ -feuvilletage de degré 3 sur CP(4). Si Lg est abé-
lienne, alors le feuilletage F admet a conjugaison prés l'une des intégrales premiéres

suivantes :
4
Ko L K1 K2 (K3 K4 . =
20 21 252250 2y E k; =0,
Jj=0
1
zf+§+ 20 2524 2129 — 2073
w & exp Z_ ) 1+r exp P )
252524 1 2] 123
2 2 2 2
202] — 212224 + 2123 (zl> exp (2024 — 212224 + 2123 )
2123 ’ 24 2123 ’
z’fzi_“ 23 — 2024 20 2123 + 202324 — 23
exp 5 , —exp 3 ,
Z0 Zy za I
2_2 4
252, Z
zozi + zlzng -2 -3+ 323324
i .
24

Les ki, k et & sont des nombres complexes non nuls.
Dans le cas ot .Z# est isomorphe a s(2, C) on montrera le :

THEOREME 0.4. — Soit .F un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si Lz est iso-
morphe a s1(2,C), alors le feuilletage F admet a conjugaison preés l'une des intégrales
premiéres suivantes :

. 2
2323 — Azoz} — 42325 + 1820232425 (2323 + 2522 — 212024)
4 ? 2.3
A (s~ 3)

ou la fonction j.

Notre classification est exprimée en termes de feuilletages, plus précisément en
termes d’intégrales premieres. Nous n’avons pas listé les actions de groupes; mais
dans le texte on trouvera les différentes sous-algebres de Lie qui produisent des .£-
feuilletages. On peut en déduire aisément les actions de groupes correspondantes.

Les Z-feuilletages jouent aussi un réle important dans 1’étude locale des singulari-
tés de feuilletages. En dimension 3, il existe une théorie de réduction des singularités
([2], [1]); les modeles locaux apres réduction sont les .Z-feuilletages associés a des
algebres de Lie abéliennes. Ils interviennent aussi de fagon naturelle sur les variétés
compactes complexes sans fonction méromorphe non constante mais possédant suffi-
samment d’automorphismes (tores généraux et plus généralement certains quotients
de groupes de Lie par des réseaux cocompacts etc). Sur ces variétés M tout feuille-
tage est associé a la donnée d’une sous-algebre de Lie de l'algebre x(M). Initialement
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6 INTRODUCTION

nous avons entrepris cette étude pour la raison suivante. Il existe un feuilletage .Zr
dit exceptionnel ([3]) sur CPP(3) associé & une action du groupe des transformations
affines de la droite; plus précisément on considere une cubique gauche I' vue dans
C3 C CP(3). Le groupe des automorphismes affines de C? qui laissent invariant T
est isomorphe au groupe des transformations affines de la droite et les feuilles de .Fr
(dans C?) sont les orbites de ce groupe. Ce feuilletage est « stable » et par conséquent
ladhérence de lorbite de % sous l'action naturelle de Aut CP(3) ~ PGL(4, C) est
une composante de l'espace des feuilletages de codimension 1 sur CP(3). Les adhé-
rences des feuilles de .Z1 sont des surfaces de degré six, degré « anormalement » grand ;
ce sont les niveaux de :

3
(2023 — 212223 + %2)2

(s123 — 23
intégrale premieére qui apparait dans le théoreme 0.1. La question est de savoir s’il
existe d’autres feuilletages exceptionnels associés a des actions de groupe. Nous avons
trouvé parmi les Z-feuilletages sur CP(4) un candidat & étre exceptionnel; il est de
degré 3 et ses feuilles sont des hypersurfaces de degré douze. Elles sont données par

les niveaux de la fonction rationnelle :
4.3
z
(2023 — (22123 + 23)23 + 2202324 — 3)

(2127 — 222324 + ?)
On conjecture que ce feuilletage est stable(V).

Nos résultats explicites peuvent présenter un autre intérét, celui de construire des
variétés compactes avec groupe d’automorphismes prescrit. Par exemple le fait sui-
vant est bien connu. Soit I' C CP(3) une cubique gauche; le groupe G des automor-
phismes de CP(3) qui laissent invariant I' est isomorphe & PGL(2, C). La variété X
obtenue par éclatement de CP(3) le long de I' est une variété de Fano qui a pour
groupe d’automorphismes le groupe G «éclaté de G ». Ainsi Aut X ~ PGL(2,C).
Si maintenant, avant d’éclater I', on éclate un point O de I', on obtient une variété
X' rationnelle dont le groupe d’automorphismes G’ correspond aux éléments de G
qui fixent O. Par suite G’ est isomorphe au groupe affine et les orbites de G’ sont
les feuilles du feuilletage exceptionnel % (a transformation birationnelle pres). En
suivant cette idée, on construira a partir de nos exemples des variétés rationnelles a
groupe d’automorphismes prescrit, en particulier en dimension 4.

L’essentiel du mémoire est « self-contained »; nous avons laissé dans le texte des
calculs explicites qui, bien que tous élémentaires, illustrent diverses techniques d’ap-
proche.

Nous remercions J.V. Pereira pour sa gentillesse et sa disponibilité permanentes.
Merci a S. Lamy qui nous a signalé la construction de certaines variétés de Fano.

(DF. Cukierman et J.V. Pereira ont récemment annoncé avoir prouvé cette conjecture.
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CHAPITRE 1

Z-FEUILLETAGES

1.1. Feuilletages de codimension 1 de CP(n) associés a une algébre de Lie
de champs de vecteurs ; premieres propriétés

On note m: C"* \ {0} — CP(n) la projection canonique. Si w = Y;_, Apdzy, est
une 1-forme intégrable sur C"*! avec A polyndéme homogene de degré v sur C"H1,
on désigne par Singw le lieu singulier de w :

Singw :={Ag=---= A, =0}.

Dans toute la suite on suppose, quitte a diviser les A; par pged(Ao,...,A,), que
codim Singw > 2. On dira que v est le degré de w. Le feuilletage associé a la 1-
forme w descend & CP(n) si et seulement si > ,_, zkAr = 0 et tout feuilletage .F
de codimension 1 sur CP(n) est ainsi défini. Le feuilletage défini par w sur C" ! est
noté . mais on dira indifféremment que w définit . ou .Z. L'égalité Aut CP(n) =
PGL(n + 1,C) conduit a :

X(CP(n)) = Lie Aut CP(n) ~ #(n+1,C)/C-1d

ou x(CP(n)) désigne I’ensemble des champs de vecteurs holomorphe sur CP(n) et
A (n + 1,C) lespace des matrices complexes (n + 1) x (n + 1). Ainsi un champ de
vecteurs holomorphe sur CP(n) peut étre vu comme un champ de vecteurs linéaire
sur C"*! modulo C - R ol R désigne le champ radial R = .7 2,0/0z;. Notons
encore que l'identification champs-matrices est naturelle puisque le flot d’un champ
linéaire X est du type e*4z oul A est « la matrice » de X. On prendra garde au fait
que si les matrices A et B correspondent aux champs X et Y, alors le crochet de Lie
[X,Y] correspond & : BA — AB.

Soit # un feuilletage de codimension 1 sur lespace projectif CP(n). On intro-
duit la :

DEFINITION. — On dit que .# est un #-feuilletage de codimension 1 s’il existe une
sous-algebre de Lie g de x(CP(n)) telle qu’en tout point générique z € CP(n) on ait
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la propriété :
(%) g(z) est l'espace tangent & la feuille de % en z.

En particulier, on a dim g(z) = dim{X (z), X € g} = n — 1 pour z générique.

Si w définit le ZL-feuilletage .7, alors 'algébre de Lie .£# est I'algébre maximale
pour la propriété (x).

On peut de méme définir les Z-feuilletages sur C™ : il suffit de demander que les
éléments de £z soient des champs de vecteurs affines (on prend une définition rigide
compatible avec la prise de carte affine).

On peut étendre la notion de Z-feuilletage sur CP(n) ou C™ a la codimension
q; dans ce cas dim.%#(z) = n — q. Nous en verrons quelques exemples. Sauf men-
tion expresse du contraire tous les .Z-feuilletages seront de codimension 1 et on dira
simplement .Z-feuilletage.

REMARQUE 1. — Soit Q(z1, 22, 23) = 27 + 23 + 23 la forme quadratique standard sur
C3. Le feuilletage sur CP(3) décrit dans la carte affine C* C CP(3) par la forme dQ
est un .Z-feuilletage dont I’algebre de Lie % est isomorphe & s0(3, C) ; une base de
Lo est :

0 0

Xij = 2= — 2j
7 0z; oz’

En particulier 'algebre % est de dimension 3. En tout point m de C? \ {0}, la

1<k<j<3.

dimension ponctuelle de £y est deux car Z5(m) = (X ;(m)) coincide avec le plan
tangent & la fibre Q~!(m). Ainsi I'égalité dim Z5(m) = 2 en tout point m générique
n’entraine pas dim .y = 2. Par ailleurs, s0(3, C) est isomorphe a sl(2, C) et la sous-
algebre de dimension 2 :

Z={(3 %) abeC}Csl(2,C)

peut étre vue dans s0(3, C). Soit { X7, X5} une base de .%. En un point générique m,
les vecteurs X1(m) et Xo(m) sont indépendants; en particulier %y C s0(3,C) et
50(3, C) produisent le méme feuilletage. Dans les problémes de classification rencontrés
plus loin, on travaille avec les algebres de Lie et non avec les formes définissant les
feuilletages. La notion de maximalité s’avere alors importante.

Soit w une 1-forme intégrable sur C™ définissant un feuilletage F ; alors dw, si elle
est non nulle, définit un feuilletage de codimension 2 « contenu dans le feuilletage 7 ».
En effet le théoréeme de Frobenius assure qu’au voisinage d’un point régulier m, il
existe des coordonnées locales z1, ..., z, dans lesquelles la 1-forme w s’écrit gdz; ou
g € O*(C™,m). Si dw(m) # 0, alors dg A dzy est non nul; on peut donc supposer que
g=1—2x9, i.e. w = (1 — x2)dzy et dw = dx1 A dxs. Ainsi localement Pespace des
champs tangents au feuilletage défini par w coincide avec 'espace engendré par les
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1.1. PREMIERES PROPRIETES 9

champs :
0 0
925 Oan
tandis que ’espace des champs tangents au feuilletage défini par dw est engendré par :
0 0
FrERY

Supposons que # soit un Z-feuilletage de CP(n) et que X7, ..., X, soit une base
de Z#. On note ),(vl, . ,)73 desrelevésde X1, ..., X2 C*L Les j(vk sont des champs
de vecteurs linéaires et le C-espace vectoriel engendré par R et les j(vk est une algebre
de Lie notée .,?gz de dimension s+ 1; I’application 7 induit un morphisme d’algebres :

m:%—nfy

satisfaisant :
T X = X, m™R=0 et kerm,=CR.

On remarque que si z € C"*! est un point générique alors :?2,7(2) est 'espace tangent
a la feuille du feuilletage %, relevé de %, passant par z.
Introduisons la sous-algebre de Z# définie par :

#L = {X champs linéaires sur C"* | igdw =0}

ou w définit le feuilletage Z. On note que R n’est pas un élément de .Z% ; en effet,
l'identité d’Euler assure que irdw = (v + 1)w # 0 ou Uentier v désigne le degré des
composantes de w. On remarque que si ixdw = 0, alors ixw = 0; ainsi .Z5 est
associée au .Z-feuilletage de codimension 2 de C™*! décrit par dw et £% C ,,%

On désigne par Q9(X) Pensemble des g-formes holomorphes sur Iespace X. Les
deux énoncés suivants nous seront utiles :

LEMME 1.1 ([14]). — Soient a € QY(C",0) tel que codimSinga > p+ 1 et 3 €
Q4(C™,0) avec ¢ < p. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) aANB =0,

(ii) il eziste v dans QI=1(C™,0) tel que B = a A 7.
En particulier si o et 3 sont deux germes de 1-formes holomorphes en 0 tels que
codimSinga > 2 et A« =0. Alors 3 s’écrit ha ou h est une fonction holomorphe.

Démonstration. — On fait la preuve pour g = 1. Ecrivons a = > p—q ardzy et sup-
posons d’abord que :

Singa={a1 =+ =a, =0} =g,
i.e. par exemple a1(0) # 0. Soit X ::ia%l; alors ixa = 1 et Iégalité a A G = 0
conduit & ix(a A B) = 0. Ainsi v = —ix/3 convient.

Si maintenant codim Sing « > 2 alors pour tout m ¢ Sing «, on a :

B(m) = h(m)a(m)
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10 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

o h est une fonction holomorphe sur (C” \ Sing a,0). Comme codim Sing « > 2, le
théoreme de prolongement d’Hartogs assure que h s’étend en une fonction holomorphe
sur (C™,0) encore notée h. Réciproquement, si § = ha alors a A 3 = 0.

Pour le cas général on renvoie le lecteur a [14]. O
COROLLAIRE 1.2. — Si «a et 8 sont deux 1-formes homogénes de méme degré telles
que a A B = 0. Alors B = ha ot h est une fonction rationnelle de degré 0. Si

codim Sing o > 2, la fonction h est constante.
Le lemme 1.1 est connu sous le nom de lemme de Rham-Saito.
PROPOSITION 1.3. — Le morphisme 7, induit un isomorphisme de L4 sur L.

Démonstration. — Par la remarque qui précede, tout élément de Z7 descend en un
élément de Zg. Soient X1,..., X, une base de Lz et Xq,..., X, des relevés de
X1,..., X, & C"! par 1. Les X, forment une base de .Z# donc sont tangents au
feuilletage ; par conséquent Xy est tangent a w, i.e. i)}kw = 0. Puisque w A dw = 0,
ona:
i)}k dwANw=0
et le corollaire 1.2 assure que :
iz, dw = p(Xp)w

ou u()? &) € C. Rappelons que la dérivée de Lie Lxw de w par le champ X est définie
par : Lxw = ixdw + d(ixw). Comme Lrw = (degw + 1)w, quitte & changer X}, en

X — d‘ééﬁ’jr)l R, on peut choisir X, € Z% et la proposition est évidente. O

On rappelle la :

DEFINITION. — Un feuilletage .7 est de degré v sur CP(n) s’il est décrit en coordon-
nées homogenes par une 1-forme intégrable homogene w de degré v + 1 satisfaisant
codim Singw > 2.

Donnons une interprétation géométrique du degré. Soient ¥ un feuilletage sur
CP(n), 2 une droite générique de CP(n), z un point de 2 et %, la feuille de .7
passant par z; le degré de .# est égal au nombre de points z de 2 tels que 'hyperplan
tangent & .%, en z contienne 2. En effet, soit w une 1-forme de degré v + 1 sur C**+!
définissant .% ; alors w s’écrit :

n
w = Z Akdzk
k=0

ou les Ay sont des polynomes homogenes de degré v + 1. Dans la carte affine zg = 1,
on note :

n
wo 1= w\zozl = E Ak(l,zl,...,zn)dzk.
k=1
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Supposons que la droite ¥ := {z2 = -+ = z,, = 0} soit une droite générique; dans la
carte zp = 1 le fait que w annule le champ radial se traduit sur 2 par :

Ao(l,zl,O,...,O)+21A1(1,zl,0,...,0) =0.

Comme génériquement (sur le choix de 2) le polynéme Ag(1, 21,0,...,0) est de degré
v+1, on trouve que A;(1, 21,0,...,0) est de degré v. Or wy,,, = A1(1, 21,0, ...,0)dz1,
donc wy,,, s’annule en v points : le nombre de points de tangence entre le feuilletage
et la droite d’équation {z3 = --- = 2z, = 0} est v.

La proposition suivante controle le degré d'un Z-feuilletage .# ainsi que la dimen-
sion de £ en degré maximal :

PROPOSITION 1.4. — Soit F un £ -feuvilletage de degré v sur CP(n) défini par une
1-forme w. Alors v < n — 1. De plus, siv=n—1, alors dim Lz =n — 1.

Démonstration. — Soient X1, ..., X, une base de L« et )?k des relevés des Xi. Soit
m un point générique, i.e. dim %z (m) = n — 1. On peut supposer, quitte a réindicer,
que ’espace vectoriel engendré par :

R(m), X1 (), ..., Xn_1(i)
(ot w(m) = m) est de dimension n, de sorte que la 1-forme @ définie par :
w = iRi)}l .. .Z')}7L71d20 A Ndzp

est homogene de degré n et non identiquement nulle; de plus son noyau satisfait :
ker@(m) = (R(m), X1(m), ..., Xn_1(m)). Par ailleurs, ker w(im) est Ihyperplan tan-
gent & la feuille passant par m. Ainsi si m est un point générique, on a kerw(m) =
kerw(m) : les deux 1-formes @ et w sont colinéaires. Le lemme de de Rham-Saito
assure ’existence d’un polynome homogene f,,_,_1 tel que W = f,_,_jw; comme w
est de degré v+1 et w de degré n, le polyndme homogene f,,_,_1 est de degré n—v—1
etn—1>v.

Supposons maintenant que v = mn — 1; avec les notations précédentes, on
a fnv_1 = fo € C*. Par suite les champs linéaires R, )2'1, . ,)Z'n,l sont li-
néairement indépendants en tout point m régulier pour T ; ainsi les champs
holomorphes Xi(m),...,X,—1(m) sont linéairement indépendants en tout point
m € CP(n) \ Sing .#. Soient X € £z et m € CP(n) \ Sing %, on a :

X(m) = 3" () Xy (m)
k=1

ou les applications ay, sont holomorphes sur CP(n)~\Sing.%. Comme codim Sing % > 2,
le théoreme de prolongement de Hartogs assure que les oy s’étendent & CP(n) tout
entier et sont donc constantes. o

On déduit de la classification des algebres de Lie de dimension deux le :
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12 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

COROLLAIRE 1.5. — Soit F un £-feuilletage de degré 2 sur CP(3). Alors Lg est
abélienne de dimension 2 ou isomorphe a lalgébre du groupe des transformations

affines.

La classification des .Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3) résultera de celle de cer-
taines sous-algebres de Lie de dimension 2 de s((4, C).

DEFINITION. — Un feuilletage .# décrit en coordonnées homogenes par la 1-forme w
possede un facteur intégrant s’il existe un polynéme homogene P non identiquement
nul tel que la 1-forme w/P soit fermée.

PROPOSITION 1.6 ([5]). — Soit . un feuilletage sur CP(n) donné en coordonnées
homogénes par la 1-forme w. Supposons que F posséde un facteur intégrant P ; si
P = Pf““ ... Pt est la décomposition de P en facteurs irréductibles, alors :

de H
P1n1+1 Pn s+1 Z /\k (Plnl L Psng )

H
_d(ZAklong—’_W)
k=1

ou H désigne un polynome homogene et les A\, des éléments de C.

Bien que techniquement difficile, I’énoncé est « essentiellement » le théoreme de
décomposition en éléments simples des fractions rationnelles & une variable. Il y a un
énoncé analogue pour les germes holomorphes ([5]).

REMARQUES 2
(i) Le feuilletage associé & la forme w/P a en général des singularités, les croise-

ments P; = P, = 0 notamment. Les feuilles de ce feuilletage sont les composantes
connexes des niveaux de la fonction multivaluée :

H

Ak log Py + —im——=i -
Zkogk—i—P P

k=1

(ii) Si les Ar sont tous nuls, le feuilletage .# admet une intégrale premieére ra-
tionnelle H/P[** ... P . 1l suit de l'identité d’'Euler igw = 0 que H/P/"™ ... PI's est
homogene de degré 0. Finalement, deg(P) =degw +1=v+ 2.

(iii) Sil'un des A est non nul, ’égalité :

w °, . dP, H
7 —;Ak?ﬁd<7ppl...p&>

conduit aussi a deg(P) = degw +1=v+ 2.
(iv) Il suit de (ii) et (iii) que w/P définit une 1-forme fermée rationnelle sur CP(n).
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1.1. PREMIERES PROPRIETES 13

(v) Sile polynéme P est réduit, i.e. si ny est nul pour tout k, alors, toujours pour
des raisons d’homogénéité, le polynome H est constant et on peut prendre H = 0.
On dit alors que le feuilletage .# défini par w/P = d (3", _, log Py) est logarithmique;
I'identité d’Euler implique que Y ;_; A\ deg(Px) = 0.

(vi) A l'intégrale premiére Sr_i Alog Py + on préfere parfois son

H
PP

H
tielle [T5_, P (7>
exponentielle [, _, P* exp P PR

La proposition qui suit est bien classique ([5]) :
PROPOSITION 1.7. — Soient F un feuilletage sur CP(n) décrit par la 1-forme w,
soit X € x(CP(n)) et exp(tX) le flot de X. Supposons que X ne soit pas tangent
a.F et que F soit invariant par X, i.e. (exptX)*F# = F. Alors igw est un facteur
intégrant de F, ou X est un relevé de X .

Démonstration. — Les hypotheses se traduisent par :
(i) igw = P est un polynéme homogene non identiquement nul,
(ii) (exptX)*w Aw =0.
En dérivant (ii), on obtient :
(Lgw)Aw=0
ou encore : (igdw+d(igw)) Aw=0
Comme w est intégrable, on a :

ig(wAdw)=0

soit : (igw)dw +igdw Aw =0

w
qui équivaut a : d (ﬁ) =0. 0O
DEFINITION. — Un champ de vecteurs X comme ci-dessus est appelé symétrie de .%.

Via la proposition précédente, on peut établir qu'un Z-feuilletage de CP(n) pos-
sede un facteur intégrant, c’est-a-dire est défini par une 1-forme fermée rationnelle :

THEOREME 1.8. — Soit F un &£ -feuvilletage de CP(n). Alors F posséde un facteur
intégrant. Plus précisément, on a lalternative :

(i) le feuilletage F posséde une symétrie,
(ii) le feuilletage F posséde une intégrale premiére rationnelle non triviale.

En particulier F est défini par une 1-forme fermée rationnelle sur CP(n).

Démonstration. — A Pimage de [12], on introduit les deux sous-groupes de Aut CP(n)
suivants :

G1 = (exptY | Y € Lz)
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14 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

le groupe analytique engendré par les flots des champs tangents & % et :
Gy :={¢p € AutCP(n) | ¢*.F = F}.

Alors que G2 est un sous-groupe algébrique de Aut CP(n), il se peut que G; ne le
soit pas. On a l'inclusion G; C G2. Notons GIZ I'adhérence de Zariski de G et Gg
la composante neutre de G ; comme G est connexe, GZ aussi et GY C GY. On a
I’alternative :

- Zie Gy C Lie Glz C Zie Go,

-G, =GY.

Dans le premier cas, si X € ZieG? \ ZLieGy, alors X est non tangent & %
(maximalité de Lz ) et exptX € GY. Par suite X est une symétrie.

Dans le deuxieéme cas, le groupe G; est algébrique; comme il agit sur CP(n) par
action algébrique, ’adhérence ordinaire de toute orbite G - m est algébrique comme
adhérence de I'image d’un morphisme algébrique. Par suite toute feuille de .Z est
d’adhérence algébrique. Il résulte du théoréme de Darboux-Jouanolou ([5], [10]) que
F possede une intégrale premiere rationnelle. O

Ainsi énoncé ce théoréme est semblable & un résultat de J.V. Pereira et P. Sdnchez
([12]). 11 se généralise comme suit (la preuve est analogue) :

THEOREME 1.9. — Un Z-feuilletage de codimension un d’une variété algébrique est
défini par une forme fermée rationnelle.

LEMME 1.10. — Soient F un feuilletage sur CP(n) décrit par une 1-forme w, X
une symétrie et Y un champ tangent au feuilletage. Alors ijx yjw =0, i.e. [X,Y] est
tangent au feuilletage F

Démonstration. — En un point régulier, le théoréme de Frobenius assure que w s’écrit

udrg ou u est une unité et xo une submersion. Si on complete les coordonnées a ’aide

N , el 1o}
de x1,...,x, alors les champs locaux tangents a w sont engendrés par Far o Fa

o 9 Lo w . . "
Comme X = >, ka est une symétrie, la 1-forme T est fermée. Or ixw =

IO

o est fermée, i.e.

RS 9
k=1

Puisque le champ Y est tangent au feuilletage, il s’écrit 22:1 Yk% ; alors :

(X,Y] = { +ZXk Z 81]

t [X, Y] annule w. O

uXyg ; donc

REMARQUE 3. — Le lemme précédent est évidemment de nature locale.
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COROLLAIRE 1.11. — Soient F un £-feuilletage sur CP(n) et X un champ de vec-

teurs non tangent au feuilletage % . Le champ X est une syméirie de F si et seulement
si[ X, %z C L.

Démonstration. — Soit Y € Lz, le lemme 1.10 assure que si X est une symétrie
alors le champ [X, Y] est tangent au feuilletage .%. Par maximalité de 'algebre L,
le champ [X,Y] est un élément de L.

Réciproquement, le théoreme de Frobenius assure que localement au voisinage d’un
point régulier m la 1-forme w décrivant % s’écrit udxg. L’algebre ,,% =25,®CR
est de dimension ponctuelle n. Le module des champs tangents en m au feuilletage

o)

coincide avec le module engendré par Jasr % et avec le module engendré par

.,%. Soit X un relevé de X ; la condition [)~( ,%] C ,,SZa; implique que, pour tout
champ Y local tangent & .%, le champ [X, Y] est tangent au feuilletage. En particulier,
c’est le cas pour chaque [X, %], 1 > 1. Supposons que le champ X s’écrive :
> 0 0
X=Xo—+ - +X, 7—.
0 Oxg "9z,
Comme la 1-forme w annule :

%3] = e

785Ek __(%ckaxo
on a —g%}f = 0 pour tout k£ > 1; on note puisque X n’est pas tangent & §que
Xo = l(x0) # 0. Ainsi w/ixw = dxo/l(zro) est fermée, ce qui implique que X est une
symétrie. O

Les théorémes qui suivent proposent un procédé de construction en cascade :

THEOREME 1.12. — Soit F un Z-feuilletage de degré v sur CP(n) défini en co-
ordonnées homogénes sur C"1 par la 1-forme w de degré v + 1. Supposons que le
L-feuilletage F n’ait pas d’intégrale premiére rationnelle, alors Z a une symétrie
linéaire Z sur C™T1. Cette symétrie induit un facteur intégrant P de degré v+ 2 dont
les niveaux définissent un L -feuilletage de degré < v+ 1 sur C™t1. Ce feuilletage se
prolonge en un £ -feuilletage sur CP(n + 1).

Démonstration. — Soit X € £% ; puisque P est un facteur intégrant de w on a :

P
ix <dw—d?/\w>—0

et comme X € £%, on a ixdw = ixw = 0. Par conséquent, on obtient : ixdP = 0.
Soit G C GL(n + 1,C) le groupe analytique de % : c’est le groupe engendré
par les flots des éléments de .Z%. Ce groupe n’est pas algébrique sinon les feuilles
de .# seraient algébriques et, par le théoreme de Darboux-Jouanolou, le feuilletage
Z admettrait une intégrale premieére rationnelle ce qui est exclu. On considére alors
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16 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

G? T'adhérence de Zariski de G'; on a : dim Zie G < dim .Zie GZ. Soit GT le groupe
algébrique défini par :
GP ={heGL(n+1,C)| Poh=P};
pour tout champ X de .Z%, le champ X annule P donc P(exptX) = P autrement
dit G ¢ GP. Ainsi GZ C GF et :
Ly = LieG ¢ LieG? C LieGP.

Par maximalité de .Z# la dimension ponctuelle de .Zie G¥ est n: en effet un champ
linéaire qui appartient & .Z7 en tout point générique appartient a £%. Le facteur
intégrant P, de degré v + 2, apparait donc comme invariant d’un sous-groupe algé-

brique de GL(n + 1, C) a orbites génériques de dimension n; le #-feuilletage associé
a P est un .Z-feuilletage de codimension 1 et de degré < v+ 1 sur C™*! que I'on peut

prolonger & CP(n + 1). O
REMARQUE 4. — L’inégalité « < v + 1 » est due au fait que 'on ne suppose pas le
polynéme P réduit; si P = le"’1 -« Pt est de degré v + 2, la 1-forme :

S
dPy,
J2 = 1) =+
1 kg:1(nk+ )Pk

définissant le feuilletage associé & P est de degré strictement inférieur au degré de
P deés que 'un des ny, est strictement positif. Un argument élémentaire utilisant le
théoreme de Puiseux dit que 1'égalité est satisfaite lorsque les n; sont nuls.

L’énoncé 1.12 a une réciproque lorsque le polynéme P est réduit :

THEOREME 1.13. — Soit P un polynéme homogéne réduit de degré k sur C™+1 dont
la décomposition en polynémes irréductibles s’écrit Py - - - Ps avec s > 2. Si P définit
un &L-feuilletage sur C™*1, il existe des £-feuilletages sur CP(n) de degré k — 1
ayant pour facteur intégrant P.

Démonstration. — On définit I’algebre de Lie g de dimension ponctuelle n par :
g := {X champs linéaires | ixdP = 0}.
Si X € g, le flot de X est tangent aux niveaux de P et en particulier tangent & P~1(0) ;
d’ou :
X(Py) = pu(X) Py

> A deg(Py) =0,

k=1
alors la 1-forme Q = Y7, )\i% définit un .Z-feuilletage .#q sur CP(n). En effet,
soit :
o' = {X €g| iy Mm(X) =0} Cg.
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Cette algebre de Lie tangente au feuilletage logarithmique % est de codimension 1
dans g et de dimension ponctuelle n — 1. Comme P est un polyndme, ses niveaux
(excepté P~1(0)) n’adhérent pas a l'origine donc R ¢ g. L’algébre CR @ g’ est de
dimension ponctuelle n et tangente au feuilletage Fq. Pour (Ag)k=1,. s générique
([5]), la 1-forme w = P satisfait codim Singw > 2 et Fq est de degré k — 1. O

REMARQUE 5. — Si s = 1, alors pour tout élément X de g on a: ui(X) =0.

Si s > 2, alors u;(X) # 0 pour tout i € {1,...,s}; en effet, si u;(X) =0 on a
X (P;) = 0 pour tout champ X de g. Ainsi les feuilletages décrits par P; et P coincident
et s=1=1.

1.2. Z-feuilletages avec une singularité isolée en dimension n > 3
Rappelons la définition d’un feuilletage a singularité isolée.

DEFINITION. — Soit % un feuilletage sur un ouvert de C™. On dit que # a une
singularité isolée en m si m est isolé dans Sing .%.

REMARQUE 6. — On démontre que si .% est défini par la 1-forme w = 22:1 ardz
alors .% est a singularité isolée en m si et seulement si le germe en m de I’ensemble
{a1 = -+ = a, = 0} est réduit a {m}.

On montre ici qu'un Z-feuilletage sur CP(n) ayant une singularité isolée est associé
a une forme quadratique de rang maximum. Les outils nécessaires sont le théoreme de
Frobenius de Malgrange ([11]) ainsi que le résultat suivant d’algébre commutative :

PROPOSITION 1.14 ([15]). — Soient ay, ..., a, des éléments de O(C™,0). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

(i) {ar =+ = an = 0} = {0}

(ii) le module des relations :
My == {(b1,...,by) | >4, axby = 0,b; € 6(C™,0)}
est engendré par les relations triviales :
bi; = (0,...,0,a;,0,...,0,—a,0,...,0).

Le théoréme de Frobenius singulier de Malgrange donne une condition géométrique
d’existence d’intégrale premiere holomorphe pour un feuilletage singulier :

THEOREME 1.15 ([11]). — Soit w un germe de 1-forme holomorphe intégrable en 0.
Si codim Singw > 3, il existe f € O(C™,0) et g € 0*(C™,0) tels que w = gdf .

Le théoreme de Malgrange est inopérant en dimension 2 : la condition codim Singw >3
est satisfaite lorsque w n’a pas de singularité et la il s’agit du théoreme de Frobenius
classique.

Enongons le théoreme principal de cette partie :
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18 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

THEOREME 1.16. — Soit F un L-feuilletage sur CP(n), n > 3, ayant un point
singulier isolé. Alors F est de degré 1 et il existe une carte affine C™ C CP(n) telle
que F|cn soit associé a une forme quadratique de rang mazimum.

REMARQUE 7. — L’énoncé n’exige pas que le lieu singulier soit réduit a un point
mais qu’il existe un point singulier isolé.

Démonstration. — Supposons que le point singulier de .% soit I'origine 0 d’une carte
affine C" C CP(n). Si X € Z#, on sait que dans la carte affine C* C CP(n) le
champ X s’écrit :

X = Zak —+f()

ot £ est linéaire, les aj, affines et R le champ radial de C".
Le champ X s’annule en 0 sinon toute la trajectoire de X passant par 1’origine
serait singuliére pour %, ce qui contredirait ’hypotheése %

isolée. Ainsi les aj sont linéaires, i.e. X s’écrit :

X =X'+4X)R

admet une singularité

ou £: Ly — (C™)* est lindaire et X’ un champ linéaire sur C".
Soient X1,...,X,—1 des éléments de L& tels que pour z générique, on ait :
dim(X;(z),...,Xp-1(2)) =n— 1.
La 1-forme € sur C™ définie par :
Q=ix, - ix, ,dz1 N Ndz,
est intégrable et s’écrit :
Q=0Q,1+Q,
ou les 2 sont homogenes de degré k,
Qo1 =ixy--rix,_dzi Ao Ndzy

et ir{l, = 0. 1l se peut que 2 s’annule sur une hypersurface et se laisse diviser par un
polynome ; c’est en fait le cas. Le feuilletage .% est défini par une 1-forme a singularité
isolée en l'origine; le théoreme de Malgrange assure 'existence d’un élément f de
0(C",0) tel que df définisse localement .7 en origine. Si X = Y} , bka—‘zk € 2,
alors X - f = ixdf = 0, autrement dit Y ;_, bx ddzf = (0. Comme nécessairement df est

f

a singularité isolée, la proposition 1.14 assure que le module des relations des 7=~ est

engendré par les relations triviales; on a :
aof 0 aof 0
1 X = ——
(1) Zukj <8x- Oz Oxy Oz
ol les py; désignent des éléments de &(C”,0). Comme dim(X;(z),...,Xn-1(2)) =
n — 1 pour z générique, les X' ne sont pas tous identiquement nuls et puisque [ a
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une singularité isolée a l'origine, f est non submersive. En calculant le 1-jet d’un
élément X générique on constate via (1) que :

f = q+ termes d’ordre supérieur

ou ¢ est une forme quadratique non triviale. Comme Q A df = 0, le lemme de de
Rham-Saito assure l'existence de G de ¢(C™,0) tel que :
Q=Q,_1+Q, =Gdf =G(dg+ termes d’ordre supérieur).
Remarquons que 2,1 # 0 sinon on aurait :
1IRQY=1rQNp_1+irQ, =0
qui impliquerait irdf = 0, ce qui est absurde. Comme ) est d’ordre n — 1 et dg
d’ordre 1, I’égalité :
Q=0Q,-1+Q, = G(dg + termes d’ordre supérieur)
entraine que G est d’ordre n—2 > 1. On en déduit que G s’annule sur une hypersurface
et par conséquent §2 aussi; or €2 est polynomiale donc cette hypersurface est algébrique.
Ainsi G s’écrit UP ou U désigne un élément de &*(C™,0) et P un polyndme :
P=Pis+ - +Py
avec P; homogene de degré i et P,_s # 0. Finalement {2 s’écrit :
Q=Q,14+9Q, =Gdf = PUdf

=Pzt -+ Py)(wr+ Fwn) =Pw

ou les wy sont des 1-formes homogenes de degré k et w1 = dq; on suppose que Py et

wp+ sont non nuls.
Par identification, on a :

anl = Pn72dq
Qn = I'p—2Ww2 + Pnfldq
0= P, ow3s+ P,_1ws + Prdq

OZPN(UN/.
Il en résulte que :
N+N' =n
1< N
n—2<N
autrement dit on a l’alternative :
-~ N' =1 et N=n-1
~-N' =2 et N=n-2.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



20 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

Dans le premier cas, P = P, o+ P, _1, la 1-forme w vaut w; et % est un feuilletage
de degré 1. Dans le second cas, P = P,_5 et w = w1 +ws avec igws = 0 car iz, = 0.
Ce qui signifie ici encore que % est de degré 1. La classification des feuilletages de
degré 1 (que nous rappelons au chapitre 3) nous permet de trouver une carte affine

dans laquelle ws = 0. Ainsi .# est défini par dg ou ¢ est une forme quadratique
nécessairement de rang maximum. O
REMARQUE 8. — Ce théoréme n’est pas correct en dimension 2; sur CP(2) tous les

feuilletages de degré 1 sont des Z-feuilletages et possédent une singularité isolée (trois
comptées avec multiplicité) sans toutefois étre associés & une forme quadratique.

1.3. Théoremes généraux

On rappelle quelques résultats élémentaires sur les algebres de Lie et on présente
leur traduction en terme de .Z-feuilletages. On renvoie aux livres classiques pour ces
résultats.

PROPOSITION 1.17. — Soit g une sous-algébre de Lie de .# (n,C) dont tous les élé-
ments sont semi-simples. Alors g est diagonalisable, i.e. conjuguée a une sous-algébre
de matrices diagonales.

On en déduit aisément la :

PROPOSITION 1.18. — Soit g une algébre de Lie de champs de vecteurs linéaires sur
C"tl. Si tous les éléments de g sont semi-simples, alors g est abélienne et dimg =
dim g(m) pour m € C"*1 générique.

Démonstration. — La proposition 1.17 assure que g est isomorphe a une algebre de
matrices diagonales; ainsi si X1, ..., X, est une base de g, on peut trouver un systéme
de coordonnées zy, ..., z, tel que :
n
0
Xy = k2
k Z Hj, k25 )
7=0
Alors la matrice :
A= (p51) o<j<n
1<k<s
a pour rang s la dimension de g. Evaluons 'élément > 71 M Xy de l'algébre g au point
générique (1,...,1) (chaque m = (m1,...,m,), avec m; # 0, se ramene & (1,...,1)
par un isomorphisme diagonal). Sous forme matricielle on obtient :
D he1 AkHOk 0 1 A1
=4l
0 Zi:l Ak ok 1 As
Par suite espace engendré par les -7 _; Ap X}, évaluéen (1,...,1) est de dimension s.

O
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On obtient comme conséquence directe :

COROLLAIRE 1.19. — Soit F un Z-feuilletage sur CP(n). Si tous les éléments de
ZLa sont semi-simples, alors F est linéairement conjugué a un feuilletage logarith-
mique du type W :

znZA d"’f A\ €C

ot les z; sont des coordonnées homogenes et ijo ; =0.

Démonstration. — Soit w une 1-forme définissant le feuilletage .%#. On identifie L&
a Z%. Par la proposition 1.17 il existe un systéme de coordonnées zo, ..., z, dans
lequel 2% est diagonale. Un élément X de £% s’écrit :

X= ZM} V5, 82

ol p;(X) € C. Alors lalgebre ,,ng; est engendrée par les champs X1,..., X,,_1, base
de Z%, et Xo = R. Si (Ao, ..., \,) satisfait :

Z;'l:o Aj=0
Z?:oﬂj(xk))‘j =0pourk=1,...,n—1,

alors W= zp-+ 2, Y1 A dZJ définit .F 0

REMARQUES 9

(i) Comme nous le verrons plus loin, tous les Z-feuilletages sur CP(n) associés a
une algebre abélienne ne sont pas conjugués & un feuilletage logarithmique.

(ii) L’adhérence de I’ensemble des feuilletages conjugués aux feuilletages logarith-
miques définis par :

forme une composante irréductible de 1’adherence de l'ensemble des feuilletages de
degré n — 1 sur CP(n) ([3]).
(iii) On note aussi que les limites de feuilletages définis par des 1-formes du type
@ ne sont pas nécessairement des .Z-feuilletages; soit .# le feuilletage sur C* =
{20, 71, 72, 23} décrit par la 1-forme :
le d(Zl — Zo) + I€3%>

dZQ
w=2921(21 — 20)23 | Ko— + K 1— + K
20 Z1 — 20 z3

3 R . N
avec » -, k; = 0. On remarque que w apparait comme lim._,ow. ot :

dzo dz d(ezo + 21 — 20) dzs
we = 2021(€20 + 21 — 20)23 | Ko— + K1— + kg —————————= + Kg—
z0 Z1 Z1 — 20 z3
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22 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

avec Zf:o k; = 0; le feuilletage .# est donc limite des .Z-feuilletages #.. On peut
montrer que w ne définit pas un Z-feuilletage de la fagon suivante; si :

p: C —C?
Z (SDO(Z); Sol(z)a 502(2)7903(2))

est une application entiere qui évite les hyperplans zyp = 0, z; = 0 et 29 = 21, il résulte
du théoreme de Picard qu’il existe une relation non triviale :

appo +arp1 =0, a; € C.

En appliquant cette remarque aux flots des champs linéaires tangents a w, on constate
que la condition de dimension ponctuelle 3 ne peut étre réalisée.

On rappelle la :
DEFINITION. — Soit g une algebre de Lie, on note (g;)ien la suite définie par :

go=29, 8i+1 = [0 0
On dit que g est résoluble si g, = {0} pour un certain p. Un idéal I d’une algebre g
est dit résoluble s’il 'est en tant qu’algebre.

Rappelons aussi le théoreme de triangulation des algebres de Lie résolubles :

THEOREME 1.20. — Toutes les algébres de Lie complexes résolubles de matrices g
sont triangulables, i.e. il existe une matrice inversible P telle que PgP ™! soit trian-
gulaire.

DEFINITION. — Soit .% un Z-feuilletage sur CP(n). On dit que .# est régulier si
pour tout point m € CP(n) \ Sing % la dimension ponctuelle de £ en m est n — 1.

On remarque qu'un .Z-feuilletage de degré maximal n — 1 est nécessairement ré-
gulier. C’est une conséquence de la preuve de la proposition 1.4.
On déduit du théoreme précédent le :

THEOREME 1.21. — Soit F un feuilletage régulier sur CP(n). Si L est résoluble,
alors F possede un hyperplan invariant H. En particulier, dans la carte affine C™ ~
CP(n) \ H, les éléments de Lz sont affines.

Démonstration. — L’algebre £7 est une algebre de Lie résoluble isomorphe & une
sous-algebre de .# (n + 1, C). D’apres le théoreme 1.20 cette algebre est triangulable
et admet donc pour hyperplan invariant H = {zn = 0}, ou {20,...,2n} est un
systéme de coordonnées triangularisant de C™*!. Puisque .# est régulier, la dimension
ponctuelle de £% est n — 1 en un point générique m de H et H est invariant par le
feuilletage ; d’olt I'existence via la projection canonique 7: C**1 \ {0} — CP(n) d’un
hyperplan invariant pour .%.

Enfin, on montre facilement que si le feuilletage .# admet un hyperplan invariant H,
alors, dans la carte affine CP(n) \ H, les champs tangents a .# sont affines. O
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L’hypothese de régularité est nécessaire. Nous détaillerons en 5.1.4 ’exemple d’un
feuilletage non régulier de degré 2 sur CP(4) ayant une intégrale premiere de type
Q1/Q2, ou les Q; sont quadratiques, associé & une algebre de Lie résoluble maximale ;
I’algebre possede un hyperplan invariant, le feuilletage non.

On rappelle aussi les :

DEFINITIONS

(1) Soit g une algebre de Lie; il existe un unique idéal résoluble noté Z(g) appelé
radical de g contenant tous les idéaux résolubles de g.

(2) Une algebre g est semi-simple si elle ne contient pas d’idéal résoluble non trivial
ce qui est équivalent & Z(g) = {0}.

Il est assez naturel de regarder les Z-feuilletages associés aux algebres semi-
simples :

THEOREME 1.22. — Soit F un Z-feuilletage sur CP(n). Si L est semi-simple,
ou plus généralement si [ L, Ly = Lz, alors F posséde une intégrale premiére
rationnelle.

Démonstration. — Comme d’habitude on releve Zz 4 C*t! en 2L . Le feuilletage &
posseéde un facteur intégrant P = P1"1+1 <o Pt avee pged(Py, ..., Ps) = 1, die.

w . dP, H
F—;/\k?k—l-d(ipfl'”PgS)

ol w définit .. Si tous les \; sont nuls, le feuilletage .7 posséde une intégrale premiere
rationnelle; si ce n’est pas le cas supposons par exemple que A\; # 0. Soit X un élément
de Z% ; le champ X est tangent a F et par suite tangent aux hypersurfaces invariantes
par Z. Or le lieu des zéros de Py en est une pour kK =1,...,s; ceci se traduit par :

X(Pk) = idek = /.Lk(X)Pk.

A priori pug(X) est un élément de &(C™*1,0) mais P, et X (P;) sont homogenes de
méme degré donc pu(X) € C. On constate que si X est un commutateur, i.e. si X
s’écrit [Y, Z] ou Y, Z désignent des éléments de .Z%, alors p;(X) = 0. En fait chaque
pr: L% — C est un morphisme d’algebres de Lie donc trivial puisque [£5, 2] =
Z%. 1l se trouve que P admet au moins deux facteurs premiers entre eux dans sa
décomposition, i.e. s > 2. En effet supposons que P = P{“H, alors :
w w dP, H

En particulier degd (H/P}"') = —1 et deg H/P/"* = 0. L’égalité deg H/P/"™* = 0 et
Iidentité d’Euler impliquent que A; deg P, = 0 ou deg P, = 0; ces deux possibilités
sont exclues.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



24 CHAPITRE 1. Z-FEUILLETAGES

Finalement pour chaque X € %z on a X(P) = X(FP) = 0;si v; = degP;, la
fonction rationnelle P;?/Py* est homogene non constante de degré 0 donc passe &

CP(n) et est intégrale premieére de tout élément de Lz donc de Z. O

REMARQUES 10

(i) La construction précédente donne une « construction a deux branches éventuel-
lement multiples » : un .Z-feuilletage .# satisfaisant [L#, Lz] = L2 admet une
intégrale premiere du type Py?/Py* avec P; et P, deux polynémes irréductibles et
v; = deg P;. On peut en effet lorsque les \; sont nuls adapter le raisonnement précé-
dent.

(ii) Dans le cas ou £z est semi-simple, on sait que £ s’intégre en un groupe
algébrique ce qui donne immédiatement le résultat. En fait I’énoncé donne plus que
le cas semi-simple et donne le (i) de la remarque qui a un intérét en soi.

THEOREME 1.23. — Soit F un Z-feuilletage sur CP(n) décrit par la 1-forme w.
Si tous les éléments de Lz sont nilpotents, alors F posséde une intégrale premiére
rationnelle.

Démonstration. — Comme toujours on reléve 'algebre Lz & C™ ! en l'algébre .27 .
Puisque tous les éléments de £z sont nilpotents, £ est nilpotente et apres triangula-
tion les hyperplans z, = cte sont invariants par les éléments de .Z/. Par conséquent,
les feuilles du feuilletage #’ sont contenues dans les hyperplans z, = cte et sont,
puisque .£% produit un feuilletage de codimension 2, de codimension 1 dans ces hyper-
plans. La forme dw|., — .. est nulle sinon le feuilletage restreint serait de codimension 2.
On a ainsi dwAdz, = 0 qui conduit & d(wAdz,) = 0; autrement dit w est fermée dans
les fibres z, = cte donc, par le lemme de Poincaré, exacte dans ces fibres. Par suite,
la 1-forme w s’écrit Pdz, + dH. Par ailleurs, ’égalité deg H = deg P + 1 =degw + 1

et 'identité d’Euler Pz, + H deg H = 0 impliquent que H = —degijgrl ; par suite, la

1-forme w s’exprime comme suit :
w = (degw)Pdz, — z,dP.
Ainsi le feuilletage .# admet P/2°8“ comme intégrale premiére. O

REMARQUE 11. — Dans la carte affine z, = 1 le feuilletage admet pour intégrale
premiere le polynome P.
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CHAPITRE 2

EXEMPLES DE Z-FEUILLETAGES

2.1. Principe de construction d’exemples

On va décrire un principe qui permet de construire des Z-feuilletages a partir
d’exemples classiques venant en particulier de la théorie des invariants et des actions
de C*! sur C".

Soient ny, des entiers strictement positifs. Pour k = 1,...,q, on note Ej, := C"++1
et P(E)) ~ CP(ng). Sur P(E}), on se donne un .Z-feuilletage %y, ; pour my € P(E}),
générique, on a :

dimggk (mk) = Ng — 1.

On a vu que chaque %}, est défini par des formes rationnelles fermées :

= s et )
NI Nk, Nk, s
= Py ; Pk,,i 1o, Pk,skk

avec les conditions Z;’;l Aij deg Py j = 0 et deg(Hy) = Y5 ny.o deg Py o
Posons N = >"{_, nj; on considere sur By @ -+ @ Ey ~ CN*a le feuilletage Fu

associé a la 1-forme fermée :
q
- Z =
2 il
P Hep,
k=1

ou P = szl Py, et les puy, sont des complexes non nuls. On remarque que .%,, descend
sur CP(N +¢—1). En effet, si Ry désigne le champ radial sur Ej, alors R = EZ=1 Ry
est le champ radial sur £y @ - - - @ E, ; comme chaque wy annule R; pour j =1,...,¢q,
la 1-forme €2 annule R.

PROPOSITION 2.1. — Si chaque F}, posséde une symétrie Xy, alors le feuilletage 7,
descend en un £ -feuilletage sur P(Ey @ --- @ Ey).

Démonstration. — Soit m = (ma,...,My) un point générique de By & --- @ E,. La
sous-algebre £° = Lz, @® - @& Lz, est formée de champs tangents & .#,. On a :

q
dim £°(m) = > dim Lz, (m) = > _nx = N.
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Soit X r un relevé de Xy et P, =1 X, Wk Considérons maintenant un champ )Z'a de la
forme :

q
Xa:Zaka
k=1
avec o = (a1,...,04) € Clet (a,p) =Y apur =0. On a:
. Q q Zf( Wi q
‘X P :;Mkak P :;Mkakzo-

On remarque que X, est tangent a .#,,. Soit 2 l'algebre de Lie engendrée par Z° et

les champs )A(:a ; I'algebre Z est formée de champs linéaires tangents & .%,,. De plus,
en un point générique m de By @ --- @ £y, on a :

q
dim £ (m) = dim £°(m) +q—1=Y np+q—-1=N+g—1.
k=1
Par suite %, induit un Z-feuilletage. O

Il se peut que Z ne soit pas maximale alors que tous les .,%k le sont ; nous allons
voir que, modulo une hypothese d’irréductibilité, elle Iest.

DEFINITION. — Soit .# un feuilletage sur CP(n) défini en coordonnées homogenes
par w = ZZ:O ardzi. On dit que % est irréductible si w n’annule pas de champ
constant non trivial.

Remarquons que si .# n’est pas irréductible, alors .# est le pull-back linéaire d’un
feuilletage .’ sur un CP(¢) avec £ < n.

Soient %, Fi, £° et £ comme ci-dessus; on a la :

PROPOSITION 2.2. — Si chaque Fy, est irréductible, alors L est mazimale, i.e. 7=
ZLg,. De plus, si on note :

o= {Sh anXe | () =0},
on a: :?7:9@30 et [g,.£°] c £°.

Démonstration. — Soit Y un champ de vecteurs linéaire tangent a % Montrons que
Y € g; le champ Y s’écrit :
Y=V1+-+1Y,
oul chaque Y; est un champ linéaire sur E; @ --- @ E, et parallele au facteur FEj.
L’égalité : 0
Zyﬁ =0
conduit a :
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Par suite, iy, wy, est divisible par P} ; comme Y}, est linéaire, on a zkak = ¢ P, ou
ci appartient a C et Ek 1 Brcx = 0. Puisque zX wi = Py, le champ Yk =Y — cka
est annulé par wy. Les composantes de Yk pourraient dépendre de variables autres
que celles de Ej ; montrons qu’en fait ce n’est pas le cas. Soient v = (uq,...,us) des
coordonnées de Ej et v = (Vsy1,...,v,) des coordonnées de E1 @ @ Er_1® Ep41 @

-® E,. Le champ Y}, s'écrit

= - 0] > 0
Yi=D o) g+ b()
7j=1 7j=1
ot les a; et b; sont linéaires respectivement en u et v. L’égalité iy wr =0 conduit & :
izwi =0

o Z =57 =1 b; 8 . Pour v général fixé ceci produit un champ de vecteurs constant
non nul, des que lun des b; est non trivial; ce champ est tangent a %} ce qui est
exclu puisque le feuilletage .7}, est supposé irréductible. Finalement, Y} s’écrit :

~ 5 )
Y=Y a;(u)
j=1

Or lalgebre %k est par hypothese maximale donc ?k appartient a %k De sorte
que :
q q L
Y=Y V=) aXp+Y
k=1 k=1
avec Y =Y Y, € £°.
Pour terminer il suffit de montrer que [ X}, %] C £°; pour cela on vérifie que les

champs linéaires [ Xy, Zi], ou Z, € £z, , annulent wy, et sont donc dans Zg, . Mais
comme X, est une symétrie linéaire de %, et iz, wr =0, on a i[)?k 2 Wk = 0. O

Plus généralement on montre de la méme manieére la :

PROPOSITION 2.3. — Soit wy une 1-forme intégrable homogéne définissant un £-
feuilletage sur C™ admettant une symétrie Xy, et P, = ix,wg. Si les i € C~ {0}
satisfont >3 _, prir,wi/Pi =0, alors la 1-forme Q = Py -+~ P, Y1 pgwi/ Py définit
un L -feuilletage sur P(C™ @ --- @ C™a).

REMARQUES 12

1. Notons bien que I'on ne demande pas que les wy définissent un feuilletage pro-
jectif. Si ip,wy est non nul, on a une symétrie automatique X = Ry et dans ce cas
IR, P w’“ = 1.
2. Sl iR, wy est non nul, alors Qi = i, wy et P sont des facteurs intégrants de wy.

Si la 1-forme wy n’a pas d’intégrale premieére rationnelle, alors Qx = cte P.
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28 CHAPITRE 2. EXEMPLES DE Z2-FEUILLETAGES

2.2. Exemples logarithmiques

Les exemples logarithmiques vus en 1.3 s’obtiennent trivialement via le principe
précédent.

On considere sur Ej, = C la 1-forme wy, = dzy, le polynoéme P, = zj et Lz, = {0};
le « feuilletage » Z}, en points est décrit par la 1-forme :

Wk - dzk
Py oz
On construit sur By & --- @ E, 1 le feuilletage logarithmique % décrit par la
1-forme :
n+1 de
21 Bl Me—,
2k
k=1

pr # 0, qui descend sur CP(n) deés que ZZill pie = 0. Ici Lz est isomorphe & C™~ 1.
Les feuilles qui sont les composantes connexes des niveaux de la fonction multiva-
luée Z Pl 1 uk log 2z, sont en general denses pour n > 3. On remarque que tout champ

Zk+1 A2 22 Dor tel que Zk 1 Akt 7 0 est une symétrie.

2.3. Exemples associés aux formes quadratiques

Sur C" on considere une forme quadratique @); de rang maximal, i.e. quitte a
composer par un isomorphisme on peut supposer que Q;(z) = > .7, z?k

Soit .Z; le Z-feuilletage sur C™ défini par la 1-forme dQ; ; on note que £z, est
isomorphe & so(n;, C). Le champ radial R; de C™ est une symétrie de .%; : c’est
I'identité d’Euler.

On construit sur CV = C™ x ... x C" le feuilletage .# décrit par :

q
d
~Qq Zﬂj Qj

(qui descend en un Z-feuilletage sur CP(N —1) dés que 22:1 w; = 0). La proposition
2.2 assure que ce dernier est associé a l’algebre :
Lz = S0 kiR | (5 p) =0} @ 50(Q1) @+ B 50(Q)
~ CT ' @so(ny,C) @ -+ & s0(ng, C).

En considérant CV comme une carte affine de CIP(N) on constate que ce feuilletage
s’étend & CP(N) et que ce prolongement est associé a 'algébre L.

Si ¢ = 3, les feuilles sont en général denses. Si les 11; sont dans Z, on obtient des
exemples avec intégrales premieres rationnelles.

On peut aussi recoller des feuilletages logarithmiques avec des feuilletages associés
a des formes quadratiques; considérons par exemple la 1-forme :

d(2? 4+ 22 + 22) dzo
=——F— " —Kk—.

zf + zg + z% 20

MEMOIRES DE LA SMF 103



2.4. EXEMPLES ISSUS D’ACTIONS CLASSIQUES 29

On note R; = 21% + 22% + 238%3' Soit Z un champ annulant w; visiblement Z
s’écrit /LZ()% + 7" avec Z' ¢ <%, %, %>. Alors 7 — /L(Z()% + £Ry) est dans le
noyau de w et n’a pas de composante en % ; en particulier il annule :

d(z} + 23 + 23)

2422+
La 1-forme w décrit donc un .Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur C*
associé a s0(3,C) & C. Ce feuilletage s’étend en un .Z-feuilletage sur CP(4) décrit
par la 1-forme :
d(23 + 22 + 232) dzo dz4

—= = —k— 4 (k—2)—.
22+ 22+ 22 20 ( )2'4

2.4. Exemples issus d’actions classiques

On présente quelques exemples d’actions classiques qui peuvent étre des bases pour
le principe de construction d’exemples; la plupart de ces exemples se trouvent dans
les livres ([9], [13], [6]). Il est plus commode ici de présenter les groupes eux-mémes
que les sous-algebres de Lie correspondantes.

2.4.1. Action de PGL(2,C) sur CP(3) et construction d’un .Z-feuilletage
sur CP(4). — On note V4 I'ensemble des polynémes homogenes de degré 3 en deux
variables et de maniere plus générale Vi l’ensemble des polynomes homogenes de
degré k — 1 en deux variables. Le groupe GL(2, C) agit sur Vy :

g.P:Pogfl

ou P € Vi et g € GL(2,C). Soient A, p € C*, on a :
(A\g) - (nP) = uP(ig’l) = %Pg’l = %g -P.

L’action de GL(2,C) sur Vi induit donc une action de PGL(2,C) sur P(Vy) =~
CP(k — 1). Or un élément de CP(3) ~ P(V4) est la donnée d’un polynéme P de
degré 3, a multiplication par un scalaire pres, autrement dit la donnée de trois droites
vectorielles Ay, Ay et As dans C? non numérotées (les zéros de P), soit encore la
donnée de trois points de CP(1). Ainsi I'action de PGL(2, C) sur CP(3) correspond
a l'action de PGL(2, C) ~ Aut CP(1) sur les triplets de points de CP(1).

Décrivons les orbites de cette action. On compte trois orbites : I'orbite des triplets
de points distincts, 'orbite des triplets de points dont deux seulement sont confondus
et I'orbite des points triples.

On commence tout d’abord par s’intéresser au sous-ensemble de CP(3) correspon-
dant aux points triples; un point triple c’est la donnée d’un polynéme homogene P
de degré 3 qui est un cube :

P(z0,21) = (B20 — az1)?,
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c’est encore la donnée du point [« : 5] € CP(1). On peut donc paramétrer les points
triples par :

(o, B) — (Bzo — az1)® = 3328 — 36%aziz1 + 30022023 — P23
qui induit I’application :
[o: ] — [8%: =30% : 3Ba? : —a®]

dont I'image est « la » cubique gauche de CP(3) notée T
Décrivons maintenant 1’orbite des triplets de points formés d’un point double et
d’un point simple. On consideére le polynéme 23, c’est le point m =[1:0:0: 0] de T

La tangente a I' en m est donnée par :

0
t— (17 Oa 07 O) + t%(lﬂ —3&, 3&2, _Oé?))‘oé=0 = (17 _3t7 Oa 0)

qui correspond au polynéme 23(zo — 3tz1); pour t # 0, ce polynome est le modele &

conjugaison pres de tout polynéme de degré 3 ayant un terme carré.
On remarque que si m est un élément de I" et  un élément de Aut CP(3) laissant T’
invariante, 'image par ¢ de la tangente a I en m est la droite tangente a T en ¢(m).
Ainsi l'orbite des polynémes, dont le lieu des zéros est une droite double et une
droite simple, est ’ensemble des tangentes ¥ & la cubique I' privé de I'. La surface
Y \T est invariante sous I’action de PGL(2, C) ; elle est paramétrée par I’application :

(o, t) — (=3a, 302, —a3) + (-3, 6a, —3a?)

et est de degré 4 ([9]). On vérifie facilement que dans une carte affine ad-hoc, ¥ est
isomorphe & un cylindre cuspidal (T, s) — (T, s2, s®).

L’action de PGL(2, C) sur CPP(3) produit une unique orbite générique CP(3) \ X
et par conséquent ne produit pas de feuilletage. Toutefois elle nous sera utile plus
loin. Par contre l'action de SL(2,C) sur V4 admet un invariant D (le discriminant).
On obtient ainsi un .Z-feuilletage sur C* dont une intégrale premieére est :

D(ag, a1, az,a3) : = D(aozg + a12521 + aszozi + azz})
=atal — dapas — dadag — 27akal + 18apar azas.
On le prolonge de fagon naturelle & CP(4). Ce feuilletage est associé & une sous-algebre

de x(CP(4)) isomorphe a s[(2,C); il est de degré 3.

2.4.2. Action de PGL(3,C) sur CP(5) et construction d’un .Z-feuilletage
sur CP(6). — Le groupe GL(3,C) agit sur l'espace des matrices symétriques
Sym(3,C) ~ C5 comme suit :

g'P:t 71ngl
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ou P € Sym(3,C) et g € GL(3,C). Cette action correspond a laction naturelle de
GL(3, C) sur les formes quadratiques. Soient A\, p € C*; on a :

(Ag)- (uP) = 45 '~ Py ™",
Ainsi PGL(3, C) agit sur P Sym(3,C) ~ CP(5).

Décrivons les orbites de cette action. Comme CP(5) s’identifie & 'espace des co-
niques de CP(2), I’étude des orbites se ramene & celle des droites doubles, des paires
de droites distinctes et des coniques lisses. L’orbite des droites doubles est 'image de
I’application de Véronese :

CP(2) — CP(5)

[20 : 21 : 29] — [2(2) : zf : zg D 2071 ¢ 2022 ¢ 2122)

appelée surface de Véronese; 'orbite des paires de droites distinctes est la variété
sécante a la surface de Véronese (c’est 'hypersurface constituée des droites qui coupent
cette surface en deux points) privée de celle-ci. Enfin 'orbite des coniques lisses est
Pouvert dense de CP(5) :

CP(5)~ S

ou S désigne la variété sécante a la surface de Véronese. Pour obtenir un feuilletage de
codimension 1 on considére comme précédemment I’action de SL(3, C) sur Sym(3,C) :
deux matrices A et B de Sym(3, C) sont conjuguées si et seulement s’il existe P dans
SL(3,C) telle que *PAP = B c’est-a-dire si et seulement si det A = det B. Donc :

21 22 23
0(z)=det | 22 24 25 | = 212426 — zlzg — zgzﬁ + 2292325 — z§z4
23 25 26

est un invariant de degré 3 de 'action de SL(3,C) sur Sym(3,C) ~ CS. En prolon-
geant § & CP(6), on définit un .Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur CP(6)
dont une intégrale premiere est :

212426 — zlzg — Z%ZG + 2292325 — 2324

3
20

Ce Z-feuilletage est associé a I'algebre de Lie s[(3, C) qui est de dimension 8.
Plus généralement 1’action de SL(n,C) sur Sym(n,C) produit un £-feuilletage

de degré n — 1 et de codimension 1 sur CP(%) associé a l'algebre sl(n, C); la
fonction :
det A
2y

en est une intégrale premiere.
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2.4.3. Action de PGL(3,C) sur CP(9) et construction d’un .Z-feuilletage

sur CP(9). — Soit W1g l'ensemble des polynémes homogenes de degré 3 en trois
variables. Le groupe GL(3, C) agit sur Wy :
g-P=Po g_1

ol P désigne un élément de W1g et g un élément de GL(3, C). Comme précédemment
cette action de GL(3, C) sur Wy se laisse projectiviser en une action de PGL(3, C)
sur PWy ~ CP(9).

Il y a huit orbites spéciales : celle des droites triples, de I'union d’une droite double
et d’une droite, de 'union de trois droites en position générale, de 'union de trois
droites concourantes, d’une conique et d’une droite en position générale, d’une conique
et d’une droite tangente, des cubiques cuspidales et des cubiques a point double.

Les orbites génériques sont celles des courbes elliptiques. Une courbe elliptique )
s’écrit a composition par un automorphisme pres :

zfzg = 20(20 — 22)(20 — A\22).
On constate que deux courbes elliptiques E) et E): sont équivalentes si et seulement
si les ensembles : \ \
1 1
A=A -, 1=-A
{’)\’ 71—/\’1—/\’)\—1}

(orbite de A sous l'action du groupe engendré par z — % et z—1—2)et:

! /
N—{XH%J—A’ ! A A }

TN =NTN -1
coincident ; autrement dit si et seulement si j(A) = j(\) ou j désigne la fonction :
A2 —=XA+1)3
A2(A—1)2

En effet, j(1/A) = j(A) et 5(1 — X) = j(\). La fonction j est donc bien définie sur les
quadruplets de points de CP(1) et induit une fonction rationnelle J: CP(9) --+ CP(1)
qui est la composition de j avec \. Ceci est relié au fait que ’on peut voir la donnée
d’une courbe elliptique comme celle d’un revétement double au dessus de CP(1) ra-
mifié en quatre points, ce que nous précisons dans le paragraphe suivant. L’adhérence
de Torbite d’une courbe elliptique est une fibre de J. C’est une hypersurface de de-

gré 6 sauf pour les deux valeurs critiques de j qui sont 0 et 1728 (les points critiques
1

réseaux spéciauxQZ DiZ et Z D 7).

Les orbites des cubiques singuliéres satisfont des conditions d’incidence; par
exemple I'adhérence de 'orbite d’une courbe elliptique contient le lieu des cubiques
cuspidales.

L’action de PGL(3, C) sur CP(9) produit donc un .#-feuilletage de degré 8 et de
codimension 1 sur CP(9) associé a l'algebre sl(3, C). Le calcul du degré n’est pas si
facile et a été effectué par J.V. Pereira (communication personnelle) en utilisant une

jiA— 256

de j, qui sont 2 1 de multiplicité 1 et —j, —j% de multiplicité 2, correspondent aux
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méthode due & Darboux. Les descriptions des feuilles et du lieu singulier s’obtiennent
a partir des considérations précédentes sur les orbites.

On trouvera la formule explicite de la fonction J dans le livre de Dolgachev ([6],
page 160).

2.4.4. Action de PGL(2,C) sur CP(4). — Comme on l'a dit précédemment
PGL(2, C) agit sur P(V5) ~ CP(4) qui s’identifie & I’espace des quadruplets de points
sur CP(1). On retrouve et on précise les résultats du paragraphe ci-dessus.

On compte cinq cas de figures différents : les quadruplets de points tous distincts,
les paires de points doubles, les quadruplets formés d’un point triple et d’un point
double, les quadruplets formés d’une paire de points doubles et d’une paire de points
simples et enfin les points quadruples.

Les quatre dernieres configurations produisent quatre orbites. En effet, une homo-
graphie permet d’échanger deux triplets de points donnés mais envoie quatre points
distincts z; sur 0, 1, co et le birapport A des z;. Toutefois le calcul du birapport tient

compte de 'ordre dans lequel on s’est donné les z; ; permuter ces quatre points a pour
1 A A

P T T-x OU X1

de points distincts non numérotés peuvent étre envoyés I'un sur 'autre par un élément

de PGL(2,C) si et seulement si les ensembles A et A’ coincident. C’est le cas si et

effet de changer le birapport A en %, 1-A Ainsi deux quadruplets

seulement si j(A) = j(\'). On retrouve ainsi la situation du 2.4.3.
Décrivons par exemple I'orbite d’un point quadruple. Se donner un point quadruple
revient a se donner un polynéme homogene de degré 4 de la forme :

P(z0,21) = (Bzo — az1)*

ce qui détermine un point [a : §] de CP(1). On peut donc paramétrer les points
quadruples par :

(o, B) — (Bz0 — az1)* = 54261 - 453042821 + 6520422ng —4Ba3 223 + o*p
qui induit Papplication de CP(1) dans CP(4) :
[o: B] — [B*: —4B3a : 65%a? : —4Ba : o pY].

Son image est une courbe de degré 4 appelée courbe de Véronese.

L’action de PGL(2, C) sur CP(4) induit un .#-feuilletage associé a s[(2,C). On
cherche une expression de lintégrale premiere de ce Z-feuilletage; on profite de
Pexistence d’invariants de l'action de GL(2,C) sur V5. Il existe deux tels invariants
homogenes de degré respectivement 2 et 3 ([13]) :

L

. . 1
4 3 2.2 3 4
P(apzy + a1zgz1 + aozy 2y + asz02] + auazy) = qoou — 1a1a3 + —12a2
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et :
00 5 %
4 3 2.2 3 4
H(aozg +a1zpz1 + aezgz; + aszoz; +agzy) = det [ G @ ¢
az az
6 4 (4
2 2 3
ooy Qo (62X + 10903 + 10903 (65
6 16 16 96 96 216"

Ainsi on trouve que P3/A, o A = 28(P3 — 27H?), est une intégrale premiere du
Z-feuilletage induit par 'action de PGL(2, C) sur CP(4). On en déduit que P3/A
est une fonction linéaire de I'invariant j :

Pl
A~ 17287
2.4.5. Action de PGL(3,C) sur CP(7). — On considére l'espace V des formes
différentielles :
2
w = Z Akdzk
k=0
ou les Ay sont des polynémes homogenes de degré 2 tels que Zi:o Arzi, = 0.

Cet espace est de dimension 8; un élément générique de V, i.e. un élément tel que
pged(Ao, A1, A2) = 1, représente un feuilletage de degré 1 sur CP(2) (¢f. chapitre 3).
Le groupe GL(3, C) agit sur V de fagon naturelle :
g w=g'w

otw €V etge GL(3,C). Soient A\, p € C*; on a:
2
(Ag) - (nw) = 79 "W

et I'action de GL(3, C) sur V induit donc une action de PGL(3, C) sur P(V) ~ CP(7).
Donnons une breve description de cette action.
Commengons par nous intéresser aux éléments w non génériques de V', i.e. aux
éléments tels que pged(Ag, A1, Az) # 1; la 1-forme w s’écrit :

w =L (Shoo Ludz)

N . 2 2
ou les Ly, L sont linéaires et ) ,_, Lyzr = 0. On remarque que y ,_, Lidz est
linéairement conjugué a :
z21dzo — zodzq.
Par suite, les 1-formes wy 4 sont linéairement conjuguées a des formes du type :
L(z1dza — zodz1).
Si L dépend seulement de (21, 22), on se rameéne au modele :

w1 = 21 (ZleQ - ngzl)
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et sinon & :
wo = 20(z1dz2 — 2z2dz1).

On note [w;] la classe de w; dans I'espace projectif des formes de degré 3 et Orb[w;]
Porbite de [w;]. On vérifie facilement que dim Orb[wg] = 4 et dim Orblw;] = 3.

On constate que Orblwi] C Orblwo] et que Orblwp] est biholomorphe & :
CP(2) x CP(2) ~ CP(2) x CP(2),

ol C]I;(Q) désigne lespace projectif dual. Dans CP(2) x CIP¥(2), Porbite de [w1] s’iden-
tifie a la variété d’incidence :

{(z,2) € CP(2) x CP(2) | = € 2}
ie.d: {([z0:21: 2], [ap s a1 : ag]) € CP(2) x Cﬁ(Z),zoao + z10q + 2200 = 0}.

Soit w un élément générique de V; le feuilletage % défini par w a alors 3 points
singuliers. Il laisse donc trois droites distinctes invariantes (les droites joignant les
trois points singuliers) que 'on peut supposer étre, quitte & faire une transformation
linéaire, les droites d’équation zg = 0, z; = 0, 22 = 0. Dans la carte affine zy = 1, la
1-forme w s’écrit :

w = Bi(1, 21, 22)dz1 + Ba(1, 21, 22)d2za + B3(1, 21, 22)(21d22 — z2dz1)

ou B; et Bs désignent des fonctions affines et Bs une fonction linéaire. La droite
d’équation z; = 0 étant invariante par le feuilletage, la fonction affine By est divisible
par z; donc s’écrit cte-z1 ; de méme, on obtient que By s’écrit cte- zo. Enfin I'invariance
de la droite a l'infini par le feuilletage implique que B3 = 0. Finalement w s’écrit :

wx = 29dz1 — A\z1dzo.
En considérant :

¢: C? — C?
(21722) — (22521)

on constate que Orbwy] = Orb[w /5] ; dit autrement les feuilletages .7, et .F; /\ décrits
respectivement par wy et wi,y sont conjugués. En permutant les droites invariantes
entre elles, on obtient : les deux feuilletages %y et %y sont conjugués si et seulement
si A = A’ autrement dit si et seulement si j(\) = j()\') avec les notations habituelles.

Comme les orbites génériques sont de dimension 6, cette action produit un Z-
feuilletage de degré 3 et de codimension 1 sur CIP(7) associé a sl(3, C). Le calcul du
degré a aussi été effectué par J.V. Pereira en utilisant encore la méthode de Darboux.
On constate, mais ce n’est pas nouveau, I'ubiquité de la fonction j.
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2.4.6. Action de SL(2n, C) sur I’espace Asym(2n,C). — On note Asym(2n, C)
I’espace des matrices 2n X 2n antisymétriques a coefficients complexes. Soit A un
élément de Asym(2n, C), alors det A est un polynome de degré 2n en les coefficients
de A qui s’avere étre un carré. Il se trouve que v/det est Punique invariant de Daction
de SL(2n,C) sur Asym(2n,C) ce qui produit un Z-feuilletage de degré n — 1 sur
C"(27-1) dont les feuilles sont les niveaux génériques de v/det. On peut prolonger ce
feuilletage & CP(n(2n —1)). Pour n = 3 on construit ainsi un .Z-feuilletage de degré 2
sur CPP(15).

2.4.7. Action de GL(2,C) sur V5. — L’action naturelle de GL(2,C) sur Vj
posseéde l'invariant homogene de degré 2 suivant ([13]) :

4 3 2.2 3 4
H(apzy + a1z521 + aozizi + agzozy + aszy) = det

- [eTs]e D)8 7] a0a§ a%(m + ala% + 1003 ag
6 16 16 144 216 216
Cette action induit un Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur C® qui se

prolonge a CP(5).

2.4.8. Feuilletage exceptionnel. — Soit I la cubique gauche de C? paramétrée
par :

t2 3

t— (t, —, —).

2’6
On note Autr C® les automorphismes affines de C3 laissant I' invariante. En fait
Autr C3 est isomorphe au groupe affine de la droite.

L’orbite d’un point m sous 'action de Autr C? est une variété d’adhérence al-

gébrique. Cette action induit donc un .Z-feuilletage, noté .Zr, sur C? dont le lieu
singulier est . En redressant I" par ’automorphisme polynomial :

2 3

6 () — (- 202 2),

on constate que ¢*I" est une droite et ¢*.Zr est un feuilletage dont les feuilles sont des
cylindres cuspidaux. On peut prolonger ce feuilletage en un Z-feuilletage de degré 2 et
de codimension 1 sur CP(3); son lieu singulier est I'union de I', d’une droite et d’une
conique. L’algebre .Zz,. est isomorphe a l’algebre de Lie du groupe des transformations
affines. Le théoréme de Darboux-Jouanolou assure que le feuilletage .#1 a une intégrale
premiere rationnelle qui se calcule en fait explicitement ([3]) :

3. 2

2 2z
(2023 — 212223 + 72)
3

O
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On note wr une 1-forme définissant le feuilletage .Zr. On dit que le feuilletage .F’
de degré 2 défini par [w’] est voisin de Zr si [w'] est proche de [wr]. Si % est un
feuilletage de degré 2 voisin de .Zr alors %’ s’écrit o*.Zr ou ¢ est un automorphisme
de CP(3) (voir [3]). On dit que le feuilletage .Zr est stable; on l'appelle feuilletage
exceptionnel. De la stabilité résulte que la variété algébrique :

{o*Fr,0 € Aut CP(3)}

est une composante irréductible de lespace des feuilletages de degré 2 sur CP(3)
(voir [3]).

Le feuilletage exceptionnel apparait aussi lorsqu’on considere ’action naturelle du
groupe triangulaire :

7 ={(5.].) lacCpec)csLe0)

sur V4. Elle induit une action de P % sur CP(3) dont les orbites sont de dimension
deux, autrement dit un .Z-feuilletage de degré 2 et de codimension 1 sur CP(3)
associé a l'algebre du groupe des transformations affines. On peut montrer que c’est
le feuilletage exceptionnel.

Iy a encore une autre facon de voir le feuilletage exceptionnel. On considere I'action
de PGL(2, C) sur CP(4), 'espace des quadruplets de points sur CP(1). L’invariant de
cette action est 'invariant j des courbes elliptiques ; fixer la position d’un des quatre
points revient & se donner un hyperplan CP(3) C CP(4). Le feuilletage induit par les
fibres de la restriction de j a ce CPP(3) est encore le feuilletage exceptionnel.

2.5. Exemple de Gordan-Noether
Hesse affirme que si P est un polynéme homogene en les variables z1, ..., z,, alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) det Hess P = 0,
(ii) le polynéme P « dépend de moins de n variables ».

Bien str Hess P désigne la matrice hessienne de P.
Sylvester commence par corriger 'affirmation de Hesse; si P est un polynome

homogene en z1, ..., z,, les affirmations suivantes sont équivalentes :
. n oP __
a. Il existe k1,...,Kk, € C non tous nuls tels que ijl Kide; = 0,

b. le polynome P « dépend de moins de n variables ».

Puis Gordan et Noether donnent un contre-exemple a l'affirmation de Hesse; le
polynéme homogene de degré 3 sur C :

2 2
P(z1, 22,23, 24, 25) = 2123 + 212224 + 2525
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vérifie (i) mais pas (ii). Il se trouve que P définit un Z-feuilletage Fgn sur C°. Les
champs :

0 0 0
X = _ —_— X = _ —_—
! =2 823 1 824 ’ 2 =2 824 1 825 ’
0 0 0 0 0
Xs=21— —223— — 24— et Xy=290— — 24— — 225 —
3 A1 821 3 823 “ 824 ¢ : 2 822 “ 824 s 825

annulent P, sont linéairement indépendants et vérifient les relations :
[X1,X2] =0, [X1,X35]=-2X, [X1,X4]=-Xy,
[Xo, X3] = —Xo, [Xo,X4]=-2Xs et [X35,X4=0.
Ils engendrent une algebre de Lie maximale qui est ponctuellement de dimension

4. Le Z-feuilletage Fon se prolonge en un Z-feuilletage de degré 2 sur CP(5) dont
une intégrale premiere est :

z%zg + 212924 + z%z:;

3
20

Dans ce feuilletage il y a un sous-feuilletage en 2-plans qui admet pour intégrales
premieres :
21 = cte, 29 = cte, zfz(; + 212024 + 2325 = cte.
Ce feuilletage en 2-plans produit un .Z-feuilletage de codimension 3 sur C® et CP(5).
L’algebre correspondante est engendrée par les champs X; et Xo.
Il produit aussi un Z-feuilletage de codimension deux sur CP(4) d’algebre 7L =
(X1, X2, R) avec pour intégrales premieres :

Z1
— et

S|

22

Il est donc défini en coordonnées homogenes par la 2-forme de degré 3 :
z1dzo NdP — zodz1 N dP + 3Pdz1 A dzs.

Il s’obtient comme « intersection » de deux feuilletages ; cependant la 2-forme 2 n’est
pas du type 2 = a A 3 avec a et § deux 1-formes homogenes.

Revenons au polynéme de Gordan-Noether ; le lieu singulier de P est I'intersection
des deux hyperplans {z; = 0} et {z2 = 0}, i.e. un espace linéaire de codimension 2
dans C?.

Soit f un polynome homogene de degré 3 sur C™ dont le lieu singulier est ’espace
linéaire de codimension 2 défini par {z; = 23 = 0}. Alors f = 214 + 23 B; comme le
lieu des zéros de :

Of 04 oB . of 04 0
821 o 1 821 2821 822 o 822 822

est {z1 = 29 = 0}, le polynéme f s’écrit :

f=azi + Bzz +v23
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ol a, [ et vy sont des formes linéaires. Lorsque 21, 22, o, 3 et « sont indépendantes, f
est conjugué au polynéme de Gordan-Noether ; ceci n’arrive qu’a partir de la dimen-
sion 5. D’ou la :

PROPOSITION 2.4. — Soient n un entier supérieur ou égal a 5 et f un polynéme
homogéne de degré 3 sur C™. Supposons que Sing f soit un espace linéaire de codi-
mension 2. Alors génériquement f est linéairement conjugué a l’exzemple de Gordan
et Noether. En particulier le feuilletage associé a f est un £-feuilletage.
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CHAPITRE 3

Z-FEUILLETAGES DE PETITS DEGRES SUR CP(n) ET
COMPLEMENTS

3.1. Feuilletages de degré 0 sur CP(n)

La proposition suivante donne une description des feuilletages de degré 0 sur
CP(n) :

PROPOSITION 3.1. — Un feuilletage % de degré 0 sur CP(n) est associé & un pinceau
d’hyperplans, i.e. posséde une intégrale premiére £1/ly ot €1 et £y sont des formes
linéaires indépendantes. En particulier, F est un .£-feuilletage.

Démonstration. — Soient w une 1-forme définissant le feuilletage .% et m ¢ Singw.
D’apres le théoreme de Frobenius il existe au voisinage du point m une submersion z;
et une unité u que 'on peut écrire cte — 25 telles que :

w = (cte — z2)dz
d’on I'égalité :
dw = dz1 N\ dzs.
Mais comme dw est une 2-forme « constante », un développement de Taylor au voisi-
nage d’un point m générique assure 'existence de deux formes linéaires ¢1 et ¢ telles
que dw = dly A dls.
Il en résulte que w = %(£1d£2 — lodly) + dQ ou @ est une forme quadratique.
Comme w annule le champ radial, la forme quadratique @ est nulle.

Autrement dit, & conjugaison prés par un automorphisme de CP(n), il y a un
unique feuilletage .%; de degré 0 dans CP(n), le feuilletage associé a :

wo = zodz1 — z1dzo

i.e. au pinceau d’hyperplans z1/z9 = cte.
Soit Zg, 'algébre de Lie des champs linéaires sur C™*! annulés par la 1-forme :

Zod21 - Zle().
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On constate que le champ radial R et les :
0]

Zi— 122 ) >0
]8Zi y J s

forment une base de .,%0 qui est visiblement maximale. On peut évidemment préciser
la nature algébrique de Lz, et donc de £z, : I'algebre £z, s’identifie a celle des
matrices (n + 1) x (n + 1) dont les deux premieres lignes sont nulles. O

3.2. Feuilletages de degré 1 sur CP(n)

On commence par rappeler quun feuilletage de degré 1 sur CP(2) posséde une
intégrale premiere de I'un des trois types suivants :

2
200211 252 olt \; € C* et iz;)\i =0, z—(l)exp <z—i> , ?—3
ou () désigne une forme quadratique de rang maximum.

Soit .# un feuilletage de degré 1 sur CP(2) décrit par la 1-forme w. Le feuilletage .7
admet trois points singuliers donc une droite invariante. En effet supposons que ces
trois points ne soient pas confondus, alors la droite passant par deux points singuliers
distincts est invariante car a deux points de contact avec le feuilletage qui est de
degré 1. Si les trois points singuliers sont confondus, alors chaque droite passant par
le point singulier triple a un contact d’ordre 3 donc est invariante. Le feuilletage est
donc un pinceau d’hyperplans, i.e. de degré 0 ce qui est exclu.

Si les trois points singuliers du feuilletage .% sont distincts et non alignés, notons
2 une droite passant par deux de ces points; dans la carte affine CP(2) \ Z, le
feuilletage .# est décrit par la 1-forme :

wicp2)~2 = f(21,22)dz1 + g(21, 22)d22

avec f et g affines. Si on prend comme origine le troisiéme point singulier de %, le
feuilletage .# est alors décrit dans la carte affine par la 1-forme :

w = (az1 + Pz2)dz1 + (21 + dz2)d2s

avec «, (3, v, 0 € C. On constate alors que le feuilletage est invariant sous l'action du
flot du champ radial :
(21, 22) — (e'z1, €' 2)

autrement dit R est une symétrie et P = igw est un facteur intégrant. On a alors,
A conjugaison pres, l'alternative P = 2921 ou P = 22. Si P = zy21, le feuilletage .F
admet une intégrale premiere de type zé‘ozf‘lzg@ ; dans le second cas le feuilletage a
pour intégrale premiere : ;—é exp( j—f) En fait, dans cette situation, on vérifie que &
n’a que deux points singuliers.

Si les trois points singuliers du feuilletage sont distincts et alignés, on se donne,
pour tout ¢ dans C, une 1-forme w; définissant un feuilletage .%; dont les trois points

MEMOIRES DE LA SMF 103



3.2. FEUILLETAGES DE DEGRE 1 SUR CP(n) 43

singuliers ne sont pas alignés et telle que lim; .o w; = w. Par ce qui précede le feuille-
tage #; possede un facteur intégrant P;; par compacité, lim; ,o[P;] a un sens et
produit un facteur intégrant P de w. L’identité d’Euler assure que le polynéme P est
réductible, donc appartient, a conjugaison pres, a la liste suivante :

3 2
25, 202122, 2021, 20Q@

ou @ est une forme quadratique de rang maximum. Si P = zy@, alors :
w dzg dQ
P 0 z0 ! Q

avec A\g + 2A; = 0. Quitte a prendre \g = 2 et Ay = —1, on obtient :

. (Q
—d(%)
w q
ﬁd<%>'

Si P = zpz122, alors % est un feuilletage logarithmique déja rencontré; enfin si
P = 2523, le feuilletage .# admet pour intégrale premiere :

20 22
—exp|— ).
21 Z1

Rappelons le résultat suivant classifiant les feuilletages de degré 1 sur CP(n), n > 3.

lE

Lorsque P = 23 ; on a :

Il est probablement di a G. Reeb, en tout cas dans le contexte affine; on le trouve
dans [10].

THEOREME 3.2. — Soit F un feuilletage de degré 1 sur CP(n); on a lalternative
sutvante :

(1) Il existe une projection 7: CP(n) --» CP(2) et un feuilletage #; de degré 1 sur
CP(2) tels que F = 7*.F.

(ii) Le feuilletage F posséde une intégrale premiére rationnelle du type Q/L? avec
deg(Q) =2 et deg(L) = 1.

Cet énoncé permet de montrer que 'espace des feuilletages de degré 1 sur CP(n) a
deux composantes irréductibles correspondant aux deux possibilités de ’alternative.

COROLLAIRE 3.3. — Tout feuilletage F de degré 1 posséde un hyperplan H invariant
par F, autrement dit un hyperplan H tel que H ~ Sing.% soit une feuille de % .

On en déduit la :

PROPOSITION 3.4. — Soit .Z un feuilletage de degré 1 sur CP(n) possédant une in-
tégrale premiére de type Q/L?. Alors F est un £ -feuilletage.
Si Q est générique, Ualgébre Lz est isomorphe a so(n,C).
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Démonstration. — On prend 'hyperplan invariant H = (L = 0) comme hyperplan &
linfini. Sur (CP(n)\H) ~ C", le feuilletage .% a pour intégrale premiere le polynéme :

Q=q+q(2)+ q(2)

ou les ¢; sont homogenes de degré i. Si ¢o est de rang maximum, alors quitte a
composer par une translation a la source et une au but, on peut supposer que qg et
q1 sont nuls. Ainsi QQ = ¢ et Palgebre des champs affines qui annulent @ est en fait
une algebre de champs linéaires car 0 est singularité isolée de @ ; cette algebre est
50(Q) ~ s0(n, C).

Dans les cas ou g2 n’est pas de rang maximum, alors le polynéme () est conjugué a

22+ -—l—z,%—l—ql (z), avec ¢p affine. Si gy est fonction de zg, . .., zi, alors @ est conjugué
Az + -+ 27 ; le feuilletage .7 est associé a l'algebre engendrée par les champs :
0 L 0 0
Z 0<i<j<k, z—, 020, p=2k+1 et — m=2k+1.

.
0z; 0z’ Dzp 0zm

Si ¢1 n’est pas une fonction de zy, ..., zx, alors le polynéme @ s’écrit a conjugaison
pres : Q = 28+ + 27 + 241 ; le feuilletage est associé & I’algébre engendrée par les
champs :

0 0 0
— —zi—, 1<i<j<k, zp—
0z; 0z’ SIS Dzp

0 0
Ozry1 Oz

Zi 7621,]72]45"‘2,

i, m>=2k+2 et 2z
0zm,

Lorsque .% est de type « pull-back » on a la :

r#k+1. O

PROPOSITION 3.5. — Soit & un feuilletage de degré 1 sur CP(n) du type F = 7°F,
ot 7: CP(n) --» CP(2) est linéaire et #1 un feuilletage de degré 1 sur CP(2). Alors
F est un L -feuilletage.

Démonstration. — Soient 2 une droite invariante par .#; et H = 7-%(2); ’hyper-
plan H est invariant par .%. Dans les cartes affines CP(n) ~ H = {z1,...,2,} et
CP(2) \ 2 = {z1, 22}, 'application 7 est de la forme :

(215 -y 2n) — (21, 22).
Le feuilletage %7 est décrit dans la carte affine {21, 22} par :
w1 = a(z1,z2)dz1 + b(z1, 22)dz2
avec a et b affines. Alors .% = 7*(%#1) est donné par :
w=Tw1 = a(z1, z2)dz1 + b(z1, 22)d22.

Dans cette méme carte, on constate que la 1-forme w annule les champs affines :

P R B )
122 0z 21, 2 Oz Oz3" 7 Oz’ Zjazk

pour 3<k<netl1<j<n. O
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On en déduit le :
THEOREME 3.6. — Tout feuilletage de degré 1 sur CP(n) est un £ -feuilletage.
La proposition 3.5 ne se généralise pas en degré supérieur :

PROPOSITION 3.7. — Soit F du type F = 7" F; ou1: CP(n) --» CP(2) est linéaire
et Z1 un feuilletage de degré plus grand que 2 sur CP(2). Alors F n’est pas un £ -
feuilletage.

Démonstration. — Comme dans la preuve de la proposition 3.5, on constate que %
est décrit par :

w = Ao(20, 21, 22)d2zo + A1 (20, 21, 22)dz1 + Az(20, 21, 22)d22

ou les A; sont de degré > 3. On remarque que w annule le champ radial et les champs
zj% pour k > 3 et j =0,...,n. Supposons que pour z générique :

dim Zz(z) =dim{X(z) | X € Lz} =n—1.

Alors il existe X champ linéaire qui annule w et tel que la 1-forme @ de degré 2 définie
par :
W =1ipRrixdzg Ndzy N dzo

soit non identiquement nulle. En un point m générique, on a kerw(m) = kerw(m),
autrement dit w et @ sont colinéaires. La 1-forme @ s’écrit Qw’ ou Sing@w’ est de
codimension 2 et degw’ < 2. La colinéarité de w et @ entraine celle de w et @’ ; ainsi
w s’écrit Pw' avec deg P > 1 et w s’annule sur I’hypersurface définie par le lieu des
zéros de P ce qui viole la condition codim Singw > 2. O

3.3. Compléments

Dans cette partie, on étudie les Z-feuilletages de degré 0 et de codimension quel-
conque sur CP(n).

Par définition, un Z-feuilletage de degré 0 et de codimension p sur CP(n) est
associé au champ de p-plans défini par une p-forme homogene Q de degré 1 sur C™*!
annulant le champ radial R. Plus précisément une telle 1-forme s’écrit :

0= Z Lfdzil/\---/\dzip
T=(i1,...rip)
ou Ly désigne une forme linéaire. On demande que ir{2 # 0. L’intégrabilité de 2
implique qu’en tout point générique m de C"*! la 1-forme Q s’écrit localement :
Q=wi A Awp

ou les w; sont des 1-formes locales telles que le systeme de Pfaff engendré par les w;
soit intégrable :
Wi A Awp Adw; =0 Vie{l,...,p}.
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THEOREME 3.8. — Un feuilletage F de codimension p et de degré 0 sur CP(n) est
un £ -feuilletage.

Démonstration. — Elle résulte de la description des formes €2 qui suit.
Sip=mn—1, la condition igQ2 = 0 implique l'existence d’un champ Xg tel que :

Q= iXOiRdZO A ANdzy.

Comme deg () = 1, on peut prendre pour Xy un champ constant, par exemple 8%0.

Visiblement, .# est un Z-feuilletage et 'algebre ,,5,75; est engendrée par le champ
radial et les :

0 .
Zjﬁ—zo’] =0,...,n+1.
Les z;/z;, 1 < i < j, sont des intégrales premieres de .#. Dans la carte affine zg =1,
le feuilletage est associé au champ radial Z?:l zi% de C™.

On suppose que p < n— 1. Soit m un point générique de C"*+1, la 1-forme €2 s’écrit :
Q:wo/\-~-/\wp,1

ou w; désigne une 1-forme locale en m. Le théoréeme de Frobenius classique assure

I'existence de submersions fy, ..., f,—1 indépendantes telles que :
QAdf; =0.
On peut supposer, pour touti = 0,...,p—1, que f; = z;+ termes de degré supérieur.

On a légalité dQ2 A df; = 0 qui, comme la 1-forme dS) est a coeflicients constants,
conduit pour i =0,...,p—1a:

dQ Ndz; = 0.
En résulte que :
Q=dzg N - Ndzp—1 A7
ou 7 est une 1-forme a coefficients constants; il existe une forme linéaire L telle que
1 = dL. Comme () est non nulle, on peut supposer que L = z, ; on obtient alors :
Q=1ig(dzo N--- Ndzp)
=zodz1 A+ Ndzp — z1dzo ANdzg N+~ Ndzp + - -+
On remarque que les champs de vecteurs :

0
Zi=— — + 2=,
J 8zg 8Zi J 82]‘
oul>=p+1eti<j<p,annulent Q. Ceci démontre que .F# est un Z-feuilletage; il
possede comme intégrales premieres :

et Rij = Z;

Zq
Zj

pour i < j < p. Les feuilles régulieres sont d’adhérence des p-plans. O

MEMOIRES DE LA SMF 103



3.3. COMPLEMENTS a7

Rappelons que lors de I’étude de ’exemple de Gordan-Noether nous avons rencontré
des Z-feuilletages de codimensions différentes de 1; les feuilletages de degré 1 sur
CP(n) de codimension p, avec 1 < p < n — 1, ne sont actuellement pas classifiés.
Voici quelques exemples de feuilletages de codimension 2 obtenus par intersection de
feuilletages de codimension 1 par exemple dans CP(4). On généralisera facilement.

Comme on I'a vu lintersection de deux pinceaux d’hyperplans zp/z1 = cte et
z0/z2 = cte définit un feuilletage de degré 0 sur CP(4). Ce feuilletage peut étre vu
comme dégénérescence de l'intersection de deux pinceaux d’hyperplans génériques
20/71 = cte et z2/z3 = cte qui, lui aussi, est un Z-feuilletage, de degré 1 cette fois.

Considérons maintenant un feuilletage logarithmique %, de degré 1, donné par :

2

_ dz;

W = 202122 ; i o
ou A\g + A1 + A2 = 0. Nous allons 'intersecter avec un pinceau d’hyperplans; le degré
du feuilletage associé sera 1 ou 2 suivant que la position du pinceau d’hyperplans est
générique ou non par rapport a w. Par exemple le feuilletage de codimension 2 obtenu
par intersection de . et de z3/z4 = cte définit un feuilletage de degré 2 sur CPP(4). 11
possede les deux intégrales premieres z@%fle? et z9/23. On peut faire dégénérer ce
pinceau sur le suivant zg/z3 = cte et obtenir ainsi un feuilletage de degré 1. Ces deux
feuilletages sont des .#Z-feuilletages. Si I'on considére un autre type de dégénérescence
du pinceau, par exemple le pinceau (zg + 21)/2z3 = cte, on obtient un feuilletage de

degré 2 et de codimension 2 qui n’est pas un Z-feuilletage.
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CHAPITRE 4

Z-FEUILLETAGES EN DIMENSION 3

4.1. Feuilletages de degré 2 sur CP(3)

On rappelle d’abord la description de I'espace des feuilletages de degré 2 sur CP(3)
(voir [3]). Puis on dégage quelques obstructions a ce qu’'un tel feuilletage soit un Z-
feuilletage. On note Q}J(C”) Iespace des 1-formes homogenes de degré p sur C". Si
© est un sous-ensemble de Q1(C™), on pose :

0" := {[w] € © | codim Singw > 2}.
(i) Considérons I'ensemble :
S(1,1,1,153) = {lolalals Yp_o M2k | A\ € C*, Sp_g A = 0}

ou les /¢; sont des formes linéaires non nulles. On considére ’adhérence ordinaire
PX(1,1,1,1;3) de PX(1,1,1,1;3) dans PQL(C*). Un élément [w] € PX(1,1,1,1;3)
définit un feuilletage de degré 2 sur CIP(3). Ils constituent un ouvert de Zariski de la
sous-variété unirationnelle P 3(1,1,1, 1; 3).

(ii) On introduit 'ouvert de Zariski P X(1, 1,2;3)* de la variété unirationnelle
PX(1,1,2;3) avec :

¥(1,1,2;3) = {fole(Ao%‘) 4-/\1(17511 +/\2%) | Ai € C*, Ao+ A1+ 2X2 = 0},

les ¢; sont des formes linéaires non nulles et @ une forme quadratique non triviale.
(iii) On définit l'ouvert de Zariski PX(1,3;3) de la variété unirationnelle
PX(1,3;3) ou :

2(1,3;3) = {KC()\O% + /\1%) | A €C*) Ao+ 3M = O}

avec ¢ forme linéaire non nulle et C' de degré 3.
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(iv) On note P X(2,2; 3)* Pouvert de Zariski de la variété unirationnelle P (2, 2; 3)
adhérence de :

¥(2,2;3) = {Q0Q1(>\onO° + >\1%) | Ai € C*, X0+ A\ =0}

ou les (Q; sont des formes quadratiques.
On définit ensuite PB(2;3) 'ensemble des pull back linéaires comme suit :

PB(2;3) = {7*© | 7: C* — C? lindaire, @ € QI(C3), irw = 0}
et I'ouvert de Zariski P PB(2; 3)* de la sous-variété unirationnelle P PB(2; 3).
On termine par 'adhérence de 1'orbite du feuilletage exceptionnel :

Excep(2,3) = PGL(4, C) - wr N {[w] | codim Singw > 2}

ou wr désigne la 1-forme définissant le feuilletage exceptionnel. Par construction, les
éléments génériques de Excep(2, 3) sont conjugués et correspondent a un Z-feuilletage
associé a 'algebre du groupe des transformations affines comme nous ’avons vu dans
2.4.8.

On peut maintenant énoncer le :

THEOREME 4.1 ([3]). — Les ensembles PX(;3) , PPB(2;3) et Excep(2;3) sont les
composantes irréductibles de l’espace des feuilletages de degré 2 sur CP(3).

Ce théoreme se généralise en toute dimension ([3]).

Pour se convaincre que tous les feuilletages de degré 2 ne sont pas des .Z-feuilletages
nous allons voir des obstructions plus ou moins évidentes & ce qu’ils le soient; ces
obstructions sont utilisées pour vérifier certains calculs.

LEMME 4.2. — Un élément générique de P X(1,3; 3)* ne définit pas un £ -feuilletage
de degré 2 sur CP(3).

Démonstration. — Soit .Z le feuilletage décrit par la 1-forme :
del ac
=0C ([ o—+M—
w ( 07 + A1 C)
avec Ao + 3\1 = 0. Il a pour intégrale premiere C/¢3; ainsi dans la carte affine

C3 = CP(3) \ (£ = 0), les feuilles de .# sont les niveaux du polynéme C de degré 3
privés des points singuliers. On suppose que C est général autrement dit que les
niveaux de C' sont des surfaces cubiques générales ; une telle surface contient 27 droites
([8])- Soit X € x(CP(3)) un champ tangent a .%, alors X laisse ’hyperplan d’équation
¢ = 0 invariant et par suite est affine dans la carte C3. Un tel X est nécessairement
tangent aux 27 droites de chaque niveau générique. Si ¥ était un ZL-feuilletage, il
existerait deux champs affines X et Y tels que :

w|cs = cte ixiydzg Ndz1 N dzs.
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En particulier X et Y seraient colinéaires le long d’un nombre fini de courbes. Or on
vient de voir que dans chaque fibre générique de C, les champs X et Y sont colinéaires
le long de 27 droites. O

De méme on a le :

LEMME 4.3. — Un élément générique de P X(2,2; 3)* ne définit pas un £ -feuilletage
de degré 2 sur CP(3).

Démonstration. — Soit # un feuilletage de degré 2 sur CPP(3) décrit par :

oo (@0 A
WQOQl(QO Q1)'

Si Qo et @1 sont des formes quadratiques génériques, alors (Qp = @1 = 0) est une
courbe elliptique & non plane (quartique). Soit X un champ tangent au feuilletage .7 ;
comme & C Sing .7, le champ X est tangent & &. Si X est non identiquement nul sur
&, il induit un champ de vecteurs Xg sur &. Donc X est constant et en particulier
n’admet pas de singularité. Par suite & est une trajectoire de X. La classification des
champs linéaires dit que les seules trajectoires compactes sont les points singuliers;
ainsi Xg = 0. Le lieu des zéros d’un champ linéaire étant une sous-variété linéaire, on
obtient finalement que X = 0. O

Le lemme suivant a été prouvé au chapitre 3 :

LEMME 4.4. — Un élément générique de PPB(2;3)* n’est pas un £ -feuilletage de
degré 2 sur CP(3).

4.2. Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3)

On s’intéresse a la classification des .Z-feuilletages sur CIP(3). Dans le chapitre
précédent, on a vu que les feuilletages de degrés 0 et 1 sont des Z-feuilletages.

La proposition 1.4 assure qu'un .Z-feuilletage # de degré 2 sur CP(3) est associé a
une algebre Z# de dimension 2. D’apres la classification des algebres de Lie complexes
de dimension 2, 'algebre Z# est soit abélienne, soit isomorphe & I’algebre de Lie du
groupe des transformations affines (z — az+b|a € C*,b € C).

La liste des .Z-feuilletages de degré 2 sur CP(3) est donnée par le théoréme suivant ;
dans 1’énoncé (zg, 21, 22, 23) désigne un systéme de coordonnées. Les symboles Ab et
Af distinguent les cas abéliens et affines.
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THEOREME 4.5. — Un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(3) posséde, a conjugaison
pres, l'une des intégrales premieres suivantes :

2129 + 202
AB(i) 20020 zdese, Apis) A2t 0%
2123
2
z 2023 + 222 z 25 — 212
AV () 2L exp <7° 31 22 1), Ab(ii)) 22 exp <72 2 3)
z3 2123 z3 z3
212871 z 2022 + 212023 + 23
Ab(iv) 1—3,.;eXp <_2> , Ab(v) 253 + 132 3+ 25
2k z3 z3
( 2 Zg 2 2( 1)
) 2023 — R1R2%3 -+ ?) N 222[ K—
AfG) 3 apy) S0
(- 3) G =D
22 20 . 20 23 — 2123
Af(iii) ———=exp|— |, Af(iv) —exp| =——
2123 — 25 z3 zZ3 2073
2o 2023 — 2122 ~ (2023 — 2122)"
Af(v) Zexp| —/—= Af(vi) —F—————
f( ) 23 p ( Z§ > B f( ) ZSJrlzgfl
2023 — 217 z
Af(vii) 2078 7 F172 5 L 2exp (——2>
23 z3

ol Kk et \; € C*.

En particulier, on obtient le théoreme 0.1 annoncé dans I'introduction. On déduit
de la liste les 1-formes qui définissent les feuilletages en prenant les dérivées logarith-
miques des intégrales premieres.

La démonstration du théoreme 4.5 se fait en plusieurs étapes suivant la nature de
Palgebre Z2. Elle procede par classification effective des sous-algebres de matrices
de dimension deux.

Bien que cela n’apparaisse pas directement dans le texte nous avons souvent utilisé
le lemme suivant qui permet d’éliminer certaines configurations :

LEMME 4.6. — Soit F un Z-feuilletage sur CP(n). Supposons qu’il existe un élé-
ment X de Lz dont la matrice associée est de rang 1. Alors degF < n —1 et il
existe une projection 7: CP(n) --» CP(n — 1), un feuilletage .#' sur CP(n — 1) tels
que F = T1*F'.

Démonstration. — Soient X1 = X, Xo,..., X,_1 des éléments de £z tels qu’en un
point générique m, les champs R(m), X1(m),..., X,,_1(m) soient indépendants. La
condition sur le rang entraine que le champ X s’écrit :

X =1Xp

ou £ est une forme linéaire et X un champ constant.
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On peut choisir des coordonnées dans lesquelles le champ X est de la forme 9/9z ;
on a alors :

tRIX, ~'~1'X,,L,1dZO AN+ ANdz, = Pw

ou P est un polynéme homogene éventuellement constant et w une 1-forme définissant
Z. On constate que degw < n — 1 et que w ne dépend pas de zp. O

4.2.1. Cas abélien. — Si A est une matrice carrée on écrit A = Ag + An ol Ag
est semi-simple, Ay nilpotente et [Ag, Ax] = 0. Si A et B commutent, alors

[As, Bs] = [An, Bn| = [As, Bn| = [An, Bs] =0 :

c’est la « jordanisation simultanée ».
Par Jordanisation simultanée des matrices, on établit la :

PROPOSITION 4.7. — Soit F un £-feuilletage de degré 2 sur CP(3) associé d une
algebre Lz abélienne. On est a conjugaison pres dans l'une des configurations swi-
vantes :

(i) Ualgébre Lo est diagonale,
lalgébre L est engendrée par les champs :

.. 0 0 0 0
(ii) Zla—%+(22+23)8—22+238—23, (22—1—1%3)8—224—238—23 et R,
(iii) K2 +zi+z zi—i—z 0 et R
08 25 o 35 P 052 0 3821 )

. 0 0 0
(iv) 8 +238 P 205 -|—I€Z18 o et R,

0 0 0 0 0
(v) 21m=— + 29— + 23—, (22+4+kK23)=— +23=— et R.

2o 021 Ozo 020 021

Démonstration. — On décrit par jordanisation toutes les algebres ,,5,75; =CR® 2L
avec .z abélienne; si une telle algebre contient un élément de rang 1 on ne la retient
pas (lemme 4.6). L’étude se fait « & la main » en examinant la nature du spectre d’un
élément générique de :?Z,r Tous calculs faits on obtient les algebres suivantes générées
par :

Id

o O o =
S O = O
o = O O
= O O O
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54 CHAPITRE 4. Z-FEUILLETAGES EN DIMENSION 3

et les matrices X et Y avec :

a 0 0 0 B 0 0 0

. 0 s 0 0 06, 0 0

X = Yy =

@ 0 0 ay 0 00 B 0 |
0 0 0 as 0 0 0 B
1000 0000
0110 01k0O0

5 X: Y: 1

(i) 0010 0010 ]| "7k
0000 0000
k000 1000
0010 0010

i) X = Y = 1

(i) 0001 booo | "7T
0000 0000
0000 1000

. lo100 lowoo0

) X=145001 Y=lo000 ]| """
0000 0000
0100 001 k
0010 0001

X: Y:

) 0001 0000

0000 0000
ou les oy, B; et k sont dans C*.

En prenant les champs de vecteurs associés a ces cinq configurations on obtient la
liste annoncée dans la proposition. O

On note g, I'algebre de Lie engendrée par R et les champs X et Y correspondant
a la ligne o € {(i),...,(v)}.

Nous allons maintenant présenter la liste des intégrales premieres des feuilletages
associés a ces cing algebres.

(i) Cas ou Ly = g(;) est diagonale.
Avec les notations précédentes on a :

& ) & )
X:Zakaa—Zk, Y226k2ka—zk et R.
k=0 k=0
Le feuilletage .7 est décrit par :

3
L. dzk
irixiydzg Ndz1 Ndzo N\ dzs = 29212923 E A —
2k

k=0

avec Zi:o PYNTRES Zi:o A = Zi:o A = 0. C’est le cas Ab (i) du théoreme 4.5.
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(i) Traitons le cas ou Lo = 9(ii) -
L’algebre Z# est engendrée par les trois champs :
0 0 0 0
i o) —— $=—, o) —— 35— et R, 1.
21 . + (22 + 23)822 + 23 P (z2 + /<;23)822 + 23 925 e K #

La 1-forme w annulée par ces trois champs s’écrit :
w=(1—-r)z22dzo + ((k — 1)20 — kz1)25d21 — 2323dze + (22 + K23)23d23.

On constate que si k = 0, alors :

w Z0 Z9
= =dl -
2323 21 23
qui correspond au cas de Ab (ii) du théoréeme 4.5.

En fait, pour tout s # 1, le polynome 2722 est un facteur intégrant de w. On vérifie

que pour tout kK # 1 on a :
w 2 2z dz dz:
zi23 21 z3 Z1 23
C’est le cas Ab’ (ii) du théoréme 4.5. Une intégrale premiere du feuilletage décrit
par w est :
z z z
(k—1)2+2 4 klog (—1)
Z1 z3 z3
ou son exponentielle ; autrement dit, a conjugaison pres, on a :

2122 — 2073

sik=0
2123
et
21 2023 + 2221 .
—exp | ——— sik #0,1.
zZ3 Z1%3

On note que lorsque k =1 le feuilletage correspondant est de degré 1.

(iii) Cas ot L7 = g(isi)-

Les trois champs :

Kz —1—28—1—28 za—l—za et R
082’0 282’1 382’2 ’ 082’0 3

engendrent ,,5,75; La 1-forme w annulée par ces trois champs s’écrit a multiplication
pres :

w = —zgdzo + zozgdzl + (kzo2z3 — 2022)23d29

+ (zozg — KZQ22%23 — 202123 + zozg)dzg.

Ici encore on trouve un facteur intégrant de w évident : 29z3. On a :

w _%_%+d(z§—2n2223—22123>.

zozg 20 23 22%
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Une intégrale premieére de cette forme est donnée par :

20 (z% — 22123 — 2&2223)

= exp
23 223

soit a conjugaison pres :

Clest le cas Ab (iii).
(iv) Cas ou ,,S?:a; = G(iv)-
L’algebre Z# est engendrée par les trois champs :

zi g + Kz 9 et R
({9227 80 1(91 ’

La 1-forme w annulée par ces trois champs s’écrit & multiplication pres :
w = —nzlzgdzo + zozgdzl — 202123d29 + 2021 ((k — 1)z3 + 22)dzs.

En cherchant une famille d’applications linéaires laissant le feuilletage invariant, on
construit une symétrie et on trouve que la 1-forme w admet pour facteur intégrant
202122 ; ce que l'on peut constater de visu :

d d d
%__Kﬂ+ﬁ+(ﬂ_1)ﬁ_d< >
Z0%Z1%3 Z0 z1 z3 z3

Elle décrit un Z-feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont une intégrale premiere est :

Az (2
25 z3) "
I s’agit du cas Ab (iv).
(v) Cas ou Py = 9(v)-
Les trois champs :
0 + z 0 +z 0 +z 0 et R
Moz T Pon T Poz 9z ' 0z

engendrent notre algébre. La 1-forme w annulée par ces trois champs s’écrit :

(22 + K23)=—

w = —z3dz + 25 (22 + K23)dz + 23(2123 — 25 — Kzpz3)d2s
+ (2022 — 2212023 + 25 + K23 23 — K2122)d2s.
Le polynome 23 est un facteur intégrant de w et :
2 3
w z z z z 212
—d<——0+/<;—1—/<;—22——23+1—22>.

25 z3 z3 2z5 323 Z3
Cette forme décrit un #-feuilletage de degré 2 sur CP(3) dont le lieu singulier est
une droite :

Sing.# = (22 = 23 =0)
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et d’intégrale premiere :
2 2 23 Kz3z3
—2023 + K2125 + 212223 — 3T 5

3
Z3

Celle-ci s’écrit a conjugaison et composition a gauche par une homographie pres :

zoz§ + 212223 + zg

3
Z3

C’est le cas Ab (v).
Dans la carte affine z3 = 1, cette intégrale premieére s’écrit :

3
C(z0,21,22) = 20 + 2122 + 25

ce qui nous donne un polynéme de degré 3 induisant un .Z-feuilletage dans C?. On
constate que, pour tout p € C, on a :
C(P3ZO, P2217022) = P3C(Zo7 21, 22),

en particulier pour p = ¢f, on a :

C(e3tzo, ez, etZQ) = eBtC(zo, 21, 22).

Autrement dit le champ linéaire :
0 0 0
320— +221— —
20 970 + 2z1 971 + 22 97

est une symétrie du feuilletage .% : il admet & la fois une intégrale premiére rationnelle
non triviale et une symétrie. Chaque cubique zo+ 21224235 = cte est une surface réglée ;

Z2 = [
20+ ez = A

sont contenues dans cette surface. Lorsqu’'on coupe CP(5) par le 2-plan d’équation
{25 = 22,21 = 23}, on constate que le polynome de Gordan-Noether homogénéisé :

les droites d’équations :

zoz% + 212024 + 2325

3
Z3

coincide avec 'intégrale premiere du Z-feuilletage .% . Outre le fait que le lieu singulier
soit une droite exactement ce dernier fait est remarquable.

PROBLEME. — Classifier les .#-feuilletages de CP(n) qui ont pour ensemble singulier

un sous-espace linéaire de codimension 2. Les feuilletages de degré 0 en font partie;
pour n = 3, y a-t-il d’autres exemples que le précédent 7
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58 CHAPITRE 4. Z-FEUILLETAGES EN DIMENSION 3

4.2.2. Cas affine. — Pour classifier les feuilletages de degré 2 associés a une algébre
de Lie isomorphe a ’algébre du groupe des transformations affines, on va classifier
les algebres de Lie engendrées par deux champs linéaires X et Y de C* satisfaisant
[X,Y] =Y. Comme lalgébre (X,Y) est résoluble, par triangulation on constate que
Y est nilpotent. Notons — A la matrice de X et B celle de Y. D’apres le lemme 4.6 le
rang de B est 2 ou 3, le cas ol B est de rang 1 n’est donc pas retenu.

Commengons par supposer que le rang de B est 3. Comme B est nilpotente de
rang 3 elle s’écrit a conjugaison pres :

0100

0010
B:

0001

0000

On remarque que la matrice :

3000
Ay = 0200

0010

0000

satisfait AgB — BAy = B par suite A — Ay commute & B. Du calcul direct du
commutateur de B, on déduit que A est du type :

A+3 K Ko K3
0 A+2 K1 Ko
0 0 A+1 K
0 0 0 A

En particulier A est diagonalisable donc s’écrit a conjugaison pres :

A+3 0 0 O

A 0 A+2 0 O
0 0 A+10

0 0 0 A

Une matrice B satisfaisant AB — BA = B est alors de la forme :

oo oo
coo®
oo ® o
oP oo

Comme B est supposée étre de rang 3, les 3; sont non nuls donc égaux a 1 a conjugaison
pres. Finalement le Z-feuilletage correspondant est dans des coordonnées homogenes
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bien choisies tangent aux champs :
3
0 0] 0 0
R= i=—, X =3217— + 22— —
; i ({)Z,L' 1 821 + 2z 82’2 + 2 82’3
ot Yooz 0 0
- 82’0 2 82’1 3 82’2 ’

Il s’agit du feuilletage exceptionnel qui admet pour intégrale premiere :

2 232
(zoz3 — 212223 + 72)

ANE]
..
C’est le cas Af (i).
Supposons maintenant que B soit de rang 2. Il y a, a conjugaison pres, deux types

de matrices (4, 4) nilpotentes de rang 2 :

0000 0100 0010
0010 0000 0001
Bi=tooo1| ® 2=loo01|~|oo0o0o0
0000 0000 0000

4.2.2.1. Cas B = B;. — L’égalité [A, B] = B entraine que A est de la forme :
0

A1 O
Ks 2+ K7 Kg
0 0 14X ky
0 0 0 A

K4

Puisqu’on s’intéresse a ’algebre engendrée par les champs X, Y et R on peut supposer
que k7 = 0. Remarquons qu’avec les notations habituelles un changement de base
ep — eg + aep n’altére pas la matrice B. Par suite si A\ # 2 4+ A, on peut supposer
que A est du type :

A =
! 0 0 14X 0
0 0 0 A
et sinon du type :
2+>\ 0 0 KR4
Ay — Ks 24+ A 0 K8

0 0 14+X 0
0 0 0 A

a. Si A1 # 24 A, on fait le changement de base

e3 — ez + aeg + bey = e
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(qui n’altére pas B) pour obtenir Ae), = \e)j soit encore :
a(>\1—>\)+1€4:0, 2b+ kg = 0.

Ainsi si A # A1, on peut par conjugaison éliminer k4 et kg, sinon on peut éliminer xg.
a.l. Si A # A1, on se ramene a une algebre du type :

0 0 0 0 0
R, Y=20—+423—, X =kz0— +221— z—>
< 2821 + 3822 0820 tin 021 + 2822
Les hyperplans z3 = cte sont invariants par les deux champs X et Y qui engendrent
donc le feuilletage restreint & la carte affine z3 = 1. Ils s’écrivent :
> 0] 0] 0]
X=X,,-1= — + 22— —
2s=1 20 82’0 * A 821 + 2 822 ’
0

Y =Y., = 20— + =—.
l25=1 = 82’1 * 82’2

Le champ Y a une « partie constante »; nous allons essayer de le redresser par un
automorphisme polynomial. Le flot de Y est :
2
P (Z,t) U (ZO;ZI + zot + 5722 +t)
On définit maintenant le difféomorphisme :

2

z
H: (20, 21, 22) — ¢(20, 21, 0; 22) = (20,21 + 72722)-

Par construction H conjugue 0/0z2 & Y. Le feuilletage %', associé a I’algebre engen-
drée par les champs H, !X et H_ 'Y, est décrit par une 1-forme €’ qui, en particulier,
annule le champ H_ 'Y = 9/9z5, donc s’écrit :

A'(z0, 21)dzo + B’ (20, 21)d21.

Le difféomorphisme H laisse le plan zo = 0 invariant point par point. On constate
que le champ :

> 0 0
Xizo—o = K20=— + 221 —
|22=0 0 820 ! 8z1
est tangent au feuilletage et au plan zo = 0; il décrit donc le feuilletage en restriction
a ce plan. On déduit une intégrale premiere du champ X :
2
27
et donc de .#’. Aprés composition par H~! et homogénéisation on obtient I'intégrale
premiere de % :

2_2(k—1)
2073

PANG
)
(leg - 7)

Clest le cas Af (ii).
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a.2. Si A= \p, lalgebre ,,% est engendrée par :
0] 0 0] 0]

R, zo— + =z et Kyz3— + 22 + z
’ 282’1 3822 4 38 Z0 18 Z1 2822

Lorsque k4 est nul, les champs 0/0z1 et 9/0z3 sont tangents au feuilletage qui ne
peut donc étre de degré 2; par homothétie on peut donc se ramener 51 kg = 1.

Par la méme méthode que précédemment (en redressant zo 72— 82 +235— 82 dans la carte
affine z3 = 1) on montre que le feuilletage .# admet pour intégrale premiere :

22 2z
5. - 2P| —);
22123 — 25 23

ce qui donne le cas Af (iii) & conjugaison pres.
b. Si \; =2+ )\, par un changement de base :

ez — e3 + aeg + bey
on peut supposer que k4 et kg sont nuls. En effet :
Ag(eg + aep + bel) =0

équivaut a :
K4 b— ak4Ks — 2K8
a = —7, - —4 .
Par homothétie on se raméne a k5 = 0 ou 1.
Commencgons par traiter le cas ou k5 est nul ; alors I’algebre ,,5,75; est engendrée par

les champs :

B AN VO
2821 3822 0820 1821 2822

qui est un cas particulier du cas a.1 (k = 2).

R,

Finalement traitons le cas ou k5 vaut 1; 'algebre .,@ est du type :

0 0 0 0 0
<R, 328—214—238—22 et 2208_2()+(ZO+221)8 —|—22822>

Toujours par la méme méthode (qui consiste a redresser le champ zo =2 d + 235— 8 dans
la carte affine z3 = 1) on montre que le feuilletage # admet pour 1ntegra1e premiere :

20 zg — 22123
—exp| ———);
z3 2023

on obtient le cas Af (iv) & conjugaison pres.

4.2.2.2. Cas B = By. — Ce cas est caractérisé par ker B = Im B et B est un
isomorphisme de (es, es3) dans (eg,e1). En particulier pour chaque base (fo, f1) de
ker B, il existe une base (fa, f3) de (e2,e3) telle que Bfy = fy et Bfs = f1. L'égalité
AB — BA = B implique que ker B est invariant par A. On peut donc supposer que
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lon a une base (eq, 1, ez, e3) dans laquelle A et B sont du type suivant (on jordanise
la restriction de A & ker B) :

* % A e x %
0 Ao x % 0 X\ *x %
! 0 0 x| " 27100 %«
0 0 * % 0 0 % *
0010
0001
B = :
et 0000 avec A\; # Ao
0000
On remarque que, par homothétie, on se ramene & ¢ € {0,1}.
a. Cas A= A;.

On a:
ABes — BAes = Bes
ce qui équivaut a :
BAes = (A2 — 1)Bes.
Il en résulte que :
Aes = kzeg + kser + (A2 — 1)es.
De la méme fagon, on obtient :
Aey = koeg + kae1 + (A1 — 1)eg
et :
)\1 0 K2 K3
A= 0 )\2 KR4 K5
0 0 q—1 0
0 0 0 X-—1
On note que les changements de base du type :

ey — eg +aeg + fBer = ez
ez — e3 + yeo + der = e3
n’alterent ni B, ni la forme de A. On a avec les notations précédentes :
Aeg — (M — 1)eg = (ko + a)eg + (B(Aa — A1 + 1) + Ka)ex
Aez — (A2 — 1)eg = (k3 +7(A\1 — A2 +1))eg + (6 + Ks)er.
On constate qu’en choisissant § = —k5 et @ = —kg, on a kKo = k5 = 0; de plus si
A2 — A1 # £1, on peut supposer que k3 et k4 sont nuls.

En soustrayant (A2 — 1) R & X représenté par la matrice A, on se rameéne au cas ol
Palgebre Z# est engendrée par R et les deux champs :

zi—i—zi (( +1)Z +/<;z)i+(z +,€z)i+ Zi
2820 38217 . 0 378 82’0 ! 472 82’1 H 2822

ol it = A1 — Az (par hypothése p est non nul).
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On va suivre la méthode utilisée précédemment mais nous la détaillerons car elle
est ici un peu plus technique. Comme I’hyperplan z3 = 0 est invariant par X et Y on
se place dans la carte affine z3 =1 ot l'on a :

0

Y=Y, _=20— +—,
l25=1 =2 82’0 + 821

X 9 0 0
X =Xjsg=1 = (k4120 + “3)8—20 + (21 + H4Z2)a—zl + a2

L’hyperplan z; = 0 est transverse & Y donc au feuilletage .#. Notons :
(20, 21, 22;t) = (20 + tz2, 21 + t, 22)
le flot de Y. Le difféomorphisme :
H(zo,21,22) = ¢(20,0, 22; 21) = (20 + 2122, 21, 22)

redresse le champ Y sur 0/0z et trivialise le feuilletage. Dans 'hyperplan z; = 0, le
feuilletage #|,,—o est donné par :

~ 0 0
(X = k422Y ) |21=0 = (0 + 1)20 + K3 — /<;4z§)8—20 + uzza—ZQ.

La 1-forme :
W= pzodzg — ((p+ 1)z0 + k3 — /<;4z§)d22
décrit donc #|., .
a.l. Sip = —1, le feuilletage restreint est donné par la 1-forme :
R4 o dZQ
(o) s
20 5 z5 ) + K3 P,

Si k3 est nul, le feuilletage est de degré 1. Lorsque k3 est non nul :

20 R4 o
zoexp | — — —23
K3  2Kg3
est une intégrale premiere de %), . Aprés composition avec H ~! et homogénéisation,
on obtient l'intégrale premiere :

29 22023 — 22129 — /@42%
— exp 5
23 2Kk3723

qui correspond au cas Af (v) & conjugaison pres.
a.2. Si p # +1, on peut se ramener & k3 = kg = 0, soit & :
W = pzedzo — (u+ 1)20d2s.
On en déduit, pour le feuilletage restreint a z; = 0, 'intégrale premiére suivante :
20

pt1s
)
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Apres composition par H~! et homogénéisation, le feuilletage admet pour intégrale
premiere :
(2’023 — 2122)“
qui donne le cas Af (vi).
a.3. Sip=1,la 1-forme W s’écrit :

W = zodzg — (220 + k3 — /<;4z§)d22.

uitte & composer w par ¢: (zg,22) — (20 — Z2,20) on a :
2

@ = 2z0dzo — (220 — I€4Z§)d22
ou encore, a multiplication pres :
z0 dZQ
d{ — | +ka—.
z5 z9

On obtient I'intégrale premieére (k4 est non nul sinon le degré diminue) :

20
Z9 €Xp 5 |-
R4Zy

Ce qui donne aprés composition avec ¢, H~! et homogénéisation :

29 <22023 — 22129 + /<;3,z§>

— exp
23 2K4 z%

Quitte & permuter zo et z3 puis zg et z1 on retrouve le cas a.l.

b. Cas A = A,.

En reprenant les calculs précédents, on constate que si € est nul, le degré du feuille-
tage diminue.

On suppose donc que € vaut 1. Alors on a :

AB@Q — BA62 = B€2
ce qui équivaut a :
BAGQ = ()\ - 1)362.
Il en résulte que :
Aes = Kaeg + Kaeq.
De la méme fagon, on obtient :
Aes = Kkzeg + kser + ez + (A — 1)es

et :

Al K9 K3
0A KR4 K5
00Ax—-1 1
00 0 A-1
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On note que les changements de base du type :
ey — eg + aeg + ey = ez
e3 — ez + yep + dey = e3
n’alterent ni B, ni la forme de A. On a :
Aeg — (A —1)eg = (k2 + a + fer + ks + B.

Donc, quitte a prendre = —k4 et o = k4 — K2, On peut supposer que kg et k4 sont
nuls. On a alors :

A@—(A—l)e_g—e_gz(H3+5+7)61+(/€5+5)62.

Puis en posant § = —k5 et v = k5 — K3, on se rameéne a : k3 = K5 = 0. Finalement, a
conjugaison pres, A s’écrit :

Al 0 0

0OXx 0 0
A= 00AN—1 1

00 0 Xx—1

et le feuilletage % est tangent aux champs de vecteurs :

0 0 0 0 0
R, Y=zo—+2z3— et X=(20+2)—+21—+23—.

820 821 820 821 822
Dans la carte affine z3 = 1, la restriction de .# & z; = 0 est donnée par le champ :
0 0
208—2O + 92y’

autrement dit par I'intégrale premiere :

20 exp(—=z2).

Apres composition par H~! et homogénéisation, on constate que .# admet pour

2023 — 2172 22
e
3 3
c’est le cas Af (vii).

Le théoreme 4.5 est démontré.

intégrale premiere :
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CHAPITRE 5

Z-FEUILLETAGES QUADRATIQUES

L’étude des .Z-feuilletages de codimension 1 sur CP(n) pour n > 4 s’avere déli-
cate, non seulement pour des raisons de taille de calculs mais aussi pour des raisons
conceptuelles. Bien siir nous savons qu’en degrés 0 et 1 tous les feuilletages .# de
codimension 1 sont des Z-feuilletages. Par contre déja en degré 2 on se heurte au
probléme suivant : majorer la dimension de Z%. Nous avons vu qu’en degré maximal
la dimension de Z# est précisément n — 1 ce qui permet d’espérer une classification
en se référant & la description des algebres de Lie, connue en petite dimension. Nous
la présentons en dimension 4 dans le chapitre six; dans ce chapitre, nous donnons
quelques pistes utiles a la description des feuilletages quadratiques, en particulier en
dimension 4.

5.1. Exemples et généralités

Nous donnons quelques propriétés générales susceptibles d’étre utiles pour classi-
fier les Z-feuilletages de degré 2. La plupart sont conséquence de la description des
feuilletages de degré 2 sur CP(n) faite dans [3] et que nous avons présentée dans le
cas n = 3 (chapitre 4). Nous donnerons aussi quelques exemples.

PROPOSITION 5.1. — Soit & un feuilletage de degré 2 sur CP(n) défini en coor-
données homogénes par la 1-forme w € QL(C" ). On est dans l'une des situations
susvantes :

1. F est exceptionnel, autrement dit il existe T: CP(n) --» CP(3) linéaire telle
que F = 7T

2. 1l existe une application linéaire 7: CP(n) --+ CP(2) et un feuilletage F' de
degré 2 sur CP(2) tels que F = 7*F'.

3. F a une intégrale premiére du type Q1/Q2 ot Q1 et Q2 sont des formes qua-
dratiques.
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4. F possede un hyperplan invariant H et w un facteur intégrant de l'un des types
sutvants :

L1 (41), L3L, (4.2), L3iL% (43.), LiL.L3 (4.4.),
LiLyL3Ly (4.5), L?Q (4.6.), L1L.Q (4.7.), LiC (48)

ot les L; désignent des formes linéaires distinctes, Q) une forme quadratique et C une
cubique.

Démonstration. — C’est une application directe de [3]. (]
Les feuilletages apparaissant dans I’énoncé seront dits de type 1, 2, ...

REMARQUE 13. — A partir des facteurs intégrants on peut évidemment donner les
différents types possibles d’intégrales premieres.

On sait que dans le cas des feuilletages exceptionnels, il s’agit de Z-feuilletages. Par
contre la proposition 3.7 assure que dans le cas 2, . n’est jamais un Z-feuilletage.
Dans le cas 3 o % posseéde une intégrale premiere @Q1/Q2, alors si % est un Z-
feuilletage, les formes quadratiques Q1 et Q2 ne peuvent étre génériques. En effet, si
Q1 et Q2 sont génériques, alors la surface Q1 = Q2 = 0 est une surface de Del Pezzo;
ceci implique par un argument déja rencontré dans la preuve du lemme 4.3 qu’il ne
peut y avoir de champ de vecteurs tangent a la fois aux niveaux de @1 et de Qs.

5.1.1. Exemples de type 4.2. — IIs se traitent relativement aisément ; notons w
une 1-forme définissant .%. On remarque que si w possede un facteur intégrant de
type L3 Lo, alors .# possede, dans une carte affine appropriée, une intégrale premiére
du type z1 exp P ol P est un polynoéme de degré 2.

PROPOSITION 5.2. — Soit F un £-feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant une in-
tégrale premiere du type z1exp P ot P est un polynome de degré 2 dans une carte
affine ad-hoc. Alors, a conjugaison prés, P est de l'un des types suivants :

2 2
29 + 2324, 22+ 23, 22+ 2123+ 2.

Démonstration. — On remarque qu’'un champ affine X annulant dz—zll + dP est néces-
sairement du type :

X AxX0)a2 47

821
. o o 98
o Z€<822’8237({)Z4>

et A\(X) € C*. D’autre part pour que & soit un Z-feuilletage il est nécessaire que
pour l'un des X, le coefficient A\(X) soit non nul disons égal & 1. En écrivant que :

oprP
1+ <218—21+Z(P)> =0

MEMOIRES DE LA SMF 103



5.1. EXEMPLES ET GENERALITES 69

on constate que P(0, z2, 23, 24) est un polynéme quadratique qui est nécessairement
une submersion. Par suite, quitte a changer les coordonnées, on peut supposer que :

P(0, 22, 23, 24) = 22 + q(23, 24)

ou q désigne une forme quadratique. On remarque aussi que P n’a pas de terme en
2 .
z7 si bien que :

P = zy + 21 L(22, 23, 24) + q(23, 24).

On examine les cas oun L = 0, L = z9, L = zo + 23 puis L = z3 qui couvrent a
conjugaison pres tous les autres.
Dans la premiere éventualité, toujours a conjugaison pres, on peut supposer que :

P =254 2324
ou bien : P:zg—l—zg.

Dans ces deux cas, un calcul élémentaire montre qu’il s’agit bien de Z-feuilletages,
le second apparaissant comme un pull-back linéaire d’un .#-feuilletage sur CP(3).
Considérons le cas ou :

P = 2o+ 2122 + 2123 + (23, 24).
Notons Z = ZLQ Ai%. En écrivant que X est tangent & .%, on a :
1+ 2120+ Ag + A3 (2’1 + g—i) +A48i24 =0.
En posant ¢ = az3 + bzzz4 + cz3, on obtient :
(14 2z120) + Ao + As(2z1 + 2az3 + bzy) + As(bzs + 2¢z4) = 0.
Sur l'intersection des deux hyperplans :
214+ 2az3+bzy =0 et bzzg+2cz4 =0
on a:
(1 — (2az3 + bza)z2) + A2 = 0.
Comme A est affine, les coefficients a et b sont nuls. Finalement a conjugaison pres
on a:
P =2y + 2123 + K2}

avec £ € {0,1}. On constate que % est un .Z-feuilletage puisqu’on trouve parmi les
champs tangents & . :

0 0 0 0 0 0 0

N — — — R3— 21— - RZp\F7 — —.
821 822 82’3 ’ 822 823 ’ 82’2 82:4
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5.1.2. Une approche particuliére. — Voici une méthode qui pourrait s’avérer
fructueuse. Considérons .# un Z-feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant une intégrale
premiere de type Q1/Q2 avec @; formes quadratiques. Supposons l'algébre £ non
nilpotente ; alors £ contient un champ X semi-simple :

k
0
X = Aizim—, Aq .

On peut supposer k > 1 sinon .# serait un pull-back. Examinons le cas ou rg X = 2,
e.k=1:

0 0
= —_— J—
X = Xo2o . +Aiz1 92,

Soit () une forme quadratique annulée par X ; alors ) s’écrit :

Ao # 0.

Q = ez021 + q(22, 23, 24).

Remarquons que X (Q1) = X(Q2) = 0. On se ramene a étudier les cas :

@ _a
Q2 @

of : @ _ 2021 + q1(22,23,24)
Q2 q2(22, 23, 24)

Dans le premier cas .% est un pull-back. Dans le second, on va faire une discussion
suivant le rang de ga.
Sirgqe = 1, i.e. si, A conjugaison pres, go = 22, alors .# est en fait de degré 1.
Supposons g2 de rang 3, autrement dit de la forme 23 + 22 + 22 ; un champ Y
annulant Q1 et Qo s’écrit :

0 0 0 0 0
Y7A08_Q+A18_,2*1+328_,2*2+B38_23+B48_a7A+B'

L’égalité A(zpz1) = 0 implique que :

0 0
A=A (zoa—zo —zla—Zl) .

On a aussi :

B(q1) = B(g2) = 0.
En particulier on peut voir B dans so(3,C). Mais tous les éléments non nuls de
50(3, C) sont conjugués (& multiplication pres). On peut donc supposer que :

0

B = 238—22 - 228_23

et :

¢ = a(z3 + 23) + baj.
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Il nous faut pour des raisons de dimension ponctuelle trouver un troisiéme champ
B’ annulant ¢; et go. Par suite tout champ annulant ¢ annule g1 et ¢ s’écrit ags.
Finalement .# posseéde une intégrale premiere de la forme :
20”1
zg + z% + zz

que nous avons d’ailleurs rencontrée dans le principe de construction d’exemples.

Terminons par le cas ol 1gga = 2, i.e. & conjugaison preés on a : ga = 23 + 25. En
suivant la démarche précédente on doit trouver deux champs du type :

0 0
=z —zma— +Liz—, =12
2 823 =3 823 + 824 !

indépendants c’est-a-dire, en particulier, non C-colinéaires et annulant g; ; ceci n’est

possible que si % annule ¢, cas ot . est un pull-back.

Y;

5.1.3. Exemple de type 3. — On considére un feuilletage de degré 2 sur CP(4)
ayant pour intégrale premiere :

Q1 B+ 2422+ 22422

Q2 Moz +Mz2+ Aoz 4 A3z 4 Mg22

On peut supposer que Ay est nul, Ay vaut 1 et qu'un autre \; est non nul, sinon le
feuilletage serait de degré 1. Les champs X qui annulent Q1 et Q)2 sont du type :

— MZJ l@zj J 82’1
0<i<j<4

et satisfont :

Z /17;7]'(/\1‘ - /\j)ZiZj =0.

0<i< <4
Si A1, A2 et A3 sont non nuls et différents de 1, on aura :
to,; =0 pour j =0,...,4
et Mia =0 poure=1,2,3.
Ainsi un champ X qui annule Q1 et Q3 n’a pas de composante sur % et sur 8%4. La
condition de dimension ponctuelle pour l'algebre des champs annulant @ et Q2 ne
peut étre satisfaite. On peut donc supposer, toujours sous ’hypothese A\j A # 0, que
A3 = 1. Si A\ et Ay sont encore différents de 1, on aura toujours pour X annulant Q¢
et Q2 les égalités :
Ho,j = p1,4 = fi2,4 = p1,3 = fiz,3 =0
et X sera du type :

X — PO N ORI
= H2 ! 82’2 282’1 H3,4 382’4 482’3
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ce qui est insuffisant pour obtenir la dimension ponctuelle souhaitée. Par suite on peut
supposer A = 1. On se ramene donc a :

Q1 _ 2+ 4+ + 2844
Qs 28+ X232 ’

Comme \ # 0, on constate que la seule possibilité est A = 1. Le feuilletage a donc
une intégrale premiere de type :

z% + z?% + zZ
23+ 2
vue dans le principe de construction d’exemples et dans le paragraphe précédent. On

démontre de fagon analogue que les autres configurations de A conduisent au méme
modele. D’ou la :

PROPOSITION 5.3. — Soit F un £ -feuilletage de degré 2 sur CP(4) ayant une inté-
grale premiére Q1/Q2 ot les Q; sont des formes quadratiques diagonales. Si I’élément
générique du pinceau Q1 — kQ2 est de rang mazximum, alors F a une intégrale pre-
miere du type :

z%—i—z%—i—zz

22+ 23
REMARQUE 14. — Un pinceau de formes quadratiques diagonales :
k n
Q= sz et Q2= Z N\iz2
i=0 i=0

tel que I’élément générique ne soit pas de rang maximal satisfait :
A; =0 pour ¢ > k.

En particulier le feuilletage associé est un pull-back.

5.1.4. Dégénérescence de feuilletages de degré 3. — Lors de l'examen de
certaines configurations de #-feuilletages de degré 3 sur CIP(4) associés a des algebres
résolubles de dimension 3, quelques dégénérescences conduisant & des .£-feuilletages
de degré 2 apparaissent ; ils possedent des intégrales premieres du type Q1/Q2 avec
Q; forme quadratique. Soient :

_ 2 1, 2

Q1 = 2024 — P123 — P22324 — 572 + pszy

2 2.

et Q2 = 2124 — Q123 — Q22324 — 2223 — (32];

on constate que ’élément générique du pinceau A1 Q1 + A2Q2 est dégénéré.
Avec les notations précédentes on a la :
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PROPOSITION 5.4. — Le feuilletage & de degré 2 sur CP(4) donné par les niveaux
de Q1/Q2 est un L -feuilletage. L’algébre de Lie L associée est résoluble de dimen-
sion 3; un champ X de Lg s’écrit :

X = (bizo + (b3 — e3q2 + q2b1 — 2q1b2) 22 + (2p1b2 — poby + e3p2)23

0
+ (2psbr — 2pses + paba)zs) o7

0
+ (b121 + bz + bszs + (g2b2 — 2q3b1 + 2q3e3)24) o
1

0
+ (esz2 + (bs — e3q2 + q2by — 2q1b2)24) B
+ (esz —|—bz)i+(2e —b1)z 9
3%3 +02z4) 5~ 3= Ay
ot by, ba, b3, e3 sont dans C. Ce L -feuilletage ne vérifie pas la condition de régularité
le long de z4 = 0.

Démonstration. — L’expression des champs X a été obtenue via Maple. L’hyperplan
z4 = 0 n’est pas invariant par le feuilletage puisque Q1/Q2 1n’y est pas constant. Par
contre il est invariant par tous les champs X. On constate par un calcul élémentaire
qu’ils sont dépendants le long de cet hyperplan. O

5.1.5. Ubiquité de ’exemple de Gordan-Noether. — Revenons a ’exemple
de Gordan-Noether :
P = zfzg + 212924 + 2525
dans C® et considérons sa restriction & I’hyperplan z; = 1 :
Py = 23+ 2924 + 232’5.

On constate que les champs :
zzi—i zzi—i et ZQi—Z4i—225i
823 824 ’ 824 825 82’2 82:4 825
sont tangents aux niveaux de P;. Le feuilletage par les niveaux de P; est donc une fois
encore un Z-feuilletage de C*, lequel s’étend bien siir & CP(4); il a pour intégrale
premiere :
223 + 212274 + 2325

3
21

qui définit un feuilletage de degré 2.
Maintenant on considere la restriction de P a z3 = 1; on obtient le polynome :

2 2
2] t z12224 + 2525.

Il est annulé par les champs :

L2, 9 90 9 9 0 , 0
2821 824 482:57 282’4 182:57 282’2 482’4 5825
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et produit encore un exemple de degré 2 sur CP(4) d’intégrale premiere :

z%% “+ 212024 + 2325

3
Z3

Ces deux exemples, tous deux de type 4.1, sont non équivalents.

5.2. Exemples Hamiltoniens

5.2.1. Cas spécial. — Nous allons nous intéresser a un cas spécial de .Z-feuilletage
quadratique de type 4.1 sur CP(4). Soit # un Z-feuilletage sur CP(4) ayant une
intégrale premiere du type % ou C est un polynoéme cubique. La restriction de .# a
la carte affine zp = 1 définit un Z-feuilletage de degré 2 sur C* ayant pour intégrale
premiere P(z1,29,23,24) = C(1, 21,22, 23, 24). Nous allons supposer que P est un

polynéme homogene.

THEOREME 5.5. — Soit P un polynéme homogéne minimal de degré 3 sur C* défi-
nissant un L -feuilletage. Alors, a conjugaison prés, P est de l'un des types suivants :

1. 2122 2. 212923
29 )
2 2 2
3. z1(z5 — z324), 4. zizs+ z122(a121 + 22 + 23 + 24) + 2524,

2 2 2 3
5. zizzs+z122(23 + 24) + 2524, 6. 2723+ 212224 + a225.

REMARQUES 15
a. Considérons le polynéme de Gordan-Noether :

2 2
P = z7z3 + 212025 + 2574.

Si I’on restreint P a zo = 0 on obtient & permutation pres des coordonnées le premier
cas 1. En restreignant a z3 = z4 = 0 on trouve 2; la restriction de P a z4 = 0 est
a conjugaison pres le cas 3. En restreignant P a ’hyperplan aiz; + 22 + 23 + 24, on
obtient le cas 4. En le restreignant & z5 = z3 + 24, on retrouve le cas 5. Enfin le cas 6.
s’obtient en permutant z4 et z5 et en restreignant P a z5 = as29.

b. Par conjugaison on peut supposer as € {0,1}.

Démonstration. — D’apres le théoreme 1.16, 'origine n’est pas une singularité isolée
de dP sinon le feuilletage .# serait de degré 1. Il s’ensuit que dP s’annule sur un
nombre fini de droites, sur une surface ou encore sur une hypersurface. Nous allons
traiter ces différentes éventualités au cas par cas.

1. Si dP s’annule sur une hypersurface, P n’est pas réduit et s’écrit 27L ou L
désigne une forme linéaire. Puisque P est minimal, L est non colinéaire a z;. Le
P-feuilletage .# décrit par le polynome P est alors de degré 1 et P est du type 21 23.

2. Considérons le cas ou dP s’annule au moins sur une droite, par exemple d’équa-

tion zp = 23 = 24 = 0. En particulier, le polynome P n’a de monome ni en z}, ni en
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222; ; par suite il est de la forme :
21q(22, 23, 24) + 7(22, 23, 24)
ol ¢ est une forme quadratique et r un polynéme cubique. Un champ de vecteurs X

annulant P doit étre tangent au lieu singulier de P et donc a ’axe des z;. Par suite,
il est du type :

4
0 0
P=A(z1,22,23,24) — + Ai(z2,23,24) =—.
1(21, 22, 23 4)821 ; i(22, 23 4)5‘zi
Remarquons que si g est nul, alors .% est un pull-back; ce cas a été traité dans le
corollaire 0.2.
Si l’on écrit X sous la forme Alaizl +Y,o0na:

{ A1g+21Y(q) =0
Y(r)=0.

Si g est non nul, alors Ay est divisible par z1, autrement dit :

821

Supposons que pour tout champ X annulant le polynéme P on ait A = 0. La dimension

9 9
78_236t8_24

ce qui est absurde. Ainsi on peut trouver des champs annulant P du type :

ponctuelle générique de tels X étant 3, le polynéme P est annulé par %

X1:zli+Y1, Xo=Y, et X3=Y;
82’1

génériquement indépendants. Les égalités :
{Yz(q) =Y5(r) =0
Y3(q) = Y3(r) =0
impliquent que les composantes connexes des niveaux de g et r sont les mémes.
Si la forme quadratique q est de rang 2 ou 3, alors r est nul et P s’écrit a conjugaison
pres :
21(22 — 2324) OU 212023,
Dans les deux cas, P définit un Z-feuilletage.
Reste a considérer le cas ou la forme quadratique ¢ est de rang 1; le polynome P
est alors de la forme :
2125 + 28 = 25(21 + e2)
donc conjugué a z123 et le feuilletage obtenu est de degré 1.
3. Cas ou dP s’annule sur une surface S.
3.1. Supposons qu'une composante de S soit un plan par exemple d’équation
z1 = 29 = 0, alors P est du type :

Z%Ll + z129L9 + Z%Lg

ou L; désigne une forme linéaire. On a I’alternative suivante :
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— le feuilletage .# est un pull-back (et donc encore du type 2123 ou 212223),
— les formes linéaires z1, z2, L1, Lo et Lg forment un systéme de rang 4. On se
ramene alors aux deux cas suivants :

2 2
2123 + z122L + 2524,

2 2
2123 + 212224 + 25 L

ou L désigne une forme linéaire. Il nous faut maintenant caractériser les L qui pro-
duisent un Z-feuilletage. Comme le lieu singulier doit étre invariant par tout champ X
annulant P, un tel champ, nécessairement linéaire, est de la forme :

0
(br21 + szz)a—Z1 + (c121 + c222) 5 — (Z azzz) (Z ﬂzzz)
Posons :
4
L= Z a; 2;.
i=1
3.1.1. Commengons par considérer le cas ot P est de la forme :
2%23 + z129L + 232'4.
L’égalité X (P) = 0 se traduit par le systéme suivant :
2b1 + ciaz3 +a3 =0
2a1b1 + 2a2¢1 + a1ca + ag + a3 + Prag
biaz + 2a1be + 2azce + azaz + Paas + 51 =0

biag + 2¢1 + agco + agasz + ﬂ4a4 =0
2by + braz + agca + agasz + Bzag =0

baas + B2 =0
baay + 2¢o +ﬁ4 =0
baaz + B3 =0

aicy + oy = 0
agcr +ag = 0.

C’est un systeme de dix équations a douze inconnues. Pour que la dimension ponc-
tuelle des champs X annulant P soit génériquement 3, il nous faut au moins trois so-
lutions indépendantes. Ceci impose des conditions sur les a; qui régissent le systéeme.
En substituant, on obtient que ce systéme a un espace de solutions de dimension au
moins 3 si et seulement si :

(azaqg — 1)(2a1 + a1a4 3asay) = (azag — 1) = 0.
a. Lorsque asaqy = azaqs = 1, quitte a conjuguer par une application linéaire

ad-hoc, on se ramene & as = a3 = a4 = 1, autrement dit :

2 2
P=zizs+z120(a121 + 22 + 23 + 24) + 2524.
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On peut alors résoudre le systéme précédent et I’espace vectoriel des champs annulant
P est engendré par :

0
X i =z0— — z7 ——
1 Z2 823 21 824’

0 0 0
Xo= (214 22)7— —2237— — (20121 + 22 + 23 + 24) =

021 0z3 D24
0 B 9
et X3 = (21 + Z2)8_z2 —(a121 + 23 + 24)8_z3 —2(z1 + 24)8—24,

On constate que ces trois champs engendrent une algébre de dimension ponctuelle 3.
b. Passons au cas ou agay = 1 et 2a1 + alai — 3agaq4 = 0. Comme a3 et aq sont
non nuls, on se rameéne par conjugaison aux deux cas suivants :

Py =223+ z120(23 + 24) + 2524
et : Py = 2223+ z129(21 + 20 + 23 + 24) + 2524,

Dans le premier, les champs suivants annulent P; :

L T )
1 821 =2 822 =3 823 = 824 ’
0 0
— 29— + (24 — 23) et

Zo— — Zo— — 21—
2 (921 822 824 2 823 ! 824
Ainsi P; définit bien un Z-feuilletage.
Le second est un cas particulier du cas a. avec a; = 1.

3.1.2. Considérons le cas ou P est de la forme :
P = zfzg + 212924 + z%(alzl + agzo + aszs + aszq).

Notons que si a4 est non nul, en posant Z4 = a1 21+ as2s+a323+aq2z4 On se ramene au
cas précédent. Nous supposerons donc que a4 est nul. Quitte a changer z4 en z4 —a122
on a a; = 0; autrement dit P s’écrit :

P = zfzg + 212924 + zg(agzg + aszs).
Comme précédemment 1'égalité X (P) = 0 conduit au systéme :

b1+ 084+c2=0

by + aga3 =0
c1t+as=0

2b1 +a3 =0

2by + 2a3c1 + B3 =0
a3(202+a3) =0
3asc) + ajaz + B2 =0
3asco + asaz =0

a1 =0

as+ p1 =0.
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a. Supposons que ag soit nul, i.e. que le polynéme P s’écrive :
P 2 3
= 2123+ 212224 + Q225.

Suivant que as est nul ou non, on a 'alternative :

— az # 0 et le polynéme P est alors annulé par les champs :

zl——223i—z4i zli—z4i—3a222i et zgi—zli.
821 82’3 82:4 ’ 82’2 82’3 824 82’3 82:4
Il définit donc bien un Z-feuilletage.
—az = 0 et le polynéme P décrit un Z-feuilletage dont ’algébre associée, de
dimension 4, est engendrée par les champs :
2:——22i—zi zi—zi
! (921 3 823 4 824 ’ ! 822 4 823 ’
0 0 0 0
29— — 24— et zZo— — 21—

82’2 4 82:4 823 ! 824 '
On constate que la dimension de ’algebre passe de 3 a 4 lorsque as s’annule.
b. Supposons maintenant que as soit non nul. A conjugaison pres par des appli-
cations du type :
(21, 22, 23, 24) V> (p121, p222, P323, Pa24)

on se ramene & l'étude des deux cas suivants :
2 2
2123 + z12224 + 25 23,
2 2
2723 + 212224 + 25 (22 + 23).

Les champs qui annulent ces deux polynomes forment un espace de dimension 2
donc les feuilletages décrits par ces polynomes ne sont pas des Z-feuilletages.

3.2. Placons nous dans I’éventualité ou la surface S contient une composante non
plane. On peut alors supposer que trois axes de coordonnées sont dans S, par exemple
les axes z1, 22 et z3. Par un argument déja rencontré, le polynéme P est affine en 21,
z2, z3 et quadratique en z4 ; on constate que P est du type :

2
ez12023 + z5(a121 + a2z + azzs3).

On remarque que € est non nul sinon le feuilletage décrit par P serait de degré 1.
Déterminons les valeurs des a; pour lesquelles ces polynomes sont singuliers le long
d’une surface.

3.2.1. Si ajacaz est non nul, on se raméne par homothétie & :

P = 212023 + 25(21 + 22 + 23)

et un calcul élémentaire montre que codim Sing P = 3.
3.2.2. Si deux des a; sont non nuls, on peut supposer que :

P = 212023 + zi(zl + 29)

et comme précédemment le lieu singulier de P est de codimension 3.
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3.2.3. Reste donc le cas ol un seul des a; est non nul; alors P est de la forme :
21(2223 + zz )

que nous avons déja rencontré en 2. O

5.2.2. Exemples ou dim %z = 3. — Lors de I’étude des Z-feuilletages de degré 3
sur CP(4) correspondant aux algebres %, (¢f. chapitre 6) apparait une dégénérescence
qui produit un feuilletage .% de degré 2 de type 4.1.

L’algebre £+ est résoluble et possede une présentation de la forme :

{[27?]:}77 [5(:72]:0427 [?,Z]:O}, a#0.
Elle est engendrée par les champs :

&+ 0+ 2ae > 0
) P

X = (—220 + (ac— h)z + 97

0
+ (azg — 321 + Bza +yz3 + (hE + 20 — ad)zg) =—

0z1
+ (=22 + 523)£ + (azs — 24)8(24
7Z = (czy + 023 + 624)8i + (20 + hzo + zz@% + 3824
Vo i

Soit
k= —=£(0 —ah) —2(ai — 7).
On montre que % admet pour intégrale premiere :
3(z2 — 523)3
207374 — 2125 — §23 — M 2+ (h2o +i23) 2324 + K25 — 3ahza22
c’est-a-dire a conjugaison pres :

3
29

202324 + 2125 + 23 (azq + b2g)

avec a, b € {0,1}.
REMARQUES 16
1. En se restreignant a la carte affine zo = 1, on constate que le polynome :
P = 292324 + 2125 + azi + bz?

définit un Z-feuilletage sur C*.

2. Le dénominateur zgz3z4 + 21 z§ + zZ(az;; +bza) de I'intégrale premiére est encore
lorsque b est non nul de type Gordan-Noether. Pour b = 0, le feuilletage est un pull-
back.
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CHAPITRE 6

Z-FEUILLETAGES DE DEGRE 3 EN DIMENSION 4

Soit .Z# un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4), la proposition 1.4 assure que
dim .2z = 3. Ainsi la classification des .Z-feuilletages de degré 3 sur CP(4) repose
sur celle des algebres de Lie de dimension 3 (voir [7]). Pour classifier les algebres de
Lie g de dimension 3, on considere le rang de I'application bilinéaire :

[[]raxg—g
Si dimlg, g] = 0, 'algebre g est abélienne.
Si dim[g, g] = 1, lalgebre g est décrite par les présentations :
L1 =A{] 1=[X,Z2]=0,[Y,Z] =Y}
ou: o2 =A{] 1=1X,Z]=0,[Y,Z] = X}.

Si dim[g, g] = 2, lalgebre g est du type :

Lo ={[X,Y] =Y, [X,Z] =aZ,[V,Z] =0, a € C*}
ou bien : L, ={X.)Y]|=Y,[X,.Z|=Y+ Z, [Y,Z] =0}

{IX,Y
{IX,Y

Enfin si dim[g, g] = 3, alors g est isomorphe a sl(2, C).

Nous allons étudier au cas par cas les Z-feuilletages associés a ces algebres.

Nous verrons que les algebres % 2 et £} 1 ne produisent pas de Z-feuilletages de
degré 3 sur CP(4).

6.1. Cas £z isomorphe a s[(2,C)

Par simple connexité de SL(2, C), la représentation de s[(2, C) dans .# (5, C) don-
née par .£% assure l'existence d’une action linéaire de SL(2, C) sur C°. On est donc
ramené & classifier les actions linéaires de SL(2, C) sur C°.

Commengons par supposer que ’action est irréductible; c’est alors a conjugaison
pres action naturelle de SL(2, C) sur les polyndémes homogenes de degré 4 en deux
variables. Cette action descend & l’espace projectif pour donner un .Z-feuilletage de
degré 3 dont les feuilles sont les niveaux génériques de la fonction j = 1728%3 ; nous
I’avons décrite au chapitre 2. A conjugaison pres ce .Z-feuilletage est unique puisqu’il
y a une unique action irréductible de SL(2, C) sur C°.
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Supposons maintenant que ’action linéaire de SL(2, C) sur C?® soit réductible ; elle
se décompose en actions irréductibles avec les configurations suivantes :

CaClLC?’qpC? CoCaC® CaC?gcC?
CaCapCapC? ¢ COpChHCHCaC.

On peut exclure les deux derniéres configurations : I'action sur chaque facteur C
étant triviale, elles ne donneront pas d’orbite de dimension 4. Examinons les autres
possibilités au cas par cas.

(i) Action de SL(2,C) sur C @ C*.

Sur le facteur C l’action est triviale et sur C* c’est, & conjugaison pres, I'ac-
tion naturelle de SL(2, C) sur V4 (cf. chapitre 2). Elle admet pour invariants z; et
D(za,...,25) o :

D(z9, 23, 24, 25) = zgzz - 42222’ - 4z§z5 — 27z§z§ + 18292324 25.

Par suite .% possede I'intégrale premiere :

D(ZZa"'7ZS)

1
21

A conjugaison pres, le Z-feuilletage .# est unique. Il a déja été étudié dans la liste
d’exemples (chapitre 2) mais présenté de maniere différente.

(ii) Action de SL(2,C) sur C? @ C3.

Elle est conjuguée a laction de SL(2,C) sur Vo @ V3. On note les éléments de
Vo @ V3 sous la forme :

(212 + 22y, 2322 + 24y + Z5y2).
A chacun de ces éléments on associe les formes quadratiques :
Q1 = (217 + 22y)? = 2{2® + 2z 200y + 23Y%, Qa2 = 232° + 2wy + 2597
on note @i la matrice de @;. Soit P € SL(2,C); on a :
det(*P(Qy — £(2)P) = det(Q1 — K(2)

autrement dit :
2
~ ~ z
det(@Q1 — kKQ2) = K2 <2325 - 14) - /<;(23z§ + 25,2% — 212224)

est un invariant de 'action de SL(2, C) sur C? @ C3. Ainsi les niveaux génériques de :

2

21 2 2
Z’ 2325 + 2521 — 212224

définissent le feuilletage de codimension 2 associé a .Z% ; la fonction :

(2325 -

2
(2322 + 2522 — 212224)
N
(s~ )

en est une intégrale premiere.
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REMARQUE 17. — Le numérateur de cette intégrale premiere est le polynome de
Gordan-Noether. On retrouve le feuilletage exceptionnel en coupant par un CP(3) ad
hoc; ce CP(3) est non générique puisque le degré du feuilletage diminue.

(iii) Action de SL(2,C) sur C @ C? & C2.
On écrit I’élément g de SL(2, C) sous la forme :

(11)

Comme Daction naturelle de SL(2,C) sur C? correspond & laction sur les formes
linéaires, on peut voir l’action sur C2 @ C? & conjugaison prés comme suit :

29 23 ab
g - (227 + 23y, 24 + 25Y) ~
24 25 cd

-1

On constate ainsi que :
22 23
det = 22%5 — 2374
Z4 25

en est un invariant. Les niveaux génériques de :
(21,2225 — 2324)

sont les feuilles du feuilletage de codimension 2 associé & Z7 avec les notations

habituelles. Ainsi :
2225 — 2324
7
est une intégrale premiere du Z-feuilletage associé a £z qui est donc de degré 1;
par suite cette action n’induit pas un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4).

(iv) Action de SL(2,C) sur C® C @ C3.

Cette action est triviale sur chaque facteur C et sur le facteur C3 c’est I’action
naturelle sur V3. Ainsi le feuilletage associé & £% est donné par les niveaux de (21, 22)
et une intégrale premiere du Z-feuilletage # associé a L est z1/z2. Par suite &
est de degré 0.

Finalement seules les trois premieres actions conduisent & un Z-feuilletage de de-

gré 3 sur CP(4) :

THEOREME 6.1. — Soit .F un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si Lz est iso-
morphe a s((2,C), alors le feuilletage F admet a conjugaison preés l'une des intégrales
premiéres suivantes :

2323 — Azozy — 42325 — 272922 + 1820232425

23 ’
.2 2 2 P3
(2322 + 2527 212224) ou ] — 1798 _.
2213 A
(2325 — )
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6.2. Cas £z abélienne

En classifiant les triplets de matrices (5,5) qui commutent on se ramene & étudier
les sept cas qui suivent :

(i) P est diagonale,

ou bien .,@ est engendrée par les champs du type suivant

() wnl s D00 D
11 RZ1 82:0 zZ9 8227 218 ) z3 82’37 z1 82’0 zZ4 82:4 (§] .
() — 4+ i+ i i+ i —I—Zi et R
o e 820 =2 822 3 823 ’ A1 820 = 824 ’ ! 820 3 822
() — 4+ i+ i i+ i ( +§z)i+zi et R
Y s T R0z T M0z M0z oz 0T Woz T Moz
(V) zi—i—zi /ﬁzi—i—zi—i—zi fZ a+zi et R

! 82’1 4 82’2 ’ ! 82’1 3 822 4 823 ’ 0 0 ! 821

. 0 0] 0 0 0 0
(vi) Hzoﬁ—z()+(z2+£z4)8_zl+233_22+243_%’ ﬂzoa—%+(z3+5z4)a—22;
0

Zoa—0+Z4a—21 et R
()( + )i+ i+ i+ i ( +§Z)i+zi+zi
vi 1 e 820 =2 821 s 822 = 823, =2 4 820 3822 4823,

0
(23-1—524)8—-1— 43_21 et R

On note g, 'algebre engendrée par les champs correspondant a la ligne a appar-
tenant a {(i),..., (vii)}.

REMARQUE 18. — On a éliminé les algebres qui donnent des feuilletages de degré
strictement inférieur a 3.

Examinons ces possibilités au cas par cas.
(i) Commengons par traiter le cas ot Lz est diagonale; une base de Lz est :

4 9 4 9 4 P
X:anzka—%, Y:Zukzka—%, Z:Zszka—Zk et R.
k=0 k=0 k=0
Le feuilletage .%# est décrit par la forme logarithmique :

dzk

4
2021222324 E En—
Zk
k=0

avec Zi:o ki€l = Zizo el = Zi:o Ve = Zi:o & =0.
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La 1-forme annulant les champs :

0 n 0 ¢ + 0 0 n 0 ¢ R
Kz z , z , 21—t 24— €
Y920 | P02 "0z | P02 oz | '0m
s’écrit & multiplication pres dans la carte affine z; =1 :
d d d
doo— 82 _ g0z _dm
z9 z3 zZ4

Le Z-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale premiere :

ﬁ+£+1
21 20
3 exp| — .
22 2324 21

(iil) Cas L7 = g(iir)-
Les champs :
0
ﬁ2180+2282+2383 5‘ +Z4824 15—
annulent la 1-forme suivante exprimée dans la carte z; =1 :
—dzo +d (2—2) + n% + %.
z3 z3 24
Le feuilletage .# admet donc pour intégrale premiere :
28524 2129 — 2073

1

(iv) Cas ou ,,5,75; = G(iv)-
L’algébre Z# est engendrée par les champs :

0 0 0 0 0

e 97 9o’ 218—20—1—248—22, (zo+£zl) + 181 et R.

Une 1-forme annulée par ces quatre champs s’écrit dans la carte afﬁne zg=1:
z dz 22
d( 0) 5—1+d(—22+—‘3—/<;zg).
<1 Z1 2

Le Z-feuilletage décrit par cette 1-forme a pour intégrale premiere :

K2l + 23— + 24—

Zozi

2123
sié=0et:

2

2124

2
Z1Z
21 ¢ 2022 — 212224 — KZ123%4 + 5
— | exp
24

sinon. A conjugaison pres on obtient :

3 3 ) S1mon.

217} 21724

zozZ — 212224 + zlz§ . 21 ¢ zozf — 212924 + zlz§
sié=0 et — | exp
Z4
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(v) Cas .,% = G(v)-

On note w une 1-forme annulant les champs :

+ z Iﬁ:Zi-l-Zi-i-Z 0 fzi—i—z 0 et R
81 482 181 382 483 0 182’1 ’
Dans la carte z4 = 1, elle s’écrit :
dz dz
Wizgm1 = —Z—OO 5—1 — &dzy + €(23 — K)dzs.

Le feuilletage associé a l'algebre Z2 admet pour intégrale premiere :

£, 1-¢ 2

272} 25 — 2K23%24 — 22024
ex

% p <§

soit & conjugaison pres :

(vi) Cas P = I (vi)-
Les champs :

0 + + 0 + z 0 i—i— i
W«’oa 228 2’38 45‘23 20 > Z4

0 0 0
20— + (23 +024)=— + 2 et R
ﬂo@ZO ( 3 4)8 Z1 482’2
engendrent l'algebre %
La 1-forme w annulée par ces quatre champs s’écrit a multiplication pres dans la

carte affine z4 =1 :

— 3
uJ:%+d<—21+2223+(5—ﬁ)22—KZg—f—Mzg—2—3).
Z0 2 3

Le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :

3

3
2: —4
20 —2123 + 222324 + (6 — B) 2027 — k2323 — 2+ ’BTZ§Z4
— exp )
z
4

24
Cette derniere est conjuguée a :

20 zlzz + 202324 + zg
exp .

P z3
(vii) Cas L5 = g(ui)-
Soit w une 1-forme annulant les champs :

(o1 Rt g + e+ i s, (o2 G g i
z1 KzZq az 2’28 238 24823, z9 zZa 238 24822
0 0
(2:3 + 524)8—20 + 248—21 et R.
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Elle s’écrit dans la carte affine z4 = 1 :

Z% 2 Z§ B 5 &4
Wzy=1 = d | 20 — 2123 — Bz1 — Ezo + Bzoz3 — 5 + 2925 — K23 — i §Z3 + 523 .

On en déduit 'intégrale premiere suivante :

2,2 4
(20 — Bz1 — €20 — K23)2] + (523 — 21 + Bra)zged — 224 — 2 4 (29 — £23)222
4
24

qui apres conjugaison s’écrit :

2_2 4
Z5Z2 z
2025 + 212323 — 2 -3 4+ 202374
7 .
24
Le théoréeme suivant résume ’analyse précédente ; elle a été faite directement sans
utiliser Maple.

THEOREME 6.2. — Soit .F un .Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4). St Lg est abé-
lienne, alors le feuilletage F admet, a conjugaison prés, l'une des intégrales premiéres

sutvantes :
2_2 4
3 2 _ 2224 _ 23 2
KO K1 K2 K3 K4 202) + 21232} 5 L T 222324
20 A1 2 %37 %y 7] ,
24
1
_Zerng <0 2524 2122 — 2023
k€ expl{— | 1+k exp ;
25”324 21 Z1 2123
ZOZZ — 212224 + Z1Z§ Z1 ¢ zozi — 212924 + zlz§
— | exp
5125 7 2 2123 ’
1—
Z§Z4 ¢ 23 — 2274 20 2122 + 292324 — 25
oxp 2 , — exp 3 :
20 23 24 23

L 4
Les kq, k et € sont des nombres complexes non nuls satisfaisant E]‘:o k; = 0.

6.3. Cas £z isomorphe & %,

L’algebre %, a pour présentation :
{IX,Y]|=Y,[X,Z] =aZ,[Y,Z] =0},a # 0.

On remarque que si I'on change X en % on a :

X Y X

|:_7Y:| = [YaZ]:Ov |:_7Z:| =Z.
Q@ @

On obtient avec X' = %, Y'=ZetZ =Y :

Z/
(X.YN=Y', Y, Z1=0, [X,Z2]==—.
«
Par suite l'algebre Z# est indifféremment déterminée par o ou é que 'on note &

1 ~_9 1
(i.e. on note & = 2 pour a =2 ou @@ = 3).
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L’algebre CY & CZ est sous-algebre abélienne de Z# qui est résoluble. La pré-
sentation entraine que Y et Z sont nilpotents; on peut donc choisir une base dans
laquelle Y s’écrit matriciellement :

00010 01000

00001 00100

Nos=|00000|, Ma=|00000],

00000 00000

00000 00000
00100 01000 01000
00010 00100 00100
Nay=]00001|, Nso=[00010], ouNg=| 00010
00000 00000 00001
00000 00000 00000

suivant son ordre de nilpotence et son rang (on rappelle que si Y est de rang 1, le
degré du feuilletage diminue et, en fait, le feuilletage est un pull-back). On cherche
alors la forme de Z ; soit €(V;) le commutateur de N; :

€(N.j) = {A € .M(5,C)| AN, — N, ;A= 0}

Un calcul fastidieux mais sans difficulté donne la description des algebres de Lie
% (Nij) :

abecd e abcide
fghij 0adb 0O
%(Ng’l): 00k ¢ m s %(NQ’Q)— 00a 00
000a b 00 fgh
000 f g 0037 jk
ace g i abcd e
0bd fh 0abcO
%(N&l)— 00ac e 5 %(N372)_ OOabO
0000Db 000aO
0000 a 000 fg
abecie
0abdbcd
% (Ny) = 00abdc
000ad
0000 a
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Comme Z est nilpotent, Z appartient, suivant 'ordre de nilpotence et le rang de Y,
a I'un des espaces suivants :

a b cd e 0ceg 1
f—ah i j 006 f h
¢'(Nayp) = 00 00 m ||a®>+bf=0p, €' (Ns1)= 000 c e
00 0a b 00006
00 0f —a 00000
0bcid e 0bcde
00b0 0 00becO
€' (Na) = 0000 0 |[|g*>+jh=0p, E'(N32)= 000b0
00 fg h 00000
00i j —g 000 f0
0bcide
00bcd
€'(Ny) = 0000bc
0000%b
00000

Soit F un sous-espace vectoriel de .#(n,C); on note r(E) le rang générique des
éléments de E :

r(F) =max{rgA| A€ E}

et E(A, N; ;) Vespace vectoriel engendré par A et N, ;. Soit A € €' (N, ;) tel que
dim E(A, N; ;) = 2. On introduit la sous-variété algébrique :

F = U{A € ¢'(Nij) | r(E(A,Nij)) =i}

et les ensembles :
Gij ={A €€ (Nij) | r(E(A N;j)) < i}

On dit que (a,b,c,0,€, f,g,1, ], k, £) vérifie la propriété & si

ak = —f¢
_ 2 : 2
G=b—c=f=g=0ou Mk = —02i 4+ ljk + ek
ck = —gl
bk? = — f02.

Le lemme suivant donne la description des Gj; ; ; sa preuve utilise uniquement des
arguments standards de mineurs.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005




90 CHAPITRE 6. #-FEUILLETAGES DE DEGRE 3 EN DIMENSION 4

LEMME 6.3. — On a :
a b cd e
f—ah i j
Gog = 0 0 0¢ m ||Pabcie,f hijglm)
0 0 0a b
0 0 0 f —a
0bcde 0ceg i
000b0O 006 fh
G272— 00000 5 G371— 00006 |C§=O
00 f00O0 00006
00400 00000
00cdO 0bcode
000¢cO 00bcd
G3o = 00000 , Gu= 0000Dbc
00000 000O0%Wb
00000O0 00000O0
REMARQUE 19. — Si on note G; = Uj G,j, on obtient a partir de la description des

Gj celle des Fj :

=Gy, F3 =G5~ Go, Fy =Gy (GQ UG3)
Démonstration du lemme 6.3. — Commencons par décrire 'ensemble G5 1 ; Pannula-
tion pour tout ¢ des mineurs (3,3) de la matrice :

a b cd+t e

f—ah i G+t
00 0 ¢ m
0 0 0 a b
00 0 f -—a

est réalisée si et seulement si I’'une des conditions suivantes est satisfaite :

7a:f:b:C:h:O
— b =—fm? al = —fm,oml = —m?i + mjl + el?, cf = —hm.

Pour l'ensemble G 2, les mineurs (3,3) de la matrice :

0b+t ¢ O e
0 0 b+t0 O
0 0 0 0 O
0 0 f g h
0 0 T J —g

sont nuls pour tout ¢ si et seulement si g =h =5 =0.
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On décrit maintenant G ; ; la matrice :

0ce+t g )
00 o0 f+t h
00 O c e+t
00 O 0 1)
00 O 0 0

est de rang inférieur ou égal a 3 si et seulement si le produit ¢ est nul.
Passons a la description de G5 2 ; 'annulation pour tout ¢ des mineurs (4,4) de la
matrice :

est réalisée si et seulement si les éléments b, e et f sont nuls.
Pour Gy, il n’y a rien a faire. O

On aborde maintenant la classification des Z-feuilletages associés aux algebres %, .

On se permettra d’effectuer certaines combinaisons linéaires dites permises qui vont
changer 2/, tout en gardant la méme structure d’algebre : par exemple, les algébres
(X,Y,Z) et (X + KkR,Y,Z) sont distinctes mais isomorphes et tangentes au méme
feuilletage.

Partant de Y et Z dans Fj;, on cherche X dans yx(CP(4)) et A, u, 3, € dans C
satisfaisant :

[X,Y] =AY +puZ, et [X,Z]=pY +<Z.

On mentionne souvent la matrice :

u=(31)

Les équations traitées sont quadratiques (toutefois linéaires en chaque variable) et il
n’est pas étonnant qu’arrivent plusieurs cas; ils correspondent aux différentes com-
posantes irréductibles des ensembles décrits par ces équations. On n’a retenu que les
solutions donnant des feuilletages de degré 3, certaines donnant des feuilletages de de-
gré plus bas ; ces solutions éliminées interviennent dans la classification des feuilletages
de degré inférieur a 3.
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6.3.1. Cas ou les matrices Y, Z sont dans F,. — C’est le cas ou Y et Z
s’écrivent respectivement :

01000 0bcode
00100 00bcid
Y=100010}|, Z=]100010bc
00001 0000%W
0000O0 00000

Etudions les feuilletages associés aux solutions données par Maple. Nous n’avons
pas eu a établir de programme spécifique; nous avons juste utilisé les commandes
de base de Maple. Nous présentons les calculs typiques et mentionnons par quelles
techniques se traitent les autres cas.

Les subdivisions 3.1.1,... correspondent aux différentes solutions proposées par
Maple. C’est dans ce paragraphe que I'on trouve des feuilletages potentiellement ex-
ceptionnels (voir remarques 20).

3.1.1. Les champs X et Z s’écrivent respectivement & combinaisons linéaires per-
mises pres :

0 0
X = (bzy +cza+ 023+ 624)87 + (kz1 + bza +cz3 + 624)87
0 1

0 0 0
+ (2529 + bz3 + 024)8— + (k23 + b24)8—3 + 4dkzg— 920
0 0

Z—zi—i—z +z
2820 38 482’2

k0
M(—bﬁ 2/<;>'

Ceci implique que & est non nul; par suite on peut supposer que k£ = 1. On note que
a=2.

Dans ce cas :

Quitte a faire des combinaisons linéaires permises, le champ X s’écrit :

0 0 0 0
X = (4ZQ+5Z3+6Z4)8—0+( 321+5Z4)81 2Z282 238—23-

Les hyperplans z4 = cte sont alors invariants par les trois champs qui engendrent donc
le feuilletage restreint & la carte affine z4 = 1. Dans cette carte affine, on a :
0 0

= 0 0
X = X‘Z4=1 = (—420 + 523 + 6)8_2;0 + (—321 + 5)8_2;1 - 222 82;2 — 23 823

> 0 0
Y=Ya =2yt +ums-+5-
0

~ 0
et Z:Z‘Z4_1:ZQ—+23—+—.
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Les champs Y et Z ont une « partie constante », ne s’annulent pas et commutent ;
nous allons essayer de les redresser par un automorphisme polynomial. Le flot de Y
est :
2 3 4 2 43 2
o(z;t) = (zo +th+22§ +ZSE + YR +22t+335 + 5% + z3t + 5023 —l—t)
et celui de Z : ,

s
P(z;s) = (Zo Tast o,

On définit maintenant le difféomorphisme :

21 + 238,22 + S, 23).

H (20,21, 22, 23) = p(¥(20, 21,0, 0; 22); 23)

qui est donné par :

2 4 3

2
] F2%3 =3 3 )
(zo+2+zlz+ 5 —1—24 21—1—22234—6 —1—2,23.

Par construction H conjugue 8 ayY et 72 aZz.

On note .7 le feuilletage associé a I'algebre engendrée par les champs X Y et Z
soit  une 1-forme qui définit 7. Le feuﬂletage T = H * 7 est déerit par une 1- forme
Q' qui annule les champs H, ly = ? et H_ 17 = dz . Elle s’écrit donc du fait de
I’'intégrabilité :

' = A'(20,21)dz0 + B' (20, 21)dz1.
Le difféomorphisme H laisse le plan d’équation zo = z3 = 0 invariant point par point,
donc € = cte t*Q) on :
t: (20,21) — (20,21,0,0)
et Q' définit %22123:0. Le champ :

Rpamssn = (04 €) 5 + (321 +0) 5
décrit le feuilletage en restriction au 2-plan z; = 23 = 0. Alors :
(70 — §)°
(21— §)*

est une intégrale premiere de .#|.,_.,—. Aprés composition avec H ~! et homogénéi-
sation, on a :

2,2 3
3 2324 2 3 e 4
(zoz4 - 5t = 212324 + 222324 — 7 — 124)

(zlzz — 292324 —|— s R gz3>

qui a conjugaison pres s’écrit :

2 2 4\ 3
3 2224 2 2 Z3
(zoz4 — 5t — 21232 + 202524 — T)

2 22)*
Z12) — 222324 + 5
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3.1.2. Les champs X et Z sont a combinaisons linéaires permises pres :
=( Y 3 ¢ )—9 4(bn +<) Dzn
X 021 +7y22 + &z3 + (2 + +¢)z
1 2 3 4 o, S)z4 24

9]
+ ((bn+9)z1 + o220+ (v +10)23 + 24) o

0
+ (2(bn+<)z2 + 023 + (v + 2nd)24) B + (3(bn+¢)z3 + 024)
0

) ) )
Z = — = = <z
(bz1 + 623) 970 + (bza + 024) 9 + bzs 975 + bzy 925

823 ’

S 7
t M= .
¢ ( —b(3bn + 2¢) 4nb + 3¢ )

Les valeurs propres de cette matrice sont 3(s 4 bn) et ¢ + bnp donc a = 3. On
remarque que ¢ + bn est non nul.

On note que si § est nul, la dimension ponctuelle de £z est deux. Quitte & changer
Z en %(Z —bY), le champ Z s’écrit :

7=y 071

— + 2z
20
A combinaisons linéaires et conjugaison pres, on a :

0 0
X = (—4(bn+¢)z0 + CZ4)8—ZO + (=3(bn +¢)21 + nézg)a—Zl

9 o)
+ (=2(bn + )22 + 2“524)372 — (b + g)zga_zg_

On traite ce cas de la méme maniére qu’en 3.1.1 et une intégrale premiere de .# est
a conjugaison pres :

22 2 2
(2224 — 73 — I€Z4)

Z Z2Z Z4
(2(b77 +¢)(212325 + 252 — gg’)) + 2023
avec : k= 2 }
2(bn + <)

On peut en fait conjuguer la fonction rationnelle précédente a :

(2’22’4 — Z%)Q
3

212323 + 202324 — 25 + 2023
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3.1.3. A combinaisons linéaires prés on a :

9 5 . 9
X = (820 + &23 + CZ4)8—ZO + (621 + Kza + K223 + &+ Z/{S)Z‘l)a_Zl
+ (422 + 2K23 + 2%2&1)i + (223 + Z’mz:4)i
0z 8237
o 0 0 0
Z = °k2,0 2 o 0
(22 + K23 + 1" 24)820 + (23 + I€Z4)821 + 2 7
-2 K
t : M = .
: (0 %)
On remarque que & = 2.
Notons :
3ké 11k* ¢
TR T Ty
2 3 3
P = (21 — k22)2] + (% - 2223) z4 + %3 + (% — %) 23
K2 . K2
et Q= <2zo + 722 — 3/@21) zf + ((3/%2 —221)23 — IZ% _ zg) Zi
2 3 Z§ 4
+ (22225 — K23)z4 — 5 ~

On trouve que .# admet comme intégrale premieére :
P4
Q¥

a conjugaison pres, on obtient :

2 A\
(zlz4 — 292324 + 73)

3
24
(zoz;z’ — (22123 + 22)23 + 2202324 — —23)

REMARQUES 20

95

1. Ce feuilletage n’appartient pas aux composantes connues de ’espace des feuille-
tages de degré 3 sur CP(4); c’est un candidat & étre un feuilletage « exceptionnel ».

2. On remarque que les feuilletages produits en 3.1.1 et 3.1.3 sont conjugués. L’ex-
plication est la suivante : I'algébre de Lie a été présentée de deux facons différentes

qui se sont avérées a posteriori conjuguées.

3. On constate que lorsque le rang générique de (Y, Z) est maximal I'invariant &

est discret et vaut 2 ou 3.

6.3.2. Cas ou les matrices Y, Z sont dans F3. — Comme précédemment on

cherche X dans x(CP(4)), A\, u, 3, € € C satisfaisant :
(X, Y] =AY +uZ et [X,Z]=p0Y +¢eZ.
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Gréce a Maple, on obtient sept solutions que 1’on étudie au cas par cas. On n’a retenu
que les solutions donnant des feuilletages de degré 3.

Les méthodes de calculs d’intégrale premiere sont les mémes que celles utilisées
en 6.3.1 exception faite du cas 3.2.5 ou 'on cherche une symétrie du feuilletage qui
produira un facteur intégrant.

3.2.1. Les champs X, Y et Z s’écrivent respectivement a combinaisons linéaires
permises pres :

1 0
X=\|—z0z0+&n+pra+y2z3+ 024 | —
2 0z

lio 4+ 2k(g¢ — 0
+ __M22+£823+5934 -
2 g 0z
1 _ 0
+ | 5022+ (E+C9zs+ (p+(i)za | 5—
2 822
(. Lioo2k N0 30
579 g ) 0z 20 10z,
Y =2 i+z i+zi
o 2820 3821 4822
et Z—(z—i—iz)i—i—kzi avec k # 0
= gz3 48z0 48z1 .
On remarque que :
o ¢
M:
(0 %)
etque&zg. On note :
o — 26k - )i —
o= L2k po =& C)izbg
g k
_§+2¢g  (p—&)yg _9€+¢9) o i
V=T T == =07
T 200 30% v 3lo 12
A:__— S B:——— = —
o o2 o3’ o o2’ o’
2 3¢ 6C
gos_ 1o, v _ ot — g 5
o o o o o
24  20B  6Cp? ¥ Bo? €3 24p
= -+ — et v=—-"-——— — - .
3 o o2 2 o2 ok 30

Le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :

2 . . «
24 ((%(zg —z1)23 — 2 — K23 + 2023)7z + (20 — £21 — n23)z; — 2025 + l/zj)

1
2
(23 + 024)
qui se rameéne & conjugaison pres a :

24(2023 + 212324 + 2324 + az3)
1
23

avec a € {0,1}.

MEMOIRES DE LA SMF 103



6.3. CAS %5 ISOMORPHE A %, 97

REMARQUE 21. — Dans la carte affine z3 = 1, le feuilletage admet pour intégrale
premieére a conjugaison pres :
24(2022 + 2124 + 2524 +a).

11 produit donc un polynéme de degré 4 sur C* définissant un .Z-feuilletage.

3.2.2. Les champs X, Y et Z sont a combinaisons linéaires permises pres :

x - (lem e

0
A 2o+ v2z3+ 024 | —

82’0

0 e— . 0
+ (§22 + (C — p)zs + n24) oo (%22 + mz4) EP
0 (f-e)kk-¢ 0
) _ S O S L VU
+ (2k(f — €)zg + (€ + kk)z4) 921 + . 24824’
Y =2 i+z i+z i
T 02 oz Y0z
et Z—izi—i—((f—e)z —|—kz)i avec ik # 0
N 482’0 3 4 821 ’
La matrice M s’écrit :
[ K(f —2e) K .
v (U el
ses valeurs propres sont &(f — e) et 2k(f — e) donc & = 2.
Introduisons les notations suivantes :
yo YOk S lROU 0
o ky+(f—e —e
T:C_p_m_#j Q:_Wj
9= _% TS — 200 0
777 Z? g(g_v)) 72§—'U7
2 2
TN . L
Vg UG S S
et Q=212 — 2232 +<f_ez—£z)(22—222)
1%} 22324 57 3T 5;74) (%2 024

o
- (A + 23—)2322 — Bz2zy — vz,
S
On montre que le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :
2357V (23 + %24)U
Q° '

Cette intégrale premiere est conjuguée a :

3c—v v
”n Z3

-
(2122 + 222324 + 2323 + 2224)
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3.2.3. A combinaisons linéaires permises pres on a :

X =((—vzo+ &z + '724)i +(Cz3 + Uz4)i

0zo 0z
0 0 0
—v =90 j24) — — 2023 — + (—v — 20) 24—
+ ((—v )zo + Gizy) 975 23 925 +(—v )24 927’
0 0
Y = — y— __
2 820 + 2 821 t 2 822’
0 0
Z =iz 4 (f — )2y
1z 82’0 + (f 6)23 82’1
avec i(f —e) # 0 et § =¢(e — f). On remarque que :
M= ( s(=2e+f) S )
—esf  <(2f—e€)
et & = 2.
Posons :
. € —
n=C—&—ﬂ—%U—dw=(2fx
P = 2322 + 5142324 — (2127 — 202324 — 2K202324 + KZ523)
2
et Q= zlzi — 292324 — 2K2023%24 + /@2333 + %2325 — 255—_&1/2’524 + ﬁzi.

Il y a trois cas a considérer.
Si v+ 26 = 0, le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :

z3 7 P

— exp 3

za I
c’est-a-dire a conjugaison pres :

e
23 zlzz —+ 202324 + zgzg
— exp 3 .
z4 Z4

Si 2§+ v #0et 20 — v #0, alors le feuilletage admet pour intégrale premiere :

26+v ,2(v—90)
23" 2,
Ql/
Elle se rameéne, a conjugaison pres, a :

25+v _2(v—9)
252,

.
(2122 + 202324 + 2223)

Finalement si 26 + v # 0 et v = 24, U'intégrale premiere s’écrit :

B 2 f—e f—e 2
(ﬁ) exp <252124—2223Z4— 202324 + Y55 2223>

2 2324
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ou encore & conjugaison pres :

25
23 A/ zlzf + 202324 + Z%Zg
— exp 5 .
z4 23724

3.2.4. Les champs X, Y et Z s’écrivent a combinaisons linéaires pres :

1(2e — 35k } 0
X = (26(f — ez — 20gm + SN Fglet IR Fin, o ) D
1) 0z

+ <—2§5Zo + 022 + <3§Z§+ olf —¢) —ggk‘(2f mioks kﬂ) Z3 +Uz4> %

1

. 0
+((n+<(2f —e€))z2 —cgz3 + §zz4)8—z2

) )
+(—c0za+ (n+<f)zs+ (0 +<k)za) 57— + 2(s f +n)zaz—,
O0z3 02y
B) B)

Y 9 +
= 29— 23— 24—
2(920 3821 4822

. 0 0 0
et Z = (g23 + 224)8—20 + (522 + (f — 6)23 + k2’4)a—21 + 52’48—23
Introduisons les notations suivantes :
(266 — 06 + ko + <k?)sg + (€6 — i — ick)n 20 (ce
e 26(s2g8 — sen — n?) 6= ( +77)
(0s€ +2f(se +n))ds — ad(n + es) + (o + sk)(esk — ids + nk)
2(s%g6 — sen —n?)d
+ /(2 + 46 1 2
. (e2 + 9)7 ﬁi:—(li n+es )’
26 2 ¢2(e? + 4g49)

2 . 2
923 12324 z3 9
P = —_—— — — — -
2024 25 5 5 + Kzj

f—e, k 2
723 — TR3Z4 — Z223 — PZy.

et Q=2124 — 3

99

On traite ce cas comme d’habitude en trivialisant deux champs tangents dans la carte
affine z4 = 1. Suivant les valeurs des parameétres, on trouve les intégrales premieres

suivantes :
P_~tOYT (P —~—0O)
7
(P;QQ%Q)“; exp <<7Pe) sinon.
Z4 P — %Q
Notons
(f—e)— 22
R = 2024 + %Zg - ?2 + 'Y+ZQZ3;
- 2
—e)— z _
S = z124 + W:@% — ?2 + 7 2223,
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v=e(f—e)—2g0
2

z
et T = (20— 21)24 + €2023 — ?2 + vzg.
Si €2 + 6g # 0 on obtient & conjugaison pres :
Rﬁ+ Sﬁ,
22

sinon on a :

2
T (CZOZ4 — 2g(52§ — %2)
p exp T .

3.2.5. Etudions le cas suivant prédit par Maple :

Y—Zgi-i-Zga +Z4a

0z 0z 0z
et Z=(x +g23+124)i+(f23+kz4)i+23 0
8 8 82’2

Notons, et ceci se constate dans les cartes z4 = 1 puis z3 = 1, que 'on peut par
conjugaison se ramener a : g = i = 0. Lorsqu’on demande & Maple X, A, u, e, 3 tels
que [X,Y]=AX 4+ uY et [X,Z] = X + €Y il donne :

0 0
X = (’ng + UZ4) 8_20 + ((C + (5f)21 + (51€22 =+ 19/4524) 8_21

0 5} 0
+ (021 + C22) FP + (2(C+8f)z3 + 20kz2y) o + (2023 + 2624)8—24

. (¢ 9
ot M_<6k 6f+C)’

matrice qui doit étre inversible.

Les méthodes que nous avons appliquées jusqu’ici conduisent a des calculs relati-
vement pénibles. Nous allons en essayer une autre ; supposons que ’on puisse trouver
un champ X’ tel que X’ ne soit pas tangent au feuilletage et [X, X'] = 0. Alors X’
est nécessairement une symétrie; on en déduit un facteur intégrant qui, en principe,
permet de calculer 'intégrale premiere. Cherchons par exemple, et cela conviendra
dans presque tous les cas (6 # 0), le champ X’ sous la forme :

(pzs + 024) — 9 + 21— 0 + Zgi + 223i 4+ 224 —
8 0z1 0zo 8 07y
ceci correspondant aux choix ¢/ = 0 et X' = 1. Pour que [X, X'] soit nul, il faut et il
suffit que :
{ ((+df)p+do=~
Skp+ Co=w.

Ce systeme possede une solution unique puisque la matrice M est inversible. Dans le
cas ol § # 0 on vérifie que X’ n’est pas tangent au feuilletage ; par contre, lorsque
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0 =0, le champ X' est colinéaire & X. La résolution explicite de p et o donne :

(y—dv _ —pky+((+df)v
p=—— et o=

174 174

avec :
v =C(C+6f) — 8.

On procede alors au calcul de :
w=1ixiyigirdzo Ndzy Ndzog N dzg N\ dzy
1-forme qui décrit le feuilletage et de :
P=w(X'") =ixrixiyizdzo ANdz Adze Adzz N dzy

facteur intégrant de cette 1-forme. Si K = /62f2 + 462k, on constate que les deux
hyperplans :

(0f + K)zg +20kza =0 et (0f —K)z3 +20kz4 =0

sont invariants par le feuilletage car invariants par X et évidemment par Y et Z. Le
polynome P s’écrit donc a constante multiplicative pres :

((6f + k)23 + 26kz4) ((6.f — K)z3 + 20k24)Q,
ou : ¢ =v(—d0ky+dvf, 0 =dv—_y
et Q= —2v(k+ fzz —25)20 — v(fas + k)23 + 2uz1 2023
— vzl — 025 4 (s + fo)zr + (ko — ¢ f )23 — ks.
Le polynéme @, obtenu a l'aide de Maple, est de degré 3; génériquement sur les
valeurs des parametres il est irréductible. Dans ce cas le feuilletage associé admet une
intégrale premiere de la forme :

((6f + k)25 + 20kz4)™ ((6f — K)zs + 20kz)™ Q2

ou @ est ’homogénéisé de @) ; on constate que @ vaut :

- 21/(]622 + f2324 — zg)zo —v(fzs + I<;Z4)z§ + 2u212923
—v2lzg — 02 4+ (s + fo)2izy + (ko — o f)z32s — kezl.

Les )\; se calculent a partir des résidus de ﬁ

Pour les valeurs non génériques des parametres ol le polynoéme P n’est pas réduit,
on trouve des intégrales premieéres contenant des exponentielles.

Le polynéme P s’écrit §2P donc s’annule pour § = 0, ce qui n’est pas le cas de
P. Par suite P est un facteur intégrant du feuilletage correspondant a § = 0. On
traite ce cas comme d’habitude suivant les valeurs des parametres; il ne donne pas de
phénomene nouveau.
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3.2.6. A combinaisons linéaires permises prés Maple donne :

0 0
X = (3620 +&z2+ Cz3 + 024) =— + (—2621 + yczo + (€ +70)23) —

0zp 0z1
+ (—<z2 + 27023)8%2 + (vzs + (p— 3<)Z4)3_a’
Y = zla—zo +2288 +Zgai22,
Z = (2 + 523)(%0 + 238iz1

On note que ¢ # 0 et a = 2.

Posons :
v 1
K= , v=——(ork+0(E+ pd)—
o v g (on ol ) = )
2 3 Z% I 3
et P = zpz5 + vz + 5(? - zlz3>z3 — Zz12923 + §z2.

Sip—3¢#0et p+#D0, le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :
(24 + k23)% (pP — 024 + lﬁ;:g)z%)p_3§

3p—6¢
Z3

A conjugaison prés on obtient :
3s 2 3)P—3¢
Zy (2023 + 212023 + 22)

3p—6¢
Z3

Si p = 0, alors le feuilletage est décrit par :

3¢ 1 1
(Z4>‘7/ ° (zoz§ + 6(52323 — 2123) — 212223 + §z§’>
exp

23 2324

qui se rameéne & conjugaison pres a :
o/3s E
z4 / zoz§ + 212023 + zg
— exp 5 .
z3 2324

1 vo
ﬁ—g—g<6(£+u5)—§+3—g>.

Pour p — 3¢ = 0, on trouve comme intégrale premiere :

Soit

3

2 2 6.2 1.3 3 2

z0z3 — 02123 + 52323 — Z12223 + 325 + 025 — g5-232 ox (ng4>

. .
3

VZ3
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A conjugaison pres elle est de la forme :

2023 + 212223 + 25 exp (z4>

3
Z3 z3

6.3.3. Cas ou les matrices Y, Z sont dans Fy. — Maple nous a donné trois
couples de champs (Y, Z) que l'on va examiner.
3.3.1. Le premier cas est le suivant :

01000 0bcée
00100 00b00O
Y=]100000 et Z=100000
00000O0 00 fO00O0
0000 00700

Les champs Z),,— et Y),,—o sont colinéaires donc le feuilletage .7 ne peut étre un
Z-feuilletage de degré 3. En fait, il conduit a un Z-feuilletage quadratique.
3.3.2. Le second proposé est celui ou :

00010 00056 e
00001 000 j
Y=(00000 et Z=]1000/{¢m
00000 0000 O
00000 0000 O

Si (¢,m) = (0,0), le feuilletage .# est un pull-back donc n’est pas de degré 3.
On remarque que la matrice Z est conjuguée a :

000 d+ei e(j—0—¢ci)+e

000 i+el e(m—cl—i)+j
Z:=1000 ¢ m — el

000 O 0

000 O 0

En particulier si £ est non nul, on peut, en posant € = 7, se ramener a m = 0.
Si ¢ = 0, alors le produit mi est non nul (sinon le degré de # n’est pas 3). On a :

000 d+ei e(j—d—ci)te
000 i  em—i)+j
Ze=1000 0 m
000 O 0
000 O 0

Ainsi on peut supposer que : £ =0 et m # 0 ou : £ # 0 et m = 0. Mais quitte a
permuter z3 et z4, puis zg et z1, on vérifie qu'il suffit d’étudier le cas £ # 0 et m = 0.
Une fois Y et Z fixés :

0 , . 0 0
Z = (6z3 + 634)8_ZO + (iz3 +J«2‘4)({)—Z1 + 238_2:2’
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Maple donne pour X :

X = (€20 — 2uezt + (2u(8 — §)? + 2Ce + dipe + (€ —)(0 — 5))z2 + p2z3 + 624)(%0

+(Czo + <21+ (2i1(§ — <) + (C = 2ip)(j — 6))z2 + T23 + 524)(%1

. 0
+ (—pzo+ (26 +3u(6 —J) — <)za + V23 + VZ4)8—Z2

0 . . 0
+ (€ + A+ pd)zs — peza) 5— + (€ +ip)zs + (¢ + A+ pj)za) .-
Ozs 024

Nous présentons le calcul de I'intégrale premiere, la procédure d’intégration étant
sensiblement différente de celles déja rencontrées.

Quitte & soustraire ((§+A+pud)zs —pezs) R & X, le champ X n’a pas de composante
en ai@,' Ainsi les trois champs engendrent le feuilletage restreint a la carte affine z3 = 1;
dans cette carte affine, les champs Y et Z s’écrivent :

= 0 0
Y=Y,_1=— —
|za=1 0% ta 071
- 0 0 0
Z=Z,—1=0+ezy)— + (i +jJz4)=— + —.
l23=1 ( 4) 820 ( J 4) 821 822
On définit, comme d’habitude, en redressant les champs YetZ par un automorphisme
polynomial, le difféomorphisme :

H(zo,21,22,24) = (20 + (0 4+ €24) 22,21 + (i + jz4)22 + 2024, 22, 24).
Par construction H conjugue % ay et 8i 4 Z. On note .7 le feuilletage associé a
0 - z2 -
l'algebre engendrée par les champs X = X|,,_, Y, Z et R).,_;. On constate que le
champ X |z0=22—0, quitte & le modifier avec des combinaisons ici polynomiales de R,
Y et Z, s’écrit :
((c—=&=X—pd)z1 +3pez1za+ (e—iv—p—9( —9))z

0
+(We+ (6 — j)v — B)z; + evzi + 7 — 1Y) F
z1
+ (G4 ) + (s = €+ plj = 9))za + pezd) 5=
Il est tangent a F et au 2-plan zg = 2z = 0; donc il décrit 7 en restriction a ce
2-plan. Ce feuilletage est aussi défini par :

2 2 3
w= (no + K124 + /<;224) dz + (K?,Zl — 3Ko2z124 + K524 + Ke2g + K72y + ng) dzy

avec : ko =CH+pi,k1 =¢—&+ pu(j —0) Ko = pe, k3 = —¢+ & + X+ ud,
Ky = —€+iv+p+I9(j —9), ke = (j — 6)v —de + 3,
Ky =—ev et kg=19—T.
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On regarde la forme w comme une équation différentielle linéaire avec second membre
dont on cherche une solution particuliere du type :

_ 2 3

z1 = a9+ a124 + a2y +aszy.

En développant on obtient :
(koa1 + Kk3ao + kg) + (2koa2 + (k1 + K3)a1 — 3k2ao + Ks) 24
+ (3roas + (261 + K3)ag — 2kgay + ke) 25 + ((3k1 + K3)ag — keag + k7) 25 = 0.
Soit
f= 11/@%/@% + 6%m§ + /@é + 8/@0/@/@% + 6K3 K3 4 24Kk 1Kok + 18KoK Ko + 9/@3%%.
La résolution de cette équation conduit a :

1 . )
ag = — (3&8&7 + 3/<;(2)/<;2/<;5 — 9KgK1Kokg + DRoK1K3K5 — 6/<;‘f/<;8 — DKRoKoK3ksg

— /<;(2)/<;3/<;6 + 6/<;0/<;%1<;5 — 3"5(2)“1"56 — 11&%&3&8 — 6/<;1/<;§/<;8 + Iﬁ:oﬂ%lﬁ:g, — Rglﬁlg),
1 2 2 2
a = 5 (3k2r3ks + BKokoksks + 6kTk3ks + 15K1K2ksks + DR1K3 kS
2 3 2 2 2
— KoKk3ke — 3KkoK1K3ke + K3ks + 3Kgkary + 18KkTKakg + 9/<;0/<;2/<;8),
1 2 2 2 3
as = —? (6/<;2n3/<;8 + 18K1K5k8 + 3Kokakake + koK1 K2Ke + 2K2K5K5 + K3ke
— 3kok2 4k K3 3K2 -3 6 — 9K2
ok3k7 + 4K1K3Ke + OK1K3K6 Kok1k3k7 + OK1KoK3K5 KokakT),
1 2 2 2
as = 7 (261 K3k7 + Kikakske + 6KoR1K2KT + 3K1K5K7 + 3KokK5Ke

+ /<;2/<;§/<;6 + /<;§/<;7 + bKokok3zkT + 6&%&8 + 2&3&3&5)
Notons p(z) = ag + a1z + a2z? + azz® et posons z; = Z; + p(z4) ; la forme w s’écrit
alors :
w = (HQ + K124 + Iigzi) dZ1 + 73 (Ii3 — 3%22’4) dzy,
soit encore a multiplication pres :

dz, K3 — 3K224
dZ4.

Z1 Ko+ K124 + Kaz3
Cette derniere s’integre explicitement par décomposition en éléments simples ; notons
que ¢ = Ko + K124 + kaza # 0. Il y a plusieurs cas suivant que le polynéme ¢ a ses
racines distinctes ou non.
Commengons par considérer le cas ou ¢ a deux racines distinctes :

S —K1 £ /KT — dKoka

o 2%4

Posons

-3 +
oo falhs 83Ky T) o ol

\/Ii% — 4KoKa
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Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme :

Zy  Ke \za—7v"  z—~T v

On en déduit l'intégrale premiere :

_ b
Pz —7 23) (24 — 7" 23)°
Z3+b+c
3

ou P s’écrit :
p— o 2 §— i)z — . 2 .3 3
= (21 —izo —a124)25 + ((0 — J)z2 — 20)2324 + (€22 — a223)zy — apz; — aszy.
A conjugaison prés on obtient :

_ b
(zlz§ + 202324 + €292 — azi’) (z4 — 0 23) (24 — g+23)c
Z§+b+c

avec a, e € {0,1}; 0" et o~ se calculent en fonction des différents parametres.
Finalement considérons le cas ou le polynéme ¢ a une racine double v = —k1/2ks.
Le feuilletage est alors décrit par la 1-forme :

dzZ dz dz
azy +n 4 3 4
A (24 — ) 24—
avec :
Kz — 3Ky
= o .

On obtient comme intégrale premiere :

P 74
———exp( ———
(24 — y23) Y23 — 24

soit encore a conjugaison pres :

2125 + 202324 + €223 — az} ox ( V24 >

(24 - 23)3 23 — 24

avec a, e € {0,1}.
3.3.3. Pour finir traitons le cas ou :

00010 a b cd e
00001 f—ah i j
Y=100000 et Z=10 0 0 /¢ m
00000 0 0 0a b
00000 0 0 0 f —a
al = —fm
dml = —m?i + mjl + el?
avec :
cd =—hm
bl? = — fm?2.

Suivant les valeurs des parametres, Maple propose deux types de solutions X et Z.
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a. Le premier est celui ou :

_ 2 2 . _ .
X = (3c2+ 721+ B+ (0T — Bm)€? + 2me(d4 + mi 63)2:34-524 0
b£2 aZO
271 4 Bl — €d 0
+ (-262’1 + T%) 92
+ | —2ez +wz + 0z i—f—(—szf—km )i
2 b 3 T 024 022 3 4 023
m(6f — mi — £j .0
et Z = (bzl + 623 + %24) 8_0 + ZZ?,a—Zl

0 0
+ (Lz3 + mz4)8—22 + b248—23.

M= (%(aéziﬂ@ 2)

Les valeurs propres de cette matrice sont 2¢ et € donc o = 5; on remarque que € # 0.
Notons

On vérifie que :

__e_ ~ me(00 —mi — jl) — ml?B
T Toey T b

1 /Bo 71Pm Tm(6 — mi — £j)
v=—g(5 3 +¢ b ):

l
P =2z924 — %2324 — %zg + /@zi

55—66) 9 i€ 4

et Q= Brozs —e2022 + 212324 + S2375 + ( 2524 — —235 + (BK — Eu)zi’.

2b 3b
Le feuilletage associé admet pour intégrale premiere :
P3
Q@

soit & conjugaison pres :
2 3
(2224 —C 23)

(2022 + 212324 — vzg’)Q

avec v, ¢ € {0,1}.
b. Le second est celui ou :

X = ( —4dez0+ &z vz + 08¢ — hme + 327;(6 —J)= Umgzs + 724) 3izo
n ( a4 h(Zgb—; me) o vl + hQQb— 25523) (%1
+ ( —2e29 + “ —;mgz:g + QZ4) 6%2 + (—ez3 + §Z4)ai23
Z = (bzl - h7m22 +0z3 + @24)% + hzg% + (Lz3 + mz4)ai22 + bz4giz3.
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. 3e 0
Lei : M = <(bl(hgvé))+2b€€62hm(5m+££) )
20 €
On note que & = 3, que € # 0 et que bl # 0 (sinon & = 6)
Posons :
_ L fgm o= o 4 Shm
=2 \p ¢ 0T e
1 mh
2
=m<h + bls = — ¥ =—
T b, P~ 20 262"
¢ =2mp(0 — j), P = p(2mzy + £23)z3,
1 leh
V*4_€(77"5—’Y+5C)7 ST o
. . 14
et Q = Cz323 — 2025 + 212322 + 27p?02222 + V2324 + @zé — vz,

Le feuilletage associé a cette algébre admet pour intégrale premiere :

(2224 — (P + nzZ)Q
26(Q — h2224P) + k22 (2024 — (P +1n23)

Ce qui donne a conjugaison pres a :

(2224 + z§)2

2025 + 212323

Cette étude nous conduit donc au :
THEOREME 6.4 (Maple). — Soit F un £-feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si L

admet pour présentation {[X,Y] = Y,[X,Z] = aZ,[Y,Z] = 0}, a # 0, alors le
feuilletage F posséde un intégrale premiere de l'un des types :

4
2\3 2 23
(2224 — az3) (212F — 222324 + )
2 4 3)
2 _ 3 z:
(202F + 212321 — €23) (2023 — (22123 + 23)23 + 2222324 — )
3k—A
24(2023 + 212324 + 2324 + aZ3) 25523
4 2 2 2 Ko
z
3 (2124 + 292324 + 2523 + 2024)
(z;g)*i exp (zlzf + 202324 + 2323 z:’;*)‘zi)‘f”
=) ex
3 ) )
24 24 2 2\
(2124 + 202324 + 2523
A—K

(23>” exp (zlzi + 202324 + z§z3> 2 (2023 + 212223 + 23)
2324 ’

24\ © zoz§ + 212223 + zg zoz§ + 212223 + zg’ 24
— ) exp , exp ,

23 2324 23
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2 2 3 2\2
2123 + 202324 + €222 — azy o ( V24 ) (2224 + 23)
X
3 ) 3 27
(24 — 33) 23 — 24 202y + 21232
2 2 3 " +,\*
(2123 + 202324 + €222 — az4) (24 -0 23) (24 -0 23)
z§+/€+)\ )
+ 2z o+ o+ - 2 Z o V-
(2024 +(Vfe—d)zz —F +v 2223) (2124 +(ve—d)zz —F + 2223)
2 )
7
23 2 2 _ 2z
2124 + c2o23 — 5 + vz 2074 — 29025 — =
3 exp (¢ e .
Zy 2124 + c2223 — 5 +v23

zé“”’zi“‘Q)‘z, ot Q est une certaine cubique, et ses dégénérescences (cf. 3.2.5).

Les éléments a et e appartiennent ¢ {0,1}; les autres paramétres sont des nombres
complezes.

On aura noté en cours de preuve que, dans certaines séries de cas, 'invariant o

prend des valeurs continues alors que dans d’autres il prend les valeurs 5, 3et %

6.4. Cas £z isomorphe & %

L’algeébre £z a pour présentation {[X,Y] =[X,Z]=0,[Y,Z] =Y}.

La résolubilité de L4 et I'égalité [Y, Z] = Y assurent que Y est nilpotent. Les ma-
trices X et Y commutent d’ou I'existence d’une base dans laquelle on peut jordaniser
les champs X et Y ; on obtient modulo R les configurations suivantes :

w B 00 0 0000
0 v 00 0 00000
X=|000560 et Y=]l000no0],
00000 00000
0000 00000
vw B3 000 0000
0 o000 00000
X=l00069| e Y=|000¢7n |,
000036 0000 ¢
00000 00000
v 0 000 00000
0 v1 000 00000
X=|l000ecs6| e Y=[000w92],
0 000c¢e 0000 9
00000 00000
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vy 0000 000O0O
00n Y ¢ 00p3 6 ¢
X=|000n9| e¢ vy=|l000ps5 |,
0000O0n 000O0GR.
00000 000O0O
0nd ¢ v 00X d ¢
00nv o 00 XS
X=|000nv| e Y=[0002X3
000O0MN 00O0O0AX
00000 000O00O0

On cherche alors Z tel que [X, Z] =0 et [Y, Z] =Y ; on obtient sept configurations
que l'on traite au cas par cas. Certaines configurations s’averent redondantes ; comme
cela ne se constate qu’a posteriori nous les avons laissées.

6.4.1. D’apres Maple, les champs X, Y et Z s’écrivent :

0 0 0 0
X—Zoa +Z1az1 Y = ez~ +2382 avec € # 0
0 0 0
et 7 = (fZ() +Oézl)a—zo + (f — 1)218 +ﬂ238 -
0
+((B+ 1D)zo+v23 + 024) =— + (V23 + K2z4) =—
0z Oz4

Le feuilletage .% associé est décrit dans la carte affine z3 = 1 par la 1-forme w donnée
par :

w=((8—K)zs — v)(21d20 — 20dz1) + (v + (k — B)24)22d 2y
+ (Zo + (04 - 57)21 — EZ122 — 5(52124)21dz'4.

Supposons que A = k — 3 # 0; on peut résorber le terme v et, comme ¢ est non nul,
on se ramene, par une homothétie, a :

w = A zodz1 — z1dz0)24 + /\zfz4sz + (20 + pz1 — 2122 — 62124)d24.

On procede ici par éclatement. Posons zg = tz1, p=a—v— L puis T =t — 29 + p;
on obtient :

w = zl ((T' = 6z4)dzg — Az4dT)
qui a pour facteur intégrant :

2324 (1= N)T — dz4) .

Le feuilletage admet pour intégrale premiere :

z{\zg‘ Lo

sid#£1,

((1 = XN)(z023 — z122 + pz123) — 52124))‘

sinon.

z 2023 — 2122 + Mz1Z
ot : —4exp(03 122 #13)

Z3 2124
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Ce qui donne a conjugaison pres :

A A1

2125 24 .
13—/\ siA#£1
(2023 + z122)
Z4 2023 + 2122 .

et : —exp| ——— sinon.
Z3 2124

Supposons que A = 0; on remarque que si v = 0, le degré du feuilletage diminue.
La 1-forme w s’écrit alors :

w = —v(z1dzo — z0dz1) + EvzdeQ + (20 + (@ — €7)21 — €2129 — €02124) 21d24.
Si § # 0, posons zg = tz1, T = —t + €29 et Zy = z4 — “=L; quitte a diviser par 22
on a :

w=vdl — (T +€dZ4)dZy
qui conduit a I’équation différentielle :
E T+ €0y
dZ, v '
Ainsi T'= Cexp z4 — €6(Z4 + v). On en déduit que :
C=(T+¢ed(Zy+v))exp(—z4)

est une intégrale premieére du feuilletage. Notons :

o — ey
)

En revenant aux conditions initiales, on obtient I'intégrale premiere :

€2129 — 2023 + 02124 — €6(V — V)21 23 —24 + V23
exp| —
Z1%3 z3

)

soit & conjugaison pres :

2122 + 2023 24
————exp|—|.
2123 z3

Pour § = 0, on trouve l'intégrale premiere :

2123

2023 —€2122 — (@ — €7) 2123 exp ( 24 )
VZ3

qui apres conjugaison donne encore :
2023 + 2122 24
———exp|—].
2123 Z3
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6.4.2. Le deuxiéme cas donné par Maple est le suivant :

0 0 1o} 0
X:(Zo+521)8 +tag o Y = (z3+ (£~ C)Z4)8_+ 125
0 0 0 0
et Z—vzla—+(22+C23+§Z4)a—+C 5o 248—24-
Posons :
g 22—+ 2=+ i+ ¢
2 = .
2
La 1-forme :

z1dzg — (20 + Bz1)dz1 v dZs
Z% 2 Z2
annule les champs X, Y, Z et R; ce qui conduit a l'intégrale premiere :

%
B (- G+ (- O+ (C-O+92) 1oy
L2+ xp <Z_1)
qui, apres conjugaison, est du type :

2 v
Z%ﬁ (2’22’4 — %) 20
exp <_> |

Zz(ﬁJr’U) 21

6.4.3. Le troisieme comporte deux éventualités; celle ou :

et Z = (C20+Uz1)ai21+(232+523)i+ 3823
et celle ou :

X_zoai%—"zlazl Y:(23—fz4)8i2+ 4({)23
ot Z=(Czo+zl)aiz()+czlai21+(zzz+fzg) o, 3833

La seconde est une dégénérescence de la premiere.
Dans le premier cas, apres étude dans la carte affine z4 = 1, on trouve l'intégrale

2
20 2O rong — B+ Eaa
21 22
D\ (e -2
21 22 '

Dans le second cas on obtient :

2
Z224 — %’ + §Z3Z4 ( 220)
exp

premiere :

qui est conjuguée a :

2
7
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qui se ramene apres conjugaison a :

2974 — Z% z0
R E— exXpl| — .
Zy Z1

C’est un cas particulier du 4.2 (8 =0, v =1).

6.4.4. Les champs X, Y et Z s’écrivent dans le quatriéme cas :

0 0 0 0
X =20 b2, Y=o 4o
0 820 ta 8217 1 820 + 2 822
0 0 0
et Zf—218—Z1+(22+523)8—@+(§23+UZ4)8—%.

La 1-forme w annulant ces champs s’écrit dans la carte affine z4 =1 :
w = (Cz3 + v)(21dzo — zodz1 — 23dz) — 21 (20 — 21(22 + E2321))d23,
autrement dit est colinéaire & :
z0 Z0 ng
dl ——2n|—(——2n—-¢ .
<Z1 2) <Z1 2—§& 3) Tt o

Posons u = ;—? — 2o ; alors a multiplication pres w est du type :

(Cz3 +v)du + (u — E23)dzs.
Si ¢ est non nul, on note :

K= Zs=z23+k et U=u—EK.

v
g )
Alors le feuilletage .# est décrit par :
(Z3dU + (U — £Z3)dZs;
il admet pour intégrale premiere :
Z5(C+ 1)U — £25)° si ¢ # —1
U

et : Z§ exp (Z_3> sinon.

Si ¢ est différent de 1, on obtient dans les coordonnées initiales I'intégrale premiere :

(23 + k2a) (¢ + 1) (2024 — 2122 + ERz124) — E(2324 + KZZ))C.

¢ 1+¢ !
Z1 %y

elle est conjuguée a :
23(2024 - 2’12’2)C
¢ 1+¢
2124

Lorsque ¢ = 1, on obtient :
<23 +/<;Z4) <zo,24 — 2129 —fkczlz4>
——— Jexp
24 z1(%3 + K24)
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Z3 2024 — 2122
— |Jexp| ——— | .
24 2123

On remarque que cette derniere intégrale premiere se ramene a celle obtenue en 4.1

que 'on conjugue a :

pour A = 1.
Lorsque ¢ est nul, la 1-forme w s’écrit :

w=vdu + (u— €z3)dzs
et a pour intégrale premiere :

(u—E€z3 + Ev) exp (%) .
En revenant aux conditions initiales, on obtient :

2024 — 2122 — §2123 + §U2124 exp 23
2124 V24

que 'on transforme en :

2024 — 2122 Z3
—exp|— | .
2124 24

Cette intégrale premiere est encore conjuguée a celle obtenue en 4.1 pour A = 0.

6.4.5. Grace a Maple, on obtient pour le cinquiéme cas :

P P P P P
X =22 y =22
0 T o T, T e,
P P P
et 7 = lea—zo — 8 —1—2228 —|—23823

La 1-forme qui annule ces champs s’écrit dans la carte affine z4 =1 :
(229 — 23)(zldzo — zpdz — zld23) + 21(20 — €21 — z123)(dzo — 23dz3) ;

soit & coefficient multiplicatif pres :

JE ) o)

20 _ ¢z 229 — 23
On constate que :

(2024 — E2124 — 2123)2
22 (22924 — 23)

est une intégrale premiére rationnelle du feuilletage associé, soit encore & conjugaison
pres :
2
(2’02’4 — 2123)
2 2y
27 (2224 — 23)
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6.4.6. D’apres Maple "avant derniere possibilité est la suivante :

0 0 0 0
X = _— _— Y = _— _—
=0 820 tva 82’1 ’ (23 + HZ4) 82’2 + 2 82’3

0 0 0

et Z=@w-(-v(- C))zla—Zl + (222 —Kkzg + (n— p/@)Z4)a—Z2 + 238—23.
La 1-forme annulant ces champs et R s’écrit dans la carte affine z4 =1 :

(B — 2k23 — 22 + 220)(v21d2g — 20d21) + Y2021 (d2e — Kk — 23)d23
ou : Bb=n—pk et y=v+(v-—1)—v€
Cette 1-forme est a multiplication pres :
dzo dz1 v d(B+ 222 — 2kz3 — 23)
20 21 2 64—222—2/@2’3—23 '

Le Z-feuilletage décrit par w admet donc pour intégrale premiere :

gl
237 (823 4 22024 — 2k2324 — 23)
2(y+v—1
Z4(“/+V )z%

que l'on conjugue a :
2 2\7
20" (2224 — 23)
2(y+v—1) 2
24 1

6.4.7. Enfin la derniére possibilité est celle ou les champs X, Y et Z s’écrivent :

0 0 0 0
X =2 o + 24 p Y =(z3+ 524)—821 + 2 FP
0
et Z=((B+e)nt =Pzt A-—7+i-ehu)y-

0 0
+ (22 + 772'3)8—22 + (—23 + 624)8—23-

La 1-forme annulant ces champs et R s’écrit dans la carte affine z4 =1 :

(2’3 — 6)(d20 — zpdz1 + Zo(E + Zg))dZQ

115

+ (20(22(23 — B) + 23((z3 +e)n — &+ B) = A+ B +d)) dzs.

Elle admet comme intégrale premiére :

20(23 — Bz4)¢ exp (—z1z4 4 2924 + 2023 + gzg + vz324)

I+ 2
Zy J 2

ol : C=(+1)(B+e) =B -0+ etv=(c+p)n—E+0);

a conjugaison pres on a :

20(23 — 24)C p <2124 + 2223)

ju 2
z T 21

L’examen de tous ces cas conduit au :
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THEOREME 6.5 (Maple). — Soit F un Z-feuilletage de degré 3 sur CP(4). Si Lz

est isomorphe & Lo, alors le feuilletage F posséde a conjugaison prés lune des
intégrales premiéres suivantes :

A-1
22 Ty 24 exp <3023 + 2122) 2023 + 2129 exp <Z4>
b

A7
(2023 + z122) 23 2124 2123 z3

K

2
2X __ %3 K
21 (ZQZ4 2 ) (z()) (zo> 2024 — 25 23(2024 — 2122)"
exXpl — |, _ 2 ) 1 )
zi(M—@) 21 21 23 2525t
2 2K 2\ A K
(2024 — 2123) 28" (2224 — 23) z0(2z3 — 24) (2124 + 2223>
2 2y 2Obr1 ) Ttr 2 )
27 (2224 — 23) 2O 2 2y 23

ou Kk et \ désignent des nombres complexes non nuls.

6.5. Cas £ isomorphe a %

La matrice .5 2 a pour présentation : {[X,Y] =[X,Z] =0,[Y,Z] = X}.
On se propose de vérifier le :

THEOREME 6.6. — I n'emiste pas de £L-feuilletage F de degré 3 sur CP(4) tel que
Lz soit isomorphe ¢ L.

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant a I'un des lemmes
qui suivent.
L’égalité [Y, Z] = X implique que X est nilpotente ; par jordanisation X s’écrit :

0e 0 0 O
0 0 e 0O
X=]100 0e€ O
00 0 0 &4
00 0 0 O
ou g; € {0,1}. Notons :
01000
0000O0
X4=100010
00000O0
00000O0
Onale:
LEMME 6.7. — Si X n’est pas conjugué a Xu, alors l'algébre £y 1 n’est pas associée

a un feuilletage de degré 3 sur CP(4).
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Démonstration. — Si X est de rang 4, comme Y et Z commutent avec X, les matrices
Y et Z sont de la forme :

oo o o v
oo X =
R T D2 >

[=EaEANE S
OR T 2

0

Mais alors [Y, Z] est nul, ce qui est exclu.
Supposons que X soit de rang 3; alors X est du type :

01000 01000
00100 00100
Xi=(00010 ou Xo=]100000
00000 00001
00000 00000

Commengons par supposer que X est du type X ; les champs Y et Z commutent
a X donc s’écrivent quitte a soustraire un multiple de X :

oo o o X
oo o x ©
oo x oW
*¥ X O ¥
* O O O %

Mais alors [Y, Z] est de la forme :

-}

(=)
*» o © %

OO| O *

et ne peut donc pas étre égal a X.
Finalement supposons que X soit du type Xs ; les champs Y et Z commutent a X
donc s’écrivent respectivement modulo X :

00 & & & 0 0 K1 K2 K3
00 0 0 & 0 0 0 0 ke
Y = 00 0 0 O et 7= 00 0 0 O
0 & & &6 &7 0 K4 Ks Ke K7
00 54 0 56 0 0 R4 0 K¢

Alors la condition [Y, Z] = X ne peut étre satisfaite.
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Si X est de rang 2, alors X est de la forme X4 ou :

X3

|
coocoo
co oo

00
10
00
00
00

o O O O O

Si X est du type X3 ; comme Y et Z commutent avec X, ils s’écrivent a combinaison
linéaire permise pres :

kK 0 % % %
0k0O0OO
00kxk0O0
00 x % x
0 0 % % %
Mais alors [Y, Z] est de la forme :
k ok %
0 000
0 *
et ne peut donc pas étre égal a X.
Si X est de rang 1, alors le feuilletage associé n’est pas de degré 3. O

Reste donc a traiter le cas ou X = Xy ; les matrices X et Y commutent donc
sont simultanément jordanisables. Il nous reste parmi les configurations rencontrées
au paragraphe 4 la suivante :

01000 vy 5 00 0
000O00O 0 o 00 O
X=100010 et Y= 0 006 O
00000O0 0 0000
00000O0 0 0 00 1
LEMME 6.8. — Cette configuration ne génére pas un L -feuilletage de degré 3 sur
CP(4).
Démonstration. — A combinaisons linéaires permises pres Y et Z s’écrivent respec-
tivement :
vy 0 00 0 0 0 G G &
0 v 000 G G ¢ G Co
Y=]10 00060 et Z=1 Co Cu1 Ci2 C13 Cua
0 000O G5 Ci6 G17 Ci1s Cio9
0 000 vy G20 G21 G2 23 Coa
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L’égalité [Y, Z] — X = 0 s’écrit alors :

ce qui est absurde. O

6.6. Cas £z isomorphe a .7 ;

L’algebre .2} 1 a pour présentation {[X,Y]|=Y,[X,Z] =Y + Z,[Y, Z] = 0}.
Onale:

THEOREME 6.9. — Il n’existe pas de .£-feuilletage de degré 3 sur CP(4) associé¢ d
Ualgebre 2 1.

La démonstration se fait en deux étapes, chacune correspondant a I'un des lemmes
qui suivent.

La résolubilité de £ et légalité [X,Y] = Y impliquent que Y est nilpotente;
alors par jordanisation Y s’écrit :

0e 0 0 O
0 0 e 00
Y=]100 0 e O
00 0 0 &4
00 0 0O
ou g; € {0,1}. Notons :
01000
00000O0
Yy=100010 |;
0000O0
0000O0
on ale:
LEMME 6.10. — St Y n’est pas conjugué a Yu, alors l'algébre £ 1 n'est pas associée

a un feuilletage de degré 3 sur CP(4).
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Démonstration. — Supposons que Y soit de rang 4. Comme Z commute a Y, la
matrice Z est, quitte a soustraire Y, de la forme :

0083~ 4

000 (3~

000O02p

00000

00000

K BI ’)/ 5! !
0 H, + 1 ﬂ/ ,yl 5/
X=10 0 +w+2 p 5
0 0 0 w+3 g
0 0 0 0 k' +4

Ainsi [X, Z] — Z sécrit, :

et ne peut dont pas étre égal a Y.
Supposons que Y soit de rang 3, alors Y est du type :

01000 01000
00100 00100
YI=]100010]ouYo=|00000
0000O0 00001
0000O0 00000

SiY est du type Y7 ; la commutation de Y et Z conduit & :
By o*

N

I
oo o o=
o o o=
oo x ™
* I =2
* O O O *

L’égalité [X,Y] =Y implique que X s’écrit :

K.j/ ﬂ/ ,y/ * *
0 K+1 g v 0
X=10 0 «+2 p 0
0 0 0 K +30
0 0 0 * *
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On vérifie que la condition [X, Z] =Y + Z ne peut étre satisfaite.
SiY est du type Y3, alors comme Z est nilpotent et commute & Y, on obtient :

00¢& B &
0000 8
Z=1000 00
O/@§20§3
00 0O

L’égalité [X,Y] =Y implique que X s’écrit modulo R :

Il
O O O O O
O - O =
O Q@ O O >

1

SR NS0

Alors 'égalité [X, Z] — Z — Y = 0 entraine en particulier que :
Bf—kd—1=krd—0Bf—1=0

ce qui est absurde.
Supposons maintenant que Y soit de rang 2; alors Y est du type Yy ou de la forme :

01000
00100
Ys;=]100000
00000
00000

SiY = Y3, alors la commutation de Y et Z conduit & :

K B % % %
0k 800
Z=100&k00O0
0 0 x x %
00 % x %

Ensuite I’égalité [X,Y] =Y implique que X est du type :

kB ¥ %k
0 x+1 B 00
0 0 ®K+200
0 0 * % %
0 0 * * %
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En résulte que [X, Z] — Z s’écrit :

-k 0 *x x %
0 -k 0 00
(X, Z]-Z = 0 0 —x 00
0 0 =* =*x %
0 0 =x *x x
et ne peut donc étre égal a Y.
Si X est de rang 1, alors le feuilletage associé n’est pas de degré 3. O

Reste donc a traiter le cas ot Y = Y} ; les matrices Y et Z commutent, d’ou I'exis-
tence d’'une base dans laquelle on peut jordaniser Y et Z. Par ailleurs la résolubilité
de L et égalité [X,Z] =Y + Z impliquent que Z est nilpotente ; donc parmi les
configurations du paragraphe 4, il nous reste seulement la suivante :

01000 03000
00000 00000O0
Y=100010 et Z=100024d0

0000O0 00000

0000O0 00000
LEMME 6.11. — Cette configuration ne génére pas un £-feuilletage de degré 3.
Démonstration. — L'égalité [X,Y] = Y implique que X s’écrit & combinaison linéaire
permise pres :

00 G ¢ G

01 0 ¢ 0

X=1GC G ¢ ¢ G
0 Co 0 ¢z+1 O

0 G 0 G2 (i3
Mais alors on a :
(X, Z]-Y —-Z= =0
* %
ce qui est exclu. O
REMARQUE 22. — Parmi les configurations listées dans les paragraphes 5 et 6 cer-

taines produisent des feuilletages quadratiques. N’ayant pas la classification complete
des Z-feuilletages sur CP(4) nous ne les avons pas détaillés, ayant suffisamment sub-
mergé le lecteur de... calculs fastidieux.
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