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UNE CONJECTURE DE LUSZTIG
POUR LES GROUPES CLASSIQUES

Jean-Loup Waldspurger

Résumé. — Pour un groupe classique défini sur un corps fini de caractéristique
assez grande, on prouve une conjecture de Lusztig reliant les caractères des représen-
tations irréductibles aux fonctions traces des faisceaux-caractères. La preuve inclut
une normalisation précise de ces dernières fonctions. Cela généralise des résultats de
Shoji à tous les groupes classiques, en particulier au groupe orthogonal pair qui n’est
ni connexe, ni à centre connexe.

Abstract (A conjecture of Lusztig for classical groups). — For a classical group defined
over a finite field of sufficiently large characteristic, we prove a conjecture of Lusztig
connecting characters of irreducible representations with characteristic functions of
character-sheaves. Those functions are precisely normalized in the proof. Our result
generalizes Shoji’s results to all classical groups. We consider in particular the even
orthogonal group, that is neither connected nor with connected center.
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INTRODUCTION

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini Fq, notons G = G(Fq)
son groupe de points sur Fq et C(G) l’espace des fonctions sur G, à valeurs com-
plexes, invariantes par conjugaison. Cet espace a pour base l’ensemble des caractères
des représentations irréductibles de G. Lusztig a introduit en [L6] une autre base,
formée des fonctions traces associées aux faisceaux-caractères sur G invariants par le
Frobenius. Il a conjecturé la forme de la matrice de transition entre ces deux bases.
Cette conjecture a été prouvée par Shoji, en [S1], dans le cas où le centre de G est
connexe. Une autre démonstration a été esquissée par Lusztig dans [L10]. Il faut pré-
ciser qu’un problème de normalisation se pose pour ces fonctions traces associées aux
faisceaux-caractères. Elles ne sont bien définies qu’à un scalaire près. Le résultat de
Shoji, comme la conjecture de Lusztig elle-même, consiste à dire que l’on peut norma-
liser ces fonctions de sorte que la matrice évoquée ci-dessus ait la forme prédite. Mais
la normalisation n’est pas précisée en général. Elle l’a été ultérieurement par Shoji,
en [S2], dans le cas des représentations unipotentes des groupes classiques déployés à
centre connexe.

Dans le présent article, nous considérons le cas des groupes classiques G = Sp(2n),
SO(2n+1) et O(2n). Ce dernier n’est pas connexe, mais il n’est pas difficile de généra-
liser dans son cas les différentes constructions utiles, en particulier celles des faisceaux-
caractères. D’un point de vue combinatoire, le groupe O(2n) est d’ailleurs plus simple
que son sous-groupe SO(2n). Signalons que le cas des groupes non connexes a été
abordé par différents auteurs, cf. [DM2], [E].

Nous nous limitons à un sous-espace C[Quad(G)] de C(G). Expliquons sa défini-
tion. D’après Lusztig, on sait associer à toute représentation irréductible de G une
classe de conjugaison semi-simple dans le groupe dual. On dira qu’une représentation
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irréductible est quadratique-unipotente (cette terminologie s’inspire de [M]) si les élé-
ments de cette classe de conjugaison ont pour carré l’identité. C’est équivalent à dire
que leurs valeurs propres dans la représentation naturelle du groupe dual sont ±1,
ou encore que le commutant d’un de ces éléments n’est pas inclus dans un groupe de
Lévi propre du groupe dual (on appelle groupe de Lévi un sous-groupe de Lévi d’un
sous-groupe parabolique). On note Quad(G) l’ensemble des représentations irréduc-
tibles quadratiques-unipotentes de G et C[Quad(G)] le sous-espace de C(G) engendré
par leurs caractères. On peut caractériser les faisceaux-caractères dont les fonctions
traces appartiennent à cet espace. Un faisceau-caractère apparâıt toujours comme
composante d’un complexe « induit » à partir d’un système local cuspidal L porté par
une sous-variété d’un groupe de Lévi M de G. Notons Z0

M la composante neutre du
centre de M . Il existe un système local LZ sur Z0

M qui joue le rôle de « caractère
central » de L. La trace du faisceau-caractère appartient à C[Quad(G)] si et seule-
ment si L⊗2

Z est trivial. Se limiter à C[Quad(G)] n’est pas une restriction essentielle
car l’espace C(G) tout entier se reconstruit à l’aide d’espaces RG

MC[Quad(M)⊗ τ ] où
M est un groupe de Lévi de G, τ est un caractère de degré 1 de M et RG

M est le
foncteur d’induction de Deligne-Lusztig.

Nous imposons une hypothèse plus sérieusement restrictive, à savoir q > 2n (et q
impair). Cela est nécessaire pour utiliser les résultats de [L8] comparant les foncteurs
d’induction de Deligne-Lusztig à l’induction des faisceaux-caractères.

Sous cette hypothèse, on donne dans cet article :

– une classification des représentations irréductibles quadratiques-unipotentes de
G (le travail est presque entièrement fait en [L2]) ;

– une construction et une classification des fonctions-traces de faisceaux-caractères
qui appartiennent à C[Quad(G)]. Ces fonctions sont précisément normalisées ;

– une preuve de la conjecture de Lusztig dans ce cadre, qui exprime la matrice de
transition entre les deux bases ci-dessus de C[Quad(G)].

Les constructions sont effectuées dans les paragraphes 3 et 4. Le théorème principal
est énoncé au paragraphe 5. Nous n’en donnons une démonstration complète que dans
le cas du groupe O(2n) (paragraphes 6 à 12). Nous passons sous silence le cas du
groupe SO(2n + 1). Parce qu’il est connexe et adjoint, son cas relève beaucoup plus
simplement des travaux de Lusztig et Shoji. Nous indiquons brièvement au paragraphe
13 les modifications à apporter à la preuve dans le cas du groupe Sp(2n).

Expliquons la structure de la démonstration dans le cas du groupe orthogonal
pair. Il est commode de regrouper les deux formes de ce groupe, la forme déployée
O+(2n) et la forme non déployée O−(2n). On étudie donc l’espace C[Quad(O(2n))] =
C[Quad(O+(2n))] ⊕ C[Quad(O−(2n))]. Pour un entier m ! 0, Lusztig a introduit en
[L2] l’ensemble Sm,pair des symboles de rang m et de défaut pair. Un tel symbole
est une classe d’équivalence, pour une relation convenable, de paires (Λ+, Λ−) de
sous-ensembles finis de N, où l’on ne tient pas compte de l’ordre, c’est-à-dire que
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INTRODUCTION 3

(Λ+, Λ−) ≡ (Λ−, Λ+). On note S̃m,pair l’ensemble des symboles ordonnés de rang m
et de défaut pair : la définition est la même, sauf que l’on tient compte de l’ordre, c’est-
à-dire que l’on n’identifie pas (Λ+, Λ−) à (Λ−, Λ+). On note S̃S̃n,pair est la réunion
des S̃n1,pair × S̃n2,pair où n1, n2 parcourent les entiers ! 0 tels que n = n1 + n2. On
note C[S̃S̃n,pair] l’espace vectoriel complexe de base S̃S̃n,pair. On le munit du produit
hermitien pour lequel cette base est orthonormée. À la suite de Lusztig, on définit
une isométrie involutive F de cet espace. Lusztig l’appelle transformation de Fourier.

On construit explicitement une base de C[Quad(O(2n))] formée de fonctions traces
de faisceaux-caractères, qui est naturellement paramétrée par S̃S̃n,pair. Cela déter-
mine une isométrie kn : C[S̃S̃n,pair] → C[Quad(O(2n))]. On classifie ensuite les repré-
sentations irréductibles quadratiques-unipotentes de O+(2n) et O−(2n). La méthode
consiste à classifier d’abord les cuspidales, grâce à [L2], puis à décomposer les re-
présentations induites de cuspidales (cette méthode remonte à Harish-Chandra). Il
s’avère que l’ensemble des représentations irréductibles quadratiques unipotentes est
aussi paramétré par S̃S̃n,pair. Cela détermine une autre isométrie πn : C[S̃S̃n,pair] →
C[Quad(O(2n))]. Posons in = π−1

n ◦ kn ◦ F . Le théorème est que in est l’identité.
La première étape est de prouver que in est l’identité sur un gros sous-espace

de C[S̃S̃n,pair]. Soit m un entier < n. On définit des homomorphismes d’induc-
tion R : C[Quad(O(2m))] → C[Quad(O(2n))] de la façon suivante. Soient η, ε deux
signes ± ; soit T un tore tel que M = T × Oη(2m) soit un groupe de Lévi défini
sur Fq de G = Oηε(2n) ; soit χ un caractère quadratique-unipotent de T . On dis-
pose du foncteur d’induction de Deligne-Lusztig RG

M . Pour f ∈ C[Quad(Oη(2m))], on
pose R(f) = RG

M (χ × f). Comme on le voit, on dispose de plusieurs choix possibles
pour T et χ, d’où plusieurs homomorphismes R. Fixons-en un. Notons Rk, Rπ les
applications linéaires qui rendent les diagrammes suivants commutatifs :

C[S̃S̃m,pair]
Rk

!!

km
""

C[S̃S̃n,pair]

kn
""

C[Quad(O(2m))] R !! C[Quad(O(2n))]

C[S̃S̃m,pair]
Rπ

!!

πm

""

C[S̃S̃n,pair]

πn
""

C[Quad(O(2m))] R !! C[Quad(O(2n))].

Lusztig a montré dans [L8] comment se comportaient les faisceaux-caractères pour
l’induction de Deligne-Lusztig. On en déduit le calcul de Rk.

Si, dans la construction ci-dessus, M est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe
parabolique défini sur Fq, il est facile de calculer Rπ. On voit alors que F ◦Rπ = Rk◦F
(le premier F agissant dans C[S̃S̃n,pair], le second dans C[S̃S̃m,pair]). En supposant
par récurrence que im est l’identité, on en déduit que in est l’identité sur l’image
de Rπ.

Si M n’est plus un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique défini sur
Fq, le calcul de Rπ devient difficile. Il est essentiellement dû à Asai. Soit (Λ1, Λ2) ∈
S̃S̃m,pair. On connâıt trois propriétés de Rπ(Λ1, Λ2) :
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4 INTRODUCTION

– notons π = πm(Λ1, Λ2) la représentation irréductible associée à (Λ1, Λ2). On
sait que RG

M (trace π) est la trace d’une représentation virtuelle de G, c’est-à-dire
une combinaison linéaire à coefficients entiers relatifs de traces de représentations
irréductibles. Donc, avec une notation évidente, Rπ(Λ1, Λ2) ∈ Z[S̃S̃n,pair] ;

– soit (Λ′
1, Λ′

2) ∈ S̃S̃n,pair un couple de symboles de défaut 0. On sait calculer le
produit scalaire (Rπ(Λ1, Λ2),F(Λ′

1, Λ′
2)). Cela résulte de l’égalité in ◦ F(Λ′

1, Λ′
2) =

F(Λ′
1, Λ′

2). Celle-ci résulte elle-même de la comparaison entre notre paramétrage « à
la Harish-Chandra » des représentations irréductibles et le paramétrage de Lusztig.
Ce dernier classifie les représentations par le produit scalaire de leur trace contre les
fonctions kn(Λ′

1, Λ′
2), pour (Λ′

1, Λ′
2) comme ci-dessus ;

– si R′ : C[Quad(O(2m′))]→C[Quad(O(2n))] est un homomorphisme analogue à R,
si (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃S̃m′,pair, on peut calculer le produit scalaire (Rπ(Λ1, Λ2), R′π(Λ′

1, Λ′
2)).

En particulier, on connâıt la norme de Rπ(Λ1, Λ2).
À l’aide de ces trois propriétés, un peu de combinatoire permet de déterminer
Rπ(Λ1, Λ2) (en fait, pas complètement, cf. ci-dessous). De nouveau, on constate que
F ◦ Rπ = Rk ◦ F . Alors in est l’identité sur l’image de Rπ.

On note C[S̃S̃n,pair]IJ le sous-espace de C[S̃S̃n,pair] engendré par les images des
homomorphismes Rπ pour tous les R possibles. À ce point, on a démontré que in
était l’identité sur ce sous-espace. Puisque in est une isométrie, elle se restreint en
une isométrie de l’orthogonal de ce sous-espace. Cet orthogonal a pour base la fa-
mille des F(Λ1, Λ2), quand (Λ1, Λ2) décrit le sous-ensemble H des éléments « cus-
pidaux » de S̃S̃n,pair. On introduit la matrice carrée C d’ordre |H | × |H | telle que
CΛ1,Λ2;Λ′

1,Λ′
2

= (inF(Λ1, Λ2),F(Λ′
1, Λ′

2)) pour (Λ1, Λ2), (Λ′
1, Λ′

2) ∈ H . Pour ache-
ver de prouver le théorème, on doit montrer que C est l’identité. Remarquons que
CΛ1,Λ2;Λ′

1,Λ′
2

= (kn(Λ1, Λ2), πn ◦F(Λ′
1, Λ′

2)). De cette égalité, on déduit sans peine que
CΛ1,Λ2;Λ′

1,Λ′
2

est rationnel et même dans 2−NZ pour un entier N assez grand. Soit
(Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. Le terme πn(Λ1, Λ2) − kn ◦ F(Λ1, Λ2) se calcule en fonction des
coefficients de la matrice C. En effet, on écrit (Λ1, Λ2) = F ◦ F(Λ1, Λ2) ; on décom-
pose F(Λ1, Λ2) en Z + Z ′ où Z ∈ C[S̃S̃n,pair]IJ et Z ′ appartient à l’orthogonal de ce
sous-espace ; on sait que in ◦ F(Z) = F(Z) ; donc

πn(Λ1, Λ2) − kn ◦ F(Λ1, Λ2) = πn ◦ F(Z ′) − kn(Z ′)

et ce dernier terme s’exprime à l’aide de la matrice C par définition de cette matrice.
Supposons la conjecture à démontrer vraie. Alors kn ◦ F(Λ1, Λ2) = πn(Λ1, Λ2). Ce
terme est la trace d’une représentation irréductible, en particulier il est à valeurs
entières. On peut effectivement montrer que kn ◦F(Λ1, Λ2), calculé en certains points
particuliers, a pour valeur, sinon un entier, du moins un rationnel dont on peut minorer
la valuation 2-adique. C’est l’idée de Shoji, que l’on reprend en y insérant quelques
résultats combinatoires de [W]. Il est curieux de constater à ce propos la similitude
entre les problèmes combinatoires qui se posent ici et ceux qui se posaient en [W]
concernant l’endoscopie pour les groupes p-adiques. Traduite en termes des coefficients
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de la matrice C, cette propriété entrâıne des congruences mod 2Z2 de ces coefficients.
On sait donc que C est unitaire, que ses coefficients appartiennent à 2−NZ, et vérifient
ces congruences. Cela détermine entièrement C, qui est bien l’identité.

En fait, il y a quelques difficultés supplémentaires. D’abord, les congruences aux-
quelles on vient de faire allusion ne sont assez fortes que si n ! 5. Pour n " 4, il
faut ajouter des arguments ad hoc, utilisant des descriptions explicites de certaines
représentations.

D’autre part, toutes nos classifications reposent sur des choix. Il ne semble pas y
en avoir toujours de naturels et nous ne prétendons pas avoir fait les plus judicieux.
Par exemple, l’ensemble Quad(O+(2)) a 4 éléments : le caractère trivial, le caractère
det et les deux caractères prolongeant l’unique caractère quadratique non trivial de
SO+(2). Les deux premiers caractères se distinguent aisément mais il n’y a pas de
moyen naturel de distinguer chacun des deux autres. Pour identifier Quad(O+(2)) à un
sous-ensemble de S̃S̃1,pair, on doit nécessairement faire un choix. Plus généralement,
on doit faire des choix à deux niveaux :

– celui du paramétrage des représentations cuspidales. On verra qu’à tout couple
d’entiers h1, h2 ! 0 tels que h2

1 + h2
2 = n, on peut naturellement associer un ensemble

de |H | représentations irréductibles cuspidales de O+(2n) ou O−(2n) (selon la parité
de h1 −h2), où H est l’ensemble des couples d’entiers relatifs de la forme (±h1,±h2).
On doit fixer une bijection entre H et cet ensemble de représentations. En fait, nous
ne précisons pas cette bijection. Notre résultat est qu’on peut la fixer de sorte que la
conjecture de Lusztig soit vérifiée ;

– si π est une représentation irréductible cuspidale, disons de O+(2n), que l’on pro-
longe en une représentation πM de M = F×

q × O+(2n) par un caractère quadratique
de F×

q , il arrive que l’induite à la Harish-Chandra de πM à O+(2n + 2) se décompose
en deux représentations de même dimension. Elles ne sont alors pas naturellement
discernables. Nous les séparons en imposant les valeurs de leurs caractères sur cer-
tains éléments particuliers de O+(2n+2) (les symétries orthogonales par rapport aux
hyperplans, cf. paragraphe 10).

Évidemment, la nécessité de faire des choix se reflète au cours de la démonstration
et explique la difficulté technique du paragraphe 11 : les méthodes purement combi-
natoires développées par Asai ne peuvent suffire à calculer les foncteurs RG

M ; il faut
forcément montrer que les choix effectués pour classifier les représentations de M sont
compatibles à ceux effectués pour classifier celles de G.

Il est clair que notre article n’a rien d’original et n’apporte que des précisions
minimes sur les travaux antérieurs. L’essentiel a bien sûr été fait par Lusztig. Le reste
repose sur les idées d’Asai et Shoji. L’auteur n’est pas spécialiste de la théorie des
groupes finis. La motivation de ce travail est l’ article antérieur [MW] de C. Moeglin
et l’auteur. Dans cet article, concernant les L-paquets de représentations de groupes
SO(2n + 1) sur un corps p-adique, on avait impérativement besoin de connâıtre la
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conjecture de Lusztig pour les représentations unipotentes d’un groupe O(2n). Cette
conjecture avait été admise en [MW], rendant la preuve de cet article incomplète. La
principale conséquence, à nos yeux, du présent article, est que, maintenant, la preuve
du théorème de [MW] est complète.

Je remercie vivement C. Moeglin pour l’aide qu’elle a apportée pour mettre au
point les preuves combinatoires du paragraphe 11.

MÉMOIRES DE LA SMF 96



CHAPITRE 1

NOTATIONS

On introduit des notations et on pose des définitions concernant les groupes algé-
briques, les foncteurs d’induction de Deligne-Lusztig, les groupes classiques et leurs
éléments unipotents.

1.1. Soient p un nombre premier )= 2, q une puissance de p, Fq le corps fini à q
éléments, Fq une clôture algébrique de Fq. Pour tout entier n ! 1, on fixe un isomor-
phisme :

Hom(F×
qn , C×) * F×

qn ,

de sorte que, si m divise n, le diagramme suivant soit commutatif :

Hom(F×
qm , C×) * F×

qm

↓ ↓
Hom(F×

qn , C×) * F×
qn

(la flèche de droite est l’inclusion naturelle, celle de gauche se déduit de la norme).
En particulier, on note ζ le caractère de F×

q correspondant à −1 par cet isomor-
phisme. C’est l’unique caractère d’ordre 2 de F×

q .

1.2. Soient X un ensemble et A un anneau commutatif. On note A[X ] le A-module
libre de base X . Supposons X fini. On note |X | son nombre d’éléments.

Supposons que X soit un groupe fini. On note C(X) l’espace des fonctions sur X , à
valeurs complexes, invariantes par conjugaison. On munit C(X) du produit hermitien :

(f, f ′) = |X |−1
∑

x∈X

f(x)f ′(x).

On appelle représentation de X un couple (π, E), où E est un espace vectoriel com-
plexe de dimension finie et π : X → GL(E) est un homomorphisme. On oubliera
souvent l’un des termes du couple en parlant d’une représentation π ou d’un X-
module E. On identifiera souvent des représentations équivalentes. On note Irr(X)



8 CHAPITRE 1. NOTATIONS

l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de X . L’appli-
cation qui à π ∈ Irr(X) associe le caractère trace(π) définit un isomorphisme de
C[Irr(X)] sur C(X). On identifie ainsi ces deux espaces. On note ZX le centre de X .
Pour x ∈ X , resp. Y ⊂ X , et X ′ un sous-groupe de X , on note ZX′(x), resp. ZX′(Y ),
le centralisateur de x, resp. Y , dans X ′.

1.3. Soit H un groupe algébrique défini sur Fq, réductif. On note H0 sa compo-
sante neutre et H = H(Fq) son groupe de points sur Fq. Fixons un sous-groupe
de Borel B de H0 et un sous-tore maximal T de B, tous deux définis sur Fq. Ces
groupes déterminent une donnée de racines D = (X∗, ∆, X∗, ∆̌), où X∗, resp. X∗, est
le groupes des caractères, resp. des sous-groupes à un paramètre, de T , et ∆, resp. ∆̌,
est l’ensemble de racines, resp. coracines, simples déterminé par B. Notons Aut(H0),
resp. Aut(D), le groupe des automorphismes de H0, resp. D. Il y a un homomor-
phisme naturel H/H0 → Aut(D). D’autre part, le choix d’un épinglage détermine
un homomorphisme σ : Aut(D) → Aut(H0). Ces homomorphismes sont équivariants
pour les actions de Frobenius, pourvu que l’épinglage soit stable par cette action.

On note Ĥ
0

le groupe dual de H0. C’est aussi un groupe algébrique défini sur Fq et
réductif. On effectue pour ce groupe les mêmes constructions que ci-dessus : on fixe une
paire B̂, T̂ , on définit D̂ et un homomorphisme équivariant pour l’action de Frobenius
σ̂ : Aut(D̂) → Aut(Ĥ

0
). On a D̂ = (X∗, ∆̌, X∗, ∆), donc Aut(D) * Aut(D̂). Cet

isomorphisme n’est pas équivariant pour les actions de Frobenius : il entrelace l’action
du Frobenius sur Aut(D) avec l’inverse de cette action sur Aut(D̂). On note (H/H0)̂
le groupe H/H0 dont on inverse l’action de Frobenius. Ce groupe agit sur Ĥ

0
grâce

à la suite d’homomorphismes :

(H/H0)̂ = H/H0 −→ Aut(D) * Aut(D̂) σ̂−−→ Aut(Ĥ
0
).

On définit alors Ĥ comme le produit semi-direct de Ĥ
0

et (H/H0)̂.
Deligne et Lusztig ont défini une décomposition en union disjointe :

Irr(H0) =
⋃

Irr(H0, s),

où s parcourt les éléments semi-simples de Ĥ0, à conjugaison près par Ĥ0. Soient s un
tel élément et π ∈ Irr(H). Pour une sous-représentation irréductible π0 de la restriction
de π à H0, considérons la condition : il existe s′ ∈ Ĥ0, conjugué à s par un élément
de Ĥ, tel que π0 ∈ Irr(H0, s′). Alors toutes les sous-représentations irréductibles π0

vérifient cette condition ou aucune ne la vérifie. On note Irr(H, s) l’ensemble des π
pour lesquelles la première éventualité se produit. On a une décomposition en union
disjointe :

Irr(H) =
⋃

Irr(H, s),

où s parcourt les éléments semi-simples de Ĥ0, à conjugaison près par Ĥ .
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1.4. Soit H comme ci-dessus, supposons-le d’abord connexe. On appelle groupe de
Lévi de H tout sous-groupe M qui est sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe para-
bolique P de H. On sait que l’on peut caractériser les groupes de Lévi de la façon
suivante. Pour tout sous-groupe algébrique M de H, notons T M le plus grand sous-
tore central dans M et AM le plus grand sous-tore défini sur Fq et déployé de T M .
Alors M est un groupe de Lévi si et seulement si M = ZH(T M ). Et M est un
sous-groupe de Lévi défini sur Fq d’un sous-groupe parabolique P défini sur Fq si et
seulement si M = ZH(AM ).

Ne supposons plus H connexe. Pour tout sous-groupe algébrique M de H , défi-
nissons T M et AM comme ci-dessus. Nous dirons que M est un groupe de Lévi si
M = ZH(T M ). Soit M un tel groupe. Alors M0 est un groupe de Lévi de H0. Soit
P 0 un sous-groupe parabolique de H0 de sous-groupe de Lévi M0, notons U son
radical unipotent. Supposons que U soit stable par conjugaison par M (ce n’est pas
toujours le cas, mais on peut choisir P 0 de sorte qu’il en soit ainsi). Posons P = MU .
Un tel sous-groupe sera appelé sous-groupe parabolique de H. On dira que M est
défini sur Fq s’il est stable par l’action de Frobenius. Par abus de terminologie, on
dira que P est défini sur Fq s’il est stable par l’action de Frobenius et si, de plus, on
a l’égalité M = ZH(AM ).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de H (ici comme dans la suite, une
telle phrase signifie implicitement que M est un sous-groupe de Lévi de P et U le
radical unipotent de P ). Supposons P et M définis sur Fq. Soit A un sous-anneau
de C. On définit de façon usuelle l’induction d’Harish-Chandra :

IndH
P : A[Irr(M)] −→ A[Irr(H)].

Supposons seulement M défini sur Fq. À la suite de Lusztig, on définit un homo-
morphisme :

RH
M : A[Irr(M)] −→ A[Irr(H)].

Notons F le Frobenius de H , introduisons la variété :

X = {x(U ∩ F (U)) ∈ H/(U ∩ F (U)); x−1F (x) ∈ F (U )}.

Considérons ses espaces de cohomologie Hi
c(X). Ce sont des Q$-espaces vectoriels, où

( est un nombre premier fixé, )= p. Ici comme dans la suite, on les considère comme
des espaces sur C, en fixant une fois pour toutes un isomorphisme Q$ * C. Le groupe
H ×M agit sur X par (h, m)x(U ∩F (U)) = hxm−1(U ∩F (U)). Il agit aussi sur les
espaces Hi

c(X). Pour un M -module E et i ∈ N, l’espace d’invariants (Hi
c(X)⊗C E)M

est un H-module. On pose :

RH
M (E) =

∑

i∈N
(−1)i(Hi

c(X) ⊗C E)M .

Remarque. — On utilise la notation traditionnelle RH
M . En fait, on ne sait pas, en

général, que cet homomorphisme est indépendant du choix de P . Ce n’est connu que
si l’on suppose, comme nous le faisons, que q est grand.
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Il y a des variantes à cette construction. Par exemple, on peut remplacer M par
M0 et définir RH

M0 . Dans le cas où P est défini sur Fq, on a l’égalité RH
M = IndH

P .
Soient P = MU , P ′ = M ′U ′ deux sous-groupes paraboliques de H. Supposons

P ⊆ P ′, M ⊆ M ′ et M et M ′ définis sur Fq. On a la relation de transitivité :

(1) RH
M ′ ◦ RM ′

M = RH
M .

1.5. Soit n ∈ N. On note P(n) l’ensemble des partitions de n. Pour λ ∈
P(n) et i ∈ N, i ! 1, on note multλ(i) la multiplicité de i dans λ. On pose
Jord(λ) = {i ! 1; multλ(i) ! 1}. On dit que λ est orthogonale, resp. symplectique,
si multλ(i) est paire pour tout i pair, resp. impair. Quand λ est supposée orthogo-
nale, resp. symplectique, on note Jordbp(λ) le sous-ensemble des éléments impairs,
resp. pairs, de Jord(λ) (l’exposant bp signifiant « de bonne parité »). On appelle
partition un élément de

⋃
n∈N P(n).

1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie d sur Fq, muni d’une forme qua-
dratique non dégénérée Q. On pose :

η(V ) = η(Q) = ζ((−1)[d/2] det(Q)),

où det(Q) est le déterminant de Q calculé dans une base quelconque de V . Par conven-
tion, η(V ) = 1 si d = 0. On introduit les groupes usuels O(V ), SO(V ), CO(V )
(groupe des similitudes). On note :

λ : CO(V ) −→ F×
q

l’homomorphisme tel que, pour tous g ∈ CO(V ), v, v′ ∈ V , Q(gv, gv′) = λ(g)Q(v, v′).
On définit un homomorphisme « norme spinorielle » :

sp : O(V ) −→ {±1},

par la propriété suivante. Soient v ∈ V tel que Q(v, v) )= 0 et sv la symétrie par
rapport à l’hyperplan orthogonal à v ; alors sp(sv) = ζ(Q(v, v)). Cet homomorphisme
dépend de Q. Par contre, sa restriction à SO(V ) en est indépendante (c’est-à-dire que
l’on peut changer Q en zQ, avec z ∈ F×

q , sans changer cette restriction). Soit s un
élément de O(V ) dont toutes les valeurs propres sont ±1. Notons V − le sous-espace
caractéristique associé à la valeur propre −1. On calcule :

(1) sp(s) = η(V −)ζ(−1)[dim(V −)/2].

Soit u un élément unipotent de O(V ). Notons λ(u) la partition de d formée des
dimensions des blocs de Jordan de u. Elle est orthogonale. Posons Jordbp(u) =
Jordbp(λ(u)). Soit i ∈ Jordbp(u). Décomposons V en une somme directe orthogo-
nale V = Vi ⊕ V'=i, de sorte que Vi et V'=i soient stables par u et les blocs de Jor-
dan de u agissant dans Vi, resp. V'=i, soient tous de dimension i, resp. )= i. On pose
ηu(i) = η(Vi). Cela définit une fonction :

ηu : Jordbp(u) −→ {±1}.
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On a l’égalité :

(2)
∏

i∈Jordbp(u)

ηu(i) = η(V )ζ(−1)[| Jordbp(u)|/2].

Les données (λ(u), ηu) caractérisent la classe de conjugaison de u dans O(V ).

1.7. Soit n ∈ N. On note Wn le groupe des permutations w de {±1, . . . ,±n} telles
que w(−i) = −w(i) pour tout i. Pour i ∈ {1, . . . , n−1} on note si l’élément de Wn qui
permute i et i + 1 et fixe j pour tout j ∈ {1, . . . , n}! {i, i + 1}. On note sn l’élément
qui envoie n sur −n et fixe j pour tout j ∈ {1, . . . , n − 1}. On note sgn le caractère
signe usuel de Wn et on définit le caractère :

sgnCD : Wn −→ {±1}

w /−→ (−1)|{i∈{1,...,n};w(i)<0}|.

On note WD
n le noyau de sgnCD.

Soit (V, Q) comme en 1.6, de dimension d. Si d = 2n+1, resp. d = 2n et η(Q) = 1,
resp. d = 2n et η(Q) = −1, il est bien connu que les classes de conjugaison de sous-
tores maximaux définis sur Fq de O(V ) sont paramétrées par les classes de conju-
gaison dans Wn, resp. les classes de Wn-conjugaison dans WD

n , resp. les classes de
sn-conjugaison dans WD

n (w, w′ ∈ WD
n sont sn-conjugués s’il existe w′′ ∈ Wn tel

que w = w′′w′(snw′′sn)−1). Dans le dernier cas, par l’application w /→ wsn, on rem-
place les classes de sn-conjugaison dans WD

n par les classes de Wn-conjugaison dans
l’ensemble {w ∈ Wn; sgnCD(w) = −1}.

1.8. Soit V un espace vectoriel de dimension finie d paire sur Fq, muni d’une forme
symplectique Q, non dégénérée. On introduit les groupes Sp(V ), CSp(V ) et l’homo-
morphisme λ : CSp(V ) → F×

q .
Soit u un élément unipotent de Sp(V ). On définit λ(u) et Jordbp(u) comme en

1.6, la partition λ(u) étant cette fois symplectique. Soit i ∈ Jordbp(u). On décompose
encore V en Vi ⊕ V'=i. L’espace Vi/(u− 1)(Vi) est muni d’une forme quadratique non
dégénérée qi définie par :

qi(v, v′) = (−1)i/2−1Q((u − 1)i−1(v), v′).

On pose ηu(i) = η(qi). Cela définit une fonction :

ηu : Jordbp(u) −→ {±1}.

Les données (λ(u), ηu) caractérisent la classe de conjugaison de u dans Sp(V ).
Les classes de conjugaison de sous-tores maximaux définis sur Fq de Sp(V ) sont

paramétrées par les classes de conjugaison dans Wd/2.
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1.9. Soit V un espace vectoriel sur Fq, de dimension finie d, muni d’une forme bili-
néaire non dégénérée Q. On suppose vérifiée l’une des hypothèses :

(i) d est pair, Q est symétrique ;
(ii) d est impair, Q est symétrique ;
(iii) d est pair, Q est symplectique.
On pose respectivement H = O(V ), SO(V ), Sp(V ). On peut fixer un espace V̂

de dimension finie sur Fq, muni d’une forme bilinéaire non dégénérée Q̂, de sorte que,
respectivement :

(i) V̂ est de dimension d, Q̂ est symétrique, η(V̂ ) = η(V ), Ĥ = O(V̂ ) ;
(ii) V̂ est de dimension d − 1, Q̂ est symplectique, Ĥ = Sp(V̂ ) ;
(iii) V̂ est de dimension d + 1, Q̂ est symétrique, Ĥ = SO(V̂ ).
Soient s, s′ deux éléments semi-simples de Ĥ0. On dit qu’ils sont quadratiquement

équivalents s’il existe une décomposition orthogonale V̂ = V̂ '=±⊕ V̂ ± et un élément s′′

conjugué à s′ par un élément de Ĥ , de sorte que :
– V̂ ± et V̂ '=± sont stables par s et s′′ ;
– les restrictions de s et s′′ à V̂ '=± sont égales ;
– les restrictions de s et s′′ à V̂ ± n’ont pour valeurs propres que 1 ou −1.
On pose :

Quad(H, s) =
⋃

Irr(H, s′),
où s′ parcourt les éléments quadratiquement équivalents à s. On pose simplement :

Quad(H) = Quad(H, 1).

On appelle représentation « quadratique-unipotente » un élément de Quad(H).

1.10. Les objets que nous définirons dans la suite sur différents groupes classiques
ne sont pas tous invariants par l’action des groupes adjoints. Pour les préciser, on
a besoin de réaliser nos groupes concrètement. Pour cela, nous fixerons, pour tout
entier n ! 0, resp. n ! 1, un espace vectoriel V+(2n), resp. V−(2n), de dimension
2n sur Fq, muni d’une forme quadratique Q+(2n), resp. Q−(2n), non dégénérée, de
sorte que η(Q+(2n)) = 1, resp. η(Q−(2n)) = −1. On note O+(2n), resp. O−(2n),
le groupe orthogonal de V+(2n), resp. V−(2n). On définit de même SO+(2n) etc.
Désormais, pour tout espace V de dimension 2n, muni d’une forme quadratique non
dégénérée Q, on identifiera O(V ) à Oη(V )(2n) via le choix d’un isomorphisme de
(V, Q) sur (Vη(V )(2n), Qη(V )(2n)) (ici comme dans la suite, on identifie η(V ) ∈ {±1}
à un signe ±).

Pour η = ±, le groupe Oη(2n) est isomorphe à son groupe dual, mais il peut être
utile de les distinguer. Pour cela, on pose V̂η(2n) = Vη(2n), Ôη(2n) = O(V̂η(2n))
quand ce groupe intervient en tant que groupe dual.

De même, pour tout entier n ! 0, on fixe un espace vectoriel V (2n) de dimension
2n sur Fq, muni d’une forme symplectique Q(2n). On pose Sp(2n) = Sp(V (2n)) et
on adopte des conventions similaires à ci-dessus.
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Les groupes spéciaux orthogonaux impairs étant adjoints, on n’a pas vraiment
besoin de telles subtilités dans leur cas. Il est néanmoins commode de fixer, pour tout
entier n ! 0, un espace vectoriel V (2n + 1) de dimension 2n + 1 sur Fq, muni d’une
forme quadratique Q(2n+1), non dégénérée. On pose SO(2n+1) = SO(V (2n+1)).
Dans ce cas, pour tout espace V de dimension 2n + 1, muni d’une forme quadratique
non dégénérée Q, on identifiera SO(V ) à SO(2n+1) via le choix d’une similitude de
(V, Q) sur (V (2n + 1), Q(2n + 1)).

Ces deux derniers cas sont duaux l’un de l’autre : on pose V̂ (2n) = V (2n + 1),
Ŝp(2n) = SO(V̂ (2n)) = SO(2n + 1) etc.
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CHAPITRE 2

SYMBOLES

On introduit des ensembles de symboles. Ils sont étroitement liés aux représenta-
tions de groupes de Weyl. Dans certains espaces de symboles, on définit l’involution F
qui intervient dans la conjecture de Lusztig. On introduit d’autres homomorphismes
entre espaces de symboles qui permettront d’exprimer de façon combinatoire les fonc-
teurs d’induction de Deligne-lusztig.

La plupart des définitions sont dues à Lusztig. On les a reprises en [MW] para-
graphe 2. Il y a quelques modifications par rapport à [MW].

2.1. Pour tout ensemble fini (resp. pour toute famille finie) X de nombres complexes,
on note S(X) la somme des éléments (resp. des termes) de X . Soit Λ un sous-ensemble
fini de N × {±1}. On pose :

– pour ε ∈ {±1}, Λε = {x ∈ N; (x, ε) ∈ Λ} ;
– rg(Λ) = S(Λ+) + S(Λ−) − [( |Λ|−1

2 )2] ;
– d̃ef(Λ) = |Λ+|− |Λ−|.

On a l’inégalité :

rg(Λ) !
[( d̃ef(Λ)

2

)2]
.

On définit une relation d’équivalence entre sous-ensembles finis de N×{±1}, engendrée
par Λ ∼ Λ′, où Λ′ = {(x + 1, ε); (x, ε) ∈ Λ} ∪ {(0, 1), (0,−1)}. On appelle symbole
ordonné une classe d’équivalence (en pratique, on choisira des représentants dans
les classes d’équivalence). Remarquons que les fonctions rg (rang) et d̃ef (défaut)
sont constantes sur toute classe d’équivalence. Pour n ∈ N et D ∈ Z, on note S̃n,D

l’ensemble des symboles ordonnés de rang n et de défaut D.
Pour Λ ∈ S̃n,D, on pose σΛ = {(x,−ε); (x, ε) ∈ Λ}. On a σΛ ∈ S̃n,−D. Pour D ∈ N,

on note Sn,D le quotient de S̃n,D ∪ S̃n,−D par la relation d’équivalence Λ ∼ σΛ. On
pose :

Sn,imp =
⋃

D∈N
D impair

Sn,D, S̃n,pair =
⋃

D∈Z
D pair

S̃n,D.
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On munit C[Sn,imp], resp. C[S̃n,pair], du produit hermitien pour lequel Sn,imp,
resp. S̃n,pair, est une base orthonormée.

Soit Λ ∈ S̃n,pair. On dit que Λ est spécial si d̃ef(Λ) = 0 et si l’on peut écrire
Λ+ = {x1, . . . , xr}, Λ− = {y1, . . . , yr}, avec x1 ! y1 ! x2 ! · · · ! xr ! yr. Soient
Λ, Λ′ ∈ S̃n,pair. On dit qu’ils appartiennent à la même famille si, quitte à les remplacer
par des symboles équivalents, on a :

Λ+ ∪ Λ− = Λ′+ ∪ Λ′−, Λ+ ∩ Λ− = Λ′+ ∩ Λ′−.

Toute famille contient un unique symbole spécial. Soit F̃am une famille, notons Λsp

son symbole spécial. Pour Λ, Λ′ ∈ F̃am, posons :

〈Λ, Λ′〉 = (|Λ+| + |Λsp,+|)(|Λ′+| + |Λsp,+|)
+ |Λ+ ∩ Λ′+ ∩ Λsp,−| + |Λ− ∩ Λ′− ∩ Λsp,+| mod 2Z.

Cela définit une application symétrique sur F̃am × F̃am, à valeurs dans Z/2Z. On
pose :

F(Λ) = |F̃am|−1/2
∑

Λ′∈F̃am

(−1)〈Λ,Λ′〉Λ′.

C’est un élément de Q[S̃n,pair]. Par linéarité, on définit ainsi un endomorphisme F de
Q[S̃n,pair]. C’est une involution isométrique. Notons (−1)d̃ef/2 l’involution isométrique
de Q[S̃n,pair] qui à Λ associe (−1)d̃ef(Λ)/2Λ. On vérifie les égalités :

F ◦ σ = (−1)d̃ef/2 ◦ F , σ ◦ F = F ◦ (−1)d̃ef/2.

Soit Λ ∈ Sn,imp. On dit que Λ est spécial si |d̃ef(Λ)| = 1 et si, quitte à changer
de représentant Λ, on peut écrire Λ+ = {x1, . . . , xr+1}, Λ− = {y1, . . . , yr}, avec
x1 ! y1 ! x2 ! · · · ! yr ! xr+1. On définit des familles dans Sn,imp comme ci-dessus
et, pour une famille Fam ⊆ Sn,imp, une application symétrique 〈•, •〉 sur Fam × Fam,
à valeurs dans Z/2Z, par la même formule que ci-dessus. De même, on définit ensuite
une involution isométrique F de Q[Sn,imp].

2.2. Soit n ∈ N. On sait que les représentations irréductibles de Wn sont paramétrées
par les couples de partitions (α, β) tels que S(α)+S(β) = n (la représentation triviale
est paramétrée par ((n), ∅)). Soient h ∈ Z tel que h2 " n et ρ ∈ Irr(Wn−h2). Notons
(α, β) le couple qui paramètre ρ. Quitte à ajouter à α et β des termes nuls, écrivons :

α = (α1 ! · · · ! αa+2|h|), β = (β1 ! · · · ! βa).

Posons :

ν(h) =

{
1, si h ! 0
−1, si h < 0,
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et :

Λν(h) = {α1 + a + 2|h|− 1, α2 + a + 2|h|− 2, . . . , αa+2|h|},

Λ−ν(h) = {β1 + a − 1, . . . , βa},
Λ = (Λ+ × {1}) ∪ (Λ− × {−1}).

Alors Λ ∈ S̃n,2h. L’application qui à (h, ρ) associe Λ est une bijection de l’ensemble
des couples (h, ρ) vérifiant les conditions ci-dessus sur S̃n,pair.

Soient h ∈ N tel que h2 + h " n et ρ ∈ Irr(Wn−h2−h). Notons (α, β) le couple qui
paramètre ρ. Écrivons :

α = (α1 ! · · · ! αa+2h+1), β = (β1 ! · · · ! βa).

Posons :

Λ+ = {α1 + a + 2h, α2 + a + 2h − 1, . . . , αa+2h+1},
Λ− = {β1 + a − 1, . . . , βa},

Λ = (Λ+ × {1}) ∪ (Λ− × {−1}).

Alors Λ ∈ Sn,2h+1. L’application qui à (h, ρ) associe Λ est une bijection de l’en-
semble des couples (h, ρ) vérifiant les conditions ci-dessus sur Sn,imp.

2.3. On rappelle ici des résultats d’Asai ([A]). Soient n ∈ N, a ∈ Z ! {0}, θ ∈ {±1},
δ ∈ {0, 1}. On suppose n+a ! 0. Notons S̃n l’ensemble de tous les symboles ordonnés
de rang n. Pour Λ ∈ S̃n, que l’on suppose représenté par un ensemble ayant un assez
grand nombre d’éléments, posons :

Ea,θ(Λ) = {(x, ε) ∈ Λ; x + a ! 0, (x + a, θε) )∈ Λ}.

Pour (x, ε) ∈ Ea,θ(Λ), posons :

Λa,θ(x, ε) = (Λ ! {(x, ε)}) ∪ {(x + a, θε)},

ζa,θ,Λ(x, ε) = θ(−1)|{x,...,0}∩Λε|+|{x+a,...,0}∩Λa,θ(x,ε)θε|.

On définit :
Ia,θ,δ(Λ) =

∑

(x,ε)∈Ea,θ(Λ)

εδζa,θ,Λ(x, ε)Λa,θ(x, ε).

Par prolongement linéaire, on obtient un homomorphisme :

Ia,θ,δ : Z[S̃n] −→ Z[S̃n+a].

Remarquons que si Λ est de défaut D, Ia,θ,δ(Λ) est combinaison linéaire de symboles
ordonnés de défaut ≡ D mod 2Z. On vérifie de plus l’égalité :

Ia,θ,δ ◦ σ = (−1)δσ ◦ Ia,θ,δ.

On en déduit :
– Ia,θ,δ se restreint en un homomorphisme de Z[S̃n,pair] dans Z[S̃n+a,pair] ;
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18 CHAPITRE 2. SYMBOLES

– l’application Λ /→ (−1)δ(d̃ef(Λ)−1)/2Ia,θ,δ(Λ) se descend en un homomorphisme
de Z[Sn,imp] dans Z[Sn+a,imp] (notons que Z[Sn,imp] est naturellement un quotient de
Z[S̃n]).

On définit des homomorphismes :

Ia, I−a , Ja : Z[S̃n,pair] −→ Z[S̃n+a,pair]

ainsi : Ia est la restriction à Z[S̃n,pair] de Ia,1,0, I−a , resp. Ja, est la restriction de
Ia,1,1, resp. Ia,−1,0. On a les égalités :

Ia ◦ σ = σ ◦ Ia, I−a ◦ σ = −σ ◦ I−a , Ja ◦ σ = σ ◦ Ja.

Prolongeons ces applications par linéarité en des applications linéaires de Q[S̃n,pair]
dans Q[S̃n+a,pair]. Un calcul fastidieux mais élémentaire montre que :

(1) Ia ◦ F = F ◦ Ia, I−a ◦ F = F ◦ σ ◦ Ja, σ ◦ Ja ◦F = F ◦ I−a .

Enfin, les espaces de départ et d’arrivée étant munis de produits scalaires, à chacune
des applications Ia, I−a , Ja est associée une application adjointe, qui n’est autre que,
respectivement, I−a, I−−a, J−a, cette application étant relative à l’entier n + a.

On définit des homomorphismes :

Ia, I−a , Ja : Z[Sn,imp] −→ Z[Sn+a,imp]

ainsi : Ia est l’application quotient de Ia,1,0, Ja est celle de Ia,−1,0 et I−a est celle de
l’application Λ /→ (−1)(d̃ef(Λ)−1)/2Ia,1,1(Λ). En prolongeant encore ces applications
par linéarité, on vérifie les égalités :

Ia ◦ F = F ◦ Ia, I−a ◦ F = −F ◦ Ja, Ja ◦ F = −F ◦ I−a ,

ainsi que les propriétés d’adjonction ci-dessus.
On a noté de la même façon les applications dans les cas pairs et impairs. On espère

que cela ne crée pas de confusion.

2.4. Pour h ∈ Z, on définit le symbole ordonné :

Λcusp(h) =

{
{2h− 1, . . . , 0}× {1}, si h ! 0,

{2|h|− 1, . . . , 0}× {−1}, si h < 0.

On a les égalités :

d̃ef(Λcusp(h)) = 2h, rg(Λcusp(h)) = h2.

On dit qu’un symbole ordonné est cuspidal s’il est de la forme Λcusp(h) pour un h ∈ Z.
Pour tout entier n ! 0, resp. n ! 1, on définit les symboles ordonnés de rang n :

1+(n) = {(n, 1), (0,−1)}, resp 1−(n) = {(n, 1), (0, 1)}.

On notera souvent Λ(∅) = Λcusp(0) = 1+(0). C’est l’unique symbole ordonné de
rang 0.
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2.5. Soient n, a ∈ N. Définissons les éléments w+
a , w−

a ∈ Wa par :

w+
a (i) = w−

a (i) = i + 1, pour i ∈ {1, . . . , a − 1},
w+

a (a) = 1, w−
a (a) = −1.

À la décomposition :

{±1, . . . ,±(n + a)} = {±1, . . . ,±n} ∪ {±(n + 1), . . . ,±(n + a)},

est associé un homomorphisme injectif :

Wn × Wa −→ Wn+a

(w′, w′′) /−→ w′w′′.

Pour ε ∈ {±1}, on définit un homomorphisme :

resε
a : Q[Irr(Wn+a)] −→ Q[Irr(Wn)],

par la formule resε
a(f)(w′) = f(w′wε

a) pour tout f ∈ Q[Irr(Wn+a)] et tout w′ ∈ Wn.
Grâce à 2.2, on a des isomorphismes :

Q[S̃n,pair] = ⊕hQ[Irr(Wn−h2)],

Q[S̃n+a,pair] = ⊕hQ[Irr(Wn+a−h2)],
(1)

où h décrit l’ensemble des entiers relatifs tels que, respectivement, h2 " n, h2 " n+a.
On définit une application linéaire :

Resε
a : Q[S̃n+a,pair] −→ Q[S̃n,pair]

de la façon suivante. Pour h2 > n, elle annule Q[Irr(Wn+a−h2)]. Pour h2 " n, elle
envoie le sommand indicé par h de Q[S̃n+a,pair] dans le sommand indicé par h de
Q[S̃n,pair] et y cöıncide avec l’application resε

a si h ! 0, ε resε
a si h < 0.

Lemme. — On a les égalités I−a = Res+a , I−−a = Res−a .

Cf. [A] lemme 2.8.2. Le lemme résulte de la définition des paramétrages des repré-
sentations irréductibles des groupes Wm et de la formule d’induction de Murnaghan
([Z], proposition 4.17).

Un lemme similaire vaut dans le cas des symboles de défaut impair.

2.6. Pour n, a, b ∈ N, a, b ! 1, considérons les homomorphismes :

Ja ◦ Jb, Jb ◦ Ja, Ia ◦ Jb, Jb ◦ Ia : Q[S̃n,pair] −→ Q[S̃n+a+b,pair].

Lemme. — On a les égalités Ja ◦ Jb = Jb ◦ Ja, Ia ◦ Jb = Jb ◦ Ia.

Démonstration. — On peut le vérifier directement sur les formules de définition. Don-
nons une autre preuve. Par conjugaison avec l’opérateur F , la première égalité est
équivalente à I−a ◦ I−b = I−b ◦ I−a . Par adjonction, elle est encore équivalente à l’égalité
I−−b ◦ I−−a = I−−a ◦ I−−b. D’après le lemme 2.5, cette égalité résulte du fait évident que
pour tout entier m ! 0, les deux applications res−b ◦ res−a et res−a ◦ res−b , définies sur
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20 CHAPITRE 2. SYMBOLES

Q[Irr(Wm+a+b)], sont égales. La deuxième égalité de l’énoncé se démontre de la même
façon.

2.7. Soit n ∈ N. Notons Q[S̃n,pair]IJ le sous-espace de Q[S̃n,pair] somme des images
de tous les opérateurs Ia ou Ja pour a ∈ {1, . . . , n}.

Lemme

(i) Si n n’est pas un carré, Q[S̃n,pair]IJ = Q[S̃n,pair].
(ii) Si n = h2, avec h ∈ Z, Q[S̃n,pair]IJ est l’orthogonal du sous-espace de Q[S̃n,pair]

engendré par les éléments FΛcusp(±h).

Démonstration. — Soit m un entier ! 1. Tout élément de Wm est conjugué à un
produit, en un sens évident, de cycles de la forme w±

a . Il en résulte que l’intersection
dans Q[Irr(Wm)] des noyaux de tous les opérateurs res±a , pour a ∈ {1, . . . , m}, est
nulle. Notons E l’orthogonal dans Q[S̃n,pair] de Q[S̃n,pair]IJ . C’est le noyau de tous
les opérateurs I−a ou J−a pour a ∈ {1, . . . , n}. L’espace FE est l’intersection des
noyaux de tous les opérateurs I±−a pour ces mêmes a. Grâce au lemme 2.5 et à ce que
l’on a dit ci-dessus, FE s’identifie par l’isomorphisme 2.5(1) à la somme des termes
du type Q[Irr(W0)]. Il n’y en a pas si n n’est pas un carré. Si n = h2, ces termes
s’identifient aux droites portées par Λcusp(±h). D’où le lemme.
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CHAPITRE 3

FAISCEAUX-CARACTÈRES

On définit des faisceaux-caractères sur les groupes classiques, en particulier sur le
groupe orthogonal pair qui n’est pas connexe. On classifie certains de ces faisceaux-
caractères par des symboles. On montrera au paragraphe 6 que les fonctions-traces
associées à ces faisceaux engendrent le même espace que les traces de représentations
irréductibles quadratiques-unipotentes.

3.1. Soient n un entier > 0, η ∈ {±1}, r′, r′′ deux éléments de Z tels que r′2+r′′2 = 2n
(r′ et r′′ sont donc de même parité). Posons G = Oη(2n). Fixons un élément x ∈ G,
soumis aux conditions ci-dessous. Décomposons x = su en produit d’un élément semi-
simple s et d’un unipotent u. On demande :

s a r′2 valeurs propres 1 et r′′2 valeurs propres −1.
Alors ZG0(s)0 = SOη′(r′2) × SOη′′ (r′′2), pour des η′, η′′ ∈ {±1} convenables. L’élé-
ment u se décompose conformément en u = u′u′′. On demande :

λ(u′) = (2|r′|− 1, 2|r′|− 3, . . . , 3, 1), λ(u′′) = (2|r′′|− 1, 2|r′′|− 3, . . . , 3, 1),
cf. 1.6. Posons I ′ = Jordbp(u′), I ′′ = Jordbp(u′′). Il y a un isomorphisme naturel :

ZG0(x)/ZG0(x)0 *
{
((z′i)i∈I′ , (z′′i )i∈I′′) ∈ {±1}I′

× {±1}I′′
;
∏

i∈I′ z′i =
∏

i∈I′′ z′′i
}
.

Le groupe des caractères de ce groupe s’identifie à
(
(Z/2Z)I′ × (Z/2Z)I′′)

/∆(Z/2Z),
∆ étant le plongement diagonal. Notons ε′ = (ε′i)i∈I′ l’élément de (Z/2Z)I′

tel que :

ε′i ≡
{

(i + 1)/2 mod 2Z, si r′ ! 0,

(i − 1)/2 mod 2Z, si r′ < 0,
pour tout i ∈ I ′.

Définissons de même ε′′ ∈ (Z/2Z)I′′
. Le couple ε = (ε′, ε′′) définit un caractère du

groupe ZG0(x)/ZG0(x)0. Notons C la classe de conjugaison de x (par G ou G0, c’est
pareil). un nombre premier ( )= p étant fixé, on construit un système local (-adique
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L(r′, r′′) sur C, quotient du fibré :

G0/ZG0(x)0 × Q$

""

(gZG0(x)0, µ)
!

""

C gxg−1

par l’action de ZG0(x)/ZG0(x)0 agissant naturellement à droite sur G0/ZG0(x)0 et
par ε sur Q$. On prolonge L(r′, r′′) à G tout entier par 0 hors de C. Le complexe
L(r′, r′′)[dim(C)] est un faisceau pervers sur G, G0-équivariant, irréductible et cus-
pidal, au sens de [L4].

Si K est un complexe constructible sur G et y ∈ G, on note Ky la fibre de K
en y. C’est un complexe d’espaces vectoriels. Si de plus K est muni d’une action de
Frobenius (que l’on notera toujours F ), on définit la fonction trace(K) sur G par :

trace(K)(y) = trace(F |Ky) =
∑

i∈Z
(−1)i trace(F |Ki

y),

pour tout y ∈ G. On munit L(r′, r′′) de l’action de Frobenius telle que :

trace(L(r′, r′′))(x)

= ηr′
qδ(r′,r′′)/2

(∏

i∈I′

(ζ(−1)(i+1)/2ηu′(i))ε′
i

)( ∏

i∈I′′

(ζ(−1)(i−1)/2ηu′′(i))ε′′
i

)
,

où δ(r′, r′′) = (|r′3 − r′| + |r′′3 − r′′|)/3. Cette normalisation ne dépend pas du choix
de x.

Remarquons que, quand on remplace (r′, r′′) par (−r′,−r′′), les systèmes locaux
L(r′, r′′) et L(−r′,−r′′) sont isomorphes, mais leurs Frobenius sont en général diffé-
rents.

3.2. Soient n, nc ∈ N, η, ηc ∈ {±1}, avec n ! 1, nc " n, posons G = Oη(2n),
Gc = Oηc(2nc). Supposons donné un groupe de Lévi M de G, défini sur Fq, de la
forme M = T × Gc, où T est un tore. Soient enfin sT ∈ T̂ et r′, r′′ ∈ Z tels que
r′2 + r′′2 = 2nc. On a construit au paragraphe précédent un système local L(r′, r′′)
sur une orbite, que nous noterons maintenant Cc, de Gc, muni d’un Frobenius.

Remarque. — Ici comme dans la suite, les données relatives à Gc disparaissent si
nc = 0.

On construit un système local L(sT ) sur T , quotient du fibré :

T × Q$

""

(t, µ)
!

""

T F (t)t−1

par l’action de T agissant par multiplication sur T et par le caractère attaché à sT sur
Q$. On munit L(sT ) du Frobenius tel que trace(L(sT ))(1) = 1. Par tensorisation, on
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obtient un système local L(sT ) × L(r′, r′′) sur T × Cc. Notons M reg la sous-variété
des m ∈ M tels que ZG(m) ⊆ M et :

Y = {hmh−1; m ∈ M reg ∩ (T × Cc), h ∈ G0}.

Considérons le revêtement :

Ẏ = {(hM0, g) ∈ G0/M0 × G; h−1gh ∈ M reg ∩ (T × Cc)}
π

""

(hM0, g)
!

""

Y g

Parce que L(sT ) × L(r′, r′′) est M0-équivariant, de ce système local se déduit un
système local sur Ẏ , noté de la même façon. Son image π!(L(sT ) × L(r′, r′′)) est un
système local sur Y , que l’on translate en un complexe π!(L(sT )×L(r′, r′′))[dim(Y )].
Le prolongement d’intersection de ce complexe est un faisceau pervers, noté
K(T ; sT ; r′, r′′), porté par l’adhérence de Y . Des Frobenius que l’on a fixés sur
L(sT ) et L(r′, r′′) se déduit un Frobenius sur K(T ; sT ; r′, r′′).

La fonction trace(K(T ; sT ; r′, r′′)) sur G est invariante par conjugaison par G0.
Elle l’est même par G s’il existe g ∈ G ! G0 tel que gMg−1 = M , Ad(g)∗(L(sT ) ×
L(r′, r′′)) = L(sT )×L(r′, r′′) et cet isomorphisme respecte les Frobenius. Cette condi-
tion est vérifiée si nc )= 0. Fixons un élément γ ∈ G ! G0. On définit une fonction
invariante par G :

k(T ; sT ; r′, r′′) =






trace(K(T ; sT ; r′, r′′)), si nc )= 0,

trace(K(T ; sT ; r′, r′′))
+ trace(K(T ; sT ; r′, r′′)) ◦ Ad(γ), si nc = 0.

Posons :

W (T ; sT ; r′, r′′) =
{
g ∈ G; gMg−1 = M ,

Ad(g)∗(L(sT ) × L(r′, r′′)) = L(sT ) × L(r′, r′′)
}/

M.

Alors :

(1) (k(T ; sT ; r′, r′′), k(T ; sT ; r′, r′′)) =

{
|W (T ; sT ; r′, r′′)|/2, si nc )= 0,

|W (T ; sT ; r′, r′′)|, si nc = 0.

Soient M̃ , T̃ , s̃T̃ , r̃′, r̃′′ des données analogues à M , T , sT , r′, r′′. Supposons qu’il
n’existe pas de g ∈ G tel que

gMg−1 = M̃ et Ad(g)∗(L(s̃T̃ ) × L(r̃′, r̃′′)) = L(sT ) × L(r′, r′′))

(on ne tient pas compte ici des Frobenius). Alors :

(2) (k(T ; sT ; r′, r′′), k(T̃ ; s̃T̃ ; r̃′, r̃′′)) = 0.
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Ces propriétés sont démontrées dans [L5] corollaire 9.9 dans le cadre des groupes
connexes, mais la même démonstration s’applique ici. Le 1/2 de la formule (1) vient
de la normalisation du produit scalaire, qui est pour nous relatif au groupe G et non
pas G0.

Prolongeons L(sT ) × L(r′, r′′) à M par 0 hors de T × Cc. On a la relation :

(3) supposons q > 2n ; alors k(T ; sT ; r′, r′′) = (−1)nRG
M (trace(L(sT ) × L(r′, r′′))).

Cette propriété est démontrée en [L8], proposition 9.2, dans le cadre des groupes
connexes, pour q assez grand. Un examen attentif de la preuve montre que la même
démonstration s’applique ici, et vaut pour q > 2n. Le signe intervenant dans la formule
de Lusztig est (−1)dim(T×Cc). On calcule dim(T × Cc) ≡ n mod 2Z.

3.3. Soient n un entier > 0, η ∈ {±1}, posons V = Vη(2n), G = Oη(2n). Donnons-
nous de plus des entiers N1, N2 ∈ N, h1, h2 ∈ Z, tels que n = N1 + N2 + h2

1 + h2
2.

Posons nc = h2
1 + h2

2. Soient w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 . Dans le cas où nc = 0, on
impose provisoirement l’égalité sgnCD(w1) sgnCD(w2) = η. Fixons une décomposition
orthogonale :

V = V1 ⊕ V2 ⊕ Vc

telle que, pour j ∈ {1, 2}, on ait dim(Vj) = 2Nj, η(Vj) = sgnCD(wj). Pour un tel j,
fixons un sous-tore maximal T wj ⊆ O(Vj), défini sur Fq et paramétré par wj (cf. 1.7).
Posons ηc = η(Vc) = sgnCD(w1) sgnCD(w2)η, Gc = O(Vc) * Oηc(2nc),

r′ = h1 + h2, r′′ = h1 − h2,

T = T w1 × T w2 , M = T × Gc. Notons 1Tw1
l’élément neutre de T̂ w1 . Le tore dual

T̂ w2 se plonge naturellement dans Ô(V2). Notons ζTw2
l’élément de T̂ w2 dont l’image

dans Ô(V2) est l’élément central −1 de ce groupe. Posons sT = 1Tw1
× ζTw2

∈ T̂ .
En appliquant la construction de 3.2 à M , T , sT , r′, r′′, on construit un complexe
K(T ; sT ; r′, r′′) sur G et une fonction k(T ; sT ; r′, r′′) sur G. Nous noterons ces objets
respectivement K(w1, w2; r′, r′′) et kη(w1, w2; r′, r′′).

Dans le cas où nc = 0, on a imposé l’égalité sgnCD(w1) sgnCD(w2) = η. On lève
cette condition en posant kη(w1, w2; 0, 0) = 0 si elle n’est pas vérifiée.

Pour j ∈ {1, 2}, posons :

ej =

{
0, si hj ! 0,

1, si hj < 0.

Soient maintenant ρj ∈ Irr(WNj ), pour j ∈ {1, 2}. Notons Λj l’élément de
S̃Nj+h2

j ,pair correspondant au couple (hj , ρj) (cf. 2.2). On définit la fonction sur G :

(1) kη(Λ1, Λ2) = (−1)n|WN1 |−1|WN2 |−1

∑

(w1,w2)∈WN1×WN2

sgnCD(w1)e1 trace(ρ1)(w1) sgnCD(w2)e2 trace(ρ2)(w2)kη(w1, w2; r′, r′′).
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3.4. On conserve les notations du paragraphe précédent. Supposons d’abord nc > 0.
La fonction kη(Λ1, Λ2) est la fonction trace d’un faisceau-caractère au sens de Lusztig.
Pour voir cela, posons N = N1+N2 et fixons un sous-ensemble {vi; i ∈ {±1, . . . ,±N}}
de V tel que, pour tous i, j :

Q(vi, vj) =

{
0, si i )= −j,

−2, si i = −j.

Prenons pour V1, resp. V2, le sous-espace de V engendré par les vi, pour i ∈
{±1, . . . ,±N1}, resp. {±(N1 + 1), . . . ,±N}, et pour Vc l’orthogonal de V1 ⊕ V2. Pour
j ∈ {1, 2}, notons T j le sous-tore maximal de O(Vj) qui stabilise toutes les droites
Fqvi, pour vi ∈ Vj . Par la même construction qu’en 3.3 (c’est le cas w1 = 1, w2 = 1),
on construit un complexe K = K(T 1×T 2; 1T1 ×ζT2 ; r′, r′′) sur G. Remarquons qu’ici,
le groupe M = T × Gc est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique de
G défini sur Fq.

Comme en 3.1, fixons x ∈ Cc. Notons Ṫ le sous-ensemble des t ∈ T tels que
l’élément t−1F (t)x de T × Cc appartienne à M reg. Considérons le fibré :

(1)
G0/(T × ZG0

c
(x)0) × Ṫ × Q$

""

(g(T × ZG0
c
(x)0), t, µ)

!

""

Y g(t−1F (t)x)g−1

Le groupe (ZG0
c
(x)/ZG0

c
(x)0) × T agit sur ce fibré :

– ZG0
c
(x)/ZG0

c
(x)0 agit sur G0/(T ×ZG0

c
(x)0) par multiplication à droite, trivia-

lement sur Ṫ , par le caractère ε sur Q$ ;
– T agit trivialement sur G0/(T × ZG0

c
(x)0), par multiplication sur Ṫ ;

– T1 agit trivialement sur Q$, T2 y agit par le caractère associé à ζT2 ∈ T̂ 2.

Le système local π!(L(sT ) × L(r′, r′′)) de 3.2 n’est autre que le quotient du fibré
ci-dessus par l’action du groupe (ZG0

c
(x)/ZG0

c
(x)0) × T .

Fixons une décomposition orthogonale :

(2) Vc = (⊕i∈I′V ′
i ) ⊕ (⊕i∈I′′V ′′

i ),

(les notations sont celles de 3.1), telle que, pour tout i ∈ I ′, resp. i ∈ I ′′, V ′
i , resp. V ′′

i ,
soit stable par x = su, s y agisse par multiplication par 1, resp. −1, et u n’y ait qu’un
seul bloc de Jordan, de longueur i. Fixons i1 tel que, ou bien i1 ∈ I ′ et ε′i1 = e1, ou
bien i1 ∈ I ′′ et ε′′i1 = e1. Un tel i1 existe. Soit w ∈ WN1 . On relève w en un élément
de G0, encore noté w, de la façon suivante. Pour i ∈ {±1, . . . ,±N1}, wvi = vwi. Pour
i ∈ {±(N1 + 1), . . . ,±N}, wvi = vi. Si sgnCD(w) = 1, w agit trivialement sur Vc. Si
sgnCD(w) = −1, w agit par multiplication par −1 sur V ′

i1 ou V ′′
i1 , selon que i1 ∈ I ′ ou

i1 ∈ I ′′, et agit trivialement sur les autres termes de la décomposition (2). On relève
de façon similaire les éléments de WN2 . On obtient ainsi un homomorphisme injectif
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WN1 × WN2 → G. Soit w ∈ WN1 × WN2 . Il agit sur le fibré (1) par :

(g(T × ZG0
c
(x)0), t, µ) /−→ (gw−1(T × ZG0

c
(x)0), wtw−1, µ).

Cette action se quotiente, par l’action du groupe (ZG0
c
(x)/ZG0

c
(x)0) × T , en un au-

tomorphisme du système local π!(L(sT ) × L(r′, r′′)). On obtient une application de
WN1 × WN2 dans le groupe d’automorphismes de ce système local. Cette applica-
tion est un isomorphisme de groupes. D’après l’une des propriétés fondamentales du
prolongement d’intersection, WN1 ×WN2 s’identifie du même coup à un groupe d’au-
tomorphismes du faisceau pervers K, qui engendre l’algèbre des endomorphismes de
ce faisceau. Notons E l’espace de la représentation ρ1 × ρ2 de WN1 ×WN2. On définit
le faisceau pervers :

A(ρ1, ρ2) = HomWN1×WN2
(E, K).

Il est irréductible, cf. [L5] 10.4. On le munit du Frobenius déduit de celui que l’on a
défini sur K. En utilisant [L5] 10.4.4 et en explicitant tous les termes de cette formule,
on vérifie l’égalité :

(3) kη(Λ1, Λ2) = (−1)n trace(A(ρ1, ρ2)).

Supposons maintenant nc = 0 et η = 1. La construction se complique, le
groupe d’automorphismes intervenant étant cette fois isomorphe au sous-groupe
(WN1 × WN2)D des (w1, w2) ∈ WN1 × WN2 tels que sgnCD(w1) sgnCD(w2) = 1.
Comme ci-dessus, toute représentation irréductible ρ de ce groupe donne naissance à
un faisceau pervers irréductible A(ρ), muni d’un Frobenius, qui est G0-équivariant.
On a alors :

k+(Λ1, Λ2) = (−1)n
∑

ρ

trace(A(ρ)),

où ρ parcourt les composantes irréductibles de la restriction de ρ1×ρ2 à (WN1×WN2)D.
Considérons enfin le cas où nc = 0 et η = −1. On ne peut plus choisir les éléments vi

dans V . On les prend dans V ⊗Fq Fq, en supposant que le Frobenius de cet espace fixe vi

pour i ∈ {±1, . . . ,±(N − 1)} et échange vN et v−N . On construit le complexe K. Son
groupe d’automorphismes est (WN1 ×WN2)D. Mais le Frobenius F de K ne commute
plus à l’action de ce groupe : pour w ∈ (WN1 ×WN2)D, on a FwF−1 = wF wwF , où :

wF =

{
(1, sN2) ∈ WN1 × WN2 , si N2 )= 0,

sN1 ∈ WN1 , si N2 = 0.

Si la restriction de ρ1×ρ2 à (WN1×WN2)D est réductible, on a k−(Λ1, Λ2) = 0 d’après
la définition de cette fonction. Supposons cette restriction irréductible. On pose :

A(ρ1, ρ2) = Hom(WN1×WN2)D (E, K).

C’est encore un faisceau pervers irréductible. On le munit du Frobenius tel que :

F (a) = F ◦ a ◦ (ρ1 × ρ2)(wF )−1
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pour tout a ∈ A(ρ1, ρ2). On a alors l’égalité :

k−(Λ1, Λ2) = (−1)n trace(A(ρ1, ρ2)).

3.5. Dans les constructions précédentes, considérons le cas particulier où N1 = n−1,
N2 = 0, h1 = 1, h2 = 0 et ρ1 est la représentation triviale de Wn−1 (ρ2 est aussi bien
sûr la représentation triviale de W0). Autrement dit, Λ2 = Λ(∅) et Λ1 = 1−(n),
cf. 2.4. Pour toute variété X, notons Q$|X le fibré trivial sur X. Le fibré 3.4 (1)
admet pour quotient Q$|Y par l’application :

G0/(T × ZG0
c
(x)0) × Ṫ × Q$ −→ Y × Q$

(g(T × ZG0
c
(x)0), t, µ) /−→ (g(t−1F (t)x)g−1, µ)

Munissons le fibré trivial du Frobenius évident et des actions triviales de

(ZG0
c
(x)/ZG0

c
(x)0) × T et Wn−1.

L’application ci-dessus est équivariante pour toutes ces actions. En se reportant aux
définitions, et en tenant compte des décalages qu’on y a introduits, on voit que le
complexe Q$|Y [dim(Y )] est quotient de la restriction de A(ρ1, ρ2) à Y . Mais Y est
ici un ouvert dense de G ! G0 et A(ρ1, ρ2) est irréductible. Donc A(ρ1, ρ2) est iso-
morphe au complexe Q$|G!G0 [dim(G)]. Cet isomorphisme est compatible aux actions
de Frobenius. De 3.4 (3) résulte l’égalité suivante, pour tout g ∈ G :

kη(1−(n), Λ(∅))(g) =

{
0, si det(g) = 1,

1, si det(g) = −1.

Considérons maintenant le cas particulier où N1 = n, N2 = 0, h1 = h2 = 0 et ρ1

est la représentation triviale de Wn. Autrement dit, Λ2 = Λ(∅) et Λ1 = 1+(n). Un
raisonnement analogue montre que, pour tout g ∈ G :

kη(1+(n), Λ(∅))(g) =

{
1, si det(g) = 1,

0, si det(g) = −1.

3.6. Soit n un entier ! 1. Pour η ∈ {±1}, on a défini l’espace C(Oη(2n)) des fonctions
sur Oη(2n) invariantes par conjugaison. C’est une algèbre pour la multiplication point
par point : f1f2(g) = f1(g)f2(g). En particulier, on peut multiplier par les fonctions
det ou sp. On définit de plus les automorphismes f /→ f− et f /→ f c par :

f−(g) = f(−g), f c(g) = f(hgh−1),

pour tout g ∈ Oη(2n), où h est un élément de COη(2n) tel que ζ ◦ λ(h) = −1
(la définition ne dépend pas du choix de h).

Posons :
C(O(2n)) = C(O+(2n)) ⊕ C(O−(2n)).
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Remarquons que l’on peut considérer cet espace comme un espace de fonctions sur
l’union disjointe O+(2n)∪O−(2n). En particulier, on peut évaluer un élément de cet
espace en un point de O+(2n) ou O−(2n).

Munissons cet espace du produit hermitien somme orthogonale des produits sur
chaque facteur. Des actions définies ci-dessus sur chaque facteur se déduisent des
actions sur leur somme. Par exemple, pour f = f+ ⊕ f− ∈ C(O(2n)), on pose det f =
(det f+) ⊕ (det f−). On note 1 ⊕−1 l’automorphisme :

f+ ⊕ f− /−→ f+ ⊕ (−f−).

Posons :
S̃S̃n,pair =

⋃
(S̃n1,pair × S̃n2,pair),

union sur les (n1, n2) ∈ N × N tels que n1 + n2 = n. Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. Pour
η ∈ {±1}, on a défini en 3.3 la fonction kη(Λ1, Λ2) ∈ C(Oη(2n)). On pose :

k(Λ1, Λ2) = k+(Λ1, Λ2) ⊕ k−(Λ1, Λ2) ∈ C(O(2n)).

Proposition. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (Λ1, Λ2)∈S̃S̃n,pair.

(i) (k(Λ1, Λ2), k(Λ1, Λ2)) = 1.
(ii) Pour tout (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃S̃n,pair tel que (Λ′

1, Λ′
2) )= (Λ1, Λ2), on a

(k(Λ′
1, Λ

′
2), k(Λ1, Λ2)) = 0.

(iii) det k(Λ1, Λ2) = (−1)(d̃ef(Λ1)+d̃ef(Λ2))/2k(Λ1, Λ2).
(iv) sp k(Λ1, Λ2) = k(Λ2, Λ1).
(v) k(Λ1, Λ2)c = (−1)d̃ef(Λ2)/2k(Λ1, Λ2).
(vi) k(Λ1, Λ2)− = ζ(−1)rg(Λ2)k(Λ1, σΛ2).
(vii) (1 ⊕−1)k(Λ1, Λ2) = k(σΛ1, σΛ2).

Démonstration. — Les propriétés (iii) à (vii) résultent d’un dévissage des définitions.
Démontrons seulement (iv) et (vi), et laissons les autres au lecteur. On fixe η ∈ {±1},
on pose G = Oη(2n).

Il existe un système local Lsp sur G, muni d’un Frobenius, dont sp est la fonction
trace. En effet, notons G0

sc le revêtement simplement connexe de G0, fixons γ ∈
G ! G0 tel que γ2 = 1 et sp(γ) = 1. L’automorphisme Ad(γ) de G0 se relève en un
automorphisme involutif de G0

sc. Formons le produit semi-direct Gsc de {1, γ} et G0
sc.

Alors Lsp est le quotient du fibré évident :

Gsc × Q$9
G

par l’action du groupe {±1} agissant sur Q$ par le caractère non trivial et sur Gsc par
multiplication, via l’identification de {±1} avec le noyau de la projection Gsc → G.
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Revenons à la définition de la fonction kη(Λ1, Λ2) donnée en 3.3, dont on reprend
les notations. Soit (w1, w2) ∈ WN1 × WN2 , avec sgnCD(w1) sgnCD(w2) = η dans le
cas où h1 = h2 = 0. Le complexe K(w1, w2; r′, r′′) est induit à partir d’un système
local L(1Tw1

) × L(ζTw2
) × L(r′, r′′) d’un Lévi M = T w1 × T w2 × Gc. Alors Lsp ⊗

K(w1, w2; r′, r′′) est induit à partir du système local Lsp |M ⊗ (L(1Tw1
) × L(ζTw2

) ×
L(r′, r′′)), avec une notation évidente.

Soit j ∈ {1, 2}. On vérifie que Lsp |T wj
= L(ζTwj

). Donc Lsp |T w1
⊗ L(1Tw1

) =
L(ζTw1

) et Lsp |T w2
⊗L(ζTw2

) = L(1Tw2
). Autrement dit, tensoriser par Lsp revient à

échanger les rôles de T w1 et T w2 ou, ce qui revient au même, de w1 et w2.
Pour calculer Lsp |Gc

⊗L(r′, r′′), on calcule sa fonction trace. Elle est portée par la
même variété Cc que trace(L(r′, r′′)). Soit x = su ∈ Cc comme en 3.1. Grâce à 1.6(1)
et 1.6(2), on a les égalités :

trace(Lsp |Gc
)(x) = sp(s) = η′′ζ(−1)[r

′′2/2] = ζ(−1)[|r
′′|/2]+[r′′2/2]

∏

i∈I′′

ηu′′(i).

Or [r′′2/2] ∈ 2Z et :

[|r′′|/2] ≡
∑

i∈I′′

(i − 1)/2 mod 2Z.

D’où :

trace(Lsp |Gc
)(x) =

∏

i∈I′′

(ζ(−1)(i−1)/2ηu′′(i)).

En examinant l’égalité 3.1(1), on voit que multiplier trace(L(r′, r′′)) par trace(Lsp |Gc
)

revient à changer l’élément ε′′ = (ε′′i )i∈I′′ en (1 − ε′′i )i∈I′′ , ou encore r′′ en −r′′.
Autrement dit Lsp |Gc

⊗ L(r′, r′′) = L(r′,−r′′).
On obtient Lsp ⊗K(w1, w2; r′, r′′) = K(w2, w1; r′,−r′′). Grâce à ce résultat, l’éga-

lité 3.3(1) entrâıne :

spkη(Λ1, Λ2) = (−1)n|WN1 |−1|WN2 |−1
∑

(w1,w2)∈WN1×WN2

sgnCD(w1)e1 trace(ρ1)(w1)

sgnCD(w2)e2 trace(ρ2)(w2)kη(w2, w1; r′,−r′′).

Les couples (r′,−r′′) et (e2, e1) sont associés à (h2, h1) comme (r′, r′′) et (e1, e2)
ont été associés à (h1, h2). Le membre de droite de l’égalité ci-dessus est égal à celui
de l’égalité 3.3(1) relative au couple des symboles associés à (h2, ρ2) et (h1, ρ1). Ce
couple est (Λ2, Λ1) et le (iv) de l’énoncé s’ensuit.

Démontrons (vi). Là encore, on est ramené, pour w1, w2 fixés, à calculer
trace(L(1Tw1

) × L(ζTw2
) × L(r′, r′′))(−m), pour m ∈ M (avec les notations ci-

dessus). Pour tout t ∈ Tw1 , on a les égalités :

trace(L(1Tw1
))(−t) = trace(L(1Tw1

))(t) = 1.
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Grâce à 1.6(1), pour tout t ∈ Tw2 , on a les égalités :

trace(L(ζTw2
))(−t) = sp|Tw2

(−1) trace(L(ζTw2
))(t)

= sgnCD(w2)ζ(−1)N2 trace(L(ζTw2
))(t).

La fonction sur Gc : g /→ trace(L(r′, r′′))(−g) est portée par −Cc. L’orbite −Cc

est celle associée en 3.1 au couple (r̃′, r̃′′) = (r′′, r′). Soit x = su ∈ −Cc, notons
Ĩ ′, Ĩ ′′, ηũ′ , ηũ′′ ses données associées, et notons I ′, I ′′, ηu′ , ηu′′ les données associées à
−x. On a Ĩ ′ = I ′′, Ĩ ′′ = I ′, ηũ′ = ηu′′ , ηũ′′ = ηu′ . Les nombres trace(L(r̃′, r̃′′))(x) et
trace(L(r′, r′′))(−x) sont calculés par 3.1(1). En comparant les deux expressions, on
obtient :

trace(L(r′, r′′))(−x) = ζ(−1)a trace(L(r′′, r′))(x),

où a = (
∑

i∈I′ ε′i) + (
∑

i∈I′′ ε′′i ). On calcule a ≡ r′ − r′′ ≡ h2 ≡ h2
2 mod 2Z.

On obtient l’égalité :

trace(L(1Tw1
) × L(ζTw2

) × L(r′, r′′))(−m)

= sgnCD(w2)ζ(−1)N2+h2
2 trace(L(1Tw1

) × L(ζTw2
) × L(r′′, r′))(m),

pour tout m ∈ M . Remarquons que N2 + h2
2 = rg(Λ2). On en déduit :

kη(w1, w2; r′, r′′)− = sgnCD(w2)ζ(−1)rg(Λ2)kη(w1, w2; r′′, r′).

En utilisant 3.3(1), on obtient :

ζ(−1)rg(Λ2)kη(Λ1, Λ2)− = (−1)n|WN1 |−1|WN2 |−1
∑

(w1,w2)∈WN1×WN2

sgnCD(w1)e1

trace(ρ1)(w1) sgnCD(w2)e2+1 trace(ρ2)(w2)kη(w2, w1; r′′, r′).

Le couple (r′′, r′) est associé à (h1,−h2) comme (r′, r′′) a été associé à (h1, h2). Si
h2 )= 0, (e1, e2 + 1) est le couple associé à (h1,−h2) comme (e1, e2) a été associé à
(h1, h2). Si h2 = 0, on a e2 = 0 et, bien sûr, (e1, e2) est associé à (h1,−h2) comme
à (h1, h2). Dans les deux cas, le membre de droite de l’égalité ci-dessus est égal à
kη(Λ′

1, Λ′
2), où Λ′

1 est le symbole associé à (h1, ρ1) et Λ′
2 est celui associé à (−h2, ρ2)

si h2 )= 0, à (0, ρ2 ⊗ sgnCD) si h2 = 0. Or Λ′
1 = Λ1, Λ′

2 = σΛ2, ce qui démontre (vi).
Supposons (h1, h2) )= (0, 0). À partir des égalités 3.2(1), 3.2(2), 3.3(1), un calcul

standard prouve que :
(kη(Λ1, Λ2), kη(Λ1, Λ2)) = 1/2,

et, pour (Λ′
1, Λ′

2) ∈ S̃S̃n,pair, différent de (Λ1, Λ2) et (σΛ1, σΛ2),

(kη(Λ1, Λ2), kη(Λ′
1, Λ

′
2)) = 0.

D’où le (i) de l’énoncé et aussi le (ii), pourvu que (Λ′
1, Λ′

2) soit différent de (σΛ1, σΛ2).
D’après (vii), on a :

k(σΛ1, σΛ2) = k+(Λ1, Λ2) ⊕−k−(Λ1, Λ2).
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D’où encore (ii) pour (Λ′
1, Λ′

2) = (σΛ1, σΛ2). Si (h1, h2) = (0, 0), le calcul se complique
un peu. On obtient les mêmes résultats que ci-dessus, sauf si (Λ1, Λ2) = (σΛ1, σΛ2).
Dans ce cas :

(k+(Λ1, Λ2), k+(Λ1, Λ2)) = 1, k−(Λ1, Λ2) = 0.

On laisse les détails au lecteur.
Il est utile de considérer aussi le cas n = 0. On pose par convention

O+(0) = {1}, O−(0) = ∅, C(O(0)) = C(O+(0)) = C, C(O−(0)) = {0},
k(Λ(∅), Λ(∅)) = k+(Λ(∅), Λ(∅)) = 1, k−(Λ(∅), Λ(∅)) = 0.

3.7. Dans les paragraphes précédents, on a construit des fonctions sur des groupes
orthogonaux pairs. Des constructions analogues valent pour les groupes spéciaux or-
thogonaux impairs et les groupes symplectiques. On les décrit brièvement dans les
paragraphes suivants.

Soient n, r′ ∈ N, r′′ ∈ Z tels que r′ est impair, r′′ est pair et r′2 + r′′2 = 2n + 1.
Posons G = SO(2n + 1), η = η(V (2n + 1)). On fixe x = su ∈ G tel que s ait r′2

valeurs propres 1 et r′′2 valeurs propres −1 et, en décomposant u = u′u′′ (cf. 3.1), on
ait :

λ(u′) = (2r′ − 1, 2r′ − 3, . . . , 3, 1), λ(u′′) = (2|r′′|− 1, 2|r′′|− 3, . . . , 3, 1).

On pose I ′ = Jordbp(u′), I ′′ = Jordbp(u′′). On définit ε′ = (ε′i)i∈I′ ∈ (Z/2Z)I′
et

ε′′ = (ε′′i )i∈I′′ ∈ (Z/2Z)I′′
par :

ε′i ≡ (i − 1)/2 mod 2Z pour tout i ∈ I ′,

ε′′i ≡
{

(i + 1)/2 mod 2Z, si r′′ ! 0,

(i − 1)/2 mod 2Z, si r′′ < 0,
pour tout i ∈ I ′′.

Alors ε = (ε′, ε′′) définit un caractère du groupe ZG(x)/ZG(x)0. On lui associe
comme en 3.1 un système local L(r′, r′′) sur l’orbite de x. On munit ce système local
du Frobenius tel que :

trace(L(r′, r′′))(x) = η(r′+r′′−1)/2qδ(r′,r′′)/2
(∏

i∈I′

(ζ(−1)(i−1)/2ηu′(i))ε′
i

)

( ∏

i∈I′′

(ζ(−1)(i−1)/2ηu′′(i))ε′′
i

)
,

où δ(r′, r′′) = (r′3 − r′ + |r′′3 − r′′|)/3.

3.8. Soient n, N1, N2, h1, h2 ∈ N tels que n = N1 + N2 + h2
1 + h1 + h2

2 + h2. On
associe à (h1, h2) un couple (r′, r′′) ainsi. Le nombre r′ est l’unique élément impair de
{h1 + h2 + 1, |h1 − h2|}. Notons-en R′′ l’élément pair. On pose :

r′′ =

{
R′′, si h1 ! h2,

−R′′, si h1 < h2.
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Soient w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 . Comme en 3.3, on associe à ces données un complexe
K(w1, w2; r′, r′′) sur SO(2n + 1) muni d’un Frobenius. On note k(w1, w2; r′, r′′) sa
fonction trace associée.

Soient maintenant ρj ∈ Irr(WNj ) pour j ∈ {1, 2}. On note Λj l’élément de
SNj+hj+h2

j ,imp correspondant à (hj , ρj), cf. 2.2. On pose :

k(Λ1, Λ2) = (−1)n
∑

(w1,w2)∈WN1×WN2

sgnCD(w1)h1 trace(ρ1)(w1)

sgnCD(w2)h2 trace(ρ2)(w2)k(w1, w2; r′, r′′).

Posons :
SSn,imp =

⋃
(Sn1,imp × Sn2,imp),

union sur les (n1, n2) ∈ N×N tels que n1+n2 = n. On vient de définir une application :

SSn,imp −→ C(SO(2n + 1))

(Λ1, Λ2) /−→ k(Λ1, Λ2).

Proposition. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (Λ1, Λ2)∈SSn,imp.
(i) (k(Λ1, Λ2), k(Λ1, Λ2)) = 1.
(ii) Pour tout (Λ′

1, Λ′
2) ∈ SSn,imp, différent de (Λ1, Λ2), on a

(k(Λ1, Λ2), k(Λ′
1, Λ

′
2)) = 0.

(iii) spk(Λ1, Λ2) = k(Λ2, Λ1).

3.9. Pour traiter le cas des groupes symplectiques, on doit fixer une fois pour toutes
une racine carrée de ζ(−1)q, que l’on note (ζ(−1)q)1/2.

Soient n, r′, r′′ ∈ N tels que r′2 + r′ + r′′2 + r′′ = 2n. Posons G = Sp(2n). On fixe
x = su ∈ G tel que s ait r′2 + r′ valeurs propres 1 et r′′2 + r′′ valeurs propres −1 et,
en décomposant u = u′u′′, on ait :

λ(u′) = (2r′, 2r′ − 2, . . . , 2), λ(u′′) = (2r′′, 2r′′ − 2, . . . , 2).

On pose I ′ = Jordbp(u′), I ′′ = Jordbp(u′′). On définit ε′ = (ε′i)i∈I′ ∈ (Z/2Z)I′
et

ε′′ = (ε′′i )i∈I′′ ∈ (Z/2Z)I′′
par :

ε′i ≡ i/2 mod 2Z pour tout i ∈ I ′,

ε′′i ≡ i/2 mod 2Z pour tout i ∈ I ′′.

Alors ε = (ε′, ε′′) définit un caractère du groupe ZG(x)/ZG(x)0. On lui associe un
système local L(r′, r′′) sur l’orbite de x, muni du Frobenius tel que :

trace(L(r′, r′′))(x) = (ζ(−1)q)δ(r′,r′′)/2
(∏

i∈I′

(−ζ(−1)ηu′(i))ε′
i

)( ∏

i∈I′′

(−ηu′′(i))ε′′
i

)

où :
δ(r′, r′′) = (r′(2r′ + 1)(r′ + 1) + r′′(2r′′ + 1)(r′′ + 1)) /6.
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Remarquons que δ(r′, r′′) est entier mais pas toujours pair.

3.10. Soient n, N1, N2, h1 ∈ N et h2 ∈ Z tels que n = N1 + N2 + h2
1 + h1 + h2

2. On
associe à (h1, h2) un couple (r′, r′′) en posant :

r′ = sup(h1 − (−1)h1h2, (−1)h1h2 − h1 − 1),

r′′ = sup(h1 + (−1)h1h2, (−1)h1+1h2 − h1 − 1).

Soient w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 . Comme en 3.3, on associe à ces données un complexe
K(w1, w2; r′, r′′) sur Sp(2n), muni d’un Frobenius. On note k(w1, w2; r′, r′′) sa fonc-
tion trace. Soient maintenant ρj ∈ Irr(WNj ) pour j ∈ {1, 2}. On note Λ1 l’élément de
SN1+h1+h2

1,imp correspondant à (h1, ρ1) et Λ2 l’élément de S̃N2+h2
2,pair correspondant

à (h2, ρ2). On pose :

e2 =

{
0, si h2 ! 0
1, si h2 < 0,

et :

k(Λ1, Λ2) = (−1)n|WN1 |−1|WN2 |−1
∑

w1∈WN1 ,w2∈WN2

sgnCD(w1)h1+h2 trace(ρ1)(w1)

sgnCD(w2)h2+e2+1 trace(ρ2)(w2)k(w1, w2; r′, r′′).

Posons :
SS̃n,mix =

⋃
(Sn1,imp × S̃n2,pair),

union sur les (n1, n2) ∈ N×N tels que n1+n2 = n. On vient de définir une application :

SS̃n,mix −→ C(Sp(2n))

(Λ1, Λ2) /−→ k(Λ1, Λ2).

On définit comme en 3.6 les automorphismes f /→ f− et f /→ f c de C(Sp(2n)).

Proposition. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (Λ1, Λ2)∈SS̃n,mix.
(i) (k(Λ1, Λ2), k(Λ1, Λ2)) = 1.
(ii) Pour tout (Λ′

1, Λ′
2) ∈ SS̃n,mix, différent de (Λ1, Λ2), on a

((k(Λ1, Λ2), k(Λ′
1, Λ

′
2)) = 0.

(iii) k(Λ1, Λ2)c = (−1)d̃ef(Λ2)/2k(Λ1, Λ2).
(iv) k(Λ1, Λ2)− = ζ(−1)rg(Λ2)k(Λ1, σΛ2).
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CHAPITRE 4

REPRÉSENTATIONS QUADRATIQUES-UNIPOTENTES

On définit et on paramètre par des symboles les représentations irréductibles
quadratiques-unipotentes des groupes classiques. On commence par décrire les al-
gèbres d’entrelacement des représentations induites de représentations cuspidales. On
paramètre les représentations irréductibles quadratiques-unipotentes cuspidales, en
utilisant les résultats de Lusztig. Puis, on décompose les représentations induites de
ces cuspidales.

4.1. Soient n un entier > 0, η ∈ {±1}, posons V = Vη(2n), Q = Qη(2n). Supposons
donnés un entier N ∈ N et un sous-ensemble {vi; i ∈ {±1, . . . ,±N}} de V tel que,
pour tous i, j ∈ {±1, . . . ,±N}, on ait :

Q(vi, vj) =

{
0, si i )= −j,

−2, si i = −j.

On note V0 le sous-espace de V orthogonal à tous ces vecteurs. Si V0 )= {0}, on fixe
un élément x0 ∈ O(V0) tel que det(x0) = −1, sp(x0) = 1 et x2

0 = 1.
Soit w ∈ WN . On note encore w l’élément de O(V ) tel que :
– wvi = vwi, pour tout i ∈ {±1, . . . ,±N},

– si V0 )= {0}, w|V0 =

{
1, si sgnCD(w) = 1,

x0, si sgnCD(w) = −1.

On a ainsi défini un homomorphisme injectif de groupes de WN dans O(V ) et même
dans SO(V ) quand V0 )= {0}. Remarquons que sp(w) = 1 pour tout w ∈ WN .

Soit G l’un des groupes O(V ), resp. SO(V ), CO(V )0, CO(V ). Si V0 )= {0}, on
note G0 le groupe O(V0), resp. SO(V0), CO(V0)0, CO(V0). Si V0 = {0}, on pose
G0 = {1}, resp. {1}, Gm, Gm. Notons :

– P le sous-groupe des éléments de G qui stabilisent le drapeau de sous-espaces
isotropes :

{0} ⊂ Fqv1 ⊂ Fqv1 ⊕ Fqv2 ⊂ · · · ⊂ Fqv1 ⊕ · · ·⊕ FqvN ;
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– M le sous-groupe des éléments de P qui conservent la droite Fqvi pour tout
i ∈ {±1, . . . ,±N}.

Considérons l’application :

M −→ GN
m × G0

m /−→ (t1, . . . , tN , g0)

définie par :

mvi = tivi, pour tout i ∈ {1, . . . , N},
m|V0 = g0, si V0 )= {0},
λ(m) = g0, si V0 = {0}.

Cette application est un isomorphisme.
Soient N1, N2 ∈ N tels que N = N1+N2 et (π0, E0) une représentation irréductible

et cuspidale de G0. On note 1N1 × ζN2 × π0 la représentation de M dans E0 :

(1N1 × ζN2 × π0)(t1, . . . , tN , g0) =
( ∏

i=N1+1,...,N

ζ(ti))π0(g0

)
.

Notons (π, E) la représentation de G, induite de P à G de la représentation 1N1 ×
ζN2 × π0 de M . Notons Norm(M, 1N1 × ζN2 × π0) le sous-groupe des g ∈ G tels que
gMg−1 = M et (1N1 × ζN2 × π0) ◦ Ad(g) * 1N1 × ζN2 × π0. À la décomposition
N = N1 + N2 est associé un plongement WN1 × WN2 → WN , d’où un plongement
WN1 ×WN2 → G. Notons W = (WN1 ×WN2)∩Norm(M, 1N1 × ζN2 × π0). Ce groupe
dépend de G et π0, mais contient toujours WD

N1
× WD

N2
. Sa détermination exacte

résulte des deux relations suivantes (cf. 1.7 pour les notations) :

(1)

(1N1 × ζN2 × π0) ◦ Ad(sN1 , 1) =

{
1N1 × ζN2 × (π0 ◦ Ad(x0)), si V0 )= {0},
1N1 × ζN2 × π0, si V0 = {0};

(1N1 × ζN2 × π0) ◦ Ad(1, sN2) =






1N1 × ζN2 × ((ζ ◦ λ) ⊗ (π0 ◦ Ad(x0))),
si V0 )= {0},

1N1 × ζN2 × (ζ ⊗ π0), si V0 = {0}.

Soit w ∈ W . Fixons un automorphisme Aw de E0 tel que :

Aw ◦ (1N1 × ζN2 × π0)(m) = (1N1 × ζN2 × π0)(wmw−1) ◦ Aw

pour tout m ∈ M . On définit l’opérateur d’entrelacement T ′(w) ∈ EndG(E) :

(T ′(w)f)(g) =
∑

u∈(wUw−1∩U)\U

Awf(w−1ug)

pour tous f ∈ E, g ∈ G, où U est le radical unipotent de P . La droite de EndG(E)
portée par T ′(w) ne dépend pas des choix effectués. L’algèbre engendrée par les T ′(w),
pour w ∈ W , est l’algèbre d’entrelacement de la représentation π.
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4.2. On conserve les données précédentes, on suppose G = O(V ). Alors W = WN1 ×
WN2 . On normalise les opérateurs T ′(w) en choisissant, pour tout w ∈ W :

Aw =

{
1, si sgnCD(w) = 1 ou si V0 = {0},
π0(x0), si sgnCD(w) = −1 et V0 )= {0}.

On pose simplement T ′
1(w) = T ′(w, 1) pour w ∈ WN1 , T ′

2(w) = T ′(1, w) pour w ∈
WN2 .

Lemme. — Supposons V0 = {0} ou la restriction de π0 à SO(V0) irréductible. Soit
j ∈ {1, 2}. Alors il existe un entier cj ! 0 et une fonction Cj : WNj → C× tels
qu’en posant Tj(w) = Cj(w)T ′

j(w) pour tout w ∈ WNj , les relations suivantes soient
vérifiées :

(i) pour tous w, w′ ∈ WNj tels que ((ww′) = ((w) + ((w′), on a Tj(ww′) =
Tj(w)Tj(w′) ;

(ii) pour tout i ∈ {1, . . . , Nj − 1}, (Tj(si) − q)(Tj(si) + 1) = 0 ;
(iii) (Tj(sNj ) − pcj)(Tj(sNj ) + 1) = 0.

Démonstration. — Si V0 = {0}, on est dans le cas de la série principale, la dé-
monstration est élémentaire. Si V0 )= {0}, notons π0

0 la restriction de π0 à SO(V0).
L’application de restriction de G à G0 identifie E à l’espace de la représentation in-
duite IndG0

P 0(π0
0). Par construction, les opérateurs T ′

j(w) s’identifient aux opérateurs
similaires de cette induite. Mais, π0

0 étant supposée irréductible et G0 étant connexe,
l’analogue de l’énoncé pour ces derniers opérateurs est connu, cf. par exemple [C]
théorème 10.8.5. Notre énoncé s’en déduit.

Remarque. — En fait, le lemme reste vrai si la restriction de π0 à SO(V0) est ré-
ductible, mais ce cas ne nous servira pas.

La détermination de Cj(si) pour i ∈ {1, . . . , Nj − 1} se ramène à un calcul dans
GL(2) : on a Cj(si) = 1. Dans le cas où cj > 0, la fonction Cj est uniquement déter-
minée : le système d’équations est rigide. Supposons cj = 0. Il y a deux fonctions Cj

possibles, qui se déduisent l’une de l’autre par multiplication par sgnCD. On a l’égalité
Tj(sNj )2 = 1, donc T ′

j(sNj )2 est une homothétie. En appliquant T ′
j(sNj )2 à une fonc-

tion f ∈ E à support dans P , on voit que cette homothétie est de rapport q2(n−N) si
j = 2, q2(n−N1) si j = 1. On détermine alors Cj par la condition Cj(sNj ) = η(V )qN−n

si j = 2, Cj(sNj ) = η(V )qN1−n si j = 1. On a ainsi identifié l’algèbre d’entrelacement
de π à un produit tensoriel de deux algèbres de Hecke. Les sous-représentations irré-
ductibles de π sont canoniquement en bijection avec les représentations irréductibles
de ce produit tensoriel d’algèbres. Ces dernières sont canoniquement, par spécialisa-
tion de p en 1, en bijection avec les représentations irréductibles de WN1 × WN2 .

Remarque. — Comme on a défini la représentation 1N1 × ζN2 × π0 de M , on peut
définir sa représentation ζN2 × 1N1 × π0, puis la représentation induite (π′, E′) de
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P à G de ζN2 × 1N1 × π0. Comme ci-dessus, ses sous-représentations irréductibles
sont canoniquement en bijection avec les représentations irréductibles de WN2 ×WN1 .
Notons w l’élément de WN défini par :

wi =

{
N1 + i, pour i ∈ {1, . . . , N2},
i − N2, pour i ∈ {N2 + 1, . . . , N}.

On définit T ′(w) ∈ HomG(E′, E) par :

(T ′(w)f)(g) =
∑

u∈(wUw−1∩U)\U

f(w−1ug),

pour tous f ∈ E′, g ∈ G. Soit ρ2 × ρ1 une représentation irréductible de WN2 ×WN1 .
On montre que T ′(w) envoie tout sous-module irréductible de E′ paramétré par ρ2×ρ1

sur un sous-module irréductible de E paramétré par ρ1 × ρ2.

4.3. Pour V comme ci-dessus et π une représentation irréductible de O(V ), l’opéra-
teur π(−1) est une homothétie. On note encore π(−1) le rapport de cette homothétie.
D’autre part, pour h ∈ CO(V ), la classe d’isomorphie de π ◦Ad(h) ne dépend que de
ζ ◦ λ(h). C’est la classe de π si ζ ◦ λ(h) = 1. On note πc un élément de la classe de
π ◦ Ad(h) pour tout h tel que ζ ◦ λ(h) = −1. On vérifie la relation :

(1) (sp⊗π)c * det⊗ sp⊗πc.

On note Quadcusp(Oη(2n)) l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations
irréductibles, cuspidales, quadratiques-unipotentes de Oη(2n). On pose :

Quadcusp(O(2n)) = Quadcusp(O+(2n)) ∪ Quadcusp(O−(2n)).

Proposition. — Il existe une bijection :

{(h1, h2) ∈ Z × Z; h2
1 + h2

2 = n} −→ Quadcusp(O(2n))

(h1, h2) /−→ π(h1, h2)

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées, pour tout (h1, h2) dans l’ensemble
de départ :

(i) π(h1, h2) ∈ Quadcusp(Oη(2n)), où η = (−1)h1−h2 ;
(ii) η étant comme en (i), il existe un élément semi-simple s ∈ SO(V̂η(2n)), ayant

2h2
1 valeurs propres 1 et 2h2

2 valeurs propres −1, tel que π(h1, h2) ∈ Irr(Oη(2n), s) ;
(iii) det⊗π(h1, h2) = π(−h1,−h2) ;
(iv) sp⊗π(h1, h2) = π(h2, h1) ;
(v) π(h1, h2)c = π(h1,−h2) ;
(vi) π(h1, h2)(−1) = (−ζ(−1))h2 .
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Démonstration. — Fixons η ∈ {±1}, posons G = Oη(2n) et notons Quadcusp(G0)
l’analogue pour le groupe G0 de l’ensemble Quadcusp(G). Il s’agit d’étudier cet en-
semble ainsi que la décomposition des induites de G0 à G de ses éléments. Po-
sons V = Vη(2n), V̂ = V̂η(2n). L’ensemble Quadcusp(G0) a été décrit par Lusztig
([L2],[L7]). Soit s un élément semi-simple de SO(V̂ ) n’ayant pour valeurs propres que
±1. Pour ε ∈ {±1}, notons V̂ ε l’espace propre correspondant. Notons Irrcusp(G0, s)
le sous-ensemble des représentations cuspidales dans Irr(G0, s). Alors Irrcusp(G0, s)
est non vide si et seulement si le groupe SO(V̂ +)× SO(V̂ −) possède une représenta-
tion unipotente cuspidale. Une telle représentation est unique, quand elle existe. Son
existence équivaut à celle de (1, (2 ∈ N tels que :

dim(V̂ +) = 2(2
1, dim(V̂ −) = 2(2

2, (−1)$1 = η(V̂ +), (−1)$2 = η(V̂ −).

Remarquons que, puisque η(V̂ +)η(V̂ −) = η, ces conditions entrâınent (−1)$1−$2 = η.
Supposons les conditions ci-dessus vérifiées. Alors Irrcusp(G0, s) a autant d’éléments
que le groupe ZSO(V̂ )(s) a de composantes connexes, i.e. 2 si s )= ±1, 1 si s = ±1.
On note π0

1 , π
0
2 , resp. π0, ces éléments si s )= ±1, resp. s = ±1. Soit h ∈ CO(V )0 tel

que ζ ◦ λ(h) = −1. On a π0
1 ◦ Ad(h) = π0

2 dans le premier cas, π0 ◦ Ad(h) = π0 dans
le second.

Supposons s )= ±1, i.e. (1(2 )= 0. Pour i ∈ {1, 2}, on a :

(2) π0
i ◦ Ad(x0) = π0

i .

Pour le démontrer, fixons, ainsi qu’il est loisible, une représentation irréductible Π
de CO(V )0 dont la restriction à G0 soit π0

1 ⊕ π0
2 . D’après [L2] lemme 8.9(ii), Π se

prolonge en une représentation de CO(V ), qu’on note encore Π. Considérons un espace
V ′ somme directe orthogonale de V et d’un espace hyperbolique de dimension 2.
Appliquons les constructions de 4.1 à cet espace, à V0 = V , N1 = N = 1, N2 = 0,
au groupe CO(V ′)0 et à la représentation Π de CO(V )0. Le groupe W de 4.1 se
réduit à WN1 = W1. Pour l’unique élément non trivial w de ce groupe, on choisit
Aw = Π(x0). D’après [L2] proposition 8.3, il existe c > 0 et C ∈ C× tels qu’en posant
T (w) = CT ′(w), on ait l’égalité :

(3) (T (w) − qc)(T (w) + 1) = 0.

Notons E l’espace de la représentation IndCO(V ′)0

P (11 ×Π). Par restriction à SO(V ′),
il se décompose en E1 ⊕ E2 où, pour i ∈ {1, 2}, Ei est l’espace de la représentation
IndSO(V ′)

P∩SO(V ′)(11×π0
i ). L’ensemble Irrcusp(G0, s) est stable par Ad(x0). Si l’assertion (2)

est fausse, on a donc π0
1 ◦Ad(x0) = π0

2 . Mais alors, la construction de l’opérateur T (w)
entrâıne que T (w)(E1) ⊂ E2, T (w)(E2) ⊂ E1. C’est incompatible avec l’équation (3).
D’où (2).

Grâce à (2) et à la théorie de Mackey, chaque π0
i se prolonge en une représenta-

tion de G. Il y a deux prolongements possibles, qui se déduisent l’un de l’autre par
tensorisation par le caractère det. Choisissons un prolongement π1 de π0

1 . Alors πc
1
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est un prolongement de π0
2 . Les quatre représentations π1, det⊗π1, πc

1, det⊗πc
1 sont

deux à deux distinctes et ce sont les quatre éléments de Irrcusp(G, s). Notons-les res-
pectivement π((1, (2), π(−(1,−(2), π((1,−(2), π(−(1, (2). Les propriétés (iii) et (v)
de l’énoncé sont vérifiées. Par un yoga standard de dualité, la tensorisation par sp
envoie Irr(G, s) sur Irr(G,−s). Si s n’est pas conjugué à −s, i.e. si (1 )= (2, on peut
effectuer les choix de sorte que sp⊗π((1, (2) = π((2, (1). Grâce à (1), on vérifie alors
(iv) pour (h1, h2) = (±(1,±(2). Supposons maintenant (1 = (2 et soit π1 comme
ci-dessus. On a :

sp⊗π1 ∈ {π1, det⊗π1, π
c
1, det⊗πc

1}.

Supposons sp⊗π1 = deta ⊗πc
1, avec a ∈ {0, 1}. Grâce à (1), on a :

π1 = sp⊗sp ⊗ π1 = deta ⊗ sp⊗πc
1 = deta+1 ⊗(sp⊗π1)c

= deta+1 ⊗(deta ⊗πc
1)

c = det⊗π1.

C’est impossible. Si maintenant sp⊗π1 = det⊗π1, alors :

sp⊗πc
1 = det⊗(sp⊗π1)c = det⊗(det⊗πc

1) = πc
1.

Quitte à échanger π1 et πc
1, on peut donc supposer sp⊗π1 = π1. Alors (iv) est vérifiée

pour (h1, h2) = (±(1,±(2).
Supposons maintenant s = 1, i.e. (2 = 0. Fixons, ainsi qu’il est loisible, une re-

présentation irréductible Π de CO(V )0 dont la restriction à G0 soit π0. D’après [L2]
lemme 8.9(ii), Π se prolonge en une représentation de CO(V ). Notons π la restric-
tion à G de ce prolongement. Alors π prolonge π0, donc det⊗π )= π par la théorie
de Mackey. Puisque π se prolonge à CO(V ), on a πc = π. Posons π((1, 0) = π,
π(−(1, 0) = det⊗π. Ce sont les deux éléments de Irrcusp(G, 1). Ils vérifient les rela-
tions (iii) et (v) de l’énoncé.

Supposons enfin s = −1, i.e. (1 = 0. Comme ci-dessus, ce cas se déduit du cas
s = 1 par tensorisation par sp. Il suffit de poser π(0, (2) = sp⊗π((2, 0), π(0,−(2) =
sp⊗π(−(2, 0). Les propriétés (iii), (iv) et (v) de l’énoncé sont vérifiées.

Pour tout s et tout π0 ∈ Irr(G0, s), on a l’égalité π0(−1) = sp(s) d’après un yoga
standard de dualité. Or :

sp(s) = η(V̂ −)ζ(−1)dim(V̂ −)/2 = (−ζ(−1))$2 .

L’assertion (vi) s’en déduit.
En faisant varier s parmi toutes les classes de conjugaison possibles, on obtient la

proposition. QED
La démonstration montre que la bijection de l’énoncé n’est pas unique. On en fixe

une, et cela pour tout n.

4.4. Soit n un entier ! 1. Posons :

Quad(O(2n)) = Quad(O+(2n)) ∪ Quad(O−(2n)).
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Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair (cf. 3.6). Pour j ∈ {1, 2}, on a associé en 2.2 un couple
(hj , ρj) au symbole ordonné Λj . En posant Nj = rg(Λj) − h2

j , ρj est une représenta-
tion irréductible de WNj . Posons n0 = h2

1 + h2
2. La bijection de 4.3 nous fournit une

représentation irréductible cuspidale π(h1, h2) de Oη(2n), où η = (−1)h1−h2 (dans le
cas n0 = 0, π(0, 0) est l’unique représentation irréductible de O+(0) = {1}). Appli-
quons les constructions de 4.2 à Vη(2n), N1, N2 et la représentation π0 = π(h1, h2).
On associe alors à ρ1 ⊗ ρ2 une sous-représentation irréductible de l’induite à Oη(2n)
de la représentation 1N1 × ζN2 × π(h1, h2). On note π(Λ1, Λ2) la classe de cette sous-
représentation.

Proposition
(a) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair, on a π(Λ1, Λ2) ∈ Quad(O(2n)) et l’application :

S̃S̃n,pair −→ Quad(O(2n))

(Λ1, Λ2) /−→ π(Λ1, Λ2)

est bijective.
(b) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) π(Λ1, Λ2) ∈ Quad(Oη(2n)), où η = (−1)(d̃ef(Λ1)−d̃ef(Λ2))/2 ;
(ii) η étant comme en (i), il existe un élément semi-simple s ∈ SO(V̂η(2n)),

ayant 2 rg(Λ1) valeurs propres 1 et 2 rg(Λ2) valeurs propres −1, tel que π(Λ1, Λ2) ∈
Irr(Oη(2n), s) ;

(iii) det⊗π(Λ1, Λ2) = π(σΛ1, σΛ2) ;
(iv) sp⊗π(Λ1, Λ2) = π(Λ2, Λ1) ;
(v) π(Λ1, Λ2)c = π(Λ1, σΛ2) ;
(vi) π(Λ1, Λ2)(−1) = (−1)d̃ef(Λ2)/2ζ(−1)rg(Λ2).

Démonstration. — Soient η ∈ {±1} et π ∈ Irr(Oη(2n)). Grâce à Harish-Chandra,
il existe un sous-groupe parabolique P = MU de Oη(2n), défini sur Fq, et une
représentation irréductible cuspidale πM de M de sorte que π soit sous-représentation
de IndOη(2n)

P (πM ). On a un plongement naturel M̂0 → ŜOη(2n). Soit s ∈ M̂0 tel que
πM ∈ Irr(M, s). D’après [L1], corollaire 6, on a aussi π ∈ Irr(Oη(2n), s). Donc π est
quadratique-unipotente si et seulement si πM l’est (cette notion étant définie pour le
groupe M de façon évidente). Un groupe GL(m) n’a de représentation quadratique-
unipotente cuspidale que si m = 1. Dans ce cas, il en a deux : les caractères 1 et ζ.
Donc π est quadratique-unipotente si et seulement si M est de la forme :

M = Gn−n0
m × Oη(2n0),

et, quitte à remplacer P par un groupe associé, πM est de la forme 1N1 × ζN2 × π0,
où π0 ∈ Quadcusp(Oη(2n0)). Autrement dit si et seulement si π intervient dans l’une
des induites étudiées en 4.2, pour π0 quadratique-unipotente. Le (a) de l’énoncé ré-
sulte alors de 4.2 et 4.3. Les propriétés (b)(i) et (b)(ii) résultent immédiatement de la
description ci-dessus et des propriétés (i) et (ii) de la proposition 4.3. Les propriétés
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(b)(iii) à (b)(vi) résultent aussi, de façon moins immédiate, des propriétés correspon-
dantes de cette proposition. Donnons la preuve de (b)(v), en laissant les autres au
lecteur.

Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. On lui associe des données η, N1, N2, h1, h2, ρ1, ρ2 comme
au début du paragraphe. Posons π0 = π(h1, h2), π̃0 = π(h1,−h2), notons E0

et Ẽ0 leurs espaces. Comme en 4.1 et 4.2, introduisons les représentations (π, E),
resp. (π̃, Ẽ), induites à Oη(2n) des représentations 1N1×ζN2×π0, resp. 1N1×ζN2×π̃0,
de M , où M = GN1+N2

m × Oη(2n0). Fixons maintenant z ∈ F×
q tel que ζ(z) = −1

et un élément h0 ∈ COη(2n0) tel que λ(h0) = z. Définissons l’élément h ∈ COη(2n)
par :

hvi = vi, hv−i = zv−i, pour tout i ∈ {1, . . . , N1 + N2},
si n0 )= 0, h|V0 = h0

(les notations sont celles de 4.1). D’après la proposition 4.3(v), on peut fixer un
isomorphisme ϕ0 : E0 → Ẽ0 tel que :

ϕ0 ◦ π0(h0g0h
−1
0 ) = π̃0(g0) ◦ ϕ0

pour tout g0 ∈ Oη(2n0). On définit un isomorphisme ϕ : E → Ẽ par :

ϕ(f)(g) = (ϕ0 ◦ f)(hgh−1)

pour tous f ∈ E, g ∈ Oη(2n). Il vérifie l’égalité :

(1) ϕ ◦ π(hgh−1) = π̃(g) ◦ ϕ

pour tout g ∈ Oη(2n). En 4.1 et 4.2, on a introduit des opérateurs d’entrelacement
dans End(E) et End(Ẽ). Pour les distinguer, notons Tj(w), T ′

j(w) ceux de End(E) et
T̃j(w), T̃ ′

j(w) ceux de End(Ẽ). Soient j ∈ {1, 2} et w ∈ WNj , identifié à un élément
de Oη(2n). On a h−1w−1hw ∈ M . Écrivons h−1w−1hw = (t1, . . . , tN1+N2 , g0), avec
ti ∈ F×

q pour tout i et g0 ∈ Oη(2n0). Posons χj(w) =
∏

i=N1+1,...,N1+N2
ζ(ti). Le

calcul montre que :

(2) ϕ ◦ T ′
j(w) = χj(w)T̃ ′

j(w) ◦ ϕ.

Donc T̃j(w) est proportionnel à ϕ ◦Tj(w) ◦ϕ−1. Soit i ∈ {1, . . . , Nj − 1}. Alors T̃j(si)
et ϕ ◦Tj(si) ◦ϕ−1 vérifient tous deux l’équation (T − q)(T + 1) = 0, et ce ne sont pas
des homothéties. Leur proportionnalité entrâıne leur égalité. Le même raisonnement
montre que le nombre cj associé en 4.2 à l’opérateur Tj(sNj ) est le même que celui
associé à T̃j(sNj ). Si cj > 0, on a aussi l’égalité T̃j(sNj ) = ϕ◦Tj(sNj )◦ϕ−1. Si cj = 0,
on obtient seulement T̃j(sNj ) = ±ϕ ◦ Tj(sNj ) ◦ ϕ−1. Mais, dans ce cas, Tj(sNj),
resp. T̃j(sNj ), est un multiple > 0 de T ′

j(sNj ), resp. T̃ ′
j(sNj). Grâce à (2), le signe de

l’égalité précédente est donc χj(sNj ). Ce terme est égal à 1 si j = 1, à −1 si j = 2.
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D’où les relations :

(3)

ϕ ◦ T1(w) = T̃1(w) ◦ ϕ, pour tout w ∈ WN1 ,

ϕ ◦ T2(w) =

{
T̃2(w) ◦ ϕ, si c2 > 0,

sgnCD(w)T̃2(w) ◦ ϕ, si c2 = 0,
pour tout w ∈ WN2

Montrons que :

(4) c2 = 0 ⇐⇒ h2 = 0.

Si n0 = 0, on a c2 = h2 = 0. Supposons n0 > 0. L’opérateur T2(sN2) vit dans le
groupe spécial orthogonal. Il vit même dans la partie semi-simple d’un groupe de
Lévi de ce dernier, de la forme GN1+N2−1

m × SOη(2n0 + 2). On peut donc supposer
n = n0 + 1, N1 = 0, N2 = 1, et travailler dans le groupe SOη(2n), en remplaçant π0

par sa restriction à SOη(2n0). Soit Π0 une représentation irréductible de COη(2n0)0

dont la restriction à SOη(2n0) contienne π0. Montrons que :

(5) (ζ ◦ λ) ⊗ (Π0 ◦ Ad(x0)) = Π0 ⇐⇒ h2 )= 0.

Supposons h1h2 )= 0, i.e. l’élément s paramétrant π0 est )= ±1. D’après [L2] lemme
8.9(ii), Π0 se prolonge à COη(2n0) et sa restriction à SOη(2n0) est réductible. Donc
Π0 = Π0 ◦ Ad(x0) et Π0 = (ζ ◦ λ) ⊗ Π0. La relation (5) est vérifiée. Supposons
maintenant h1 = 0, h2 )= 0. D’après le même lemme, on a cette fois Π0 )= Π0 ◦Ad(x0),
Π0 )= (ζ ◦λ)⊗Π0. Il n’y a que deux représentations de COη(2n0)0 dont la restriction à
SOη(2n0) soit π0 et dont le caractère central soit celui de Π0, ce sont Π0 et (ζ◦λ)⊗Π0.
Or, puisque π0 ◦ Ad(x0) = π0 (on l’a vu dans la preuve de la proposition 4.3), la
représentation Π0 ◦Ad(x0) vérifie ces conditions. N’étant pas égale à Π0, elle est égale
à (ζ ◦ λ)⊗Π0, et (5) est vérifiée. Supposons enfin h1 )= 0, h2 = 0. Toujours d’après le
même lemme, on a cette fois Π0 = Π0 ◦ Ad(x0), Π0 )= (ζ ◦ λ) ⊗ Π0, et (5) est encore
vérifiée.

Notons Π la représentation de COη(2n)0 induite de ζ1 ×Π0 comme en 4.1. Suppo-
sons h2 )= 0. Grâce à (5) et 4.1(1), l’opérateur T2(s1) se prolonge en un entrelacement
de Π. Alors, d’après [L2], proposition 8.3, on a c2 > 0. Supposons maintenant h2 = 0.
Les mêmes arguments prouvent que Π n’a pas d’entrelacements, donc est irréduc-
tible. Or sa restriction π à SOη(2n) est réductible, puisqu’elle possède l’entrelacement
T2(s1). Par la théorie de Mackey, π se décompose en deux sous-représentations irré-
ductibles, qui sont conjuguées par un élément de COη(2n)0, et qui ont donc même
dimension. D’après [C] proposition 10.5.5, pc2 est égal au rapport de ces dimensions.
Donc c2 = 0. Cela démontre (4).

Notons E′ la somme des sous-Oη(2n)-modules de E isomorphes à π(Λ1, Λ2). Cet es-
pace est stable par l’algèbre d’entrelacements de E et isotypique pour l’action de cette
algèbre, de type ρ1×ρ2. D’après (1), ϕ(E′) est la somme des sous-Oη(2n)-modules de
Ẽ isomorphes à π(Λ1, Λ2)c. D’après (3) et (4), ϕ(E′) est stable par l’algèbre d’entre-
lacements de Ẽ et isotypique pour l’action de cette algèbre, de type ρ1 × ρ2 si h2 )= 0,
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de type ρ1 × (sgnCD ⊗ρ2) si h2 = 0. Donc π(Λ1, Λ2)c est paramétré par le couple de
symboles ordonnés correspondant aux données (h1, ρ1) et (−h2, ρ2) si h2 )= 0, aux
données (h1, ρ1) et (0, sgnCD ⊗ρ2) si h2 = 0. Ce couple n’est autre que (Λ1, σΛ2), et
cela démontre (v).

Il est utile de considérer aussi le cas n = 0. Par convention, π(Λ(∅), Λ(∅)) est la
représentation triviale de O+(0) = {1} et Quad(O(0)) est l’ensemble réduit à cette
représentation.

4.5. Soit n un entier ! 1. On a défini en 2.4 les symboles ordonnés 1+(n), 1−(n).

Lemme
(i) π(1+(n), Λ(∅)) est la représentation triviale de O+(2n).
(ii) π(1−(n), Λ(∅)) est la représentation triviale de O−(2n), pourvu qu’il en soit

ainsi dans le cas où n = 1

Démonstration. — Pour η ∈ {±1}, la droite des fonctions constantes sur Oη(2n)
est sous-espace de la série principale issue du caractère trivial d’un Borel. Elle est
stable par les opérateurs d’entrelacements. Le calcul de son paramétrage est immédiat,
pourvu que l’on connaisse celle de la représentation cuspidale sous-jacente. Si η = 1,
celle-ci est une représentation du groupe O+(0), on n’a pas le choix pour la paramétrer.
Si η = −1, il s’agit de la représentation triviale de O−(2). Les conditions imposées
en 4.3 ne fixent pas le paramétrage de cette représentation, d’où la condition imposée
dans le (ii) de l’énoncé.

4.6. Dans les paragraphes précédents, on a paramétré les représentations irréduc-
tibles quadratiques-unipotentes des groupes orthogonaux pairs. Un paramétrage ana-
logue vaut pour les groupes spéciaux orthogonaux impairs et les groupes symplec-
tiques. On les décrit brièvement dans les paragraphes suivants.

Soit n ∈ N, posons V = V (2n + 1), Q = Q(2n + 1), η = η(V ). Les constructions
de 4.1 et 4.2 s’adaptent à cette situation : les vecteurs vi vérifient les mêmes relations
qu’en 4.1, on prend pour x0 l’élément −1 de O(V0) ; le groupe W est toujours égal
à WN1 × WN2 ; pour j ∈ {1, 2} et w ∈ WNj , on choisit pour Aw l’homothétie de
rapport 1 si j = 1 ou si j = 2 et sgnCD(w) = 1, de rapport ηζ(−1)n0 si j = 2 et
sgnCD(w) = −1, où n0 = (dim(V0)−1)/2 (ce nombre ηζ(−1)n0 est égal à sp(w)). Alors
les sous-représentations irréductibles de l’induite d’une représentation 1N1 × ζN2 × π0

sont paramétrées par les représentations irréductibles de WN1 × WN2 .

4.7.

Proposition. — Il existe une bijection :

{(h1, h2) ∈ N × N; h2
1 + h1 + h2

2 + h2 = n} −→ Quadcusp(SO(2n + 1))

(h1, h2) /−→ π(h1, h2)
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telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout (h1, h2) dans l’ensemble de
départ :

(i) soit s un élément de Sp(2n) ayant 2h2
1 + 2h1 valeurs propres 1 et 2h2

2 + 2h2

valeurs propres −1 ; alors π(h1, h2) ∈ Irr(SO(2n + 1), s) ;
(ii) sp⊗π(h1, h2) = π(h2, h1).

Cette bijection est unique.

4.8. On a introduit en 3.8 l’ensemble SSn,imp. Comme en 4.4, on associe à (Λ1, Λ2) ∈
SSn,imp une représentation π(Λ1, Λ2) de SO(2n + 1).

Proposition
(a) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ SSn,imp, on a π(Λ1, Λ2) ∈ Quad(SO(2n + 1)) et l’appli-

cation :

SSn,imp −→ Quad(SO(2n + 1))

(Λ1, Λ2) /−→ π(Λ1, Λ2)

est bijective.
(b) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ SSn,imp, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) soit s un élément semi-simple de Sp(2n) ayant 2 rg(Λ1) valeurs propres 1 et

2 rg(Λ2) valeurs propres −1 ; alors π(Λ1, Λ2) ∈ Irr(SO(2n + 1), s) ;
(ii) sp⊗π(Λ1, Λ2) = π(Λ2, Λ1).

4.9. Soit n ∈ N, posons V = V (2n), Q = Q(2n) (c’est une forme symplectique).
Supposons donnés un entier N ∈ N et un sous-ensemble {vi; i ∈ {±1, . . . ,±N}} de V
tel que, pour tous i, j,

Q(vi, vj) =






0, si i )= −j,

1, si i = −j > 0,

−1, si i = −j < 0.

On note V0 le sous-espace de V orthogonal à tous ces vecteurs. Soit w ∈ WN . On note
encore w l’élément de Sp(V ) tel que :

– pour tout i ∈ {1, . . . , N}, wvi =

{
vwi, si wi > 0,

−vwi, si wi < 0;
– pour tout i ∈ {−1, . . . ,−N}, wvi = vwi ;
– w|V0 = 1.
L’application ainsi définie de WN dans Sp(V ) n’est plus un homomorphisme de

groupes.
On définit comme en 4.1 les groupes P et M puis, si l’on se donne N1, N2 et π0,

la représentation 1N1 × ζN2 × π0 de M et son induite (π, E) à Sp(V ). Pour tout w ∈
WN1×WN2 , on définit l’opérateur d’entrelacement T ′(w) de E en posant Aw = 1 dans
la formule de 4.1. Le lemme 4.2 reste valable. Soit j ∈ {1, 2}, supposons que l’entier
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cj de ce lemme soit nul. Alors j = 2 et l’opérateur T ′
2(sN2)2 est une homothétie. Mais,

parce que l’injection de WN dans Sp(V ) n’est pas un homomorphisme de groupes,
son rapport n’est pas toujours réel > 0. Il vaut ζ(−1)q2(n−N)+1. On a fixé en 3.9 une
racine carrée (ζ(−1)q)1/2. On détermine la fonction C2 par la condition C2(sN2) =
(ζ(−1)q)−1/2qN−n. On en déduit le paramétrage des sous-représentations irréductibles
de E par les représentations irréductibles de WN1 × WN2 .

4.10. Soient n un entier ! 1 et π ∈ Irr(Sp(2n)). L’opérateur π(−1) est une homo-
thétie, dont on note encore π(−1) le rapport. D’autre part, on note πc la classe de la
représentation π ◦ Ad(h), où h est un élément de CSp(2n) tel que ζ ◦ λ(h) = −1.

Proposition. — Il existe une bijection :

{(h1, h2) ∈ N × Z; h2
1 + h1 + h2

2 = n} −→ Quadcusp(Sp(2n))

(h1, h2) /−→ π(h1, h2)

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout (h1, h2) dans l’ensemble de
départ :

(i) il existe un élément semi-simple s ∈ SO(2n + 1), ayant 2h2
1 + 2h1 + 1 valeurs

propres 1 et 2h2
2 valeurs propres −1, tel que π(h1, h2) ∈ Irr(Sp(2n), s) ;

(ii) π(h1, h2)c = π(h1,−h2) ;
(iii) π(h1, h2)(−1) = (−ζ(−1))h2 .

La bijection n’est pas unique. On en fixe une, et cela pour tout n.

4.11. On a introduit en 3.10 l’ensemble SS̃n,mix. Comme en 4.4, on associe à
(Λ1, Λ2) ∈ SS̃n,mix une représentation π(Λ1, Λ2) de Sp(2n).

Proposition
(a) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ SS̃n,mix, on a π(Λ1, Λ2) ∈ Quad(Sp(2n)) et l’application :

SS̃n,mix −→ Quad(Sp(2n))

(Λ1, Λ2) /−→ π(Λ1, Λ2)

est bijective.
(b) Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ SS̃n,mix, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) il existe un élément semi-simple s ∈ SO(2n + 1), ayant 2 rg(Λ1) + 1 valeurs

propres 1 et 2 rg(Λ2) valeurs propres −1, tel que π(Λ1, Λ2) ∈ Irr(Sp(2n), s) ;
(ii) π(Λ1, Λ2)c = π(Λ1, σΛ2) ;
(iii) π(Λ1, Λ2)(−1) = (−1)d̃ef(Λ2)/2ζ(−1)rg(Λ2).
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LES THÉORÈMES

5.1. On considère les trois cas des groupes orthogonaux pairs, des groupes spéciaux
orthogonaux impairs et des groupes symplectiques.

Dans le cas orthogonal pair, on a fixé en 4.3 une bijection :

{(h1, h2) ∈ Z × Z; h2
1 + h2

2 = n} −→ Quadcusp(O(2n)),

pour tout entier n > 0. Notons-la πn,cusp. On en a déduit en 4.4 une bijection
S̃S̃n,pair → Quad(O(2n)), dont on déduit une application linéaire :

πn : Q[S̃S̃n,pair] −→ Q[Quad(O(2n))] ⊂ C(O(2n)).

En 3.5, on a défini une application :

S̃S̃n,pair −→ C(O(2n))

(Λ1, Λ2) /−→ k(Λ1, Λ2).

Par linéarité, on en déduit une application Q-linéaire :

kn : Q[S̃S̃n,pair] −→ C(O(2n)).

D’autre part, on a l’égalité :

Q[S̃S̃n,pair] = ⊕(Q[S̃n1,pair] ⊗Q Q[S̃n2,pair]),

où l’on somme sur les n1, n2 ∈ N tels que n1+n2 = n. On a défini en 2.1 une involution
F de chacun des termes Q[S̃nj ,pair]. Par tensorisation puis sommation, on en déduit
une involution, que l’on note encore F , de Q[S̃S̃n,pair].

Dans le cas des groupes spéciaux orthogonaux impairs, on n’a plus besoin de fixer
πn,cusp, cette bijection étant uniquement déterminée. On définit comme ci-dessus des
applications Q-linéaires :

πn : Q[SSn,imp] −→ Q[Quad(SO(2n + 1))] ⊂ C(SO(2n + 1)),

kn : Q[SSn,imp] −→ C(SO(2n + 1)),

et une involution F de l’espace Q[SSn,imp].
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Dans le cas des groupes symplectiques, on fixe derechef une bijection :

πn,cusp : {(h1, h2) ∈ N × Z; h2
1 + h1 + h2

2 = n} −→ Quadcusp(Sp(2n)).

On définit ensuite des applications Q-linéaires :

πn : Q[SS̃n,mix] −→ Q[Quad(Sp(2n))] ⊂ C(Sp(2n)),

kn : Q[SS̃n,mix] −→ C(Sp(2n)),

ainsi qu’une involution F de l’espace Q[SS̃n,mix].

Théorème. — Dans le cas des groupes spéciaux orthogonaux impairs, on a l’égalité
kn = πn ◦ F pour tout entier n ∈ N tel que q > 2n. Dans les cas des groupes
orthogonaux pairs ou symplectiques, on peut choisir la famille (πn,cusp)n!1 de sorte
que l’on ait l’égalité kn = πn ◦ F pour tout entier n ∈ N tel que q > 2n.

5.2.

Corollaire. — Soit n ∈ N tel que q > 2n. La famille formée des k(Λ1, Λ2),
pour (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair, resp. SSn,imp, SS̃n,mix, est une base sur Q de l’espace
Q[Quad(O(2n))], resp. Q[Quad(SO(2n + 1))], Q[Quad(Sp(2n))].

5.3. Dans les paragraphes 6 à 12, on présente la démonstration du cas orthogonal
pair. On ne dira rien de celle du cas orthogonal impair, qui est similaire (il n’y a
quasiment rien à faire, à partir des résultats de Lusztig). Au paragraphe 13, on donnera
des indications sur les quelques modifications à apporter à la démonstration dans le
cas symplectique.

Remarquons que l’égalité kn = πn ◦F détermine le choix de πn,cusp. D’autre part,
les seuls choix pouvant influer sur cette égalité sont ceux de πn′,cusp pour n′ " n. On
démontre le théorème par récurrence sur n. On fixe désormais, pour les paragraphes
6 à 12, un entier n ! 1 tel que q > 2n. On suppose effectués les choix de πn′,cusp

pour n′ < n, de sorte que l’assertion du théorème soit vraie pour les groupes O(2n′)
quand n′ < n. On suppose également l’assertion du théorème vraie pour les groupes
SO(2n′ + 1) quand n′ < n.
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CHAPITRE 6

DÉTERMINATION DES FAISCEAUX-CARACTÈRES
QUADRATIQUES-UNIPOTENTS

On prouve que les fonctions-traces des faisceaux-caractères introduits au para-
graphe 3 engendrent le même espace que les traces de représentations irréductibles
quadratiques-unipotentes. Cela permet de définir l’automorphisme in de l’espace
C[S̃S̃n,pair] par la formule in = π−1

n ◦ kn ◦ F . La conjecture de Lusztig revient à dire
que in est l’identité, ce que l’on prouvera aux paragraphes 11 et 12.

6.1. On aura besoin du lemme suivant, qui résulte de la théorie de Clifford.
Soient K un groupe fini et H un sous-groupe distingué de K. Le groupe K agit

naturellement sur l’ensemble Irr(H) des H-modules irréductibles. On note cette action
(k, M) /→ kM et on l’appelle conjugaison par K. Pour M ∈ Irr(H), on note KM =
{k ∈ K; kM = M}.

Soient H1, H2 deux groupes finis, posons H = H1 × H2. Pour i = 1, 2, soit Mi

un sous-ensemble de Irr(Hi), et soit R un H-module. On dit que R détermine une
bijection entre M1 et M2 s’il existe un sous-ensemble M de Irr(H) et, pour i = 1, 2,
une bijection ϕi : M → Mi de sorte que :

(1)

{
pour tout M ∈ M, M = ϕ1(M) ⊗ ϕ2(M);
R = ⊕M∈MM.

Venons-en maintenant aux hypothèses du lemme. Pour i = 1, 2, soient Ki un
groupe fini, Hi un sous-groupe distingué, Mi un sous-ensemble de Irr(Hi). On note
Ni le sous-ensemble des éléments de Irr(Ki) dont la restriction à Hi contient un sous-
module irréductible appartenant à Mi. Posons K = K1 × K2, H = H1 × H2. Pour
i = 1, 2, on note pri la projection de K sur Ki et pri celle de K/H sur Ki/Hi. Soient
∆ un sous-groupe de K contenant H et R un ∆-module. Posons S = IndK

∆(R).

Lemme. — On suppose vérifiées les hypothèses suivantes :
(i) pour i = 1, 2, Ki/Hi est cyclique ;
(ii) pour i = 1, 2, soient M ∈ Mi et k ∈ Ki ; si kM ∈ Mi, alors k ∈ pri(∆) ;
(iii) pour i = 1, 2, la restriction de pri à ∆/H est injective ;
(iv) R, vu comme H-module, détermine une bijection entre M1 et M2.
Alors S détermine une bijection entre N1 et N2.
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Remarque. — On se convainc facilement que les hypothèses (ii) et (iii) sont néces-
saires à la validité de la conclusion.

Démonstration. — Introduisons le sous-ensemble M de Irr(H) et les bijections ϕi

vérifiant (1). L’action de ∆ sur R détermine sur tout élément M de M une action de
∆M . Fixons un ensemble de représentants M∆ des classes de conjugaison par ∆ dans
M. On a alors les égalités :

M = 6M∈M∆ 6δ∈∆/∆M

δM,

R = ⊕M∈M∆ IndK
∆M

(M).(2)

Fixons M ∈ M∆, pour i = 1, 2 posons Mi = ϕi(M). On a :

(3) pri se restreint en un isomorphisme de ∆M/H sur Ki,Mi/Hi.

On a évidemment l’inclusion pri(∆M ) ⊆ Ki,Mi . Soit ki ∈ Ki,Mi . D’après (ii), il existe
δ ∈ ∆ tel que ki = pri(δ). Alors M et δM appartiennent à M et on a ϕi(δM) =
kiMi = Mi = ϕi(M). Puisque ϕi est injective, cela entrâıne δM = M , i.e. δ ∈ ∆M .
Cela démontre l’égalité pri(∆M ) = Ki,Mi . Alors pri se restreint en une surjection de
∆M/H sur Ki,Mi/Hi. Cette restriction est injective d’après (iii).

Posons D = ∆M/H , que l’on identifie par (3) à Ki,Mi/Hi. Grâce à (i), on peut
utiliser la théorie de Clifford. Le Hi-module Mi admet |D| prolongements distincts
à Ki,Mi , qui se déduisent l’un de l’autre par torsion par un caractère linéaire de D.
Fixons-en un M̃i et, pour χ ∈ Hom(D, C×), notons M̃i(χ) le module tordu. Chacun
des modules IndKi

Ki,Mi
(M̃i(χ)) est irréductible et ils sont tous distincts. Notons N (Mi)

l’ensemble des Ki-modules irréductibles dont la restriction à Hi contient Mi. On a
l’égalité :

N (Mi) = {IndKi
Ki,Mi

(M̃i(χ)); χ ∈ Hom(D, C×)}.

Pour χ1, χ2 ∈ Hom(D, C×), la restriction à ∆M de M̃1(χ1) ⊗ M̃2(χ2) ne dépend que
du produit χ1χ2. Quand χ1 et χ2 varient, on obtient tous les ∆M -modules prolongeant
le H-module M . Comme on l’a remarqué ci-dessus, un tel prolongement est donné par
hypothèse. Quitte à changer les paramétrages, on peut supposer que c’est la restriction
à ∆M de M̃1 ⊗ M̃2. On a alors les égalités :

IndKM
∆M

(M) = ⊕χ∈Hom(D,C×)(M̃1(χ) ⊗ M̃2(χ−1)),

puis :

IndK
∆M

(M) = ⊕χ∈Hom(D,C×)

(
IndK1

K1,M1
(M̃1(χ)) ⊗ IndK2

K2,M2
(M̃2(χ−1))

)
.

Cela montre que le K-module IndK
∆M

(M) détermine une bijection entre N (M1) et
N (M2).

Compte tenu de (2), il reste à prouver que, pour i = 1, 2, Ni est la réunion disjointe
des N (ϕi(M)) quand M décrit M∆. Soit Ni ∈ Ni. Sa restriction à Hi contient un
élément, disons Mi, de Mi. Soit M l’élément de M∆ qui est conjugué par ∆ à
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CHAPITRE 6. FAISCEAUX-CARACTÈRES QUADRATIQUES-UNIPOTENTS 51

ϕ−1
i (Mi). Alors ϕi(M) est conjugué par Ki à Mi, donc Ni contient ϕi(M), i.e. Ni ∈

N (ϕi(M)). Si maintenant M ′ est un autre élément de M∆ tel que Ni ∈ N (ϕi(M ′)),
la restriction de Ni à Hi contient les deux Hi-modules ϕi(M) et ϕi(M ′). Il existe donc
ki ∈ Ki tel que ϕi(M ′) = kiϕi(M). D’après (ii), il existe δ ∈ ∆ tel que ki = pri(δ).
Alors δM ∈ M et ϕi(δM) = kiϕi(M) = ϕi(M ′). Puisque ϕi est injective, δM = M ′.
Mais M∆ est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par ∆. L’égalité
ci-dessus entrâıne M = M ′. Cela achève la démonstration.

6.2. Soit η ∈ {±1}, posons G = Oη(2n), Ĝ = Ôη(2n). Soit s un élément semi-simple
de Ĝ0. Notons Ĥ son commutant dans Ĝ, ZĤ le centre de Ĥ , L̂ le commutant de
Z0

Ĥ
dans Ĝ. Le groupe L̂ est un groupe de Lévi de Ĝ contenant Ĥ. C’est le plus

petit groupe vérifiant ces conditions. Il est défini sur Fq mais, en général, il n’existe
pas de sous-groupe parabolique de Ĝ, défini sur Fq, dont L̂ soit un sous-groupe de
Lévi.

On peut associer à L̂ un groupe de Lévi L de G, défini sur Fq, dont L̂ soit le groupe
dual. Ce groupe L est unique à conjugaison près par G. Cela résulte de constructions
générales. Ici, il suffit d’identifier G à Ĝ, alors L = L̂.

Concrètement, posons V̂ = V̂η(2n). Pour ε ∈ {±1}, notons V̂ ε le sous-espace de V̂ ,
propre pour l’action de s, associé à la valeur propre ε. Posons V̂ ± = V̂ +⊕ V̂ −, notons
V̂ '=± l’orthogonal de V̂ ±. Le groupe L̂ se décompose en produit L̂ = L̂

'=±
× O(V̂ ±),

où L̂
'=±

est un groupe de Lévi de SO(V̂ '=±). Ce groupe L̂
'=±

est lui-même un produit :

L̂
'=±

= L̂1 × · · ·× L̂t,

où, pour tout i ∈ {1, . . . , t}, il existe des entiers ni, fi ! 1 tels que :

L̂i * ResF
qfi /Fq

GL(ni), ou L̂i * ResF
qfi /Fq

U(ni).

On a noté U(ni) le groupe unitaire d’un espace de dimension ni sur Fq2fi , muni d’une
forme non dégénérée, hermitienne relativement à l’extension Fq2fi /Fqfi . L’élément s,
qui appartient à L̂, se décompose conformément en s = s1 × · · · × st × s±. Notons
que s± n’a pour valeurs propres que ±1 et que, pour tout i ∈ {1, . . . , t}, si est central
dans L̂i. Le groupe L se décompose dualement en produit :

L = L1 × · · ·× Lt × O(V ±).

Soit s′ un autre élément semi-simple de Ĝ0, supposons s′ quadratiquement équi-
valent à s (cf. 1.9). Quitte à conjuguer s′ par un élément de Ĝ, on peut supposer que
s et s′ ont même groupe L associé et que s′i = si pour tout i ∈ {1, . . . , t}. Quand
s′ décrit toutes les classes de conjugaison d’éléments quadratiquement équivalents à
s, la composante s′± décrit toutes les classes de conjugaison par O(V̂ ±) d’éléments
quadratiquement équivalents à s± (ou à 1, puisque s± est quadratiquement équivalent
à 1).
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6.3. On conserve les hypothèses précédentes. On a défini en 1.3 les ensembles Irr(L, s)
et Irr(G, s). Fixons un sous-groupe parabolique P = LU de G. En général, il n’est
pas défini sur Fq. Ce groupe étant choisi, on a défini en 1.4 l’application linéaire :

RG
L : Z[Irr(L)] −→ Z[Irr(G)].

Lemme. — Cette application se restreint en un isomorphisme de Z[Irr(L, s)] sur
Z[Irr(G, s)].

L’analogue de ce lemme pour un groupe connexe est bien connu, cf. par exemple
[DM1] théorème 13.25.

Démonstration. — Posons DL = L/L0 = L̂/L̂
0
, DG = G/G0 = Ĝ/Ĝ

0
. On identifie

de façon naturelle DL à un sous-groupe de DG. Notons SL le sous-groupe des éléments
de DL qui conservent la classe de conjugaison de s par L̂

0
. Définissons de façon

analogue le sous-groupe SG de DG. Parce que ZĜ(s) ⊆ L̂, on a l’égalité SG = SL.
Introduisons les variétés :

X = {x(U ∩ F (U)) ∈ G/(U ∩ F (U)); x−1F (x) ∈ F (U)},

X0 = {x(U ∩ F (U)) ∈ G0/(U ∩ F (U)); x−1F (x) ∈ F (U)}.

La variété X0 est une composante connexe de X. Le groupe G×L, resp. G0 ×L0,
agit sur X, resp. X0, cf. 1.4. En fait, posons :

∆ = {(g, () ∈ G × L; g(−1 ∈ G0}.

Alors ∆ est le stabilisateur dans G×L de la composante connexe X0. En particulier,
ce groupe agit sur X0, la restriction de cette action au sous-groupe G0×L0 de ∆ étant
l’action déjà introduite. La variété X étant réunion disjointe des (g, ()X0, quand (g, ()
décrit (G × L)/∆, on en déduit que pour tout i ∈ N, les G × L-modules Hi

c(X) et
IndG×L

∆ (Hi
c(X

0)) sont isomorphes.
Rappelons les résultats concernant le groupe connexe G0, cf. [DM1] théorème

13.25 et [BR] lemme 12.6. Pour tout module E sur l’un de nos groupes G, L etc.,
on note Eˇ le module contragrédient, et pour tout ensemble E de modules, on note
Ě = {Ě; E ∈ E}. Posons δ = dim(U )−dim(U ∩F (U )). Pour i ∈ N!{δ}, le L-module
Hi

c(X
0) ne contient aucun élément de Irr(L0, s)̌. On peut décomposer Hδ

c (X0) en
somme directe de deux G0 × L0-modules Hs et Rs tels que :

– le L0-module Hs ne contient aucun élément de Irr(L0, s)̌ ;
– Rs détermine une bijection entre Irr(G0, s) et Irr(L0, s)̌ (cf. 6.1).

Fixons une famille de représentants (sj)j∈J des classes de conjugaison par L̂0 dans
la classe de conjugaison par L̂. Dans les assertions ci-dessus, on peut remplacer s par
chacun des sj . Soient j, k deux éléments distincts de J . Par définition, les ensembles
Irr(L0, sj) et Irr(L0, sk) sont disjoints. De l’égalité SG = SL résulte que sj et sk ne
sont pas conjugués par Ĝ0. Les ensembles Irr(G0, sj) et Irr(G0, sk) sont donc aussi
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disjoints. On peut alors décomposer Hδ
c (X0) en somme directe de deux G0 × L0-

modules H et R tels que :

– le L0-module H ne contient aucun élément de M2 ;
– R détermine une bijection entre M1 et M2,

où on a posé M1 = ∪j∈J Irr(G0, sj), M2 = ∪j∈J Irr(L0, sj )̌.
L’action du groupe ∆ sur Hδ

c (X0) conserve cette décomposition. Il est clair que
ni le L-module IndG×L

∆ (H), ni le L-module IndG×L
∆ (Hi

c(X
0)), pour i )= δ, ne peuvent

contenir d’éléments de Irr(L, s)̌. L’application RG
L , restreinte au module Z[Irr(L, s)],

est donc égale, au facteur (−1)δ près, à l’application qui à M ∈ Irr(L, s) associe
(S ⊗C M)L, où S = IndG×L

∆ (R). Posons K1 = G, H1 = G0, K2 = L, H2 = L0. On
est exactement dans la situation du lemme 6.1. L’énoncé résulte de ce lemme, pourvu
que les hypothèses de celui-ci soient vérifiées. L’unique hypothèse non évidente est la
suivante :

(1) si M ∈ M1 et g ∈ G vérifient gM ∈ M1, alors il existe ( ∈ L tel que g(−1 ∈ G0.

Soient j, k ∈ J tels que M ∈ Irr(G0, sj), gM ∈ Irr(G0, sk). Alors l’image d de g dans
DG envoie la classe de conjugaison de sj par Ĝ0 sur celle de sk. Par définition de J ,
sj et sk appartiennent à la même classe de conjugaison par L̂. Donc d ∈ DLSG. On
a déjà vu que SG = SL ⊆ DL. Donc d ∈ DL, ce qui équivaut à la conclusion de (1).
Cela achève la démonstration.

6.4. On conserve les hypothèses de 6.2.

Lemme. — Supposons que s possède au moins une valeur propre différente de
±1. Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. Alors kη(Λ1, Λ2) est orthogonal à tout élément de
C[Irr(G, s)].

Démonstration. — Par construction, kη(Λ1, Λ2) est combinaison linéaire de fonctions
kG(T ; sT ; r′, r′′), cf. 3.2, où sT n’a pour valeurs propres que ±1. On a ajouté un ex-
posant G à la notation pour la préciser. Reprenons les constructions de 6.2. D’après
l’hypothèse sur s, on a t ! 1 et dim(V ±) < 2n. Par récurrence, on peut appliquer le
corollaire 5.2 à O(V ±). Tout élément de C[Irr(O(V ±), s±)] est combinaison linéaire
de fonctions kO(V ±)(T±, sT± ; r′±, r′′±), où sT± n’a pour valeurs propres que ±1. Soit
i ∈ {1, . . . , t}. Le groupe Li est un groupe linéaire ou unitaire. Il est bien connu que
ses caractères unipotents sont uniformes, c’est-à-dire combinaisons linéaires de carac-
tères de Deligne-Lusztig. L’élément si est central dans L̂i et ne modifie la situation
que par torsion par un caractère. En adaptant les constructions et notations de 3.2,
on peut dire que tout élément de C[Irr(Li, si)] est combinaison linéaire de fonctions
kLi(T i; si). Donc tout élément de C[Irr(L, s)] est combinaison linéaire de fonctions
kL(T̃ , sT̃ ; r̃′, r̃′′), où T̃ ⊆ L et sT̃ est un élément de L̂ dont les valeurs propres dif-
férentes de ±1 sont les mêmes que celles de s. D’après le lemme 6.3 et les relations
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1.4(1) et 3.2(3), tout élément de C[Irr(G, s)] est donc combinaison linéaire de fonc-
tions kG(T̃ ; sT̃ ; r̃′, r̃′′). D’après 3.2(2), ces fonctions sont orthogonales aux fonctions
kG(T ; sT ; r′, r′′) du début de la preuve. D’où l’énoncé.

6.5.

Proposition. — La famille des k(Λ1, Λ2), pour (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair, est une base de
l’espace C[Quad(O(2n))].

Démonstration. — Pour η ∈ {±1}, l’espace C[Quad(Oη(2n))] est l’orthogonal de la
somme des espaces C[Irr(Oη(2n), s)], quand s parcourt les éléments semi-simples de
Ôη(2n)0 qui ne sont pas quadratiquement équivalents à 1. Grâce au lemme 6.4, on
a donc kη(Λ1, Λ2) ∈ C[Quad(Oη(2n))] pour tout (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. La famille de
l’énoncé est donc bien formée d’éléments de C[Quad(O(2n))]. Elle est linéairement
indépendante d’après la proposition 3.6(i) et (ii). Elle a le bon nombre d’éléments
d’après la proposition 4.4(a).

6.6. Un élément (Λ1, Λ2) de S̃S̃n,pair s’identifie à un produit tensoriel Λ1⊗Λ2 dans un
facteur Q[S̃n1,pair] ⊗Q Q[S̃n2,pair] de Q[S̃S̃n,pair]. Il sera commode d’utiliser les deux
notations, ce qui conduit à des égalités telles que trace(π(Λ1, Λ2)) = πn(Λ1 ⊗ Λ2),
k(Λ1, Λ2) = kn(Λ1 ⊗ Λ2).

Grâce à la proposition précédente, on peut définir un endomorphisme in, ou sim-
plement i, de l’espace C[S̃S̃n,pair] par la formule :

i = π−1
n ◦ kn ◦ F .

Le théorème 5.1 revient à dire que l’on peut choisir πn,cusp de sorte que i soit l’identité.
Notons σ⊗1, resp. 1⊗σ, τ , les automorphismes de C[S̃S̃n,pair] déduits des bijections

(Λ1, Λ2) /→ (σΛ1, Λ2), resp. (Λ1, σΛ2), (Λ2, Λ1). Les propriétés suivantes résultent des
propositions 3.6 et 4.4 et des propriétés de F :

– i est une isométrie ;
– i commute avec σ ⊗ 1, 1 ⊗ σ et τ .

On a aussi :

(1) i(1+(n) ⊗ Λ(∅)) = 1+(n) ⊗ Λ(∅).

D’après le lemme 4.6, le membre de gauche vaut 1 sur O+(2n) et 0 sur O−(2n). On
a l’égalité :

F1+(n) =
1
2
(1+(n) + σ1+(n) + 1−(n) + σ1−(n)).

On calcule kn(F1+(n) ⊗ Λ(∅)) en utilisant 3.5 et la proposition 3.6 (b)(vi),(vii). On
obtient le résultat requis.

Supposons n = 1. Alors le théorème 5.1 est vrai. En effet, d’après les propriétés
ci-dessus de i, il suffit de vérifier que cet automorphisme cöıncide avec l’identité sur
les deux éléments 1+(1) ⊗ Λ(∅) et 1−(1) ⊗ Λ(∅). Pour le premier, c’est l’assertion
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(1) ci-dessus. Pour le second, le même calcul montre qu’il suffit que π(1−(1)⊗Λ(∅))
soit le caractère trivial de O−(2). Mais 1−(1) est cuspidal. Les conditions imposées
en 4.4 laissent une liberté sur π(1−(1) ⊗ Λ(∅)) : ce peut être soit le caractère trivial
de O−(2), soit son caractère det. Il suffit de faire le bon choix.

On suppose désormais n ! 2. On a alors :

(2) i(1−(n) ⊗ Λ(∅)) = 1−(n) ⊗ Λ(∅).

La démonstration est la même que celle de (1). L’hypothèse du lemme 4.6 est vérifiée
d’après ce que l’on vient de dire du cas n = 1.
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CHAPITRE 7

VALEURS DES FONCTIONS TRACES
DE FAISCEAUX-CARACTÈRES

En utilisant une formule de Lusztig (lemme 7.1), on calcule la valeur en certains
points des fonctions traces de faisceaux-caractères (proposition 7.2). Il faut en 7.1
généraliser la formule de Lusztig à nos groupes orthogonaux non connexes, et calculer
explicitement les normalisations des diverses fonctions qui y interviennent. Les pa-
ragraphes 7.4 à 7.11 démontrent une propriété de divisibilité de certaines valeurs de
fonctions kn(FΛ1 ⊗ FΛ2) (lemme 7.11). Cette propriété jouera un rôle clé au para-
graphe 12 dans la dernière partie de la démonstration. Par ailleurs, on énonce en 7.3
une propriété technique qui nous permettra au paragraphe 11 de séparer des fonctions
que l’on ne peut pas distinguer par des méthodes combinatoires

7.1. Soit η un élément de {±1}, posons G = Oη(2n), V = Vη(2n). Soit g ∈ G.
Écrivons g = su, où s est semi-simple, u est unipotent et s et u commutent. On
suppose que s n’a pour valeurs propres que ±1. On note V ′, resp. V ′′, le sous-espace
propre associé à la valeur propre 1, resp. −1. On pose d′ = dim(V ′), n′ = [d′/2],
η′(g) = η(V ′). On définit de même d′′, n′′ et η′′(g). On a :

ZG(s)0 =

{
SOη′(g)(2n′) × SOη′′(g)(2n′′), si d′ et d′′ sont pairs,
SO(2n′ + 1) × SO(2n′′ + 1), si d′ et d′′ sont impairs.

Soient N1, N2 ∈ N, h1, h2 ∈ Z tels que n = N1+N2+h2
1+h2

2. On pose N = N1+N2,
r′ = h1 + h2, r′′ = h1 − h2. Soient w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 . On a introduit en 3.3 une
fonction kη(w1, w2; r′, r′′) sur G. Sa construction permet de contrôler son support, ce
dont on déduit :

– si d′ ≡ d′′ )≡ r′ ≡ r′′ mod 2Z, kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = 0 ;
– si d′ < r′2 ou d′′ < r′′2, kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = 0.
On suppose désormais :

(1) d′ ≡ d′′ ≡ r′ ≡ r′′ mod 2Z, d′ ! r′2, d′′ ! r′′2.

On pose N ′ = (d′ − r′2)/2, N ′′ = (d′′ − r′′2)/2.
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Soit w′ ∈ WN ′ . Supposons d’abord d′ pair et r′ )= 0. Dans [W] II.6, on a défini
(à la suite de Lusztig) une fonction Qw′ sur l’ensemble des éléments nilpotents de
l’algèbre de Lie soη′(g)(2n′). En la remontant par la transformation de Cayley X /→
(1+X/2)(1−X/2)−1, on obtient une fonction sur l’ensemble des éléments unipotents
de SOη′(g)(2n′). Notons-la Q′(|r′|, w′). En fait, cette fonction est proportionnelle à la
restriction aux unipotents de la fonction kη′(g)(w′, 1; r′, 0) sur SOη′(g)(2n′). Supposons
toujours d′ pair, mais r′ = 0. La fonction Qw′ de [W] II.6 n’est définie que pour
w′ ∈ WD

N ′ et dépend de la classe de φ-conjugaison de w′. C’est-à-dire que, si η′(g) = 1,
elle dépend de la classe de conjugaison de w′ par WD

N ′ ; et, si η′(g) = −1, elle dépend
de la classe de sN ′-conjugaison de w′ (cf. 1.7). Cela conduit dans ce cas à définir
Q′(0, w′) comme le relèvement par la transformation de Cayley de la fonction :






0, si sgnCD(w′) )= η′(g),
1
2 (Qw′ + QsN′w′sN′ ), si sgnCD(w′) = η′(g) = 1,

QsN′w′ = Qw′sN′ , si sgnCD(w′) = η′(g) = −1.

Cette fonction est encore proportionnelle à la restriction de la fonction kη′(g)(w′, 1; 0, 0).
Supposons enfin d′ impair. Dans [W] II.6, on a défini une fonction Qw′ sur l’ensemble
des éléments nilpotents de l’algèbre de Lie so(2n′ + 1). En la remontant par la trans-
formation de Cayley, on obtient une fonction sur l’ensemble des éléments unipotents
de SO(2n′ +1). On la note encore Q′(|r′|, w′). Elle est proportionnelle à la restriction
aux unipotents de la fonction k(w′, 1; |r′|, 0) définie en 3.8.

Soit w′′ ∈ WN ′′ . On construit de façon similaire une fonction Q′′(|r′′|, w′′) sur
l’ensemble des éléments unipotents de SOη′′(g)(2n′′) ou SO(2n′′ +1). Pour (w′, w′′) ∈
WN ′ × WN ′′ , Q′(|r′|, w′) × Q′′(|r′′|, w′′) est une fonction sur l’ensemble des éléments
unipotents de ZG(s)0.

Des décompositions :

{1, . . . , N} = {1, . . . , N ′} ∪ {N ′ + 1, . . . , N} = {1, . . . , N1} ∪ {N1 + 1, . . . , N}

se déduisent naturellement des plongements :

WN ′ × WN ′′ −→ WN ←− WN1 × WN2 .

Notons N l’ensemble des quadruplets ν = (N ′
1, N

′
2, N

′′
1 , N ′′

2 ) d’entiers ! 0 tels que
N ′

1 + N ′′
1 = N1, N ′

2 + N ′′
2 = N2, N ′

1 + N ′
2 = N ′, N ′′

1 + N ′′
2 = N ′′. Cet ensemble est en

bijection avec celui des doubles classes :

(WN ′ × WN ′′)\WN/(WN1 × WN2).

Au quadruplet ν, écrit comme ci-dessus, on associe la double classe de l’élément
wν ∈ WN qui envoie de façon croissante :

– {1, . . . , N ′
1} sur lui-même ;

– {N ′
1 + 1, . . . , N1} sur {N ′ + 1, . . . , N ′ + N ′′

1 } ;
– {N1 + 1, . . . , N1 + N ′

2} sur {N ′
1 + 1, . . . , N ′} ;

– {N1 + N ′
2 + 1, . . . , N} sur lui-même.
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On pose :
W (ν) = (WN ′ × WN ′′) ∩ wν(WN1 × WN2)w

−1
ν .

On a un isomorphisme évident :

W (ν) = WN ′
1
× WN ′

2
× WN ′′

1
× WN ′′

2
.

Un élément w de W (ν) s’écrit w = (w′
1, w

′
2, w

′′
1 , w′′

2 ). Cette notation sera souvent
implicite dans la suite. Remarquons que l’on a deux plongements naturels :

W (ν) −→ WN ′ × WN ′′ W (ν) −→ WN1 × WN2

w /−→ (w′
1w

′
2, w

′′
1w′′

2 ), w /−→ (w′
1w

′′
1 , w′

2w
′′
2 ).

Pour w ∈ W (ν), on pose :

γ(h1, h2; g; w) =






1, si r′ ! 0, r′′ ! 0,

η′′(g) sgnCD(w′′
1 w′′

2 ), si r′ ! 0, r′′ < 0,

η′′(g) sgnCD(w′
1w

′
2), si r′ < 0, r′′ ! 0,

sgnCD(w′
1w

′
2w

′′
1w′′

2 ), si r′ < 0, r′′ < 0.

On pose :

c(h1, h2) =

{
ζ(−1)r′/2, si r′ est pair,
ζ(−1)(|r

′′|−1)/2, si r′ est impair;

cη(h1, h2) =

{
1, si r′ ! 0,

η, si r′ < 0;

α(h1, h2; g) = |{(r′, N ′)} ∩ ({0}× (N ! {0}))| + |{(r′′, N ′′)} ∩ ({0}× (N ! {0}))|.

Lemme. — Sous l’hypothèse (1), on a l’égalité :

kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = (−1)n2α(h1,h2;g)c(h1, h2)cη(h1, h2)qδ(r′,r′′)/2

· |ZWN1
(w1)| · |ZWN2

(w2)| ·
∑

ν∈N
|W (ν)|−1ζ(−1)N ′′

2

·
∑

w

γ(h1, h2; g; w) sgnCD(w′′
2 )Q′(|r′|, w′

1w
′
2)(u

′)Q′′(|r′′|, w′′
1w′′

2 )(u′′),

où ν et w sont écrits comme ci-dessus et w parcourt les éléments de W (ν) tels que
w′

1w
′′
1 soit conjugué à w1 dans WN1 et w′

2w
′′
2 soit conjugué à w2 dans WN2 .

Démonstration. — Lusztig a calculé le terme kη(w1, w2; r′, r′′)(g) en [L5], théorème
8.5. Sa démonstration est écrite pour un groupe connexe mais s’étend à notre situation.
Il faut toutefois prendre garde au fait que le nombre δ de [L5] 8.8.3, qui intervient
dans les décalages effectués pour définir nos faisceaux, et qui est toujours pair dans
le cas connexe, est ici de la parité de r′. Cela explique le (−1)r′

apparaissant dans
l’égalité (2) ci-dessous. Explicitons la formule de Lusztig, en reprenant les notations
utilisées lors de la construction de la fonction kη(w1, w2; r′, r′′), cf. 3.3.
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On suppose d’abord (r′, r′′) )= (0, 0). Notre fonction est construite par induction
à partir d’un Lévi M = T × Gc = T w1 × T w2 × Gc. Dans Gc est donnée l’orbite
Cc d’un élément xc = su ∈ Gc. Notons Cc,ss l’orbite dans Gc de s. La formule de
Lusztig est de la forme :

(2) kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = (−1)r′ ∑

x∈G0

x−1sx∈T×Cc,ss

|xMx−1 ∩ ZG(s)0||ZG(s)0|−1|M0|−1Q0
x(u),

où Q0
x est une certaine fonction de Green sur ZG(s)0. Cette fonction est invariante par

conjugaison par ZG(s)0 et ne dépend que de la classe ZG(s)0x. En fait, la définition
de Q0

x s’étend aux x ∈ G tels que x−1sx ∈ T ×Cc,ss. Le membre de droite de (2), où
l’on remplace la condition x ∈ G0 par x ∈ G ! G0, calcule kη(w1, w2; r′, r′′)(g̃), où g̃
est conjugué à g par un élément de G!G0. Remplacer g par g̃ ne change rien, puisque
notre fonction de départ est invariante par conjugaison par G. On peut donc remplacer
dans (2) la condition x ∈ G0 par x ∈ G, à condition de diviser par 2. À ce point,
on peut lever l’hypothèse (r′, r′′) )= (0, 0). Quand (r′, r′′) = (0, 0), kη(w1, w2; 0, 0)(g)
est par définition somme de deux termes. Si on exprime l’un par la formule (2), on
voit que l’autre est la somme analogue où la condition x ∈ G0 est remplacée par
x ∈ G ! G0. Donc kη(w1, w2, 0, 0)(g) est donné par la somme pour x ∈ G. Cette fois,
on ne doit plus diviser par 2. Maintenant, on peut remplacer chaque fonction Q0

x par :

Qx = |ZG(s)/ZG(s)0|−1
∑

y∈ZG(s)/ZG(s)0

Q0
yx, = |ZG(s)/ZG(s)0|−1

∑

y∈ZG(s)/ZG(s)0

Q0
x ◦ Ad(y).

Cette fonction Qx est invariante par conjugaison par ZG(s)0 et ne dépend que de la
classe ZG(s)x. On obtient donc :

(3) kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = (−1)r′
c1

∑

x∈G
x−1sx∈T×Cc,ss

|xMx−1∩ZG(s)0||ZG(s)0|−1|M0|−1Qx(u),

où :

c1 =

{
1/2, si (r′, r′′) )= (0, 0),
1, si (r′, r′′) = (0, 0).

Notons Z ′ et Z ′′ les deux composantes évidentes de ZG(s). Soit x ∈ G tel que
x−1sx ∈ T × Cc,ss. Alors il existe ν = (N ′

1, N
′
2, N

′′
1 , N ′′

2 ) ∈ N , w = (w′
1, w

′
2, w

′′
1 , w′′

2 ) ∈
W (ν), de sorte que :

(4) Z ′ ∩ xMx−1 = T w′
1
× T w′

2
× G′

c, Z ′′ ∩ xMx−1 = T w′′
1
× T w′′

2
× G′′

c ,

où G′
c, resp. G′′

c est le groupe orthogonal d’un espace V ′
c , resp. V ′′

c , de dimension r′2,
resp. r′′2, ;

(5)
Z ′ ∩ xT w1x

−1 = T w′
1
, Z ′ ∩ xT w2x

−1 = T w′
2
,

Z ′′ ∩ xT w1x
−1 = T w′′

1
, Z ′′ ∩ xT w2x

−1 = T w′′
2
.
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L’élément w n’est défini qu’à conjugaison près dans W (ν). On a ainsi associé à x un
élément ν ∈ N et une classe de conjugaison d’éléments w. Remarquons que les termes
indexés par x dans la formule (3) ne dépendent que de ces données. En particulier,
on peut noter Qw = Qx.

Inversement, soit ν ∈ N , w ∈ W (ν). Calculons la somme des termes de la formule
(3) à qui sont associées ces données. Pour qu’il en existe, les égalités (5), jointes au
fait que xTx−1 ⊆ ZG(s), imposent que w′

1w
′′
1 est conjugué à w1 dans WN1 et w′

2w
′′
2

est conjugué à w2 dans WN2 . Supposons ces conditions satisfaites. Alors notre pro-
blème a une solution. Fixons-en une, notée xw. L’ensemble des solutions est égal à
ZG(s)xwNG(w1, w2), où on note NG(w1, w2) l’ensemble des éléments de G qui nor-
malisent à la fois T w1 et T w2 . Avec des notations similaires, on a :

ZG(s) ∩ xwNG(w1, w2)x−1
w = NZ′(w′

1, w
′
2) × NZ′′(w′′

1 , w′′
2 ).

On vérifie l’égalité :
|NG(w1, w2)| = |M |z(w1)z(w2),

où l’on a posé par exemple z(w1) = |ZWN1
(w1)|. Des égalités analogues calculent

|NZ′(w′
1, w

′
2)| et |NZ′′(w′′

1 , w′′
2 )|. Le nombre de solutions est donc égal à :

|ZG(s)||M ||xwMx−1
w ∩ ZG(s)|−1z(w1)z(w2)z(w′

1)
−1z(w′

2)
−1z(w′′

1 )−1z(w′′
2 )−1.

Multiplié par le coefficient intervenant dans la formule (3), on obtient :

c2z(w1)z(w2)z(w′
1)

−1z(w′
2)

−1z(w′′
1 )−1z(w′′

2 )−1,

où :

c2 = c1|ZG(s)/ZG(s)0||M/M0||(xwMx−1
w ∩ ZG(s))/(xwMx−1

w ∩ ZG(s)0)|−1.

En distinguant les différents cas (r′ = 0 ou r′ )= 0, d′ = 0 ou d′ )= 0, etc.), on
montre que c2 = 2α(h1,h2;g). On doit sommer sur ν ∈ N et w dans un ensemble de
représentants des classes de conjugaison dans W (ν). Il revient au même de sommer
sur w ∈ W (ν), en pondérant le terme à sommer par l’inverse du nombre d’éléments
de la classe de conjugaison de w. Ce coefficient de pondération est égal à :

|W (ν)|−1z(w′
1)z(w′

2)z(w′′
1 )z(w′′

2 ).

En le multipliant par le terme à sommer, on obtient 2α(h1,h2;g)z(w1)z(w2)|W (ν)|−1.
L’égalité (3) se transforme en :

(6) kη(w1, w2; r′, r′′)(g) = (−1)r′
2α(h1,h2;g)z(w1)z(w2)

∑

ν∈N
|W (ν)|−1

∑

w

Qw(u),

où w parcourt l’ensemble décrit dans l’énoncé. Fixons ν et w. Il nous reste à déterminer
Qw. Faisons-le dans le cas r′r′′ )= 0. D’après la définition de Lusztig, c’est la restriction
aux unipotents de la fonction trace d’un complexe induit à ZG(s)0 à partir d’un
complexe cuspidal sur xwMx−1

w ∩ZG(s)0. Évidemment, ces complexes se décomposent
en produit de complexes sur Z ′0 et Z ′′0. Utilisons les égalités (4) pour x = xw. Le
complexe sur Z ′0∩xwMx−1

w est produit des systèmes locaux triviaux sur T w′
1

et T w′
2
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et d’un système local cuspidal à support unipotent sur G′0
c . Il y a un seul tel système.

Idem pour le complexe cuspidal sur Z ′′0 ∩xwMx−1
w . En comparant avec la définition

des fonctions de Green, on voit que les fonctions Qw et Q′(|r′|, w′
1w

′
2)×Q′′(|r′′|, w′′

1w′′
2 )

sont proportionnelles. Soit z ∈ C× tel que :

Qw = zQ′(|r′|, w′
1w

′
2) × Q′′(|r′′|, w′′

1w′′
2 ).

Ce nombre z est produit de deux termes z1z2. Le terme z1 vient du fait que, en [W]
II.6, les fonctions de Green ne sont pas définies comme fonctions traces de complexes
induits, mais comme images des fonctions traces des complexes cuspidaux par induc-
tion de Lusztig. Ce terme z1 est calculé par le théorème 1.14 de [L8]. On a z1 = (−1)D,
où D est la somme des dimensions des supports des complexes cuspidaux. La dimen-
sion d’une orbite unipotente étant paire, on a :

D ≡ dim(T w′
1
) + dim(T w′

2
) + dim(T w′′

1
) + dim(T w′′

2
) ≡ N ≡ n + r′ mod 2Z.

D’où z1 = (−1)n+r′
. Le terme z2 vient de la différence de normalisation des Frobenius

des complexes cuspidaux. Soit u′
c ∈ G′

c un élément unipotent dans l’orbite paramétrée
par la partition (2|r′| − 1, 2|r′| − 3, . . . , 1) et tel que, pour tout élément i de cette
partition, on ait :

ηu′
c
(i) =

{
ζ(−1)r′+(i−1)/2, si i )= 2|r′|− 1,

η′
cζ(−1)r′−1, si i = 2|r′|− 1.

On a noté η′
c = η(V ′

c ). On peut calculer : η′
c = η′(g) sgnCD(w′

1w
′
2). On définit de façon

similaire u′′
c ∈ G′′

c . Notons uc l’élément de xwMx−1
w ∩ ZG(s)0 dont les composantes

sur Tw′
1

etc. sont triviales et dont la composante sur G′
c, resp. G′′

c , est u′
c, resp. u′′

c .
Dans [W] II.6, on a normalisé le Frobenius du complexe cuspidal de sorte que la
fonction trace associée vaille 1 au point uc. Le système cuspidal sur M est produit de
systèmes locaux L(1Tw1

) sur T w1 , L(ζTw2
) sur T w2 et L(r′, r′′) sur Gc, qui sont munis

de Frobenius. D’après la définition de Lusztig, le Frobenius utilisé dans la construction
de Qw est tel que la fonction trace associée vaille :

trace(L(1Tw1
) × L(ζTw2

) × L(r′, r′′))(x−1
w sucxw)

au point uc. Le terme z2 est donc égal à cette expression. Notons g1, g2, gc les com-
posantes de x−1

w sucxw dans Tw1 , Tw2 , Gc. On a :

z2 = trace(L(1Tw1
))(g1) trace(L(ζTw2

))(g2) trace(L(r′, r′′))(gc).

Évidemment, le premier terme vaut 1. L’élément g2 est la composante de x−1
w sxw

dans Tw2 . Sa composante sur Tw′
2

est triviale. Le groupe T w′′
2

est naturellement un
sous-tore maximal d’un groupe orthogonal, et la composante de g2 sur Tw′′

2
s’envoie

par ce plongement sur l’élément −1 de ce groupe orthogonal. On a déjà remarqué
dans la preuve de la proposition 3.6 que trace(L(ζTw2

))(g2) = sp(g2). Grâce à 1.6(1),
on calcule :

trace(L(ζTw2
))(g2) = ζ(−1)N ′′

2 sgnCD(w′′
2 ).
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Enfin gc est un élément de Cc paramétré par les familles ηu′
c
et ηu′′

c
, et trace(L(r′, r′′))(gc)

est calculé par la formule de 3.1. On trouve :

trace(L(r′, r′′))(gc) = c(h1, h2)cη(h1, h2)qδ(r′,r′′)/2γ(h1, h2; g; w).

Alors :

z1z2 = (−1)n+r′
c(h1, h2)cη(h1, h2)qδ(r′,r′′)/2γ(h1, h2; g; w)ζ(−1)N ′′

2 sgnCD(w′′
2 ).

La formule (6) devient celle de l’énoncé. On a supposé r′r′′ )= 0. Dans le cas où
r′r′′ = 0, la calcul est analogue, il faut tenir compte de la définition plus embrouillée
de nos fonctions qui peuvent être nulles ou sommes de plusieurs fonctions du type
précédent. Le résultat est le même.

7.2. On conserve les données du paragraphe précédent, à ceci près qu’au lieu de
se donner w1 et w2, on se donne des représentations irréductibles ρ1 ∈ Irr(WN1)
et ρ2 ∈ Irr(WN2). On note Λ1, resp. Λ2, l’élément de S̃N1+h2

1,pair, resp. S̃N2+h2
2,pair,

correspondant au couple (h1, ρ1), resp. (h2, ρ2), cf. 2.2. Du paragraphe précédent et
des définitions résulte que :

– si l’hypothèse 7.1(1) n’est pas vérifiée, kη(Λ1, Λ2)(g) = 0.

On suppose désormais cette hypothèse 7.1(1) vérifiée et on adopte les mêmes no-
tations qu’au paragraphe précédent.

On note Z ′0 et Z ′′0 les deux composantes évidentes de ZG(s)0. Soit ρ′ une re-
présentation irréductible de WN ′ . Supposons d’abord r′ )= 0. La correspondance de
Springer généralisée (cf. [L4]) associe au couple (|r′|, ρ′) un couple ι = (C,L) formé
d’une orbite unipotente C ⊂ Z ′0 et d’un système local L sur C. Au couple ι, Lusztig
a associé :

– un entier b(ι) = 1
2 (dim(Z ′0) − dim(C) − N ′ − |r′3−r′|

3 ) ;
– une fonction χι sur Z ′0, à support unipotent inclus dans C, où C est l’adhérence

de Zariski de C.

On notera ces termes b(|r′|, ρ′), χ′
|r′|,ρ′ . Supposons maintenant r′ = 0. Dans la

correspondance de Springer généralisée, la donnée de départ est cette fois un couple
(0, ρ), où ρ est une représentation irréductible de WD

N ′ . Supposons η′(g) = 1. Si la
restriction de ρ′ à WD

N ′ est irréductible, on associe à cette restriction un couple ι et on
poursuit comme ci-dessus. Si cette restriction se décompose en deux représentations
irréductibles ρ′a et ρ′b, on a deux couples ιa et ιb. On a alors b(ιa) = b(ιb), ce qui
définit b(0, ρ′) sans ambigüıté. On pose χ′

0,ρ′ = χιa + χιb . Supposons η′(g) = −1. Si
la restriction de ρ′ à WD

N ′ est réductible, on pose χ′
0,ρ′ = 0 et la définition de b(0, ρ′)

importe peu. Supposons cette restriction irréductible. On associe alors à (0, ρ′) un
unique couple ι. On pose b(0, ρ′) = b(ι). La représentation ρ′ est paramétrée par un
couple (α, β) de partitions tel que S(α) + S(β) = N ′. On a α )= β. Ordonnons les
partitions lexicographiquement, c’est-à-dire, pour λ = (λ1 ! λ2 ! · · · ) et µ = (µ1 !
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µ2 ! · · · ), définissons :

λ 8 µ ⇐⇒ λ1 > µ1 ou λ1 = µ1 et λ2 > µ2 etc.

On pose χ′
0,ρ′ = χι si α 9 β, χ′

0,ρ′ = −χι si β 8 α.
Soit ρ′′ une représentation irréductible de WN ′′ . On définit de même un entier

b(|r′′|, ρ′′) et une fonction χ′′
|r′′|,ρ′′ sur Z ′′0, à support unipotent.

Rappelons que, pour j ∈ {1, 2}, on a posé :

ej =

{
0, si hj ! 0,

1, si hj < 0.

Soit ν ∈ N . On définit un caractère χh1,h2,ν du groupe W (ν) par la formule suivante,
où w ∈ W (ν) :

χh1,h2,ν(w) =






sgnCD(w′′
2 ), si |h1| ! |h2| et e1 + e2 ≡ 0 mod 2Z,

sgnCD(w′′
1 ), si |h1| < |h2| et e1 + e2 ≡ 0 mod 2Z,

sgnCD(w′
2), si |h1| ! |h2| et e1 + e2 ≡ 1 mod 2Z,

sgnCD(w′
1), si |h1| < |h2| et e1 + e2 ≡ 1 mod 2Z.

Soient maintenant ρ′ ∈ Irr(WN ′) et ρ′′ ∈ Irr(WN ′′). On pose :

(ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν = |W (ν)|−1
∑

w∈W (ν)

trace(ρ′)(w′
1w

′
2) trace(ρ′′)(w′′

1 w′′
2 )

· trace(ρ1)(w′
1w

′′
1 ) trace(ρ2)(w′

2w
′′
2 )χh1,h2,ν(w).

Posons :

c(h1, h2; g) =






1, si |h1| ! |h2| et h1 ! 0,

η, si |h1| ! |h2| et h1 < 0,

η′′(g), si |h1| < |h2| et h2 ! 0,

ηη′′(g), si |h1| < |h2| et h2 < 0.

Proposition. — Sous l’hypothèse 7.1(1), on a l’égalité :

kη(Λ1, Λ2)(g) = c(h1, h2)c(h1, h2; g)
∑

ν∈N
ζ(−1)N ′′

2
∑

ρ′,ρ′′

qb(|r′|,ρ′)+b(|r′′|,ρ′′)+δ(r′,r′′)/2

· (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,νχ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′),

où ρ′ et ρ′′ décrivent respectivement Irr(WN ′) et Irr(WN ′′).

Démonstration. — Appliquons la définition 3.3(1) et le lemme 7.1. Remarquons
qu’une somme triple, convenablement pondérée, sur w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 et w ∈
W (ν) tel que w′

1w
′′
1 soit conjugué à w1 dans WN1 et w′

2w
′′
2 soit conjugué à w2 dans
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WN2 , une telle somme, donc, se simplifie en une somme sur tout w ∈ W (ν). On
obtient :

(1) kη(Λ1, Λ2)(g) = 2α(h1,h2;g)c(h1, h2)qδ(r′,r′′)/2
∑

ν∈N
ζ(−1)N ′′

2 Xν ,

où, pour ν ∈ N , on a posé :

Xν = cη(h1, h2)|W (ν)|−1

∑

w∈W (ν)

γ(h1, h2; g; w) sgnCD(w′′
2 ) sgnCD(w′

1w
′′
1 )e1 sgnCD(w′

2w
′′
2 )e2

trace(ρ1)(w′
1w

′′
1 ) trace(ρ2)(w′

2w
′′
2 )Q′(|r′|, w′

1w
′
2)(u

′)Q′′(|r′′|, w′′
1w′′

2 )(u′′).

Soit w ∈ W (ν). Un calcul cas par cas démontre l’égalité :

(2) cη(h1, h2)γ(h1, h2; g; w) sgnCD(w′′
2 ) sgnCD(w′

1w
′′
1 )e1 sgnCD(w′

2w
′′
2 )e2

= c(h1, h2; g)χh1,h2,ν(w),

à l’exception du cas où h1 < 0 et h2 = ±h1. Dans ce dernier cas, le membre de gauche
vaut η′′(g) sgnCD(w′

1) si h2 = −h1, ηη′′(g) sgnCD(w′′
1 ) si h2 = h1, tandis que celui

de droite vaut η sgnCD(w′
2) si h2 = −h1, η sgnCD(w′′

2 ) si h2 = h1. Mais supposons
par exemple h2 = −h1. Alors r′ = 0 et Q′(0, w′

1w
′
2) est nul si sgnCD(w′

1w
′
2) )= η′(g).

On peut donc supposer sgnCD(w′
1w

′
2) = η′(g). Puisque r′ = 0, a fortiori r′ est pair

et η′(g)η′′(g) = η. On obtient alors l’égalité (2). Un raisonnement analogue vaut si
h1 < 0 et h2 = h1.

Grâce à (2), on obtient :

(3) Xν = cη(h1, h2)|W (ν)|−1
∑

w∈W (ν)

χh1,h2,ν(w) trace(ρ1)(w′
1w

′′
1 )

trace(ρ2)(w′
2w

′′
2 )Q′(|r′|, w′

1w
′
2)(u

′)Q′′(|r′′|, w′′
1w′′

2 )(u′′).

Pour ρ′ ∈ Irr(WN ′), posons :

(4) Q′
ρ′ = |WN ′ |−1

∑

w′∈WN′

trace(ρ′)(w′)Q′(|r′|, w′).

On définit de façon similaire Q′′
ρ′′ pour ρ′′ ∈ Irr(WN ′′ ). Grâce aux formules d’inversion

usuelles, on transforme l’égalité (3) en :

(5) Xν = c(h1, h2; g)
∑

ρ′∈Irr(WN′)
ρ′′∈Irr(WN′′)

(ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,νQ′
ρ′(u′)Q′′

ρ′′(u′′).

Mais, grâce à [L9] 6.15(a), repris dans [W] proposition VIII.12, pour ρ′ ∈ Irr(WN ′),
on a l’égalité :

(6) Q′
ρ′ = 2−α′

qb(|r′|,ρ′)χ′
|r′|,ρ′ ,
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où α′ = 0 sauf si r′ = 0 et N ′ > 0, auquel cas α′ = 1. Ce terme 2−α′
vient dans ce cas

du fait que le groupe qui intervient en loc. cit. est alors WD
N ′ et non WN ′ . Une formule

analogue calcule Q′′
ρ′′ pour ρ′′ ∈ Irr(WN ′′). Reportons ces égalités dans la formule (5),

puis dans la formule (4) et l’égalité (1). En remarquant que α′ +α′′ = α(h1, h2; g), on
obtient l’égalité de l’énoncé.

7.3. Soient Λ1 ∈ S̃n−1,pair et η, ε ∈ {±1}. On dispose des fonctions kη(Λ1,1−(1)),
kη(Λ1, σ1−(1)) sur Oη(2n), cf. 2.4 pour les notations. On dispose aussi de la fonction
kηε(Λ1, Λ(∅)) sur Oηε(2n− 2) (rappelons que n ! 2). Fixons un élément semi-simple
g ∈ Oη(2n) ayant pour valeurs propres 1 avec la multiplicité n − 1 et −1 avec la
multiplicité 1. Pour tout entier N ! 1, on note Np′ la partie première à p de N .

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a l’égalité :

kη(Λ1,1−(1))(g) + εkη(Λ1, σ1−(1))(g)

= 2|SO(2n − 1)|p′ |Oηε(2n − 2)|−1
p′ sp(g)kηε(Λ1, Λ(∅))(1).

Démonstration. — On calcule k(Λ1,1−(1))(g) grâce à la proposition précédente. On a
h2 = 1, N2 = 0, r′ = h1+1, r′′ = h1−1, d′ = 2n−1, d′′ = 1. La condition 7.1(1) impose
h1 ∈ {0, 2}. Si elle n’est pas vérifiée, kη(Λ1,1−(1))(g) = 0. Supposons-la vérifiée. Alors
N ′ = N1, N ′′ = 0. L’ensemble N a pour seul élément ν = (N1, 0, 0, 0). La fonction
χ′′
|r′′|,ρ′′ intervenant dans la proposition précédente est bien sûr la fonction égale à 1 sur

le groupe SO(1). Considérons le terme χ′
|r′|,ρ′(u′). Ici u′ = 1. D’après [L6] théorème

24.4(d), la fonction χ′
|r′|,ρ′ est supportée par des orbites unipotentes C de SO(2n−1)

pour lesquelles il existe un système local SO(2n − 1)-équivariant L sur C tel que le
couple (C,L) corresponde par la correspondance de Springer généralisée à un couple
(|r′|, ρ̃′) où ρ̃′ ∈ Irr(WN1). Or l’unique système local sur l’orbite triviale correspond au
couple (1, sgn), où sgn est le caractère signe habituel. Donc χ′

|r′|,ρ′(1) = 0 si |r′| )= 1.
Il en résulte que :

kη(Λ1,1−(1))(g) = 0, si h1 )= 0.

Supposons h1 = 0. Alors la formule de la proposition précédente donne :

kη(Λ1,1−(1))(g) = η′′(g)qb(1,ρ1)χ′
1,ρ1

(1).

D’après 1.6(1), on a η′′(g) = sp(g). D’après 7.2(4) et (6), on a :

qb(1,ρ1)χ′
1,ρ1

= |Wn−1|−1
∑

w∈Wn−1

trace(ρ1)(w)Q′(1, w).

Soit w ∈ Wn−1. Cet élément paramètre un sous-tore T w de SO(2n − 1) et on a
l’égalité Q′(1, w) = RSO(2n−1)

Tw
(1). La valeur en 1 de cette fonction est calculée par [C]

théorème 7.5.1. On obtient :

Q′(1, w) = sgn(w)|SO(2n − 1)|p′ |Tw|−1
p′ .
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D’où l’égalité :

kη(Λ1,1−(1))(g) = sp(g)|SO(2n − 1)|p′

∑

w∈Wn−1

sgn(w) trace(ρ1)(w)|Tw |−1
p′ .

Un raisonnement similaire permet de calculer kη(Λ1, σ1−(1))(g) et kηε(Λ1, Λ(∅))(1).
Ces termes sont nuls si h1 )= 0. Si h1 = 0, ils valent :

kη(Λ1, σ1−(1))(g) = η sp(g)|SO(2n − 1)|p′

∑

w∈Wn−1

sgn(w) sgnCD(w) trace(ρ1)(w)|Tw |−1
p′ ,

kηε(Λ1, Λ(∅))(1) = 2ηε|SOηε(2n − 2)|p′

∑

w∈Wn−1
sgnCD(w)=ηε

sgn(w) trace(ρ1)(w)|Tw |−1
p′ .

Remarque. — Dans cette dernière formule, T w est un sous-tore de SOη(2n − 2).
Mais il est isomorphe au sous-tore de SO(2n − 1) déjà introduit.

En remarquant que 2|SOηε(2n − 2)|p′ = |Oηε(2n − 2)|p′ , on en déduit l’égalité de
l’énoncé.

7.4. Soient m1, m2 ∈ N tels que n = m2
1 + m2

2 et m1 ! m2. On pose t′ = m1 + m2,
t′′ = m1 − m2.

Pour j ∈ {1, 2}, posons :

Λsp
j = {(x, (−1)x+1); x ∈ {2mj − 1, . . . , 0}}.

C’est un symbole ordonné spécial de défaut 0 et de rang m2
j . On note F̃amj sa famille

dans S̃m2
j ,pair. On représente tout élément de F̃amj par un sous-ensemble de N×{±1}

ayant 2mj éléments.
Posons M = {m1 − m2, . . . , 1}, notons PM l’ensemble des sous-ensembles de M .

On définit une application :

(1)
F̃am2 × PM −→ F̃am1 × F̃am2

(Λ, I) /−→ (Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I))
par :

Λ2(Λ, I) = Λ;

Λ1(Λ, I) = {(x + 2(m1 − m2); ε); (x, ε) ∈ Λ} ∪ (∪i∈I{(2i − 1, 1), (2i − 2, 1)})
∪ (∪i∈M!I{(2i − 1,−1), (2i− 2,−1)}).

Cette application est injective. Pour Λ ∈ F̃am2 et I ∈ PM , on pose :
– h(Λ) = d̃ef(Λ)/2 ;
– pour j ∈ {1, 2}, hj(Λ, I) = d̃ef(Λj(Λ, I))/2 ;
– c(Λ, I) = h(Λ)2 + 2|I|2 + 2|I|h(Λ) + h(Λ)(m2 − m1) + 2|I|(m2 − m1) ;

– f(I) =

{
0, si m1 − m2 ∈ I ou si m1 = m2,

1, si m1 − m2 )∈ I et m1 )= m2;
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– f(Λ, I) =






0, si (2m2 − 1, 1) ∈ Λ et m2 ! 1,

1, si (2m2 − 1,−1) ∈ Λ et m2 ! 1,

f(I), si m2 = 0.

Remarquons que l’on a les égalités :

(2)

{
h2(Λ, I) = h(Λ),
h1(Λ, I) = h(Λ) + 2|I|− m1 + m2.

Soient η ∈ {±1} et g ∈ Oη(2n). Écrivons g = su. On suppose que s a pour valeurs
propres 1 avec la multiplicité t′2 et −1 avec la multiplicité t′′2. Comme en 7.1, on
définit η′(g) et η′′(g) et on décompose u = u′u′′. On suppose u′ paramétré par les
données λ′ = λ(u′), η′ = ηu′ ainsi définies :

λ′ = (2t′ − 1, 2t′ − 3, . . . , 3, 1);

pour i ∈ Jordbp(λ′),

η′(i) =






ζ(−1)(i−1)/2η′(g), si t′ est impair,
ζ(−1)(i+1)/2, si t′ est pair et i )= 2t′ − 1,

η′(g), si t′ est pair et i = 2t′ − 1.

On suppose u′′ paramétré par les données λ′′, η′′ définies de façon similaire.

Proposition. — Soient η, g comme ci-dessus et (Λ1, Λ2) ∈ F̃am1 × F̃am2.
(a) Si (Λ1, Λ2) n’appartient pas à l’image de l’application (1), kη(Λ1, Λ2)(g) = 0.
(b) Supposons que (Λ1, Λ2) soit l’image de (Λ, I) ∈ F̃am2 × PM par l’application

(1). On a alors l’égalité :

kη(Λ1, Λ2)(g) = qaζ(−1)bηcη′′(g)d,

où :

– a = δ(t′, t′′)/2 − m1m2 + c(Λ, I),
– si m1 )≡ m2 mod 2Z, b = 0, c = h(Λ) + |I|− (m1 − m2 + 1)/2, d = h(Λ),
– si m1 ≡ m2 mod 2Z, b = |I| + (m1 − m2)/2, c = f(Λ, I), d = f(Λ, I) + f(I).

La démonstration de cette proposition occupe les paragraphes 7.5 à 7.10. Elle est
basée sur la proposition 7.2 et sur les résultats de [W] chapitre XI, quelque peu
généralisés, que nous allons reformuler.

7.5. Pour j ∈ {1, 2}, on fixe Λj ∈ F̃amj . On note (hj , ρj) le couple associé en 2.2 à
Λj , on pose :

ej =

{
0, si hj ! 0,

1, si hj < 0.
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Au symbole spécial Λsp
j sont associées une partition orthogonale spéciale λj ∈ P(m2

j)
et une partition Int(λj) de Jordbp(λj), cf. [W] VIII.20. En utilisant les définitions de
[W] VIII.7 et VIII.20, on calcule :

λj = (2mj − 1, 2mj − 1, 2mj − 3, 2mj − 3, . . . , 3, 3, 1, 1),

et Int(λj) est la partition maximale de Jordbp(λj), c’est-à-dire celle formée de tous
les sous-ensembles à un élément de Jordbp(λj). Cela permet d’identifier Int(λj) à
Jordbp(λj). On associe à Λj l’élément (τj , δj) de (Z/2Z)Int(λj) × (Z/2Z)Int(λj) défini
par :

(1)
τj(i) = |{(x, ε); (x, ε) ∈ Λj, (x, ε) )∈ Λsp

j , x ! i}| mod 2Z,

δj(i) = |{(x, ε); (x, ε) ∈ Λj, (x, ε) )∈ Λsp
j , x ! i − 1}| mod 2Z,

pour tout i ∈ Int(λj).
Au couple (λ1, λ2) on associe par « induction endoscopique » une partition ortho-

gonale λ ∈ P(n) et une partition Int(λ) de Jordbp(λ), cf. [W] XI.11 et XI.15. On
calcule :

λ = (2m1 + 2m2 − 1, 2m1 + 2m2 − 3, . . . , 2(m1 − m2) + 3, 2(m1 − m2) + 1,

2(m1 − m2) − 1, 2(m1 − m2) − 1, 2(m1 − m2) − 3, 2(m1 − m2) − 3, . . . , 3, 3, 1, 1),

et Int(λ) est la partition maximale de Jordbp(λ). On identifie Int(λ) et Jordbp(λ).
On construit des fonctions :

τ ′, δ′, τ ′′, δ′′ : Int(λ) −→ Z/2Z,

de la façon suivante. Soit i ∈ {1, . . . , m1} ; on a les égalités modulo 2Z :

– si i " m2,

τ ′(2m1 + 2m2 − 4i + 3) = τ ′′(2m1 + 2m2 − 4i + 3)

= τ1(2m1 − 2i + 1) + δ2(2m2 − 2i + 3) + h1 + h2 + e1,

τ ′(2m1 + 2m2 − 4i + 1) = τ ′′(2m1 + 2m2 − 4i + 1)

= τ1(2m1 − 2i + 1) + δ2(2m2 − 2i + 1) + h1 + h2 + e1,

δ′(2m1 + 2m2 − 4i + 3) = τ1(2m1 − 2i + 1) + τ2(2m2 − 2i + 1) + 1,

δ′′(2m1 + 2m2 − 4i + 3) = τ1(2m1 − 2i + 1) + τ2(2m2 − 2i + 1),

δ′(2m1 + 2m2 − 4i + 1) = δ′′(2m1 + 2m2 − 4i + 1)

= δ1(2m1 − 2i + 1) + δ2(2m2 − 2i + 1);

– si i > m2,

τ ′(2m1 − 2i + 1) = τ ′′(2m1 − 2i + 1) = τ1(2m1 − 2i + 1) + h1 + e1,

δ′(2m1 − 2i + 1) = δ′′(2m1 − 2i + 1) = δ1(2m1 − 2i + 1) + h2.
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Dans la première égalité, on a 2m2−2i+3 = 2m2 +1 si i = 1, et δ2(2m2 +1) n’est
pas défini ; on pose δ2(2m2 + 1) = 0.

Comme en 7.1, posons r′ = h1 + h2, r′′ = h1 − h2. Supposons d’abord :

(2) r′ ≡ r′′ ≡ t′ ≡ t′′ mod 2Z, |r′| " t′, |r′′| " t′′

(c’est l’hypothèse 7.1 (1)). On pose N ′ = (t′2 − r′2)/2, N ′′ = (t′′2 − r′′2)/2. Soit
ρ′ une représentation irréductible de WN ′ . Supposons d’abord r′ )= 0. Comme on
l’a dit en 7.2, la correspondance de Springer généralisée associe à (|r′|, ρ′) un couple
(C,L) formé d’une orbite unipotente de SO(V ′) (cf. 7.1 pour la définition de V ′)
et d’un système local L sur C. À C est associée une partition orthogonale de t′2

que nous noterons λ|r′|,ρ′ . Au système local L est associé un caractère du groupe
ZSO(V ′)(x)/ZSO(V ′)(x)0, où x est un élément fixé de C. Le groupe des caractères de
ce quotient s’identifie à (Z/2Z)Jordbp(λ|r′|,ρ′ )/∆(Z/2Z), où ∆ est le plongement diago-
nal. À L est donc associé un élément de ce groupe, que l’on note ε|r′|,ρ′ . Supposons
maintenant r′ = 0. C’est alors à un couple (0, ρ′0), où ρ′0 est une représentation ir-
réductible de WD

N ′ , que l’on peut associer comme ci-dessus une partition λ0,ρ′
0

et un

élément ε0,ρ′
0
∈ (Z/2Z)Jordbp(λ0,ρ′

0
)
/∆(Z/2Z). Mais, si l’on prend pour ρ′0 une compo-

sante irréductible de la restriction de ρ′ à WD
N ′ , ces termes ne dépendent pas du choix

de ρ′0. Cela permet de les noter λ0,ρ′ et ε0,ρ′ . De façon similaire, on associe à toute
ρ′′ ∈ Irr(WN ′′) des termes λ|r′′|,ρ′′ et ε|r′′|,ρ′′ .

En 7.1 et 7.2, on a défini l’ensemble N et, pour ν ∈ N et (ρ′, ρ′′) ∈ Irr(WN ′) ×
Irr(WN ′′), un entier (ρ′×ρ′′, ρ1×ρ2)h1,h2,ν . On note I l’ensemble des couples (ρ′, ρ′′) ∈
Irr(WN ′) × Irr(WN ′′) vérifiant les deux conditions suivantes :

il existe ν ∈ N tel que (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν )= 0;(3)

λ′ " λ|r′|,ρ′ , λ′′ " λ|r′′|,ρ′′(4)

(il s’agit ici de l’ordre usuel des partitions de même somme : pour m ∈ N,
µ′ = (µ′

1 ! µ′
2 ! · · · ) ∈ P(m), µ′′ = (µ′′

1 ! µ′′
2 ! · · · ) ∈ P(m), on a µ′ " µ′′ si

et seulement si µ′
1 + · · · + µ′

i " µ′′
1 + · · · + µ′′

i pour tout i ∈ N).
Levons l’hypothèse (2). Si elle n’est pas vérifiée, on pose I = ∅.
Remarquons que λ′ ∪ λ′′ = λ (la réunion ayant un sens évident : multλ′∪λ′′ =

multλ′ + multλ′′ , cf. 1.5). En particulier Jordbp(λ′) ∪ Jordbp(λ′′) = Jordbp(λ) =
Int(λ). La restriction de τ ′ à Jordbp(λ′) est un élément de (Z/2Z)Jordbp(λ′).
On note ε′ son image dans (Z/2Z)Jordbp(λ′)/∆(Z/2Z). On définit de même
ε′′ ∈ (Z/2Z)Jordbp(λ′′)/∆(Z/2Z).

On considérera la condition :
(5) pour tout i ∈ Int(λ),

∑

j!i

multλ′(j) ≡ δ′(i) mod 2Z,
∑

j!i

multλ′′(j) ≡ δ′′(i) mod 2Z.
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Enfin, soient m ∈ N et ρ ∈ Irr(Wm). La représentation ρ est paramétrée par un
couple de partitions (α, β) tel que S(α) + S(β) = m. On a introduit en 7.2 l’ordre
lexicographique 9 sur l’ensemble des partitions. On note ρ 9 0 si et seulement si
α 9 β.

Proposition
(a) Si la condition (5) n’est pas vérifiée, I = ∅.
(b) Si la condition (5) est vérifiée, I a un unique élément, notons-le (ρ′, ρ′′). On

a λ|r′|,ρ′ = λ′, λ|r′′|,ρ′′ = λ′′, ε|r′|,ρ′ = ε′, ε|r′′|,ρ′′ = ε′′. Il existe un unique ν ∈ N tel
que (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν )= 0. Pour cet unique ν, on a (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν = 1.
Si r′ = 0 et t′ > 0, on a ρ′ 9 0 ⇔ τ ′(2t′ − 1) = 0. Si r′′ = 0 et t′′ > 0, on a
ρ′′ 9 0 ⇔ τ ′′(2t′′ − 1) = 0.

Démonstration. — Supposons h1, h2, t′, t′′ pairs et h1h2 )= 0. Posons ι1 = (|h1|, ρ1),
ι2 = (|h2|, ρ2), ξ = (−1)e1+e2 , ι0 = (|r′|, |r′′|, ξ). Ces termes ι1, ι2, ι0 vérifient les hy-
pothèses de [W] XI.21 et XI.27, appliquées au cas d’un groupe p-adique SO(2n)
et de son sous-groupe endoscopique SO(2h2

1 + 2N1) × SO(2h2
2 + 2N2), la forme

exacte de ces groupes important peu. Appliquons les constructions de [W] XI.27
et XI.29 à un réseau L tel que dimFq((′) = t′2, dimFq((′′) = t′′2. On y a construit
deux ensembles PL(ι1, ι2; ι0) et Imax

L (ι1, ι2; ι0). L’ensemble PL(ι1, ι2; ι0) est vide si
la condition (2) n’est pas vérifiée (car alors |r′| )∈ I0((′) ou |r′′| )∈ I0((′′) avec les
notations de [W]). Si elle l’est, un élément de PL(ι1, ι2; ι0) est une famille p =
(α′, β′, α′′, β′′, α′

1, α
′
2, α

′′
1 , α′′

2 , β′
1
, β′

2
, β′′

1
, β′′

2
) de suites finies d’entiers ! 0, les quatre

premiers termes étant des partitions telles que S(α′) + S(β′) = N ′, S(α′′) + S(β′′) =
N ′′. Associons à une telle famille p le couple (ρ′p, ρ′′p) ∈ Irr(WN ′) × Irr(WN ′′ ) tel que
ρ′p soit paramétrée par (α′, β′) et ρ′′p soit paramétrée par (α′′, β′′). Alors la preuve de
[W] XII.7(1) entrâıne que l’application p /→ (ρ′p, ρ′′p) est une surjection de PL(ι1, ι2; ι0)
sur l’ensemble des (ρ′, ρ′′) ∈ Irr(WN ′) × Irr(WN ′′ ) vérifiant la condition (3). Notons
P̃L(ι1, ι2; ι0) l’ensemble des p ∈ PL(ι1, ι2; ι0) tels que λ′ " λ|r′|,ρ′

p
, λ′′ " λ|r′′|,ρ′′

p
. Alors

l’application p /→ (ρ′p, ρ′′p) est une surjection de P̃L(ι1, ι2; ι0) sur I. Cela reste vrai si
(2) n’est pas vérifiée, les ensembles de départ et d’arrivée étant dans ce cas tous deux
vides.

L’ensemble Imax
L (ι1, ι2; ι0) est formé de couples ((µ′, ν′), (µ′′, ν′′)), où µ′, resp. µ′′,

est une partition orthogonale de t′2, resp. t′′2, et où ν′ ∈ (Z/2Z)Jordbp(µ′)/∆(Z/2Z),
ν′′ ∈ (Z/2Z)Jordbp(µ′′)/∆(Z/2Z). Notons Ĩmax

L (ι1, ι2; ι0) le sous-ensemble de ces
((µ′, ν′), (µ′′, ν′′)) tels que µ′ = λ′, µ′′ = λ′′. Dans la définition de [W] XI.29
interviennent des fonctions τ±, δ±. On a défini ci-dessus τ ′, τ ′′, δ′, δ′′ de sorte que
τξ = τ ′, τ−ξ = τ ′′, δξ = δ′, δ−ξ = δ′′. Alors la définition de [W] XI.29 nous dit que
Ĩmax

L (ι1, ι2; ι0) = ∅ si (5) n’est pas vérifiée. Si elle l’est, Ĩmax
L (ι1, ι2; ι0) est réduit à

l’unique élément ((λ′, ε′), (λ′′, ε′′)).
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Soit p ∈ P̃L(ι1, ι2; ι0). La proposition [W] XI.28 nous dit que λ|r′|,ρ′
p
∪ λ|r′′|,ρ′′

p
"

λ. Mais, puisque l’on a de plus λ′ " λ|r′|,ρ′
p
, λ′′ " λ|r′′|,ρ′′

p
et λ′ ∪ λ′′ = λ, on a

nécessairement λ′ = λ|r′|,ρ′
p
, λ′′ = λ|r′′|,ρ′′

p
. Alors la proposition [W] XI.29 (i) et (ii)

nous dit que l’application :

P̃L(ι1, ι2; ι0) −→ Ĩmax
L (ι1, ι2; ι0)

p /−→ ((λ|r′|,ρ′
p
, ε|r′|,ρ′

p
), (λ|r′′|,ρ′′

p
, ε|r′′|,ρ′′

p
))

est bijective. Il en est donc de même de l’application :

I −→ Ĩmax
L (ι1, ι2; ι0)

(ρ′, ρ′′) /−→ ((λ|r′|,ρ′ , ε|r′|,ρ′), (λ|r′′|,ρ′′ , ε|r′′|,ρ′′)).

Si (5) n’est pas vérifiée, Ĩmax
L (ι1, ι2; ι0) est vide, donc I aussi. Si elle l’est,

Ĩmax
L (ι1, ι2; ι0) a pour unique élément ((λ′, ε′), (λ′′, ε′′)). Donc I a un unique élément,

notons-le (ρ′, ρ′′). On a λ|r′|,ρ′ = λ′, λ|r′′|,ρ′′ = λ′′, ε|r′|,ρ′ = ε′, ε|r′′|,ρ′′ = ε′′. La
preuve de [W] XII.7(1) et l’unicité du p se projetant sur (ρ′, ρ′′) entrâınent l’uni-
cité d’un ν ∈ N tel que (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν )= 0 et, pour cet unique ν, on a
(ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν = 1. Enfin la dernière assertion de l’énoncé résulte de [W]
proposition XI.29(iii).

On peut lever la condition h1h2 )= 0 tout en restant dans le cadre de [W]. La seule
difficulté est qu’en [W], on supposait par exemple ρ1 9 0 si h1 = 0. Si h1 = 0 et
ρ1 )9 0, on se ramène à la situation de [W] en remplaçant ρ1 par ρ1 ⊗ sgnCD. On
laisse cela au lecteur car, de toutes façons, le cas où h1, h2, t′, t′′ ne sont pas tous pairs
ne peut pas se ramener à la situation de [W]. Dans ce cas, on est forcé de refaire la
démonstration de [W]. Sa longueur interdit de la reproduire ici. On ne peut que se
borner à affirmer que le résultat est celui de l’énoncé.

7.6.

Lemme. — La condition 7.5(5) est vérifiée si et seulement si (Λ1, Λ2) appartient à
l’image de l’application 7.4(1).

Démonstration. — Le calcul des fonctions multλ′ et multλ′′ étant évident, la condition
7.5(5) s’écrit explicitement :

– pour i ∈ Int(λ) et i ! 2t′ + 1, δ′(i) = 0 ;
– pour i ∈ {1, . . . , t′}, δ′(2t′ − 2i + 1) = i mod 2Z ;
– pour i ∈ Int(λ) et i ! 2t′′ + 1, δ′′(i) = 0 ;
– pour i ∈ {1, . . . , t′′}, δ′′(2t′′ − 2i + 1) = i mod 2Z.
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En se reportant aux définitions de δ′ et δ′′, ces conditions sont équivalentes aux
conditions suivantes :

pour i ∈ {1, . . . , m2},
τ1(2m1 − 2i + 1) + τ2(2m2 − 2i + 1) = 0,

δ1(2m1 − 2i + 1) + δ2(2m2 − 2i + 1) = 0;
(1)

pour i ∈ {m2 + 1, . . . , m1}, δ1(2m1 − 2i + 1) = i − m2 + h2 mod 2Z.(2)

Pour j ∈ {1, 2}, introduisons la fonction ξj : {2mj − 1, . . . , 0} → {±1} telle que :

Λj = {(x, ξj(x)); x ∈ {2mj − 1, . . . , 0}}.

Les définitions 7.5(1) se traduisent par les égalités suivantes, pour i ∈ {1, . . . , mj} :

τj(2mj − 2i + 1) = |{x ∈ {2mj − 1, . . . , 2mj − 2i + 1}; ξj(x) = (−1)x}|,
δj(2mj − 2i + 1) = |{x ∈ {2mj − 1, . . . , 2mj − 2i}; ξj(x) = (−1)x}|.

Rappelons que :

hj =
1
2
(|{x ∈ {2mj − 1, . . . , 0}; ξj(x) = 1}|− |{x ∈ {2mj − 1, . . . , 0}; ξj(x) = −1}|).

D’où l’égalité δj(1) = hj mod 2Z. Si la condition (1) est vérifiée, on a

δ1(2m1 − m2 + 1) = δ2(1) = h2 mod 2Z

et la condition (2) est équivalente à :

(3) pour i ∈ {m2+1, . . . , m1}, δ1(2m1−2i+1) = i−m2+δ1(2m1−2m2+1) mod 2Z.

À l’aide des formules ci-dessus exprimant τj et δj , on voit que les conditions (1) et
(3) sont respectivement équivalentes à :

ξ1(x + 2(m1 − m2)) = ξ2(x) pour tout x ∈ {2m2 − 1, . . . , 0},
ξ1(2i − 1) = ξ1(2i − 2) pour tout i ∈ M = {m1 − m2, . . . , 1}.

Mais ces dernières conditions sont équivalentes à l’appartenance de (Λ1, Λ2) à
l’image de l’application 7.4(1) : si elles sont vérifiées, (Λ1, Λ2) est l’image de (Λ, I) où
Λ = Λ2 et I = {i ∈ M ; ξ1(2i − 1) = ξ1(2i − 2) = 1}.

7.7. Supposons provisoirement l’hypothèse 7.1(1) vérifiée et considérons l’égalité de
la proposition 7.2. Soient ρ′ ∈ Irr(WN ′), ρ′′ ∈ Irr(WN ′′ ). On sait que la fonction χ′

|r′|,ρ′

est supportée par les orbites unipotentes de SO(V ′) dont la partition orthogonale
associée µ′ vérifie l’inégalité µ′ " λ|r′|,ρ′ , cf. [L6] 24.2.9 et 24.2.10. Puisqu’on calcule
cette fonction au point u′ dont la partition associée est λ′, on peut se limiter aux ρ′

telles que λ′ " λ|r′|,ρ′ . De même, on peut se limiter aux ρ′′ telles que λ′′ " λ|r′′|,ρ′′ .
Enfin, on peut évidemment se limiter aux couples (ρ′, ρ′′) tels qu’il existe ν ∈ N pour
lequel (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν )= 0. Autrement dit, on peut sommer seulement sur
(ρ′, ρ′′) ∈ I. Si on restreint ainsi la somme dans l’égalité de la proposition 7.2, cette
égalité devient vraie même si l’hypothèse 7.1(1) n’est pas vérifiée, puisqu’alors I = ∅.
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Grâce à la proposition 7.5 et au lemme 7.6, on obtient que kη(Λ1, Λ2)(g) = 0 si
(Λ1, Λ2) n’est pas dans l’image de l’application 7.4(1).

Fixons maintenant Λ ∈ F̃am2 et I ∈ PM et supposons que (Λ1, Λ2) =
(Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I)). Alors I a un unique élément, que l’on note (ρ′, ρ′′), et il existe
un unique élément de N , que l’on note ν, pour lequel (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν )= 0. Ce
dernier terme vaut 1. La formule de la proposition 7.2 se simplifie :

(1) kη(Λ1, Λ2)(g) = c(h1, h2)c(h1, h2, g)ζ(−1)N ′′
2

qb(|r′|,ρ′)+b(|r′′|,ρ′′)+δ(r′,r′′)/2χ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′).

On doit calculer tous les termes intervenant dans cette formule. On en a calculé
la plupart dans [W] mais, malheureusement, pas le terme N ′′

2 . On effectue ce calcul
dans le paragraphe suivant.

7.8. On conserve jusqu’en 7.10 les hypothèses ci-dessus, à savoir (Λ1, Λ2) =
(Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I)). Dans la preuve de la proposition 7.5, on a introduit un ensemble
P̃L(ι1, ι2; ι0). On a dit qu’il était réduit à un élément :

p = (α′, β′, α′′, β′′, α′
1, α

′
2, α

′′
1 , α′′

2 , β′
1
, β′

2
, β′′

1
, β′′

2
).

Il résulte de la preuve de [W] XII.7(1) que N ′′
2 = S(α′′

2 )+S(β′′
2
) (on rappelle que pour

toute famille finie α de nombres, on note S(α) la somme des termes de la famille).
On va écrire explicitement p. Pour cela, il est commode de modifier les notations. On
notera les couples de partitions (α(0), α(1)) au lieu de (α, β), 0 et 1 étant considérés
comme les deux éléments de Z/2Z (par exemple (α′(0), α′(1)) = (α′, β′)). De même,
pour j ∈ {1, 2}, on pose Λj(0) = Λ+

j , Λj(1) = Λ−
j .

Pour j ∈ {1, 2}, on définit u′
j, u

′′
j ∈ Z/2Z par :

(u′
j , u

′′
j ) =






(0, j + 1), si |h1| ! |h2| et e1 + e2 ≡ 0 mod 2Z,

(0, j), si |h1| < |h2| et e1 + e2 ≡ 0 mod 2Z,

(j + 1, 0), si |h1| ! |h2| et e1 + e2 ≡ 1 mod 2Z,

(j, 0), si |h1| < |h2| et e1 + e2 ≡ 1 mod 2Z.

On a déjà défini l’union de deux partitions. On définit la somme de deux partitions :

(α1 ! α2 ! · · · ) + (β1 ! β2 ! · · · ) = (α1 + β1 ! α2 + β2 ! · · · ).

En particulier, on pose 2(α1 ! α2 ! · · · ) = (2α1 ! 2α2 ! · · · ). Jusque-là, on a
considéré une partition comme une famille de longueur indéterminée, en s’autorisant
à ajouter des 0 si besoin était. Dans la suite, les partitions auront des longueurs fixées.
On peut alors additionner un entier ! 0 et une partition :

(α1 ! α2 ! · · · ! αs) + k = (α1 + k ! α2 + k ! · · · ! αs + k).

Pour x, y ∈ N, avec x ! y, on note [x, y] la partition (x ! x − 1 ! · · · ! y + 1 ! y).
Si de plus x ≡ y mod 2Z, on note [x, y]2 la partition (x ! x − 2 ! · · · ! y + 2 ! y).
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Pour j ∈ {1, 2}, notons (αj(0), αj(1)) un couple de partitions paramétrant la re-
présentation ρj . Il est facile de vérifier que, pour tout a ∈ Z/2Z, on peut supposer que
αj(a) est de longueur mj + (−1)a+ej hj . Les formules de 2.2 se résument à l’égalité :

(1) Λj(a) = αj(a + ej) + [mj + (−1)ahj − 1, 0],

pour tous a ∈ Z/2Z, j ∈ {1, 2}.
Posons I(0) = I, I(1) = M ! I. Pour a ∈ Z/2Z, notons

α(I, a) = (α(I, a)1 ! · · · ! α(I, a)|I(a)|)

la partition telle que I(a) = {α(I, a)i + |I(a)|− i+1; i ∈ {1, . . . , |I(a)|}}. L’hypothèse
(Λ1, Λ2) = (Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I)), jointe aux égalités (1), entrâıne aisément l’égalité :

α1(a) = (α2(a + e1 + e2) + 2|I(a + 1 + e1)|) ∪ 2α(I, a + e1) ∪ 2α(I, a + e1).

Pour a ∈ Z/2Z et j ∈ {1, 2}, on définit des partitions α′(a), α′′(a) et α′
j(a), α′′

j (a) par
les formules suivantes :

(2)






α′(a) = (2α2(a + u′
2) + 2|I(a + e1 + 1 + u′

1)|) ∪ 2α(I, a + e1 + u′
1),

α′′(a) = 2α(I, a + e1 + u′′
1),

α′
1(a) = (α2(a + u′

2) + 2|I(a + e1 + 1 + u′
1)|) ∪ 2α(I, a + e1 + u′

1),
α′

2(a) = α2(a + u′
2),

α′′
1(a) = 2α(I, a + e1 + u′′

1),
α′′

2(a) = ∅.

On a alors l’égalité :

p = (α′(0), α′(1), α′′(0), α′′(1), α′
1(0), α′

2(0), α′′
1(0), α′′

2(0), α′
1(1), α′

2(1), α′′
1(1), α′′

2(1)).

Pour le démontrer, il suffit de vérifier les relations suivantes, qui caractérisent p :
– S(α′(0) + S(α′(1)) = 1

2 (t′2 − r′2) ;
– S(α′′(0) + S(α′′(1)) = 1

2 (t′′2 − r′′2) ;
– pour tout a ∈ Z/2Z, α′(a) = α′

1(a) + α′
2(a) et α′′(a) = α′′

1 (a) + α′′
2 (a) ;

– pour tous a ∈ Z/2Z et j ∈ {1, 2}, αj(a) = α′
j(a + u′

j) + α′′
j (a + u′′

j ) ;
– notons ρ′ la représentation de W 1

2 (t′2−r′2) paramétrée par (α′(0), α′(1)), définis-
sons ρ′′ de façon similaire ; alors λ(|r′|, ρ′) = λ′, λ(|r′′|, ρ′′) = λ′′

(les quatre premières relations sont les relations (2), (3), (Cι0) de [W] XI.27 ; la
dernière est celle que l’on a ajoutée en 7.5). Les quatre premières relations se vérifient
par un calcul direct. Pour la dernière, il faut traduire les égalités à démontrer en
termes de partitions. Considérons seulement la première, la seconde étant similaire.
Grâce à [W] VIII.7, cette première égalité est équivalente à :

(α′(0) + [t′ + |r′|− 2, 0]2) ∪ (α′(1) + [t′ − |r′|− 2, 0]2) = [2t′ − 2, 0]2,

que l’on vérifie encore par un calcul direct, en utilisant (1) et l’appartenance de Λj à
F̃amj pour j ∈ {1, 2}.
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Avec nos nouvelles notations,

N ′′
2 = S(α′′

2(0)) + S(α′′
2 (1)).

Les égalités (2) entrâınent :

(3) N ′′
2 = 0.

7.9. On a donné la définition de b(|r′|, ρ′) en 7.2. L’orbite unipotente C associée à
(|r′|, ρ′) est paramétrée par λ′. On calcule :

dim(Z ′0) − dim(C) =
t′3 − t′

3
.

Le terme N ′ intervenant en 7.2 est égal à t′2−r′2

2 . D’où l’égalité :

b(|r′|, ρ′) =
1
2

( t′3 − t′

3
− t′2 − r′2

2
− |r′3 − r′|

3

)
.

Une formule analogue calcule b(|r′′|, ρ′′) et on obtient :

b(|r′|, ρ′) + b(|r′′|, ρ′′) +
δ(r′, r′′)

2
=

δ(t′, t′′)
2

− t′2 + t′′2

4
+

r′2 + r′′2

4
.

On a l’égalité r′2+r′′2

4 = h2
1+h2

2
2 . Grâce à 7.4(2), on calcule :

h2
1 + h2

2

2
=

(m1 − m2)2

2
+ c(Λ, I).

On a aussi :
t′2 + t′′2

4
=

m2
1 + m2

2

2
,

et finalement :

(1) b(|r′|, ρ′) + b(|r′′|, ρ′′) +
δ(r′, r′′)

2
=

δ(t′, t′′)
2

− m1m2 + c(Λ, I).

7.10. Les termes χ′
|r′|,ρ′(u′) et χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′) sont calculés en [W] VIII.13(2) et VIII.11.
Supposons m1 )≡ m2 mod 2Z. Alors r′ et r′′ sont impairs et l’on a :

χ′
|r′|,ρ′(u′) = (ζ(−1)η′(g))(|r

′|−1)/2, χ′′
|r′′|,ρ′′(u′′) = (ζ(−1)η′′(g))(|r

′′|−1)/2.

Grâce à l’égalité ζ(−1)η′(g)η′′(g) = η, on obtient :

χ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′) = ζ(−1)(|r
′′|−1)/2η(|r′|−1)/2η′′(g)(|r

′|+|r′′|)/2−1.

En traitant tous les cas possibles, on vérifie que cette expression est égale à :

c(h1, h2)c(h1, h2, g)η(h1+h2−1)/2η′′(g)h2 .

Remarquons que h2 = h(Λ), et, grâce à 7.4(2) :

(h1 + h2 − 1)/2 ≡ h(Λ) + |I|− (m1 − m2 + 1)/2 mod 2Z.
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D’où :

(1) si m1 )≡ m2 mod 2Z,

χ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′) = c(h1, h2)c(h1, h2, g)ηh(Λ)+|I|−(m1−m2+1)/2η′′(g)h(Λ).

Supposons maintenant m1 ≡ m2 mod 2Z. Alors r′ et r′′ sont pairs.
Si η′(g) = 1, on a χ′

|r′|,ρ′(u′) = ζ(−1)r′/2.
Si η′(g) = −1 et r′ )= 0, on a introduit en [W] VIII.11 un élément εamax ∈ Z/2Z

et on a χ′
|r′|,ρ′(u′) = (−1)εamax ζ(−1)r′/2. La définition de ce terme εamax peut se

reformuler ainsi. Soit (α′, β′) un couple de partitions paramétrant ρ′. Comme on l’a
dit en 7.8, l’égalité λ|r′|,ρ′ = λ′ entrâıne que l’on peut supposer que α′ est de longueur
(t′ + |r′|)/2 et β′ est de longueur (t′ − |r′|)/2, et on a alors l’égalité :

(α′ + [t′ + |r′|− 2, 0]2) ∪ (β′ + [t′ − |r′|− 2, 0]2) = [2t′ − 2, 0]2.

Le terme maximal 2t′−2 de la partition de droite appartient soit à α′+[t′+|r′|−2, 0]2,
soit à β′ + [t′ − |r′| − 2, 0]2. On a εamax = 0 dans le premier cas, εamax = 1 dans le
second. Avec les notations de 7.8, on a α′ = α′(0), β′ = α′(1). La définition ci-dessus
se reformule ainsi : il y a un unique a ∈ Z/2Z tel que le plus grand terme de α′(a)
soit t′ + (−1)a+1|r′|. Notons-le a′. Alors εamax = a′ et χ′

|r′|,ρ′(u′) = (−1)a′
ζ(−1)r′/2.

Si η′(g) = −1 et r′ = 0, il n’y a plus de terme (−1)εamax dans les formules de [W]
VIII.11. Mais il faut tenir compte du signe qu’on a introduit en 7.2 dans la définition
de χ′

0,ρ′ . Avec les notations ci-dessus, ce signe est 1 si α′ 9 β′, −1 sinon. C’est encore
(−1)a′

, avec la même définition de a′. On obtient en tout cas la formule :

χ′
|r′|,ρ′(u′) = ζ(−1)r′/2η′(g)a′

.

On a de même :
χ′′
|r′′|,ρ′′(u′′) = ζ(−1)r′′/2η′′(g)a′′

,

où a′′ est l’unique a tel que le plus grand terme de α′′(a) soit t′′ + (−1)a+1|r′′|. En
tenant compte des égalités c(h1, h2) = ζ(−1)r′/2 et η′(g)η′′(g) = η, on obtient :

χ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′) = c(h1, h2)ζ(−1)r′′/2ηa′
η′′(g)a′+a′′

.

Le calcul de a′ et a′′ est fastidieux mais élémentaire, en utilisant les relations 7.8(1)
et 7.8(2). On obtient, avec les notations de 7.8 :

a′ = f(Λ, I) + e2 + u′
2, a′′ = f(I) + e1 + u′′

1 .

En distinguant tous les cas possibles, on calcule :

a′ + a′′ = f(Λ, I) + f(I) +

{
0, si |h1| ! |h2|,
1, si |h1| < |h2|,

a′ = f(Λ, I) +

{
e1, si |h1| ! |h2|,
e2, si |h1| < |h2|.
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On obtient alors l’égalité :

ηa′
η′′(g)a′+a′′

= c(h1, h2, g)ηf(Λ,I)η′′(g)f(Λ,I)+f(I).

Enfin, grâce à 7.4(2), r′′/2 = (h1−h2)/2 ≡ |I|+(m1−m2)/2 mod 2Z. D’où l’égalité :

(2) si m1 ≡ m2 mod 2Z, χ′
|r′|,ρ′(u′)χ′′

|r′′|,ρ′′(u′′)

= c(h1, h2)c(h1, h2, g)ζ(−1)|I|+(m1−m2)/2ηf(Λ,I)η′′(g)f(Λ,I)+f(I).

En rassemblant les égalités 7.7(1), 7.8(3), 7.9(1) 7.10(1) et 7.10(2), on obtient la
proposition 7.4.

7.11. On conserve les hypothèses de 7.4 concernant m1, m2, η et g.

Lemme. — Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ F̃am1 × F̃am2, le nombre

|F̃am1|1/2|F̃am2|1/2kn(FΛ1 ⊗ FΛ2)(g)

est entier rationnel et divisible par 2inf(3,m1+m2).

Démonstration. — Le nombre en question est égal à :

(1)
∑

(Λ′
1,Λ′

2)∈F̃am1×F̃am2

(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Λ′

2〉kη(Λ′
1, Λ

′
2)(g).

D’après la proposition 7.4, on peut restreindre la sommation à l’image de l’application
7.4(1). Les exposants de q intervenant dans cette proposition sont entiers ! 0. Pour le
vérifier, il est plus simple de revenir aux calculs de 7.9. Ces exposants sont égaux à :

1
2

( t′3 − t′

3
− t′2 − r′2

2
+

t′′3 − t′′

3
− t′′2 − r′′2

2

)
,

et la vérification est facile, en se rappelant que t′ ≡ r′ mod 2Z, t′′ ≡ r′′ mod 2Z. Donc
tous les termes de la somme (1) sont entiers rationnels. Pour vérifier que la somme est
divisible par 2inf(3,m1+m2), on peut se placer dans le complété Z2, où q est inversible.

Posons N = {2m2 − 1, . . . , 0} et notons PN l’ensemble des sous-ensembles de N .
Considérons l’ensemble Φ des fonctions ϕ : F̃am2 × PM → Z2 telles qu’il existe
c0, c1, c2 ∈ Z×

2 , X ∈ PM et Y ∈ PN de sorte que, pour tout (Λ, I) ∈ F̃am2 × PM , on
ait la congruence :

(2) ϕ(Λ, I) ≡ c0c
|Λ+|
1 c|I|2 (−1)|Λ

+∩Y |+|I∩X|mod 8Z2.

On va montrer :
(3) la fonction (Λ, I) /→ (−1)〈Λ1,Λ1(Λ,I)〉+〈Λ2,Λ2(Λ,I)〉kη(Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I))(g) appar-
tient à Φ.
On voit que l’ensemble Φ est stable par produit. En exprimant la fonction ci-dessus à
l’aide de la proposition 7.4, il suffit de prouver que les différents facteurs appartiennent
à Φ. Pour les termes constants, c’est clair. Examinons les autres :
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– le terme (−1)〈Λ1,Λ1(Λ,I)〉+〈Λ2,Λ2(Λ,I)〉 appartient à Φ car, en revenant à la défi-
nition du produit 〈•, •〉 de deux symboles ordonnés, on vérifie qu’au couple (Λ1, Λ2)
sont associés des éléments a, b ∈ Z/2Z, X ∈ PM et Y ∈ PN tels que :

〈Λ1, Λ1(Λ, I)〉 + 〈Λ2, Λ2(Λ, I)〉 = a + b|Λ+| + |Λ+ ∩ Y | + |I ∩ X | mod 2Z;

– le terme qc(Λ,I) appartient à Φ. En effet, on a q2 ≡ 1 mod 8Z. Si m1 )≡
m2 mod 2Z, c(Λ, I) est pair et qc(Λ,I) ≡ 1 mod 8Z. Si m1 ≡ m2 mod 2Z, on a
c(Λ, I) ≡ h(Λ) = |Λ+|− m2 mod2Z et qc(Λ,I) ≡ q|Λ

+|−m2mod 8Z ;
– pour ε ∈ {±1}, un terme εh(Λ) appartient à Φ : on vient de dire que h(Λ) =

|Λ+|− m2 ;
– pour ε ∈ {±1}, un terme ε|I| appartient à Φ : c’est évident ;
– pour ε ∈ {±1}, un terme εf(I) appartient à Φ : si m1 = m2, on a f(I) = 0 ; si

m1 )= m2, f(I) = 1 + |I ∩ {m1 − m2}| ;
– pour ε ∈ {±1}, un terme εf(Λ,I) appartient à Φ : si m2 = 0, f(Λ, I) = f(I) et

on vient de traiter ce terme ; si m2 )= 0, f(Λ, I) = 1 + |Λ+ ∩ {2m2 − 1}|.
Cela démontre (3). Exprimons la fonction de (3) sous la forme (2). Remarquons

que l’application Λ /→ Λ+ est une bijection de F̃am2 sur PN . Alors la somme (1) est
congrue mod 8Z2 à :

(4) c0

( ∑

Λ+∈PN

c|Λ
+|

1 (−1)|Λ
+∩Y |

)( ∑

I∈PM

c|I|2 (−1)|I∩X|
)
.

On a la propriété élémentaire suivante. Soient R un ensemble fini, notons PR l’en-
semble des sous-ensembles de R. Soient Z ∈ PR, a, b ∈ Z×

2 . Alors :
∑

J∈PR

a|J|b|J∩Z| ∈ 2|R|Z2.

L’expression (4) appartient donc à 2|N |+|M|Z2. Puisque |N | + |M | = m1 + m2, on
obtient l’énoncé.
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CHAPITRE 8

FORMULES D’INDUCTION

On traduit en termes de symboles l’induction de Deligne-Lusztig des fonctions
traces de faisceaux-caractères et l’induction de Harish-Chandra des traces de repré-
sentations irréductibles.

8.1. Soient m, a ∈ N, avec a ! 1, et ε, η ∈ {±1}, avec η = 1 si m = 0. Décomposons
l’espace Vηε(2(m + a)) en somme orthogonale :

Vηε(2(m + a)) = Vε(2a) ⊕ Vη(2m).

Fixons un sous-tore maximal T de Oε(2a) dont la classe soit paramétrée par l’élément
wε

a ∈ Wa introduit en 2.4. Le groupe :

M = T × Oη(2m)

est un groupe de Lévi de Oηε(2(m + a)). En fixant un sous-groupe parabolique de
Oηε(2(m+a)) de sous-groupe de Lévi M , on définit le foncteur R

Oηε(2(m+a))
M . Notons

1T le caractère trivial de T et ζT son caractère quadratique paramétré par l’élément
de T̂ noté ζT en 3.3. Pour f ∈ C(Oη(2m)), on pose :

Rε
1,a(f) = R

Oηε(2(m+a))
M (1T × f), Rε

ζ,a(f) = R
Oηε(2(m+a))
M (ζT × f).

Notons que ces termes appartiennent à Z[Irr(Oηε(2(m + a)))] si f appartient à
Z[Irr(Oη(2m))]. D’autre part, d’après [L1], corollaire 6, ils sont combinaisons li-
néaires de représentations quadratiques-unipotentes si f l’est. En faisant varier η, on
obtient des homomorphismes :

Rε
1,a, Rε

ζ,a : Z[Quad(O(2m))] −→ Z[Quad(O(2(m + a)))].

Dans le cas où m = 0, ils prennent leurs valeurs dans Z[Quad(Oε(2a))].
Supposons maintenant m ∈ N, a ∈ Z et m + a ! 0. En 2.3, on a introduit diverses

applications linéaires Ia, I−a , Ja entre espaces de symboles ordonnés. On en déduit
diverses applications linéaires :

Ia ⊗ 1, 1 ⊗ Ia, etc. : Z[S̃S̃m,pair] −→ Z[S̃S̃m+a,pair].
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Par exemple, pour m1, m2 ∈ N tels que m1 + m2 = m, l’application Ia ⊗ 1 envoie le
facteur Z[S̃m1,pair]⊗Z Z[S̃m2,pair] de Z[S̃S̃m,pair] sur 0 si m1 + a < 0, sur le sommand
Z[S̃m1+a,pair]⊗Z Z[S̃m2,pair] de Z[S̃S̃m+a,pair] si m1 + a ! 0 ; dans ce cas, elle cöıncide
avec l’application Ia ⊗ 1 déjà définie.

8.2. Soit a un entier tel que 1 " a " n, posons m = n − a.

Proposition. — Désignons par (I, R) l’un des couples (Ia ⊗1, R+
1,a), (I−a ⊗1, R−

1,a),
(1 ⊗ Ia, R+

ζ,a), (1 ⊗ I−a , R−
ζ,a). Le diagramme suivant est commutatif :

C[S̃S̃m,pair]
km !!

I
""

C[Quad(O(2m))]

R
""

C[S̃S̃n,pair]
kn !! C[Quad(O(2n))].

Remarque. — On renvoie à 5.1 pour la définition des applications kn et km. Elles
prennent leurs valeurs dans les espaces indiqués d’après la proposition 6.4.

Démonstration. — Pour unifier les notations, on pose I+
a = Ia. On fixe ε ∈ {±1} et

on traite le cas des opérateurs (Iε
a ⊗ 1, Rε

1,a), l’autre étant similaire. Soit (Λ1, Λ2) ∈
S̃S̃m,pair. Pour j ∈ {1, 2}, notons (hj , ρj) le couple associé en 2.2 à Λj , posons Nj =
rg(Λj) − h2

j et définissons ej comme en 3.3. Posons r′ = h1 + h2, r′′ = h1 − h2.
Soit η ∈ {±1}, avec η = 1 si m = 0. Au paragraphe 3.3, on a associé à tout couple
(w1, w2) ∈ WN1 × WN2 une fonction trace kη(w1, w2; r′, r′′) sur Oη(2m). Il résulte de
la définition de Rε

1,a, de l’égalité 3.2(3) et de la relation de transivité 1.4(1) que l’on
a l’égalité :

(1) Rε
1,a(kη(w1, w2; r′, r′′)) = (−1)n−mkηε(wε

a × w1, w2; r′, r′′)

(le terme wε
a × w1 appartient à Wa × WN1 ⊆ Wa+N1). Pour σ1 ∈ Irr(Wa+N1), notons

Λ(σ1) ∈ S̃a+N1+h2
1,pair le symbole associé au couple (h1, σ1) et posons :

φ(σ1, w2) = |Wa+N1 |−1
∑

v∈Wa+N1

sgnCD(v1)e1 trace(σ1)(v1)kηε(v1, w2; r′, r′′).

Par une formule d’inversion usuelle sur le groupe fini Wa+N1 , l’égalité (1) entrâıne :

Rε
1,a(kη(w1, w2; r′, r′′))

= (−1)n−m sgnCD(wε
a × w1)e1

∑

σ1∈Irr(Wa+N1)

trace(σ1)(wε
a × w1)φ(σ1, w2).
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En utilisant 3.3(1), on obtient :

(2) Rε
1,a(kη(Λ1, Λ2))

= sgnCD(wε
a)e1

∑

σ1∈Irr(Wa+N1 )

(
|WN1 |−1

∑

w1∈WN1

trace(σ1)(wε
a × w1) trace(ρ1)(w1)

)

(
(−1)n|WN2 |−1

∑

w2∈WN2

sgnCD(w2)e2 trace(ρ2)(w2)φ(σ1, w2)
)
.

En remplaçant φ(σ1, w2) par la formule qui le définit et en utilisant l’égalité 3.3(1)
pour le groupe Oηε(2n), le deuxième terme de la somme de l’expression (2) est égal à
kηε(Λ(σ1), Λ2). Le premier terme est le produit scalaire dans Q[Irr(WN1)] :

〈resε
a(trace(σ1)), trace(ρ1)〉,

cf. 2.5 pour les définitions. Rappelons que e1 = 0 si h1 ! 0, e1 = 1 si h1 < 0, et
remarquons que sgnCD(wε

a) = ε. Le lemme 2.5 entrâıne l’égalité :

sgnCD(wε
a)e1 〈resε

a(trace(σ1)), trace(ρ1)〉 = 〈Λ(σ1), Iε
a(Λ1)〉

et (2) devient :

Rε
1,a(kη(Λ1, Λ2)) =

∑

σ1∈Irr(Wa+N1 )

〈Λ(σ1), Iε
a(Λ1)〉kηε(Λ(σ1), Λ2).

Remarquons que si Λ′
1 ∈ S̃a+N1+h2

1,pair ne correspond pas à un couple (h1, σ1), le
produit 〈Λ′

1, I
ε
a(Λ1)〉 est nul. L’égalité précédente est donc équivalente à :

Rε
1,a(kη(Λ1, Λ2)) =

∑

Λ′
1∈S̃a+N1+h2

1,pair

〈Λ′
1, I

ε
a(Λ1)〉kηε(Λ′

1, Λ2).

Le membre de droite n’est autre que la composante dans C[Quad(Oηε(2n))] de kn ◦
(Iε

a ⊗ 1)(Λ1 ⊗ Λ2), ce qui démontre la proposition.

8.3. Soient a, m comme précédemment.

Proposition. — Désignons par (I, R) l’un des couples (Ia ⊗ 1, R+
1,a), (1⊗ Ia, R+

ζ,a).
Le diagramme suivant est commutatif :

C[S̃S̃m,pair]
πm

!!

I
""

C[Quad(O(2m))]

R
""

C[S̃S̃n,pair]
πn

!! C[Quad(O(2n))].
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Démonstration. — On traite le cas du couple (Ia ⊗1, R+
1,a). Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃m,pair.

Pour j ∈ {1, 2}, notons (hj , ρj) le couple associé en 2.2 à Λj, et Nj = rg(Λj) − h2
j .

Posons N = a + N1 + N2, soit η ∈ {±1}, avec η = 1 si m = 0. Appliquons la
construction de 4.1 à l’espace Vη(2n) et l’entier N . On a donc des vecteurs vi, pour
i ∈ {±1, . . . ,±N}, un sous-espace V0 et un sous-groupe parabolique P = MU de
Oη(2n). Notons (π(n), E(n)) la représentation induite de P à Oη(2n) de la représen-
tation 1a+N1 × ζN2 ×π(h1, h2) de M . Dans E(n) agissent des opérateurs T (n)

1 (w) pour
w ∈ Wa+N1 et T (n)

2 (w) pour w ∈ WN2 (on a ajouté un exposant (n) pour préciser le
groupe ambiant). Ainsi, à tout couple (σ1, σ2) ∈ Irr(Wa+N1) × Irr(WN2), on associe
une sous-représentation irréductible π(n)(σ1, σ2) de π(n).

Considérons comme en 8.1 une décomposition :

Vη(2n) = V+(2a) ⊕ Vη(2m).

On peut supposer que V+(2a) est engendré par {vi; i ∈ {±1, . . . ,±a}} et Vη(2m) est
engendré par {vi; i ∈ {±(a + 1), . . . ,±N}} et V0. À un décalage près, les vecteurs
{vi; i ∈ {±(a + 1), . . . ,±N}} nous permettent d’effectuer dans l’espace Vη(2m)
les constructions de 4.1. Ainsi, notons (π(m), E(m)) la représentation induite de
P ∩ Oη(2m) à Oη(2m) de la représentation 1N1 × ζN2 × π(h1, h2) de M ∩ Oη(2m).
Dans E(m) agissent des opérateurs T (m)

1 (w) pour w ∈ WN1 et T (m)
2 (w) pour w ∈ WN2 ;

à tout couple (σ1, σ2) ∈ Irr(WN1)× Irr(WN2), on associe une sous-représentation irré-
ductible π(m)(σ1, σ2) de π(m). Notons V ′, resp. V ′′ le sous-espace lagrangien de V+(2a)
engendré par {vi; i ∈ {1, . . . , a}}, resp. {v−i; i ∈ {1, . . . , a}}. Notons Q le sous-groupe
parabolique de Oη(2n) formé des éléments qui stabilisent V ′, L son sous-groupe de
Lévi formé des éléments qui stabilisent V ′ et V ′′. On a L * GL(V ′) × Oη(2m),
P ⊆ Q, M ⊆ L. Les constructions de 4.1 s’adaptent, en se simplifiant, au groupe
GL(V ′). Notons (π′, E′) la représentation induite de P ∩ GL(V ′) à GL(V ′) de la
représentation triviale 1a de M ∩ GL(V ′). Dans E′ agissent des opérateurs T ′(w)
pour w ∈ Sa. À toute représentation σ ∈ Irr(Sa), on associe une sous-représentation
irréductible π′(σ) de π′.

On a l’isomorphisme :

π(n) * IndOη(2n)
Q (π′ × π(m))

et un plongement naturel Sa × WN1 → Wa+N1 . On vérifie que, pour w ∈ Sa,
resp. w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 , l’opérateur T (n)

1 (w), resp. T (n)
1 (w1), T (n)

2 (w2), de l’es-
pace E(n) n’est autre que l’opérateur déduit par fonctorialité de l’opérateur T ′(w)
de E′, resp. T (m)

1 , T (m)
2 de E(m). Il s’en déduit la propriété suivante. Soient σ(n)

1 ∈
Irr(Wa+N1), σ(n)

2 ∈ Irr(WN2), σ′ ∈ Irr(Sa), σ(m)
1 ∈ Irr(WN1), σ(m)

2 ∈ Irr(WN2). Alors
la multiplicité de π(n)(σ(n)

1 , σ(n)
2 ) dans l’induite :

IndOη(2n)
Q (π′(σ′) × π(m)(σ(m)

1 , σ(m)
2 ))

est égale à :
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– 0, si σ(n)
2 )= σ(m)

2 ;
– la multiplicité de σ′ × σ(m)

1 dans la restriction de σ(n)
1 à Sa × WN1 , dans le cas

où σ(n)
2 = σ(m)

2 .
On peut supposer que le tore T de 8.1 est inclus dans GL(V ′). Il en est un sous-tore

maximal elliptique. Des définitions et des propriétés rappelées en 1.4 résulte l’égalité :

R+
1,a(f) = IndOη(2n)

Q (RGL(V ′)
T (1) × f),

pour tout f ∈ C(Oη(2m)). Définissons la permutation circulaire wa ∈ Sa par wa(i) =
i+1 pour tout i ∈ {1, . . . , a− 1}, wa(a) = 1. Cet élément s’identifie au w+

a de 2.5 par
le plongement Sa → Wa. Il est connu que l’on a l’égalité :

RGL(V ′)
T (1) =

∑

σ′∈Irr(Sa)

trace(σ′)(wa)π′(σ′).

Soient σ(m)
1 ∈ Irr(WN1), σ2 ∈ Irr(WN2). En rassemblant les propriétés ci-dessus, on

obtient l’égalité :

R+
1,a(π(m)(σ(m)

1 , σ2)) =
∑

σ(n)
1 ∈Irr(Wa+N1 )

〈res+a (σ(n)
1 ), σ(m)

1 〉π(n)(σ(n)
1 , σ2).

Appliquons cette formule pour (σ(m)
1 , σ2) = (ρ1, ρ2). Le membre de gauche est égal à

R+
1,a◦πm(Λ1⊗Λ2). Grâce au lemme 2.5, celui de droite est égal à πn◦(Ia⊗1)(Λ1⊗Λ2).

D’où la conclusion. Dans le cas du couple (1 ⊗ Ia, R+
ζ,a) un raisonnement analogue

s’applique en échangeant les rôles des caractères 1 et ζ, ce qui est loisible d’après la
remarque de 4.2.
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CHAPITRE 9

PARAMÉTRAGE DE LUSZTIG

Des travaux de Lusztig résulte un paramétrage des représentations irréductibles
quadratiques-unipotentes des groupes spéciaux orthogonaux par des symboles qui sont
des classes d’équivalence des nôtres. On montre que ce paramétrage est compatible au
nôtre, c’est-à-dire que si π0 est une composante irréductible de la restriction au groupe
spécial orthogonal de π(Λ1, Λ2), alors le paramètre de Lusztig de π0 est formé des
classes d’équivalence de Λ1 et Λ2. L’idée est que le paramétrage d’une représentation
est largement déterminé par celui de ses modules de Jacquet propres. La mise en forme
de cette idée nécessite deux lemmes combinatoires (9.2 et 9.3) essentiellement dus à
Asai. De la comparaison des paramétrages résulte le calcul des produits scalaires
(trace(π(Λ1, Λ2)), k(Λ′

1, Λ′
2)) quand Λ′

1 et Λ′
2 sont de défaut 0. Cela sera utilisé au

paragraphe 11.

9.1. Soit m ∈ N. Pour tout entier D ∈ N, on a défini en 2.1 l’ensemble Sm,D, quotient
de S̃m,D ∪ S̃m,−D par la relation d’équivalence Λ ∼ σΛ. On pose :

Sm,pair =
⋃

D∈N
D pair

Sm,D,

Sm,≡0 =
⋃

D∈N
D≡0 mod 4Z

Sm,D, Sm,≡2 =
⋃

D∈N
D≡2 mod 4Z

Sm,D.

Remarquons que, puisque les familles de S̃m,pair sont stables par σ, on peut définir
la famille F̃am(Λ) ⊆ S̃m,pair d’un élément Λ de Sm,pair. De même, pour Λ′ ∈ S̃m,0 et
Λ dans la famille de Λ′, on vérifie que 〈σΛ, Λ′〉 = 〈Λ, Λ′〉. On peut donc définir 〈Λ, Λ′〉
et (Λ,FΛ′) pour Λ ∈ Sm,pair et Λ′ ∈ F̃am(Λ) ∩ S̃m,0. On pose :

SSm,pair =
⋃

(Sm1,pair × Sm2,pair),

union sur les (m1, m2) ∈ N × N tels que m1 + m2 = m. On note uniformément proj
les applications évidentes S̃m,pair → Sm,pair ou S̃S̃m,pair → SSm,pair, ainsi que les
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applications linéaires qui s’en déduisent :

C[S̃m,pair] −→ C[Sm,pair], C[S̃S̃m,pair] −→ C[SSm,pair].

9.2. Soient m, m1, m2 ∈ N tels que m = m1 +m2 et Z ∈ Z[S̃S̃m,pair]. On considérera
l’hypothèse :
(1) il existe Λ2,Z ∈ S̃m2,pair et une application c : S̃m1,pair → {−1, 0, 1} de sorte que
les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Z =
∑

Λ1∈S̃m1,pair
c(Λ1)Λ1 ⊗ Λ2,Z ;

(ii) pour toute famille F̃am ⊆ S̃m1,pair, l’ensemble {Λ1 ∈ F̃am; c(Λ1) )= 0} a au plus
2 éléments ; quand il en a deux, notons-les Λa

1 , Λb
1 ; il existe alors (x′, ε′), (x′′, ε′′) ∈ Λa

1 ,
avec x′ < x′′, de sorte que :

(x′,−ε′), (x′′,−ε′′) )∈ Λa
1 ,

Λb
1 = (Λa

1 ! {(x′, ε′), (x′′, ε′′)}) ∪ {(x′,−ε′), (x′′,−ε′′)},

c(Λa
1)c(Λ

b
1) = (−1)|Λ

a
1∩({x′′−1,...,x′+1}×{±1})|.

Remarquons que si, dans le dernier cas ci-dessus, on a Λb
1 = σΛa

1 , l’ensemble Λa
1 ∩

({x′′ − 1, . . . , x′ + 1}× {±1}) est symétrique donc c(Λa
1)c(Λb

1) = 1.
On utilisera la propriété suivante, facile à prouver :

(2) soit F̃am ⊆ S̃m,pair une famille et Λ, Λ′ ∈ F̃am ; supposons Λ′ )= Λ, σΛ ; alors il
existe Λ0 ∈ S̃m,0 ∩ F̃am tel que 〈Λ, Λ0〉 = 〈Λ′, Λ0〉 + 1.

Lemme. — Soient m, m1, m2 comme ci-dessus et Z, Z̃ ∈ Z[S̃S̃m,pair]. Supposons que
Z vérifie l’hypothèse (1) et de plus :

(a) (Z, Z) ! (Z̃, Z̃) ;
(b) pour tous (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃m1,0 × S̃m2,0, (Z,FΛ′

1 ⊗ FΛ′
2) = (Z̃,FΛ′

1 ⊗ FΛ′
2).

Alors on a l’égalité proj(Z) = proj(Z̃).

Évidemment, un lemme analogue vaut en échangeant les rôles des indices 1 et 2.
La preuve reprend l’idée d’Asai, [A] paragraphe 2.8.

Démonstration. — On écrit Z sous la forme (1)(i) et :

Z̃ =
∑

(Λ1,Λ2)∈S̃S̃m,pair

c̃(Λ1, Λ2)Λ1 ⊗ Λ2,

avec des coefficients c̃(Λ1, Λ2) ∈ Z. Notons F̃am2 ⊆ S̃m,pair la famille de Λ2,Z .
Soit F̃am1 ⊆ S̃m1,pair une famille. Montrons l’inégalité :

(3)
∑

(Λ1,Λ2)∈F̃am1×F̃am2

c̃(Λ1, Λ2)2 ! |{Λ1 ∈ F̃am1; c(Λ1) )= 0}|.
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Soient Λ′
1 ∈ F̃am1 ∩ S̃m1,0, Λ′

2 ∈ F̃am2 ∩ S̃m2,0. L’hypothèse (b) implique :

(4)
∑

(Λ1,Λ2)∈F̃am1×F̃am2

c̃(Λ1, Λ2)(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Λ′

2〉 =
∑

Λ1∈F̃am1

c(Λ1)(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Z ,Λ′

2〉.

A fortiori :
∑

(Λ1,Λ2)∈F̃am1×F̃am2

c̃(Λ1, Λ2)2 !
∣∣∣
∑

Λ1∈F̃am1

c(Λ1)(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Z ,Λ′

2〉
∣∣∣.

Posons E = {Λ1 ∈ F̃am1; c(Λ1) )= 0}. Si E = ∅, (3) est clair. Si E a un élément, (3)
résulte immédiatement de l’inégalité ci-dessus. Supposons que E a 2 éléments, notés
Λa

1 , Λb
1. On peut choisir Λ′

1 de sorte que le membre de droite ci-dessus vaille 2. En
effet, si c(Λa

1) = c(Λb
1), l’élément spécial de F̃am1 convient. Si c(Λa

1) = −c(Λb
1), on a

remarqué que Λb
1 )= Λa

1, σΛa
1 et on applique (2). En tout cas, on obtient l’inégalité (3).

En sommant ces inégalités (3) sur toutes les familles F̃am1 et en utilisant l’hy-
pothèse (a), on voit que (3) est toujours une égalité. Cela entrâıne que c̃ prend ses
valeurs dans {−1, 0, 1} et que pour toute famille F̃am1, les ensembles Ẽ = {(Λ1, Λ2) ∈
F̃am1 × F̃am2; c̃(Λ1, Λ2) )= 0} et E = {Λ1 ∈ F̃am1; c(Λ1) )= 0} ont même nombre
d’éléments. De plus, c̃(Λ1, Λ2) = 0 pour tout (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃m,pair tel que Λ2 )∈ F̃am2.

On peut désormais fixer une famille F̃am1 et remplacer Z et Z̃ par leurs projections
dans Z[F̃am1 × F̃am2]. On définit comme ci-dessus les ensembles Ẽ et E.

Si E est vide, Ẽ l’est aussi et Z = Z̃ = 0.
Supposons |E| = 1, notons Λ1 l’élément de E et (Λ̃1, Λ̃2) celui de Ẽ. L’égalité (4)

entrâıne que 〈Λ̃1−Λ1, Λ′
1〉, resp. 〈Λ̃2−Λ2,Z , Λ′

2〉, est indépendant de Λ′
1 ∈ F̃am1∩S̃m1,0,

resp. Λ′
2 ∈ F̃am2∩ S̃m2,0. En prenant Λ′

1, resp. Λ′
2, spécial, on voit que ces valeurs sont

nulles. En appliquant (2), on voit que Λ̃1 est égal à Λ1 ou σΛ1 et Λ̃2 est égal à Λ2,Z

ou σΛ2,Z . En revenant à (4), on voit que c̃(Λ̃1, Λ̃2) = c(Λ1). Alors proj(Z) = proj(Z̃).
Supposons |E| = 2, notons Λa

1 , Λb
1 les deux éléments de E et (Λ̃a

1 , Λ̃a
2), (Λ̃b

1, Λ̃b
2) les

deux éléments de Ẽ. Soit Λ′
2 ∈ F̃am2 ∩ S̃m2,0. Posons :

Z(Λ′
2) = c(Λa

1)(−1)〈Λ2,Z ,Λ′
2〉Λa

1 + c(Λb
1)(−1)〈Λ2,Z ,Λ′

2〉Λb
1

+ c̃(Λ̃a
1 , Λ̃a

2)(−1)〈Λ̃
a
2 ,Λ′

2〉Λ̃a
1 + c̃(Λ̃b

1, Λ̃
b
2)(−1)〈Λ̃

b
2,Λ′

2〉Λ̃b
1.

C’est un élément de S̃m1,pair qui, grâce à (4) et l’hypothèse (1), vérifie les hypothèses
du lemme 2.8.8 de [A]. D’après ce lemme, proj(Z(Λ′

2)) = 0. Si Λb
1 )= σΛa

1 , cette relation
entrâıne que, quitte à échanger Λa

1 et Λb
1, et cela de façon indépendante de Λ′

2, on a
les égalités :

proj(Λa
1) = proj(Λ̃a

1), proj(Λb
1) = proj(Λ̃b

1),

c(Λa
1)(−1)〈Λ2,Z ,Λ′

2〉 = c̃(Λ̃a
1 , Λ̃

a
2)(−1)〈Λ̃

a
2 ,Λ′

2〉,

c(Λb
1)(−1)〈Λ2,Z ,Λ′

2〉 = c̃(Λ̃b
1, Λ̃

b
2)(−1)〈Λ̃

b
2,Λ′

2〉.
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Si Λb
1 = σΛa

1 on a remarqué que c(Λa
1) = c(Λb

1) et la relation proj(Z(Λ′
2)) = 0

entrâıne encore les relations ci-dessus. Comme dans le cas |E| = 1, ces relations
entrâınent les égalités proj(Λ̃a

2) = proj(Λ2,Z) = proj(Λ̃b
2), c(Λa

1) = c̃(Λ̃a
1 , Λ̃a

2), c(Λb
1) =

c̃(Λ̃b
1, Λ̃b

2). Alors proj(Z) = proj(Z̃).

9.3.

Lemme. — Soient m, m1, m2 ∈ N, avec m = m1 + m2, Z, Z̃ ∈ Z[S̃S̃m,pair] et N un
entier ! 1. Supposons que Z et Z̃ vérifient tous deux l’hypothèse (1) de 9.2 et que,
pour tous (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃m1,0 × S̃m2,0, on ait l’égalité

(Z,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2) = N(Z̃,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2).

Alors on a l’égalité proj(Z) = N proj(Z̃).

Démonstration. — On peut fixer deux familles F̃am1 ⊆ S̃m1,pair, F̃am2 ⊆ S̃m2,pair,
et remplacer Z et Z̃ par leurs projections sur Z[F̃am1 × F̃am2]. On peut alors fixer
Λ2, Λ̃2 ∈ F̃am2 et deux fonctions c, c̃ : F̃am1 → {−1, 0, 1} de sorte que :

Z =
∑

Λ1∈F̃am1

c(Λ1)Λ1 ⊗ Λ2, Z̃ =
∑

Λ1∈F̃am1

c̃(Λ1)Λ1 ⊗ Λ̃2.

On peut de plus supposer que Z ou Z̃ est non nul. Posons E = {Λ1 ∈ F̃am1; c(Λ1) )=0},
Ẽ = {Λ1 ∈ F̃am1; c̃(Λ1) )= 0}. Pour Λ′

1 ∈ F̃am1 ∩ S̃m1,0 et Λ′
2 ∈ F̃am2 ∩ S̃m2,0, on a

l’égalité :

(1) N
∑

Λ1∈F̃am1

c̃(Λ1)(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ̃2,Λ′

2〉 =
∑

Λ1∈F̃am1

c(Λ1)(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Λ′

2〉.

On a vu dans la preuve précédente que l’on pouvait choisir Λ′
1 et Λ′

2 de sorte que le
membre de droite vaille ±|E|. On en déduit |E| " N |Ẽ|. De même, on peut choisir Λ′

1

et Λ′
2 de sorte que le membre de gauche vaille ±N |Ẽ|. D’où N |Ẽ| " |E| et finalement

N |Ẽ| = |E|. Puisque E et Ẽ ont au plus 2 éléments et l’un de ces ensembles n’est pas
vide, il n’y a que deux possibilités :

– N = 1, |E| = |Ẽ|,
– N = 2, |E| = 2, |Ẽ| = 1.

Dans le premier cas, on a (Z, Z) = (Z̃, Z̃) et on conclut grâce au lemme 9.2. Dans
le second cas, notons Λ̃1 l’unique élément de Ẽ et Λa

1 , Λb
1 les deux éléments de E.

L’égalité (1) entrâıne les deux égalités :

c̃(Λ̃1)(−1)〈Λ̃1,Λ′
1〉+〈Λ̃2,Λ′

2〉 = c(Λa
1)(−1)〈Λ

a
1 ,Λ′

1〉+〈Λ2,Λ′
2〉

= c(Λb
1)(−1)〈Λ

b
1,Λ′

1〉+〈Λ2,Λ′
2〉,
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pour tous Λ′
1, Λ′

2 comme en (1). Comme dans la preuve du lemme précédent, on en
déduit les égalités :

proj(Λa
1) = proj(Λb

1) = proj(Λ̃1), proj(Λ2) = proj(Λ̃2),

c̃(Λ̃1) = c(Λa
1) = c(Λb

1).

Alors proj(Z) = 2 proj(Z̃).

9.4. Pour tout entier x assez grand, posons :

A(x) = {x − 1, . . . , 0}, B(x) = {x} ∪ {x − 2, . . . , 0},
C(x) = {x + 1} ∪ {x − 2, . . . , 0}, D(x) = {x, x − 1} ∪ {x − 3, . . . , 0}.

Pour h ∈ Z et deux termes a, b égaux à A, B, C ou D, on définit le symbole ordonné
ab(h) dont un représentant vérifie :

ab(h)+ = a(x + 2h), ab(h)− = b(x),

x étant un entier assez grand. Remarquons que σ(ab(h)) = ba(−h).

Lemme. — Soient m ∈ N, Λ, Λ′ ∈ S̃m,pair.
(a) Supposons que pour tout entier a ∈ {1, . . . , m}, on ait l’égalité I−a(Λ) =

I−a(Λ′). Alors l’une des conditions suivantes est vérifiée :

– Λ = Λ′ ;
– Λ = σΛ′ et Λ et Λ′ sont tous deux cuspidaux ;
– il existe h ∈ Z tel que {Λ, Λ′} = {AB(h), BA(h)}.
(b) Soit N un entier ! 1, supposons que pour tout entier a ∈ {1, . . . , m}, on

ait l’égalité proj ◦I−a(Λ) = N proj ◦I−a(Λ′). Alors l’une des conditions suivantes est
vérifiée :

– proj(Λ) = proj(Λ′) et Λ et Λ′ sont cuspidaux ;
– N = 1 et proj(Λ) = proj(Λ′) ;
– N = 1 et il existe h ∈ Z de sorte que proj(Λ) = proj(AB(h)), proj(Λ′) =

proj(BA(h)).

Démonstration. — On donne seulement la démonstration de (b), celle de (a) étant
similaire. On utilise les notations de 2.3, en supprimant les indices θ qui sont égaux
à 1. On écrit ainsi :

I−a(Λ) =
∑

(x,ε)∈E−a(Λ)

ζ−a,Λ(x, ε)Λ−a(x, ε)

pour tout entier a ∈ {1, . . . , m}. Remarquons que les termes de cette somme ne se
compensent pas quand on applique proj. En effet, on vérifie que si (x, ε), (x′, ε′) sont
deux éléments distincts de E−a(Λ) tels que Λ−a(x, ε) = σ(Λ−a(x′, ε′)), alors Λ = σΛ
et (x′, ε′) = (x,−ε). Mais dans ce cas, ζ−a,Λ(x′, ε′) = ζ−a,Λ(x, ε) et les deux termes
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s’ajoutent au lieu de s’annuler. L’hypothèse de l’énoncé implique donc que pour tout
a ∈ {1, . . . , m} et tout (x, ε) ∈ E−a(Λ), l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) il existe (x′, ε′) ∈ E−a(Λ′) tel que ζ−a,Λ(x, ε)Λ−a(x, ε) = ζ−a,Λ′(x′, ε′)Λ′
−a(x′, ε′) ;

(2) il existe (x′, ε′) ∈ E−a(Λ′) tel que ζ−a,Λ(x, ε)Λ−a(x, ε) = ζ−a,Λ′(x′, ε′)σ(Λ′
−a(x′, ε′)).

On a une propriété similaire si l’on échange les rôles de Λ et Λ′. De ces propriétés
résulte que Λ est cuspidal si et seulement si Λ′ l’est. Si c’est le cas, la première condition
de l’énoncé est vérifiée, puisqu’il y a au plus deux éléments cuspidaux, qui se déduisent
l’un de l’autre par σ. On suppose désormais que ni Λ, ni Λ′ ne sont cuspidaux. La
condition (2) est équivalente à :

(3) il existe (x′, ε′) ∈ E−a(σΛ′) tel que

ζ−a,Λ(x, ε)Λ−a(x, ε) = ζ−a,σΛ′(x′, ε′)(σΛ′)−a(x′, ε′).

Remarquons que d̃ef(Λ−a(x, ε)) = d̃ef(Λ) et d̃ef(σΛ′) = −d̃ef(Λ′). Alors (1) ou (3)
impliquent d̃ef(Λ) = ±d̃ef(Λ′). Quitte à remplacer Λ′ par σΛ′, on peut supposer
d̃ef(Λ) = d̃ef(Λ′). Si ce défaut est non nul, la condition (3) devient interdite.

Supposons :

(4)
∑

a=1,...,m

|E−a(Λ)| !
{

2, si d̃ef(Λ) )= 0,

3, si d̃ef(Λ) = 0.

Alors, quitte à remplacer Λ′ par σΛ′ dans le cas où d̃ef(Λ) = 0, on peut fixer
a, b ∈ {1, . . . , m}, (x, ε) ∈ E−a(Λ), (y, η) ∈ E−b(Λ) tels que (a, x, ε) )= (b, y, η) et
les triplets (a, x, ε), (b, y, η) vérifient tous deux la condition (1). On note (x′, ε′) ∈
E−a(Λ′), resp. (y′, η′) ∈ E−b(Λ′), le couple correspondant par cette condition à (x, ε),
resp. (y, η). Notons 1Λ, resp. 1Λ′ , 1x,ε etc. les fonctions caractéristiques dans N×{±1}
de Λ, resp. Λ′, {(x, ε)} etc. Les égalités (1) entrâınent :

1Λ − 1x,ε + 1x−a,ε = 1Λ′ − 1x′,ε′ + 1x′−a,ε′ ,

1Λ − 1y,η + 1y−b,η = 1Λ′ − 1y′,η′ + 1y′−b,η′ .

D’où :

1x,ε + 1x′−a,ε′ + 1y′,η′ + 1y−b,η = 1x′,ε′ + 1x−a,ε + 1y,η + 1y′−b,η′ .

Cette égalité entrâıne l’une des relations suivantes :
(5) (x, ε) = (x′, ε′) et (y, η) = (y′, η′) ;
(6) ε = ε′ = η = η′, x = y, y′ = x − a, x′ = x − b, a )= b ;
(7) ε = ε′ = η = η′, x′ = y′, y = x′ − a, x = x′ − b, a )= b.

Supposons (6) vérifiée. L’égalité Λ−a(x, ε) = Λ′
−a(x′, ε′) entrâıne que Λ−ε = Λ′−ε et

qu’il existe un ensemble X ⊆ N ! {x, x − a, x − b, x − a − b} de sorte que :

Λε = X ∪ {x − a − b, x}, Λ′ε = X ∪ {x − a, x − b}.
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En supposant par exemple a > b, on calcule :

ζ−a,Λ(x, ε)ζ−b,Λ(y, η) = (−1)|X∩{x−b,...,x−a+1}|,

ζ−a,Λ′(x′, ε′)ζ−b,Λ′ (y′, η′) = (−1)|X∩{x−b,...,x−a+1}|+1.

Cela contredit (1). Cette contradiction interdit (6). On passe de (6) à (7) en échan-
geant les rôles de Λ et Λ′. Donc (7) est aussi interdite. Il reste (5), qui entrâıne Λ = Λ′.
Cette égalité implique N = 1 puisque Λ n’est pas cuspidal. La deuxième condition de
l’énoncé est alors vérifiée.

Il en est de même si Λ′ vérifie l’hypothèse (4), par échange des rôles de Λ et Λ′.
On suppose maintenant que ni Λ, ni Λ′ ne vérifient (4). On décrit facilement tous les
symboles ordonnés qui ne vérifient pas (4). Outre les cuspidaux, il y a :

– pour tout h ∈ Z, les symboles AB(h) et BA(h) ;
– les symboles BB(0), AC(0), CA(0), AD(0), DA(0).

Un calcul cas par cas montre que les seuls triplets (Λ, Λ′, N) vérifiant l’hypothèse de
l’énoncé et tels que Λ et Λ′ soient chacun de l’une des formes ci-dessus, vérifient l’une
des deux dernières conditions de l’énoncé.

9.5. Pour tout ensemble fini X de N, on introduit les polynômes en une variable T :

∆(X, T ) =
∏

x,x′∈X, x>x′

(T x − T x′
), Θ(X, T ) =

∏

x∈X

∏

y=1,...,x

(T y − 1).

Soient m ∈ N et Λ ∈ S̃m,pair. Posons :

α =
∑

i=1,...,|Λ|/2−1

(|Λ|− 2i)(|Λ|− 2i − 1)
2

,

et définissons la fraction rationnelle :

D̃Λ(T ) = 2−|Λ|/2T−α ∆(Λ+, T )∆(Λ−, T )
Θ(Λ+, T 2)Θ(Λ−, T 2)

∏

(x,y)∈Λ+×Λ−

(T x + T y).

Remarques

(1) D̃Λ(T ) diffère par un facteur 2 du terme DΛ(T ) défini en [L2] 2.8.1.
(2) On a l’égalité D̃σΛ(T ) = D̃Λ(T ), ce qui permet de définir D̃Λ(T ) pour Λ ∈

Sm,pair.

9.6. Soient m ∈ N et η ∈ {±1}, avec η = 1 si m = 0. Posons G = Oη(2m). Rappelons
que pour deux entiers N1, N2 ! 0 tels que m = N1+N2 et pour w1 ∈ WN1 , w2 ∈ WN2 ,
on a construit en 3.3 une fonction kη(w1, w2; 0, 0) sur G. Son support est inclus dans
G0. Identifions-la à une fonction sur G0. Elle est nulle si sgnCD(w1) sgnCD(w2) )= η.
Si sgnCD(w1) sgnCD(w2) = η, elle est égale à :

(1) (−1)m
∑

γ∈G/G0

RG0

Tw1×Tw2
(1Tw1

× ζTw2
) ◦ Ad(γ).
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On a fixé ici des tores T w1 , T w2 comme en 3.3, on a noté 1Tw1
le caractère trivial de

Tw1 et ζTw2
le caractère correspondant à l’élément de T̂w2 noté ζTw2

en 3.3.
D’autre part, pour Λ ∈ S̃m,0, notons ρΛ ∈ Irr(Wm) la représentation telle que Λ

corresponde au couple (0, ρΛ), cf. 2.2.
Lusztig a classifié en [L3] les représentations irréductibles unipotentes de G0, c’est-

à-dire les éléments de Irr(G0, 1). Exprimons ses résultats dans notre terminologie. Il
existe une unique application :

L1 : Irr(G0, 1) −→ Sm,≡(1−η)

vérifiant les propriétés suivantes :

– L1 est surjective et ses fibres sont exactement les orbites de l’action naturelle de
G/G0 sur Irr(G0, 1) ;

– pour π ∈ Irr(G0, 1), le stabilisateur de π dans G/G0 a autant d’éléments que la
fibre au-dessus de L1(π) de l’application proj : S̃m,pair → Sm,pair ;

– soient π ∈ Irr(G0, 1) et w ∈ Wm ; posons Λ = L1(π) ; on a les égalités :

dim(π) = | proj−1(Λ)||G0|p′D̃Λ(q),(2)

(trace(π); kη(w, 1; 0, 0))G0 = (−1)m| proj−1(Λ)||F̃am(Λ)|−1/2(3)
∑

Λ∈F̃am(Λ)∩S̃m,0

(−1)〈Λ,Λ〉 trace(ρΛ)(w).

Remarques

(a) cf. 7.3 pour la définition de |G0|p′ .
(b) Le produit (., .)G0 est le produit scalaire de C(G0).
(c) Le facteur (−1)m| proj−1(Λ)| ne se trouve pas dans [L3]. Il vient de notre

normalisation de la fonction kη(w, 1; 0, 0), cf. (1) ci-dessus.

9.7. Soient η ∈ {±1}, G = Oη(2n) et s un élément semi-simple de Ĝ0 dont toutes
les valeurs propres sont égales à ±1. Pour ε ∈ {±1}, notons V̂ ε le sous-espace de
V̂η(2n), propre pour l’action de s, associé à la valeur propre ε. Posons ηε = η(V̂ ε),
nε = dim(V̂ ε)/2. Notons H le commutant de s dans Ĝ et H̃ = H ∩ Ĝ

0
. On a :

H0 = SOη+(2n+) × SOη−(2n−),

Irr(H0, 1) = Irr(SOη+(2n+), 1) × Irr(SOη−(2n−), 1).

Cette décomposition nous permet d’appliquer les constructions du paragraphe pré-
cédent et de définir une application :

L1 × L1 : Irr(H0, 1) −→ Sn+,≡(1−η+) × Sn−,≡(1−η−).

Les fibres de cette application sont les orbites de l’action naturelle de H/H0 dans
Irr(H0, 1). A fortiori, l’application est constante sur les orbites de l’action de H̃/H0.
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Notons Irr(H0, 1)H̃ l’ensemble de ces dernières orbites. Alors L1 ×L1 se quotiente en
une application définie sur Irr(H0, 1)H̃ .

En [L7], Lusztig a défini une application :

ψ : Irr(G0, s) −→ Irr(H0, 1)H̃ .

On définit l’application :

Ls : Irr(G0, s) −→ Sn+,≡(1−η+) × Sn−,≡(1−η−)

composée de ψ et de l’application L1×L1 quotientée ainsi qu’on l’a expliqué ci-dessus.
Remarquons que G/G0, qui agit naturellement sur Irr(G0), conserve le sous-

ensemble Irr(G0, s). D’autre part, pour (Λ1, Λ2) ∈ S̃n+,pair × S̃n−,pair, on pose :

α(Λ1, Λ2) =

{
1, si σΛ1 = Λ1 et σΛ2 = Λ2,

0, sinon.

Cette application α se quotiente en une application encore notée α définie sur
Sn+,pair × Sn−,pair.

Lemme
(a) L’application Ls est surjective. Elle est constante sur les orbites de l’action de

G/G0 sur Irr(G0, s).
(b) Soient π ∈ Irr(G0, s), N1, N2 ∈ N tels que n = N1+N2, w1 ∈ WN1 et w2 ∈ WN2 .

Posons Ls(π) = (Λ1, Λ2). On a les égalités :
(i) dim(π) = 2−α(Λ1,Λ2)|G|p′D̃Λ1

(q)D̃Λ2
(q) ;

(ii) si (N1, N2) )= (n+, n−),

(trace(π), kη(w1, w2; 0, 0))G0 = 0;

(iii) si (N1, N2) = (n+, n−),

(trace(π), kη(w1, w2; 0, 0))G0 = (−1)n21−α(Λ1,Λ2)|F̃am(Λ1)|−1/2|F̃am(Λ2)|−1/2

∑

Λ1,Λ2

(−1)〈Λ1,Λ1〉+〈Λ2,Λ2〉 trace(ρΛ1)(w1) trace(ρΛ2)(w2),

où l’on somme sur Λj ∈ F̃am(Λj) ∩ S̃Nj ,0 pour j ∈ {1, 2}.

Démonstration. — C’est une simple traduction de [L7] proposition 5.1. L’application
Ls est surjective car ψ et L1 × L1 le sont. Soit O une orbite dans Irr(G0, s) pour
l’action de G/G0. Par transport de structure, ψ(O) est une orbite dans Irr(H0, 1)H̃

pour l’action de H/H̃ . Mais L1 × L1 est constante sur une telle orbite. Donc Ls est
constante sur O.

Dans la situation de (b), soit πH ∈ Irr(H0, 1) tel que ψ(π) soit la H̃/H0-orbite de
πH . Notons Γ le stabilisateur de πH dans H̃/H0. Les propriétés des applications L1

permettent de calculer :

(1) |Γ| = | proj−1(Λ1)|| proj−1(Λ2)|2α(Λ1,Λ2)−1.
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D’après [L7] proposition 5.1, la fibre ψ−1(ψ(π)) a |Γ| éléments. Ils ont tous même di-
mension. D’après la construction de ψ et [L2] 7.8.1, appliqué au groupe de similitudes
COη(2n)0, la somme de leurs dimensions vaut |G0|p′ |H0|−1

p′ dim(πH). Autrement dit :

dim(π) = |Γ|−1|G0|p′ |H0|−1
p′ dim(πH).

On calcule dim(πH) grâce à 9.6(2). En utilisant (1) et l’égalité 2|G0|p′ = |G|p′ , on
obtient le (i) de l’énoncé.

L’assertion (ii) résulte de la définition de Irr(G0, s). Supposons (N1, N2) =
(n+, n−). Soient T w1 , T w2 comme en 9.6(1). On peut leur associer des sous-tores
encore notés T w1 ⊆ SOη+(2n+), T w2 ⊆ SOη−(2n−). La proposition 5.1 de [L7] se
reformule ainsi :
(

trace(π), RG0

Tw1×Tw2
(1Tw1

× ζTw2
)
)

G0

= |Γ|−1
(

trace(πH),
∑

γ∈H̃/H0(R
SOη+ (2n+)

Tw1
(1Tw1

)×R
SOη− (2n−)

Tw2
(1Tw2

))◦Ad(γ)
)

H0
.

Par transport de structure, on obtient :
(

trace(π),
∑

γ∈G/G0 RG0

Tw1×Tw2
(1Tw1

× ζTw2
) ◦ Ad(γ)

)

G0

= |Γ|−1
(

trace(πH),
∑

γ∈H/H0(R
SOη+ (2n+)

Tw1
(1Tw1

)×R
SOη− (2n−)

Tw2
(1Tw2

)
)
◦Ad(γ))H0 .

D’où :

(trace(π), kη(w1, w2; 0, 0))G0 = |Γ|−1(trace(πH), kη+(w1, 1; 0, 0)× kη−(w2, 1; 0, 0))H0 .

On calcule ce dernier produit scalaire grâce à 9.6(3). En utilisant (1), on obtient le
(iii) de l’énoncé.

9.8. Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. Soient η ∈ {±1} et s ∈ ŜOη(2n) tels que π(Λ1, Λ2) ∈
Irr(Oη(2n), s). D’après le (a) du lemme précédent, toutes les composantes irréductibles
de la restriction de π(Λ1, Λ2) à SOη(2n) ont même image par Ls. On note L(Λ1, Λ2)
cette image, ce qui définit une application :

L : S̃S̃n,pair −→ SSn,pair.

Soit toujours (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair et η comme ci-dessus. Posons (Λ1, Λ2) =
L(Λ1, Λ2). Remarquons que le nombre de composantes irréductibles de la restriction
de π(Λ1, Λ2) à SOη(2n) est égal à 2α(Λ1,Λ2). Le (b) du lemme précédent se reformule
ainsi :

– on a l’égalité :

(1) dim(π(Λ1, Λ2)) = 2α(Λ1,Λ2)−α(Λ1,Λ2)|Oη(2n)|p′D̃Λ1
(q)D̃Λ2

(q);

– soit (Λ′
1, Λ′

2) ∈ S̃S̃n,pair tel que d̃ef(Λ′
1) = d̃ef(Λ′

2) = 0 ; on a l’égalité :

(2) (trace(π(Λ1, Λ2)), k(Λ′
1, Λ

′
2)) = 2α(Λ1,Λ2)−α(Λ1,Λ2)(Λ1 ⊗ Λ2,FΛ′

1,FΛ′
2).
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Le produit scalaire de gauche est celui de C(O(2n)). Le passage du produit dans
C(SOη(2n)) à celui-là fait disparâıtre un facteur 2 du deuxième membre de l’égalité
(b)(iii) du lemme précédent.

Proposition. — Les deux applications L, proj : S̃S̃n,pair → SSn,pair sont égales.

Démonstration. — Soient n1, n2 ∈ N tels que n1+n2 = n, Λ1 ∈ S̃n1,pair, Λ2 ∈ S̃n2,pair.
Fixons (Λ̃1, Λ̃2) ∈ S̃S̃n,pair tel que proj(Λ̃1, Λ̃2) = L(Λ1, Λ2). Soient η ∈ {±1} et
s ∈ ŜOη(2n) tels que π(Λ1, Λ2) ∈ Irr(Oη(2n), s). D’après la proposition 4.4(b)(ii), s
a pour valeurs propres 1 avec la multiplicité 2n1 et −1 avec la multiplicité 2n2. Il
résulte de la construction de L que Λ̃1 ∈ S̃n1,pair, Λ̃2 ∈ S̃n2,pair.

Soient a ∈ {1, . . . , n1}, Λ′
1 ∈ S̃n1−a,0, Λ′

2 ∈ S̃n2,0. Montrons que l’on a l’égalité :

(3) (I−aΛ1 ⊗ Λ2,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2) = c(I−aΛ̃1 ⊗ Λ̃2,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2),

où c = 2α(Λ1,Λ2)−α(Λ̃1,Λ̃2). On a les égalités :

(I−aΛ1 ⊗ Λ2,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2) = (Λ1 ⊗ Λ2, IaFΛ′
1 ⊗ FΛ′

2),

= (πn(Λ1 ⊗ Λ2), πn(IaFΛ′
1 ⊗ FΛ′

2)),

= (πn(Λ1 ⊗ Λ2), R+
1,a ◦ πn−a(FΛ′

1 ⊗ FΛ′
2)),

= (πn(Λ1 ⊗ Λ2), R+
1,a ◦ kn−a(Λ′

1 ⊗ Λ′
2)),

= (πn(Λ1 ⊗ Λ2), kn(IaΛ′
1 ⊗ Λ′

2))

(ces égalités résultent respectivement d’une formule d’adjonction, du fait que πn est
une isométrie, de la proposition 8.3, de l’hypothèse de récurrence et de la proposition
8.2). Or IaΛ′

1 ∈ S̃n1,0. Grâce à (2), on a :

(πn(Λ1 ⊗ Λ2), kn(IaΛ′
1 ⊗ Λ′

2)) = c(Λ̃1 ⊗ Λ̃2,FIaΛ′
1 ⊗ FΛ′

2),

= c(Λ̃1 ⊗ Λ̃2, IaFΛ′
1 ⊗ FΛ′

2),

= c(I−aΛ̃1 ⊗ Λ̃2,FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2).

D’où (3).
De la définition de l’application I−a résulte que les termes I−aΛ1⊗Λ2 et I−aΛ̃1⊗Λ̃2

vérifient tous deux l’hypothèse (1) de 9.2. De plus c ∈ { 1
2 , 1, 2}. Quitte à échanger les

deux termes, on peut, grâce à (3), leur appliquer le lemme 9.3. On en déduit :

(4) proj(I−aΛ1 ⊗ Λ2) = c proj(I−aΛ̃1 ⊗ Λ̃2).

Supposons Λ1 cuspidal. L’égalité ci-dessus, vraie pour tout a, entrâıne que Λ̃1 est
cuspidal, donc Λ̃1 = Λ1 ou σΛ1 (ce sont les seuls termes cuspidaux). On peut dans ce
qui précède inverser les rôles des indices 1 et 2. Si Λ1 et Λ2 sont tous deux cuspidaux,
on obtient alors proj(Λ1, Λ2) = proj(Λ̃1, Λ̃2) = L(Λ1, Λ2).
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Supposons Λ1 non cuspidal. L’égalité (4) se décompose en deux :

proj(Λ2) = proj(Λ̃2),

proj(I−aΛ1) = c proj(I−aΛ̃1)(5)

pour tout a ∈ {1, . . . , n1}. En échangeant les rôles des indices 1 et 2, on a aussi
proj(Λ1) = proj(Λ̃1) si Λ2 n’est pas cuspidal, donc proj(Λ1, Λ2) = L(Λ1, Λ2) si ni Λ1,
ni Λ2 ne sont cuspidaux.

Supposons Λ1 non cuspidal et Λ2 cuspidal. Grâce à (5) et au lemme 9.4, on a c = 1
et l’une des relations suivantes est vérifiée :
(6) proj(Λ1) = proj(Λ̃1),
(7) il existe h ∈ Z, h )= 0, tel que proj(Λ1) = proj(BA(h)), proj(Λ̃1) = proj(AB(h))
(on peut supposer h )= 0, sinon la seconde relation entrâıne la première). Supposons
(7) vérifiée. La surjectivité des applications Ls entrâıne que L est surjective. On peut
donc fixer (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃S̃n,pair tel que L(Λ′

1, Λ′
2) = proj(Λ1, Λ2). En appliquant à ce

couple la démonstration ci-dessus, on voit que l’une des relations :

proj(Λ′
1, Λ

′
2) = proj(Λ1, Λ2), ouproj(Λ′

1, Λ
′
2) = proj(Λ̃1, Λ̃2)

est vérifiée. De plus la constante c relative à (Λ′
1, Λ′

2) vaut 1. Supposons par exemple
h > 0. Montrons que l’on a :

(8) dim(π(Λ′
1, Λ

′
2)) ! dim(π(Λ1, Λ2)).

Ces dimensions étant insensibles à l’application de σ à l’une ou l’autre des variables
(cf. proposition 4.4(b)(iii),(v)), on peut supposer Λ′

2 = Λ2, Λ1 = BA(h) et Λ′
1 = Λ1

ou Λ′
1 = AB(h). Si Λ′

1 = Λ1, (8) est évident. Supposons Λ′
1 = AB(h). Considé-

rons le symbole ordonné AA(h) = Λcusp(h). Soit η ∈ {±1} tel que π(Λcusp(h), Λ2)
soit une représentation de Oη(2n − 2). Il résulte des constructions du paragraphe 4
que π(Λcusp(h), Λ2) est cuspidale, que l’induite à Oη(2n) de la représentation 11 ×
π(Λcusp(h), Λ2) d’un Lévi isomorphe à GL(1) × Oη(2n − 2) se décompose selon les
représentations irréductibles du groupe W1 et que π(Λ1, Λ2), resp. π(Λ′

1, Λ′
2), est la

sous-représentation associée au caractère 1, resp. sgn, de W1. L’inégalité (8) résulte
d’une formule due à Hoefsmit, cf. [L2] théorème 4.4.

D’autre part, on vient de voir que π(Λ′
1, Λ′

2) et π(Λ1, Λ2) sont des représentations
d’un même groupe Oη(2n). Leurs constantes associées c valent toutes deux 1. La
relation (1) entrâıne :

dim(π(Λ′
1, Λ′

2))
dim(π(Λ1, Λ2))

=
D̃Λ1(q)
D̃Λ̃1

(q)
=

D̃BA(h)(q)
D̃AB(h)(q)

.

On calcule ce dernier rapport. Il est < 1, ce qui contredit (8). Cette contradiction
interdit la relation (7). Il reste (6), mais alors proj(Λ1, Λ2) = L(Λ1, Λ2). Cette égalité
est donc vérifiée si Λ1 n’est pas cuspidal et Λ2 l’est. Par échange des indices 1 et 2,
elle l’est si Λ1 est cuspidal et Λ2 ne l’est pas. On a ainsi traité tous les cas.
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9.9.

Corollaire. — Soient (Λ1, Λ2), (Λ′
1, Λ′

2) ∈ S̃S̃n,pair, avec d̃ef(Λ′
1) = d̃ef(Λ′

2) = 0.
Notons η ∈ {±1} l’élément tel que π(Λ1, Λ2) soit une représentation de Oη(2n). On
a les égalités :

(i) dim(π(Λ1, Λ2)) = |Oη(2n)|p′D̃Λ1(q)D̃Λ2(q) ;
(ii) (trace(π(Λ1, Λ2)), k(Λ′

1, Λ′
2)) = (Λ1 ⊗ Λ2,FΛ′

1 ⊗ FΛ′
2).
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CHAPITRE 10

QUELQUES CALCULS DE TRACES

Les résultats de ce paragraphe sont techniques. Les lemmes 10.1 et 10.2 nous servi-
ront au paragraphe suivant à séparer des représentations que l’on ne peut pas distin-
guer par des méthodes combinatoires. Les lemmes 10.3 à 10.6 concernent le cas n " 4.
Ils suppléeront au paragraphe 12 à un argument de congruence qui n’est suffisant que
pour n ! 5. Le lemme d’intégralité 10.7 servira en 12.3 à prouver que la matrice C
est rationnelle.

10.1. Soit Λ ∈ S̃n−1,pair, posons η = (−1)d̃ef(Λ)/2. On dispose des trois représenta-
tions irréductibles π(Λ,1+(1)), π(Λ, σ1+(1)) de Oη(2n) et π(Λ, Λ(∅)) de Oη(2n− 2),
cf. 2.4 pour les notations. Soit g ∈ Oη(2n) un élément semi-simple ayant pour valeurs
propres 1, avec la multiplicité 2n − 1, et −1, avec la multiplicité 1.

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a l’égalité :

trace(π(Λ,1+(1)))(g) − trace(π(Λ, σ1+(1)))(g)

= 2|SO(2n − 1)|p′ |Oη(2n − 2)|−1
p′ η sp(g) trace(π(Λ, Λ(∅)))(1).

Démonstration. — Notons (h1, ρ1) le couple associé à Λ en 2.2. Posons G = Oη(2n),
V = Vη(2n), G0 = Oη(2h2

1). Notons π0 la représentation cuspidale π(Λcusp(h1), Λ(∅))
de G0, E0 son espace, posons N1 = n − 1 − h2

1, N2 = 1. On effectue la construc-
tion de 4.1 pour ces données, en échangeant les rôles des indices 1 et 2, ce qui
est loisible ainsi qu’on l’a remarqué en 4.2. On introduit donc un sous-ensemble
{vi; i ∈ {±1, . . . ,±(1 + N1)}} de V , un sous-groupe parabolique P = MU de G,
avec M * G1+N1

m × G0 et on note (π, E) la représentation IndG
P (ζ1 × 1N1 × π0).

Son algèbre d’entrelacements est produit de deux algèbres H1 et H2. L’algèbre H1,
resp. H2, est engendrée par des opérateurs T1(w1) pour w1 ∈ WN1 , resp. T2(w2) pour
w2 ∈ W1. Pour toute représentation irréductible δ1 de WN1 , notons δ1,H1 la représen-
tation correspondante de l’algèbre H1 et Λ1(δ1) le symbole ordonné associé au couple
(h1, δ1). En particulier Λ = Λ1(ρ1). De même, pour toute représentation irréductible
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δ2 de W1, notons δ2,H2 la représentation correspondante de l’algèbre H2 et Λ2(δ2) le
symbole ordonné associé au couple (0, δ2). En fait, 1+(1) = Λ2(1W1), où 1W1 est le
caractère trivial de W1, et σ1+(1) = Λ2(sgn).

Pour tous w1 ∈ WN1 , w2 ∈ W1, on a l’égalité :
∑

δ1∈Irr(WN1 )
δ2∈Irr(W1)

trace(δ1,H1)(T1(w1)) trace(δ2,H2)(T2(w2)) trace(π(Λ1(δ1), Λ2(δ2)))(g)

= trace(T1(w1)T2(w2)π(g)|E).

Notons ẇ2 l’unique élément non trivial de W1. D’après 4.4(4), on a l’égalité
T2(ẇ2)2 = 1, autrement dit H2 * C[W1]. L’égalité précédente, pour w2 = ẇ2,
devient :

(1)
∑

δ1∈Irr(WN1)

trace(δ1,H1)(T1(w1))

(
trace(π(Λ1(δ1),1+(1)))(g) − trace(π(Λ1(δ1), σ1+(1)))(g)

)

= trace(T1(w1)T2(ẇ2)π(g)|E).

Posons G̃ = Oη(2n−2). Appliquons la construction de 4.1 à G̃, π0, N1 = n−1−h2
1

et N2 = 0. On introduit donc un sous-groupe parabolique P̃ = M̃Ũ de G̃, avec
M̃ * GN1

m × G0, et on note (π̃, Ẽ) la représentation IndG̃
P̃

(1N1 × π0). Son algèbre
d’entrelacements H̃1 est engendrée par des opérateurs T̃1(w1), pour w1 ∈ WN1 (on a
ajouté des˜pour les distinguer des opérateurs précédents). En fait :
(2) l’application qui, pour tout w1 ∈ WN1 , envoie T1(w1) sur T̃1(w1) est un isomor-
phisme de H1 sur H̃1.
On le démontre directement en réalisant G̃ comme sous-groupe de G.

Identifions H̃1 à H1. Pour tout w1 ∈ WN1 , on a l’égalité :

(3)
∑

δ1∈Irr(WN1)

trace(δ1,H1)(T1(w1)) trace(π(Λ1(δ1), Λ(∅)))(1) = trace(T̃1(w1)|Ẽ).

Posons :
c = 2|SO(2n − 1)|p′ |Oη(2n − 2)|−1

p′ η sp(g).

On va prouver l’égalité :

(4) trace(T1(w1)T2(ẇ2)π(g)|E) = c trace(T̃1(w1)|Ẽ)

pour tout w1 ∈ WN1 . Admettons cette égalité. Le membre de droite de (1) est égal à
celui de (3) multiplié par c. Il en est de même des membres de gauche. Les fonctions
trace(δ1,H1) étant linéairement indépendantes quand δ1 décrit Irr(WN1), leurs coef-
ficients dans l’expression (1) sont égaux à ceux de l’expression (3), multipliés par c.
Appliquée à δ1 = ρ1, cette égalité est celle de l’énoncé.

Il reste à démontrer (4). En 4.1 et 4.2, on a introduit d’autres opérateurs T ′
1(w1)

pour w1 ∈ WN1 , T ′
2(w2) pour w2 ∈ W1, liés aux précédents par des égalités T1(w1) =
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C1(w1)T ′
1(w1), T2(w2) = C2(w2)T ′

2(w2). On a C1(1) = C2(1) = 1. On a remarqué
ci-dessus que T2(ẇ2)2 = 1. Comme on l’a dit en 4.2, cela entrâıne C2(ẇ2) = ηq1−n.

Soient w1 ∈ WN1 , w2 ∈ W1, notons simplement w = w2w1, identifié comme en 4.1
à un élément de G. Pour f ∈ E et h ∈ G, on a l’égalité :

(5) (T ′(w)π(g)f)(h) =
∑

u∈(wUw−1∩U)\U

Awf(w−1uhg),

cf. 4.1 pour les notations. Notons X(w) l’ensemble des h ∈ G tels que hgh−1 ∈ UwP .
Pour h ∈ X(w), notons m(h) l’unique élément de M tel que hgh−1 ∈ Uwm(h)U .
Remarquons que X(w) est invariant à gauche par multiplication par P et que la
fonction h /→ trace(Aw ◦ (ζ1 × 1N1 × π0)(m(h))|E0) se descend à P\X(w). Il est
standard de déduire de (5) l’égalité :

(6) trace(T ′(w)π(g)|E) =
∑

h∈P\X(w)

trace(Aw ◦ (ζ1 × 1N1 × π0)(m(h))|E0).

On poursuit la démonstration en supposant h1 )= 0, celle-ci s’adaptant aisément au cas
h1 = 0. Fixons un vecteur v ∈ V engendrant l’espace propre pour g relatif à la valeur
propre −1. Posons a = Q(v, v). Pour i ∈ {1, . . . , 1 + N1}, posons v(i) = −a

4vi + v−i.
Fixons v(0) ∈ V0 (cf. 4.1), tel que Q(v(0), v(0)) = a. Pour i ∈ {0, . . . , 1 + N1}, notons
g(i) la symétrie par rapport à l’hyperplan orthogonal à v(i), et fixons h(i) ∈ G tel que
h(i)gh(i)−1 = g(i). On vérifie que l’orbite Gv est réunion disjointe des orbites Pv(i)
pour i ∈ {0, . . . , 1+N1}. On en déduit que G est réunion disjointe des sous-ensembles
Ph(i)ZG(g). Pour tout i ∈ {0, . . . , 1 + N1}, définissons τ(i) ∈ W1+N1 par : τ(0) = 1 ;
si i ! 1, τ(i) échange i et −i et fixe j pour j ∈ {±1, . . . ,±(1 + N1)} ! {±i}. Il est
clair que g(i) ∈ τ(i)M et que, pour h ∈ Ph(i)ZG(g), on a hgh−1 ∈ Uτ(i)P .

Si w n’est pas l’un des τ(i), on a donc X(w) = ∅ et trace(T ′(w)π(g)|E) = 0.
Supposons w = τ(0) = 1. Alors g(0) ∈ M . Plus précisément, notons g0 la restriction

de g(0) à V0. C’est un élément analogue à g : il a pour valeurs propres 1 avec la
multiplicité 2h2

1 − 1 et −1 avec la multiplicité 1. De plus, sp(g0) = sp(g). Quand
on identifie M à (F×

q )1+N1 × G0, g(0) s’identifie à (1, . . . , 1, g0). Alors, pour tout
h ∈ X(1) = Ph(0)ZG(g), on a l’égalité :

trace(A1 ◦ (ζ1 × 1N1 × π0)(m(h))|E0) = trace((ζ1 × 1N1 × π0)(g(0))|E0)

= trace(π0(g0)|E0).

De plus :

|P\X(1)| = |P |−1|Ph(0)ZG(g)|
= |P |−1|PZG(g(0))h(0)| = |ZG(g(0))||P ∩ ZG(g(0))|−1.

On calcule :

|ZG(g(0))| = 4|SO(2n − 1)|, |P ∩ ZG(g(0))| = q−1−N1 |P ||ZG0(g0)||G0|−1.
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D’où l’égalité :

(7) trace(T ′(1)π(g)|E) = 4q1+N1 |P |−1|SO(2n−1)||G0||ZG0(g0)|−1 trace(π0(g0)|E0).

Supposons w = τ(i) avec i ∈ {1, . . . , 1 + N1}. Posons :

m = (1, . . . , 1, 4/a, 1, . . . , 1, x−1
0 ) ∈ (F×

q )1+N1 × G0 = M,

où 4/a est à la i-ième place. On vérifie que g(i) = τ(i)m. On en déduit que pour
h ∈ X(w) = Ph(i)ZG(g), on a les égalités :

trace(Aw ◦ (ζ1 × 1N1 × π0)(m(h))|E0) = trace(Aw ◦ (ζ1 × 1N1 × π0)(m)|E0)

=

{
ζ(a) dim(E0) = sp(g) dim(E0), si i = 1,

dim(E0), si i ! 2.

Comme précédemment,

|P\X(τ(i))| = |ZG(g(i))||P ∩ ZG(g(i))|−1,

|ZG(g(i))| = 4|SO(2n − 1)|,

|P ∩ ZG(g(i))| = 2q1+i−2n|P |.

D’où les égalités :

(8) trace(T ′(τ(1))π(g)|E) = 2q2n−2|P |−1|SO(2n − 1)| sp(g) dim(E0),

et, pour i ∈ {2, . . . , 1 + N1},

(9) trace(T ′(τ(i))π(g)|E) = 2q2n−i−1|P |−1|SO(2n − 1)| dim(E0).

Supposons w = ẇ2w1, avec w1 ∈ WN1 . On a ẇ2 = τ(1) et on voit que w ne peut être
de la forme τ(i) que si w1 = 1. Dans ce cas i = 1 et T2(ẇ2)T1(w1) = ηq1−nT ′(τ(1)).
En appliquant les résultats ci-dessus, on obtient :

trace(T2(ẇ2)T1(w1)π(g)|E) =

{
0, si w1 )= 1,

2qn−1|P |−1|SO(2n − 1)|η sp(g) dim(E0), si w1 = 1.

Un calcul analogue (et plus simple) conduit aux égalités :

(10) trace(T̃1(w1)|Ẽ) =

{
0, si w1 )= 1,

|Oη(2n − 2)||P̃ |−1 dim(E0), si w1 = 1.

On vérifie les égalités :

|P | = q2n−2|P̃ |,

|SO(2n − 1)||Oη(2n − 2)|−1 = qn−1|SO(2n − 1)|p′ |Oη(2n − 2)|−1
p′ .

L’égalité (4) résulte de ces calculs.

MÉMOIRES DE LA SMF 96



CHAPITRE 10. QUELQUES CALCULS DE TRACES 105

10.2. Soit Λ ∈ S̃n−1,pair, posons η = (−1)1+d̃ef(Λ)/2. On dispose des trois représenta-
tions irréductibles π(Λ,1−(1)), π(Λ, σ1−(1)) de Oη(2n) et π(Λ, Λ(∅)) de O−η(2n−2).
Soit g ∈ Oη(2n) un élément semi-simple ayant pour valeurs propres 1, avec la multi-
plicité 2n− 1, et −1 avec la multiplicité 1.

Lemme. — On suppose que Λ n’est pas cuspidal. Sous les hypothèses ci-dessus, on a
l’égalité :

trace(π(Λ,1−(1)))(g) − trace(π(Λ, σ1−(1)))(g)

= −2|SO(2n− 1)|p′ |O−η(2n − 2)|−1
p′ η sp(g) trace(π(Λ, Λ(∅)))(1).

Démonstration. — Notons (h1, ρ1) le couple associé à Λ, posons G = Oη(2n), V =
Vη(2n), G0 = Oη(2h2

1 +2). Notons π0 la représentation cuspidale π(Λcusp(h1),1−(1))
de G0, E0 son espace, posons N1 = n−1−h2

1, N2 = 0. On effectue la construction de
4.1 pour ces données. On introduit donc un sous-groupe parabolique P = MU de G,
avec M * GN1

m × G0, on note (π, E) la représentation IndG
P (1N1 × π0). Son algèbre

d’entrelacements H1 est engendrée par des opérateurs T1(w1) pour w1 ∈ WN1 . Soit
gc un élément de G conjugué à g par un élément h de COη(2n) tel que ζ ◦λ(h) = −1.
Il a aussi pour valeurs propres 1 avec la multiplicité 2n− 1 et −1 avec la multiplicité
1. Mais sp(gc) = − sp(g). D’après la proposition 4.4(b)(v), on a l’égalité :

(1) trace(π(Λ, σ1−(1)))(g) = trace(π(Λ,1−(1)))(gc).

On a l’égalité analogue à 10.1(1) :

(2)
∑

δ1∈Irr(WN1)

trace(δ1,H1)(T1(w1))

(
trace(π(Λ1(δ1),1−(1)))(g) − trace(π(Λ1(δ1),1−(1)))(gc)

)

= trace(T1(w1)(π(g) − π(gc))|E).

Posons G̃ = O−η(2n − 2), G̃0 = O−η(2h2
1). Notons π̃0 la représentation cuspidale

π(Λcusp(h1), Λ(∅)) de G̃0, Ẽ0 son espace. Appliquons la construction de 4.1 à G̃, π̃0,
N1 = n− 1− h2

1 et N2 = 0. On introduit donc un sous groupe parabolique P̃ = M̃Ũ

de G̃, avec M̃ * GN1
m × G̃0, on note (π̃, Ẽ) la représentation IndG̃

P̃
(1N1 × π̃0). Son

algèbre d’entrelacements H̃1 est engendrée par des opérateurs T̃1(w1) pour w1 ∈ WN1 .
En fait :
(3) l’application qui, pour tout w1 ∈ WN1 , envoie T1(w1) sur T̃1(w1) est un isomor-
phisme de H1 sur H̃1.
Remarquons que N1 > 0 puisque Λ n’est pas cuspidal. Le lemme 4.2 définit un entier
c1 pour l’algèbre H1 et un entier c̃1 pour l’algèbre H̃1. Il s’agit de prouver l’égalité
c1 = c̃1. D’après [C] proposition 10.5.5, pc1 est le rapport des dimensions des deux
sous-quotients de la représentation IndG′

P ′(11×π0). Ici G′ = Oη(2h2
1 +4), P ′ = M ′U ′

est un sous-groupe parabolique de G′ tel que M ′ * Gm ×G0. D’après les définitions
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de 4.4, ces deux sous-quotients sont π(AB(h1),1−(1)) et π(BA(h1),1−(1)), cf. 9.4
pour les notations. D’après le corollaire 9.9, on a donc :

pc1 =
D̃AB(h1)(q)

D̃BA(h1)(q)
.

On calcule pc̃1 de façon analogue. Les deux sous-quotients sont maintenant
π(AB(h1), Λ(∅)) et π(BA(h1), Λ(∅)). Le rapport de leurs dimensions est égal
au rapport ci-dessus. D’où c1 = c̃1 et l’assertion (3).

Identifions H̃1 à H1. Pour tout w1 ∈ WN1 , on a l’égalité 10.1(3). Posons :

c = −2|SO(2n− 1)|p′ |O−η(2n − 2)|−1
p′ η sp(g).

On va prouver l’égalité :

(4) trace(T1(w1)(π(g) − π(gc))|E) = c trace(T̃1(w1)|Ẽ).

Alors, comme dans la preuve du lemme précédent, l’égalité de l’énoncé résulte de la
comparaison des égalités (2) ci-dessus et de 10.1(3), en tenant compte cette fois de
(1) ci-dessus.

Il reste à démontrer (4). On reprend les notations de la preuve du lemme précédent,
en les adaptant de façon évidente : le caractère ζ1 disparâıt, les termes τ(i) sont définis
pour i ∈ {0, . . . , N1}. Soit w1 ∈ WN1 . Si w1 n’est pas l’un des τ(i), on a :

trace(T ′
1(w1)π(g)|E) = trace(T ′

1(w1)π(gc)|E) = 0.

Si w1 = τ(i), pour i ∈ {1, . . . , N1}, on a :

trace(T ′
1(τ(i))π(g)|E) = trace(T ′

1(τ(i))π(gc)|E),

cf. 10.1(9). Si w1 = τ(0) = 1, les termes trace(T ′(1)π(g)|E) et trace(T ′(1)π(gc)|E)
sont calculés par la formule 10.1(7), où q1+N1 est remplacé par qN1 . On obtient :

trace(T1(w1)(π(g)−π(gc))|E) =






0, si w1 )= 1,

4qN1 |P |−1|SO(2n − 1)||G0||ZG0(g0)|−1

trace((π0(g0) − π0(gc
0))|E0), si w1 = 1.

On a l’égalité analogue à 10.1(10) :

trace(T̃1(w1)|Ẽ) =

{
0, si w1 )= 1,

|O−η(2n − 2)||P̃ |−1 dim(Ẽ0), si w1 = 1.

On calcule toutes les constantes intervenant dans les formules ci-dessus. En posant :

c′ = −2|SO(2h2
1 + 1)|p′ |O−η(2h2

1)|−1
p′ η sp(g0),

on obtient alors l’égalité :

trace(T1(w1)(π(g) − π(gc))|E)

= cc′−1 trace((π0(g0) − π0(gc
0))|E0) dim(Ẽ0)−1 trace(T̃1(w1)|Ẽ)
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pour tout w1 ∈ WN1 . L’égalité (4) résulte de l’égalité suivante :

(5) trace((π0(g0) − π0(gc
0))|E0) = c′ dim(Ẽ0),

qu’il reste à démontrer. D’après une égalité analogue à (1), le membre de gauche n’est
autre que :

trace(π(Λcusp(h1),1−(1)))(g) − trace(π(Λcusp(h1), σ1−(1)))(g).

Le membre de droite n’est autre que c′ trace(π(Λcusp(h1), Λ(∅)))(1). On a déjà dit
que, puisque Λ n’est pas cuspidal, on a N1 ! 1. Il n’intervient ci-dessus que des repré-
sentations de groupes O±(2n′), avec n′ < n, auxquelles on peut appliquer l’hypothèse
de récurrence. Le membre de gauche de (5) est égal à :

πh2
1+1(Λcusp(h1) ⊗ (1−(1) − σ1−(1)))(g).

Grâce à l’hypothèse de récurrence et à l’égalité F(1−(1)−σ1−(1)) = 1−(1)−σ1−(1),
il est aussi égal à :

kh2
1+1(FΛcusp(h1) ⊗ (1−(1) − σ1−(1)))(g).

De même, le membre de droite de (5) est égal à :

c′ kh2
1
(FΛcusp(h1) ⊗ Λ(∅))(1−η),

où on désigne par 1−η l’élément neutre de O−η(2n− 2). Alors l’égalité (5) résulte du
lemme 7.3 appliqué en rang h2

1 + 1. Cela achève la démonstration.

10.3. On suppose ici n = 4. On a fixé le corps de base Fq, mais on peut le faire varier
et considérer q comme une variable soumise aux conditions : q est une puissance d’un
nombre premier impair et q > 2n = 8. Dans l’énoncé ci-dessous, il est implicite que
les polynômes intervenant sont indépendants de q. On définit les symboles ordonnés
Λ(i) pour i ∈ {1, . . . , 7} par :

Λ(1)+ = {3, 1}, Λ(1)− = {2, 0}; Λ(2)+ = {3, 2}, Λ(2)− = {1, 0}; Λ(3)+ = {3, 0},
Λ(3)− = {2, 1}; Λ(4)+ = {3, 2, 1}, Λ(4)− = {0}; Λ(5)+ = {3, 2, 0}, Λ(5)− = {1};

Λ(6)+ = {3, 1, 0}, Λ(6)− = {2}; Λ(7)+ = {2, 1, 0}, Λ(7)− = {3}.

Lemme. — Pour tout Λ ∈ S̃4,pair tel que d̃ef(Λ) ∈ {0, 2}, il existe un polynôme
PΛ ∈ Q[T ] de sorte que :

(i) PΛ(1)(1) = PσΛ(1)(1) = PΛ(4)(1) = 1;
PΛ(2)(1) = PσΛ(2)(1) = PΛ(7)(1) = −1;
PΛ(3)(1) = PσΛ(3)(1) = PΛ(5)(1) = PΛ(6)(1) = 0;

(ii) en définissant, pour d ∈ {0, 2}, l’élément Pd ∈ C(O(8)) par :

Pd =
∑

Λ∈S̃4,d
PΛ(q) trace(π(Λ, Λ(∅))),

on a les égalités :

(k(Λcusp(2), Λ(∅)), P0) = q2, (k(Λcusp(2), Λ(∅)), P2) = − 1
2q2.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2004



108 CHAPITRE 10. QUELQUES CALCULS DE TRACES

Démonstration. — Commençons par traiter le cas des symboles de défaut nul. On
considère la situation de 4.1 pour n = 4, η = 1, G = O+(8), N1 = 4, N2 = 0. Au-
trement dit, on considère la série principale de G issue de la représentation triviale
d’un sous-groupe de Borel. On note (π, E) cette série principale. Son algèbre d’entre-
lacements H est une algèbre de Hecke de type W4. À tout symbole ordonné Λ ∈ S̃4,0,
associons la représentation irréductible ρΛ de W4 telle que Λ corresponde au couple
(0, ρΛ), cf. 2.2, et la représentation irréductible ρΛ,H de H correspondant à ρΛ. Ces
correspondances sont bijectives. Considérons l’élément w ∈ W4 défini par :

w(1) = 2, w(2) = 3, w(3) = −1, w(4) = −4.

Il est connu que, pour tout Λ ∈ S̃4,0, il existe un polynôme PΛ ∈ Q[T ], indépendant
de q, tel que :

trace(ρΛ)(w) = PΛ(1), trace(ρΛ,H)(T1(w)) = PΛ(q).

On va montrer que ce polynôme convient. Le calcul des valeurs PΛ(i)(1) et PσΛ(i)(1)
pour i ∈ {1, 2, 3} se ramène au calcul de trace(ρΛ(i))(w), trace(ρσΛ(i)(w), qui est
élémentaire. Pour tout g ∈ G, on a l’égalité :

(1) P0(g) =
∑

Λ∈S̃4,0

trace(ρΛ,H)(T1(w)) trace(π(Λ, Λ(∅))(g) = trace(T1(w)π(g)|E).

Remarquons que la fonction C1 du lemme 4.2 est constante égale à 1. On a donc
T1(w) = T ′

1(w). Pour calculer le produit scalaire de Pd et k(Λcusp(2), Λ(∅)), on se
limite à calculer Pd(g) pour g dans le support de cette dernière fonction. On suppose
donc que g se décompose en produit su, où s est semi-simple, u unipotent, s et u
commutent ; s a pour valeurs propres 1 et −1, toutes deux de multiplicité 4 ; u se
décompose selon ces espaces propres en u = u′u′′, cf. 3.1 ; l’élément u′, resp. u′′, est
paramétré par la partition (3, 1) et des données ηu′(3), ηu′(1), resp. ηu′′(3), ηu′′ (1).
Comme dans les paragraphes 10.1 et 10.2, on calcule :

trace(T1(w)π(g)|E) = |{h ∈ P\G; hgh−1 ∈ UwP}|.

Posons (V, Q) = (V+(8), Q+(8)), identifions P\G à l’ensemble des drapeaux isotropes :

{0} ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ X4

de V : à h ∈ P\G on associe X1 = h−1(Fqv1), X2 = h−1(Fqv1 ⊕ Fqv2), etc. La
condition hgh−1 ∈ UwP se traduit par :

X2 = X1 + gX1, X3 = X2 + gX2, et gX3 n’est pas orthogonal à X1.
Considérons l’ensemble D des droites isotropes D ⊂ V telles que gD et g2D sont or-
thogonales à D tandis que g3D ne l’est pas. L’application qui, au drapeau (Xi)i=1,...,4,
associe D = X1 est une surjection de l’ensemble des drapeaux vérifiant les conditions
ci-dessus sur D ; ses fibres ont toutes 2 éléments : on reconstruit X2 et X3 à partir de
D et il reste deux choix possibles pour X4. Donc :

(2) trace(T1(w)π(g)|E) = 2|D|.
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Notons V l’ensemble des v ∈ V tels que Q(v, v) = Q(v, gv) = Q(v, g2v) = 0,
Q(v, g3v) )= 0. Décomposons V en somme orthogonale :

V = V ′
1 ⊕ V ′

3 ⊕ V ′′
1 ⊕ V ′′

3

stable par g, de sorte que V ′
1 et V ′′

1 soient de dimension 1, V ′
3 et V ′′

3 soient de dimension
3, s agisse trivialement dans V ′

1 et V ′
3 et par multiplication par −1 dans V ′′

1 et V ′′
3 . On

fixe des bases {e′} de V ′, {f ′
1, f

′
0, f

′
−1} de V ′

3 , telles que Q(f ′
1, f

′
−1) = −2, Q(f ′

1, f
′
0) =

Q(f ′
0, f

′
−1) = 0. On pose a′ = Q(e′, e′), b′ = Q(f ′

0, f
′
0). On suppose que la matrice de

u agissant dans V ′
3 est :




1 b′ b′

0 1 2
0 0 1





On choisit de même des bases {e′′} de V ′′
1 , {f ′′

1 , f ′′
0 , f ′′

−1} de V ′′
3 et on définit a′′, b′′.

Soit v ∈ V , écrivons :

v = x′e′ + y′f ′
1 + z′f ′

0 + t′f ′
−1 + x′′e′′ + y′′f ′′

1 + z′′f ′′
0 + t′′f ′′

−1.

On a les égalités :

Q(v, v) = −4y′t′ − 4y′′t′′ + a′x′2 + b′z′2 + a′′x′′2 + b′′z′′2,

Q(v, gv) = −4y′t′ + 4y′′t′′ + a′x′2 + b′z′2 − 2b′t′2 − a′′x′′2 − b′′z′′2 + 2b′′t′′2,

Q(v, g2v) − Q(v, v) = −8b′t′2 − 8b′′t′′2,

Q(v, g3v) − Q(v, gv) = −18b′t′2 + 18b′′t′′2.

Le vecteur v appartient à V si et seulement si les trois premières expressions sont
nulles et la dernière ne l’est pas. Les solutions en t′, t′′ des deux dernières conditions
sont faciles à calculer : il n’y en a pas si −b′b′′ n’est pas un carré, il y en a 2(q − 1)
si −b′b′′ est un carré ; dans ce cas, toutes les solutions vérifient t′t′′ )= 0. Mais pour
de tels t′, t′′ et pour tout choix de x′, z′, x′′, z′′, les deux premières équations ci-dessus
forment un système linéaire inversible en y′, y′′, qui a donc une unique solution. On
obtient :

|V| =

{
2q4(q − 1), si ζ(−b′b′′) = 1,

0, si ζ(−b′b′′) = −1.

Remarquons que ζ(b′) = ηu′(3), ζ(b′′) = ηu′′ (3). De plus |D| = (q − 1)−1|V|. En
rassemblant (1), (2) et les égalités ci-dessus, on obtient :

P0(g) =

{
4q4, si ηu′(3)ηu′′ (3) = ζ(−1),
0, sinon.

D’autre part, la formule de 3.1 s’explicite :

k(Λcusp(2), Λ(∅))(g) = q2ηu′(1)ηu′′ (1)ζ(−1).
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Le stabilisateur de g dans G a 24q4 éléments, son orbite a |G|2−4q−4 éléments. Les
différentes orbites dans le support de k(Λcusp(2), Λ(∅)) correspondent aux différents
choix de ηu′(1), ηu′(3), ηu′′ (1), ηu′′(3), soumis à la condition

ηu′(1)ηu′(3)ηu′′ (1)ηu′′(3) = 1.

On obtient :

(k(Λcusp(2), Λ(∅)), P0) =
1
4
q2ζ(−1)

∑
ηu′(1)ηu′′ (1),

où l’on somme sur ηu′(1), ηu′(3), ηu′′ (1), ηu′′(3) soumis à la condition de produit ci-
dessus et à la condition ηu′(3)ηu′′(3) = ζ(−1). On en déduit l’égalité de l’énoncé.

Traitons maintenant le cas des symboles de défaut 2. On considère la situation de
4.1 pour n = 4, η = −1, G = O−(8), N1 = 3, N2 = 0 et π0 = π(Λcusp(1), Λ(∅)).
D’après 6.5, π0 est la représentation triviale de O−(2). Autrement dit, on considère la
série principale de G issue de la représentation triviale d’un sous-groupe de Borel. On
note (π, E) cette série principale, H son algèbre d’entrelacements, qui est une algèbre
de Hecke de type W3. À tout symbole ordonné Λ ∈ S̃4,2, on associe la représentation
irréductible ρΛ de W3 telle que Λ corresponde au couple (1, ρΛ), et la représentation
irréductible ρΛ,H de H correspondant à ρΛ. On considère l’élément w ∈ W3 défini
par :

w(1) = 2, w(2) = 3, w(3) = −1.

Pour tout Λ ∈ S̃4,2 il existe un polynôme PΛ ∈ Q[T ], indépendant de q, tel que :

trace(ρΛ)(w) = PΛ(1), trace(ρΛ,H)(T1(w)) = PΛ(q).

On montre comme précédemment que ce polynôme convient.

10.4. On suppose ici n = 2.

Lemme. — Soient ε1, ε2 ∈ {±1}, avec (ε1, ε2) )= (−1,−1). On a l’égalité :

(k(1−(1),1−(1)), trace(π(1ε1(1),1ε2(1)))) =
1
4
.

Démonstration. — On considère la situation de 4.1 pour n = 2, η = 1, G = O+(4),
N1 = N2 = 1, mais en inversant les rôles des indices 1 et 2. Autrement dit, on considère
la série principale de G issue de la représentation ζ1 × 11 d’un sous-tore maximal
M d’un sous-groupe de Borel P . Notons (π, E) cette représentation. Son algèbre
d’entrelacements est isomorphe à C[W1] ⊗C C[W1]. Les sous-quotients irréductibles
de π sont π1 = π(1+(1),1+(1)), π2 = π(σ1+(1),1+(1)), π3 = π(1+(1), σ1+(1)),
π4 = π(σ1+(1), σ1+(1)). Soit w l’élément non trivial de W1. Notons ϕ la fonction
sur G :

ϕ(g) = trace(T1(w)T2(w)π(g)|E)
pour tout g ∈ G. On a l’égalité :

ϕ = trace(π1) − trace(π2) − trace(π3) + trace(π4).
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Grâce aux propriétés de transformation par torsion par det et par l’automorphisme
f /→ f c, cf. propositions 3.5 et 4.4, on vérifie que :

(k(1−(1),1−(1)), trace(π1)) = (k(1−(1),1−(1)), trace(π4))

= −(k(1−(1),1−(1)), trace(π2))

= −(k(1−(1),1−(1)), trace(π3)).

Donc :

(1) (k(1−(1),1−(1)), trace(π1)) =
1
4
(k(1−(1),1−(1)), ϕ).

Comme en 10.3, on doit calculer ϕ sur les éléments du support de k(1−(1),1−(1)).
Un tel élément u est unipotent, paramétré par la partition (3, 1) et des données
ηu(3), ηu(1) vérifiant ηu(3)ηu(1) = ζ(−1). Remarquons que T1(w) = T ′

1(w), tandis
que T2(w) = q−1T ′

2(w), cf. 4.2. Comme en 10.1, notons X(w) l’ensemble des h ∈ G
tels que huh−1 ∈ UwP . Pour h ∈ X(w), notons m(h) l’unique élément de M tel que
huh−1 ∈ Uwm(h)U . Alors :

ϕ(u) = q−1
∑

h∈P\X(w)

(ζ1 × 11)(m(h)).

Posons (V, Q) = (V+(4), Q+(4)) et notons D l’ensemble des droites isotropes
D ⊂ V telles que uD ne soit pas orthogonale à D. Pour D ∈ D, on pose
ζ(D) = ζ(−2Q(v, uv)), où v est un élément non nul de D. Ce terme ne dépend
pas du choix de v. L’application qui à h ∈ X(w) associe D = h−1(Fqv1) se quotiente
en une surjection de P\X(w) sur D, dont les fibres ont 2 éléments. Pour h, D ainsi
reliées, on a l’égalité (ζ1 × 11)(m(h)) = ζ(D). On obtient :

ϕ(u) = 2q−1
∑

D∈D
ζ(D).

Le calcul de cette somme est élémentaire. On vérifie que |D| = q2 et que ζ(D) = ηu(3)
pour tout D ∈ D. D’où ϕ(u) = 2qηu(3). D’autre part, grâce à 3.1, on a :

k(1−(1),1−(1))(u) = qζ(−1)ηu(1).

L’orbite de u a |G|2−2q−2 éléments. D’où l’égalité :

(k(1−(1),1−(1)), ϕ) =
1
2
ζ(−1)

∑
ηu(1)ηu(3),

où l’on somme sur les ηu(1), ηu(3) vérifiant l’égalité ηu(1)ηu(3) = ζ(−1). Le terme
de droite ci-dessus vaut 1. Grâce à (1), on en déduit l’énoncé pour la représentation
π(1+(1),1+(1)).

Une démonstration similaire s’applique aux deux autres représentations, en consi-
dérant des représentations principales du groupe O−(4). Deux signes s’introduisent
dans le calcul, qui se compensent : dans la dernière somme ci-dessus, la condition est
maintenant ηu(1)ηu(3) = −ζ(−1) ; d’après la définition de 4.2, il y a un signe − dans
les opérateurs d’entrelacements normalisés.
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10.5. Identifions V+(4) muni de sa forme Q+(4) à l’espace de matrices gl(2) muni de
la forme déterminant. Notons {1, τ} le groupe à deux éléments, considérons le groupe :

R = {(g1, g2) ∈ GL(2) × GL(2); det(g1g2) = 1}× {1, τ},

où τ agit sur le premier facteur par τ(g1, g2) = (g2, g1)τ . On fait agir R sur gl(2) par :

(g1, g2, 1)m = g1m
tg2, (1, 1, τ)m = tm,

pour tous (g1, g2) ∈ GL(2) × GL(2) et m ∈ gl(2). On obtient ainsi une surjection
ϕ : R → O+(4), de noyau :

Z =
{((z 0

0 z

)
,

(
z−1 0
0 z−1

)
, 1
)
; z ∈ F×

q

}
.

On vérifie les propriétés suivantes :

– pour tout a ∈ F×
q , l’élément ga = ϕ

((a 0
0 1

)
,

(
a−1 0
0 1

)
, τ
)

a pour valeurs

propres 1 avec la multiplicité 3 et −1 avec la multiplicité 1 ; on a sp(ga) = ζ(a) ;

– pour tous b, c ∈ F×
q , l’élément ub,c = ϕ

((1 b
0 1

)
,

(
1 c
0 1

)
, 1
)

est unipotent,

classifié par la partition (3, 1) et les données ηub,c(3) = ζ(−bc), ηub,c(1) = ζ(bc).

Lemme. — Le groupe O+(4) possède 4 représentations cuspidales quadratiques-
unipotentes. Leurs caractères prennent leurs valeurs dans Z. On peut choisir une
unique indexation :

{±1}× {±1} −→ Quadcusp(O+(4))

(h1, h2) /−→ π′(h1, h2)

de sorte que pour tous a, b, c ∈ F×
q et h1, h2 ∈ {±1}, on ait les égalités :

trace(π′(h1, h2))(ga) =

{
0, si ζ(a) )= h1h2,

h1(1 − q), si ζ(a) = h1h2,

trace(π′(h1, h2))(ub,c) =
1
2

+
1
2
qh1h2ζ(−bc).

Démonstration. — La première assertion est un rappel de la proposition 4.3. Le
groupe R possède un sous-groupe évident SL(2) × SL(2). Le sous-groupe R′ =
Z(SL(2) × SL(2)) de R est distingué et le quotient R/R′ est abélien. Les repré-
sentations irréductibles de R se construisent par la théorie de Clifford à partir de
celles de R′. On doit considérer des représentations de R′ triviales sur Z. Elles s’iden-
tifient à des représentations π1×π2, où π1 et π2 sont des représentations irréductibles
de SL(2). Pour obtenir des représentations cuspidales de R, π1 et π2 doivent être
cuspidales. Pour obtenir des représentations quadratiques-unipotentes de R, π1 et π2

doivent être quadratiques-unipotentes. On connâıt bien les représentations de SL(2)
et on sait qu’il y en a exactement 2 vérifiant ces propriétés. Notons-les π+, π−. Leurs
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caractères χ+, χ− sont donnés par les formules suivantes. Dans celles-ci, on note α
l’unique caractère d’ordre 2 du groupe des éléments de Fq2 de norme 1 et on fixe une
racine carrée (ζ(−1)q)1/2 de ζ(−1)q. Alors, pour ε ∈ {±1} :

χε
((1 0

0 1

))
= (q − 1)/2, χε

((−1 0
0 −1

))
= −ζ(−1)(q − 1)/2,

– pour a ∈ F×
q ! {±1},

χε
((a 0

0 a−1

))
= 0;

– pour g ∈ SL(2) semi-simple régulier elliptique, de valeurs propres µ, µ−1,

χε(g) = −α(µ),

– pour b ∈ F×
q ,

χε
((1 b

0 1

))
= −1

2
+

1
2
ε ζ(b)(ζ(−1)q)1/2.

Pour ε1, ε2 ∈ {±1}, identifions πε1 × πε2 à une représentation de R′ triviale sur Z.
À l’aide des formules ci-dessus, on vérifie que IndR0

R′ (πε1 × πε2) est irréductible et
isomorphe à IndR0

R′ (π−ε1 × π−ε2). Cette représentation se prolonge de deux façons
distinctes en une représentation de R. On obtient ainsi nos 4 représentations cherchées.
Il est facile d’en calculer les caractères et de vérifier les propriétés de l’énoncé.

10.6.

Corollaire. — On a l’égalité :

(k(1−(1),1−(1)), trace(π′(1, 1))) =
1
4
.

Le calcul est immédiat à l’aide de 3.1 et du lemme précédent.

10.7.

Lemme. — Soit (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair. Supposons |d̃ef(Λ1)| " 2, |d̃ef(Λ2)| " 2. Alors
la fonction trace(π(Λ1, Λ2)) prend ses valeurs dans Z.

Démonstration. — Les valeurs des caractères de groupes finis sont des entiers algé-
briques. Il suffit de prouver que π(Λ1, Λ2) est définie sur Q. Soit η ∈ {±1} tel que
π(Λ1, Λ2) soit une représentation de Oη(2n). Cette représentation s’obtient en dé-
composant une représentation induite. Utilisons pour cette induite les notations de
4.1 et 4.2. D’après l’hypothèse sur Λ1 et Λ2, la représentation π0 est de la forme
π(Λcusp(h1), Λcusp(h2)), où |h1| " 1, |h2| " 1. Une telle représentation est définie
sur Q : c’est trivial si h1 = h2 = 0 ; si h1 = 0 et |h2| = 1, ou si |h1| = 1 et h2 = 0,
π0 est l’un des caractères 1, det, sp, sp det de O−(2) ; si |h1| = |h2| = 1, l’assertion
résulte du lemme 10.5. Alors la représentation IndOη(2n)

P (1N1 × ζN2 × π0) est définie
sur Q. Pour j ∈ {1, 2} et w ∈ WNj , l’opérateur T ′

j(w) est défini sur Q.
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La fonction Cj (cf. 4.2) prend ses valeurs dans Q. En effet, il suffit de vérifier que
Cj(si) ∈ Q pour tout i ∈ {1, . . . , Nj}. Ce terme a été explicité en 4.2, sauf si i = Nj

et cj )= 0. Dans ce cas, l’opérateur Tj(sNj ) = Cj(sNj )T ′
j(sNj ) vérifie l’équation

(Tj(sNj ) − pcj )(Tj(sNj ) + 1) = 0.

Si τ est un automorphisme de C, l’opérateur τ(Tj(sNj )) = τ(Cj(sNj ))T ′
j(sNj ) vérifie

la même équation. Cela impose τ(Cj(sNj )) = Cj(sNj ).
Il en résulte que, pour tout w ∈ WNj , l’opérateur Tj(w) est défini sur Q. On sait

bien que les représentations des algèbres de Hecke de groupes de Weyl WNj sont
définies sur Q. Il en résulte que leurs sous-espaces isotypiques dans la représentation
IndOη(2n)

P (1N1 × ζN2 × π0) sont définis sur Q. Donc toute sous-représentation de cette
induite est définie sur Q, en particulier π(Λ1, Λ2) l’est.
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CHAPITRE 11

COMMUTATION À L’INDUCTION
DE DELIGNE-LUSZTIG

On calcule en termes combinatoires l’image d’une représentation irréductible par
un foncteur d’induction de Deligne-Lusztig, quand celui-ci ne provient pas d’un sous-
groupe parabolique défini sur Fq. Grâce aux résultats du paragraphe 9, on connâıt
la restriction de cette image au groupe spécial orthogonal. On va calculer son pro-
duit scalaire contre différentes représentations induites. En général, ces deux rensei-
gnements vont bien déterminer l’image. Dans des cas particuliers, on a besoin des
lemmes techniques démontrés précédemment. On doit aussi choisir convenablement le
paramétrage des représentations cuspidales : c’est en 11.12 qu’est fixée l’application
πn,cusp.

11.1. On a défini en 6.6 l’automorphisme in, ou simplement i, de l’espace C[S̃S̃n,pair],
et remarqué quelques-unes de ses propriétés. Il vérifie aussi les propriétés suivantes :

– pour tout entier a ∈ {1, . . . , n}, i ◦ (Ia ⊗ 1) = Ia ⊗ 1, i ◦ (1 ⊗ Ia) = 1 ⊗ Ia,
(I−a ⊗ 1) ◦ i = I−a ⊗ 1, (1 ⊗ I−a) ◦ i = 1 ⊗ I−a.

Cela résulte des propositions 8.2, 8.3 et de l’hypothèse de récurrence (in′ est l’iden-
tité pour n′ < n).

(1) Pour tout (Λ′
1, Λ′

2) ∈ S̃S̃n,pair tel que d̃ef(Λ′
1) = d̃ef(Λ′

2) = 0, on a i◦F(Λ′
1⊗Λ′

2) =
F(Λ′

1 ⊗ Λ′
2).

En effet, il suffit de prouver que pour tout (Λ1, Λ2) ∈ S̃S̃n,pair, on a l’égalité :

(Λ1 ⊗ Λ2, i ◦ F(Λ′
1 ⊗ Λ′

2)) = (Λ1 ⊗ Λ2,F(Λ′
1 ⊗ Λ′

2)).

Parce que πn est une isométrie et πn ◦ i ◦ F = kn, le membre de gauche est égal à
(trace(π(Λ1, Λ2)), k(Λ′

1, Λ′
2)). L’égalité à démontrer résulte du corollaire 9.9.

11.2. Jusqu’en 11.11, on fixe des entiers a, n1, n2 ∈ N tels que n1 + n2 = n,
a ∈ {1, . . . , n1} et des symboles ordonnés Λ ∈ S̃n1−a,pair, Λ2 ∈ S̃n2,pair. On simplifie
les notations de 2.3 en posant E = Ea,−1(Λ) et, pour (x, ε) ∈ E, Λ(x, ε) = Λa,−1(x, ε),
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ζ(x, ε) = ζa,−1,Λ(x, ε). Autrement dit, on a l’égalité :

JaΛ =
∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)Λ(x, ε).

On vérifie la propriété suivante :
(1) si (x, ε), (x′, ε′) ∈ E vérifient Λ(x′, ε′) = σ(Λ(x, ε)), alors (x′, ε′) = (x, ε) ou
Λ = σΛ et (x′, ε′) = (x,−ε).

Lemme. — Le terme i(JaΛ ⊗ Λ2) appartient à Z[S̃S̃n,pair]. On a l’égalité :

proj ◦i(JaΛ ⊗ Λ2) = proj(JaΛ ⊗ Λ2).

Démonstration. — On a les égalités :

i(JaΛ ⊗ Λ2) = π−1
n ◦ kn(FJaΛ ⊗ FΛ2) = π−1

n ◦ kn(I−a FσΛ ⊗ FΛ2)

= π−1
n ◦ R−

1,a ◦ kn−a(FσΛ ⊗ FΛ2) = π−1
n ◦ R−

1,a ◦ πn−a(σΛ ⊗ Λ2).

L’avant-dernière égalité vient de la proposition 8.2, la dernière de l’hypothèse de
récurrence. Puisque R−

1,a envoie Z[Quad(O(2n−2a))] dans Z[Quad(O(2n))], on obtient
la première assertion du lemme.

Posons Z = JaΛ⊗Λ2, Z̃ = i(JaΛ⊗Λ2). Les hypothèses du lemme 9.2 sont vérifiées
pour m = n, m1 = n1, m2 = n2 : Z vérifie 9.2(1) d’après la définition de Ja ; on vient
de voir que Z̃ est entier ; l’hypothèse (a) est vérifiée car i est une isométrie ; (b) l’est
d’après 11.1(1). Ce lemme entrâıne la deuxième assertion de l’énoncé.

11.3.

Lemme. — Pour tout (x, ε) ∈ E, il existe d’uniques symboles

Λ̃(x, ε) ∈ {Λ(x, ε), σ(Λ(x, ε))}, Λ̃2(x, ε) ∈ {Λ2, σΛ2}

de sorte que :
(i) on a l’égalité

i(JaΛ ⊗ Λ2) =
∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)Λ̃(x, ε) ⊗ Λ̃2(x, ε);

(ii) si Λ = σΛ, on a Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) pour tout (x, ε) ∈ E.

Démonstration. — On suppose Λ2 )= σΛ2, la démonstration s’adaptant aisément au
cas Λ2 = σΛ2. Supposons d’abord Λ )= σΛ. Notons Esym, resp. Ereg, le sous-ensemble
des (x, ε) ∈ E tels que Λ(x, ε) = σ(Λ(x, ε)), resp. Λ(x, ε) )= σ(Λ(x, ε)). Notons comme
il est naturel σ0 l’identité et σ1 = σ. Grâce à 11.2(1), on peut écrire de façon unique :

i(JaΛ ⊗ Λ2) =
( ∑

(x,ε)∈Esym

∑

j=0,1

cj(x, ε)Λ(x, ε) ⊗ σjΛ2

)

+
( ∑

(x,ε)∈Ereg

∑

i,j=0,1

cij(x, ε)σi(Λ(x, ε)) ⊗ σjΛ2

)
+ Z,
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où :
– pour tous (x, ε) ∈ Esym et j ∈ {0, 1}, resp. (x, ε) ∈ Ereg et i, j ∈ {0, 1}, on a

cj(x, ε) ∈ C, resp. cij(x, ε) ∈ C ;
– Z est combinaison linéaire de termes Λ′

1⊗Λ′
2 tels que (Λ′

1, Λ′
2) )=(σi(Λ(x, ε)), σjΛ2)

pour tous i, j, (x, ε).
La première assertion du lemme 11.2 entrâıne que les coefficients cj(x, ε) ou cij(x, ε)

sont des entiers relatifs. La deuxième assertion de ce lemme entrâıne :

(1)

{
pour tout (x, ε) ∈ Esym,

∑
j=0,1 cj(x, ε) = ζ(x, ε),

pour tout (x, ε) ∈ Ereg,
∑

i,j=0,1 ci,j(x, ε) = ζ(x, ε).

Puisque i est une isométrie, i(JaΛ⊗Λ2) et JaΛ⊗Λ2 ont la même norme, ce que l’on
peut écrire :
( ∑

(x,ε)∈Esym

[( ∑

j=0,1

cj(x, ε)2
)
−1
])

+
( ∑

(x,ε)∈Ereg

[( ∑

i,j=0,1

ci,j(x, ε)2
)
−1
])

+(Z, Z) = 0.

Cette somme est à termes ! 0. Ils sont donc tous nuls. Par conséquent, Z = 0 et,
dans chacune des relations (1), un seul terme du membre de gauche est non nul. Cela
équivaut à l’assertion (i) de l’énoncé.

Supposons maintenant Λ = σΛ. Alors σ(Λ(x, ε)) = Λ(x,−ε) pour tout (x, ε) ∈ E.
On voit que l’on peut écrire de façon unique :

i(JaΛ ⊗ Λ2) =
( ∑

(x,ε)∈E

∑

j=0,1

cj(x, ε)Λ(x, ε) ⊗ σjΛ2

)
+ Z,

où les cj(x, ε) et Z sont comme précédemment. Les relations (1) deviennent, pour
tout (x, ε) ∈ E :

( ∑

j=0,1

cj(x, ε)
)

+
( ∑

j=0,1

cj(x,−ε)
)

= ζ(x, ε) + ζ(x,−ε) = 2ζ(x, ε).

Mais i◦((Ja◦σ)⊗1) = (σ⊗1)◦i◦(Ja⊗1). Puisque Λ = σΛ, on a donc (σ⊗1)◦i(JaΛ⊗
Λ2) = i(JaΛ ⊗ Λ2), d’où cj(x, ε) = cj(x,−ε) pour tous j, (x, ε). La démonstration se
poursuit alors comme ci-dessus.

L’assertion d’unicité résulte de 11.2(1).
Notons les propriétés supplémentaires :
– si Λ = σΛ, on a Λ̃2(x,−ε) = Λ̃2(x, ε) pour tout (x, ε) ∈ E ;

on vient de le voir au cours de la démonstration ;
– si Λ = σΛ et Λ2 = σΛ2, i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2.
Dans la suite du paragraphe, on écrit i(JaΛ⊗Λ2) comme dans l’énoncé du lemme.
On note Z1 le sous-espace des éléments de C[S̃S̃n,pair] qui sont combinaisons li-

néaires de termes Λ′
1 ⊗ Λ′

2 tels que Λ′
1 soit cuspidal. Remarquons que i(JaΛ ⊗ Λ2) −

JaΛ ⊗ Λ2 appartient à Z1 si et seulement si, pour tout (x, ε) tel que Λ(x, ε) ne soit
pas cuspidal, on a Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) et Λ̃2(x, ε) = Λ2.
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11.4. On suppose donné un triplet ϕ = (r, ν, t) ∈ N × {±1} × N tel que (r, ν) ∈ Λ,
r − t ! 0, (r − t, ν) )∈ Λ. On pose :

Int(ϕ) = {(r, ν), (r − t − a,−ν)} ∩ E.

Pour (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ), on pose, avec les notations de 2.3 :

Λϕ(x, ε) =
(
Λ ! {(r, ν), (x, ε)}

)
∪ {(r − t, ν), (x + a,−ε)},

Eϕ(x, ε) = Et,1(Λϕ(x, ε)),

et, pour (y, η) ∈ Eϕ(x, ε),

ζϕ(x, ε; y, η) = ζt,1,Λϕ(x,ε)(y, η),

Λϕ(x, ε; y, η) = (Λϕ(x, ε))t,1(y, η).

Autrement dit, on a l’égalité :

ItΛϕ(x, ε) =
∑

(y,η)∈Eϕ(x,ε)

ζϕ(x, ε; y, η)Λϕ(x, ε; y, η).

Remarquons que (r − t, ν) ∈ Eϕ(x, ε) et Λϕ(x, ε; r − t, ν) = Λ(x, ε).

Lemme. — Soient (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ), (x′, ε′) ∈ E et (y, η) ∈ Eϕ(x, ε). Supposons
Λϕ(x, ε; y, η) = Λ(x′, ε′). Alors (y, η) = (r − t, ν) et (x′, ε′) = (x, ε).

Démonstration. — En utilisant les mêmes notations que dans la preuve du lemme
9.4, on a l’égalité :

1Λ − 1r,ν − 1x,ε − 1y,η + 1r−t,ν + 1x+a,−ε + 1y+t,η = 1Λ − 1x′,ε′ + 1x′+a,−ε′ ,

ou encore :

1r,ν + 1x,ε + 1y,η + 1x′+a,−ε′ = 1r−t,ν + 1x+a,−ε + 1y+t,η + 1x′,ε′ .

Cette égalité entrâıne l’une des relations suivantes :

(x, ε) = (x′, ε′) et (y, η) = (r − t, ν),(1)

(x, ε) = (y + t, η), (x′, ε′) = (y, η),(2)

(x + a,−ε) = (r, ν), (x′ + a,−ε′) = (r − t, ν),

(x, ε) = (r − t, ν), (x′, ε′) = (r, ν),(3)

(x + a,−ε) = (y, η), (x′ + a,−ε′) = (y + t, η).

Mais (2) est exclue car, par hypothèse, (r, ν) ∈ Λ et (x+ a,−ε) )∈ Λ. De même, (3)
est exclue car (r− t, ν) )∈ Λ et (x, ε) ∈ Λ. Il ne reste plus que (1), qui est la conclusion
de l’énoncé.

Il résulte de ce lemme que, pour (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ), on a l’égalité :

(4) (ItΛϕ(x, ε), JaΛ) = ζϕ(x, ε; r − t, ν)ζ(x, ε).

MÉMOIRES DE LA SMF 96
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11.5. On conserve les mêmes hypothèses. On introduit les conditions (1) à
(5) suivantes. Elles postulent l’existence d’un sous-ensemble fini Z ⊂ N tel que
Z ∩ {r − t, r} = ∅ et :

(1) Λν = Z ∪ {r}, Λ−ν = Z ∪ {r − t} ;
(2) il existe X ∈ N tel que {X, X +a}∩(Z∪{r− t, r}) = ∅ et Λν = Z∪{X, X +a, r},
Λ−ν = Z ∪ {r − t} ;
(3) il existe X ∈ N tel que {X, X + a} ∩ (Z ∪ {r − t, r}) = ∅ et Λν = Z ∪ {r},
Λ−ν = Z ∪ {X, X + a, r − t} ;
(4) r − t − a )∈ Z, Λν = Z ∪ {r − t − a, r}, Λ−ν = Z ;
(5) r + a )∈ Z, Λν = Z ∪ {r}, Λ−ν = Z ∪ {r − t, r, r + a}.

Lemme. — Soient (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ), (x′, ε′) ∈ E et (y, η) ∈ Eϕ(x, ε). Supposons
vérifiées les hypothèses suivantes :

Λ )= σΛ, Λ(x′, ε′) )= σ(Λ(x′, ε′));

Λϕ(x, ε; y, η) = σ(Λ(x′, ε′));

ζϕ(x, ε; r − t, ν)ζ(x, ε) = ζϕ(x, ε; y, η)ζ(x′, ε′).

Alors on a l’une des relations suivantes :
(i) (1) est vérifiée ;
(ii) (2) est vérifiée, (x′, ε′) = (x, ε) = (X, ν) ;
(iii) (3) est vérifiée, (x′, ε′) = (x, ε) = (X,−ν) ;
(iv) (4) est vérifiée, (x′, ε′) = (x, ε) = (r − t − a, ν) ;
(v) (5) est vérifiée, (x′, ε′) = (x, ε) = (r,−ν).

Démonstration. — La deuxième hypothèse de l’énoncé s’écrit :

(6)
((

(Λ ! {(r, ν), (x, ε)}) ∪ {(r − t, ν), (x + a,−ε)}
)

! {(y, η)}
)
∪ {y + t, η}

= (σΛ ! {(x′,−ε′}) ∪ {(x′ + a, ε′)}.

Posons D = {r− t, r, x, x+a, y, y + t, x′, x′ +a}. Décomposons Λ en union disjointe
Λ′ ∪ Λ′′ de sorte que, pour tout (z, τ) ∈ Λ′, resp. (z, τ) ∈ Λ′′, on ait z ∈ D, resp.
z )∈ D. L’égalité ci-dessus est équivalente à la conjonction de la même égalité où Λ
est remplacé par Λ′ et de l’égalité Λ′′ = σΛ′′. Pour tout sous-ensemble Z ⊂ N et tout
élément z ∈ N, notons 1Z la fonction caractéristique de Z, 1z celle de {z} et posons
m(z, Z) = |{z, . . . , 0} ∩ Z|. L’égalité (6) entrâıne :

1Λ+ + 1Λ− + 1r−t + 1x+a + 1y+t − 1r − 1x − 1y = 1Λ+ + 1Λ− + 1x′+a − 1x′ ,

d’où :

(7) 1r−t + 1x+a + 1y+t + 1x′ = 1r + 1x + 1y + 1x′+a.
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Exprimons la troisième hypothèse de l’énoncé en utilisant les définitions. On obtient :

(8) m(r − t, Λϕ(x, ε)ν) + m(r, Λϕ(x, ε)ν) + m(x, Λε) + m(x + a, Λ−ε)

+ m(y, Λϕ(x, ε)η)+ m(y + t, Λϕ(x, ε)η)+ m(x′, Λε′
)+ m(x′ + a, Λ−ε′

) ≡ 0 mod 2Z.

Or la conjonction de (7) et de l’égalité Λ′′ = σΛ′′ montre que la contribution des
éléments de Λ′′ à la somme ci-dessus est paire. Autrement dit, on est ramené au cas
où Λ = Λ′, ce que l’on suppose désormais.

L’égalité (7) entrâıne que l’une des relations suivantes est vérifiée :

x = x′, y = r − t;(9)

a )= t, r − t = x′ + a, x + a = r, y + t = x, x′ = y;(10)

a )= t, r − t = x, x + a = y, y + t = x′ + a, x′ = r;(11)

a = t, r − t = x, x + a = r, y + t = x′ + a, x′ = y.(12)

La relation (12) est impossible : on a par hypothèse (r − t, ν) )∈ Λ, (x, ε) ∈ Λ, donc
ε = −ν puisque r − t = x ; on a par hypothèse (r, ν) ∈ Λ, (x + a,−ε) )∈ Λ, donc ε = ν
puisque x + a = r.

Supposons (11) vérifiée. Comme ci-dessus, ε = −ν. Montrons que Λ est déterminé
par l’égalité (6). On a déjà (r−t, ν) )∈ Λ, (r−t,−ν) ∈ Λ. On a (r, ν) ∈ Λ. Si ε′ = −ν, on
a aussi (r,−ν) = (x′, ε′) ∈ Λ. Si ε′ = ν, (r,−ν) n’appartient pas au membre de droite
de (6), donc n’appartient pas au membre de gauche et donc n’appartient pas à Λ. On
a (r − t + a, ν) = (x + a,−ε) )∈ Λ. Si η = −ν, l’hypothèse (y, η) ∈ Eϕ(x, ε) entrâıne
(y, η) ∈ Λ, i.e. (r − t + a,−ν) ∈ Λ. Si η = ν, le terme (r − t + a, ν) n’appartient
pas au membre de gauche de (6), donc pas au membre de droite, donc pas à σΛ.
Alors (r − t + a,−ν) )∈ Λ. Enfin, on a (r + a,−ε′) = (x′ + a,−ε′) )∈ Λ. Si η = ε′,
l’hypothèse (y, η) ∈ Eϕ(x, ε) entrâıne (y + t, η) )∈ Λ, i.e. (r + a, ε′) )∈ Λ. Si η = −ε′,
(r + a,−ε′) = (y + t, η) appartient au membre de gauche de (6), donc au membre de
droite, donc à σΛ et (r + a, ε′) ∈ Λ. On obtient donc les possibilités suivantes :

ε = −ν, η = ε′ = ν, Λν = {r}, Λ−ν = {r − t};
ε = ε′ = −ν, η = ν, Λν = {r}, Λ−ν = {r − t, r, r + a},
ε = η = −ν, ε′ = ν, Λν = {r, r + a}, Λ−ν = {r − t, r − t + a};
ε = η = ε′ = −ν, Λν = {r}, Λ−ν = {r − t, r, r − t + a}.

Dans le premier cas, la relation (i) de l’énoncé est vérifiée. Dans les trois autres
cas, un calcul fastidieux mais élémentaire montre que la relation (8) n’est pas vérifiée.
Ces cas sont donc exclus et cela démontre le lemme dans le cas où (11) est vérifiée.

Un raisonnement similaire s’applique quand la relation (10) est vérifiée et conduit
à la même conclusion.
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Supposons (9) vérifiée. Si η = ν, l’équation (6) devient Λ(x, ε) = σ(Λ(x′, ε′)).
D’après 11.2(1), Λ ou Λ(x′, ε′) est symétrique (c’est-à-dire invariant par σ), contrai-
rement à la première hypothèse du lemme. Donc η = −ν. Parce que (x, ε) ∈ Λ
et (r − t, ν) )∈ Λ, on a (x, ε) )= (r − t, ν). Parce que (x, ε) )∈ Λϕ(x, ε) et (y, η) =
(r − t,−ν) ∈ Λϕ(x, ε), on a (x, ε) )= (r − t,−ν). Donc x )= r − t. De même, parce que
(x+a,−ε) )∈ Λ et (r, ν) ∈ Λ, on a (x+a,−ε) )= (r, ν). Parce que (x+a,−ε) ∈ Λϕ(x, ε)
et (y + t, η) = (r,−ν) )∈ Λϕ(x, ε), on a (x + a,−ε) )= (r,−ν). Donc x + a )= r.

Supposons x )= r. On a (r, ν) ∈ Λ. Parce que (y + t, η) = (r,−ν) )∈ Λϕ(x, ε), on a
aussi (r,−ν) )∈ Λ. Si ε = −ε′, on a (x, ε) ∈ Λ et (x,−ε) = (x′, ε′) ∈ Λ. Si ε = ε′, on a
encore (x, ε) ∈ Λ. Parce que (x,−ε) = (x′,−ε′) n’appartient pas au membre de droite
de (6), il n’appartient pas au membre de gauche, donc pas à Λ.

Supposons x+a )= r−t. On a (r−t, ν) )∈ Λ. Parce que (y, η) = (r−t,−ν) ∈ Λϕ(x, ε),
on a aussi (r−t,−ν) ∈ Λ. Si ε = −ε′, on a (x+a,−ε) )∈ Λ et (x+a, ε) = (x′+a,−ε′) )∈
Λ. Si ε = ε′, on a encore (x+ a,−ε) )∈ Λ. Parce que (x+ a, ε) = (x′ + a, ε′) appartient
au membre de droite de (6), il appartient au membre de gauche, donc à Λ.

Supposons les deux conditions ci-dessus vérifiées, i.e. x )= r, x + a )= r − t. On
obtient alors les possibilités suivantes :

ε = −ε′, Λν = {x, r}, Λ−ν = {x, r − t};
ε = ε′ = ν, Λν = {x, x + a, r}, Λ−ν = {r − t};
ε = ε′ = −ν, Λν = {r}, Λ−ν = {x, x + a, r − t}.

Dans le premier, resp. deuxième, troisième cas, la relation (i), resp. (ii), (iii) de
l’énoncé est vérifiée.

Supposons maintenant x = r, donc x + a )= r − t. Parce que (x, ε) )∈ Int(ϕ), on a
(x, ε) )= (r, ν), d’où ε = −ν. Alors (r, ν) et (r,−ν) = (x, ε) appartiennent à Λ. Puisque
(r,−ν) = (y + t, η) appartient au membre de gauche de (6), il appartient au membre
de droite, donc (x′,−ε′) )= (r,−ν) et ε′ = −ν = ε. On obtient la seule possibilité :

(x, ε) = (x′, ε′) = (r,−ν), Λν = {r}, Λ−ν = {r − t, r, r + a},

et la condition (v) de l’énoncé est vérifiée.
Supposons enfin x + a = r − t, donc x )= r. Parce que (x, ε) )∈ Int(ϕ), on a

(x + a,−ε) )= (r − t, ν) et ε = ν. Alors (r − t, ν) et (r − t,−ν) = (x + a,−ε) n’appar-
tiennent pas à Λ. Puisque (r − t,−ν) = (y, η) n’appartient pas au membre de gauche
de (6), il n’appartient pas au membre de droite, donc (x′ + a, ε′) )= (r − t,−ν) et
ε′ = ν = ε. On obtient la seule possibilité :

(x, ε) = (x′, ε′) = (r − t − a, ν), Λν = {r − t − a, r}, Λ−ν = ∅,

et la condition (iv) de l’énoncé est vérifiée. Cela achève la démonstration.
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11.6. Disons que Λ est particulier s’il existe τ ∈ {±1} et trois sous-ensembles finis
Z, U, V de N, deux à deux disjoints, tels que l’on ait les égalités :

Λτ = Z ∪ U, Λ−τ = Z ∪ V,

et tels que l’une des relations suivantes soit vérifiée :

(1) |U | = |V | = 1 ;
(2) |U | = 3, |V | = 1 et il existe u ∈ U tel que u + a ∈ U ;
(3) |U | = 2, V = ∅ et, en notant u1 > u2 les deux éléments de U , on a d’une part
u1 > u2 + a, d’autre part u1 − a ∈ Z ou u2 + a )∈ Z.

Lemme. — Supposons que Λ ne soit ni cuspidal, ni particulier. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) −
JaΛ ⊗ Λ2 appartient à Z1.

Démonstration. — On va montrer que pour tout (x, ε) ∈ E tel que Λ(x, ε) ne soit
pas cuspidal, on a les égalités Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) et Λ̃2(x, ε) = Λ2.

Parce que Λ n’est pas cuspidal, il existe un triplet ϕ = (r, ν, t) vérifiant les condi-
tions de 11.4. Fixons-en un. Soit (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ). Puisque i est une isométrie et
i ◦ (It ⊗ 1) = It ⊗ 1, l’égalité 11.4(4) entrâıne :

(ItΛϕ(x, ε) ⊗ Λ2, i(JaΛ ⊗ Λ2)) = ζϕ(x, ε; r − t, ν)ζ(x, ε).

En écrivant explicitement le membre de gauche, on voit qu’il existe (y, η) ∈ Eϕ(x, ε)
et (x′, ε′) ∈ E de sorte que les deux relations suivantes soient vérifiées :

Λϕ(x, ε; y, η) ⊗ Λ2 = Λ̃(x′, ε′) ⊗ Λ̃2(x′, ε′),

ζϕ(x, ε; y, η)ζ(x′, ε′) = ζϕ(x, ε; r − t, ν)ζ(x, ε).

Fixons de telles données. La première relation entrâıne Λ̃2(x′, ε′) = Λ2. Supposons
Λ̃(x′, ε′) = σ(Λ(x′, ε′)) )= Λ(x′, ε′). D’après le (ii) du lemme 11.3, on a Λ )= σΛ. Les
hypothèses du lemme 11.5 sont satisfaites. Mais sa conclusion ne l’est pas, car Λ n’est
pas particulier. Contradiction, donc Λ̃(x′, ε′) = Λ(x′, ε′). Le lemme 11.4 entrâıne alors
l’égalité (x′, ε′) = (x, ε), d’où les égalités cherchées pour (x, ε).

Supposons qu’il existe deux triplets ϕ, ϕ′ distincts vérifiant les conditions de 11.4.
D’après ce qui précède, les égalités cherchées sont vérifiées pour tout (x, ε) ∈ E !
(Int(ϕ) ∩ Int(ϕ′)). Si Int(ϕ) ∩ Int(ϕ′) = ∅, on a fini. Sinon, cet ensemble contient un
unique élément, notons-le (x, ε). Ce que l’on a démontré pour les autres éléments de
E entrâıne l’égalité :

i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 = ζ(x, ε)(Λ̃(x, ε) ⊗ Λ̃2(x, ε) − Λ(x, ε) ⊗ Λ2).

Si Λ(x, ε) est cuspidal, on n’a plus rien à démontrer. Supposons que Λ(x, ε) n’est pas
cuspidal. Soit b ∈ {1, . . . , n1}. Les propriétés de i entrâınent que l’opérateur I−b ⊗ 1
annule le membre gauche ci-dessus, donc aussi le membre de droite. D’où :

I−bΛ̃(x, ε) ⊗ Λ̃2(x, ε) = I−bΛ(x, ε) ⊗ Λ2.
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Puisque Λ(x, ε) n’est pas cuspidal, cette égalité se décompose en deux :

I−bΛ̃(x, ε) = I−bΛ(x, ε), Λ̃2(x, ε) = Λ2.

Grâce au lemme 9.4, ou bien Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε), ou bien il existe h ∈ Z tel que
{Λ̃(x, ε), Λ(x, ε)} = {AB(h), BA(h)}. Il reste à exclure cette dernière possibilité. Si
elle est vérifiée, on a aussi Λ̃(x, ε) = σ(Λ(x, ε)), donc h = 0. Rappelons que (x, ε) )∈
Λ(x, ε) tandis que (x + a,−ε) ∈ Λ(x, ε). Cela interdit à Λ(x, ε) d’être de la forme
AB(0) ou BA(0). Cela démontre le lemme sous l’hypothèse de l’existence de deux
triplets ϕ, ϕ′.

Supposons maintenant qu’il n’existe qu’un seul triplet ϕ. Alors Λ est nécessairement
de la forme suivante : il existe ν ∈ {±1} et deux entiers r, y ! 1 de sorte que Λν =
{r} ∪ {r − 2, . . . , 0}, Λ−ν = {y − 1, . . . , 0}. Le triplet ϕ est (r, ν, 1). Si | Int(ϕ)| " 1,
le raisonnement précédent s’applique. On suppose donc | Int(ϕ)| = 2, i.e. Int(ϕ) =
{(r, ν), (r − 1 − a,−ν)}. Posons pour simplifier :

Λ′ = Λ(r, ν), ζ′ = ζ(r, ν), Λ̃′ = Λ̃(r, ν), Λ̃′
2 = Λ̃2(r, ν), Λ′′ = Λ(r − 1 − a,−ν),

ζ′′ = ζ(r − 1 − a,−ν), Λ̃′′ = Λ̃(r − 1 − a,−ν), Λ̃′′
2 = Λ̃2(r − 1 − a,−ν).

On a maintenant :

(4) i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 = ζ′(Λ̃′ ⊗ Λ̃′
2 − Λ′ ⊗ Λ2) + ζ′′(Λ̃′′ ⊗ Λ̃′′

2 − Λ′′ ⊗ Λ2).

Si Λ′ est cuspidal, il n’y a rien à démontrer concernant Λ̃′ et Λ̃′
2. Le même raisonnement

que ci-dessus détermine Λ̃′′ et Λ̃′′
2 car les opérateurs I−b⊗1 annulent le premier terme

du membre de droite ci-dessus. On conclut de même si Λ′′ est cuspidal. On suppose
désormais que ni Λ′, ni Λ′′ ne sont cuspidaux. On a alors :

r + a > y > r − a,

Λ′ν = {r − 2, . . . , 0}, Λ′−ν = {r + a} ∪ {y − 1, . . . , 0},
Λ′′ν = {r, . . . , 0}, Λ′′−ν = {y − 1, . . . , r − a} ∪ {r − a − 2, . . . , 0}.

On a les égalités I−1Λ′ = Λ′, I−1Λ′′ = Λ′′, où :

Λ′ν = {r − 2, . . . , 0}, Λ′−ν = {r + a − 1} ∪ {y − 1, . . . , 0},

Λ′′ν = {r, . . . , 0}, Λ′′−ν = {y − 1, . . . , r − a + 1} ∪ {r − a − 1, . . . , 0}.

Le terme Λ′ n’intervient ni dans I−1σΛ′, ni dans I−1Λ′′. Il ne peut intervenir dans
I−1σΛ′′ que si Λ′′ = σΛ′. Dans ce cas a = 1 et y = r. Mais alors la relation (1)
est vérifiée et Λ est particulier, contrairement à l’hypothèse. Appliquons l’opérateur
I−1 ⊗ 1 à l’égalité (4). Il annule le membre de gauche donc aussi celui de droite. Le
terme Λ′ ⊗ Λ2, qui intervient dans I−1Λ′ ⊗ Λ2, doit être compensé par un terme de
I−1Λ̃′⊗ Λ̃′

2 ou I−1Λ̃′′⊗ Λ̃′′
2 ou I−1Λ′′⊗Λ2. On vient de voir que ce ne peut être qu’un

terme de I−1Λ̃′ ⊗ Λ̃′
2 et alors Λ̃′ = Λ′, Λ̃′

2 = Λ2. Cela détermine Λ̃′ et Λ̃′
2. La relation
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(4) se simplifie et on peut reprendre un raisonnement déjà fait pour déterminer Λ̃′′ et
Λ̃′′

2 . Cela achève la démonstration.

11.7.

Lemme. — Supposons n1 − a ! 2 et Λ particulier. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2

appartient à Z1.

Démonstration. — Supposons vérifiée la relation 11.6(1). Quitte à changer τ en −τ ,
on peut supposer :

Λτ = Z ∪ {u}, Λ−τ = Z ∪ {v}, u > v.

Le triplet ϕ0 = (u, τ, u − v) vérifie les conditions de 11.4. Supposons qu’il existe
deux autres triplets. La démonstration du lemme précédent s’applique en utilisant
ces autres triplets, le point étant que la conclusion du lemme 11.5 n’est pas vérifiée
pour un triplet différent de ϕ0. S’il n’existe aucun autre triplet, on a nécessairement
u − v = 1, Λτ = {u} ∪ {u − 2, . . . , 0}, Λ−τ = {u − 1, . . . , 0}. Alors n1 − a = 1
contrairement à l’hypothèse. On suppose maintenant qu’il existe un unique autre
triplet. Alors u − v = 2 et l’une des relations suivantes est vérifiée :

Λτ = {u} ∪ {u − 3, . . . , 0}, Λ−τ = {u − 2, . . . , 0},
Λτ = {u, u − 1} ∪ {u − 3, . . . , 0}, Λ−τ = {u − 1, . . . , 0}.

On suppose la première vérifiée, une démonstration similaire s’appliquant si la
seconde l’est. Posons ϕ = (u, τ, 1). La démonstration du lemme précédent s’applique
pour ce triplet et détermine Λ̃(x, ε) et Λ̃2(x, ε) pour (x, ε) ∈ E!{(u, τ), (u−1−a,−τ)}.
D’où l’égalité 11.6(4) où les termes affectés d’un ′, resp. d’un ′′, sont relatifs au couple
(u, τ), resp. (u − 1 − a,−τ). On calcule :

ζ′ = 1, Λ′τ = {u − 3, . . . , 0}, Λ′−τ = {u + a} ∪ {u − 2, . . . , 0},
ζ′′ = (−1)a, Λ′′τ = {u, u − 1} ∪ {u − 3, . . . , 0},

Λ′′−τ = {u − 2, . . . , u − a} ∪ {u − a − 2, . . . , 0}.

On a l’égalité I−1Λ′ = Λ′, où :

Λ′τ = {u − 3, . . . , 0}, Λ′−τ = {u + a − 1} ∪ {u − 2, . . . , 0}.

Appliquons l’opérateur I−1 ⊗ 1 à l’égalité 11.6(4). Le terme −ζ′I−1Λ′ ⊗Λ2 est égal à
−Λ′⊗Λ2. Ce terme doit être compensé par un terme de ζ′I−1Λ̃′⊗Λ̃′

2 ou ζ′′I−1Λ̃′′⊗Λ̃′′
2

ou −ζ′′I−1Λ′′ ⊗ Λ2. On vérifie que Λ′ ⊗ Λ2 n’intervient pas dans I−1Λ′′ ⊗ Λ2. Il ne
peut intervenir dans I−1Λ̃′′ ⊗ Λ̃′′

2 que si Λ̃′′ = σΛ′′, Λ̃′′
2 = Λ2 et a = 1. Mais alors

ζ′′ = −1, les termes s’ajouteraient au lieu de se compenser. Donc Λ′ ⊗ Λ2 intervient
dans I−1Λ̃′ ⊗ Λ̃′

2, ce qui force Λ̃′ = Λ′, Λ̃′
2 = Λ2. On détermine ensuite Λ̃′′ et Λ̃′′

2

comme dans la preuve précédente.
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Supposons vérifiée la relation 11.6(3). Il y a au plus deux triplets vérifiant les
conditions de 11.4 pour lesquels la conclusion du lemme 11.5 peut être vérifiée. En
posant t = u1 − u2 − a, ce sont ϕτ = (u1, τ, t), qui existe si et seulement si u2 + a )∈
Z, et ϕ−τ = (u1 − a,−τ, t), qui existe si et seulement si u1 − a ∈ Z. Supposons
u2 + a )∈ Z. En utilisant le triplet ϕτ , on détermine Λ̃(x, ε) et Λ̃2(x, ε) pour les
(x, ε) ∈ E ! Int(ϕτ ) tels que la conclusion du lemme 11.5 ne soit pas vérifiée. Cette
conclusion impose (x, ε) = (u2, τ). Remarquons que Int(ϕτ ) a au plus un élément, à
savoir (u1, τ). En effet l’autre élément possible (u1−t−a,−τ) = (u2,−τ) n’appartient
pas à Λ. On a donc Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) et Λ̃2(x, ε) = Λ2 pour (x, ε) ∈ E ! (Xτ ∩E), où
Xτ = {(u1, τ), (u2, τ)}. Si u1 − a ∈ Z, en utilisant le triplet ϕ−τ , on obtient la même
conclusion pour (x, ε) ∈ E ! (X−τ ∩ E), où X−τ = {(u1 − a, τ), (u2 − a, τ)}. Par
hypothèse, l’une des relations u2 + a )∈ Z ou u1 − a ∈ Z est vérifiée. Supposons par
exemple u2+a )∈ Z, une démonstration similaire s’appliquant à l’autre cas. Supposons
d’abord qu’il existe un triplet ϕ )= ϕτ vérifiant les conditions de 11.4. Si ϕ = ϕ−τ , la
conjonction des résultats ci-dessus et le fait que Xτ ∩ X−τ = ∅ déterminent Λ̃(x, ε)
et Λ̃2(x, ε) pour tout (x, ε) ∈ E. Si ϕ )= ϕ−τ , le raisonnement habituel détermine ces
termes pour (x, ε) ∈ E ! Int(ϕ). Mais Xτ ∩ Int(ϕ) a au plus un élément. De nouveau,
un raisonnement déjà fait permet de conclure. Supposons maintenant qu’il n’existe
pas d’autre triplet que ϕτ . Alors nécessairement u2 = u1 − 2, a = 1,

Λτ = {u1} ∪ {u1 − 2, . . . , 0}, Λ−τ = {u1 − 3, . . . , 0}.

Puisqu’on a déterminé les termes pour (x, ε) ∈ E!(Xτ ∩E), on a l’égalité 11.6(4), les
termes affectés d’un ′, resp. ′′, étant attachés au couple (u1, τ), resp. (u1−2, τ). Comme
dans la première partie de la démonstration, l’application de l’opérateur I−1 ⊗ 1 à
l’égalité 11.6(4) conduit à la conclusion.

Supposons enfin vérifiée la relation 11.6(2). Notons u1 > u2 > u3 les éléments de
U et v l’unique élément de V . Supposons d’abord u2 > v. Les deux triplets ϕ2 =
(u2, τ, u2 − v), ϕ1 = (u1, τ, u1 − v) vérifient les conditions de 11.4. Pour i ∈ {1, 2},
le raisonnement de 11.6 appliqué à ϕi détermine Λ̃(x, ε) et Λ̃2(x, ε) pour les (x, ε) ∈
E!Int(ϕi) tels que la conclusion du lemme 11.5 ne soit pas vérifiée. Or cette conclusion
impose :

– si i = 1, (x, ε) = (u3, τ) et u3 + a = u2 ;
– si i = 2, (x, ε) = (u3, τ) et u3 + a = u1.

On a donc déterminé nos termes pour (x, ε) ∈ E ! (Xi ∩ E), où :

X1 =

{
{(u1, τ), (v − a,−τ)}, si u3 + a )= u2,

{(u1, τ), (v − a,−τ), (u3, τ)}, si u3 + a = u2,

X2 =

{
{(u2, τ), (v − a,−τ)}, si u3 + a )= u1,

{(u2, τ), (v − a,−τ), (u3, τ)}, si u3 + a = u1.
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Or X1 ∩ X2 = {(v − a,−τ)}. Il reste donc au plus un élément de E à traiter, ce
que l’on fait comme en 11.6. Un raisonnement similaire s’applique quand v > u2, en
considérant les triplets (v,−τ, v − u3), (v,−τ, v − u2).

11.8.

Lemme. — Supposons n1 − a ! 2 et Λ cuspidal. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2

appartient à Z1.

Démonstration. — Représentons Λ de sorte que Λ+ = A(y), Λ− = A(z), où y, z sont
des entiers ! 1. Supposons par exemple y ! z. On a y − z = d̃ef(Λ), qui est pair, et
n1 − a = (y − z)2/4. Puisque n1 − a ! 2, on a y − z ! 4, n1 − a ! 4. Posons :

b =

{
1, si a > 1,

2, si a = 1.

Introduisons Λ′ ∈ S̃n1−a−b,pair tel que Λ′+ = A(y − 1), Λ′− = {y − 1 − b} ∪ A(z). On
vérifie que JbΛ′−Λ, resp. JaΛ′, est combinaison linéaire d’éléments non cuspidaux de
S̃n1−a,pair, resp. S̃n1−b,pair. D’après les lemmes 11.6 et 11.7, on a donc :

i(Ja(JbΛ′ − Λ) ⊗ Λ2) − Ja(JbΛ′ − Λ) ⊗ Λ2 ∈ Z1,

i(JbJaΛ′ ⊗ Λ2) − JbJaΛ′ ⊗ Λ2 ∈ Z1.

Puisque JaJb = JbJa d’après le lemme 2.6, on en déduit l’assertion de l’énoncé.

11.9.

Lemme
(a) Supposons n1 − a = 0. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2 ou JaΛ ⊗ σΛ2.
(b) Supposons n1 − a = 1 et Λ non cuspidal ou n1 − a = 1, n1 ! 3 et a )= 3. Alors

i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2 ou σJaΛ ⊗ Λ2.
(c) Supposons n1 = 4, a = 3 et Λ cuspidal. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 ou

i(JaΛ ⊗ Λ2) − σJaΛ ⊗ Λ2 appartient à Z1.
(d) Supposons n1 = 2, a = 1 et Λ cuspidal. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2 ou

σJaΛ ⊗ Λ2 ou JaΛ ⊗ σΛ2 ou σJaΛ ⊗ σΛ2.

Démonstration. — Supposons d’abord n1 − a = 0, donc Λ = Λ(∅). Si Λ2 = σΛ2 on
a vu en 11.3 que i(JaΛ⊗Λ2) = JaΛ⊗Λ2. Supposons Λ2 )= σΛ2. Puisque Λ = σΛ, on
a Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) et Λ̃2(x,−ε) = Λ̃2(x, ε) pour tout (x, ε) ∈ E. Notons F le sous-
ensemble des (x, ε) ∈ E tels que Λ̃2(x, ε) = σΛ2. Tout revient à montrer que F = E ou
∅. Ce qui précède montre que F est stable par l’application (x, ε) /→ (x,−ε). Posons :

ΛF =
∑

(x,ε)∈F

ζ(x, ε)Λ(x, ε).

On a l’égalité :
i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 = ΛF ⊗ (σΛ2 − Λ2).
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Le membre de gauche est annulé par l’opérateur I−t ⊗ 1, pour tout t ∈ {1, . . . , n1}.
Il en résulte que ΛF est annulé par l’opérateur I−t pour tout tel t. Représentons Λ
sous la forme Λ = {m−1, . . . , 0}×{±1}, pour un entier m assez grand. On a l’égalité
E = {m − 1, . . . , m − a}× {±1}. Pour (x, ε) ∈ E, on calcule :

Λ(x, ε)ε = {m − 1, . . . , x + 1} ∪ {x − 1, . . . , 0},
Λ(x, ε)−ε = {x + a} ∪ {m − 1, . . . , 0}, ζ(x, ε) = (−1)m+x−1.

Soit y ∈ {m − 2, . . . , m − a}, définissons Λy ∈ S̃n1−1,pair par

Λ+
y = {m − 1, . . . , y + 2} ∪ {y, . . . , 0}, Λ−

y = {y + a} ∪ {m − 1, . . . , 0}.

On vérifie les égalités :

(I1Λy, Λ(y, 1)) = (I1Λy, Λ(y + 1, 1)) = 1,

(I1Λy, Λ(x, ε)) = 0 pour tout (x, ε) ∈ E ! {(y, 1), (y + 1, 1)}.

En notant 1F la fonction caractéristique de F dans E, on en déduit :

(I−1ΛF , Λy) = (−1)m+y−1(1F (y, 1) − 1F (y + 1, 1)).

La nullité de cette expression signifie que (y, 1) ∈ F ⇔ (y + 1, 1) ∈ F . Cela étant vrai
pour tout y ∈ {m − 2, . . . , m − a}, on en déduit que F = E ou ∅.

Supposons maintenant n1−a = 1. Par un argument de symétrie, on peut supposer
Λ = 1+(1) ou Λ = 1−(1). Supposons d’abord Λ = 1+(1). Remarquons que Λ + σΛ =
I1Λ(∅). En utilisant le lemme 2.6 et les propriétés de i, on a les égalités :

i(Ja(Λ + σΛ) ⊗ Λ2) = i(JaI1Λ(∅) ⊗ Λ2) = i(I1JaΛ(∅) ⊗ Λ2)

= I1JaΛ(∅) ⊗ Λ2 = JaI1Λ(∅) ⊗ Λ2 = Ja(Λ + σΛ) ⊗ Λ2.

En utilisant les propriétés de commutation à σ de nos différents opérateurs, l’égalité
des termes extrêmes ci-dessus s’écrit :
∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)(Λ(x, ε)+σ(Λ(x, ε)))⊗Λ̃2(x, ε) =
∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)(Λ(x, ε)+σ(Λ(x, ε)))⊗Λ2.

Grâce à 11.2(1), cela entrâıne Λ̃2(x, ε) = Λ2 pour tout (x, ε) ∈ E. Notons F le sous-
ensemble des (x, ε) ∈ E tels que Λ̃(x, ε) = σ(Λ(x, ε)) )= Λ(x, ε). De nouveau, il suffit
de prouver que F = E ou ∅. Posons :

(1) ΛF =
∑

(x,ε)∈F

ζ(x, ε)(σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)).

On a l’égalité :
i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 = ΛF ⊗ Λ2.

On en déduit encore que ΛF est annulé par l’opérateur I−t pour tout t ∈ {1, . . . , n1}.
Représentons Λ sous la forme Λ+ = {m}∪ {m− 2, . . . , 0}, Λ− = {m− 1, . . . , 0}, avec
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m assez grand. Les éléments de E sont les (x, 1) pour x ∈ {m} ∪ {m − 2, . . . , m − a}
et les (x,−1) pour x ∈ {m − 1, . . . , m + 1 − a} ∪ {m − 1 − a}. On a les égalités :

Λ(m, 1)+ = {m − 2, . . . , 0}, Λ(m, 1)− = {m + a} ∪ {m − 1, . . . , 0}, ζ(m, 1) = 1;

pour x ∈ {m − 2, . . . , m − a},

Λ(x, 1)+ = {m} ∪ {m − 2, . . . , x + 1} ∪ {x − 1, . . . , 0},
Λ(x, 1)− = {x + a} ∪ {m − 1, . . . , 0}, ζ(x, 1) = (−1)m+x+1;

pour x ∈ {m − 1, . . . , m + 1 − a},

Λ(x,−1)+ = {x + a} ∪ {m} ∪ {m− 2, . . . , 0},
Λ(x,−1)− = {m − 1, . . . , x + 1} ∪ {x − 1, . . . , 0}, ζ(x,−1) = (−1)m+x+1;

Λ(m − 1 − a,−1)+ = {m, . . . , 0},
Λ(m − 1 − a,−1)− = {m − 1, . . . , m − a} ∪ {m − a − 2, . . . , 0},

ζ(m − 1 − a,−1) = (−1)a+1.

Soit y ∈ {m − 1, . . . , m − a}, posons :

y+ =

{
y, si y )= m − 1
m, si y = m − 1

y− =

{
y, si y )= m − a

m − 1 − a, si y = m − a

et définissons Λ′
y ∈ S̃n1−1,pair par

Λ′+
y = {m − 1, . . . , y + 1} ∪ {y − 1, . . . , 0}, Λ′−

y = {y + a} ∪ {m− 1, . . . , 0}.

On vérifie les égalités :

(I1Λ′
y, σ(Λ(y+, 1)) − Λ(y+, 1)) = −1, (I1Λ′

y, σ(Λ(y−,−1)) − Λ(y−,−1)) = 1,

(I1Λ′
y, σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) = 0 pour tout (x, ε) ∈ E ! {(y+, 1), (y−,−1)}.

On en déduit :

(I−1ΛF , Λ′
y) = (−1)m+y(1F (y+, 1) − 1F (y−,−1)),

où 1F est défini comme précédemment. La nullité de cette expression signifie que :

(2) (y+, 1) ∈ F ⇐⇒ (y−,−1) ∈ F.

Si a = 1, E est réduit à {((m − 1)+, 1), ((m − 1)−,−1)} et on conclut F = E ou ∅.
Supposons a ! 2, soit z ∈ {m − 2, . . . , m − a}, définissons Λ′′

z ∈ S̃n1−m+z,pair par
Λ′′+

z = {m− 2, . . . , 0}, Λ′′−
z = {z + a} ∪ {m − 1, . . . , 0}. On calcule :

(Im−zΛ′′
z , σ(Λ(m, 1)) − Λ(m, 1)) = −1,

(Im−zΛ′′
z , σ(Λ(z, 1)) − Λ(z, 1)) = (−1)m+z+1;

– si z )= m − a,
(Im−zΛ′′

z , σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) = 0
pour tout (x, ε) ∈ E ! {(m, 1), (z, 1)} ;
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– si z = m − a,

(I−aΛ′′
z , σ(Λ(m − 1,−1))− Λ(m − 1,−1)) = −1,

(I−aΛ′′
z , σ(Λ(m − 1 − a,−1)) − Λ(m − 1 − a,−1)) = (−1)a+1,

(I−aΛ′′
z , σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) = 0

pour tout (x, ε) ∈ E ! {(m, 1), (m − a, 1), (m − 1,−1), (m − 1 − a,−1)}.
On en déduit :

– si z )= m − a, (Iz−mΛF , Λ′′
z ) = −1F (m, 1) + 1F (z, 1),

– si z = m − a,

(I−aΛF , Λ′′
z ) = −1F (m, 1) + 1F (m − a, 1) − 1F (m − 1,−1) + 1F (m − 1 − a,−1).

Remarquons que, grâce à (2),

1F (m, 1) = 1F (m − 1,−1) et 1F (m − a, 1) = 1F (m − 1 − a,−1).

La nullité des expressions ci-dessus signifie que (m, 1) ∈ F ⇔ (z, 1) ∈ F . De cette
relation et de (2) se déduit que F = E ou ∅.

Supposons enfin n1 − a = 1 et Λ = 1−(1). Représentons Λ sous la forme :

Λ+ = {m, . . . , 0}, Λ− = {m− 2, . . . , 0}.

On a les égalités :

E = ({m, . . . , m − 1 − a}× {1}) ∪ ({m − 2, . . . , m + 1 − a}× {−1});

– pour x ∈ {m, . . . , m − 1 − a},

Λ(x, 1)+ = {m, . . . , x + 1} ∪ {x − 1, . . . , 0},
Λ(x, 1)− = {x + a} ∪ {m − 2, . . . , 0}, ζ(x, 1) = (−1)x+m;

– pour x ∈ {m − 2, . . . , m + 1 − a},

Λ(x,−1)+ = {x + a} ∪ {m, . . . , 0},
Λ(x,−1)− = {m− 2, . . . , x + 1} ∪ {x − 1, . . . , 0}, ζ(x,−1) = (−1)x+m.

Supposons d’abord a = 1. Alors E n’a que 3 éléments, il est facile d’étudier toutes
les possibilités. On voit que le fait que i(J1Λ⊗Λ2)−J1Λ⊗Λ2 est annulé par l’opérateur
I−1 ⊗ 1 entrâıne les assertions de l’énoncé.

Supposons maintenant a ! 2. Remarquons que Λ(x, ε) )= σ(Λ(x, ε)) pour tout
(x, ε) ∈ E. Notons Ec le sous-ensemble des (x, ε) ∈ E tels que Λ(x, ε) est cuspidal.
On a Ec = ∅, sauf si a = 3, auquel cas Ec = {(m − 2,−1)}. On a l’égalité Λ + σΛ =
J1Λ(∅), donc :

Ja(Λ + σΛ) ⊗ Λ2 = J1JaΛ(∅) ⊗ Λ2.

Parce que n1 ! 3, on peut appliquer les lemmes 11.6, 11.7 et 11.8 à cette dernière
expression. On en déduit que i(Ja(Λ + σΛ)⊗Λ2)− Ja(Λ + σΛ)⊗Λ2 appartient à Z1.
Comme dans le cas Λ = 1+(1), cela entrâıne Λ̃2(x, ε) = Λ2 pour tout (x, ε) ∈ E ! Ec.
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Notons F le sous-ensemble des (x, ε) ∈ E ! Ec tels que Λ̃(x, ε) = σ(Λ(x, ε)). Il suffit
de prouver que F = E ! Ec ou ∅. Définissons ΛF par l’égalité (1). On a l’égalité :

(3) i(JaΛ⊗Λ2)−JaΛ⊗Λ2 = ΛF ⊗Λ2+
∑

(x,ε)∈Ec

ζ(x, ε)(Λ̃(x, ε)⊗Λ̃2(x, ε)−Λ(x, ε)⊗Λ2).

Soit z ∈ {m − 1, . . . , m − a}, posons :

(z′′, ε′′) =






(m, 1), si z = m − 1
(z,−1), si z )= m − 1, m − a,

(m − 1 − a, 1), si z = m − a,

et définissons Λ′′
z ∈ S̃n1−1,pair par

Λ′′+
z = {m − 1, . . . , z + 1} ∪ {z − 1, . . . , 0}, Λ′′−

z = {z + a} ∪ {m− 1, . . . , 0}.

Puisque n1 ! 3, on peut appliquer à J1Λ′′
z ⊗ Λ2 l’un des lemmes 11.6 ou 11.7. Donc

i(J1Λ′′
z ⊗ Λ2) − J1Λ′′

z ⊗ Λ2 appartient à Z1. Supposons a )= 3. Alors Ec = ∅ et la
propriété précédente entrâıne que i(J1Λ′′

z ⊗Λ2)−J1Λ′′
z ⊗Λ2 est orthogonal à i(JaΛ⊗

Λ2). Il revient au même de dire que J1Λ′′
z ⊗ Λ2 est orthogonal au membre de gauche

de (3). Toujours parce que Ec = ∅, cela entrâıne que J1Λ′′
z est orthogonal à ΛF . On

calcule :

(J1Λ′′
z , σ(Λ(z, 1))Λ(z, 1)) = 1, (J1Λ′′

z , σ(Λ(z′′, ε′′)) − Λ(z′′, ε′′)) = ε′′,

(J1Λ′′
z , σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) = 0, pour tout (x, ε) ∈ E ! {(z, 1), (z′′, ε′′)}.

D’où :
(J1Λ′′

z , ΛF ) = (−1)m+z(1F (z, 1) − 1F (z′′, ε′′)).

La nullité de cette expression entrâıne :

(4) si a )= 3, (z, 1) ∈ F ⇐⇒ (z′′, ε′′) ∈ F.

Considérons l’égalité (3). Le membre de gauche est annulé par les opérateurs I−t⊗1
pour tout t ∈ {1, . . . , n1}. Il en est de même de la somme du membre de droite, par
définition de Ec. Donc ΛF est annulé par l’opérateur I−t pour tout tel t.

Supposons a = 2. Définissons Λ′ ∈ S̃n1−2,pair par

Λ′+ = {m − 1, . . . , 0}, Λ′− = {m} ∪ {m − 2, . . . , 0}.

On vérifie les égalités :

(I2Λ′, σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) =

{
−1, si (x, ε) = (m, 1) ou (x, ε) = (m − 3, 1)
1, si (x, ε) = (m − 1, 1) ou (x, ε) = (m − 2, 1).

Alors :

(Λ′, I−2ΛF ) = −1F (m, 1) − 1F (m − 1, 1) + 1F (m − 2, 1) + 1F (m − 3, 1).
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Grâce à (4), 1F (m, 1) = 1F (m − 1, 1), 1F (m − 2, 1) = 1F (m − 3, 1). La nullité de
l’expression ci-dessus entrâıne que 1F est constante sur E, autrement dit F = E
ou ∅.

Supposons enfin a ! 3. Soit y ∈ {m−1, . . . , m−1−a}, définissons Λ′
y ∈ S̃n1−1,pair

par

Λ′+
y = {m, . . . , y + 2} ∪ {y, . . . , 0}, Λ′−

y = {y + a} ∪ {m− 2, . . . , 0}.

On vérifie les égalités :

(I1Λ′
y, σ(Λ(y, 1)) − Λ(y, 1)) = (I1Λ′

y, σ(Λ(y + 1, 1)) − Λ(y + 1, 1)) = −1,

(I1Λ′
y, σ(Λ(x, ε)) − Λ(x, ε)) = 0, pour tout (x, ε) ∈ E ! {(y, 1), (y + 1, 1)}.

On en déduit :

(Λ′
y, I−1ΛF ) = (−1)m+y+1(1F (y, 1) − 1F (y + 1, 1)).

La nullité de cette expression entrâıne que (y, 1) ∈ F ⇔ (y + 1, 1) ∈ F . Si a = 3,
E ! Ec est justement l’ensemble des (x, ε) ∈ E tels que ε = 1. L’équivalence ci-dessus
entrâıne que F = E ! Ec ou ∅. Si a ! 4, cette équivalence et (4) entrâınent que
F = E ou ∅.

11.10.

Lemme
(a) Supposons que Λ2 n’est pas cuspidal et n2 ! 2. Alors i(JaΛ⊗Λ2) = JaΛ⊗Λ2.
(b) Supposons que Λ2 n’est pas cuspidal et n2 = 1. Alors Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) pour

tout (x, ε) ∈ E.

Démonstration. — Soit t ∈ {1, . . . , n2}. L’opérateur 1 ⊗ I−t annule i(JaΛ ⊗ Λ2) −
JaΛ ⊗ Λ2. Grâce à 11.2(1), cela entrâıne que pour tout (x, ε) ∈ E, on a l’égalité :

Λ̃(x, ε) ⊗ I−tΛ̃2(x, ε) = Λ(x, ε) ⊗ I−tΛ2.

Puisque Λ2 n’est pas cuspidal, cette égalité se scinde en les deux égalités :

Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε), I−tΛ̃2(x, ε) = I−tΛ2.

Si n2 = 1, on a terminé. Sinon, la dernière égalité, vraie pour tout t, jointe au fait
que Λ̃2(x, ε) = Λ2 ou σΛ2, entrâıne que Λ̃2(x, ε) = Λ2 grâce au lemme 9.4.

11.11. On note Z le sous-espace des éléments de C[S̃S̃n,pair] qui sont combinaisons
linéaires de termes Λ′

1 ⊗ Λ′
2 tels que Λ′

1 et Λ′
2 soient cuspidaux.

Proposition. — Si Λ2 n’est pas cuspidal, on a l’égalité i(JaΛ⊗Λ2) = JaΛ⊗Λ2. Si
Λ2 est cuspidal, i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 appartient à Z.
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Démonstration. — Si Λ2 n’est pas cuspidal et n2 ! 2, cela résulte du lemme précé-
dent.

Supposons Λ2 non cuspidal et n2 = 1. Par un argument de symétrie, on peut
supposer Λ2 = 1+(1). D’après le lemme précédent, on a déjà Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) pour
tout (x, ε) ∈ E. Supposons n1−a ! 2. Les lemmes 11.6,11.7 et 11.8 entrâınent l’égalité
Λ̃2(x, ε) = 1+(1) pour tout (x, ε) ∈ E tel que Λ(x, ε) ne soit pas cuspidal. Or il y a
au plus un élément (x, ε) tel que Λ(x, ε) soit cuspidal. Si l’énoncé n’est pas vérifié,
cet élément existe et, en le notant (xc, εc), on a Λ̃2(xc, εc) = σ1+(1). En posant
Z = Λ(xc, εc) et Z2 = σ1+(1) − 1+(1), on a l’égalité :

i(JaΛ ⊗ 1+(1)) − JaΛ ⊗ 1+(1) = Z ⊗ Z2,

que l’on peut symétriser en :

(1) JaΛ ⊗ Z2 − i(JaΛ ⊗ Z2) = 2Z ⊗ Z2.

En revenant à la définition de l’application i, c’est équivalent à :

(2) πn(JaΛ ⊗ Z2) − kn(FJaΛ ⊗ FZ2) = πn(2Z ⊗ Z2).

Posons η = (−1)1+d̃ef(Λ)/2 = (−1)d̃ef(Z)/2. Soit g un élément semi-simple de Oη(2n)
ayant pour valeurs propres 1, avec la multiplicité 2n− 1, et −1, avec la multiplicité 1.
Posons :

c = 2|SO(2n − 1)|p′ |Oη(2n − 2)|−1
p′ sp(g)

et notons 1η l’élément neutre de Oη(2n−2). On calcule FZ2 = 1−(1)+σ1−(1). Grâce
aux lemmes 7.3 et 10.1, on a les égalités :

kn(FJaΛ ⊗ FZ2)(g) = c kn−1(FJaΛ ⊗ Λ(∅))(1η),

πn(JaΛ ⊗ Z2)(g) = c πn−1(JaΛ ⊗ Λ(∅))(1η).

D’après l’hypothèse de récurrence, , kn−1(FJaΛ ⊗ Λ(∅)) = πn−1(JaΛ ⊗ Λ(∅)).
Les deux expressions ci-dessus sont égales. L’égalité (2) entrâıne πn(2Z ⊗ Z2)(g) =
0. Or, toujours d’après le lemme 10.1, le membre de gauche de cette égalité vaut
2c dim(π(Z, Λ(∅)), qui n’est pas nul. Cette contradiction démontre l’énoncé, sous nos
hypothèses.

Supposons toujours Λ2 = 1+(1) et maintenant n1 − a = 1 et Λ non cuspidal ou
n1−a = 1, n1 ! 3 et Λ cuspidal. De nouveau, d’après le lemme 11.9, il y a au plus un
élément (x, ε) ∈ E tel que Λ̃(x, ε) = σ1+(1) et le raisonnement ci-dessus s’applique.

Supposons maintenant Λ2 = 1+(1) et n1−a = 0, ou n1 = 2, a = 1 et Λ cuspidal. Le
lemme 11.9 entrâıne que la fonction (x, ε) /→ Λ̃2(x, ε) est constante sur E. Si elle vaut
Λ2, c’est terminé. Sinon, on a l’égalité i(JaΛ⊗ 1+(1)) = JaΛ⊗ σ1+(1), et, en posant
Z = 2JaΛ, on a encore l’égalité (1). Le même raisonnement que ci-dessus conduit
à une contradiction, pourvu que πn−1(Z ⊗ Λ(∅))(1η) )= 0. Vérifions cette relation.
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Grâce au corollaire 9.9, on a l’égalité :

(3) πn−1(Z ⊗ Λ(∅))(1η) = |Oη(2n − 2)|p′

∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)D̃Λ(x,ε)(q).

Pour tout entier m ∈ N, définissons le polynôme cm(T ) =
∏

h=1,...,m(T h − 1). Sup-
posons n1 − a = 0, donc Λ = Λ(∅). On a décrit les termes Λ(x, ε) dans la preuve du
lemme 11.9. Avec les notations de ce lemme et grâce aux formules de 9.5, on calcule,
pour y ∈ {0, . . . , a − 1} et ε ∈ {±1} :

ζ(m − 1 − y, ε) = (−1)y, D̃Λ(m−1−y,ε) =
1
2
qy(y+1)cy(q2)−1ca−1−y(q2)−1.

Le membre de droite de (3) est égal à :

|O−(2n − 2)|p′

∑

y=0,...,a−1

(−1)yqy(y+1)cy(q2)−1ca−1−y(q2)−1.

Grâce à [Z], p. 119, ceci vaut (−1)a−1|O−(2n − 2)|p′ , qui est non nul comme on le
voulait. Un calcul similaire vaut dans le cas n1 = 2, a = 1 et Λ cuspidal, où l’on
obtient |O+(4)|p′(q−1)−2. Cela achève la preuve dans le cas où Λ2 n’est pas cuspidal.

Supposons Λ2 cuspidal. Si n1 = 1, il n’y a rien à démontrer : on a a = 1, Λ = Λ(∅),
J1Λ = 1−(1) + σ1−(1) qui est une somme de termes cuspidaux. Si n1 − a ! 2,
les lemmes 11.6, 11.7 et 11.8 entrâınent l’énoncé. Supposons n1 ! 2 et n2 ! 2.
Posons h = d̃ef(Λ2)/2, supposons par exemple h ! 0. Puisque n2 = h2, on a h ! 2.
Définissons Λ′

2 ∈ S̃n2−1,pair par Λ′+
2 = {2h − 2, . . . , 0}, Λ′−

2 = {2h − 2}. On vérifie
que (Λ2, J1Λ′

2) = 1, (σΛ2, J1Λ′
2) = 0. Soit (x, ε) ∈ E, supposons Λ(x, ε) non cuspidal.

Appliquons le lemme 11.10 en échangeant les rôles des indices 1 et 2. On obtient :

i(Λ(x, ε) ⊗ J1Λ′
2) = Λ(x, ε) ⊗ J1Λ′

2.

Parce que i est une isométrie, cela entrâıne :

(i(JaΛ ⊗ Λ2), Λ(x, ε) ⊗ J1Λ′
2) = (JaΛ ⊗ Λ2, Λ(x, ε) ⊗ J1Λ′

2).

Le membre de droite vaut ζ(x, ε). Grâce à 11.2(1), celui de gauche vaut ζ(x, ε)(Λ̃(x, ε)⊗
Λ̃2(x, ε), Λ(x, ε) ⊗ Λ2). D’où les égalités Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε), Λ̃2(x, ε) = Λ2.

Supposons n1 ! 2, n1 − a " 1 et n2 = 1. Par un argument de symétrie, on
peut supposer Λ2 = 1−(1). Soit (x, ε) ∈ E tel que Λ(x, ε) ne soit pas cuspidal.
Remarquons que J1Λ(∅) = 1−(1) + σ1−(1). Le même calcul que ci-dessus conduit à
l’égalité ζ(x, ε) = ζ(x, ε)(Λ̃(x, ε), Λ(x, ε)), donc Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε). Si n1 − a = 1 et Λ
n’est pas cuspidal, ou si n1 − a = 1 et n1 ! 3, on a aussi Λ2(x, ε) = 1−(1) d’après
le lemme 11.9. Supposons n1 − a = 0 ou n1 = 2, a = 1 et Λ est cuspidal. D’après ce
lemme 11.9 et ce que l’on vient de démontrer, on a i(JaΛ ⊗ 1−(1)) = JaΛ ⊗ 1−(1)
ou JaΛ ⊗ σ1−(1). Il faut exclure cette deuxième possibilité. Mais celle-ci conduit à
l’égalité (1), où Z = JaΛ et Z2 = σ1−(1)−1−(1). On peut reprendre le raisonnement
du cas Λ2 = 1+(1). On choisit cette fois η = (−1)d̃ef(Λ)/2, on remarque que FZ2 = Z2,
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on utilise le lemme 10.2 au lieu de 10.1. Le raisonnement conduit à une contradiction,
qui démontre l’énoncé sous nos hypothèses.

Supposons enfin n1 ! 2, n1 − a " 1 et n2 = 0. On a Λ2 = Λ(∅) qui est symé-
trique, donc Λ̃2(x, ε) = Λ(∅) pour tout (x, ε) ∈ E. Si n1 − a = 0, Λ = Λ(∅) est aussi
symétrique et Λ̃(x, ε) = Λ(x, ε) pour tout (x, ε) ∈ E. Reste le cas n1 − a = 1. Par
un argument de symétrie, on peut supposer Λ = 1ν(1), avec ν ∈ {±1}. D’après le
lemme 11.9, i(JaΛ⊗Λ(∅))−JaΛ⊗Λ(∅) ou i(JaΛ⊗Λ(∅))−σJaΛ⊗Λ(∅) est ortho-
gonal à Λ1 ⊗ Λ(∅) pour tout Λ1 non cuspidal. Il faut exclure la deuxième possibilité.
Supposons-la vérifiée et prenons Λ1 = σ1ν(1). Grâce à 6.5(1) ou 6.5(2), on a l’égalité
i(σ1ν(n) ⊗ Λ(∅)) = σ1ν(n) ⊗ Λ(∅). Or on vérifie que :

(Ja1ν(1), σ1ν(n)) = 1, (σJa1ν(1), σ1ν(n)) = 0.

Ces égalités et le fait que i est une isométrie entrâınent que i(JaΛ⊗Λ(∅))− σJaΛ⊗
Λ(∅) n’est pas orthogonal à σ1ν(1)⊗Λ(∅). Contradiction qui achève la démonstration.

11.12. Notons C[S̃S̃n,pair]IJ le sous-espace de C[S̃S̃n,pair] somme des images de tous
les opérateurs Ia ⊗ 1, 1 ⊗ Ia, Ja ⊗ 1, 1 ⊗ Ja, pour a ∈ {1, . . . , n}.

Proposition. — On peut choisir l’application πn,cusp de sorte que la restriction de i

au sous-espace C[S̃S̃n,pair]IJ soit l’identité.

Démonstration. — Quel que soit le choix de πn,cusp, i est l’identité sur l’image d’un
opérateur Ia⊗1 ou 1⊗Ia. Posons H = {(h1, h2) ∈ Z×Z; h2

1+h2
2 = n}. L’application :

H −→ S̃S̃n,pair

(h1, h2) /−→ (Λcusp(h1), Λcusp(h2))

est une bijection de H sur l’ensemble des éléments de S̃S̃n,pair dont les deux termes
sont cuspidaux. Rappelons que l’on a noté Z le sous-espace de C[S̃S̃n,pair] engendré
par ces éléments. Notons pZ la projection orthogonale sur Z. Notons L l’ensemble
des quadruplets L = (Λ1, Λ2, a, j) où j ∈ {1, 2}, a ∈ N et Λ1, Λ2 sont deux symboles
ordonnés tels que rg(Λ1) + rg(Λ2) + a = n. Pour un tel quadruplet, on pose :

JL =

{
JaΛ1 ⊗ Λ2, si j = 1,

Λ1 ⊗ JaΛ2, si j = 2.

La proposition 11.11, et celle obtenue en échangeant les rôles des indices 1 et 2 si-
gnifient que i(JL) − pZ ◦ i(JL) = JL − pZ(JL) pour tout L ∈ L. Puisque i est une
isométrie, on en déduit l’égalité :

(1) (pZ ◦ i(JL), pZ ◦ i(JL′)) = (pZ(JL), pZ(JL′))

pour tous L, L′ ∈ L.
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Montrons qu’il existe une unique application γ : H → H telle que, pour tout
(h1, h2) ∈ H et tout L ∈ L, on ait l’égalité :

(2) (Λcusp(h′
1) ⊗ Λcusp(h′

2), i(JL)) = (Λcusp(h1) ⊗ Λcusp(h2), JL),

où (h′
1, h

′
2) = γ(h1, h2). Soit (h1, h2) ∈ H . Supposons d’abord h1 ! 2. Comme dans

la démonstration précédente, définissons Λ1 ∈ S̃h2
1−1,pair par Λ+

1 = {2h1 − 2, . . . , 0},
Λ−

1 = {2h1 − 2}. Posons L0 = (Λ1, Λcusp(h2), 1, 1). On vérifie que pZ(JL0) =
Λcusp(h1) ⊗ Λcusp(h2). D’après le lemme 11.3, il existe ε1, ε2 ∈ {±1} tels que
pZ ◦ i(JL0) = Λcusp(ε1h1) ⊗ Λcusp(ε2h2). En prenant L = L0, l’égalité (2) impose
γ(h1, h2) = (ε1h1, ε2h2). Inversement, pour ce choix de γ(h1, h2), l’égalité (2) pour
tout L résulte de (1) appliqué au couple (L, L0). On traite de façon similaire les cas
h1 " −2, h2 ! 2, h2 " −2. Puisque n ! 2, il ne reste à considérer que le cas n = 2,
|h1| = |h2| = 1. Posons L1 = (Λ(∅), Λcusp(h2), 1, 1), L2 = (Λcusp(h1), Λ(∅), 1, 2). On
a les égalités :

JL1 = (Λcusp(h1) + Λcusp(−h1)) ⊗ Λcusp(h2),

JL2 = Λcusp(h1) ⊗ (Λcusp(h2) + Λcusp(−h2)).

D’après le lemme 11.3, il existe ε1, ε2 ∈ {±1} de sorte que :

i(JL1) = (Λcusp(h1) + Λcusp(−h1)) ⊗ Λcusp(ε2h2),

i(JL2) = Λcusp(ε1h1) ⊗ (Λcusp(h2) + Λcusp(−h2)).

En prenant L = L1 puis L = L2, l’égalité (2) impose γ(h1, h2) = (ε1h1, ε2h2).
Inversement, pour ce choix de γ(h1, h2), les seuls L pour lesquels l’égalité (2) n’est
pas évidente vérifient JL′ = JL1 ou JL2 ou (1⊗σ)JL1 ou (σ⊗1)JL2. La commutation
de i à σ ⊗ 1 et 1 ⊗ σ permet de vérifier (2) pour ces termes.

Il résulte de la preuve que γ(h1, h2) = (±h1,±h2) pour tout (h1, h2) ∈ H . En
utilisant l’unicité de γ et la commutation de i à σ⊗ 1, 1⊗σ et τ (cf. 6.5), on voit que
γ commute aux applications (h1, h2) /→ (−h1, h2) ou (h1,−h2) ou (h2, h1). Rappelons
que πn,cusp est une application de H dans Quad(O(2n)). Posons π′

n,cusp = πn,cusp ◦ γ.
Cette nouvelle application vérifie les mêmes propriétés que πn,cusp. On en déduit de
nouvelles applications π′

n, i′. La relation (2) devient :

(Λcusp(h1) ⊗ Λcusp(h2), i′(JL)) = (Λcusp(h1) ⊗ Λcusp(h2), JL)

pour tous (h1, h2) ∈ H et L ∈ L. Autrement dit, pZ ◦ i′(JL) = pZ(JL), ce qui entrâıne
i′(JL) = JL. Cela vérifie l’énoncé.

Remarque. — De la démonstration résulte l’unicité du choix de πn,cusp.
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CHAPITRE 12

FIN DE LA PREUVE

On achève la preuve en reprenant la méthode de Shoji, rendue possible par le
lemme 7.11. Comme dans [S2], on a des difficultés quand n est trop petit, ici n " 4.
On traite ces cas séparément.

12.1. On choisit πn,cusp de sorte que la conclusion de la proposition 11.12 soit
vérifiée. On simplifie les notations en posant k(h1, h2) = k(Λcusp(h1), Λcusp(h2))
pour tout (h1, h2) ∈ H , cf. 11.12 pour la définition de H . D’après le lemme 2.7,
l’orthogonal dans C[S̃S̃n,pair] du sous-espace C[S̃S̃n,pair]IJ a pour base la famille
(FΛcusp(h1) ⊗ FΛcusp(h2))(h1,h2)∈H . Cette base est orthonormée. On définit la ma-
trice carrée C, d’ordre |H |× |H | par :

Ch1,h2;h′
1,h′

2
= (i(FΛcusp(h1) ⊗ FΛcusp(h2)),FΛcusp(h′

1) ⊗ FΛcusp(h′
2))

pour tous (h1, h2), (h′
1, h

′
2) ∈ H . Remarquons que cette égalité équivaut à :

(1) Ch1,h2;h′
1,h′

2
= (k(h1, h2), πn(FΛcusp(h′

1) ⊗ FΛcusp(h′
2))).

La proposition 11.12 entrâıne que la matrice C est unitaire.

Lemme. — Soient (h1, h2), (h′
1, h

′
2) ∈ H. On a les égalités :

Ch2,h1;h′
2,h′

1
= Ch1,h2;h′

1,h′
2
;

C−h1,h2;−h′
1,h′

2
= Ch1,−h2;h′

1,−h′
2

= Ch1,h2;h′
1,h′

2
;

Ch1,h2;h′
1,h′

2
= 0, si h2 )≡ h′

2 mod 2Z.

Démonstration. — Cela résulte des propositions 3.5, 4.4 et des propriétés de F notées
en 2.1. Par exemple, on a introduit en 3.5 l’automorphisme f /→ f c de C(O(2n)). Dans
le membre de droite de l’égalité (1), on peut remplacer chacun des termes dont on
prend le produit scalaire par son image par cet automorphisme. Grâce à la proposition
4.4(b)(v), on a :

πn(FΛcusp(h′
1) ⊗ FΛcusp(h′

2))
c = πn(FΛcusp(h′

1) ⊗ σ ◦ F(Λcusp(h′
2)))

= πn(FΛcusp(h′
1) ⊗ F ◦ (−1)d̃ef/2(Λcusp(h′

2)))

= (−1)h′
2πn(FΛcusp(h′

1) ⊗ FΛcusp(h′
2)).
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Grâce à la proposition 3.5(v), on a :

k(h1, h2)c = (−1)h2k(h1, h2).

D’où l’égalité :
Ch1,h2;h′

1,h′
2

= (−1)h2+h′
2Ch1,h2;h′

1,h′
2
,

dont on déduit la dernière assertion de l’énoncé. Les autres se démontrent de façon
similaire.

12.2. Soient m1, m2 ∈ N tels que m2
1 + m2

2 = n. Pour j ∈ {1, 2}, introduisons le
symbole spécial :

Λ0
j = {(x, (−1)x+1); x ∈ {2mj − 1, . . . , 0}},

notons F̃amj sa famille dans S̃m2
j ,pair. Notons F̃amnc l’ensemble des (Λ1, Λ2) ∈ F̃am1×

F̃am2 tels que Λ1 ou Λ2 ne soit pas cuspidal. Notons H(m1, m2) l’ensemble des
(h1, h2) ∈ H tels que |h1| = m1, |h2| = m2. Les éléments (Λ1, Λ2) de F̃am1 × F̃am2

tels que Λ1 et Λ2 sont tous deux cuspidaux sont précisément les (Λcusp(h1), Λcusp(h2))
pour (h1, h2) ∈ H(m1, m2). Soit (Λ1, Λ2) ∈ F̃amnc. Alors FΛ1 ⊗ FΛ2 appartient à
C[S̃S̃n,pair]IJ d’après le lemme 2.7. Cet élément est donc fixé par i, autrement dit :

πn(FΛ1 ⊗ FΛ2) = k(Λ1, Λ2).

Soit (h′
1, h

′
2) ∈ H(m1, m2). Alors FΛcusp(h′

1) ⊗ FΛcusp(h′
2) appartient à l’orthogonal

de C[S̃S̃n,pair]IJ et on a l’égalité :

FΛcusp(h′
1) ⊗ FΛcusp(h′

2) =
∑

(h1,h2)∈H

Ch1,h2;h′
1,h′

2
i(FΛcusp(h1) ⊗ FΛcusp(h2)).

Autrement dit :

πn(FΛcusp(h′
1) ⊗ FΛcusp(h′

2)) =
∑

(h1,h2)∈H

Ch1,h2;h′
1,h′

2
k(h1, h2).

Soit maintenant (Λ1, Λ2) ∈ F̃am1 × F̃am2. On a l’égalité :

trace(π(Λ1, Λ2)) = πn(FFΛ1 ⊗ FFΛ2)

= |F̃am1|−1/2|F̃am2|−1/2
∑

(Λ′
1,Λ′

2)∈F̃am1×F̃am2

(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Λ′

2〉πn(FΛ′
1 ⊗ FΛ′

2).

En rassemblant les égalités précédentes, on obtient l’égalité :

(1) trace(π(Λ1, Λ2))

= |F̃am1|−1/2|F̃am2|−1/2

([ ∑

(Λ′
1,Λ′

2)∈F̃amnc

(−1)〈Λ1,Λ′
1〉+〈Λ2,Λ′

2〉k(Λ′
1, Λ

′
2)
]

+
∑

(h1,h2)∈H

[ ∑

(h′
1,h′

2)∈H(m1,m2)

(−1)〈Λ1,Λcusp(h′
1)〉+〈Λ2,Λcusp(h′

2)〉Ch1,h2;h′
1,h′

2

]
k(h1, h2)

)
.
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C’est la décomposition de la fonction trace(π(Λ1, Λ2)) dans la base orthonormée
de C[Quad(O(2n))] formée des fonctions k(Λ′

1, Λ′
2) pour (Λ′

1, Λ′
2) ∈ S̃S̃n,pair.

Introduisons des objets qui nous seront utiles. Soit j ∈ {1, 2}, supposons mj > 0.
Pour e ∈ Z/2Z, on définit un symbole ordonné Λe

j ∈ F̃amj . Si e = 0, c’est le symbole
spécial déjà introduit. Si e = 1,

Λ1+
j = {2mj − 1} ∪ {2mj − 2, 2mj − 4, . . . , 2, 0}, Λ1−

j = {2mj − 3, 2mj − 5, ..., 3, 1}.

On a d̃ef(Λ0
j) = 0, d̃ef(Λ1

j) = 2. Pour e ∈ Z/2Z et ε ∈ {±1}, on vérifie l’égalité :

(2) 〈Λe
j , Λcusp(εmj)〉 = εe.

12.3.

Lemme. — Les coefficients de la matrice C sont rationnels.

Démonstration. — On peut fixer (h1, h2) ∈ H , m1, m2 ∈ N tels que m2
1 + m2

2 = n et
prouver que Ch1,h2;h′

1,h′
2
∈ Q pour tout (h′

1, h
′
2) ∈ H(m1, m2). On reprend les nota-

tions du paragraphe précédent. On suppose m1, m2 > 0, le raisonnement s’adaptant
aisément au cas où l’un de ces termes s’annule. Soient ε1, ε2 ∈ {±1}. On déduit de
12.2(1) et 12.2(2) l’égalité :

(1)
(
k(h1, h2),

∑

e1,e2∈Z/2Z
εe1
1 εe2

2 trace
(
π(Λe1

1 , Λe2
2 )
))

= 4|F̃am1|−1/2|F̃am2|−1/2Ch1,h2;ε1m1,ε2m2 .

La fonction k(h1, h2) prend ses valeurs dans Z, cf. 3.1. Grâce au lemme 10.4, les
fonctions trace(π(Λe1

1 , Λe2
2 ) intervenant ci-dessus prennent leurs valeurs dans Z. De

plus, pour j ∈ {1, 2}, |F̃amj |1/2 est entier, égal à 2mj . Le lemme résulte de (1).

12.4.

Lemme. — Soit (h1, h2) ∈ H. Supposons h1 )= ±h2. Alors il existe un entier N ∈ N
tel que Ch1,h2;h′

1,h′
2
∈ 2−NZ pour tout (h′

1, h
′
2) ∈ H.

Démonstration. — On reprend la preuve du lemme précédent. Il suffit de fixer un
couple intervenant dans l’égalité 12.3(1), notons-le (Λ1, Λ2), et de prouver qu’il existe
N ∈ N tel que :

(1) (k(h1, h2), trace(π(Λ1, Λ2))) ∈ 2−NZ.

Soit η ∈ {±1} tel que π(Λ1, Λ2) soit une représentation de Oη(2n). Posons r′ = h1+h2,
r′′ = h1 − h2. Par définition, la partie semi-simple de tout élément du support de
k(h1, h2) a pour valeurs propres 1 avec la multiplicité r′2 et −1 avec la multiplicité
r′′2. Fixons un ensemble de représentants (si)i∈I des classes de conjugaison d’éléments
semi-simples de Oη(2n) vérifiant ces propriétés. Un calcul simple montre que :

(2) (k(h1, h2), trace(π(Λ1, Λ2))) =
∑

i∈I

Xi,
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140 CHAPITRE 12. FIN DE LA PREUVE

où, pour tout i ∈ I :

Xi = |ZOη(2n)(si)|−1
∑

u

kη(h1, h2)(siu) trace(π(Λ1, Λ2))(siu),

la somme portant sur les éléments unipotents u ∈ ZOη(2n)(si). Fixons i ∈ I et suppo-
sons d’abord r′, r′′ pairs. Le groupe ZOη(2n)(si) se décompose en produit :

ZOη(2n)(si) * Oη′(r′2) × Oη′′ (r′′2).

Introduisons les fonctions k(r′/2, r′/2) ∈ C(O(r′2)), k(r′′/2, r′′/2) ∈ C(O(r′′2)). Elles
sont à support unipotent. En comparant les formules de définition, on voit qu’il existe
ε ∈ {±1} tel que, pour tous les éléments unipotents u′ ∈ Oη′(r′2), u′′ ∈ Oη′′(r′′2), on
ait l’égalité :

kη(h1, h2)(siu
′u′′) = εkη′(r′/2, r′/2)(u′)kη′′ (r′′/2, r′′/2)(u′′).

Notons f l’élément de C(ZOη(2n)(si)) défini par :

f(g) = trace(π(Λ1, Λ2))(sig).

Identifions f à un élément de C(O(r′2)) ⊗C C(O(r′′2)). On obtient l’égalité :

(3) Xi = ε(k(r′/2, r′/2) ⊗ k(r′′/2, r′′/2), f).

D’après l’hypothèse h1 )= ±h2, on a r′2 < 2n, r′′2 < 2n. On peut appliquer l’hypothèse
de récurrence. On a remarqué (corollaire 5.2) qu’elle entrâınait que, par exemple,
k(r′/2, r′/2) appartenait à Q[Quad(O(r′2))]. En fait, en remarquant que les familles
ont toutes pour cardinal une puissance de 4, on voit qu’il existe un entier N tel que
k(r′/2, r′/2) ∈ 2−NZ[Quad(O(r′2))]. Il existe donc N ∈ N tel que :

(4) k(r′/2, r′/2) ⊗ k(r′′/2, r′′/2) ∈ 2−NZ[Quad(O(r′2))] ⊗Z Z[Quad(O(r′′2))].

Notons E l’espace de la représentation π(Λ1, Λ2). Puisque s2
i = 1, l’opérateur

π(Λ1, Λ2)(si) est semi-simple et n’a pour valeurs propres que ±1. Notons E+ et
E− les sous-espaces propres correspondants. Ces sous-espaces sont stables par
π(Λ1, Λ2)(g) pour tout g ∈ ZOη(2n)(si). On obtient ainsi deux représentations π+

et π− de ce groupe. On a l’égalité f = trace(π+) − trace(π−). Donc f appartient à
Z[Irr(O(r′2))] ⊗ Z[Irr(O(r′′2))]. De (3) et (4) résulte alors que Xi ∈ 2−NZ. Grâce à
(2), cela entrâıne (1).

Le raisonnement s’adapte si r′ et r′′ sont impairs. Le groupe ZOη(2n)(si)0 se dé-
compose en produit :

ZOη(2n)(si)0 = SO(r′2) × SO(r′′2).

On introduit cette fois les fonctions

k′ = k(Λcusp( |r
′|−1
2 ), Λcusp( |r

′|−1
2 )) ∈ C(SO(r′2)),

k′′ = k(Λcusp( |r
′′|−1
2 ), Λcusp( |r

′′|−1
2 )) ∈ C(SO(r′′2)),
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cf. 3.7. On définit f ∈ C(ZOη(2n)(si)0) par la même formule que ci-dessus et on obtient
une égalité :

Xi =
ε

4
(k′ ⊗ k′′, f).

On conclut comme précédemment. Remarquons que l’on doit utiliser par récurrence
le théorème 5.1 pour des groupes spéciaux orthogonaux impairs.

12.5.

Lemme. — Il existe un entier N ∈ N tel que les coefficients de la matrice C appar-
tiennent à 2−NZ.

Démonstration. — On peut fixer m1, m2, m′
1, m

′
2 ∈ N tels que m2

1 + m2
2 = m′2

1 +
m′2

2 = n et prouver qu’il existe un entier N tel que Ch1,h2;h′
1,h′

2
∈ 2−NZ pour tous

(h1, h2) ∈ H(m1, m2), (h′
1, h

′
2) ∈ H(m′

1, m
′
2). D’après le lemme précédent, c’est vrai

si m1 )= m2. Supposons m1 = m2 et d’abord m′
1, m

′
2 )= 0. Rangeons les éléments de

H(m′
1, m

′
2) dans cet ordre : (m′

1, m
′
2), (m′

1,−m′
2), (−m′

1, m
′
2), (−m′

1,−m′
2). Rangeons

de même ceux de H(m1, m2). Grâce aux propriétés relevées en 12.1, la matrice extraite
(Ch1,h2;h′

1,h′
2
)(h1,h2)∈H(m1,m2),(h′

1,h′
2)∈H(m′

1,m′
2)

est de la forme :




a b c d
b a d c
c d a b
d c b a





Les coefficients a, b, c, d sont rationnels, cf. lemme 12.3. La matrice C étant unitaire,
chaque colonne est de norme 1 et le produit de deux colonnes distinctes est nul.
Appliquons cela aux colonnes (h′

1, h
′
2) ∈ H(m′

1, m
′
2). Les coefficients de ces colonnes

autres que ceux de la matrice ci-dessus appartiennent à 2−NZ pour un certain entier
N . Il existe donc un tel entier tel que :

ab + cd, ac + bd, ad + bc, a2 + b2 + c2 + d2 ∈ 2−NZ.

On en déduit aisément l’existence de N tel que a, b, c, d ∈ 2−NZ.
Dans le cas où, par exemple, m′

2 = 0, la matrice ci-dessus se simplifie et devient de
la forme : 



a b
a b
b a
b a





On conclut de même.

12.6.

Lemme. — Soient m1, m2 ∈ N tels que m1 ! m2, m2
1 + m2

2 = n et m1 + m2 ! 3.
Alors Cm1,m2;m1,m2 = 1.
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142 CHAPITRE 12. FIN DE LA PREUVE

Démonstration. — On utilise les constructions de 12.2 pour le couple (m1, m2). Pour
(Λ1, Λ2) ∈ F̃am1 × F̃am2 et (h1, h2) ∈ H , posons :

yh1,h2(Λ1, Λ2) =
∑

(h′
1,h′

2)∈H(m1,m2)

(−1)〈Λ1,Λcusp(h′
1)〉+〈Λ2,Λcusp(h′

2)〉(Ch1,h2;h′
1,h′

2
− δh1,h2;h′

1,h′
2
),

où δh1,h2;h′
1,h′

2
est le symbole de Kronecker, valant 1 si (h1, h2) = (h′

1, h
′
2), 0 sinon. On

pose :

Y (Λ1, Λ2) =
∑

(h1,h2)∈H

yh1,h2(Λ1, Λ2)k(h1, h2).

Posons t′ = m1 + m2, t′′ = m1 − m2. Soient η ∈ {±1} et e0 ∈ Z/2Z, avec e0 = 0 si
t′′ = 0. On fixe un élément g(η, e0) ∈ Oη(2n) vérifiant les conditions de 7.4 et tel que
η′′(g(η, e0)) = (−1)e0 . C’est-à-dire, décomposons g(η, e0) en produit su d’un élément
semi-simple s et d’un unipotent u qui commutent entre eux. L’élément s a pour
valeurs propres 1 avec la multiplicité t′2 et −1 avec la multiplicité t′′2. Décomposons
u en u′u′′ selon les espaces propres de s. La partition associée à u′, resp. u′′, est
(2t′ − 1, 2t′ − 3, . . . , 3, 1), resp. (2t′′ − 1, 2t′′ − 3, . . . , 3, 1). On renvoie à 7.4 pour la
description des données ηu′ et ηu′′ .

Les formules de 3.1 montrent que, pour (h1, h2) ∈ H , on a les égalités :

k(h1, h2)(g(η,e0)) = 0,(1)

si (h1, h2) )∈ {(m1, m2), (−m1,−m2), (m2, m1), (−m2,−m1)};
k(m1, m2)(g(η,e0)) = ηk(−m1,−m2)(g(η, e0))(2)

= (−1)e0k(m2, m1)(g(η, e0)) = η(−1)e0k(−m2,−m1)(g(η, e0)).

Supposons m1 )= m2 et m2 )= 0. Pour ε1, ε2 ∈ {±1}, posons :

c(1, ε1, ε2) = Cm1,m2;ε1m1,ε2m2 − δm1,m2;ε1m1,ε2m2 ,

c(−1, ε1, ε2) = Cm2,m1;ε1m1,ε2m2 = Cm1,m2;ε2m2,ε1m1 .

Soient e1, e2 ∈ Z/2Z. Les propriétés de symétrie de la matrice C et la formule
12.2(2) entrâınent les égalités :

ym1,m2(Λ
e1
1 , Λe2

2 ) = (−1)e1+e2y−m1,−m2(Λ
e1
1 , Λe2

2 ) =
∑

ε1,ε2∈{±1}

εe1
1 εe2

2 c(1, ε1, ε2),

ym2,m1(Λ
e1
1 , Λe2

2 ) = (−1)e1+e2y−m2,−m1(Λ
e1
1 , Λe2

2 ) =
∑

ε1,ε2∈{±1}

εe1
1 εe2

2 c(−1, ε1, ε2).

Grâce à (1) et (2) ci-dessus, on obtient l’égalité :

Y (Λe1
1 , Λe2

2 )(g(η, e0))

= (1 + η(−1)e1+e2)
∑

ε0,ε1,ε2∈{±1}

εe0
0 εe1

1 εe2
2 c(ε0, ε1, ε2)k(m1, m2)(g(η, e0)).
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Spécialisée au cas η = (−1)e1+e2 , elle devient :

(3) Y (Λe1
1 , Λe2

2 )(g((−1)e1+e2 , e0))

= 2
∑

ε0,ε1,ε2∈{±1}

εe0
0 εe1

1 εe2
2 c(ε0, ε1, ε2)k(m1, m2)(g((−1)e1+e2 , e0)).

On peut inverser cette formule ; pour ε0, ε1, ε2 ∈ {±1}, on a l’égalité :

(4) c(ε0, ε1, ε2) = 2−4
∑

e0,e1,e2∈Z/2Z
εe0
0 εe1

1 εe2
2

k(m1, m2)(g((−1)e1+e2 , e0))−1Y (Λe1
1 , Λe2

2 )(g((−1)e1+e2 , e0)).

Pour (Λ1, Λ2) ∈ F̃am1 × F̃am2, posons :

X(Λ1, Λ2) = |F̃am1|1/2|F̃am2|1/2(trace(π(Λ1, Λ2)) − kn(FΛ1 ⊗ FΛ2)).

L’égalité 12.2(1) équivaut à X(Λ1, Λ2) = Y (Λ1, Λ2). Remarquons que :

|F̃am1|1/2|F̃am2|1/2 = 2m1+m2 .

Grâce à l’hypothèse m1 + m2 ! 3, les lemmes 10.7 et 7.11 entrâınent que, pour
tous e0, e1, e2 ∈ Z/2Z, X(Λe1

1 , Λe2
2 )(g((−1)e1+e2 , e0)) est un entier rationnel divisible

par 8. Il en est donc de même de Y (Λe1
1 , Λe2

2 )(g((−1)e1+e2 , e0)). Remarquons que
k(m1, m2)(g((−1)e1+e2 , e0)) est un entier impair. En se plaçant un instant dans le
corps 2-adique Q2, l’égalité (4) jointe à la propriété ci-dessus entrâıne :

– pour tous ε0, ε1, ε2 ∈ {±1}, c(ε0, ε1, ε2) ∈ 2−1Z2 ;
– pour tous ε0, ε1, ε2, ε′0, ε

′
1, ε

′
2, c(ε0, ε1, ε2) − c(ε′0, ε′1, ε′2) ∈ Z2.

Rappelons que les valeurs c(ε0, ε1, ε2) sont rationnelles, de dénominateurs des puis-
sances de 2. D’autre part, l’unitarité de la matrice C entrâıne :

(5) (c(1, 1, 1) + 1)2 +
∑

(ε0,ε1,ε2) '=(1,1,1)

c(ε0, ε1, ε2)2 " 1.

Supposons que l’une des valeurs c(ε0, ε1, ε2) ne soit pas entière. Des relations ci-
dessus résulte qu’aucune ne l’est et qu’elles ont toutes pour dénominateur 2. Donc
c(ε0, ε1, ε2)2 ! 1/4 pour tout (ε0, ε1, ε2) et cela contredit (5). Donc c est à valeurs
entières. Supposons qu’il existe (ε0, ε1, ε2) )= (1, 1, 1) tel que c(ε0, ε1, ε2) )= 0. Fixons
un tel (ε0, ε1, ε2). Grâce à (5), on a nécessairement c(ε0, ε1, ε2) = ±1, c(ε′0, ε′1, ε′2) = 0
pour (ε′0, ε′1, ε′2) )= (1, 1, 1) et )= (ε0, ε1, ε2), et c(1, 1, 1) = −1. On peut alors choisir
e0, e1, e2 tel que le membre de droite de (3) ne soit pas divisible par 8, contradiction.
Donc c(ε0, ε1, ε2) = 0 pour tout (ε0, ε1, ε2) )= (1, 1, 1). Maintenant (3) entrâıne que
c(1, 1, 1) est divisible par 4. Grâce à (5), il ne peut être que nul. Cette nullité signifie
que Cm1,m2;m1,m2 = 1.

Dans le cas où m1 = m2, resp. m2 = 0, un raisonnement similaire s’applique.
Les termes ε0, e0, resp. ε2, e2, disparaissent. Dans la formule (4), le coefficient n’est
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plus 2−4 mais 2−3 et on obtient tout de suite que c est à valeurs entières. La fin du
raisonnement est sans changement.

12.7.

Lemme. — Supposons n = 4. Alors C2,0;2,0 = 1.

Démonstration. — Le même raisonnement que dans la démonstration précédente
montre que C2,0;2,0 et C2,0;0,2 sont demi-entiers. La matrice C étant unitaire, il n’y a
qu’un nombre fini de valeurs possibles pour ces coefficients. Notons F̃am1 la famille
de Λcusp(2). On a introduit en 10.3 des symboles Λ(i) pour i ∈ {1, . . . , 7} et des
éléments P0, P2 ∈ C(0(8)). Soit Λ ∈ S̃4,0. Si Λ )∈ F̃am1, alors Λ ⊗Λ(∅) est orthogonal
à FΛcusp(h1) ⊗ FΛcusp(h2) pour tout (h1, h2) ∈ H , donc Λ ⊗ Λ(∅) est fixe par i et
cela entrâıne que trace(π(Λ, Λ(∅))) est orthogonal à k(2, 0). Les seuls éléments de
S̃4,0 ∩ F̃am1 sont Λ(i) et σ(Λ(i)) pour i ∈ {1, 2, 3}. Pour ceux-là, on calcule grâce à
12.2(1) :

(k(2, 0), trace(π(Λ(i), Λ(∅)))) = (k(2, 0), trace(π(σ(Λ(i)), Λ(∅))))

=
1
4
εi(C2,0;2,0 + C2,0;0,2),

où ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1. On a donc l’égalité :

(1) (k(2, 0), P0) =
1
4
(C2,0;2,0 + C2,0;0,2)

( ∑

i=1,2,3

εi(PΛ(i)(q) + Pσ(Λ(i))(q))
)
.

D’après le lemme 10.3, le membre de gauche vaut q2. Alors C2,0;2,0 +C2,0;0,2 apparâıt
comme la valeur en q d’une fraction rationnelle. On ne sait pas a priori que C2,0;2,0

et C2,0;0,2 sont indépendants de q mais on a vu ci-dessus qu’ils ne pouvaient varier
que dans un ensemble fini. Cela entrâıne que cette fraction rationnelle est constante.
On peut la remplacer par sa valeur au point 1. Cela revient à remplacer le membre
de gauche de (1) par 1 et les PΛ(q) apparaissant dans le membre de droite par PΛ(1).
En utilisant le lemme 10.3, on obtient l’égalité :

C2,0;2,0 + C2,0;0,2 = 1.

Un calcul similaire utilisant l’élément P2 conduit à l’égalité :

C2,0;2,0 − C2,0;0,2 = 1.

D’où l’assertion de l’énoncé.

12.8. Supposons n = 2. Puisqu’on a fixé π2,cusp, on dispose d’un paramétrage des
représentations cuspidales quadratiques-unipotentes de O+(4) : ce sont les représen-
tations π2,cusp(h1, h2) = π(Λcusp(h1), Λcusp(h2)) pour h1, h2 ∈ {±1}. En 10.4, on a
défini un autre paramétrage de cet ensemble de représentations.

Lemme. — Pour tous h1, h2 ∈ {±1}, on a l’égalité π′(h1, h2) = π2,cusp(h1, h2).
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Démonstration. — Rappelons que π2,cusp(1, 1) et π2,cusp(−1,−1) sont invariantes par
torsion par sp, tandis que π2,cusp(1,−1) et π2,cusp(−1, 1) sont échangées par cette tor-
sion. D’après les formules du lemme 10.5, ni π′(1,−1) ni π′(−1, 1) ne sont invariantes
par cette torsion. On en déduit les égalités :

(1)
{π2,cusp(1, 1), π2,cusp(−1,−1)} = {π′(1, 1), π′(−1,−1)},
{π2,cusp(1,−1), π2,cusp(−1, 1)} = {π′(1,−1), π′(−1, 1)}.

Soit g un élément semi-simple de O+(4) ayant pour valeurs propres 1 avec la mul-
tiplicité 3, et −1 avec la multiplicité 1. Cet élément n’appartient pas au support de
k(h1, h2), quels que soient h1, h2 ∈ {±1}. La formule 12.2(1) se simplifie en :

trace(π(Λ1, Λ2))(g) = k2(FΛ1 ⊗ FΛ2)(g).

En particulier, pour h1, h2 ∈ {±1} :

trace(π2,cusp(h1, h2))(g) = k2(FΛcusp(h1) ⊗ FΛcusp(h2))(g).

En utilisant le lemme 7.3 et l’égalité F(Λcusp(1)−Λcusp(−1)) = Λcusp(1)−Λcusp(−1),
on en déduit, pour tout h ∈ {±1} :

trace(π2,cusp(h, 1))(g) − trace(π2,cusp(h,−1))(g)

= −2|SO(3)|p′ |O−(2)|−1
p′ sp(g)k−(FΛcusp(h) ⊗ Λ(∅))

= −(q − 1) sp(g) trace(π(Λcusp(h), Λ(∅))(1) = −(q − 1) sp(g).

En comparant avec les formules du lemme 10.5, on voit que le couple

(π2,cusp(h, 1), π2,cusp(h,−1))

est nécessairement l’un des couples (π′(1, 1), π′(1,−1)) ou (π′(−1, 1), π′(−1,−1)).
Pour h = 1, le deuxième couple est exclu par (1). Pour h = −1, c’est le premier
couple qui est exclu. On en déduit l’énoncé.

12.9.

Lemme. — Supposons n = 2. Alors C1,1;1,1 = 1.

Démonstration. — On considère la situation de 12.2 pour m1 = m2 = 1. Les lemmes
10.4, 10.6 et 12.8 entrâınent l’égalité :

(k(1, 1), trace(π(Λe1
1 , Λe2

2 ))) =
1
4

pour tous e1, e2 ∈ Z/2Z. L’énoncé résulte de l’égalité 12.3(1) appliquée à (h1, h2) =
(1, 1), ε1 = ε2 = 1.
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12.10. Achevons la preuve du théorème 5.1. Puisque n ! 2, les lemmes 12.6, 12.7
et 12.9 entrâınent que Cm1,m2;m1,m2 = 1 pour tous m1, m2 ∈ N tels que m2

1 + m2
2 =

n et m1 ! m2. Les propriétés de symétrie de la matrice C entrâınent alors que
Ch1,h2;h1,h2 = 1 pour tout (h1, h2) ∈ H . Puisque C est unitaire, cela force l’éga-
lité C = 1. Donc i est l’identité sur l’orthogonal dans C[S̃S̃n,pair] du sous-espace
C[S̃S̃n,pair]IJ . On sait déjà que c’est aussi l’identité sur ce sous-espace. Donc i est
l’identité, ce qui équivaut à l’assertion du théorème.
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CHAPITRE 13

LE CAS DU GROUPE SYMPLECTIQUE

On indique rapidement comment adapter la preuve dans le cas du groupe symplec-
tique.

13.1. Nous allons expliquer comment s’adapte la démonstration dans le cas du
groupe symplectique Sp(2n). On ne donnera de preuves que quand elles diffèrent
substantiellement du cas du groupe orthogonal pair.

On note désormais Λ2(∅) le symbole ordonné noté Λ(∅) dans les paragraphes
précédents, c’est-à-dire l’unique élément de S̃0,pair. On note Λ1(∅) l’unique élément de
S0,imp, que l’on peut représenter de sorte que Λ1(∅)+ = {0}, Λ1(∅)− = ∅. Pour h ∈ Z,
on note désormais Λ2,cusp(h) le symbole ordonné noté Λcusp(h) dans les paragraphes
précédents. Pour h ∈ N, on note Λ1,cusp(h) l’unique élément cuspidal de Sh2+h,imp,
que l’on peut représenter de sorte que

Λ1,cusp(h)+ = {2h, 2h− 1, . . . , 1, 0}, Λ1,cusp(h)− = ∅.

Tout d’abord, le théorème 5.1 est vrai pour n = 1 : on le vérifie explicitement grâce à
la table des caractères de Sp(2) = SL(2). La représentation cuspidale π(Λ1(∅),1−(1))
doit être choisie telle que :

trace(π(Λ1(∅),1−(1)))(u) = −1
2
− 1

2
ηu(2)(ζ(−1)q)−1/2q

pour tout unipotent régulier u paramétré par la partition (2) et la donnée ηu(2).
On suppose dans la suite n ! 2 et le théorème vrai pour les groupes Sp(2m) si

m < n.
Comme en 6.4, on démontre que la famille (k(Λ1, Λ2))(Λ1,Λ2)∈SS̃n,mix

est une base
orthonormée de C[Quad(Sp(2n))].

13.2. Soit (Λ1, Λ2) ∈ SS̃n,mix. On note (h1, ρ1), (h2, ρ2) les couples associés en 2.2 à
Λ1, Λ2. À (h1, h2) on associe r′, r′′ ∈ N comme en 3.10. On pose N1 = rg(Λ1)−h2

1−h1,
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N2 = rg(Λ2)− h2
2. Soit g ∈ Sp(2n), que l’on écrit sous la forme g = su, où s est semi-

simple, u unipotent et s et u commutent. On suppose que s n’a pour valeurs propres
que ±1. On note 2n′, resp. 2n′′, la multiplicité de la valeur propre 1, resp. −1. On a :

ZSp(2n)(s) * Sp(2n′) × Sp(2n′′).

On décompose conformément l’élément u en produit u = u′u′′.
On vérifie :

– si 2n′ < r′(r′ + 1) ou 2n′′ < r′′(r′′ + 1), k(Λ1, Λ2)(g) = 0.

Supposons :

(1) 2n′ ! r′(r′ + 1), 2n′′ ! r′′(r′′ + 1).

On pose N ′ = n′ − r′(r′ + 1)/2, N ′′ = n′′ − r′′(r′′ + 1)/2. À toute représentation
irréductible ρ′ de WN ′ , on associe comme en 7.2 un entier b(r′, ρ′) et une fonction
χr′,ρ′ sur Sp(2n′), à support unipotent. De même, à toute représentation irréductible
ρ′′ de WN ′′ , on associe b(r′′, ρ′′) et χr′′,ρ′′ . Remarquons qu’un signe se glisse dans les
formules (4) et (6) de 7.2. Avec des notations similaires à celles de ce paragraphe, on
a maintenant :

χr′,ρ′ = q−b(r′,ρ′)|WN ′ |−1
∑

w∈WN′

sgnr′

CD(w) trace(ρ′)(w)Q(r′, w)

cf. [W] lemme VIII.9. On définit comme en 7.1 l’ensemble N et, pour ν ∈ N , l’en-
semble W (ν). Rappelons que l’on a posé :

e2 =

{
0, si h2 ! 0,

1, si h2 < 0.

Pour ν ∈ N , on définit un caractère χh1,h2,ν du groupe W (ν) par la formule :

χh1,h2,ν(w) =






sgnCD(w′′
2 ), si h1 ! |h2| et h1 + e2 ≡ 1 mod 2Z,

sgnCD(w′′
1 ), si h1 < |h2| et h1 + e2 ≡ 1 mod 2Z,

sgnCD(w′
2), si h1 ! |h2| et h1 + e2 ≡ 0 mod 2Z,

sgnCD(w′
1), si h1 < |h2| et h1 + e2 ≡ 0 mod 2Z.

Pour ρ′ ∈ Irr(WN ′), ρ′′ ∈ Irr(WN ′′), on définit (ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,ν comme en 7.2.

Proposition. — Sous l’hypothèse (1), on a l’égalité :

k(Λ1, Λ2)(g) = ζ(−1)r′(r′+1)/2(ζ(−1)q)δ(r′,r′′)/2

∑

ν∈N
ζ(−1)N ′′

2
∑

ρ′∈Irr(WN′ )
ρ′′∈Irr(WN′′ )

qb(r′,ρ′)+b(r′′,ρ′′)(ρ′ × ρ′′, ρ1 × ρ2)h1,h2,νχr′,ρ′(u′)χr′′,ρ′′(u′′).
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13.3. Pour η ∈ {±1}, on fixe un élément unipotent uη ∈ Sp(2n) paramétré par la
partition (2, 1, .., 1), où 1 est répété 2n−2 fois, et par la donnée ηuη (2) = η. On note (
la forme linéaire sur C(Sp(2n)) définie par ((f) = f(u+)−f(u−) pour f ∈ C(Sp(2n)).
Comme en 7.3, le lemme suivant se déduit de la proposition précédente.

Lemme. — Soit Λ1 ∈ Sn−1,imp.
(a) Pour Λ2 = 1+(1), σ1+(1) ou 1−(1), ((k(Λ1, Λ2)) = 0.
(b) ((k(Λ1, σ1−(1))) = 2(ζ(−1)q)−1/2qnk(Λ1, Λ2(∅))(1).

13.4. Pour tout entier m ∈ N, notons Em l’espace Cm muni de la représentation
naturelle de Wm. Pour tout ρ ∈ Irr(Wm), définissons la fraction rationnelle :

δρ(T ) = (−1)m|Wm|−1
∑

w∈Wm

trace(ρ)(w) det(1 − Tw|Em)−1.

Soit Λ2 ∈ S̃n,pair, notons (h2, ρ2) le couple associé à Λ2.

Lemme
(a) Si h2 )= −1, ((k(Λ1(∅), Λ2)) = 0.
(b) Si h2 = −1, ((k(Λ1(∅), Λ2)) = 2(ζ(−1)q)−1/2qn|Sp(2n− 2)|p′δρ2(q).

Démonstration. — Pour η ∈ {±1}, on calcule k(Λ1(∅), Λ2)(uη) grâce à la proposition
13.2. L’hypothèse 13.2(1) impose r′′ = 0, i.e. h2 ∈ {0,−1}. Si h2 = 0, on a r′ = 0 et
on vérifie que χ0,ρ′(uη) est indépendant de η pour tout ρ′ ∈ Irr(Wn), d’où le (a) de
l’énoncé. Supposons donc h2 = −1. La formule de la proposition 13.2 devient :

(1) k(Λ1(∅), Λ2)(uη) = ζ(−1)(ζ(−1)q)1/2qb(1,ρ2)χ1,ρ2(uη).

Pour toute représentation irréductible ρ de Wn−1, Lusztig associe au couple (1, ρ) :

– une orbite unipotente Cρ ⊆ Sp(2n) et un système local L sur Cρ ;
– une fonction Yρ sur Sp(2n), nulle hors de Cρ.

On définit un préordre sur l’ensemble Irr(Wn−1) par : ρ " ρ′ ⇔ Cρ ⊆ Cρ′ , où
Cρ′ est l’adhérence de Zariski de Cρ′ . On note ∼ la relation d’équivalence associée :
ρ ∼ ρ′ ⇔ ρ " ρ′ et ρ′ " ρ ⇔ Cρ = Cρ′ . L’unique plus petit élément de Irr(Wn−1) est
le caractère sgn, pour lequel Csgn est l’orbite de uη. On a :

(2) Ysgn(uη) = η

cf. [W] VIII.13. Définissons la matrice carrée ω, d’ordre | Irr(Wn−1)| × | Irr(Wn−1)|,
par :

ωρ,ρ′ = (−1)n−1|Sp(2n)|q− dim(Sp(2n))+dim(Cρ)/2+dim(Cρ′ )/2+n−1|Wn−1|−1

∑

w∈Wn−1

trace(ρ)(w) trace(ρ′)(w) sgn(w) det(1 − qw|En−1)−1
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pour ρ, ρ′ ∈ Irr(Wn−1). D’après [L6] paragraphe 24, il existe deux matrices carrées
(Pρ,ρ′ ) et (λρ,ρ′ ) telles que, pour tous ρ, ρ′ ∈ Irr(Wn−1), on ait :

Pρ,ρ′ )= 0 =⇒ ρ < ρ′ ou ρ = ρ′;

Pρ,ρ = 1;

λρ,ρ′ )= 0 =⇒ ρ ∼ ρ′;
tPλP = ω;(3)

χ1,ρ′ =
∑

ρ"ρ′

Pρ,ρ′Yρ.(4)

Parce que sgn est l’unique plus petit élément de Irr(Wn−1), on calcule grâce à (3) :

Psgn,ρ′ =
ωsgn,ρ′

ωsgn,sgn
.

En utilisant (1),(2) et (4), on obtient :

(5) k(Λ1(∅), Λ2)(uη) = ζ(−1)(ζ(−1)q)1/2qb(1,ρ2) ωsgn,ρ2

ωsgn,sgn
η.

Il reste à expliciter :

b(1, ρ2) = (dim(Sp(2n)) − dim(Cρ2) − n)/2,
ωsgn,ρ2

ωsgn,sgn
= qdim(Cρ2 )/2−nδρ2(q)δsgn(q)−1,

δsgn(q) = q(dim(Sp(2n−2))−n+1)/2|Sp(2n− 2)|−1
p′ ,

cf. [L2] lemme 2.4 pour cette dernière égalité. De (5) se déduit le (b) de l’énoncé.

13.5.

Corollaire. — Soit ε ∈ {±1}. Alors :

( ◦ kn(Λ1(∅) ⊗ F1ε(n)) = ε(ζ(−1)q)−1/2qn;(a)

( ◦ kn(Λ1(∅) ⊗ FJn−11ε(1)) )= 0.(b)

Démonstration. — On a :

F1ε(n) =
1
2
(1+(n) + εσ1+(n) + 1−(n) + εσ1−(n)).

Le seule terme de cette expression correspondant à un couple (h2, ρ2) pour lequel
h2 = −1 est σ1−(n). Son couple correspondant est (−1,1Wn−1), où 1Wn−1 est la
représentation triviale de Wn−1. Le (a) de l’énoncé résulte alors du lemme précédent,
en calculant grâce à [L2] lemme 2.4 :

δ1Wn−1
(q) = (q2(n−1) − 1)−1 · · · (q4 − 1)−1(q2 − 1)−1 = |Sp(2n − 2)|−1

p′ .

MÉMOIRES DE LA SMF 96



CHAPITRE 13. LE CAS DU GROUPE SYMPLECTIQUE 151

On a :

F ◦ Jn−1(1ε(1)) = I−n−1 ◦ F ◦ σ(1ε(1))

=
1
2
I−n−1(1+(1) + εσ1+(1) − 1−(1) − εσ1−(1)).

De nouveau, le seul terme contribuant à l’expression (b) est le terme I−n−1σ1−(1).
Pour ρ ∈ Irr(Wn−1), soit Λ(ρ) l’élément de S̃n,pair correspondant au couple (−1, ρ).
Grâce au lemme 2.4, on a :

〈Λ(ρ), I−n−1σ1−(1)〉 = − trace(ρ)(w−
n−1).

Le membre de gauche du (b) de l’énoncé est donc égal à :
ε

2

∑

ρ∈Irr(Wn−1)

trace(ρ)(w−
n−1)((k(Λ1(∅), Λ(ρ))).

Grâce au lemme précédent et à la définition de δρ, ceci s’explicite en :

ε(−1)n−1(ζ(−1)q)−1/2qn|Sp(2n − 2)|p′ det(1 − qw−
n−1|En−1)−1

qui n’est pas nul.

13.6. Soient m1, m2 ∈ N tels que m2
1 + m1 + m2

2 = n. Posons t′ = m1 + m2,
t′′ = sup(m1 − m2, m2 − m1 − 1),

Λsp
1 = {(x, (−1)x); x ∈ {2m1, . . . , 0}}, Λsp

2 = {(x, (−1)x+1); x ∈ {2m2 − 1, . . . , 0}}.

On considère Λ1 comme un élément de Sm2
1+m1,imp. Il est spécial, de défaut 1. Le

symbole ordonné Λsp
2 appartient à S̃m2

2,pair, il est spécial de défaut 0. On note Fam1,
resp. F̃am2, la famille de Λsp

1 , resp. Λsp
2 , dans Sm2

1+m1,imp, resp. S̃m2
2,pair. On représente

tout élément de F̃am2 comme un sous-ensemble de N × {±1} à 2m2 éléments. On
représente tout élément de Fam1 comme un sous-ensemble de N × {±1} à 2m1 + 1
éléments, en convenant d’identifier un tel sous-ensemble avec son image par σ.

Posons M = {|m1 − m2|, . . . , 1}, notons PM l’ensemble des sous-ensembles de M .
Si m1 ! m2, on définit une application :

(1)
F̃am2 × PM −→ Fam1 × F̃am2

(Λ, I) /−→ (Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I))

par :

Λ2(Λ, I) = Λ,

Λ1(Λ, I) = {(x + 2m1 − 2m2 + 1, (−1)h(Λ)+m1−m2+1ε); (x, ε) ∈ Λ}
∪ (∪i∈I{2i, 2i− 1}× {1}) ∪ (∪i∈M!I{2i, 2i− 1}× {−1})∪ {(0, 1)},
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où h(Λ) = d̃ef(Λ)/2. On pose :

c(Λ, I) = h(Λ)2 + 2|I|2 + 2(−1)h(Λ)+m1−m2+1|I|h(Λ) + |I|(1 − 2m1 + 2m2)

+ (−1)h(Λ)+m1−m2+1(1 − 2m1 + 2m2)
h(Λ)

2
.

Si m1 < m2, on définit une application :

(2)
Fam1 × PM −→ Fam1 × F̃am2

(Λ, I) /−→ (Λ1(Λ, I), Λ2(Λ, I))

par :

Λ1(Λ, I) = Λ,

Λ2(Λ, I) = {(x + 2m2 − 2m1 − 1, (−1)h(Λ)+1ε); (x, ε) ∈ Λ}
∪ (∪i∈I({2i − 2, 2i − 3} ∩ N) × {1}) ∪ (∪i∈M!I({2i − 2, 2i − 3} ∩ N) × {−1}),

où h(Λ) = (d̃ef(Λ) − 1)/2. On pose :

f(Λ, I) =






m1 − m2 − 1, si 1 ∈ I et h(Λ) ≡ 0 mod 2Z,

m1 − m2, si 1 )∈ I et h(Λ) ≡ 0 mod 2Z
ou si 1 ∈ I et h(Λ) ≡ 1 mod 2Z,

m1 − m2 + 1, si 1 )∈ I et h(Λ) ≡ 1 mod 2Z;

c(Λ, I) = h(Λ)2 + 2|I|2 + 2(−1)h(Λ)+1|I|h(Λ) + 2|I|f(Λ, I)

+ (−1)h(Λ)+1h(Λ)f(Λ, I) +
h(Λ)

2
+

f(Λ, I)2

2
.

Remarquons que les termes h(Λ) et f(Λ, I) dépendent du choix d’un relèvement
de Λ en un symbole ordonné, mais ni Λ2(Λ, I), ni c(Λ, I) n’en dépendent.

Soit g ∈ Sp(2n), écrivons g = su comme en 13.2. On suppose que s a pour va-
leurs propres 1 avec la multiplicité t′(t′ + 1) et −1 avec la multiplicité t′′(t′′ + 1).
Décomposons u en u′u′′. On suppose u′ paramétré par les données λ(u′) et ηu′ ainsi
définies :

λ(u′) = (2t′, 2t′ − 2, . . . , 4, 2), pour i ∈ Jordbp(λ(u′)), ηu′(i) = ζ(−1)t′+1+i/2.

On suppose u′′ paramétré de façon analogue.

Proposition. — Soient g comme ci-dessus et (Λ1, Λ2) ∈ Fam1 × F̃am2.
(a) Si (Λ1, Λ2) n’appartient pas à l’image de l’application (1) dans le cas où

m1 ! m2, de l’application (2) dans le cas où m1 < m2, on a k(Λ1, Λ2)(g) = 0.
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(b) Supposons que (Λ1, Λ2) soit l’image de (Λ, I) par l’application (1), resp. (2).
Alors on a l’égalité :

si m1 ! m2, k(Λ1, Λ2)(g) = q
δ(t′,t′′)

2 − t′(t′+1)
4 − t′′(t′′−3)

4 ζ(−1)|I|(ζ(−1)q)c(Λ,I);

si m1 < m2, k(Λ1, Λ2)(g) = q
δ(t′,t′′)

2 − t′(t′+1)
4 − t′′(t′′+1)

4 ζ(−1)
t′′(t′′+1)

2 (ζ(−1)q)c(Λ,I).

La démonstration est similaire à celle de la proposition 7.4.

13.7. On conserve les mêmes hypothèses concernant m1, m2 et g. On note o l’anneau
des entiers du corps Q((ζ(−1)q)1/2) (ce corps est soit une extension quadratique de
Q, soit Q lui-même).

Lemme. — Pour tout (Λ1, Λ2) ∈ Fam1 × F̃am2, le nombre

|Fam1|1/2|F̃am2|1/2kn(FΛ1 ⊗ FΛ2)(g)

appartient à 2inf(3,m1+m2)o.

13.8. Pour a ∈ {1, . . . , n} et ε ∈ {±1}, on définit des foncteurs Rε
1,a et Rε

ζ,a comme
en 8.1. On pose m = n − a.

Proposition
(a) Désignons par (I, R) l’un des couples

(Ia ⊗ 1, R+
1,a), (1 ⊗ Ia, R+

ζ,a), (I−a ⊗ (−1)d̃ef/2, R−
1,a), (1 ⊗ I−a ◦ (−1)d̃ef/2,−R−

ζ,a).

Le diagramme suivant est commutatif :

C[SS̃m,mix]
km !!

I
""

C[Quad(Sp(2m))]

R
""

C[SS̃n,mix]
kn !! C[Quad(Sp(2n))].

(b) Désignons par (I, R) l’un des couples (Ia⊗1, R+
1,a), (1⊗Ia, R

+
ζ,a). Le diagramme

suivant est commutatif :

C[SS̃m,mix]
πm

!!

I
""

C[Quad(Sp(2m))]

R
""

C[SS̃n,mix]
πn

!! C[Quad(Sp(2n))].

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2004



154 CHAPITRE 13. LE CAS DU GROUPE SYMPLECTIQUE

13.9. Pour m ∈ N et Λ ∈ Sm,imp, posons :

α =
∑

i=1,...,(|Λ|−1)/2

(|Λ|− 2i)(|Λ|− 2i − 1)
2

,

DΛ(T ) = 2−(|Λ|−1)/2T−α ∆(Λ+, T )∆(Λ−, T )
Θ(Λ+, T 2)Θ(Λ−, T 2)

∏

(x,y)∈Λ+×Λ−

(T x + T y),

cf. 9.5 pour les notations.

Proposition. — Soient (Λ1, Λ2), (Λ′
1, Λ′

2) ∈ SS̃n,mix, supposons |d̃ef(Λ′
1)| = 1,

d̃ef(Λ′
2) = 0. On a les égalités :

(i) dim(π(Λ1, Λ2)) = |Sp(2n)|p′DΛ1(q)D̃Λ2(q) ;
(ii) (trace(π(Λ1, Λ2)), k(Λ′

1, Λ′
2)) = (Λ1 ⊗ Λ2,FΛ′

1 ⊗ FΛ′
2).

13.10. On considère la situation de 4.10, dont on reprend les notations. On pose
n0 = n − N , π0 étant donc une représentation de Sp(2n0). Pour i ∈ {1, . . . , N}, on
note τ(i) l’élément de WN qui envoie i sur −i et fixe j pour j ∈ {±1, . . . ,±N}!{±i}.
On a fixé en 13.3 un élément unipotent uη ∈ Sp(2n) pour η ∈ {±1}. Dans le cas où
n0 > 0, on fixe de même un élément unipotent u0,η ∈ Sp(2n0).

Lemme. — Soit w ∈ WN1 × WN2 . On a les égalités :

trace(T ′(w)(π(u+) − π(u−))|E)

=






qn−n0(q − 1)n0−n|Sp(2n − 2)|p′ |Sp(2n0 − 2)|−1
p′

(trace(π0)(u0,+) − trace(π0)(u0,−)) si w = 1 et n0 > 0,

2q2n−i(q − 1)n0−n+1|Sp(2n− 2)|p′ |Sp(2n0)|−1
p′ dim(π0)

si w = wi pour i ∈ {N1 + 1, . . . , N},
0, dans les autres cas.

Démonstration. — On suppose n0 > 0, la démonstration s’adaptant aisément au
cas n0 = 0. Fixons η ∈ {±1} et b ∈ F×

q tel que ζ(b) = η. On note G = Sp(2n),
G0 = Sp(2n0), X(w) l’ensemble des h ∈ G tels que hgh−1 ∈ UwP . Pour h ∈ X(w),
on note m(h) l’unique élément de M tel que huηh−1 ∈ Uwm(h)U . Comme en 10.1(6),
on a l’égalité :

trace(T ′(w)π(uη)|E) =
∑

P\X(w)

trace(1N1 × ζN2 × π0)(m(h)).

Pour tout i ∈ {±1, . . . ,±N}, notons ui,η l’élément de G qui envoie vi sur −bv−i

si i > 0, sur bv−i si i < 0, et fixe vj pour tout j ∈ {±1, . . . ,±N} ! {i} ainsi que
tout élément de V0. Pour tout i ∈ {0} ∪ {±1, . . . ,±N}, on fixe h(i) ∈ G tel que
h(i)uηh(i)−1 = ui,η. On vérifie que la classe de conjugaison de uη par G est réunion
disjointe des classes de conjugaison par P des ui,η pour i ∈ {0} ∪ {±1, . . . ,±N}.
Autrement dit, G est réunion disjointe des ensembles Ph(i)ZG(uη).
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On a h(0)uηh(0)−1 = u0,η ∈ G0 ⊆ M . On en déduit que pour h ∈ Ph(0)ZG(uη),
on a h ∈ X(w) ⇔ w = 1 et, dans le cas où w = 1, trace(1N1 × ζN2 × π0)(m(h)) =
trace(π0)(u0,η).

Soit i ∈ {−1, . . . ,−N}. On a h(i)uηh(i)−1 = ui,η ∈ U . On en déduit que pour
h ∈ Ph(i)ZG(uη), on a h ∈ X(w) ⇔ w = 1 et, dans le cas où w = 1, trace(1N1 ×
ζN2 × π0)(m(h)) = dim(π0).

Soit i ∈ {1, . . . , N}. On a h(i)uηh(i)−1 = ui,η ∈ Uτ(i)miU , où mi est l’élément de
M qui envoie vi sur bvi, v−i sur b−1v−i et fixe vj pour j ∈ {±1, . . . ,±N}!{±i}, ainsi
que tout élément de V0. On en déduit que pour h ∈ Ph(i)ZG(uη), on a h ∈ X(w) ⇔
w = τ(i) et, dans le cas où w = τ(i),

trace(1N1 × ζN2 × π0)(m(h)) =

{
dim(π0), si i ∈ {1, . . . , N1},
η dim(π0), si i ∈ {N1 + 1, . . . , N}.

On obtient donc :

– si w = 1,

trace(T ′(w)π(uη)|E) = |P\Ph(0)ZG(uη)| trace(π0)(u0,η)

+
∑

i=1,...,N

|P\Ph(−i)ZG(uη)| dim(π0);

– si w = τ(i), pour i ∈ {1, . . . , N1},

trace(T ′(w)π(uη)|E) = |P\Ph(i)ZG(uη)| dim(π0);

– si w = τ(i), pour i ∈ {N1 + 1, . . . , N},

trace(T ′(w)π(uη)|E) = η|P\Ph(i)ZG(uη)| dim(π0);

– dans les autres cas, trace(T ′(w)π(uη)|E) = 0.

L’énoncé se déduit de ces formules, après avoir calculé les nombres d’éléments des
ensembles P\Ph(i)ZG(uη), ce qui est élémentaire.

13.11.

Lemme. — Soient ε ∈ {±1} et Λ1 ∈ Sn−1,imp. Si ε = −1, on suppose Λ1 non cuspi-
dal. On a l’égalité :

((trace(π(Λ1,1ε(1)))) = εqn(ζ(−1)q)−1/2 dim(π(Λ1, Λ2(∅))).

Cela se déduit du lemme précédent comme en 10.1 et 10.2.

13.12.

Lemme. — On a l’égalité :

((trace(π(Λ1(∅),1+(n)))) = (ζ(−1)q)−1/2qn.
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Démonstration. — On considère la situation de 13.10 pour N1 = 0, N2 = n. No-
tons H l’algèbre d’entrelacements de la représentation induite π. Elle a pour base les
opérateurs T (w) = T2(w) = C2(w)T ′

2(w) pour w ∈ Wn. Pour toute représentation
irréductible ρ de Wn, notons ρH la représentation correspondante de H et Λ2(ρ) le
symbole ordonné associé en 2.2 au couple (0, ρ). Pour w ∈ Wn, posons :

(1) Y (w) =
∑

ρ∈Irr(Wn)

trace(ρH)(T (w))((trace(π(Λ1(∅), Λ2(ρ)))).

On a l’égalité :

Y (w) = trace(T (w)(π(u+) − π(u−))|E) = C2(w) trace(T ′(w)(π(u+) − π(u−))|E).

En 4.10, on a dit que C2(si) = 1 pour i ∈ {1, . . . , n − 1} et C2(sn) = (ζ(−1)q)−1/2.
Il en résulte que C2(τ(i)) = (ζ(−1)q)−1/2 pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Grâce au lemme
13.10, on obtient :

(2) Y (w) =






2(ζ(−1)q)−1/2q2n−i(q − 1)1−n|Sp(2n− 2)|p′ ,

si w = τ(i) pour i ∈ {1, . . . , n},
0, sinon.

On a les relations :
– pour i ∈ {1, . . . , n − 1}, (T2(si) + 1)(T2(si) − q) = 0 ;
– (T2(sn) + 1)(T2(sn) − 1) = 0.
Plaçons-nous pour un instant dans une situation plus générale où la dernière égalité

est remplacée par :
– (T2(sn) + 1)(T2(sn) − qc) = 0,

où c ∈ N. On définit une fonction lH sur Wn par :
– pour i ∈ {1, . . . , n − 1}, lH(si) = 1 ;
– lH(sn) = c ;
– pour w ∈ Wn, écrit sous forme réduite w = si1 · · · sit , lH(w) = lH(si1) + · · · +

lH(sit).
Pour ρ, ρ′ ∈ Irr(Wn), posons :

〈ρ, ρ′〉H =
∑

w∈Wn

trace(ρH)(T (w)) trace(ρ′H)(T (w−1))q−lH(w).

Il est connu que :

(3) 〈ρ, ρ′〉H = 0, si ρ )= ρ′,

cf. [CR] 9.17. Notons 1Wn la représentation triviale de Wn. On a

trace(1Wn,H)(T (w)) = qlH(w)

pour tout w ∈ Wn et on calcule aisément :

(4) 〈1Wn ,1Wn〉H = (q − 1)−n
∏

i=1,...,n

(qi − 1)(qi+c−1 + 1).
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Revenons à notre situation où c = 0. Posons :

Y =
∑

w∈Wn

Y (w) trace(1Wn,H)(T (w))q−lH(w).

Remarquons que Λ2(1Wn) = 1+(n). De (1) et (3) se déduit l’égalité :

Y = 〈1Wn ,1Wn〉H((trace(π(Λ1(∅),1+(n)))).

Puisque trace(1Wn,H)(T (w)) = qlH(w) pour tout w ∈ Wn, on a Y =
∑

w∈Wn
Y (w) et

on calcule grâce à (2) :

Y = 2(ζ(−1)q−1/2qn(q − 1)−n(qn − 1)|Sp(2n− 2)|p′ .

On obtient l’énoncé en comparant les deux formules ci-dessus et en calculant grâce
à (4) :

〈1Wn ,1Wn〉H = 2(q − 1)−n(qn − 1)
∏

i=1,...,n−1

(q2i − 1)

= 2(q − 1)−n(qn − 1)|Sp(2n − 2)|p′ .

13.13.

Lemme. — On a l’égalité :

((trace(π(Λ1(∅),1−(n)))) = −(ζ(−1)q)−1/2qn.

Démonstration. — On considère la situation de 13.10 pour N1 = 0, N2 = n − 1,
π0 = π(Λ1(∅),1−(1)). La démonstration est similaire à celle du lemme précédent,
une fois calculées les constantes de structure de l’algèbre H, c’est-à-dire le nombre
C2(sn−1) et l’entier c tel que :

(T2(sn−1) + 1)(T2(sn−1) − qc) = 0.

Pour faire ce calcul, on peut supposer n = 2. L’équation précédente s’écrit :

C2(s1)2T ′
2(s1)2 + C2(s1)(1 − qc)T ′

2(s1) − qc = 0.

Soit f ∈ E un élément non nul à support dans P . Pour tout g ∈ Sp(4), on a l’égalité :

C2(s1)2(T ′
2(s1)2f)(g) + C2(s1)(1 − qc)(T ′

2(s1)f)(g) − qcf(g) = 0.

Connaissant le caractère de π0, un calcul matriciel permet de calculer tous les termes
ci-dessus pour g = 1 et pour g = s1. On obtient deux équations qui déterminent les
inconnues. On obtient c = 2, C2(s1) = −(ζ(−1)q)−1/2. Le lemme s’en déduit.
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13.14. On suppose ici n = 2. On définit les symboles Λ(i) pour i ∈ {0, 1, 2} par :

Λ(0)+ = {2, 1}, Λ(0)− = {0}; Λ(1)+ = {2, 0}, Λ(1)− = {1};
Λ(2)+ = {1, 0}, Λ(2)− = {2}.

Lemme. — Pour tout Λ ∈ S2,1 (cf. 2.1), il existe un polynôme PΛ ∈ Q[T ] de sorte
que :

PΛ(0)(1) = −1, PΛ(1)(1) = 0, PΛ(2)(1) = −1;

en posant P =
∑

Λ∈S2,1
PΛ(q) trace(π(Λ, Λ2(∅))), on a l’égalité :

(k(Λ1,cusp(1), Λ2(∅)), P ) = q2.

13.15. Comme en 13.7, on note o l’anneau des entiers du corps Q((ζ(−1)q)1/2). Dans
le cas où ce corps est une extension quadratique de Q, on note θ son automorphisme
galoisien non trivial.

Lemme. — Soit (Λ1, Λ2) ∈ SS̃n,mix. Supposons |d̃ef(Λ1)| = 1, |d̃ef(Λ2)| " 2. Alors
la fonction trace(π(Λ1, Λ2)) prend ses valeurs dans o. Quand Q((ζ(−1)q)1/2) est
une extension quadratique de Q, l’image de cette fonction par θ est la fonction
trace(π(Λ1, σΛ2)).

Démonstration. — Ces assertions sont vraies pour Λ1 = Λ1(∅), Λ2 = 1−(1) : cela se
voit sur la table des caractères de SL(2). Le lemme s’en déduit comme en 10.7.

13.16. Soit m ∈ N. Pour ε ∈ {±1}, on a introduit en 2.4 l’élément wε
m ∈ Wm. Notons

P2(m) l’ensemble des couples (α, β) de partitions tels que S(α) + S(β) = m. Pour un
tel couple, notons α = (α1 ! · · · ! αr), β = (β1 ! · · · ! βs), avec αr > 0, βs > 0.
On note wα,β l’image dans Wm de (w+

α1
, . . . , w+

αr
, w−

β1
, . . . , w−

βs
) par le plongement

naturel :

Wα1 × · · ·× Wαr × Wβ1 × · · ·× Wβs −→ Wm.

On note C(α, β) la classe de conjugaison de wα,β dans Wm. On pose ε(β) = (−1)s,
Iα = Iα1 ◦ · · · ◦ Iαr , Jβ = Jβ1 ◦ · · · ◦ Jβs .

Lemme. — Soit ε ∈ {±1}. On a l’égalité :

1ε(n) − σ1ε(n) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

|C(α, β)||Wn−1|−1ε(β)Iα ◦ Jβ(1εε(β)(1) − σ1εε(β)(1)).

Deux termes d’indices distincts de cette somme sont orthogonaux.
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Démonstration. — Soit m ∈ N. Pour a ∈ {1, . . . , m}, on a défini en 2.4 les homomor-
phismes :

res+a , res−a : C(Wm) −→ C(Wm−a).

Pour (α, β) ∈ P2(m), que l’on écrit comme ci-dessus, on définit l’homomorphisme :

resα,β : C(Wm) −→ C(W0) = C

par :
resα,β = res−βs

◦ · · · ◦ res−β1
◦ res+αr

◦ · · · ◦ res+α1
.

On note indα,β l’homomorphisme adjoint. Notons 1Wm , resp. 1W0 , la représentation
triviale de Wm, resp. W0. Pour f ∈ C(Wm), on a par définition :

(f, indα,β 1W0) = f(wα,β).

On en déduit que indα,β 1W0 est le produit de |Wm||C(α, β)|−1 par la fonction carac-
téristique de C(α, β). D’où l’égalité :

1Wm =
∑

(α,β)∈P2(m)

|C(α, β)||Wm|−1 indα,β 1W0 .

Deux termes d’indices distincts de cette somme sont orthogonaux.
Appliquons ceci pour m = n−1, transférons cette égalité au terme indicé par h = 1

de la décomposition 2.4(1). Grâce au lemme 2.4, on obtient :

1−(n) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

|C(α, β)||Wn−1|−1Iα ◦ I−β 1−(1),

avec une définition évidente de I−β . En utilisant les formules de commutation de 2.3,
on a aussi :

σ1−(n) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

|C(α, β)||Wn−1|−1ε(β)Iα ◦ I−β σ1−(1).

Dans ces deux formules, les termes d’indices distincts sont orthogonaux. Ceux de la
première sont orthogonaux à ceux de la seconde : ils ont des défauts distincts. Alors :

1−(n) + εσ1−(n) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

|C(α, β)||Wn−1|−1Iα ◦ I−β (1−(1) + εε(β)σ1−(1)),

et deux termes d’indices distincts de cette somme sont orthogonaux. Appliquons F .
Grâce aux formules de commutation de 2.2 et 2.3, on obtient :

F(1−(n)+εσ1−(n)) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

|C(α, β)||Wn−1|−1ε(β)Iα◦Jβ◦F(1−(1)+εε(β)σ1−(1)).

Deux termes d’indices distincts de cette somme restent orthogonaux. On remarque
maintenant que :

F(1−(n) + εσ1−(n)) = 1ε(n) − σ1ε(n),
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et, pour (α, β) ∈ P2(n − 1),

F(1−(1) + εε(β)σ1−(1)) = 1εε(β)(1) − σ1εε(β)(1).

13.17. On définit l’endomorphisme i = π−1
n ◦kn◦F de l’espace C[SS̃n,mix]. C’est une

isométrie qui possède des propriétés similaires à celles relevées en 6.5 et 11.1. On note
Z le sous-espace de C[SS̃n,mix] engendré par les Λ1 ⊗Λ2 où Λ1 et Λ2 sont cuspidaux.

Proposition
(a) Soient n1, n2, a ∈ N tels que n1 + n2 = n, 1 " a " n1, soient Λ ∈ Sn1−a,imp,

Λ2 ∈ S̃n2,pair. Alors i(JaΛ ⊗ Λ2) − JaΛ ⊗ Λ2 appartient à Z.
(b) Soient n1, n2, a ∈ N tels que n1 + n2 = n, 1 " a " n2, soient Λ1 ∈ Sn1,imp,

Λ ∈ S̃n2−a,pair. Alors i(Λ1 ⊗ JaΛ) − Λ1 ⊗ JaΛ appartient à Z.

Démonstration. — Dans la situation de (a), écrivons comme en 11.2 :

JaΛ =
∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε)Λ(x, ε),

notons Ec le sous-ensemble des (x, ε) ∈ E tels que Λ(x, ε) est cuspidal. Remarquons
que Ec a au plus 1 élément. On pose :

(JaΛ)nc =
∑

(x,ε)∈E!Ec

ζ(x, ε)Λ(x, ε), (JaΛ)c =
∑

(x,ε)∈Ec

ζ(x, ε)Λ(x, ε).

Comme au paragraphe 11, des raisonnements purement combinatoires permettent de
démontrer l’assertion de la proposition sauf dans les cas (1) et (2) suivants :
(1) n1 − a > 0, Λ2 = 1+(1) ou σ1+(1) ;
(2) n1 − a = 0, il existe ε ∈ {±1} tel que Λ2 = 1ε(1) ou σ1ε(1).
Dans le cas (1), on peut seulement prouver :

i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2 ou(JaΛ)nc ⊗ Λ2 + (JaΛ)c ⊗ σΛ2.

Si Ec = ∅, c’est terminé. Supposons Ec )= ∅, notons (xc, εc) l’unique élément de Ec. Il
faut exclure la deuxième possibilité ci-dessus. Supposons-la vérifiée. Elle équivaut à :

kn(FJaΛ ⊗ FΛ2) − πn(JaΛ ⊗ Λ2) = πn(ζ(xc, εc)Λ(xc, εc) ⊗ (σΛ2 − Λ2)).

Par symétrie, on peut supposer Λ2 = 1+(1). On a l’égalité :

( ◦ kn(FJaΛ ⊗ F1+(1)) = ( ◦ πn(JaΛ ⊗ 1+(1)).

En effet, cela résulte des lemmes 13.3 et 13.11 et de l’hypothèse de récurrence qui
nous dit que kn−1(FJaΛ ⊗ Λ2(∅)) = πn−1(JaΛ ⊗ Λ2(∅)). On en déduit :

( ◦ πn(Λ(xc, εc) ⊗ (σΛ2 − Λ2)) = 0.

Grâce à la proposition 4.12 b(ii), on a l’égalité :

( ◦ πn(Λ(xc, εc) ⊗ σΛ2) = −( ◦ πn(Λ(xc, εc) ⊗ Λ2),
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et l’égalité précédente devient :

( ◦ πn(Λ(xc, εc) ⊗ 1+(1)) = 0.

Grâce au lemme 13.11, cela entrâıne dim(π(Λ(xc, εc), Λ2(∅))) = 0, ce qui est évidem-
ment faux. Cette contradiction entrâıne l’énoncé sous l’hypothèse (1).

Dans le cas (2), on peut seulement prouver l’une des égalités :

i(JaΛ ⊗ Λ2) = JaΛ ⊗ Λ2 ou JaΛ ⊗ σΛ2

ou(JaΛ)nc ⊗ Λ2 + (JaΛ)c ⊗ σΛ2 ou (JaΛ)nc ⊗ σΛ2 + (JaΛ)c ⊗ Λ2.

Remarquons que Λ = Λ1(∅) et que, par symétrie, on peut supposer Λ2 = 1ε(1).
Supposons d’abord Ec = ∅. Les quatre possibilités ci-dessus se ramènent aux deux
premières. On doit exclure la deuxième. Un raisonnement analogue à celui du cas
précédent y pourvoit, pourvu que πn(JaΛ ⊗ Λ2(∅))(1) )= 0, i.e.

∑

(x,ε)∈E

ζ(x, ε) dim(π(Λ(x, ε) ⊗ Λ2(∅))) )= 0.

Un calcul analogue à celui effectué dans la preuve de la proposition 11.11 montre que
la somme ci-dessus vaut (−1)a+1(qa + 1)−1|Sp(2n − 2)|p′ . Cela démontre l’assertion
dans ce cas. Supposons maintenant Ec )= ∅. Notons σc et σnc les automorphismes,
égaux à 1 ou σ, tels que :

i(JaΛ ⊗ Λ2) = (JaΛ)nc ⊗ σncΛ2 + (JaΛ)c ⊗ σcΛ2.

On doit prouver que σnc = 1 et, si ε = 1, σc = 1. Puisque Ec )= ∅, on a a = 2,
n = 3 et, en notant (xc, εc) l’unique élément de Ec, on a Λ(xc, εc) = Λ1,cusp(1) et
(J2Λ)c = −Λ(xc, εc). Définissons Λ′ ∈ S1,imp par Λ′+ = {1, 0}, Λ′− = {1}. On vérifie
que, avec une notation évidente, (J1Λ′)c = −Λ(xc, εc). D’après ce que l’on a déjà
démontré pour Λ′, il existe un automorphisme σ′, égal à 1 ou σ, de sorte que :

i(J1Λ′ ⊗ Λ2) = (J1Λ′)nc ⊗ Λ2 + (J1Λ′)c ⊗ σ′Λ2.

De plus σ′ = 1 si ε = 1. On vérifie que (J1Λ′ ⊗Λ2, J2Λ⊗Λ2) = 0. Parce que i est une
isométrie, on en déduit l’égalité σncσ′ = σc. D’où :

i(J1Λ′ ⊗ Λ2 − J2Λ ⊗ σncΛ2) = (J1Λ′)nc ⊗ Λ2 − (J2Λ)nc ⊗ Λ2.

Ou encore :

(3) k3(FJ1Λ′ ⊗ FΛ2 − FJ2Λ ⊗ FσncΛ2) = π3((J1Λ′)nc ⊗ Λ2 − (J2Λ)nc ⊗ Λ2).

Appliquons la forme linéaire ( aux deux membres de cette égalité. Grâce au lemme
13.3 et à l’hypothèse de récurrence, on trouve, pour le membre de gauche :

(4) (ζ(−1)q)−1/2q3ε(π2(J1Λ′ ⊗ Λ2(∅))(1) − νπ2(J2Λ ⊗ Λ2(∅))(1)),

où :

ν =

{
1, si σnc = 1,

−1, si σnc = σ.
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Remarquons que (J1Λ′)nc et (J2Λ)nc n’ont pas de termes cuspidaux. Grâce au lemme
13.11, l’image par ( du membre de droite de (3) vaut

(ζ(−1)q)−1/2q3ε(π2((J1Λ′)nc ⊗ Λ2(∅))(1) − π2((J2Λ)nc ⊗ Λ2(∅))(1),

qui n’est autre que :

(5) (ζ(−1)q)−1/2q3ε(π2(J1Λ′ ⊗ Λ2(∅))(1) − π2(J2Λ ⊗ Λ2(∅))(1)).

L’égalité de (4) et (5) entrâıne que :

(1 − ν)π2(J2Λ ⊗ Λ2(∅))(1) = 0.

On a vu ci-dessus que le deuxième facteur était non nul. Donc ν = 1 et σnc = 1.
Si ε = 1, les égalités σncσ′ = σc et σ′ = 1 entrâınent aussi σc = 1. Cela achève de
démontrer le (a) de l’énoncé.

Dans la situation de (b), des raisonnements purement combinatoires analogues à
ceux du paragraphe 11 permettent de démontrer l’assertion, sauf dans le cas où n1 = 0
et n2 − a = 1. Dans ce cas, on peut seulement prouver que :

i(Λ1 ⊗ JaΛ) − Λ1 ⊗ JaΛ ∈ Z ou i(Λ1 ⊗ JaΛ) − Λ1 ⊗ σJaΛ ∈ Z.

On doit exclure la deuxième possibilité. Supposons-la vérifiée. Remarquons que Λ1 =
Λ1(∅) et que l’on peut supposer Λ = 1ε(1), avec ε ∈ {±1}. Par symétrie, on a :

(6) i(Λ1 ⊗ Ja(1ε(1) − σ1ε(1))) + Λ1 ⊗ Ja(1ε(1) − σ1ε(1)) ∈ Z.

Notons (α0, β0
) l’élément de P2(n − 1) défini par α0 = ∅, β

0
= (n − 1). D’après le

lemme 13.16, on a une égalité :

1−ε(n) − σ1−ε(n) =
∑

(α,β)∈P2(n−1)

cα,βΛα,β ,

où :
Λα,β = Iα ◦ Jβ(1−εε(β)(1) − σ1−εε(β)(1))

et les cα,β sont des coefficients non nuls. Deux termes d’indices distincts de cette
somme sont orthogonaux. Posons :

Λ′ = 1−ε(n) − σ1−ε(n) − 2cα0,β
0
Ja(1ε(1) − σ1ε(1))

=
( ∑

(α,β)∈P2(n−1)!{(α0,β
0
)}

cα,βΛα,β

)
− cα0,β

0
Λα0,β

0
.

Ce terme Λ′ a même norme que 1−ε(n) − σ1−ε(n). Pour (α, β) ∈ P2(n − 1) !
{(α0, β0

)}, on a déjà montré que i(Λ1 ⊗ Λα,β) − Λ1 ⊗ Λα,β appartenait à Z. La
relation (6) nous dit que i(Λ1 ⊗ Λα0,β

0
) + Λ1 ⊗ Λα0,β

0
appartient à Z. On en déduit

que i(Λ1 ⊗ Λ′) − Λ1 ⊗ (1−ε(n) − σ1−ε(n)) appartient à Z, ou encore :

i(Λ1 ⊗ Λ′) = Λ1 ⊗ (1−ε(n) − σ1−ε(n)) + Z,
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avec Z ∈ Z. Parce que i est une isométrie et que les deux termes du membre de droite
ci-dessus sont orthogonaux, on a en fait Z = 0 et l’égalité précédente s’écrit :

kn(Λ1(∅) ⊗ F(1−ε(n) − σ1−ε(n))) − πn(Λ1(∅) ⊗ (1−ε(n) − σ1−ε(n)))

= 2cα0,β
0
kn(Λ1(∅) ⊗ F ◦ Ja(1ε(1) − σ1ε(1))).

Appliquons la forme linéaire ( aux deux membres. Grâce aux lemmes 13.5(a), 13.12
et 13.13, et aux propositions 3.10(iii) et 4.12(b)(ii), le membre de gauche s’annule.
Grâce au lemme 13.5(b) et à la proposition 3.10(iii), le membre de droite ne s’annule
pas. Cette contradiction achève la démonstration.

13.18. Comme en 11.13, on définit un espace C[SS̃n,mix]IJ .

Corollaire. — On peut choisir l’application πn,cusp de sorte que la restriction de i

au sous-espace C[SS̃n,mix]IJ soit l’identité.

On fixe ainsi πn,cusp.

13.19. On pose :

H = {(h1, h2) ∈ N × Z; h2
1 + h1 + h2

2 = n}.

On définit une matrice carrée C d’ordre |H | × |H | comme en 12.1. Elle est unitaire.
Pour (h1, h2), (h′

1, h
′
2) ∈ H , on a les égalités :

Ch1,−h2;h′
1,−h′

2
= Ch1,h2;h′

1,h′
2
,

Ch1,h2;h′
1,h′

2
= 0 si h2 )≡ h′

2 mod 2Z.

Définissons o et θ comme en 13.15. Il est visible sur les définitions, que, pour
(h1, h2) ∈ H , la fonction k(h1, h2) = k(Λ1,cusp(h1), Λ2,cusp(h2)) prend ses valeurs
dans o et, quand Q((ζ(−1)q)1/2) est une extension quadratique de Q, on a l’égalité
θ(k(h1, h2)) = (−1)h2k(h1, h2). En utilisant cela et le lemme 13.15, on démontre
comme en 12.3 que les coefficients de C sont rationnels. On montre ensuite comme en
12.4 et 12.5 qu’ils appartiennent à 2−NZ pour un entier N assez grand.

Lemme. — Soient m1, m2 ∈ N tels que m2
1 + m1 + m2

2 = n et m1 + m2 ! 2. Alors
Cm1,(−1)m1+1m2;m1,(−1)m1+1m2 = 1.

Démonstration. — On définit F̃am2 comme en 12.2, ainsi que Λe
2 pour e ∈ Z/2Z. On

introduit le symbole spécial :

Λsp
1 = {(x, (−1)x); x ∈ {2m1, . . . , 0}},
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on note Fam1 sa famille dans Sm2
1+m1,imp. Comme en 12.6, pour (Λ1, Λ2) ∈ Fam1 ×

F̃am2, on pose :

Y (Λ1, Λ2)

=
∑

(h1,h2)∈H

k(h1, h2)
∑

h′
2∈{±m2}

(−1)〈Λ1,Λ1,cusp(m1)〉+〈Λ2,Λ2,cusp(h′
2)〉(Ch1,h2;m1,h′

2
−δh1,h2;m1,h′

2
).

Soit g ∈ Sp(2n) vérifiant les conditions de 13.6. Les formules de 3.9 montrent que,
pour (h1, h2) ∈ H ! {(m1, (−1)m1+1m2)}, on a l’égalité k(h1, h2)(g) = 0. Posons
K = k(m1, (−1)m1+1m2)(g), qui est non nul. Supposons m2 )= 0 (le raisonnement
s’adapte aisément au cas m2 = 0). Pour ε ∈ {±1}, posons :

c(ε) = Cm1,(−1)m1+1m2;m1,εm2 − δm1,(−1)m1+1m2;m1,εm2 .

Alors, pour e ∈ Z/2Z, on a l’égalité :

Y (Λsp
1 , Λe

2)(g) = K
∑

ε∈{±1}

εec(ε).

Cette égalité s’inverse en :

(1) c(ε) =
1

2K

∑

e∈Z/2Z
εeY (Λsp

1 , Λe
2)(g).

Mais on a l’égalité :

Y (Λ1, Λ2) = |Fam1|1/2|F̃am2|1/2(trace(π(Λ1, Λ2)) − kn(FΛ1 ⊗ FΛ2))

pour tous (Λ1, Λ2) ∈ Fam1× F̃am2. Grâce à l’hypothèse m1 +m2 ! 2, les lemmes 13.7
et 13.15 entrâınent que, pour tout e ∈ Z/2Z, Y (Λsp

1 , Λe
2)(g) ∈ 4o. Parce que K est

premier à 2 et c(ε) est rationnel pour tout ε ∈ {±1}, on déduit de (1) les relations :

c(1), c(−1) ∈ 2Z, c(1) − c(−1) ∈ 4Z.

D’autre part, l’unitarité de la matrice C entrâıne :

(c((−1)m1+1) + 1)2 + c((−1)m1)2 " 1.

Prises ensemble, ces relations entrâınent les égalités c((−1)m1) = c((−1)m1+1) = 0.
La dernière entrâıne l’énoncé.

13.20. Si m1, m2 ∈ N vérifient m2
1 +m1 +m2

2 = n et m1 +m2 " 1, on a soit m1 = 0,
m2 = n = 1, cas que l’on a déjà traité, soit m1 = 1, m2 = 0, n = 2. Dans ce cas,
en utilisant le lemme 13.14, on démontre comme en 12.7 que C1,0;1,0 = 1. On a ainsi
supprimé la restriction m1 + m2 ! 1 de l’énoncé du lemme précédent. On démontre
ensuite comme en 12.10 que C est la matrice identité, ce qui achève la preuve du
théorème.

MÉMOIRES DE LA SMF 96



BIBLIOGRAPHIE

[A] T. Asai – « Unipotent class functions of split special orthogonal groups SO+
2n

over finite fields », Comm. Algebra 12 (1984), p. 517–615.
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