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SUR LE TRANSFERT
DES INTÉGRALES ORBITALES

POUR LES GROUPES LINÉAIRES
(CAS p-ADIQUE)

François Courtes

Résumé. — Le but de cet article est de résoudre le problème du transfert
des intégrales orbitales de SLn {F), où F est un corps local non archimédien de
caractéristique 0, à ses groupes endoscopiques, dans le cas où la caractéristique
résiduelle p de F est strictement supérieure à n. On démontre en fait le résultat
suivant (qui l'implique) : si G = GLn{F) et H = GLm(E), où E est une
extension de F modérément ramifiée de degré n/m, et si p est quelconque, le
transfert de G à H marche pour les éléments semi-simples réguliers engendrant
dans Mn {F} une algèbre qui est produit d'extensions modérément ramifiées
de F.

Au voisinage de l'unité, on peut développer les intégrales orbitales sur G
et H en germes de Shalika ; il suffit donc de les comparer pour des fonctions
appartenant à un certain espace bien choisi. Pour ces fonctions, on a un autre
développement en germes, liés aux traces tordues d'induites de représentations
de Steinberg. On calcule donc de telles traces, puis on établit des relations
de récurrence (sur n) sur la valeur des intégrales orbitales, d'où l'on déduit
des relations de récurrence sur la valeur de ces germes. On obtient également
des relations de récurrence sur la valeur des facteurs de transfert ; toutes ces
relations permettent de comparer la valeur des germes sur G et sur H ' , le
résultat cherché s'en déduit.
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Abstract. — Thé purpose of this article is to solve thé problem of thé
transfer of intégral orbitals from SLnÇF)^ where F is a local nonarchime-
dean field, to ils endoscopie groups, when thé residue characteristic p of F is
strictiy greater than n. In fact, one shows thé following resuit (which implies
thé transfer) : with G = GLn (F) and H = GLm (E)^ E being a tamely ra-
mified extension of F of degree n/m, and for any p, thé transfer from G to H
hoids on thé set of semisimple regular éléments which générale in Mn (F) an
algebra which is thé product of tamely ramified extensions of F.

In a neighborhood of unity, orbital intégrais on G and H can be developed
in Shalika germs ; it is enough then to compare them for functions belonging
to some well-chosen space. For thèse fonctions, one gets another development
in germs, related to twisted traces of induced Steinberg représentations. Thé
computation of such traces, combined to récurrence relations (on n) on thé
value of orbital intégrais, gives récurrence relations on thé values of thèse germs.
One gets récurrence relations on thé value of transfer factors too ; ail thèse
relations allow us to compare thé value of germs on G and Jî, and thé resuit
follows.
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INTRODUCTION

L'un des principaux problèmes de la théorie des formes automorphes est la
comparaison de la formule des traces pour deux groupes réductifs différents,
en particulier pour un groupe quasi-déployé et une de ses formes intérieures.
Or on se rend rapidement compte que dans ce cas, il faut trouver une formule
des traces stable, c'est-à-dire exprimée comme une somme sur les classes de
conjugaison stable et non sur les classes de conjugaison sur F. Cela nécessite en
particulier de vérifier le problème du transfert d'un groupe à ses groupes endo-
scopiques, ainsi que, dans le cas j?-adique et non ramifié, le lemme fondamental.
Or dans le cas ^-adique, on n'a que des résultats partiels.

Le transfert pour SLn a été vérifié pour la première fois par Labesse et
Langlands, dans le cas n = 2 (cf. [8]). Il a ensuite été traité pour e d'ordre n
par Kazhdan (cf. [7]), puis dans le cas non ramifié par Waldspurger (cf. [17]).

Signalons que le problème traité ici a été également résolu par Waldspurger
d'une manière entièrement différente. Ici, la méthode utilisée est purement
locale ; de plus, le fait que le corps est de caractéristique 0 n'intervient que
dans le lemme 4.1.2, qui utilise le théorème 0 de [6] (cf. [17, III.1]). Il devrait
donc être possible d'adapter la démonstration à des corps de caractéristique
non nulle.

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique 0, de caractéristique
résiduelle p ; soit w une uniformisante de F^ 0 l'anneau des entiers de .F,
p = ̂ 0 son idéal maximal.

Soit G = GLn(F), Gi = SLn{F). D'après [9, III], les groupes endosco-
piques de G\ sont de la forme suivante : soit E une extension cyclique de F
d'indice de ramification e et de degré résiduel /, telle que ef divise n; soit
m = n/ef^ et soit des entiers strictement positifs mi , . . . ,m^ dont la somme
est m. Posons :

H = GLm, (E) 0 ... 0 GLm, (E) ;



2 INTRODUCTION

soit H^ le sous groupe des éléments ^ de H tels que A^/^odét (/i) = 1. Alors ̂ i
est un groupe endoscopique de Gi, et on obtient tous les groupes endoscopiques
de G4 de cette façon. Dans ce qui suit, on s'intéressera uniquement aux groupes
endoscopiques elliptiques (ie tels que H = GLm (£Q), le cas des autres groupes
endoscopiques s'en déduisant facilement.

Soit e un caractère de F" de noyau N ^ / p (-K*). Comme l'extension E / F est
cyclique de degré e/, e est d'ordre ef ; de plus, sa restriction à O* est d'ordre
e.

Soit G11 l'ensemble des éléments g de G semi-simples réguliers tels qu'il
existe h e H et un isomorphisme de F-algèbres entre F [g] et E [h] qui envoie
g sur h ; on dit alors que h est une image de g dans H.

Soit 7 ç G11. Alors le centralisateur T^ de 7 dans G est un tore maximal de
G, et pour tout g G T^, on a ^ o dét (^) = 1. On peut donc définir, pour tout
/ dans l'espace C^° (G) des fonctions sur G localement constantes à support
compact, l'intégrale orbitale (tordue par e} de / en 7 de la façon suivante :

Ic{f^)= f ^dét{g)f(g-^g)dg^
JT^\G

la mesure sur T^\G étant déduite des mesures de Haar sur Ty et G.
On définit de la même façon pour 7^ ç H, f ç (oœ (.ff), l'intégrale orbitale

de /' en 7^ :

lH{f^H)= ! fÇg^^dg.
JT^\H

Soit 7 ç G^, et soit 7^ une image de 7 dans Jî. On définit le facteur de
transfert A^ (7,7^) de G sur H de la façon suivante : soient h,h' e 7î, et
soient / i i , . . . , hm (resp. /^ , . . . , /^) les valeurs propres de h (resp. h'} dans
une extension de E les contenant toutes. Posons :

r(h^l)= n (^-^.).
îj=l

Alors on pose :

1/2

A.,i(7,7^) = H ^(77,LT(7^)) Idétc^)!?"^2;
0-,TçGal(£;/F),(7^T ^

cette expression ne dépend en fait pas du choix de 7^ lorsque 7 est elliptique.
D'autre part, soit v un élément de F71 tel que les 7^ (^), 0 < A- < n - 1,
engendrent F71 ; puisque 7 est régulier, il en existe. Posons :

A,,2 (7) = e-1 (dét (^ 7 ( z ; ) , . . . , 771-1 (^))) ,
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INTRODUCTION 3

le déterminant étant pris par rapport à la base canonique de F71 ; cette expres-
sion ne dépend pas du choix de v. On pose alors :

A^ (7,777) = A^i (7,777) A^2 (7) •

On vérifie aisément l'assertion suivante : si g ç G et h G H^

^e (^^ h~^^nh} = e o dét (g) A^ (7,777).

Le problème du transfert consiste à montrer la proposition suivante :

THÉORÈME. — Pour tout f G C^° {G), il existe fn e C^° (H) telle que pour
tout 7 ç G11 et pour toute image 777 de 7 dans H , on ait :

^ (/^ 7^) = A, (7,7^) J^ (/, 7).

Par restriction à G\ et H\^ on obtient le transfert pour SLn.
L'objet de cet article est de le démontrer dans le cas où p est strictement

supérieur à n. Pour cela, on montre (théorème 5.2.1) l'égalité ci-dessus avec
les deux restrictions suivantes :

- on suppose E / F modérément ramifiée (c'est-à-dire telle que e n'est pas
multiple de p) ;

- on considère uniquement les 7 tels que F [7] est un produit d'extensions
modérément ramifiées de F.

Il est clair que ces deux conditions sont vraies quels que soient E et 7 si p > n.
La seconde est également vraie pour tout 7 si p > m.

Soit f ç C^° {G). On définit ̂  sur l'ensemble des éléments de H semi-simples
G-réguliers par :

^ (777) = A^ (7.7^) IG (f. 7).

où 7 est un élément de G11 tel que 777 est une image de 7. L'égalité cher-
chée est équivalente à l'assertion suivante : il existe ^H ^ G^° (H) telle que
I H ^ H ^ H ) = ^f (7^) pour tout 777 € H semi-simple G-régulier. Voici une
esquisse de la preuve, développée plus en détail dans la section 5.2.

En utilisant [11, lemme 2.2 A], on montre qu'il suffit de poser une condition
locale au voisinage d'un point semi-simple quelconque 70,77 de H. On peut se
ramener facilement au cas 70,77 elliptique, puis au cas 70,77 = 1. Le problème se
ramène alors à comparer les germes de Shalika sur H et les germes de Shalika
tordus par e sur G.

Pour cela, on va en fait comparer des germes d'un autre type. Avant de
définir ceux-ci, nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Soit K = GLn (0) le sous-groupe compact maximal standard de (5, et soit
1 le sous-groupe d'Iwahori standard de G : c'est le sous-groupe des éléments

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997



4 INTRODUCTION

de K triangulaires supérieurs modulo p. Soit r) un caractère de / de la forme
suivante : si h ç 1 et si / i i , . . . , hn sont les termes diagonaux de h, on pose :

rJ{h)=f[eeW(h,)^
i=l

où e est une application de { 1 , . . . , n} dans Z/eZ dont toutes les fibres ont n / e
éléments ; soit l'espace de fonctions :

r1 = {f e C,00 (G) | \/g e CÏ.V/i,// ç I^{h'gh} = e o dét (//) 7^ (/^) f(p)} .

Soit £ l'ensemble des caractères r] de la forme ci-dessus ; on note 7e la somme
directe des ̂ .

Pour tout entier k > 0, soit V {k) (resp. P° (fc)) l'ensemble des partitions
non ordonnées (resp. ordonnées) de fc. Pour toute partition À = ( A i , . . . , À^) de
fc et tout entier /, on note :

a=(^...,/À,);

^ = (^l? . . . , À^, . . . , AI , . . . , À^) ,

la séquence étant répétée l fois, et :

A * ; = ( A i , . . . , A i , . . . , À ^ . . . , À ^ ) ,

chaque terme étant répété l fois; ce sont des éléments de P{lk). On vérifie
aisément que les trois opérations ci-dessus commutent entre elles.

Pour tout entier k > 0, soit Sij, la représentation de Steinberg de GL^ (F).
Soit À = ( A i , . . . , \t) e V (k) ; on pose :

St^Ind^^StA^-.^St^),

où P (À) est le sous-groupe parabolique triangulaire supérieur de Levi :

M ( À ) = G L ^ ( F ) x . . . x G ^ ( F ) .
Pour À G V (m), posons :

St^ = Ind^^. (siA ( S ) { e o dét) StA 0 • • • 0 (e^"1 o dét) StA) ,

et notons V^ son espace. Si\ est une induite de représentation irréductible
de carré intégrable; d'après [19], elle est irréductible, de plus, elle vérifie la
propriété suivante :

Sti^(6odét)Sti;

il existe donc un opérateur d'entrelacement A\ G GL(V^}, unique à une
constante multiplicative près, tel que l'on ait, pour tout g G G :

AI o Sti (g) = e o dét (g)-1 St^ (g) o A\.

MÉMOIRES DE LA SMF 69



INTRODUCTION 5

Fixons, pour tout À, un tel opérateur. Pour tout v ç Z, soit G^r l'ensemble
des éléments de G11 compacts (c'est-à-dire dont toutes les valeurs propres dans
la clôture algébrique de F ont même valuation) et dont la valuation du détermi-
nant (dans G) est vf. Soit enfin pour tout k ç Z, 1^ la fonction caractéristique
des éléments de G dont la valuation du déterminant vaut k, et le la fonc-
tion caractéristique des éléments compacts de G. On a la proposition suivante
(4.1.1) :

PROPOSITION 1. — Soit v e Z. Posons :
m

1=
pgcd (m, v) '

Alors pour tout X G P° (m/l}, il existe une unique fonction :

^ '' G^f -^ C

telle que pour tout 7 G G^p et tout f G 7e, on ait :

IG (f .7)= E ^ ̂ iïA^ °st^ (wu).
Aep°(m/0

On a un résultat analogue sur H^ en considérant cette fois l'espace T-LH des
fonctions sur H biinvariantes par le sous-groupe d'Iwahori standard IH de H ;
on obtient donc des fonctions s\^n, X ç P° (m/l).

Pour v = 0, soit 52,G' (resp. 52,^) l'espace vectoriel engendré par les A^G^ ̂
(resp. les s^n) ; ^^ ne dépend pas du choix des A^. En les normalisant
convenablement (comme décrit dans 1.4), on obtient la proposition suivante
(5.1.1) :

PROPOSITION 2. — Soit v <E Z, et soit 7 e G^ ^ que F [7] /F e^ produit
d'extensions modérément ramifiées de F , et 77^ une image de 7 dans H . On a
pour tout \çP° {m/l) :

A^C? (7.7^) S^G (7) = ̂ 1S\,H (7^) .

où 5i îm^ ±1 e^ ne dépend pas de À.

6:1 sera défini plus précisément par la suite. Un corollaire immédiat de cette
proposition est que 52,G' = 5s, H ' On vérifie enfin que ces espaces sont bien
égaux respectivement aux espaces 61^ et 5^ engendrés par les germes de
Shalika sur G et sur H^ ce qui permet de conclure.

Pour montrer la première proposition, on procède de la manière suivante : on
déduit d'un théorème de Kazhdan que l'on peut écrire la distribution 7ç (-.7)
en fonction des trAyr OTT (l^ylc-), où TV est une représentation irréductible tem-
pérée de G telle que TT ̂  {e o dét) TT et A^ est l'opérateur d'entrelacement cor-
respondant, défini à une constante multiplicative près. Lorsque, pour rj ç <?,

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997



6 INTRODUCTION

l'espace V (pr)^ des vecteurs v de l'espace de TT vérifiant pour tout h G 1 :

TT (h) v = rj {h)~1 v

est trivial (cette condition ne dépend pas du choix de T?), une telle trace est
nulle ; lorsque V (TI-)^ est non trivial, elle est égale à une trace de la forme
trAj^ o Stj^ (l^ylc-) multipliée par une constante. Il suffit alors de vérifier que
ces traces sont linéairement indépendantes pour en déduire la proposition.

On montre la deuxième proposition par récurrence sur n, le cas n = m = 1
étant trivial. Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

- on calcule les traces tordues des induites de représentations de Steinberg
pour des éléments de 7e bien choisis (propositions 3.3.1, 3.4.2 et lemmes
2.4.1 et 2.4.3);

- on établit des relations de récurrence sur la valeur des intégrales orbitales
de ces mêmes fonctions, pour 7 elliptique régulier et F [7] / F modérément
ramifiée (propositions 4.2.2 et 4.3.1) ;

- on déduit des deux étapes précédentes des relations de récurrence sur la
valeurs des germes pour ces mêmes 7 (propositions 4.2.18 et 4.3.2) ;

- on établit des relations de récurrence sur la valeur des facteurs de trans-
fert, toujours pour 7 elliptique régulier et F [7] / F modérément ramifiée
(lemmes 4.2.20 et 4.3.3) ;

- on en déduit, toujours pour ces mêmes 7, l'égalité de la proposition par
récurrence ;

- on traite enfin le cas 7 non elliptique par passage à un Levi convenable.
La récurrence s'effectue de la manière suivante : lorsque 7 est elliptique et

F [7] / F est modérément ramifiée, il existe d'après [5] des éléments 8 et 7' de
F [7] vérifiant les propriétés suivantes :

- 7 = sy ;
- 7' est un élément de l'anneau des entiers Oph] de F [7] congru à 1 modulo

l'idéal maximal ;
- si on pose F' = F [J], 6 est F ' /F-cuspidal, c'est-à-dire :

- la valuation a de Ô dans F ' et l'indice de ramification b de F ' / F
sont premiers entre eux ;

- si w est une uniformisante de F^ l'image de w~a6b dans le corps
résiduel de F ' engendre celui-ci sur celui de F.

La décomposition n'est pas unique mais F ' et a le sont. Soit c le degré résiduel
de F1 J F \ posons n1 •== n/bc, G' = GL^i ( F ' ) . La proposition 4.2.2 établit une
relation entre des intégrales orbitales sur G pour 7 et des intégrales orbitales
sur G' pour 7' ; la proposition 4.2.20 fait la même chose pour les facteurs de
transfert.
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INTRODUCTION 7

La récurrence ci-dessus ne marche pas dans tous les cas : en effet, lorsque
7 est lui-même un élément de Op^ congru à 1 modulo l'idéal maximal, on a
F ' = F^ et 7 = 7' à un élément de 1 + p près. Il est donc nécessaire de traiter
séparément ce cas : on peut alors écrire 7 = 70 (1 + ^7'L avec :

- 70 est un élément de 1 + p G F ;
- 77 est un élément de l'anneau des entiers Oph] de F [7] congru à 1 modulo

l'idéal maximal ;
- si F ' = F[8], 6 est F ' /F-cuspidal, et F ' est strictement plus grand que

F.
Posons 7" = ô^' ; la proposition 4.3.1 établit une relation entre des intégrales
orbitales sur G pour 7 et pour 7" ; on obtient également la proposition 4.3.3
pour les facteurs de transfert. Les deux cas étudiés ci-dessus suffisent à faire
marcher la récurrence dans tous les cas ; on en déduit la deuxième proposition.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1. Partitions

Soit pour tout entier k, V (fc) l'ensemble des partitions non ordonnées de
fc, et P° Çk) C P (fc) l'ensemble des partitions ordonnées de k. Pour À =
( A i , . . . , \t) C V (fc), on notera t (A) = t \e nombre de termes de A.

A toute partition A = ( A i , . . . , A^) G V (fc), on peut associer une décompo-
sition de {! , . . . , k} en intervalles disjoints Ji , . . . , Jf de la manière suivante :
pour tout î, on a :

i-i

^^I^+l^-^^
[j-i j=i
^A^ - 1 - 1 , . . . , ^ A ^

J-l J=l J

On sait qu'il existe une bijection canonique entre P (n) et l'ensemble des
sous-groupes paraboliques standard (c'est-à-dire contenant le sous-groupe de
Borel B des matrices triangulaires supérieures) de G : pour toute partition
^ = (^lî • • • •> ^t) ^ ^P {n)^ on notera donc P (A) le sous-groupe de G des matrices
triangulaires supérieures par blocs dont les blocs diagonaux sont de tailles
respectives A i , . . . , \t.

Enfin, soit A = ( A i , . . . . A^) G P (n), et soit, pour tout z,

a(,) = (0^1,.... a^si) G P (A,).

(a(i) , . . . ,Q^)) = (a l^l , . . . ,a l^^Q/2, l , . . . ,Q /^J e P (n) .

upe de Weyl, groupe îî

On note :

1.2. Groupe de Weyl, groupe îî

Soit IV = Wn le groupe de Weyl de G, que l'on identifiera au sous-groupe
de G composé des matrices de permutation. Soit également ^î = Sïn le sous-
groupe des éléments de G de la forme wwz, avec w e W, z = ( ^ i , . . . , Zn) G Z71
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et :
w Zl

W2 =

W

On vérifie que fl = fîo xi C^ °ù ^o es^ l'ensemble des éléments de fl dont la
valuation du déterminant est nulle, et où :

/ 1 \

c-
w

fÎQ est engendré par 5 i , . . . , s^ où < 5 i , . . . . , 5^-1 sont les matrices de transposi-
tion qui engendrent W ^ et où :

w

«Syl ——

w

on vérifie que l'on a pour tous i^j (les indices étant pris modulo n) :

^i = 1;

^i^i-}-l^i = ̂ î+l^^î+lî

S j ^ S j ==- SjS^

si j ^ z — 1^ ̂  z + 1 ; (^ agit sur fîo P3-1' :

C'^îC = ^+1
pour tout z, les indices étant pris modulo n. On peut assimiler W au groupe
de permutations Sn ; de plus, on démontre aisément le lemme suivant :

LEMME 1.2.1. — // existe un isomorphisme ^ entre ^î et le sous-groupe S'
du groupe S (Z) des permutations de Z constitué des éléments x tels que, pour
tout k 6 Z ;

x (k + n) = x (fc) + n.

^ est défini de la manière suivante :

- Pour tout i ç {1, . . . , n}, ̂  {s^ est l'élément de S (Z) qui permute i + kn
et i + 1 + kn pour tout k G Z ;

- ip {Ç} est Inapplication i ̂  i — 1.

MÉMOIRES DE LA SMF 69



1.3. ALGÈBRE DE HECKE 11

On a alors, pour tout i e { 1 , . . . . n}, tout z = (^ . . . . Zn) <E Z71 et tout w ç W :
(^ (wwz)) (i) = ̂  (w) (%) - ZiU.

On utilisera ^ pour identifier Sî à S ' .
Soit x e ̂  ; on note / (rr) la longueur de rc. On a, en utilisant l'identification

ci-dessus :

l ( x ) =card{(î . j ) ç {! . . . . . n} x Z | i < j,x (i) >x{j}}.
Pour tout entier fc, on notera ̂  et W/, les sous-groupes de GL^ (F) ana-

logues à 0 et IV. De plus, soit M = M (A) un sous-groupe de Levi standard de
G ; on notera également OM, WM ou S^A^A les sous-groupes de M analogues.
On notera également ^ÎH et WH les sous-groupes de H analogues.

Soit À = ( A i , . . . . \t) ç P (n), et M = M (A). Si x ç ^M, on notera ̂  (^)
la longueur de x en tant qu'élément de SÏM '• si on pose x = (x^ , . . . , Xt), on a :

t
^(x) =^l(xi).

i=l

Si x ç TV^, on a /M (x) = l (x) ; ce n'est pas vrai pour x G ÎÎM quelconque,
mais on calcule, si x = w^, w^ G WM; ^ = ( ^ i , . . . , ̂ ) e Z71 :

l ( x ) - IM (x) = ^ \Zi-Zj\,

(iJ)^C

où C est l'ensemble des couples (z,j) tels que i < j et que z et j ne sont pas
dans le même intervalle pour la décomposition de { 1 , . . . . n} suivant A.

On a enfin les égalités :

G = \_] 1x1',
x^

K= J Iwl.
wçW

1.3. Algèbre de Hecke

Soit r]o le caractère de I défini par, si g = (^7). G I :

rJo(9)=f[eeo^{gn)^
i=l

avec :

(eo ( 1 ) , . . . , 60 (n)) = (0 , . . . . 0 ,1, . . . . 1,.... e - 1,... . e - 1),
chaque terme étant répété n / e fois. C'est un élément de £ ; de plus, pour tout
rj G <?, si 6 est l'application de { ! , . . . , n} dans { 0 , . . . , e - l } associée à 77,
(6 (1) . . . . . 6 (n)) est l'image de (eo ( 1 ) . . . . . 60 (n)) par une permutation.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997
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Soit 77 G <?, et soit 6 l'application de { 1 , . . . , n} dans { 0 , . . . , e — 1} associée
à 77. Pour tout w G IV, on notera w (77) l'élément de £ associé à e o w~1.

Soit À = ( À I , . . . , À ^ ) G ^(^), et soit 7^ le sous-groupe parahorique des
éléments de K triangulaires par blocs modulo p, dont les blocs diagonaux sont
de taille respective A i , . . . , \t. Soit r] G £ ; on peut étendre rj à I\ à la condition
suivante : si J i , . . . , Jf est la décomposition de { 1 , . . . , n} en intervalles associée
à À, et si 6 est l'application de { ! , . . . , n} dans { 0 , . . . , e — 1} associée à 77, e
est constante sur chacun des Ji. On pose alors, pour h e I\ dont les blocs
diagonaux sont / i i , . . . , ht :

t
r] (h) =Y[eeu^) odét(hi),

i=l

où pour tout % , ji est un élément de Ji arbitraire.
Pour tout rj 6 <f, soit W l'algèbre de Hecke des fonctions / G C^° (G) telles

que pour tout g G G et tous /i, /^' G J, on ait :

/ (/^/i) = 77 (/O/(<?).
Soit également T^ l'espace des fonctions / G C^° (G} telles que pour tout
g G G et tous /i, h' G J, on ait :

f(hlgh}=eoàéi(hr}r](hhl}f{g}.

On posera 'H0 = ?^°, J^0 = ̂ °. Posons également :

^ =Q)^.

77^

Soit 77 G <?, et soit H^ le sous-groupe des éléments w de W vérifiant w (rf) =
r]. Il existe un isomorphisme canonique de W^ dans W^/eY défini de la manière
suivante : soit, pour tout i G { 0 , . . . 5 e — 1}, Jy^ l'ensemble des n / e éléments
j de {1 , . . . ,n} tels que e (j) = z. Soit w G Wyy ; alors w laisse stable les Jy^,
et on peut donc écrire w = (wo , . . . .Wg-i), où pour tout ^ w^ est un élément
du groupe de permutations de Jy^, qui s'identifie canoniquement à W^/e au

moyen de l'unique bijection croissante de Jy^ dans { 0 , . . . , e — 1}.
On notera fîy^ le sous-groupe des éléments de fî du type ww2'\ avec w G TV^

et z G Z71. On peut étendre l'isomorphisme canonique entre W^ et Wç^/e)6

en un isomorphisme entre î^ et f^/g)e ; pour x G îî^, on définit la longueur
/^ (x) de rr dans i^ comme la longueur dans ^î^^y de l'image de x par cet
isomorphisme.

Soit / G 'H77, x G f!. Il est facile de voir que si x ^ î^, / (x) = 0. Soit donc,
pour tout x G îî^, î^ l'unique élément de 7^ dont le support est 1x1 et tel
que Tx^r] (x) = 1 ; les T^ constituent une base du C-espace vectoriel W.

Plus précisément, soit, pour tout fc, 7^ l'algèbre de Hecke des fonctions sur
GLjç (F) biinvariantes par 1^ ; d'après [2], il existe un isomorphisme d'algèbres
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entre W et (T-in/e) e défini de la manière suivante : soit, pour tout x ' ç Q^/g,
T^i la fonction caractéristique de I n / e ^ I n / e - Pour tout x e ̂  dont l'image
dans ^î(n/eY par l'isomorphisme canonique défini plus haut est ÇXQ, ... ̂ e-i),
l'image de T^ est :

^OW-E^^^^.odét^)-
i=l

L'algèbre T-i^/e est engendrée par des éléments TI, . . . , î^/e_i et Xi , . . . , X^/e ;
de plus, pour tout z, Ti est la fonction caractéristique de I s ^ I , et les Ti en-
gendrent la sous-algèbre 1-Ln/e,w des éléments de Unie à support dans K ^ / e -
Alors W1 est engendrée par des éléments X^rj pour i ç {1 , . . . , n} et des élé-
ments Ti^ pour z e { ! , . . . , n — 1} non multiple de n / e tels que pour tout
i = jn/e+fc, 1 < k < n /e , l'image de Xi^ par l'isomorphisme défini plus haut
est :

1 0 • • • <S Xk 0 • • • 0 1,
77

le j + 1-ème terme valant Xjç, et si fc < —, l'image de î^ est :

1 0 • • • ®Tk 0 • • • (g) 1,

le ^'+ 1-ème terme valant T^. En particulier, si r] = 770, pour tout i non multiple
de n/e, en posant i = i ' n / e + î", 1 ^ z" < n/e — 1, T^ n'est autre que
e{-\r'Ts^

Soit %^ la sous-algèbre des éléments de T-i11 à support dans K , si T) = T]Q,
on posera H^y = U^. La restriction à T-i^y de l'isomorphisme entre W et
(^n/e)06 défini plus haut envoie 7^ sur (^n/e^)06 : en effet, T-L^ contient
tous les T^, donc son image contient (l-Ln/e.w}^\ et 1e8 deux sous-algèbres
sont de même dimension ((n/e)!)^

Montrons ensuite le lemme suivant :

LEMME 1.3.1. — Soit G un groupe réductif connexe, PQ un parabolique mini-
mal de G, T un tore déployé maximal de G contenu dans PQ, et W le groupe
de Weyl de G relativement à T ; soit M un sous-groupe de Levi de G (pas for-
cément standard) contenant T et WM le groupe de Weyl de M relativement à
T. Alors pour toute classe v de W/WM, il existe un unique w € v de longueur
minimale.

Démonstration. — Soit v e W/WM, et soit w l'unique élément de v tel que
pour toute racine simple a de M, wa > 0 (le tout relativement à Pô). Alors
w est l'unique élément de longueur minimale de v ; en effet, on le déduit par
récurrence de l'assertion suivante : si w' ç v, et si a est une racine simple de
M telle que w'a > 0, alors l (w'Sa) > l (w7).
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En effet, soit S l'ensemble des racines de G. Il existe un système S' de
représentants des classes d'équivalence de S modulo Za tel que pour tout
(3 ç. S', la classe contenant (3 est de la forme :

{/3,/?+a,...,/3+^a};

il est clair qu'un tel système est unique. On a donc :

l (w7) = ̂  card [z e { 0 , . . . , t^} \ (3 + za > 0, w' ((3 + za) < 0} .
/?es'

D'autre part, SQ préserve les classes d'équivalence de S modulo Za, et,
puisque s^ (a) == —a, agit dessus de la manière suivante : pour tout /3 G S' et
tout t G { 0 , . . . , ̂ }, on a :

sa (/3 + to) = /? + (^ - t) a.
On en déduit :

/ Çw'Sa) = ̂  card {z e { 0 , . . . , tp} \ f3 + za > 0, w' (/? + (^ - ̂ ) a) < 0} .
0^'

Soit, pour tout /?, a^ (resp. b^) le terme correspondant de la première (resp.
seconde) somme ci-dessus. Soit ta le plus petit élément de { 0 , . . . . tp} tel qu'on
ait (3 + t'Qâ > 0 (s'il n'en existe pas, on pose tg = t^ + 1), et t'Q le plus petit

élément de { 0 , . . . . t^} tel que l'on ait w' (/? + ̂ a) > 0 (s'il n'en existe pas,
on pose t'a = tft + 1). On a toujours :

ao =sup{0,t^-tp) .
Pour b^ distinguons deux cas :

- si ift — t'a < t^ on a :

bp = t/3 - ̂  + l?
et donc a^ < bp puisque t'g < tp + 1 ;

- si tp — t'Q > t'Q^ on a :

^ = ̂  - (^ - ̂  + 1) + 1 - ̂
et donc là encore a? < &^.

On a donc dans tous les cas a? < b^. De plus, si f3 est dans la classe de a,
puisque Sa (ûQ == —OL et w7 (a) > 0, on a a^ = 0 et bp > 0 ; on en déduit :

; (w'5a) > l (w')
et l'assertion est démontrée. D

COROLLAIRE 1.3.2. — Soit r ] ^ r ] ' G £, et soit w l'unique élément de W tel
que :
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- pour tout i, w (Jy^) = J"̂  ;

- w est croissant sur chacun des Jy^.

Alors on a w (77) = y/, e^ w e.̂  l'unique élément de longueur minimale parmi
ceux vérifiant cette propriété.

Démonstration. — Le fait que w (77) = r ] ' se déduit des définitions. De plus,
on a : w' e W est tel que w' (rj) = r]1 si et seulement si il existe w" G W^ tel
que w' = ww". La deuxième assertion se déduit donc du lemme précédent. D

Soit r ] , r ] 1 C <?; alors il existe /^ e C^° (G) telle que, si w = w^ est
l'élément de W défini dans le corollaire précédent, le support de f^^ est Iwl
et telle que, pour tous h^ h' e J, on ait :

^^(^W^^Ç-^/V^TÎ^).
On a le résultat suivant :

LEMME 1.3.3. — S o i t r ] , r ] ' , r ] " e £. Alors on a :
W^l^ = Wy^/W^.

frf^rj ^ £ r ] " , r ] ' ^ ^'^^

Démonstration. — La première assertion résulte immédiatement des défini-
tions. Montrons donc la seconde : la fonction /^W * f^^ est à support dans
Jw^/^/Jw^J, et on a le lemme suivant :

LEMME 1.3.4. — Soit w ç fîo; x e fl. Alors Iwlxl est réunion disjointe de
doubles classes de la forme Iw'xl, où w' est tel qu 'il existe une décomposition
de longueur minimale w = s^ ... s^ de w telle que w' soit de la forme :

w'=s^...s^

avec j i < " ' < j k (on dit alors que w' est une sous-chaîne de w).

Démonstration. — Montrons-le par récurrence sur / (w) : si / (w) = 0, c'est
clair. Supposons donc l (w) > 1 et écrivons w = 5^wi, avec l(w^} = l (w) - 1.
Alors on a, par hypothèse de récurrence :

Iw^IxI == M Iw[xl^
w[ew

où W est un ensemble de sous-chaînes de wi. On a donc :

Iwlxl = Isilw^lxl = I ) Isilw[xl.
w[ç\V

Or pour tout w^, on a :

Isilw[xl C Isiw[xl LJ Iw[xl^
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et puisque w[ est sous-chaîne de wi, w[ et Siw[ sont tous deux sous-chaînes
de w. Donc le lemme est démontré. D

Revenons à la démonstration du lemme 1.3.3. Soit w' une sous-chaîne de
w ^ ' ^ r ] ' - Pour que p " ^ ' * /77/577 soit non nulle sur I w ' w ^ ' ^ I , il faut que l'on ait
wf W) = rf^ ce q111 implique w1 = w ^ ' ^ ' par minimalité de la longueur de ce
dernier élément. Le support de f ^ ' ^ ' ^ f ^ ' ̂  est donc inclus dans Iw^ii ̂ w^i ̂ 1 =
Iw^^rjl '•, de plus, on a pour tout g ç G et tous /z, h' G 1 :

(YW * /^) (h'gh) = r," (h') n (h) (/t^' * /^) (g).
Les fonctions f^"^ et f ^ " ^ ' * f11'^ sont donc proportionnelles; il suffit pour
conclure de calculer (/7? ^ * f11 ̂ ) (^//,^)- On va montrer que l'on a :

( '̂W . /^) (̂ ,,̂ ) = ̂ ("V'.)/2

par récurrence sur la longueur / de w^^- Si l = 0, c'est clair. Si l = 1, on a :

(^'W , y.',^ (^ = y y.",.' ^) p ' ^ (g-^,^ dg.

Le terme dans l'intégrale est nul si g ^ I w ^ ' i ̂ ' 1 r\w^f ̂ I w ^ ^ I - De plus, on a :

I w ^ ' . n ' I H W r ] " , r ] I ^ 7 ] , r ] ' I = (.1 H ̂ ^I^1^) w r ^ l l , r ] I I '

L'inclusion du membre de droite dans le membre de gauche est triviale :
montrons donc l'autre inclusion. Soit g ' = h ' w ^ ' ^ ' ^ h' G I . Supposons que
g ' G w^^Jw^J. Soit z l'élément de { 1 , . . . ,n — 1} tel que w^^i = s^. Alors
on a :

wr]'l^fwrï"^ ^ ISiISi C 1 H ISiI.

Si w^^h'w^"^ e J, on a /i' e ̂ "^1^^ donc ^ e ^Jnw^^Jw^J w^^/.

Si w",,1 h'w^i^ ê ^5^7, on a w^ii ̂  (i) > ^ / / ^ ( ^ + l ) 5 d'où l'on déduit que
l (wr]1'^ = l {w'nff,r]/) + 1 ; en particulier, les matrices de la forme :

w^/ (Id+c^^+i)w^,,

où (Eij). • est la base canonique de Mn (F) et où c ç (9, sont dans I . De plus,
soit S un système de représentants de 0 module p ; on a :

I S i I S i = [J ISi (Id+CLË^+i) Sf,
ces

Soit donc c ç S tel que ^fln^fw'nff^ G ^ (Id+c^^+i) 5^, et soit /i" ==
Id—c^^+i. Alors on a :

w^ (hlwr1"^hllW^^ W^^ € I '
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On en déduit :

g ' = h'w^"^' = (hlwrîlf^hflw^^ w ^ ' ^ ' h " ~ 1 e Çl^^'^I^}^ w ^ ' ^ ' I ,

ce qui démontre l'assertion.
Soit donc g = h ' w ^ ' ^ ' h , avec h ç I , h' G 1 H ̂ //^^1 ; on a alors :

/7/w Q/) /^ (^s^) = r"^ {h'w^^h}
•^^(^^^^(w^-^^^))

= ri" (h'} ̂  (w-^h1-^^ ç-0(w)+i)/2

=rfl(hf)rJff{hf-l)q-^ff^lV2

=ç-(^(w. /w)+ l)/2.

De plus, on a, si Z (w^//^) = ^ (w^//^/) + 1 :

vol ^w^^Jnw^^Jw^^JJ = -vol ^w^^Jw^^J) = 1,

et si l (w^f^) = l (w^n ̂ /) — 1 :

^T/'̂ 1^ C I W ^ ' ^ ' I ,

d'où :

vol (iw^^'I H ̂ "^Iw^1) = v01 (W^/^JW7/1^) = ̂

Donc dans tous les cas, on a :

vol (Jw^^JHw^Jw",1 /) = g(^(% / /^)+ l-^(w^,J)/2.

On en déduit :
(/^'W . p'^ (̂ ,,̂ ) = g-<K,,,J/2_

Supposons maintenant l quelconque, et soit s ç W tel que l (s) = 1 et
/ (w^^s) = l (^y/^) -1. Soit ?7s = 5 (r]) ; alors on a w^^ = s et w^^ = ̂ rf^s ;
en effet, si l'une de ces deux égalités était fausse, on obtiendrait un élément w'
de W de longueur strictement inférieure à / et tel que w' (rj) = y/, ce qui est
exclu. On a donc, en utilisant le cas l = 1 et l'hypothèse de récurrence :

frf'^rf ^ rr)1\r] ^ £ r ] " , r ] ' ^ prf\r]s ^ £r]s,r]

= f^" ̂ s ^ fi^7) = fn"^

ce qui achève la démonstration. D
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En particulier, si w^^ = w ^ w ^ ' - ' w i est une décomposition de longueur
minimale de w^' ̂ , et sl ^i = rf^2^ • " ^1+1 = ^ sont tels que pour tout i,
Wi (^+i) = 77^, alors clairement w^^i^i = ^5 et l'on a, par une récurrence
triviale :

fn'^ ^ erf^i ^ pi^2 ^ ... ^ fm-i^

On en déduit le lemme suivant :

LEMME 1.3.5. — Soit r ] ^ r ] ' e £. Alors on a :

W' = p ' ^ ^ W ^ f ^ .

Démonstration. — L'inclusion /7r' ̂  * W * f11^' C W' est claire. On a donc
également :

p,rf ̂ T/ ^ p^r) ^^n^

d'où :

p ' ^ * /^^ * U^' * /77/57? * /^?7/ G P ' ^ * ̂  * ,T<

Or d'après le lemme précédent, f11 ̂ ^f11^ = f11 îrî , qui n'est autre que l'élément
neutre de T-L^ ; on a donc :

H11' C/^*^*/^

ce qui démontre le lemme. D

Plus précisément, on a :

LEMME 1.3.6. — Soit 77,77' € £. Alors le diagramme :

w —^(^r
f ̂  frf,r, ^ f ^ ̂  /

W

commute.

Démonstration. — Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que l'on a, pour
tout x € flr,, si / = q^^^T^ :

(i) /^, /, p ^ ' = q-^'^^'y2^^^^.
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En effet, si ( x o ^ . . . 5^-1) est l'image de x par l'application canonique de ̂
dans (^îyî/e)6? l'image de w^^xw^^' par l'application canonique de îî^/ dans

t^/e) es^ également (a;o,. • . «, ̂ e-i) ; oi1 en déduit :(Q

.. (q-^T^ = g- ̂  <^)/2 TT , o dét (^)-1 § r,,((T^2^) = <r E-1 <(a:lv2 n£ °dét (^ ®r.
î=l %=0

— / / (n'1^^,^^,^)/2^ ,\- ^ [Q v 77 '7? 77'77 ^-w^^xw^^^j ,

d'où l'assertion du lemme.
Par une récurrence évidente, il suffit de montrer (1) dans le cas où l (w^^') ==

1. Supposons donc que c'est le cas et posons s = w^^ = ^V,y? ; le support de
j"n ^ ^ j est contenu dans :

Isixl G 1 x 1 U Isxl.

Or le seul élément de {x^ sx} contenu dans sfî^f est sx^ donc le support de
jf} ^ ^ y çg^ contenu dans Isxl ; de plus, par le même raisonnement que celui
effectué dans la démonstration du lemme 1.3.3, on calcule :

(fr^''^f){sx)=q-l(sx)/2.

De même, le support de f^'^ * / * /7?577/ est contenu dans :
Isxl si C Isxl U I s x s l .

Par le même argument que précédemment, ce support est donc contenu dans
I s x s l , et on a :

^ * / * f^'(frf^ * / * f^'\ (sxs) = ç-^5)/2.

On en déduit (1), et le lemme est démontré. D

Pour tout 77 ç <f, posons f11 = j(^°det)??,^ ̂  ̂  ^(£odét)77,7? 5 posons également
yo ^ j^o On a les résultats suivants :

LEMME 1.3.7. — ^ = P * %^ = ^(eodéi)n ^ p

Démonstration. — La démonstration est analogue à celle du lemme 1.3.5. D

LEMME 1.3.8. — Soit x G fï^ et 50^ f ̂  W à support dans 1x1. Alors
f11 * /' est à support dans Iwrjxl.

Démonstration. — En effet, d'après le lemme 1.3.4, le support de f11 * /' est
une réunion de doubles classes de la forme I w ' x l ^ où w' est une sous-chaîne de
w^, et par le même raisonnement que dans la démonstration du lemme 1.3.3,
f11 * /' ne peut être non nulle sur I w ' x l que si w' = w^, ce qui démontre le
lemme. D
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20 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Soit TT une représentation lisse de G, f G C^° {G). On pose :

7r{f)= f 7v{g)f{g)dg.
JG

Soit V (7r)^ le sous-espace des éléments v de l'espace V (7r) de TT vérifiant, pour
tout h ̂  1 :

TT (/^) v = rf {h)~~ v.

On vérifie aisément le lemme suivant :

LEMME 1.3.9. — Soit rj un caractère de 1 quelconque, f G C^°{G). Suppo-
sons que f vérifie la condition suivante :

\ / g ^ G ^ h e I J { h g ) = r j { h ) f ( g ) .

Soit TT une représentation lisse de G. Alors limage de TT (/) est contenue dans^w
COROLLAIRE 1.3.10. — Supposons 77 e £, et f G W (resp. f e T^). Alors
limage de TT (/) est contenue dans V (7r)^ (resp. V (Tv)^0 e /

1.4. Représentation de Steinberg, représentations induites

Pour tout À 6 P(m), définissons St^ comme dans l'introduction, et soit
V^ l'espace de St^. Soit également, pour tout rf ç £, le sous-espace V^ des
éléments ^ de V^ tels que pour tout h € J, on ait :

St^(/^=^(/i)-1^.

Soit fc un entier strictement positif, et soit / G T~ik,w- Alors pour tout
élément v de l'espace V^ de St/e, St/;; {f)v est un élément du sous-espace V/c,/
des éléments de Vk invariants par 1 ; de plus, si l/c est l'élément neutre de 1-tk,w^
Stk (1/c) es^ ég3'! à l'identité sur V^j. On obtient ainsi une représentation st/c
de T~Lk,w^ d'espace V^j. Cet espace est de dimension 1.

D'après ce qui précède, T-L^y est isomorphe à (T-in/e.w) e P^ L- Soit donc la
représentation de T-L^y suivante :

St° = (st^/g (g) • • • (g) St^/e) o ^.

Son espace est également de dimension 1.
Soit À G P (771). On déduit du corollaire 1.3.10 que l'on a une représentation

st^ de T-L^ sur V^ associée à St^. De plus, st° intervient avec multiplicité un
dans st^ : en effet, si P = MU = P((n/e)6), avec des définitions évidentes,
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1.4. REPRÉSENTATION DE STEINBERG, REPRÉSENTATIONS INDUITES 21

U^ est isomorphe à U^yy, et en utilisant [2, 5.8], V^\ est isomorphe au
sous-espace V^ ^ de la représentation :

Ind^^,^ (Si;, 0 {e o dét)6 StA 0 • • • 0 (e o dét)^-1^ StA

(g) {e o dét) StA 0 • • • » (s o dét)^"1^6"1 Six) .

Donc st^ est isomorphe à la représentation de T-L°M,W sur v^ \ associée à la
représentation ci-dessus, qui est elle-même isomorphe au produit tensoriel de
e copies de la représentation de 1-in/e,w sur l'espace Vi^ \ des vecteurs de
l'espace de la représentation :

Ind^^ (SIA 0 [e o dét)6 StA 0 • • • 0 (e o dét)^-1)6 Six) .

Or d'après [17, III.3], st^/g intervient avec multiplicité un dans cette dernière
représentation ; on en déduit l'assertion.

Soit donc D\ la droite de V^ sur laquelle U^ agit par st°. Sachant que
l'on a un isomorphisme canonique entre T-L^y et T^0^)^ défini par / ̂  f si
/° * / = f1 * /°, on en déduit que :

Sti (/°) {D,) = D^

où D^ est la droite de y^^0 définie de façon similaire à D^
Soit A\ l'opérateur d'entrelacement défini, à une constante multiplicative

près, dans l'introduction. Un tel opérateur vérifie :
Ai W = D^

on en déduit que A\ o St^ (/°) conserve D),, donc y agit par multiplication par
une constante c. On normalisera A^ en choisissant c = (—i)71/^771
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CHAPITRE 2

FONCTIONS UTILISÉES

2.1. Les fonctions f^\ f^

Soit a ç N, & G Z, tels que 6 divise n et que pgcd (a, b) = 1. On pose :
e

d=
pgcd (6, e) '

Soit a € P(n/db)^ on va définir la fonction f^ . Montrons d'abord le lemme
suivant :

LEMME 2.1.1. — Soit À = (Ai,..., \t) e P (n), et soit P = MU = P (A).
Soit x == (a;i,..., a^) € f! (A^O; e^ ^ow ^o^ % ç {1, . . . ̂ t}, soit a^\ ç P (À%),
e^ 50^ /J îzne fonction de GL\^ (F) dans C dont le support est laç^Xila^ et
biinvariante par 1 ° . Posons :

a= (a^),...,açt)) ç P (n) ;

alors il existe une unique fonction f de G dans C dont le support est I^xio,
biinvariante par 1 ° , et telle que, pour tout l = (/i,... ,^) G M, on ait :

f(l)=n(li)f^h)...fiW.

La vérification de ce lemme est immédiate. On notera /{0- • ' ® f [ la fonction
/ de l'énoncé.

( Tl \
Supposons d'abord que a = 0, b = 1 (donc d = e) et a = — ). Alors soit

f^ = f^ la fonction dont le support est I ( n / e Y W ^ ( n / e Y ^ avec :

Idn/e \

w =
I^/e

Id•n/e
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telle que pour un élément g de I(n/e)ewI(n/e)e de la forme :

/ x x \

Mi ' • •
5

\ p Me-i X I

où les Mi,...,Me-i sont des éléments de GL^/eÇO), les blocs au-dessus de
ceux-ci sont à coefficients dans 0 et les blocs au-dessous à coefficients dans p,
on a :

f(g)=q-We)(n-n/e)/2^^^-l

' £~1 o dét (Mi) £~2 o dét (Ms).. . ê:1"6 o dét (Me-i).

Supposons toujours a = 0, & = 1, mais a == (a i , . . . , a^) quelconque. Soit pour
tout z, /^ la fonction de GLeai dans C définie comme précédemment; on
pose alors :

f°a=f^)^"^fU

Supposons enfin a, b et a quelconques. Alors f^ est la fonction à support dans
^ n a l b I ( n / b ^ ^ et telle ̂ e ron ait :
'"na, .

Wbf

fa,b f^na/b\ _ fa,b ^ ^a,b
J a [^ ) - JQ,I ^ • " (^ J^,

où les f^ sont des fonctions de GL^/b dans C définies par :

- f^i = f^b, c'est-à-dire la fonction définie comme précédemment en rem-
plaçant e par ^, caractère dont la restriction à O* est d'ordre d;

- pour i ̂  1^ f^ est la fonction dont le support est I^d, qui, en g ç 1^
dont les blocs diagonaux sont (^i,..., g^ , . . . . . . . ̂ ^,.. . ^ g^^ vaut :

/^ (^) = vol (J^)-1 f[ H e1^ o dét (^),
j=lk=l

où pour tout z e Z, ^ (z) est l'unique entier compris entre 0 et b - 1 tel
que / (i) a est congru à i — 1 modulo b.

Il est immédiat de vérifier que ces définitions sont compatibles entre elles.

LEMME 2.1.2. — Soient a, b et a vérifiant les conditions requises. Alors il
existe rj G £ tel que f^ ç ̂ .
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Démonstration. — En effet, il est clair d'après la définition de f^ qu'il existe
(î ' i , . . . , in) et (j'i,... Jn) tels que pour tous h, h' ç / et tout ^ ç G, en notant
/ i l , . . . , hn les termes diagonaux de h et h[ , . . . , h^ ceux de /i', on ait :

f^ W = f[ ̂  (h,) ̂  (/z,) f^ (g) .
A;=l

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que l'on a, pour tout k :

ik = jk + 1 modulo e.
En effet, si on pose :

7 k'2-1nA;i ^-^
k = —— + ̂  dai + 0^3 + A:4,

2=1

où fci est compris entre 0 et b- 1, fcs entre 1 et t, ^3 entre 0 et d- 1 et ^4 entre
1 et 0^2, on calcule à partir des définitions les valeurs de i^ et jk :

j k= l { k ^ l ) - b ( k3+ l ) ' ,

ik = ^ ( A : i + a + l ) -6(^+1)
si fci 7^ & — a, et

^ = -bÇks)
si k^ = b — a. On a donc, si fci 7^ & — a,

^ - J k = l(ki + a + 1) - ^ (fci + 1) ;
comme / (fci + 1 + a) a — Z (A-i + 1) a est congru à a modulo b et pgcd (a, &) = 1,
/ (fci + 1 + a) — ^ ( f c i + 1) est congru à 1 modulo &. Or puisque A-i -^ b — a,
l(k^ + 1) a 96 -a (modulo &), donc Z (fci + 1) 7^ &- 1. Donc comme les l (i) sont
compris entre 0 et b — 1 et / (fci + 1) ^ b — 1, on a i^ — jk = l {k\ + a + 1) —
/ (fci + 1) = 1. Si fci = b - a, on a :

^ -À =b-l{l -a);

^ ( 1 — a) a est congru à —a modulo &, donc / (1 — a) a + a est un multiple de
b ; donc puisque pgcd (a, &) = 1 et / ( l — a) est compris entre 0 et b — 1, on a
1(1 — a) + 1 = b, donc ijç — jk = 1- Cela démontre le lemme. D

Soit x l'élément de fî vérifiant, pour tout k G { 1 , . . . , n} :
fin /~1 fy-i

- x (k) = -— + aj + k si 1 < k < , et si on a k = Y,^ dai + fc', avec
1 ̂  k ' < (d - 1) oy ;

- rr (fc) = -na - (d - 1) aj + A; si 1 < fc < n et si on a k = ̂ ^ da, + fc',

avec (d — 1) oy + 1 < fc' < daj ;
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26 CHAPITRE 2. FONCTIONS UTILISÉES

/ 7 \ na
- x (k) = -— + k sinon.

b
LEMME 2.1.3. — Le support de f^ est I^^a^d; de plus, on a :

f^(x)=yol{I^)-lq~l(x)/^
Démonstration. — Si a = 0 et b = 1, cela résulte immédiatement des défini-
tions. Si a et b sont quelconques, soit x\ l'élément de fî^ de longueur minimale
tel que, avec les notations utilisées dans la définition de /^, le support de /a56

soit la^ila^d- Alors le support de f^ est :
lab^dxlab^d^

avec :

x=Ca/b{x^ïd^.^ïd).

D'après le cas a = 0 et b = 1, x^ est de la forme décrite par l'énoncé du lemme
(en remplaçant n,a,b par n/b,0,1) ; on en déduit que x est bien l'élément de
îî cherché. De plus, on a :

faabW=faa^

= Ç-^V2 VOl(J^)-6

=q-l(xl)/2^{I^rl'.
enfin, en posant M = M ({n/b^Y on a, puisque (rri .Id, . . . Jd) G WM :

l (x) = l ((x^ïd,.... Id)) = IM (Onjd,... , Id)) = ; On),
ce qui achève la démonstration. Q

L'élément x vérifie également la propriété suivante :

LEMME 2.1.4. — Posons x = w^, avec w^ G W et wz ç Z. Alors pour
tout k ç {!,..., n}, l'orbite de k pour l'action de w^ sur {!,..., n} est de
cardinal db.

Démonstration. — En effet, on a, pour tout fc, en utilisant le lemme précédent,
avec j convenable :

x^ ( k ) = k - db^ -b((d- 1) ̂ ) + {d - 1) ba^ =k- nda,

qui est congru à k modulo n ; on en déduit que pour tout fc, w^ (k) = k.
Réciproquement, soit i e Z tel que w\ (k) = k ; w^ permute transitivement
les intervalles de longueur n/6, donc i est multiple de 6, et d'autre part, si ç
est l'application de {1 , . . . . n} dans { 0 , . . . . e - 1} associée à l'élément r] ç £
défini dans le lemme 2.1.2, e (w^ (fc)) est congru à e (k) + i modulo e, donc i
est multiple de e. Donc i est multiple de ppcm (6, e) = db, ce qui démontre le
lemme. r-\
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Soit 77 l'élément de £ tel que /<^ e .F7. Il existe un unique élément f^ de
^7? tel que l'on ait :

/^-r*/^.
LEMME 2.1.5. — f^ est l'élément de W de support I^^1^^ où xl ^ ̂
est tel que son image par l'application canonique de Sî^ dans (^în/eY es^ :

^(n/db)ko _ ^(n/db)ke-i\

avec, pour tout j , si b' = pgcd (&, e) :

, _ [ j a i f a - i ) Q i
3 ~ M ~ [~b~\ '

et vérifiant, pour tous h\^h^ ç. I^b^ :

f^ {h^h^) = ri (h^) q-1^ vol (I^)-1.

Démonstration. — En effet, posons x ' = w^x. w^ et x normalisent W^b^ et
sont de longueur minimale modulo ce groupe, donc x ' aussi ; on a donc :

^^d^^^d = IxfIab^d = U IxfwL

^w^
Or d'après le lemme 1.3.4, puisque le support de f11 * f^' est contenu dans
IwrjI^b^x'I^b^^ il est réunion de doubles classes de type I w ^ x ' w l , où w e
W^b^ C ^î-q 6t où w7 est une sous-chaîne de w^ ; mais alors, pour un tel w',
on a w' (rf) = (e o dét) î ] , donc par minimalité de la longueur de w^, on a
forcément w' = w^. Donc le support de f11 * f^ est contenu dans I^^^c^^
qui est précisément le support de f^. De plus, puisque x normalise W^b^, on
a lab^xl^b^ = Ixl^b^ ^ pour tous h' e J, h e I^b^ on a :

(P * /^&) (h'xh} =eodét (^) T? (^/) (? * /^6) (r.) ;

enfin, on calcule :
fp ^ ^b\ ̂  ^ ^(^(w^)+^(^)-^(a;))/2^-^(w^)/2y / / \

=^)-^))/2,-^)/2^(^^)-1

=/^^).

ce qui suffit à assurer que P * f^ = f^\
II reste à vérifier que x ' est bien de la forme voulue. Soit e l'application de

{ 1 , . . . . n} dans { 0 , . . . . e — 1} associée à 77, et soit, pour tout j G { 0 , . . . . e — 1},
Jj l'ensemble des éléments k de Z tels que e {k) == j. On a, pour tout j :

Wrj { J j ) = Jj+i
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et w^ est croissant sur Jj + r^Z; de plus, pour tout k et tout À/, l'intersection
de Jy et de l'intervalle ^j ̂ ^i ri^^ + l , - • • ̂ ^=1 da^ } est soit vide, soit
exactement l'un des d sous-intervalles de la décomposition en sous-intervalles
de longueur o^ de cet intervalle, donc il est clair d'après l'expression explicite
de x donnée par le lemme 2.1.3 que x est croissant sur Jj + nL pour tout j.
On en déduit donc que pour tout j f , x ' est croissant sur Jj + nL ; cela implique
qu'il existe /o? • • • 5 le-\ tels que l'image de x ' par l'application canonique de îî^
dans fl(n/e)e est :

(c'0,...,^-1).
De plus, quitte à remplacer a par a + fc&, avec k convenable, ce qui revient à
remplacer lj par I j - ^ - n k / e pour tout j, on peut supposer 1 < a < b. On a alors,
pour tout j :

;̂  = card {{k ç Jj \ k > Q,x' {k) < 0})
= card {{k ç Jj \ k > 0, x (k) < 0})

^ard^n^l,...,^}).

Or on a, pour tous z , j :

/ _ fn( î - l ) , m 1 \ n
ca^d^n{-^-+l'-'T})=^

s'il existe k tel que ^ (î) + A;& est congru à j modulo e, et :

, / _ f n (î - 1) , m 1 \ .
card(y,n^-4-^+l,..,^=0

sinon. De plus, la condition ci-dessus est vraie si et seulement si / (?) est congru
à j modulo &', c'est-à dire si z — 1 est congru à ja modulo b1. Donc si on pose
l^ = Çn/db)kj^ kj est égal au nombre d'éléments de { 0 , . . . , a — l } congrus
à ja modulo 6', ou encore au nombre d'éléments de { — j a ^ . . . , —ja + j — 1}
divisibles par 6', soit :

ha] rq-l)a1"' ' m ~ [~t~\ '
ce qui achève la démonstration. D

2.2. Fonctions fo/, ]a

Soit a G V ( n / é ) . Définissons les fonctions fo; et fo; de la manière suivante :
supposons d'abord que a = [ n / e ) . Alors fa est la fonction dont le support est
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l'ensemble des éléments de Mn (0) n G de la forme :

/ * ... ... ... * \

Mi ' > . :

P ' • • ' • • :

P ... p Me-i * /

où les Mi sont des blocs n/e x n/e inversibles dans M^/e (0) et où les blocs
marqués p sont des blocs n/e x n / e dont tous les termes sont dans p, et qui
vaut, pour g de la forme ci-dessus :

fa (9) = q-W^-^l2 vol {I(n/er)~1 H ̂  ° dét W •

Supposons maintenant a = (a i , . . . , c^) quelconque ; on pose :

fa =^(ai) ® ' " ® f ( Q t ) -

fû est, quant à elle, la fonction définie sur l'ensemble des éléments de G H
Lie (2a*e) de la forme :

Mi

9=
Mt(a)e

où A^ est inversible modulo p si î n'est pas multiple de e, telle que :

L (^) = vol (J^e)"1 H ^ o dét (M,) .
î;ene divise pas?

fo; et fo/ ne sont pas à support compact mais pour tout entier fc, si 1/e est la
fonction caractéristique des éléments de G dont la valuation du déterminant
est k, 1/efa et Ikfa sont à support compact ; de plus, on vérifie de la même
façon que dans le lemme 2.1.2 qu'il existe T] G £ tel que pour tout g ç G et
tous /i, h' ç. 7oi*e, on a :

^(hfgh)=sodét(hf)rî{hhf)^(g)^

]a (h'gh} = rj (hh') ̂  (g) ,

le caractère 77 étant clairement le même pour les deux fonctions. On en déduit
donc que pour tout fc, l^a ^ ^rî et l^fo G W. De plus, on déduit immédiate-
ment des définitions que :

lofa = f^
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lûfa = /..

Définissons également les fonctions f^ et f^ de G dans C [X] par :
^(g)=X^détW^(g^

^ (g) = X^^^g^

pour tout g ç G ; l'image de ces fonctions est bien dans C [X] car leur support
est constitué de matrices dont la valuation du déterminant est positive ou nulle.

LEMME 2.2.1. — On a :

f a = r * L

Démonstration. — En effet, soit T le support de ]a ; alors le support de fa
n'est autre que Iwrjl. De plus, soit x ç îî HZ; alors on a :

^ (w^rc) = ; (w^) + ̂ (.r).

En effet, soit J i , . . . , Jg^) la décomposition de { 1 , . . . . n} en intervalles associée
à a * e. On la complète en une décomposition de Z en intervalles en posant,
pour tout i ç {1 , . . . , et (a)} et tout k G Z :

Ji+ket(a) = Ji + kn.

x stabilise Ji pour tout î non multiple de e, et pour k donné, si j ç J^g, on a
tr (j) ^ ^e, avec Z < k : en effet, supposons j G { 1 , . . . . n} et posons a; = w^,
w^ ^W, z ç Z71. Si ̂  est le terme d'indice (w^ {j} j) de x, alors soit Xj e p,
auquel cas x (j) < 0, soit xj = 1, auquel cas d'une part ^ (j) = w^U), et
d'autre part soit w^ (j) < j, soit w^ (j) est dans le même intervalle que j.

D'autre part, on a :

^î] {Jk) = Jk+l

si A; n'est pas multiple de e, et :

^TÎ {Jk) = Jk-e+l

sinon. Or on a :

l {Wrf) + l (x) - l (W^X)

=2card{(z,j) e {!,..., n} x Z | i < j , x ( i ) > x ( j ) , w^x Ci) <w^(j)}.

Soient donc ij ç {1 , . . . ,n} x Z tels que x (i) > x (j) et w^x (i) < w^x {j),
et soient k et l tels que x {i) ç Jk et x {j) e J^. Alors on a / = l 'e , et k =
fc' + (^ - 1) e, avec 1 < k' < e - 1 ; on en déduit que i e Jf, et j ç J^/g,
avec ^" > Z', d'où î > j. On en conclut que l'ensemble considéré dans l'égalité
ci-dessus est vide, soit :

/ (Wrf) + l (x) - l (w^x) = 0,
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d'où l'assertion. On en déduit, pour tout x G f! Dî :

(r * fa) (W,;E) = q-^l^a [x) = fa Çw,x) ,

ce qui suffit à démontrer le lemme. D

On en déduit immédiatement, puisque f11 est à support dans K :
eX _ £T] eX
Ta ~ J ' Ta •

2.3. Terme constant

Soit / G C^° (G), et soit P = ME/ = P (À) un parabolique standard de G,
avec \ ç.P (n). On définit le terme constant de / sur P par, pour l ç M :

fP (l) = 6^ (Q172 / / (k^luk) dk du.
JKXU

Ici, la mesure sur K est normalisée par vol Çl\) = 1 ; on normalise également
la mesure sur U par vol {K H U) = 1.

On définit également le terme constant tordu par £ de f sur P par, pour
I ç M :

f^ (l) = ̂  (Q172 /* s o dét (fc) / (k^luk) dk du.
JKXU

Soit D une distribution sur G, G\ un sous-groupe de G. On dit que D est
^-variante par conjugaison sous G\ si pour tout / ç C^° (G) et pour tout
g Ç Gi :

^(Ad^^^^odét^)-1?^).

On dit que D est ^-variante si G\ = G.
Soit/J'çC^G). On note :

/ ̂  r
si f — f est annulée par toute distribution invariante par conjugaison sous G4,
et :

/ ̂ e f

si / — /' est annulée par toute distribution e- variante par conjugaison sous G\.
Soit A == ( A i , . . . ,Às) ,/^ = ( /^ i , . . . ,/^) ç P (n). Soit M(/^,À) l'ensemble des

tableaux d'entiers positifs ou nuls (û^)^ . de taille t x s vérifiant les propriétés
suivantes :

5

Vz ç {!,..., t};^a^- =^;
j=i
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t
Vj ç {l,...,5};^a^ = \j.

i=l

II existe une bijection entre M (/^ À) et l'ensemble des éléments w de W de
longueur minimale modulo W\ à gauche et W^ à droite, définie de la manière
suivante : soit Ji , . . . , ̂  (resp. J { , . . . , J^) la décomposition de { 1 , . . . , n} en
intervalles associée à À (resp. /^). L'élément w correspondant à un tableau
(%-),j donné est celui tel que pour tous ij, w (Jj) contient exactement a^
éléments de J j . On en déduit en particulier :

l{w)=^ ^ CLijCLkk''
i j k>i,k'<j

Calculons maintenant le terme constant pour fo: et ]a :

LEMME 2.3.1. — Soit a = (a^...,at) eP(n/e), \= (Ai,..., À,) eP(n).
Soit P = MU = P(À); soit W F ensemble des éléments de W de longueur
minimale modulo W\ à gauche et Wa^e à droite ; alors on a :

(^ ̂  0

s'il n'existe pas de À' ç P {n/e} telle que X = e\', et :

{^£^ E ^-^îl^v
{a^)^M(a^) J=l • J /

avec pour tout j :

X^q^-Wx^

et pour tout ( a ^ j , w est l'élément de W correspondant au tableau (a^)^ .,
avec : Z5J

(an,..., aet,i, ai2,... î Ciet.s) = ((û'i) *e , . . . , (a^) * e) ,

si \ = e\'.

Démonstration. — En effet, on a, pour 1= ( l^ . . . , / , ) e M, de la même façon
que dans la démonstration de [17, IV.4] :

( s \
(f^(0= n^0'̂  / eodétÇ^f^k-^l+^k^dudk^

.^1 ) JKxLieU
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la mesure sur Lie U étant normalisée par vol (Lie Î7 H Mn (0)) = 1. De plus,
on a :

/ e o dét (k) fa {k~1 (l + u) k) du dk
JKxLieU

= ^ vol (I\wla^e) ^ e o dét {hkw)
w^W K),x(KnU)xLieU

' fa (w-^k^h-1 {l + u) hkw) dudhdk

= ^ vol (I\wla^e) / e o dét (A;w) fa (w"1^"1 (/ + n) /cw) du dk
w^W J K^x^LïeU

= ^ vol(JAW/a*e) l e{-l)lweo^i(k}{Ad{k}f^(l}dk,
w^W V K ^

avec pour tout w e W' :

fw (0 = / fa (w"1 (; + n) w) dn.
JLie<7

Soit 77 l'élément de <? tel que l^a ^ ̂  pour tout k, et soit x l'élément de W
tel que le support de lofa est la^xia^e, et de longueur minimale parmi ceux
vérifiant cette condition; il est clair que x normalise Wa^-e- Plus précisément,
soit J i , . . . , J^ la décomposition de { 1 , . . . , n} en intervalles associée à a * e ;
on a, pour tout i e { 1 , . . . , e} et pour tout j e { 1 , . . . , t} :

x {Je(j-l)-^-i) = Je(j-l)+i+l

si i -^ e, et :
x (^e(j-l)+e) = Je(j-l)+l?

et x est croissant sur les Ji (cf. lemmes 2.1.3 et 2.1.4). Soit e l'application de
{ 1 , . . . , n} dans { 0 , . . . , e — 1} associée à 77 ; e étant constante sur chacun des
J^, on notera, pour tout z, 6 (J^) cette valeur constante. On a donc :

/ ,(/)= ç-^)/2 vol (J^,)-1

r ( \
' / JJ^W o dét ({g^(j)^(k))^^} du,
JuçU^u=(g^^çw(snpp(^))w-^ \Y ^ uh v ))^^) f

le produit étant pris sur les i ç { 1 , . . . , et - 1} tels que e ne divise pas i ; de
plus, si e ne divise pas î, on a e (J^) 7^ 0.

Soit w' l'élément de Wet défini par, pour tout i :
w' (%) = i + 1

si % n'est pas multiple de e, et :

w' (i) = i + 1 — e
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si i est multiple de e. D'après ce qui précède, on a pour tout i :

^(^) = Jw^i)'

Soit (dij)^ • G M (a * e, À) le tableau correspondant à w ; la matrice :

^ = {9wx(k),w(kf))k^çJ,

est donc une matrice carrée de taille card (J^) de la forme :

/ Li [/i2 ... t/l< \

' • • Us-l^s
V 0 L, /

ou :

- il y a s x s blocs (éventuellement vides), et pour tous j',A', la taille du
j, k-ème bloc, est de û^(î)j lignes et a^ colonnes ;

- la valeur des blocs Lj ne dépend que de Z, et est donc fixe pour le calcul
de l'intégrale ;

- la valeur des blocs Ujk dépend de n, et décrit donc toutes les valeurs
possibles.

En particulier, pour tout j G { 1 , . . . , s} et tout i non multiple de e, le rang de
cette matrice est inférieur ou égal à :

3 s

( i j ) = ̂ <M^ + 1^ aik'r {z
k=l k=j+l

Pour que l'intégrale soit non nulle, il est donc nécessaire que r (i^j) > card (J^)
pour tout i non multiple de e. De plus, on a le lemme suivant :

LEMME 2.3.2. — Soit FQ un corps fini, et soitP l'ensemble des matrices riQ x
no sur FQ de la forme :

( A B }\ 0 C ;'

où les blocs sont de tailles respectives %'i,î'2 en hauteur et ji,j2 en largeur, A
et C sont fixés et B décrit M^j^ (^b)- Soit, pour tout y ç FQ :

py = {M e P \ dét (M) = y} .

Alors si j^ + i\ > no; tous les 'Py, pour y non nul, ont même cardinal.
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Démonstration. — Puisque j^ + i\ > no, on a zi > no - j2 = Ji ; donc il est
facile de voir qu'il existe Q ç GL^ (Fo) et R G GL,, (Fo) tels que la dernière
ligne de QAR est nulle. Posons :

0 , - ( Q °} B f 1 1 0 }^ - [ o ij^i^ o i ) '

Puisque la dernière ligne de QAR est nulle, on a :

1 0 \
QAJÎ = QAR

o c y
pour tout c <E Fo*. Donc si ̂  est l'élément diagonal de M^ (Fo) dont tous
les termes diagonaux valent 1 sauf le zi-ème qui vaut c, on a pour tout M ç
Q\PR\, D^M e Q\PR\. L'application M (-)- DcM est donc une application
de Q\PR\ dans lui-même, et donc, pour tout y G FQ, envoie Q\PyR\ dans
QiPcyRi.

De plus, De est inversible ; l'application M ̂  D^M induit donc une bijection
de QiPyRi dans Q\PcyRi' Comme ceci est vrai pour tous y et c, tous les
Q\PyR\, avec y non nul, ont même cardinal.

Enfin, puisque Qi et R^ sont inversibles, on a pour tout y :

CQiïdQ^PyR^ = cârdPy,

ce qui termine la démonstration, n

D'après ce lemme, pour que l'intégrale soit non nulle, il est également né-
cessaire que r {ij) <, card (J,) lorsque i n'est pas multiple de e ; on doit donc
avoir l'égalité dans ce cas. Or on a, pour tout j et pour tout k ç { 1 , . . . , t} :

ke ke

^ r{ij)= Y^ card(J,);
i=(k-l)e+l i=(k-l)e+l

en effet, w' laisse stable l'intervalle {(k - 1) e 4- 1,... ,ke}, donc on a, pour
tout i et tout k1 :

ke ke

Y . ^'(i^k' = ^ O'ik1'
i=(k-l)e-\-l i=(k-l)e-{-l
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On en déduit :
ke j s

^ r (iJ) = S S ̂ 'W^' + S £ aikl

i=(k-l)e+l i k'=l i k'=j-}-l

s ke

= S S aikl

k'=li=(k-l)e+l

ke

= ^ card(J^).
î=(A;-l)e+l

On en conclut que si l'intégrale est non nulle, on a également r ( k e ^ j ) =
card (Jke) pour tout jf et tout fe, donc r ( i ^ j ) = card(J^) pour tous ^j. Or
on a, pour tous i^j :

r ÇiJ) - r {ij - 1) = a^(,)j - a^ = 0.

Donc une condition nécessaire pour que fyj 7^ 0 est que, pour tous z , j :

awf(i)J = a^^'

Cela signifie que dans le tableau (a^-)^ - , chaque ligne est répétée e fois ; il est
donc nécessaire que pour tout j^ Àj soit multiple de e. Donc s'il n'existe pas de
À' G V ( n / e ) telle que À = eÀ', on a (f^) 5£ ^K)^£ 0 ; si on a À = e\', il existe
une bijection canonique entre l'ensemble des tableaux vérifiant la condition
requise et M (a, À'), obtenue en ne gardant qu'une ligne sur e du tableau.

De plus, supposons que w vérifie la condition voulue. Pour tout i dans
{ 1 , . . . , et — 1} tels que e ne divise pas 2, la matrice :

[9wx(j),w(k))j^çj^

est alors une matrice triangulaire supérieure par blocs de tailles û^ i , . . . , a^ ,
dont la valeur des blocs diagonaux ne dépend que de /, donc est fixe quand /
est fixe, et dont la valeur des blocs au-dessus de la diagonale dépend de u. On
a donc :

ta (^-1 (l + ^) w) = fa {w^lw)

lorsque f^ (w~1 (/ + u) w) ^ 0, ce qui est le cas si et seulement si on a à la
fois f^ Çw~llw) 7^ 0 et w~luw ç la^Ia^e ~ w^lw. De plus, cette dernière
assertion est vraie si et seulement si pour tous z ,^ , les termes provenant de u
dans le bloc :

{9jk)' j ç . J i , k^J , ,
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sont dans 0 si i < i1 ou si i = i' + 1 et i' n'est pas un multiple de e, et dans p
sinon. Ces termes sont au nombre de :

Y , O'ij^i'J'.
Kj<j'<s

Soit donc ^/ le sous-ensemble de U vérifiant cette condition ; on a :

vol {U) = q~ ̂ O^ ̂ K^^a^'^ ^

où C est l'ensemble des couples (i^i'} ne vérifiant pas la condition ci-dessus. Or
on a :

W=^ ^ û '̂j';
^J i'<^3'>3

on en déduit :

vol {U} = q-1^^ ^i<j<j'<s ^+l,,a^/,,/ ^

la somme étant prise sur les i1 tels que e ne divise pas î'. D'autre part, on a :

VOix (I\wla^e) = [la^e '' W^IxW n I^e}

= yoÏG (la.e) Vole (^^) -1 ÇE1^<^<S Sl<^<et ̂ ^^ ,

avec :

(o^) = (an , . . . , û i s , a2 i , . . . ,aet,s) •

Or a1^ est égale à a'^ à une permutation près ; on a donc :

V0l(; {la'^G) = yO\G (la^,G) = VOlM (^<,M) .

On en déduit :

VOl^ {I\wlae) = VOïc (^Q*e) VOlM {la^^Y1 ̂ (w)-

Enfin, on a :

( s \2
l(x)=^(e-l)al=^(e-l)[^a^} ;

k=\ k=l \J=Ï

s t

IM (wxw~1} = W (e - 1) a2IM (wxw 1) = ̂  ̂  (e - 1) a2^.;
J=l Â;=l
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d'Où :
(

S S "î'+l^'j' = ^ ^ (e - 1) akejdhej'
V Kj<j'^s l^j<j'<sk=l

_V-e - l ((^ V ^ 2 1

~2^—j-\ 2^°^ -L^jfc=i \\j=i I j=i
_ l (a-) — /A^ (wa;w~1)
- 2 '

On obtient donc :

vol (U) = VOÏK (IxWl^)~1 VOlo (4*e) VOlM (^,M)~1 ç^-M^"'-1))^ ^

d'où :

/w = vol (^) vole (J^e)-1 g(-^(a;)+<M(wa;w-l))/2volM (4,,M) n f(^.)
J=l

s

=yolK(IxwIaerlîlfÇaf.)'
J=l

On en déduit :

(^P'̂  E .(-D^n^0^0^.).
(^)^çM(a^) 3=1

où w est associé à (a^ comme dans l'énoncé du lemme, ce qui démontre
celui-ci, m

2.4. Deux lemmes utiles

Cette section est destinée à montrer deux lemmes (2.4.1 et 2.4.3) qui seront
utilisés dans le chapitre suivant pour le calcul des traces.

LEMME 2.4.1. — Soit D une distribution e-variante sur G. Soit a ç N, b ç
Z, tels que b divise n et que pgcd(a,b) = 1, soit d = e/pgcd(e,b), et soit
a = (ai,. . . ,^) ç P(n/db). Si f ne divise pas n/db, ou s ' i l n'existe pas de
partition a' e P (n/fdb) telle que a = fa ' , alors D (f^} = 0.

Démonstration. — Supposons que / ne divise pas n/db, ou qu'il n'existe pas
de a' ç V (n/fdb) telle que a = fa1. Alors il existe un io tel que c = ai +
' " + OÏQ n'est pas divisible par /. Soient les parahoriques F = I , , .
j n _ Y ^ . i (dc.n/b-dc) ?
1 = ^n/b-dc^ 5 soit également I[ (resp. J{7) le sous-groupe des éléments de I '
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(resp. F1) dont les blocs diagonaux sont congrus à 1 module p. La fonction f^
est biinvariante par I[ et son support est inclus dans c^/^ donc on obtient :

D(f^)= E f^(Ca/bA)D^A).
A a ' I I [

où pour tout A, f^ (C^A) est la valeur constante de f^ sur C^AJ^ et
^A est la fonction caractéristique de C^A^. On va montrer que D ((^4) = 0
pour tout A.

Soit donc A e J'/J^. Il existe /î e J' tel que l'on ait h-^^AF-^h =
C^A'^, avec A' de la forme :

Ao
A'=

Ai étant de taille de et As de taille n/6 — de. Il suffit donc de montrer que l'on
a D ((f>A) = 0 lorsque A est de la forme ci-dessus. On a ̂ -^na/ô^j^dc ^ gjf^
où B est l'élément de I11 l l ' { suivant :

B=

Ai

de plus, on a k^^^BI^k = ̂ ^B'I^ où :

/A,
Ai

B7^

et où k est l'élément de J'7 diagonal par blocs dont pour tout i ç { 1 , . . . , 6}, le
ïi - 1-ème bloc diagonal vaut 1 et le 2%-ème vaut A^ si l (i) < l (b) et 1 sinon.
On en déduit, si ( J ) B ' est la fonction caractéristique de CnalbBII{ :

(w-^ (-1)^-^) dét (A2^W) D ((^A) .
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De plus, on a :

A,1

Ca/bAI[=\ -, C^AJÎ
Aa

1-1

d'où :

P (<^) = £& o dét (As) P ((^A) ;

on en déduit que D (<^) = 0 si £bodét (As) ̂  1. Supposons donc e^odét (As) =
1 ; on va montrer que l'on a :

D ((f>A) = D ((f>B') .

Cela suffit à montrer que D (<^) = 0 ; en effet, supposons le contraire. On a
alors :

e (w-^ (-1)^"-^) dét (As)-^) = 1

Or dét (As) est un élément de 0, donc ee o dét (As) = 1, donc si on pose
b' = pgcd(6,e), on a e^' o dét (As) = 1. On en déduit, en élevant l'égalité
ci-dessus à la puissance b' et en remarquant que db' = e et que e (-1)6 = 1 :

e-^ (w) = 1.

Or e-^ est trivial sur 0 ; on en déduit que e-^ = 1. ce qui est exclu car c
n'est pas multiple de /. Donc on a bien D (<^) = 0.

Montrons maintenant que l'on a D (^ = D (^). Soit K ' (resp. K[) l'en-
semble des éléments de I^^h dont tous les blocs diagonaux sauf le premier
(resp. tous les blocs diagonaux) sont congrus à l'identité module p ; K ' / K [
est canoniquement isomorphe à GL^/bÇ^q)- Soit donc D' la distribution sur
GLn|h (F?) telle que l'on ait, pour tout g € GL^/b (Fç) :

Dl ^{9}} = D W ,

où l^g) est la fonction caractéristique de {g} dans GL^ (Fç), et ̂  la fonction
caractéristique de C"0/6^ dans G. C'est une distribution ^-variante ; de plus,
en considérant les sous-groupes paraboliques P ' = M'U' = P ((dc,n/b - de))
et P" = M"U" = P ((n/b - de, de)) de GL^ (Fç), on peut assimiler A (resp.
B) à une classe module U' (resp. U") dans GL^,, (Fg), et on a :

D^A)=c&rd(U')b~lD'(lAu')•,

D^B)=card{U")b~lDI(lBu").
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Montrons la première de ces égalités ; la seconde se montre de manière exac-
tement similaire. Identifions A à un de ses représentants dans I ' ; soit Z un
système de représentants de I[ modulo K[. On a :

<^A ^^^A,^
hçî

où pour tout /i, (j)\ ̂  est la fonction caractéristique de ̂ ^AhK'^. Or pour tout
h = ( / i i , . . . , hb), (j)'^ est conjuguée à ^A,(/^i+a...^i-a,i,...,i) par un élément de

I[ ; on a donc, avec un léger abus de notation :

D (^) = D' (IA^^..^-J ;
de plus, pour tout u G (77, le nombre de h ç. 1 tels que l'image de l'élément
^i^i+a • • • ̂ i-a dans GL^i^ (¥q) soit u est exactement card ( U ' ) ~ ; on en dé-
duit l'assertion.

De plus, on a :
card [U'} = q^W-^ = card {U11} ;

on est donc ramené à montrer que D ' ( l ^ u ' ) = D' (IBU"}^ ce q111 es^ une

conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 2.4.2. — Soit g' e M^c (Fç) x M^/b-dc (Fç) C M^(Fç), et soit g"
l'élément de M^i^_^ (¥q) x M^c {¥q} C Mn (Fç) obtenu en permutant les deux
blocs diagonaux de g'. Soit C une classe de SL^i^ (¥q)-conjugaison dans le
groupe GL^/^(¥q). Alors on a :

card [u' e Lie U ' \ g + u! e C} = card {u" ç Lie U" \ g " + u11 e C} .

Démonstration. — Si g ' est inversible, l'assertion ci-dessus est équivalente à :
card {?/ G U" \ g ' u G C} == card {u11 G [/" | p"^' ç C} .

Supposons d'abord g ' G 57^ (Fg) ; alors on peut supposer C C SLn (Fç). Po-
sons GI = 5Ln (Fç), P{ = M^iy7 = P'nGi ; soit Cg' la classe de M{-conjugaison
de g ' ^ Igf la fonction caractéristique de Cgi. On a :

card {î/ e [// | 5'̂  e C} = (cardC^)"1 card {^' ç (7', 7 e C^ | 7^' ç C} .
Soit / une fonction sur M{, invariante par conjugaison; on pose, pour tout
x e Gi :

^/(^(cardPO-1 ^ / (m').
/^eGl,w/eM{,^z/eî//,.r=/^m'^//^-l

Soit x ç C quelconque, et soit ZG^ (a1) le centraliseur de x dans C?i ; alors on
a :

card [u1 G U1 \ g ' n ' G C} = , cardpl/ .. ^ l,/ (^).1 J card Z^i W card C^ ^i y v /
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Or on a, d'après [1, prop. 8.2.7] :
.G], £ __ _G\ £

^J-y.

avec P[ = P' H Gi = M{î77, où P7 = M'[77 est le parabolique opposé à P' ; on
en déduit :

card [v! G U1 \ g ' u ' ç C} = card {n' ç [77 | g u e <;} .

Or soit w l'élément de G\ suivant :

_ ( 0 -Idée \
w ~ { U^-ec 0 ;

si n/b est pair et ec impair, et :

^ ( 0 Idée ^

^ Id^/b-ec 0 )

sinon; dans tous les cas, on a bien dét (w) = 1. De plus, w~lgfw = g11 et
w^U'w = U" ; comme de plus w ç Gi, on en déduit :

card [u e ~U1 \ g ' u ' e C} = card [u" ç U11 \ ^u" G C} ,

ce qui démontre l'assertion.
Supposons ensuite g ' inversible quelconque. Écrivons la décomposition de

Jordan de g ' : g1 = sv^ avec s^v ç M', s semi-simple, v unipotent, et sv = vs.
Posons :

Lie U1 = (Lie U ' H Lie ZG (s)) © V 1 ,

où V1 est la somme directe des sous-espaces propres pour la conjugaison par
s distincts de Lieî77 FiLieZ^ (5)- Alors puisque ZG (g1) C ZG (.s), l'application
v ̂  g'vg^1 — v de V ' dans V est injective, donc bijective ; donc tout élément
de P' de la forme g ' u ' w ^ avec u' ç exp (Lieî7' H L'ieZc (5)), w ç exp (V), est
conjugué à g ' u ' par un élément v ' ç exp (V), d'où :

card [u' e Î7' | g ' u ' ç C} = gdim(y/) card {u1 e 17' H ZG (5) | ̂ ' ç C} .

Or on peut identifier ZG (s) à :

ZG {s} = G Ln, (¥^) x • . . x GLn, (¥^) ,

où les ni^ai sont des entiers tels que :
t

^^ nidi = n.
2=1

Posons :

ZG (5)i = SLn, (Fçai) X . . . X SLn, (¥^ ) .
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Puisque sv = vs, s g ' = g ' s donc g ' e ZG (s) ; C H Zç (^) est donc une réunion
finie de classes de ZG (^-conjugaison dans Zc{s). Appelons C^...,Ck ces
classes ; on a donc :

k
card {n' e U ' \ g ' u ' ç C] = ̂  card {î/ G ^' H ZG 00 | ̂ Y e ̂ } .

%=l
.'\ p^ //' — ( j i ^ii\ ^.^ - / - / /Écrivons g ' = (^ . . . ,^) et g " = (<// , . . . ̂ '), avec g^g] ç (92^ (F^-)

pour tout j ; alors il existe, pour tout j, un entier bj tel que l'on ait, si on
pose PJ = M^ = P{{b^n,-b,)) C GLn, (F^-) (resp. P^ = MW =
P((n , -&„&,)) :

^ e M^g] ç A^,^ = w;-1^-

en définissant wj pour tout j de manière analogue à w, et :

u' n ZG (5) = u[ x . • • x ^/,
et de même pour U " . De plus, pour tout z, on a :

Ci = Q,i x • • • x C^t,

où pour tous i,j, C^j est une classe de SLnj (Fç^) -conjugaison dans le groupe
GL^j (Fç^ ) ; on obtient alors :

card {n' e 17' | ̂ ^ ç C} = ̂  f] card {^. e ^/ | ̂ ^. e Q^.} .^'^-En^K^^i^-^.
i=l j=l

On obtient une assertion similaire pour g " ; il suffit donc de montrer l'assertion
pour dj, g'y et g^ dans un bloc GL^ (Fç"j), avec i et j donnés. Mais alors on
a ̂  = ̂ ^, avec sj central et vj unipotent. Puisque sj est central, s^Czj est
une classe de SL^ (Fç^)-conjugaison dans GLn^ (Fç^) ; comme on a :

card {^. ç U'y g^ ç dj} = card {^. e U'y \ VjU'y e ̂ -^^J ;

on est donc ramené au cas g'. = vj. Or vj est unipotent, donc dét (vj) = 1, et
on est donc ramené au cas précédent.

Supposons enfin g ' quelconque. Soient g[, g^ les blocs diagonaux de g ' . Le fait
de conjuguer g ' par un élément h de M' H SLn (Fç) ne change pas l'assertion ;
on peut donc supposer que pour i = 1, 2, g[ est de la forme :

9-f sî ° }91 \ 0 nj •

où Si est une matrice carrée inversible de taille ai et n^ une matrice carrée
niipotente de taille 6^.
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Identifions, pour simplifier les notations, LieU' à M^n/b-dc (^q)' Soient V1

et Z ' les sous-espaces de Lie U ' suivants :

v' - ( * n z'- ° * \v - [ o . ) - z - [ . o j '
où les blocs considérés sont de tailles ai, b\ en hauteur et 02, &2 en largeur. Alors
Z ' agit sur {g' + Lie [/') n C, et on a ((^' + Lie U ' ) H (;) /Z' = {g' + V) n C : en
effet, posons :

u^f^ ^Y
\ ^3 ^4 /

Alors pour î; == ( 1 ) G Z', le bloc supérieur droit de :
\ ^2 u /

( l + ^ - l ( ^ + ^ ) ( l + ^ )

vaut :
/^ ui u^ + 51^1 — 'yin2 ^
^ ^3 + ^1^2 — ^251 ^4 y '

il suffit de montrer que les applications v\ i—)- s\v\ — v\n^ et v^ 1-4- ni^2 — ^2S\
sont injectives. Soit donc v\ telle que l'on ait s\v\ — v\n^ = 0 ; alors on a :

Vl = 5^1722,

donc par une récurrence évidente :
v\ = s^~ v\n^

pour tout k G N. Or 77,2 ^t niipotente, donc il existe k tel que n^ = 0 ; donc
-y^ = 0. On montre Pinjectivité de la deuxième application de la même manière.

On en déduit que l'on a :

card [u e Lie U1 \ g ' 4- u' e C} = çdim(z/) card {u' G V \ g ' + u' G C} .
Or l'ensemble ^' + V est canoniquement isomorphe à :

(/,i+Lie?7{) x (/ ,2+Lie^),

où P[ = M[U[ (resp. P!^ = M^U^) est le sous-groupe parabolique standard
P((ai,02)) (resp. P( (&i ,&2) ) ) de GLa^a, (Fç) (resp. GL^^ (Fç)), et :

, ( ^ o \ ( m o \
^'t 0 ^ J^^ l 0 n , ) '

Or /^i est inversible et h^ niipotent ; on est donc ramené à montrer le lemme
dans ces deux cas. Le cas inversible a été traité précédemment; pour le cas
g ' niipotent, on remarque que 1 + C est également une classe de SLn (IFç)-
conjugaison dans Mn (IFç), et que :

card [u' ç. Lie U ' \ g ' + u' G C} = card [u G Lie U ' \ 1 + g ' + u e 1 + C} .
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Puisque g ' est niipotent, 1 +</ est unipotent, donc inversible ; on est là encore
ramené au cas précédent. D

D

LEMME 2.4.3. — Soit D une distribution e-variante sur G, et soit a =
(ai,..., at} e V (ri/e}. Alors s'il n'existe pas de a' G V (m) telle que a = fa',
^(fa)=0.

Démonstration. — La démonstration est identique à celle du lemme précédent,
en posant a = 0 et b = 1. D
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CHAPITRE 3

CALCUL DE TRACES

3.1. Une proposition essentielle

Montrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 3.1.1. — Soit T] ç. 8, soit TV une représentation admissible de G et
soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Alors V (7r)^ est
isomorphe à V (TT?)^ .

Démonstration. — En effet, V (7r)^ est isomorphe à V (TT^)^ d'après [2, 5.8].
Par le même argument, V (TT?)^ est isomorphe à V ((^p^nAf)? ' et P^ tran-
sitivité du fondeur de Jacquet, (Trp)jçn^ = ̂ B ; d'où le lemme. D

Soit R la catégorie des représentations de GL^/e {F) engendrées par l'espace
de leurs vecteurs invariants par J; soit i l'isomorphisme entre %° et (T-in/e)^
défini dans les préliminaires.

Soit 7ro, . . . ,7Te-i G R. Posons P = MU = P ((^YY et :

TT = Ind^ (Tï-o ® (e~1 o dét) 71-1 (g) • • • (g) (e}L~e o dét) TTe-i) .

Soit l'isomorphisme :

^0,...̂ -i : V (TT^0 ——^ V (7To)j ® • • • ® V {7Ve-l)i

tel que si Vi ç Y (7r^)j pour tout z, ^Tro1...,^-! (^o ^) • • • ̂  ^e-i) est la fonction à
support dans PI qui vaut VQ<S" '0Ve-i en 1. Montrons que l'on a, si f ç T-L° est
telle que i (f) est de la forme /o ̂  " • ®/e-i et î; = ^Tro1...,^-! (^0 ^ • • - ® ^e-i) :

^7ro,.,7Te-i (TT (f) î^) = TTo (/o) ^0 ® • • • ® TTe-l (/e-l) ^e-1.

Les deux membres de l'égalité ci-dessus étant tous deux des formes multi-
linéaires en / O î - - - 5 / e - i , il suffit de la montrer dans le cas où f = T^o?
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x ç ÎÎM. Posons x = {xo,...,Xe-i). Soit pour tout i, v, e V (^ ; notons
v = ̂ Tro1...^-! (^o ® • • • 0 ̂ e-i). Alors on a :

TT (f) ^ (1) = vol (Ja'7) / 7^0 (ôO v (gx) dx
J l

=yol(IxI) \ \ _r]o(m)v{mux)dudm.
JinM Jinu

De plus, v {mux) / 0 si^ et seulement si mux ç PI = P ( l n Ï Ï ) , soit x-^ux ç
I n U , soit n ç a; (J H [7) x~1. On en déduit :

TT (f) î; (1) = vol (1x1) yol{lnÏÏnx{ln ÏÏ) x~1) t r]o (m) v (mx) dm
Jir\M

= vol (1x1) vol (/ H ÏÏ H x {I H [7) rr-1) ̂  (.r)1/2

e-l /^ - /1 \• ]̂ J ̂ -î o dét (xi) j m ÇmiXi) Vidmi j
i=0 \ ^rz/e )

= vol {1x1} vol (l n î7 n x (l n 17) a1-1) ̂  (a1)1/2

e-l

• J] (vol (4/e^4/e)~1 ̂ -î o dét (X,) T^ (^)) .
i=0 /

On a :

yoï(lxl) =q1^;

e-l

]îvol(I^xan/e)=qlM(x^
i=0

Pour achever la démonstration de l'assertion, il suffit donc de vérifier que l'on
a :

vol (l n ïï n x (l n 17) x-1) 6^ (x)^2 = q(^(x)-i(x))/2^
On a :

yol(i^ïïnx{inïï)x-1) =ô^(x)~\ol{I^ïïnx-l{Iç^ïï)x)^
il suffit donc de montrer l'égalité suivante :

vol (J n ïï n x (l n ïï) x~1) vol {l n ïï n ̂ -1 (J n ïï) x) = q^w-Kx)^
Écrivons x = w^, mr ç WM, z e Z71. On a, puisque Wa; normalise 1 UÏÏ :

voli = vol (J n ïï n a: (J n ïï) x~1) = vol (J n 17 n ̂  (J n 17) ̂ -^) ;

vol2 = vol (J n ïï n a:-1 (/ n ïï) x) == vol (J n ïï n z^ (J n 17) ̂ z).
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On en déduit :

voli= n q^.
(iJ)^C

où C est l'ensemble des couples (z, j ) tels que i < j, i et j ne sont pas dans le
même intervalle de longueur n/e, et Zi > z^ et :

vol2= JJ q^-^,
(iJ^C'

où C' est l'ensemble des couples (i^j) tels que i < j, i et j ne sont pas dans le
même intervalle de longueur n/e, et zj > Zi. On a donc :

voli vol2 = q^^^cuc'^j-^ = ql(x)-lM(x)^

Pour tout f G C^ (G), posons :

f ^^^odét^fQ/) .

On vérifie aisément que si pour 77 G £ donné, f G 7-̂  (resp. f G .^^O, alors
f G ^(^dét)-^ (^gp^ ^ ç j-(^odét)-^^ L'application :

4: i__^ ^0 ^ c ^ ^o,(£odét)^o^ •77o,^odét^o ̂

induit donc un morphisme de T-L° dans lui-même ; de plus, si f G 7^° est telle
que L (f) est de la forme fo^ • " ^ fe-i, on a :

(2) ^ ((/° * f * /^odét),oy^ ^ ̂  ̂ ... ̂  ̂ _^ ^e^
En effet, pour tout x = ( x o ^ . . . , rre-i) G ^ÎQ, on a comme dans la démonstration
du lemme 1.3.6, en posant y = [ x \ ^ . . . , Xe-i^xo) :

-l(x)/2 ( f0 rr. rrîo,(£odét)rîoY _ -l(y)/2rr.e
Ç ^7 *-^a;^o*J j -0. -S,(£odét)77o

=e-lodéi(y)q-l^2Ty^.

D'autre part, on a :
e-l

, (^-iW/2rp \ _ -lM(x)/2 TT -î o ripf f r- ' lT 6?) . . . 6?) Tt / l y - ' - x ^ o ) ~ q 11 v z / ^o ^ (^ ^.re_i î
%=1

. ̂ -1 o dét (^/) ç-^^72^^) = e-1 o dét (î/) ç-^Q/)/2

e-l

• JJ ^^ o dét (^+r) r^ 0... (g) r^_, ® r^.
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Or on a IM {x) = IM (y) ; d'autre part :
e-l e-1

e o dét (y)"1 JJ e^ o dét (^4-1) = ]̂ [ ̂  o dét (.r,) £~6 o dét (^o).
i=l i=l

Cela démontre (2) pour f == îa;^,. Comme les T^^o forment une base de H°,
on en déduit (2) pour f quelconque.

Supposons maintenant TTQ ç R irréductible et telle que 0e o dét (71-0) ^ TTQ, et
pour tout i ç { 1 , . . . , e — 1}, TT^ = 71-0. Alors on a :

71-^(^0 dét) TT.

De plus, TT est irréductible ; il existe donc un opérateur d'entrelacement A^. de
TT dans (^ o dét) TT, unique à une constante multiplicative près, vérifiant, pour
tout g e G :

A^o7^{g)=eodét{g)-17^{g)oA^

II est clair que A^- envoie V (TI-)^ e )r)o dans Y (^r)^0 ; en utilisant le lemme
1.3.9, on voit donc que l'application A^ o TT (/°) préserve V (7r)^° ; de plus, on
a pour tout f e %° :

(3) A^ 0 7T (/°) 0 ̂  (f) = 7T ((/° * f * /^odét),o^ o ̂  ̂  (y0) ^

En effet, on a le lemme suivant :

LEMME 3.1.2. — Soit f G (7^ (G). Soit TV une représentation lisse irréductible
de G vérifiant TV c^ E o dét (vr), e^ 50^ A^- l'opérateur d'entrelacement associé.
Alors on a :

A^o7r ( f )=7 r ( f ) oA^ .

Démonstration. — En effet, on a :

A ^ o 7 f ( f ) = [ A^on(g)^(g)dg
JG

= l ^odé t^f^TT^oA^
^G

=7r( f )oA^.

D

On en déduit :

TT ((/° * f * /^^^y) o A^ = A^ o TT (/° * f * /^,(.odét)^^ .̂

de plus, on a :
f° * f * po^odéi)rîo ^ yO ^ yO ^ ^
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on en déduit (3).
Soit également A^ l'opérateur d'entrelacement défini de façon similaire pour

71-0, et soit, si pour tout î, ^ ç V (7^)7 :

B^ : VQ (g) • • • (g) Ve-l l——> V\ (g) • • • 0 ̂ e-i 0 A^o-

Alors il existe une constante c telle que l'on a :

^0,...,̂ -1 ° < 0 7T (/°) 0 < ,̂1...̂  = C^ :

en effet, notons B'^ le membre de gauche de l'égalité ci-dessus. Soit f ç 'H°
telle que i (f) est de la forme /o ® • • • ® fe-i ; d'après (2) et (3), on a :

B'^ 0 (TTO (/o) ® • • • ® ÎTe-l (/e-l))

= (71-1 (A) ® • • • » TTe-1 (/e-l) ® TTo (/0e)) 0 B^.

Or A^ est, à une constante multiplicative près, le seul opérateur sur V ( ' n ' o ) [
vérifiant, pour tout /o e ' H n / e '•

^o^oao)^^^)^^;

on en déduit qu'il existe c telle que B1^ = cB^.
On en déduit, pour f € U0 telle que i (f) est de la forme /o (gi • • • ® /g-i :

trA^ o TT (/0 * f) = ctrB^ o (TTO (/o) ® • • • ® T^e-ï (fe-i)) .
Soit donc (ei)^ jy une base de V (7To)j. Alors :

{e,o <g) • • • (g> e^_, | 1 ̂  î 'o, . . . , ie-i ^ N}

est une base de V (îro)j ® • • • ® V ('"'0)7- De plus, posons, relativement à la base
{Ci}:

<^o(/o)=(4-)^.;

TTO (A) = (a§) ,
v ^ i , ]

pour A; > 0. Alors on a, pour tous jo^... ,je-i :

B^ o (TTo (/o) ® • • • ® ïTe-l (/e-l)) (ejo ® • • • ® e^.J

= S ^-IJO0 '̂! • • • <r-Le-l ̂ 0 0 • • • (g) ̂ .-l '
»0,-..,te-l

d'où :

tr^o(7ro(/o)®---^-i(/e-i))= E ^^^•••Ck-i
Î0î--.,îe-l

= t r A ^ 0 7 T o ( / 0 * - - ' * / e - l ) .

On en déduit le résultat suivant :
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PROPOSITION 3.1.3. — Soitr) G £, et soit f G W1 telle que, si ̂  est l'isomor-
phisme entre W et ("Hn/e)6 défini dans le chapitre 2, L^ (f) est de la forme
/Q 0 • • • (g) /e-i. 5W A G P (m). Afor5 (m a :

trAi o Sti (^ * f) = e (-I/K).) trAf o Stf (Jo*-* /e-i).

Démonstration. — Supposons d'abord r] = T]Q. Posons Tî-o == Stjf ; en définis-
sant les TÎ^, z > 1, et TT comme précédemment, on a TT = St^ ; il suffit de montrer
que la constante c définie précédemment vaut 1. Soit D^ la droite de V (Ti-o)^
définie (et notée D) dans [17, III.3] ; A^ la conserve et y agit par ^-^n/e~m^
De plus, si D\ est la droite de V (^r)^0 définie dans le chapitre 2, on a :

^..^_,{D^=D®'"®D',

comme A^. conserve D\ et y agit par (—j^71/6"77^ 9^ ̂  déduit que c = 1.
Supposons maintenant r] quelconque. On a le lemme suivant :

LEMME 3.1.4. — Soit f G ̂ . 'Alors on a :

trA^ o St^ ((/^r1 * f * f^0) = trA^ o St^ (f).

Démonstration. — En effet, on a :

Af» ° St^ ((/^o•'')£-l * f * f^0) = A^ o St^ ((y^0^)^1)

.oSt^(f)oSt^(/^°)

= St^ (V0^) o (A^ o St^ (f)) o St^ (r-7'0).
De plus, toutes les applications linéaires ci-dessus sont de rang fini, donc on a :

tr (St^ {f^) o (A^ o St^ (f)) o S4 (/^°))

= tr (St^ (/^°) o St^ (/^^) o (A^ o St^ (f))).

Or f^° * /77057? n'est autre que l'élément neutre ly, de W ; donc St^ (/^°) o
St^(/7?057?) est l'identité sur V^, qui contient l'image de St^ (f) d'après le
lemme 1.3.9 ; on en déduit :

St^ (,f^) o St^ (^^) o (A^ o St^ (f)) = A^ o St^ ( f ) ,
d'où l'assertion du lemme. D

Or on a : si f G W :
(po,ny-1 ^ ̂  ^ ̂  ^ fwo ̂  ^ (_i^(w,o,») po ^ ^r,o,ri ^ ^ ^ p,^ ^

d'autre part, d'après le lemme 1.3.6 :

^(.r^w'^^œ,
d'où l'assertion. D
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3.2. Quelques rappels sur la PSH-algèbre de Zelevinsky

Pour plus de détails sur la PSH-algèbre de Zelevinsky, voir [18].
Soit À = ( A i , . . . ̂ \t) ,^ = (^i , . . . ,/^s) G V (n). On a défini M (\^) dans le

chapitre précédent. Soit M1 (A,/^) l'ensemble des éléments (a^). • de M(À,^)
tels que tous les a^ valent 0 ou 1.

Soit R la PSH-algèbre de Zelevinsky : en tant qu'algèbre, c'est l'algèbre des
polynômes en des éléments Xi,i e N*. C'est également un anneau gradué de la
manière suivante :

R=Q)Rk
k

avec pour tout fc, xjç G Rk- On en déduit que pour tout fc, si pour toute partition
À = ( A i , . . . . \t) G P (k) on pose :

x\ — x\^x\^ • • • x\^,

alors (^A^çpûrÂ;) cons^ue une base de l'espace vectoriel R^. De plus, R^ est
munie d'un produit scalaire (•, •) défini positif à valeurs dans Z, vérifiant, pour
tous À,/^ e P(k) :

{x\, x^) = card M (À, p.) .

R est également engendrée par des éléments yi^i ç N* vérifiant des propriétés
exactement identiques. Les Xi et yi sont liés de la manière suivante : si on pose :

00

X(T)=^x,T\

Y(T)=^y,T\
i=0

(en posant XQ = yo = 1), alors on a :

X{T)Y{-T) =1.

De plus, on a pour tout k et tous À, ^ e P° (fc), en définissant les y\ de manière
analogue aux x\ '.

{x\, y^} = {y\, x^) = card M1 (A, p.) .
Il existe également des éléments zi, Zi ç. R^ tels que, en définissant les z\ de
manière similaire aux x\ et y\^ pour tout fc, les ^, avec À ç P° (fc), forment
une base sur Q de 7Î0Q, et tels que, si pour tout entier positif c, Te est

z
l'endomorphisme d'algèbres de jR®Q tel que pour tout i, Te (^) = Zcz, on ait,

/ / j
pour tout fc, tout À G P (cfc) et tout x G ̂  :

(a;A,Tc(^)) ^O
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s'il n'existe pas de V e P (k) telle que A = cY, et :

{x\,Tc(x)} = (X),',X)

si À' existe, (cf également [16, 5.5]).

3.3. Calcul des traces de f?'6u j a

Soit v ç Z, posons :

^- m

pgcd (m, ?;) '
v

0, = ——————————-
pgcd (me, î;) '

__ me
pgcd (me, f) '

d= e

pgcd (6, e)
On a l'égalité suivante :

En effet, d'une part, on a :

et d'autre part :
n me

m n
J=Jdb'

y = pgcd (m, v) ;

M d&
_ pgcd (me, v)_ ^

_ pgcd (me, v) pgcd (&, e)
e

^ Pgcd (me, v) pgcd (me/ pgcd (me, v) , e)
e

_ pgcd (me, e pgcd (me, v))
e

= pgcd (m, pgcd (me, v)) .

C'est clairement un diviseur de pgcd (m, v) ; d'autre part, pgcd (m, î;) divise à
la fois m et pgcd (me, v). On en déduit l'égalité cherchée.

On en déduit en particulier :

j d b ^ b
e pgcd (6, e) '
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Posons, avec les notations du lemme 2.1.5 :

c.^n^0^^).
i=0

PROPOSITION 3.3.1. — Soient À, a e P ( m / l ) . Soit T] l'élément de £ tel que
f^ G ^\ et soit e l'application de {1 , . . . ,n} dans { 0 , . . . , e — 1} associée à
T). Alors on a :

trAf, o Stf, (l^lj;,6) = W (-1)^0,,) (_l)(m-l//)na/6 ̂  ̂

Démonstration. — En effet, on a :
1 .1 ^"î0 __ ^"5°pa, b _ £a,b
^-vf^-cf^-vf^cJfa - J f a '

pa,b _ £'n , îa.bDe plus, on a, d'après le lemme 2.1.5, f^ = p * /^ , avec :

e-l
, ^fûM - /S?\p-î o dpf ^(^W^^ f^
^ ^/a ; - W e ° det ^^/e ; îf^n/^

où pour tout &, /j^/e est la fonction caractéristique de l'ensemble C71^7/^
dans GLn/e (F), divisée par vol {ifai). De plus, on a :

e-l

^ fc, = da;
î=0

on en déduit, d'après la proposition 3.1.3 :

trAf, o Stf, (4/1 J;;) = c^ (-l)^^,,) trAf; o Stf; (/^) .

Or da et ^ sont premiers entre eux ; en effet, d'après ce qui précède, d'une part
l divise b et a et b sont premiers entre eux; d'autre part, l et d sont premiers
entre eux. Donc d'après [17, V.ll], on a :

trAf; o Stf; (/^) = (_i)(»/^—W< ̂ ^).

On conclut en remarquant que :

mda na~^=Jb''
mna nd (n , ,\ , , (m \ m (m
-^-^a=ma^-fd)=mafd^-l)=-^^

1 ( n £^\ ^(m A m ( m \ , n ,-a = ma ̂  - fd) = mafd [y - Ij =: y ̂  - Ij ^a/d,

qui est pair. Q
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3.4. Calcul des traces de fy^

Soit v ç Z, posons à nouveau :

i=
pgcd (m, v)

Soit, pour tout À = ( A i , . . . , À() çP (n), r\z l'ensemble des (di , . . . ,d<) €
Z* tels que, pour tout i compris entre 1 et t — 1, on ait :

/ i \ / * \ / i \ / ( \
E^ E^ - E^ E^ >o-

\k=l / \k=i+l / \k=l / \k=i+l /

Soit )(\ la fonction caractéristique de l'ensemble des éléments l = { l i ^ ' - - - , l t )
de M (À) tels que l'on ait :

( ^ o d é t ( ^ i ) , . . . ^ o d é t ( ^ ) ) ^r\z.
Pour tout A = ( A i , . . . , \t) G P (n/e/), soit ^ l'élément de ^ tel que la res-
triction de rj\ à FIwahori standard de M (e\) soit :

y?0,e/Ai ® • • • ^'n0,ef\t^

où pour tout z, T1o,ef\i es^ 1e caractère de ^e/Ài défini de manière analogue à 770-
Montrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 3.4.1. — Soit f e C^° (G). On a :

t rA^oS t^ ( l c f )=

( t(\) \
^ (-l)^)-^(-l)^.-)tr ^A^.ol.^StlJ (xe/Af^6^).

.eP(m) j=i 7
(^o) tr 0A^. o l.l^* S .̂ (xe/Af^5^^^

AçP(m) \J=1 7

où si X = (Ai,..., \t), on pose pour tout j :

. ( t 3 \

y,-\[ E^-E^
\k=j+l k=l )

Démonstration. — La démonstration est identique à celle de [17, III.5], au
détail suivant près : pour A donnée, soit TT l'unique facteur irréductible de
(Stm)^(e/A) dont ̂ P^ v est stable par (A^)^^) ; alors on a :

t(\)

(A^^A)!^-^-!^'77^!!^'
i=l

En effet, soit Dm la droite de V^ définie en 1.4, et soit :
D — <s;t ( fnx^o} n-ur]\,m — ^m U / ^m-
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L'opérateur A^, et donc aussi l'opérateur (A^)^/g^, y agissent par le sca-
laire e (-l)^^o) ç_^rz/e-m ^ ̂  ̂ ^ ^ identifiant Y[^ U^ à une sous-
algèbre de T-L^, on vérifie de la même façon que dans la démonstration de [17,
III.5] que la projection de D^m sur V^ C V n'est autre que Y ^ ' ^ D ^ . On
en déduit l'assertion. D

PROPOSITION 3.4.2. — Soit a G P(m), À ç P {m/l). Soit T] l'élément de £
tel que l^fa ^ ̂  pour tout k. Alors on a :

trA^oSt^(l^U/a)

^,(-l)^o.)(-l)--^)^/-l)/2^^^
\m )

en définissant Xm { —^ç^ ) comme dans [17, V.12].
\m )

Démonstration. — Supposons d'abord À = (m) ; on a, d'après les lemmes 3.4.1
et 2.3.1 :

t rA^oSt^(lcf^)

- ^ (_l)^)-^(-l/K-o) ^ ^M),
^çP(m) (wij)çM(fa,ffi)

avec pour tout ^ == ( / ^ i , . . . , /^) :

/ ^ \ / t 'i ̂  (w,,)) = ir n A^. o s .̂ . (-1)^") xe/, n ̂
v-i / \ ^1

où w est associé à (w^-). • comme dans l'énoncé du lemme 2.3.1, et où :

X(j^)=q(n~ef^)/2~^X.

Soit, pour tout j, rjj l'élément de Sef^ tel que pour tout fc, lk^(w.j) ^ ^e}^'^ .̂  ^^^ ^^^- .„„- .-, - n , , y w . j ) - - e j p . j

Montrons l'assertion suivante (l'égalité ci-dessous signifie que les termes cor-
respondants des deux séries sont égaux) :

f.X(j^)\ _ rY(j^) ^ fO (9) . (9) f°^ v(^) ) ~ h^^.f^ ^ AW.,),/^- ^ • • • ̂  J(w.,)^f^^
oùf(^ ..)j^. (resp. /? ^ . ) est la fonction caractéristique de Lie Iç^^nGLf^ (F)

(resp. I(w.-)) dans GLf^. (F), divisée par vol (J(^ . ) ) , et où :

y. - ̂ -l)/^72x.. _ (n-f^)/2-^^J - J ^ ~ ( 1 ^j,^ — ^ • /^-
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58 CHAPITRE 3. CALCUL DE TRACES

En effet, soit x ç .̂, et soit (xo,... ̂ e-i) son image dans [Wf^ par
l'application canonique. On a f (a;) ^ 0 si et seulement si on a à la fois XQ ç
LieI(w.J) et ^ ç ^(w.,) pour tout i ̂  0 ; d'autre part :

e-l

f(w.,)I^Z = II ̂  ° dét (^) v01 (^w.^e)) î^..
i=l

De plus :

^ (T.,,, ) = ç(^)-EU <M)/2 g ,-, , ̂ t (x,) g T,. ;
î=l 2=0

enfin, on a :

VOl^^'-VOl^,,)).

Pour montrer l'assertion, il suffit donc de vérifier que l'on a, pour tout x ç ̂
tel que f (rr) / 0 :

e-l

^^)-^ / (^)=(e- l ) /^ (^) .
%=o

Soit donc Ji, . . . , J^) la décomposition de {1 , . . . . e/^} en intervalles selon
(w.j) *e, que l'on complète en une décomposition de Z en intervalles, en posant
pour tout k e Z et tout 2 e { 1 , . . . . et (a)}, J,+^) = J, + fce/^-. On a vu
dans la démonstration du lemme 2.2.1 que x laisse stable les J,, avec i non
multiple de e, et que si a ç J^, a; (a) G J^, avec l < k.

l (x) est égal au nombre de couples (z, z'), avec i e { 1 , . . . , e//^-} et i' ç Z
tels que i > if et x (i) < x {i'} ; ̂ e^ l (x,} est égal au nombre de couples (z, i1)
vérifiant les mêmes conditions, plus la condition suivante : si i ç J^e+A^ alors
il existe un l tel que x (i) e Jie+k'- Or la condition i > i' et x (?) <5 .r (%')
implique, d'après ce qui précède, qu'il existe fc, k ' et /, avec 1 < fc' < e - 1, tels
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que i' ç. Jke^-k' et î ç J^g. On a donc :
e t(o)

^)-^(^) =^ ^card({î ' | 3Â:eZ,3fe' , l < k1 < e - 1,
i=Q 1=1 içJie

ke+k1 < le et x (i) < z'})
/^ tW e-l

= £ S S S card (^e+fc-)
^=1 îçj^ l'<k<l,x[^)^J^f^ k'=l

t(a)

^SS £ (e-l)wfc+ij .
^=1 îÇ^e l'<k<l,x(i)çJi,^

D'autre part, on déduit du lemme 1.2.1 que l'on a :
efp-j

ef^(x) = ̂  ( i - x ( i ) ) .
i=l

Puisque x stabilise les J^e+k^ 1 < fc < e — 1, la somme des i — x (i) sur chacun
de ces intervalles est nulle et on a donc :

t(a)

ef^y (x) = ̂  ̂  (i - x (i)) .
1=1 içJu

Soit pour tout k, a^ le plus petit élément de J^e- Posons pour l e {1 , . . . ^ t (a)}
et i ç J^g, i = ai 4- ^, et si x (i) € J^/e, x (i) = a^ + Ci ; a" permute les classes
modulo e//^ des ^ donc la somme des bi est égale à la somme des c^, et on en
déduit :

t(a)

ef^ (x) = ̂  ^ (a^ - a^/)
^==1 içJie;x(i)çJ^f^

t(a)

= S S £ eWfc+ij.
Z=l içJiel^k^^i)^^

On déduit de cette égalité et de (4) que l'on a :
e-l

1 (^) - s ^ (^ = (e -1) ̂ ^•z/ (rr) ^
2=0

d'où l'assertion cherchée.
D'après la proposition 3.1.3 et [17, V.12], on a donc :

tIAe., °S% (fê"') ̂ (-l)'^"-"-) tr< oS.£ (,̂ .̂ )
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60 CHAPITRE 3. CALCUL DE TRACES

qui vaut 0 si (w.j) ^ (/)^, et ^(-1)^0,^^) (^_^fq(n-^)f|e2-f^\-^ ^

(^j) = {fY3' Donc J(/^(w^)) = 0 si (w^-) n'est pas de la forme fb pour
& ç M1 (a, /^) ; de plus, on a :

t ( \
e (-1)^) e (-l^^o) JJ ^ (.i^o^,^ ^ ̂  (_i^(w,o,,) ^

j=i

On en déduit, exactement de la même façon que dans la démonstration de [17,
V.12], que l'on a, pour tout D > 1 :

trA^oSt^(l^U^)

=,(_l)^o.) (_!)--! çn(/D-l)/2^^ (OD)^)).

Supposons maintenant À = ( A i , . . . , A^) quelconque ; posons P = P (e/ZÀ). On
a, en utilisant le lemme 2.3.1 :

(5) trA^oSt^(l^U^)

^(-l)^o.Jtr f(g)A^. oSt^.) . ffèl^/^lc) (f^)^
\^1 / \\i=l ) )

= ç (_l)^o^J qL\=^n-efl\j)/2{vfl\,)/m

E ^(-i)^^^^^^. (i^,/.U(,,)),
(w^), .^M(faJlX) î=l J

où si Ty' est l'ensemble des éléments de W de longueur minimale modulo
Wefi\ à gauche et Wfa^e à droite, pour tout fw-) , w est l'élément de W

\ - ^ / i j
correspondant au tableau (w^-). ., avec :

(wn,.. . ,w^),i,wi2,.. . ,w^(^) = ^(w'i) * e , . . . , (w^) *e) ;

le facteur e (-1)^0^) apparaît pour la même raison que dans la démonstra-
tion du lemme 3.4.1. Pour tout {w^-\ , on obtient, d'après le cas précédent
et le lemme 2.4.3, pour tout j :

t'-^^St^.^.^u^^o
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s'il existe un i tel que w- n'est pas divisible par /, et :

^r A8 r. Q^ / 1 1 t ^ / - / nV^O.e^À^wj )trA^ 0 bt^ [^vfXj/m^cJ^^) = C (-1) V 3 y

.f-l)^-l^A,/2)(^A,/(m-l))/ (^>i fY\ ± / (/ ^^^iXj l ? y 1 / 5\ 971 y

où ̂  j est l'élément de <?e./"^ tel que pour tout k, l^ff^/ . ) ^ ̂ ^5 si (w /7) =

//?. On en déduit que l'expression (5) est nulle s'il n'existe pas de (6^-)- • €

M Ça^lX) tel que (w-) = f (^jL .. D'autre part, on a :
\ / i.j 5-

y^ n - e/^Aj 2;//Aj y^ efIXj fvfIXj ^\ _ n{vf - 1)

â ï 2 ~ ^ ^~2~\~rn~~ ) = 2 ;

A
^ (ZÀ, - 1) = m - F,
i=l

et, de la même façon que précédemment :

^(_l)^(^o^J^(_l)^MTT^(-l)^r770 'e^•' î 7w^) =e{-l)l(w^) .
i=l

On conclut de la même façon que dans la démonstration de [17, V.12]. D
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CHAPITRE 4

CALCUL DES GERMES PAR RECURRENCE

4.1. Définition des germes

On définit les germes «^ grâce à la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1.1. — Soit v G Z. Posons :
m

1=
pgcd (m, v) '

Alors pour tout \ ç P° {m/l}, il existe une unique fonction :
-,£- . r^ïï __. /p

•^A • ^c.vf ——> (L

telle que pour tout 7 ç G^p e^ ^on^ f € ̂ , on ait :

IG ̂  7) = E ^ (7) trA^ o 81̂  (l./lcf).
ÀeP°(m/0

Démonstration. — L'assertion de la proposition est vraie si et seulement si :
- pour f ç ̂ e donnée, pour tout À, on a :

t rA^oSt^( l^ lc f )=0

seulement si pour tout 7 e G^p IG (^^) = ^ 5
- les applications linéaires :

f^trA^oSt^(l , /U)

de ̂  dans C sont linéairement indépendantes.
Montrons d'abord la deuxième assertion : soient des constantes c\y \ e

P° (m/7), telles que l'on ait, pour tout f ç 7e :

E CAtrA^oSt^( l^U)=0.
\çr°(m/i)
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On va montrer que les c\ sont forcément toutes nulles. Posons :
va =

b=

d=

pgcd (me, v)?

me
pgcd (me, f) '

e
pgcd (6, e) ?

et considérons la fonction f^ pour tout a ç P (n/M) ; d'après la proposition
3.3.1, on a :

trA^ o St^ (l./lj;^) = dA(^A),

avec, en utilisant les notations de la proposition 3.3.1 :

d\ = c^e (-l)^^) (_i)(^+i//)^ ^

On en déduit :

^c\d\{xa,y\) = 0
A

pour tout a. Comme les Xa constituent une base de Rn/fdb et comme le produit
scalaire sur Rn/fdb ^t non dégénéré, on en déduit :

^ CA^A = 0.
A

Or les y\ sont linéairement indépendants dans R et les d\ sont non nuls, donc
pour tout À, ÇA = 0, ce qui démontre l'assertion.

Montrons maintenant la première assertion. On a le lemme suivant :

LEMME 4.1.2. — Soit f e C^° (G). Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Pour toute représentation admissible irréductible TV de G vérifiant TV ^
{e o dét) TV, on a :

t rA^o7r ( f )=0 .

(ii) Pour toute représentation admissible irréductible tempérée TV de G véri-
fiant TV ^ {e o dét) TV, on a Inégalité ci-dessus.

(ni) Pour tout 7 e G11 semi-simple et G-régulier, on a Iç (f,7) = 0.

Démonstration. — Elle est similaire à celle de [17, III.1]. D

Soit donc f e 7e telle que pour tout 7 e G^, on ait ^(f,7) = 0.
Cela équivaut à dire que pour tout 7 e G11 semi-simple G-régulier, on a
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^(WU^) = °; donc d'après l'implication (iii)=>(i) du lemme précédent,
on a pour tout À :

t rA^oSt^( i^u)=o.
Il reste donc à montrer la réciproque. Soit donc f ç J^8 telle que pour tout À,
on ait :

t rA^oSt^( l , /U)=0.

D'après le lemme 4.1.2, il suffit de montrer que pour toute représentation ad-
missible irréductible tempérée TT de G vérifiant TT ^ {e o dét) TT, on a trA^ o
7r( l^U)=0.

Soit donc TT vérifiant les conditions ci-dessus. Soit, pour tout T] ç <?, V (7r)^
le sous-espace des éléments v de l'espace de TT vérifiant, pour tout h ç 1 :

TT (h) v = T] {h)~1 v.

On va d'abord montrer l'assertion ci-dessus lorsque V (71-)^° est trivial. Pour
cela, on a besoin des lemmes suivants :

LEMME 4.1.3. — Soit TT une représentation irréductible admissible de G telle
qu'il existe 77 e £ telle que V (7r)^ est non trivial. Alors pour tout T/ ç £,
V (7r)^ est non trivial.

Démonstration. — En effet, on a, d'après le lemme 1.3.9 :

^(^^(vç^cvwî.

Or en utilisant le lemme 1.3.3, on voit que TT (/w) TT (/7/^) = TT (/^) =

TT (1^) est l'identité sur Y (71-)^. En particulier TT (/^577) est non nulle sur V (TI-)^,
d'où l'assertion. D

LEMME 4.1.4. — Soit T] ç £, et soit TV une représentation irréductible admis-
sible tempérée de G telle que V (71-)^ est trivial. Alors pour tout f e ̂ , on a
t rA^o^UQ^O.

Démonstration. — En effet, soit f ç T^. On a l'égalité suivante :

trA^o^U')^ ^ (_^(A)-l^^^^^^,P(e/A^

A€P(m)

que l'on démontre de la même façon que dans [17, III.2]. Il suffit donc de
montrer que pour tout À, trA^ (A) o TT (À) (xe/Àf^^) = 0. Pour cela, on a
besoin du lemme 3.1.1 et du lemme suivant (en posant P = MU = P (e/À)) :
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66 CHAPITRE 4. CALCUL DES GERMES PAR RÉCURRENCE

LEMME 4.1.5. — Pour tout r]' ç £, définissons de manière analogue à T^
pour G le sous-espace T^ de C^°(M). Alors il existe 771,... ,^ ç £ et des
fonctions fi^\ ç T^ pour tout i, telles que :

k
f ' ^KM^ / ^îi,\->

i=l

Démonstration. — En effet, on a pour tout l G M :

f^ (Z) = 6^ (Q172 [ e o dét (fc) f {k^luk) dudk.
JKXU

Soit À G P (n) telle que M = M (A). Décomposons K en union disjointe :

K= J ^wJ,
wçlV'

où W est le sous-ensemble des éléments de W de longueur minimale mo-
dule WM à gauche. Pour tout g e G et tout h ç J, on a f (h^gh) =
e o dét (/t)~1 f ((/). On en déduit :

^(l}= ̂  vol(hwl)6^(l)1/2

w^W

• \ e o dét (hkw) f (w~lk~lh~lluhkw) dudhdk.
JKMx(KnU)xU

Dans chaque terme, l'intégrale sur K HU est en fait contenue dans l'intégrale
sur [7, et on obtient donc :

f^ (l) = ̂  vol {Ixwl} [ £ o dét (k) f^ (k-^k) dk,
w^W VKM

avec pour tout w ç Wf :

f^ {l)=eo dét (w) ̂  (Q172 /* f (w"^^) d^.
Ju

On en déduit :

f7^^ ^ vol(^wZ)^.
wçlV7

D'autre part, on vérifie aisément que l'on a :

wlw~1 n M = IM'
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On en déduit, pour tout l ç M et tous h, h' ç IM :

/^ (^) = ̂  (^)V2 f f (w-^/mw) ̂
Jî7

=ô^(l)1/2 [ f{w-ïhfluhw)du
Ju

= e o dét [w^h'w) r] {w-^h'hw} 8^ (Q1/2 t f (w'^w) du
Ju

=eodéi{hf){w(rî))(hth)f^{l).

Donc les vol {I\wl) /^, w ç W, conviennent et le lemme est démontré. D

Revenons à la démonstration du lemme 4.1.4. Soit donc À ç P (m), et écri-
vons, grâce au lemme 4.1.5, f^6 c^^ EA^ avec /A,z e ̂  pour tout i.
Puisque Xef\ est biinvariante par J, on a aussi pour tout i :

Xef\f\i € ̂ .

Or d'après les lemmes 4.1.5 et 4.1.3, puisque V {^ = 0, V (Tr?)^6^ aussi.
De plus, d'après le lemme 1.3.9, l'image de 7r(À)(/;^) est contenue dans
^(Trp^^îdoncona:

tïA£^X)o^W(xefxfx,^)=0.
Comme ceci est vrai pour tout %, on a, pour tout A :

t rA^(A)o7^(À)(xe/Af / p^)=0

et le lemme est démontré. D

Écrivons f = ̂ y^ f^, avec pour tout T], f^ G T^. On a bien évidemment :

iî;/icf= y^i^/içf^.
f}^e

Pour tout 77, d'après le lemme 4.1.3, V (71-)^ est trivial, donc puisque l^f^ ç j^77,
d'après le lemme 4.1.4, on a :

t rA^o7r(4/l^)=0.

On en déduit l'assertion cherchée.
Supposons maintenant que V (n)]0 est non trivial. Puisque TT est tempé-

rée, elle est équivalente à l'induite d'une représentation de carré intégrable a-
d'un certain sous-groupe de Levi standard M de G, une telle induite étant
irréductible. D'après [2, 5.8], si V {^ est non trivial, V (TT^ également ; il
existe donc w ç W tel que V {(JE^M^^ est non trivial, donc V (cr)^ aussi.
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Puisque a est de carré intégrable, elle est donc de la forme SÎM ^X? °ù X es^
un caractère de M vérifiant, pour tout h € IM '-

xW=wW(h)-^
De plus, on a le résultat suivant :

LEMME 4.1.6. — II existe w1 G W qui normalise M et tel que l'on ait :

a^odét)c7<

Démonstration. — En effet, puisque a est un sous-quotient de TT?, (e o dét) a
est un sous-quotient de {{e o dét) 7r)p, qui est isomorphe à TT?. De plus, c'est une
représentation de carré intégrable; d'après [14, 4.5.12], il existe donc w1 G W
qui normalise M et tel que l'on ait :

[e o dét) a ^ cr^,

ce qui démontre le lemme. D

On en déduit que a est, à permutation des facteurs près, de la forme :

(Xi o dét) StAi 0 (exi ° dét) St^ ® • • • ® (e^^Xi 0 dét) StAi

0 {x2 0 dét) StAs ® • • • 0 (e^^Xs ° dét) St^

avec À = ( A i , . . . , \t) G P (m), et pour tout i, Xi est un caractère non ramifié
de F* ; quitte à conjuguer par un élément de W, on peut donc supposer que a
est précisément de cette forme ; on a alors M = M (À * ef). On en déduit :

t
TT = Ind^,^) a = Ind^,^ ]"J (xi ° dét) St^ .

2=1

A-Ti- est l'opérateur induit de <3)^=i ̂ i 5 on a donc, avec des normalisations
convenables des opérateurs d'entrelacement :

( t \
t rA^o7r ( l , /U)= t r 0 A^ o (xi o dét) StiJ ((l./U)^^') .

^=1 /

Le support de [lyf^c^ e es^ constitué d'éléments compacts, donc si l =
( ^ i , . . . . If) est un élément de ce support, on a pour tout i :

, , , . , x vfef\ii^ odet(,li) = ————;
n

pour que l'on ait trA^- o TT (1-yylcf) 7^ 0, il est donc nécessaire que pour tout % ,
vfef\i/n soit un multiple de /, donc que v\i/m soit entier, donc que \i soit

m
un multiple de l = ———,——-.

pgcd(m^)
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Supposons la condition ci-dessus vérifiée ; on a alors :
t t

\[xi^éi{k}=\[x^(^vîefxlln}^}
i=l i=l

pour tout élément l = ( / i , . . . , ̂ ) du support. On en déduit :
t rA^oTr( l^U)

- fn^ ̂ v!e!x^ln)\ fr fm. o sî  ((i^ict)^^^)
\2=1 / \i=l )

= (f[xz (^vîefx^ln)\ trAl o Sti (1,/U).
\i=l )

Or cette dernière trace est nulle par hypothèse ; on en déduit :

t r A ^ o 7 r ( l , / U ) = 0

et la proposition est démontrée. D

4.2. Première relation de récurrence

Soit 7 ç G11 elliptique G-régulier. Alors 7 est compact ; les germes du cha-
pitre précédent sont donc définis en 7. Dans cette section, ainsi que dans la
suivante, on donne des formules de récurrence permettant (au moins théori-
quement) de calculer la valeur de ces germes en 7, si 7 vérifie la condition
suivante : l'extension F (7) / F est modérément ramifiée.

On a vu dans l'introduction que lorsque 7 est tel que F (7) / F est modé-
rément ramifiée, il existe des éléments J,77 e F (7)* vérifiant les conditions
suivantes :

- 7 = 6^ ;

- 7' est congru à 1 modulo l'idéal maximal de F (7) ;
- si on pose F ' = F (5), alors 6 est F ' /F-cuspidal.

6 et 7' ne sont pas uniquement déterminés, mais F ' l'est. Soit b l'indice
de ramification de F ' / F et c son degré résiduel; posons n' = n/bc, et soit
G' = GLn' {F1} ; nous allons montrer une relation de récurrence permettant de
ramener le calcul de la valeur d'un germe sur G en 7 à celui de la valeur d'un
germe sur G' en 7'.

Considérons l'extension E F ' / F ' . Soit d son indice de ramification, // son
n'

degré résiduel; posons m' = -_^, et soit H ' = GL^i {EF'}. Soit également l
dj

l'indice de ramification de E F ' / E , c1 son degré résiduel ; on a les relations :

le = db = ppcm (&, e) , f ' c = d f ,
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Soit 0' l'anneau des entiers de F', p7 son idéal maximal, w1 une uniformisante
de F ' . Soit également le caractère e' = e o N p ' / p de F'*.

LEMME 4.2.1. — e1 est un caractère modérément ramifié d'ordre df, et son
ordre sur 0'* est d.

Démonstration. — En effet, il est clair que N p f / p ( l +p') C 1 + p, donc e1

est trivial sur 1 + p', donc modérément ramifié; de plus, le noyau de e1 est
N E F ' / F ' ( E F I ) , donc il est d'ordre df. Pour montrer la deuxième assertion,
soit F" l'extension non ramifiée de F maximale contenue dans F ' . On a :

£ == e o N pu IF o Npf/p/f.

Comme e1 est trivial sur 1 + p', il induit un caractère sur F*^, dont l'ordre est
égal à l'ordre sur C?'* de et\ et que par un léger abus de notation on notera
également e ' . Il en est de même pour ç, et on a, en réduisant les applications
ci-dessus aux corps résiduels :

e' =eoN^^/^ o Çx^x^ .

Or on sait que la norme sur une extension d'un corps fini est surjective, donc
le caractère composé e o Ny ̂  est de même ordre que e sur 0*, soit e. Soit
donc x un élément de Fç/ qui engendre ce corps sur ¥q ; l'ordre de e' sur 0'* est
donc égal au plus petit k > 0 tel que l'image de x^ par un caractère d'ordre
e est nulle, qui vaut clairement :

=d.pgcd (&, e)

Donc le lemme est démontré. Q

On peut identifier G' à un sous-groupe de G de la manière suivante : soit <^o
un isomorphisme de F-espaces vectoriels de F ' dans F^ vérifiant la condition
suivante : pour tout i == jb + k, 0 < k < 6, on a :

<^o(zzW) = ( w^O,... ̂ O.w^O,.. ̂ w^o} .

\ kc fois /

On en déduit un isomorphisme de F-espaces vectoriels (/) de F171' dans Fn de
la façon suivante : si pour tout x e F', ^o (x) == (<^i (x) , . . . , ̂  (^)), on pose :

^ (x^ . . . . Xn,} = (<^i (a; i ) . . . . . ̂  (a;i), <^i (3:2),.. . ̂ c (^2) , . • . ̂ c (^) ,

<^c+l (^l) , . . . ,^2c (^l) . . . , (t>bc (^/)) .
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(f) vérifie la condition suivante : soit pour tout i •==- jn + fe, 0 < k < n, le réseau
de F71 suivant :

C^F= [ ̂ 0,.. .^O.w^O,... .w^o} ;
\ k fois /

alors, en définissant pour tout i le réseau Ci p ' de F^ de manière analogue,
on a pour tout i :

^ ( ^ F ' ) = Ac,F-

Un isomorphisme vérifiant ces conditions est dit compatible aux chaînes de
réseaux. On déduit de (f) de façon canonique une injection i^ de G/ dans G, que
l'on utilisera pour identifier G' à un sous-groupe de G. On déduit des définitions
que WQI est un sous-groupe de WG ; de plus, puisque (/) est compatible aux
chaînes de réseaux, pour tout entier k et tout a ç V (A/), avec kf = pgcd (n/, fc),
on a :

CG^Q^/^G" = ̂  n CG ^ca71/^1\G'

On a donc, dans (7, en identifiant ^ à Phomothétie de rapport 6 dans G' :
c ^- /-na/b j
0 ^^G ^(cT^G"

Écrivons donc 6 = < ^ ' ^o, avec SQ € I^\n/c ^. Soit ^ i , . . . , h^ les blocs diago-
naux de taille n/b de ÔQ ; posons :

,̂ = ̂ (^1)/2 Ç^a^ ̂  e^ o dét (^) .

î=2

PROPOSITION 4.2.2. — Soit S un élément Ff/F-cuspidal de F', 7' un élément
de IGI unipotent modulo p'; a ç V (n/db) ; posons 7 = 6^ et a •= vp' {S}'
Supposons de plus que 7 est un élément semi-simple régulier de G. Alors on
a :

IG (/^7) = (-i)"^-1^-1^^-1)"'/2^^ (^,y) •
s'il existe a' € P (n'/d) telle que a == ça1, et

^(/^7)=0

sinon.

Démonstration. — On a d'abord le résultat suivant :

LEMMË 4.2.3. — Soit g E G, tel que l'on ait :
—1 ^ >na/b T

9 ^9 € CG- ^a^,G-
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Alors il existe a" ç V {n'/b) tel que da = ça" ; de plus, on a :

9 ^ G'I^a^G-

C'est le lemme VI.3 de [17]. Comme le support de fa^ est inclus dans
C na/b T i / i • iG I^ioib,G^ on en déduit :

IG (f^\ 7) = E 1 e ° dét W fa^ {h-^h} dh,
^r^W^

où T/y est le centralisateur de 7 dans G et F un système de représentants
des doubles classes de G'I^b modulo Ty à gauche et I^b à droite ; de plus,
cette somme est nulle s'il n'existe pas de a" e V (n') telle que da = ça".
On supposera donc dans la suite de la démonstration qu'il existe a" ç P (n')
telle que da = ça", et on choisira F tel que F C G" ; F est alors également
un système de représentants des doubles classes de G' modulo Ty à gauche et
la",G' à droite.

De même, s'il existe a' 6 V (n'/d) telle que a = ça', F est aussi un système
de représentants des doubles classes de G" modulo Ty à gauche et Ida',G' à
droite, et on obtient :

4 (f°a'^') = E / Ê/ ° dét W ̂ ' (/rl^) dh-
pçF VT^\T^9Idal

Pour montrer la proposition, on montrera que les termes correspondants des
deux sommes ci-dessus sont égaux.

Montrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 4.2.4. — On peut choisir F tel qu'il vérifie la propriété suivante :
soit g € F tel que fa' (h~lg~l^gh) ^ 0 pour au moins un h G I^b ; alors
g^^g e W^IG' et g e IG'^G' •

Démonstration. — En effet, soit g ç G' tel qu'il existe h G I^b tel que
fa^ (h^g^^gh) ^ 0; écrivons-le :

^ = h\xh^

avec /^i G ÏG' i ^2 ê la",G' et a; G îî^" de longueur minimale modulo Wa",G' à
droite. Comme la",G' es^ inclus dans T^b ^, g ' = h\x est dans la même double
classe que g ; de plus, fa' (^15r/-l/W/^2) / 0, donc g ' ^ ^ g C w^I^ab ç ; on en
déduit que puisque gf~16gf = 6 est à la fois dans W^IG' et dans wax~lIGlX^
(/"^'f/ est à la fois dans X^IG'X et dans la" G' ; il suffit donc de montrer
l'inclusion suivante :

.-iX l G ' x Ç \ I a " G ' C I G ' '
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En effet, soit h = (^j)^- e X ' ^ I G ' X H I a " , G ' - Puisque h ç X^IG'X, on a
/i^- G p' pour tous i,j tels que x~^ (i) > x~^ (j) ; or puisque x est de longueur
minimale module Wa",G' à droite, pour tous ij tels que i > j et i et j sont
dans le même intervalle pour la décomposition de {1 , . . . ,n'} selon a", on a
^-1 (z) > ̂ -1 (j). Donc h e Jç/ et le lemme est démontré. D

Traitons d'abord séparément le cas où d = 1 : on a alors, d'après ce qui
précède 1^ U^^) = 0 s'il n'existe pas de a" ç V (n') telle que a = ça", ce
qui est exactement la deuxième assertion de la proposition avec a' = a". On
supposera donc que l'on a a = col. Montrons le lemme suivant :

LEMME 4.2.5. — Supposons d = 1. Pour tout g ç F tel que f^ {g^^g} -^ Q,
on a :

f^ (g-^s) = /y (7) = voi (ĵ r1 xs.
Démonstration. — En effet, on a :

f^ (9-^9) = /^ (^-Vff).
Or ^"^'^ est un élément de le/ dont tous les termes diagonaux sont congrus
à 1 modulo p' ; on en déduit :

f^ {g-^g) = f^ W - vol (4^r1 ̂ .
On a de même, en posant g == 1 :

f^^)=f^{6).
On en déduit l'assertion du lemme. D

On déduit de ce lemme que pour tout g ç F, on a :

f^{g^g) -^voi^^^voi^^)/;;1 {g-^g).
En effet, puisqu'on a supposé d = 1, /^;1 n'est autre que la fonction caractéris-
tique de w^Ia'.G' multipliée par vol (la',G'}~ • De plus, puisque do^ = ab^d=
a6, pour tout h ç J^,, on a :

/<^ (^-^-S^) ^ o dét (gh) = f^ {g-^g) e o dét {g) ,
et donc :

IG (f^. 7) = E v01 (T7\Î7^^G) ^a56 ÛT )̂ ^ o dét (ff) ;
9^

de même, on a :

^ (^.Y) = I>01 ̂ ^g^^) fa' {g-'Vg) e1 o dét {g).
ger
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On a, comme dans [17, VI.4] :

vol (T^gl^^) = vol (J^ç) vol {la^G'Y1 vol (T,\r^^) ;
£ o détc (^) ^ e1 o détc' {g) ,

et d'après les définitions :

/:;1 [g-^g) = ̂  [g-^'g}.
L'assertion de la proposition en résulte, (remarquons que puisque d == 1, on a
^(d-l)/2 (^-aj6) ^ ̂

Supposons maintenant d > 2. Soit .Ko le sous-groupe compact des éléments
de 1 dont les blocs diagonaux selon la partition da0 sont congrus à l'identité
modulo p ; on a le résultat suivant :

LEMME 4.2.6. — Pour tout g ç F , on a :

[ e o dét {h) f^ {h~^h) dh

'^^T^S^,^^'^^-

où A est un système de représentants de I^b modulo KQ.

Démonstration. — En effet, on a :

^^ = U ̂ ^o;
hçA

de plus, pour /i, h' ç A, on a T^ghK^ = T^gh' KQ si et seulement si h' G
g~lT^ghKo. Puisque f^ est biinvariante par KQ, on en déduit :

/ e o dét {h) f^ (h~^h) dh = ——,—————1——-,————-
JT,\T,gl^ v 7 J Q v / / [g-^gni^'.g-^gnKo]

^ vol (T^ghKo) e o dét (h) f^ (h^g-^gh) .
hçA

II reste à vérifier que l'on a, pour tout h :

vol (T^ghKo) = vol {T^gKo) .

En effet, on a :

vol (T^ghKo) = vol (T^gKoh) ,

d'où l'assertion. D
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On démontre de la même manière un lemme similaire pour G', f°, et 7',
lorsque a = col.

Supposons d'abord a = 0, & == 1 (d'où d = e) et a = (n/e) ; on a donc
^do^.G = ̂ G, la",G' = Kçi. Soit g e F ; g~^^g est un élément de L ^n/c , et les
images dans GLc (Fç) des blocs diagonaux de taille c de G sont des éléments
elliptiques réguliers tous égaux. De plus, f^ =- f^ est à support dans K et
biinvariante par KQ, donc se projette en une application de GLn (Fç) dans C
que par un léger abus de notation on notera également /^. En particulier, A
s'identifie canoniquement à GLn (Fç).

On définit de la même façon f^, relativement à GL^/c (Fçc).
Enfin, e est un caractère de F* trivial sur 1 +p, qui induit donc un caractère

de F^ que l'on notera également e. On définit de même sf sur Fçc.
Lorsque b = 1, l'extension F ' ' / F est non ramifiée, donc l'injection de G" dans

G induit une injection de GL^/c(Fçc) dans GLn (Fç), que l'on utilisera pour
identifier le premier à un sous-groupe du second. De plus : cette injection est
de la forme suivante : il existe une injection de ¥qc dans Me (Fç) telle que pour
tout x G GLn/e (Fç^) et pour tous î , j ' ç { l , . . . , n/c}, le (ij)-ème bloc de taille
c de l'image de x n'est autre que l'image du (î\j)-ème terme de x par cette
injection.

Fixons g ç F. On supposera que l'on a g ~ l / J g G KG' ; en effet, si ce n'est
pas le cas, les intégrales à comparer sont nulles. On notera 7^ l'image de g~l^g
dans GLn^{¥qc} c GL^(Fç). En tant qu'élément de GLn/c(¥qc), ^g est le
produit d'une homothétie et d'un élément niipotent. Il est donc conjugué à un
élément de la forme 7^ = 6ïd-\-J\, avec À = ( A i , . . . ,À^) G P° ( n / ' f}, les \
étant classés par ordre décroissant, où 6 e 0'* est identifié à son image dans
Fçc, et où J\ est la matrice diagonale par blocs suivante :

r )•\ ^ 7
où pour tout i, Ji est la matrice i x i suivante :

/ O l 0 \

lo • l )
La matrice ôïd+J\ commute avec les matrices diagonales de GLn/ç(¥qc) de
la forme :

Diag(ai,.. . ,01,02,. . . . o ^ - - - ̂ /,... , a ^ / ) ,
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où pour tout z, a,i est répété \i fois ; pour tous a i , . . . , a^, il existe donc dans
le centralisateur de 7^ une matrice dont le déterminant vaut :

IpW'.
i=l

On en déduit :

t e o dét (/i) /^ (h-^h) dh = 0
^r^\r^o^JT^\T^gK

s'il existe a i , . . . , a^ tel que :

n^w^i.
î=l

ce qui, puisque e' est d'ordre e sur P*c, est vrai si et seulement si il existe ï
tel que e ne divise pas \. En particulier, si n / c n'est pas divisible par e, on a
forcément :

t e o dét (/ï) /^ {h^-fh) dh = 0
./7Ur.o7<:/r,\r^

pour tout (7. En repassant au cas plus général où a est quelconque (en supposant
tout de même que eai est multiple de c pour tout z), la condition précédente
devient : il existe i tel que eai/c n'est pas multiple de e, autrement dit o^ n'est
pas multiple de c ; ce qui est équivalent à dire qu'il n'existe pas de partition a'
tel que a = ça'. Donc la deuxième assertion de la proposition est démontrée.

Supposons donc que \i est divisible par e pour tout i. Quitte à conjuguer
7 et 7' par un même élément de GL^/ç (Fçc), on peut supposer que 7^ = 7A.
Montrons le lemme suivant :

LEMME 4.2.7. — Soit W = WQ V ensemble des éléments de WG de longueur
minimale modulo W, ^n/c à gauche et Wçn/e)" à droite. Soit P = MU =
P (cA) C GLn (Fç). Alors il existe w ç W tel que l'on ait :

^ eodétWf^Çh-^h)
hçGLn(¥q),UÇU

^ eodéiWf^^h-^uh).
/leP^cO^wP^n/e)6)^^

De même, soit W^, l'ensemble des éléments de WG' de longueur minimale
modulo W^/ce)6 à droite. Soit P' = M'U' = P'(A) G G^/JFçc). Alors il
existe w' G Wç, tel que l'on ait, si B' est le sous-groupe de Borel standard de
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GL^{¥,c) :

^ ^^dét^)/^^-^^)
^GL^^(¥qc},uW

^ ^^dét^/^^-S^);
/iGB'w'P^n/ce)6)^^

ûte plus, w = w'.

Démonstration. — Supposons d'abord À = (n//) ; U et U ' sont alors triviaux.
Montrons d'abord l'existence de w' ; pour cela, on va montrer qu'il existe un
unique w' ç WQ, tel que l'on ait éventuellement :

^ e'odéiWf^Çh-^^O.
h^B'w'P'^n/ceY)

On a d'abord le lemme suivant :

LEMME 4.2.8. — Soit B[ le sous-groupe des matrices h ç. B' telles que pour
tout i, si hi est le i-ème terme diagonal de h, e' {hi) == 1. Alors l'ensemble
{h^^xh | h e B[} est l'ensemble 0^ des matrices de la forme :

( 6 ^12 • • • G^n/c \

G,n/c—l,n/c

avec :

- si j > i + 2, Gij est quelconque ;

- si j = i+ 1, Gij décrit l'ensemble des éléments de F*c tels que e' (Gij) =

Démonstration. — Soit h e B[. Écrivons h = (Hij)^. -^ , . Alors pour tout
i, on obtient, en posant h-^^h = (G^)i<,j<^/c :

GH = H^ ÔHa = (î;

Gi^\ = H^ ^+1^+1;

ce qui suffit à assurer que h^^^ ç 0' . Réciproquement, soit h' e 0' . On7À' '7À'
note j^' est le plus grand indice tel qu'il existe un i tel que le (i^j^)-ème terme
de h' est différent de celui de 7^, en posant j^i = 1 s'il n'en existe aucun; on
va montrer par récurrence sur j^i qu'il existe h e B[ tel que h' = h^^/^h. Si
jh' = 1, alors h' = ̂ \ et l'assertion est triviale. Supposons donc j^i > 1 et
écrivons h' = (G^)^.. Supposons d'abord j^' > 3; soit h^ = (^j), • € B[ tel
que :
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- pour tout î, H a = 1 ;

- si i < j et j ̂  j^, - 1, Hij = 0.

Alors h^1 est l'élément de B[ obtenu en remplaçant, pour tout i < j^i — 1,
Hij ,_i par son opposé; donc pour tout % < j^i — 1, le (^j'^)-ème terme de
h^h^i vaut G ,̂ — Hij^-^Gj^-ij^ ; de plus, comme G^,-ij^, est non nul,
on peut choisir /ii tel que Gi^j^, — Hij^-^Gj^-ij^ = 0 pour tout i < j^i — 1.
De plus, pour tout i et tout j > jh1, le (î,j')-ème terme de h^h'h^ est égal à
G^.donc^i^ <^.

On peut donc supposer h' tel que pour tout i < j^i — 1, G^, = 0; il est
évident que c'est toujours le cas si j^ = 2. Soit h^ la matrice diagonale dont
les n/c—j^ +2 derniers termes diagonaux sont égaux à Gj-^j^i, les premiers
étant égaux à 1. Alors pour tous i,j tels que jh' < J, le (%,j)-ème terme de
/^/i'/^ vaut J si j = î, 1 si j = 2 + 1 et 0 sinon. Donc J^-i/^ < J/i' ; on peut
donc appliquer l'hypothèse de récurrence et en déduire le lemme. D

Revenons à la démonstration de l'assertion cherchée. Soit w1 ç Wç, ; les
classes de B ' w ' P ' ((n/ce)6) == B^w'P'((n/ce)6) modulo ^((n/ce)6) à droite
ayant toutes même cardinal, la somme de l'énoncé est égale à un multiple de :

E f!n/ce) (W'-^-^W) .
hçB[

De plus, puisque B[ est un groupe, on a :

E/f^) ("'-»-̂ ') » ̂ ^ E /?„/„, ("'-W),
iiç.u-^ y ^\

où Z^' (7^) est le sous-groupe des éléments de B[ qui commutent avec 7^. On

a, pour tout g ' ç 0^, en posant g ' = [p^j :

^/^(^vwQ-n^0^^)-
î=l

où pour tout z, ̂  est la matrice carrée de taille ri/ce suivante :

^ = (^(m/ce+^^w^^-lîn/ce+Â;)) . ̂ •

Posons, comme dans la démonstration du lemme précédent :

/I-SÀ^ (Gij)i<ij<n/c-
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Soit (wzj)^ l'élément de M ((ri/ce)6 , (1)^] associé à w'. Décomposons pour
tout 2, Hi en :

^ = Wjk)^j^<n/c

où pour tous j.Â;, le bloc lï-^ est de taille w^+n^ x w^, donc comprend 0 ou
1 terme ; alors pour tous ^j, k, si le bloc H[^ est non vide, l'unique terme qui
le constitue est Gjh. Donc d'après le lemme précédent :

- si j > fe, H-^ est forcément nul ;

- si j < k — 2, H[^ prend toutes les valeurs possibles.

En particulier, pour tout i et tout j, le bloc de Hi constitué des ^"c- W(i+\~\k
dernières lignes et des ^^i w^ premières colonnes est toujours nul, donc le
rang de Hi est inférieur ou égal à :

j - l n/c

^^(z+l)^+ ^ ^ik'
k=l k^j+1

Pour que la somme de l'énoncé soit non nulle, on doit donc avoir, pour tous
ij^ K ^ e - l . K j ^ 7 2 :

c
j'—l n / c

S^+l)^+ ^ ^ > ^
k=l k=j+l

n
ce5

• j . \-\n/c ^soit, puisque ^ ,_ i w^ = — :n;-i ce
j-l J
^W(,+i)^ > ̂ Wik.
k=l k=l

-J'-lDe plus, pour tout î, le bloc de Hi constitué des ̂ ^i ^z+nA; premières lignes
et des Y ^ - ^ Wik dernières colonnes prend toutes les valeurs possibles indé-
pendamment des valeurs des autres blocs et des Hi^ i' ^ i ; donc d'après le
lemme 2.3.2, s'il existe z,^, 1 < i < e — 1 tels que l'on ait :

j - l n/c

^^(î+l)Â;+ ^ ^ik >
k=l k=j+l

n
ce1

si on pose, pour x racine e-ème de 1 dans C :

0^ = [g' € (4 | f^ (w'-^'w') = x] ,
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on a card (0^) = c8iT^ (0' ^w) pour tout a: et pour tout y ç F^c, et donc
puisque ^ est non trivial sur F*c, la somme de l'énoncé est nulle.

Pour que la somme de l'énoncé soit non nulle, on doit donc avoir, pour tous
ij, 1<i <e-l:

3 J'-l
^^ik > ̂ W(W)k'
k=l k=l

En combinant cette inégalité avec celle précédemment trouvée, on obtient, pour
tous % , j , 1 < î< e — 1 :

3 J'-l
^W^=^W(,+i)fc.
k=l k=l

On en déduit :
- Wi\ = 0 si i < e, donc Wgi = 1 ;
- '^e-1,2 == ^ei == l? donc pour tout k •^ e — 1, w^i = 0 ;
- par une récurrence évidente, pour j < e, Wç-j^j = 1, et Wfçj = 0 si

k + e - j + 1 ;
- pour tout k < e, on a forcément w^g+i = w/c^i^ = 0, donc w^g+i = 1,

et ainsi de suite...
Par le raisonnement ci-dessus, on voit qu'il existe un seul w' satisfaisant

la condition requise, qui est celui associé au tableau de M ((n/ce)6^!)^»
suivant :

1 1 . . . 1
/ / /

1 1 . . . 1

ce qui montre l'assertion cherchée.
Montrons maintenant l'existence de w ; pour cela, on aura besoin de quelques

préliminaires. Soit M = Me (Fç) ; soit B un élément de ¥qc qui engendre ¥qc
sur Fç, et soit

E = {AB - BA, A e M} .

LEMME 4.2.9. — L'espace E est de dimension c (c — 1) sur Fq, stable par mul-
tiplication à gauche et à droite par ¥qc, supplémentaire de ¥qc dans M^ et ne
dépend pas du choix de B ; de plus, il ne contient aucune matrice de rang 1.

Démonstration. — En effet, E est l'image de l'application linéaire de M dans
M :

Ai—> AB - BA
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dont le noyau est l'ensemble des matrices qui commutent avec B, qui n'est autre
que Fçc. Comme ¥qc est de dimension c sur Fç, E est de dimension c(c - 1).

De plus, soit C e Fçc, A ç M ; C et B commutent, donc on a :
C (AB - BA) = CAB - CBA = CAB - BCA = {ÇA) B - B {ÇA) e M.

La stabilité à droite se montre de la même façon.
Pour montrer que E est supplémentaire de Fçc dans M, il suffit, puisqu'on

sait que la somme de leurs dimensions est c2, de montrer que leur intersection
est réduite à 0. En effet, soit A un élément de cette intersection; puisque
A e E, on a pour tout B G Fçc, tr {BA) = 0 {BA e E, et il est clair que tous
les éléments de E sont de trace nulle) ; mais puisque A e Fçc, si A -^ 0, cela
signifie que tout élément de Fçc est de trace nulle, ce qui est faux ; donc A = 0
et l'assertion est démontrée.

Pour montrer que E ne dépend pas du choix de B, soit B ' un autre générateur
de Fçc, et soit A G M; il suffit de montrer que AB' - B ' A e E. En effet,
il existe un polynôme P à coefficients dans ¥q tel que B' = P {B) ; posons
P = ̂ o diX^ Alors on a :

k
AB' - B ' A = ̂  ai {AB1 - B^A) .

2=0

II reste à montrer que AB^ — B^A ç E pour tout i. Montrons-le par récurrence
sur i : c'est évident pour i = 0, et pour ?\ = 1, c'est vrai par définition de E.
Soit donc i > 1 ; on a :

AB1 - B'A = AB' - BAB^ + BAB^ - B ' A

= {AB - BA) B1-1 - B {AB1-1 - B^A) .
On a :

{AB - BA) B1-1 e E
d'après la deuxième assertion du lemme, et :

B {AB1-1 - B^A) G E

d'après la même assertion et l'hypothèse de récurrence ; donc AB^ — B1 A ç E
et l'assertion est démontrée.

Pour montrer la dernière assertion, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 4.2.10. — Soit v e (Fç)°, v ^ 0. Alors l'espace {Cv \ C e Fçc} est
exactement (Fç)0.

Démonstration. — En effet, l'application C i-̂  Cv est une application de Fçc
dans (Fç)0, linéaire, et injective puisque le seul élément non inversible de ¥qc
est 0 ; donc puisque ¥qc et (Fç)0 sont tous deux de dimension c sur Fç, elle est
également surjective. D
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Soit donc D G E de rang au plus 1 ; il faut montrer que D == 0. Puisque
D est de rang au plus 1, il existe P une matrice inversible de M telle que
P~^DP est une matrice dont seule la première colonne est éventuellement
non nulle ; soit v cette première colonne. En appliquant le lemme précédent
(en remplaçant Fgc par P^FçcR), on obtient que l'espace des P^CDP, avec
C G ¥qc, est exactement, si v -^ 0, l'espace des matrices de cette forme. Or
pour tout (7, tr ÇP^CDP) = tr (CD) = 0, donc le terme de la première ligne
et de la première colonne de P~^CDP est forcément nul, ce qui contredit ce
qui précède si v ~=^ 0. Donc v == 0, soit D == 0. D

On a de la même façon que précédemment : pour tout w ç W\ la somme
de l'énoncé est nulle si et seulement si :

^ e o dét {h) f°^ (w-^-S^w) = 0.
/leP^c)"7")

Soit PI ( ( c ) " ^ ) le sous-groupe des éléments h du parabolique P ((c)"76) de
GLn (Fç) tels que pour tout i, si hi est le i-ème bloc diagonal de h, eodét Çhi) =
1. On a :

Pi ((c)"/0) = Mi ((c)"/6) U ((c)"/0) ,

avec :

Mi ((c)^) = M ((c)^) nPi ((c)^) ;

on écrit de la même façon :

B[ - M[ ((1)^) ̂  ((1)^) .

Il est clair que B[ C PI ((c)^), et même que M[ ((l)^) C Mi ((c)^)

et î7{ ((l)71/0) C î7 ((c)71^) ; soit donc M' un système de représentants de

MI ((c)^) module M[ ((1)^^) à gauche. Soit également M un système de

représentants de M/ ((1)^) module M[ ((l)7170^ qui est également un sys-

tème de représentants de M {(cf1^ module Mi ((c)71^}.

Soit enfin U\ ((c)^» le sous-espace des éléments de U ( ( c ) ' i dont tous
les blocs de taille c au-dessus de la diagonale principale sont dans E.

On a les deux temîïics suivants :

LEMME 4.2.11. — Soit h e P {{c^^Y Alors on peut écrire :

h == h^h^h^h^,
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avec /ii e B^ /i2 e U\ ((c)^0), h^ ç M et h^ ç M' ; de plus, une telle
décomposition est unique.

Démonstration. — En effet, écrivons d'abord h = lu, avec l ç M ((c)^0)

et u ç [/((c)^). Alors on peut écrire l = Zi/^avec h € M[ ((l)^),

/i3 Ç M et /M e A<7. De plus, comme M ((c)^) normalise U ((c)^0), n' =

h^h^uh^ h^ e [ / ( ( c ) 7 0 ) . Si on peut décomposer u' en uf = u\h^, avec

m e [// ((1)^) et /i2 e î/i ((c)0), on aura :

h = l\u h^h^ == l\u\h^h^h^^

de plus, /ii = l^ e M{ ((l)717') U1 ((1)^) = ̂  et on aura gagné. Montrons
donc que l'on peut décomposer î/ de cette manière : posons u1 -==- {Uij). - , où
les Uij sont des blocs de taille c. Pour tous i^j avec i < j, posons :

Uij = Aij + -Dij-,

où Aij e ¥qc et Bij e E. Soit k ç { 1 , . . . , n/c — 1} ; supposons que pour tous
ij tels que j - i < k, B^ = 0. Soit u^ l'élément de U1 ((l)71^) dont tous
les blocs de taille c x c au-dessus de la diagonale sont nuls sauf les blocs de
coordonnées (i^i + k) pour tout i, qui valent —B^_^. Posons u^u' = {u[-\ ;

\ Aj
alors si on décompose pour tout (^j), i < j :

U^=^+B^

avec A^. ç Fçc et B .̂ e E, pour tous î \ j tels que j - i < k, on a A- = 0. Donc
par une récurrence évidente, en remontant d'une ligne à chaque fois, on arrive
à :

u^-u! = /i2,

où u[ est le produit des ̂ , qui est donc dans <7' ((l)71/0), et où :

h2 e U, ((c)^) .

Il suffit de poser u\ = u[~1 et on a la décomposition voulue.
De plus, dans ce qui précède, la décomposition h = lu est unique, ainsi

que, par définition de M et M', la décomposition / = ̂ 3/4. Il suffit donc,
pour achever la démonstration du lemme, de montrer que la décomposition
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u' = ̂ 1/12 est unique. Or on a :

card (U1 ((1)^)) = ç^/^i)/2;

card ((7i ((c)71/0)) = g(c-i)^/c+i)/2^

card (u ((c)^)) = ç^(^+i)/2

= card (U1 ((1)^)) card [[/i ((c)^)) ;

donc l'application (^1^2) ^ n', qui est surjective par ce qui précède, est
bijective, et donc la décomposition est bien unique. D

LEMME 4.2.12. — Fzxons h1 e M, h11 ç M'. Sozent h^...,h^ les blocs
diagonaux de /i'/i". L'ensemble :

O^W - {hll-lhl-lh-l^hhlh" \ h G ̂ ^((c)^)}

est égal à l'ensemble des matrices triangulaires supérieures par blocs de la forme
?.7')̂  où von considère la décomposition par blocs de taille c, telles que, pour
tous i^j :

- Du=h^Shi;

- si j = i + 1, Dij est une matrice de la forme h^~1 (l)1^ + D^\ hj, où D\ •

est un élément de (Fçc)* tel que e' (D^} = 1 et D'{ e E;

- si j > i + 2, Dij est quelconque.

Démonstration. — Soit h e B^c)^. Écrivons h = (^)i<^<^ les blocs
considérés étant de taille c. Alors pour tout i, on obtient, en posant hll~lhl~^h~l^\hhlh"
(^^Kz^n/c :

Du = h^ôh^

A,z+i = h^H^ÔH^h^ +h^H^H^^h^

~ ^i Hii ^^+1^+1,2+1^^+1^+1^+1

=^1 ?+1+^+1)^+1.

avec ^^+1 = ^n^z+l^+l € W et :

A"z+i = Hii 6Hi^ - H^Hi^H^^ÔHi^^
= ÔH^H^ - H^H^Ô e E;

de plus, on a e' (^+1) = 1 ; on en déduit que hll-lh'-lh-l^hh'hll est dans
l'ensemble décrit.
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Pour montrer l'inclusion réciproque, il suffit de montrer l'égalité des cardi-
naux des deux ensembles considérés ; en utilisant les lemmes 4.2.8 et 4.2.9, il
suffit donc de montrer que l'on a :

card (0^^) = qc(c-i)(n/c)(n/c-i)/2 ̂  ̂ j

Or 7A est un élément de GL^/c (¥qc) régulier dans GLn (Fç), donc son centra-
liseur dans GLn (Fç) est contenu dans GL^/c (Fçc) ; on en déduit :

card (0^^ card (^ ((c)^))
card(O^) card {B[)

^card^i^c)^))

^ ^c(c-l)(n/c)(n/c-l)/2^

ça qui achève la démonstration. D

Revenons à la démonstration du lemme 4.2.7. Soit w ç W, et soit (w^-). .

( \
l'élément de M (n/e)6, (c)71') associé. Fixons h" G M' ; on va montrer que
la somme :

^ e o dét (^/) f^ {w-lhll-lhl-lh-l^hhlh"w}
h^M^B'^UiÇc^^

est nulle lorsque w -^ w1, ce qui suffira à démontrer le lemme. Cette somme est
un multiple de :

^ e o dét (/^) ^ f^ (w-^w) ,
h'^ 9^0^,^,

donc il suffit de montrer que cette dernière somme est nulle pour w / w'.
On a, pour g ç O^'.h" donné, en posant ^ = {9ij)ij ''

ffn/e) (^-W =Ç-m/(n-m/)/2VOl(J(^)e)-l^^-odét?),
%=1

où pour tout %, Hi est la matrice carrée de taille n / e suivante :

H^ == {9w(in/e-{-j),w((i-l)n/e+k))j^ '

Posons, comme dans le corollaire précédent, g = {D^}^. -^ , . Décomposons
pour tout z, HI en :

H^= (^)i<^<,
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où pour tous j,k, le bloc H[^ est de taille W(^i^- x w^ ; alors pour tous
ij,k, les éléments composant H[^ proviennent du bloc D^. Donc d'après le
corollaire précédent, lorsque g décrit O^^^n :

- s i j > f c , ^ = 0 ;

- si j = k, H^ est fixe ;

- si k = j -h 1, H[^ décrit un certain ensemble ;

- si j < k — 2, H-^ prend toutes les valeurs possibles.

Pour tout j, soit dj le plus grand indice tel que w^.j / 0. Supposons qu'il
existe un j non multiple de e tel que l'on ait aj < oy+i. Alors aucun des blocs
^L'j+i ne contient un terme de la dernière colonne de ^j-j+i. De plus, E ne
contient aucune matrice de rang 1 ; en particulier pour tous g , g ' e M inver-
sibles, g~^g1 ne contient aucune matrice non nulle dont toutes les colonnes
sont nulles sauf la dernière, donc il n'existe pas deux éléments de g^Eg^ dis-
tincts dont les c - 1 premières colonnes sont identiques ; comme le cardinal
de E est précisément g^"1), cela signifie que les c - 1 premières colonnes des
éléments de fl^E^' prennent toutes les valeurs possibles. On en déduit, en
utilisant le lemme 4.2.12, que les c - 1 premières colonnes de Dj^ prennent
toutes les valeurs possibles indépendamment des valeurs prises par les autres
blocs. D'autre part, pour tout x racine e-ème de l'unité, si h^j est l'élément
de M tel que, si (/^j,i,..., h^j^/c) sont ^s blocs diagonaux, e o dét (/^w)
vaut 1 si i < j et x si i = j, les ensembles O^/,/^ et O^^,/^ ne diffèrent
que par le bloc -Djj+i, et donc d'après ce qui précède, on a :

E W--W- E A°n/e)(--W-
9^0^^^ (7eo7À^/^,^//

On en déduit :

E.odét^) ^ f^ (w-^w)
h'^M gç0^^

= ^eodét^) ^ f^ (w-^w)
h'çM (?€07Â^j^

= e o dét (h^)-1 ̂  e o dét (h') Y^ f^ (w-^w) ;
h'çLM g^O^^^

or e o dét (h^j) = xn/c~3. L'égalité ci-dessus est vraie pour tout x, et puisque
j n'est pas multiple de e, il existe un x tel que ^/c-^ 7^ 1 ; on en déduit que
la somme cherchée est nulle.

Pour que cette somme soit non nulle, on doit donc avoir, pour tout j non
multiple de e, aj > oy+i. Or ceci est vrai si et seulement si, pour tout j congru
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à k G { 1 , . . . , e} module e :

a^ = e + 1 — k.

On en déduit :

- si j est multiple de e, aj = 1, donc forcément wij == c et w^- == 0 pour
k> 1;

- si j est congru à e — 1 module e, ûj = 2, donc les seuls z tels que Wzj est
éventuellement non nul sont 1 et 2 ; or on a déjà :

n/c

E^^ E^^E^E w^ = Ec = ̂
k,e\k k,e\k k=l

donc forcément w\j = 0 et w^j == c ;

- par une récurrence évidente, on en déduit que pour tout j, Wa j = c et
Wfçj = 0 si k ^ dj.

Le seul w G W vérifiant ces conditions est donc celui correspondant au ta-
bleau :

{ c c ... c

(^À.,=l / / /^^j -
c c ... c

De plus, comme tous les Wij sont égaux à 0 ou à c, w est constitué de blocs
c x c tous égaux à 0 ou à Idç; c'est donc un élément de WG'. Pour achever
la démonstration du lemme 4.2.7 dans le cas t (À) = 1, il suffit de vérifier que
w = w7, ce qui découle immédiatement du lemme suivant, que l'on démontre
aisément :

LEMME 4.2.13. — Soit a^/3 6 P(n/c). Soit w ç WG', de longueur minimale
modulo WQ à gauche et W^ à droite, et soit (w^-)^ • G M(/?,a) le tableau
associé à w. Alors, en tant qu'élément de WG, w est de longueur minimale
modulo Wca à gauche et Wcp à droite, et le tableau de M (c/î, ça) associé à w
est (cwij)^.

Supposons maintenant À quelconque. Soit P == MU == P (cA) ; alors on
a 7^ = ( 7 ( A i ) î - - • 57(At)) € ^ ' Soit W" l'ensemble des éléments de W de
longueur minimale module WM à gauche et W^/e)6 à droite. Alors on montre
de la même façon que dans la démonstration du lemme 2.3.1 que si w\ € W"
est tel que l'on a :

Swi = ^ eo dét {h) /(°̂ ) {h-^xuh) + 0,
/lePwiP^n/e)6)^^
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alors si (a^)^. est le tableau de M ((n/e)6 ,cA) associé à wi, on a a^ = a^j
pour tout j et tout i < e ; il existe un seul wi vérifiant cette condition, c'est
celui tel que a^ = c\'^ pour tous ij, avec e\^ = \j.

De plus, pour h = (h^,... ,ht) C M donné, on calcule, par un raisonnement
analogue à celui effectué dans la démonstration du lemme 2.3.1 :

(6) ^ e o dét {hw,) f^ (w^h-^uhw,)
uçU

t

=C7^£odét(^)/(^)(^-S(A,)^),
i=l

où C ne dépend pas de h. La somme S^ est donc égale à un multiple de :

tE n^0^^)/?^)^1^)^)-
(hi,...,ht)çMi=l

En appliquant le cas précédent (que l'on généralise trivialement à un produit
de groupes linéaires), on voit qu'il existe w^ ç W'^ (W'^ étant défini pour M
de manière analogue à W pour G) tel que pour tout wî, G W[^ S' , vaut :

— lv^- ^2

tE n60^^)^^)^1^)^).
(/ll,...,^)e(P((c)î^/c)nM)w2(P(cA/e)nM)^=l

qui est nulle sauf si w^ = w^. D'autre part, pour tout w^, puisque w^ ç WM,
on a / (w^wi) = / (w^) + l (wi), d'où :

(? ((c)^) H M) w^ (P (cV6) H M) wiP (n/e6)

- (^ ((c)^) n M) w^wiP ((n/e)6) ;

on en déduit, grâce à (6), et puisque P ((c)^) = U ( p ((c)71^) H M), que :

E ^détW/^^-S^)
/iGP^/^wiPan/e)6)^^

= card (l/) ^ eo dét (/z) /^/^ (/.-SA^^)
/^e(P((c)n/c)nM)w^lP((n/e)e)^eî/
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est un multiple de S^,, donc est nulle sauf si w^= w^. On obtient finalement :

E eodétWf^^h-^uh)
h(EGLn(^q),uçU

E eodéiWf^Çh-^uh).
hçP((c)n/c)w2WlP((n/e)e),uçU

Posons donc w = w^w\. Si Ji, . . . , Jn/c (resp. J { , . . . , J'^) est la décomposition
de { 1 , . . . n} en intervalles de longueur c (resp n/e), w est alors l'élément de
W tel que pour tout i = je + fc, w~1 (J^) G J^\-k 5 on retrouve donc le w du
cas précédent.

On effectue un raisonnement exactement similaire pour trouver w' ; on re-
trouve également le w' du cas précédent. On a donc bien w = w1 et le lemme
4.2.7 est démontré. D

Montrons maintenant la proposition 4.2.2. On procède par récurrence sur
À, selon l'ordre lexicographique inverse de P° (n/f) (À = ( A i , . . . , À^) < jji =
( / ^ i , . . . , /^) si et seulement si il existe un i tel que \ > ̂  et que \j = fij pour
tout j < i). Comme dans la démonstration du lemme 4.2.12, l'application :

Ui ((c)"/0) x ̂ U' -^ ^U

(u^ h) i—> uhu~

est surjective ; on en déduit que tout élément de la forme ^\u^ u G U est
conjugué à un élément de la forme 7^ u ç U ' ; de plus, un tel élément est soit
conjugué à 7^ par un élément de U ' ( (l)'!, soit à un 7^, avec JJL < X. Il suffit
de montrer que l'on a, en identifiant U ' à un sous-ensemble de KG' et pour
g G F tel que l'image de ^"^^ dans GLn (Fç) est 7^ :

E / eodéi{h)f^{h-^uh)dh
n^U' ^^QKG

= E {-^n(c~l)(e~l)'ce^ l e1 o dét (h) f^ (h-^uh} dh.
U^U' ^^ïW^^G"

En effet, notons, pour tout u G [/', Xu (resp. yu) le terme correspondant à u
dans le membre de gauche (resp. de droite) de cette égalité. Celle-ci se réécrit :

Nx^ + E Xn = Nyi + E yu,
uçu uçU

où U est l'ensemble des u ç U ' tels que ̂ \u n'est pas conjugué à 7^. Or N est
non nul, et par hypothèse de récurrence, pour tout u G U, on a ̂  = ̂  ; on
en déduit x\ = yi, d'où l'assertion de la proposition.
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D'après le lemme 4.2.6, pour tout u G [/', on a :

-' - î ;S9^̂  —^ (-•-)
nÇz<jLn{Sq)

'voK;0'.̂ ) E -^ ('.)/?„/., (»-^);
v" 7" ^ ^çG'Ln(Fq)

de même, en utilisant le fait que si /J\ = 6^^ pour tout h ç GL^/ç(¥qc) et
tout u^U1 :

f(nlce) {h-^XUh) = X,f^ (h-^uh) ,

on a :

„ = f_n"(c-l)(e-l)/ce VQl(^O.ffl)
yu y ' vo\{g-^gÇ}KG'}

• ^ e'odétWf^Çh-^uh).
heGL^(¥^)

Or on a :

ff-^ n KG = g~^g n KG';
d'autre part,

vol {l(n/er,G) = card (P ((n/e)6)) vol (K^} ;
vol (J^/ce)6,^') = card (P' {(ri/ce)")) vol (ATo,G') ;

enfin, si w est l'élément de W défini dans le lemme 4.2.7, on a w^W, -.n/c QÎU C
^(n/e)6,^ d'où :

/ ^n^. card(P((c)"/c)wP((n/e)e))
card (p ((e) )) = ———————^——————-;

de même, on a :

card ( P 1 (m6)) = ̂ (^((n/ce)6))
V \\ce) ) ) q^G'W

Posons pour simplifier les notations :
fl 0 Ân/e}(n-nle}l2 .,^\ ( r \ fO
f(n/e) =T ' ){ ' ) 1 ^\I{n/e)\G}f(n/eY

fl 0 Jcn/ce)(n/c-n/ce)/2 _—i ( r \ f0
J(n/ce) =(ï ' ^^(n/cer^) J(n/ce);
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ce sont des fonctions dont les valeurs sont les racines e-ièmes de l'unité. L'éga-
lité à montrer devient donc :

E eodéiWf^Çh-^uh)
h^GL^(¥q),uW

= (-n7'1^-^6-!)/^ Âc(c-l)(e-l)/2](n/ce)2-lG(w)-^clG,(w)

(7) card (? ((c)^) wP ((n/e)6))

card^'w'P'^n/ce)6))

E e'odéiWf^Çh-^uh).
h^GL^/,(¥qc},uW

D'après le lemme 4.2.7 (dans lequel on peut remplacer U par U ' par le même
argument que celui utilisé plus haut), on peut remplacer GLn (Fç) par l'en-
semble P ((c)^) wP^n/e)6) et GL^/^(¥qc) par l'ensemble B'wP1 ((n/ce)6)
dans l'égalité ci-dessus. On peut même la réécrire comme suit :

e o delà (w) ^ 4/,)° (w^h-^uhw)
/lePl((c)î^/c),^te?7/

= (_l)^(c-l)(e-l)/e ç[c(c-l)(e-l)/2(n/ce)2]-^c?(w)+d^(w)

cardrPi^c)^))
• —————7o7——^ 0 dét^ (w)card(B^)

• E fin/ce)0 {W^h-^uhw) .

hç.B^uç.U'

II est clair d'après les définitions que :

e o déic (w) = e1 o dét^ (w)

De plus, soit M' un système de représentants du groupe Mi ((c)71/0) mo-

dulo M[ ((l)71^) à droite; c'est également un système de représentants de

P ((c)^0} modulo P' ((l)^0) à droite. Il est clair d'après la définition de w

que w-lM ((c)^0) w C M ((n/e)6) ; donc tous les éléments de w^M'w sont
dans M ((n/e)6), donc pour tout g e C?L^ (Fç) et tout /4 e M1\ on a :

4/e)° (W-^^^^W) - 4/,)° (W-^W) .

De plus, tout élément h de Pi ((c)71^) s'écrit de manière unique h = h\h^h^

avec /ii e B^, h^ e Î7i ((c)^) et /M e A-f' (d'après le lemme 4.2.11, en
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remarquant que l'on a alors h^ = 1) ; on en déduit, pour tout u ç U1 :

4/e)° (^h-^^uhw) = f[^° (w^h^h^^uh^w) .

On vérifie de manière analogue au lemme 4.2.8 que l'ensemble B des éléments
de GL^/c (Fç0) de la forme :

h^^uh^.h^ e B[,u G U '
est exactement l'ensemble des éléments g = (G^ . triangulaires supérieurs
tels que :

- pour tout 2, G a = 6 ;

- s'il n'existe pas d'indice k tel que i = Eit=i ̂  G^+i est tel que
^ (C^+i )= l ;

- sinon, Gij est quelconque.

De plus, soit g ç f f ; écrivons ^ = h-^^uh. Alors l'ensemble des (/i'^') tels
que ^ = h'^^^u'h1 est en bijection avec l'ensemble des (h11,!!11) tels que 7^ =
hll^u"h'l, la bijection étant donnée par h" = h'h^, u" = ulh"uhll~l ; on en
déduit que le nombre de couples (h,u) tels que h^^uh = g est le même
pour tous les éléments g de B. D'autre part, on déduit du lemme 4.2.12 que
l'ensemble A des éléments de GLn (Fç) de la forme :

h^h^^uh^h^ ç B[,h^ G [/i ((c)^) , u G U1

est exactement l'ensemble des éléments g = (Aj), - , où l'on considère la dé-
composition en blocs de taille c, triangulaires supérieurs par blocs tels que :

- pour tout 2, Du = 6 ;

- s'il n'existe pas d'indice j tel que i = ̂ ^ \^ L^+i = D^ + D'^,
où ̂ +1 est un élément de F^c tel que é:odét f-D^+i) = 1 et D^ e E ;

- sinon, Dij est quelconque.

De même, le nombre de triplets (h^,h^,u'} tels que h^h^^^uh^ = g est
le même pour tous les éléments g de A. De plus, pour h ç A, si l'on écrit
w-^hw = {Hkk'}k,k^ les blocs considérés étant de taille n/e, pour tout A, le
(fc, Â/)-ème bloc est égal à :

Hkk' = (Ae+l-^e+l-Â;')^^^.

En particulier, les ^^/ sont des matrices triangulaires supérieures par blocs,
donc on a, pour tous fc, k1 :

n/c

dét {Hkk'} =]^déi (Ae+i-^e+i-^) .
i=l
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Donc on a, quand h est tel que f'^i^ (w^hw) / 0 :

e—l e—1 n/c4/e)° (^-1^) - n ̂ 0 dét ?+1^) = n n^ °dét (Ae-^+i-.) ;
A;=l A;=lî=l

la valeur de f'^/^ (w^hw) ne dépend alors que de la valeur des blocs A^+i,
avec i non multiple de e.

Or on a /^/g)° (w-^hw) -^ 0 seulement si pour tous k, k ' avec fc > k' + 2,
^Â/ = 0. Soit donc A' le sous-ensemble des éléments de A vérifiant cette condi-
tion : c'est le sous-ensemble des éléments de P ((c)^) de la forme (.D^ .,
où :

- Du est diagonal par blocs de taille / et tous ses blocs diagonaux sont
égaux à 8, pour tout i ;

- £^z+i est somme d'un élément de E et d'un élément de F*c dont l'image
du déterminant par e est 1, pour tout i tel qu'il n'existe pas d'indice k
tel que i = Y^'^i ^k' ;

- Dij = 0 si, en posant i = i^e + i^, j = j^e + ^2, on a j2 > ^2 + 2 ;
- D^ est quelconque sinon.
On en déduit :

E 4/e)° (^h-^XUhw)
/KEPl^c)"^),^^'

cardfPif^^card^)= v LJ—— E W (--^).
/iG^

De plus, pour h G A7, la valeur de /('̂ )° (w'^w) ne dépend que de celle des
A^+iî avec i non multiple de e ; si A" est le sous-ensemble de A' constitué des
éléments h tels que, avec les notations ci-dessus, D^ = 0 pour tous i^j tels que
l'on ait j > i + 2, ou j = i + 1 et i multiple de e, on a :

E W (--^) = ̂ - E W (--^) •
Aë.4' cam ̂  / hçA"

Calculons donc la somme du membre de droite. On a, d'après ce qui précède
et en posant e (0) = 0 :

__ e-l n/ceE w {^w) = n n E £e-A °dét w '
hCA" k=l i=l hçAi

où A\ est l'ensemble des matrices carrées de taille c qui sont somme d'un
élément de ¥^c dont l'image par e du déterminant est 1 et d'un élément de E.
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On a le résultat suivant :

LEMME 4.2.14. — Pour tout entier k, 1 < k < e — 1, on a :

^ e^ o dét {h) = qc-^1- (-l)0-1 ̂ c-1)/2.
hçAi e

Démonstration. — Soit h e A\ ; par définition de A\ et grâce au lemme 4.2.9,
la décomposition :

h = h\ + ^25

avec h\ e IF*c, e o dét (/ii) = 1, et /i2 e E, est unique. On a, toujours grâce au
lemme 4.2.9 :

h^h'2 e E;

d'où, en posant h^ = h~^h^ :

e^ o dét (h) = e^ o dét (/n (1 + h^) - e^ o dét (1 + /^).

On obtient donc :
C 1

^ ̂  o dét Çh) = q——— Y^ e^ o dét (1 + ^3).
hçAi /isGE

L'assertion résulte donc du lemme suivant :

LEMME 4.2.15. — Pour tout caractère \ de F* non trimai, on a, en posant
x ( o ) = o ;

^ X ° dét (1 + A) = (-l)'"1 ç^-^/2.
AçE

Démonstration. — En effet, fixons un caractère non trivial ^ de ¥q et posons,
pour tout A' ç Fçc, que l'on identifie à un élément de Me (Fç) :

^ ( A / ) = E ^ o d é t ( A / + A ) 5
AeE

<^(A')= ^ <^ (A") ̂  o tr (A'A").
A^eFçc

On a :

(f) (A') = Y^ x ° dét (A" + A) ^ o tr (A'A") ;
A",A
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or pour A e E, on a trA'A = 0, donc on en déduit :

^ (A/) = E ̂  ° dét (A// + A) ̂  ° tr (A/ (A// + A))
A",A

= ^ X o dét (M) ̂  o tr (A'M) .
MeMc(Fg)

Si A' / 0, on a :

^ (A/) = S x ° dét (A/-1M) ̂  ° tr (M)
M

^Xodé^A')"1^!).

On a ensuite par inversion de Fourier :

^(l)=q-c ^ ^(A')^otr(-A')
A'çM^Fgc)

= ç-^ (1) ^ ^o dét (A') -1 ̂  o tr (-A') .
A'çGL^Fgc)

Posons pour q1 donné, si ^' est un caractère de F*, et ^ un caractère non
trivial de Fç/ :

^(x'^')-- ^x'W^).
rr€Fç,

Calculons <?!>(!). Soit B = DU le sous-groupe de Borel des matrices triangu-
laires supérieures de G Le (¥q), et soit S un système de représentants de G / U ,
que l'on pourra supposer tel que S H B = D. Soit également N l'ensemble
des matrices niipotentes triangulaires supérieures de Me (Fç) ; on a bien sûr
U = 1 + N . Alors on a :

4>W= ̂  ^ X ^ d é t ( X ( l + y ) ) ^ o t r ( X ( l + y ) )
XçSYçN

= S ̂  X ° dét (X) ̂  o tr (X + XV)
xe5're7V

= ̂  X ° dét (Z) ̂  o tr (X) ̂  ^ o tr (XV).
XçS YçN

Pour X donné, la somme en Y ci-dessus est nulle sauf si le caractère :

Y ̂  ̂  o tr {XY)
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est trivial, ce qui est le cas si et seulement si X G B. On a donc :

(j) (1) = card 7V ̂  ^ o dét (X) ̂  o tr (X)
XçD

=^(c-l)/2 E xfrbWE^
•ri,-,^ceF^ \ i ) \ i /

c^(c - l ) /2 / , , i.\c={-lrqc(c-l^g{x^r'
Par un raisonnement similaire, on trouve :

^ ^odé^A'^^ot^-A') =-ff(x°^c/F, ,V'otr) .
1 / ^7T7'*A'eF^

Or on a (théorème de Hasse-Davenport) :

9{X^Y = ̂ (x^Fgc/F^0^ ;

et :

^ {x ° ̂ c/Fq ̂  ° tr) ^ ̂  ° ̂ Fqc/Fq ̂  o trj = q°.

On en déduit :

^(l)^-!)^-^-1)/^
=(-l)-lçC(c-l)/2^

ce qui démontre le lemme. D

D

On en déduit :
__ c -i \ ?î(e—l)/ce^f^(w-lhw)= ^(-ir1^-1)/2)

hçA" e /

d'où :

E f'(n/e)° (W-^-^uhw)
hePl((c)"/c),ue^7'

card (Pi ((c)"76)) card (îy') card {A')

~ card (A) card (A")

fîi_ij:(_i)-içc(c-i)/2y
V e /

MÉMOIRES DE LA SMF 69



4.2. PREMIÈRE RELATION DE RÉCURRENCE 97

On obtient par le même raisonnement :

S fin/ce)0 (w^h^^uhw)
hçB[,uçU'

^ card (B^) card (C/') card (JT) /^ - n^6-1)/^
card (25) card (25") ^""^J

où 25' et 25" sont les sous-ensembles de GL^/c (Fçc) définis de façon analogue à
A1 et A". Pour montrer (7), il suffit donc de vérifier que l'on a :

card (A) card {B) card {B") rc-iv.-n/^
card (A) card (A") card (257) q

= ^[c(c-l)(e-l)/2](n/ce)2-^G(w)+c^ç,(w)
-i 5

ou encore :

card (A') card (g) card (B") ,^_^,^
card (A) card (A") card (0Q y

^ Ç-nc(c-l)(e-l)/2ce+c(c-l)(e-l)/2(n/ce)2

On calcule, à partir des définitions :

card (A) = gc(c-i)(n/2c)(n/c-i)) ç^ ̂ ^ ^

card (A') = ç^-lW^W^^+IVS+e-lXn^ce^n/ce-l)) ̂ ^ /^ ^

card (^//) = qc(c-l)(e-i)n/ce ̂ ^ ̂ /^

De plus. on a, si (w^) est le tableau associé à w (en tant qu'élément de G")
comme dans la démonstration du lemme 4.2.7 :

; i \ V^ Y^ e ( e — l ) / n /n \\IGI {w} = S E w = —^ (^ (^ +1)) ;
î,j k>z,l<j

IG (w) == ̂  ̂  C^WijWkl = C^IG' (w) ,

zj k>i,l<j

d'où :
^G(w)-dç,(w) ^ ç[c(c-l)e(e-l)/2](n/2ce)(n/ce+l)

La formule cherchée se déduit de ces égalités.
Supposons maintenant toujours a = 0 et b = 1, mais a = (ai, . . . ,^)

quelconque. On a :
f 0 _ / . 0 .0) ... /o. ^0
^Q — JQI ^ • • • W JQ;^.
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On a déjà vu que la deuxième assertion de la proposition 4.2.2 était vraie. La
première se montre de la même façon que le cas a = (n/e), en considérant
cette fois la projection de I^e dans nLl GLeai (Fç).

Supposons enfin a et b quelconques : on a les lemmes suivants :

LEMME 4.2.16. — Soit g ^ T tel que f^\T,gi ^ ° dét (h) f^ {h-^h) dh +
0. Alors il existe k G KG' tel que k^g-^^'gk est congru à g^^g modulo p' ;
de plus, on a :

e' o dét (k) = e'^-^'l2 (b)

qui vaut toujours 1 ou —1.

Démonstration. — En effet, l'image de g ^ ^ ' g dans GL^' (Fçc) est une matrice
unipotente triangulaire supérieure, donc il existe k1 ç KG' et une partition À =
( A i , . . . , À^) ç P (n'} tels que l'image de k ' - ^ g - ^ ^ g k ' est la matrice Id +JA ; de
plus, pour que la condition de l'énoncé soit vérifiée, il est nécessaire qu'il existe
V e V ( n ' / d ) tel que A = dÀ'. L'image de k'-^-^^gk' = {k'^g-^gk^ est
alors de la forme :

(Id+JA,)'

(id+J^

Pour tout i, les termes situés juste au-dessus de la diagonale principale de
(Id+J;J6 sont tous égaux à b. Puisque l'extension F' / F est modérément ra-
mifiée, b n'est pas multiple de p ; on montre alors de façon analogue à la dé-
monstration du lemme 4.2.8 que cette matrice est conjuguée par un élément
unipotent u de GLn' (Fçc) à la matrice :

Id+&JAi

Id+6^,

or cette dernière matrice n'est autre que l'image de k"~1 {k'^g^^gk') k " , avec
k11 e KG' d'image :

/ l 0 \
b

\ o y1'-1 )
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Donc il suffit de poser k = fe/fe"^-lfc/-l ; on a alors :

n'

e' o dét (k) = e' o dét (k") = J] e11 (b)
i=0

^ ^in'^-l)^ ̂

^ ^(d-l^/^d^n'/d^/d)-!)^ /^

^ ^(d-l)n'/2 ̂  ^

De plus, (d — l)n' /2 est égal à la moitié d'un multiple de d, donc l'expression
ci-dessus vaut toujours 1 ou —1. D

LEMME 4.2.17. — Soit g G F, h e 7^ ^ek çne /^ (^-l^-17^) 7e 0. AZor5
5% /îi,..., ̂  507^ ^e5 Moc5 diagonaux de h de taille n/b et g\^... 5 g^ ceux de
ç-na/bg-l^g^ ^ ^ .

f^ {h^g-^gh) - £ o dét (/i)-1 66 o dét (/n_a) ̂ l-a^ vol (^,^)~1

• VOl (I^d) f^ (h^^g^a . . . 91-ahl-a) ,

où x^a g-b est défini de manière similaire à XQ en remplaçant G par GL^/b (-^);
G' par GLn' { F 1 1 ) , F" étant l'extension non ramifiée maximale de F contenue
dans F 1 , et e par eb ; de plus, pour tout i ^ 2, on a h^\gihi e la^-d-

Démonstration. — En effet, on a, avec les notations utilisées dans la définition
de f^ :

f^ (h^g-^gh) = vol (J,^)-1 H f^ (h-,\g,h,} .
i=l

De plus, soit f^ l'unique fonction de GL^/b {F) dans C dont le support est
la^d et telle que pour x ç GL^/h (F) et y e la^d^ o11 ait :

f^i ̂ v) = û (y) rai ̂  ;
on déduit immédiatement des définitions que l'on a :

/^vol^r^odét)/^
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pour i ̂  2. On a donc :

S^ {h-^g'^gh)

= vol (J^)^ ̂  (^A) A £i(î) 0 dét {h^a9lh^} faabo (hi'ag^hî}

î=2

- .ow^ fn6""odét c'.71»'-)) (n^" odét(<'•>)
\»=2 / vî-2

• ̂  (/^^-lo9l9l+» • • • 91-ahl-a)

si pour tout i > 2, ̂ --\̂ ^ € P (" * d), et :

f^ {h^g'^oh) = o
sinon.

Or on a :
vol {la^d) = v01 ̂ Iwd} '

d'où :
vol (J^d)1"6 = vol (4^d)~1 vol (Ia.d) ;

ensuite :

]^£^)odét(^--W

"-^(^odéi^^-^dét^) n .-;(î+o)+;(I)odét^'
i^l,l-a

et d'après la définition de l {Ï} :
Hl+al^Hl-a)^-1'

et pour tout i ̂  1,1 - a :

;(î + a) - l(i) = 1>

d'où :

n e1^ o dét (^) = f n£-1 °dét (/lî))£6-1 °dét ̂ "^
^2 W1-0 /

= e o dét (^-1 e6 o dét (/ii-a) •
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On en déduit :

/ b \
f^ (h-^g-^gh) = e o dét (h)-1 ̂  o dét (/n-J J] e1^ o dét (g,)

\i=2 )

' VOl {Ia^bft}~1 VOl {I^b} f^ (^i^a^l^l+a • . . ̂ 1-a^l-a) ,

De plus, g^-fg ç <^1 /^ ̂  donc on a :

f[ e^ o dét (^) - ,'-^-i)/2 (̂ ) -1 ̂ ;
î=2

de plus, par définition :
fn'Çd-l)^ (^-a5jb\ _

£ ^WF 0 J — X^a^,

ce qui achève la démonstration. D

On en déduit, si A est un système de représentants de I^b module Ao, en
posant G^/b = GL^/b {F) :

^ e o dét {h) f^ (h-^g-^gk.h)
/ieA

= Y^ e o dét (h)~1 eb o dét (/^i-a) x^x-^
' ^ 'uj n ô

h=(hi,...,hb)çAo

• v01 ̂ ^G)"1 v01 (^^G'̂ ) /(S (^r-^l^l+û • • .^1-a^l-a) .

où Ao est l'ensemble des éléments h de A tels que pour tout i > 2, on a
h^~\gihi € la^d- Cette somme est égale à :

card(Ap) _i / .-i / \
cardOViJ^^-r^ vo ( aw) vo l^*^^/^

• ^ ^ o dét (h^a) f^ {h^g^+a ... gi-ahi-a) ,
/lî-aCÂl

où Ai est un système de représentants de Ida,G^/b îi^dulo l'ensemble KQ des
éléments de Ida,G^/b ^oï}i tous ^es blocs diagonaux sont égaux à l'identité.

De plus, on a :
vol (T^gKp) ^ vol {T^gl^b)

[g-^g H I^^G •' g-^g n Ko] card (A)

^ _______TO1 ̂ da^G)_______.

~ vol (g-^g H J^^) card (A) '
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d'autre part, on a :

card(A)=vol(J^)[^-^o];
card (Ao)= vol (J^,G)[J:^o]

avec (î = ((da) , (a * d } , . . . , (a * d)), d'où :

v01 (^rf^) TO1 f^Gn/fe)
card (Ao) = —————-,———v . / / [I : ̂ o],

vol ̂ Ia*d,G^)

soit :

vc)l ^da^o) v01 (la*d,G^)
card (A) = ——————————————L- card (Ao).

vol {I^^c} vol (lda,G^,b)

On obtient finalement, en utilisant le lemme 4.2.6 :

/ e o dét (h) f^ (h-^h} dh
JT^gI^

VOl (lda,G^______
- vol (g-^g n Ida^o) card (Ai)

• XSX~^-a^ ^ eb ° dét (^l-o) f^ (^aQigi+a • • • 91-ahl-a)
/l._a£Ai

vol(^o)
vol^-^^nz^^)
' •^CT1-'1^ S £6 0 dét (/^l-a) ̂  (^aSigi+a • • • 91-ah-l-a)

hi-aÇ^-l
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On a également, d'après le lemme 4.2.6 et le lemme 4.2.16, si A' est un système
de représentants de IQ> G' modulo Ko c' :

I e ' o dét (h)f^ (/i-V/i) dh
JT^gI^

vol{T^gK^G')
[g-^g n Ia',c' •• g-^g n KQ,G>}

•^e'odétG'Wf^Çh-^-^'gh)
/i6A'

^ l(d-V)n'/2 (^ -1 VOl {KQ,G')
^^voi^-^n^)

. ̂  e6 o détc (h) f^, (h^w^g-^gh) .
hçA'

Or pi^i+a ... gi-a est congru modulo p à WFag~l•Jbg dans Gn/b, d'autre part,
on a :

g-^g n I^,G = g'^g n la',G';
n' (c - 1) (d - 1) _ (n /6 ) (c - l ) (d - l )

d cd

On a donc finalement à montrer une égalité similaire à l'égalité Xu = Vu du cas
a = 0 , & = l , < = l , généralisée au cas t quelconque; cette égalité ayant déjà
été démontrée, on en déduit donc la proposition. D

Soit r]^ l'élément de SG tel que .ç6^ <= F^ ; posons :

e-G^e^l)1^^).

De même, soit rj^} l'élément de SG' tel que f° , / , x e ^G' ; on pose, pour
tout V ç V (m'} :

IQ/ (W o i )
4, =£(-1) ^ ^G'^G') .

On a la relation suivante :
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PROPOSITION 4.2.18. — On a, avec les notations de la proposition 3.3.1, en
considérant les éléments ̂  de la PSH-algèbre de Zelevinsky :

( -i \(m-l/f)na/b a,b \~~^ e / \
Ca,6(-lr CQ ^ ^(7)^

Ae-P°(m/0

- f-n^-1)^-!)/^'^-!)^/7^ 0 ( V^ e ' / i \ ^-l -U ^ ; / [b)xs£^Tc'l ^ ^,(7')^ .

Vepo^) /

Démonstration. — En effet, on déduit des propositions 4.1.1 et 3.3.1, pour

tout a ç P (n/fdb), si ̂  est l'élément de SG tel que f^ ç ̂ ::6G :

/ ic( W a,b a,b } , \

^ £(-l) v'^G•'îû•G//;.b,7 =(^,y(7)),

avec :

^^(-i/-1//)-/" ^ ^-i)'0^-^)^^)^.
AeP°(m/Z)

De même, en appliquant ces mêmes propositions, pour tout a' G P (W) si
01 5

;̂1^ est l'élément de £c' tel que /^, e ̂ '•G' :

7 / ^G' ( w 0,1 0,1 ) \

^ ^(-1) ^G"''tl'G^/^,7/ =^',^(7')),

avec :

y'W= E .(-D^^'^^^y)^.
YeP^m')

On en déduit, d'après la proposition 4.2.2 et le lemme 2.4.1 :

l c { w a,b a,b } -IG' [w 0,1 0,1 )
(^,î/(7)) =6(-1) V ^ ̂ o) \ ̂ ^^j

. (_i).'(c-l)(rf-l)/^-W ̂  ̂ ^ ̂ ^

n
si a = a ' , et :

fdbm1

(a"a,y(7)) =0
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Tï
s'il n'existe pas de a1 telle que a = ——-a' ; de plus, on a, pour tout a :

fdbm'

IG(W a,b a,b ] -IG' [w 0,1 0,1 ^ , )^(_i ) \ ^ ^,c?y v ^'^,^7 ^ i ^
On en déduit, comme dans [17, VII.2] :

y (7) = (-i)"'^-^^-^7^7^-^7^^^^//^ (y' (Y)).
Enfin, n/m1 est le degré de E F ' / F , db son indice de ramification, et / est le
degré résiduel de E / F ; on en déduit que n/fdbm' est le degré résiduel c'de
E F ' I E^ ce qui achève la démonstration. D

On va maintenant établir une relation de récurrence sur les facteurs de trans-
fert : rappelons d'abord leur définition. Soit 77^ une image de 7 dans H ; on
pose :

1/2

A,,i(7^) = H ^(7^ï(7^)) Idét̂ )!;̂ 2.
a,TçGol(E/F),(T^T ?

D'autre part, soit v un élément de F71 tel que les 7^ (î;), 0 < k <^ n — 1,
engendrent F71 ; posons :

A,,2 (7) = ̂  (dét (^ 7 M ..... 7""1 M)) .

le déterminant étant pris par rapport à la base canonique de F71. Cette dernière
expression ne dépend pas du choix de ^, grâce au lemme suivant :

LEMME 4.2.19. — Soit 7 ç G11 régulier. Alors l'expression :

^dét^^,...^"^)),

pour v ç F1^ tel que le déterminant ci-dessus est non nul, ne dépend pas du
choix de v.

Démonstration. — En effet, soit v ^ v ' deux éléments de F1^ vérifiant la condi-
tion requise. Alors {1^7^... ̂ n~lv} est une base de F71^ donc il existe un
polynôme P tel que v ' = P (7) v. On en déduit :

dét (î/, 7î/,.... 7n-V) = dét (P (7) v, 7? (7) v , . . . , 7n-lP (7) v)

= dét (P (7) v, P (7) 7^,.... P (7) 771-1^)

= dét (P (7)) dét (v,-fv,... ,7n-lî;) .

En particulier, P (7) est inversible. De plus, en identifiant E171 à F71 de manière
convenable, 7 est un élément de Mm {E), donc P(7) aussi; on en déduit que
P (7) G (7^, d'où e o dét (P (7)) = 1, ce qui démontre le lemme. D
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On a alors :

A, (7.7^) = A,,i (7,7^) A,^ (7).

On vérifie aisément l'assertion suivante : si g ç G et h e H :

^e (^"S^ h-^^nh} = e o dét (^) A, (7,7^).

On a la relation de récurrence suivante sur les facteurs de transfert : soit 771 c
l'élément de SG associé à l'application e^ de { 1 , . . . , n} dans { 0 , . . . , e - [}
telle que pour tout i, €^G (i) est congru à i-1 modulo e. On définit de manière
similaire T}\ Qi ç Eçi.

Posons également :

^=,(-i/4^J;
n i / JG' (w 0,1 )e^,,^ =£'(-!) v ^G'^G') .

LEMME 4.2.20. — Soit^H (resp. 7^ une image de 7 fresp. y; dans H (resp.
H ). On a l'égalité suivante :

Ae,(;(7,7ff) = (-!)"' (c-l)(ri-l)/d+(m2ea/6)(/-l)

^^^(-i)"^^2^7^^"'^ ̂ ^-IA,/,^ (y, 7^).
Démonstration. — On démontre l'égalité Aej^ (7,7^) = A^i ̂  (y, 7' ,) de
la même façon que dans [17, VII.3]. Il suffit donc de montrer que l'on a :

Ae,2,G (7) = (-l)"'^-1)^-1)/^"126'1/6)^-!)

^VG'^ (-l)^)/2 c^-^'l2 (&) x,1^^' (Y) .

L'égalité ci-dessus ne change pas si on remplace 7 par un de ses conjugués
dans G" ; on peut donc supposer, en considérant une base vi, . . . , V n ' de F ' " ' 1

telle que pour tout i ̂  2, 7<î-1^ = -y, + ^_i, que 7 est congru modulo p' à la
matrice :

/ 8 6 0 \

• • 8
8 )
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On a alors par une récurrence évidente, si (e'^,.. . , e^/) est la base canonique
de F771', pour tout i ç { 0 , . . . , n' - 1} :

7"(^) =(^,_,+ ^ a .̂
^n'—î+l

modulo p'. On obtient donc :

dét (e,,,7' (^) ,.. .,7m/-l (4)) = ̂ n/-1)/2 dét (e,,, . ,e'0

= (_J)^(^-1)/2

d'où :
A / \ / / ^^'(^-l)/^
A^,2,G' (7) = e {-à) '

Supposons d'abord a = 0 et b = 1. Puisque 7 = ^7', on a, avec v ç jF'^'
convenable :

^e'w (7) - ̂ '-1 (déi (^ jy (^ , . . . , (^T'"' ̂ )) )
= e1 (^)-n/(n'-l)/2 ,'-i (dét (^7' (.),.. .Y717-1 (^)))

= X^^^G' (Y) ;

d'autre part, on a n(b+ 1) /2 = n, donc £ (-l)71^1)/2 = 1. H suffit donc de
montrer que l'on a :

A ( \ i 1 \n'(c—l)(d—l) / d a,b 0 A / \
£,2,G'(7) = (-1) v A / / ^G^G'^E'W (7) •

Calculons donc A^2,G (7)- Dans G, 7 est congru modulo p à la matrice :

/ 6 6 0 \

• • . 6
\ 0 ^ /

les blocs considérés étant de taille c. De plus, puisque 6 engendre l'extension
non ramifiée F' /F, on peut supposer que son image dans Me {F) est la matrice
suivante :

/

i

0

0
—On

1

0 1

0

—a^ 1

\

I
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où PS = XC+ac-lXC~l+' • -+ûo est le polynôme minimal de 6 sur F. Montrons
que 7 est conjugué à un élément de G congru modulo p à la matrice suivante :

/ 6 Eci 0 \

7o =
' • Eci

6 )
où Eci est l'élément de Me (¥q) dont tous les termes sont nuls sauf le (c, l)-ème
qui vaut 1 ; on aura alors :

A,^(7o)=e(-l)n(n-l)/2.
En effet, d'après le lemme 4.2.9, si E est le sous-espace de Me (Fç) défini comme
dans la démonstration de la proposition 4.2.2, on a Eci = A+B, avec A e ¥qc
et B e E ; de plus, toujours par le lemme 4.2.9, B n'est pas de rang 1, donc A
est non nul. On voit donc, de manière similaire au corollaire 4.2.12, que 7 est
congru modulo p à /r/o/i"1, où h est un élément de K congru modulo p à une
matrice de la forme :

/ 1 0
Ô^A

u,

\ 0 (S^Af1-1 )

avec u G U Uc)" j. On a, de même que pour 7', si (e i , . . . ,€„) est la base
canonique de F " ' :

dét (e», 70 ( e n ) , . . . , 7o"~1 (^)) = dét (^, en_ i , . . . , d) = (-1)"("-1)/2 ,
d'où, si v = h (e^), v € 0" et :

(8) dét {v, 7 (v) , . . . ,7"-1 (v)) = dét (h) (-l)^"-1)^ ç <y.
On en déduit :

Ae,2,c (7) = e o dét (/i)-1 Ae,2,G (70)

= £ ' (J-lA)-^"'-1)/2 £ (_1)"("-1)/2 _

On a :
ci (_i)"'("'-i)/2 ^ ^ (_n"("'-i)/2

= g (_1)»("-"')/2 ^ (_^n(n-l)/2 ^

Or e (-1) = 1 si e est impair, et n (n - n'} /2 est pair si e est pair, donc on a
dans tous les cas :

e> (-i)»'^'-!)/2 ^ ^ (_i)"("-i)/2 _
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II reste à calculer e' (A)"^"'"^/2. Si e est impair, e divise n' (n7 - 1) /2, donc
£' (A)"'^'"^2 = 1. Supposons donc e pair. On a :

/ 0 \

• /

i+

—

/ 0

0
l Ci

( °
1 • • •

2

V

1

c-1 c-1

0
\ -ai -2a2 . . . - (c - 1) dc-i -c )

Le membre de gauche de l'égalité ci-dessus est un élément de E ; on en déduit
que l'on a :

/ 0 ... ... ... 0 \

c = çId +E.

0 ... ... ... 0
\ ai 2^2 ... (c - 1) ac-i c )

De plus, ÇA est un élément de A + E dont toutes les lignes sont nulles sauf
éventuellement la dernière; on en déduit, à l'aide du lemme 4.2.9, que l'on a
ÇA = Eci. On en déduit C = J^ciA"1, donc la première ligne de A~1 est égale
à la dernière ligne de (7. Or on vérifie par une récurrence triviale que pour tout
i ç. { 0 , . . . . c — 1}, sur la première ligne de (^,le i + 1-ème terme vaut 1 et tous
les autres valent 0 ; de plus, deux éléments de ¥qc sont égaux si et seulement si
leurs premières lignes sont égales (sinon ¥qc contiendrait un élément non nul
dont la première ligne serait nulle, ce qui est exclu). On en déduit :

A-1 = ai + 2a^ô + • • • + (c - 1) âc-i^-2 + cÔ0-1 = Pg (J) ,
où PQ est le polynôme dérivé de P§. On a, d'autre part :

Pô= H ( X - a ( 6 ) ) ^
o-çGal(Fgc/Fg)

d'où, en dérivant :

Ps=^T[(X-r(ô)).
CT T^O-
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En prenant la valeur de ce polynôme en 6, on obtient :

P 6 W = ] ^ ( 6 - a ( 6 ) ) .
a^l

Lorsque c est impair, le produit ci-dessus est un produit de c- 1/2 expressions
de la forme :

(ô - (H (ô - ̂ -1)

qui vaut aussi :

- {6 - <n (6 - ̂ Y

Or l'ordre de (6 - ̂ )(7- étant le même que celui de ô - Ô" dans F^c, soit
tous deux sont des carrés soit aucun des deux ne l'est ; leur produit est donc
toujours un carré. Le terme ci-dessus est donc égal à un carré multiplié par
—1. On obtient donc :

e' (A)7^71'-1)/2 = e1 (--l)^-1)/2)^71'-1))^
= ^(--n^c-iMn'-l)^

= ç (_l)(c-l)(e-l)n/4+(c-l)(n /-e)n/4

Or c - 1 et n sont pairs, et n' - e est multiple de e ; on en déduit :

e' (A)717^"1)/2 = e (-l)^-1)^-1)71/4

= ^ (_l)Mc-l)/2)(e(e-l)/2)n/ce ^

Supposons maintenant c pair. On a alors e ' (-1) = 1, donc par un raisonnement
similaire au cas c impair, Pg (6) est égal à un carré multiplié par x = 8-a^ {ô),
où a+ est l'unique élément d'ordre 2 de Gal(Fçc/Fç). On a :

/ \ QC/2a+ \x) = x11 = -x,

donc puisque x est non nul, x est racine du polynôme X9^2-1 + 1. L'ordre
de x dans F*çc divise donc 2 ((7e/2 - l) mais ne divise pas q0!2 - 1. De plus,
e est pair et p ne divise pas e, donc p est impair, donc q aussi ; on en déduit
qu'il existe y e F^c tel que x = ̂ c/2+l)/2, mais qu'il n'existe pas de y tel que
x = y^ 2+1. Autrement dit, a; est un carré si et seulement si q0!2 + 1 est un
multiple de 4, ce qui est le cas si et seulement si q est congru à 3 modulo 4 et
c/2 est impair.

D'autre part, on a e (-l)0674 = -1 si et seulement si q est congru à 3 modulo
4 et c/2 est impair ; on en déduit :

e' (A)6/2 =-e (-IF/4,
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d'où, puisque n' est pair et n' — e est multiple de e :

^^n'(^-l)/2^^^(e-l)/2

= ̂  (A)6/2)
(n7e)(e-l)

= (_n(^AO(e-l) ^ /^(n7e)(ce/4)(e-l)

= (_l)(c-l)(e-l)n/ce ^ /^(n/ce)(c(c-l)/2)e(e-l)/2

en utilisant le fait que c—1 est impair. D'après les cas précédents, cette dernière
égalité reste vraie si on ne suppose plus c pair ni e pair ; on en déduit donc que
quels que soient c et e, on a :

A^G'(7) = (-l)(c-l)(6-l)n/ce^(-l)(c(c-l)/2)(e(e-l)/2)n/ce

/ / !\n'(n' -l^ll A / \
• £ [à) v ) 1 /\e^G (70) •

On conclut en remarquant que :

f^(c-l)(d-l)/d ^ /_n(c-l)(e-l)n/ce ^

^b 0 /^(e(e-l)/2)(((n/e)(n/e-l)/2+n/e)-(œ(e-l)/2)((n/ce)(n/ce-l)/2+n/œ)
^G',!0^,! — c Y 1)

=^(_l)(e(e-l)/2)(n/e)2(c-l)/2

=^(_l)(e(e- l)/2)(^)(c-l)/2

= ^ /^(c(c-l)/2)(e(e-l)/2)n/ce

ce qui démontre le lemme dans le cas a == 0 et b = 1.
Supposons maintenant a et & quelconques. Soit E\^..., E^ (resp. V i , . . . , V^}

les sous-espaces de Fn (resp. les sous-modules de O71) engendrés par respecti-
vement (e i , . . . , en/b) , ' " , (e(^-i)n/&+i, . . . , en) ; on a pour tout k, si v e Vi :

7^(.)e4'û+6-l)/^fEy-+ E ̂ -
\i=l î=îfc+l 7

avec :

, , [ k a + b - 1 ] ,
îk ^ 1 - ka + ———-,——— b.

L b J

Soit v\ ç Yi non nul ; puisque 7 est elliptique régulier, dét (^1,7^1,.... 7n-l^;l)
est non nul. Soit, pour tous z . fc , z^ la projection de 7^ (z?i) sur Ei suivant la
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somme des autres £j; ; on a :

/ ^ & \
dét (-yi^^i),...^"1^!)) =dét ^i, ̂ ^i,..., ̂ ^,n-i )

\ i=l i=l )

^ dét(î;i,^i,...,^_^-i).
^-<Jl^-'Jn-l<b

Les termes de la somme ci-dessus sont tous dans p^, avec :

î-^ [ia + & — 11
^ = 2-. —&— ;

î=l L -'

de plus, seuls sont non nuls ceux pour lesquels, pour tout z, exactement n/b
des jk valent z, et parmi ceux-ci, tous sont dans p^6"^ sauf éventuellement
celui tel que jk = ik pour tout k. Notons x^ ce dernier terme. Soient (71,. . . ,^>
les blocs diagonaux de ^~na/b/^ ; posons pour tout i ç {1, . . . , & } :

7î = 9i+a9Wa ' ' • 9i-a9i'

Pour tout z, si w G V^, la projection de w^^ (w) sur V^ suivant la somme des
autres Vj est 7^ (w) ; x^ est donc congru modulo p^+1 à :

6

da^F^ H dét (î;^ 7^ (^) ̂  • • 5 7î71 (^)) ^
î=l

où :

da,b = dét (ei, e_^/^i, . . . . e_^_i)^/^i, 62? • • • ? e-(6-l)na/6+n/6) ?

et où pour tout z, ^ est la projection sur Ei suivant la somme des Ej, j ^ 2,
de ^"'l^4'6"1)/^^!, avec k G {0, . . . , & — 1} tel que 1 — aA; est congru à i
modulo & ; c'est un élément de Vi. D'autre part, le déterminant sur Ei est pris
par rapport à la base canonique.

De plus, on a pour tout k :

7l-ak = 9l-a(k-l) ' - ' Q\^\Q\ ' • • 9^a(k-iy

de plus, si on identifie, pour tout z, Ei à Fnlb de manière canonique, on a :

Vl-ak = 9l-a(k-l) • • • ^1^1-
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On en déduit que x^ est congru modulo p^+1 à :

/b-i \

<b^ H^ {9i-a(k-i) ..^i) (dét (^,7^1,...,7^-^))
\A;=0 /

fb-1

=dét(g,rbda^b n^i-^-i).--^)
u=o

• (dét ^l_a,7l-a^l-a,...,7r/6a-lî;l-a))

.-1puisque 7i_a = ^171^1 •
Soit F" l'extension non ramifiée maximale de F contenue dans F', soit 0"

son anneau des entiers, p" l'idéal maximal de celui-ci. Quitte à imposer au
plongement de G' dans G des hypothèses supplémentaires, on peut supposer
que g = 7i_a = ffi^i+a . . . gi-a est dans GL^' (O") G GL^/b {F) ; il est alors
congru à w^^ modulo p' dans GL^i (<?'), donc également modulo p dans
GL^/b {0} ; de plus, g est régulier. Enfin, on peut écrire :

9 '==- ^7^

où 6g est un élément de 011 congru à w^ô0 modulo p' et où 7. est congru
à 7'6 modulo p' dans GL^' {0'). On montre de la même façon que dans la
démonstration du lemme 4.2.16 qu'il existe k ç KQI tel que fc'^'A; est congru
à 7'6, donc à 7', modulo p', et que k vérifie :

dét (fc) EE &(d-l)n//2

modulo p' ; de plus, on peut supposer k e GL^' (0"). L'élément kgk~1 est alors
un élément de GL^ {011} congru modulo p" à :

/ 6g 8, 0 \

• - . 8,
\ 0 6g )

Soit donc 7" = Sg^kgk'1. C'est un élément régulier de GL^i (0"} congru
modulo p' à 77 ; on peut alors appliquer le raisonnement du cas a = 0 et b = 1
(en remplaçant 7,7', G, G" par kgk~1,7", GI^ (F), GJ^ (F")) pour obtenir,
d'une part, grâce à l'égalité 8, en définissant v G O71^ de manière similaire :

dét ( v , kgk-^v,.... kg^^k^v) ç 0*,
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et d'autre part (x§g étant défini de manière similaire à a^, relativement au
plongement de GLn' (^") dans GL^/b (F) et en remplaçant e par e0) :

A^L^) (kgk-1) = (-i)"'(-^-^

6 / ( w 0,1 1.,(_D ^ ,̂̂ (.)-̂ (.)̂  ̂ A^^) (y-),
avec :

e" = £ b o N F . / F .

On déduit de la première de ces deux égalités que l'on a :

dét (k^v.gk^v,... ̂ n/&-lÂ:-l^;) ç O*.

Posons v\ = g~[lk~lv. C'est un élément de Onlb, donc en tant qu'élément de
J?l, c'est un élément de V\ ; de plus, on a v\-a = fc"1^, donc d'après ce qui
précède :

e-1 o dét (^1,7 (^ i ) . . . . .7n-l (^i)) = ̂  o dét ((71) e-1 (d^w^
b-l

• JJ^odét^i.^-l)...^)"1^"6 (dét ^l-û,^l_a,...^n/6-l^l-a)) .
A;=0

On a, comme dans le lemme 4.2.17 :
6-1 6

H eo dét (ffi-a^-i) • . . <7i) = ̂ -1 o dét (g,) J] ̂ ^)-1 o dét (^)
A;=0 î=2

= ^-1 o dét (gigi+a ' ' • 9i-a) ̂  0 dét (^i) ̂ -l_ ^j.
'û(̂  7̂ 1 0

II est clair d'après les définitions que l'on a :

XWpaôb = rr^

d'autre part :

^ ° détGL^^(F) (9191+a ... 9i-a) = ^ ° détc; (C'^S)

= ^ o détc (c-^/6) .

Posons :

^a,b = dét (ei, e-^a/fo+i, ... 5 e_^-l)na/b+l^e2, ' • • 5 e_(^_i)^/6+n/&)

. ^n^-i)^/^.

MÉMOIRES DE LA SMF 69



4.2. PREMIÈRE RELATION DE RÉCURRENCE 115

n

^E^^-1)/^-
î=l

On a :

d'a^F' = (-l)^1^^6^,^

=détG^na/b)da,b^•b.

On obtient donc :
/ ^ \

Ae,2,G (7) = £~1 ^^^•'•l ^^A^GL^^F) (9)

=^(d-l)"72(&)A^,2^^)(^-l);

Ae',2,G" (Y) = Ae",2,GL^,(F") (7") ;

en effet, on vérifie que la restriction à F" de e ' est égale à e" ; d'autre part,
pour v ' € 0 " " ' C F " " ' C F^' convenable :

dét^.yv,...,^"'-1^/)
est un élément de 0"* congru module p' à :

dét(y,7V,...,7""'-V).

Il reste donc à montrer que l'on a :

e-1 (d'^A = (-l^/W-i)

l(w a,h }-bl[w 01 )+n(b+l)/2
,^_^ V ^ ^,0) [w^(F)^^f ^

Montrons donc cette dernière égalité. Rappelons que l'on a :

ca^îie-^dét^)
i=0

^fn^-o-^-1")"^),
\î=0 /

avec pour tout i, si b' = pgcd (&, e) :

_ [ml r ( z - l ) a11 ~ m ~ [^"j •
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Écrivons d'abord Ca,& = c^c^, avec :

^n^'^"^);
î=0

<b = ÏI^1 ((-i)^/6-1)"^/^).
2=0

On va montrer que l'on a :

(9) e ( w ' p A = (-l)("^)(/-i)4^;

l(w a,b ) - b l [ w 0,1 )+n(6+l)/2(io) £«,) =£(- i ) v "G "'1•G/ v ''l.GLn/^)•'^/„wy ^-i
Montrons d'abord (9). On a :

, ^\ia+b-l'\
t^ - 2^ ——-b——

t=l - -1

-Y^ ' f f^ 4 ' ^ " 1 ] f ( ^ + l ) Q + ^ - l 1 ^ | "nQ+&-l '

^_^ r^ ( \ { j e + z ) a + b - l } [ Ç j e + i + l ) a + b - l
=Lî[Ù U—————b—————J'I——————^——————.

+/^\- ([Jm-^] - p2^±^ +, [na^] .

Or n est multiple de e/ ; d'autre part, pour tout i, on a :

"^1 (\{je+z+\}a+b-l'\ [(je+i)a+b-l~\\ , n

h ^————b————1 - L———b———\)= lîe-^db•-
en effet, quitte à remplacer a par a + kb avec A: convenable, ce qui revient
à ajouter kn/e aux deux membres de l'égalité, on peut supposer que 1 <
a < b. Le membre de gauche k ' de l'égalité ci-dessus est alors égal au nombre
d'éléments divisibles par b dans la réunion des intervalles :

{{je + i) a + & , . . . , (je + i + 1) a + b - 1}
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4.2. PREMIÈRE RELATION DE RÉCURRENCE 117

pour j allant de 0 à n/e - 1, qui est lui-même égal au nombre d'éléments
divisibles par b dans la réunion des intervalles :

{{-je - i - 1) a + 1,. . . , (-je - i) a}

(qui sont les opposés des intervalles précédents, plus b). Or on a ppcm (6, e) =
le, et n/e = (n/db)l ; k' est donc égal à n/db fois le nombre d'éléments divisibles
par b dans la réunion des intervalles :

{(-je - i - 1) a + 1,..., (-je - i) a}

pour j allant de 0 à / - 1. Or pour r e {-a (i + 1) + 1,..., -ai} donné, il
existe j tel que r - je est divisible par b si et seulement si r est divisible par
b ' , et un tel j est alors unique dans { 0 , . . . , / - 1} ; on en déduit que l'on a :

k' n (k db[
^
db \

-"-k
~ db e-

—ia~\
[ V j

(e — z) a
bf

-i')

[-(i+l)a~[\

[ V \)

[ (e — i — 1) a
y

ce qui démontre l'assertion.
On en déduit :

ç ^E?=i1 »(E^eo-l([((Je+^)"+6-l)/i>]-[(Oe+^+l)a+b-l)/6])) \

=e[[ei (w-^-^)
i=l

= (n^ f^""^6)) e" (w^W^^) .
\i=l )

Le second terme de l'expression ci-dessus est nul car en/db est multiple de ef ;
elle vaut donc c^~1. Montrons maintenant que l'on a :

^ ^E^elJ([0•eû+6-l)/q-[(0+l)ea+6-l)/6])^ ^ /^m^aO-l)^

(pour simplifier les calculs, on rajoute un terme j = n/e dans la somme en
exposant, qui ne change pas la valeur de l'expression puisque e~1 (w671^) = 1).
En effet, mea/b est entier, donc on a pour tout j =- km + k ' :

\jea + & — 1 kmea
•+

\k'ea +6
T
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118 CHAPITRE 4. CALCUL DES GERMES PAR RÉCURRENCE

d'Où :

îjea+b- 11 _ î(j + l)ea+b- l1
l b J ~ [ ~ b J

^ fk'ea+b-11 _ [(A/ + 1) ea + b - 11
- [ b \~ [ & J •

On en déduit :

y^ . /peo+b-11 _ F+ l )ea+&- l1 \

=E£ (̂ ') f?^-6-1] - [ ( f c /+ l )e ;+6-11)
A;=OA'=1 V L J L -1/

_ / ï k ' e a + b - 1 ] \(k' + 1) ea + b - l1\ î-^, mea=f^k[[—-,—-——ï——\)+^km-^•
^=1 V L -1 1- J/ A;=0

On a bien évidemment :
^-1 (<^/E^=l([(^ea+6-l)/6]-[((^+l)ea+6-l)/6])^ ^ ^

puisque £ est d'ordre e/ ; d'autre part, on a :

E mea _ m2ea / (/ — 1)
^"^^"T"——2——-

A;=0

et :
^-1 ^e(m2ea/fe)/(/-l)/2^ ^ ^^m^aO-l)/^

ce qui achève la démonstration de (9).
Montrons maintenant (10). Cette égalité est triviale si e est impair; on

supposera donc e pair. On remarque d'abord que l'on a da^ == (—1) , où WQ
est l'élément de W tel que l'on a (modulo n) WQ (1) == 1, WQ (2) = —na/b-\-l^ ..
w o ( & + l ) = 2, etc. Soit donc w\ l'élément de W qui envoie l , 2 , . . . , n sur
1, b + 1,. . . , n - b + 1, 2, b + 2 , . . . ; on a :

b{b-l)n/b(n/b-l)
IW=—^————-^———.

et woWi envoie (modulo n) 1 ,2 , . . . , n sur 1, 2 , . . . . , n/&, —na/b + 1, . . . . Donc
/ (wowi) est égale à {n/b)2 fois la longueur de l'élément u de IV^ tel que pour
tout i ç {1, . . .&}, ^ (%') est congru modulo b à 1 — a (i — 1).
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D'autre part, soit e l'application de { 1 , . . . , n} dans { 0 , . . . , e - 1} associée
à rf^ ; on a, module e :

( 6 ( l ) , . . . , 6 ( n ) ) =

(-&, . . . , -&, -26,.... -26,.... -dM (2) - 6 , . . . ,1 (2) - b , . . . , / (6) - db) ,

chaque terme étant répété n/db fois. Soit W2 l'élément de W qui envoie (modulo
n) 1, 2 , . . . , n sur 1 , 2 , . . . , n/b, na/b-\-l,.... De même que précédemment, l (u^)
est égale à (n/6)2 fois la longueur de l'élément v de W^ tel que pour tout
i C {1 , . . . 6}, W2,& (î) est congru modulo b à 1 + a (i - 1) ; de plus, pour tout
%, uv~1 (z) est congru à 2 - z modulo 6, donc ^ (uv~1) est congru modulo 2 à
(& -!)(&- 2) /2. D'autre part, soit 62 == e o w^ ; on a, modulo e :

( 6 2 ( l ) , . . . , 6 2 ( n ) )

= (-6,.... -6, -2&,. . . . -2&,. . . . -d&, 1 - 6, . . . . 1 - & , . . . , 6 - 1 - db) .

Si 7/2 = w^"1 (^1 , on a W2 = w^a,& rr, avec a- G H^. Calculons ^ (rr). Soit
(xo,... ,Xe-i) l'image de x par l'application canonique de W^ dans {Wn/e)6 ;
on a, modulo n/e, pour tout 2 et pour tout k C {1 , . . . ,n/db} :

n / za
^ ^ + ̂ 7db \ \V

n
x^k+^(a+

etc. On en déduit, modulo 2 :

w
~V

n=,i^+*;•
'(-'^(('-^^-"t^'^))-

où a;a^ est l'élément de Wi tel que Xa,i {j) est congru à aj modulo l. On en
déduit (puisque e est pair) que l (x) est congru modulo 2 à :

n d nV^ /^f^l ["^"h^"-"lïlbJ-'HJ-
r\ i ,7 /n ,\ , n ( ^ \On remarque que n/d& - - l ] = l— —— - 1 est toujours pair ; d'autre part,
on a : v e / ^w6 /

^-,)g[,f]^-,^.
2=0

Or / et d sont premiers entre eux, donc ne peuvent pas être pairs simultanément,
donc (l - 1) (d - 1) /2 est entier; l'expression ci-dessus est donc un multiple
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120 CHAPITRE 4. CALCUL DES GERMES PAR RÉCURRENCE

de db' -==- e. On en déduit que l {x) est congrue modulo 2 à :
/e-i ,, .

n fn \ /v-^ , . / m
n ( n iuv^/ -^r^t \i~la^\ ^(e- l)û1^ -^Ef-'iH-M}^!-^-]

\î=0

Or on a pour tout i :
\ia~\ \{i — 1) a

=k,.m L v
On en déduit que l Çx) est congru modulo 2 à :

-^-1)^.,
î=0

soit :
^ ( -i\l(x) _ i l -1
e \ L ) — ^.b '

Soit ensuite ws l'élément de W qui conserve les intervalles de longueur n/b,
inverse l'ordre des intervalles de longueur n/db à l'intérieur de ceux-ci et est
croissant sur chacun de ces derniers ; on a :

1 ( \ ^ . f n \ 2 d { d - l )

^^U - 2
qui est congru modulo 2 à :

n d ( d - 1)
d b 2 •

d'autre part, si 63 = e^ o ̂ 3, on a, modulo n :

( 6 3 ( l ) , . . . , 6 3 ( n ) )

= (0 , . . . , 0, b,... ,b , . . . , (d - 1) &, 1,. . . , 1,... ,b - 1 + (d - 1) b) ,

et si 773 = w^1 (772), ^3 = ̂ 2^3- Soit ensuite W4 l'élément de W qui conserve
les intervalles de longueur n/b, envoie 1,. . . , n/b sur 1, (n/db) + 1, . . . , (d - 1)
7i/d& +1,2, {n/db) + 2 , . . . et agit de même sur les autres intervalles ; on a :

- , - d ( d - l ) ( n / d b ) ( n / d b - l )l (^4) = b——^—- ^/————^;

d'autre part, si 64 = 63 o ^4, on a, modulo n :

(64(1) , . . . , 6 4 (rî))
= (0 ,6 , . . . . (d - 1) &, 0 , 6 , . . . . (d - 1) & , . . . , 1,1 + & , . . . , 1 + (d - 1) & , . . . ) ,

et si 774 = w^1 (773), W4 = ^3,774 • Enfin, on a 61^ = 64 o wf1, donc wf1 =
^4^1,0^^ avec ^ ^ ^I,G- Calculons / {y). Soit ( î /o , . . . ,^e-i) l'image de T/ par
l'application canonique de W^ ç dans (H^/e)6 ; pour tout z, on a pour tout k e
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{! , . . . , n/db} et pour tout k' € {0, . . . , ; - 1}, y, (k + k'Çn/db)) = t + {k - 1) l,
où t est l'élément de {1 , . . . , 1} tel que [ i / b ' } + (t - 1) d est congru à k ' module
l. On en déduit, de même que pour a-, que l (y) est congru module e à :

g^-^Hc-1'^-
Or on a vu que l'expression ci-dessus est un multiple de db' = e ; on a donc
finalement :

e(—l) v^'6 '77!^^ = e (—n^i^wsz^)

Soient w'^w^w^w^' les éléments de TV^ définis de manière similaire en
remplaçant G par GL^(F), rj^ par ^^(^ et 7^ par ^L,/,(F). Les
éléments w'^, w^ et x1 sont triviaux, et on a, module 2 :

. ^ d{d- 1) n/ ( w o ) = —-———-—•v 3/ 2 db'
,^^_d(d-l)(n/db)(n/db-l)
1 {W4) - ——2———————2—————

On en déduit :

l[w a,b }-bl( w 01 )
^(-1) v ^ ' Î71'G/ \ ^'^n/ôW^'^/fc^)/ ^^(_1^(W1)+^(W2)+H^)

-^((-l)^0"1^"2^^)^-1.

Pour montrer (10), il suffit de vérifier que l (wowi) +1 (w^) est congru modulo
2 à (n (b + 1) /2) + (n - 1) Çna/b). Cette expression est un multiple de n/b,
de même que ^ (wowi) et l (w^) ; donc si n/b est pair, l'assertion est triviale.
Supposons donc n/b impair ; alors puisque e est pair, n aussi, donc b aussi.
Puisque a et b sont premiers entre eux, a est impair, donc ( n ( & + l ) / 2 ) +
(n — 1) (na/b) est congru modulo 2 à :

n & ( & + ! ) ^nfe^^J^j^
ï 2 + ' & - Ï 2

qui est lui-même congru modulo 2 à :
&2 - 3b + 2 _ (&- ! ) (&-2)

2 - 2 '
Or d'après ce qui précède, cette expression est congrue modulo 2 à la longueur
de uv~1, qui est elle-même congrue modulo 2 (puisque n/b est impair) à :

Z(wowi) + ^ ( w s ) .
Donc (10) est démontrée, ce qui achève la démonstration du lemme. D
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4.3. Deuxième relation de récurrence

La relation de récurrence démontrée dans la partie précédente ne suffit pas :
en effet, il y a des cas où F ' = F. Supposons donc que n > 1, et que 7 est
congru à 1 modulo l'idéal maximal de F (7). On peut alors trouver 70 e F* et
^7' G F (7)* tels que l'on ait :

- 7 = 70 (1 + ^7') ;
- 70 (resp. 7') est congru à 1 modulo l'idéal maximal de F (resp. F (7)) ;
- si F1 = F {6), F ' est strictement plus grand que F et 6 est F'/F-cuspidal.

Là encore, F ' est uniquement déterminé ; soit donc b son indice de ramifica-
tion. Posons également a = vpi (8} ; a est uniquement déterminé aussi. Soit
également 7" = 8 ^ ' .

PROPOSITION 4.3.1. — Supposons n > 1. Soit 7" ç Iç,, 6 ç F'*, F'/F-
cuspidal et de valuation strictement positive, et 70 ç 1 + p G F*, et posons
7' = ôy, 7 = 70 (l 4- 7'). Supposons de plus que 7 est un élément semi-simple
régulier de G11. Soit a e P {n/e} ; alors on a :

lG(f^)=lG{ïna/b^).

où a = vpi (6).

Démonstration. — En effet, il est clair d'après la définition de fo que l'on a,
pour tout g e G :

fa(^) = f a ( l + ^ ) .
D'où l'on déduit, pour tout g ç G, et pour rj ç £ convenable :

fa {g-^g) = fa (7o^-1 (l + Y) g) = ri (70) fa (g^Vg).
Or il est clair que rj (70) = 1 ; de plus, pour tout g ç G, v o dét [ g ^ ^ ' g ] =
v o dét (7') = na/b. On en déduit :

fa (g-^g) = (ina/ôfa) {g~H g}.
Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout g , v o dét f^"^^) = 0, et
que lofa = f^ D

On en déduit la relation suivante :

PROPOSITION 4.3.2. — On a, avec les notations de la proposition 3.4.2 :

E ^(7)</A=^-1)/2 E (-l)w-t(À')^(7//)^f^A,^).
AeP°(m) YG^m/O vm /

Démonstration. — La démonstration est similaire à celle de la proposition
4.2.18, en utilisant cette fois les propositions 3.4.2 et 4.3.1 et le lemme 2.4.3 au
lieu des propositions 3.3.1 et 4.2.2 et du lemme 2.4.1. D
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On a également la relation de récurrence suivante sur les facteurs de trans-
fert :

LEMME 4.3.3. — Soit^H (resp. 7^ une image de 7 (resp. 7"v) dans H. On
a l'égalité suivante :

A.,G (7,7ff) = q^-^l2^^ (7", 7^) •
Démonstration. — Puisque 7" est elliptique, l'égalité ci-dessus ne dépend pas
du choix de 7^ ; on peut donc supposer 7^ = 7o^7ff — 1. On a pour tous
a,r € Gal(E/.F), r(a(7ff),r(7ff)) = r (a (7^) ,r (7^)), et Idét^")^ =

ç-na/6 jjg^ ̂ ^j^ Q^ g^ déduit :

A,,I,G (7,7ff) = q-^-^^^G (7", 7^) •
D'autre part, on a pour tout v ç F71 et tout entier />;, puisque 7 = 70 (1 + 7") :

/ k / L \ \
A- / \ A- / \~^ 1 i^ \ fli f \ \

T W = 7o >^ ( ^ ) 7 ' M .
\î=0 v / /

On en déduit :

dét (^ 7 M . . . . , 7'-^) - 7on(7^-l)/2 dét (^ 7" M , . . . , 7'"-^) •
Or 70 G 1 + p, donc e (70) = 1 ; on en déduit :

A^/7 (7)^^(7"),
ce qui achève la démonstration. D
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CHAPITRE 5

LE TRANSFERT

5.1. Facteurs de transfert

Soit 7 G G11 compact ; on supposera F (7) / F modérément ramifiée. Fixons
une image 7^ de 7 dans H. Soit v = v o détu (77^) ; définissons ^ a, b comme
dans 3.3. Notons, pour tout À € P° (m/Z), s^ ç le germe noté s^ précédemment.
On peut également appliquer la proposition 4.1.1 à H \ on obtient des germes
s x , H ^ ^ P ( r n / l ) .

PROPOSITION 5.1.1. — On a pour tout \ ç. P° (m/l) :

^G (7,7^) ̂ G (7) = e (_i)^(^o,^.i^)+^-i)/2 ̂  (^)

Démonstration. — Supposons d'abord 7 elliptique ; on va montrer la proposi-
tion par récurrence sur n, en utilisant les formules des propositions 4.2.18 et
4.3.2.

- Si n = 1, on a alors E = F , G = H = F* et £ = 1 ; on en déduit en
particulier que Aç^ (7^7^) = 1- Donc l'assertion est triviale.

- Cas 1 : supposons n > 1. Définissons 7', G', H1\ m1\ e1\ a, b comme dans
4.2, et fixons 7^/. Supposons que pour tout À' € P° (m1)^ on ait :

A.',G' (Y, ̂ ') 4,G' (Y) = e^-l^'^c'^c'V^-^s^H, (^') •

Posons :

Ai - c^ (-l)^-1//)-/6 ^ e^s^ (7) yx:
Àe-P°(m/0

A, = (_1)"'(-1)(^-1)/« ,'(«-l)n'/2 (^ ̂ ^ ( ^ ^^^, (y) ̂

VYeP^mQ
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D _ / -t\(m-l)mea/b \~^ e / \
^i-(-1) 2^ ^(7^)^;

A(Epo(m/o

JB2=TC/ 2^ ^ ^ ^ H ' ^ y x ' .
VVeT^m') /

On a Ai = Â2 d'après la proposition 4.2.18, Bi = ^2 d'après cette
même proposition appliquée au cas E = F, et :

(_^(c-i)(.-i)/^-^/2 (^-IA ,̂ (y,^,) A,

=./(-l)^G'(w^^,.')+"'(d-l)/2^
grâce à l'hypothèse de récurrence. On en déduit :

(_l).'(c-l)(.-l)/^-W ̂  ̂ ^ ̂ ^ ̂

lQi{w 0,1 )+n'(d-l)/2
=£'(-1) v "G'•"1,0^ / / 5^

d'où, puisque les y\ sont linéairement indépendants, pour tout A :

(_l)"'(c-l)(ri-l)/rf g/(d-l)n'/2 /^ ^.-1

A.',G' (Y, -l'H'} ^,b (-l)^-1/^"»/6^"^^ (7)

; o » ( w o , i }+n'(d-l)/2 , ,, .
=£'(-!) '< "G""!,G'/ / ' (_l)(^-l)^ea/6^^^^

Or on a :

L-1)^-^-!)^^^"^)^^^-!);

d'autre part, on a d'après le lemme 4.2.20 :

^^'(c-l^d-^/d+m'^eaÇf-l)^ ^(0-1^/2 ^\

^l^^l4/^(-l)n(6+l)/2A^^ (y, 7^)
= A^ç(7,7^);

de plus :

^(-l)^r^'%,cj ̂  ̂  ç(_i)^(w^,^ç) ^

Pour montrer l'égalité de la proposition, il suffit donc de vérifier que l'on
a :

C (-1)^-1)/2 ^ ̂  (_^(d-l)/2 ^ (_^n(6+l)/2 ^
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Cette égalité est triviale si e est impair, car on a alors e (—1) == e1 (—1) =
1; supposons donc e pair. On a e' (—1) = e(A^^/^(—l)) = ^ ( — l ) ^ ;
d'autre part :

n ( e - l ) n ' Ç d - l ) _ n (e - d) _ nd(b1 - 1)
2 ~ 2 ~ 2 - 2 ;

de plus, puisque e est pair, d'une part b et 6' = pgcd(6,e) ont même
parité, et d'autre part n est pair ; on en déduit que n {b + 1) /2 est congru
module 2 à :

n /,, .x n (67 — 1)^ ( ^ + l ) - n ^ l ^ ;;

enfin, on a, puisque n est un multiple de db' = e :
nd(b' -1) _ n (;/-!) _ n {d - 1) (b1 - 1) _ ^n d{d - 1) ^ (b7 - 1)^ _ ^ _ ^ _ ^ - ^ ^ ^

qui est pair, ce qui achève la démonstration.
- Cas 2 : supposons toujours n > 1, mais 7 congru à 1 modulo l'idéal

maximal de F (7). Définissons 7//57^ comme dans 4.3, et supposons que
pour tout \" ç P (^î/Q, on ait :

A.,G (7",7^) ^",G (7") =e(-l)lG^•^>n(e-l)/2^,H W .
Un raisonnement exactement similaire au précédent, en utilisant cette fois
la proposition 4.3.2 et le lemme 4.3.3, donne l'égalité de la proposition.

Pour montrer que ce raisonnement par récurrence suffit à démontrer la pro-
position dans le cas 7 elliptique, le cas n = 1 étant trivial, il faut vérifier que
si n > 1, on peut toujours se ramener à un n plus petit. En effet, appliquons
d'abord le cas 1 à 7. Si F ' est strictement plus grand que F', c'est gagné. Sinon,
on obtient un élément 7' de F^ congru à 1 module l'idéal maximal de F (7'),
auquel on peut donc appliquer le cas 2. On obtient ainsi un élément 7" de F^
qui, si on lui applique le cas 1, donne un corps F ' strictement plus grand que
F. Donc l'assertion de la proposition est démontrée.

Supposons maintenant 7 quelconque. On déduit de la proposition 4.1.1 que
pour tout g ç G et tout À ç P° {rn/l}, on a :

^{9-^9} ̂ odét^)-1^).
L'égalité de l'énoncé ne change donc pas si on conjugue 7 par un élément
de G et 77^ par un élément de H ; on peut donc supposer qu'il existe p, ==
( /^ i , . . . ,^) e P(m) telle que 77^ = (7^1,... ,7^) est dans MH (/^), 7 =
(7l , . . . , 7^) est dans McÇef^), et pour tout z, 7^ est un élément elliptique
régulier de GLef^, (F) ; de plus, on a, puisque 7 est compact, pour tout i :

VE ° déifi (7,) = ^-v, .
m
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d'où :
ml^i

pgcd (/^ VE ° détfi (7%)) Pgcd (m, -y)
=1.

Posons :
1/2

AG(7)- n^-^) idét^)!^72.
W F

où ci , . . . ^Cn sont les valeurs propres de 7 en tant qu'élément de G dans une
extension de F les contenant toutes. Posons PG == McUç == ^b (e//^)? -P f̂ =
M^Î7^ = P^ (y^). On a alors pour tout f e C^ (G) :

AG (7) ̂  (f, 7) = AM^ (7) ̂  (f^5'. 7) .

soit, d'après la proposition 4.1.1 :

AG (7) E ^ (7) trA^ o St^ (1,/lcf)
Aep°(m/0

= AMC, (7)

E fn^ ̂ ))tr fé^0 s^)) ((i./icf)^) ;
Â(z)e^°WO^=i,..^ ^=1 ^ ^^i /

Or on a, pour tous À m , . . . , À^), si À est l'unique élément de P° (m/l) égal à
( A n ) , . . . 5 A(f)) à permutation des termes près :

e ^ çn-£trAfx oSt (1,/lj) = .(-l)^'^) tr f(g)A^ oSt^) ((l./lcf)^) ;ZA "^^A^- 1 -^ 1 ^^ ; -
\î=l /

on en déduit, pour tout A e P° {rn/l), si V\ est l'ensemble des (À(I), . . . . A(^)
vérifiant la condition ci-dessus :

AG (7) ̂  (7) = e (-i)^11''"-"».") AM<, (7) E n ̂ o ̂ ) •G^n ^ il "A(.)
(Ad),...,^))^^!

On obtient de la même façon sur ff :

AH (7^) SA (7ff) = AMH (7ff) E II 5A(.) (7ff,i)
(A(l),...,À(t))e^^=l
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De plus, d'après le cas 7 elliptique, on a pour tout ( A n ) , . . . . À(^) e P\ :

A^)^)
î=l

= A,,M, (7,7^) ̂ £ (-l)^(w'o'e/""'l•e/''•)+e^(e-l)/2 ̂ o) (7^) ;
i=l

de plus, la restriction de 771^ à IMG i^est autre que le produit des 7?i,e/^^ donc
on a :

^(-1)^^0,0?) n^-l^^o^^w^) ^ ̂ (-^(^o,^!^) ^

i=l

enfin :

E e/^ (e - 1) ^ n(e- 1)
2 - 2 '

î=l

II suffit donc, pour montrer la proposition, de vérifier l'égalité suivante :

^L^A ^ ̂  -v^ - ̂ ^A ^ f-v -7^)A / x ^£,G'nî7^j— A / \ ^^^MG n^H) •
^G' (7) ^MG (7)

On montre de la même façon que dans la démonstration de [17, VIII.5] :

AC? (7) = ^e^G (7^ 7^) ^H (7^) ;

^MG (7) = ^e^Mo (7^7^) AMH (7iï) •

II reste donc à montrer :

A^2,G (7) = ^C^MG (7) •

En effet, soient c i , . . . ,c^ les valeurs propres de 7 (en tant qu'élément de G)
dans une extension F\ de .F les contenant toutes ; on les supposera numérotées
de telles façon que si Ji, . . . , Jf est la décomposition de { 1 , . . . . n} en intervalles
suivant e/À, alors pour tout k et tout i G J^;, Ci est une valeur propre du fc-ème
bloc diagonal de 7. Soit, pour tout %, Vi un vecteur propre de 7 dans F^ associé
à la valeur propre 7^. Les v^ forment une base de F^ que l'on peut supposer
stable par Gai ( F / F ) . Soit donc v = v\ + ' ' ' + Vn ; pour tout a ç Gai ( F / F ) ,
on a a (v) = v ; on en déduit que v € F71. Pour tout entier fe, on a alors :

n

^(^=^^;

î=l
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on en déduit que l'on a, le déterminant des Vi étant pris par rapport à la base
canonique de Fn :

dét (^ 7 (v) , . . . , 771-1 {v)) = dét f (cf) ) dét ( ^ i , . . . , ̂ )
\ \ /Â;,î/

= UJ (^ - ̂ ) dét ( ' y i , . . . , Vn),
\i>3 I

d'où :

A^G (7)= £-1 n (cî ~ c^ dét ^1? • • • ? ?;n) •\ ̂  i i
Par le même raisonnement, on obtient, si pour tout fc, J^ = {a^-i + l? • • • 5 O^Â;} :

/ / \ \A^2,Mc; (7) = ne 1 ( n ^c^~c^ dét (^-1+1^ • • • ̂ ) ^
Â;=I \V>^je^ / /

les déterminants étant pris par rapport aux bases canoniques des sous-espaces
de F71 considérés. Or on a :

t
j^Jdét (î;afc_i+i,.. .^aj = dét(î;i,...^);
k=l

n^(^-^) T-T / ^—^——/——-—————————y = 11 (^ - ^-) ,
11̂ =1 \Tli>j,iJeJk (cz -- c^) ^^

où C est l'ensemble des couples i^j tels que i > j et que % et j ne sont pas
dans le même J^. Le produit ci-dessus est un élément de F ; de plus, soient
AI, A;2 € { 1 , . . . , ^} distincts, soient 7/^, 7^3 les blocs diagonaux correspondants
de 7. Alors pour tout io G Jj^, FL'e./ (^o — CJ) es^ un élément de F (7^1), et
n^çj jçj (^ — CJ) en est ^a norme. De plus, F (7^) contient E, donc on a,
pour un ÎQ quelconque :

n [a - c,) = N^ ^^^ )^ n (qo - c,) ,
î£.4i Je^a \ v^^î / /

d'où :

s ( n ^ -c , ) )= i .
VÇ^ije^2 /
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Comme ceci est vrai pour tout couple A^A^, et comme l'on a :

n (°i ~c^= n n ^ci ~c^ ^
ijçC Kk2<ki<ji^Jk^J^Jk^

on en déduit que l'on a :

e\ n (^-^) ] = 1 .
\ijec )

d'où :

A^2,G (7) = ̂ 2,̂  (7)

et la proposition est démontrée. D

5.2. Le résultat principal

THÉORÈME 5.2.1. — Soit f e C^° (G). Afor^ î7 erc^e f^ ç C^ (lî) ^e^e que
l'on ait :

A^G (7.7^) ̂  (f^ 7) = IH (f^ 7^)
pour tout 7 G G" semi-simple régulier et pour toute image 777 ûîe 7 rfan5 Tî.

Démonstration. — Soit f G C^° (G). On définit ^ sur l'ensemble des éléments
de H semi-simples (9-réguliers par :

^ (7^) = A^G* (7.7^) ̂  (f. 7).

où 7 est un élément de G11 tel que 7^ est une image de 7. On veut montrer
l'assertion suivante : il existe fn e C^° (H) telle que I H ^ H ^ H ) = ^{^n)
pour tout 777 G lï semi-simple G-régulier. Pour cela, il suffit, d'après [11,
lemme 2.2 A], de prouver que <^ vérifie les trois propriétés suivantes :

- <^ est invariante par conjugaison ;
- la restriction de <^ à tout tore maximal est à support compact ;
- si 70 H es^ un élément semi-simple de H^ il existe un voisinage 0 de 70,77

dans H et /o ^ C^° ÇH) tels que pour tout 777 e Q semi-simple G-régulier,
on ait :

(11) ^f(7^) = l H { f o ^ H ) '

Les deux premières propriétés sont évidentes ; montrons donc la troisième.
Montrons d'abord que l'on peut se ramener au cas où 70,77 est elliptique :

en effet, supposons (11) vraie dans le cas elliptique, et soit 70,77 C H semi-
simple quelconque. Quitte à conjuguer 70,77, on peut supposer qu'il existe
IJL = ( /^ i , . . . , /^ ) e P{m) tel que si ?77 = MHÛH = -P(^), on ait 70,77 =
(7o,^"i5 - • • î7o,^) ^ MH^ où pour tout î, 70,77, est un élément elliptique de
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Hi = GL^ {E) ; on peut également supposer que MH est maximal vérifiant
cette propriété ; on a alors :

tZH^H)=]^ZH^-ÏO^)>
i=l

Soit PG = MGÛG = P {efii) C G ; on identifie ^m à F" de telle façon que l'on
ait M n G MG. Soit pour tout i un voisinage ï^ de 70,7^ dans ̂ , et soit :

f / ^ \ )y= ̂  n^ / l - l \ h ç H } '
l \î=l / J

C'est un voisinage de 70,77 dans H. Soit donc 777 ç V ; quitte à remplacer 777
par un de ses conjugués dans H^ on peut supposer 777 = (7a^ • • • î7Jït) G ^iï
et choisir 7 = (71,..., 7^) G MG» dont 777 est une image. Supposons pour
simplifier les notations que f^ = 17^=1 /^ °ù P0™ tout ^ ^ est une îo^tion
localement constante à support compact sur GI = GLef^ (F) ; on a alors :

t^c (7.7^) le (f. 7)= nA£^ ̂  ̂ I^ ̂  ̂  '
i=l

Puisque la propriété (11) est vraie dans le cas elliptique, il existe pour tout i
un voisinage f^ relatif à 70,7^ et fi, que l'on supposera inclus dans Vi, et une
fonction /^o ^ C^° (Hi) tels que l'on ait :

A^G. (7^77^)^ (/^7z) == IH, (Ao,7^)
pour tout ^m ^ ̂ ' Quitte à restreindre les î^, on peut trouver /o ^ C"̂  (^)
tel que l'on ait :

t
IH {fo, 7^) = H ̂  (Ao. 7^)

2=1

si pour tout i, 7^ G fî^. Alors on a 0/ (7) = IH {fo^n) pour tout 77^ e îî,
avec :

f / ^ \ 1
0= ̂  JJû, /r1 l / i e ^ ^ ;

l \z=i 7 J
donc puisque fî est un voisinage de 70,^ dans H^ (11) est démontrée.

Montrons maintenant (11) dans le cas où 70,7:7 est elliptique. On supposera
d'abord qu'elle est vraie en 1. Soit donc ô G F une valeur propre de 70,7^
F ' = F [6], E' = E [8], e ' = e o N p ' / F 5 alors, de la même façon que dans le

77 777
chapitre précédent, e' est associé à E ' / F ' ' . Soit n1 = ———, m' = ——— ;

\r : r \ \rj : h/\
on pose G' = GL^i { F ' ) , H ' = GLm1 (E1). Puisque 70,77^ est elliptique, on peut
identifier H ' à ^7(70,^)- Soit 70 un élément de G dont les valeurs propres
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sont les conjugués de 6 sur F, chacun avec multiplicité m' ; on peut également
identifier G' à ZG (70). Or on a les faits suivants (cf Harish-Chandra, [3, VI]) :

- pour tout voisinage VG' de 70 dans G ' , il existe un voisinage VH' de 70,77
dans H ' tel qu'en posant V = {hVn'h~1 \ h e H}, pour tout 777 e V
semi-simple G-régulier, il existe 7 e VG' dont 777 est une image ;

- il existe VG' et f ç C^ (G') tels que l'on ait :

lG^)=I^{f^)
pour tout 7 ç y^/ semi-simple G-régulier.

Supposons que l'on a l'assertion suivante : il existe une constante c / 0 tel que
pour tout 7 e G' proche de 70 :

(12) °^^G (7.7^) = A^G" (7.7^) •

Comme 70,7^ et 70 sont des éléments centraux respectivement de H ' et de G",
il est clair que (11) pour 1 implique (11) pour le couple 70,77,70, c'est-à-dire
qu'il existe /o G C^° [ H ' ) et un voisinage îî' de 70,77 dans H ' tels que, pour
tout 777 ç Çt' semi-simple G-régulier, on ait :

c-1^^ (7.7^)4 (f.7) = I H ' {fo^n) ,
soit :

A,,G (7. - Ï H ) IG (f. 7) = I H ' (f^ 7H) .

Le même résultat de Harish-Chandra que précédemment implique, quitte à
restreindre 0', l'existence de /o tel que IH (fo^n) = In1 (fo^n)' Donc pour
tout élément 777 semi-simple régulier de :

» = {hfl'h~1 | h G H} ,

on a <^ (7) = /77 (fo^H)^ d'où l'assertion recherchée.
. Montrons maintenant (12). Soit (f) un isomorphisme de F71 dans F'^\ et soit :

^:Fn(S)F-^ ffî atF'f ® F
F _ v^ _ v / i j (F ' ^

o-EGal^/T^/Ga^F/^) v )

v (g) À i—^ ̂  (a o ci) (z;) (g) À ) .

Supposons :

G l = { ^ - l o g l o ^ \ g l ^GLn,{F1}}.

Pour g1 e GL^ (F'), ^ ^ ^ o ^ o ^ e t ^ e F ^ F . o n a :
F

^(^) =9^^),
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où (/_ = 0^ a ( g ' ) . Soit 7 ç G' semi-simple régulier tel que 7^ soit régulier, et
soit v[ , . . . , v^, des vecteurs propres de 7 dans F^ (g) F tels que {v[ , . . . , v^}

soit stable par Gal(F/^'). Si A i , . . . , À ^ sont les valeurs propres associées,
pour V1 = v[ + • • • + v^, on a :

^A7(^)A. . •A7 n / - l (^ )=2.VlA. . .A<„

avec :

L ' = J] (À,-A,) .
KRjXn7

Soit e'̂  . . . , e'^i la base canonique de F ' ^ ; on pose :

, , ̂  ^A7(^)A^•A7 n / ' l (^ )
{ ï ) ^A . . .A< ,

Fixons c r i , . . . , ( J [ F ' : F } des représentants de Gai Ç F / F ) / Gai ( F / F ' ) et posons :

[V^ . . . , Vn) = (ai^, . . . . 01^,, (7^ . . . , C7[^^]^,) ;

(^i,...,^) = (o-ie^...,aie^,a2e'i,... ,cr[F':^]e^,) .

Les Vi sont des vecteurs propres pour ^ de valeurs propres les o-k\j ; pour
f = fi + • • • + Vm on a donc :

v A ̂  A • • • A y"^ = LiLa^i A • • • A Vn,

avec :
[F'-.F]Ll ^ n n (aÂ;À^ " ^À^ ^
k^l l<i<j<n'

n1L2^ n n^-^)'
1<Â;<^<[F/:F]^J=1

II est clair que l'on a :

T vl A ' ' ' A vn ^ fr^^'"^^^ Tvr / r / . x ^
^lA.. .A^ = n ^ (L ^ A . . . A < J = 7V-/^ ̂  ̂ ) •

D'autre part, posons :

^3= n M-^r".
1<A;<^<[^/:^]
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On a L^L^ ç F* ; de plus, si 7 est assez proche de 70, les \j sont proches de
6, donc 1/2 est proche de L^ ; on peut supposer 7 suffisamment proche de 70
pour que l'on ait :

L2 ^(l+p).
On en déduit, si ( e i , . . . , en) est la base canonique de F71 :

_l / ^ A 7 ( ^ ) A — A 7 n - l ( î ; ) ^
A,,2^ (7) = e ————————————

\ (f)ei A • • • A (f)en )

=^(S(^^(uj^——^\.
\ ç!>ei A • • • A (f)en )

Le premier terme vaut A^,^ (7)5 le second ne dépend pas de 7 ; on a donc :

^e^G (7) = C^e'W (7) ^

avec c ^- 0. De plus, pour 7 suffisamment proche de 70, on a, avec les notations
du chapitre précédent :

| r(a(7),ï(7)) | = |r (a (70) ,r (70))]
pour tous a,T distincts dans Gai { E / F ) , et :

|dét^(7)|=|dét^(7o)|.
On en déduit :

^e^G (7^7^) = ^e'^G' (7^7^) ^

d'où l'assertion cherchée.
Pour achever la démonstration, il reste à montrer (11) dans le cas 70 H = 1.

Pour tout f ç C^° (H), si UH est l'ensemble des orbites unipotentes de H , on
a au voisinage de 1 un développement de la forme :

Mf'^)- E Mf^r^^),
<7e^

où les Tu sont les germes de Shalika. Comme les distributions :

{IH[^U}\UÇ.UH}
sur UH sont linéairement indépendantes (cf par exemple [16, corollaire 4.4]),
il suffit de montrer qu'il existe des constantes eu telles que l'on ait :

^f (77if) = ̂  cuFu (7^)
uçUn

pour 777 suffisamment proche de 1. Si f ç ^77, on a également, d'après la
proposition 4.1.1 appliquée au cas G = H :

IH (f^n) = ^ S^H (7^) trStA (lolef) ;
\çr°(m)
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de plus, le nombre d'orbites unipotentes de H est exactement égal au car-
dinal de P° (m), et d'après la démonstration de la proposition 4.1.1 appli-
quée à H , les distributions {irSt^ (loïc-) A ç P° (m)} sur HH sont linéaire-
ment indépendantes. Soit donc S\^H l'espace des germes de fonctions au voi-
sinage de 1 engendré par les TU (•) ^U ç UH et S^^H l'espace engendré par les
S\,H (•) 5 A e P° (m) ; on a S\^H = S^. D'après la proposition 5.1.1, S^^H est
aussi égal à l'espace S^G engendré par les Aç^ (•) s^ ç ( • ) , A G P° (m). Enfin,
pour tout f ç (7^ ((5), on a au voisinage de 1 un développement :

^G (7.7^) ̂ (f, 7)- E ^(f^)r[,(7),
î/e^â

où UQ est l'ensemble des orbites unipotentes U de G telles que si u G Î7, pour
tout ^ ç ZG' (^), on a £ o dét (^) == 1 ; par le même raisonnement que dans la
démonstration de la proposition 4.2.2, on voit que si, pour À == ( A i , . . . . \i) ç
P° (n), U est l'orbite de l'élément 7^ = Id+J^ ^ G", avec :

/ Jx, 0 \JA= •\ 0 ,̂ ;
où pour tout z, ^ est la matrice i x i suivante :

/ O 1 0 \

lo - ^
on a U C ̂  si et seulement si À = e/À', avec À' G P0 (772). Si f G ̂ , on a
également :

A^(7,7^)^(f,7)= E ^(7)trAioSti(loU)A^(7.7^).
AeP°(m)

D'après la démonstration de la proposition 4.1.1, les distributions :

{ t rA^oS t i ( l o l c - ) À e ^ ° ( m ) }

sur 7e sont linéairement indépendantes ; on en déduit que pour tout À, le
germe A^ (•) s\ (•) appartient à l'espace S\fi engendré par les F^, U € UQ.
On a donc :

SI,H == S^H = S^G C 5^G-
Or d'après [4, lemme 2.4], les germes de Shalika TU (•) sont linéairement in-
dépendants; on en déduit que dim(5i^) = card(P°(m)). Or S\^G est en-
gendré par card(Z^) = card (P° (m)) éléments, donc est de dimension au

MÉMOIRES DE LA SMF 69



5.2. LE RÉSULTAT PRINCIPAL 137

plus card (P° (m)) ; on en déduit que S^H = 5i^. Mais alors, il existe des
constantes cjj telles que l'on a :

A,,c7 (7.7^) IG (f. 7) = ̂  cuFu (7^f),
UÇUH

ce qui achève la démonstration. D

COROLLAIRE 5.2.2. — Supposons? > n. Soit maintenant G == SLn, et H un
groupe endoscopique de G ; soit f e C^° {G). Alors il existe f^ G C^° (H) telle
que Von ait :

A^G (7,7^) IG (f, 7) = ̂  (f^ 7^)
^onr ^OH^ 7 G G semi-simple régulier et pour toute image ^H de 7 c?ayi5 H.

Démonstration. — En effet, d'après [9, III], H est de la forme suivante : il
existe une extension cyclique E de F, de degré divisant n, et, si m = n/ [E : F],
une partition À = ( A i , . . . , À^) e P (m), tels que Jî est l'ensemble des éléments
h de GI/Ai (^) (g) • • • (g) G^At (E) vérifiant :

N E / F °dét(/i) = 1.
On se ramène aisément au cas où À = (m) ; de plus, puisque p > n, d'une
part p ne divise par l'indice de ramification de E / F ^ qui est donc modéré-
ment ramifiée, et d'autre part, pour tout 7 e G semi-simple régulier, F [7] est
produit d'extensions modérément ramifiées de F. Le résultat se déduit alors
immédiatement du théorème précédent. D
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