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Systemes de racines infinis

Nicole BARDY

Abstract — The aim of this work is to create sets of axioms of root systems that are
general enough to include Kac-Moody algebras’ones and also the systems that appear in
the generalization by Borcherds of these algebras or in their almost-K-split forms, and
compatible with Moody and Pianzola’s axiomatization of ‘real root systems”.

In this abstract theory, we prove the basic theorems (essential to make the theory useful)
which deal with the problems of subroot systems, conjugacy of bases, fields’ extensions and
quotient root systems (which appear in the study of almost-K-split forms).

Résumé — L’objet de ce mémoire est de développer une théorie abstraite des systémes
de racines de fagon suffisamment générale pour englober les systémes des algébres
de Kac-Moody, ceux de leur généralisation par Borcherds ainsi que ceux des formes
presque-déployées des algébres de Kac-Moody ; cette axiomatisation devant, de plus, étre
compatible a celle des «systémes de racines réelles » proposée par Moody et Pianzola.

Une fois la structure définie, sont abordés les problémes de fonctorialité et sont alors
traités : le changement de corps de base, la notion de sous-systéme et une généralisation
du théoréme classique de conjugaison des bases (dans le cas indécomposable).

Enfin, le cadre abstrait choisi permet d’obtenir deux théorémes de stabilité importants
lors du quotient par un groupe d’automorphismes de diagramme et du quotient par une
partie de type fini. (Ces quotients apparaissent dans ’étude des systémes de racines des
formes presque-déployées.)

AMS Subject Classification Index: 17B67, 17B65, 20F55.
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Introduction

Quelques exemples de systéemes de racines

1. Vers 1890, dans leur étude de la structure des algébres de Lie semi-simples
complexes, Killing et Cartan utilisent de fagon essentielle certaines formes linéaires
(sur une «sous-algébre de Cartan» § d’une telle algébre g) qu’ils nomment
«racines » (parce qu’elles apparaissent comme les racines de det(adqz — aldg)
considérées comme des fonctions de z € b).

La classification des algébres de Lie semi-simples complexes se raméne i celle
des «systémes de racines associés » qui elle-méme se réduit a la détermination de
certaines matrices & coefficients entiers (matrices de Cartan). Les systémes de racines
considérés pour cela sont dits ici de type fini et réduits.

La présentation de Serre, par générateurs et relations, permet de retrouver, & par-
tir d’'une matrice de Cartan, 'algébre de Lie semi-simple complexe correspondante.

L’étude des systémes de racines des algébres de Lie semi-simples réelles a fait
apparaitre les systémes de racines de type fini non réduits, c’est-a-dire dans lesquels
pour certaines racines a, 1’élément 2a est encore une racine.

Kac et Moody introduisent indépendamment en 1968 de nouvelles algébres, dites
a présent de Kac-Moody, qui constituent une généralisation des algébres semi-
simples en dimension infinie ; pour ’étude de ces algébres va apparaitre une nouvelle
notion de racine : les racines imaginaires.

La construction de l'algébre de Kac-Moody (cf. [K]) est une généralisation de
la construction de Serre & partir des générateurs de Chevalley et d’une matrice de
Cartan.

Soit & présent A = (as;)(i,j)er> une matrice de Cartan généralisée (on dira ici de
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2 NICOLE BARDY

Kac-Moody) c’est-a-dire que I est un ensemble fini non vide et que 'on a :

ai; € Z, v(i,j) € I?;
a; =2, Viel;
a;; <0, Vi# g

a;; =0 < aji = 0, V(’L,]) €2

Considérons alors une réalisation R, c’est-a-dire un espace vectoriel §) sur un corps
k (algébriquement clos), deux familles 1" := ());cr dans § et IT := (ay);e; dans
b* (le dual de §)) et telles que {a;,a ) = aj; pour tous i et j dans I. Pour simplifier
les énoncés qui suivent, on suppose la réalisation libre, c’est-a-dire II et II" libres
dans §* et §.
Considérons § (A, R) lalgébre définie par les générateurs {0, e;, fi ;(i € I)} et
les relations :
[h, K] =0, V(h,h') € §?;
[h, 61‘] = (a;,hYe;, Vhe I),VZ elr;
[h, fi] = —Cay,h) fi, YVh e h,Vi e I ;
[ei, fJ] = (5,']‘061\-/, V(i,j) eI?

et le quotient de cette algébre par le plus grand des idéaux J tels que IN b = {0};
nous obtenons ainsi l’algébre de Kac-Moody g(A4).

La sous-algebre ) de g s’injecte dans g := g(A) et agit de fagon ad4-diagonalisable
(elle est en fait la sous-algébre maximale pour cette propriété) d’ou la décomposition
de g suivant les sous-espaces propres de ad(}) :

0= P ga 01 Q = P Zau.
a€eQ el

De plus, chaque sous-espace radiciel g, (pour « # 0) est de dimension finie. Le
systéme de racines est alors:

A(g,0) :== {a € Q\ {0} ;8q # {0}}.

Il vérifie A= AL UA_ou AL :=AN(PNw) =—-A_.
i€l

Dans cette étude, la théorie des 3l>-modules permet de constater que pour tout
1 € I, il existe une involution r; du systéme de racines. On peut encore considérer r;
comme une réflexion sur §) et donc définir, comme dans le cas classique, le groupe de
Weyl W engendré par ces réflexions ; (W, (r;)icr) est encore un systéme de Coxeter).
Mais dans ce cas, si on note A*® := WII, alors on a seulement A™ C A et I’égalité
n’est vraie que si ’algébre considérée est en fait une algébre semi-simple (donc de
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SYSTEMES DE RACINES INFINIS 3

dimension finie). Les racines de A\ A™ sont alors dites « imaginaires » et on note
A™ = A\ A™. Si g(A) n’est pas semi-simple (i.e. si A n’est pas de type fini) alors
A et A™ sont infinis ([K ; 5.6]).
2. Considérons & présent une autre situation (développée dans [BsR]), conduisant
4 des systémes de racines. Dans la suite, k est un corps de caractéristique 0 et k
désigne la cloture algébrique de k.

Une algebre de Lie gj est une k-forme de l’algébre de Kac-Moody g(A) définie
sur k si et seulement si les deux algebres a(A) et gx ®y k sont isomorphes ; on peut
alors considérer (en fixant un tel isomorphisme), l’action k-linéaire du groupe de
Galois T' de ’extension [k, k] sur g(A).

Les sous-algebres de Cartan de g(A) sont les sous-algebres ady-diagonalisables
maximales ; elles sont toutes conjuguées & §) par un automorphisme intérieur. De
plus, il existe des sous-algeébres de Cartan définies sur k.

Les sous-algébres de Borel de g(A) sont les sous-algébres complétement résolubles
maximales (cf. [PK]); les deux sous-algeébres de Borel standards étant b® :=
he (@aeAE ga) ol € {+,—}.

Dans le cas ou A est «indécomposable» (1.1), et si I'algebre g(A) n’est pas de
dimension finie, elle admet deux classes de sous-algébres de Borel non conjuguées par
automorphisme intérieur (chacune contenant une sous-algébre de Borel standard).

Les sous-algebres paraboliques sont les sous-algébres de g(A) conjuguées par
un automorphisme intérieur & une sous-algébre p(J) := b° & (Baca_.(s) 9a) 01
Ac(J) := ANP,;csN(ea;) (dite parabolique standard de type J pour J C I).

Une sous-algebre 3, de gi est une sous-algébre de Cartan (resp. de Borel, resp.
parabolique) si la sous-algébre 8 = 3; ® k est une sous-algébre de Cartan (resp. de
Borel, resp. parabolique) dans g(A) (qui est donc définie sur k). Dans la suite, on
suppose A indécomposable et g(A) de dimension infinie.

Si gi, est une k-forme de g(A), deux cas sont possibles :

— D'action du groupe I' préserve chaque classe de conjugaison de sous-algébres de
Borel (ou, ce qui est encore équivalent, il existe une sous-algébre parabolique
propre définie sur k) ; dans ce cas la k-forme est dite presque-déployée ;

— Paction du groupe échange les deux classes de sous-algébres de Borel ; la k-
forme est alors dite presque-anisotrope.

Dans le cas presque-déployé, il existe une sous-algébre torique déployée maximale
tx de gr (c’est-a-dire diagonalisable pour l'action adjointe dans gx et maximale
pour cette propriété), une sous-algebre de Cartan § de g, une sous-algebre de
Borel b® de g(A) et une sous-algébre parabolique p¢ de g(A) définie sur k¥ minimale
et contenant t; telles que :

*tchchb®cp®
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4 NICOLE BARDY

ou l'on note de fagon générale X := X}, ® k.

Si G est le groupe associé a I'algebre g(A) (cf. [PK]), le groupe I' agit sur G et on
note G I’ensemble des points fixes sous cette action. Alors, G, agit transitivement
sur les paires ( tx, p;) du type précédent.

Dans une telle situation, p® est forcément de type fini, c’est-a-dire que 1’algébre [
dérivée du Levi de p® (i.e. du centralisateur de t), est une sous-algébre semi-simple.
En particulier, le groupe de Weyl W ([) est fini et agit transitivement sur les sous-
algebres de Borel satisfaisant a (*).

Considérons alors v € T, il est clair que y(b®) satisfait encore & (*) ; il existe donc
un élément w., de W(I) tel que yw,(b®) = b®; en posant v* := v o w, pour tout
~, on définit une action de I" sur la base II (dite action étoile) correspondant & b¢,
donc T agit sur le diagramme de Dynkin comme un groupe d’« automorphismes de
diagramme » (6.1).

Dans le cas quasi-déployé (ou b® est définie sur k), on a v* = y pour tout +.

Toujours avec les notations précédentes, pour a € A(g,}), on considére o’ sa
restriction & la sous-algébre t. Le systéme de racines relatives est alors ’ensemble
A:={d #£0;a€ A}.

L’étude abstraite de A’ se fait grace a des quotients de A, le premier
correspondant a la recherche du systéme de racines de la forme quasi-déployée (qui
existe toujours) et le second a I’action du groupe de Weyl de [ (ces études abstraites
sont développées ici au chapitre 6). Dans le systéme de racines relatif de ces formes
presque-déployées, une racine réelle peut admettre un double et il existe des racines
imaginaires, mais I’aspect nouveau est que, dans ce cadre d’étude, il existe des
racines imaginaires simples (i.e. situées dans la base).

Considérons en effet 'exemple suivant : la matrice de Cartan généralisée A = (a;;)
oil <3< 1letl < j <11 est définie par as10 = @105 = a5,11 = 11,5 = —1,
Giip1 = —1sii ¢ {9,11}, a;;—1 = —1si i ¢ {10,1} et les autres coefficients nuls,
alors il existe (d’apres les résultats de Ben Messaoud [BsR]|) une R-forme presque-
déployée de 1'algebre de Kac-Moody complexe g(A) pour laquelle I'.1 = {1,9},
.10 = {10,11} et ou [ désigne la sous-algébre engendrée par les e; et f; pour
i € {2,3,4,5,6,7,8}. Alors A’ = A™ U A"™ avec A™ = {+af,+2a}} et
A'™ = {+(ma] + paly) ;p € N*,0 < m < 2p} en particulier, N*af, C A’ donc o,
est une racine simple imaginaire.

Néanmoins, dans le cas des k-formes presque-déployées des algébres de Kac-
Moody construites & partir d’une réalisation libre de A, les bases des systémes de
racines relatifs sont encore libres et il est aussi & noter que dans le cas d’une racine
simple imaginaire, tout multiple entier de cette racine est encore une racine.

3. Parallélement, Borcherds étudie dans [Bo], les algébres de Kac-Moody généralisées
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SYSTEMES DE RACINES INFINIS 5

(que nous nommerons ici algebres de Kac-Moody-Borcherds). Il considére une
matrice de « Cartan généralisée» (dite ici de Borcherds normalisée), c’est-a-dire
vérifiant seulement :

(aij € R, Y(i,j) € I?;
ai € {2JUR_,  Viel;
ai; €7, sia; >0;
ai; <0, Vi# g
Lai; =0 <= aj =0, V(i,j) € I

On note I;e (resp. Iim) Pensemble des ¢ € I tels que a;; > 0 (resp. < 0).

Il construit alors par le méme procédé de générateurs et relations que Kac et
Moody, mais sans supposer que la réalisation est libre (voir aussi 1.2), une algebre
dont le systéme de racines admet des racines imaginaires dans la base (les a; pour
t € Iip). Cependant, au moins dans le cas ou la réalisation est libre, il est clair
qu’aucun multiple d’une telle racine n’est une racine.

Si a € Ay, si a; est une racine simple imaginaire et si a + o; a un support
connexe, alors @ + Na; C A. Les racines imaginaires simples peuvent alors (dans
le cas ou A est indécomposable) étre caractérisées par cette propriété puisque les
chaines (o + Za;) N A sont bornées si o; est réelle.

Dans le cas symétrisable ou il se place, Borcherds obtient des résultats analogues
a ceux précédemment obtenus pour les algébres de Kac-Moody (caractérisation de
a(A) par les relations de Serre et lien entre la nature d’une racine « et le signe de
(a, ), (voir aussi [K ; 11.13]). Si A n’est pas de type fini, 'ensemble Ai™ (donc A)
est infini ; par contre A™ peut étre fini.

Vers une axiomatisation

Rappelons les axiomatiques connues de différents cas particuliers de systémes de
racines.

1.  Une présentation axiomatique des systémes de racines de type fini non réduits
est exposée dans [Bbki; Lie chap. 6].

2. Dans le cadre des algeébres de Kac-Moody, le systéme de racines est encore assez
bien connu ([K ; chap.5]). Les racines imaginaires qui interviennent peuvent,
dans ce cas, étre caractérisées par le fait que si o est une telle racine, na est
encore une racine pour tout n entier non nul alors que les racines réelles ne
sont pas multipliables.

Dans le cas ou la matrice est de plus « symétrisable» (cf. [K ; 2.1 et 11.13.1]),
g est exactement le quotient de § par l'idéal engendré par les premiers
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6 NICOLE BARDY

membres des relations de Serre (toujours vérifiées par les générateurs de
phevalley). Dans ce cas particulier, il est possible d’introduire une forme
bilinéaire symétrique (qui généralise la forme de Killing) et la caractérisation
de la nature des racines est alors facile :

a € A" <= (a,a) >0;
a € A™ < (a,a) <0.

3. Enfin, Moody et Pianzola, dans [MP], développent une étude plus axiomatique
des systémes de racines (ou plus exactement des ensembles des racines réelles
des systémes de racines) et montrent la nécessité de ne pas se restreindre au
cas ol la base du systéme est libre car cette propriété ne peut pas étre stable
par passage aux sous-systémes.

4. L’idée était donc de trouver une axiomatique englobant tous les systémes de
racines précédents et donc, en particulier, compatible au passage aux sous-
systémes en un sens bien sir & définir mais devant étre compatible a la notion
de Moody et Pianzola (c’est-a-dire stable sous les réflexions par rapport aux
racines réelles qu'’il contient) mais aussi & la notion de systéme clos (et si
possible moins exigeant). En effet, en complétant comme Moody et Pianzola,
un systéme de racines réelles avec des racines imaginaires, on voudrait trouver
effectivement un systéme de racines.

Il faut donc considérer, dans les études précédentes, des cas ou la base n’est
pas libre (réalisation quelconque d’une matrice (1.1.4)) et ceci nous conduit bien
sir (dans les passages aux quotients qui traduisent, de facon abstraite, ’étude des
systémes de racines relatifs) & devoir considérer pour les racines imaginaires des
ensembles quelconques de multiples.

Dans le cas des racines réelles, on doit aussi admettre éventuellement certains
doubles des racines simples. Pour cela, la matrice sera supposée de Borcherds relative
(2.1) (admettant pour coefficient a;; = 1 si ; est réelle et si 2a; est une racine).

Dans le cas imaginaire, il ne devrait y avoir a priori pas de restriction, cependant,
pour pouvoir utiliser des méthodes de récurrence, on a dii imposer aux sous-
ensembles N; de Q (tels que Qa;NA = N;o; dans le cas libre, et dans le cas général,
tels que le systéme de racines est engendré par | J;.; N;o;) de ne pas admettre 0 pour
borne inférieure (2.2). La condition supplémentaire N;aj; C Z si j € I implique
2N,aj;/aj; C Z permettant ainsi de pouvoir définir une bonne notion de chaines (cf.
(SR3Db) de (2.2)).

Cette axiomatique est donc développée ici et les définitions essentielles en sont
données au chapitre 4, elle englobe presque toutes les notions de systémes de racines
précédemment définies (mais non celle développée par J.-Y. Hée pour les groupes
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de Kac-Moody-Ree qu'il construit ([Hée 2]) ni celle des systémes correspondant aux
sous-algebres de Slodowy [S]]).

Résumé des résultats du mémoire

1. Le chapitre 1 est consacré aux résultats déja connus concernant les racines dites
réelles (essentiellement obtenus grace a [Hée 1]) et a 'étude détaillée des systémes
de racines des algebres de Kac-Moody-Borcherds (intéressant en tant qu’exemple
introductif & la notion et illustrant certaines propriétés des racines imaginaires,
ce systéme de racines « concret» permet également d’introduire la plupart des
notations utilisées dans ce mémoire).

La classification en trois types pour le cas [ fini, des matrices indécomposables,
obtenue par Vinberg dans le cas réel, est généralisée aux matrices de Borcherds a
coefficients dans un corps K totalement ordonné quelconque (1.1). Une classification
plus précise pour les types qui s’y prétent est donnée dans un cadre plus général en
(2.1).

Les résultats de J.-Y. Hée (utilisés en 1.1) portent en fait sur «des bases de
racines » sur des anneaux plus généraux que Z. Ses résultats nous sont trés utiles
pour l’étude des racines réelles (en particulier 1.1.8 et 1.1.9) et la plupart des
propriétés énoncées dans ces paragraphes en découlent trés facilement.

La définition de l’algébre de Kac-Moody-Borcherds a été légérement modifiée
pour permettre de se ramener au cas ou {i € I ;o =0} =0 (cf. 1.2.3).

Le systéme de racines «universel» (& base libre) Q est obtenu grace a la
graduation de lalgébre de Kac-Moody-Borcherds par le Z-module libre Q =
@;c;1 Zoy. Celleci est obtenue en imposant au générateur e; (resp. f;) d’étre de
degré a; (resp. —a;) pour chaque i, et & tout élément de f) d’étre de degré 0. Le
Z-module libre Q (et donc le systéme de racines & base libre) n’est inclus dans §*
que dans le cas d’une réalisation « & base II libre ». La proposition (1.2.13) décrit
les propriétés qui sont en fait caractéristiques de cet ensemble (cf. 2.2) et qui (si on
note Q4 = D,cr Nay, et Q_=-Q,) sont:

(SR2) Vie I, Qyo; NQ = {a;};

(SR3) Vi € Io,Va € Oy \Nay, {a+na;,neZ}NQ=[a—pa,...,a+qa] C Qy
ou p et g sont dans N et vérifient p — ¢ == (a,&)) ;

(SR4) Vi € Lim,Va € Oy \ Qyay,
(a) (oaY) <0<=a+Nao; CQy;
b) ()Y =0=a+a; ¢Q,;
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(SR5) Vo€ Q4 \ || Qyoy, il existe i € I tel que: a — a; € .
i€l
(les axiomes (SR3) et (SR4) sont appelés propriétés de chaines).

Le corollaire (1.2.16) traduit les conséquences de cette structure pour le systéme
(ies poids de la représentation de §) dans g (c’est-a-dire pour I'image Q dans §* de
QC ®ie I Za,)

2. Les chapitres 2 et 4 ont pour but d’axiomatiser cette notion de systémes & base
libre (2.2) ou non (4.1) sous certaines hypotheses sur la réalisation.

Toute cette théorie est faite dans des K-modules libres (pour K = Z ou un
corps de caractéristique nulle) et pour pouvoir envisager de faire de la géométrie
de chambres (dans un espace vectoriel sur R), on suppose que les coefficients de la
matrice sont des rationnels.

Nous construisons au chapitre 2, un systéme de racines & base libre de facon
axiomatique, en introduisant la possibilité d’admettre des multiples d’éléments de
la base.

Plus précisément, on considére une matrice (a;;)(;,j)er> et des ensembles N; C Q%
pour ¢ € I tels que:

— (@ij)(s,5)er> est de Borcherds relative (cf. 2.1) c’est-a-dire qu’elle vérifie les
axiomes des matrices de Borcherds normalisées si ce n’est que a;; € {1,2}UR_
pour tout ¢ € I ;

— Niaj; C Z pour j € I c’est-a-dire quand a;; > 0, pour tout ¢ € I. (On verra
au chapitre 4 que l’on peut parfois supposer seulement que pour tout ¢ € I,
on a 2N;aji/aj; C Z pour j € Lo et aj; # —1/2siaj; =1.)

— 0 n’est pas adhérent & N; (une hypothése de normalisation supplémentaire est
donnée en 2.2).

- Si i est réel (i.e. a;; > 0), on a N; = {1} si a;; = 2 (on note alors ¢ € I) et
N; ={1,2} si a;; = 1 (on note alors ¢ € Ip).

On considére alors les espaces vectoriels Qg = @,c; Qas et Qg = P,; Qo) qui
sont en dualité par {a;,a)') = a;j, et le systéme de racines & base libre IT = (a;)ier
associé & A et aux N; est défini comme un sous-ensemble A de Qq (2.2) vérifiant
les axiomes SR1b, SR3b, SR4b et SR5b (analogues aux axiomes SR1, SR3, SR4 et
SR5 ci-dessus) ainsi que :

(Ssz) Viel; @+ai NA = N;o;.
Le systéme de racines 2 obtenu précédemment est donc un exemple correspondant
au cas ou N; = {1} pour tout .

Si a; est une racine simple réelle, sa coracine est o = af si a;; # 1. Si ay = 1,
alors o est la coracine de 2q; et la coracine de ; est af = 2a.
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Aux racines réelles (c’est-a-dire conjuguées sous ’action du groupe de Weyl W 3
un élément de N;o; pour i réel) sont naturellement associées des coracines comme
dans le cas classique (1.1.9 et 2.1) et les résultats usuels, comme 1’égalité des supports
de la racine et de la coracine, sont encore vérifiés dans ce cadre abstrait (le support
de o =Y n;o; oude a¥ = n;a) est Pensemble des i € I tels que n; # 0). 1l faut
bien str déterminer et établir les propriétés nécessaires & la suite, et la principale
difficulté est la non-existence (a priori) d’une algébre admettant un tel ensemble
pour systéme de racines. Nous avons donc généralisé un résultat déja établi pour les
systémes de racines des algebres de Kac-Moody, & savoir une caractérisation de ces
systémes par des propriétés abstraites pour établir les conditions & imposer et, sous
Phypothése d’existence, l'unicité d'un tel systéme (2.2.2) (ainsi que sa minimalité
« pour les conditions de chaines»). C’est enfin par sa construction explicite (2.3)
que nous en démontrons l’existence. Le systéme de racines peut alors étre décrit
par:

A=W({ai;i€ Le}) UW({20i ;i € LY UEW( | Nicw) U£W(K')
ieIim
ou K' ={a € @jel Mjo; \ UierQ4 4 ; So est connexe et {a,a)) < 0 (Vi € L)}
et ou M; est le plus petit sous-ensemble de Q stable pour I’addition et contenant 0
et N;.

3. Au chapitre 3, nous introduisons une notion de coracines pour les racines
imaginaires, dans le but de généraliser les résultats obtenus dans le cas symétrisable
pour les algébres de Kac-Moody grace a la forme bilinéaire et en particulier :

(a,0) <0< ac A™;
ac€A;,eAL\Qa, (,8) <0=a+FeA.

Nous décrivons alors les différents choix possibles pour les coracines. Cette notion
est définie de fagcon compatible & I'action du groupe de Weyl ; c’est-a-dire que la
coracine de w(a) est 'image par w de la coracine de a. Seul le choix de la coracine
d’une racine située dans K’ est a faire ((3.1.10) et (3.2.5)). Les propositions (3.2.8)
et (3.2.9) établissent alors les propriétés attendues.

4. Le chapitre 4 est consacré a axiomatique des systémes générateurs de racines
(S.G.R. (4.1) notion analogue aux réalisations), les hypotheéses alors nécessaires
sont :

— celles déja décrites sur les ensembles de multiples de racines de la base
(nécessaires dés le chapitre 2) ;

— La non nullité de toute combinaison linéaire & coefficients entiers positifs (non
tous nuls) des racines de la base.
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La définition du systéme de racines associé est alors fondée sur une construction
par récurrence basée sur les propriétés de chaines. Dans le cas libre, cette
construction conduit au systéme de racines a base libre défini en (2.2). Et la notion de
revétement (4.2) permet de considérer un systéme de racines d’un S.G.R. quelconque
comme la projection d’un systéme de racines & base libre (de fagon analogue au cas
du systéme des poids dans le cas d’une algebre de Kac-Moody-Borcherds).

Les groupes de Weyl d’un systéme générateur de racines S et d’un revétement
de S sont isomorphes (4.2.22). En 4.3, on introduit la condition (BN) d’existence
d’une fonction « hauteur » permettant & partir d’un S.G.R. d’en définir un normalisé
(i.e. vérifiant (SGRN) (4.1)) ayant méme systéme de racines (4.3.8). Cette méme
hypothése permet en (4.3.11) de «presque» caractériser les racines réelles. La
proposition (4.1.2) établit les conditions sous lesquelles on peut considérer un S.G.R.
comme obtenu & partir d’un systéme générateur sur Q. Il est a noter que lorsque
ceci n’est pas vrai, il est toujours possible de considérer le systéme comme défini sur
Q.

Si le S.G.R. est défini sur @ ou sur un autre sous-corps de R, nous pouvons, par
extension de corps, le considérer comme défini sur R ce qui permet une approche
géométrique (basée uniquement sur les racines réelles du systéme) et qui n’est qu’une
petite généralisation des résultats de Moody et Pianzola. Sous I’hypothese (T) (4.4)
vérifiée dans le cadre de D’article de Moody et Pianzola, les résultats classiques
concernant le cone de Tits (4.4.9) et I'existence de « suffisamment » de murs (4.4.14)
sont établis.

Grace aux résultats obtenus dans ce 4.4, nous pouvons généraliser un peu la notion
de systémes de racines en supposant seulement que si ¢ € I, alors 2Nja;;/a; C Z
pour tout j € I et que a;; # —1 pour tout j € I sii € I (4.4.19).

5. Nous vérifions, au chapitre 5, la stabilité de nos définitions par passage aux sous-
systémes (pour une définition suffisamment large de cette notion). L’objectif initial,
qui était de pouvoir considérer comme sous-systémes des systémes clos mais aussi
des cas tels que Ay dans G ou By dans BCs, a été atteint a 1’aide de la définition
(5.1). Pour étudier les racines réelles du sous-systéme et en extraire une base, nous
reprenons la méthode utilisée par Moody et Pianzola, basée sur une « géométrie
relative ». Cela nécessite comme dans la section 4.4 de supposer vérifiée I’hypotheése
(T). En ce qui concerne les racines imaginaires, il est nécessaire de pouvoir affirmer
que l'intersection du sous-systéme €2 et de la demi-droite rationnelle passant par une
racine devant étre dans la base n’admet pas 0 pour point d’accumulation. Pour cela,
I’hypotheése (B) (5.1.14) est supposée vérifiée. Sous ces hypothéses, il est possible de
trouver un systéme générateur de racines qui admet {2 pour systéme de racines.
La seconde partie du chapitre est consacrée & la démonstration de la conjugaison
des bases par £W dans le cas indécomposable. L’hypothése nouvelle imposée dans
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ce paragraphe concerne la matrice extraite de la matrice de Borcherds obtenue en
ne conservant que les lignes et les colonnes qui correspondent & des indices réels :
celle-ci doit étre de rang fini. L’importance de cette hypothése est expliquée au (5.2).
La notion de base (5.2.1) permet de montrer que, sous 'hypothése (BN), deux bases
d’un méme systéme de racines donnent le méme systéme de racines réelles (5.2.2).
Les coracines (dont la définition a été généralisée au cas non libre (4.3)) permettent
de définir une notion d’indécomposabilité d’une partie du systéme de racines et la
proposition (5.2.3) fait le lien entre les propriétés d’indécomposabilité du systéme
de racines et celle de la base.

Nous montrons ainsi qu’da une composante du systéme de racines réelles
correspond une composante de l’ensemble des racines réelles d’une base. La
proposition (5.2.4) énonce (sous I'hypothése (T)) un résultat analogue & celui
de Moody et Pianzola de conjugaison des bases dans le cas d’une composante
indécomposable de A’.

En ce qui concerne les racines imaginaires, nous introduisons une relation
d’équivalence (5.2.6) pour laquelle, dans le cas indécomposable, il y a exactement
deux classes correspondant aux racines imaginaires positives et négatives par rapport
A une base. Ceci permet de démontrer la conjugaison des ensembles de racines
positives sous =W et, sous I’hypothése (BN), la conjugaison des bases (5.2.9) pour
lesquelles les S.G.R. sont normalisés.

6. Enfin, le chapitre 6 est consacré aux passages aux quotients qui correspondent
(dans l’étude abstraite) au passage d’un systéme de racines d’une algébre de Kac-
Moody aux systémes de racines de k-formes de cette algébre. Plus exactement,
le quotient par un groupe fini d’automorphismes de diagramme intervient dans la
recherche du systéme de racines correspondant & une forme quasi-déployée d’une
algebre de Kac-Moody.

SiI' est ce groupe fini de permutations de I, le systéme de racines & étudier est :

A= {a= (/1) Y1) ;0 € A}

yer

et sous la condition (B) introduite en 5.1.14, nous montrons ’existence d’un S.G.R.
qui admet pour systéme de racines A.

Le quotient par une partie de type fini correspond & I’étude du systéme de
racines restreintes au centralisateur de 1’algébre dérivée semi-simple du Levi d’un
parabolique dans le cas des algébres de Kac-Moody. De fagon abstraite, on se donne
une partie Iy de I supposée de type fini, c’est-a-dire que le groupe W, engendré
par les reflexions r; pour ¢ € Ip est fini ou que ’ensemble A( des racines de A
combinaisons linéaires des «; pour ¢ € I est fini. Le systéme de racines & étudier
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est alors :
Al ={1/IWo]) Y w(@/aeA-Ag}CQy
weW (F)
et de la méme fagon ’existence d’un S.G.R. 'admettant pour systéme de racines est
démontrée sous I'hypothése (B) et deux hypothéses (D) et (E) portant seulement
sur Iy.

Une version simplifiée de ces résultats, suffisante pour I’étude des systémes de
racines relatifs des formes presque-déployées des algébres de Kac-Moody figure déja
dans [B3R] ; nous y avons également effectué un certain nombre de calculs précis de
tels quotients (pour toutes les formes réelles presque-déployées des algebres affines).
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1. Systéme de racines d’une algebre de
Kac-Moody-Borcherds

Ce chapitre est un point de départ plutot concret et heuristique.

— Il est concret parce qu’il décrit un systéme de racines en termes d’algébres
de Lie (a savoir les algébres de Borcherds dont on a légérement modifié la
construction).

— Il est heuristique parce qu’une & une, les propriétés caractéristiques des
systémes de racines vont faire leur apparition ; elles deviendront des axiomes
dés P’étape suivante (on retrouve le signe constant pour tous les coefficients
d’une racine, les propriétés de chaines ... ).

Tout pourrait étre montré « a la main » par des calculs de crochets. Pourtant, on a
préféré utiliser d’emblée des résultats de J.-Y. Hée qui seront utiles et généralisables
tout au long de ce travail : ils sont insérés dans les préliminaires qui occupent la
premiére moitié du chapitre.

Notations générales

Dans tout larticle, K est un corps totalement ordonné (souvent Q ou R), i (resp.
[K_) désigne lensemble des éléments positifs (resp. négatifs) ou nuls de K et
K* = K\ {0}. Tous les corps considérés dans ce mémoire sont supposés commutatifs.

1.1 Matrice de Borcherds et groupe de Weyl associé
Matrices de Borcherds

Définition 1.1.1 — Une matrice A = (aij)i,jyer2, (I ensemble d’indices fini ou
dénombrable) est dite de Borcherds (générale) si elle vérifie les propriétés suivantes :

(B1) as; € K pour tout (4,5) € I? ;
(B2) a;; € K- pour tout (i,7) € I? tel que i # j ;
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(B3) sia;; >0, pour tout j €1 on a 2;—:] €Z;
(B4) sia;; =0, alors aj; = 0.

Lorsque le coefficient a;; est strictement positif, I'indice i appartient & I, et est
dit réel ; lorsque a;; est négatif ou nul, ¢ est dit imaginaire (on note i € I, ) ; enfin
on note 1 € I si a;; = 0.

Remarques et définitions. 1. Les matrices étudiées par Borcherds dans [Bo; 1]
sont symétriques et vérifient ces propriétés. La définition adoptée ici est plus
proche de celle de Kac [K; 11.13]: celui-ci suppose K = R et la matrice
normalisée au sens suivant.

2. La matrice sera dite de Borcherds normalisée si de plus, A vérifie :
(B5) pour tout i € Le,ai; = 2.

On a alors a;; € Z, pour ¢ € I, et pour tout j € I.

Si A est une matrice de Borcherds générale, on lui associe la matrice de
Borcherds normalisée B(4) = (aj;) ou aj; = 2;’:, sii € I, et aj; = ay,
sit € Iiy.

3. Si Lim est vide et si A vérifie (B5), A est une matrice de Kac-Moody (ou
encore de Cartan généralisée) ; sa transposée A! est alors aussi une matrice
de Kac-Moody. Une matrice de Borcherds A est dite symétrisable (resp. de
Cartan) s’il existe des coeflicients strictement positifs ¢; tels que si on pose
bij = €;a5, la matrice B = (b;;) est symétrique (resp. symétrique définie
positive et A vérifie (B5) avec [ fini). Si I, est connexe au sens de 5. ci-dessous
(ou si chaque composante connexe de I ne contient qu’une composante de I,.),
on peut supposer les e; pour i € I;. dans Q% . Une matrice de Cartan est une
matrice de Kac-Moody.

4. Une matrice carrée est dite décomposable s’il existe une partition I = I LI I,
de I en deux ensembles non vides, telle que a;; = aj; = 0 dés que i € I; et
j € I. Dans le cas contraire et si I # (), la matrice est dite indécomposable.
SiJ CIetsi A= (aij)s,j)erz, on note A(J) la matrice extraite de A en ne
conservant que les lignes et colonnes dont les indices sont dans J ; c’est une
matrice de Borcherds générale (resp. normalisée) si A en est une.

5. A une matrice de Borcherds normalisée A est associé un diagramme de
Dynkin ainsi construit : & tout ¢ € I, on associe un point, indexé par 4, auprés
duquel on fait figurer le coeflicient a;; si ce dernier est négatif ounul ; sia;; # 0,
on lie les sommets i et j du diagramme. Plus précisément, si ¢ et j sont deux
éléments de I, on a a;jaj; € N et on utilise les conventions de Kac, [K ; 4.7] :

— siasjaj; < 4et|a;| > |aji, les deux sommets sont liés par |a;;| segments,
et ceux-ci sont munis d’une fleche dirigée vers i si |a;;| > 1 et d’une fleche
dirigée vers j si |aj;| > 1;
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— si a;;a5; > 4 ou si I'un au moins des deux sommets 4, j appartient & Iy,
on les lie par un trait gras au dessus duquel on note |a;;| prés de i et |ajs|

pres de j.
Le diagramme de A(J) se déduit de celui de A en ne conservant que les
sommets associés aux éléments i de J et les segments qui les lient (avec
leurs ornements). Il est clair qu’une matrice de Borcherds normalisée est

indécomposable si et seulement si son diagramme de Dynkin est un graphe
connexe.

6. En réalité, on pourrait supposer I quelconque mais ’hypothése I dénom-
brable permet de traiter toutes les applications intéressantes (cf. [K]); et il
sera donc important de noter dans ce mémoire la stabilité de cette hypothése
lors des différentes opérations sur les systémes de racines.

Classification

Comme dans [K; chap.4] ou le cas K = R est traité, on peut établir une
classification des matrices de Vinberg (c’est-a-dire des matrices A vérifiant (B1),
(B2) et (B4)), d’ordre fini n et qui, de plus, sont indécomposables. Introduisons
comme Kac, la notation : pour v € K™, v > 0 (resp. v > 0) si et seulement si toutes
ses coordonnées sont positives ou nulles (resp. strictement positives).

Alors, sous les hypothéses précédentes, A et sa transposée A® (qui est aussi une
matrice de Vinberg) sont simultanément et exclusivement dans une des situations
suivantes :

(Fin) det(A) # 0; il existe u > 0 tel que Au > 0;
Av > 0 implique v >0ouv=0;
A et A® sont alors dites de type fini ;
(Aff) det(A) =0; il existe u > 0 tel que Au=0;
Av > 0 implique Av =0
A et At sont alors dites de type affine ;
(Ind) 1l existe u > 0 tel que Au < 0;
Av > 0,v > 0 implique v =0
A et A* sont alors dites de type indéfini.

En particulier, notons que (Fin), (Aff), (Ind), sont caractérisées par ’existence du
vecteur u donné dans cette classification.

Démonstration. Soit V. = K™, la démonstration de Kac repose sur le «lemme
fondamental » démontré par Vinberg [V], dans le cas ou R est le corps considéré.
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Montrons qu’il est encore valable dans le cas d’un corps totalement ordonné
quelconque.

Lemme fondamental 1.1.2 — Sivy,... v, sont des éléments de V tels que :
()Y Avi=0et \; e K (Vie{l...n}) = X\ =0 (Vi€ {l...n}),
i=1

alors il existe une forme linéaire définie sur V strictement positive sur les v;.

Montrons ce résultat par récurrence sur n, pour m € N* quelconque.

Si n = 1, la propriété () implique v; # 0 donc l’existence de u ne pose aucun
probléme pour m € N*.

Supposons n > 2 et le résultat établi au rang n — 1.

Soient alors n vecteurs de V vérifiant I'hypothése (), seul le cas o aucun de ces
vecteurs n’est nul doit étre étudié. Soit C := Z’ n-1 Ky v;.

— Si le vecteur v, est dans le cone C, le résultat est immédiat par hypothése de
récurrence.

— Sinon v, ¢ C, ce qui implique Kyv, N C = {0}, de plus par (x), on a
nécessairement K_v, N C = {0}; donc C N Kuv, = {0} et la dimension m
est supérieure ou égale a 2.

On consideére alors V' := V/Kun, et on note vi,...,v,_; les classes des v;.
Une relation linéaire Z =n-1 Aivl = 0 a coefficients positifs dans I, implique :
Z’ "I\ € C Nk, = {0} et donc par (*) la nullité de tous les A;.

Par hypothese de récurrence, il existe dans V' une forme linéaire p; strictement
positive sur chacun des v, pour ¢ € {1...n —1}. On note encore y; € V* la forme
linéaire sur V nulle sur Kv,, et induisant u; lors du passage au quotient.

Soit pz € V* telle que pz(vn) > 0, et soit A := supicqi.. n—13{ ”‘:2(5”;) + 1} alors
L := A1 + p2 convient.

La suite de la démonstration est analogue a celle de Vinberg [V] reproduite par
Kac [K; 4.3]. O

Remarques et définitions. 1. Sil’un des a;; est strictement négatif (resp. négatif
ou nul), la matrice est de type indéfini (resp. de type indéfini ou affine). Il est
clair en effet que l'existence d’un vecteur tel que ceux caractérisant les cas
affines et finis (resp. le cas fini) est alors impossible.

2. Si A est une matrice de Borcherds normalisée indécomposable de type fini
(resp. de type affine), c’est une matrice de Cartan (resp. une matrice de
Kac-Moody affine usuelle (i.e. affine réelle) ([K ; th.4.3]) ou la matrice nulle
d’ordre 1 dite affine imaginaire).
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3. Multiplier une ligne ou une colonne d’une matrice de Vinberg par un scalaire
strictement positif ne change pas le type de cette matrice. En particulier, A et
sa normalisée B(A) (définie en 1.1.1 Rq. 2) sont de méme type. Une matrice de
Borcherds indécomposable A est encore dite de type affine réel si B(A) Dest.

4. Une matrice de Vinberg indécomposable d’ordre infini A est de type :

— profini : (ou affine infini [K; 7.11]) si toute sous-matrice principale
indécomposable de A d’ordre fini est de type fini ;

— proindéfini : sinon. Dans ce cas, il existe une sous-matrice principale
indécomposable de A de type indéfini et toute sous-matrice principale
indécomposable d’ordre fini de A contenant une telle sous-matrice est
alors de type indéfini.

5. Une matrice de Vinberg d’ordre fini n, décomposable est dite de type :

— fini, affine, indéfini : si chacune de ses composantes est de ce type ;

— semi-affine : si ses composantes sont de type affine ou fini ;

— infini : si ses composantes sont de type affine ou indéfini.

A partir de la classification des matrices de Vinberg indécomposables, on

obtient, pour une matrice de Vinberg d’ordre fini n, la caractérisation des
trois premiers cas par :

type fini : il existe dans K™ un élément u > 0 tel que Au > 0;

type affine : il existe dans K™ un élément u > 0 tel que Au=0;

type indéfini : il existe dans K™ un élément u > 0 tel que Au < 0.

6. On indiquera plus loin (2.1), dans un cadre plus général, la classification des
matrices de Borcherds (normalisées) indécomposables de type fini, affine ou
profini.

7. Notons (&;)ics la base canonique de K. Si a € K), on définit le support
S, de a comme ’ensemble des indices ¢ € I tels que la composante de o
suivant &; soit non nulle.

8. Si J est une partie de I et si le type de A(J) est défini (ce qui n’est pas
toujours vrai dans le cas décomposable), celui-ci sera également le type de J.
1l est clair qu’un sous-ensemble connexe J de I contenant un ¢ € Ijy, est de
type indéfini ou éventuellement affine imaginaire si J est réduit & un élément
de I().

Enfin, deux parties connexes de I seront dites liées si leur réunion est connexe.
Démontrons & présent un résultat valable dans le cas d’une matrice A de Vinberg

et qui nous sera trés utile dans la suite (en particulier pour définir les coracines des
racines imaginaires au chapitre 3).
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Proposition 1.1.3 — Soit A une matrice de Vinberg qui n’est pas de type fini.

Soit a # 0 un élément de KU = @ie ;1 Ka; dont les coordonnées sont positives
ou nulles, de support S, conneze et tel que Aa < 0. Si l’on pose :

Za = {7/ € Sa/(Aa)i = O})

ot (Aa); désigne la coordonnée de Aa suivant é&;, alors seuls les cas suivants sont
possibles :

1. So = Z, et est de type affine, A(Sq)u = 0 caractérise les multiples de o
dans ;s Ka;.

2. Z, est une partie de I, qui est de type fini (non nécessairement connezxe)
ou vide, donc strictement incluse dans le support et S, est de type indéfini.

Démonstration. Considérons «, ’élément précité. D’aprés la classification des
matrices, S, n’est pas de type fini.
Par définition, Z, C Sq.

L. Si Zo = Sa, alors a € g, Ka; et : (Vi € Sa), (a)i >0 et (Aa); = 0.
Par suite, A(S,) est nécessairement de type affine. Dans ce cas, on sait que le

corang de la matrice est 1, d’ou le résultat annoncé.

2. Sinon, il existe un élément ¢ de S, tel que (Aa); < 0.

Supposons alors Z, non vide (cas ou il n’y a rien & montrer). Soit 7 une
composante connexe de Z,. Par connexité de S,, il existe s € T lié & Sy \ Za-
Sia= ZiESa n;@;, on pose § = Y .1 n;0;, on a alors :

(Aa); =0= (Al — B)+ AB); (Vi € T).

Or, & — (3 est un élément strictement positif de @ie( s.\7) Kd;, on a donc (A(a —
B))i < 0pouri € T et méme (A(a—p))s < 0. Ceci implique (AB)s = > ,cr Nitsi > 0
et (AB); >0 (Vi eT).

Par suite, dans K(T), B est un élément strictement positif, A(T)8 > 0 et
A(T)B # 0. La matrice A(T') est donc de type fini.

Le support de a est évidemment une partie finie de I et Z,, est bien réunion d’un
nombre fini de composantes connexes de type fini. O

Réalisation d’une matrice A de Borcherds sur une extension K de K

Définitions 1.1.4 — Soient A une matrice de Borcherds o coefficients dans K et K
une extension de [K.

On appelle réalisation de A sur K tout quadruplet (9,9",IL II") formé de :

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 19

— deuz K-espaces vectoriels §,H” munis d’une dualité (.Y, c’est-a-dire d’une

forme bilinéaire définie sur H x §) & valeurs dans K ;

- une famille 1" = (a));cr d’éléments de §) et une autre Il = (a;)icr d’éléments

de §" vérifiant {oy,0l) = a;j.

Deuz réalisations (9, 9", IL,TIN) et (B, 9", I, II'") de A sur K sont isomorphes
s’il existe deur K-isomorphismes ¢ de ) sur §)/ et ¢ de H" sur Y tels que
H(I) =10, N(IIN) = TN et u,w) = {P(u),p"(v)) pour tout (u,v) € " x b.
Remarques et définitions. 1. Une réalisation est dite de Kac si, de plus, elle

satisfait aux conditions suivantes :

(a) 11| =n < oo,

(b) les familles II et I1" sont libres,

(c) si | désigne le rang de A, alors n — 1 = dim ) —n,
(d) b =b* (le dual de b)), cf. [K; 1.1].

2. Si I est fini, il existe une unique réalisation de Kac & isomorphisme (non
forcément unique) prés (cf. [K; 1.1]).

3. La dualité (,) induit une application ¢ de §” dans h* ; on note [a] 'image
de a par ¢. La dualité est dite non dégénérée lorsque ¢ est une injection de
b dans h*.

4. Tl existe une réalisation de A, pour laquelle IT et II" sont libres, et la dualité
non dégénérée.

Démonstration du point 4. On considére Iespace vectoriel de dimension 2|I| noté
§) de base des éléments (af)icr, (ni)icr- Alors, si H" est le dual h* de b et

si les formes linéaires a; sont définies par a;(o)) = ai; et oj(n) = &y, la
réalisation R = (9,9", (as)ier, (0] )icr) de la matrice A = (as;)¢i j)er satisfait a
ces conditions. O

5. Soient @ le Z-module libre Q =7 et (6)icr la base canonique de celui-ci.

Introduisons alors Q; = DicNa; = ND et Q- = —Q,. Dans §*, on
a le Z-module Q@ = Y Za; et dans H*,[Q] = > Z[a;]. Enfin, on note
iel i€l
QN = Y Zo) Qi = > Kol ; (qui sont contenus dans §)). Pour tous ces

ensembzlf:é Pajout de * eilefexposant signifie que ’on retire 0. De méme, ’ajout
de K en indice & Q,Q, [Q] ou Q", signifie que 'on remplace dans leurs
définitions Z par K.

Si ¥ est I'application Z-linéaire de @ dans @ qui & &; associe «;, pour & € é,
[@] désigne [¥(&)].

Notons que les modules Q et @K sont indépendants de la réalisation considérée.
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6. Les propriétés éventuelles suivantes de la réalisation seront intéressantes en
particulier dans (1.2) et au chapitre 4:

(R1) 3, n;a; = 0 avec n; € N, implique n; = 0 pour tout i € I ; la famille
(a)ier est alors dite N-libre ;

(R2) af* # 0 pour tout i € I ;

(R3) T’espace h" s’injecte dans h* (i.e. la dualité est non dégénérée) ;

(R4) la famille IT est une base de H” ;

(R5) dans b*, [Q] est un Z-module libre qui admet pour base une famille libre
de b ;

(R6) la famille ([;])ier est libre dans le Z-module [Q] ;
(R7) la famille IT est libre dans Y, la réalisation est dite libre ;

(R8) la famille II™ est libre dans ), la réalisation est dite colibre.

7. Sia € Qg = KU, on définit :
— le support S, de a comme en 1.1.1 Rq. 7;

— la hauteur de a, comme la somme ht(a) des coordonnées de a. Cette
derniére notion ne sera importante que lorsque a € Q+.

8. Si J C I, on pose Q(J) = DicsZa: = ZY) | et on définit aussi de facon
évidente Q4 (J) et @_(J). De méme, Q(J), Q"(J), Qi (J), Qi (J) sont définis
comme @, Q", Qk, Qi en remplacant I par J.

9. Onposea) = af sii € Iim, @) = (2/ai;)af sii € Lie et IIV = () )icr. Alors,
la donnée R’ = (§,H",II,IIV) est une réalisation de la matrice normalisée
B(A).

Le groupe de Weyl

Définition 1.1.5 — A une matrice de Borcherds normalisée A est associé le groupe
de Weyl W(A) (noté W lorsqu’il n’y a pas de confusion possible), qui est le groupe
de Cozxeter défini par générateurs et relations :

W = ((Ri)ier,./(RiR;)™7 =1 si my; < oo pour (i,5) € I2,)

ot les coefficients m;; sont donnés par : my; =1 et sii # j on note A Uentier positif
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a;jaj; et lon a:

Mmi; =2<=>A=0;
my; =3<=>A=1;
my; =4 A=2;
mi; =6 <= A=3;
Mmi; =00 <= A > 4.

Le groupe de Weyl est donc caractérisé par le graphe de Coxeter sous-jacent
au graphe de Dynkin de A(I..) (obtenu en supprimant fléches et nombres et en
remplagant les liaisons doubles munies de deux fléches opposées ou quadruples par
des traits gras).

Le groupe W étant engendré par les R; pour i € I, si w € W, il s’écrit
w= R;, ...R;_, une telle décomposition est dite de longueur n.

Une décomposition pour laquelle le minimum des longueurs possibles est atteint
est réduite. La longueur d’une telle décomposition de w € W est appelée longueur
de w et est notée l(w).

Soient K une extension de K, A une matrice de Borcherds normalisée & coefficients
dans K et R une réalisation de A sur K, on utilise les notations introduites au 1.1.
(en particulier ici o = o).

Actions de W sur 0, §” et Q

Soient, dans GL(§"), GL(}) et GL(Q) et pour i € I, les réflexions :
1. ri(h) =h—<ho)da; = h—[h](a))a; (Vh € hM);
2. r/(h) =h—[a](h)a) (Vh €D);
3. Fi(a) = a— o, Ya; (Va € Q) ou {.,.) désigne cette fois, la dualité définie
entre Q et Q" par (@i, ) = aj; o (i,5) € I2
Calculons d’abord l'ordre de la restriction de 7;7; & Z&; ® Za&; pour (i,5) € L2
Dans la base (&, &;), la matrice de son action est :

M= <—1 + Ai5Qj4 aij) ‘
—Qj -1
Le polynoéme caractéristique P a donc ses coefficients dans Z, on le plonge dans
C[X].
Si A > 4, alors P n’admet pas de racines réelles donc, 1 et —1 n’étant pas valeurs
propres, l'ordre de la restriction, et donc de ’automorphisme #;7;, est infini.
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Si A = 4, alors 1 est valeur propre double, la matrice M est conjuguée a (§ 1) qui
est d’ordre infini.

De méme, grace au calcul des valeurs propres, on a :
— si A = 3, 'ordre de la restriction est 6 ;
— si A = 2, 'ordre de la restriction est 4 ;
— si A =1, 'ordre de la restriction est 3 ;
— si A =0, 'ordre de la restriction est 2.

Montrons & présent que l'ordre de 7;7; est toujours égal & l'ordre m;; de sa
restriction a V;; = Z&; & Zé;.

On peut supposer que m;; < oo sans quoi il n’y a rien & démontrer. Par suite,
A # 4 et la sous-matrice A({s,j}) = (aii 5 ) est inversible.

Donc, dans Q ®7 K ou Q, Pordre de 7iT; est m;; puisque :
QeR7K=V;;eKa {0 c Qe K/a)(0) = aj () = 0} (le second facteur de cette
décomposition étant fixe par 7; et 7).

On répéte un raisonnement analogue pour l'ordre de r;r; dans h” et de r) r;-’

dans f). Si A # 4, le résultat est le méme car alors les parties (s, ;) et (o), )
sont libres.
Si A = 4, Pordre de r;r; (resp. ry'r)) est m;; = oo sauf peut-étre si o; et a; (resp.
a}’ et a}’) sont colinéaires ce qui, vues les valeurs possibles de a;; et aj;, signifie
que quitte & permuter i et j, on a a; = —a; ou a; = —2a; (resp. o = —a;j ou
o = —2a).

Nous définissons donc des actions du groupe de Weyl sur §” (resp. b, resp. Q) en
considérant les représentations 7 ( resp. 7V, resp. 7) de W dans GL(§") (resp. GL(H),
resp. GL(Q)), qui & R; associent r; (resp. rY, resp. ;). Nous noterons W := 7(W)
(resp. WV := 7V(W), resp. W := 7(W)). Nous nous permettrons cependant aussi
de noter w.a; = T(w)ay, w.of =7V (W) et w.@; = T(w)a,.

Remarques. 1. L’élément 7}’ ne stabilise pas nécessairement 3, Zay/, il faut
et il suffit pour cela que la transposée de A soit également une matrice de
Borcherds, sinon il existe j € I et ¢ € I tels que —a;; ¢ N.

2. 11 apparait immédiatement que Q(I ) est stable sous 'action de W et que :
VweW  (r(w) —1d)5") € Qulhe);
(1¥(w) —1d)(h) € Qi (Fre) ;
(F(w) —10)(Q) C Q(Lre).

3. Si A est une matrice de Borcherds (générale) et R une réalisation de A, on
leur associe les objets ci-dessus attachés a la matrice normalisée B(A) et a la
réalisation R’ de 1.1.4 Rq. 9).
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Résultats de J.-Y. Hée pour ’action de W sur Q(I,.)

La matrice A étant supposée normalisée, A(I.) est a coefficients entiers et le
triplet (Q(Ire), (&i)icL,., (Ri)icL.) est une « base de racines sur Z » au sens de Hée
(cf. [Hée 1; n®2.12a]). On note Il = (& )icr,. -

Jean-Yves Hée considére en fait des bases de racines sur des anneaux plus
généraux que Z, par exemple un sous-anneau L de R. On remplace donc dans les
définitions précédentes Z par L. En particulier, A est une matrice de Vinberg a
coefficients dans L telle que a;; = 2 pour tout i € I et dans la définition de Q,
I’anneau Z est remplacé par L.

La condition (B3) est remplacée par une condition portant sur chacun des
produits A = a;jaj; pour i # j: A vérifie l'une des propriétés suivantes :

e A =0 et alors m;; =2

e )\ >4 et alors m;; =00

e Jk €N, k > 3 tel que A\ = 4cos?(w/k) et alors m;; = k.

Le nombre m;; apparaissant ci-dessus est ’ordre de 7;7; et sert & définir le groupe
de Weyl W comme en 1.1.5.

Nous pouvons donc appliquer les résultats de Hée a (Q(Ire), (&i)ier,., (Ri)ier.)-

Au sens de Hée, les racines sont les conjuguées sous ’action du groupe de Weyl
des racines simples (i.e. ici, des &; pour i € I¢) ; dans ce mémoire, ces racines sont
dites réelles.

L’un des résultats principaux de Hée [Hée 1; n°2.10 et n°®2.38] est que les
conditions indiquées ci-dessus sont nécessaires et suffisantes pour que toute racine
(réelle) s’écrive comme une combinaison linéaire & coefficients dans L (= Z ici) tous
positifs ou tous négatifs des racines simples. Autrement dit, si nous notons Are
I’ensemble des racines réelles, A™ C Q(Ire)+ U Q(Ire)—. De nombreux résultats sur
le groupe de Weyl et son action sur Q peuvent alors étre obtenus grace a [Hée 1].

Proposition 1.1.6 — Soient w € W de longueur | et w = R;,...R;, une décomposi-
tion réduite de w, on a:

(@) Ti Py (@) € Q(fre) ;

(b) si, comme Hée, on note &, le cone {a € Qq /7(w)(a) € Qq,_} et
si Ay = ®y NA™, alors on a: Ay = {d,,7i,(Gu,_,), e Fiyooin (G, )} et
®, = Q. A, ; en particulier, l(w) = Card(A,) ;

(c) ’ensemble des i tels que R; apparaisse dans une décomposition réduite de
w ne dépend pas de la décomposition réduite considérée ;

(d) sii € Ite, on @ :
(1) soit l(wR;) < l(w) <= w.&; € Q_ <= l(wR;) = l(w) — 1;
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(2) soit (wR;) > l(w) <= w.&; € Qy <= l(wR;) = l(w+1); (Végalité
l(wR;) = l(w) est impossible) ;
(e) la représentation T est fidéle.
Définition 1.1.7 — On appelle support de w l’ensemble d’indices considéré dans
Passertion (c).
Démonstration. On déduit (a) et (b) de [Hée 1; n° 2.9 et n° 2.23], d’ailleurs (a) est
classique. Pour (c), on peut se référer au probléme des mots dans un systéme de

Coxeter ([Br] ou [Bbki; Lie, chap.4]). Les démonstrations de (d) et (e) sont alors
trés faciles (voir aussi [Hée 1]) :

(d) Si w.a; € Q_, alors, d’aprés (a), Ry, ... R;,R; n'est pas une décomposition
réduite de wR; donc [(wR;) < l(w) et en fait [(wR;) = l(w) — 1.

Si au contraire w.@; € Q., alors wR;.&; € Q_, donc I(F(w)) = I(F(wR?)) =
I(F(wR;)) — 1. Le triplet (Q(Le), (&i)icl,., (R:i)icL.) étant une « base de racines »,
w.d; € Q- \ {0} U Q4+ \ {0} ; le reste de Passertion est alors évident.

() Si w # 1, il existe un indice i € I tel que l(wR;) < l(w) et donc
w(&;) € Qq,—. Comme (Vi € I.), Qia; N, Q& = {0}, on a donc
Remarques. 1. Le (e) de la proposition 1.1.6 nous permet d’identifier W et son

image par 7. Dans la suite, nous noterons donc w I’élément 7(w).

2. Contrairement & 7, la représentation 7 n’est pas toujours fidéle. Considérons

par exemple la matrice 4 = (2, 3?) et les espaces ) = Kay et H” = b*.

Supposons enfin ay = —ay et az = —ay, alors 7(Ry) = 7(Rz).

Cependant, nous allons établir en 1.1.14 la fidélité de la représentation 7 sous

Phypothese (R1) : la famille IT est N-libre. Nous utiliserons encore pour cela

quelques résultats de [Hée 1] que nous rappelons sans démonstration.
Proposition 1.1.8 ([Hée 1 ; n° 2.17]) — Soient i et j dans L. et w un élément de W
tels que :

’w.d,‘ = &j,

alors il existe un entier naturel n < l(w), une suite {wp }n<n d’éléments de W\ {1},
et deuz suites {inth<n+1, {Jn}h<n dans I tels que :

® w=wp..w avec l(w) =3, Uws) ;

® i1 =i,iny1 =]

L4 wh‘dih = dih+1;ih # jh)ih-f—l S {ih,jh}’wh S <Rih 7th> 3

e m;, j, < oo etl(wn) =my, j, —1 avec de plus :

— 80 My, j, = 2Nk, 0N @ ihy1 = i et wy, = Ry, (R, Ry, )™ 1 ;

~ simi, j, =2np+ 1, on aipp1 = jn et wp = (Ry, Rj,)™.
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Remarque. Ce résultat (ou le (b) du lemme suivant) est proche d’un énoncé de
Bourbaki [Bbki; Lie n®4 ; 1.3 prop. 4] qui porte sur la conjugaison des réflexions
fondamentales R; pour i € Ie.

Lemme 1.1.9 — Soitw € W, si dans Q, on a w.@; = waj avec (i,7) € IZ et p € N*
alors :

(@) p=1,

(b) sii et j sont distincts, alors ils peuvent étre connectés dans le diagramme
de Dynkin par un chemin formé de liaisons simples (i.e. de type As) entre des
éléments de Ic.

(c) w(ey') =af (dans b).

Démonstration. (a) Comme W stabilise Q et @&; est indivisible dans Q, il est clair
que si w(@&;) = pa; avec p € N* alors p = 1.

On peut utiliser la proposition précédente. Dans le cas qui nous intéresse, on sait
que les coefficients m; ; sont dans {2,3,4,6,00} ; le seul coefficient impair est donc
3 qui correspond & une liaison simple, ’assertion (b) en résulte aussitot.

Pour I’assertion (c), on est ramené, avec les notations de la proposition précédente
A montrer que wh.a}/h = a}/hH. On note plus simplement p = ip, et ¢ = j (p # q)-

Si my,q est impair, il vaut 3, on a donc apqaq, = 1 c’est-a-dire apq = agp = —1. 11
est alors clair que wy, = Ry, R, conjugue a;,’ et a;/ et dans ce cas ip41 = q.

Si mpq est pair, mpg = 2n, € {2,4,6}, on a i = ipy1 = p et w, =

Ry(RyRy)™ ! fixe ap. Il est alors facile de vérifier par le calcul qu'il fixe
également a}’ dans les cinq cas qui apparaissent : (—apq, —Ggp, nn) peut étre égal
2 (0,0,1),(1,2,2),(2,1,2), (1,3,3),0u a (3,1, 3).
Remarque. Les six cas particuliers que l'on a & examiner correspondent & des sous-
systémes de rang 2 qui sont des systémes de racines au sens classique. Dans ce cas,
il existe une forme bilinéaire invariante qui identifie a, & oy, et oy 4 ay ; les calculs
sont donc éventuellement superflus.

O

Nous allons & présent indiquer quelques propriétés des racines réelles qui se
déduisent facilement de ’article de J.-Y. Hée, nous vérifierons aux chapitres 2 et 3
qu’elles sont encore vraies pour les racines imaginaires (pour les définitions que nous
donnerons des coracines).

Dans le reste de ce paragraphe (i.e. jusqu’a 1.1.13), nous considérons une
réalisation (Qq, Qg,II,II") de A (toujours supposée normalisée) sur Q qui est libre
et colibre (cf. (R7) et (R8)). Alors, IT et ITV sont des bases de Qg et Qg et la dualité
entre Qg et Qg est définie par (a;,a)) = aji.
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Enfin, notons que (Q(Ire), re, (7:)icr,.) est une base de racines sur Z au sens
de [Hee 1] et il en est de méme de (QV(I:), I, (ri)icr.), ot Q¥ = @ ZaY,

i€l
Mre = (@i)ier., €t e = (@) aen(r.)-

Remarque et définition. Il résulte de 1.1.9 que si j € I, et w € W, alors w.a}/ ne
dépend que de a = w.a;, on le note a" ; c’est la coracine de a.

Lemme 1.1.10 — Soit o une racine réelle.

(1) Ona:aec Q<= a’ QY.

(2) Soient {i,j} C I,e et w € W tels que o = w(ej) € Q, alors :

(a,a)) <0 <= (a;,a’) <0
et {a,0 ) =0 <= (a;,a”) =0.

Démonstration. (1) La réalisation étant libre et colibre, si on pose AY, = {a" €
AY /w.a¥ € AV} ou AY = W.IIY, alors 1.1.6 (b) permet d’affirmer que AY, = {a¥ €
AY /o € Ay} Ainsipour j € e et w € W, ona: w.a; € Qy < w.a) € Q},
d’ot le résultat anoncé.

(2) D’apres [Hée 1; n°2.13], si @ = w(e;), Pélément 7o = wr;w™! est également
bien défini, c’est-a-dire ne dépend pas de la décomposition de o considérée.

On a ro(af) = af — a0, avec ¥ = w(a)). La racine réelle o étant
positive, elle n’est pas proportionnelle & a; puisque ¢ € I, et {(a,a)) < 0. On a
donc :

()Y 0= ra(a)) € Q) <= o) € Qy < (a;,a") <0.

Il reste & voir que si 'un des deux termes est nul, les deux le sont, mais ceci
résulte trivialement du lemme 1.1.9 appliqué & w = r4. O

L’assertion (2) du lemme précédent se généralise a tout couple de racines réelles :

Lemme 1.1.11 — Si« et 3 sont dans W.1l,., alors {o,3") et (B,a" ) sont de méme
stgne au sens strict.

Démonstration. Si 8= —a,on a 3 =r,.a dou Y = —a¥. On peut donc supposer
a et 3 non proportionnelles. A conjugaison prés, on a o = a; et en changeant 3 en
—[, on peut supposer 3 € Q.. Le résultat se déduit alors du lemme précédent. [

Lemme 1.1.12 — Sii € e, et siw € W, alors :

Sw(a,-) = Sw(aiv) .
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Démonstration. L’ensemble ® = WTI,, est I’ensemble de racines associé & la base de
racines (Q(Ire), e, (ri)ict,. ), il en est de méme de @V = WIIV (ou IV = (@) )icy..)
associé a (QV,I1V, (ri, )icr,.)-

Si J est une partie de I.., Hée a établi ([Hée 1; n°2.15]) 'égalité : ®(J) :=
®NQIJ) = W(J).II(J) (resp. ®V(J) = W(J).I1V(J)) donc ®(J) (resp. ®V(J))
est ’ensemble de racines associé & la base de racines (Q(J),II(J), (ri)ics) (resp.
(QV(J),I1V(J), (ri)ies))-

Alors, si J est le support de a, on a a € Q(J) N ® et donc a¥ € QNJ) NPV ; ce
qui implique Spv C So. De méme, si J est le support de a¥, @ € Q"(J)N®Y, alors
a € Q(J)N®. Ceci établit 1'égalité des supports puisque @ = w(a;) = ¥ = w(),
qui est proportionnel & w(ay). O

Lemme 1.1.13 — Le support d’un élément de W.II,. est conneze.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe w € W et a; € I, tels que le
support de w(w;) ne soit pas connexe, c’est-a-dire w(a;) = u + v avec u € Qqg(J)
non nul et v € Qg (F) non nul pour J et F deux parties non liées de I. Comme w
stabilise Q(Ire), J et F sont des parties de Ire.

D’apres [Hée 1; n° 2.15], comme w(e;) € A™(JU F), il existe w’ € W(JUF) =
W(J) x W(F), et j € JUF tels que w'(w(a;)) € Ka;. Supposons j € J, W(F)
n’agit pas sur QK (J) qui est stable sous W(J), on peut donc supposer w’ € W(J)
mais alors w'(w(a;)) = w'(w(u)) +v ne peut pas étre proportionnelle & o, d’ott une
contradiction. O

L’action de W sur () sous ’hypothese (R1)

L’application Z-linéaire ¥ de Q dans 1), définie en 1.1.4 Rq. 5, est W-équivariante :
par définition de r; et 7;, on a en effet ¥ o7, =r; o U.

Cette propriété de ¥ va étre trés utile pour étudier 'action de W.

Dans le cas d’une réalisation ou la famille (o;)icr est N-libre, autrement dit
sous ’hypothése (R1) de 1.1, nous allons encore pouvoir démontrer la fidélité de
la représentation 7 (1.1.14). Enfin nous introduirons en 1.1.15 des parties de Q
dont nous montrerons, toujours sous I’hypotheése (R1), I’égalité. Ce dernier résultat
nous sera trés utile dans la suite de ce mémoire, en particulier dans le cas libre au
chapitre 3 mais aussi sous ’hypothése (R1) vérifiée dans ce que nous appellerons au
chapitre 4, un systéme générateur de racines.

Proposition 1.1.14 — Si la réalisation vérifie la propriété (R1), alors la représenta-
tion T est fidéle.

Remarque. La propriété (R1) peut aussi s’écrire : Q1+ N Q- = {0}.
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Démonstration. Soit w € W, tel que 7(w) = Id. Si w # 1, il existe d’aprés 1.1.6 (b)

un indice réel i tel que w.a; € Q_(Ire), donc w.a; = —Zjelm n;a; avec nj € N
pour tout j € I. Par ¥, on obtient o; = w.oy; = —Zje 1., Ti% Ceci contredit
Phypothése faite. O

On considére dans Q et Qq,

B={a€Qi/{a,a)) <0,Vi € L} ;
Bg ={c € Qa+/{a,0)) <0,Vi € Lie};
B ={a€Qi/w(a)—ac Z No;, Vw € W}
iEIre
Bg ={a€Qq+/w(a)—ac Z Qi a;, Yw € W}

iEIre

Lemme 1.1.15 — Sous la condition (R1), on a:
B =B et Bg = Bj.

De plus, si a € By et w € W sont tels que w(a) € Bg, alors w(a) = o et w
$’écrit comme un produit d’éléments R; pour des i € L tels que {a,a;) = 0.
N.B: Si la famille (;);cr est libre dans §”, le résultat obtenu en remplagant Q par
K est encore valable.

Remarque. 11 est clair en effet que si o est dans Bg alors Bg N W.a = {a},
cet argument interviendra souvent dans la suite, 1’élément « apparaissant comme
l’élément de hauteur (voir aussi (BN) de 4.3) minimum de son orbite.

Démonstration. L’inclusion By C Bg est claire. En effet, si « € By et si i € I,
ona:ri(a) —a=—<ae ) €3 Qia;et donc (a,a)) <0 (grace a (R1)).
Ainsi, a € Bg.

Démontrons I'inclusion inverse. Soit @ € Bg, prouvons par récurrence sur [(w),
que :

w(a) —a € Z Q0.
i€lre

Si l(w) = 0, le résultat est évident.

Sil(w) = 1, il existe i € Ire tel que w = R;, alors: w(a)—a = —(a,o) Yo € Qra;
et donc appartient & 3, Q. a;. De plus, w(a) = a si et seulement si (a,a)) = 0.

Supposons que si w € W est tel que l(w) <1 —1, oul € N*, alors w(a) —a €
E’ielre @-f-az.
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Soient glors w € W tel que l[(w) = [, et w = R;,...R;, une décomposition réduite
de w, on a:

w(a) —a= (R;..R;_,.0—a)+ R ..R;_,(Ri,.a — a)
= (Ri,..Ri_,.a —a) + R, .. Ry, (o, doy))

et Ry, ..R;_,.a—a€) ., Qo par hypothése de récurrence.

De plus, par hypothese sur o, on a Ry ...R;_,.(—Ka,a}dai,) € Ycp Quay
puisque la décomposition de w considérée est réduite (prop. 1.1.6 (a) et la W-
équivariance de V). Alors, d’aprés (R1), w(a) = asiet seulementsiR;, ... R;,_,.a =
a et (a,a}i) = 0; d’ou le résultat annoncé.

En ce qui concerne B’ et B, l’assertion est alors évidente puisque ce sont
exactement les intersections respectives de Bg et By avec Q. O

On déduit en particulier de ce résultat une petite amélioration du lemme 1.1.9:
Lemme 1.1.16 — On suppose toujours la condition (R1) vérifiée.

Soient w € W, (i,5) € I? et p € N* tels que w(a;) = pé;, alors :

(@) p=1;
(b) sii et j sont distincts, alors ils sont dans Ie ;
(c) w(ey) =of.
Démonstration. Il reste a voir le cas ol 7 ou j appartient & Iiy,.

On sait que, (w—1Id)(Q) C Q(I ), donc si i ou j est dans L, w(&;) — & € Q(Ire),
ce qui implique ¢ = j. Siw = R;,...R;,, on sait d’aprés 1.1.15 que (di,a}’t) = 0, pour
tout ¢ € {1...1}. La matrice A vérifiant (B4), le scalaire (&;, ) est également nul
et donc w(ay) = oy O

1.2 Etude du systéme de racines d’une algébre de Kac-Moody-Borcherds
Lalgébre g(A, R)

Soient K une extension de K, A une matrice de Borcherds générale a coefficients
dans K et R une réalisation de A sur K. On introduit, comme Kac, ’algeébre de Lie
G(A, R) définie sur K par les générateurs {f), e, fi;(i € I)} et les relations :

[h, '] =0, V(h,h') € §2;
[h,ei] = Cay,hYe;, Yheh,Viel;
(b, fi] = —<ai,h) fi, VR € §,Vi € I ;
les, fi] = iz, V(i,5) € I?;
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Remargue. 1l existe un automorphisme de l’algébre g qui & e; (resp. f;), pour i € I,
(resp. h € ) associe —f; (resp. —e;, resp. —h). Il s’agit d’une involution que nous
noterons w.

Comme Kac (|[K ; 1.2]), on peut établir :
Lemme 1.2.1 — Soient A une matrice de Borcherds et R = (§,5",ILII") une
réalisation de A.

(a) L’application évidente de @,;c;Ke; ®h) @ @,;.;Kfi — § = (4, R) est
injective. Notons Vi son image et identifions §) et les générateurs e; et f; a
leurs images. L’algébre Y) est une sous-algébre commutative de g.

(b) La sous-algébre Ny (resp. N_) engendrée par les e; (resp. par les f;) est
isomorphe & Ualgébre de Lie libre sur les générateurs e; (resp. f;).

(c) o(My) =n_; oM-) =ny; &(h) =b.

(d) g =1+ dHdn_ (somme vectorielle d’espaces qui ne sont pas des idéauz).

(e) Une graduation d’algébre de Lie de § par Q est définie en donnant a e;, fi,
pour i € I et h € Yy les degrés respectifs 6;, —a; et 0.

Alors, g = ®a65 Qa, 0l Qo est l’ensemble des éléments homogénes de degré o
et pour cette graduation, on a: Qo =0 ; Ny = ®ae§+ Qo ; M- = @aea_ -
En particulier, si 3o # {0}, on a nécessairement, o € Q% U Q* u{0}.
L’espace §o est contenu dans ’espace propre Qjq) de § de poids [o] € §*.
Pour tout o € Q \ {0}, dim @, est finie et O(3a) = §—a-

Pouri € I, on a Qa, = Kei,a-a, = Kfi,Gma, = {0} si m est différent de
—1, 0etl.

(f) Il existe un unique idéal x1 (resp. t) de @ mazimal parmi les idéauz gradués
d’intersection nulle avec Y) (resp. V1 ). L’idéal 11 (resp. t) est somme directe
des idéauz iy N1y et T N1y (resp. Ny NT et N_NT).

Remarques et définitions. 1. Siae Q) {0} est telle que @, # {0}, @ est une
racine de (§;9).

2. La démonstration du (e) ne peut pas étre directement calquée sur celle
proposée par Kac ([K ; 1.2]) ot I'’hypothése « la famille IT est libre dans §" »
permet de montrer que g, = ﬁ;] ; autrement dit la graduation est dans ce cas
fournie par I’action adjointe de f). Mais I’adaptation est facile une fois faites
les distinctions indiquées ci-dessus.

L’algébre de Kac-Moody-Borcherds
L’algébre de Kac-Moody-Borcherds est alors définie comme le quotient de (A, R)

par l'idéal 1 et est notée g(A4, R), ou parfois g ou g(A4).

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 31

Il est clair que V7 s’injecte dans g, on peut ainsi identifier les e; et les f; avec
leurs images.
Lemme 1.2.2 — Si a;; = 0, alors les éléments [e;, e;] et [fi, f;] appartiennent a
Iidéal © et donc, dans g, on a (ade;)e; =0 et (adf;)f; = 0.

Démonstration. Soient i et j dans I tels que a;; = 0 (donc aj; = 0). Considérons
le sous-espace vectoriel § de T, engendré par les crochets itérés [e;,...e;,] ou
neN\{0,1}, et in_y = i,in = j.

Montrons que ¥ est un idéal de §.

11 est clair que Y est stable sous l'action de ad(e,,) pour tout m € I.

Pour h € 5, on a [k, [ei,..e:,]] = So=r i, (h)[es, --€i, ], donc  est stable sous
Paction adjointe de .

Reste a étudier 1'action des f, (pour p € I). On a, grace a I'identité de Jacobi :

l=n

[fp’ [eil '“ein]] = Z[eh [eiz ["[611_1 [[fp’ eiz]v [eiz+1"'ein]]]"]”'
1=1

Il est immédiat que les termes de la somme correspondant & des indices [ < n — 1
sont dans , et seuls sont & regarder lescasl=n—1etl=n.Or,sil € {n—1,n},
les crochets [[fp, €:],e;] et [ei, [fp, €;]] sont nuls. En effet, considérons, par exemple
le premier terme ; si p # ¢ le résultat est évident ; si p = 4, alors le terme étudié est
égal a aj(ozf\)ej = Qij€; = 0.

Le sous-espace vectoriel § est donc un idéal gradué d’interSection nulle avec V4
(puisque ses générateurs sont des crochets itérés contenant tous obligatoirement e;

et e; comme derniers termes). Par suite, § est contenu dans T, ce qui établit le
lemme. |
Proposition 1.2.3 — Soient A une matrice de Borcherds générale, indexée par I, R

une réalisation donnée de A et g l’algébre de Kac-Moody-Borcherds associée o A et
R.

(a) Si Jo est Uensemble des i tels que af =0, on a: 11 =t D (P, , (Ke: @
Kfi).
Si Fy désigne l’ensemble des indices i tels que e; € t1, on a Fy = Jy;
enfin, si I' = I — Fy, alors lapplication canonique V = (P, Ke:)) @ h @
(@icr Kfi) — 6(A, R) /1y est injective. On identifiera les e; pouri € I' avec
leurs images dans g.
En particulier, si Fo =0, on a g(A,R) = §(A, R)/x;.
(b) g =G§(A,R)/ry =n' @hdnl_ ounly (resp. nl_) est engendrée par les
e; (resp. les f;) pouri € I'. Et on a, pour g, la décomposition correspondante :
g=nydhen_.
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g =g(A, R)/t ~ (3(A, R)/11)® (D;c p, Kei®K fi)) ot le facteur de droite est
un idéal commutatif de g qui commaute a Ny et @ N_, mais pas nécessairement
ab.
(c) L’automorphisme @ passe au quotient en une involution w de g telle que
why)=n_; wmn_)=ny;wlh)=h JWlp = —Idy.

Démonstration. (a) Montrons tout d’abord que Fy = Jp.

Soit i tel que e; € 11 ; comme T est un idéal, [e;, f;] est dans r; N = {0} ; donc
af =0, et i € Jo. Donc Fy C Jo.

Pour établir I'inclusion inverse, notons t' =t + ), ; (Ke; ® K f;).

Soit ¢ € Jo, on a a;; = 0 pour tout j € I, ce qui implique (lemme 1.2.2) que ade;
et adf; envoient e; et f; dans r. D’autre part, pour tout h € ), adh envoie e; et f;
dans Ke; @ K f;. Le sous-espace t’ est donc un idéal de g. Il est gradué et intersecte
§ trivialement puisqu’il ne contient pas d’élément non nul de degré 0. La maximalité
de l’idéal r; implique alors v/ C 11 d’ou Fy = Jp.

Démontrons égalité 11 =1t @ (P, 5, (Kei © Kfi)).

D’aprés ce qui précede, ;. 5, (Ke; ® Kf;) C r1. Comme 17 est gradué, il existe
un sous-espace vectoriel gradué r; tel que r; = 1] @ (P, ;, (Ke; ® Kf;)). L'idéal
T est gradué, t C r1 et tN (@’iEJo (Ke; @ Kf;)) = {0} ; par suite, r C r}. De plus,
V N1y = {0} puisque si i ¢ Fy, e; ¢ 11 ; et donc, V7 étant gradué, vj NV = {0}.

Montrons & présent que r est un idéal de g. Pour z € @ et y € 1}, on sait déja
que [z,y] € r1. Grace a la graduation, il suffit de démontrer que : Vj € I,Vy € 1} de
degré a > 0, si [f;,y] € Ke; pour i € Jy, alors [fj,y] = 0.

Autrement dit, il suffit de montrer que: Vj € I,Vi € Jo,Vy € 1} N Qa,+a,,
[fj»y] = 0. Sous ces hypotheses, y est proportionnel a [e;, e;] ; or, [f;,[es, e;]] =0
puisque [e;, &} = —aj;e; = 0 (car af = 0= a; =0).

Le sous-espace rj est donc un idéal, et, par maximalité de r, on a 1t} = T et
I’égalité cherchée.

Le noyau de lapplication canonique de V dans (A, R)/r1 est donc r N
@D,cr Ke; ® Kf;) = {0} ; d’out I'injectivité de celle-ci.

Ainsi, nous pouvons identifier les e; et les f;, pour i € I, avec leurs images dans
g.

(b) De plus, I'égalité 1 = (r;NM4)®(r1NTN_) et la décomposition § = 14 GHeT_
permettent d’écrire :

g' =8(A,R)/t1 = (s /(mNity) @@ (- /(i) =nl @heonl

ou n (resp. nl) est engendrée par les e; (resp. les f;) pour i € I'. En effet, i est
engendrée par les e; pour i € I et (r; N1iy) contient les e; pour ¢ € Fy.
Enfin, l’assertion (c) est évidente. O
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La graduation de § par Q passe au quotient en une graduation de g(A).

Définition 1.2.4 — L’ensemble des o € Q\{O} tels que g, # {0}, noté Q2 = A(g, b),
est appelé systéme de racines universel de g(A).

Comme Borcherds ([Bo; 1]), on peut établir les résultats suivants :
Propos~ition 1:2.5 _ (a) On a: QcCc Q UQ_etQy = —Q_ ou l'on note
0, =0n0, et - =0N0_.
(b) Pour tout a € Q,din{ga est finie et w(@q) =8 Sif € Q4 \ Na; on
i €I, alors (B + Zéa;) N2 C Q4 et de plus Na; N Q4 = {a;}-
(c) Sia€ny =@,eq, 85 est tel que [a, fi] =0 pour tout i € I, alors a =0
(dans g').
(d) Le support d’une racine est conneze.
Remarques. 1. L’hypothése de maximalité de t; est essentielle pour démontrer

(c), par contre, pour (a), (b), (d) on peut considérer le quotient g; de § par
un idéal gradué inclus dans T et contenant ’idéal engendré par :
(ade;)'~%ie;, (adf;)! =% f; (Vi € Iie) (cf. 1.2.6 ci-dessous) ;
(ade;)ej, (adfi)fj, (sii € Iim et a;; = 0) (cf. 1.2.2 ci-dessus).

2. D’aprés (c), le centre de g est ¢ = {h € h/{a;,h) =0 (Vi € I)} (puisque le
centre d’une algebre de Lie graduée est un idéal gradué). On montre encore
ce résultat sans utiliser (c¢) (donc aussi pour g;) si la réalisation vérifie (R6).

3. On note Q (resp. [£]), I'image de Q dans §” (resp. §*) par P’application
additive de Q dans §" (resp. dans §*) qui envoie &; sur a;(resp. sur [a;]).
Alors, [©2] U {0} est ’ensemble des poids de ) dans la représentation adjointe.
On étudiera plus tard la structure de Q sous certaines hypothéses (voir 1.2.10
ainsi que le chapitre 4).

4. L’assertion (c) ne nécessite que I’hypothése (B1) et peut, si on remplace n’;.
par 1y, étre généralisée en : {a € 14 ;Vi € I, [f;,a] = 0} = D, p, Ke.

Etude de relations entre éléments de g
D’aprés la proposition 1.2.3, on a :
8=3(4,R)/r ~ (8(4,R)/11) & (P (Ke: © KF)) ;
i€Fo

c’est-a-dire que g est la somme d’un idéal commutatif et d’une sous-algébre
isomorphe a l’algébre de Kac-Moody-Borcherds obtenue en considérant la matrice
A(I — Fp) et la réalisation immédiatement déduite de celle considérée. De plus,
Paction de §(A, R)/t sur I'idéal commutatif se réduit a celle de §) (qui est diagonale).
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On supposera dans tout le reste du chapitre que la réalisation R de la matrice
A vérifie Uhypothése (R2) c’est-a-dire que Fy = (), ce qui entraine r = 13. De plus,
changer o en ¢;a* avec ¢; > 0, donne une nouvelle algébre §’ qui est canoniquement
isomorphe & @, le nouvel idéal maximal t’ ayant t pour image par cet isomorphisme.
Par conséquent, quitte & remplacer, pour ¢ € I, par ) = (2/a;;)al (c’est-a-
dire A par B(A)), on peut supposer que la matrice de Borcherds est normalisée, ce
qu’on fera (sauf indication contraire) dans la suite de ce chapitre.

Comme Borcherds ([Bo; 1]), on peut montrer :

Proposition 1.2.6 — L’algebre g = g(A) satisfait o :

(ade;)'"%ie; =0,  (adfy)' ™" f; =0,  (V(i,§) € e X I);
(ade;)e; =0, (adfi)f; =0, (V(3,5) € I? tel que a;j; = 0).

Remarques. 1. Pour i € I, les relations :
(ade;)e; =0, (adf;)f; =0, (pour tout j € I tel que a;; = 0)

se déduisent des premiéres relations.

2. Dans [Bo; 1], Borcherds démontre que, si la matrice A est symétrique (et
si la dualité est non dégénérée), les relations de 1.2.6 caractérisent le quotient
par t (voir également [K ; 11.13]).

3. Dans tout ce chapitre, on peut, sauf indication contraire, remplacer g parle
quotient g; de @ par un idéal gradué inclus dans t et contenant I'idéal engendré
par: (ade;)}~%e;, (adf;) =% f;, (V(3,5) € LIe X I); et (ade;)ej, (adf;)f;, (s
(Z,_]) € Iimm X I et Qij = 0)
Corollaire 1.2.7 — Sii € I, ade; et adf; sont localement nilpotents sur g.
Lemme 1.2.8 — Pour tout i dans I, on pose §(;y = Ke; DK f; ® Ka) .
(a) Siai; =0, [80)> 8)] = Ky’ C 3(a(s))-
On a supposé o) # 0, donc Koy = 3(g(;)) et g;) est isomorphe a algebre
d’Heisenbery.
(b) Sinon, g(;) est isomorphe & 8la, et {e;;(2/au)fi ; (2/au)y’} est, dans g,
un 3ls-triplet standard.

Démonstration. Immédiat. O

Corollaire 1.2.9 — Soit i € Ie.

L’algébre g se décompose en somme directe de sous-modules g;)-irréductibles de
dimensions finies.

Si o€ Qy \ {as}, alors {a+ sd;,s € Z} N QY = [a — p....a + q&;] C Q. oup et
q sont dans N et p— q = {a,) ).
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SiaeQy, etsia+d; ¢ Q. , alors (a,a)) > 0.

SiaeQy\{a} et sio—a; ¢ Q. alors (o, <0.
Remarque. Considérons I'algébre g.. engendrée par les e;, f; pour i € L. (a;; = 2).
On sait qu’un sous-espace radiciel g, o o € Q4+ est engendré par les crochets itérés

J=n
(s, ---€i,]) tels que > &;; = a. Ainsi, on a gre = (H N Gre) B (Bana ) 8)-
j=1
L’algebre g,e est l'algébre de Kac-Moody associée a la matrice A(I) et & sa
réalisation (9 N gre, 5", Ie, ITY,), 0t Ilie = (vi)ier,. = M(Ire)-

En effet, pour chaque ¢ € I, on a supposé a; = 2, donc (e;, fi,a)) est le 3l,-
triplet obtenu dans le lemme précédent.

L’algébre gr. est engendrée par f) N qre, les e;, fi, pour i € I, qui vérifient les
relations :

([h, k'] =0, V(h,B') € 2
[h,e;] = ay,hde;, Yh e Vi€ L ;
[h, fi] = —<au,h) fi, Vh € §,Vi € I ;
les, f5] = iy, V(i,5) € Le? ;
(ade;)'~“e; =0, V(i,j) € Ire? ;
| (@dfi)' ™ f; =0, V(i,j) € Le".

De plus, d’apres 1.2.5 (¢), sia € EBaeQnQJr(Im) da, €t si [a, f;] = 0 pour tout ¢ dans
I, alors a = 0. Ceci permet d’établir la minimalité de g, parmi les algébres dans
lesquelles les relations précédentes sont vérifiées et de montrer qu’il n’existe aucun
idéal gradué d’intersection triviale avec by dans gre (cf. [R2 ; prop.A2]). Cet alinéa
n’est pas valable pour I'algébre gq; de la remarque 1. suivant 1.2.5.

Démonstration du corollaire. Utilisons la notion, introduite par Kac, de g..-module
intégrable (cf. [K ; 3.6]).

L’algebre g(A, R) est un tel gre-module, c’est-a-dire que pour la représentation
adjointe, 1'action de § N g est diagonalisable, et que les e;, f;, pour i € I sont
localement nilpotents. Le corollaire est alors une application évidente de [K ; 3.6]. O

D’apreés le corollaire 1.2.9, si a € Q et i € I, alors Ri.a € §, et donc :
Proposition 1.2.10 — L’ensemble Q est invariant sous Uaction du groupe de Weyl.
De méme, il est clair, & partir de la condition (a € Q=ac Q+ u Q_), que :
Proposition 1.2.11 — Soit a € Q+, sii € I et st R;.a € Q_, alors o = &;.

Au vu du corollaire 1.2.7, on définit, pour ¢ € I, un automorphisme de g en
posant :

7; = exp(ade;) exp(ad(—f;)) exp(ade;).
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Proposition 1.2.12 — 1. Pouri € Io et a € Q, on a Tily = rY et 7i(Qa) =
gri.a-
2. Si 7 est une représentation intégrable de Q.. + 0, on a, pour i € I
et A € b, rf(Va) = Viry ot 7 = exp(me;) exp(—n f;) exp(me;) =
exp(7 f;) exp(—me;) exp(m f;).

Démonstration. La démonstration du second résultat est donnée dans [K ; 3.8].

Pour le premier point, considérons U = @,,c7 Sa+na;- L’espace U est stable sous
Paction de ade; et de adf;. L’automorphisme 7; fixe les éléments h de § tels que
a;(h) = 0, et comme de plus 7;(e)) = —a; (calcul facile), on a Tilp = ). Par suite,
Ti(g[a]) = Glri(a)] On a alors: Ti(ga) = Ti(g[a]) NU = g[”(a)] NnNU = gri(a). O

Propriétés du systéeme de racines universel de I’algebre de K.M.B.
Proposition 1.2.13 — L’ensemble Q) vérifie les propriétés suivantes :
(S~R1) Q C?);Q = (?HQQ U@QNQ_) et si Uon note Qp = QN Q4 et
Q_=QNnQ_, alors N, = —-Q_;
(SR2) Vie I, Qya;NQ = {&};
(SR3) Vi € Ie,Va € QJF\N&i, {a+sa;,s € Z}ﬂfl = [a—pé, ... ,a+qd&;) C Q+
ot p et q sont dans N et vérifient p— q = {a,)) ;
(SR4) Vi € Iy, Vo € Q4 \ Qs
(i) (oaY) <0<+<= a+Na C Oy ;
(i) (oY) =0= a+a; ¢Q;
(SR5) Vo € Q4 \ L]I Q4 @, il existe i € I tel que o — é; € Q.
i€
Remarque. On verra en 2.2 que ces cinq propriétés caractérisent Q.

Démonstration. Les propriétés (SR1),(SR2),(SR3) ont déja été démontrées en 1.2.5
et 1.2.9.

Pour établir (SR5), considérons a € Q0 \ {& ;i € I} ; 'espace radiciel g, n’est
pas réduit & 1’élément nul et est engendré par des crochets itérés des e;. Soit un tel

.
crochet itéré non nul [e;, ...e;,] avec Y &; = o (et n > 2), le crochet [es, ... €]
j=1
est nécessairement non nul donc go—a,, # {0}, et a — &;, est encore une racine.
Montrons enfin (SR4). Considérons ¢ € Iy, et a € Q+\Q6¢i, on note S, le support
de a;ona: a; <0;side plus (o)) =0, la réunion {i} U S, n’est pas connexe

(cf. 1.2.5 (d),  + &; ne peut alors pas étre dans €.
L’assertion (ii) est alors évidente.
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Pour montrer I’assertion (i), il suffit, par récurrence, de prouver que l’on a:
{0y <0 => a+ & € Q. Supposons (a,a)) < 0 et o+ &; ¢ . Alors, si
Vo € 8o \ {0}, on a [0, va] = a(a) )va # 0, donc [[e;, fi],va] # O ; par suite, [e;, va]
et [fi,vo) ne sont pas simultanément nuls. L’hypothése o + &; ¢ Q implique alors
a—a; € Q4.

Le sous-espace (@gz_oo Gatsa;) €st un g¢;)-module et comme : O =, UQ_,

Jko € N/ga_(koﬂ)&i = {0} et Sa—pa; 7 {0}Vp e {0..ko}).

Considérons le g(;)-module de dimension finie : U = @gz_ ko Sotsd; -

Si a; # 0, d’aprés la théorie des représentations de dimension finie de 3ls,
(o = ko@s)(e) = —a(a)) et donc (a — kodi)(e)) = —a(a)) > 0, ce qui est
impossible car a — kod; € Q+ et i€ Liy.

Dans le cas a;; = 0, l'espace vectoriel U est de dimension finie, on choisit
une base dans chaque go—pa;, pour p entre 0 et ko. L’endomorphisme ade agit
sur les sous-espaces radiciels par (o — p&;)(e)) = a()) sur chaque élément.

Ainsi, aday = a(a))Iy et d’autre part, ade; adf;—adf; ade; = aday. La trace
de opérateur considéré doit donc étre nulle, ce qui contredit notre hypothése
(a,a) < 0, puisque le corps est de caractéristique nulle.

Dans les deux cas, on a bien obtenu une contradiction, ce qui démontre le résultat
cherché. O

Parenthése abstraite

En vue d’une généralisation ultérieure de la notion de systémes de racines, nous
allons établir & présent un résultat (basé sur un raisonnement de Kac, [K; 5.3])
dans un cadre un peu plus général que celui de ce chapitre. Tout ce qui précede a
été (ou peut étre) prouvé par des arguments de crochets et d’algebres de Lie ; ici le
raisonnement est forcément abstrait.

On considére A, une matrice de Borcherds générale indexée par I, une réalisation
libre (cf. (R7) de 1.1) R = (§,9", (&i)icr, (o) )icr) de A et pour chaque ¢ € I un
sous-ensemble M; de Q) satisfaisant aux conditions suivantes :

—sit € Le, M; =N

— si i € Lim, M; contient 0 et 1, M; \ {0} admet 3/4 pour minorant et M; est
stable pour ’addition ;

— si (Z,]) € I x I, alors 2Miaj,-/ajj cZ.

Sous ces hypothéses, si M; ;nq désigne I'ensemble des éléments indécomposables
par laddition de M; \ {0}, il est clair que tout élément de M; \ {0} est somme finie
d’éléments de M; jnq et que 1 € M jng.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



38 NICOLE BARDY

Enfin, & chaque 7 € I est associé une partie N; de M; qui contient M; ing (en
particulier, 1 € N;) et qui pour % € I, est contenue dans {1,2}.
Pour i € Ie, on définit o) = 2a*/a;; comme en 1.1.

On note @, ; M;a;, 'ensemble des combinaisons linéaires des &; a coefficients
dans les M, ; comme la réalisation est libre, c’est un sous-ensemble de QD) = Qq.
Sous les hypothéses précédentes, on a :

sia € @ie] M,é;, alors {&,a)) € Z pour tout i € I, puisquesii € I et j € I,
alors M;{a;,0) ) = 2Mja;j/ay; C Z.
Soit enfin :

K={ac @Midi \ ( U M;&;) ; Sq est connexe et {a,al) <0 (Vi€ I)}.

Siae @ie 1 M;d;, on définit la chaine issue de a de direction &; par :

Ch(a, ;) = o+ M;é; sii € Iim,{a,a)) <0 et a ¢ Qa; ;
= {a} si {a,@)) =0 ou ax € Qé; ;
={a,a+ &,...,a+ud;}sii€ Le, (,a))=-u€ —-Netad¢Qa,;

={o,a—&,...,a+ud;}sii€ Le,{a,0)) = —ueNetag¢Qa,.

Proposition 1.2.14 — Soit Py la plus petite des parties © de @, ; M;a; telles que :
(i) Vie I, N;a; C ©;
(i) Vi € I,Va € ©, Ch(a, &;) C ©.
Alors, avec les notations précédentes : pour tout a € K il existe i € I et
m; € M; ina tels que & — m;&; € Py et (o — m;a,05 ) <O0.
De plus, K est inclus dans Fy.

Remarques. 1. La partie P, est facile a décrire a ’aide de la démonstration qui
suit ; il s’agit de ’ensemble des éléments a de ), ; M;@&; pour lesquels il existe
deux suites finies (8o, 81, - - , Bn) €t (f0,%1,-.. ,in) o0 n € N, satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) Brn=a,

(il) Bo € Niyéiy,

(iii) pour 1 < m < n, on a (Bm-1,00 > < 0, avec Bn_1 ¢ M;, &, et
Bm € Ch(Bm-1, 8,,)-

2. Le méme résultat est encore valable si on remplace Q par un corps ordonné
archimédien K; contenu dans un méme corps ordonné que K.
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3. Notons que cette proposition établit, dans le cadre plus général considéré ici,
l’analogue de la propriété (SR5) de 1.2.13.

Démonstration. (1) L’ensemble Py est U'intersection de toutes les parties © satisfai-
sant aux hypothéses de la proposition. Soit © une telle partie, montrons que tout
élément o de K appartient a ©.

Il suffit de montrer qu'’il existe i € I et m; € M; nq tels que o — m;a; € ©
puisque :

— 8ii € Lo, on a {a — &;,al) = {a,al) —a;; <0 car (a,al) <0eta;>0;

— si i € Iy, on sait par hypothése que a — m;&; est dans la partie ©. Clest

donc un élément de Qg = P,c; Qd; & coordonnées toutes positives ou nulles.
Par connexité du support de «, ’égalité o = (o — m;&;) + m;&; implique soit
i € Sa—m,a; (ce support n’étant pas réduit a {i} par hypothése sur les éléments
de K), soit il lui est lié. Dans les deux cas, on a clairement (& —m;a;,a)) < 0.

D’aprés les hypothéses sur ©, on a o € © donc K C ©.

(2) Supposons donc a € K et a = ), nid;.

Considérons ©, = {6 € ©/5 = 3 pi&; avec n; —p; € M; (Vi € I) et § # a}. Par
hypothése, pour tout i € I, on a J\Z/z;nd&i C © et donc O, # 0.

L’image par la fonction hauteur de ©, est un ensemble borné de Q. qui admet
donc une borne supérieure p dans R. Soit 3 € ©, dont la hauteur est dans
[ —1/2, ). Supposons § = leidi.

Il suffit de démontrer : ©

(%) di € I,3m; € M, inq tels que: 8 = o — m;a;.

Supposons assertion (*) fausse, et & minimale pour cela.

(a) Montrons alors I’égalité des supports S et S,. Il est clair que Sg C Sa.

Si Sg # Sa, on considére un indice i dans S, \ Sg lié au support de 3, (il existe
par connexité de S,).

Par hypothese (B3,a)*) < 0, donc linclusion Ch(B3,&;) C © implique que
B+ n;&; € ©, pour tout n; € M; nq; la négation de (x) et la maximalité de 8
entrainent alors une contradiction avec ’hypothese ¢ € S, \ Sg puisque la coordonnée
de «a suivant ¢ est dans M; \ {0}. On en déduit 1’égalité des supports. '

(b) Considérons alors le sous-ensemble de S, :

L={ie€ Sa/n;i#pi} ={i € Sa/pi < n; —3/4}
= {’L S Sa/Elmi S MZ\{O} yDi = 1Ny —mi}.

Par hypothése, 3 # « donc L # (). Montrons que L # S,, c’est-a-dire qu'’il existe
i € S, pour lequel n; = p;.
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Supposons au contraire L = S,. Le support de a n’étant pas réduit & un élément,
pour tout élément j du support, pour tout m; < n; — p; o0 m; € M,;ina, et
n; —p; —m; € M;, on a 8+ mja; # o (& cause de la négation de () et de la
maximalité de 3). Par définition de ©,, un tel m; existe ce qui implique (B,af> >0
pour tout j € Sp.

On en déduit que A(Sg)3 > 0 et donc A(Sg) qui est indécomposable (par
connexité de Sg) est de type fini ou affine.

D’autre part, A(Sg)a < 0 car o € K, ce qui interdit éventualité A(Sg) de type
fini. Donc A(Sg) est de type affine et grace au théoréme de classification on a:
A(Sﬁ),@ > 0= A(Sﬁ)ﬂ =0et A(Sg)a <0= A(Sg)a = 0.

La matrice A(Sg) est de corang 1 donc a et 8 sont proportionnels et leurs
coordonnées sont entiéres. Soit § 1’élément de Q de plus petite hauteur vérifiant
A(S3)6 =0, alors a =nd, 3 =mé avec 0 < m < n.

D’apres la minimalité de «, (3 satisfait & (x) donc il existe ¢ € Sg et v € © tels que
v = 8 — &;, puisque les indices contenus dans Sg sont réels. Alors (8 —a;,o)) = —2
donc B+ &; € ©. Or, B+ &; < aet B+ &; # a, ce qui contredit la maximalité de 5.

Les ensembles L et S, ne peuvent donc pas étre égaux.

(c) Montrer que L # @ et L # S, permet d’aboutir & une contradiction.

Considérons une composante connexe F' de L. Par connexité du support de a, la
partie F est liée & So \ L = {i € So ;n; = p;}. Soit ¢y un indice de F' suivant lequel
une telle liaison existe. D’aprés la définition de L et les hypothéses sur ©, on a :

Vi e F, {B,0}) > 0.
Posons ' =), p pid, alors:
(Bady =<Baly = pika;,efy > 0(Vie F);
Jj¢F
(B0 > =By ) — Y ka0 >0.
Jj¢F
En effet, comme i € F, on sait que {&;,a)') < 0, pour tout j ¢ F, et qu’il existe

j € F tel que {@&j;,af,)» < 0. Comme (3’ est un élément de Q(F) dont toutes les
coordonnées sont strictement positives, la propriété précédente implique :

la matrice A(F') est de type fini.

Si d’autre part on considére v =, n(n; — pi)&;, on a:
(7,0'y =Ca—B,al) (Vi€ F)
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car F' est une composante connexe du support L de o — 3, suivant laquelle les
coordonnées de o — (3 et de «y coincident.

Pour i dans F', on a {a,a)') <0 et (B8,a*) > 0, ce qui implique :
(7,00) <0 (Vi€ F).
Toutes les coordonnées de v dans Q(F’) sont strictement positives donc :
la matrice A(F) ne peut pas étre de type fini.

D’oti la contradiction cherchée (F' = () imposant L = S,).
(d) Par suite, pour tout « élément de K, on peut trouver i € I et n; € M} tel
que a —n;&; € O et donc a € O. O

Retour a I’étude du systéeme de racines.
Sous les hypotheses de ce chapitre, notons I := (&:)scr, L = f[(Iim) et:

K={aeQ;\( U )Z&; ; Sa est connexe et a,a)) <0 (Vi€ I)}.
iEIim

Proposition 1.2.15 — On peut alors décrire () :
Q = WII,, U £WIL;,, U 2WK.

Remarque. La partie Wflre est I’ensemble ()¢ des racines réelles de 2 ; il coincide
avec A™ décrit (comme II,¢) au cinquiéme paragraphe de 1.1.

Démonstration. En appliquant la proposition (1.2.14) 4 © = Q+ avec M; = N pour
tout i, on obtient immeédiatement le résultat important K C €.

D’aprés la stabilité de Q) sous W, on a déja I'inclusion WILe U+WIL, UrWEK C Q.
Il reste & montrer que toute racine positive est conjuguée & un élément de la base
ou de K. Pour cela, il suffit de remarquer que, d’aprés la proposition 1.1.6, si un
élément de Q+ n’est pas conjugué i un élément de la base, alors son orbite sous W
est incluse dans Q.
Alors un élément de hauteur minimale de cette orbite est dans K. O

De fagon immédiate, on en déduit que :
Corollaire 1.2.16 — Le systéme de racines Q de la donnée radicielle associée o

lalgebre de Kac-Moody-Borcherds ne dépend pas de la réalisation, il est aussi le

méme que celui de toute algébre g, construite comme dans la remarque 1. suivant
1.2.5.

Les systémes de racines [Q] et Q (cf. 1.2.5 Rq. 3, associés & cette algébre dépendent
des réalisations mais sont les mémes pour q;.
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Toute racine de § ou Q] s’écrit comme combinaison linéaire & coefficients entiers
tous de méme signe, des racines simples.

Définition 1.2.17 — L’égalité oo = ) n;a; donne une bonne décomposition de la
i€l
racine o si, dans Q, Vélément > n;&; est dans Q.
iel
Corollaire 1.2.18 — On considére les systémes de racines Q et [(].

Ces systémes de racines vérifient les conditions déduites des conditions de chaines
(SR3) et (SRA) ; en particulier, ils sont stables sous laction du groupe de Weyl.

Si a est une racine réelle et si B une racine non proportionnelle & «, alors
UVensemble {B,8t a,... ,ro(B)} est dans le systéme.

St «; est une racine imaginaire simple et B une autre racine positive (au sens
ot il existe une «bonne décomposition » de 3 dans Y, Nay), si {B,oy') <0 alors
B+ Nao; est inclus dans le systéme.

Les deux systémes vérifient (SR5) (a € Q4 signifiant que a est positive au sens
précédent).

Remarque

On vient de voir dans ce paragraphe qu’il est légitime de considérer des
racines imaginaires en plus des racines réelles introduites en 1.1. On introduira
abstraitement ces racines imaginaires dans les paragraphes suivants.

On peut noter qu’un certain nombre de résultats de la section 1.1 sur les racines
réelles prouvés ici abstraitement a 1’aide de [Hée 1]), peuvent étre démontrés plus
concrétement grace a 'algeébre g ou g (voir [K]).
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2. Systemes de racines a base libre — axiomes et
construction

Pour généraliser le chapitre 1, on peut prendre au moins deux directions :

— Etre un peu moins contraignant pour la matrice de départ : ce changement
n’est pas anodin puisqu’il permet de couvrir ’étude de formes d’algébres de
Lie (d’ou le nom de ces matrices : matrices de Borcherds relatives).

— Mais surtout faire un choix d’axiomes abstraits, permettant la construction
effective du systéme de racines.

Pour ces axiomes, on exploite quatre principes :

— les coefficients des racines (exprimées en fonction des racines simples) sont
tous de méme signes (SR1b),

— on limite les multiples possibles d’une racine simple (SR2b),
— on impose des conditions de chaines réelles (SR3b) et imaginaires (SR4b),

— une condition (SR5b) permet des raisonnements de minimalité (elle est
analogue a la propriété (SR5) du chapitre 1).

La construction met tout de suite en évidence les difficultés générales, en
particulier la vérification des relations de chaines qui occupe la majeure partie de la
construction.

Signalons enfin qu’il ne s’agit pas de la généralisation définitive -qui a lieu au
chapitre 4 - puisque tout ceci n’est valable qu’en partant d’une réalisation libre (au
sens de 1.1.4 Rq. 6.) de la matrice.

2.1 Matrices de Borcherds relatives
Définitions

Une matrice de Borcherds générale A = (ai;)(,j)er2, & coefficients dans I,
d’ensemble d’indices I fini ou dénombrable, sera dite de Borcherds relative (en
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abrégé M.R.) si, en plus des propriétés : (B1), (B2), (B3), (B4) de 1.1.1, elle vérifie
la condition :
(BY) i € I,e = ai; € {1,2}.

On définit alors une partition de I par:

ay =1<=i€l;
a; =2<=i€l;
a; <0<=iel_;
a; =0<=1¢lp.

Onaalors e =1 Ulyet Iy =T UI_.

Une telle matrice est dite de Kac-Moody relative si, de plus, tous ses coefficients
sont des entiers (cf. [BsR] ot 'on trouvera la justification de ce genre de définition) ;
sa transposée est alors encore de Kac-Moody relative.

Si I;;n = 0 et si la matrice A est de type fini, c’est une matrice de Cartan relative.

Dans le cas des matrices de Borcherds relatives, on a, pour tout j € I, a;; € Z
sii € I et 2a;; € Z si i € I. Le cas des matrices de Borcherds relatives telles que
aij € Z sii € I est particuliérement intéressant (cf. 2.2).

Notons qu’une matrice de Cartan (resp. de Kac-Moody) relative n’est pas
nécessairement une matrice de Cartan (resp. de Kac-Moody). Cependant, ce choix
de définition est justifié par ’étude des systémes de racines relatives des algébres
semi-simples (resp. des algébres de Kac-Moody) qui sont associés (cf. chapitre 6 et
[B3R]) & des matrices de Cartan (resp. de Kac-Moody) relatives.

La matrice de Borcherds normalisée associée & A notée B(A) est déduite de A
en multipliant par deux tous les coefficients d’une ligne indexée par i si ¢ € Iy,
autrement dit ses coefficients b;; vérifient b;; = 2a;; si i € I, et b;; = a;; sinon.

Diagramme de Dynkin

Si A est une matrice de Borcherds relative, on lui associe un diagramme de
Dynkin, que 'on obtient a partir de celui de la matrice normalisée B(A) en ajoutant
une croix & coté des sommets correspondant aux éléments de I.

Comme pour une matrice de Borcherds normalisée, A est indécomposable (cf.
1.1) si et seulement si son diagramme de Dynkin est un graphe connexe.

Matrice de Kac-Moody associée

A une matrice de Borcherds relative A, on associe une matrice de Kac-Moody
normalisée, notée K(A), définie par: K(A) = (bij) (i, erz, ot by = 2ai5/ai € Z,
autrement dit K(A) = B(A(Ite)) = B(A)(Ire).
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Groupe de Weyl

Nous conservons les mémes notations qu’au chapitre 1.
Le groupe de Weyl W associé a la matrice A est celui attaché classiquement (cf.
1.1.5) a la matrice de Kac-Moody K (A).

Considérons une réalisation (Qf, Qx,II,II") de A sur K dans laquelle :

o II = (as)ier et I = (af)ier sont des bases de Qk et Qf ;

e la dualité entre Qi et Qf est définie par {a;,a}) = aj.
(En particulier, cette réalisation est libre et colibre (cf. 1.1.4 Rq. 6.))

Sous ces hypotheses, " = Qi = Qi et § = Q = Qf.

Pour alléger les notations dans ce chapitre, nous identifions II et I et nous
n’utiliserons donc pas le signe ~

Si i € L, la coracine de a; est 'élément suivant de Q" (Ir.) (déja introduit en
1.1):

o) =20l /ai;.

Ainsi, af = «
(i,5) € If.

Alors, si 7 (resp. 7") désigne la représentation de W dans GL(Qk) (resp. dans
GL(QR)), Ri.a = 7(R;)(a) = ri(a) = a — {a,a) Ya; pour tout a € Qi (resp. pour
tout o € Qk, Ri.a® = (R;)(a") =) (a") = o™ — ay,0™)ay).

En général, r) ne stabilise pas Q" (ni Q" (Ire)) ; par contre, il stabilise QQ (Ire)
puisque 2a;; € Z dés que j € L.

Nsii e I, of =2alsii € et {aj,0f) = by pour tout

Comme la réalisation considérée est libre et colibre, la proposition 1.1.6 (e) établit
la fidélité de ces deux représentations. Dans la suite, via les isomorphismes qui se
déduisent de ce résultat, nous identifierons R;, v et r;, et de méme, W, WV et W.

On définit, comme au chapitre précédent, la longueur d’un élément de W. 1l est
facile de démontrer que W stabilise Q(I.), et que:

Yw e W, (w — IdQ)(Q) C Qlre) ;
ri(Qa,+) N Qa,- = Q-a;.

Notons pour simplifier : IL;e ; Ly, ;II; ;115 ;1o ;II- les intersections de II et de

QRa(lre) ; Qallim); Qa(l1); Qa(l2); Qa(lo); Qa(l-); elles sont indexées par
Irea Iima Il, I2, Io, I_.

Lemme 2.1.1 — Supposons que la matrice de Borcherds relative A vérifie de plus :
si i € I, alors quel que soit j € I, a;j # —1/2.
Soit w e W, si w.a; = poj avec p € N* alors :

(@) p=1,
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(b) sii et j sont distincts, alors i et j sont dans I, et peuvent étre connectés
dans le diagramme de Dynkin par un chemin formé de liaisons simples entre
des éléments de I.

(c) w.af =af.

Démonstration. D’aprés la démonstration du lemme 1.1.9, si w.a; = poy avec
@ € N* alors: = 1. Si, de plus, ¢ et j sont distincts, alors ils sont réels et dans ce
cas, s’ils sont liés, b;;b;; = 1. Par suite, a;; = aj; = —1 = by; = bj; puisque a;; et aj;
ne peuvent étre égaux a —1/2. Ainsi, a;; = aj; = 2 et les deux indices considérés
sont donc dans I;. Le reste découle alors des lemmes 1.1.9 et 1.1.16. O

Reprenons les notations introduites pour le lemme 1.1.15 et rappelons (1.1.4
Rq. 7.) que pour a € Q, ht(a) désigne la hauteur de a et S, son support.

Lemme 2.1.2 — Soienti € I,e, we W et a € Bg, on a:

((I(w) < l(riw)) = (ht(w.a) < ht(riw.a) et Sw.a C Sriw.a)
(ht(w.) < ht(r;w.0)) = (l(w) < I(r;w)).

Sous ces hypothéses, on a Sy.o # Sryw.a St €t seulement si i & Sy, o mais est lié
4 Su(a) €t alors Sr,w.a = Sw.a U{i}.

Démonstration. D’aprés (1.1.6), on a l(r;w) = l(w™lr;) > l(w) = l(w™!) <
w‘l(ai) S Q+.

Ceci implique, d’aprés (1.1.10), {a,w™1(al)) < 0 et permet d’établir I'inégalité
ht(w.a) < ht(r;w.c) ainsi que l'inclusion des supports.

Si ht(w.a) < ht(r;w.c), on a {a,w 1 (al)) < 0 donc wla; ¢ Q_, dou
wl.a; € Q4 d’aprés les résultats de Hée rappelés en 1.1. Le résultat annoncé
en résulte alors.

Sous ces hypothéses, on a r;w.a = w.a — {a,w™ ()Y, et les deux termes de
cette somme sont dans @4, on a donc facilement la derniére assertion. O

Corollaire 2.1.3 — Pour tout a € Bg dont le support est connexe et pour tout
w € W, le support de w.a est conneze.

Démonstration. L’assertion résulte immédiatement de 2.1.2. O

Matrices de Kac-Moody relatives et indécomposables (M. R. L.). Classification

Dans la classification qui va suivre, le nombre |I| de sommets du graphe de
Dynkin est l’entier n ou n+ 1 selon que le type est fini ou affine ; cet entier n figure
en indice d’au moins un des noms proposés (le premier). Si un nom comporte des
croix en exposant (une ou deux suivant le nombre de croix du diagramme) le nom
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de la matrice normalisée correspondante s’obtient en retirant ces croix. Le «t» en
haut & gauche d’un nom de matrice normalisée correspond au passage a la matrice
transposée (qui est de méme type cf. 1.1).

o Les MRI normalisées de type fini sont les matrices de Cartan (cf. [K ; n° 4 table
Fin])

1. A’I’L : @O ——@———@ -+ v o——o—0
2. Bn (Ou tCn) . @—— @ et — &>
3.Cn (0U'Bp): @ ——@:ccvrreenaeeinnnn — ez
4-Dn2 U—O0— @ -+ "+ O—O0—0—@
5. Fg : L S N —

6. By : —o—0—0—0—0

7. Eg: o—o——I—o—o——o—o
8. Fy o« o
9. G2 : «—»

La seule M.R.I de type fini non normalisée est la matrice déduite de celle
correspondant au systéme B, en divisant la derniére ligne par 2, le systéme
correspondant étant BC,, ; son diagramme est :

BC,, (ou BY oufCY): @@ ceeveeeiieeaenn. - > %

Avec BC; (ou By): o
e Les M.R.I normalisées de type affine sont les matrices de type affine usuelles
(cf. [K; n°4 table Aff]) ainsi que 'unique M.R.I affine imaginaire Zj :

1. A (ou Agl)) : =>»

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



48

10.

11.

12.

13.

14.

NICOLE BARDY

A, (ou AS,l)) pour n > 2:

[ N " S S Y
[ S A SR S —
Bn (Ou B7(—Ll)) pour n Z 3: O— @ — @+ v —eo o —«>»
C, (ou Cy(ll)) pour n > 2: S @ et - «<»
D, (ou Dg,l)) pour (n >4): .__I_. ........ ._._._I__.
P (1)y .
Es (011 E6 ) : e—o—0—0o—o
> (1)y .
Ex (011 E7 ) : o—eo—0—0o—0o—0—o
2 1)y .
Eg (011 Eg ) : o—o—I—o—o—-—o—o—o
Fy (ou Fil)) : —eo—>v—o
A 1)y .
G2 (ou G37) : - =
°Ya, (2)y .
BC; (ou A7) : ==
BCn (0u A) (n>2): qxp—oeeeiriinainnnn -~ e<»
tBn (Ou Agi)+1) pour n Z 3: O—@— @ - v e —eo—0—«<»
tC, (ou Dgll) POUT 11> 2! qem— @ vvveeeeeunnnnnn — &>»
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15. tFy (ou Ef(jz) ): R S, —
te (3.

16. *Gq (ou D7) - >

17.  Zy (ou Zél) ): o

Les noms donnés entre parenthéses sont (sauf pour Zél)) ceux de [K]. Ils font
référence a la réalisation de l'algébre de Kac-Moody affine correspondante comme
algeébre de lacet. Les noms donnés ici en premier sont plus naturels dans la théorie
abstraite des systémes de racines ; ils apparaissent (pour la plupart) sous cette forme
dans [Ra).

e Les M.R.I de type affines non normalisées sont celles dont les diagrammes de
Dynkin sont :

1.  A] (ou Agl)x) : =—>»*

2. A" (ou A(ll)xx): o = 1o

3 BC,, (ou Agi) ) (n>2): e S -~ e«
4. BC, (ou AP X ezze

5. Cy (ou Cél)x) : swke

6. B (ou BV ._I_. ........... - X

7. tC) (ou D,(fl:) : X Q@+ e reneaeaeann ——a>»
8. tC." (ou Dfl: ") X B @t o~ >»%

Cette classification se déduit facilement de la classification des matrices de Kac-
Moody affines de 1.1. et de 2.1. Elle correspond (sauf pour Zp) a la classification
des échelonnages de Bruhat et Tits [BR T1, BR T2], cf. [B3R|.

e Les MRI de type profini (cf. la classification de 1.1) sont celles qui ont pour
diagrammes de Dynkin :
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1 Ao L. — o o o o o @ ----
2. A o o o o o o o

3. B s o o o _o..

4 Co s o o o o...

5. Do o o 0o 0@ -----

!

6. BCy (ou BY) (seule M.R.I de type profini non normalisée) :
Xgzn-0o—0—0—0—0 ---

Cette classification résulte de 2.1 et de V'exercice 4.14 de [K].

Coracines

Corollaire 2.1.4 — Supposons comme en 2.1.1, que si i € I, alors quel que soit
J € Le, on a a;; # —1/2.

Si o = w(ay), alors w(a)) ne dépend que de a (et pas de la racine simple

ni de Uélément du groupe de Weyl). Autrement dit, si w(o;) = w'(ay), alors
w(ag') = w'(eg).
Remarques et définitions. D’aprés 1.1.10, si i € I, assertion précédente est vraie
aussi pour w(ay) qui est la coracine de a, notée a¥. Notons en effet que (comme
a la remarque 9 suivant 1.1.4), R’ = (§, 5", II,IIV) est une réalisation de la matrice
normalisée B(A).

Sia = wa; et sii € I (cest-a-dire si o # af ie. of = 2a)), on pose
(2a)Y = w.af, c’est la coracine de 2« (qui est considérée comme une racine : cf. 2.2).

Enfin, si ¢ € Iim, la coracine de w(w;) est w(al).

Démonstration. D’apres 2.1.1,

w(oy) = w'(0g) = wlw' (o) = s = wlw'(0f) = o

et dans ce cas i et j sont simultanément dans Iy, I, Ip ou I_. O
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Lemme2.1.5 — Siicl, et siwe W, alors :

Sw(as) = Sw(af)-
Démonstration. Si i € I, cela résulte de 1.1.12.
Si i € Iim, on sait que w.a; — a; € Q(Ire), de méme w(a}') — af € Qg (Ire) et il
s’agit de montrer 1’égalité des supports de ces deux éléments.
Considérons une décomposition de longueur minimale de w, w = R;,...R;,,,

w.op — O = E RilmRis Oy — Ri1~'~Ris_1~ai ;

s<n

= Z Riy..Ri,_, (—(ai,00 day,).

s<n

Or, i € Ijy, donc (ai,ag\s » < 0, et par minimalité de la décomposition on a selon
(1.1.6) :

Ril ...R,;s_l Q5 € Q+.
Comme w(a;) — a; est la somme de tels éléments, son support est la réunion des
supports des 7, ...r;,_, (@;,) qui ne sont pas affectés d’un coefficient nul. On obtient

bien str une décomposition tout & fait analogue de w.of — &' dans Qg. On sait,
d’apres le cas réel que :

SRil "'Ris—l(ais) = SRq;l "'Ris—l(ag\s)

Enfin, comme la matrice vérifie la propriété de symétrie combinatoire (B4), les coef-
ficients des termes R;,...R;,_,(cu,) et R;,...R;,_, (; ) dans les deux décompositions
sont simultanément nuls ou strictement positifs. D’ou le résultat. O

Lemme2.1.6 — Siic I, we W etw.a; >0, alors w.a) > 0.

Remarque. Comme au 1.1, u > 0 signifie que ses coordonnées dans les bases (a;)ier
ou (af)ier sont toutes positives ou nulles.

Démonstration. Pour ¢ € I, cela résulte de 1.1.10. Pour o; avec i € iy, le résultat

est clair en introduisant dans Q¢ les parties :

B ={a € Qi /wa—ac Z Ko, Vw € W}

ieIre
By = {a € Q. /{a,a) <0,Vi € Ie}.

On a encore By® = By comme en 1.1.15 et a; € B"", ce qui implique le résultat. O

Lemme 2.1.7 — Si o et B sont dans W.II, alors {a,B3V) et {B,a") sont de méme
signe au sens strict.
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Démonstration. Le résultat a déja été établi pour « et 8 réelles (cf. 1.1.11).
Si B est imaginaire, quitte & conjuguer sous W, on peut supposer 3 = o; ou
i € Lim. Alors, (a,a) (resp. {a;,aV)):
— est strictement négatif si et seulement si « est positive et son support est lié
a i (et n’est pas réduit a {i} sii € Iy) ;
— est strictement positif si et seulement si a est négative et son support est lié
a i (et n’est pas réduit a {i} sii € Ip) ;

— est nul si et seulement si le support de o n’est pas lié & ¢ (ou est réduit & {i}
sit € Io)

O

2.2 Systemes de racines a bases libres
Généralités

Supposons donnée une matrice de Borcherds relative, indexée par I = I LI I5 U
Iy U I_ partition définie comme précédemment.

Notations.

Pour tout ¢ € I, on suppose donnée une partie N; de Q7 telle que :

(a) N; admet comme plus petit élément 1, ou elle ne contient pas sa borne
inférieure, mais est minorée par 3/4 et contient 1 ;

(b) siie€ Iy, alors N; = {1,2};
(c) siie€l,alors N; ={1};
(d) siieletj€ I, alors Njaj; C Z (en particulier, cela impose aj; € Z).

On note N ing, 'ensemble des éléments indécomposables de N; (i.e. les éléments
p de N; qui ne s’écrivent pas comme somme d’éléments de N;), et M; le plus petit
sous-ensemble de Q, qui contient 0 et N; et qui est stable par I’addition (on a
donc M;aj; C Z pour j € Ie). On a 1 € Njjng. Il est clair que M; \ {0} admet
la méme borne inférieure que N; et est engendré par N; ;nq pour l'addition ; ainsi,
Niind = M; ina (avec les notations de la parenthése abstraite de 1.2).

Définition.

On appelle alors systéme de racines a base libre II = (;);cr, associé & A et aux
N; un sous-ensemble A de Qg (dont les éléments sont appelés des racines), qui
vérifie les propriétés suivantes :

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 53

(SR1b) A=A, U(-A) od Ay = ANQo4 ;
(SR2b) Vi€ I, Q i N A = Niay ;
(SR3b) Vi € e, Vo € A\ Zay;,

{a+sa;/s€Z,—a,a)) <s<0}CAsicaa)) >0;
{a+sai/s€Z,~{a,a)) >5>0} C Asila,a)) <0;

(SR4b) Vi e Iim,Va S A+ \ @_;.Oéi,
(a,al) <0< a+ M;a; C A, ;
(a,a{‘) =0= a+n;qa; ¢ A+ (‘v’nz c Nz‘,ind) ;
(SR5b) Va € Ay \ | Qiay, il existe i € T et n; € N; ing tels que: a —nsa; € A,
il

Le sous-ensemble A N Qq,— est noté A_ ; onadonc Ay =—-A_.

Nous démontrerons en 2.2.1, 'unicité d’un tel systéme de racines.

Enfin, nous établirons son existence en 2.4.1, en précisant sa construction.
Remarques et définitions. (1) D’aprés (SR1b), si @ € A, alors —a € A. D’aprés
(SR1Db) et (SR3b), A est stable par r; pour ¢ € L.

(2) Diagramme de Dynkin associé. A un tel systéme de racines & base libre, on
associe le diagramme de Dynkin de la matrice de Borcherds relative A, auquel on
ajoute encore les ornements suivants : pour un sommet correspondant & un indice %
imaginaire, on note en indice Pensemble N;, s’il n’est pas réduit a {1}.

(3) L’hypothese N;aj; C Z (i.e. Nyai(a}) C Z) peut étre remplacée dans ce 2.2,
par une hypothése un peu moins forte qui est N;(2a;i/a;j;) C Z (i.e. N;ai(o) C Z) ;
elle est utile dans la section 2.3 (& partir de 2.3.3), c’est-a-dire pour Pexistence du
systéme de racines. Cependant, nous pourrons généraliser en fin de section 4.4 les
résultats de 2.3 et 2.4 sous ’hypothese suivante (un peu plus forte que celle introduite
dans les lemmes 2.1.1 et 2.1.4) : N;(2aj/a;;) C Z pour tout (i,5) € Le X I et
a;j # —1/2si (4,5) € I x I (sous les hypotheses de la fin de 4.4).

(4) A partir des propriétés (SR1b), (SR2b), (SR5b), il est ais¢ de voir que si un
tel systéme existe, il est inclus dans + @, ; M;«;. De plus, @,;c; =M;a; est stable
sous l'action de W (si j € Ie, on a 2M;aj;/a;; = Miai(a}’) C 2).

Démonstration de (4). En effet, grace & (SR1b), et (SR5b), si o est dans Qq et
dans le systéme de racines a base libre, il existe une suite finie {i;}<n,(n € N)
d’éléments de I et des n;; € Ny, ina tels que pour tout s < n,a — n;, o, .. — Ny, 0,
est encore dans Qg et dans le systéme de racines et telle que a — n;, ;.. — ny, 0,
est proportionnel & une racine de la base. D’ou le résultat. O

(5) L’hypotheése Nja;; C Z pour ¢ € I (ou ’hypothése de la remarque (3)), et
la remarque précédente assurent que pour tout a € A, le scalaire {a,a)) (pour
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i € Ire) est entier, ainsi r;.a0 € o+ Za; et 'ensemble décrit en (SR3b), qui est appelé
la « a;-chaine » de a a r;.«, contient 7;.« ; de plus, il coincide avec la a;-chaine de
;.0 & Q.

(6) Sous 'hypothése (SR1b), (SR3b) est équivalente & la condition :

(SR3) (encore appelée condition de chaines réelles) (cf. 1.2.13) Vi € Le,Va €
A1\ Na; alors {a+ sa;/s € ZYNA ={a—pa;,....,a+qa;} C Q4 oupet
g sont dans N et p — g = (a0} ).

Démonstration de 6. L’implication (SR3) = (SR3b) est évidente. Pour montrer la
réciproque, considérons I’ensemble S tel que {a+sa;/s € Z}NA = {a+sa;,s € S}.
D’aprés (SR1b), il est clair que cette intersection est incluse dans Qg+, donc S est
un ensemble minoré de Z qui admet un plus petit élément noté —p. Par suite,
a — pa; € A et (SR3b) implique 7(a — pa;) = a + (—(a,&)) + p)a; € A et
{-p,—-p+1,...;p—e,a)>} C S car {,0)) € Z (cf. remarque (5)).

S’il existe un élément ¢ > p — (a,a)) dans S, 'image par r; de a + qa; est
également dans A, donc, o — ({a,y) + @)a; € A = AL UA_, ce qui implique
~(a,ay ) +q) € S, avec —({a,aY ) +q) < —p et donc contredit la minimalité de p.

On obtient alors aisément tous les résultats de (SR3b). O

(7) Si i € [im, a0y < 0 done si @ € Ay, on a (o)) < 0. Ainsi, sous
(SR4b) : {a,al) < 0 < In; € N;jna ;@ + n;a; € Ay et la seconde assertion de
(SR4b) est une équivalence.

(8) On verra (en 2.3.4 et 2.4.1) que tout élément o de A a un support S, connexe.
L’hypothese (a,al*) = 0 équivaut (pour @ € A et i € Iim) & Sy U {7} disconnexe
et implique donc a + n;a; ¢ Ay, pour chaque n; € M;.

(9) On dit toujours que «; est une « racine simple » ; cependant, lorsque N; n’est
pas inclus dans [1, 00|, a; n’est pas bien déterminée par la demi-droite Q4 ;.

(10) Si a € P, ; M, alors pour tout w dans le groupe de Weyl, w.ao — v est
dans Q(Ire). Ainsi, si orbite W.a de o sous W est contenue dans ®ie 1 Mo, cette
orbite contient un élément de plus petite hauteur qui est forcément dans Bg (cf.
1.1.14).

(11) On pourrait, dans ces définitions et les résultats qui vont suivre, remplacer
Q par un corps ordonné archimédien K; contenu dans un méme corps ordonné que

K.
Motivation de ces définitions

D’apres 1.2.13, le systéme de racines a base libre d’une algébre de Kac-Moody-
Borcherds est du type indiqué avec N; = {1} pour tout ¢. Dans [B3R], nous
avons rencontré de tels systémes de racines avec N; = N* pour i € [,. Dans
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[B; A 2.7] et [B-R], on trouve des systémes avec I = Iy réduit & un élément i et
N; = {n € N/n non multiple de s} pour un certain entier s.

La définition précédente est donc une généralisation naturelle. On verra d’ailleurs
en 2.4 que beaucoup de ces systémes de racines sont des sytémes 2 associés & une
algebre de Kac-Moody-Borcherds.

En ce qui concerne N; :

— les raisonnements par récurrence sur la hauteur des racines nécessitent que 0
ne soit pas adhérent a N;, on a donc supposé par normalisation que 1 € N; et
N; C [3/4,400].

— On aurait pu imposer : « N; contient sa borne inférieure (dans R) », ou « N;
n’a pas de points d’acccumulation dans R » ou méme « N; est & dénominateurs
bornés » (c’est toujours le cas s’il existe un j € I tel que aj; # 0 et c’est vérifié
dans la plupart des applications), cela aurait eu 'avantage que «; soit bien
déterminé pour tout ¢. Malheureusement, cela aurait compliqué les théorémes
de passage aux quotients et aux sous-systémes que I’on démontrera.

Résultat d’unicité

Théoréme 2.2.1 — Sous les hypothéses précédentes, si, pour une famille (N;)cr
(satisfaisant auz hypothéses de 2.2) donnée, il existe un systéme de racines & base
libre, alors il est unique. De plus, lorsqu’un tel systéme A existe, il est le plus petit
sous-ensemble Q de Qg qui vérifie (SR1b), (SR2b), (SR3b) et (SR4b).

N.B: S’il existe, ce systéme est noté A(A, (N;)icr). D’aprés la proposition 1.2.14 et
la deuxiéme assertion de ce théoréme, ce systéme est égal & Py U —Fj.

Démonstration. Supposons donc lexistence d’un systéme A vérifiant (SR1b),
(SR2b), (SR3b), (SR4b) et (SR5b).

Considérons ’ensemble & des sous-ensembles T" de ) qui vérifient simultanément
(SR1b), (SR2b), (SR3b), (SR4b). Par hypothese, § # 0. Notons © l'intersection de
tous les éléments de §. On vérifie aisément que Q € §.

Il est clair que 2 C A. Montrons I'inclusion inverse.

Supposons au contraire que A ne soit pas inclus dans 2. Par (SR1b), qui est
vérifié par les deux ensembles, il existe un élément 3 de A4 qui n’est pas dans 2.
L’ensemble des valeurs de la hauteur sur les éléments de Ay \ Q4 admet une borne
inférieure ho dans R. Soit alors un élément o de A4 \ Q4 tel que ht(a) — ho < 1/2.

Par hypothese, A vérifie (SR5D) ; par suite, il existe ¢ € I et n; € Nj inqg tel que
a—n;a; € Ay. Le coeflicient de a suivant a; est nécessairement strictement positif
et a n’est pas proportionnel & a; ((SR2b) est vérifié dans Q et dans A). De plus, il
en est de méme de a — n;a;, cet élément est forcément (par minimalité de o) dans
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(2 puisque n; > 3/4, mais on sait que ) vérifie les quatre premiéres propriétés de la
définition. En conséquence :

(a) Cas on i € Ijp,.

(a.1) Si (@ — n;ay,af*) <0, alors, par (SR4b) dans Q, @ — n;a; + na; = a € Q5

(a.2) Si (a — n;a;,a) > 0 (donc est nul puisque a — n;a; € Ay), alors, par
(SR4b) dans A, on a a — n;a; + noy ¢ A.

Dans les deux cas, on a une contradiction avec ’hypothése a € A\ Q.

(b) Cas ou i € I. Grace & (SR3b), la a;-chaine liant o — a; & son image
sous r; est incluse dans les deux systémes. Notre hypothése a ¢ Q implique donc
(a— aj,0/) > 0. Mais alors, (a,;) > 0 et comme 7;(c) € A, I'élément 7;(x) est
de hauteur strictement inférieure & « ; d’ol une contradiction avec la caractérisation
de a puisque par (SR3b) dans Q, r;.c n’est pas non plus un élément de Q.

Par suite, un tel élément « ne peut exister et donc A = Q. O

Remarque. Si un ensemble A’ vérifie les mémes hypothéses que ci-dessus en
remplacant toutefois dans (SR4b) et (SR5b) N ing pour ¢ € I, par un sous-
ensemble S; de M, contenant N; jnq, alors la démonstration ci-dessus montre encore
que A’ est égal a Q. D’ailleurs le A que l’on va construire vérifie cette hypotheése
(SR4b) modifiée (cf. 2.2 Rq. (8) ou 2.3.9).

Théoréme 2.2.2 — Si, pour tout ¢ dans I, on a N; C N, et si l’on suppose encore
lexistence du systéme de racines o base libre, il est inclus dans tous les sous-
ensembles de Q) contenant I et qui vérifient (SR1) (dont I’énoncé donné en 1.2.13
est identique ¢ (SR1b) mais dans Q), (SR2b), (SR3b), (SR4b). (c’est donc le plus
petit d’entre euz.)

Remarque. Notons que si N; C N, on a N;jna = {1} et M; = N et ainsi les
hypothéses (SR4) de 1.2.13 et (SR4b) (resp. (SR5) de 1.2.13 et (SR5b)) sont
équivalentes.

Démonstration. Sous les hypotheses de (2), le systéme est inclus dans @ (voir Rq. 4.
n° 2.2). La démonstration est alors essentiellement la méme que celle du théoréme
précédent.

On considére cette fois, % ’ensemble des sous-ensembles I' de @ qui vérifient
simultanément (SR1), (SR2b), (SR3b), (SR4b). On note encore 2 P'intersection de
tous les éléments de & (toujours non vide par ’hypothése).

De méme Q € §, et si §’ désigne a présent ’ensemble des parties de @ qui vérifient
les cinq premiéres propriétés du théoréme (par hypothése, cet ensemble n’est pas
vide). Il est clair que Q@ C IT" pour tout I' € F'.

L’inclusion inverse se démontre comme précédemment. O
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Corollaire 2.2.3 — Si A(A,(N;)icr) existe, alors pour toute partie J de I, le
systéme a base libre A(A(J), (Ni)icing) ezxiste également, plus précisément :

A(A(J), (Ni)ierns) = A(A, (Ni)ier) N Qa(J).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que l'intersection considérée posséde bien les
propriétés exigées. O

2.3 Construction d’un systeme de racines a base libre
Premiers résultats d’inclusion ; le candidat ©

Soient A une matrice de Borcherds relative, et pour chaque ¢ € I, un sous-
ensemble N; de Q vérifiant les hypothéses de 2.2. Si le systéme de racines a base
libre associé & A et aux N, existe, on le note en général A(A, (N;);cr) et plus
simplement A lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur les données.

On a vu en remarque (1) de 2.2 que le systéme de racines est stable sous I’action
du groupe de Weyl, par suite :

Proposition 2.3.1 —

W (ILe) U2W (II) U W ( | ] Niew) C A.

1€ Iim

De plus: A C + @ M;o;, posons alors :
iel

K' ={a€ EBMjaj \ Uier(@y )y ; So est connexe et {a,a)y <0 (Vi € Le)},
jeI
et Kc = K/ U ( U N,az)

ielim
Dans la suite, on pose :

0 = W(Il,.) U W(2ILp) U +W (K,).

Nous démontrerons en (2.4.1) que © est le systéme de racines cherche.

Premiéres propriétés du candidat ©

Lemme 2.3.2 — L’ensemble © vérifie (SR1b) et de plus, s’écrit comme une réunion
disjointe :
0 =WIL. UW(2I) UW.K. U -W.K,.
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Démonstration. On a: K. C Bg et Bg = By d’aprés 1.1.15, donc W.K, C Qq,+.
De plus, tout élément o de Bg est 'unique élément de plus petite hauteur de son
orbite sous 'action de W et est donc I'unique élément commun & Bg et & cette
orbite. D’aprés 1.1.16, les réunions sont bien disjointes. D’autre part, on sait que si
® = W(Il.) alors ® = &, UP_, avec D_ = —P, ceci grace a 1.1.6 (d). Il est clair
que la propriété est encore vraie pour W(2Ils) ; d’ou le lemme. O

Remarque. Dans le cas o V; C N, on a M; = N et donc la propriété (SR1) est
vérifiée dans Q.

Lemme 2.3.3 — L’ensemble © vérifie (SR2b), c’est-a-dire : ©NQia; = N;oy pour
tout i € I.

Démonstration. Pour tout o élément de K., on a w.a —a € @ Qio; Par
iEIre
suite, w.ax n’appartient & une demi-droite rationnelle @, a; que si i € Iy, et si

woa=a¢c K.NQ a; = N;ay.

D’autre part, 'image par W d’une racine simple réelle est dans Q(Iye).

Ces deux résultats permettent d’affirmer que si i € Iiy,, alors © N Qi a; = N;a;.

Enfin, W.ILe N Q4 ; = W.IIL NNay, et s'il existe (4, 5) € I2 tels que w.a; = nay;
avec n € N, alors w_l.aj = w;/n € @, dou n = 1. De méme, 2w.a; = na; avec
(i,7) € Iz x I implique n = 2 (et méme ¢ = j d’aprés 2.1.1). O

Nous nous permettons d’ores et déja d’appeler les éléments de © des racines.

Lemme 2.3.4 — Si o appartient a ©, le support de o est connecze.

Démonstration. Si a € Wil U2W.II,., cela résulte de 1.1.13. Si a € £W. K, on le
déduit de 2.1.3. O

Les conditions de chaines réelles

Lemme 2.3.5 — Soit o € Qg4 tel que, pour tout w € W, l’élément w.a soit dans
Qo et ait un support connexe. Soit i € I tel que (a,a)) < —1. Alors, pour tout
weW, w.(a+ a;) appartient & Qq,+ et est & support conneze.

Démonstration. Soit w € W. Si w.a; € Qg+, alors w(a + a;) € Qg4+ et est &
support connexe puisque w.c et w.c; (d’aprés 1.1.13) ont des supports connexes et
que (w.a,w.a) ) = {a,a)) < 0.

Dans le cas ol w.a; € Qg—, on a w = w'r;, avec w' € W et w'.a; € Qg
Légalité w(a + ;) = w'ri(a + ;) = w'.a — (a,a)) + 1)w'.a; permet alors de
conclure. En effet, par hypothése (a,a)) + 1 < 0, w'.a et w'.c; appartiennent a
Qa4 et leurs supports sont connexes et liés puisque (w'.a,w’.a)) = {a,a)) < 0.0

Lemme 2.3.6 — Soient E une partie de Qg et i un élément de I tels que :
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(i) pour tout o € E, o)) € Z,
(if) r(E) C E,
(iif) pour tout o € E tel que {a,a)) <0, on a (o + ;) € E.

Alors, pour tout o € E, la o;-chaine Ch(a, a;) joignant o a () est contenue dans
E.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur l'entier n = [{a,a )|

L’assertion étant triviale pour n = 0, considérons n > 1.

Gréce 4 (ii), quitte & échanger « et r;(0), nous pouvons supposer que {,a;' ) < 0.

Si (a,0)) = —1, la a;-chaine Ch(a, a;) est réduite a deux éléments a et r;(a)
qui, d’aprés (ii) ou (iii), sont bien dans E.

Si ()Y < —2, posons B = a + «;; alors d’apres (iii), 3 € E et on a
(B, | < [{a,a) )| donc par hypothese de récurrence, Ch(f3, a;) est incluse dans E.
D’aprés (ii), r;(«) € E. Enfin, Ch(a, o) = Ch(B, o) U{a, r;(a)} ; d’ot le résultat. O
Proposition 2.3.7 — Pour tout a« € W.K, et tout i € I, la a;-chaine Ch(a, o;)
joignant o o r;(c) est contenue dans W.K..

Démonstration. 11 suffit de démontrer que W.K, vérifie toutes les hypothéses du
lemme 2.3.6. L’inclusion W.K. C @,.; M;a; permet d’établir (i), le (ii) est trivial.
Enfin, (iii) résulte du lemme 2.3.5. O

Proposition 2.3.8 — Soit i € I, pour tout « € W(II U 2II3) \ Nay, la a;-chaine
Ch(a, ;) joignant a & r;.cc est contenue dans ©.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que © vérifie les hypothéses du lemme 2.3.6.
Les assertions (i) et (ii) sont triviales et il reste seulement & établir (iii) pour
a € W(Il, U 2I1y), puisque (iii) est vrai dans W.K, et —-W.K, = —r;(W.K,).

Pour des raisons de symétrie (par —r;), il suffit de considérer le cas a € Q4.

11 s’agit en fait de montrer que: si a € Q4+ N W (Il U 2II;) \ No; et a; € Tl
sont tels que a + a; ¢ W (Il U 2I5) et (a,a)) < 0, alors W(a + a;) C Q4 et
ne contient que des éléments dont le support est connexe (ceci impliquant de fagon
évidente o + a; € W.K,).

Pour cela, nous allons établir par récurrence sur la longueur de w ’assertion
suivante :

e Vw € W, Vi € Le, Va € (W.(IIe U 2II3) N Q4) \ Na; tels que a + a; ¢
W.(I1,e U 2115),

(a0 < 0) = (%) (w(a+ ;) € Qa,+ et Sy(ata;) St connexe).

Si l(w) = 0, il est clair que, sous les hypothéses précédentes, le support de o+ a;
est connexe et que 1’élément considéré est bien dans Q.
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Admettons la propriété démontrée pour l(w) < m et considérons w € W de
longueur n et ¢ € I.. Supposons qu'il existe a € (W.(II;e U 2II2) N Q4 ) \ No; tel
que :

o (a,al) <0;

o a+a; ¢ W(Ile U2Il,) ;

e w(a + o;) ne satisfait pas a (x).

On sait que pour tout w’ dans W, {w'(a),w' ()} C &4+ LUD_.

Comme {a,a)) < 0, il est clair que si les deux éléments de la somme sont dans
la méme partie de ®, le support de la somme est connexe et que si de plus, ils sont
tous deux dans ®, alors w'(a + «;) satisfait a (x).

Sous ’hypothése précédente, I’'un au moins des deux termes est donc dans ®_.
Considérons w = ry,...r;, , une décomposition réduite de w, il existe un plus petit
indice 75,5 > 1 tel que ry,...7;, {@,; } N ®_ # 0.

D’aprés 1.1.6, o n’étant pas proportionnel & «;, les deux racines ne sont pas
envoyées simultanément dans ®_ ; intersection précédente est réduite & un élément
qui est —q;, ou —2q;, (par minimalité de s).

(1) Considérons d’abord le cas ou cette intersection est réduite & —a, .

Si s # n, on a une contradiction avec ’hypothése de récurrence puisque, si
on note w' = 7;,...r;,, la longueur de w' est strictement inférieure & n alors que
W (T, - oTiy 0Ty .. T, .0) D€ vérifie pas (x) (I'un des deux éléments de la somme
est égal a a;, et (cf. 1.1.10) (a;,aV) < 0). Par suite, s = n.

On est alors dans 'un des cas suivants :

() @i, = a; et o € W.(ILe U2II3) 5
(b) s, = et o€ Wil ;

Ainsi, 7, .1, _, {a,a:}) C Q4, et {ay,a¥) <0 (d’aprés 1.1.10). Enfin, (a;,a")
et {a,a) sont différents de —1 car w(a + a;) ¢ W (Il U 2I15).

Dans le cas (b),

w(a + ;) =r,..ri,_, (—a+ a; — {ay,a” Ya) puisque o, = a;
=ri, i, (0 ;) — (2+ i@ Wiy i (i)

Les remarques précédentes imposent 4, ...r;,, (a+0a;) € Q4+ mais aussi la connexité
de son support puisque : {7y, ...7;, _, (@ + ;)i (0)) = (o + i) =
24 {a,aV ) < 0. Le cas ou ce facteur est nul étant trivial dans la formule précédente.

Dans le cas (a),

w(a+ ;) =714y ...1i,_, (—oi + ri(a)) avec oy = oy, ;
=71y i (@ — (e Yoy — ;) ;

=1y ri (@) + (—Caya)y — D)y ers, o (o).
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Comme précédemment, 7;,...r; (& + a;) est un élément positif dont le support
est connexe puisque (ry,...r5,_, (a),r;, .75, _, (&) )Y = {e,e) ) < 0.

Dans les deux cas (a) et (b), on obtient une contradiction avec les hypothéses
faites, ce qui établit le résultat cherché.

Nous avons en particulier démontré que la propriété (x) est vérifiee dans le cas
ou a € Will.

(2) Considérons & présent le cas ou r;,..r;, {a,0;} N - = {—2a;,}, alors
Tigyr--Tin-@ = 20, €t on note o =r;,,...7;, (a;). Sous cette hypothese, i, € I3, on
a @ =2aj et donc (o/,o; ) € —2N*; en particulier, il ne peut pas étre égal a —1
(voir aussi 2.4.5).

De plus, o/ est dans W.II,e N Q4 et on a {a/,0; ) < 0, donc, d’apres le résultat
établi dans le cas (1), & + «;, est dans ©, est positif, et a un support connexe et
( + a0 ) <0.

(a) Si o +a;, € WK', (& + a4,,0)) = (,oy) +2 < 0. Deux cas sont
possibles :

1) < + a;,,0) = 0, mais alors 7;,(a/) = o + 2a;,, ce qui contredit
a+a; ¢ W(ILU 2I1) ;

2) (' + ;)Y < 0, ce qui implique o + 2a;, € W.K. & cause de la
proposition 2.3.7, donc a + o; € W.K..
(b) Si o + o, € W(Il U 2II2), on a forcément {o’,o;') < —2 puisque
o +20;, ¢ W(ILU 2IIy). Par suite, (o’ + a;,,0;) <O0.

Alors, si @ + a;, € W.II, le résultat vient par (1).

Si o + a;, € 2W.II,, pour ne pas contredire ’hypothése de récurrence (appliquée
a o + a;, et a;,), on doit encore avoir s = n donc @ = 2a;, et &/ = ;. De
plus, {a; + a,'n,a;/n) est entier pair et est strictement inférieur a 2. S’il était nul, on
aurait alors o; + 2a;, = 7;, (a;). Il est donc inférieur ou égal & —2. Par suite, on
a (o + 204,07 ) <0 et {a; + 20,,0)) < 0; ce qui prouve que o; + 2a;, € K'.
Donc a4+ a; € K' Cc W.K'. O

Les conditions de chaines imaginaires
Proposition 2.3.9 — L’ensemble © satisfait a la condition (SR4b). Plus précisé-
ment, soient i € Iy, et a € 04 \ Qa,.

(i) Sica,al) <0, on a a+ M;o; C O,

(i) Si<a,al) =0, alors quel que soit A € Q% , a+ Aa; ¢ O4.
Démonstration. (i) Soit A € M;. Montrons que (a+Aa;) € ©4. En écrivant A comme

somme d’un nombre fini £ > 1 d’éléments de N; et en raisonnant par récurrence sur
k, on voit qu’on peut supposer que A € N;. On distingue alors deux cas.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



62 NICOLE BARDY

Premier cas : o € W(Ile U 2II3), i.e. @ = w(hay), ot w € W, j € L, et 'une
des deux conditions suivantes est satisfaite : ou bien A = 1, ou bien h =2 et j € I,.

On a o+ Aa; = wlha; + w(Aa)), et w1 (Aa;) € ©. Compte tenu de la
condition de chaines réelles (cf. 2.3.7) et de la stabilité de © sous I’action de W,
il suffit de vérifier que (w‘l()\ai),a}’) < —h. Or, comme XA € N; et que j € I,
(w‘l()\ai),a}’) est un entier, et cet entier est pair (donc n’est pas égal & —1 ; voir
aussi 2.4.5) si j € I. Il suffit donc de vérifier que (w™"(Aa;),a) ) < 0.

Or, (whaj,0fy = (oyw.af) et (cf. 2.1.7), {ajw.af) est du signe de
(w.aj,af') ; enfin, (w.aj,al) = (1/h){e,af) < 0 par hypothese ; d’ou l'inégalité
cherchée.

Second cas : a € W.K,.

Nous allons montrer que (o + Ao;) € W.K'.

Pour tout w € W, w.a et w(Aa;) appartiennent & el M;a; et ont des supports
connexes et liés (car {(w.a,w.cf) = (a,&)) < 0); ainsi, w(a + Aa;) appartient a
@je 1 Mja; et a un support connexe.

D’aprés 2.2 Rq. (10), on peut considérer ’élément de hauteur minimale de
W (a+Aa;). Il appartient & K'U(U;¢ . @+;). Reste a montrer qu'’il est en fait dans
K'. Supposons au contraire que w(a + Aa;) = paj, ot w € W, p € Q% et j € Iin.
Puisque w.a et w.a; sont & coordonnées positives, 'égalité po; = w.a + Aw.o
impose & w.a et w.a; d’étre tous deux proportionnels & «;. Par suite, les deux
racines a et a; sont proportionnelles ; ce qui est exclu par hypothése.

(ii) Supposons (a + Aa;) € ©. Alors, (cf. 2.3.4) le support de cet élément est
connexe, contient ¢ (car A > 0), et est distinct de {¢} (car o ¢ Qo) ; donc le
support de « contient un élément j distinct de i et lié & 5. Comme i € Iy, on en
déduit que (a,al) < 0, d’on une contradiction. O

2.4 Existence des systéemes de racines

Théoréme 2.4.1 — Si A est une matrice de Borcherds relative et si les ensembles
N; vérifient les hypothéses de 2.2, le systéme de racines o base libre associé existe
et on a:

A(A, (Ni)iel) =0 =WIl.u2w.lil, U xW.K..

Démonstration. 1l reste & montrer que © vérifie (SR5b). Pour un élément de ©,
non proportionnel & une racine simple et qui n’est pas dans K’, le résultat est clair
grace & la condition sur les chaines réelles ; pour un élément de K’, il résulte de la
proposition (1.2.14) qui s’applique & © puisque (SR3) et (SR3b) sont équivalents
sous ’hypothése (SR1b) (cf. 2.2) et puisque la condition (i) de 1.2.7 est conséquence
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de (SR3) et (SR4b). Par suite, si & € K’, il existe i € I et n; € N, ina tel que
a—n;a; € 0. O
Remargue. 11 résulte de 2.3.4 que sous les hypothéses de 2.4.1, le support d’une
racine (i.e. d’un élément de A(A, (N;)icr)) est connexe.

Corollaire 2.4.2 — Soient A une matrice de Borcherds relative, I son ensemble

d’indices et I = I,e U I, la partition associée (1.1). A la matrice A, on associe la
matrice de Kac-Moody relative C définie par :

(Vi € Ie) (Vj € 1) ¢ij = aij
(Vi € Iim) (Vj € I) cij =0 <= a;; =0

¢;j = —1 sinon.

Alors, si les ensembles N; pour i € I sont des parties de Q vérifiant les hypothéses
habituelles (cf. 2.2), dans Qa = @,;c; Qou, les sytémes de racines & bases libres
A(A, (N;)ier) et A(C, (N;)ier) sont égauz.

Démonstration. D’aprés les structures des deux systémes de racines, il suffit
évidemment de démontrer que les deux ensembles K’ correspondant & chacune des
matrices (disons K4 et K¢) sont égaux. En effet, vu la construction de la matrice
C & partir de A, la matrice de Kac-Moody associée & A (K(A) cf. 2.1) coincide avec
celle associée & C, par suite les groupes de Weyl associés sont les mémes.

En ce qui concerne les ensembles K 4 et K¢, ils sont égaux puisque :

— la condition de connexité du support est la méme dans les deux cas (puisque,
aux coefficients pres, les diagrammes de Dynkin des deux matrices sont les
mémes),

— les conditions {a,a;’) < 0 coincident elles aussi puisque les lignes correspon-
dant & un indice réel sont les mémes dans les deux matrices.

O

Exemple 2.4.3

Soit A une matrice de Kac-Moody relative, d’ensemble d’indices I.
Supposons I, = I ; ainsi pour tout ¢ € I, on a N; = {1} ; posons dans ce cas
S; = Ni;

— pour ¢ € Iy, considérons N; = S; quelconque vérifiant les hypothéses de 2.2 ;

— pour i € I_, choisissons une partie S; de @7} de plus petit élément 1 ou ne
contenant pas de plus petit élément mais incluse dans [3/4, +00[ et contenant
1 et vérifiant S;a;; C Z pour j € I.. Définissons alors N; comme I’ensemble
réunion de S; et de tous les éléments de Q de la forme n = Z;.l:l n;js; avec
h>2,n; e N* et s; €5, les s; étant tous différents.
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On prend alors comme nouvel ensemble d’indices S = U;cr({i} x S;), et la matrice
B = (bn,1) telle que si h = (i,s;) et [ = (j,s;), alors by = s;ai;

Une réalisation libre (9, h",II,II1") de A, devient une réalisation de B, pour
h = (i,s;), on pose ap, = s;a; et aj = ). Alors le systéme de racines non libre 2
de ’algébre de Borcherds correspondante est le systéme & base libre A(4, (IV;)).

En effet, on peut considérer le systéme a base libre 2 de 1’algebre de Borcherds
puis son image dans §” par application additive qui envoie oy, sur ay, (o h parcourt
S) et qui est équivariante pour Paction de W. On sait que Q = W (+ Uhes an) U
W(£K) ou K est 'ensemble des éléments o de }_, g Noy, qui ont un support
connexe non réduit & un élément et tels que (o, ) < 0 pour tout h. Or, d’apreés
I’hypotheése sur la réalisation, I'image de K est exactement la réunion de ensemble
des éléments o de ), . Nap, qui ont un support connexe non réduit & un élément
et tels que {a,a)) < 0 pour tout h et des N;a;, 'image de la base est UieI S;a;.
Par équivariance de I’application de projection, on obtient 1’égalité cherchée.

Remarque 2.4.4

Supposons donnés une matrice de Borcherds relative A a coefficients dans Q
indécomposable, d’ordre |I| > 2 fini et des sous-ensembles N; de Q% quelconques
(satisfaisant aux hypotheéses de 2.2) pour i € Ijy,. Alors, le vecteur u intervenant
dans les trois types de la classification de 1.1 est a coefficients dans Q7 et on peut
supposer que ses coefficients sont dans N* et premiers entre eux.

On note u = (u;)ier et § = ),y us;, alors:

— pour le cas indéfini, § est une racine imaginaire positive de support I et

contenue dans K’, plus précisément {(§,a) ) < 0 pour tout i € I ;

— pour le cas affine, § est une racine imaginaire positive (la plus petite) de

support I et contenue dans K’, plus précisément (§,a.') = 0 pour tout ¢ € I ;

— pour le cas fini, sauf dans le cas Ay, § n’est pas une racine, la plus grande

racine 4 d’un systéme de type fini vérifiant seulement Ay > 0 et Ap # 0.

Cependant, 'existence de p vérifiant ces deux conditions suffit & caractériser le

cas du type fini.

Remarque 2.4.5

Notons que pour la construction du systéme de racines, ’hypothése N;a;; C Z
pour ¢ € I, est seulement utilisée pour démontrer que :

(%) si i € I alors {a,a) # —1 ou bien a + 2a; € ©
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Sous les hypothéses de 2.1.1, si la condition () est vérifiée, I’hypothese 2Na;;/as;
est alors suffisante.

Nous démontrerons plus loin (au dernier paragraphe de la section 4.4) que (%)
est effectivement satisfaite (sous les hypothéses du n°® 4.4) si, lorsque ¢ € I, on a
a;; # —1/2 pour tout j € I (hypothése un peu plus forte que celle de 2.1.1).
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3. Coracines des racines imaginaires dans le cas
libre

Etant données deux racines, il est souvent utile de savoir si leur somme est
encore une racine. Dans le cas ot I'une des deux est simple, la condition de chaine
correspondante fournit un test théorique adapté.

On voudrait pouvoir appliquer un tel critére & tout couple de racines (en
particulier pour pouvoir envisager une notion correcte de sous-systéme). Pour cela,
il faut attacher une coracine a toute racine : il reste donc & considérer les racines
imaginaires. On aboutit en regardant de plus prés leurs supports possibles.

Ceci ameéne & définir des cones (dans les deux espaces en dualité de la réalisation)

sur lesquels 'action du groupe de Weyl a de bonnes propriétés.

N N

Une définition de coracines est alors possible 4 condition de renoncer & une
détermination compléte : la coracine est a choisir arbitrairement dans un céne donné.
Ce choix est inoffensif puisqu’il est sans contradiction avec le cas symétrisable ou
on a une détermination plus univoque.

Situation

Dans ce chapitre, on suppose donnés A une matrice de Borcherds relative indexée
par I ainsi que, pour i € Iy, des sous-ensembles N; de Q. vérifiant les hypotheses
données en 2.2. Le systéme de racines & base libre associé A(A4, (N;)icr) est noté A.
Ainsi, comme au chapitre 2, les familles (c;)icr et () )icr sont libres.

3.1 Notion de cones radiciels duaux
Définitions et résultats utiles
Les éléments de II sont, comme avant, appelés racines simples, les éléments de

W (I, U 2I15), racines réelles, les autres éléments de A, racines imaginaires.
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Supports de racines

1l résulte de 2.1.3 qu’une racine imaginaire ne peut avoir qu'un support de type
indéfini ou affine. En effet, si @ € Aj,y, elle est conjuguée sous ’action de W & un
élément B de K., et le support de 3 est inclus dans celui de a.

Pour une racine a, on note FS, la fermeture du support de o, c’est-a-dire
P’ensemble des ¢ € I qui sont dans le support S, ou qui lui sont liés.

Propriétés des éléments de K.

Remarques. 1. On a déja vu que si @ € K¢, w € W, on a S C Sy(a)- Plus
précisément, il résulte de 2.1.2 que si w = r;, ...r;, est une décomposition
réduite de w, on a l'inclusion Sy,(o) C Sa U {0s,,... , i, }.

2. D’aprés ce résultat et 2.2.3, si J est une partie de I, alors ’ensemble
des racines réelles (resp. imaginaires) de A(A(J), (NV;)ics) est I'ensemble des
racines réelles (resp. imaginaires) de A(A, (NV;)icr) qui sont dans Qg(J). En
effet, étant donné la structure des systémes de racines, il suffit de vérifier que
(W.K"YNQg(J) = W(J)K'(J) (ou K’'(J) est défini comme K’ mais & partir
des a; pour 7 € J). En fait, 'égalité des ensembles de racines réelles peut
également étre démontrée en utilisant les résultats de Hée [Hée 1 ; 11.15].

Proposition 3.1.1 — Soit a une racine appartenant ¢ K., on note
Zo ={i € Sa/Ca,aly =0}

la proposition 1.1.3, se traduit dans ce contexte par :

seuls les cas suivants sont possibles :

1. S, = Z, est de type affine, o est alors proportionnelle & la racine imaginaire
positive minimale de A(A(Sq)) ou a la «racine simple » a; si So = {i}.

2. Z4 est une partie de I, qui est de type fini (non nécessairement conneze)
ou vide, donc strictement incluse dans le support S, qui est de type indéfini.

Définition 3.1.2 — Si S est une partie finie et connexe de I et Z une partie de S,
on définit :
K(.S’,Z) = {Oz € KC/SQ =SetZ,= Z} et
K("S’Z) ={a"€QL,; Sar =8, Zar =Z et (ai,a™y <0 (Viel)}
0U Zgn = {i € Sanr ;{a;,a™) =0}.
Dans A, on note :
e A; = W(II;) l’ensemble des racines réelles non divisibles non multipliables.

o Ay = W(IIy) l’ensemble des racines réelles non divisibles, multipliables.
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e 2A, = W(2IIy) l’ensemble des racines réelles divisibles, non multipliables.

o Ao = W(Ur £K(1,1)) ot L parcourt les parties connezes de type affine de I,
l’ensemble des racines imaginaires affines.

e Ay = W(U(& 72 K (s, 7)) ou (S, Z) parcourt ’ensemble des couples tels que
S est une partie finie de I, conneze et de type indéfini et Z une partie de S,
l’ensemble des racines imaginaires de type indéfini.

D’aprés 3.1.1, A est la réunion disjointe de Ay, Az, 2A2, Ag et A ; de plus,
K (s,7) ne peut étre non vide que si S est connexe et si I'une des deux conditions
suivantes est satisfaite (c’est en fait une équivalence voir 3.1.7) :

1. S = Z est de type affine ;
2. S est de type indéfini et Z vide ou de type fini.

D’aprés les résultats ci-dessus et 2.4, A contient une composante connexe de type
indéfini ou proindéfini si et seulement si Ay # 0.

Le cone radiciel dual associé : cas «standard »

Dans le début de ce paragraphe (jusqu’en 3.1.5), on considére une partie Z de
type fini de I. Le groupe W(Z) est donc fini. Si S est une partie connexe de I
contenant Z et telle que K(g z) # 0, alors tout élément o de K (s, z) est fixe sous
Paction de W(Z).

Dans Qq, on pose :

(Viel)al = (le )|> we%:(z)w(ai).

Si on note Z(i) la composante connexe de Z U {i} contenant i, et Z; := Z(i) N Z,
alors Z; est la réunion des composantes connexes de Z liées & ¢, et on a:

o= ()

Lemme 3.1.3 — Pour touti€ I, a} #0<=1i¢ Z.

Démonstration. Ceci est clair puisque si i ¢ Z, alors w(a;) € Ay pour tout w € W
etsite Z:

1 _ 1 ) —
a; = (W) Z 'w(az) = (2|W( ) Z (w @ +wrz(a1))

weW(Z) weW (Z)
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Sia= Zie sMic; est un élément de K (g z) (out S est une partie de I de type
indéfini contenant Z), il est fixe sous l’action de W(Z), on a alors :

@~ Yo~y ) (3 view)

icS €S wew(2)
= > (o))
i€S\Z
Dans Q, on pose également :
Vie S\Z, of' = Y w(a})

weW(Z)

w(2)|
(W (Z;)|al + w(al) —a/\)>
~(w 2 W(Z)]

weW(Z;)

(la derniére décomposition montre que les coordonnées de o’ sont positives ou
nulles).

Soit A(!) la matrice indexée par I'\ Z dont les coefficients sont : aj; = ;a7 =
(a,07) = |[W(Z)|Kaj,ap) pour (4,5) € (I'\ Z)2.

Lemme 3.1.4 — La matrice AV est une matrice de Vinberg.

Si (4,7) € (Ire X I), alors {aj,af) est entier.

De plus, pouri € I'\ Z, {a;,0a;") >0 (resp. =0, < 0) si et seulement si Z(i) est
de type fini (resp. affine, indéfing).

Démonstration. Sii et j sont tous les deux dans I\ Z et si i # j, alors <a},ai~ )=
(Otj,OZiN YelK_.

De plus, il est clair sur sa formule de définition que ;" est fixe sous I'action de
W(Z), donc, si j € Z, on a {a;j,0;") = 0.

Dans le calcul de A*(Z(i))a;” (ou A! désigne la transposée de A) seule la
coordonnée {a;,as ) n’est pas nécessairement nulle et donc détermine le signe (au
sens large) de A*(Z(i))a;” dans Qg(Z(3)).

(1) Si A*(Z(4)) est de type fini, comme o est positif (i.e. ses coordonnées suivant
les «; sont toutes positives ou nulles) et non nul, on a forcément {a;,a;’) > 0.
(De plus, i est forcément un indice réel donc pour tout w € W(Z;), w(al) est &
coefficients entiers, donc a;,05") € N*.)

(2) Si A*(Z(3)) est de type affine, en considérant a; et son opposé, on voit que
nécessairement {ay,0;”) = 0.

(3) Si A*(Z(3)) est de type indéfini, si on suppose A*(Z(i))a;” > 0, on a de méme
une absurdité, donc {ay,05") < 0.
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Notons que de plus, si ¢ # j pour i et j dans S\ Z,

(Kay,057) = 0) =((Vw € W(2)) {aj,w(af")) = 0)
=((Vw € W(2)) j n’est pas lié & Sy(ar))
=((Vw € W(2)) j n’est pas lié & Sy(q,)) (cf. 2.1.5)
=((Yw € W(2)) (s, (af)) =0)
ﬁ((ai,a;“) =0).

On a ainsi bien établi que A(Y) est une matrice de Vinberg et les derniéres
assertions sont déja démontrées ou évidentes. O

Lemme 3.1.5 — Soit S une partie finie de I contenant Z.
(1) Si A(S) est indécomposable alors A (S \ Z) est indécomposable.
(2) Si A(S) est de type indéfini alors A (S \ Z) est de type indéfini.

Démonstration. (1) Supposons au contraire existence d'une partition de S\ Z =
I U I, telle que pour tous i € I, et j € I3, on ait (a},aj”) = 0. Par connexité de
S, on peut trouver i1 € I1,ia € Iy, tels que dans {i1} U Z U{iz}, i1 et i3 soient dans
une méme composante connexe, plus précisément il existe une partie connexe L de
7 liée & i1 et & 1q.

Un raisonnement par ’absurde permet de montrer qu’il existe w € W (L) tel que
le support de w(aj)) soit L U {iz} (si le support d’un élément n’est pas toute la
composante connexe, on trouve un indice qui est lié & ce support sans étre dedans ;
Pimage par la réflexion correspondante donne un élément de support plus grand).
Par suite, pour un tel w, on a {a;,,w(c;,)> < 0; ce qui contredit notre hypotheése
initiale <o, ;) = 0.

(2) Par hypothese, A(S) et sa transposée sont de type indéfini, il existe donc dans
Qi (S) un vecteur strictement positif v, tel que A*(S)v < 0.

Considérons alors v™ =}, cyy(z) w(v) ; on a facilement :

V= Zniai = v = Zn,—a?.
i€s =
Les n; étant tous strictement positifs, le vecteur v™ est strictement positif dans

@ Ko, et pour tout j dans S\ Z, {ay,v™) = (aj,v) = {aj,v) < 0 puisque a; est
i€S\Z

un élément positif non nul de Qg(S). Par suite, on a montré que AN (S\ Z)v™ <0,
ce qui prouve que cette matrice est de type indéfini.

N.B: Il est clair que de plus, si i € Z, {a;,v~) = 0. Si S est connexe, v~ est donc
un élément de K" (g z) qui ne peut donc étre vide. O
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Proposition 3.1.6 — Si Z C S C I avec S finie et connezxe, alors :
K(S,Z) 75 ) = KA(S’Z) 75 .

Démonstration. D’aprés (3.1.1), si S est de type fini le résultat est évident puisque
les deux cones sont vides. De méme, on traite facilement le cas affine.

Si S est de type indéfini et K (g z) # 0, alors Z est vide ou de type fini et il est
clair que dans la démonstration précédente du (2) (cf. le N.B), pour tout : € Z, on
a {o;,v~) = 0; ce qui montre que K (/‘S‘ 7) n’est pas vide.

La réciproque se montre de fagon tout & fait analogue. O
Corollaire 3.1.7 — Si S est une partie finie non vide et connexe de I telle que
Z C S, alors :

K(s,z) # 0 <= (S, Z) vérifie I'une des deux conditions suivantes :
— la partie S est de type affineet S =7 ;
— la partie S est de type indéfini et Z est

vide ou de type fini, éventuellement non connexe.

Démonstration. L'implication = est claire & partir de 3.1.1.

L’implication <= résulte de la démonstration précédente puisque 1’hypothése
d’existence de 1’élément v n’était basée que sur ’hypotheése « S est de type indéfini »,
on peut toujours & partir de v, construire v™ fixe sous l'action de W(Z) si Z est de
type fini. Le cas affine se traite facilement. O

Définition des cones duaux : cas général

Proposition 3.1.8 — Soient (S, Z) et (L,J) deux couples de parties de I telles que
Kip,5)#0 et Kis,7)# 0 et soient w et w' deuz éléments de W, on a :

w(Kz,n) N w'(K(S,Z)) =0, w(K(AL,J)) n wl(K(/\S,Z)) =0,
sauf si (S, Z) = (L,J) et si w™'w' fize point par point K1, 5y et K1, ).
N.B : On établit au passage le résultat intéressant suivant :

Corollaire 3.1.9 — Si o € K(y ;) et siw € W est tel que w(a) = o, alors
w e W((I\ FSa)U Zy). Le résultat analogue pour K (g z) est également vrai.

Démonstration. (1) Dans le lemme 1.1.15, on a introduit les ensembles B et B ;
si a® € K(’\S z)» On a encore la caractérisation de a” comme unique élément de
hauteur minimale de son orbite, et donc :

Caw(@™)y <0 (Vi € Le) = w(a) = a”.
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Supposons w(K({} ) N w'(K(s z) # 0, alors K} ;N wlw' (K 5) # 0, or

un élément o de cette intersection est, d’aprés la remarque précédente, fixe par
w™ ', d’ou égalité des deux couples.

(2) Soient o € K{y 5y et w € W tel que w(a”) = . Si w = 7.7, est une
décomposition minimale de w, on voit facilement (2.1.2) que pour tout s entre 1 et
n, ri,(a) = a. Par suite, {a,a;. ) =0; d’'oi is € (I \ FS,) U Z,. Ainsi, w fixe point
par point Kg 7 et K(’\S’Z).

(On a évidemment le méme résultat dans Qg.)

(3) Revenons & la situation du (1), alors w™lw’ € W((I \ FSa) U Z,), et donc
fixe tout élément de K g, z). O

Corollaire 3.1.10 — Soit o € K., si C désigne le cone w.K(s, z,), alors le cone
w.K" s, z.) dépend uniquement de C' et non du choiz de w ou de c.
Il est licite de poser : C" =w.K(y , ;.

Définition 3.1.11 — Sous ces hypothéses, C' et C™ sont alors appelés cones duaux .

3.2 Coracines
Propriétés des cones duaux

Proposition 3.2.1 — Soient o et B deuz éléments de K.,
(a) <o K[y, 7> CK_;

(b) K[y, 7> VK- #0 = (a,K(y, 5> CKE.

Démonstration. (a) Par hypothése, a est dans K., et le cone K (/\Sg, 2,) €st formé
d’¢léments positifs donc (a) est évident.

(b) Si (a,K(’\Sﬁ,Zﬁ)> NIK* £ 0, il existe v € K(Asﬁ,zﬁ) tel que (a,y") < 0. Le
support de o rencontre nécessairement F'Sya \ Zyn, qui est égal & F'Ssn \ Zsn pour
tout & € K(Asﬁ,zﬁ)- Par suite, 0 ¢ (a,K(/\SB’Zﬁ)). O

Proposition 3.2.2 — Sous les hypothéses de la proposition précédente, si 3" est un
élément quelcongque de K (/\Sﬁ, Za)

{a,f"y = 0 <= les supports de a et de 3 sont disjoints,
ou bien a et (3 sont proportionnelles

de rapport dans Q, et de type affine.
Démonstration. Si{c,") =0, on a (d’aprés 3.2.1) <O"K(ASE,ZB)> = {0}. Le support

de a est donc inclus dans la réunion de I'\ F'Sg et Zg qui sont deux parties non liées
de I.
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Si B8 n’est pas de type affine, Z3 est de type fini, donc S, (qui ne peut pas étre
de type fini car a € K.) est, par connexité, inclus dans I \ F'Sg. Par suite, S, et Sg
sont disjoints.

Si 3 est de type affine,

- si Sy C S, on a S, = Sp (car S, n’est pas de type fini) et les deux racines
sont nécessairement affines proportionnelles car K s, 5,) C Qia;

— sinon, Sy C I\ FS, et S, et Sz ne peuvent étre liés.

L’implication inverse est claire. O

Choix d’une coracine

Sia € K, sgn(a) vaut 0 si a est nul, + (resp. —) si a est strictement positif (resp.
négatif).

Soit o une racine imaginaire positive, elle est conjuguée, sous Paction de W & un
unique élément v de K.. Si a = w(y), alors a € w(K(s. ,z.)) ; notons C(a) ce cone
et C"(a) =wK(y , ) son dual au sens de 3.1.11.

Proposition 3.2.3 — Si 3 € Ay est donné, et si " € CMNa) = C, alors:
sgn(<B,6"») ne dépend pas du choiz de 6" dans C". De plus, si 3 € A, le scalaire
{(B,6"\y est toujours négatif ou nul.

Démonstration. (1) Avec les notations de 'énoncg, si 6" € C" et siy" = w1 (6") €
wlCN = K\ ona:
(Sv,2y)

B,y <08 w (B <0 ® w(B) € Ay et Sy-1(5) N (FSy\ Zy) #0

B,y =0Z (w (B =0 B wL(8) € A et Sy-1(p) N (FSy\ Z,) =0
B, > 08 w1 (B > 0B w(B) € A_ et Sy19) N (FSy \ Zy) £ 0

Les trois équivalences (b) ne dépendent pas du choix de 4" dans le cone dual
K (ASW Z,) et il s’agit donc de voir que les équivalences (a) ne dépendent pas du choix
de w tel que w(y") € C™ () : d’apres 3.1.8, un tel w est dans W, = W ((I\FS,)UZ,)
et il fixe le cone K5,z ) et son dual point par point.

(2) Si B est une racine imaginaire positive, on a w=(8) € A pour tout w dans
W et donc (3,6") <0. |

Proposition 3.2.4 — Soit (3 une racine imaginaire ; si 3 € CN(B), alors B et "
ont méme support.

Remarque. On connait déja le résultat analogue pour une racine réelle et sa coracine
(cf. 1.1.12).
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Démonstration. Considéronsl’élément v € (K.NW.3). On démontre alors le résultat
pour tout w.y ot w € W, par récurrence sur la longueur de w.

Si l(w) = 0, le résultat est clair par définition du céne dual.

Supposons le résultat vrai si la longueur de w est inférieure ou égale & n — 1 ou
n e N*.

Considérons alors un élément w de W de longueur n, et w = ry,...7;, une
décomposition réduite de celui-ci.

Par hypothese de récurrence 4, ..., (77) = i, w(y) et 7, w(y”") ont méme support,
et d’apres le lemme 2.1.2, il est clair que Sy, w(y) C Su(y) avec I'inclusion stricte (et
l'égalité Sy(a) = Sr;,w(a) Y {i1}) si et seulement si i1 ¢ Sri w(v) mais lui est lié.

On en déduit facilement qu’il en est de méme pour linclusion de S, () dans
Sw(yr)- D’ott le résultat. O

Définition 3.2.5 — Pour tout couple (S,Z) vérifiant les conditions de 3.1.7, on
choisit arbitrairement un élément de K, (’}9, 7) @vec pour seule restriction :

$i 1 € Lim, pour le couple ({i},0) (ou ({1},{i}) avec i € Iy), on choisit comme
élément ol . Ainsi la nouvelle définition est bien compatible avec la précédente.

Si a est un élément de K (s, z), l'élément précédemment défini est la coracine de
a notée a’.

Si B est une racine imaginaire positive, il existe w € W tel que w(B) est dans K,
donc dans un céne K (s z) sa coracine sera (8)" = w1 (a"), ot o = (w(B))" (on
a vu en 3.1.8 que cet élément 3" ne dépend pas du choiz de w tel que w(B) € K..)

Si a est une racine imaginaire négative, sa coracine sera —(—a)".

Remarques. 1. D’aprés 3.1.2, « est une racine imaginaire de type affine (resp.
indéfini) si et seulement si {(a,a") =0 (resp. {(a,a") < 0).

2. Sila matrice de Borcherds A est symétrisable (1.1.1 Rq. 3.), et si on considére
une réalisation de Kac de A (1.1.4 Rq. 1), il existe sur f) une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée invariante par le groupe de Weyl ([K]| ou [Bo]) et
donc une application linéaire v : § — §* = h*. Pour i € I, v (o) € Kiaf,
done ¥(Qf;) = Qucs-

Si « est une racine imaginaire, v~ () est un choix possible pour la coracine
c’est-a-dire qu'il est bien situé dans le cone dual ; ce choix permet une « bonne
détermination » de la coracine. Pourtant, méme dans le cas symétrisable, le
cone dual n’est pas réduit 8 une demi-droite, un autre choix est donc possible.

Corollaire 3.2.6 — Si o est une racine imaginaire et 3 une racine quelconque,

(a,B") =0 <= (B,a")y =0;
et (0,B8").{B,a"y > 0.
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Remarque. Le résultat analogue est déja connu si les deux racines sont réelles
(1.1.11).

Démonstration. En conjuguant par £W, on se raméne au cas o o € K.. Quitte &
changer § en —f, on a de plus 8 € A, . On utilise alors les équivalences démontrées
a la proposition 3.2.3 (vu 3.2.4 et 2.1.5). |

Application a I’étude du systéme de racines

Considérons la chambre de Weyl négative :
Ca ={a € Qa/{ea}) <0 (Vi € L)}

et le cone de Tits négatif :

XAZ U w.C@.
weW

Proposition 3.2.7 — On a:
e XN ={a € Qqg/{a,BY > 0 pour au plus un nombre fini de racines réelles
positives 3 }.

e X/ est un cone conveze.

Démonstration. Soit X' = {a € Qq/{a,3V) > 0 pour au plus un nombre fini de
racines réelles positives}.

Si o est un élément de Qq, on note : M, = {8 € A%, /{a,3Y) > 0}.

Avec cette définition, a € X' < |M,| < oo.

Si a € Cgq, alors |[My| = 0 donc Bg C X'. Montrons que X’ est stable sous
I’action de W ; ce qui établira 'inclusion X C X'.

Les générateurs r; ou i € I, de W étant d’ordre deux, il suffit de montrer que
ri(X") c X'.

Soit o un élément de X', on a (r;(a),8") = (a,ri(BY)).

Or, si 8 est une racine réelle positive son image par r; est une racine positive si
et seulement si 8 € (A% \ {ai,204}) U {—04, —204} et si r; induit une involution de
cet ensemble.

Comme |M,| est fini, il en de méme de |M,, ()|, et () € X".

Pour montrer l'inclusion inverse, on raisonne par récurrence sur le nombre
d’éléments de M, ou a € X'.

— Si |[M4| =0, alors a € Cq est dans le cone de Tits.

— Supposons le résultat établi si le cardinal de M, est strictement inférieur a n

oun € N*.
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~ Considérons alors a tel que |[M,| = n, il existe au moins un élément réel de la
base, a; tel que {a,0;’) > 0 (raisonnement par 'absurde immédiat).

— D’apreés les remarques précédentes, M, (o) = Mo \ {a;,20;} d’ot | M, ()| =
| My|—2/as;. Par hypothése de récurrence, ;(c) € X" et par stabilité évidente
du cone de Tits sous I'action de W, a est dans X /.

11 est évident sur la définition de X’ que X’ = X est un cone convexe.
En effet, si o et 3 sont dans X', et sit € Q4 N[0,1],siy€ A, on a:

(ta+ (1—t)ByY) >0=>v € M, U Mg donc
Mta+(1—t),6 C M, U Mﬁ == lMta-{-(l—-t)ﬂl < |Ma| + IMﬁI < 00,

etsit e Qp, My, = M, donc ta € X'. O

Proposition 3.2.8 — Si a et 8 sont deuz racines imaginaires positives, alors :
() <0= a+pec AP

sauf s’il existe w € W et i € I tels que w(a) et w(B) soient dans N;a;.

N.B: (1) Le cas exclus dans cette proposition est tel que a € Q% S.

(2) Comme 3 € A, on a (8,8") <0 et donc, par récurrence, a + NS € AP,
Remarque. Le résultat analogue (a+ 3 € A) est déja connu si 'une des deux racines
est réelle (et sans autre condition sur a et 3 que o ¢ QB ) a cause de la condition
de chaine (SR3), de 3.2.6 et 1.1.10.

Démonstration. On a montré que 8, et 3" ont méme support. Comme {a,3") < 0,
So et Spg sont liés. Il est clair que K. C Cg donc une racine imaginaire positive est
un élément du cone de Tits négatif.

Par convexité de ce cone, a + 3 € X”, et donc (cf. 3.2.7), il existe un élément w
du groupe de Weyl, tel que w(a + 3) € Cq. Pour montrer que a + 3 est une racine,
il suffit d’établir que w(a + B) € K. Il s’agit d’un élément de R = ) .., Moy
a coordonnées toutes positives ou nulles puisque (W.a U W.8) C AT, De plus, le
support de cet élément est connexe, puisque :

(w(a),(w(B)Y = (w(a),w(B)) = <a,f") <O0.

Donc, sauf éventuellement dans le cas ou w(a) et w(5) sont proportionnelles & une
méme racine simple, w(a + 3) € K.. O

Proposition 3.2.9 — Si a et § sont deux racines imaginaires positives :
a+pBeN=(a,p")<0

sauf si a et B3 sont Q-proportionnelles et de type affine.
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Démonstration. Considérons w € W et v € K, tels que 8 = w~!.y. Comme
a+pB €A, onawla+ ) €A

Les supports de w(a) et de -y sont donc liés.

Par suite, si le support de w(a) n’est pas inclus dans Z,, il existe i € Sy ) tel
que {a;, YY) <0 (et donc (w(a),y") < 0).

Mais la racine o étant imaginaire, S,,(o) ne peut pas étre de type fini (puisqu’il
contient le support de la racine située dans K. conjuguée a o).

Ainsi, soit les deux racines w(c) et y ont méme support Z, = S, = Sy(q) de
type affine et donc a et 3 sont de type affine et proportionnelles avec un coefficient
dans @, soit (a,B") < 0. O
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4. Systemes générateurs de racines et systemes
de racines engendrés

On étudie ici la derniére généralisation de la définition des systémes de racines :
on ne se limite plus au cas d’une réalisation libre, et on introduit la notion de systéme
générateur de racines. Le systéme de racines est ici défini & 'aide d’une récurrence
(cela dit la compatibilité avec I'axiomatique du chapitre 2 est optimale puisque les
deux définitions coincident dans le cas d’une réalisation libre).

Le principal instrument de travail est le revétement d’un systéme générateur
de racines qui permet de revenir au cas libre : c’est grosso modo la donnée d’une
réalisation libre et d’une projection W-équivariante sur le systéme quelconque
considéré. Dés lors, on appliquera souvent le raisonnement typique : résolution dans
le revétement et projection.

Il importe de s’assurer de la régularité des relévements ; on discutera au 4.3 les
moyens d’obtenir de « bonnes décompositions » et des systémes dits normalisés qui
levent ce genre de difficulté.

Enfin, on développe une géométrie des systémes générateurs de racines. Ce
point de vue porte ses fruits dés ce chapitre puisqu’il permet une discussion
plus approfondie de certaines hypothéses de construction, mais ’éfficacité de cette
méthode sera plus manifeste au chapitre suivant.

Dans la suite du mémoire, K désigne un corps de caractéristique 0 (resp. 'anneau
des entiers).

4.1 Systemes générateurs de racines, définitions
Définitions

Un systéme générateur de racines (en abrégé S.G.R.) sur K (resp. sur Z) est la
donnée d’un 7-uplet S = (A, V, V", (), I,TI", (N;)iecr) composé :

(SGR1) d’une matrice de Borcherds relative A = (as;)(sj)er2, & coefficients dans Q,
indexée par [ ;
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(SGR2) de deux K-modules V et V” (i.e. deux K-espaces vectoriels si K # Z) ; si
KK = Z, on supposera de plus V libre et V” sans torsion ;

(SGR3) d’une dualité (,) entre ces deux K-modules (i.e. une forme bilinéaire définie
sur V x V" et a valeurs dans K) ;

(SGR4) d’une famille IT = (a;)icsr (appelée la base) de V et d'une autre ITI" =
(af)ier, (la cobase) située dans V", toutes deux indexées par I’ensemble I et
telles que pour tous % et j dans I, {oj,a)) = aij ;

(SGR5) pour chaque i € I, d’une partie N; de Q% vérifiant (comme au n° 2.2) :

(a) N; admet comme plus petit élément 1, ou elle ne contient pas sa borne
inférieure, mais est minorée par 3/4 et contient 1 ;

(b) siie Iy, alors N; = {1,2};

(c) siiel,alors N; ={1};

(d) siieletje I, alors N;aj; C Z (en particulier, cela impose aj; € Z).
Dans le cas ou K = Z, on suppose de plus que :

() dans Q®zV,ona N;o; CV;

(SGRS6) pour lesquelles les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) labaseIl = (a;);er est N-libre (condition (R1) de 1.1.4 Rqg. 6.), autrement
dit : Ziel nia; = 0 avec n; € N implique n; = 0 pour tout ¢ € I ;
(b) quel que soit (¢,5) € I? avec i # j, a; ¢ Qiay, i.e. Noy NNa; = {0}

La donnée (V/,V,II,II") est donc une réalisation de A. Comme dans le cas
des systémes de racines & bases libres, on note I, = (a;)ier,., Il = (®)ier,
Oy = (ai)ier, €t Mim = ()ichin-

Considérons encore les sous-ensembles suivants de V ou V" définis comme en 1.1 :
Q= Zie] Lo, Q4 = Zie] Na;, Q- = Ziel —Na;, Q" = Ziel Za?: Qre = Q(Ire),

% = Q"(Ire) et si K est un corps, Qa, Qk, Qg, @k qui sont les ensembles définis
comme Q ou Q" en remplacant Z par Q ou K.

Si K = Z, on définit de fagon analogue Qq, (resp. Qg) dans Vg =V ®z Q (resp.
dans Vg = V" @z Q).

Dans la suite, nous raisonnerons souvent dans Qg, pourtant lorsque K = Z la
plupart des résultats seront vrais dans V' (identifié & son image dans Vg via l'injection
naturelle) ; en particulier le systéme de racines (construit en 4.2) est dans V.

Enfin, si i € I, la coracine de ; est I'élément de Q" (Ire) : af =2a/a.

Pour a € V”, on note [a] I'image de  dans le dual V* de V (i.e. la forme linéaire
telle que [a](u) = {u,a) pour tout u € V).

Sous les hypotheses de (SGR5), pour tout 7 € I, on note encore M; la plus petite
partie de @, contenant N; U {0} et stable sous ’addition.
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Il est clair que pour tout i € I, ensemble M} := M; \ {0} posséde également les
deux propriétés :

petit élément, est contenu dans [3/4; + oo[ et contient 1.

— ou bien 1 est le plus petit élément de M}, ou bien M} qui n’a pas de plus

- Miaj,- C Z, sij e L.

On considérera éventuellement les hypothéses intéressantes suivantes :
(Z)Viel, Vjel, Njaj; CZ,

(en particulier, la matrice A est alors une matrice de Kac-Moody relative, c’est-a-dire
que tous ses coeflicients sont entiers) ;

(SGRN) si i € iy, n; € N; et no; = anaj o n; € M (Vj € 5)
jes

et ou S est une partie connexe de I, alors S = {i};

(on dit alors que le S.G.R. est normalisé).

Pour tout i € I, définissons P; le sous-groupe additif de Q engendré par N; (ou
M;) et posons: R = Eiel P;a; (resp. Ry = Ziel M;a;) le sous-ensemble de V
formé des combinaisons des o; & coefficients dans P; (resp. M;).

N.B: Contrairement aux conventions de notations précédentes, R, qui est inclus
dans l’ensemble des éléments de R s’écrivant comme combinaison linéaire &

coefficients rationnels positifs des a;, ne lui est pas forcément égal.

L’ensemble R est en dualité sur Z avec QL, c’est-a-dire que {a,a") € Z pour

tout a € R et tout o™ € QL. Sous la condition (Z), ceci est encore vrai si ’on

remplace QJ, par Q".

Remarques. 1. Cette notion généralise celle d’ensemble de données radicielles
de Moody et Pianzola [MP]. Les notions de bases de racines ou de générateurs
de racines de Hée [Hée 1] sont analogues mais généralisent [MP] dans une autre
direction.

2. La définition des S.G.R. n’est pas symétrique en V et V”, il manque en
particulier des ensembles N} et surtout ’équivalent de (SGRS).

3. Si on suppose qu’un élément i de [y, est lié & un élément j de I ., alors N; est
4 dénominateurs bornés. Sous cette hypotheése sur N; (vérifiée dans la plupart
des applications), N; contient sa borne inférieure qui est donc 1. S’il en est
ainsi pour tous les N, le sous-Z-module R de V est engendré par des éléments
(1/n;)a; ou n,; divise le plus petit multiple commun des dénominateurs des
éléments de N; (donc de M;).
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4. On a choisi, & partir de ce chapitre, de considérer plus particuliérement
I'hypotheése (Z) (A a coefficients entiers; N;aj; C Z pour tous i et j).
Cette hypotheése semble raisonnable en ce qu’elle recouvre les applications
principales, par exemple la démonstration des résultats pour les systémes de
racines de formes presque-déployées d’algebres de Kac-Moody ([BsR]). Par
contre, on admet toujours que N; puisse ne pas contenir sa borne inférieure
(ce qui ne peut alors arriver que si a;; = 0 pour tout j dans I). Cela permet
en particulier de simplifier, aux chapitres 5 et 6, les résultats de stabilité par
passage aux quotients ou aux sous-systémes de la notion de systéme générateur
de racines.

D’autre part, le systéme de racines que ’on va construire (cf. n° 4.1) ne change
pas si on multiplie une ligne imaginaire de la matrice par un élément de Q7 ,
mais ceci ne permet pas de se ramener au cas ou N;a;; C Z pour tout j € I (il
suffirait par exemple que les N; soient & dénominateurs uniformément bornés).

5. Pour retrouver les systémes de racines (non libres) des algébres de Borcherds,
on aurait pu abandonner (SGR6D) et supposer N; = {1} ou N* si ¢ € Iy, ;
mais cela nous aurait imposé d’admettre des racines Q-colinéaires et méme
égales dans la base II (cf. 2.4.3).

On a préféré cette définition qui nécessite I'introduction des N; a la section 2.2.
Elle exclut les racines simples Q-colinéaires mais autorise, pour 7 et j dans Iy,
o; € Kay.

Une autre définition aurait également été possible en remplagant partout Q
par un corps ordonné archimédien K5 contenu dans K.

6. La normalisation (SGRN) permet en général de caractériser la base par le
systéme de racines engendré. On peut d’ailleurs « souvent » (sous I’hypothése
(BN) de 4.3) trouver une nouvelle base et de nouveaux N; qui seront normalisés
et donneront quand méme le méme systéme de racines au sens de 4.1 (cf. 4.3).

Dans le cas ou II est libre, les hypotheses (SGR6a), (SGR6b) et (SGRN) sont
clairement vérifiées.

7. Si, pour tout élément i de I, N; est réduit a {1}, le S.G.R. est une
réalisation de la matrice A (de Borcherds normalisée) vérifiant les hypothéses
supplémentaires (SGR6b) et (SGR6a) (donc en particulier (R1) de 1.1.4
Ra. 6.).

Certaines autres réalisations peuvent étre considérées comme des S.G.R. (pour
une autre matrice) : voir 'exemple 2.4.3. Ceci nécessite N; = {1} pour tout
i € Ie, C'est-ad-dire A de Borcherds normalisée.

8. La condition (SGR6D) est clairement toujours vérifiée si i ou j est dans I.
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On verra aussi en 4.2.3 que la condition (SGR6a) se réduit 4 une condition
portant uniquement sur les composantes connexes de type affine de I.

9. On introduira plus tard (a partir de 11.4.17) une généralisation de la notion
de S.G.R. ot la condition (SGR5) est modifiée devenant la condition (SGR5')
obtenue en remplagant, pour j € I, et pour ¢ € I, la propriété N;a;; C Z
(ie. {a,a') € Z pour tout o € R et tout indice i réel) par N;(2a;j;/a;;) C Z
(i.e. {a,)) € Z pour tout a € R et tout indice i réel). On doit cependant
supposer de plus que aj; # —1/2sije L eti e I.

10. La condition (SGR6a) impose Q@+ N Q_ = {0} (resp. Qa,+ N Qa,— = {0}
si K est un corps) et Ry N R_ = {0}.

Morphismes de S.G.R. et extension des scalaires

Soient deux systémes générateurs de racinessur K, S = (A4, V, VA, () JIL TN, (N;)ier)
et Sl = (Al, Vl, Vl/\, <,>,H1, Hl/\, (N})]GII)

Une application K-linéaire ¢ de V dans V! vérifie la condition (M1) si:

Vj € I35 €I tel que ¢(Njay) C le,a;,.

Notons que la condition (SGR6b) assure l'unicité de I’élément j'. Cette remarque
nous permet de justifier la définition suivante de morphisme de S.G.R ('axiome (M2)
de celle-ci assurant que si j est un indice réel, alors j’ aussi et donc la cohérence
de (M3)). Comme en 3.2, sgn représente la fonction définie sur K telle que : sgn(a)
vaut 0 si a est nul, + (resp. —) si a est strictement positif (resp. négatif).
Définitions 4.1.1 — Un morphisme de S dans S est une application X-linéaire ¢
de V dans V' qui vérifie :

o (M1) Vj € I35 € I' tel que $(N;y) C Njras ;

o (M2) V(i,5) € I?,sgn({eu,0} )) = sgn({a},a5)) ;

o (M3) Vi € Le,'d([0}¥]) = siof] ou s; désigne I’élément de N}, C Q3
tel que ¢(oy) = sja},. En particulier, pour tout i € I et tout j € I,

on a {(P(a;), ()Y = (aj,o)), ot l'on note encore of = (2/as)] et
(20Y) = af sia; =1 (cf 2.1.4) et de méme dans V.
Remarques. 1. L’application i — i’ induite par ¢ de I dans I' est encore notée

¢. Elle vérifie pour tout (i, j) € I?, sgn(ag;) 4;)) = sgn(ai;) et pour i € I et
jel,ona: (2s/ain)ai; = (285/a4) 40:)) %5 ).00)-

2. Le K-module V" n’est pas bien déterminé (méme & isomorphisme pres)
par la classe d’isomorphisme de S. On peut supposer, par exemple, que
V" = V* ou encore que V" = @, ; Ka;. On utilisera éventuellement ces
deux possibilités.
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Extension des scalaires

Soient K’ un corps contenant K et S un systéme générateur de racines sur K,
alors Sxr = Sk K' = (4, Ve K,V "k K',{(,),lI®x 1,II" ®k 1, (Ni)ier) est
un S.G.R. sur K'. Le S.G.R. S vérifie la condition (Z) (ou la condition (SGRN)) si
et seulement si c’est le cas de Sk-.

De méme, on peut étendre les scalaires pour un morphisme de S.G.R.

Changement de corps (de base)

On suppose, dans ce paragraphe, que K est un corps et que II engendre ’espace
vectoriel V.

Proposition 4.1.2 — Un S.G.R. S est isomorphe a un Sg ®g K ou Sg est un
systéme générateur de racines sur Q si et seulement si l’espace vectoriel des relations
linéaires entre les a; est engendré par les relations linéaires & coefficients dans Q.

Remarque. De maniére générale, si S est un S.G.R sur K, on peut construire
un S.G.R. Sg sur Q et un morphisme de Sg ®g K dans S correspondant & une
application surjective ® de Vg ®q K sur V, tels que ® induise une bijection entre
les systémes de racines engendrés (définis un peu plus loin).

Démonstration. L’implication directe est évidente puisque si un tel isomorphisme
existe alors Qk =~ @Q ®g K ; d’ou la nécessité de la condition.

Réciproquement, notons Vg le Q-sous-espace vectoriel de V' engendré par II.
Par hypothése, on a un isomorphisme de Vg ®g K sur V' qui induit clairement un
isomorphisme de Sq ®q K sur S, avec Sg = (4, Vo, Vg, {,), IL g, (Ni)icr) o o]
est la restriction a Vg de . O
Proposition 4.1.3 — Supposons la matrice A de rang fini.

Un S.G.R. Sq sur Q est isomorphe & un Sz @z Q ot Sz est un S.G.R. sur Z si
et seulement si :

(1) V(i,j) € I?, Njaj; CZ ;
(2) RN (Q")* est un Z-module libre.

Remarque. Sous les hypothéses (1) et (2), N; est & dénominateurs bornés, pour tout
i € Iim. Cela est dt & (1) sauf si {i} est une composante connexe de I et si a;; = 0,
mais ce cas est réglé par (2).

Démonstration. L’implication directe est encore facile & établir. Pour la réciproque,
I'hypothése (1) montre que, par 'application linéaire ¢ : Qg — Q) telle que
#(a); = (a,aly, on a ¢(R) C ZU). Par hypothése, 'image est contenue dans un
sous-espace de dimension finie N de QD). Il existe une base e, ... ,en de ce sous-
espace vectoriel et {i1,...,in} deux & deux distincts dans I tels que la composante
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de ¢(oy,) sur e; soit ds; pour j de 1 & N. Alors ¢(R) C Zey @ ... ® Zen est un
Z-module libre. Comme par hypotheése, R Nker ¢ est un Z-module libre, R est un
Z-module libre. 11 est alors facile de construire Sz = (A4, R, R*, {,),IL 11}, (N;)icr)
qui convient. O

Le groupe de Weyl et les racines réelles

On définit un élément de GL(V) (qui stabilise Q et Qre := Q(Ire) et Qg si K est
un corps), d’ordre deux en posant, sous les hypothéses précédentes,

ri(v) = v — (v, Yv; pour tout v € V.

Le groupe W est le sous-groupe de GL(V') engendré par les r; pour i € .

De méme, pour i € Ire, on définit r € GL(V"), d’ordre deux et stabilisant Qf,
Qg (si K est un corps) et Q7 (ainsi que Q" si (Z) est vérifiée) en posant pour tout
v eV

rit (") = 0" — Cau,v ey

Ces r (pour i € I.) engendrent un sous-groupe W” de GL(V").

Désignons toujours par W le groupe de Weyl associé & A. Deux représentations de
groupes 7 de W dans W (resp. 7" de W dans W) sont définies en posant 7(R;) = 7;
(resp. 7" (R;) = r{*) (démonstration analogue & celle de 1.1).

L’ensemble A™ = W (Il,, U 21I5) est le systéme de racines réelles de S, et on a

donc: Qre = > yenre Za et Qe = 3 care Za™.
Il est clair que W, W, Q, Q", Qre, QL, et A™ (ainsi que A que 'on va définir)

re’
ne changent pas par extension des scalaires.

Chaines et systéme de racines engendré

Si ¢ € R, on définit encore la chaine issue de ¢ de direction o :

Ch(¢,) = ¢ + Mia; sii € Iim, {p,00) <0 et ¢ ¢ Qo ;
= {¢} si{d,a)) =0 ou ¢ € Qo ;
={d, 0+ i,...,0+ua;}sii€ Le,{pay)=-u<0et¢¢Qa;
={¢,¢—i,...,¢+uq;}sii€ Le,{pay) =—u>0et ¢ ¢ Qa.

On construit alors par récurrence sur ’entier n, une suite de parties de Qg (ou
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encore de Q@ NV C Q®z V si K = Z), en posant :
A0(+) =T, U2Il, U ( U Niai) ;
iEIim
A =U U crsa);
o €Il €A, _1(+)

On prouvera (4.2.13) que A,(+) C R4 pour tout n, ce qui justifie cette définition
par récurrence et montre que cette suite est croissante pour l'inclusion ; on pourra
ainsi considérer la réunion de ces ensembles qui sera appelée systéme de racines de
S et noté A(S).

Remarques. Dans la suite, nous établirons les résultats suivants :

1. (en 4.2.22) le systéme A(S) ne dépend que de la classe de S a isomorphisme
pres;

2. (en 4.3.11) sous une hypothése supplémentaire (BN), les ensembles A(S) et
A(S)+ = UA,(+) déterminent la base II et les N; (& une équivalence prés s’il
existe ¢ € I tel que N; n’ait pas de plus petit élément) ;

3. (en 4.2.17) le systeme A(S) contient A™ et (en 4.2.16) R =3 sy Ze

4.2 Revétement
Définition
Un revétement libre du systéme S est un S.G.R. S = (4, V, VA, (), IL,TI", (N;)ier)
tel que :
— la matrice A et les ensembles IV; sont ceux définis pour S ;
— le K-module V" est le dual V* de V et {,) est la dualité canonique ;
— les parties II, II" sont libres dans V et V.
Considérons dans V, le systéme de racines a base libre A associ¢ a A et aux N;

(chapitre 2), et notons avec des ~ toutes les notions introduites au chapitre 2 pour
cette donnée. En particulier, A C Qg.

11 existe alors deux applications K-linéaires ¥ et U définies par :
¥:Qk —» Ka;CV
icl
di =0
T QK ——)ZKaf c VA
il
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Remargues.~ 1. Il n’y a pas unicité du revétement libre. Par contre A, Qq,
Qk, Qk, ¥ et ¥" sont bien déterminés par le S.G.R. S. En particulier,
Sa = (4, Qa, QQ, ¢y, IL M, (N; )ze 1) est bien déterminé & isomorphisme prés
(on peut par exemple remplacer Q@ par V/ dans Sg si K est un corps).
2. L’existence d’un revétement libre résulte de 1.1.4 Rq. 4.
Lemme 4.2.1 —

(Va € Qk), (Vo' € QK), {a,a"y = (T(a),T"(a")).
En conséquence, ¥ est un morphisme du S.G.R. Sk dans le S.G.R. S.
Démonstration. Les applications ¥ et ¥ étant K-linéaires, il suffit de vérifier

'égalité pour les &; (resp. les &), pour lesquels c’est évident. O

Proposition 4.2.2 —

ker U C {8 € Qx/{B,a}> =0 (Vj € I)};
ker U C {B" € Q/<&;,8"> =0 (Vj € I)}.

Démonstration. Les deux démonstrations étant analogues, on ne prouvera que la
premiere assertion. Si ¥(3) = 0, alors pour tout i € I, {¥(3),a*) = 0, soit (d’apres
le lemme 4.2.1) {3,6{") = 0. ]
Remarques. L’application ¥ (définie ci-dessus) envoie R = @ P;a; dans R. On
note encore ¥ (resp. ¥") Papplication linéaire de Qg (resp. Qa) d~ans Qo (resp.
Qa)~ définie comme précédemment si K est un corps. On a ‘II£R+) = Ry et
¥(Qa,) = Qo+ En particulier, pour K = Z, I'image par ¥ de A peut étre vue
dans V.

Comme le systéme de racines A est une réunion disjointe de A, C R, et de
A_=—-A_,ona¥(A_)NT(A,)=0 et ¥(&)# 0 pour toute racine & € A.

Indiquons & présent un axiome équivalent & (SGR6a) qui interviendra souvent
dans les raisonnements du chapitre 6.

Proposition 4.2.3 — La condition (SGR6a) de 4.1 est équivalente o ’hypothése plus
technique suivante :

(SGR6a’) si J est une réunion finie de composantes connezes de I de type
affine, alors un élément u = 3_ . ;njoy tel que n; € N* pour tout j € J, et
pour lequel on a ZjeJ njai;; = 0 pour tout i € I, n’est pas nul dans V.

Remarques 4.2.4. (1) Si K est un corps, il est clair que la condition (SGR6a)
se généralise en remplagant N par Q. (c’est-a- dire en supposant les n; dans
Q).

Comme, pour chaque composante connexe J, de type affine, la matrice A(Js)
est de corang 1, ’hypothése (SGR6a’) est équivalente & celle obtenue en
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supposant les n; dans Q4 et d’aprés (1.1), ceci équivaut également, si I est
fini, & I'existence d’une Q-forme linéaire sur V prenant des valeurs strictement
positives sur les éléments de l'ensemble: E := {v € 3, ;Na;; (v, =
0 (Viel)}.

(2) SiK est un corps ordonné, la condition (SGR6a) se généralise en remplacant
N par K (c’est-a-dire en supposant les n; dans K, ) a condition de supposer
vérifié ’axiome suivant :

(SGRord) si J est une réunion de composantes connexes de I de type affine,
alors un élément u = Eie snia; tel que n; € K7 pour tout ¢ € J et pour
lequel A(J)u = 0 n’est pas nul dans V.

(3) Si l'on supprime I’hypothése (SGR6a), une racine de type imaginaire
correspondant & une composante connexe de I de type affine peut étre nulle.
Dans ce cas, 'étude de chaque systéme de type affine montre que, dans V, le
systéme est de type fini.

Comme I’hypotheése (SGR6a) (ou (SGR6a’)) n’est pas imposée dans Qg, deux
coracines &" et 3" qui different d’une combinaison linéaire de coracines de
type affine correspondant & une composante J de type affine de I, peuvent
avoir méme image par ¥”. Dans ce cas, elles appartiennent & A’\(J ) (dont la
définition est évidente) qui est de type affine, et sont des racines réelles, on
sait alors ([K ; 6.3]) que A™"(J) est périodique de période proportionnelle 3 la
racine imaginaire. Il est donc facile de déterminer dans chaque cas I'image de
I’ensemble des coracines réelles, on vérifie qu’elle est isomorphe & un systéme
de type fini.

Ezemple. Dans le cas affine réel indécomposable, la racine imaginaire positive
minimale § est non nulle a cause de (SGR6a) ; par contre, on peut avoir 6" =0 ; le

systéme A’ est alors celui correspondant & X,, si A correspond & X,(ll) sauf dans les

cas B, et C, qui sont échangés.

Démonstration. L’hypothése (SGR6a’) est bien siir une conséquence de (SGR6a).
Montrons "implication inverse.

Supposons a = Y jeg T, avec des coefﬁciellts n; entiers positifs non tous nuls,
montrons que & # 0. Posons & = . ;n;a; € Q.
Sia =0, alors @ € Q4 Nker ¥. Par suite, il existe u = & > 0, # 0 tel que Au = 0.

D’aprés la classification des matrices (1.1), chaque composante connexe de I

rencontrant le support de u est une composante connexe de I de type affine.
L’hypothése (SGR6a’) permet alors d’obtenir la contradiction cherchée. O

Comme dans [MP], on obtient les propriétés :
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Lemme 4.2.5 — On a:
VieD) @ a;N Y Qrey = {0}
jeI
et aussi la propriété d’intersection faible (P.LF.)
(PIF.)  sii€ e, Qrain»_ Qia; = {0}.
J#i

Remarque. Si K est un corps ordonné et si ¢ € I, alors K a; ﬂz#i K a; = {0}.
Par contre, la premiére propriété qui est basée sur (SGR6a), ne s’étend pas aussi
facilement, il faut supposer, pour obtenir la généralisation de ce résultat, qu’aucune
combinaison positive a coefficients dans K d’éléments de ’ensemble E de la remarque

4.2.4 (1)) n’est nulle (ce qui, d’aprés 1.1, est vrai sous ’hypothése (SGRord) de 4.2.4

(2)).

Démonstration. La premiére assertion résulte immédiatement de la condition
(SGR6a).

Pour établir la seconde, seul est a considérer le cas ot njo; = ), njo; avec
tous les n; positifs ou nuls dans @, alors, par la dualité, on a:

niai,ofy =Y niag,oly <0,
i

ce qui entraine i € I, ou n; = 0. O

Groupe de Weyl et racines réelles, lien avec le revétement

La représentation du groupe de Weyl W associé a K (A) (cf. 2.1) dans Pespace V
du revétement est fidéle (cf. 1.1.6). On note W I'image de W dans GL(V').

On note W, , (resp. W/* ) le sous groupe de GL(Q) (resp. de GL(QJ)) engendré
lo QA Q

Q
par les restrictions & Q (resp. & Qg)) des réflexions r; = 7(R;) (resp r{ = ") pour
1 € Ite.

Proposition 4.2.6 — Il existe un unique homomorphisme surjectif :
o W — W| 0

Ri — T
resp.
oy W — W|/c\2A
Q

A
Ri =T
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qui fait de ¥ : Q — Q (resp. UM : Qﬁ — Qg) une application (W, W|Q)-

équivariante (resp. (W, WlAQ N
Q

De plus, o1 est un isomorphisme.

)-équivariante).

Remarques.

1. L’existence et 'unicité de ’homomorphisme restent vraies si on remplace @ par
Qo ou Qk et, de méme de maniére duale, Qg par Qg

2. L’injectivité n’est valable que pour ¢; puisqu’on a vu (en remarque 4.2.3) qu’un
systéme de coracines de type affine donc de groupe de Weyl infini, peut étre envoyé
sur un systéme de type fini.

Démonstration. (a) L’existence des homomorphismes surjectifs o; et oz résulte
trivialement de celle, signalée au quatriéme paragraphe de 4.1, des représentations
T et 7.

(b) L’équivariance des applications ¥ et ¥ se démontre comme au n° 1.1.
(c) Quant a Vinjectivité de oy, elle résulte de 1.1.14. O

Lemme 4.2.7 — Sii € I, on a ¥1(Q0;) N A = N;@;.

Démonstration. Soit & € A, telle que ¥(&) = n;oy, avec n; € Q4. On sait que
¥(Qq,_)N Qg+ = {0}, donc @ € A,.

Supposons & € A™, son orbite sous W est formée de racines toutes positives,
donc par équivariance de ¥, on a W.a;; C Qq . D’aprés 4.2.5, W.a; ne peut pas
rencontrer Qg — \ {0}, ce qui contredit I’hypothese i € I,.

Par suite, & € A™ et U(R;.&) € Q_ donc R;.é € A_ alors que & € [Lr ; la racine
& est donc proportionnelle & &;, ce qui établit le résultat cherché grace a (SR2b). O
Proposition 4.2.8 — L’application ¥ induit une bijection entre Are et A™. De plus,
THA)NA = Are.

Remarque. Silon pose A% = A™ N Qg = T(AY) et A™ = A NQq_ = T(Are),

on a donc: A™ = A LI AT,
Démonstration. Les égalités ¥(W.&;) = W.a; et U(A™) = A résultent de
P’équivariance de ¥ et la surjectivité de oy. D’aprés 4.2.5, si i € I et n;wd; désigne
une racine réelle quelconque de A, on a :
U(nwé;) = ¥(pjw'a;) <= (nw' twd;) = pja;
<=>\Il(w’_1(niwdi)) = p;jQ;

ce qui implique (d’apres 4.2.7) n;w' " wé; = p;&; ; Papplication considérée est donc
injective.
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Pour le second point, il suffit de remarquer qu’un élément de A est dans A si
et seulement si son orbite sous W rencontre @ et Q_ ; on conclut par équivariance
de VU grice a la remarque 4.2.2). O

Corollaire 4.2.9 — (1) La représentation T est un isomorphisme de W sur W
pour laquelle ¥ est (W, W) équivariante.

(2) L’application p de W dans VVl Qo qui @ tout élément w du groupe de Weyl
associe la restriction de son action 4 Qg est un isomorphisme.

Remarque. On a des résultats analogues pour VV| 0 et VV| Ox’
Démonstration. Cela résulte de 4.2.6. O

Dans la suite, via 7, nous identifierons W et W.
Corollaire 4.2.10 — Siw €¢ W\ {Id}, et w = R;, ... R;, ou p = l(w),
(a) i € I est tel que l(wR;) < l(w) si et seulement si w.a; € A™ ;
(b) w.az, € A ;
(©) l(w) ={ae ALy /waeA_}|

Démonstration. On a w.a; € A™ <= w.&; € A, il suffit donc d’appliquer la
proposition 1.1.6 pour démontrer (a) et (b).

(c) Pour tout w € W, l(w) = l(c~}(w)) = {& € Aff/\ll(w.d) € A_}| mais
on sait que ¥ induit une bijection entre les racines réelles du revétement et celles
du systéme générateur de racines (4.2.8), ce qui permet de démontrer le résultat
annoncé. O

Corollaire 4.2.11 — Sii,j sont deuz indices réels, w(o;) = ta; < wr,w™ ! = ;.

Démonstration. Le résultat analogue est vrai dans le revétement puisque par une
éventuelle composition par r;, on se raméne & utiliser le lemme 1.1.9, qui prouve
que w(d;) = *&; implique w(&}') = +&}. L'implication inverse est évidente et
P’assertion dans S résulte alors de 4.2.8. O
Corollaire 4.2.12 — (a) Sia=w.q; aveci € Ie, alors a” = w.a ne dépend
pas de la décomposition considérée, de méme o¥ = w.a .
(b) Pour tout a € A™, on définit une réflexion dans V' en posant : pour tout
vEV, ra(v) i=v—(v,a'da.

Si o € {w.a;, 2w.a;}, alors ro = wryw™!, et on a:
W = (rg, ;a € A™).

Démonstration. La racine « étant réelle, son antécédent dans A est unique (4.1.2),
on le note &. Cette unicité et I’équivariance de ¥ impliquent 1’égalité & = w.&;
et donc par (2.1.4) &" = w.d), ainsi, on a ¥"(&") = w.a). Le reste est alors
immeédiat. O
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Systémes de racines

A partir de ce paragraphe, nous nous permettons de ne considérer que Qq. Ceci
n’a pour but que d’alléger les énoncés. Il est facile de voir que, lorsque K = Z, le
systéme de racines construit ici est dans R, c’est-a-dire dans V' d’aprés (SGRbe).

Si S est un revétement (libre) de S, on construit comme pour S & la section 4.1,
les ensembles A,, pour tout entier n ; et on considére le systéme A(A, (N;)ier) de
base I construit comme au 2.2.

Lemme 4.2.13 — Pour tout entier n, on a :
An C A(A, (Ny)ier) et Ap(+) C T(An(+)) C Qa4

Démonstration. On a Ay C A(A, (N;)ser) d’aprés les propriétés (SR1b), (SR2b)
et la récurrence sur n est immédiate grace aux propriétés (SR3b) et (SR4b) de
A(A, (N;)ier) (cf. 2.2). Plus précisément, on voit que An(—i—) C A(A, (Ny)ier)+-

Le deuxiéme résultat est tout aussi facilement obtenu par récurrence.

— Au rang 0, la vérification est immédiate.

— Pour n > 0, si ¢ € Ap(+) \ An—1, il existe un élément B de A,_1(+) et un
indice i € I tel que ¢ € Ch(B, ;) (cette chaine n’étant pas réduite a g) ;
par hypothése de récurrence, il existe 3 dans An—1(+) NT-1P), et B est
tel que ¢3,60) = (B,0)) (d’apres 4.2.1). I’élément 3 ne peut pas étre Q-
proportionnel & &;. En effet, si tel était le cas, 3 serait nécessairement dans
A donc B appartiendrait a Ag et serait alors Q-proportionnel & a; (SGR6b),
d’oi une contradiction. Par suite, on a Ch(8, a;) C ¥(Ch(B3,&)) C ¥(A,).

O
Proposition 4.2.14 — La suite (A,)nen est croissante pour linclusion.

Démonstration. D’aprés 4.2.13, A,(+) C Qq,+ et méme A,(+) C Ry (remarque
(4) en début de 2.2). L’inclusion de A,(+) dans A4 1(+) est alors évidente et

Passertion résulte de: Ap(—) = —An(+) C —Apt1(+) C Apya. O
Définition 4.2.15 — Le systéme de racines de S (ou systéme de racines engendré
par S) est l’ensemble :
A(S) = = | An.
neN

Nous montrerons en 4.2.19 que cette définition coincide avec celle du deuxiéme
chapitre dans le cas d’un S.G.R. a base libre.
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Corollaire 4.2.16 —

Ona: A(S) C R C Qqg.
De plus, si A4 (S) = A(S) N Qqg,+ et si A_(S) = A(S) N Qq,-, alors:
A(S) = AL (S)UA_(S)et AyL(S)=—-A_(S) CR,.

Remarque. Par définition de R et Ry, on adonc R = }_ A(S) Za et également
Ry =% aea,(s)Ne
Démonstration. Cela résulte de la propriété (SR1b) de A(A, (N;)ier) (cf. 2.2), de la
remarque 2.2 (4)) et du lemme 4.2.13, puisque A(S) C W(A(A, (Ni)ier))- |
Lemme 4.2.17 —

AT C A(S).

Démonstration. Comme A(S) contient les chaines liant ses éléments a leurs images

par les r; (i € I.), il est stable sous l'action de W. D’autre part, Ay contient

IL,. U 2II; et est contenu dans A(S). a
On note A™ ’ensemble A(S) \ A,

Proposition 4.2.18 — Le systéme de racines A(S) est le plus petit sous-ensemble de
Qo (ou R) contenant N;o; pour tout i € I et vérifiant les deut propriétés suivantes :

(1) si a € A(S) alors —a € A (propriété de symétrie) ;
(2) sia € A(S)NQq,+ et sii € I, alors la a;-chaine Ch(w, o;) est incluse
dans A(S).
Démonstration. Evident par construction. Od

Remarque. Supposons IT = II,., il résulte aussitot de ce corollaire que A(S) est le
plus petit sous-ensemble 2 de Qg contenant A™(S) et tel que : pour tout a € et
tout B € A™ non proportionnels :

[B,ra(B)] ={8,8£q,...,8 —(Ba’ra} CQ

Proposition 4.2.19 — Si S est un revétement libre de S, on a, avec les notations de
la section 2.2,

A(S) = A(A, (Ny)icr).-

Démonstration. On a A(S) C A(4, (N:)ier) (cf. 4.2.13).
D’aprés 4.2.18, dans S, le systéme A(S’) est le plus petit sous-ensemble de
Q~Q’+ UQ@,_ contenant ﬂreU(Uie 1., Vi@;) et vérifiant les deux propriétés suivantes :

— la stabilité sous & — —a,

— pour tout ¢ € I, pour tout & € A.,., on a Ch(a,&;) C A+.
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La proposition 1.2.14 implique W.K C A(S), inclusion de A(A, (N;)ies) est
alors évidente puisque A(A, (N;)ier) = W(II,e U 2105 U +(Ujer,, Nidi)) U +W.K.
Ceci établit I'inclusion inverse (vu 2.4.1) et donc légaliteé. O

Dans la suite, nous noterons A le systéme de racines du revétement S.

Proposition 4.2.20 — Soient S un S.G.R. et S un revétement libre de S, on a :
A(S) = T(A).

Sia=73,,nd € Aeta= V(a), légalité a = Y, nia; est appelée une
«bonne décomposition » de a.

Remarque. En particulier, le support d’une bonne décomposition est connexe.

Démonstration. D’aprés 4.2.13 et 4.2.16, il suffit d’établir I'inclusion ¥(A}) C A.
Montrons par « récurrence » sur la hauteur ht(3) pour 8 € Ay que ¥(3) =3 € A.

D’aprés 4.2.8, ’assertion est vraie pour ,5 € Are, Supposons alors B € Ai{".

Si ht(3) < 1, alors § € N;@&; et le résultat est immeédiat.

Supposons ht(3) = n € Q4 ot n > 1 et le résultat démontré pour toute racine
de hauteur inférieure ou égale a n — 3/4. 1l existe un élément w du groupe de Weyl
tel que w.3 € K, et on a ht(w. ﬂ) < ht(ﬂ) avec égalité si et seulement si w.8 =
(donc si et seulement si § € K.) et ht(w.8) < ht(3) — 1 sinon (cf. 2.1.2).

Sige A‘m \ K,, le résultat est, par hypothése de récurrence, démontré pour
'élément de K. conjugué sous W a B et le résultat est immédiat par équivariance
de ¥ et par stabilité de A sous 'action de W.

Reste le cas ou 8 € K..

Si B € N;&; pour un certain i, le résultat est clair.

Sinon, d’aprés 4.2.19, A vérifie (SR5b) (cf. 2.2) donc il existe un indice j et
un rationnel n; € Njinq tels que ,8 —n;6; € A+ ; on a alors, ht(ﬂ — n;a;) <
ht(ﬂ) 3/4. Par hypothése de récurrence, ¥(6 — n;@;) = § — nja; € Ay. De plus,
<,8 nj&j,d§\> <0:

— 8i j € I, c’est clair car par hypothése ,é e K. ;

— si j € Iin, cela résulte de la connexité des supports des éléments de A comme

,5’ ¢ N;a;, il admet au moins un autre indice dans son support.

En conséquence, sous les hypothéses précédentes, 3 n'est pas proportionnel a
une racine simple (donc 8 — nja; ¢ Qya;) et B - n;a;,&5 ) < 0, par conséquent
B € Ch(B — n;a;,a;).

(1) Si B —njo; ¢ Qay, alors 8 € Ch(B — njoy, o ), d’aprés la construction par
chaines de A ; ainsi, 8 € A.
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(2) Si B —nja; € Qay, (et 8 — nja; ¢ Qa;), d’aprés 4.2.7, j € Iy, et
B — nja; = qo; n'est pas une bonne décomposition si le systéme est normalisé,
ou sinon n’est pas la seule. Deux cas sont possibles :

(a) soit 8 — n;&; = msis pour ms € Ny (et s € I), alors (as,a;-\) < 0;
donc B € Ch(msas,a;) (d’aprés (SGR6b), deux racines simples ne sont pas Q-
proportionnelles) ; ainsi 8 € A.

(b) soit 3 —njo; n’est pas colinéaire & une racine simple mais est un élément de
K, puisque son image par ¥ est dans Q.. 1l existe alors (par (SR5b) dans A) un
indice s et un rationnel my; € N, ing tels que B —njl; — Mgl € A+, on a, comme
précédemn}ent, (B —n;@; —msb,,@l ) < 0. De plus, (B —n;0, — mfc”vs,&;\) <0 car
J € Iim et B—n;G; —msa, est une racine positive. D’autre part, ¥(8—n;6; —mgés)
appartient a A et ht(¥(8 — njd; — ms@s,)) < ht(8) — 3/4.

(o) Si (B3 — njb; — ms@s,05 ) <0 et si U(3— nja; —msa;) ¢ Qaj, alors

B —mgas € Ch(\II(B —nj@; — Ms@s), ;) et, comme j est dans [, on a:

(B — My, @0y = (B — njij — msés,al ) +n;<a;,a0) <0 alors :

Sis#j,onaf € Ch(B8—msas,as) car B n’est pas Q-proportionnel & a;.

Si s = j, on recommence le raisonnement du (b) en remplacant 8 par 8 — msas
(c’est le méme raisonnement mais avec n; € M au lieu de Njinq). Cette boucle
sera faite jusqu’a arriver au cas j # s ce qui est toujours possible puisque § ¢ Qéd;
et que la hauteur diminue d’au moins 3/4 & chaque fois.

(B) Si <B—n]‘dj —msds,dg\) est strictement négatif et \IJ(B—njdj —msés) € Qo
alors s = j et on recommence la boucle précédente jusqu’a arriver au cas j # s.

(y) Si (B — nj@; — msby,af) = 0, on a forcément (&s,a}) < 0 car B -
njo?jiég\) < 0. De plus, 8 — nj&; — ms0,s a un support J qui n’est pas lié & j
car B —nja; — msls = ZpeJ nplyp avec N, > 0 et j € Iin. L’hypothése implique
donc (dp,&g\) = 0 pour tout p € J et en particulier, on en déduit que s ¢ J donc
(B —nja; —msbs,al) <O0.

Or, par hypotheése, 8 — nja; € Qa;. Soit ¢ € Q tel que B — nja; = qoy, si
LeJ, (e NpQp, )Y = {gqa; —nsas,0)) = 0—(nsa,,a) ) > 0. Par connexité du
support de ,@, il existe dans J au moins un indice ! qui est lié & s et donc pour lequel
(X pes Mpap,e') > 0. D’apres la classification des matrices de Vinberg (cf. 1.1), J
est une partie de type fini de I. Par suite, la racine Zpé 5 NpQyp est une racine réelle.

Dans le S.G.R. S, msas € A puisque m; € Ng, nja; + msas € Ch(msas, a;j) ;
de plus, {(nja; + msas,(3,c;npap)") < 0 (cf. 3.2.6). Soit w € W tel que
w(3, s Mpap) soit proportionnelle & une racine simple réelle, w(n;ja; +msa,) € A
et n’est pas proportionnelle & w(}_,c;npap) (Puisque cette derniére est réelle)
donc : w(njoy + msas) + w3 ey npap) € Ch(w(njoy + msas), w3 ,cqNpp))
et le résultat cherché vient par stabilité de A sous l'action de W. O
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Corollaire 4.2.21 — L’ensemble A(S) vérifie les propriétés suivantes :
e A=A UA_;
o Vi€ Ie,Va € Ay \ Zo,;,Ch(a, o) C Ay ;
o Vi€ Iim,Va € Ay \ Qui, {a,al) < 0) = a+ nsa; € A pour tout n; € M; ;
o Va€ Ay \ (U;e;r Qau), il existe i € I, et n; € Ny jnq tels que @ —n;a; € Ay ;
o Vi€ Le, ANQra; = N ;
o Vi€ Iy, Nja; C AN Qya.

Démonstration. Immédiat par la proposition 4.2.16, le lemme 4.2.7 et les propriétés
d’un systéme de racines & base libre (2.2). O

Remarque. Dans le cas d’une racine simple imaginaire, I’ensemble des racines
positives multiples de a; n’est pas forcément réduit & N;a;. Un autre multiple qo;
peut apparaitre comme image par ¥ d’une racine imaginaire de A, dans ce cas, qu;
n’est pas une « bonne décomposition ». Considérons par exemple la matrice :

2 -2 -2 -3

-2 2 -2 -3

-2 -2 2 -3

-2 -2 -2 -9
On peut avoir dans V Pégalité: (2/3)as = a1 + az + as (il suffit de prendre
V = Qx quotienté par cette relation) ainsi, comme s(a; + az + a3) € A™ pour

tout entier non nul s, on a (2s/3)ay € A. Si l'on veut un S.G.R. normalisé (4.1), il
faut imposer 2s/3 ¢ Ny (Vs € N*).

Proposition 4.2.22 — Soit ¢ un isomorphisme de S = (A, V,V N ILIIN, (N;)ier), un
S.G.R. sur un S.G.R. S = (A", V1, VN (LI I, (NS ) jepn ), Visomorphisme
¢ de V sur V1 échange A(S) et A(S?).

Remarque. Si ¢ est un morphisme de S sur S* qui injecte II dans II! (donc @ dans
Q") alors ¢(A(S)) est inclus dans A(S'). Si ¢ n’est pas injectif sur II, il faut, pour
avoir encore la méme inclusion, ajouter des conditions de compatibilité entre les N;
et les Nj.

Démonstration. L’isomorphisme de S.G.R. ¢ induit une bijection de II sur II! et
une autre de I sur I' grace a laquelle on peut identifier I et I', on a alors :

— par (M1), N; = N} et s; = 1 pour tout i € I ; (ceci quitte & changer a; et N;
si N; n’a pas de plus petit élément, ce qui ne change pas A(S)) ;

— par (M2), sgn(as;) = sgn(a;;) pour tout couple (i, j) d’éléments de I ;
- par (M3), a;; = aj; pour tout i € Ir.
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Ainsi, il est clair que les matrices C et C! associées respectivement a A et Al
dans la proposition 2.4.2 sont égales. Considérons alors des revétements libres de V

(resp. V1) V (resp. V1) et Papplication ¢ de Q dans Q! qui envoie & sur 5‘55(1‘)'
On a ¢(A(4, (M) = $(A(C, (N;))) = A(AL, (N;)) et le diagramme :
¢
A4, (Ni)) — A(C, (M)
‘| |
A(S) —2 = A(SY)
est commutatif, ce qui établit le résultat cherché. O

Démonstration de la remarque. Si ¢ induit une injection de II dans II', elle induit
une injection de I dans I' et on peut encore identifier I et son image. On a alors
N; C N} et la matrice C est extraite de C! et donc :

F(A(4, (Ni)ier)) = J(A(C, (Ni)ier)) € A(CY, (N})ierr) = A(AY, (Ngi)ier)-

Si ¢ n’est pas injective, les hypothéses de compatibilité & ajouter, pour assurer
Iinclusion ¢(A(S)) C A(S?), sont du genre de celles de ’exemple suivant :

L’ensemble I a deux éléments tels que a;; = asz = a12 = ag1 et P(a1) = d(az) =
ol alors il faut que Ni contienne la plus petite partie de @ contenant N; pour
i € {1,2} et stable sous l’addition. d

Lemme 4.2.23 — Sia € A, (S), et r;.a € A_(S) pour i € I, alors o € N;ay;.

Démonstration. On connait le résultat analogue dans A, on conclut grace a
léquivariance de ¥ et a la relation ¥(Qq,+) N ¥(Qa,—-) = Qo+ N Qa,—- = {0}
(4.2.3). O

Lemme 4.2.24 — Soient (i,j) € I? et w € W, si w(n;a;) = nja; avec n; € N; et
n; € Nj, alors w.af = af.

Démonstration. Par (W, W)-équivariance de ¥, ’hypothése s’écrit ¥(w(n;&;)) =
nja; (avec n;&; et nj&; dans A).

Si j € I, cela implique {w(&;),&) < 0 pour tout s € I, et donc w(n;d&;) est
dans Pintersection de W (n;&;) avec K. (qui est vide si ¢ € I, et réduite & un élément
d’aprés 1.1.15si ¢ € [y, ). Ceci prouve que w(n;&;) = n;&;, donc i = j € Iy et w fixe
@;. Le support de w (cf. 1.1.9 (c)) est donc inclus (cf. 1.1.15) dans {h € I ;a;, = 0}.
11 est alors clair que w(a)) = af.

Si j € I, alors d’aprés 4.2.7, w(n;&;) € AN ¥~1(N;a;) = N;a; et le résultat
est alors connu (2.1.1). O
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4.3 Structure du systeme de racines A(S)
Les sous-systemes A(J) avec J C I (cas «standard »)

Considérons le S.G.R. S = (4, V, V" (), ILI", (N;)scr) toujours défini sur K,
Proposition 4.3.1 — Soit J une partie quelconque de I, alors :

Sy = (AW),V, VA (O II(), TINJ), (N:)ieg) est un systéme générateur de
racines, de groupe de Weyl W; =< r; ;(i € I,e N J)} >, de systéme de racines :

A(J) = ¥(A(J)) = {a e A/Fa e ANQ(J) telle que ¥(a) = a}.

En particulier, A™(J) = A™ N (Q+(J) UQ-(J)).
L’identité de V induit un morphisme de S.G.R de Sy dans S.
Si S vérifie la condition (Z) ou Uhypothése (SGRN), il en est de méme pour Sy.

Démonstration. 1l est clair que S posséde les propriétés requises pour é&tre un sys-
teme générateur de racines. De plus, le S.G.R. (A(J), V, V", (), TI(J), I (J), (N;)ics)
est un revétement de S;. D’aprés le corollaire 2.2.3, A N QQ(J ) est le systéme de
racines de S ; d’ou, par projection, le résultat dans V. Dans le revétement libre,
toujours selon 2.2.3, on a A™(J) = A**NQg(J). Une racine réelle de ANQg(J) don-
nant une racine réelle dans A(J), on a donc A™(J) C AN (Q4(J)UQ_(J)). Pour
montrer 'inclusion inverse, il suffit de considérer le cas des éléments o € A™NQ 4 (J).
Procédons par récurrence sur la hauteur (définie comme la hauteur de I'unique élé-
ment & de A tel que ¥(&) = o).

— Si la hauteur est 1, mais également s’il s’agit du double d’une racine simple,
le résultat est da a (P.L.F) (cf. 4.2.5).

— Sinon, comme & est réelle, il existe i € Sg tel que (&,&;’) > 0, ce qui implique
1 € J et on se raméne & r;(a) pour lequel on peut conclure par hypothése de
récurrence.

Les deux autres assertions sont immeédiates. O

N.B : En général, I’égalité A™(J) = A™NQ(J) est fausse. Elle est cependant vérifiée
deés que la famille IT,,, est libre (la démonstration étant basée sur la méme récurrence).
De méme, en général, A(J) # A N Qgq(J). Considérons par exemple la matrice ci-
dessous.

2 -1 -1 —4
-1 2 -4 -1
-1 -4 2 -1
-4 -1 -1 2
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On peut trouver une réalisation de A dans laquelle a4 := —a; + ap + as et il est
clair que la racine a4 est alors dans Q(J) pour J := {1,2, 3}.
Remarque. On obtient d’autres « sous-systémes » intéressants en considérant tou-
jours une partie J de I mais en choisissant des ensembles N ]’ pour j € J seulement
inclus dans les N; définis pour le systéme (la démonstration étant analogue & celle
faite ici).

Les coracines

Proposition 4.3.2 — Soit o € A™, pour tout 3 € A\ Qa, on a

{B,8%aq,...,8—(B,a"ya} C A.

Démonstration. Le résultat analogue est vrai dans A (cf. 2.2) pour une racine réelle
simple. La stabilité de A sous W et P’égalité ¥(A) = A permettent de conclure. O

Si a est une racine imaginaire positive on note :

(@) =T a)NA et ¢"a) = {(B)"/F € ((e)}-

Proposition 4.3.3 — Si a et B sont toutes deur des racines imaginaires positives
et s’il neriste pas d’élément w du groupe de Weyl tel que w(a) et w(B) soient
proportionnelles a une méme «racine simple » a; avec des coefficients dans N;, on
a:

(B,INMNa))y # {0} = B+acA.

Démonstration. Considérons 3 un élément de ¢ (B). Sous les hypothéses de la
proposition, il existe au moins un élément ’y’\ de ¢"(e) tel que {B,3") # 0. Les
racines £, 4 étant imaginaires positives, (B,'y » < 0. D’aprés 3.2.8, on a alors
B+ ¥ € A sauf dans le cas ou 3 et 4 sont conjuguées sous l'action d’un méme
élément du groupe de Weyl & un multiple d’'une méme « racine simple » imaginaire
a; avec des coefficients dans N;, et le résultat cherché vient par projection. O

Proposition 4.3.4 — Soient o € AF(S) et B € A(S).

S’il existe un élément B de C(B) tel que (¥~1(a),3") < 0, alors (3,21 (a")) < 0
et donc B+ a € A.
Démonstration. Immédiat, d’apres les propriétés du revétement ((SR3b) et 3.2.6). O

Remarque. D’aprés les trois propositions précédentes, si «,3 sont des racines
positives telles que 8 ¢ Qa et (a,f") < 0 (pour un " € ¥({N(B)) si B est
imaginaire), alors a + 3 € A. Si a et 3 sont imaginaires, la condition 8 ¢ Qa peut
étre affaiblie (4.3.3).
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Lemme 4.3.5 — Soient o une racine imaginaire positive et & € ((a), on sait qu’il
existe w € W tel que w(a) € K., dans ce cas w({(a)) C K.

Pour un tel choiz de w, 'ensemble F'S5\ Zj5 (cf. 3.1 et 3.1.1 ) ne dépend pas du
choiz de § dans ((w(a)) = w(¢(a)).
Remarque. Avec les notations de 3.1 et 3.1.1, si 8 € K, :

(I\FSp) U Zs={iecI;{Ba}) =0},
FS3\ Zs ={i € I;(B,a}') < 0}.
Démonstration. Soit & € {(a), la racine & est imaginaire positive, il existe donc

un élément du groupe de Weyl w tel que w.d@ € K, Soit 8 € w((()) (ie.
U(w~!.8) = a). Par équivariance de ¥, on a :

U(w.6) = ¥(f) <=¥(a) = ¥L(w'f);
= (VU (w.a),e) =¥(B),a)yViel;
—(w.a,&) = (B,a}y Vie I

Ce qui impose w.3 € K, ainsi que Iégalité des ensembles FSy.a\Zy.aet FS’B\Z %
d’aprés la remarque précédente. O
Proposition 4.3.6 — Si o est une racine imaginaire et si ((o) contient une racine
imaginaire affine (au sens de 3.1.2), alors il n’est formé que de racines imaginaires
affines.

On pourra donc ainsi parler du type d’une racine imaginaire o :

a est de type affine <= 3& € {(a)/& est de type affine ;
<= Va € ¢(a), & est de type affine ;

a est de type indéfini <= 3é& € ((a)/& est de type indéfini ;
<= Va € ((a), a est de type indéfini.

Démonstration. On peut supposer la racine « positive. Soient alors & et B deux
éléments distincts de ¢() (donc imaginaires dans A).

Le type d’une racine n’étant pas modifié par 'action d’un élément du groupe de
Weyl, on peut supposer dans la suite que & et £ sont dans K..

Si & est de type affine, alors Sz = Z5.

(1) Si Sﬁ N Ss # 0, d’apres 4.3.5 (I\FSG) U Z’é = (I\FS&) U Zs mais S5 = Z5
rencontre S/; donc Zj et est connexe donc S5 C Za. La partie Zs n’est donc pas
de type fini. D’apres 3.1.1, B est nécessairement de type affine avec S’[; =7 5 donc
les supports des deux éléments sont égaux (un support de type affine ne contient
strictement que des parties de type fini).
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(2) Si S5NSa = (. Supposons que 8 ne soit pas de type affine. Alors, il existe
i € Sp tel que (B,a7') < 0 et donc i € F'S5 \ Ss d’apres (4.3.5). Par définition de
F'Ss, il existe j € Sg tel que (di,dg\) < O mais alors j € Z4 OFS[; doncj e Z;C Sﬁ
car Zg = S5 C (I\ FS[;) U Z5 ; ce qui contredit I’hypothése Sz NS5 = 0. O

Remarque. Soi:u a une racine de type affine, supposée dans \Il(f(c) Considérons
toujours @ et 8 dans (o).

—Siaet ,3 ont des supports égaux (affines), alors & et B sont Q-proportionnelles
puisque Corang (A(Ss)) = 1. Ayant de plus méme image par U, ils sont égaux.

— Sinon S5 N Sﬁ =0et FSszN Sﬁ = FS/@ N Sz = O (démonstration facile en
reprenant (2). En particulier, comme & et @ ont méme support, F'Ssr N Sﬁ =0et
ona: (3,a") =0.

Ainsi, pour toute racine imaginaire affine o et tous & G dans (), on a
(B,a"y = 0.

Notons encore que s'il existe un indice 7 € I tel que (a,a*) < 0 (i.e. FS5\S5 # 0),
alors ((a) est réduit 4 un élément.

Proposition 4.3.7 — Si v est une racine imaginaire, et si o est une racine
quelconque de A(S), le signe de {a,y") (au sens strict c’est-a-dire comme élément
de {0,+, —}) ne dépend pas du choiz de v dans ¥"(¢{MN(Y)).

N.B. : Dans la suite, pour v € Ai™ ~” désignera toujours un élément de ¥ (¢ (7).
On peut choisir ces éléments v de fagon que (w(y))" = w(y") pour tout w € W
et pour tout y € Ai™,
La matrice étant & coefficients dans @, ces choix et celui de 3.2.5 peuvent aussi
étre faits de facon que v € ¥ Q") C Q. Cependant, il n’est pas sir que I'on
puisse avoir 3 la fois v € Q" et 'invariance par W ; c’est le cas avec la condition

(Z) ou au moins si la matrice A est & coefficients entiers (Q” étant alors stable par
W) ou encore si I est fini.

Démonstration. Soient 7 et § deux éléments de (). On peut supposer la racine «y
positive, et méme 4 et ¢ simultanément dans K.. Enfin, on se rameéne au cas ol o
est une racine positive (en considérant —a si nécessaire).

Supposons 7" = ¥ (5) et 6" = ¥A(§") ; soit & € ¢(a), on a alors:

(1) Ca") < 0= (&F") <0 <= S5 N (FS;\ Z3) #0;

(2) ™) =0 <= (@A) =0 <= Sa N (FS5\ Zy) = 0.

Grace a (4.3.5), on sait que F'S5 \ Z5 ne dépend pas du choix de I’élément 4 dans
¢(7) ; les deux scalaires {(a,y") et {a,0") sont donc de méme signe. O
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Systéme générateur de racines normalisé

Soit S = (A, V,V/, (), ILII",(N;)icr) un systéme générateur de racines. On
consideére la condition suivante :

(BN) il existe un corps totalement ordonné K, un élément ¢ > 0 de K et une
application Q-linéaire 6 de Qq dans K telle que, pour tout 7 € I, f(a;) > € et
0(a;) < s;e pour un s; € N.

Si (BN) est vérifiée, I’application 6 est appelée une «hauteur ».

N.B. (1) La derniére inégalité de (BN) est superflue lorsque K est archimédien,
c’est-a-dire est un sous-corps de R.

(2) Quitte & changer €, on peut transformer la derniére assertion sur 4 en :
Vo € Ay,3sq € N tel que € < 8(a) < sqe.

Ainsi, la condition (BN) ne dépend que de Ay et non de la base II.

(3) Cette condition (BN) est une conséquence de ’hypothése suivante :

(MP1) 11 existe une base (v;);es de Qq telle que II C P, ; Nv;.

Les conditions (BN) et (MP;) sont invariantes par isomorphisme de S.G.R. Nous
reviendrons sur ces conditions (BN) et (MP;) avec quelques autres en 4.4
Proposition 4.3.8 — Soit S un S.G.R. satisfaisant & U’hypothése (BN).

On peut extraire de |J;c 1. Vioii une partie Di,, d’éléments o deur & deuzr non
Q-proportionnels et, pour chaque o € iy, déterminer un ensemble de rationnels
N(a) pour lesquels, si a € ®ip, :

- N(a)a C N;a; pour un certain i (unique et on pose alors o = al) ; et
— ou bien N(a) admet pour plus petit élément 1 ;
— ou bien N(c) ne posséde pas de plus petit élément, est minoré par 3/4 et
contient 1.

On note ® := &;,, UIL,, et " = (a™) ou a parcourt P.

De plus, si A’ désigne la matrice de coefficients {a,B") pour o et B dans D,
alors 8" = (A, V,V",{,),®,®" (N(a))aca) est un systéme générateur de racines
normalisé tel que : AL (S") = A4(S) et A™(S") = A™(S).

Enfin, si S vérifie Uhypothése (Z), alors S’ aussi.

L’identité est un morphisme de S.G.R. de S’ dans S.

Remarque. Intuitivement, on peut interpréter cette proposition de la maniére
suivante :

Par hypothese, IT (avec N; donné pour chaque 7 € I) est une base du S.G.R.
S donc toute racine o de A, qui n’est pas dans un N;a;, admet une bonne
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décomposition du type ) nja; ot 'on peut supposer tous les n; dans Nj ina (quitte
3 faire apparaitre plusieurs fois une méme racine simple).

Si une racine n;o; admet une bonne décomposition n;o; = ) xja; en fonction
des éléments de |J;<; Njo; \ {n;c;}, alors on obtient une autre bonne décomposition
de « ne faisant pas intervenir n;a; en remplagant dans sa décomposition n;c; chaque
fois qu'il apparait par ) x;a;.

On extrait donc la base de ILe U (|J,c T N;a;) (ou plus exactement de la réunion
I U (UieI0 Nio;) U (Uier_ Nijinaoi) car si a = nia; + mua; avec m; € N et
n; € Njind et si n;o; admet une bonne décomposition en fonction des éléments de
Ujer N \ {nic;} ceci ne donne pas une bonne décomposition de a si ¢ € Io).

Par ailleurs, cette remarque ne démontre pas la proposition car il faut extraire
les éléments de la nouvelle base les uns apres les autres (de peur que n;a; ait une

bonne décomposition avant mais plus aprés) ce qui nécessite une récurrence faite a
P’aide de 6.

Démonstration. 1. Construction du candidat par récurrence.

Soit 6 la forme linéaire de Qg dans K définie grace a la condition (BN) ; pour les
besoins de la récurrence, posons :

Kni= |J Niai n07'([05(n +1)(¢/4)].
1€ Lim
Par hypotheése, Ko = K; = K2 = ) et la réunion des K, est Uz‘elim N;o;.
Construisons alors par récurrence des familles de vecteurs ®(™) (a n fixée, &™)
sera égal a I, U (® N (K,))), ainsi que des ensembles de rationnels positifs N(™ (a)

(correspondant, & n et « fixés, & No N [0; (Z;Ei))e[ ) pour chaque o dans &™) N AIm,

— Pour n € {0,1,2}, on pose ®™ := &, = II,,. Pour ces éléments, N(a) est
{1, 2} si la racine est multipliable, et {1} sinon.

— Soit 7 > 2. Supposons connus les (1) (aux choix possibles prés concernant
les racines a pour lesquelles N(a) n’a pas de plus petit élément), contenus dans
®..UK,_1, ainsi que, pour les éléments o de @D\ &, les N(»~1)(a) de plus petit
élément 1 ou sans plus petit élément mais contenus dans [3/4, co[ et contenant 1.

Si a e ® 1N d,, on pose N"V(a) = N(a).

Pour tout a € ®™ 1, notons N~ (a)inq 'ensemble des éléments indécompo-
sables pour 'addition de N(*~1)(a) ; en particulier, N"~ 1) (a)inq = {1} si « est une
racine réelle.

Définissons un ensemble intermédiaire & ™ inclus dans K, \ Kpn1.

— Soit 3 dans K,, \ K,-1, on dit que 3 appartient a &’ (") &i B vérifie les deux
propriétés :

(a) la racine 3 n’est Q-proportionnelle 4 aucune racine de ®(~1) ;
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(b) Sia € ®™ D et n, € N("‘l)(a)ind sont tels que B — nya est une racine
de A, (S), alors {8 —noa,a”) =0 ou bien 8 — nya € N1 (a).o.

Nous définissons a présent &™)\ ®("~1) = &(")N(K,,\ K,,_;) de la fagon suivante :

Pour tout élément 8 de ¥’ (n) , considérons R(() ’ensemble des rationnels g tels
que g3 soit encore dans ®'(™) ; il est clair que R(3) C]3/4;4/3[. Si R(8) a un plus
petit élément ¢;, posons a = ¢ 3, sinon fixons arbitrairement un unique élément o
dans R(B). Dans les deux cas, posons a € ®™ avec N (a) = R(a).

Si B n’est pas dans @’ ("), il n’intervient pas dans la construction de ®.

Reste a définir N(™(a) pour a € &1, c’est la réunion de N~V (a) et des
rationnels g tels que ga soit un élément de K, \ K1 qui vérifie (b).

Enfin, posons & = [J,cn @™ et N(@) = U,cn N™(a) pour a € . Par
construction, deux éléments de ® ne peuvent pas étre Q-proportionnels et N(a)
est un sous-ensemble de Q4 qui admet 1 pour plus petit élément ou bien contient 1
et est contenu dans [3/4 ; oo (et n’a pas de plus petit élément). De plus, pour tout
a € 9, il existe un indice ¢ € I tel que N(a)a C N;ay.

On pose alors ® = |J,, (™ et on définit S’ comme dans 1’énoncé.

2. Montrons qu’avec cette définition, S’ est un systéme générateur de racines.

Soit J I’ensemble des indices i € I tels que N;a;N® # 0 ; pour j € J, 'intersection
Nja; N @ est réduite & un élément noté ;.

La base de S’ est extraite de | J,. 1, NVicti UILe donc la matrice A’ est obtenue &
partir de A de la maniére suivante :

(a) on efface les colonnes et les lignes correspondant aux ¢ € Iim \ J (on verra
que cela signifie que tout élément de N;a; a une bonne décomposition en
fonction des autres).

(b) on multiplie les colonnes conservées par le rationnel g; tel que g;o; € ®.
La matrice ainsi obtenue est alors de Borcherds relative et & coefficients {a;,3")
rationnels et méme entiers si [ est réel.

(SGR2) et (SGR3) sont vérifiés puisque, par hypothése, S est un systéme de
racines.

On a remarqué que les parties N(a) contiennent 1, sont incluses dans [3/4, 0o et
que leur plus petit élément, s’il existe, est 1. D’autre part, N (v;) (’yi,'yj\) C Njaj; CZ
pour y; € ® et ; € P (resp. et y; € ® si S vérifie (Z)) ce qui établit (SGR5) (resp.
et (Z)).

(SGRA4) résulte du choix de A'.

Reste a établir (SGR6).

Toute somme d’éléments de ®re U (Uyeq,, V(a)a) est un élément non nul de
Qa,+, on sait que ¥(Qq,+ \ {0}) N {0} =0, ce qui permet d’établir (a).
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Deux éléments de ¢ n’étant jamais Q-proportionnels, (b) est vérifié.
Ainsi, S’ est bien un systéme générateur de racines.

3. Montrons que A (S") C A4 (S).

D’aprés (4.2.18), A(S’) est le plus petit sous-ensemble de Qg = Y., Q;
symétrique, contenant N (y;)y; pour tout j € J et tel que:
si o € AL(S') et sivy; € ®, alors la chaine Ch(a, ;) C A(S).

Or A(S) N Qg vérifie ces trois propriétés (car chaque N(7;)7; est dans un N;a;)
et donc A4 (S") C A(S).

4. Reste a prouver que S’ est un S.G.R. normalisé.

Soit a € Py, tel que npa = ZjeT xjyj pour ng € N(a), T C J connexe et
z; dans M(v;) \ {0} (en reprenant les notations du chapitre des S.G.R. pour des
v; € ®) pour tout j € T

Si T n’est pas réduit & un point, par 1.2.14 appliqué & un revétement de S’ et grace
24.2.20,il existe ys € P et n,, € NI 4 telsque Y . njvj—n,,7s € A(S") C A(S)
et tel que <D, TjYj — My, ¥s Y2 ) < 0 ce qui contredit la construction de @ et des
N(v).

Par suite, noa = z;7; ; ce qui impose o = ; puisque deux éléments de ® ne
peuvent, par construction, étre @Q-proportionnels.

Ceci prouve que S’ est un systéme générateur de racines normalisé.

5. Montrons enfin que A4 (S) = A4 (S").

Supposons 'existence d’un élément 8 de A(S) n’appartenant pas & A(S”). Comme
®,. = I, l'égalité des deux groupes de Weyl ainsi que celle des ensembles
A(S)® = Ar(S’) sont claires, 3 est donc nécessairement imaginaire; on peut
supposer 3 € A(S)4+. Supposons ((3) minimal & €/4 prés dans 0(A(S)+ \ A(S")).
Cet élément (3 est évidemment dans Ka(s) (par minimalité dans son orbite sous
W). Montrons qu’en fait un tel élément ne peut exister..

Par hypothése, on sait que § = ;. m;a;, oi T C I est connexe, m; € M et
m; € Ny si T = {i}.

1% cas: T = {i}, B = nsav;. Sii € J et nya; € N(7;)vi, c’est clair. Sinon, il existe
par construction de la base, s € J et ms € N(7s)ina tels que 8 — myys € A (S) et
(B —ms7s,72) < 0; par récurrence, 3 — myys € AL (S) et donc B € AL(S'):

— si on peut choisir s # i, vs et 3 ne sont pas Q-proportionnelles et cela résulte

des conditions de chaines ;

— sinon s = i, si B — msys € Qa; est un élément de K (S) \ N(v;)7vi, donc
B € K.(S') et par suite, est dans AL(S'); si B — msys € N(vi)v, la
construction de N(v;) entraine 8 € A4 (S").
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2°me cas: |T'| > 2, on peut écrire § = Ezzll nsa;, avec ny € N et {i1,... 4}
connexe dans I et non réduit 4 un élément. D’aprés le premier cas, nsa;, =
> jes, Tjvj avec Sy connexe dans J et z; € M(v;) \ {0}. La réunion des S, est
connexe car si i, et i, sont liés dans I (aia,al{;) < 0 donc il existe j € S, tel
que (7yj,a5) < 0 ainsi, a;,,7)'> < 0 et il existe j* € Sy tel que {v;,7)') < 0.
De plus, cette réunion n’est clairement pas réduite 4 un seul élément. Ainsi 8 a une
décomposition a support connexe non réduit a4 un élément sur ® avec des coefficients
dans les M(v;), et comme 3 € Ka(s), on a 3 € Ka(g:y, d’ott la contradiction. [

Remarques 4.3.9. (1) En ce qui concerne la conservation des propriétés de la matrice.
Si A est de type fini, affine, indéfini ou profini, il en est de méme de la nouvelle
matrice obtenue. Par contre, si A est de type proindéfini, la nouvelle matrice peut
étre de type proindéfini ou de type indéfini. Enfin, si I est décomposable, le nouvel
ensemble d’indices I’ a le méme nombre de composantes indécomposables non
réduites & un élément de type affine (composantes de type affine imaginaire).

En effet, si 'on considére une décomposition de la matrice A en sous-matrices
indécomposables et la partition de I en parties non vides correspondante, I =
UiZiLs oo n € NU{oo}; si ¢ € I, a; ne peut s’écrire comme une bonne
décomposition d’éléments de A(I,) pour p # s que si a; est une racine de type affine
et si I est réduit & cet élément. Dans la construction de la nouvelle base, si I; n’est
pas une composante connexe de type affine réduite a un élément, il lui correspond
une composante connexe de I’. Et réciproquement, si I ! est une composante connexe
de I’, il ne lui correspond qu’une seule composante dans I sauf dans le cas ou I est
de type affine.

Supposons alors la matrice A indécomposable ; elle est de type fini (resp. affine,
indéfini) si et seulement s’il existe dans Q1 (), un élément u = ), ; u;; avec u; > 0
pour tout %, tel que Au > 0 (resp. Au = 0, Au < 0 ) mais alors u € Q+(I'), toutes
ses coordonnées sont strictement positives et A'u > 0 (resp. A'u = 0, A’y < 0) car
7 € Qg -

Si A est de type profini, toutes les racines simples sont réelles et donc la
normalisation ne change rien et A = A’ est de type profini (cet argument était
également valable dans les cas des types fini et affine).

Si A est de type proindéfini, on peut extraire de A une matrice d’ordre fini et
de type indéfini donc A’ est de type indéfini ou proindéfini. Elle peut étre de type
indéfini. Considérons par exemple le cas ot II := (a;)s;en OU ¢ € I_ pour tout ¢ et
tels que :

e a3 et ag sont linéairement indépendants et a1z < 0;
e ap :=aj + (n — 1)ay pour tout n > 2.

Il est clair que II' sera égal a (aq, az).
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(2) Comme N(a)a C N;a; pour un certain i, les propriétés « N; a dénominateurs
bornés », « N; sans points d’accumulation » sont conservées, par contre, I’hypothése
« Nj; de plus petit élément 1» n’est pas forcément conservée (si I’hypothése « N;
sans points d’accumulation » n’est pas vérifiée).

Lemme 4.3.10 — On suppose vérifiée l’hypothése (BN). Soit a € A.

(1) Si, pour tout B € A, la partie (B + Za) N A est bornée, alors a € A™ ou
bien o € £N;; avec a;; = 0 pour tout j # 1.

(2) Sia € A, alors pour toute racine B de A, (B+ Za)NA est bornée et plus
précisément, il existe deux entiers p et q positifs ou nuls tels que :

(B+Za)NA=[8-pa,...,B+qa) avec p—q=<{B,a").

Démonstration. Montrons tout d’abord (2). Quitte & conjuguer par W et a
considérer —(3 au lieu de 3, on peut supposer que a = «; et que [ est une racine
positive non colinéaire & a. On sait que si 8 + no; € A, alors r;(8 + na;) =
B — (n+ (B,2)Y)a; € A. Considérons alors la fonction «hauteur» 6 de (BN),
il est clair que :

(a) Pour n > 0 treés grand, 6(8 + na;) > 0 et 8(r;(8 + nay)) <0

(b) Pour n < 0 avec |n| trés grand, 8(8 + na;) < 0 et 8(r;(8 + nay)) > 0.

Traitons le cas ou 8+ na; € A, pour n > 0 trés grand.

Il existe dans un revétement S de S, une racine 7 positive telle que (7)) =
B + na; ; par équivariance de ¥, on a ¥(r;(¥)) = r;(¥(¥)) = r:(8 + na;) mais dans
S, on sait que la racine r;(¥) est positive ce qui implique 8(r;(8 + na;)) > 0 ; d’o
la contradiction cherchée. Le reste de 'assertion résulte de la condition de chaines.

Pour (1), considérons a € A™ et qui n’est pas dans un +N;a; pour un i tel que
a;; = 0 pour tout j # ¢ (i.e. {i} composante connexe de I). Alors, deux cas sont &
envisager :

— soit, il existe un j € I tel que o ¢ £N,0; et (a,a?) # 0, alors on peut supposer
« positive ; d’aprés 3.2.3 et 3.2.8, l'intersection considérée (pour 8 = ;) ne
peut étre bornée ;

- soit, a est une racine affine correspondant & une composante indécomposable
de type affine réelle, on est donc ramené au cas des systémes affines bien

connus ([K ; 6.3]) pour lesquels on sait que I'intersection considérée n’est jamais
bornée.

O

Corollaire 4.3.11 — Supposons hypothése (BN) wvérifiée pour le S.G.R. S et
considérons tous les S.G.R. S1 = (A1, V, VA, (), 1, I, (N, ) agen, ) pour lesquels :

1. A4 (S1) = A (S), donc A(Sy) = A(S) ;
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2. A™(S,) = A™(S) ;

3. pour tout (o, B) € Il im, si B" (resp. B7) est une coracine de 3 dans S (resp.
S1), alors {a,") et {a,B1) sont de méme signe (au sens strict).

Un S.G.R normalisé vérifiant ces propriétés existe (d’aprés 4.3.8) et est unique en
ce sens que sa base @ et les ensembles N (o) sont uniques (au choiz d’une constante
prés st N(a) n’a pas de plus petit élément) ; par contre, la cobase ®" n’est pas unique.

De plus, I’ensemble | J,cq N(a)a (qui est déterminé de fagon unique) est inclus
dans Uyem, Ni(@)a pour tout S.G.R. Si vérifiant ces conditions; c’est donc
Uintersection de tous ces sous-ensembles de A.

Remarque. Nous montrerons en cours de démonstration, le résultat intéressant
suivant :

sous les trois hypotheses précédentes, {a,8") et {(a,(]) sont de méme signe (au
sens strict) pour toutes racines a et 8 de A et de plus sont égaux si la racine 3 est
réelle.

Démonstration. Commencons par démontrer (dans les parties (1) et (2)) le résultat
énoncé en remarque.

(1) Connaissant A4 (S) et A™(S) et 'application a + o pour a € A d’aprés
4.3.10, le groupe de Weyl est connu. Les racines simples réelles sont (d’apres
4.2.8) les racines positives non divisibles qui induisent les réflexions 7, telles que
ro(A-) N AL C {a,2a}; elles sont donc bien déterminées par A, (S) et Ar(S).
D’autre part, si a est simple réelle, N(a) = {1,2} ou {1} selon que 2a: € A ou non.

(2) Soient « et 3 deux racines de A, on doit montrer que {(a,3") et (a,(3]) sont
de méme signe (au sens strict). Pour cela, on peut se ramener au cas ou les deux
racines sont positives.

Si la racine 3 est réelle, cela résulte immédiatement de ce qui précede.
Si la racine « est réelle, le méme argument permet de conclure grace a 3.2.6.

Reste le cas ou les deux racines sont imaginaires positives. Grace a ’action de
W, on peut supposer 8 € ¥1(K,,) (ces notations indiquant que I’on considére un
revétement de S7) ; alors 8 € W(Kc), et la racine « reste imaginaire positive. Dans
ce cas, (a,8") et (a,B]) sont négatifs ou nuls. On note II; = {y;};cr. On n’a, a
priori ici, aucune relation d’inclusion entre les N(v;)y; et les N(a)a.

Supposons {a,31') < 0, alors si S, est le support de @ dans T', & € Q10+ (Sa) €t
il existe un indice r € S, tel que {7,,81) < 0. Ceci implique (3.2.6) (8,7> <0
et donc, si L est le support de 8 dans T, alors il existe un indice [ € L tel que
(7,7 > < 0 et (par 3.) ou par I'égalité dans le cas des racines réelles), (7,7, > < 0.
Par suite, {(3,7~) < 0; en effet, si ~, est une racine réelle, le résultat est connu et
si v, est imaginaire, "hypothese (7)) < 0 suffit. Par 3.2.6 (dans S), on a alors
{80 < 0.
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La racine [ est dans \P(KC), o s’écrit comme somme de racines  positives de
A(S) (donc telles que ¢~,8") < 0), somme dans laquelle apparait 7, (qui est telle
que {7,,8") < 0) donc {a,B") < 0.

Ceci démontre le résutat énoncé en remarque.

(3) Montrons Pexistence et 'unicité du S.G.R.

1l est clair que dans la démonstration de 4.3.8 dont nous reprenons ici les notations
on pouvait remplacer dans la construction :

K, = U Nio) N071([0; (n + 1)(e/4)[)

1€ Lim
par K, := K.N67([0; (n+1)(e/4)])

ot K. :={a € Ay (5),{a,8") <0 (VB € ATY)} est indépendant du S.G.R. S;.

En effet, K, = ¥(K.) et tout élément de K, \ (User,, Nic;) admet évidemment
une bonne décomposition en fonction des éléments de ® qui lui sont de « hauteur » 6
inférieure (cf. remarque 4.3.8). Plus précisément, la proposition 1.2.14 (appliquée au
revétement de A(S")) montre que pour 8 € K. \(U;¢ 5, Vi), il existe un indice j de
I et un rationnel n; € Njina tels que 8—njoy; € U(AL\ N;7;) et (B—njvi) > <0,
une telle racine 8 ne peut donc vérifier la condition b) qui définit CIJ’(n) et permet
de construire ® et les N(a) pour o € ®. D’autre part, d’aprés le résultat énoncé
en remarque, les conditions (a) et (b) (critéres de sélection des éléments de la base
dans la démonstration de 4.3.8)) sont indépendantes du S.G.R Sy vérifiant les trois
hypothéses ci-dessus ; on obtient donc le méme ensemble |J .5 N(a)a. Aux choix
possibles prés concernant les racines « telles que N(«) n’aient pas de plus petit
élément, on a aussi le méme ® et les mémes N(a) (& une constante prés) & partir
de chacun des S;.

Ceci permet d’établir I'unicité de ® et la deuxiéme assertion résulte de 4.3.8,
puisqu’on a montré qu’on peut extraire |J, .o N(@)a de J;c; Nia;. O
Remarque 4.3.12. Si I est fini, alors la condition (BN) est vérifiée avec 6 & valeurs
dans Q. Si, de plus, Paxiome (SGRord) de 4.2.4 (2) est vérifi¢, L’application 6 de
(BN) définie sur V et a valeurs dans K peut étre supposée K-linéaire.

La premiére assertion résulte en effet du « lemme fondamental » de 1.1.

Si 'axiome (SGRord) est vérifié, alors (cf. remarque 4.2.4 (2))) une combinaison
a coefficients dans K positifs ou nuls des «; nulle dans V est nécessairement a
coefficients tous nuls. On conclut encore grace & 1.1.

4.4 Géométrie d’un S.G.R.

Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps ordonné. D’aprés le troisiéme
paragraphe de 4.1, 'étude du systéme de racines de tout S.G.R. peut se ramener 3
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ce cas (avec méme K = Q ou K = R) quitte & ne considérer que Qg et non son
plongement dans V.

Pour éviter certaines situations paradoxales, on est aussi amené & supposer vérifié
I'axiome (SGRord) de 4.2.4 (2)) (c’est automatique si K = Q).

Généralités

Si § = (A4, V, VA (O ILON, (N;)ier) est un systéme générateur de racines,
nous considérons dans sa classe d’isomorphisme le systéme, encore noté S tel que
V/ = (V)*. Nous pouvons donc noter a(z) le scalaire {a,z).

Définitions 4.4.1 — Six € V, on définit :

Hy ={v € V*/v(z) = (z,0) =0} ;

H: ={v € V*/v(z) = (z,v) > 0};

H; ={v € V*/u(z) = (zv) < O}.
On note a = {Hy/a € AT}

On définit une relation d’équivalence entre les éléments de V* relative @ Ha en
posant :

z~p Yy < (VH € #a) l'une des conditions suivantes est réalisée :
1) z et y sont dans H ;
2) z et y sont du méme coté au sens strict de H ;

i.e. Si H = H, pour a € A, {a,z){c,y) > 0.

Pour © € V*, on note T sa classe d’équivalence dans le quotient V*/=a. Enfin,
on dit que H,, sépare (au sens strict) z et y, si ax)a(y) < 0.

Lemme 4.4.2 — Si « et B sont deux racines réelles, alors :
H, = Hpg < P € {xo, +20,+a/2} N A,

donc #a = {Ho ;0 € AT 4}, et [Ha| = AT 4]-

Démonstration. Notons i I'injection de V' dans V**, il est clair que i(a) # 0 puisque
i(a)(a™) > 0 (a est une racine réelle). Les deux hyperplans H, et Hg sont les noyaux
des deux formes linéaires i(c) et i(8) et ne sont confondus que lorsque celles-ci sont
proportionnelles. Par injectivité de ¢, la proportionnalité de i(a) et i(8) implique
celle de a et B et leur appartenance & A permet de conclure grace au corollaire
4.2.21. O

Proposition 4.4.3 — Le groupe WV est isomorphe ¢ W donc @ W. Dans la suite,
on identifiera donc les trois groupes.
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Démonstration. Supposons r, ...r) =Idys = (1} st ~l ona:
(Va € V)(Vx € V*)(ry, ...riy (@),2) = Capryy ...r) (7)) = (az).
Par dualité des deux espaces :

VYaeV, ry...r (a) =aq,

donc 7;, ...7;, = Id.

n

O

Proposition 4.4.4 — Le groupe de Weyl opére sur Vi, := V*\ (Ugeg, H), et sur
le quotient V* /=n.

Démonstration. On sait que W agit sur les racines réelles, soit w un élément du
groupe de Weyl, alors on a:

w.Hy = {w.z/{a,z) =0,z € V*} = {z € V*/{ow ".z) = 0};
= {z € V*/{w.a,(2)) = 0} ;
= Hu).a-

De plus, si z et y sont du méme c6té de H,, on a {a,z){a,y) > 0 ce qui implique
(w.a,w.z){w.a,w.y) >0, et ainsi w.z et w.y sont du méme coté de H,. O

Les facettes
Définitions 4.4.5 — On définit dans V" =V* :

- la chambre fondamentale « ouverte» :
Cop={z € V*/{as,zy >0 (Vi € Lie)} ;
- la chambre fondamentale « fermée » :
C={zecV*/{ayx) >0 (Vi € L)} ;
— les facettes fondamentales : St J C I :
Cr={zeC/layzy =0& (i€ J)};
- le cone de Tits «ouvert » :

T ={z e V" /{ax) >0 (p.pt.a € AF)};
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— le cone de Tits « fermé» :
T={zecV*"/{a,z) >0 (p.pt.a e AT)}.

Tous ces ensembles sont clairement des cénes convezxes.

On a déja défini, en 3.2.7, dans Qq des ensembles analogues a C et T mais pour
un choiz différent des signes.

Lemme 4.4.6 — (a) La chambre fondamentale fermée est réunion des facettes
fondamentales : C = U;cr,.Cy ;

(b) SiJ C Le et C; #0, alors Cy est une classe d’équivalence pour la relation
relative @ #Ha ;

(c) Les racines de A' nulles sur Cy sont les racines réelles de A(J), en
particulier :

Cy C T° < J est de type fini.

Démonstration. (a) est trivial.

(c) Siz € Cy, il est clair que {a € Q4 /{a,z) =0} est Q1 (J). Or, d’apres (4.3.1),
Q(J)+ NA™ =T (A%(J)) = AP(J), le résultat en découle aussitot.

(b) Sous les hypotheses de la proposition, soit € Cj, si y est également dans
cette facette, on a pour tout a € AT :

(a,z) >0 et (a,y) > 0, ainsi que
(a,y) =0 <= a e A™(J).

Ceci montre que = et y sont bien dans la méme classe d’équivalence sous #a,
d’ou Cj C Z.

Réciproquement, si y € T alors z et y sont simultanément dans H,, si o € A™(J)
et sont du méme cOté au sens strict sinon, ce qui prouve que y € Cj. Od

Remarque. D’aprés (c), si C; # 0, alors Vi € Lie \ J, a; ¢ Q(J) donc on a
Are(J) = A N Q(J) (cf. 4.3.1).

Proposition 4.4.7 — Soient J et J' des parties de Lo etw € W. Si (w.Cy)NCy # 0,
on a:

(a) J=J';
(b) wCy=wCyp=C;=Cy;
(c) weWjy.

Remarque. Le sous-groupe W fixe C'y point par point, la proposition montre alors
que W est exactement le stabilisateur de C;.
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Définitions 4.4.8 — Soit w € W, si Cy # 0, alors w.Cy, est une facette de type J
et w.Cy (resp. w.C) est une chambre ouverte (resp. fermée).

Une facette de type {i} est appelée une cloison et l’hyperplan de Ha qui la contient
est unique (c’est Hy,, si la facette est fondamentale), c’est le mur correspondant.

Démonstration. (1) Soient w € W et i € I, si I(r;w) < l(w), alors pour tout
élément x de la chambre fondamentale « fermée », (a;,w.z) < 0.

En effet, (cf. 4.2.10), linégalité I(r,w) = l(w™ir;) < l(w) = (w™?) implique
w™(a;) € A_, D'assertion est alors immédiate sachant que z est dans C.

(2) Démontrons la proposition par récurrence sur la longueur de l’élément du
groupe de Weyl.

- Si {(w) = 0,w = Id donc:
CiNCyp#0= Iz CyNnCy.

Or, Cy: (resp. Cy) est la classe d’équivalence relativement & ¥ de z, d’od
l’égalité des deux facettes, ainsi que celle de J et de J'.

— Supposons alors n € N* et la proposition vraie pour un élément du groupe W
de longueur 0 < p < n.

— Soit w € W de longueur n. Si w = r;, ...7;, est une décomposition réduite de
w, alors, d’aprés (1), pour tout = dans Cy, (o, ,w.z) <O0.

— De plus, par hypothese, il existe un élément x de C; tel que w.z € Cy/, on a
donc {a;,,w.z) =0, d’'ou iy € J'.

11 est clair que r;, fixe C;» point par point. Si w' = r;,w, on a w'(z) = r,w.e =
w.x € Cy donc w'(Cy)NCy # 0 et w' est un élément de longueur n — 1. Gréace a
I'hypothése de récurrence, on a facilement les égalités J = J', w'(Cy) = Cy d’ou
w.Cy = Cy, enfin comme w’ et r;, fixent C; point par point, il en est de méme de
w. O

Hypothéses supplémentaires, cone de Tits

Dans la suite de ce chapitre, la condition suivante sera souvent supposée vérifiée :

(T') Cy engendre ’espace vectoriel V*.
On considérera éventuellement également ’hypothése :

(MP3) il existe une base de V telle que II,, soit incluse dans le cone positif engendré
par cette base.
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Remarques. La condition (MP3) est une version affaiblie de I’hypothése fondamen-
tale de Moody et Pianzola pour leurs ensembles de données radicielles [MP] :

(MP) I'ensemble Q(I ) est un Z-module libre possédant une base (7;) ;e libre
dans V telle que IIre C D¢y Nv;.

Cette condition est elle-méme vérifiée sous ’hypothése classique :
(L) I est libre dans V.

Dans le cas d’une réalisation sur R dans laquelle la dimension de Qgr(l;.) est
finie, si Q(Ire) est un Z-module libre alors ’hypothese (T) implique (MP). En effet,
Qr+(Ire) est un cone propre et Uintérieur du cone dual Cy est non vide, on peut
donc appliquer le lemme 5 du paragraphe 6 de [MP] ; ce qui établit le résultat.

En effet, il est 4 noter que dans le cadre de Moody et Pianzola ou II = II,. et
N; = {1} pour tout i, (SGR5) et (SGR6b) ou (SGRN) sont sans objet, et (SGR6a)
une conséquence de (MP) ou de (MP3) ou encore de (T).

Par ailleurs, la condition (MP1) du troisiéme paragraphe de 4.3 est un affaiblis-
sement de (MP) si IT = II,,

Si K’ est un corps ordonné contenant K, et si le S.G.R. S vérifie 'une des
conditions (T), (BN), (L), (MP), (MP5), ou (MP;) alors le S.G.R. Sk obtenu par
extension des scalaires la vérifie aussi. La réciproque est vraie a priori uniquement
pour les conditions (L), (MP), (BN) et (MP;) ce qui fait I'interét de celles-ci.

Toutes ces hypothéses sont invariantes par isomorphisme de S.G.R.

Proposition 4.4.9 — (a) La condition (T) est une conséquence de la condition
(MPy).

S% la condition (T) est réalisée alors :

(b) T =Uyew Uscr,, wCs=W.C;
(©) T = Unew U dge type siniy w-C-

Démonstration. (a) Sous I’hypothése (MP3), notons (v;)icn la base telle que Il C
@ieN K.

La chambre fondamentale «ouverte» contient le cone des formes linéaires
strictement positives sur cette base donc n’est pas vide. Notons 1k, la fonction
indicatrice de K. Soit z € V*, on a alors £ = y + z ol y et z sont les formes
linéaires définies par: (pour chaque i € N) y(v) = z(v).1k, (z(v)) + 1 et
2(7:) = (7). 1k, (—x(v:)) — 1. Il est clair alors que y et —2 sont dans la chambre
fondamentale « ouverte ». D’ou le résultat.

(b) et (c) Posons X = J,ew (Uscr, w-Cy) (resp. X° = U ( U w.Cy));

weW {J de type fini}
ona X =WC.
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Il est clair que C' C T (resp. Cy C T° pour J de type fini). Pour établir inclusion
X C T (resp. X° C &°), il suffit alors de prouver que les cones de Tits sont stables
sous l'action de W. Pour cela, il suffit de reprendre la démonstration de 3.2.7. (en
effet, le nombre de racines réelles qui s’annulent sur un élément est inchangé par
Paction d’un élément de W).

Pour Pinclusion inverse, on a de méme déja fait cette démonstration en 3.2.7,
dans le cas du coéne « fermé ».

Montrons que £° C X°. Si z € T° alors x est aussi dans le cone « fermé » donc
dans X ; par suite, il existe une partie J de I, et un élément w du groupe de
Weyl tels que w.x € Cy. Mais on sait que le cone ouvert est stable par w donc C;
rencontre $°, ce qui implique (4.4.6.c) que J est de type fini. O

Proposition 4.4.10 — (1) Si la matrice est de type fini, alors T° =V*.

(2) Si la matrice est indécomposable et de type affine réel, et si § désigne la
plus petite racine imaginaire positive, alors :

T ={xeV*;{z) >0}

N.B: Dans ces deux cas, I'’hypothése (T) (et méme (MP)) est automatiquement
vérifiée car Il est libre. En effet, dans le premier cas, la matrice A est inversible
donc IT = Il est libre. Dans le second, A est de corang 1, mais d’aprés (SGR6a),
on a encore IT,, libre.

Démonstration. (1) Lorsque la matrice est de type fini, le systéme de racines (donc a
fortiori ’ensemble des racines réelles positives) est fini ; le résultat est alors immédiat
par définition du cone de Tits.

(2) Lorsque la matrice est de type affine réel, toutes les racines de la base sont
réelles et on a:

U Cy c{zx e V*;{a,r) > 0 p.p.t. a racine positive}.
J de type fini
Par suite, comme N6 C Ay,

U Crc{zev ;e >0l

J de type fini

D’ot I'inclusion du cone de Tits « ouvert » dans 'ensemble {z € V*;{d,x) > 0}.

Montrons 3 présent que si x € V* vérifie (§,z) > 0, alors c’est un élément du
cone de Tits ouvert.

D’aprés l’étude des systémes de racines classiques de type affine (cf.[K ; 6.3]),
pour tout tel systéme, il existe une constante s égale & 1, 2 ou 3 telle que :

a€ A < a+sdeA™.
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Si I'on considére 2 un ensemble de représentants de A™/Zsé formé d’éléments
de A de hauteur minimale, alors  est fini. De plus, pour tout 8 € €, il existe un
entier n tel que (8 + nsd)(x) > 0 et donc Pensemble des racines réelles positives 7y
telles que (7y,z) < 0 est fini. Ceci démontre I'inclusion inverse et donc I’égalité.

Dans le cas d’un sytéme de type affine relatif, il est clair que le méme raisonnement
est valable puisque le cone de Tits coincide avec celui défini en ne considérant que
les racines réelles non divisibles. O

Murs et cloisons

Dans tout ce paragraphe, on suppose ’hypothése (T) vérifiée.

Proposition 4.4.11 — Si x et y sont deux éléments du cone <, il eriste un nombre
fini (noté #(x,y)), d’hyperplans de A séparant (au sens strict) x et y.

Démonstration. On sait que les éléments de # sont en correspondance bijective avec
les racines réelles positives non divisibles de A. De plus, d’aprés la caractérisation
précédente des éléments de T, on a 'inclusion :

{a € A™/H,, sépare z et y} C {a € A™/a(z) < 0} U {a € A™/a(y) < 0}.

Le résultat est alors immédiat puisque les deux ensembles apparaissant au membre
de droite sont finis. O

Lemme 4.4.12 — Soient = ety dans L, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 3w € W tel que {z,y} Cw.C;

(2) aucun hyperplan de ¥ ne sépare (au sens strict) x et y.

Démonstration. (1) => (2) : Supposons au contraire ’existence d’un tel hyperplan
H. Soit @ € A’ une racine telle que H = H, avec a(r)a(y) < 0, alors
(wlo,w oy w t.o,w ty) < 0 pour 'élément w donné par (1). Ceci impose
a wl.a d’étre simultanément dans A, et A_ ; ce qui est impossible.

(2) = (1) : Supposons qu’aucun hyperplan de # ne sépare deux points = et
y du cone de Tits. Quitte & faire opérer un élément de W (ce qui ne change pas
le nombre d’hyperplans séparant deux points) on peut supposer z € C (4.4.9), et
comme y € T, il existe un élément w de W tel que y € w.C.

On fait alors une démonstration par récurrence sur la longueur de w.
— Si l(w) = 0, le résultat cherché est immeédiat.

— Soit n € N*, supposons que si (z’,’) est un couple de points de C' x w.C' pour
w tel que l(w) = p < n € N*, qui ne sont séparés par aucun hyperplan de #
alors il existe w’ € W tel que {z’,y'} C w'.C.
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— Considérons le cas ot I(w) = n. Par hypotheése, si a;(y) <0, alors a;(z) =0
de plus, {w™t.05,w™'y) < 0 entraine w™t.a; € A_ ce qui implique (4.2.10)
I(rsw) < l(w). Appliquons r;, alors r;(z) =z € C et r; ;y € r;w.C et ces deux
points de T ne sont séparés au sens strict par aucun hyperplan de ¥. Puisque
[(rsw) < l(w), par hypothese de récurrence r;w.y et x sont dans une méme
chambre w'.C et donc {z,y} C r;w'.C.

O

Proposition 4.4.13 — Si x et y sont deux points de &, alors [r,y] = {tz + (1 —
t)y;t € K,0 <t <1} est contenu dans un nombre fini de facettes.

Démonstration. D’aprés (4.4.11), #(z,y) est fini, on peut donc raisonner par
récurrence sur cet entier.

— Si #(z,y) = 0, pour toute racine réelle «, on a a(z)a(y) > 0 donc le segment
ouvert |z, y[= [z,y] \ {z,y} est dans une classe d’équivalence sous = et est
inclus dans & par convexité de ce cone. Par suite, il existe J C I, et un
élément w de W, tels que |z, y[C w.Cy. On sait que z et y sont tous deux dans
%, donc qu'’il existe {wg,wy} C W ainsi que deux parties I, Iy de I . tels que
z € we.Cr,, y € wy.Cr, . Ainsi, le segment [z,] est inclus dans la réunion de
trois facettes.

~ Supposons n > 0 et la propriété établie jusqu’au rang n, c’est-a dire que si
z et y sont deux points de ¥ tels que 0 < #(z,y) = p < n, alors le segment
[z,y] est contenu dans un nombre fini de facettes.

— Soient alors = et y sont deux points de T tels que #(z,y) = n et H, un
hyperplan qui sépare x et y. Quitte & changer a en —a, on peut supposer
{a,y> >0 et (a,z) < 0. Posons :

_ {oy _ {a,T)

S (ay) —Koz) T (oy) — ()]
alors comme ({a,y) —{a,z)) > 0,ona0 <t <1et'élément z =tx+ (1—t)y
est situé dans |z, y[NH, C ¥. Les deux couples (z, z) et (z,y) sont dans T x T
et les entiers #(z, z), #(z,y) sont strictement inférieurs & n. En effet, un
hyperplan qui sépare z et z (resp. y et z) ne sépare pas z et y (resp. x et z)
mais sépare x et y, et par construction, ’hyperplan H, ne sépare aucun des
deux couples de points considérés ici.

On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence & [z, 2] et & [2,y] et on obtient
le résultat cherché puisque [z,y] = [z, 2] U [2,y]. |

Proposition 4.4.14 — Tout hyperplan de Ha est un mur et plus précisément, quel
que soit l'indice réel i, la cloison Cy;y n’est pas vide et contient un systéme générateur
de Uhyperplan H,,.
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Démonstration. D’aprés ’hypothése (T), Cy contient une famille génératrice de V*.
Soit i € I, arbitraire, Cjj et son image par r; ne sont pas dans la méme classe
d’équivalence relativement & #a, car {(a;,Cp> > 0 et {a;,r;(Cp)> < 0.

Considérons {vs}scr, une famille génératrice de V* incluse dans Cp, il est clair
que {r;(vs)}scr est une famille génératrice de V* contenue dans r;(Cy). De plus,

(Vo € F),(3cs € [vs,ri(vs)] ; tel que a;(cs) = 0).

Enfin, pour tout § € F, on a ¢s € Cyy ; en effet, pour j € I, tel que j # 1,
(a;,ri(Cy)> = {ri(a;),Cy> > 0 puisque r;(a;) € Q.

Montrons que {cs}scr engendre H,,. Pour tout § € F, on sait que ¢s appartient
a lintervalle [vs,vs + {a;,vs))]. La famille (vs)scr étant génératrice, la famille
(o, c5)ser Vest également.

La codimension de 1’espace engendré par les cs est donc au plus 1. Tous ces
éléments sont dans I’hyperplan H,,, ils engendrent donc ce sous-espace vectoriel de
V*. D
Remarque 4.4.15. Siz € Cy et y € C alors [z,y[= [z,y] \ {y} est contenu dans Cp.
Réciproquement, si z € Cy et y € V* sont tels que [z,y[C Cy, alors y € C. De plus,

Co=Cn(\(J H).

He¥Ha

Ceci permet de décrire entierement la chambre fermée w.C' & partir de la chambre
ouverte w.Cy et réciproquement ; on dira que w.C est «’adhérence» de w.Cp.

Un mur d’une chambre ouverte est par définition un mur correspondant a une
cloison contenue dans I’adhérence de cette chambre.

Les murs de la chambre fondamentale Cy sont les H,, pour i € I.

Remarque 4.4.16. SiV est de dimension finie et si K = R, alors V* a une topologie.
L’hypothése (T) équivaut & « Cy contient un ouvert de V* ».

Les facettes « fermeées » sont alors des fermés de V*. Une chambre « fermée » est
I'adhérence de la chambre « ouverte » correspondante.

Par contre, le cone de Tits « fermé » n’est pas forcément un fermé [K ; 5.8b] et la

chambre «ouverte» Cjy n’est pas forcément un ouvert méme sous ’hypothése (T)
ou (MP) [MP ; chap.5 exemple 5].

Extension des résultats du second chapitre

Nous nous proposons & présent de généraliser (sous les hypothéses du paragraphe
précédent) les résultats du second chapitre au cas d’une matrice de Borcherds
générale A et d’ensembles (NN;);cr vérifiant les hypotheses (a), (b), (c) de 2.2 (ou
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(SGRS5)) la condition d) Nja;; C Z pour tout i € Ire et tout j € I, étant remplacée

si ¢ € I, alors pour tout j € I, a;; # —1/2;
pour chaque i € I, 2Nja;;/a; C Z pour tout j € I.

Nous avons déja remarqué (cf. 2.2 (3)) que tous les résultats du 2.2 sont encore

vrais sous ’hypothése (ii). Nous devons donc vérifier que le 2.3 reste valable.

Remarques. 1. On a donc comme nouvelles possibilités: ¢ € Iy pour a;; =

~3/2,-5/2,...
2. La condition (ii) équivaut a {(a,a)) € Z pour tout i € I et tout @ € R.

3. Cette généralisation conduit & I’existence d’un nouveau systéme indécompo-
sable de type fini : G5 de diagramme de Dynkin :

X
13’2

et pour lequel A est: {tai,tas, +2as, (a1 + a2),+2(01 + a2), £(a; +
20i0), £2(01 + 2a2), £(ag + 3a2), £(2a1 + 3a2)} ;

NN

ainsi que d’un nouveau systéme indécomposable de type affine Ggl)x de
diagramme de Dynkin :

r——=%

et pour lequel, si &g désigne la plus petite racine imaginaire positive, A =
{ndo/n € Z\ {0}} U {a +ndp/a € A(GS),n € Z}.

4. Le systéme de racines G5 apparait lorsque l'on regarde certains systémes
de racines restreintes. Dans [Ru], H. Rubenthaler étudie les sous-algébres
admissibles des algébres de Lie simples de dimensions finies.

Considérons A matrice de type fini indécomposable, indexée par I et 6 une
partie de I, on note g ’algébre de K.M. associée.
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SiI—6={j}, le couple (I,0) est admissible (au sens de [Ru]) s’il existe un
sy triplet X;,Y;, H; tel que:

— Hj est le double du poids fondamental 7; tel que o;(m;) = d;; pour tout
(7)) €1;

= Xi € Bt jaty)=2) Yo ;

= Yi € o am;)=2) $-o-
Pour une partie 6 de I, le couple (I, 0) est admissible si pour tout j € I —6, le
couple (I(j),I(j) —{j}) (ou I(j) désigne la composante connexe de (8) U {j}
qui contient j) est admissible.
Si (I,I\6) est admissible, la famille des sl5 triplets {X;,Y;, H;} (ou j € I—6)
engendre une sous-algébre simple de g appelée sous-algébre admissible associée
a (1,0).
Le diagramme de Dynkin correspondant a cette sous-algébre est la donnée du

diagramme associé & A o sont entourées les racines qui correspondent aux
éléments de I — 0.

La liste des diagrammes de Dynkin des sous-algébres admissibles (et le type
de la sous-algébre admissible obtenue) est donnée dans [Rul].

On y trouve notamment les diagrammes suivants :

e

@_._I_._@_._.

qui représentent des sous-algebres de type Gz (cf. [Ru]).

Si ’on considére alors le systéme de racines restreintes de g par rapport a la
sous-algebre abélienne CHy @ CHe (cf. numérotation de [Bbki; Lie chap. 4])
dans le premier cas et CH; ® CHg dans le second (voir aussi chapitre 6), on
trouve le systéme G5 .

Lemme 4.4.17 — Soient A une matrice de Borcherds et des ensembles (N;)iecr
satisfaisant auz hypothéses du second chapitre (2.2). Soit A = A(A, (N;)icr) le
systéme de racines a base libre associé.

Soient B € A et a € A™, Uensemble (B+Qa)NA contient au plus quatre racines
réelles st o € W.II; et siz sinon.

De plus, les racines réelles de (6 + Qa) N A sont situées aux extrémités de cette
«a-chaine ».
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Démonstration. Par conjugaison sous W (et en remplagant éventuellement o par
a/2), on peut supposer que a = a; ou i € I, et, quitte & changer 8 en —f3, que
B est positive. Enfin, il suffit de considérer le cas ou 8 € Qa; car on sait que
AN @ai C {:I:ai, i2ai}.

Sous ces hypothéses, (3+Qa;)NA C A, et cette partie de A, admet un élément
de hauteur minimale que nous notons fJy. Par minimalité de Gy, on a {8y, ) < 0.

Si (84 Qa;) NA™ =, il n’y a rien & démontrer.

Sinon, soit 7o € (8 + Quy) N A™ = (8 + Zay) N A™ tel que (yp,&) > 0 et tel
que la hauteur de vy — 7;(o) soit minimale (i.e. yo est le plus petit élément ¢ €
(B+Qa;)NA™ tel que {p,e) > 0). Soit p € N, {70 +paiyyg ) = 2+p{einyg ) > 2,
puisque (1.1.10) {a;,yy > > 0. D’aprés la condition de chaines, si yo +pa; € A, alors
pa; € Aetdoncp=1siiel; et p € {1,2} sinon.

Donc (v + Ney) N A C {vo,70 + i} sii € I et (0 +Nay) N A C {v0,7 +
@i, 0 + 2a;} sinon.

Par minimalité de 7o, on a (8 + Qa) N A™ C {r:(70 + @), 7:(70), Y0, Yo + @i} si
i€ et (B+ Qa)nA™ C {ri(vo + 2a;),7: (Y0 + @), 7:(Y0), Y0, Yo + @i, Y0 + 20}
sinon.

La derniére assertion du lemme résulte de 2.3.7. O

Considérons alors une matrice A et des ensembles (N;);er,,, satisfaisant aux
hypotheses (i) et (i) (en plus de (a), (b) et (c) de 2.2).

Si B(A) désigne toujours la matrice normalisée associée & A (1.1), le chapitre 2
établit Vexistence du systéme A(B(A), (N;)ier) noté en abrégé A.

Posons alors: © = W(HT6U2H2)UiW(UieIim N;o; ) UxW.K' = AU2WTI, C R.

Nous appelons encore racines les éléments de © et notons O;, = Ay, et
O;c =0\ Oipy.

Nous allons montrer que © est le systéme de racines & base libre associé a A et
aux (NV;)icr. En fait, seules les conditions de chaines ne sont pas évidentes.

D’aprés la remarque 2.4.5, nous pourrons généraliser les propositions 2.3.7, 2.3.8,
2.3.9 et 2.4.1 si nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 4.4.18 — Soienti € I et a € ©, si {a,a)) = —1, alors a + 2a; € O.
Démonstration. Si a € ©_ est telle que (a,a;') = —1, alors —r;(a) est une racine
positive pour laquelle on a aussi (—r;(a),2)) = —1 et a + 2¢; € © équivaut par
—r; & (—T,'.a) + 2a; € ©.

Sous ’hypothése de ce lemme, supposons l'existence d’une racine a de O telle
que {a,a)) = —1. Comme a; € A, on a y(e) € Z pour tout v € ©, donc @ € A
(i.e. /2 ¢ O si « est réelle).

Nous allons démontrer par récurrence sur la hauteur de a € A} que si (o)) =
—1, alors a + 2a; € A.
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Si « est de hauteur 1, o = o pour j € I et il n’y a rien & démontrer puisque par
hypothese a;j,0) # —1.

Supposons le résultat établi si ht(a) < n ou n € N* et supposons qu'’il existe une
racine o € Ay de hauteur n telle que (o ) ) = —1.

(1) Premier cas: a € Ao := Wil et {a;,aV) € {—1,-2,-3}.

Pour pouvoir utiliser les résultats de la section 4.4, nous considérons le systéme
de racines A.

Le sous-groupe de W engendré par les réflexions r,, et r; est fini et contient un
élément w tel que w({ay, a}) C A_. L’intersection N des noyaux des formes linéaires
sur V” induites par o; et « rencontre donc le cone de Tits ouvert. En effet, dans le
quotient de V" par N (isomorphe & R?), on a un systéme de rang 2 ; et 'image du
cone de Tits, qui est convexe, contient un ouvert dans chacun des quatre quadrants
et donc aussi 0.

Il existe donc une facette Cj ; de T° conjuguée a une famille génératrice de N.
Quitte & conjuguer sous l'action de W, on peut ainsi se ramener & un systéme de
rang 2 qui soit de type fini (et indécomposable car 7, et 7; ne commutent pas) ; ¢’est-
a-dire de base (ax, ;) avec k € I et de type BC, ou G5 et ol a = nay + ma;.
Notons qu’en fait dans les deux cas, k = 7 puisque la racine a; ne peut étre conjuguée
4 aucune autre racine simple (cf. lemme 1.1.9).

(a) Type BC: : On a alors {ax,af) = —1 et {aj,0)) = —2.

On a (@, ) = 2n — 2m qui ne peut étre égal a +1.

(b) Type G5 : On a alors {a,a) ) = —1 et {ay,a)) = —3.

On a (a,a)) = 2n — 3m, au vu des racines dans un systéme de type Gbs,
(a,0))y = —1 implique o = rj(ax) = aj + ag. Alors, o+ 2ax = o + 3ax = rr(ay)
est bien une racine.

(2) Second cas: a € A™ et {a;,aV) < —4 ou a € A™,

Par hypothese (a,a)) = —1, donc @ + a; = r;(c) est une racine réelle si et
seulement si a en est une.

D’aprés la condition de chaine (ou 3.2.8), a; + 2 est une racine.

Comme a € W.II,. UA™, cette racine a; + 2 est nécessairement imaginaire. En
effet, on peut raisonner dans le systéme A, alors :

— soit o est réellle et alors o;, @ + a; et leurs images par r, (contenues dans
a; + 3a + Na) sont des racines réelles de a; + Zo qui ne peut en contenir plus
de quatre d’apres le lemme précédent ;

— soit a et a + a; sont imaginaires, alors :

~ si2a € A, toujours d’apres le résultat précédent, a; +2a € Ay, (puisque
dans lintersection (2a + Za;) N A, la racine o; + 2« est située entre 2a
et ;(2a)).
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—si 20 ¢ A, alors a = w.a; € Iy avec w € W et aj,0)f) >
{aj,w™ .0y = —1 contredit nos hypothéses (car w~'.a} est une racine
positive (2.1.6) dont le support contient i puisque «; ne peut étre
conjuguée & une racine simple autre qu’elle méme (2.1.1)).

On a donc montré que o; + 2a est imaginaire.

Notons alors § = w(2a + ;) le plus petit élément de W.(2a + ;) (il est
dans K’). Les supports de 6 et de § — w.; = 2w.c sont connexes et on a
Gw.e)) =20+ a;),0)) = 0.

Par suite, Sy.o; C Zs (avec les notations de 3.1.1).

Pour tout k € Zs, (d,0p)) =0 d’ou (2w.o,e)) = —(w.c,) ) ; donc :

(w.ai,a}c’) doit étre pair.

(A) Si 6 est de type affine, w.a; € A(Ss). Le groupe W(S5) n’agit pas sur § donc,
quitte & conjuguer sous W, on peut supposer que w.o; est une racine simple o, de
A(Ss). La racine § = w.c étant toujours positive et située dans ce méme systéme.

L’existence du double de la racine réelle o,y dans ©(Ss) impose a ce systéme d’étre
de type Ggl)x ou une M.R.I de type affine non normalisée (cf. 2.1).

Les M.R.I de type affine non normalisées ne posent pas de probléme ; en effet,
(B,a}) € Z donc {B,ay ) € 2Z.

Reste Ggl)x. Il suffit de remarquer que dans ce cas, si o, est une racine simple
et 8 une racine réelle (non divisible), la structure du systéme de racines rappelée
ci-dessus montre que 23+ a4 ne peut pas étre une racine imaginaire ce qui contredit
nos hypotheses.

(B) Si 4 n’est pas de type affine, Zs est de type fini et ©(Z5) contient 2w.a; donc
la composante connexe de Z5 contenant le support de w.o; est de type G5 ou BC,
et w.a; est conjuguée de la racine qui admet un double (i.e. as resp. ay).

Cas BC, (n > 2): Toute racine positive conjuguée a «, est de la forme

Bp = ZZ:I) @, ; mais alors {8,y > = 1, sauf pour p = n auquel cas {fn,0_1) = —1
Cas G5 : Les racines positives conjuguées a ag sont az, a1 + az et o1 + 2as.
Or, (agz,a)) = —1, (a1 + az,a)) =1 et (a1 + 2az,ay) = 1.

Dans les deux cas, on trouve un indice k de Zs pour lequel (w.c;,) ) est impair ;
d’otl une contradiction.

Par suite, la composante connexe de Zs contenant le support de w.a; ne peut
étre que de type BC}. La racine a; ne pouvant étre conjuguée & une autre racine
simple qu’elle-méme, {i} (cf. 2.1.1) est une composante connexe de Zs et w.c;; = ;.

Si 2a + a; ¢ K', alors ht2w.a + ;) < ht(2a + w(a;)) = ht(2a + o),
donc ht(w.a) < ht(a) et (w(a),ay) = —1 donc par hypothése de récurrence,
w.a+20; € A et par w™l, onaa+2q; € A.
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On peut donc supposer 2a + a; € K’ (donc § = 2a + «;).

On sait alors qu'il existe un indice j tel que & — @; € A (on peut supposer j # i
sinon par r;, on a o+ 205 € A) ; et si a ¢ K, on peut supposer de plus que j € I,
et que (a,a)) > 0.

— Si {ay,0;) = 0, ’hypothese de récurrence s’applique & o — a; donc o — o +
2a; € A. Comme 2a+a; € K/, on a (a,a}/) <0dou < a—qj +2ai,a;/) <0
et donc a + 2a; € A. Ce cas est donc résolu et écarté.

— Alors, {oj,00) < —2 donc {a — o,y > 1 donc @ —a; —a; € A et
si a ¢ K., on a de plus (oz,-,a}/) < —1 car 2a + a,-,a}’) < 0 implique
(e, < —2(aya)) < -2.

Nous allons séparer ’étude en trois cas :

(a) a—aj —a;a)) <0;
(b) {a—aj —a,0)) >2;
(c) {a—a;j —aj,af) € {0,1}.

Le cas (a) : (a est forcément située dans K,) alors @ — a; € A et par r;, ’élément
o + 2a; est bien une racine.

Le cas (b): Si a ¢ K., on est dans ce cas dés que (ai,a;’) < -3,sia € K,
ce cas implique (ai,a;-’) < —4 i j € Ie. On a donc toujours o; + a; € K’ et
a—3a; —a; €A

Si @ — 3a; — a; € Ay, son support étant lié & celui de o; + o5, on a
a—3a; —a; + 3 + o)) € Ale. a+20; € A (le cas ou Sy C {3,j} de type
affine ne pose pas de probléme car alors 2a + «; est de type affine ce qui contredit
nos hypotheses de (B).

Sia—3a; —ao; € A_, alors a — (3o + ;) € Q- \ {0}, montrons qu’aucun
cas n’est possible: a = a; + @; et a = 3a; sont exclus car a — 3a; —; € A_;
a = a; + 20 a = 2a; sont impossibles puisque {a,a;’) doit étre impair.

Le cas (¢): Si o € K. et j € I, alors (ai,a}/) < -2.Sia ¢ K., on adéja vu
que {a;,0)) < —2.

On a alors :

(o — ajyriay))y = Crioney ) + (—aj,ri(e))
= (o + 0,0} ) + (—ay,0 — iy Yo
= (a,0 ) + €0 Y + {—a,05 ) + (i) Yoy, )
=(a—aj; — ai,a}/> + 2<az’,0t;/) + (ai,a}/ﬂaj,a;/)

= (o — aj — ;0] ) + o0 Y (2 + (aj,07))

qui est :
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(1) strictement positif si {aj,0) < —2 ou si (aj,)) = —2 et (@ — a; —
aiva}/> == 11
(2) nulsi {aj,0)) = -2 et (a—a; —a;,a)) =0.

Dans le cas (1), o —a; — ri(oy) € A et aj +r.05 € Ko (si j € Ie, on a
(aj,0)y < —2 et aj; < -2, or o +riaj,0)) =4 - (aj,0 Y Laz,a)y).

Si o —a; —ri(e;) € Ay, on peut lui appliquer '’hypothése de récurrence
a — a; — ri(a;) + 2a; est dans A et son support est lié a celui de o + ri(ay)
donc a — a; — ri(a;) + 2045 + (a; + ri(aj)) € Aie. a+2a; € A (le cas Sy C {4,5}
affine est exclus dans B)).

Sia—a; —ri(a;) € A_, alors a < 205 — {a;,o Yoy, étudions les cas :

e a = 2a; + no; est impossible car (a,a;) doit étre impair ;

® o = oy + noy n’est possible que si n = 1 car par hypothése a — o; € A mais

alors (a,;) = —1 implique a;,o)) = —3, donc r;(e;) = @ + 2a; € A.

Dans le cas (2), on a (@ — a; — a;,0)) = —1 et @ — a; — a; € Ay donc, par
hypothese de récurrence, & — aj + a; € A et a; + a; € K, (car si j € I, alors
(ai,a}’> < —2 et ;o)) < —2). Les supports des deux racines étant liés, on a
encore o + 2a; = @ — o + o; + (a; + @) € A. O

Conclusion 4.4.19. Ce lemme étant démontré, nous pouvons (cf. 2.4.5) généraliser
les résultats d’existence et unicité du systéme de racines & base libre au cas ou seule
Phypothése suivante est vérifiée : 2Nja;;/ai; C Z sii € Ire et si ¢ € I, alors, pour
tout j € I, a;; # —1/2.

Il est alors facile de généraliser tous les résultats du chapitre 4 & condition de
remplacer lorsqu’elle apparait la propriété :

pour tout ¢ € Ire,a;; € Z pour tout j €I ;
par :
pour tout j € I, sii € I alors 2a;j/a:; € Z et a;; # —1/2si az = 1.

La matrice normalisée obtenue dans la proposition 4.3.8 posséde les mémes
propriétés. Nous remarquerons que tous les résultats qui vont suivre (dans les
deux chapitres suivants) peuvent étre obtenus sous ces hypothéses. Cependant, nous
privilégierons le cadre d’étude de 2.2 qui est le plus souvent utilisé.
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5. Sous-systemes et Théoreéeme de conjugaison
des bases

Une structure étant définie, il convient de s’intéresser aux problémes de
fonctorialité. Les morphismes de S.G.R. ont été définis en 4.1 ; la premiére partie de
ce chapitre (5.1) traite de la notion de sous-systéme.

La seconde (5.2) porte sur la généralisation du théoréme classique ([K ; 5.9] et
[MP]) de conjugaison des bases.

Comme annoncé précédemment, les raisonnements de ce chapitre utilisent les
méthodes mises en place 4 la section 4.4, pour ces problémes assez distincts.

e L’usage est constant en ce qui concerne les sous-systémes ; d’ailleurs un résultat
crucial s’énonce géométriquement : c’est ’existence de murs relatifs. La définition
de sous-structures requiert en général des stabilités ; les systémes de racines ne font
pas exception. On prouve donc le résultat suivant : dés qu’une partie est symétrique
et stable par les conditions de chaines concernant chaque couple de ses éléments,
elle peut-étre vue elle-méme comme un systéme de racines.

e Pour les bases (qu’on définit au passage), la géométrie régle les probleémes de
racines réelles (sous 'hypothese A(Ir) de rang fini).

Il faut définir et étudier une relation d’équivalence appropriée, sur les racines
imaginaires, pour aboutir au résultat attendu : la conjugaison des bases par +W.
Situation. Soit S = (4,V,V", (), ILIN, (N;)ier) un systéme générateur de
racines sur K (Z ou un corps) tel que V» = V*.

Si K C R, on fera de la géométrie dans Vi le dual de V @k R (qui contient
VAr®@kR). Sinon (ou toujours si l'on veut), on notera Vi l’ensemble des applications
Q-linéaires de Qg dans R, et d’aprés la remarque 4.1.2, les résultats de géométrie
de 4.4 sont encore valables dans ce V. En particulier, la chambre fondamentale Cy
est incluse dans V.

L’hypothese (T) (i.e. Cp engendre V) est supposée vérifiée.
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5.1 Notion de sous-systemes
Définition

Soit A = A(S) le systéme de racines du S.G.R considéré, si Q est une partie non
vide de A, on note 2 = QN AL, Q" =QNA™, Q™ = QN A etc...

Le sous-ensemble 2 de A est un sous-systéme de A si:
(SSR1) o € Q@ = —a € Q (condition de symétrie) ;
(SSR2) sia e Q4,si e (iU etsiB¢ Qa,ona:

(a,pry < 0= a+P€Q;
(SSR3) si (a,B) € 2 x O, alors rg(a) € Q.
Remarque. Un sous-ensemble non vide 2 symétrique (condition SSR1) et clos, c’est-
a-dire vérifiant :
(SC) quel que soit (o, B) € Q%,si a+ LB € A, alors a+ B € Q,

est un sous-systéme de racines de A. En effet, on montre grace aux conditions de
chaines réelles qu’un systéme symeétrique et clos est stable sous 1’action de W, donc
vérifie (SSR3) et (cf. remarque 4.3.4) que si a et 3 sont deux racines positives non
Q-proportionnelles, telles que {a,8") < 0, alors leur somme est encore dans A d’oil
(SSR2).

La réciproque est fausse. Dans BC; par exemple, {+a;, £(a1 + az2)} est un sous-

systéme mais n'est pas clos. Plus généralement (cf. [Rul), C, posséde un sous-
systéme de type D,, qui n’est pas clos.

Ezemple. Si J C I, il est clair que A(J) C A est un sous-systéme clos.

Lemme 5.1.1 — Soit w € W, si Q est un sous-systéme, alors w.f) en est un
également.

Démonstration. 11 est clair que sous les hypothéses de ce lemme, w.Q vérifie (SSR1).

Pour (SSR3), considérons a € w.Q et § € (w.Q)™ = w.Q", alors par (SSR3)
dans Q2 :

1

.0 = Wry-15w L = w(ry,-15w " .a) € w(Q).

Reste a établir (SSR2). Soient @ € (w.Q)4 et § € (w.Q) Uw.Q™ et non pro-
portionnelle & . Supposons {a,3") < 0 ; ceci implique (w™!.a,(w™1.3)") < 0. On
doit alors envisager les différents cas :

(1) w™.a et w™1.03 sont des racines positives, et le résultat est da & (SSR2) dans
Q;

(2) w™l.a et w™1.8 sont toutes deux négatives et le méme argument que pour
(1) permet de conclure en considérant —w™l.a et —w=1.3;

(3) w™l.a est positive et w™!.3 est négative, 3 est nécessairement réelle ; on peut
encore utiliser (SSR2) dans Q ;

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 129

(4) w™l.a est négative et w—1.3 est positive ; on se raméne au cas précédent en
échangeant les roles de a et 3, grace a Pargument (a,5"Y{83,a") > 0. O

Lemme 5.1.2 — Un sous-systéme S posséde les deux propriétés suivantes (dites
propriétés de chaines) :

(a) siae e etsiBe\Qa, alors :
[B;ra-Bl :={B8,%a,..., —(B,a’da} CQ;
(b) sia€Qm et si 8 e\ Qa, alors :
(B,0")y <0= B+Nacq.

N.B: (1) Réciproquement, ces deux propriétés de Q impliquent les conditions (SSR2)
et (SSR3).

(2) 11 résulte de ce lemme que si « et 3 sont deux racines non Q-proportionnelles
situées dans Q et telles que {a,B") < 0, alors a + 3 € Q.

Démonstration. (a) Si (8,2") > 0, par (SSR3), on se raméne & (3,aV) < 0 (en
échangeant § et ro.0) ; de plus, (SSR1) permet alors (quitte & échanger 8 en —f3 et
a en —a) de supposer 8 > 0. Si (3,aV) est nul, il n’y a rien 4 démontrer. Sinon,
d’aprés (SSR2), la racine S+« est dans Q. Par récurrence sur 'argument précédent,
B+ pa est dans Q pour tout entier p compris entre 1 et E((—(8,a"))/2), par (SSR2)
ou (SSR3), on montre que c’est encore vrai pour p =E((—¢S3,aV))/2) +1, enfin on
compléte la chaine grace a r, par la condition (SSR3).

(b) D’apreés le lemme précédent, quitte & conjuguer par =W, on peut se ramener
A un sous-systéme dans lequel a € K.. Dans ce cas, I'inégalité implique 3 € Q4
et (SSR2) permet d’affirmer que o + 8 € Q. Le résultat complet est obtenu
par une récurrence alors immédiate. On peut également raisonner directement, en
utilisant (a) si 3 est réelle (grace & 3.2.6), et 3.2.3 (qui implique B8 € Q™) si 3 est
imaginaire ainsi que (SSR2). |

Coracines et groupe de Weyl
On note :
— Qr¢  D’ensemble des racines réelles de {2 dont les doubles ne sont pas dans {2.

— Q¢ celui des racines réelles o de  telles que /2 n’est pas dans €.

Il est clair qu’une racine non divisible (resp. non multipliable) de A est
non divisible (resp. non multipliable) dans Q. La réciproque n’est pas
nécessairement vraie (By, et Cy, sont des sous-systémes de BC,,).
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La coracine d’une racine réelle o de Q est la méme que celle définie lorsqu’on
considére a comme une racine de A, par contre, il est nécessaire de modifier
parfois la définition de a « chapeau », au sens de €2, on note o/ cette nouvelle
définition.

- SiaeQf, NAX  onpose d =a’ et o/¥ =a¥ =a’.

— Sia e, etest multipliable dans A, on pose &' = a¥ = 2a" et /¥ = V.

- Siae QF\Q,, alors elle est multipliable dans A, et on pose o/ = o’ et

o’V =a¥ =2a" et également (2a)" = (2a)" = .

~ Si a € Q™ on choisit, comme au chapitre précédent, arbitrairement un élément
de ¥"(¢"(a)) et on le note o/".

Remarque. Si une racine a € ¢ est le double d’une racine de A™ qui n’est pas
dans Q, ona &'V =a" = (a/2)" = (¢//2)" = .

On définit le groupe de Weyl relatif par :

Wa =<ro/a € Q¢ >.

11 est clair sur la définition d’un sous-systéme (SSR3) que Wy, stabilise Q ainsi que
Qre,
Remarque. Cette derniére propriété et les deux paragraphes qui vont suivre sont en

fait encore vrais si = Q' est une partie de A™ vérifiant la condition (SSR3) (et
donc aussi (SSR1)).

Géométrie d’un sous-systeme

On considére toutes les notions introduites au 4.4 mais dans Vi§. On pose
Ha = {Ho;a € Q¢}, et on définit, comme au chapitre précédent, la relation
d’équivalence ~q sur V§ relative & Q (c’est-a-dire a #gq). On appelle alors :

— chambre relative «ouverte »; toute classe d’équivalence C pour ~gq qui
rencontre W.Cy, l'intersection C** N T° engendre alors V3, car

C¥Nw.Cy# 0= w.Cy C C%;

— chambre relative «fermée »; si D = C% est une chambre relative « ouverte »
et ¢ € D, la chambre relative fermée correspondante est :

D = {y € Vg /Va € @, {a,z){a,y) > 0}.

— Les cloisons relatives d’une chambre relative «fermée» D sont les classes
d’équivalence F' pour =~q telles que F N T° engendre ’hyperplan H, pour
un « € (', avec:

Yy € F 3z € D |y, z[C D.
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— L’hyperplan H, est alors le mur correspondant 3 F', c’est un mur de la chambre
relative D.

— Un mur relatif est un hyperplan qui est le mur d’une chambre relative.

Remarque. En dimension finie, la chambre fermée est I’adhérence de la chambre
ouverte. En effet, quelle que soit la dimension, si z € D et y € D, alors [z, y[C D, et

D = {y € Vi /[z,y[Cc D(Vz € D)}
D =Dn (Vg \ Useare Hy).

Lemme 5.1.3 — Pour tout a € QF , i eziste 2o € Ho N T° tel que,
VB e A™\ Qa xo ¢ Hp.

Alors, xo est dans une cloison relative d’une chambre relative.

Démonstration. Soit a € Qﬂind, siw € W et i € Ie sont tels que a € {w.a;, 2w.a;},
alors Hy = w.Hy,. D’aprés (4.4.14), w.C;y # 0. Soit 29 € w.Cyyy, {i} est de type
fini donc o € T° et pour toute racine réelle 8 non proportionnelle & «, on a

(B,xo) # 0. i

Il résulte de ce lemme de fagon immeédiate :

Corollaire 5.1.4 — Pour tout a € Q¢, Uhyperplan H,, est un mur relatif ; il contient
toujours une cloison relative.

Proposition 5.1.5 — Soient o € Q™ et xo € H,NZ® tel que xo ¢ Hg si f € 0\ Qa.
(D’aprés le lemme précédent, un tel zg existe.) Ce point xo est exactement dans deux
chambres relatives fermées ; celles-ci ne dépendent que de la classe de xop modulo ~q
et cette classe est une cloison relative de chacune de ces chambres.

De plus, ces deux chambres sont échangées dans la réflexion ro, € Wq et H,, est
un mur de celles-ci.

Démonstration. On peut supposer a € {27 ;. Soit xj choisi comme en 5.1.3 ; d’apres
4.4.11, quitte a changer z{, en un point de |zo,zg], on peut supposer que tous les
points de |zo, ] sont dans une méme facette F' qui est alors une cloison. Il existe
w € W tel que w.F C C. Les deux chambres Cj et 7,.,.Cy contiennent des familles
génératrices de Vg, il est clair qu’il en est de méme de leurs images par w™!. De
plus, chacune des chambres w™!.Cjy et w'r, o.Cy est incluse dans une chambre
relative et ces chambres relatives sont distinctes puisque :

Caw™ .0y w1y 0.Cp) = (w.a,Cpd Aw.a,T0.0.C) < 0.

Notons alors C$? celle qui contient w—'(Cy) et C§} la seconde. Supposons que xo
ou un autre élément de la classe Fyy de o modulo ~q soit dans une chambre relative
fermée D éventuellement distincte des deux précédentes. Par définition, D rencontre
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Wy donc contient une famille génératrice de Vi. Par suite, il existe un élément
de D, tel que {a,z1) # 0, mais alors :

D= {x € Vit /(8 € 2\ Qa) (B,2){B,m0) > 0

et (V8 € Qa) (B,x){B,x1) > 0}.

Ceci prouve que D est forcément 'une des deux chambres précédentes.

Le méme raisonnement qu’en 4.4.14 montre que Fy est bien une cloison relative. O

Corollaire 5.1.6 — Une cloison relative F' est cloison relative d’exactement deux
chambres.
Proposition 5.1.7 — Deux chambres relatives différentes sont toujours séparées par

un mur relatif.

Démonstration. Soient C! et C§! deux chambres relatives distinctes. C{? pour
i € {1,2}, contient une famille génératrice de Vi, donc pour toute racine réelle
a de €, il existe 2, € CF tel que {a,z%,) # 0, on note alors &;(c) le signe de ce
scalaire. (Il est bien stir indépendant du choix de I’élement dans la chambre relative).
Chacune des deux chambres est caractérisée par la propriété :

C = {z/ei(a)La,z) >0 (Va € Q)}.

Les deux chambres étant distinctes, il existe a € 2™ tel que €1 (a)e2(a) < 0, donc
H,, est un mur relatif qui les sépare. O

Proposition 5.1.8 — Le groupe Wq agit transitivement sur
@ = {chambres relatives de Q}

et il est engendré par les ro ou la racine o € QU est telle que Hy soit un mur
d’une chambre relative donnée.

Démonstration. (1) On note :
R(z,y) = {a € QF 4 /{a,z){a,y) <0} et

= |{Murs relatifs qui séparent z et y}|.

Si z et y sont dans le cone de Tits, on sait (4.4.11) que #q(z,y) < #(z,y) < oco.
Or, une chambre relative rencontre le cone de Tits et il est clair que cet entier ne
dépend pas des choix de x et y dans leurs classes d’équivalence pour (2.
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(2) Soient alors deux chambres telles que #q(C$,CS) > 0 ( ou #q(CP,CH)
désigne bien str #(z,y) pour z € C{¥ et y € C§). Montrons qu’il existe donc
T€CPNT et y € C$NTC tels que le segment [z, y] coupe les hyperplans H,, qui
séparent les deux chambres, en des points tous distincts.

En effet, soient = et y quelconques dans ’intersection de chacune des chambres
avec le cone de Tits « ouvert ». Notons V' = Vg /(Nacp(z,y) Ha), V' est un espace
vectoriel de dimension finie.

L’image C] de C$2 N T° est un coéne convexe de V' qui contient une famille
génératrice de V’, donc C} contient un ouvert de V'.

Pour 3 # « séparant les deux chambres relatives, H, N Hj (avec les notations
évidentes) est de codimension deux dans V' donc 3y’ (le projeté de y) et cette
intersection engendrent un hyperplan qu’on note Hi"’ g

La réunion finie des HZ’ 8 quand (o, 3) parcourt ’ensemble R(z,y)? privé de sa
diagonale, ne peut contenir un ouvert de V, il existe donc zf; € C] n’appartenant
pas 4 cette réunion. Il suffit de relever z{ en 2o € C*NT°, alors xp et y conviennent.

(3) Considérons a présent deux chambres relatives C{* pour i € {1,2}, et
raisonnons par récurrence sur #q(C5?, C§}) pour établir le résultat suivant :

pour une chambre relative C*?, on note W (C*?) le groupe engendré par les 7,

pour « associée & un mur de C*, alors C§! est conjuguée & C§¥ sous l'action de
W(CP) = W(CP).

Si cet entier est nul, les deux chambres relatives sont égales et le résultat est
vrai. En effet, les chambres étant des classes d’équivalence, elles sont égales si leur
intersection n’est pas vide. Or, comme ’entier considéré est nul et que ces classes ne
peuvent étre contenues dans un hyperplan (elles contiennent une famille génératrice
de Vi), on a bien C N CS # 0.

Soit n € N*, supposons le résultat établi lorsque #q(C$,C$}) < n.

Soient alors deux chambres relatives telles que #q(C$},C$) = n et z et y
deux points de ces chambres obtenus dans (2). On note zi,...,&;,...,%, les
intersections successives de [z,y] et des hyperplans Hg, séparant les deux points.
Soit un point z €]z;,zs[ alors z € rg, (C) d’aprés la proposition (5.1.5) Hg, est
un mur de C{ donc 75, € W(C§) et par conjugaison W (rg,.C{!) = W(C§). De
plus, [2,y] coupe n — 1 hyperplans et par récurrence C3! est conjuguée a rg, (C$})
par W (rg, (Cf})) = W(CS§}), d’ot le résultat.

(4) La proposition résulte du résultat précédent et de 5.1.4 car W est engendré
par les réflexions par rapport & des murs. O
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Propriétés de Q™ si () est un sous-systéme

Soit C' la chambre relative « ouverte » qui contient Cyy. Considérons :

®; = {a € Oy N ; Hy est un mur de C et {a,z) > 0(Vz € O)};
®; = {a € Oy 520 € Q, H, est un mur de C et {ao,z) > 0(Vz € O)}.

N.B: D’apres le choix de C, on a: & U®; C QF ;.
On pose ®reng = P1 U Py, et Pre = Pre g U 2P,. Enfin, si a € &1 (resp. ®2), on
pose N(a) = {1} (resp. N(a) = {1,2}).
Proposition 5.1.9 —
Q¢ = Wa(Pre).

Démonstration. Soient B une racine réelle de Q non divisible et z € Hg N T° qui
n’est dans aucun autre hyperplan. D’aprés (5.1.3), x est dans une face d’une chambre
relative C’ dont Hg est un mur. Selon (5.1.8), il existe un élément w du groupe de
Weyl relatif pour lequel C’ = w.C. Comme (2 est stable sous Wq, il en est de méme
de Q¢ en tant qu’intersection de 2 et Ar. Il est alors immédiat que Wq, stabilise
les ensembles des racines non divisibles (resp. non multipliables).

L’hyperplan H,, g = w.Hg est évidemment un mur de C' donc w.3 ou wrg.[3 est
dans &. O

Proposition 5.1.10 — Posons B, = ({a,8'")) (ot B'" est défini en 5.1) lorsque
et B parcourent ®re ng-
Alors, Bl est une matrice de Kac-Moody relative (sans indice imaginaire).

Démonstration. D’aprés (4.2.8) et (4.3.1), si a € A%(J), alors & (son unique image
réciproque dans A) est positive et son support est inclus dans J. La coracine de &
a les mémes propriétés. Par ¥, o € Q}(J).

(1) 1 est clair que les coefficients de la matrice considérée sont dans Z.

(2) Montrons que si les deux racines a et 3 sont dans ®,e nq €t ne sont pas égales,
alors ¢(a,B") < 0.

L’hyperplan H, est un mur de C. Soit o comme en (5.1.3), zo est dans une
cloison F' de mur H,. Pour tout y € C, on a:

(oY) — By <a,BYY = {a,rp(y)> > 0 car Hg est le seul mur séparant C et son
image par rg.

De plus, tout élément x de F vérifie {a,z) = 0, et {(B,z) > 0.

Enfin, d’aprés l'inégalité (a,rg(zo)) > 0 (vérifice puisque 7o € F C C), le
produit {3,y {a,8Y) est négatif ou nul, donc {a,3") < 0; ce qui permet d’établir
le résultat.

(3) Si @ € ®1 (resp. P2), on a {@,a’) = 2 (resp. 1) grace au choix des coracines.

(4) Si (a,B") =0, il résulte de (2.1.7) que {B,a") = 0. O

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 135

Théoréme 5.1.11 — Le 7-uplet S., = (B, V,V",{,, ®re, P/, (N(@))aca,.) est un

re’
systéme générateur de racines sans racine simple imaginaire de systéme de racines
réelles Q2e.

Démonstration. L’absence de racine simple imaginaire simplifie les axiomes &
vérifier. La preuve de (SGR6a) est basée sur le fait qu'une somme d’éléments de
P, est une somme d’éléments de II,.. La vérification des autres axiomes est facile.
La derniére assertion résulte alors de 5.1.9 et 5.1.8. O

On déduit de 5.1.8 et de ’étude des systémes générateurs de racines :

Corollaire 5.1.12 — Le couple (Wa, (Ta)acare) est le groupe de Cozeter correspon-
dant a B!, ou plus exactement & la matrice de Kac-Moody déduite de Bl, comme en
section 1.1.
Remarque 5.1.13. Soit Q™ une partie de A*® vérifiant (SSR1) et (SSR3) ; d’aprés
ce qui a été remarqué, tous les résultats de ce paragraphe et du précédent sont
encore valables. Le systéme de racines (2 de S/, est obtenu en complétant Q™ par les
conditions de chaines réelles (remarque 4.2.18), donc est contenu dans A et est méme
un sous-systéme de A. D’autre part, avec des notations évidentes, = Q°UWqK.q
et pour toute racine a € WK, N*a C Q, on a donc N A = Q. Cependant,
il peut exister d’autres sous-systémes {2 de A vérifiant 2 N A™ = Q¢ par exemple
Qrey Alm,

On obtient ainsi une correspondance bijective entre les sous-systémes de A™ au
sens de Moody et Pianzola [MP] et les sous-systémes de A dont la base est réelle
(c’est-a-dire engendrés par leurs racines réelles).

Base de €

Notons Q'™ = A N Q2 ; d’aprés (SSR3), Q™ est Wy, stable.

Définition 5.1.14 — Le S.G.R. S vérifie la condition (B), s’l satisfait a 'une des
hypothéses suivantes :

(BN) (cf. 4.3).
(BZ) (Z) et II n’a pas une infinité de composantes connexes de type affine.
(BF) Vg est de dimension finie et 0 n’est pas adhérent & R, \ {0}.

N.B. : La seconde condition indiquée ici implique que :

(a) les racines de type affine et orthogonales & toutes les autres racines forment
une réunion finie de parties non adhérentes & 0 de droites rationnelles.

(b) sia € A n’est pas du type considéré en (a), alors il existe § € A telle que
(a,B")Y # 0 et de plus {qa,B") € Z pour tout q € Q tel que ga € A.
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Lemme 5.1.15 —
Va € O 38 € Wa(a) (B") <0 (Vy € QF).

Plus précisément, si on note: Bg = {a € Qq/{a,y") < 0 (Vy € QF)}, alors
Wa(a) N Bq est réduit & un point.

Démonstration. Soit & un élément quelconque de {(c), considérons dans 7= (Wg).(&),
un élément 3 de hauteur minimale, alors (5,5") < 0(Vy € ¥~1(Q®)), et Pimage
par ¥ de (3 est solution. On pose encore (cf. 1.1.15) :

Bo={a€Qo/(wa-a)e Y Q.8 (Vwe W)}
BEPre
On a B C Bo car Q-vN 3 5.5, Q18 = {0} (cf. 4.2.5).
De plus, on a ’inclusion inverse car Wq, est un groupe de Coxeter, et on peut faire
la démonstration par récurrence comme en (1.1.15) en utilisant 4.2.10 (vu 5.1.11).

Enfin, il est clair (d’aprés (SGR6a) et 5.1.11) que si a et w.a sont simultanément
dans By, ils sont égaux.

Construction de la base.

On suppose dorénavant la condition (B) vérifiée.

Notons Kq = Bg N Q‘}r" et considérons ® un ensemble de représentants dans
K¢, des classes d’équivalence dans Kq pour la relation de Q-proportionnalité. Pour
chaque élément a de @', posons R(a) := {n € Q4 ;na € Kq}. Si cet ensemble de
rationnels positifs admet un plus petit élément, on note celui-ci g, sinon on choisit
g € R() tel que (3/4)q soit un minorant de R(c) (un tel g existe grace & (B)). Dans
les deux cas, on pose v := qa € ®ip, et N1(y) := {n € Q4 ;ny € Kq}. La base ®
est alors la réunion de ®,. et de ®;,, ainsi construite.

Pour tout v € ®, ensemble N'(vy) contient 1, sa borne inférieure est dans
lintervalle [3/4,1] (c’est 1 8’il s’agit d’un plus petit élément). Enfin, deux éléments
de ® ne sont jamais Q-proportionnels. O

Considérons une numérotation (7y;);ecs des éléments de ®. On note :
e N} = N(v;) pour tout j € J ;

o Jo (resp. Jq ; resp. Jo) ’ensemble des indices j de J tels que v; € ®;e (resp.
®; ; resp. P3) et

o Jim (resp. Jo; resp. J_) l’ensemble de ceux pour lesquels 7; est imaginaire
(resp. de type affine ; resp. de type indéfini).
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On suppose dans la suite que les coracines des éléments de A sont
choisies de fagon compatible o 'action de W, ceci est possible d’aprés
la remarque 4.3.7. Dans le cas ou la condition (Z) est vérifiée, on peut
de plus supposer que les coracines sont situées dans Q.

Proposition 5.1.16 — La matrice B = <(fyi,fy]’.‘)> est de Borcherds relative
(yi,73)€P
et bj = {vj,7]) est un entier si i € Jre.

Elle est a coefficients entiers si S vérifie la condition (Z).

Démonstration. (1) Si la condition (Z) est vérifiée ou si j € Jre, le coefficient
bj; = (’yi,'yjf\) de la matrice B est dans Z puisque, d’aprés ’hypothése précédente
77 € Q. D’autre part, ® est dénombrable car A D’est.

(2) Supposons {v;,y}'> = 0, (i # j). D’aprés 4.3.7, le signe, au sens strict, de
(7i»7;» ne dépend pas du choix de 7/ dans ¥"(("(v:)). Soit 4; € ((v;) (resp.
i € {(7:)), on a, par (3.2.6) :

iy ) = A = 0= (A0 =<1 =0

(3) Si 7; et y; sont dans ®iy, = @\ Py, alors (73,77 est du signe de <(F;,7/')
avec les notations du (2), donc est négatif ou nul par (3.2.3).

(4) Sil'une des deux racines est réelle et 'autre non, (3.2.6) permet de supposer
que 7; € ®r. Comme 7; est dans Ky, il est clair que {v;,7/') <0.

(5) Les autres conditions requises résultent de 5.1.10. d

Si y; € ®re, on note N} 'ensemble N(vy;) défini en 5.1.11.

Théoréme 5.1.17 — Si S vérifie la condition (B) et si l’on pose :
Sl - = (B,Va V/\a <a>7 q),(l)/\7 (Nil)iEJ)a

alors S; est un systéme générateur de racines et A(Sy) = Q.

De plus, si S wvérifie la condition (BN) (resp. (Z), resp. (BF)), S1 la vérifie
également.
Remarques. 1. Si S vérifie (BZ), alors {i € J ; N} ¢ [1,+o0[} est fini.

2. L’hypothése «II n’a pas une infinité de composantes connexes de type
affine » n’est pas forcément conservée car les racines affines o de Q ortho-
gonales aux éléments de Q \ Qa ne sont pas nécessairement orthogonales &
toutes les racines de A \ Qa.

3. De méme, la condition « I fini» qui permet également d’assurer que S est
un S.G.R tel que A(S1) = Q ne passe pas au sous-systéme (cf. [MP]).
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4. Toute condition permettant d’assurer que les N} tels qu’ils ont été construits
sont minorés par des constantes strictement positives permet de montrer, de
fagon analogue, le théoréme.

Démonstration. L’axiome (SGR1) résulte de la proposition précédente ; (SGR2) et
(SGR3) sont vérifiés puisque S est un systéme de racines.

(SGR4) résulte du choix de B.

Par construction, les parties N} contiennent 1, sont incluses dans [3/4, co[ et leur
plus petit élément, lorsqu’il existe, est 1. Ceci établit (SGR5), car Nil('yi,'yj’»\) cZz
pour j € Jre (R et QL sont en dualité sur Z).

Reste a établir (SGR6) :

(1) tout élément de @ et toute somme d’éléments de Pre U (Uyeq,, V' (@)a) est
un élément non nul de Qq, +, puisque ¥(Qq + \ {0}) N {0} = 0. Ceci permet de
montrer (a).

(2) Par construction de la base ®, deux éléments de ® ne sont jamais Q-
proportionnels, ce qui établit (b).

Ainsi, S; est un systéme générateur de racines.

D’aprés (4.2.18), A(S1) est le plus petit sous-ensemble de > ; Qv; symétrique
et tel que si @ € A4 (S1) et y; € @ alors Ch(a, ;) C A(S1). Or, d’aprés SSR1 et
(5.1.2), Q vérifie ces deux propriétés (dans le cas d’une chaine imaginaire, il faut
appliquer 5.1.2 (b) de fagon répétitive a tous les a € N}v;).

Supposons & présent ’existence d’un élément § de © qui n’est pas dans A(S7) ;
comme Q¢ = Wq®™ = Ar(S]), (B est nécessairement imaginaire. Par symétrie des
deux ensembles, on peut le supposer dans Q. ; enfin, par stabilité de Q et A(S)
sous Wgq, on peut le supposer dans Kq. Il suffit en effet de considérer Be ¢(B) puis
dans WQ.B , un élément de hauteur minimale. Par construction de la base, il est clair
que la racine 3 apparait dans un N}v; donc dans A(S7) ; d’ou une contradiction.

La stabilité de (BN) est claire puisque la restriction de 6 convient, celle de la
troisiéme hypotheése est évidente. Pour montrer celle de (Z), il suffit de remarquer
que sous cette hypothése, (a,3") est dans Z pour tout couple de racines. O

Corollaire 5.1.18 — Si S vérifie (BN), alors il eziste un S.G.R. normalisé S
correspondant a Q.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, S; vérifie (BN), le corollaire
résulte alors de (4.3.11). O
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Invariance des conditions sur les S.G.R.

Les hypotheses sur la réalisation

11 est clair que le S.G.R. S; associé au sous-systéme ) vérifie aussi la condition
(T).

L’hypothése (MP) (cf. 4.4) passe au sous-systéme au moins dans le cas ott Qk ()
est de dimension finie dans V. On déduit en effet ceci du lemme 5 du paragraphe 6
de [MP] :

!

et = Za,eq,;e Na' C Qre,+ = > ier,. Naw C @y Nvj si (13)jen est la base
satisfaisant & (MP) dans S. On se place alors dans Vg = V ® R ou l’'on considére les
cones C = @PRiv; et ' =V'UC ou V' =R ®z Q'. Alors, C’ est un cone propre
et C°* (au sens de [MP]) n’est pas vide car Cy # 0 grace & (MP) dans S et donc
on peut appliquer le lemme 5 précité.

Ainsi, si S vérifie (MP) ou (MP3) (resp. (MP1)) et si Qx(Ire) (resp. Qi) est
de dimension finie, il en va de méme de S; (en fait le sous-espace engendré par les
racines réelles du sous-systéme est bien stir inclus dans Qk (Ire))-

Par contre, Moody et Pianzola (cf. [MP]) ont montré que, méme si elle est vérifiée
dans S, la condition (L) n’est plus forcément vérifiée dans S; (cf. 5.1.13) ; ce qui a
nécessité ’abandon de cette hypothése au chapitre 4.

Les hypotheéses sur les ensembles V;

L’hypotheése «les N; de plus petit élément 1 » n’est pas préservée lors du passage
a Sj. Par exemple, si A contient une infinité de composantes connexes de type
affines réelles de racines imaginaires proportionnelles et si le sous-systéme considéré
est celui formé des racines imaginaires de ces composantes connexes

Ce méme exemple permet de voir que ’hypothése «les N; sans point d’accu-
mulation dans R» (resp. « & dénominateurs bornés ») n’est pas conservée dans le
sous-systéme.

Par contre, si on suppose simultanément « les N; sans point d’accumulation dans
R » (resp. & dénominateurs bornés) et ’hypothese (Z) (la premiére hypothése n’ayant
alors de conséquence que sur les racines affines formant une composante connexe de
la base), il est facile de voir que, pour que les N () soient sans point d’accumulation
dans R (resp. «a dénominateurs bornés»), il suffit que '’hypothése suivante soit
vérifiée :

st a est une racine imaginaire d’une composante connexe de type affine
de I alors {n € Q ;na € N} est sans point d’accumulation dans R (resp.
a dénominateurs bornés).
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En effet, pour toute autre racine o € ®, il existe au moins un indice i tel que
(7)) # 0 et la condition (Z) (qui est conservée lors du passage au sous-systéme)
implique alors N'(a) sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs
bornés).

Les hypothéses sur le type de la matrice

Si la matrice A est de type fini (resp. profini), la matrice de tout sous-systéme
est de type fini (resp. fini ou profini). En effet, A est de type fini ou profini si et
seulement si A(A) n’a pas de racines imaginaires ; le sous-systéme Q de A est donc
dans le méme cas.

Si A est de type affine, alors B est décomposable en matrices de type affine ou
fini ; autrement dit, B est de type semi-affine. En effet, A est de type affine (ou fini
ou profini) si et seulement si elle n’admet pas de racine de type indéfini (c’est-a-dire
pour laquelle {a,a”) < 0), il en est donc de méme de ) et par suite B est de type
fini ou affine (car on verra en 5.2 que B est de rang fini donc ne peut pas étre de
type profini).

Remarque. Méme si la matrice A est indécomposable, B peut étre décomposable.

Si la matrice A est de type affine et indécomposable, les « composantes » de B
sont alors toutes de type affine ou fini. Si B a une sous-matrice de type affine, A(B)
contient au moins un multiple de la racine imaginaire de A ; sinon B est de type
fini (elle n’est pas forcément indécomposable mais toutes ses composantes sont de
type fini).

Enfin, si A est de type indéfini, les composantes indécomposables de B peuvent
étre de type fini, affine, indéfini ou proindéfini. Cette derniére possibilité apparait
dans I'exemple du « Démon de Maxwell » de [MP].

Si A est de type proindéfini, alors le type de B est quelconque.

On a vu que la matrice A peut étre indécomposable sans que B le soit. On peut,
par exemple, étudier le sous-systéme A(J) pour J réunion de deux parties non vides
de I et non liées dans le diagramme de Dynkin.

Par contre, si ® est indécomposable, on peut l'extraire d’une composante
indécomposable de A et donc € est obtenu comme sous-systéme d’un A(J) ou
J est composante connexe de I.

Généralisation

Sous ’hypothése (BN), tous les résultats de ce chapitre se généralisent au cas
des hypothéses affaiblies du dernier paragraphe de 4.4 & condition de remplacer
lorsque la racine B est réelle, la propriété (a,3") € Z pour tout @ € & par
2{a,B"Y/(B,6") € Z pour tout @ € ® ou ® est la base du S.G.R. normalisé
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suivant a;-‘, et cette application se factorise par I’application de Q.. ® K dans le
dual de Q. K.

En fait, la matrice A(I) est de rang fini si et seulement s’il existe une réalisation
(6, 9", I1,11") de A(Ir.) avec §) et/ou h” de dimension finie.

(3) Cette hypothése est stable par passage aux sous-systémes. Plus précisément,
si A(Ire) est de rang fini et 2 un sous-systéme de racines du systéme A engendré
par le S.G.R. correspondant & A, sa matrice réelle B, (avec les notations de 5.1.10)
est de rang fini.

En effet, Qre = D ,care Za et le rang de P’application de Qr. ® K dans KA (Ire)
qui envoie a € A’ sur le vecteur de composante {a,3") suivant 3" est fini. Cette
condition passe aussitot au sous-systéme €2 et entraine le résultat.

D’autre part, A(I;.) ne change pas par isomorphisme ou normalisation, donc cette
hypothése est stable sous ces transformations.

(4) Nous montrerons, en 5.2.4, que, sous ’hypothése indiquée (et si I = I . est
indécomposable), les bases du systéme de racines A sont conjuguées par £W. Ceci
ne pourrait étre vrai en général qu’en grossissant le groupe W :

supposons en effet que I = I, soit indécomposable mais contienne une partie
infinie J dont les éléments sont deux & deux non liés, que J soit la réunion de deux
parties infinies Jy et J> telles que pour tout ¢ € I, le nombre d’éléments de J; liés &
i soit fini. Considérons alors le produit infini commutatif @ = [, ;, ;. La derniére
hypothése assure que @ restreint & un sous-espace de dimension finie de Qk est la
restriction d’un élément du groupe de Weyl W. Ainsi, w €GL(Qk) stabilise A et il
est clair que w.II est une base. Par contre, w.IINII (qui contient o; pour ¢ € J3) et
w.IIN—II (qui contient a; pour ¢ € Jq) sont infinis ; donc @.II ne peut étre conjugué
a Il par £W.

Notion de base

Une racine « est indivisible si pour g € N, (1/g)a € A =g =1.
Une partie ¥ de A est dite décomposable s’il existe une partition de ¥ en deux
parties non vides, ¥ = X1 LY, telle que siy; € X1 et si yp € Xo, alors {(71,75') = 0.

Dans le cas contraire, ¥ est indécomposable.

Définitions 5.2.1 — Une partie & de A est une base de A, si elle est formée de
racines indivisibles et si l’on peut trouver :

— pour chaque élément o de ®, une partie N(a, ®) de Q4 qui ou bien admet 1
pour plus petit élément ou bien n’a pas de plus petit élément mais contient 1
et est contenue dans [3/4,00(; si o est réelle, N(a,®) = {1} si 2a ¢ A et
N(a,®) ={1,2} si2a0 € A;
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- une partie 1" = {a! ;o € ®} de Q" vérifiant :
— pour une racine réelle a € B, on a &M =V si2a ¢ A eta'h =a¥/2 =
(2a)V sinon (i.e. &' =) ;

— pour une racine imaginaire, o’

est un élément de Q" tel que, pour tout
B e ®, (B0 et (B,a") soient de méme signe au sens strict ;

pour lesquelles si A' est la matrice des {c.,') pour o et B dans ¥,
St = (AL V, VN, ®, 8 (N(a, @))acs) est un S.G.R. tel que :

A(SY) = A(S).

Si S ne vérifie pas Uhypothése (BN), on suppose de plus A™(S1) = Ar¢(S).
En particulier, la matrice A sera une matrice de Borcherds relative, son type
(s’il est défini) est le type de ®.

Il est clair que dans la définition habituelle de S, la famille II est une base de
A(S).

Remarque. Si S vérifie la condition (Z), alors, pour un choix convenable des coracines
o' (par exemple o' = o), S! vérifie également (Z).

Lemme 5.2.2 — Sous les hypothéses précédentes, A™(S') = A™(S) et pour tout
a € A™(S), a et oV sont les mémes dans les deuz définitions. En particulier, les
groupes de Weyl sont les mémes.

D’autre part, AY(IL) est aussi de rang fini.

Démonstration. En effet, si a est une racine réelle de @, il résulte de la définition de
o' en fonction de oV que o'V = aV et ol = o”\. D’autre part, si S vérifie (BN),
d’apres la caractérisation en 4.3.10 des racines réelles, 1’égalité des deux systémes
nécessite 1’égalité des ensembles des racines réelles (le signe de {a,a”) permettant
de lever 'imprécision dans la caractérisation puisque cette imprécision concerne des
éléments « isolés » des bases, qui se retrouvent donc (4 une constante prés) dans les
deux bases).

Dans tous les cas, si i € Ire, le groupe de Weyl W' contient au moins un w' qui
envoie o; sur une racine de @, et, par suite, contient les r; pour ¢ € I, ; ce qui établit
Pinclusion W C W'. L’inclusion inverse est immédiate puisque les générateurs de
W1 (qui sont les réflexions par rapport aux éléments de ®,.) sont évidemment dans
W. Enfin, 'argument cité & la remarque (3) du premier paragraphe de 5.2 permet
de prouver la derniére assertion. O

Proposition 5.2.3 — Si @ est une base de A = A(S), alors :
(a) A(S) est indécomposable = ® est indécomposable ;
(b) A™(S) est indécomposable <= &, := PNA™(S) est indécomposable ;
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est indécomposable
(c) @ { P = A(S) est indécomposable.

et n’est pas de type affine

Démonstration. (a) Supposons ® décomposable, il existe alors une partition ® =
®, LI ®; non triviale et telle que {a,a}) =0 dés que a; € ®; et ay € P,

Notons A; (resp. Az) le sous-systéme de racines de A associé a ®; (resp. ®2), on a
alors les inclusions Ay C ) 5, Qo (resp. Az C ) 5, Qa) et, pour les ensembles
des coracines correspondantes (A1)" C Y-, g, Za” (vesp. (A2)" C X cq, Za™).
Alors, (A;,(A2)") = 0 et d’aprés la construction de A & partir des conditions de
chaines, on a A = A; U Ay et donc A est décomposable. Ce qui établit (a).

(b) Si A’ est décomposable, soit A™ = A; U Aj, une décomposition en
deux parties non vides et orthogonales de A'®. Considérons ®; = ¥, N A; et
Py = Ay N Py ; alors e = Py U P et les deux parties de @ ainsi définies sont
non vides car le groupe de Weyl est le produit direct de ses deux sous-groupes
<Ta;a €A >et <ryi;a € Ay >. En effet, < r,;a € Ay > n’agit pas sur A,
et inversement, une seule de ces deux parties ne suffit donc pas pour engendrer Ar®
tout entier. Ainsi, ®,. est décomposable. Pour la réciproque, le méme raisonnement

qu’au (a) est valable en remplagant les conditions de chaines par I’action du groupe
de Weyl.

(c) Supposons A décomposable et ® indécomposable et montrons qu’alors ® est
nécessairement de type affine. Soit A = A; U A3 une partition de A en deux parties
orthogonales non triviales. Posons ®; = ® N A; et &2 = & N Ag, ’hypothese faite
implique alors que 1'une de ces deux parties de ® est vide, (puisqu’on obtient une
partition de ® en deux parties orthogonales). Supposons ®, = ). Le raisonnement
sur le groupe de Weyl donné au (b), montre que A, n’est formé que de racines
imaginaires sur lesquelles W n’agit pas et qui sont toutes orthogonales & la base. Par
suite, Ay n’est formé que de racines de type affines et la base ® est nécessairement
de type affine & cause de Iorthogonalité de A; et As. O

Remarque. Une partie ¥ de A est dite fortement décomposable s’il existe une
partition de X, en deux parties non vides, ¥ = ¥; U ¥ telle que si 71 € X et
Y2 € X, alors ni y; + 2 ni 1 — 72 n’est une racine.

Cette notion est plus forte que la notion habituelle, elle signifie qu’on peut par-
titionner ¥ en deux parties fortement orthogonales et pas seulement orthogonales.
Cependant, elle ne permettrait pas d’obtenir un « meilleur » énoncé de la proposition
5.2.3. En effet, deux parties fortement orthogonales de | J,.; N;a; n’engendrent pas
nécessairement des parties fortement orthogonales de A ni méme disjointes toujours
a cause des racines de type affine.
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Notations — Dans la suite, nous considérons deux S.G.R. sur K, notés S : =
(A, V, VA GO I, (N(a, 1)) aen) et S* 0 = (AL, V, VA, (), @, 8", (N(a, ®))acs)
tels que II et ® soient les bases d’un méme systéme de racines A et tel que S vérifie
(T).

D’aprés (4.2.16), R =) A Za, et donc:

R= Z ZN(a, N = Z ZN (a, ®)a.

a€cll acd
De plus,
A _ A _ A
e = E Zo" = E Zo".
a€cll. a€Pre

On considére alors Sk et Sg, on note Vi, le R-espace correspondant.

Bases réelles

Remarque préliminaire. Les résultats de ce paragraphe n’utilisent que A™, les
propriétés du lemme 5.2.2 ainsi que sa conséquence 5.2.3 (b) qui montre que les
composantes indécomposables de A™(S) permettent de caractériser les composantes
connexes de ®,. et de II,. En effet, si A™(S!) = Ar(S) et si II et ® ne sont formées
que de racines réelles, alors A(S') = A(S), d’aprés la remarque suivant 4.2.18.

Proposition 5.2.4 — Soit Ay une composante indécomposable de A™(S'), on note
II; et ®; les composantes connexes de Il,e et @ correspondantes, il eriste w € W
tel que Iy = w.®, ou II; = —w.®y. De plus, si II; ou Py est de type fini, on peut
toujours supposer II; = w.®;.

N.B: En fait, w est dans le sous-groupe de W engendré par les réflexions
correspondant & IT;.

Démonstration. Soient C (resp. F) la chambre ouverte fondamentale relative a II;
(resp. ®1)), et T le cone de Tits relatif & ®;, c'est-a-dire T = W.F ou F est la
chambre fermée correspondant a F. (Par hypothése sur S, la chambre C engendre
Vi)

Si WFN+C # 0, soit w' € W tel que w'F N+C # 0. Le résultat est alors
immédiat car w'.F, C et —C sont des classes d’équivalence pour la relation =g, ;
d’ot Iégalité w.C = +F (o0 w’ = w~?!), permettant d’identifier la famille w.IT;
(ou —w.II;)) & ®; en tant qu’ensemble des racines non divisibles et positives sur la
chambre F' correspondant aux murs de la chambre F'.

Montrons que W FN=+C # (). D’aprés le premier paragraphe de 5.2, trois cas sont
possibles pour la base ®;.
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(1) Elle est de type fini. D’aprés 4.4.10, ¥ = Viz donc WF N C # . Ainsi,
II; = w.®; et II; est de type fini.

(2) Elle est de type affine ; le cone T est alors un demi-espace (cf. 4.4.10) donc
+% rencontre C' car C ne peut pas étre contenue dans un hyperplan (elle contient
une famille génératrice de V7). Ainsi II; = +w(®1) est de type affine.

Cette conclusion est encore valable lorsque C' n’engendre pas Vg sous la condition
supplémentaire : II; n’est pas de type fini. En effet, dans ce cas, Vg \ £ est une
réunion finie de facettes pour #a, .

(3) Elle est de type indéfini ou proindéfini.

Dans ce cas, II; n’est pas nécessairement finie. Soit J une partie finie de I; (ou
I; est une numeérotation des éléments de I1;), telle que A(J) soit indécomposable de
type indéfini et que II(J) engendre I'image de Qre ® R dans le dual de Q/, ® R.

Montrons qu’un tel choix est possible. Notons que A(I;) ne peut pas étre de type
profini, puisque le rang de A(l) est fini. Donc, si toute matrice indécomposable
d’ordre fini extraite de A(I1) est de type fini ou affine, alors A(I;) elle-méme est de
type fini ou affine et ’ensemble ®; aussi (d’aprés (1) et (2)) ; ce qui contredit notre
hypothése. Par suite, II; est de type indéfini ou proindéfini.

On peut alors choisir, parmi les éléments de Iy, une famille finie dont 'image est
génératrice de 'image de Q(I1)®R dans le dual de Q7 ®R, qui est de dimension finie,
puis la compléter par un nombre fini d’éléments encore choisis dans II; pour obtenir
une famille indécomposable (il s’agit de relier les éléments de la famille choisie dans
le diagramme de Dynkin restreint a Iy).

L’ensemble d’indices J étant ainsi choisi, il existe ¥ € A (dans un revétement
de S) de support J et tel que (¥,") < 0 pour toute racine simple a de II(J) (cf.
2.4.4). On note v la « projection » dans A(S) de cette racine.

Démontrons le résultat intermédiaire suivant :

pour tout a € IIj, on a {y,a") < 0 et donc (a,y*) < 0 (cf. 3.2.6) c’est-a-dire
¥ e -C.

Comme la décomposition de vy (choisi comme avant), est dans II(J), pour une
racine simple o qui n’est pas dans cette partie de la base, on a (y,a") < 0. Le
support de 7 est exactement J et I'image de II(J) engendre I'image de Q(I;) ® R.
Si on suppose l'existence de a € IIj, telle que {y,a") = 0, alors nécessairement
(B,0") = 0 pour tout 8 € II(J) et donc pour tout 3 € II;, ce qui contredit
I’hypothése II; indécomposable.

Considérons alors ’élément . Dans le systéme générateur S*, il admet une
« bonne décomposition », c’est-a-dire est I'image d’une racine du revétement Al
dans S1. Cest évidemment une racine imaginaire (comme dans S), et, quitte a
considérer son opposé, on peut la supposer dans A, g,. Il existe alors un élément

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 147

du groupe de Weyl w tel que w.y € Kg, ('indice signifiant que sa définition est
relative a S'), donc —w.A" € F.

Ainsi, on a encore w.F' N +C # 0. O
Corollaire 5.2.5 — Si Il est indécomposable, St vérifie (T).

Remarque. Ce résultat n’est pas vrai en général sans I’hypothése d’indécomposabi-
lité. On construit facilement un contre-exemple avec K = R. La base II considérée
est réunion de deux composantes II; et II; de type affine Agl) et si 6; et &9 sont
les plus petites racines imaginaires positives correspondantes, on prend pour espace
V le quotient de QR par la relation &, = v/20;. Le S.G.R S vérifie (T) mais si
® =1II; U —II, alors S! ne vérifie ni (T) ni (SGRord) (cf. 4.2.4 (2)).

Bases

Supposons que les deux systémes S et S' vérifient (T) et (BN).
Définition 5.2.6 — Soient o et 3 dans AI™,

- la racine (3 est dite lite ¢ a si N*a+N*G C A ou € Qia;

- la racine B est dite reliable a o s’l existe une famille finie (B:)icfo...n+1}
formée de racines imaginaires telles que Bo = B, Bnt1 = a et (B, Bir1) lices
pour tout entier de 0 a n.

On note : a N B lorsque o est reliable a 3.

Proposition 5.2.7 — Ainsi définie, R est une relation d’équivalence sur les racines
imaginaires, pour laquelle si A a une base indécomposable et n’est pas de type fini,
il y a deuz classes d’équivalence (4 savoir A et A™).

N.B : Si une base IT de A est indécomposable, alors A est indécomposable sauf si IT
est de type affine indécomposable mais alors toute autre base de A, pour laquelle le
systéme est normalisé, est indécomposable (cf. 5.2.2 et 5.2.4).

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Supposons donc que toute
base de A soit indécomposable et de type affine ou indéfini. Soient o et 3 deux racines
imaginaires positives (pour 1'une des bases, disons ®) ; montrons qu’elles sont dans
la méme classe. Supposons leurs supports disjoints, on peut alors considérer dans I,
un chemin {ig, 41 ...%,} non vide liant les supports de ces deux racines c’est-a-dire
tel que ip € S, et i, € Sg. (En réalité dans cette démonstration, on « remonte »
dans un revétement ou bien on ne considére que des bonnes décompositions.)

Posons alors oy : = a, choisissons une racine imaginaire a; dans Kg (i.e. par
rapport & S1) de support S,, U {i1} ; et, en supposant construite a,—1 € Kg, une
racine imaginaire a, dans K¢ de support S, , U {i,} et enfin a1 @ = 6. A
chaque rang, de telles racines existent puisque le support de ag n’est pas de type
fini.
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Les supports des éléments consécutifs a; et a;41 ne sont pas disjoints et dans
chaque paire de ce type, un des deux éléments au moins est dans Kg.

Si on montre que o; et ;41 sont liés ou reliables, on aura le résultat pour « et 3.

Si les supports de a et 3 ne sont pas disjoints, nous intercalons entre ag := «
et ap := (B une racine notée a; de support celui de a et qui soit dans K, ce qui
permet de raisonner de la méme facon.

On peut donc supposer les supports de « et 3 non disjoints et « située dans Kg.

Si (B,a") < 0et 8¢ Qa, alors 3+ Na C A. Comme on a aussi {a,8") < 0 et
{B,8"y <0, on obtient de méme, N*a + N*3 C A.

Sinon, {8,a") = 0 implique, puisque les deux supports ne sont pas disjoints, une
relation d’inclusion entre eux ; et plus exactement, Sg C Z,. Or, le support de Sg
n’est pas de type fini, donc, d’aprés 3.1.1, S, = Ss est de type affine. Ceci implique
B € Qi a; d’ou a nouveau o R .

Ainsi, toutes les racines imaginaires positives sont dans la méme classe.

Reste a montrer que deux racines imaginaires de signe opposé (disons o € A, &
et 3 € A_ 3), ne sont pas dans la méme classe d’équivalence.

Pour cela, considérons z une forme linéaire sur V vérifiant ’hypothese (BN) (i.e.
une hauteur), alors on a z(a) > (3¢/4) et z(8) < —(3e/4). Comme —z(a)/z(B) €
R? , il existe, d’aprés le théoréme de Dirichlet, des entiers strictement positifs p et
q tels que : |g(—=z()/z(B)) — pl < (3e/4)/(—=(B)) donc |gz(a) + pz(B)| < (3¢/4) ce
qui implique pa + gB ¢ A. Les racines « et 8 ne sont donc pas reliables. (I}

Corollaire 5.2.8 — Si A est 4 base indécomposable, deuz cas sont possibles :
A(SY) = A(S);
ou A(S1) = A™(S).

Remargue. Sous I'hypothése (BN), si AT(S) et II sont connus, on sait déterminer
de fagon unique ’ensemble | J;. 1., Nio; pour lequel le systéme est normalisé (ct.
4.3.11), et par suite, les éléments de II pour lesquels N; admet un plus petit élément
(en particulier, toutes les racines simples non affines).

Théoréme 5.2.9 — On suppose 'hypothése (BN) vérifiée par S et S. Supposons A
a base (I1 ou ®) indécomposable, alors il existe w € W tel que Ay (II) = TwA (D).

Si de plus, S et S* sont normalisés, alors Il ~ w.® ou Il ~ —w.®, ot la relation
d’équivalence ~ entre deuz bases signifie que l’identité de V est un isomorphisme des
deuz S.G.R., autrement dit, o; = a} sauf éventuellement dans le cas N; sans plus
petit élément auquel cas, on a seulement N;a; = N}lal (avec toujours les mémes
conditions sur les N;).

Démonstration. Quitte & changer ® en —®, on peut supposer que Aif‘(.S’l) =

Aim(S),
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Soient I, = II; U ... UTI, la décomposition de II,. en composantes indécompo-
sables de I, et &,e = &3 U...U ®, la décomposition correspondante de @, (cf.
5.2). Le groupe de Weyl W se décompose en produit direct W = W; x ... x W,.
Pour tout j de 1 & s, il existe un élément w; € W; tel que w.®; = =£II; et
si IL; est de type fini tel que w;.®; = II; (5.2.4). Si II; n’est pas de type fini,
0 # wj.A(<I>j)if‘ C A(IL;)N Al_{_n(S) = A(II;)im+ donc en fait, w;.®; = II;. Ainsi, si
w= H;ziwj, alors w € W et w.®,c = .

On a ainsi (& w preés) AT(S?) = A(S), A4 (S?) = AL(S) et on termine grace a
4.3.11. |

Remarque. La généralisation des résultats de ce 5.2 sous les hypothéses de 4.4.5 est
immeédiate.
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6. Quotients d’un systeme générateur de racines

Une structure étant donnée, il est naturel de se demander quelles relations
d’équivalence laissent une structure analogue sur le quotient.

Pour les systémes de racines, on peut envisager deux relations : I'une attachée a
un groupe fini d’automorphismes (dits de diagramme), ’autre a une partie de type
fini de I’ensemble d’indices du S.G.R.

Les méthodes de démonstration de la persistance de la structure sont les mémes,
bien que les difficultés ne soient pas nécessairement situées au méme point :

construction d’invariants dans le S.G.R. par moyennisation,

— vérification de la compatibilité de la relation d’équivalence aux notions
usuelles : revétement, groupe de Weyl . ..

— preuve assez facile pour la partie réelle du systéme,

preuve plus technique pour le systéme tout entier avec vérification préalable
des conditions de chaines.

Finalement, on obtient un S.G.R. « quotient » & partir des invariants construits.

Notations générales

Considérons un S.G.R. S = (A, V, VA, (), IL IO, (N;)ier) sur K (oa K = Z
ou un corps de caractéristique nulle) ; nous supposerons la condition (B) de 5.1.14
vérifiée dans chacun des deux derniers paragraphes de 6.1 et de 6.2.

Dans la suite, les coracines des éléments de A sont supposées choisies de fagon
compatible & Paction de W (identifié & W), ceci est possible d’apres la remarque
4.3.7 (si la condition (Z) est satisfaite, nous les choisissons de plus dans Q).
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6.1 Quotient par un groupe fini d’automorphismes de diagramme

Automorphismes de diagramme

Un automorphisme de diagramme de S (ou de A(S)) est un couple (¢, ¢") de
GL(V)x GL(V") vérifiant les propriétés suivantes :

(AD1) Y(v,v") € V x VA, (d(v),d"(v")) = (v,0") ;
(AD2) V(i,7) € I?, {$(:),(#(c;))"> et {a;,a} ) sont de méme signe au sens strict ;
(AD3) ¢ stabilise (|J;c; Nic;) et ¢ stabilise IT/,.

Un tel automorphime est dit compatible & la matrice A si, de plus, pour tout
couple (i,5) d’éléments de I, {¢(),(¢(a;))") = {i,af ).
Remarques. 1. Si V* = V*, ou plus généralement si la dualité entre V et V"

est non dégénérée, alors un automorphisme compatible & A est bien déterminé
par la connaissance de ¢, et alors ¢ = t¢~! (cf. 6.1.2).

2. Pour un S.G.R. donné, on note Diag(S) le groupe des automorphismes de
diagramme de S, et Diaga(S) le sous-groupe de ceux qui sont compatibles a

A.

3. Si (¢,¢") est un automorphisme de diagramme tel que {p~! = ¢", alors ¢
est un automorphisme du systéme générateur de racines (cf. 6.1.1 pour (M3)).

4. Comme ¢ stabilise ’ensemble des droites Ka; qui sont deux & deux
distinctes, on peut définir une permutation sur I’ensemble des indices I, encore
notée ¢, par ¢(i) := j si p(o;) = Aa; avec A € Q% (en fait, A = 1 sauf peut-
étre si N; et/ou N, n’ont pas de plus petit élément). On obtient ainsi un
homomorphisme num : Diag(S) — &(I).

Proposition 6.1.1 — Soit ¢ un automorphisme de diagramme de S.

1. Pour tout indice i € L, ¢(a;) € Ilye et (d(a;))" = ¢™ ().

2. L’automorphisme ¢ mormalise les images du groupe de Weyl par T dans
GL(V) et par 7" dans GL(V").

3. L’action de ¢ sur I stabilise Iy, I, Iy, I_. De plus, pour tout couple (i,j) €
I?, Végalité ¢(oi) = \;arj implique A\iN; = N; ; ce nombre \; est égal a 1 dés
que N; a un plus petit élément.

4. L’automorphisme ¢ stabilise K' (I’image de K’ par ¥ ), et donc A™e, Al Al
Démonstration. D’aprés (AD3), I'image d’une racine simple a; est une racine simple
(3 une constante prés si N; n’a pas de plus petit élément). (AD2) et (AD3)
permettent d’affirmer que ¢ conserve le type d’une racine simple, c’est-a-dire
stabilise I1, I, I, I—. L’automorphisme ¢” stabilise II7, donc, si ¢ € Ire, ¢" () €
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I}, et par (AD1), {¢(a;),¢"(al)d > 0 d’ott nécessairement o (al) = (d(a))N.
Pour tout ¢ € I, on a:

pot(ri)op! = T(r¢(i)) et de méme,
¢"orlo¢" " af) = aff — e,¢" " (af)¢" (o) 5
A GO XA ) M
= 7‘2 (az‘)(a;\ )
Ainsi, ¢ normalise les actions du groupe de Weyl sur V et V. Pour montrer la
stabilité de K’, il suffit de voir que les propriétés caractéristiques de ses éléments
(avoir une « bonne décomposition» & support connexe non réduit & un point et
avoir son opposé dans la chambre fondamentale) sont conservées par ¢. Les autres
assertions de cette proposition sont alors évidentes. O

Proposition 6.1.2 — Supposons II et I1" libres dans V" etV et K # Z.

Soit T un groupe fini de permutations de I tel que pour tout v € T' et tout couple
d’éléments i et j de I, on ait a,(;) ;) = @ij €t Ny = Ni.

On peut alors construire un homomorphisme (injectif) r de T' dans Diaga(S) tel

que : numor = Id et que les actions de T sur V" et V ainsi définies stabilisent IT
et TIM.

Démonstration. Posons r(y) = (v,7") et cherchons les actions de I’ sur V et V.
Pour i € I et v € T, posons y(a;) := ay(s) €t v (f') := a” ;). Ainsi définies, les
actions de I' sur Qk et Qg sont compatibles avec la dualité.

Considérons le sous-espace de V/, ¢ := {v" € V" /(a;v") =0 (Vi € I)}. 11
est clair que I' agit comme un groupe fini d’automorphismes de Q% qui stabilise
¢ N Qg- Celui-ci a donc un supplémentaire @, dans Qg stable par I'. Soit ¢; un
supplémentaire de ¢ N Qg dans ¢. Fixons finalement un supplémentaire V; de Qi
dans V” contenant ¢;. Posons Vo = V; ®Q1, alors cNVa = ¢1 et ¢;NQ1 = {0}. Dans
V1, choisissons un supplémentaire noté V3 de ¢1, alors V3@ @1 est un supplémentaire
de ¢ dans V”. Pour obtenir (AD1), on peut déduire par dualité non dégénérée avec
Q une action de I" sur V3 (supposé stable). Choisissons n’importe quelle action de I'
sur ¢; (par exemple la triviale) ; nous avons ainsi défini l’action de I" sur V”. Pour
déterminer son action sur V, on procéde de la méme fagon mais en considérant
b= {v € V/{vu") =0 (V" € V")}. Les axiomes (AD1), (AD2), (AD3) sont
clairement vérifiés. O

Action d’un groupe fini d’automorphismes de diagramme
Soit I' un sous-groupe fini de Diaga(S) (on note v = (v,7") un élément de

). Pour simplifier les énoncés dans la suite, IT est supposée stable par T'. On peut
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toujours se ramener & ce cas en modifiant les o; pour lesquels N; n’a pas de plus
petit élément (cela est possible car si y.c; = Aa;, on a AN; = N; ce qui implique
A=1).

On se propose d’étudier A := {a& := (1/|T|) Y er7-a;a € A} (contenu dans V
si K est un corps, dans V ® 7Q si K = Z), et de montrer qu'’il existe un systéme
générateur de racines dont le systéme de racines est A et dont les modules sont :
Vo = {9 := (1/T) 32 ,crv-v;v € V} (qui coincide avec VT si K est un corps),
VR := (VMT] et pour lequel la dualité est celle déduite de la précédente (ou sa
restriction & (VI x (V/)T) si K est un corps).

Le lemme suivant donne une interprétation légérement différente de ces notions :
Lemme 6.1.3 — On suppose la dualité non dégénérée. Soit p application K-linéaire
de V dans le dual (VQ)* déduite de la dualité ; (si K = Z, on considére également
Uapplication Q-linéaire encore notée p de V ® Q dans (V£)* ® Q). Alors :

(a) pour tout élément v de V, p(v) = p(9) ;
(b) Uapplication p est injective sur Vr.
Ainsi, on peut identifier Vi avec p(V') de fagon que U corresponde & p(v) et que
la dualité entre Vr et Vi©* ait son image dans K et soit non dégénérée.

Remarque. Ce lemme n’est plus vrai si I' n’est pas compatible a A.

Démonstration. Soient x € VN et v e V,on a:

vy = (1/IT) ) vy = 1/T)D vy~ o).
yer yel
(a) Siz € WY, alors <o,z) = (1/|) 3° cp{v,2) = Cw,z) donc p(v) = p(0).
(b) Si p(v) = 0, alors pour tout x € V", ona (8,z) = (1/|T|)<v, > cp v "2) =0
car (1/|T) > er y~L.z est dans V{2, et donc par dualité non dégénérée, v =0. O

Premiéres définitions

Pour tout o € V', posons :
= (1/|T)) 22, er v-cx et
= (a)aeﬂ )
=Qr:={a;aeQ}CVr;
Rr := {a;a € R} le Z-module engendré par A := {a #0;a € A};

QN =Q) :={a" = > BreTan B0t e QM (@MT.

Il est clair que a; (resp. N;, resp. @&,') ne dépend pas du choix de I'indice dans
l'orbite de i sous I’action de I', c’est pourquoi on le note a; (resp. Nz, resp. &)
si©:=Ti. Onaalors Q = Y ;c;/pZa; et Qf = Y ,c;r £&7. L'indice + signifie

O AR
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toujours qu’on ne considére que les combinaisons a coefficients positifs. Dans la suite,
on note az;; := {@&;@. ), pour 7 et 7 dans I/T. Pour une partie J de I stable sous
'action de I', on note A(J), Q(J) etc... les ensembles associés comme précédemment
a A(J).

On a alors facilement la propriété analogue & (SR1b) :
A=A UA_oa Ay :=ANQ,, A_:=ANQ_, avec A_ = —A,.

Soient (v,v") € V x V", on note 8" := 3 ncp v’ € V£, alors: (7,0") =
(v,0"y = |T.v"|{v,v"). En particulier, (7,0}, {v,t") et (9,5") sont de méme
signe au sens strict. De plus, quand v € R et v € Q" ces scalaires sont dans Q
(et méme dans Z si le S.G.R. S vérifie la condition (Z) car les a” sont alors choisis
dans Q" ).

Les orbites sous I’action de I" dans I

On déduit facilement la classification suivante des orbites de la classification des
matrices de Kac-Moody relatives de type fini ou affine faite en 2.1.

Une orbite 7 = I'i pour ¢ € I est de type fini si et seulement si elle est formée de
composantes connexes (toutes identiques) du type :

Ay e onaay=2,2a; ¢ A(7) et I'orbite est alors dite de type 1.

BC; X onady =1, 2&; € A(7) et l'orbite est alors dite de type 2.

A, — o on a @y = 1, 2a; € A(7) Az et V'orbite est alors dite de
type 3.

On note I, I'ensemble des orbites de type fini, et plus précisément I; (resp. I2)
I’ensemble des orbites de type 1 (resp. de types 2 ou 3).

Une orbite 7 est de type affine (et on note 7 € Io) si et seulement si ses composantes
connexes (toutes identiques) sont du type :

A; (ou A(ll)) : =>»

A, (ou Asll)) pour n > 2:

o o —0 - - ---0—06—0
— 9o 06— 0 - - 0—0—0

~ X X

A (ou Agl) ): o~ 1o

Z(gl) (type affine imaginaire) : o
Dans chacun des trois premiers cas, on a A(7) N Q& = Naz, dans le dernier
N;a; C A(7) N Q4 a; avec égalité si (SGRN) est vérifié.
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Toute autre orbite est de type indéfini, et on note I_ ’ensemble de ces orbites.
On pose I, = Ih UT_.

Action de I sur le groupe de Weyl

Pour tout v € T et pour tout ¢ € Ire, posons .r; := 7(;). Nous définissons ainsi
une action de I sur W. D’apres 6.1.1, Pautomorphime +.r; agit comme o r; o y~1
sur V et comme 4" or o ()71 sur VA,

Pour tout 7 € I ., on note R;, 'élément le plus long du groupe W (7), on a ainsi :

— si 7 est de type 1 ou 2, R; est le produit (commutatif) des r; pour tous les
éléments j de 'orbite 7.

— si 7 est de type 3, R; est le produit (commutatif) des éléments les plus longs
de chaque composante connexe de I'orbite, c¢’est-a-dire aussi le produit des ré-
flexions par rapport aux plus grandes racines positives des systémes de racines

correspondant aux composantes connexes de 7. En fait, si {i1,51}, .-, {ik, jr}
sont les composantes connexes de 7, alors R; est le produit commutatif des
éléments r;,7j,r; pour [=1,... k.

L’élément R; reste fixe sous I’action de I', son action sur V ou sur V" commute
donc a celle de I'. Par suite, cet élément du groupe de Weyl stabilise Qr et Rr et
c’est une involution. Par ailleurs, on a clairement R;(&;) = —a; et Rz(a)) = —ap.

Lien avec le revétement

Considérons un revétement libre S. D’aprés 6.1.2, il existe une action de T' sur
S par des automorphismes de diagramme compatibles a A, stabilisant " et II
et induisant la méme action de I' sur I. L’application ¥ (resp. ¥") est alors I'-
équivariante et commute donc a l’application « — & (resp. a l’application a” — a”
a des constantes strictement positives pres, égales & un pour les racines réelles). En
particulier, ¥(A) = A et ¥(&;) = @;.

Dans le revétement Vr, il est clair que la famille (@) et est libre.

Proposition 6.1.4 — Le K-module Vi (resp. (VMU' = V&) est libre (resp. sans
torsion,).

Pour 7 de type fini, R; induit dans VZ* (resp. dans V) une réflexion par rapport
a Uhyperplan {v" € (VM ;<az,0") = 0} de V2 (resp. {v € W ;(v,a) = 0} de
).

Plus précisément, pour tout v € Vr, ; on a R;(v) = v — (v,&/ Y&; ot la coracine
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de a; est définie par :

& =ad si l'orbite est de type 1

= 2@} sinon.
De méme, pour z € (VMU' = V£, on a Ry(x) = x — (az,v"yay.

Démonstration. En effet, Vr est un K-module libre méme si K = Z car Vr est
isomorphe & |T|V¢ € VT C V ; de méme V;2, contenu dans V", est un K-module
sans torsion.

Montrons que, pour tout v dans Vr, R;(v) — v € K&;. On sait que R; € W(7)
et on peut donc affirmer que R;(v) — v € Qk(7) pour tout élément v de V et que
R; stabilise Qg(7). Mais comme l'action sur V' de R; et celle de I' commutent,
R;(v) —v € (Qk(?))' = Ka;. D’autre part, R; fixe I’hyperplan indiqué et comme R;
est d’ordre deux, il suffit de vérifier (ce qui est facile) que (a;,&; ) = 2. L’assertion
concernant 'action R; sur V' se démontre de facon analogue. O

On note I := I/T et az;; = (&;,@) ) pour tout couple (7,7) € I?. Enfin, on définit

la matrice A := (c‘z;]— .
@y)er?

Proposition 6.1.5 — La matrice A est une matrice de Borcherds relative & coeffi-
cients dans Q et la partition de I correspondante est =, UL, UToUI_.

Notons que pour 7 et 7 deux éléments distincts de I, (a;04) =0 si et seulement
si les deux orbites correspondantes ne sont pas liées dans 1.

Sile S.G.R. S vérifie la condition (Z), alors A est a coefficients dans Z (c’est-a-
dire est une matrice de Kac-Moody relative).

Démonstration. 11 est clair que le coefficient a;; est dans Q (resp. Z si S vérifie (Z)
ou sii € I) et que pour 7 € I,

an =1 <= QranA = {a;,2a:} ;
am =2 <= Qi anA = {&}.

Si 7 € Iy, alors @z = 0. Ceci est évident dans le cas o les composantes connexes
de 7 sont de type affines imaginaires. Dans les cas affines réels, a; est en fait
proportionnelle & la somme de racines imaginaires de chaque composante connexe
et donc (&;,a}') = 0 pour tout j € 7.

Enfin, si 7 € I_, on a @z < 0. En effet, Porbite étant de type indéfini, il existe
dans Q(E) un élément & de coordonnées toutes strictement positives et tel que pour
tout j € 7, on ait (d,dg\) < 0. Son image a dans @ appartient & A et & est dans
K a; et vérifie évidemment (@,a5 ) < 0.
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Si 7 # 7, les orbites sont disjointes, d’ou (d;,&;-\) = (ai,d;-\) < 0. De plus, ce
scalaire est nul si et seulement si les deux orbites ne sont pas liées (c’est-a-dire si pour
tout (4,j) €7x 7, a;; = a;; = 0), alors on a bien {(a;,a)) =0 < (apay)y =0. O

On note II,¢ Pensemble des &; o1 7 est une orbite de type fini (et non ensemble
des @; pour 7 C Ire). Si @ € Il,e, on note N(&) = {1} si 2a ¢ A et N(a) = {1,2} si
2a € A.

Proposition 6.1.6 — Soit (A)*® le sous-ensemble des racines & de A pour lesquelles
il existe dans W' un élément noté Ry induisant dans VI une reflexion par rapport
a Uhyperplan de (VN)* : Hg = {v" € V2 ;(a,v") = 0}.

Le 7T-uplet Sre := (Are, Vo, (VM), ), (@i)iet,» (00)icr. (N (@) {aemm.}) €St un
S.G.R. sans racine simple imaginaire. Il admet pour systéme de racines réelles
A™(S,c) = A™ et son groupe de Weyl est le sous-groupe W := WT des éléments de
W fizes sous laction de ', c’est aussi le sous-groupe de W engendré par les R; pour
7€ .

Remarque. J.-Y.Hée [Hée 1 ; n° 3 9| caractérise les éléments de A™ comme les racines
a pour o € A dont l'orbite sous I' est « prénilpotente ».

Démonstration. Considérons Paction de ' sur le S.G.R. T = (A(J),V,V",{,),
(i)ieg, (@l )ics), ou J est la réunion des I'-orbites de type fini. La matrice
correspondante A(J) est la sous-matrice principale extraite de A en ne conservant
que les lignes et colonnes indexées par les 7 tels que az > 0.

Le résultat important d’égalité des sous-groupes W' et < R;;7 € Lo > a été
établi par Hée, (cf. [Hée 1; n°3 7]). Par suite, le groupe de Weyl de ce systéme de
racines est WY, et le résultat annoncé est évident. O

Propriétés de A, conditions de chaines

Lorsque 7 € I n’est pas de type fini, posons :
M! = {n e Q,/3& € A®@), de hauteur n}

et M/ la plus petite partie de Q4 contenant M, et stable par I’addition.

Proposition 6.1.7 — (a) Soient 7 une orbite de type fini (i.e. T € L) et
ae Ay \ {&s, 2a:}-
La (&;)-chaine {a,a + az, ... , Rz(@)} est incluse dans Ay

(b) Soient7 € LIy et @ € Ay \ Qyay, si {@,a)) <0, alors &+ Mla; C Ay.

Démonstration. (a) Considérons 7 € I, et @ € A, \ {az,2a;}, il existe une racine
positive  dans A telle que & = (1/|T|) 3 cpv-c. Le support de a n’est pas inclus
dans 7 et donc W (7).a C Qa+ \ Qa(?).
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Supposons 7 de type 1 ou 2, alors R; est le produit commutatif des T; pour tous
les points j de l'orbite 7. Si Ry = 74, ...7;, ; on pose B;, := 74, ...7;, () pour tout
s entre 1 et n. D’aprés la propriété (SR3b) de A, il existe dans A une chaine de
direction oy, entre 3;, et 3;,_, qui par « projection» (i.e. par @ — @) donne dans
A une chaine de direction &; entre Bjs et Bjs_l. La projection de toutes ces chaines
donne donc une (&;)-chaine contenant & et son image par R; (qui dépasse peut-étre
[@, R:(@)]) contenue dans A.

Si Vorbite est de type 3, on note Jy,... , J, ses différentes composantes connexes
Js = {is,js} alors R; est le produit commutatif des ra; 4a;, = 74,77, pour
s € {1,..,n}. On note Bs := Ta, ta,, - Tai,+a;, (@). Dans A, on a une oj,-

chaine de r; (Bs+1) & 7j,7i,(Bs+1) et des a;, -chaines de B & 7; (Bs41) et de
75,7, (Bs4+1) & 73,75, (Bs41), qui donnent « par projection » une &; chaine de (3,41
a fB,. La réunion de toutes ces chaines donne donc par projection une &;-chaine
(éventuellement trop longue) qui contient & et son image par R;.

(b) Soient & présent 7 une orbite de type affine ou indéfini, & un élément de A
non Q-proportionnel & a;, un élément m de M, une racine 3 € A(7) de hauteur
m et 3 son image dans A. La condition {(@,a2) < 0 équivaut a {(@,3") < 0 et
donc & (&,8") < 0. Elle implique, par définition de &, ’existence d’au moins un
élément v de T tel que {(v.a,08") < 0 (a désigne toujours une racine telle que
(1/IT]) 3, er 7v-a = &). Mais alors, d’aprés la remarque 4.3.4, v.a + 8 € A et donc,
a+ B € A. Par une récurrence immédiate sur ce résultat, on obtient & + ma; € A
pour tout m € M. O

Le systéeme générateur de racines St

Supposons vérifiée 'hypothése (B) de 5.1.14.

Posons @, := II,. ; pour & € ¥, on a déja défini N(a).

Déterminons @ (qui sera la base du systéme générateur) et |J,ce N(@)a (qui
engendrera A). Soient ¥’ := (J;c; M;'a; et ¥ un systéme de représentants dans
¥’ de ¥'/Q.

Construisons alors ®;, en définissant, pour chaque élément de ¥, une racine
relative simple de la fagon suivante :

SiBe¥, RB):={ncQ;nBe¥},

— si R(B) admet un plus petit élément, nous le notons g ;
— sinon, désignons par ¢ un élément (choisi) de R(3) tel que (3/4)g minore R(3),
ceci est possible grace a (B).
Dans les deux cas, posons & := ¢f8 € ®im et N(a) := {n € Q;na € V'}.
La famille ® = &, U ®;, est ainsi définie et on note " la famille des coracines
correspondantes (incluse dans {&} ;7 € I}).
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Pour tout couple (@,3) € ®2, on pose @3 = {(@&0B"). Soit A la matrice

(@ag) ) .
(&,8)€2

Proposition 6.1.8 — Le 7-uplet St := (A, Vr, (VM (,),®, 8", (N(&))acs) est un
S.G.R. qui vérifie (B), dont le systéme de racines est exactement A.
En particulier, sile S.G.R. S vérifie la condition (Z) (resp. (BN)) alors St aussi.

Remarques. 1. L’application v — © de V dans Vi n’est pas un morphisme de
S.G.R. (par exemple, I'image d’une racine réelle n’est pas toujours une racine
réelle).

2. Pour établir que Sr est un S.G.R. de systéme de racines A, ’hypothése (B)
peut étre remplacée par toute condition permettant d’affirmer que les N (&)
n’admettent pas 0 pour borne inférieure dans R. En particulier, ’hypothése
« I fini » convient et est stable lors du passage au quotient.

3. La modification de II et des M}’ pour obtenir ® et les N (&) est nécessitée par
'axiome (SGR5) sur la nature des N(&) et la non Q-colinéarité des éléments
de la base dans un systéme générateur.

4. Si II est libre dans V, alors (@z);cr est libre dans Vp, et il résulte de la
démonstration ci-dessous que ® = (a3);c7 et N(&;) = M/ (Paxiome (SGRN)
est automatiquement vérifié dans le cas libre, cf. remarque 6. du paragraphe
« définitions » de 4.1).

5. En construisant ainsi ® := ®, U ®;y,, il est possible qu’une racine a; ne
soit pas simple, mais elle est alors dans un N(&@)& pour un & € ®. Avec la
construction précédente, un élément 3 de A proportionnel & une racine simple
relative @ € ® qui n’est pas dans N (&)@, admet une « bonne décomposition »
dans la base ®. En effet, si un 3 € Q,a\ N(a)a, alors 3 provient d’une
racine du revétement qui n’est pas dans un A(j) (avec @; € Qa;) et une
décomposition de cette racine fournit la « bonne décomposition » cherchée.

Démonstration. Montrons qu’avec la construction précédente, on obtient bien un
S.G.R.

Les axiomes (SGR2) et (SGR3) sont vérifiés puisque Vi (resp. (V/)T) est un
K-module libre (resp. sans torsion) ; ces deux modules étant en dualité (6.1.4).

La matrice A est facilement obtenue & partir de A vu la composition de ®, et est
évidemment une matrice de Borcherds relative a coefficients dans @, de plus, par
construction méme de la matrice A, la donnée (Vir, (VM)T, @, @) est une réalisation
de A d’ou (SGR4).

En ce qui concerne, axiome (SGR5) et la condition (Z), par construction, les
parties N(@) vérifient les conditions voulues ; d’autre part, N(a){a,3") est inclus
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dans une réunion de M/ (&;,BJK\) pour certains 7 et 7 dans I, c’est-a-dire contenu
dans (R,3;) donc dans Z si 7€ L. (donc j € I.) ou si S vérifie la condition (Z).

La famille ® est formée d’éléments non nuls puisque, par 4.2.5 dans Qg, une
somme d’éléments positifs non nuls est non nulle ; ceci permet d’établir (SGR6 a).
Par construction, deux éléments de ¢ ne peuvent pas étre Q-proportionnels ; d’ol
(SGR6 b).

Montrons & présent que le systéme de racines de St est bien A.

D’aprés (6.1.7), A satisfait aux conditions de chaines relatives & ®, de plus, A
est symétrique et donc A(Sp) C A.

Montrons l'inclusion inverse. Supposons au contraire que A \ A(Sp) # 0, et
considérons 3 dans cet ensemble. D’aprés 6.1.6, 3 € A™. Par symétrie des deux
systémes, on peut supposer que 8 est une racine positive. Enfin, par stabilité des
deux ensembles sous ’action du groupe de Weyl, on peut supposer également
que {(B,a2) < 0 pour tout z. Alors, il existe § = YicrNidi € A tel que
(L/IT)) 32, er ~.%(B) = B. Si le support de 8 n’est pas réduit & un point, alors
B sécrit ) . ;niGs, avec des ny € Mj (i.e. M; pour tout j de cette orbite). Au vu
de la construction de la base ®, on peut mettre 3 sous la forme 8 = ) .4 Ta0,
avec T, € M(a) = Mr(a) le plus petit sous-ensemble de @ stable pour 'addition,
contenant N(a) = Nr(a) et 0. L’ensemble des « tels que dans cette décomposition
To # 0 est connexe car le support de 3 Dest (si on a effectué un échange du type
précédent, on a remplacé un nj;&; par un mqo pour un a = v € ® (s = nzas),
ainsi, si a; est lié & &; alors 7 est li¢ & 3). Par suite, 3 € K.(®) avec les notations
évidentes ; c’est-a-dire en remplagant dans la définition usuelle II par ®. Grace a la
proposition 1.2.14, on en déduit que 8 € A(Sr), d’ou la contradiction.

Si le support de 3 est réduit a un point § = n;a;, alors 8 = n;a; avec n; € Ny,
auquel cas @ est dans N(&)a@ pour un certain élément @ de ® et on a le méme
résultat.

L’hypothése (BN) (cf. 4.3) est elle-aussi conservée. Soit 6 la Q-forme linéaire sur
Qq satisfaisant & (BN), 6 induit, par restriction, une Q-forme sur QB (encore notée
0) pour laquelle 6(a;) = (1/|T|) >-, cr v-: et donc pour les éléments « de la base
du systéme quotient on a: 8(a) > (3/4)e.

Il est clair alors que ’hypothése (B) est conservée. O
Corollaire 6.1.9 — Si S satisfait o (BN), alors St aussi et, dans la proposition
précédente, on peut donc obtenir a partir de II, une nouvelle base ® contenue dans
®.eU(Uses,, N(@)a) pour laquelle le S.G.R. (obtenu en remplacant ® par ® dans

St et en ne retenant que les coracines correspondantes) est normalisé et tel que le
systéme de racines reste le méme.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de 4.3.11. O
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Invariance des différentes conditions sur les S.G.R

On suppose toujours vérifiée 'hypothese (B) de 5.1.14.

Hypothéses sur la réalisation

Proposition 6.1.10 — Les hypothéses (BN), (T), (L), «A(I;e) de rang fini» sont
conservées par passage au quotient sous l’action de I.

Sous Uhypothése supplémentaire «Qk(Ire) de dimension finie », les hypothéses
(MP), (MP3) le sont également.

Enfin, il en est de méme de (MP1) si Qk est de dimension finie.

Démonstration. (T) (cf. 4.4) Soit (B;) une famille génératrice de V* alors (3; =
(1/IT]) 32 er 7v-Bi) est génératrice de (V*)F' = V¥ puisque K est alors supposé étre
un corps.

Pour (BN), I’assertion a été montrée en 6.1.8.

(L) (cf. 4.4) La condition de liberté de la base passe au quotient sous l’action de
I, ceci a déja été utilisé pour les revétements.

L’hypothése A(Il.) de rang -fini équivaut a lexistence d’une réalisation de
dimension finie de cette matrice. Comme I' stabilise I, et que les racines relatives
réelles proviennent de A(Iy), il est clair qu’on peut raisonner sur cette réalisation.
Dans ce cas, il est évident que Qg(Ire) C Qqo(Ire) et donc A(lr.) admet une
réalisation de dimension finie ; elle est donc de rang fini.

Supposons Qk () de dimension finie. La démonstration de la conservation des
hypotheses (MP) et (MP3) est alors analogue a celle faite dans le cadre des sous-
systémes.

Notons Qrire = Y er., N@z C (1/[T)Q+(Ie) € @ N(L/|T[)y:. On se place
dans Vi et on considére encore C = @ R.~; et cette fois C' = C N Qrre. Comme
précédemment, C°T n’est pas vide, donc il existe une base de Qr libre dans Vr telle
que le cone positif qu’elle engendre contienne la base du systéme quotient et il suffit
de compléter cette famille libre de Vr en une base de cet espace vectoriel.

La conservation de (MP;) sous ’hypothése proposée est tout & fait analogue si
on peut montrer 'existence d’'un € V* tel que z(a;) > 0 pour tout ¢ € Ijn. Ceci
résulte facilement d’une démonstration analogue a celle du (a) de 4.4.9. |

Les hypotheses sur les ensembles V;

L’hypothése « les N; sans point d’accumulation dans R » (resp. « & dénominateurs
bornés ») ne passe pas aux quotients car une racine nd; peut provenir d’une infinité
de supports différents.
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Par contre, si on suppose simultanément «les N; sans point d’accumulation dans
R » (resp. & dénominateurs bornés) et 'hypothése (Z) (la premiére hypothése n’ayant
alors de conséquence que sur les racines affines formant une composante connexe de
la base), il est facile de voir que pour que les N (&) soient sans point d’accumulation
dans R (resp. & dénominateurs bornés), il suffit que I’hypothese suivante soit vérifiée :

si7 est une orbite de type affine qui est réunion de composantes connezxes
de la base, alors {n € Q,na; € A} est sans point d’accumulation dans
R (resp. a dénominateurs bornés).

En effet, pour toute autre racine simple relative @, il existe au moins un indice %
tel que (@,&;) # 0 et la condition (Z) (qui est conservée lors du passage au quotient)
impose alors & N (&) d’étre sans point d’accumulation dans R (resp. & dénominateurs
bornés).

L’hypothése «les N; de plus petit élément 1 » passe au quotient & condition de
ne pas imposer au systéme quotient d’étre normalisé. Dans ce cas, on peut citer
comme contre-exemple :

siag = g +ag+ ag+ as, No = {1,1+1/n(n € N*)} et si le diagramme de
Dynkin est le suivant (la numérotation des sommets se faisant de gauche & droite) :

LT < >» «=<>»

avec I' d’ordre 2, échangeant les deux composantes Agl). Alors, le diagramme de
Dynkin du systéme obtenu par quotient est :

o) K >»

et No = {1+1/n;n € N*} si on normalise le systéme quotient.

L’hypothése «les N; & dénominateurs uniformément bornés » ne passe pas aux
quotients car des multiples de &; peuvent provenir d’une infinité de supports
différents, les rapports n’étant pas forcément bornés.

Les hypotheéses sur le type de la matrice

Si I’'on considére une matrice indexée par I quelconque, on raisonne sur A(J) ou
J est lorbite d’une composante connexe de I. Toutes les composantes connexes de
J sont alors de méme type.

Si A(J) est de type fini (resp. affine, indéfini) (i.e. chacune de ces composantes
connexes est de type fini (resp. affine, indéfini)) ; d’apres 1.1, il existe u € Q(J)
avec u > 0 (i.e. de coordonnées u; pour ¢ € J toutes strictement positives) tel que
Atu > 0 (resp. A'u =0, A'u < 0).
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Alors, si ur =3 pv.u,0naur € Qr et ur > 0 et (up,c:xg\) = |1"|(u,c:v;\) >0
(resp. = 0,< 0) car &;\ est une somme de coracines positives. Ceci prouve que
Atur > 0 (resp. Atur = 0, A'ur < 0) et la matrice A est de donc type fini (resp.
affine, indéfini).

Si A(J) est de type profini ou proindéfini, il en est de méme de A comme on le
voit en regardant des sous-matrices de dimensions finies.

Il est clair que si A est indécomposable, A est indécomposable. La réciproque est
fausse. L’indécomposabilité de A permet cependant d’affirmer que les composantes
connexes de I sont permutées transitivement par I'.

Généralisation

11 est facile de vérifier que sous les hypothéses plus générales du dernier paragraphe
de 4.4, tous les résultats de ce chapitre sont encore vrais (4 condition de remplacer
pour 7 € Ie, @z; € Z par 28;;/8z € Z). il est alors facile de remarquer que si 7 € I,
alors quel que soit 7 € I, on a bien az; # —1.

6.2 Quotient par une partie de type fini
Hypotheses

Soient S un S.G.R. sur K (Z ou un corps), A son systéme de racines, W son
groupe de Weyl. On suppose V" = V* (a partir de 6.2.2).

Dans cette section, F est une partie de type fini de I (éventuellement non
connexe). La famille II(F') est formée de racines simples réelles de A. Dans un
revétement S, A(F) n’est formé que de racines réelles et est donc en bijection par
¥ avec A(F). Enfin, (W(F), (r;)icr) est un systéme de Coxeter fini, on note wp
I’élément de plus grande longueur de ce groupe.

Sii e I'\ F, on note F(¢) la composante connexe de {i} U F contenant i. Lorsque
F (i) est de type fini (c’est-a-dire {i} UF de type fini, éventuellement décomposable),
on suppose de plus vérifiées les hypothéses suivantes :

(D) la plus grande racine positive de A(A(F(i))) admet une coordonnée suivant
«;, inférieure ou égale a deux ;
(E) si F(i) est de type A,, alors n est impair et a; est la racine médiane ;
— 81 F(i) = Dap4q alors i ¢ {2n,2n+ 1} ;
— Si F(i) = Es alors i € {2,4} (avec la numérotation usuelle cf. [Bbki; Lie]).
Remarques. 1. Dans le cas de Fg, la conjonction de (D) et (E) impose ¢ = 2.

2. (E) se traduit par: i est stable par I’automorphisme d’opposition de F'(¢)
induit par —w; ol w; est le plus long élément de W (F(z)).
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3. A partir de 6.2.7, on supposera vérifiées de nouvelles conditions.
On définit : Q" := {h € Q" ;045(h) =0 (Vi € F)} c (VMWE) = V1N = [y ¢
VN ai(v) =0 (Vie F)}.

Les racines restreintes
Pour tout o € V, posons :
o=/ WE)) Y wo.
weW(F)

Notons alors :

Qh ={a'/a € Qa} C (Qa)"® ou Q)W) @, Qsi K =7 et

A :={a' ;a € A et o' # 0} appelé systéme de racines restreintes.

L’application ainsi définie de V dans VW) (ou dans VW) @ Q) qui & a associe
al, est linéaire et son image V@ = V1! est un K-module libre qui contient VW ()
(et est contenu dans (1/|W(F)|).VW(F)), Par linéarité, on peut prolonger la dualité
précédemment définie au couple Vg, VA,

Lemme 6.2.1 — Supposons la dualité non dégénérée. Soit p l'application K-linéaire
de V dans le dual (V*")* (ou de V@ Q dans (V'")* @ Q si K = Z) déduite de la
dualité, alors :

(a) pour tout o € V, on a p(a) = p(a?) ;
(b) Uapplication p est injective sur V1.

Ainsi, on peut identifier V' avec p(V) de facon que o' corresponde a p(v). La
dualité ainsi obtenue entre V' et VI a son image dans K et est non dégénérée.

N.B. : Ceci fournit une autre interprétation de la notion de racine restreinte. La
démonstration est analogue a celle de 6.1.1.

Lemme 6.2.2 — (a) Pouri€I,ona al =0<=i€F;
(b) Le noyau de l’application linéaire o+ o' de V dans VWVF) (ou V¥V (F)2Q)

est: V(F) = {a € V/3n € N* ;na € Qk(F)}, c’est-a-dire Qi (F) si K est
un corps.

(©) (V1)*={heV*/h(g) =0,Yqg € Q(F)} = V.

Démonstration. (a) est démontré en 3.1.3. Ainsi, V(F') est contenu dans le noyau.
Inversement, si a € V, alors |[W(F)|.(a! — a) € Qk(F), donc si a' = 0, alors
a € V(F). La derniére assertion résulte aussitot de (b). |

On pose I' :=T\ F.
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Lemme 6.2.3 — L’espace Qf, est engendré par les o} pouri € I et
Al = {a'Ja e A - A(F)} C QL.

De plus, A' = AL U AL ou Uindice + (resp. —) signifie qu'on considére les
combinaisons positives (resp. négatives) des o .

Démonstration. La premiére assertion est immédiate ; si & € A(F) alors son image
o' est nulle (6.2.2). Si 'on considére & présent une racine o de A \ A(F), que I’on
suppose par exemple positive, alors, pour tout w € W(F), on a w(a) € Ay \ A(F)
donc I'image de « est un élément de Qg+ \ {0} et le dernier résultat est immédiat
(vu 4.2.3). O

Définition 6.2.4 — Soitic I'.

(a) Si F(i) est de type fini, I’élément o} est une racine restreinte simple réelle
(on note i € IY,). Dans ce cas, on écrit :

~ i€ I}, sile coefficient suivant o; de la plus grande racine de A(A(F(i)))

est 1;
— i € I}, dans le cas contraire donc par (D) si et seulement si ce coefficient
est 2.
N.B.: Comme on a clairement {a},2a},...,sal} = A(F(i))} ou s est ce

coefficient, il est nécessaire de supposer (D) pour pouvoir espérer obtenir un
S.G.R. (voir aussi le paragraphe « Généralisation » de 6.2).

(b) Si F(i) n’est pas de type fini, o} est une racine restreinte simple imaginaire ;
on note alors i € I} .

Plus précisément, le type de o} est le type de F(i). On note i € I} si ce type
est affine et i € I! §’il est indéfini.

Proposition 6.2.5 — Si F(i) est de type fini et si w; désigne ’élément de plus grande
longueur de W(F(i)), alors w; stabilise Vg et y induit une réflexion par rapport a
al. Il permet donc de définir une coracine, c’est-a-dire un élément o}V de (Vr)* tel
que w;.v = v — {v,alVYa}l pour tout v € Vi et (a},alV) =2.

On note W' le sous-groupe du groupe de Weyl engendré par les éléments w;,
pour i € IL.

Démonstration. Dans tous les cas, w; induit Videntité sur Q(F \ F(3)) et Q(F \

Si F(i) est de type Bn,Cn,Dapn, BCy, E7,Eg, Fy et Gy (ou méme G5 défini
dans la généralisation de 4.4), w; induit —Id sur Q(F(7)) et Q"(F(i)) donc w;
commute & W(F'). Dans les cas A, Fg et Dapt1, w; est opposé de I'involution
d’opposition sur Q(F(z)) et Q"(F(i)), et grace a I'hypothese (E), fixe 4, donc
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normalise W (F'). Ainsi, Papplication o — a! commute toujours & I’action de w;.
Par suite, w;.af = (w;.;)! = —a}, et w; stabilise V.

1l suffit alors de montrer que w;.h —h € Ko} pour tout h € Vi, puisque w? =1d.
Comme w; commute & a — ', on a, pour tout h € V! : h = v! = w;(h) — h =
(wi(v) —v)! € (Qx(F(3)))* qui coincide avec Ko} O

Lien avec le revétement

Considérons un revétement libre S du S.G.R. S. Les applications ¥ et ¥” sont

alors W (F)-équivariantes. En particulier, ¥ commute & P’application a — a'! d’ou
U(AY) = Al et ¥(a)l) = of.
Dans le revétement Vi, la famille (&});cs1 est libre.

Coracines

On introduit, pour tout i € I, 'élément o? := > ph W (). B de Q) N
(VMWE) | En fait, o € (QN)VF) sii € I ou si S vérifie (Z) (pour tout élément i
de F le vecteur ainsi défini est nul). Par définition des coracines, w(a;') est toujours
un choix de coracine possible pour w(a;) et plus précisément, avec les notations du
chapitre 4, par équivariance de ¥”, on a :

2 _ |W(F)a{‘| Arx2 * AL R2Y A <2 AA
a; = (——|W(F)&f\| U(a;) € QLY (&) on &) = ) Z 8.
BreW (F).a)

Soit B la matrice dont les coefficients sont b;; := (a},a?) pour i et j dans I'.
Toujours avec les notations introduites pour le revétement et celles du paragraphe
3 (en particulier les définitions de : &} = Wﬂ) Y wew(z) W(G:) et de (&)~ =
ZweW(Z) w(&}')), on a:
bij = (——'%,%#')(d},(di)ﬂ,
car O((&)™) = (IW(F).&}|/|W(F))a? et ¥(&5) = o.

J
D’apres 3.1.4, la matrice B est de Vinberg et :

bii > 0 <= F(i) est de type fini;
bii = 0 <= F(i) est de type affine ;
bii < 0 <= F(t) est de type indéfini.

Sous les hypothéses de ce chapitre, b;; est un rationnel et méme un entier si i € Ire
ou sile S.G.R. § vérifie (Z) (car {w(c),a?) € Z et est indépendant de w € W (F)).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



168 NICOLE BARDY

D’apreés le lemme 3.1.5, la matrice B(J) (ou J C I\ F) est indécomposable si et
seulement si J est inclus dans une composante connexe de J U F'.

En multipliant o par 2/b;; (resp. 1/bj;) si j € I} (resp. j € I}), on obtient
Pélément " de Qo 4 (F(3)).

La partition I' = I U I, est celle associée a la matrice B et pour tout j € I} ,
on pose aj = .

Le support de aj” (ou plus exactement celui de (&;)~ ) est toujours F(i). De
plus, si i € I.', la matrice A(F(i)) est de déterminant non nul, il existe donc une

et une seule solution dans Qg (F'(¢)) du systéme d’équations :
Q; (a/\) = 2,
a;(a”) =0 (Y € F(i)\ {i}).

Cette solution étant a” = (2/b;;)a?
Considérons une décomposition 7;, ...r;, de w; dans W(F(i)), alors pour tout
he€Vronadans V (ou Vg siK =72):

j=n
(wi(h) — h)! = Z<T%+1 T, h),a%)a%)l = (h, <Znn. rz]H(aV ))a}.

j=1
Ceci montre que o}V (la coracine de o} cf. 6.2.5) est dans Q" (F (7)), alors, d’aprés
ce qui préceéde, on a o}V = (2/b;;)a?
Remarques. 1. Pour tout i € I 1, les éléments ¥ (&) et a;” sont colinéaires.
Sii € IL, alors ¥/ (ai") = al et TN G)Y) = alV.
2. 11 est possible que o} (qui vaut o}V /2 si 2a; est une racine restreinte (i.e.
sii € I3) et oV sinon) ne soit pas dans Q" (F(i)), et donc pas nécessairement
dans V" si K = Z.

Il est facile de déterminer les coracines grace aux tables de Bourbaki, il suffit en
effet, pour obtenir o}V, de considérer dans le systéme de racines fini dual de celui
correspondant a F'(3), 1e double du poids fondamental w;. On peut alors déterminer
les cas ot les coefficients de o} sont entiers et ainsi établir :

Lemme 6.2.6 — Sous les hypothéses (D) et (E) et si, pour tout i € IL, on exclut
les cas suivants pour F (i) et i :

e B, avect > 3 et ¢ impair,
n pour 3 <t <n—2 eti impair,
o Fr sii=2,
alors la matrice Are' des (a},a;/\) pour i et j dans L' est une matrice de Kac-

Moody relative sans indices imaginaires. De plus, o} € V', pour tout j € I', méme
siK=12.

MEMOIRE 65



SYSTEMES DE RACINES INFINIS 169

Remarques. (a) Si cependant, dans les cas particuliers précités, la matrice
considérée est de Kac-Moody relative alors les résultats qui vont suivre sont
encore valables si K est un corps et il en va de méme si K = Z et si V"
contient les 05" pour ¢ € I} (c’est automatique pour i € I} et i € I ). Sous
les hypothéses (D) et (E), la généralisation de 4.4 permet de lever la plupart
de ces contraintes (voir aussi le paragraphe « Généralisation » de 6.2).

(b) Dans la suite, on suppose toujours vérifiées les conditions de ce lemme.
Celles-ci sont d’ailleurs vraies dans les cas rencontrés en pratique dans [BsR],
on sait méme qu’alors ¢ est 1 ou une puissance de 2 si F(i) est B,, ou Dy, (cf.
[T]).

Proposition 6.2.7 — On a Q4_ N Qg = {0} et si la racine of est réelle, alors
Qa} N (Zj;éi @+a}) = {0}.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate puisque Qg (resp. Qg_) est
inclus dans Qg+ (resp. Qg-). La seconde résulte alors du fait que (a},a}) > 0
pour i € I, alors que {aj,a;") < 0 pour tout j € I' \ {i}. a

Corollaire 6.2.8 — Sii€ I}, ona:
o Q,alNA!={al}siie I}, on note alors N'(a}) = {1} et
o Qial NA' = {a},2a}} sii € I3, on note alors N*(af) = {1,2}.

Démonstration. Soit o est une racine de A telle que o' € Qi af, sia =3, ;n;q;
(nj > 0 pour tout j € J) est une « bonne décomposition » de o (c’est-a-dire qu’une
racine du revétement admet une décomposition analogue), alors a! = jed nja;
dans Al, avec des n; tous positifs et dans M. . D’aprés 6.2.7, J est inclus dans F(7)
(car J est connexe) et donc @ € A(F'(%)). Donc « doit étre inférieure (ou égale) a la
plus grande racine de ce systéme. On conclut alors grace a 'hypotheése (D) et a la
définition de I et I3. m|

On note A:e ’ensemble des racines restreintes (dites réelles) a* € Al qui peuvent

changer de signe sous P’action d’un élément du groupe W1.
Corollaire 6.2.9 — Le T-uplet

Srle = (Aiev Vr, Vl/\’ ) (a})ielﬁe’ (a}A)iEI}e ’ (Nl (a}))ielﬁe)

est un systéme générateur de racines sans racine simple imaginaire et de plus,
1

AT(Se) = Ape-
Démonstration. Les axiomes des systémes générateurs de racines ont déja été
vérifiés. En effet, en absence de racine simple imaginaire les conditions restrictives
sont peu nombreuses ((SGR6a) résulte de 6.2.7). Par ailleurs, d’aprés 6.2.7 et 6.2.8,
les seules racines de A}r qui peuvent devenir négatives sous ’action de W' sont de
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la forme w.of pour w € W', i € I} ou 2w(a}l) pour w € W' et i € I} ; d’ou le

dernier résultat. O

Propriétés de A!

Considérons, toujours sous les hypothéses de 6.2 et 6.2.6, les deux familles
(i )ient, (5" )ien et la matrice de Borcherds relative A* = (a};) oi a}; = ¢al,al")
pour i et j dans I'.

Par définition de A!, on a bien :

i€l < al,=2;
el <=al,=1;
i€} <al=0;
iel! < aj <0.

Proposition 6.2.10 — Si i € I. et si o' € A\ {o},20a}}, alors la (o})-chaine
{at, 0t £ al,... ,wi(al)} est incluse dans Al.

Démonstration. Soient w; = r;, ...7;, une décomposition de longueur minimale
de w; et @ € A telle que (¥(@))' = ol. Alors, @ n’est pas dans A(F(3)) donc,
comme w € W(F\(i)), la racine w(&) n’est jamais proportionnelle & un élément
de TI(F). Dans A, la condition (SR3b) entraine P’existence d’une (@;)-chaine de
Tijpr -+ Tin (@) & 75, ...7, (&) pour tout j entre 1 et n. Par projection dans A, puis
dans A! (via les applications ¥ et o — o), il est clair que la réunion de ces chaines
donne dans A! une (a})-chaine qui contient « et son image par w; (éventuellement
plus longue que la chaine de 1’énoncé), ce qui établit le résultat cherché. O

Soient B! € A! et a € A admettant 3' pour image par I’application o — ol.

SiacA, a pour image a par ¥, le support S de & est le support d’une « bonne
décomposition » de a.

Sous ces hypotheéses, la composante connexe de Sg U F' qui contient le support de
@ est le support relatif de 3* correspondant & & (avec (¥(&))! = B'), noté S&(BY),
et Sz \ F est un support de 3.
Lemme 6.2.11 — Sous les hypothéses précédentes, il existe dans A, une racine G
dont limage par ¥, notée o*®, vérifie (o)t = B et Szea = SEY(BY).

Démonstration. Par symétrie des systémes de racines, on se restreint au cas ou
toutes les racines qui interviennent ici sont positives.

Supposons, avec les notations précédentes, le support de & strictement inclus dans
Sel(B) (sinon, il n’y a rien 4 démontrer).
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Considérons la décomposition de & = &; @ &, de & dans Q(I \ F) & Q(F). On
peut supposer &g # 0, car Uhypothése S5 # SE!(8') implique Iexistence d’un indice
1 dans Sgel (B), tel que (&,a!') < 0, on peut donc remplacer & par & + é&;. Notons
alors J' une composante connexe de SL'(B') N F, par 'argument précédent, on
peut supposer que &z a au moins une coordonnée strictement positive dans f[(J’ ).
De méme, en itérant ce raisonnement jusqu’a |J' N Sz

= |J'|, et en remplagant a
chaque étape & par & + @&; ou ¢ désigne 'indice ajouté & S, on obtient la racine
cherchée (puisque F est fini). O

Proposition 6.2.12 — Soient o} une racine restreinte simple imaginaire et 3* €
AL\ Q.al. Siun support relatif de B est lié a i dans I, alors B + Mo C Al, ou
M; est toujours l’ensemble défini en 2.2 relatif o I et & II (en particulier M; =N si
i € Ire).

Démonstration. D’aprés 6.2.11, il existe 3 € A dont I'image par & — (¥(&))%est
B! et dont le support est le support relatif considéré de 5. Les trois cas suivants
peuvent se présenter.

— Premier cas : i € Iiy.

L’asselztion est alors immédiate puisque, d’apres les hypotheéses, B ¢ Qo;. Dans ce
cas, {(,&') est strictement négatif ce qui, par (SR4b) dans A, implique 8+ M;&; €
A et donc le résultat analogue dans Al.

— Second cas : i € I et i n’est pas dans ce support relatif mais lui est lié.
Alors (3, < 0, donc B + &; est une racine ((SR3b) dans A) et ! + o} € A!;
pour la suite de la démonstration, on est ramené au cas suivant.

— Troisiéme cas : i € Ie et i est dans le support relatif considéré de 5.

Nous allons, pour traiter ce cas, procéder par étapes.

(1) 1l existe dans A une racine 7 telle que (¥(3))* = @', pour tout j € F,

(%,64> <0 et dont le support contient Séel(ﬂl) \ F.

Considérons Q = {§ € Agsgel(@l)) S (T(B)) = B et (SEU(BY) \ F) C S} et
désignons, pour tout élément 3 de Qg, la somme de ses coordonnées suivant F' par
hr(B). Comme F est de type fini, pour tout j € F, on a M; = N donc la « hauteur
relative & F'», hp, d’une racine de A, (ou plus généralement d’un élément de
R, = @ M;&;) est un entier positif. On peut donc considérer un élément v de
de «hauteur relative & F'» minimale. Or, §’il existe un indice j dans F' tel que
(¥,&,') > 0, alors ¥ — &; est encore dans 2 (par (SR3b) dans A et D’égalité a; =0);
ce qui contredit la minimalité de .

(2) Montrons que 3* + o] € Al. Dans le cas étudié, F(i) n’est pas de type fini,
i € Ire, et i € S5, en conservant les notations de (1).

Si (%,G') < 0, alors (SR3b) dans A entraine le résultat.
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Sinon, notons wy ’élément le plus long de W(F) (i.e. le produit des éléments les
plus longs correspondant & chacune des composantes connexes de F'). Comme wyp
envoie II(F') sur son opposé, on a :

(*) Vj € F,{wo(%),&;> > 0.

Soient 41 € Q(F(3)) et 72 € Q(I \ F(3)) tels que wo(7) := 71 + o

La racine wo(%) est positive, donc il en est de méme de 4; et 4. Enfin, il est
évident que (¥(wo(5)))* = B ; il suffit donc de montrer que wo(3) + & € A.

(a) Supposons A(F'(:))1 > 0, alors :

— soit 41 = 0 ; ce qui est absurde puisque i est dans le support de ~.

— soit F'(i) est de type affine et 4; est proportionnelle a la racine imaginaire
minimale de A(F(3)), et donc, A(F(i))y1 = 0. Or, le support de 92 est lié a
F (%) (par connexité du support de la racine wo (%)), donc il existe j € F (i) tel
que (¥2,&}) < 0. Ce scalaire est encore égal & {wo(7),&} ) ce qui, d’apres (*),
implique j = i et donc wo(¥) + &; € A.

(b) Si, au contraire, il existe un élément j de F'(i) tel que (¥1,G} > < 0, on a encore
(’wo(’y),d;-\> < 0 et donc par (*), j = et comme précédemment wo(5) + &; € A.

(3) Par une récurrence immeédiate sur ’étape (2), il est clair qu’on obtient
B' + Naj, soit encore le résultat cherché dans le troisiéme cas. O

Proposition 6.2.13 — Soient o} (i € I\ F) une racine restreinte imaginaire et

Bt € AL\ Qof, alors un support relatif de B' est lié a i si et seulement si
(BY,ay < 0.

Démonstration. L’'implication <= est immédiate,

Montrons la réciproque. On a vu (6.2.11), que pour tout support relatif S, de
B!, il existe une racine B € A, de support S. Si i n’est pas dans le support relatif
considéré, le résultat est clair en considérant cette racine puisque ¢ est lié & son
support sans étre dedans. Si i est dans le support, 3* admet une décomposition
(provenant de celle de B) telle que le coefficient suivant ] est non nul, et dans
laquelle intervient un autre o} li¢ & F(4), donc {",a/'') < 0 (car {aj,¢") < 0).O

Le systéme générateur de racines S’

Toujours sous les hypotheses de 6.2 et 6.2.6 ainsi que (B) de 5.1.14, nous voulons
montrer qu’il existe un systéme générateur de racines qui a pour systéme de racines
A! et dont les modules sont Vi = V1, et V1A = (VNW(F),
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Construction de la base

Nous procédons comme dans le cas du quotient par un groupe fini d’automor-
phismes de diagramme. Néanmoins, il faut remplacer en général les par des ()! et
de fagon moins évidente, dans la construction proprement dite, ’ensemble

\II, = ( U M{/di>
1€Lim
par:

= ( U Tia}) nAl
iell
ou T; = M; si F(i) # {i}, et N; sinon et ®in, := (o )11 . En effet, si F(i) # {i}, les
racines de A(F(i)) — A(F) donnent des racines restreintes proportionnelles a o qui
peuvent a priori ne pas admettre de « bonne décomposition » et les coefficients de
proportionnalité sont dans M; et pas nécessairement dans N;.

On obtient ainsi une partie ®! et des ensembles N'(a') pour a! € ®! satisfaisant
4 (SGR6) et aux axiomes sur les ensembles N; ; on note 1" un ensemble formé par
des B siles B € A sont tels que Gt € ®!.

Soit alors A2, la matrice dont les coefficients sont les {(a!,'\) pour a! et 3!
parcourant ®!.

11 est clair qu’il s’agit d’une matrice de Borcherds relative dont les coefficients
(a!,3") sont dans Q (et méme dans Z si 8 € @), ou pour tout 8 € ®! si le S.G.R.
S vérifie la condition (Z)) et que, si I'on en extrait celle formée par les lignes et
colonnes réelles, on obtient la matrice A}, déja définie.

Il en résulte alors le résultat recherché :

Proposition 6.2.14 — Le T-uplet S* := (A%, Vi, (V)N (), L, @ (NY(a'))aies)
est un systéme générateur de racines qui vérifie (B) et A(S') = Al

Remarque. Comme dans le cas du quotient par I', pour montrer que S est un
systéme générateur de racines tel que A(S') = A!, Phypothése (B) peut étre
remplacée par toute condition permettant d’affirmer que les N'(a!) n’admettent
pas 0 pour borne inférieure dans R. A nouveau, I’hypotheése « I fini» convient et
est stable lors de ce passage au quotient.

Démonstration. La conservation de 'hypothése (B) se démontre comme dans les cas
du quotient par I'. Il reste & établir essentiellement ’égalité des deux systémes de
racines.

Montrons que A(S?) C Al. Comme :

(Y Nhe')c (| Tej) c Al

aledl i€EI\F
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il suffit de vérifier les conditions de chaines dans A'l. Pour les chaines réelles, cela
résulte de 6.2.10 et pour les chaines imaginaires, de 6.2.12 et 6.2.13.

Reste & montrer que A’ C A(S?). Raisonnons (comme dans le cas de Ar) par
’absurde, en considérant un élément 3 dans A\ A(S?) qui est forcément imaginaire
et que nous pouvons supposer dans K} (avec les notations évidentes). Considérons
alors B €A quia pour image 3 dans le quotient deux cas sont possibles :

~ B € A(F(i)) donc B € Tia} et son cas & été étudié en construisant la base,

— sinon la décomposition de 3 donne une «bonne décomposition» de 3
(3 support connexe) et donc B3 € A(S!) par 1.2.14, d’ou toujours une
contradiction.

d

Corollaire 6.2.15 — Si S satisfait a (BN), il en est de méme de S* et donc on peut
«extraire » de sa base, une nouvelle base pour laquelle le systéme générateur obtenu
est normalisé et admet pour systéme de racines A*.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de 4.3.11. O

Invariance des conditions sur les S.G.R.

Les résultats de conservation sont tout & fait analogues & ceux obtenus dans le cas
du quotient par un groupe fini d’automorphismes de diagramme, les démonstrations
sont quasiment les mémes c’est pourquoi on ne les reproduit pas ici.

Hypotheses sur la réalisation

Proposition 6.2.16 — Les hypothéses (BN), (A), (L) et «A(Iy.) de rang fini » sont
conservées lors du passage au systéme S*.

Sous Uhypothése supplémentaire «Qx(Ire) de dimension finie », les hypothéses
(MP), (MP3) le sont également.

Enfin, il en est de méme de (MP1) si la dimension de Qx est finie.

Les hypotheses sur les ensembles N;

Les problémes posés sont exactement les mémes que dans le passage au quotient
par un groupe fini d’automorphismes de diagramme. Les «bons cas» sont les
memes.

La condition & ajouter dans le cas o «les N; sont sans point d’accumulation
dans R (resp. & dénominateurs bornés) et ’hypothése (Z) est vérifiée » est :
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si {1} est une composante connezxe de type affine ou si la composante
conneze de {i} dans {i} UF est de type affine alors {n € Q ;na® € A}
est sans point d’accumulation dans R.

Les hypotheses sur le type de la matrice

Si la matrice est indéxée par I quelconque, le raisonnement est fait sur chaque
composante connexe de I qui n’est pas réduite & des éléments de F. Si 'on veut
considérer une partie connexe L de I, on prendra en fait J la plus grande partie
connexe de I, telleque LC J C LUF.

Notons alors A(J) la matrice indécomposable considérée.

Si A(J) est de type fini (resp. affine, resp. indéfini), comme dans le cas du quotient
par T', on utilise la caractérisation de 1.1 (il existe u € Q(J ) avec u > 0 (i.e. de
coordonnées (u;);c; toutes strictement positives tel que *Au > 0 (resp. ‘Au = 0,
resp. tAu < 0)).

Le raisonnement mené comme dans le cas des automorphismes de diagramme en
remplacant ur par up := Zwew( ) w(u) permet d’établir que :

si A(J) est de type fini (resp. affine, indéfini ou méme profini, proindéfini), alors
AY(J1) est du méme type.

Il est clair encore que si A est indécomposable, il en est de méme de Al
L’indécomposabilité de A! n’implique pas celle de A mais elle permet de montrer
que I contient au plus une composante connexe L contenant des éléments qui ne
sont pas dans F ; en fait, dans ce cas, on obtient le méme systéme de racines Al
par quotient de A(L).

Généralisation

Dans le cadre de la généralisation de la notion de systémes de racines proposée
en 4.4, nous pouvons encore considérer une partie de type fini F et le systéme de
racines restreintes correspondant.

Les hypotheéses restrictives de 6.2.6 sont alors inutiles puisque les coracines
peuvent étre dans Y, ; Z(cy/2), il suffit de voir qu'on a bien a;; # —1/2 pour
a} réelle ; ce qui est facile d’aprés la remarque précédant 6.2.6 (cf. Bbki chapitre 4).
(Seuls le cas Ds, 7 impair reste exclus mais cela reléve de la restriction sur A, dans
(E)).

Les résultats de ce chapitre sont alors valables si on remplace la condition : aj; € Z
pour tout j € I par: 2a}j /a}; € Z pour tout j € I lorsque la racine restreinte o est
réelle.
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La condition (D) est essentielle pour pouvoir affirmer que pour une racine
restreinte réelle o, on a bien A’ N Za} C {+ai, +2a/}.

Notons cependant que cette hypothése (D) nous empéche de pouvoir considérer
dans notre étude un certain nombre de diagrammes admissibles (au sens de [Ru], voir
remarque 4.4.19) qui vérifient néanmoins la condition (E). Pour pouvoir admettre
ces diagrammes dans cette étude il suffit en fait de considérer comme un systéme de
racines (de type fini) le systéme noté A dont la base est formée d’une seule racine
réelle mais pour lequel A = {£a;,+2a;... £ Na;} pour N valant 3 ou 4.

Supprimer la condition (D) serait alors possible dans le cas ou I est de type fini
si on admet dans la théorie le systéme AY avec N < 6. Les diagrammes des sous-
algebres admissibles (cf. [Ru|) entreraient alors dans le cadre de notre étude. Notons
que d’autres diagrammes seraient également admis comme par exemple :

S

la condition d’existence des sla-triplets (utilisée par Rubenthaler) étant plus forte
que la condition (E).

Cependant, enlever la condition (D) nous conduirait a considérer des cas tels que :

(& o (e5>5» o

conduisant & un systéme A’ de base {ab, oy} formée de racines réelles telles que :

Najy N A" = {a, 204, 304}
Najy N A" = {a}
(ah,ay’y = —6, et

(o y = —1.

Ceci ne semble pas pouvoir rentrer dans le cadre d’une théorie raisonnable
des systémes de racines et (surtout) n’étre encore intervenu dans aucun travail
mathématique.
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A. Index des notations et des définitions

A.1 Dans tout le document

Notations

K... un corps totalement ordonné.
K ... un corps de caractéristique 0 ou Z (au chapitre 1, une extension de K).
I... un ensemble d’indices (supposé dénombrable).

A... (1.1.1) une matrice de Borcherds (relative a partir du chapitre 2) indexée
par I.

B(A)... (1.1.1 Rq. 2. et 2.1) matrice de Borcherds normalisée associée a A.

A(J) pour J C I... la matrice obtenue a partir de A en ne conservant que
les lignes et colonnes qui correspondent & ¢ € J.

II = (a)icr - - - famille d’éléments de §”, base du systéme de racines.

iy, Mye, I3, I, I, II_ ... (3.1) les racines simples «; pour i € Iim, Ire, I,
IZ) IO$ I_.

Q = PicrZa ; Q+ = @Dicr Nai ; Q- = —Q+; Q = %ZCM§
Q1 = X Zlodl

el
QN=>Zal; QK = Kal.

i€l iel

Pour tous ces ensembles (1.1) I’ajout de * en exposant signifie que 1’on retire
0. De méme, l'ajout de K en indice & Q,Q, [Q],Q", ou Qi (dans ce dernier
cas K remplace K) signifie que 'on remplace dans leur définition Z (resp. K)
par K.

Si J C I, ajout de (J) signifie qu'on considére les ensembles définis de la
méme fagon en remplacant I par J.

Ly, (vesp. Ite) ... (1.1.1) Vensemble des ¢ € I tel que a;; < 0 (resp. a; > 0).

I,(resp. Iz, Iy, I_),... (2.1) les ensembles des i € I tels que a;;, vaut 2 (resp.
1, 0, est < 0)
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® S,... (1.1.2 Rq. 7.) support d’un élément o de IK(D) (et dans la suite pour
a€ QY ou KM).

e ht(a)... (1.1.4 Rq. 7.) hauteur d’un élément o de Qg 1.

® Zy... (113 et 3.1.2) Z, = {i € So/(Aa); = 0}, ou (Aa); désigne la
coordonnée de Aa suivant &;

o W(A) ... (1.1.5) groupe de Weyl associ¢ & A une matrice de Borcherds
normalisée.

e m;j ... (1.1.5) ordre du produit R;R;.

e l(w)... (1.1.5) longueur d’un élément w du groupe de Weyl.
e A,... (1.16) {a e Qg +/w(e) € Qa,-}-

e Bg... (L115){a€ Qa+/w(a)—a € c; Qiop,Vwe W}
e Bg... (1.1.15){a € Qg+ /{a,&)) <0,Vi € L. }.

e N;... (pour 1.2.14 et & partir de 2.2) une partie de Q% , de plus petit élément
1, ou ne contenant pas sa borne inférieure, mais minorée par 3/4 et contenant
1, et telle que :

— sii € I, alors N; = {1,2} (seulement utilisé & partir de 2.2) ;
— sii € I, alors N; = {1} (lye = I; dans le premier chapitre) ;
—sii€letj€ I, alors Nyaj; C Z (ou seulement parfois 2N;a;;/a;; C Z
(1.2.7 et 4.4.19).
e M;... (1.2.14 et a partir de 2.2) plus petite partie de @, contenant N; et 0
et stable sous ’addition.
® N ind (resp. M;ing) ... (1.2.14 et 2.2) éléments de N; (resp. M; \ {0}) qui ne
s’écrivent pas comme somme d’éléments de cet ensemble.

o A(A,{N;}) ... (2.2.1) systeéme de racines & base libre associé & la matrice A
et aux N;.

o K'... (23.1) {@ € @jc; Mja; \ Uier(Q4 )i ; S est connexe et (a,af) <0
(Vi € L)}

e K.... (2.3.1) K'U(Usey,, Nio;) dans le cas libre et ¥(K,) sinon.
e Ch(a;a;)... (1.2.14, 2.3.6, 2.3.7 et 4.1) a;-chaine issue de o
e sgn(a)... (3.2.3) fonction donnant le signe du scalaire a (dans {—,0,+}).

Définitions
e Actions du groupe de Weyl sur §), h” et Q ... (quatriéme paragraphe de 1.1).

o Bases de racines sur Z au sens de J.-Y. Hée ... (cinquiéme paragraphe de 1.1).
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Bonne décomposition ... (1.2.17 et 4.2.20).
Condition de chaine réelle ... (1.2.13 et 2.2)).
Coracine d’une racine réelle ... (1.1.9).
Coracine d’une racine imaginaire ... (3.2.5).

Décomposition réduite d’un élément w du groupe de Weyl ... (1.1.5).

Diagramme de Dynkin d’une matrice de Borcherds normalisée ... (1.1.1
Rq. 5.).
Diagramme de Dynkin d’une matrice de Borcherds relative ... (2.1).

Diagramme de Dynkin d’un systéme de racines a base libre ... (2.2).
Dualité non dégénérée ... (1.1.4 Rq. 3.).

Isomorphisme de réalisation ... (1.1.4).

Matrice indécomposable ... (1.1.1 Rq. 4.).

Matrice de Borcherds générale ... (1.1.1).

Matrice de Borcherds normalisée ... (1.1.1 Rq. 2.).

Matrice de Borcherds relative ... (2.1).

Matrice de Cartan relative ... (2.1).

Matrice de Kac-Moody ... (1.1.1 Rq. 3.).

Matrice de Kac-Moody relative ... (2.1).

Matrice de Vinberg ... (second paragraphe de 1.1).

Matrice symétrisable ... (1.1.1 Rq. 3.).

Morphisme de S.G.R ... (second paragraphe de 4.1).

Parties de I liées ... (1.1.2 Rq. 8.).

Reéalisation ... (troisidme paragraphe de 1.1).

Racine affine réelle ... (1.1.2 Rq. 2.).

Racine affine imaginaire ... (1.1.2 Rq. 2.) racine conjuguée & o; ou i € Io.
Racine réelle (non) divisible ... (3.1.2).

Racine réelle (non) multipliable ... (3.1.2).

Support d’un élément w du groupe de Weyl ... (1.1.7).

Type de A... (1.1.2 Rq. 5.) fini, affine, indéfini, profini, proindéfini, semi
affine, infini.

Type de J une partie de I, ... (1.1) c’est le type de A(J).
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A.2 Chapitre 1
Notations
e G(A,R) ... (12).
e g(A,R) ... (1.2) algebre de Kac-Moody-Borcherds associée a A.

e Q... (1.2.4) systéme de racines universel de g(4, R).
e K...(1.215){a € Q+\(Ui€Iim)Zai ; Sa est connexe et (a,af') <0 (Vi € I)}.

Définitions

e Graphe de Coxeter ... (1.1.4).

A.3 Chapitre 2

Dans ce chapitre la base Il est supposée libre, 'utilisation des ™~ n’est pas
nécessaire.

Notations
e A ... matrice de Borcherds relative toujours indexée par I.
e M.R.I... (2.1) matrice de Kac-Moody relative indécomposable, classification.

e K(A)... (2.1) matrice de Kac-Moody associée & A.

A.4 Chapitre 3

Notations

° K(S,Z) ce (312) {a (S Kc/Sa =Set Zy= Z}
e Cqg ... (3.2.7) chambre de Weyl négative.
e X"... (3.2.7) cone de Tits négatif.

Définitions

e Cones duaux ... (3.1.11).

A.S Chapitre 4

Notations

e P; ... (4.1) le sous-groupe additif de Q engendré par N; (ou M;)(4.1).
e R=3crPiais Ry =3 cf Mia.
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e ™ ... (4.2) caractérise ce qui est relatif au revétement.
e U... (4.2) projection de Q sur Q.

o A ... (4.2.15).

o A, ... (4.213).

(@), M) ... (4.3.3).

e ... (troisitme paragraphe de 4.3) fonction « hauteur » de la condition (BN).
H, ... (44.1) {veV*/v(a) = (a,v) =0}.

Ha ... (4.4.1) {Hy/a € Are}.

e £~pY... (4.4.1) relation d’équivalence sur V*.

Définitions
e Facettes ... (4.4.5 et 4.4.8).
e Revétement libre d'un S.G.R. ... (4.2).

e S.G.R. ... (4.1) systéme générateur de racines.

A.6 Chapitre 5
Notations

e Q... (5.1) sous-systéme de racines de A.

Définitions
e Chambre relative ... (troisi¢me paragraphe de 5.1).

e Mur relatif ... (troisiéme paragraphe de 5.1).

e Partie de A indécomposable ... (5.2.1).

e Partie de A fortement décomposable ... (5.2.3 Rq.).

e Racine indivisible ... (5.2.1).

e Rélation d’équivalence sur les racines imaginaires ... (5.2.6)
A.7 Chapitre 6
Notations

e Diag(S) ... (6.1) groupe des automorphismes de diagramme.
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e Diaga(S) ... (6.1) groupe des automorphismes de diagramme compatibles &
A.

I'... (6.1) un groupe fini d’automorphismes de diagramme compatibles & A.

Qr, Rr ... (second paragraphe de 6.1).

e A ... (second paragraphe de 6.1) systéme de racines relatives.

e Sr ... (6.1.8) systéme générateur de racines quotient.

o F(i) ... (6.2).

e a! ... (6.2) racine restreinte.

o Al ... (6.2) systéme des racines restreintes.
Définitions

e Support relatif ... (6.2).
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B. Index des définitions et axiomes

(Bn) pour 1 <n <4...(1.1.1) axiomes d’une matrice de Borcherds générale.

(Bn) pour 1 < n < 4 et (B5) ... (1.1.1 Rq. 2.) axiomes d’une matrice de
Borcherds normalisée.

(Bn) pour 1 <n < 4 et (B’5) ... (2.1) axiomes d’une matrice de Borcherds
relative.

(SRn) pour 1 <n <5... (1.2.13) les propriétés du systéme de racine universel
de g(A).

(SRmb) (pour 1 < n < 5)... (2.2) axiomes des systémes de racines & base
libre.

(SGRn) 1 <n <6... (4.1) axiomes d’un systéme générateur de racines.
(SSRn) pour n € {1,2,3} ... (5.1) axiomes d’un sous-systéme de racines.
(Mn) pour n € {1,2,3}... (4.1.1) axiomes d’un morphisme de S.G.R.

(ADn) pourn € {1,2,3}... (6.1) axiomes d’un automorphisme de diagramme.
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C. Index des propriétés

e Propriétés d’une matrice de Vinberg (1.1) :

(Fin) det(A) # 0 il existe u > 0 tel que Au >0
~ Av > 0 implique v >0 ouv =0;
~ A et A! sont alors dites de type fini ;
(Aff) det(A) =0; il existe u > 0 tel que Au=0;
— Av > 0 implique Av =0
A et A® sont alors dites de type affine ;
(Ind) II existe u > O tel que Au <0 ;
— Av > 0,v > 0 implique v =0
A et A! sont alors dites de type indéfini.
e Propriétés d’une réalisation (1.1):

(R1) >, nia; = 0 avec n; € N, implique n; = 0 pour tout i € I; la famille
(ai)ier est alors dite N-libre ;

(R2) a # 0 pour tout 5 € I;

(R3) L’espace " s’injecte dans h* (i.e. la dualité est non dégénérée) ;

(R4) La famille IT est une base de §" ;

(R5) Dans b*, [Q] est un Z-module libre qui admet pour base une famille libre
de §*;

(R6) La famille ([a;]);er est libre dans le Z-module [Q] ;

(R7) La famille I est libre dans §”, la réalisation est dite libre ;

(R8) La famille IT" est libre dans 9, la réalisation est dite colibre.

e Propriétés d’un systéme générateur de racines (4.1) :

(SGRN) ... (premier paragraphe de 4.1) condition de normalisation d’un
S.G.R.;
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(Z) ... (premier paragraphe de 4.1) condition « d’intégralité » du S.G.R. ;
(SGRord) ... (4.24);
(P.LF.) ... (4.2.5) propriété d’intersection faible ;
(BN) ... (troisiéme paragraphe de 4.3) hypothése d’existence d’une fonction
« hauteur » ;
e Propriété de symétrie ... (4.2.18).

e Hypotheéses supplémentaires sur les S.G.R. :

(MP1) ... (4.3) Il existe une base (7;)jes de Qq telle que II C B, N.fyj ;
(T) ... (4.4) Cp engendre V*;
(MP) ... (4.4) hypothése fondamentale de Moody et Pianzola pour leurs

ensembles de données radicielles [MP]: L’ensemble Q(I.) est un Z-
module libre possédant une base (7;);ecs libre dans V telle que II,. C

@jeJ N; 5
(MPy3) ... (4.4) il existe une base de V telle que I, soit incluse dans le cone
positif engendré par cette base ;

(L) ... (4.4) I, est libre dans V.

e (SC) ... (5.1) Propriété d’un systéme clos.
e (B) ... (5.1.14) L’une des trois conditions (BN), (BZ) ou encore (BF) est
vérifiée.

(BF) ... (5.1.14) VR est de dimension finie et 0 n’est pas adhérent & R, \ {0}.

(BZ) ... (5.1.14) (Z) et II n’a pas une infinité de composantes connexes de
type affine.
e (D) (E) ... (6.2) hypothéses supplémentaires nécessaires lors du passage au

quotient par une partie de type fini.
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