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Résumé.

Ce mémoire traite des groupes d’automorphismes des arbres homogeénes
ou semi-homogenes, que ’on appelle arbres Bruhat-Tits.

On considérera les sous-groupes doublement transitifs d’automorphis-
mes d’arbre de Bruhat-Tits, ce sont ceux qui sont fermés et opérent tran-
sitivement sur chaque sphére: on en étudie la structure, qui est analogue &
celle des groupes réductifs, puis on en fait I’analyse harmonique en termes
représentations irréductibles qui admettent un vecteur invariant non nul par
le fixateur d’une aréte. Cette théorie s’applique, a la fois au groupe de tous
les automorphismes de ’arbre et aux groupes p-adiques simples de rang re-
latif un. Elle a des applications & certains groupes discrets qui opérent sur
ces arbres, notamment aux groupes libres & un nombre fini de générateurs.

Abstract. This memoir is concerned with the automorphism groups of
homogeneous and semi-homogeneous, which we call Bruhat-Tits trees.

We call a group doubly transitive, a subgroup which is closed and acts
transitively on each sphere: we study its structure, similar to the case for
reductive groups, and form harmonic analysis of irreducible representations,
tamely ramified in the sense that they admit a non-zero vector, invariant
for elements which pointwise fix an edge.

This theory applies both to the group of all automorphisms of the tree,
and to the simple p-adic groups of relative rank one.

It has applications to certain discrete groups, which act on these trees,
notably to the free groups with a finite number of generators.
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INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est I’analyse harmonique sur les groupes qui opérent
par automorphismes de fagon doublement transitive sur un arbre de Bruhat-
Tits.

Suivant la terminologie introduite par Ol’shanskii, on appellera arbre de
Bruhat-Tits, soit un arbre semi-homogene! de type (qi,qz), c’est a dire un
arbre bipartite dont au moins la valence d’un sommet est supérieure 3, soit
un arbre homogene de type g avec ¢ > 1. Ce dernier cas peut étre ramené a
un arbre de type (g,1), grice a lartifice qui consiste & rajouter un sommet
au ”milieu” de chaque aréte. Ainsi, ces derniers apparaitront comme cas
particuliers des arbres semi-homogenes.

Pour de tels arbres, on sera amené & étudier I’analyse harmonique du
groupe G des automorphismes de I’arbre.

Les classes de réseaux de Qf, forment un arbre homogene de type p sur
lequel opére PGL,(Q,), ce qui réalise un analogue non archimédien du demi-
plan de Poincaré; cf. [S].

Plus généralement, & un groupe simple G sur un corps local non archi-
médien est associé par la théorie de Bruhat-Tits un immeuble qui, si le rang
relatif de G est un, est un arbre, sur lequel G opére par automorphismes
de facon doublement transitive 2. Dans ce cas, les nombres ¢ et ¢, seront
certaines puissances du cardinal du corps résiduel.

Par ailleurs, & certains groupes discrets ® sont associés des arbres de
Bruhat-Tits sur lequels ils opérent, selon les cas, de fagon simplement transi-
tive, sur les sommets (cas des groupes libres), ou sur les sommets de numéro
donné, ou sur les arétes.

L’analyse harmonique de G permettra d’aider & connaitre celle de ces
groupes discrets.

Dans ce mémoire on considérera un sous-groupe fermé G du groupe G des
automorphismes d’un arbre de Bruhat-Tits, qui opére de fagon doublement
transitive sur les sommets. Ce cadre couvre aussi bien le cas o G = G, que
celui des groupes p—adique simples de rang un.

Un des objectifs de ce travail sera donc de donner une présentation unifée
de résultats concernant ces groupes.

Lyoir définitions 1.1.8 et 1.1.9
2voir la définition 1.4.1
3yoir [Ch-1],[Ch-2],[Ch-3] et [M-W], pour des exemples
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L’article d’Ol’'shanskii a décrit les représentations de G en insistant plus
précisément sur les représentations des séries discretes, qui n’apparaissent
plus sous cette méme forme pour les groupes G que ’on va étudier.

Dans son exposé [Ca-3], Cartier a traité le cas des arbres homogenes
et des fonctions sphériques, l’aspect représentation étant sous-jacent. Il a
donné la formule de Plancherel pour les fonctions sphériques: j’ai d’ailleurs,
dans [Ch-1], utilisé ses résultats pour faire le lien avec le groupe libre. Un
des objectifs de ce travail est de donner des démonstrations des résultats
annoncés par Cartier dans [Ca-3], qui soient valables dans le cas des arbres
semi-homogenes; cependant les méthodes employées seront différentes.

Un des premiers résultats sur les arbres de Bruhat-Tits est que le groupe
des automorphismes de ’arbre opére transitivement sur ’espace des bouts*
de V'arbre. Le théoreme 1.6.1, et la proposition 1.6.2 montrent que cette
condition caractérise essentiellement, parmi les arbres réguliers numérotés,
les arbres homogenes et semi-homogenes.

Enfin, on notera que, pour PGL4(Q),), la plupart des résultats que nous
démontrons sont connus depuis longtemps; voir [(G-G-P].

Ce mémoire est divisé en cinq chapitres.

Le premier chapitre, ot 'on a rassemblé des résultats classiques sur les ar-
bres de Bruhat-Tits, est consacré ensuite a I’étude de la structure des groupes
d’automorphismes doublement transitifs de ’arbre.

Soit A un arbre de Bruhat-Tits, on désigne par €2 'ensemble des bouts
de A, et par G le groupe des automorphismes de A.

On se donne un groupe G d’automorphismes de A qui est doublement
transitif au sens de la définition 1.4.1, c’est & dire un sous-groupe fermé de G
transitif sur chaque sphere.

On remarque qu’on peut choisir en particulier G = G.

On note B, le fixateur d’un bout w € §; dans le cas o G est un groupe
p—adique, B est un sous-groupe parabolique propre de G. Il existe un ho-
momorphisme canonique v = v, de B, sur Z, défini par la proposition 1.5.1,
dont le noyau N, correspond dans le cas du groupe p—adique au groupe

U= Nyex(p) ker |x|, ot X (B) désignant le groupe des caractéres rationnels
de B.

On appellera sous-groupe d’Iwahori le fixateur d’une aréte de A : pour
un tel groupe I, les doubles classes I\G/I sont paramétrées par le groupe
diédral infini, d’aprés la proposition 1.5.4, mais il n’y a pas de systéme de

4yoir définition 1.2.1
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Tits diédral infini correspondant & I, car, si ¢; = 1 ou g, = 1, le groupe I est
d’indice deux dans son normalisateur.

On se fixe une géodésique (z,)nez, dont on suppose que le sommet zg
est de numéro 1, elle définit deux bouts +o0o, on note B = By, le fixateur
du bout oo, et N = Ny C B, et H le sous-groupe de B qui fixe toute la
géodésique, et K le fixateur du sommet zp, enfin I le sous-groupe d’Iwahori
qui fixe P’aréte {zo,z;}; on choisit un élément w € K qui échange les bouts
+00, et un élément 7 € G, qui opére sur la géodésique par une translation
de pas 2, c’est a dire tel que 7(z,) = Tpya.

Le théoreme 1.5.2 établit les décompositions de Cartan, d’Iwasawa, et de
Bruhat pour G : une grande partie de la structure des groupes algébriques
de rang un est retrouvée.

OnaG=K™NK =K72N =BUBwB, et H=NNwNw™L.

On ne peut pas décrire en général, un groupe qui soit ’analogue du radical
unipotent R,(B) de B, défini quand G est un groupe p—adique; dans ce
cas H = B' N B!, pour B_ = BY qui est un parabolique opposé a B, et
N = HR,(B).

N’ayant pas de sous-groupe distingué de B qui soit un facteur direct de H
dans N, on ne pourra pas généraliser la théorie du foncteur de Jacquet pour
les représentations de G que nous allons construire. L’espace homogene N/H
reste un analogue du corps p—adique k, identifié & un sous-groupe unipotent
de PGLy(k).

La proposition 1.5.5 donne une relation explicite entre les décompositions
de Cartan et d’Iwasawa, et la proposition 1.5.6 décrit en terme de cocycle sur
Parbre les éléments donnés par la décomposition d’Iwasawa.

La relation fondamentale des groupes de rang un a un analogue donné par
la proposition 1.5.7. Elle permettra de définir une transformation sur N/H
analogue & 'application définie dans le cas PG Ly (k), sur le corps p—adique k
par ¢ — —z~! : on déterminera méme son Jacobien. Enfin le groupe N admet
néanmoins une valuation, définie en fait sur N/H, et la transformation de
N/ H satisfait & des conditions analogues & celles des valuations des données
radicielles des groupes p—adiques de rang un.

On détermine, au 1.7, les mesures de Haar, et étudie ensuite les formes
linéaires G—invariantes sur I’espace des fonctions sur G qui vérifient la con-
dition f(gb) = f(g)6(b), pour b € B et 67! le module de B. Ceci permettra
de donner des réalisations différentes des séries de représentations étudiées
au chapitre 2. On aborde 'aspect probabilités et martingales au 1.9, et on
montre que l'espérance conditionnelle relativement & la tribu B™, qui est na-
turellement définie sur 1’espace des bouts, se décrit (voir corollaire 1.9.3) par
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une convolution par la fonction caractéristique renormalisée d’un sous-groupe
compact K". L’espace des bouts est naturellement un espace homogéne sous
K. La proposition 1.9.5, qui sera utilisée au chapitre 4, décrit cette convo-
lution & gauche, comme convolution & droite par la fonction caractéristique
renormalisée d’un groupe I'g(p™), qui est 'analogue d’un groupe de congru-
ences.

Un énoncé de ce type met en valeur le caractére central dans les mathé-
matiques, des objets étudiés dans ce mémoire, des considérations de nature
combinatoire ayant un sens tant du point de vue arithmétique que proba-
biliste.

Les idées issues des probabilités seront encore utilisées pour donner une
décomposition de L?(Q) adaptée aux opérateurs d’entrelacements.

L’analogue de la fonction ¢ d’'Harish-Chandra, qui intervient en de nom-
breuses occasions dans la théorie, est donnée ici par

Bl -1 _ 1y-2
Cq1 qz(’\) = o \/WA _ ql)\
! 1-)"2

Le chapitre 2 est consacré a la définition et a ’étude de représentations
généralisant ici les séries principales non ramifiées des groupes p—adiques.

On donnera trois réalisations de ces représentations et le dictionnaire qui
décrit leur relation.

La premiére réalisation est obtenue comme représentation induite a partir
d’un caractere de B. A un paramétre A € C*, on associe les caracteres A
et x» = 63 \*de B, et la représentation II* est linduite unitaire de B &
G du caractére N\, c'est & dire 'induite de x». Cette représentation sera
naturellement unitaire si |A\| = 1. La IT—réalisation ainsi décrite est attachée
a un bout.

L’espace de la deuxiéme réalisation est un espace de fonctions sur 2, sur
lequel le groupe G opere de fagon canonique. On définit les représentations
Q* de G, via cette action naturelle de G, par une torsion d’une puissance du
noyau de Poisson, c’est la Q—réalisation qui dépend du choix d’une origine
dans Parbre.

Enfin, I'espace de la troisidme réalisation est un espace de fonctions sur
N/H, dont la description est inspirée de 'action de SLy(R) sur le demi-plan
de Poincaré, généralisée par Gelfand & SLy(Qp). C’est le N/ H—modele. Bien
qu'il soit tout simplement 1'image sur N des restrictions & Nw des fonctions
IT*, il est intéressant a étudier.

On montre, voir théoréme 2.4.6, que ces représentations sont toujours de
longueur au plus 2, et irréductibles si et seulement si cg, g,(A)Cq; (A7) # 0.
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La méthode, pour démontrer ces résultats, est d’utiliser un sous-groupe
ouvert compact J, pour lequel le G—module V' ainsi que son contragrédient V"
possédent une droite de vecteurs J—invariants cycliques, car cela impliquera
lirréductibilité de la représentation V.

Si A = (y/@1g2)*!, on montrera que ces représentations sont de lon-
gueur deux, comportant d’une part la représentation unité, d’autre part une
représentation que 'on appelera représentation de Steinberg, dont on a deux

variantes. Ces deux représentations ont une droite de vecteurs invariants par
1.

SiA=—( %)*1, d’apreés la proposition 2.4.7, ces représentations sont de
longueur deux: chacune des représentations est associée & un numéro, celle
de numéro i possede, pour tout sous-groupe compact fixant un sommet de
numéro i, des vecteurs invariants non nuls, mais n’admet aucun vecteur non
nul invariant par le fixateur d’un sommet dont le numéro est différent de i.

Dans le cas des arbres homogeénes, pour lesquels on a par exemple ¢, =
1, le groupe G posséde un homomorphisme ¢ d’ordre 2, de sorte que la
représentation de Steinberg coincide avec une des représentations du type
ci-dessus, tordue par ¢; ainsi I’étude de la représentation de Steinberg sera un
corollaire de I’étude des représentations sphériques qui sera faite au chapitre 3,
le sous-groupe compact maximal choisi sera le normalisateur N(I) du groupe
d’Iwahori.

L’étude des propriétés de la représentation de Steinberg dans le cas général
est un peu plus délicate, et nécessite une étude approfondie, qui sera faite ici.
Les représentations de Steinberg possédent une droite de vecteurs invariants
par le sous-groupe d’Iwahori I. La démonstration de leur irréductibilité fait
l’objet de la proposition 2.6.1, le calcul du coefficient de ces représentations
est fait dans la section 2.7; d’oli on en déduira que les représentations de
Steinberg sont de carré intégrable, mais non intégrables, enfin on pourra
préciser les équivalences entre les diverses réalisations.

Une description plus géométrique de la représentation de Steinberg, dans
le cas homogene, sera donnée, en 3.7.1, en utilisant la formule de Plancherel.

Le chapitre 3 est consacré & I’étude des représentations et des fonctions
K —sphériques, pour un sous-groupe compact maximal K de G.

On s’écartera, pour décrire la mesure de Plancherel de L*(K\G/K), de
la méthode initiée par Cartier dans [Ca-3], qui utilise la relation entre la
resolvante et la décomposition spectrale attachée & un opérateur de moyenne,
cette méthode a été réutilisée par [Fa-P] dans une situation analogue.

Le role essentiel dans ce chapitre est joué par la transformation de Satake.
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C’est un homomorphisme de I'algébre L!(K\G/K) , pour la convolution
sur G, dans une algebre de fonctions symétriques sur Z, pour la convolution
usuelle du groupe Z, dont les caractéres sont bien connus.

Cette transformation de Satake est définie en 3.1.1, par

e =) [ 1) dn = (@@ [ f(rn)dn,

on démontre qu’elle est donnée, d’aprés le théoréme 3.1.5, & l'aide de la
fonction Cy, 4, dont ¢y, 4, est la transformée de Laplace par

Flon = (63 ) % Coy -

La fonction cg, 4, a aussi une interprétation simple en termes d’intégrales
d’entrelacement, d’apres le lemme 3.1.3.

On calcule alors facilement les fonctions sphériques élémentaires, voir la
proposition 3.2.1, et on montre que si q; < ¢y, il existe une représentation 7°
qui est K—sphérique de carré intégrable obtenue comme complétée d’un des
facteurs de 7* pour A = —(\/g)il; on notera qu’en général le degré formel
de T° n’est pas un multiple entier de celui de la représentation de Steinberg.
Les fonctions sphériques permettent aussi de décrire les équivalences entre
représentations (corollaire 3.2.3).

On décrit ensuite pour L>(K\G/K) puis pour L?(G/K) la formule de
Plancherel et la décomposition spectrale. ,

Les sections suivantes sont consacrées a expliciter le cas homogene: on
obtiendra méme la décomposition spectrale de L?(G/I), en utilisant la théorie
pour le compact N(I), et dans le cas oli le groupe G n’a qu’une seule orbite
sur 'arbre, on sera amené 3 utiliser une théorie des fonctions € — N(I)—
sphériques, qui est une facile extension de la précédente.

Ce chapitre se termine en spécialisant les résultats aux groupes p—adiques
de rang un, dont on décrit certains, puis par des applications esquissées a
certains produits libres de groupes, qui ont beaucoup interéssé des mathéma-
ticiens italiens, voir [M-W].

La chapitre 4 est consacré aux opérateurs d’entrelacement, qui sont définis
par une intégrale qui converge pour |A| > 1, et qui admet des prolongements
analytiques. Il faut signaler que ces opérateurs d’entrelacement sont donnés
par des noyaux de convolution dans le N/ H—modele, voir la proposition 4.2.1,
ainsi que dans le I[T-modele, quand on considére la restriction a K des fonc-
tions de 7*. Ce dernier modele, ou sa traduction comme 2—modele, perme-
ttra une diagonalisation des opérateurs d’entrelacement donnée au théoreme
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4.3.7. La détermination des séries complémentaires est alors trés simple, voir
théoréme 4.6.1.

Ce chapitre se termine par la détermination de représentations unifor-
mément bornées. Le résultat, qui fait 'objet du théoréme 4.6.1, utilise des
méthodes d’analyse fine faisant appel aux espaces de Lorentz. Le lecteur
attaché a 1’étude des fonctions spéciales pourra trouver des résultats nouveaux
et intéressants en explicitant les résultats de ce chapitre. L’analogue pour

- PG L,(Qy,) est bien connu.

Le dernier chapitre fait 1’étude des restrictions & B des représentations
définies précédemment.

Dans le cas out G est triplement transitif, inspiré par la théorie de Kir-
illov, nous avons obtenu des résultats simples: les représentations unitaires
restent irréductibles si I’arbre est homogene, et si le groupe, comme dans le
cas de PGLy, y a une seule orbite; sinon elles sont somme directe de deux
représentations unitaires irréductibles, qui sont orthogonales pour un produit
scalaire quasi-invariant par B.

Enfin, on décrit la décomposition spectrale sous B de L?(S), quand S est
I’ensemble des sommets de numéro donné: le résultat est plus intéressant si
Parbre est homogene et s'il n’y a qu'un seul numéro.

Remarque Ces résultats ont déja été présentés, du moins en partie, lors
des exposés faits & Iowa-City en juillet 1986, & Nancy en janvier 1987, au

séminaire ”groupes réductifs et formes automorphes” a Paris 7, en janvier-
février 1988.






Chapitre I: Arbres de Bruhat-Tits et grou-
pes opérant sur ces arbres

Dans ce chapitre, on va étudier la structure de groupes qui opérent sur un
arbre de Bruhat-Tits, et essayer de retrouver sur ces groupes, une partie des
propriétés des groupes p-adiques de rang relatif un.

On appliquera ces résultats & I’analyse harmonique de ces groupes, et de
certains groupes discrets liés aux arbres, dans les chapitres suivants.

1.1 Arbres
Nous allons donner quelques définitions classiques.

Définition 1.1.1 On appelle graphe (S, A) la donnée d’'un ensemble S dont
les éléments sont appelés sommets, et d’un sous-ensemble A de P(S) formé
de parties d deux éléments appelées arétes.

Les graphes ainsi définis ne sont pas orientés, et ne possédent pas d’arétes
multiples.

Définition 1.1.2 On appelle chemin sur un graphe (S, A), une suite finie,
ou infinie, de sommets x; reliés par une suite, éventuellement vide, d’arétes,
et sans aller et retour, c’est 4 dire {x;,T;11} € A et x; # T;y2 pour tout i.

,,,,,

On dira que le graphe (S, A) est connexe si, pour tout couple de sommets
(z,y) de A, il existe au moins un chemin qui les joint, c’est & dire un chemin

ey

Définition 1.1.3 On appelle arbre, un graphe connexe et sans circuit.

Pour un arbre A, il y a une notion naturelle de distance géodésique. La
distance géodésique d4(z,vy), notée aussi d(z,y), définie pour z,y € S est la
plus petite longueur des chemins joignant z & y. Pour tout sommet z € S,
on a d(z,z) = 0.

Pour cette distance d, on notera B(a,r) (resp. S(a,r)) la boule fermée
(resp. la sphere) de centre a € A et de rayon r.
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Définition 1.1.4 Un chemin (z;)ic1, paramétré par un intervalle I de Z, sur
un arbre A, sera appelé chemin géodésique, si pour tout i,j on a d(z;,x;) =
li = jl.

On appelle chemin géodésique infini (resp. doublement infini), un chemin
géodésique paramétré par N (resp. Z).

On considére un arbre A4 = (S, A). Etant donnés deux éléments z,y € S, on
vérifie qu’il existe un chemin unique géodésique (z;)i=o,. . avec o = z, et
Z, = ¥ : on dira qu'il joint z & y. On peut vérifier que tout chemin fini sur un
arbre peut étre transformé en géodésique en supprimant des allers et retours
(on appelle aller et retour un chemin de la forme (a, b, a) avec d(a,b) = 1).

Définition 1.1.5 On appelle segment, ’ensemble {x;|i = 0,...,n} des som-
mets d’un chemin géodésique joignant x & y, et on le notera [z,y].

On appelle géodésique (resp. demi-géodésique) 'ensemble {z;|i € I} avec
I =17 (resp. I =N) des sommets d’un chemin géodésique doublement infini
(resp. infini).

Le sommet xo, dans le cas d’une demi-géodésique, s’appelle lorigine de
la demi-géodésique.

Proposition 1.1.1 1) On a pour tout couple de sommets z,y
[z,9] = {z | d(z, 2) + d(2,y) = d(z,y)}.

2) L’intersection des trois segments [z,y] N [z, 2] N [y, 2] est un ensemble
réduit & un sommet {c}, appelé carrefour des trois sommets.

Corollaire 1.1.2 La relation "d(z,y) est pair” est une relation d’équiva-
tlence.

Démonstration: En effet 1) est conséquence de l'unicité de la géodésique
joignant z & y, elle méme conséquence de I’absence de circuit sur un arbre.

Pour 2) on notera (z;) (resp. (%)) les géodésique partant de z, (resp. y)
vers z ; on définit ¢ = z; ol j = max(i|z; = 7).

Le chemin obtenu en joignant y A c le long de [z, y] composé avec le chemin
joignant c & z le long de [y, 2] est une géodésique, car il n’y a pas d’aller retour
entre y et ¢, ni entre c et z, et que Zi1 # T}, Si T; # y ou x; # z (autrement
ce serait trivial).

Comme sur une géodésique tous les sommets sont distincts, on voit que ¢
est 'unique sommet commun au trois segments.

On voit de plus que l'on a d(z,y) + d(y,2) = d(z,z) + 2d(y,c), ce qui
démontre le corollaire. [ ]
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Définition 1.1.6 On appellera automorphisme d’un arbre A une bijection
de U'ensemble des sommets de A qui est une isométrie pour la distance géo-
désique.

Comme les arétes d’un arbre sont les couples de sommets 3 distance 1, un
automorphisme d’un arbre respecte sa structure, c’est a dire induit une bijec-
tion sur ’ensemble de ses arétes; on pourrait prendre ceci comme définition
d’automorphisme, et il ne serait pas difficile de prouver que c’est une défini-
tion équivalente.

Définition 1.1.7 On appelle arbre numéroté, un arbre A = (S, A) muni
d’une application de S sur un ensemble & deur éléments, et pour un tel ar-
bre, on appellera automorphisme un automorphisme de A qui conserve la
numérotation.

Pour un tel arbre 'ensemble des sommets S s’écrit comme réunion disjointe
S =51 US,, les éléments de S; étant appelés sommets de numéro i.

On va s’intéresser a une famille particuliére d’arbres les arbres homogenes
et semi-homogenes.

Pour cela, on se donne deux entiers strictement positifs (g1, g2) non tous
deux égaux a 1.

Définition 1.1.8 On appelle arbre semi-homogéne de type (q1,qz), un arbre
(S, A) numéroté par {1,2}, et dont l’ensemble des arétes A C Sy x Sy, c’est
a dire que les arétes ne joignent que des sommets de numéro différents, et tel
que tout sommet de S;(i = 1,2) appartient & ¢; + 1 arétes.( Le cas g1 = ¢a
est admis.)

On peut vérifier que deux arbres de méme type sont isomorphes.

On désignera dans la suite Ay, 4, un arbre homogene de type (g1, ).

Dans le cas oll ¢; # ¢o une isométrie de I'arbre Ay 4, respecte néces-
sairement la numérotation: en effet une sphére de rayon 1 centrée en un
sommet de numéro i contient ¢; + 1 éléments, le cardinal d’une sphere de
rayon 1 détermine alors le numéro de son centre. Ainsi le numéro d’un sommet
devient donc invariant par isométrie.

Définition 1.1.9 Etant donné un entier ¢ > 2, on appelle arbre homogéne
de type q, un arbre dans lequel tout sommet appartient d g + 1 arétes.
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Comme pour les arbres semi-homogenes, les arbres homogenes de méme type
sont isomorphes.

On notera A4 un arbre homogene de type q.

L’arbre homogene A, = (S, A) peut étre considéré comme arbre numé-
roté, en choisissant un sommet zo et en définissant S; (resp. S ), comme
I'ensemble des sommets & distance paire (resp. impaire) de zg .

Compte tenu de ce que d(z,y) + d(y, 2) + d(z, 2) = 0 mod 2, la partition
de S obtenue ne dépend pas du sommet xq choisi, par contre la numérotation
dépend d’un choix supplémentaire.

Comme les arétes sont de longueur 1, il est évident qu’elles sont composées
de deux sommets de numéros différents, on voit donc A, devient un arbre de
type (q1,42) avec 1 = @2 = q.

A partir d’un arbre A, = (S, A) ( non numéroté) nous allons construire
un arbre de type (q,1) en posant S’ = S U A, les éléments de S étant de
numéro 1 et ceux de A de numéro 2 ; A’ ={(s,a) |s€a} C S x A.

En langage imagé, on ajoute comme sommets les "milieux” des arétes. 1l
est clair qu’un sommet s de S appartient aux ¢+ 1 arétes a’ = (s, a) obtenues
en faisant varier a dans ’ensemble des arétes de A, qui contiennent s; de
méme un sommet a de A appartient aux deux arétes o’ = (a, s) pour s € a.

Les sommets de S se plongent naturellement comme sommets de numéro
1, dans le graphe G’ = (', A’) . Tout chemin de A, se plonge naturellement
dans un chemin (de longueur double ) dans G’: entre deux sommets voisins
dans A, on rajoute dans G’ le sommet de G’ correspondant & l’aréte de A
qui les joint .

On vérifie ainsi que G’ est connexe, car les sommets de numéro 1 sont
connectés, et tout sommet de numéro 2 est lié & un sommet de numéro 1.

Pour montrer qu’il est sans circuit, on remarque qu’un chemin de G’,
quitte & rajouter une ou deux arétes (a, s) aux extrémités, provient, sauf des
allers et retours du type s, (a, s),s ou s € S, d’un chemin de Ay, ce qui exclut
’existence de circuit dans G’ .

Ceci montre que G’ est un arbre, d’ou la proposition

Proposition 1.1.3 Les sommets d’un arbre Ay = (S, A) se plongent canon-
iquement sur les sommets de numéro 1 d’un arbre Ay, et on a

da,,(z,y) = 2da,(2,y).

Définition 1.1.10 On appellera arbre de Bruhat-Tits un arbre homogéne,
numéroté ou non, de type fini, ou un arbre semi-homogéne de type (qi,q2),
ot (q1,q2) sont des entiers positifs dont au moins un est différent de 1.
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Nous conservons cette définition d’arbre de Bruhat-Tits, introduite par
Ol’shanski, en hommage ”au” mathématicien Bruhat-Tits, bien qu’il n’ait
considéré que la réalisation géométrique de ces arbres, qui sont des cas parti-
culiers d’ immeubles affines, que les entiers q; et g obtenus soient particuliers;
voir les tables dans [T-2].

1.2 Arbre achevé

Désormais on se fixera un arbre de Bruhat-Tits A, bien qu’une partie
des résultats de cette section soient encore vrais plus généralement pour des
arbres localement finis.

Définition 1.2.1 On appelle bout de 'arbre A, une classe d’équivalence de
demi-géodésiques, pour la relation d’équivalence R

(z:)R(y;) <= (3k, p |z = yigx Vi > p)

On note §2 'ensemble des bouts de A, et A = AU que l'on appelle arbre
achevé.

Etant donné un sommet z € A et un bout w, on vérifie qu'il existe une
unique demi-géodésique partant de x appartenant a la classe w. Elle sera
notée [z,w] .

Etant donnés deux bouts w,w’, on voit qu'il existe des chemins dou-
blement infinis (z; | i € Z) géodésiques tels que (z;}i € N) € w et que
(x_ili € N) € W'. En effet on considere les demi-géodésiques [a,w] et [a,w'],
que P'on écrit [a,w] = (y_i|i € N) et [a,w’] = (y-|i € N). On considére alors
le chemin (y; paramétré par Z, obtenu en joignant la demi-géodésique [a,w’]
3 la demi-géodésique [a,w’], dont on a changé le sens. On supprime ensuite
les allers et retours du chemin (y;), et on obtient le chemin (z;|i € Z). Un tel
chemin est dit joindre w & w'.

On vérifie ensuite que deux tels chemins doublement infinis géodésiques
different par le paramétrage. Il est clair vu la définition que [w,w'] = [w',w]
et que les paramétrages ne different que par le sens et le choix d’une ”origine”
Zo. ’

D’une fagon générale, pour a,b € A, on appelle segment [a,b], soit le
segment déja défini si a,b € S, soit la demi-géodésique complétée [a,w] U{w}
dans le cas ot a € S et w € Q, soit la géodésique complétée [w,w'] U{w,w'}
quand w et w’ sont des bouts distincts. Enfin, on pose [w,w] = {w}.
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Définition 1.2.2 Soit X une partie non vide de A ou de A. On dira qu’elle
est conveze si elle vérifie

a,beX = [g,b)C X.

Proposition 1.2.1 Soit X une partie conveze ( non vide) de A et y € A;
on suppose, dans le cas ot y € 2, que X ne contient pas de demi-géodésique
appartenant d y.

Alors il existe un unique sommet z € X, appelé projection de y sur X, qui
vérifie z € [z,y] pour tout T € X.

Si de plus y € A, d(y,z) = mingex d(y, r), et pour tout sommet z € X,
on a d(y,z) =d(y,2) + d(z,z).

Corollaire 1.2.2 Soient a, § deux arétes distinctes, la projection d’un som-
met d’une aréte sur l'autre aréte ne dépend pas du sommet choisi; de plus il
eriste deur sommets s € a,t € [ tels que le segment [s,t] contient les deuz
arétes a et 3.

Démonstration: Supposons d’abord que y est un sommet; la fonction d(z,y)
étant a valeurs dans N admet un minimum sur X.

Supposons que ce minimum soit atteint en plusieurs points z et z’' de
X; on considere le carrefour ¢ des trois sommets y,z,z’, on a ¢ € [z,2], et
comme X est convexe, c € X .

Des propriétés des carrefours, on déduit les relations d(z,c) = d(z,y) —
d(y,c), d(z',c) = d(z',y) — d(y, c), ainsi que d(z,z’) = d(z,c) + d(c, '), ce
qui, compte tenu de la minimalité de d(z,y), donne d(z,z’') = 0 d’ou 'unicité
de z.

On voit ensuite que le carrefour ¢ des trois sommets y, 2,2 est z, car
c € [z,2] C X et d(y,c) < d(y, 2), ce qui prouve la relation demandée.

Dans le cas ol ¢ est un bout, on choisit un sommet zo de X, on conside-
re [zo,w] et sa numérotation (z,); son intersection avec X est de la forme
[0, zx]. On vérifie que z, ¢ X pour n > k et que la projection de z, sur X
neé dépend pas de n et est égale & . La démonstration prouve en plus que,
pour tout x € X, z appartient a la demi-géodésique [z, y].

Pour démontrer le corollaire, on écrit provisoirement a = [u,v], et 'on
note v’ la projection de u sur a, et v’ celle de v. On considére ’ensemble
[u,u] N [v,2'], il est non vide, sinon u,u’,v’,v,u serait un circuit, c’est un
segment, comme intersection de segments.

On vérifie ensuite, que la projection d’un sommet w de cette intersection
sur 3 est a la fois v/, et v'; en effet [w,u’] et [w,v'] sont des géodésiques.
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Ceci prouve que v’ = v'. On note a = [s, 5o}, et B = [t,to], oll so désigne la
projection des sommets de 3 sur a, et to désigne la projection des sommets
de a sur G.

Les propriétés des projections donnent pour z € a, d(z,t) = d(z,to) + 1,
et pour y € B3, d(y, s) = d(y, s0) + 1.

D’olt on en déduit que [t,to] U [to, so] U [so, s] est égal au segment ¢, s].
On appellera s et ¢ sommet extrémal d’une aréte par rapport & l'autre. On
remarque enfin que le corollaire que I'on vient d’établir est un cas partic-
ulier d’un résultat sur les immeubles, qui s’énonce ainsi: deux chambres sont
toujours contenues dans un méme appartement. ]

Corollaire 1.2.3 Soient wy,wq,ws € §2 trois bouts distincts, alors la projec-
tion d’un bout w; sur la géodésique [w;, wy] joignant les deuz autres est l'unique
élément de lintersection N;<x(w;, wk|, et ne dépend donc pas du sommet pro-
jeté

On Dappelle carrefour des trois bouts wy, ws,ws .

Démonstration: Ceci se démontre en choisissant X = [wy,wq] et y = ws,
et en considérant la projection ¢ de y sur X; par construction ¢ € X. Les
demi-géodésiques issues d’un sommet de X et allant vers y contiennent c, car
les géodésiques [w;i,ws], (i = 1,2) rencontrent |[wi,ws], donc contiennent des
demi-géodésiques [c,ws].

Ainsi ¢ € [w;,ws] et ¢ € [wa,ws], et dans lintersection des trois géodésiques
contient c.

Il reste & montrer que cette intersection est réduite a ¢ : si d est un
autre point de cette intersection, comme d € [wi,ws), ¢ € [d,ws], d’apres la
proposition 1.2.1, et comme d # ¢, d ¢ [c,ws]. Comme d € [w;,ws], pour
i =1,2, on en déduirait que d € (w;, ] pour i = 1,2.

Le lemme suivant, presque évident, exprime que si w,w’ sont deux bouts
d’un arbre, et  un sommet de cet arbre, tel que z € [w,w'], alors [w,w'] =
[w, 7] U[z,0], et [w,z] N [z,0] = 2. _

En Vappliquant a ¢, w;, pour 4 = 1,2, on obtiendrait d € {wy, c]N[c,ws] = ¢,
ce qui est absurde.

n

L’arbre A est naturellement muni de la topologie discrete.
On va munir A d’une topologie définie par la base d’ouverts constituée
des {r}zea et des O,y pour z,y € A, , qui sont définis par

Oy ={acAlyc€[z,a}.
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Pour z =y, on a O, =A. On notera Qry = 02N O,y la trace de cet ouvert
sur 2.

On remarque que si ' € [z,y] et 2’ # y on a Opy = O,,. L'égalité
Oy y = Oy est encore vraie si le carrefour des trois sommets ,2’,y est
différent de y.

Ceci montre, que pour la définition de la topologie, on peut se limiter aux
ouverts Oy, , avec zo fixé et aux {z},c(ces derniers définissant la topologie
discrete sur A).

On remarque que pour tout n > 0, et o fixé, on a

Q= || ooy et A=B(mo,n)U || Oupy-

d(zo,y)=n d(zo,y)=n

On rappelle que B(a,r) désigne la boule fermée de centre a et de rayon r.
On montre [Ca-2)

Proposition 1.2.4 L’arbre achevé A, muni de la topologie décrite ci-dessus,
est un espace topologique compact totalement discontinu. L’arbre A est ouvert
dense, et est discret pour la topologie induite. De plus, l’ensemble Q2 des bouts
est compact.

Remarques Pour une demi-géodésique (z;):en € w avec w € §, la suite z,
de ses sommets converge vers w dans £2; ceci permet d’interpréter les bouts
comme l’ensemble des points & ”'infini” de S.

Enfin, on remarque que le plongement d’un arbre homogene non numéroté
A, dans I'arbre semi-homogéne A, associé précédemment, se prolonge con-
tinliment aux arbres achevés, et induit un homéomorphisme de ’espace des
bouts de A, sur celui de Ay, une demi-géodésique de A, définissant na-
turellement (en rajoutant les sommets traversés de type aréte ) une demi-
géodésique de Ag;.

1.3 Automorphismes de ’arbre
Soit A = (S,A) un arbre homogene ou semi-homogene, on considere
I'ensemble G des automorphismes de A.

Proposition 1.3.1 Si g € G, laction de g se prolonge naturellement d
Uensemble des bouts QU et fait opérer continiment G sur Q et sur A.
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Lemme 1.3.2 SigeGetx,y€ S ona g0,y NS = 0OpgyNS.

Démonstration: Comme g est une isométrie, 'image d’une demi-géodésique
9(z) = (g9zn) est une demi-géodésique, et deux demi-géodésiques appar-
tenant a un méme bout w ont une image appartenant a un méme bout, que
I’on note gw. On voit ainsi que G opere sur 2, donc sur A U Q.

On a clairement I'équivalence z € [z,y] <= gz € [gz, gy, car les segments
dans un arbre sont caractérisés de fagon métrique, ce qui démontre le lemme.

On remarque que pour un bout w € 2, on a w € O, si et seulement s'il
existe dans O, une demi-géodésique de la classe w contenue dans Oy,,.

Ceci permet de montrer que gO,, = Oggz gy, d’oll la continuité de 1’action
de g sur §2. |

L’ensemble G des automorphismes de I’arbre est un groupe que I’on munit
de la topologie de la convergence simple de fonctions de S & valeurs dans S.
Le résultat suivant pour les arbres localement finis est classique.

Proposition 1.3.3 G est un groupe localement compact dans lequel les sta-
bilisateurs de sous-ensembles finis sont des sous-groupes ouverts et compacts.

Démonstration: Les sous-groupes Gx = {g € G| Vz € X, g(z) = z}, pour X
fini, sont des ouverts et forment une base de voisinages de ’origine dans G,
d’apres la définition de la topologie de la convergence simple.

Pour démontrer la proposition, il suffira de prouver que le fixateur d’un
sommet est compact, ce que I'on verra dans la proposition suivante, en prou-
vant que c’est un groupe profini. [ |

Lemme 1.3.4 Soient S ensemble des sommets d’un arbre homogéne A, ou
semi-homogéne Ay, 4,, €t f une application conservant la distance géodésique
de ’ensemble S dans lui méme.

Si q1 # qo ou si l'arbre est homogéne non numéroté, f est un isomor-
phisme.

Démonstration: On remarque que dans tous les cas f est injective.

Nous allons montrer que f est bijective. Dans le premier cas on choisit un
sommet a de numéro i, de valence maximale, sinon un sommet quelconque.
Comme, pour tout n, on a f(S(a,n)) C S(f(a),n), le numéro de f(a) est
le méme que celui de a, les sphéres de rayon 1 centrées en un sommet de
numéro i ayant ¢; + 1 éléments.
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Dans tous les cas, les spheéres centrées en a et f(a) de méme rayon ont
méme cardinal, on a ainsi I'égalité f(S(a,n)) = S(f(a),n), d’ot la surjectivité
de f.

Comme d est conservée par f, les numéros des sommets le sont sous
I’hypothese du lemme. | |

Pour z,y deux sommets de 'arbre ayant méme numéro, on note G(z,y)
I'ensemble des automorphismes f tels que f(z) = y et pour n € N, G"(x,y),
I’ensemble des isométries de B(z,n) sur B(y,n).

Proposition 1.3.5 1) L’application canonique de restriction de G™(z,y) sur
G Yz,y) est surjective.

2) G(z,y) est la limite projective des G™(x,y). En particulier G, est un
groupe profini.

3) Soient X et Y deux sous-ensembles finis isomorphes de S, c’est & dire
tels qu’il existe un paramétrage (x;) de X et un un paramétrage (y;) de Y
par le méme ensemble d’indices I, tels x; et y; ait méme numéro, et que pour
tout 7‘7] €l ,d(ﬂlz‘,fl‘j) = d(yny])

Alors il existe un automorphisme de larbre f qui vérifie f(x;) = y; pour
touti € 1.

On va tout d’abord établir un lemme.

Lemme 1.3.6 Soient n € N, z,y deuz sommets, de méme numéro si l’arbre
est numéroté, et f une isométrie de B(x,n) sur B(y,n), et pour tout z €
S(x,n), une bijection g, de S(z,n+1)NS(z,1) dans S(y,n+1)NS(f(2),1).

Alors f prolongée par les g, définit une isométrie de B(z,n + 1) sur
B(y,n +1).

Démonstration: On note F application ainsi définie; il s’agit de montrer
que pour tout couple u,v € B(x,n + 1) on a d(u,v) = d(F(u), F(v)). Le cas
u,v € B(z,n — 1) est trivial.

On supposera donc d’abord que I'un des sommets u € S(z,n + 1) et que
'autre v € B(x,n), et on considérera z la projection de u sur B(z,n). On a
d(u,v) = d(z,v) + 1, de méme on a d(g.(u), f(v)) = d(f(2), f(v)) + 1, d’ott
Pégalité cherchée.

On supposera ensuite que u,v € S(z,n + 1), et on considerera les pro-
jections z (resp. z’) de u (resp.v) sur B(z,n). On utilise alors les propriétés
de la projection sur les convexes B(*,n): les géodésiques qui joignent u a v
(resp. F(u) & F(v) ) sont [u, 2] N [2/,v] (resp. [F(u), f(2")] N [f(2), F(v)],
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car v (resp. F(v) ) est extérieur a [u,2’] (resp. [F(u), f(2')]). On a donc
d(u,v) = d(u,2') + 1 et d(F(u), F(v)) = d(F(u), f(2')) + 1. On utilise alors
le cas précédent pour conclure. Le lemme est ainsi démontré.

Dans tous les cas, il y a (r!)adS=n) extensions possibles de f, ou la
valence d’un sommet de S(z,n) est égale & r + 1.

11 reste & démontrer la proposition.

Le 1) est clairement établi.

Le 2) est conséquence de 1); on peut remarquer que la topologie de la
convergence simple coincide sur I’ensemble profini G(z,y) avec celle qui est
définie par la limite projective des ensembles finis G*(,y).

Pour établir 3) on suppose d’abord X et Y convexes. On.remarque
d’abord que la projection des z; sur la boule B(zo,7) est dans X, car I'inter-
section de convexes est convexe: soit ;) cette projection. Comme elle est
définie de fagon métrique, la projection de y; sur la boule B(yo,r) est ¥ r)-

On partira de zo et on démontrera par récurrence qu'il existe, pour tout
k, un isomorphisme fi de B(xo,k) dans B(yo, k) telle que fi(z;) = y; si
d([IIo, Zﬂj) S k.

Pour cela, on suppose f, défini, on appliquera le lemme, en choisissant des
gz, 2 € X N S(20,p), qui vérifient g,(x;) = y; pour z; € S(xo,p+1)NS(z,1).
Ceci est possible, car si z = z,, 'ensemble des éléments de X N S(xo,p + 1)
qui se projettent en z,, sur B(zo,p) a le méme cardinal et est paramétré
par le méme ensemble d’indices que 'ensemble des Y N S(yo,p + 1) qui se
projettent en y,, sur B(yo,p)-

Par ce procédé on peut prolonger f, a tout X U B(zo,p + 1) , ce qui
démontre '’hypothese de récurrence.

On prolonge ensuite f, en un automorphisme a l'aide de 2). On se
ramenera au cas convexe en remplacant les ensembles par leurs enveloppes
convexes, et en utilisant le lemme suivant. |

Lemme 1.3.7 1) Si X est un ensemble fini dans S, Vensemble U, ye x |2,
est conveze, et il est donc l’enveloppe conveze de X.

2) Si deuz ensembles finis X et Y sont isomorphes, alors leurs enveloppes
convezes le sont.

Démonstration: Le premier point se démontre en utilisant la propriété suiv-
ante des arbres. Etant donnés trois points a,b,c, on a [a,b] C [a,c] U [b,c].
On part de z € [a,b] et y € [c,d], on voit en itérant la remarque précédente
que z,y sont dans 'enveloppe convexe de trois sommets, et ensuite que le
segment [z,y] est entierement contenu dans I'un des trois segments liant ces
trois sommets.
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Le deuxiéme point s’établit de proche en proche. On part de X = X,
isomorphe & Y =Y}, par g, on suppose X; isomorphe 3 Y; par g; prolongeant
g- On considére X;y1 = X; U [a,b] et Yiyy = Y; U [g(a), g(b)], pour deux
sommets a,b € X. On vérifie qu'il existe un et un seul isomorphisme, noté
gi+1, qui prolonge g; et I'isométrie naturelle des intervalles [a, b] sur [g(a), g(b)]
qui envoie a sur g(a). |

Remarque Les résultats précédents montrent la grosseur du groupe G. La
description de G donnée dans [Ch-4] permet aussi de s’en convaincre.

Proposition 1.3.8. Soit K un sous-groupe compact d’automorphismes d’un
arbre semi-homogéne. Alors K a un point fixe dans l'arbre.

Démonstration: On va démontrer que K a une orbite réduite & un point.

On commence par remarquer que si £ est un sommet, alors I’ensemble
Kz est fini. En effet K, le fixateur dans K du sommet z est un sous-groupe
ouvert, comme trace sur K du groupe G, qui est ouvert, I’ensemble K/ K est
donc fini. Comme il parametre 1'orbite sous K du sommet z, on en déduit
que Kz est fini.

La proposition sera démontrée, si on prouve qu’une orbite de diametre
minimal est réduite 4 un point. Pour cela, & une orbite finie X non réduite a
un point, on va associer une orbite X’ de diameétre strictement inférieur. On
considére ’ensemble Y des couples de sommets de X & distance maximum,
et Z l'ensemble des milieux des arétes de Y. On remarque tout d’abord, que
Y est stable sous 'action de K. En effet si z,y € X avec d(z,y) = diam(X),
clairement k(z), k(y) vérifient les mémes conditions. Comme X est une orbite
sous K, ses sommets sont de méme numéro. Deux sommets de X sont a
distance paire, ainsi le milieu du segment défini par ces sommets est bien
défini. On notera Z I’ensemble des milieux des segments de Y. On remarque
K stabilise Z, car si deux couples de Y sont transformés par un élément K, les
segments le sont aussi, de méme que leur milieux, car ces objets sont définis
de facon métrique. Il ne reste plus qu'a choisir X’ une orbite contenue dans
Z, et a vérifier que diam(Z) < diam(X).

On pose diam(X) = 2n. Soient (z,y),(z',y’) € Y, m le milieu de [z,y]
et m' celui de [z',7']. Montrons que l'on a [z,y] N [z/,y] # 0. Supposons le
contraire, alors la projection d’un sommet de [z,y] sur [z',3/] ne dépend pas
du sommet choisi. Notons p € [z,y] la commune projection des sommets de
[#',y], de méme g € [z, 3] celle des sommets de [z,y]. (Les deux segments
jouent des roles symétriques.) On vérifie sans peine que si 4 = = ou u = y,
et v=21'ouv =y, onad(u,v)=d(up)+d(p,q)+d(g,v), dou I'on déduit
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que 'une des quatre distances d(u,v) > 2n + d(p, q), ce qui serait absurde,
car d(u,v) < diam(X).

Il existe donc un sommet s commun aux deux segments. Ce sommet s peut
étre choisi différent des extrémités. Sinon les deux segments seraient deux
segments contigus, et deux extrémités seraient a distance 4n, plus grande que
le diametre de X.

Clairement d(m, s) < n, d(m', s) < n, et au moins une de ces expressions
est différente de n, car 1'égalité d(m, s) = n est équivalente & ce que s est une
extrémité du segment, de méme avec m'. Comme on a d(m,m’) < d(m, s) +
d(m/, s), on en déduit que diam(Z) < 2n. ]

Remarque Ce résultat est manifestement faux sur un arbre homogene, car
il existe dans G des éléments involutifs qui échangent deux sommets voisins,
et qui ne fixent aucun sommet.

En considérant 1'arbre A, 1, on obtient

Proposition 1.3.9 Soit K un sous-groupe compact d’automorphismes d’un
arbre homogéne. Alors, ou bien K a un point fire dans l’arbre, ou bien K
stabilise un aréte et permute ses sommets.

On notera désormais G, 4, le groupe des automorphismes de Ag, 4,, G4 =
Gq,1 celui de ’arbre homogene non numéroté A,, et G = G, 4 le sous-groupe
des automorphisme de .4, qui conservent la numérotation.

Retour aux arbres homogénes.

On se donne un arbre homogene Ay, avec ou sans numérotation, on a vu
que I’ensemble des bouts est le méme dans les deux situations, et que c’est
encore le méme pour A, , et A,;. La proposition précédente montre que G},
qui s’identifie & G, 4, est un sous-groupe d’indice 2 de G, qui s’identifie & G 1.

Exemples.

On va donner des exemples de groupes qui opérent naturellement sur des
arbres homogenes, ou semi-homogenes qui sont définis de maniére ”concréte”,
ce qui donnera des exemples de sous-groupes d’un groupe des automorphismes
d’un arbre.

Exemple 1. On consideére un corps local non archimédien k, dont on note O
’anneau des entiers, et I, le corps résiduel. On consideére un espace vectoriel
V de dimension 2 sur k, et le groupe linéaire GL(V), dont le centre Z est
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formé des homothéties par les scalaires de k* . On considére le groupe quotient
G=GL(V)/Z.

On appelle réseau un sous-D—module de rang 2 de V. Le groupe GL(V)
opére sur ’ensemble des réseaux de V. On considérera I’ensemble S des classes
de réseaux sous l'action de Z. Alors S sera ’ensemble des sommets d’un
graphe, dont les arétes sont les couples A,A’ dont deux représentant L €
AL € N vérifient

[L:LNL)=[L':LNnL)=q.

On peut encore exprimer que les sommets voisins de A sont ceux dont un
représentant L' vérifie

L> L >wlL,

ou w est une uniformisante, c’est-a-dire un générateur de 1'idéal maximal
de ’anneau d’entiers . Ainsi les spheres unité ont une structure de droite
projective sur F,; chaque sommet est donc lié & ¢ + 1 sommets. On obtient
ainsi un arbre homogene de type q.

On vérifie que ’ensemble des bouts est ’ensemble des droites vectorielles
de V, c’est une droite projective sur k, ’action de G étant ’action canonique
induisant les homographies.

Les demi-géodésiques se décrivent ainsi: étant donné un réseau L et une
droite vectorielle D, il existe toujours une base (e, e3) de V telle que L =
ey + ey et D = key. La suite de réseaux L, = De; + P ey , ol P = wo,
est la demi-géodésique issue de la classe de L allant vers le bout D. Une classe
de réseau A sera sur la géodésique reliant D a4 D', §'il a un représentant L
qui s’écrit Oe; + Oey avec D = key et D' = kes.

On sait que PGL(2,k) est triplement transitif sur P'(k), il 'est sur Q:
on remarque ensuite qu'un automorphisme de ’arbre est déterminé par son
action sur ’ensemble des bouts, car tout sommet de l’arbre z est le carrefour
de trois bouts distincts w;,ws,ws. Les trois bouts g(w;), g(ws), g(ws) restent
distincts et leur carrefour est le sommet g(z).

On peut ainsi caractériser les éléments de PGL(V) : parmi tous les
automorphismes de ’arbre, ce sont ceux qui opérent par homographie sur
Pespace des bouts quand on le munit de sa structure de droite projective sur
k. Par ailleurs, compte tenu de ce qu'une homographie qui fixe trois bouts est
l'identité, on voit que le groupe des automorphismes de 'arbre est beaucoup
plus gros que PGL(V). Cet énoncé est précisé dans [Ch-4].

Exemple 1°. On considére une algebre 3 division D de dimension finie d?
sur son centre un corps local non archimédien k, dont on note ¢ le cardinal
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du corps résiduel.

On note O I’ ordre maximal de D, et on considére un D-espace vectoriel (a
droite par exemple) V' de dimension 2. On fait operer le groupe linéaire GL(V)
a gauche, et 'on considere le groupe G = PGL(V), quotient du groupe
linéaire GL(V') par son centre, constitué des homothéties par les éléments de
k*. On a une situation analogue 3 celle de 'exemple 1.

Pour définir les sommets de P’arbre, qui sera homogene de type g%, on
considere ’ensemble des O-réseaux, sur lequel le groupe GL(V) opére na-
turellement & gauche, le corps D* y agit par multiplication & droite, mais
de fagcon non D—linéaire. Cependant l'action de k* est la méme si on la
considére comme une homothétie agissant a gauche, ou comme une multipli-
cation a droite par un élément (central) de D*.

L’ensemble des sommets de I’arbre est ’ensemble quotient de I’ensemble
des 9-réseaux par l'action droite de D*, et on vérifie que le groupe quotient
PGL(V) y opere simplement transitivement. On vérifie que I’ensemble des
bouts s’identifiera & I’ensemble des droites vectorielles de V. Ce groupe sera
noté PGLy(D), quand V est I’espace vectoriel canonique D?.

A la fois dans les cas des exemples 1 et 1’, on peut considérer dans
PGLy(D) (resp. PGLy(k)) le sous-groupe PGL3(D) (resp. PGL3(k)) image
des éléments de GLy(D) (resp. GLy(k) ) dont la valuation du déterminant de
Dieudonné est paire (la valuation étant triviale sur les commutateurs passe a
I’abélianisé ). Ce groupe opere sur un arbre semi-homogene de type (g%, ¢%)
(resp. (g, q).) Enfin on peut considérer le groupe PSLy(D) (resp. PSLy(k))
qui est un sous-groupe du précédent.

Exemple 2. On considére un groupe G simple ou quasi-simple, défini sur un
corps local non archimédien, de rang relatif 1: la théorie de Bruhat-Tits lui
associe un immeuble, qui est ici un arbre semi-homogene, sur lequel G opére,
d’olt un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de I’arbre,
qui est un plongement, quand le groupe G est simple. On va expliciter cing
nouveaux cas, les groupes SU(3), qui seront des groupes quasi-déployés, les
groupes SU(4) de rang un, dans ces cas les arbres associés dépendent de la
ramification de l’extension quadratique considérée, enfin un groupe SO(Q),
pour une forme quadratique @ d’indice 1 dans un espace de dimension 5, ce
qui donnera un groupe qui n’est pas quasi-déployé.

Exemple 3. On se donne I un groupe libre & un nombre fini de générateurs
muni d’une présentation, ou plus généralement un produit libre

P=Zx%Z..xZ*xZ]2%L[2%...xL[2
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avec 7 facteurs Z et s facteurs Z/2; (le cas du groupe libre correspond &
s = 0). On se donne pour chacun des facteurs Z (resp. Z/2) un générateur
€ (i=0,...,r ) (resp. g; (j =1,...,8)).

I’ est engendré comme monoide par

-1 . .
T={e,e ,o5,i=1,...,r,j=1,...,8},

avec les seules relations g;6;' = & '¢; = o?=1

On note |v| la longueur de 1’élément v € T' dans le monoide, et pour
M,72 €T, on note d(m1,72) = |77 ' 7al-

L’ensemble I' apparait comme l’ensemble des sommets d’un graphe, le
graphe de Cayley relatif & T, qui est ici un arbre homogene de type 2r+s—1,
et pour lequel la distance géodésique est la distance d définie ci-dessus. Le
groupe I' y opére de fagon isométrique par la translation & gauche (v, z) — vz
et de fagon simplement transitive. (Cette remarque a été exploitée dans ma
note [Ch-1]).

Enfin les bouts correspondent aux mots réduits infinis.

Dans [Ch-2], on construit des groupes comme ci-dessus, dont on donne des
plongements comme sous-groupes discrets a quotients compacts de groupes
PGL(2), compatibles avec les structures d’arbre homogene.

Ces résultats se généralisent partiellement dans le cas des groupes dont
P’arbre est homogene. Voir[Ch-3].

Exemple 4. Soit I' un produit libre de k& + 1 groupes H; d’ordre r + 1, par
exemple des groupes isomorphes & Z/(r + 1)Z, avec k et r non tous deux
égaux a 1.

Contrairement & ce qui a été fait pour le produit libre des groupes cy-
cliques par ’école italienne, voir dans [M-W)] des références, il ne faut pas
considérer le graphe de Cayley de T' (qui n’est pas en général un arbre), mais
le graphe suivant, dont I’ensemble des sommets est

S=Sll_|52 avec Sl ZF, SQZ I_] F/H,‘,

i=1,..k
et dont ’ensemble des arétes
A={(g,gH)|i=1,...,r+1, g€ gH} C S xS

Chaque sommet de type 1 est de valence k+ 1, et chaque sommet de type
2 est de valence 7 + 1; comme le groupe I est le produit libre des groupes



ARBRES DE BRUHAT-TITS ET GROUPES OPERANT SUR CES ARBRES 29

H;, le graphe obtenu est un arbre semi-homogene de type (k,r), sur lequel I
opére, via la multiplication & gauche, par des isométries, de facon simplement
transitive sur les sommets de type 1.

On va expliciter les géodésiques de longueur paire issue de l'origine e.
On se donne un élément g = hy...h, o0 h; € Hj, — {e}, et ou le mot
(h1,. .., hn) est réduit, c’est a dire que j; # ji;1. On considere la suite (xx),
pour k=1,...,2n et ol o = € ,Lox = hy ... hg, €t Topyy = TopHj, | : Clest
une géodésique.

On peut encore exprimer le fait qu’une suite d’éléments (g;) de T est la
suite des sommets d’ordre pair d’une géodésique sous la forme suivante. Soit
I'ensemble B = UH; — {e}, les éléments de I" sont les mots en B, un mot
(h1,. .., ha) sera réduit de longueur n, si on a hghryr ¢ B N {e}. Dans ce
cas, la suite gx = hy,...,hg, pour k = 1,...,n, est formée des sommets de
numéro 1 d’une géodésique.

Exemple 5. Soit I' un produit libre G; * Gy de deux groupes finis, G
d’ordre k; + 1 et Go d’ordre ko + 1. On considere le graphe dont 1’ensemble
des sommets est la réunion S = S; U S, avec S; =T'/Gy, et Sy = T'/Gy, et
dont I’ensemble des arétes est ’ensemble I, identifié aux couples (¢G1, hGs),
avec gG1 N hGy # 0.

On vérifie, que c’est un arbre semi-homogene de type (ki,k2), que " y
opere, via la multiplication & gauche, par des automorphismes, et que cette
action est simplement transitive sur les arétes de I’arbre. Dans cette sit-
uation, on peut considérer le sous-groupe I'y de T', qui est le noyau de
I’homomorphisme de T' dans G qui prolonge l'identité de G; et qui vaut
I’élément neutre pour tout élément de Go. On vérifie que I'y est le produit
libre des ky + 1 groupes hG1h™! pour h € Gy, et que I' = T'oxG,. Ainsi, les
arbres construits dans les exemples 4 et 5 coincident.

Remarque Dans ces trois exemples, le groupe I' est discret & quotient
compact dans le groupe G des automorphismes de I’arbre, et comme ensemble
peut s’identifier & un G/H, ou H est le fixateur d'un sommet ou d’une aréte,
et la multiplication & gauche dans I s’interpréte comme la restriction a I', de
l'action de G sur G/H .

Dans [Ch-3], on a généralisé les résulats qui ont été établis dans le cas
de P’arbre homogene, et on a construit, pour un certains nombres de groupes
p-adiques de rang un, & qui sont associés des arbres, des sous-groupes qui
opérent simplement transitivement sur les sommets d’un numéro donné, et
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dans de meilleurs cas des sous-groupes qui opérent simplement transitivement
sur les arétes.

1.4 Groupes faiblement doublement transitifs

Les conditions de la proposition suivante seront satisfaites pour une large
classe de groupes, qui seront ’objet de ce mémoire.

Proposition 1.4.1 Pour un sous-groupe G de G, il y a équivalence entre (1)
et (2):
(1) Etant donnés deuz couples de sommets (xz1,x2), (y1,¥2) € A tels que
d(z1,12) = d(y1,y2) et que z, et y, soient de méme numéro, alors il existe
un élément g € G tel que g(z1) = y1 et g(x2) = Y.
(2) G est transitif sur chaque sphére, c’est & dire, étant donnés trois sommets
x,Y, 2 qui satisfont 4 d(z,y) = d(z, z), alors il existe g € G tel que g(z) =
€, g(y) =2

Si de plus G est fermé dans G ces conditions sont équivalentes a (3):
(3) Etant données deux géodésiques pointées par des sommets de méme type
Zo € [wy,wo], et xf € [wi,w)], il existe g € G avec g(xo) = xf et g(w;) = w!
pouri=1,2.

Démonstration: Comme 1) implique trivialement 2), on va montrer la récipro-
que: on se donne deux couples de sommets vérifiant les hypotheses de ’énon-
cé. Comme z; et y; sont de méme numéro, leur distance est paire, le milieu 2
de [z1,y1] existe. D’apres la condition 2), il existe g € G tel que g(z1) = y1 et
g(z) = z. Pour ¢ = g(z2) on a d(y1,y5) = d(z1,22) = d(y1,y2). Donc ys et g
étant sur une méme sphere centrée en y, il existe ¢’ € G tel que ¢'(y1) = w1
et ¢'(y3) = yo. L’élément ¢'g va convenir, car ¢'g € G et g(z;) = y; pour
i=1,2.

Pour démontrer que (1) implique (3), on écrit les géodésiques [wy,ws] =
{zk |k € Z} et [wi,ws] = {z |k € Z}. La condition (1) s’applique aux deux
couples (Z_n,Z,), (", T,,), car x, et z;, sont de méme numéro, chacun étant
3 distance n d’un sommet de méme numéro, et puisque I'on a d(z_n,z,) =
n+1=d(z_,,z,).

1l existe donc g, € G tel que gn(zn) = 2z, €t ga(z_n) = 2’_,. Comme
les sommets des intervalles [T_,, Zs] et [z_,, ;] sont définis par les distances
aux extrémités, on a encore g,(zx) = yx pour |k| < n.

On sait que G(zo, zg) est une sous-ensemble compact de G; la suite g, a
donc une valeur d’adhérence g, et pour un tel g on a g(zx) = zj,. Comme G
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est fermé, g € G, d’ou (3).
11 est clair que (3) implique (2), car deux couples de sommets peuvent se
plonger dans deux géodésiques pointées. [ |

Définition 1.4.1 Soit G un sous-groupe fermé de G.
On dira que G est faiblement 2-transitif, ou faiblement doublement tran-
sitif, s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition précédente.
Plus généralement, on dira que G est faiblement k-transitif, si étant don-
nés deuz ensembles de k sommets X et Y isomorphes et donc paramétrés par
(1,...,k), il existe un élément g € G tel que g(x;) = y;, pour 1 <i < k.

Dans ce mémoire, I’adverbe ”faiblement” pourra étre omis, les n—uplets pou-
vant se correspondre par automorphismes étant nécessairement isomorphes.
Remarque La proposition 1.3.5 montre que le groupe G est, pour k aussi
grand que ’on veut, k—faiblement transitif.

Proposition 1.4.2 Un sous-groupe fermé G est faiblement triplement tran-
sitif si et seulement si, étant donnés deuz triplets de bouts distincts dont les
carrefours sont de méme numéro, (wy,wq,ws) et (wi,wsy,ws), il existe g € G
tel que g(w;) = w! pouri=1,2,3.

Démonstration: Soient ¢ (resp. c') le carrefour des trois bouts wy,ws,ws
(resp. wi,wh,ws), ON NOLETA Tn,Yn, 2n (IESP.Th,Yn,2,) des paramétrisations
des demi-géodésiques [c,w], [¢,wa], [c,ws] (resp. [c,wi], [c,wh], [c, ws]), telles
que To = Yo = 2o = ¢ (resp. T =Yy =25 =1C).

On considere des isométries f, telles que f(z,) = 2, f(yn) = s, f(2n) =
z!. Par convexité, on a f(zx) = xk, f(yk) = Yk, f(2k) = 2;, pour £ < n. On
conclut comme dans le cas des groupes faiblement 2-transitifs.

Si deux triplets sont isométriques, leurs carrefours sont de méme numéro,
et ces triplets pourront étre chacun sur les demi-géodésiques issues du car-
refour de ces triplets, allant vers trois bouts distincts, et en méme position.
Ceci permet de montrer la réciproque. [ |

Remarque Un groupe opérant sur un arbre homogene non numéroté A, peut
étre considéré comme sous-groupe d'un groupe G,, ou comme sous-groupe
d’un groupe G, correspondant & ’arbre numéroté A,; canoniquement as-
socié.

Proposition 1.4.3 Pour un groupe G opérant sur un arbre homogéne non
numéroté de type q, il est équivalent d’étre faiblement 2-transitif considéré
comme sous-groupe de G, ou comme sous-groupe de Gg 1
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Démonstration: L'égalité des groupes G, = G, est claire, donc pour G, étre
fermé, ne dépend pas du point de vue adopté. Il en est de méme pour la
transitivité sur les géodésiques pointées. Car si un groupe est transitif sur
géodésiques pointées par des sommets de numéro 1, il I’est pour I’ensemble
des géodésiques pointées par des sommets de méme numéro: en effet, si le
sommet n’est pas de numéro 1, choisir le sommet voisin dans la direction du
premier bout sur chacune des deux géodésiques. On se contentera alors, dans
le cas de ’arbre de type (g, 1), de ne considérer que les géodésiques pointées
par des sommets provenant de ’arbre homogene A,,, et il est clair qu’elles
correspondent bijectivement aux géodésiques pointées de ’arbre homogene

A, n

On a

Proposition 1.4.4 Pour qu’un sous-groupe G de G soit fermé il faut et il
suffit que G NG, soit compact pour un sommet x de l’arbre.

Démonstration: La condition nécessaire est triviale. Montrons la condition
suffisante. On remarque que les groupes G N G(z,y), s'ils ne sont pas vides,
sont compacts comme translatés de GNG,. Ceci entrainera, vu la topologie de
G, la fermeture de G. En effet soit g adhérent & G et y = g(x). L’intersection
G NG(z,y) # 0, soit h un élément de cette intersection. On vérifie que
G N gG(z,y) = GN h(G(z)), qui est compact comme image continue d’un
compact. Ainsi, ¢ qui est adhérent a ’ensemble compact G N G(z,y), y
appartient, d’ou la proposition. [ |

Les groupes considérés dans les exemples vérifient cette propriété.

Dans le cas des produits libres considérés dans les exemples 1,2,3, le
fixateur d’un sommet est fini.

Dans le cas des groupes sur les corps locaux, le fixateur d’un sommet
spécial est, d’apres la théorie de Bruhat-Tits, I’ensemble des points & valeurs
dans l'anneau des entiers © d’un groupe algébrique, et est donc compact
pour la topologie induite par le corps local; il I'est encore pour la topologie
de G. Par exemple, dans le cas PG Ly(k), on pourra obtenir PGLy(9).

Dans les exemples 1,2,3 de produits libres, le fixateur d’'un sommet est
fini: ainsi ces groupes ne peuvent étre doublement transitifs.

Par contre, dans le cas des groupes quasi-simples de rang un sur un corps
local, 'immeuble, qui est ici un arbre simplicial (dont les arétes sont des
intervalles réels), mais dont on considére 1’arbre combinatoire sous-jacent, est
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une réunion d’appartements qui sont les transformés par G d’un appartement,
ici réduit & une géodésique: ainsi le groupe G est transitif sur les géodésiques
non orientées. Par ailleurs, le centralisateur d’un tore déployé maximal agit
transitivement par des ”translations” sur les sommets d’un type donné situés
sur la géodésique qui lui est associée, et le normalisateur de ce méme tore
peut permuter les bouts de cette géodésique.

Ainsi, les groupes quasi-simples de rang un sur un corps local non archi-
médien ont une image faiblement doublement transitive dans le groupe des
automorphismes de ’arbre de Bruhat-Tits associé.

I est bien connu que le groupe PGLy(k) est triplement transitif sur la
droite projective; comme ’arbre associé est non numéroté, on en déduit que
PGLy(k) est triplement transitif sur Parbre qui lui est associé.

On a vu plus haut qu’un automorphisme est déterminé par son action
sur l’espace des bouts, qui dans le cas des groupes ci-dessus, s’identifie &
I’immeuble sphérique des paraboliques, qui est ici réduit & ’ensemble des
paraboliques propres de G, qui peut se décrire comme G/ P, avec P un de ces
paraboliques propres.

Donc pour que I’homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes
de l'arbre associé soit un plongement, il suffira que G opeére librement sur
G/ P, ce qui sera le cas si et seulement si N,eq gPg™" est réduit a lidentité.

Ceci se vérifiera pour PGL(2), les groupes SU(3) dans le cas général et
des formes de SO(5) que 'on va décrire ci-dessous. Ceci ne sera pas le cas
pour SL(2), pour SU(3) dans certains cas, et pour les formes de rang un de
SU(4) considérées, car ces groupes ont alors un centre fini non trivial formé
de matrices scalaires.

Pour définir un groupe SU(3) ou SU(4), on considére une extension
quadratique séparable L de k: on notera Z ’action de élément non trivial
du groupe de Galois de L|k sur z.

On considére un espace vectoriel V' de dimension 3 sur L, sur lequel on
choisira une forme hermitienne <, >, qui s’exprime dans une base (e_1, €9, €;)
de V par la formule

<,y >=11y-1 + ToYo + T-1Y1,

ounzx =Yy xie; et y =73 yie;.

On considére le sous-groupe des éléments g € SL(3, L) tels que pour tout
couple (z,y) € V%, on ait < g(z),9(y) >=< =,y > .

Ce groupe est un groupe SU(3).

Ce groupe admet des sous-groupes de Borel, qui sont les stabilisateurs des
droites isotropes, et dont on montre qu’ils sont conjugués dans G .
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Soit B = {g € SU(3) |g(e-1) € Le_,}, on a B = TU, ot T est un tore
défini par

A0 0
T={{0 X' 0 |her},
0 0 A
et U est le radical unipotent de B,
1 u v
U={ 01 —-a u,veL,u+ﬂ+vﬁ=O}.
0 0 1

On remarquera que U est non abélien, et on vérifie que l'intersection des
conjugués de B est triviale, sauf quand L est 'extension k(u3), ol usz est
I’ensemble des racines troisiemes de 'unité, et dans ce cas il est constitué par
les homothéties par pus; cette situation se produisant si et seulement si L/k
est non ramifiée et si 3 divise ¢> — 1 et ne divise pas ¢ — 1, ou encore si q est
impair et ¢ = —1 mod 3.

On considérera aussi un espace vectoriel W de dimension 4 sur L, que
P’on écrit W = Le_; ® H @ Le;, avec un espace vectoriel H de dimension 2
sur L, dont (e_;,e;) est une base d’un supplémentaire.

On se donne sur H une forme hermitienne go anisotrope, dont on notera
Ap la matrice dans une base donnée. On pourra, par exemple se donner H
une algebre de quaternions choisie comme espace vectoriel sur L, la forme g
provenant de la norme quaternionique. On considére la forme hermitienne
sur W définie par

< z,y >= T1y-1 + Qo(ToYo) + T_171,

ol T =2_1e_; +Zo+ T1€, €t Yy =y_16_1 + Yo + Y1€1, avec To,Yo € H.

On considere le sous-groupe des éléments g € SL(4, L), qui vérifient, pour
tout couple (z,y) € W2, < g(x),9(y) >=< z,y >

Ce groupe est une forme de rang un du groupe SU(4), que 'on notera
ainsi.

Il admet des sous-groupes paraboliques minimaux, ce sont les stabilisa-
teurs des droites isotropes, dont on montre qu'ils sont conjugués dans G.

Soit B = {g € SU(4) |g(e—1) € Le_,}. Il s’écrit B = MU ou M est un
groupe de Levi, qui contient un tore déployé T isomorphe & k* et U est le
radical unipotent de P. Ecrits comme matrices par blocs (1,2,1), on a

A0 0
M={0ho

IN€ L*,h € U(q),dethAX ' =1} DT
00 X
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A0 O
ou T={|0 I 0 ||Xxek}, et
0 0 X!
1 v v
U={ 0 I w ltu,weH,tu:—Ao'w,veL,v+71'+q0(w)=0}.
0 0 1

On remarquera que U est non abélien.

Enfin, ce groupe SU(4) a toujours un centre non trivial, qui est formé
de matrices scalaires. ce centre est en général égal & +I et donc d’ordre
2, sauf si L = k(+/—1), alors il est constitué des matrices scalaires AI avec
A€ L, M =1, alors il est d’ordre 4. Ce dernier cas se produit si ’extension
est non ramifiée, et si ¢ = 3 mod 4.

De méme, on considere un espace vectoriel V' de dimension 5 sur k, que
I’on supposera pour simplifier, de caractéristique différente de 2.

On écrira 'espace V = ke_; ® Vp @ ke;, avec V un espace de dimension
3 qui est anisotrope pour une forme quadratique go, dont on note <,>g la
forme bilinéaire symétrique associée: on définit la forme q sur V, associée &
la forme <, > qui est égale a

<,y >=21Y-1+ < Zo,Yo >0 +T-1Y1,

pour T = z1€; + To + T_16-1,Y = Y1€1 + Yo + Y-1€-1, €t Zo, Yo € Xo.

On peut remarquer que ces formes existent; en effet, il suffit de prendre
a ¢ k? et B¢ N[k(a)], ou N est la norme de I’extension k(a)|k, ce qui est
toujours possible sur un corps local, et de considérer la forme

qo(u, v, w) = u? — aw? — fuw’.

On peut aussi penser aux quaternions, et restreindre la norme quaternionique
3 un sous-espace de dimension 3. Ayant une base de V5, on notera @ la
matrice de ¢ dans cette base.
On considere alors le sous-groupe de SL(5,k) qui conserve cette forme,
c’est un groupe SO(5) non déployé, de rang relatif un, que I’on note SO(q).
Dans ce groupe, on considére les sous-groupes stabilisant une droite iso-
trope; on montre qu'ils sont conjugués a l'un d’eux,

B ={g € SO0(q) |g(e-1) € ke_,}.

C’est un sous-groupe parabolique propre de G, qui admet une décomposition
B = MU, ou M est le centralisateur d’un tore et U le radical unipotent de
B.
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Ecrits comme ensembles de matrices par blocs (1,3,1), on a

t 0 0 t 0 0
M={{0o h o ltek', he SO(@)}>T={|0 I o |tek}
0 0 t! 0 0 ¢!

1 —4(Qov) —3qo(u)
etU={ 0 Iy, v |‘veVo}.
0 0 1

On remarque que U est isomorphe & Vy comme groupe, donc est abélien.

Pour ces trois types de groupes, que ’on note G, il y a un élément non
trivial dans le groupe de Weyl, c’est I’élément

0 01
w=\|0 J 0},
100
oll, dans le cas SU(3) c’est une matrice (3,3) avec J = —1, dans le cas

SU(4) c’est une matrice (4,4) écrite par blocs (1,2,1) avec J matrice de la
conjugaison dans l'espace des quaternions, et dans le cas SO c’est une matrice
(5,5) écrite par blocs (1,3,1) avec J = —1I, ou I est la matrice identité.

Pour ces groupes, on a la décomposition de Bruhat G = B U BwB.

Cette décomposition de G est équivalente a la double transitivité de G
sur la variété des droites isotropes. En effet, G est transitif sur ’ensemble
Q des bouts. Désignons oo le bout fixé par B : la décomposition de Bruhat
est alors équivalente a la transitivité de B sur  — {o0}. On note que, pour
montrer que G est doublement transitif sur , il suffit de vérifier qu’étant
donnés deux bouts w et ', distincts de oo, il existe un élément g € G tel que
g(o0) = o0, et g(w) = w'. D’ol1, ’équivalence annoncée.

Pour ces groupes ”orthogonaux”, en général les sommets de I’arbre ne
peuvent étre définis avec un seul réseau.

Alors que dans le cas PGL(2), & un réseau est associé une norme dont
c’est la boule unité et dont les autres boules sont homothétiques, dans le cas
général les boules de rayon 1 et q% ne sont pas homothétiques (¢ désigne le
cardinal du corps résiduel de k.)

On sera donc amener a considérer l'espace des normes sur V, c’est a dire
des fonctions définies sur V* = V —{0}, & valeurs dans R, vérifiant I'inégalité
triangulaire ultramétrique, et la condition v(Az) = |Alv(z), pour A dans le
corps de base.
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A une telle norme v, on peut associer v* définie par

vev  v(y)
C’est une norme, appellée la norme duale de v. On dira que la norme v est
autoduale,ou encore maximinorante dans la terminologie de [B-T 2], si elle
égale & sa duale.

L’arbre simplicial est I’ensemble des normes autoduales.

Pour cet arbre, I’ensemble des bouts est ’ensemble des droites isotropes,
et les géodésiques, correspondent aux couples de droites isotropes distinctes;
ces droites peuvent étre déterminées par deux vecteurs (e_;,e;) isotropes,
tels que < e;,e_1 >=1.

En désignant par V; Porthogonal de {e;,e_;}, on obtient une décomposi-
tion de V de la forme V = Ke_; + Vy + Ke;.

Dans le cas SO, on a K = k et V; anisotrope avec une forme o, et dans le
cas SUona K = L et Vo = Leg ou Vo = H et go(xoeo) = g(eo)ZoTo, ou go une
forme anisotrope sur Vg qui peut coincider avec la la norme quaternionique.

On montre, cf.[B-T 1& 2|, que, pour toute norme autoduale, il existe une
décomposition de ce type, dite base scindante, dans laquelle elle s’écrit:

Va(Z_16_1 +v0 + T1€1) = sup(|z_1|g™, |go(v0)|3, |21]g) -

On montre qu’une norme autoduale v est sur une géodésique définie par deux
droites isotropes, si on peut choisir sur chaque droite un vecteur appartenant
4 une une base scindante pour v. Si on prend la base canonique et la norme v
correspondant, elle correspond & un sommet dont le fixateur dans le groupe
G est l'intersection avec GL(n,9) ( n = 3,4, 5 suivant le cas).

L’arbre combinatoire est constitué des points de I’arbre simplicial qui sont
points de ramification.On note ¢ le cardinal du corps résiduel de k.

Dans le cas SO(q), qui est aussi une forme d’un groupe PSUy(D), ou
D est un corps de quaternions, on obtient un arbre semi-homogene de type
(¢%,q), constitués des v, dans une base scindante avec a € g3z,

Dans le cas SU(3) cela dépend de la ramification de L|k.

Si ’extension L|k est ramifiée, on obtient un arbre de type (q,q).

Si L|k est ramifiée on obtient, un arbre de type (¢3,9).

De méme pour SU(4), cela dépend de la ramification.

Si I’extension L|k est non ramifiée, on obtient un arbre de type (¢, ¢%).

Si L|k est ramifiée, on obtient un arbre de type (g2, q).

Dans le cas L|k non ramifiée, le groupe PGU(4), quotient du groupe
des similitudes de la forme par son centre, échange les sommets de numéro
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distincts et opere avec une seule orbite sur 'arbre homogene de type ¢°. En
effet, il est facile de voir que le rapport de similitude )\, = ngﬁz est défini
modulo NL*, les éléments conservant ou non la numérotation selon que cette
classe de k*/NL* est ou non triviale. ( On rappelle que le groupe k*/NL*
est d’'ordre 2, et qu’ici les éléments se distinguent suivant la parité de la
valuation.)

Par contre dans le cas SU(3) avec L|k ramifiée, les deux sommets jouent
des roles différents, et leurs fixateurs ne sont pas isomorphes, comme on peut
le voir dans le diagrame de [T-2)].

Dans tous les cas on obtient des groupes faiblement 2-transitifs. En effet,
il y a un fixateur d’'un sommet qui est l'intersection de G avec GL(n, D),
ainsi G est fermé dans G.

On a vu que G est doublement transitif sur I’espace des bouts identifié a
la variété des droites isotropes.

Pour montrer la double transitivité faible de G, il suffira de montrer que
G est transitif sur les sommets de méme numéro d’une géodésique; on pourra
prendre celle définie a partir de la base canonique, que ’on appellera standard.
On vérifie alors qu'il y a un sous-groupe de M, isomorphe a L* dans le cas
unitaire, et & k* dans le cas orthogonal, qui contient des éléments g, pour
A € L* ou k* selon les cas, tels que

ga(er) = der, gale—y) = ATe_; ou A le_y,

et dont la restriction & Vj est unitaire ou orthogonale. Ce groupe est opere
transitivement sur les sommets d’un numéro donné de la géodésique standard.

On rappelle enfin que, pour tout n, le groupe G de tous les automomor-
phismes est faiblement-n-transitif.

1.5 Propriétés et structure des groupes (faiblement) doublement
transitifs

On considére un arbre A = A, 4, et on se donne un sous-groupe faible-
ment doublement transitif G du groupe G des automorphismes de ’arbre A,
ce groupe pouvant étre égal a G.

Soit un bout w € §, on considere le fixateur de w dans G que ’on note
B.={g€G|gw)=w}et B,=B,NG.

Si (z,,) est une demi-géodésique de la classe de w, et si g € B, on a pour
n assez grand g(Z,) = Znyk - L'entier k ne dépend pas de la demi-géodésique
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choisie dans la classe de w et est pair, car z, et g(z,) sont de méme numéro.
On définit 1,(g) = .

Proposition 1.5.1 L’application v = v,, est un homomorphisme de B, sur
Z.

Démonstration: v est un homomorphisme de fagon triviale, et on voit que
son image contient 1 en utilisant les propriétés de double transitivité de G.B

On notera N,, le noyau de v, c’est un sous-groupe distingué de B,,.

On notera N, = N, NG.

On choisit une géodésique pointée, notée [w',w] = (z,), et on suppose que
o est de numéro 1.

On notera B=B,, B =B,, N=N,, et L=G,,, K=GNK, ainsi
queZ =G, NGy, et I =GNT.

On désigne enfin par Ny = {n € N | n|jy, ) = Id} et

H= nNkz{n€N|an(xk)=1'k}§

kEZ
On voit aisément que Nj est un groupe, et on désigne pour n € N — H,
v(n) = inf{k | n € Ni} = inf{k | n(zx) = =&}
Théoréme 1.5.2 1) Il existe dans G des éléments w, T tels que
YV, w(Tn) = Ton , T(Tn) = Tnto
2) On a la décomposition de Cartan

G= L| K™K

neN

g € K"K <= d(g(0),z0) = 2n et les classes KgK sont invariantes par
g—g
3) On a
B=1(Net KNN=N,

4) On a la décomposition d’Iwasawa
G=KB=K7‘N

5) On la décomposition K = I U Iwl, et la décomposition de d’Iwasawa
peut étre précisée en G = IBU [wB.
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6) Le groupe d’Twahori admet une décomposition I = (I N B).(I N B'),
dont Vintersection (INB)N(INB') = H.
7) On a la décomposition de Bruhat

G=NwBUB

etona: mwBNmwB#0 <= nH=nH.
8) L’indice [N : Nx—1] = ¢i, ot i est le numéro de xx, i = 1 si k est pair,
i =2 sinon.

Corollaire 1.5.3 La paire (G, K) est une paire de Gelfand, et l'algébre des
fonctions K—sphériques C.(K\G/K) est une algébre commutative pour la
convolution relative ¢ une mesure de Haar.

Démonstration: L'existence de w résulte de la 2-transitivité faible de G ap-
pliquée aux géodésiques [w,w'] et [w',w] pointées par o et celle de 7 résulte
de la méme propriété appliquée a la géodésique [w,w’] pointée par zo et par
T9, d’ol 1)

Si d(g(xo), zo) = 2n, d’apres la transitivité de G sur la sphére de centre
Zo et de rayon 2n, il existe k € K tel que g(xo) = k(z2n) = k7"(z0), d’olt
g k™™ € K; ce qui permet de conclure que g € K" K.

Réciproquement, si g € K7"K il existe k € K tel que g € k™K, ainsi
d(g(zo), o) = d(k™1g(z0),20) = d(7™(20),Z0) = 2n, car la distance géodé-
sique est invariante par isométrie.

Enfin, d(g(%o), zo) = d(%o, g~ (x0)), car g~! est une isométrie, d’ott 2).

Le 3) est trivial, et pour montrer 4), on prouve d’abord que K est transitif
sur Q. Pour cela on se donne w; € et on considére les demi-géodésiques
[zo,w] et [zo,w1]. D’apres la double transitivité de G, il existe g € G tel que
9(20) = 2o et g(w) = w;. Un tel g € K, d’ot la transitivité de K sur 2. On
consideére alors g € G, et le bout g(w): d’aprés ce que ’on vient de voir, il
existe k € K, avec k(w) = g(w). L’élément kg fixe w, donc il existe b € B
tel que k=g = b, d’ot g = kb. Ceci prouve donc 4).

Pour démontrer le premier point de 5), on considére un élément k € K et
le sommet k(z,); s'il est égal & z;, alors par définition k € I. Sinon, il existe
un élément i € I tel que i(x—;) = k(z1), on applique la 2-transitivité aux
segments [z_y, 1] et [k(z1), 1] qui contiennent tous deux zo. Il est alors clair
que sw et k ont méme image sur o et 1, donc que k € iwl.

Pour établir le second point de 5), on remarque qu’étant donnés les som-
mets o et 2, et le bout w; = g(w) on a lalternative: z; € [zo,w;] ou
Tg € [xl,wl].
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Dans le premier cas, on considére un élément h € G qui vérifie h(zo) = 7o
et h(w) = w;. Cet élément existe bien, car K est transitif sur Q. Comme
71 est sur les deux demi-géodésiques [zo,w] et h([zo,w]), on en déduit que
h € I. Comme g et h ont méme image sur w, ils ne different donc que par un
élément de B, d’ol1 g € IB.

Dans l'autre cas, on se donne h € G qui vérifie h(z;) = z; et h(w') = wy;
cet élément existe, car GNG,, est transitif sur £ pour la méme raison que K.
On remarque que 2z est sur les deux demi-géodésiques [z1,w’] et h([z;,w']) =
[z1,w1], on en déduit que h € I. Enfin on remarque que g et hw ont méme
image sur w, ils ne different donc que par un élément de B, d’ot g € TwB,
ce qui établit le second point de 5).

Soit g € I, par définition g fixe zo et z;, on pose alors w; = g(w). On
consideére 'image par g de la demi-géodésique [z, w], ¢’est la demi-géodésique
[0, w1] qui contient z;. On sait qu'il existe dans un élément h € G qui envoie
la géodésique [w',w] pointée par o sur [w',w;] pointée par zo. On remarque
que cet élément h € I, car il fixe les sommets communs aux deux géodésiques,
en particulier zo et x;; de plus par construction h(w') = ', donc h € B'N 1.
On considére alors 'élément gh™' : clairement gh™' € I, et gh™'(w) = w,
donc gh™! € I N B, d’ol la décomposition énoncée.

Vérifier que BNB'NI = H est facile, car BN B’ est le groupe qui stabilise
les bouts de la géodésique [w’,w], son intersection avec I fixant un sommet,
il s’en suit que cette intersection fixe la géodésique [w',w], donc est contenu
dans le groupe H. Ce groupe H est manifestement contenu dans les groupes
B, B, I, d’ou ’égalité annoncée.

Pour démontrer 7), il suffira de prouver que si w; est un bout différent de
w, il existe n € N tel que n(w') = w;. Pour cela, soit w; = w’ et alors I'identité
convient, sinon on considére le carrefour zx des trois bouts w,w’, w;, on choisit
g € G, qui envoie la géodésique [w’,w] pointée par zj sur la géodésique [wy,w]
pointée par zj .Comme g(w) = w, et comme g(zx) = Zk, ¢ fixe une demi-
géodésique [ry,w], d'ot g € N.

Enfin, nywB NnywB # 0 <= ny(w') = na(w') <= ni'my(w') = ', ce
qui est équivallent & n = ny'n, stabilise la géodésique [w',w] et la fixe, car
n € N. Or le fixateur de [w',w] est H : d’ol1 'équivalence avec nyH = naH.

Pour montrer que [Ny : Ni—1] = ¢;, on remarque que le sommet n(re-1) €
S(xk,1) — {xxs1} pour n € Nj et représente la classe nNi_y; il suffira de
montrer que N est transitif sur S(zx,1) — {Zk41}, car lson cardinal est g;.

Et pour cela, on considére pour v € S(@k,1) — {zx+1} les demi-géodési-
ques [zg_1,w] et [u,w], d’apreés la double transitivité de G, on voit qu'il existe
g € G qui envoie la premiére sur la seconde, c’est a dire telle que g(zx—1) = u
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et g(w) = w. Or nécessairement on a g(zx) = Tx,, d’olt g € Ni. Ainsi le point
8) est démontré.

Pour démontrer le corollaire, il suffit de remarquer que l'involution f 1,
définie par f(g) = f(g™!), est triviale sur C,(K'\G/K), et vérifie pour fi, f, €
C.(K\G/K), légalité fi x fo = (foax f1), ce qui montre la commutativité de
- la convolution sur ces fonctions. [ |

On posera Ni = N — Ni_;: c’est 'ensemble des éléments n € N dont
la valuation v(n) = k. Ces ensembles ne sont pas vides, sauf si Ny = Ni_q,
ce qui se produit uniquement si g; ou go est égal & 1 ; ce sera le cas pour k
impair si ¢; = 1 et k pair si g, = 1.

Enfin on remarque que

v(n) =k < p(n(') : [, w]) = z.

On a désigné par p(w; : [we,ws)]) la projection du bout w; sur la géodésique
[wa, ws], qui est aussi le carrefour des trois bouts (wi, ws,ws).

Proposition 1.5.4 Soit _

W =12 U tlw.
Cet ensemble stabilise [—00, 00|, y induit la méme action que le stabisateur
dans G de [—o00, 00}, et y opére comme le groupe diédral. On a

G=|] Igl.

geW

Démonstration: On considere un élément g € G, et Paréte a = g([zo, 21)).
On a a = [zo,z1] si et seulement si g € I, car le stabilisateur de [zo, z1] est
son fixateur.

On supposera donc que g ¢ I. On va montrer qu'il existe i € I tel que
i(a) C [~o00,00]. Les arétes a et (2o, ;] sont différentes, on sait d’apreés le
corollaire 1.2.2 qu'’il existe s € a et j € {0,1} tel que a U [zo,21] C [s,z;].
On distinguera les cas suivant les valeurs de j.

Si j = 0, on pose n = d(zo, s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(zo) = zo, et h(s) = z,. Comme z, € [Zo,s]|, on en déduit que
h(z,) = z;. Comme par hypothese h fixe zo, on en déduit que h € I.

Si j = 1, on pose n = d(,s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(z;) = z1, et h(s) = z1_,.Comme zo € [z1,5], on en déduit que
h(zo) = xo. Comme par hypothése h fixe z;, on en déduit que h € I.

On considere alors une aréte @ = [Zn, Zni1]-
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Si n = 2m, alors a = 7™[zo, 1] et d(zo,y), pour y € a, prend les valeurs
|2m|,|2m + 1| tandis que d(z1,y) prend les valeurs |2m|,|2m — 1].

Sin = 2m — 1, alors on vérifie que a = (7™w)[zo, 7] et d(zo,y), pour
Y € a, prend les valeurs |2m/|,|2m — 1| tandis que d(z;,y) prend les valeurs
|2m + 2|, |2m — 1|.

Ceci prouve que G = I WI.

La considération des valeurs prises par d(z;,y) pour i = 0,1 quand y € a,
et que a décrit ’ensemble des arétes, montre que les classes JwlI N Jw'] = §
pour des w # w'. [ ]

Remarque L’énoncé précédent montre que la position relative de deux arétes
dans ’arbre est décrite par le groupe diédral infini induit par W, ce groupe
décrivant déja la position d’une aréte [Ty, T,11]) contenu dans la géodésique
standard par rapport a l’aréte de base [z, 1;].

Cas de ’arbre homogéne

Soit A, un arbre homogene, dont on note S ’ensemble des sommets, et
A Pensemble des arétes. Soit A,; I’arbre semi-homogene associé, dont on
rappelle que 'ensemble des sommets S’ = SU A, et que I’ensemble des arétes
A’ est formé des couples (a,s), ou a € A,s € S qui vérifient s € a.

Il faut donc distinguer entre les arétes de ’arbre homogene Ay, et les
arétes de ’arbre semi-homogene associé A, : ces derniéres sont les arétes
pointées, ou orientées de ’arbre homogene.

Ainsi, comme le fixateur d’une aréte de A dans G est le fixateur d'un
sommet de valence 1 + 1, la position relative de deux arétes (non orientées)
est donnée par la décomposition de Cartan, donc dépend d’un entier positif,
qui est la distance dans I’arbre A, des "milieux” des arétes.

Par contre, la proposition précédente décrit la position relative de deux
arétes orientées de 1'arbre homogene A,, paramétrée par le groupe diédral
infini.

La relation entre les décompositions de Cartan et d’Iwasawa, qui sera a
la base du calcul de la transformation de Satake des fonctions sphériques, est
donnée par

Proposition 1.5.5 Soit n € N, avecv(n) =k. On a

'n e KD K
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[l k< max(0,—2l)
I+k k>max(0,—2I)

Démonstration: On notera O = z5. On suppose d’abord que k < 0, dans ce
casn € K, et alors 7'n € K7'K = KTV K.

On supposera désormais que k > 0, donc n(0) # O, et n(0) ¢ [w,w'], et
n(O) se projette en zx sur [w,w’].

En particulier pour tout y € [w',w], on a

d(n(0),y) = d(y, zx) + d(n(0), zx).

Comme 7! stabilise la géodésique [w’,w], et est une isométrie, on déduit que
si z est la projection de z sur [w'w], alors 7'z est la projection de 7'z sur
cette géodésique, car T'z € [w’,w], et que si y € [w',w], T"'y est encore sur
cette géodésique; on a donc d(77'y, z) = d(17'y, 2) +d(z, z), d’ott d(y, T'z) =
d(y,7'2) +d(T'2, T'x).

On en déduit que la projection de 7'n(0O) sur [w',w] est Tgyq, d’ott
d(1'n(0),0) = d(7'n(0), Txy21) + d(T2k41,0). Or

d(Tln(O)’xk+21) = d(n(o)vwk) = d(ov n_l(xk)) = d(oa mk) = k,

m(k,l) =

comme par ailleurs d(zgy2,0) = |k + 2l|, on a m(k,l) = k + |k + 2l|, ce qui
démontre la proposition. [ |

Exemple. On considere le groupe G = PGLy(k), ou k est un corps local
non archimédien dont on désigne par © l’anneau des entiers, par @ une
uniformisante et par p = w9 'idéal de valuation. On suppose que le corps
résiduel O/p a q éléments, et que la valeur absolue vérifie |w| = %.

On considére 'arbre semi-homogene de type (g, 1), construit a partir de
’arbre homogene, et dont les sommets de numéro 1 sont les classes de réseaux
dans k2.

On choisit alors la géodésique (z,), ol Z2, est la classe du réseau O x p”,
le bout w correspond a la droite k x {0}, le bout w’" & {0} X k, et le groupe
B, 3 I'image du groupe triangulaire supérieur. On pose N = N,, et on a

N={(g 3);'§'=1}3Nn={(8 Z);|§|=1,|§|Sq—m},

pour m = [}], et ona H = { (8 2) 5l = 1} = NnezNn.
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On vérifie que G, = PGLy(9), et que q—”i,ﬂ2 — [b] pour n = (a b eN.

01
. 10 01
Enfi = =
nfin, on pourra choisir 7 (0 w) et w (1 0).

Revenons a ’étude de la structure de G.

Tout d’abord, on remarque que dans un arbre il n’y a pas de notion
canonique de distance d’un sommet 4 un bout. Néanmoins, on peut comparer
les distances de deux sommets & un bout.

Définition 1.5.1 FEtant donnés deux sommets z,y € A et un bout w € §,
on définit la position de x,y par rapport & w par

<Iyw>= d(y’z) - d(‘T7 Z)a pour z € [x,w] n [y,w].

On vérifiera dans la proposition suivante que la différence d(y, z) —d(z, 2) ne
dépend pas du sommet 2 choisi dans [z,w] N [y,w], et que la relation R,, sur
A définie par

TR,y =< z,y;w >=0,

est une relation d’équivalence, dont les classes sont appelées horicycles issus
de w.

La proposition suivante qui établit une relation entre les <,;w > qui
interviendront dans le noyau de Poisson et la décomposition d’Iwasawa de G,
permettra d’établir un dictionnaire entre les réalisations des séries principales
définies au chapitre II, en terme de représentations induites, et celles qui le
sont a I'aide du noyau de Poisson sur 2.

Proposition 1.5.6 1) Soient z,y € A et w € Q, on a pour tout u € [z,w] N
[y,w] légalité
<T,yw>= d(yau’) - d(xvu)

En particulier les horicycles sont des classes pour la relation
TRy <=< z,y;w >=0,

qui est une relation d’équivalence.

2) Siz€ A ona<zyw >+ <y zw>=<2z2w > (relation de
cocycle).

3) Pour tout g € G on a < g(x),9(y); 9(w) >=< z,y;w >.
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4) La relation < ,y;w >= 0 égivaut ¢ 3n € N,, tel que y = n(z). Ainsi
les horicycles issus de w sont les orbites de N,, dans l'arbre.

5) Plus généralement, sib € B, on a < b(z),z;w >= 2u,(b).

6) On choisit un sommet O dont on désigne par K le firateur dans G, on
sait que G = KB,. Soit un élément g € G écrit sous la forme g = kb, avec
ke K etbe B, on a l’égalité

< 9(0),0;g(w) >=< 0,97 (0);w >= 2w,,(b).

Démonstration: Le 1) est clair car si u € [z,w] = [z,w]N[y,w], on a d(z,u) =
d(ll), Z) + d(Z,’U,) et d(y7 u) = d(y)z) + d(Z,U).

Le 2) s’obtient en utilisant 1) avec u € [z,w] N [y, w] N [2,w].

Un élément g € G respecte les demi-géodésiques et les distances, donc
si [z,w] = [z,0] N [y,w], on a [g(z),9(w)] = [g(z),9(w)] N [g(y), g(w)] et
d(9(y), 9(2)) — d(g(x), g(2)) = d(y, 2) — d(z, 2), d’ou 3).

Pour montrer 4), on remarque que si y = n(z) avecn € N,, comme ily a
des éléments z qui vérifient n(2) = 2, on a la relation < z, z;w >=< y, z;w >
en appliquant 3) & n. Ceci entraine, d’aprés 2), I’égalité demandée.

Réciproquement, si < z,y;w >= 0 les sommets z,y ont le méme numéro
car leur distance est paire, il existe donc dans G un élément g qui envoie
la demi-géodésique [z,w] sur [y,w]. Un tel g vérifie g(z) = y et g(w) = w.
Donc g € B,. Pour montrer que g € N, on remarque que tout sommet de
[z,w] N [y,w] est équidistant de x et de y, donc est fixé par g.

Pour démontrer 5), on se donne une géodésique (zx) avec o = O et
[zn|n > 0] € w, et un élément 7 € G tel que T(xk) = Tiyo.

Tout élément b € B, s’écrit alors b = nt! avec n € N,, et | = v,(b), d’od

< b(0),0;w >=< n7'(0), 0w >=< 7(0),0;w >=< Ty, To;w >= 2.
Enfin si ¢ = kb, on a
< 9(0),0; g(w) >=< b(0), 0; k™' g(w) >=< b(0),O;w >;

les égalités annoncées s’en déduisent. |

On part d’une géodésique [w',w] pointée par un sommet O = o, on
considere le groupe K = Go, il opére transitivement sur l’espace des bouts
Q, qui s’identifie & I’espace quotient K/Np. En effet K N B, qui est le fixateur
de w dans K, est aussi le fixateur de O dans B, d’oit No = K N B.
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Comme dans le cas de PGL,(k), ol I’espace des bouts a une structure de
droite projective sur k, on peut essayer d’étudier le complémentaire du point
a l'infini qui généraliserait la droite affine.

L’ensemble Q s’identifie & G/B comme espace homogene sous G, une fois
choisi le bout w.

Partant de la décomposition de Bruhat de G = B LU BwB, on déduit la
décomposition

G/B = Nw/HUB/B,

la classe B/B correspond au point & l'infini, et comme w normalise H,
I'ensemble G/B — B/B correspond & N/H.

Ainsi, & tout bout w; # w on associe un élément n € N, tel que n(w') = w;.
On remarque ensuite que H est le stabilisateur dans N de la géodésique
[w',w], donc le bout n(w') définit nH. Ceci explicite la bijection de @ — {w}
avec N/H.

Dans le cas de PGLy(k), bien que N/H n’ait pas de structure de groupe,
on peut I'identifier & k . La proposition suivante vise a généraliser la formule

(1) 6 1) (e )= 0)

Proposition 1.5.7 1) Soit n € N — H, il existe n’ € N — H tel que
wnw = n'wb avec b € B.

De plus n étant donné, la classe n'H est unique et ne dépend que de nH.
On désignera par ¢ l'application de N/H — H dans N/H — H, définie par
p(nH) =n'H.
2) On a @?(nH) = w?nH, et v(n') = —v(n).
De plus siv(n) = k, pour tout | >0, on a (nNk—1) = @(n)N_g-i.
3) Enfin, pour un b vérifiant wnw = n'wb, on a v,(b) = v(n)

Corollaire 1.5.8 Pour tout n € N — H, il existe n’,n" € N — H tels que

wn'wnwn” = 7*

avec k = v(n) = —v(n') = —v(n")

Corollaire 1.5.9 Si gy # 1 le groupe < N,w > est égal d G.

Siqy = 1, ce qui correspond & un arbre homogéne non numéroté, le groupe
< N,w > est le sous-groupe d’indice deuz des éléments de G qui conservent
la numérotation de l’arbre homogéne sous-jacent.
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Démonstration: Pour cette démonstration, le lecteur aura intéret a faire une
figure. Soit n € N — H, alors n(w) = w et n(w’) # . On pose k = v(n), on
sait que xx est la projection de n(w’) sur la géodésique [w’,w].

On vérifie que wnw(w') = w’ et que wnw(w) = wn(w'). Donc I'image par
wnw de la géodésique [w’,w] est la géodésique [w’, wn(w’)]. On choisit n’ € N
tel que n'(w') = wn(w'), ceci est possible car wnw(w) # w, n étant choisi par
hypothése en dehors de H.

Ainsi n'w(w) = wnw(w), et I'élément g € G défini par wnw = n'wg vérifie
g(w) =w, donc g € B.

On a vu plus haut, que le bout n(w’) est défini par nH, ainsi son image par
w, qui est le bout n'(w'), définit n’H. Ceci prouve que ¢ est une application
de N/H sur N/H, d'ou 1).

Pour vérifier 2), on remarque que le carrefour de (w,w’,n(w’)) est zj,
on en déduit que le carrefour de (w',w,wn(w')) est w(zx) = z_x. Comme
wn(w') = n'(w’), on en déduit que la projection de n'(w’) sur la géodésique
W', w] est z_g, d’ott v(n') = —k.

On part de wnw = n'wb, de méme on écrit wn'w = n"wb’, d’ott w?nw =
n”wb'b; on remarque que w?> € H donc wb'bw™! € N, ce qui n’est possible
que si b'be H= NN B,. Dot w?n =n"H. Ainsi p?(n) = w?nH.

On choisit n; € nNk_;. On écrit wnw = n'wb et wn'w = njwb, avec des
notations évidentes. On a n(xx) = n(zk) = Tk et N1 (Te—1) = n(Tr—1).

Donc les géodésiques [n(w'),w] et [ni(w'),w] ont en commun la demi-
géodésique [n(zx—1),w].

En considérant leur image par w on voit que les géodésiques [w', n'(w’)] et
[w’,n}(w)] ont en commun la demi-géodésique (W', wn(zk_1)).

Le point wn(zrk—;) est & distance ! de z_x qui est & la fois le carrefour de
(w,w',wn(w')) et celui de (w,w’,wn;(w’)).

Les géodésiques [w, n; (w')](resp. [w,n}(w)) sont donc la réunion des demi-
géodésiques [w, —k| et [—k,wn(w']) (resp.[—k,wn;(w")]), la partie extérieure
A [w',w] étant 'image par n’ (resp. n}) de la demi-géodésique [w', 2x_1].

On en déduit que wn(zx_;) = n'(T_k—1), et que wny(Te—1) = Ny (T_k—1).

Dot n/(—k — ) = n{(—k — 1), c’est & dire que nj € n'N__;.

On consideére ¢! et on obtient 1'égalité p(nNik_;) = @(n)Ng_i.

Enfin on va montrer que v, (b) = v(n). En effet b = w™'n"" wn.

On suppose d’abord k > 0, alors n(zo) = o, d’ol b(zo) = w'n’ (o).
Comme v(n'~') = —k, n'~(z0) se projette en z sur [w',w] et est a distance
|k| de sa projection. On en déduit que b(zy) se projette en z_ sur cette
géodésique et est & distance |k| de sa projection.

Donc < b(zo), To; w >= 2k, d’olt v,(b) = k, car b(w) = w.
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Dans le cas ou n ¢ Np, on part de wnw = n'wb et que I'on écrit sous la
forme wn'w = (w?n)wb~!. On remarque que w?n € N, car w? € H et que
v(n') = —k < 0. Dot ¥(b™') = —k, ceci implique v(b) = k.

Pour démontrer le premier corollaire, on part de wnw = n'wb et on écrit
b= tkn" avec n” € N d’ott w'n'"lwnwn”"' = 7*. On sait que n’'H est
déterminé et que k = v(n) = —v(n’).

On effectue la transformation g — w™'g~'w, on remarque que l’on a

w™lr7%w = 7%h, avec h € H, et on obtient la relation

k -1,

F = wln"w!

nlw n'w?h L

Ceci donne une décomposition de wn~'w du type cherché, ainsi l'on a
v(n"w=?) = —v(n~!) = —v(n) = —k. De plus on voit que n” H est déterminé
par n~!, d’olt le corollaire. On aurait pu utiliser ce corollaire pour préciser
par le calcul (nNg_;).

Le deuxieéme corollaire se démontre en constatant que si ¢ # 1, I’élément
T €< N,w >, car il existe des éléments dans N dont la valuation v est égale
a 1, et on applique le premier corollaire. Comme, d’apres la décomposition
de Bruhat, G est engendré par w, 7, N, on en déduit le corollaire dans ce cas.

Dans le cas o ¢ = 1, le groupe < N,w >, qui est engendré par des
éléments qui fixent un sommet de numéro 1, sera contenu dans le sous-groupe
de G qui conserverait la numérotation de I’arbre homogene sous-jacent a
Parbre de type (q1,1) considéré.

Comme il existe des éléments dans N de valuation 2, 1’élément 72 sera
dans < w, N >, et la décomposition de Bruhat appliquée & G*, qui est le
groupe des éléments qui conservent la parité, Gt = Bt U B*wB*, avec
Bt =Gt N B = 1%N, montrera alors que Gt =< w, N > . |

Remarque Dans le cas de PG Ly, il y a une section naturelle de N/H égale a
k réalisé comme groupe des matrices unipotentes supérieures: on peut choisir
la presque-involution ¢, définie sur k*, ¢(z) = z~!. Dans tous les cas le 2)
prouve qu’elle est continue sur N/H et permettra méme de déterminer son
jacobien.

De maniére analogue la proposition suivante donne une décomposition de
K liée a I'action de K sur €.

Proposition 1.5.10 On rappelle qu’on a choisi un sommet 0, une géodési-
que dont B est le fizateur du bout oo, un élément w qui fize 0, et échange les
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bouts de la géodésique, on a
K = NowNo L 1UN_11.UN0.

Pour k € K, on désigne par x,x) la projection de k(w) sur [w',w)], qui est le
carrefour des trois bouts (k(w),w,w’), et qui est définie s’ils sont distincts.
Dans cette décomposition, on a

p(k) = v(n) > si k € nwNy
p(k) = —v(n) < 0 si k € wnwNp.

Démonstration: On a k(w) # w , sauf si k € Ny, d’out k(w) € Nw(w), et on
peut écrire k = nwb. Sin € Nyalorsb=w"'n"k € K,d’oub € BNK = N,.
On désigne par [ = v(n) > 0.

On sait que z; est la projection de n(w’) sur [w',w]. Comme k(w) = n(w'),
on a ici p(k) = I, d’olt Pégalité p(k) = v(n).

Le cas ou k(w) = w' correspond & k € HwNp qui est le seul cas ot v(n)
n’est pas défini. On pourrait poser w' = T_, et v(H) = —o0.

Dans le cas ou n ¢ Np, on écrit nw = wn'wb, avec v(n') = —v(n) > 1.
Dol k = wn'wb’ avec b’ € Bet n’ € N;. Or b’ € BN K = Ny. Ceci montre
que k € wNywNy. C’est encore vrai si k € Ng = wHwNp.

D’ou la décomposition de K.

On a w'k(w) = n'w(w), on en déduit que z_px)y = W (Tpk)) est le
carrefour des bouts (n'(w'),w’,w), d’ott —p(k) =v(n') sin’ ¢ H.

Dans le cas ol k(w) = w, alors k € Ny = wHwNp, on peut poser p(k) =
oo = —v(H).

La caractérisation donnée ci-dessus des éléments de K, par leur projec-
tion, précise 'unicité dans cette décomposition, et prouve en tout cas que la
réunion est disjointe. |

On remarque aisément que v(n) ne dépend que de la classe HnH; en
effet H est un sous-groupe des groupes N, ceux-ci sont donc des réunions
de classes bilatéres modulo H, il en est de méme des différences Ny qui
définissent v.

On peut s’intéresser 2 la réciproque, & savoir si les valuations paramétri-
sent les doubles classes de H\N/H.

La réponse & cette question qui dépend du groupe G, qui est positive dans
le cas de G, est donnée par la proposition suivante.
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Proposition 1.5.11 Soit G un groupe doublement transitif.
Il y a équivalence entre 1) et 2), oi
1) Pour n,n' € N, l’égalité v(n) = v(n') implique HnH = Hn'H.
2) Le groupe G est faiblement triplement transitif.

Démonstration: Pour montrer que 2) implique 1), on se donne n,n' comme
dans I’énoncé, et on pose k = v(n) = v(n’). Les deux triplets de bouts
(w,w',n(w)) et (w,w’,n'(w)) ont méme carrefour xj, d’apres 1.4.2, il existe
g € G qui envoie la premiére situation sur la seconde, & savoir g qui fixe
w,w', zx et tel que g(n(w')) = n'(w'). On voit donc que g € H, on considere
ensuite n'~!gn, et on voit que cet élément fixe w, W', x4, d’ott n"~gn € H,
ce qui prouve que n’ € HnH.

Pour montrer que 1) implique 2), on se ramene, en faisant agir G sur la
situation a la donnée suivante, deux bouts w;,ws distincts de w,w’ tels que
les carrefours zj de (w, W', wy) et 2; de (w, W', wy) soient de méme numéro,
ce qui signifie que k et [ ont méme parité.

Ceci est toujours possible, car le groupe G étant transitif sur les géodé-
siques, on peut, étant donnés trois bouts distincts, envoyer par un élément
de G les deux premiers sur w et w’. Par cette action, les carrefours des trois
bouts conservent leur numéro. On peut supposer ensuite que zx = x;, quitte
a faire agir une puissance de 7, & savoir &% .

On considere alors n € N et n’ € N tels que n(w') = w; et n'(W') = w,.
Comme v(n) = k =1 =v(n'), d’aprés 1) n' € hnH avec h € H. L’élément h
envoie donc w, sur w, et fixe w et w'. D’olt 2). ]

Avant de passer a la section suivante on remarquera que
Nyt = N
T WNET ~ = Neyal-
la démonstration est presque évidente une fois que ’on a remarqué que

Ni =G, N B, que T € B, et que gG.g™" = Gy(a).

1.6 Autres arbres numérotés et réguliers
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Définition 1.6.1 On dit qu’un arbre numéroté ® par un ensemble fini I, et
sans sommet pendant 8, est régqulier, si pour tout i € I et pour tout sommet
de numéro i, le nombre d’arétes le contenant et contenant un sommet de
numéro j est une constante, notée m(i, j).

Définition 1.6.2 On appelle arbre épais un arbre dans lequel tout sommet
appartient & au moins 3 arétes.

Remarque’ On peut vérifier aisément qu’un arbre numéroté est régulier si
et seulement le groupe des automorphismes de cet arbre qui respectent la
numérotation est pour chaque numéro transitif sur ’ensemble des sommets
de ce numéro. En particulier un arbre régulier est épais, si et seulement si
>jerm(i,j) > 2 pour tout i € I.

On remarque que dans un arbre épais, tout chemin fini [z, . . ., Z,] qui est
géodésique peut étre prolongé dans les deux sens par un chemin le contenant
[T_1,...,Tny1] qui est géodésique, car x, (resp. Tp) est lié par une aréte & un
sommet y # T,_1, (resp. z # xo) et on choisit alors z,1 = y (resp. £_; = 2).

Ainsi tout chemin géodésique est contenu dans une géodésique maximale
qui est doublement infinie.

Soit A un arbre régulier épais numéroté par ’ensemble I. On considere
la matrice M = (m(i,7)). La matrice M permet de définir une structure
de graphe (orienté) sur 7. Deux éléments %,j sont liés, si et seulement si
m(i,j) # 0. On appelle chemin sur I une suite de sommets liés. Comme
les arétes de A ne sont pas orientées, la condition m(i,j) # 0 implique
m(j,4) # 0. Comme A est un arbre, il existe des chemins liant tout couple
des sommets. Ainsi la matrice M est irréductible®.

L’application de numérotation de ’ensemble des sommets de A dans I,
définit une application de I’ensemble des demi-géodésiques dans IV, et induit
une application de ’ensemble € des bouts de .A dans un ensemble quotient
de IN, & savoir I'image par la relation d’équivalence sur les demi-géodésiques
définissant les bouts:

(in) = ()<= 3IELPEN|N>D — in=1lpy

50n rappelle qu'un arbre est numéroté, ou colorié, par I, s'il existe une surjection de
I’ensemble des sommets de l'arbre dans I.

6Un sommet de numéro i sera dit pendant, ou extrémal, s’il n’est lié qu’a un seul
sommet.

"Remarque suggérée par G.Rousseau

8Une matrice M est dite irréductible, si pour tout couple d’indices 3, j € I, il existe une
puissance de M dont le coefficient d’indice (2, j) est non nul.
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On appelle encore "numérotation”, ou coloration d’un bout, la classe ainsi
définie, cette "numérotation” est clairement invariante par les automorphis-
mes de larbre.

On vérifie qu'un chemin (ip)o<p<m sur I, sans aller et retour, se releve
toujours dans A en un chemin géodésique issu de n’'importe quel sommet de
numéro ip.

Deux chemins sur 7, (ip)o<p<m €t (ip)o<p<m, tels que i, = 4y et satisfaisant
8 Gm—1 7 9 OU & M(im,bm-1) > 1 i ip—; = i, se composent et leur composé
est 'image d’une géodésique issue d’un sommet donné de numéro ig.

Montrons que si 'arbre A est régulier et épais, et si les bouts sont dans la
méme classe, c’est & dire ont tous le méme "numéro”, on a, pour tout i € I,
un et un seul j € I, avec m(%,5) # 0. Ce qui est la définition d’une matrice
monomiale.

Ceci impliquera, compte tenu de ce que m(i,j) = 0 <= m(j,i) = 0, et
de ce que que M est irréductible, que I a au plus deux éléments: ainsi on
aura montré que l’arbre est homogene ou semi-homogene.

Supposons donc ’ensemble J; = {j| m(4, ) # 0}, pour un i € I donné, ne
soit pas réduit & un élément.

Ou bien Card(J;) > 3, on note alors j, k, ! trois éléments distincts de J;.

Ou bien Card(J;) = 2, la relation Y~ m(i,j) > 2, montre qu'il existe k € J;
avec m(i, k) > 2; on note alors j € J; l'autre élément de J;; et on pose I = k,
pour unifier ’écriture avec le cas précédent.

On considére deux lacets sur I allant de i & ; le premier C = (ip)o<p<m,
avec ig = 4,4 = k,...,im—1 = l,im = i, le second C' = (i;,),,q,sm, avec
iy = 4,8 = J,...,bm_y = L, = i, ces lacets étant supposés minimaux
pour ces propriétés. L’hypothése de minimalité implique que ne peut avoir
3 la fois j € C et k € C’; on voit qu’on ne peut constituer un chemin
géodésique sur I en composant C ou C’ de fagon arbitraire et obtenir ainsi
une infinité de demi-géodésiques issues d’un sommet donné de numéro i: ces
demi-géodésiques sont paramétrées par les 2N suites & valeurs C ou C’, car au
moins un des cycles C ou C’ est repéré par un couple de sommets consécutifs
(i,5) ou (i,k).

Comme chaque bout ne contient qu’un ensemble dénombrable de demi-
géodésiques issues d’un sommet donné, on en déduirait l'existence d’une in-
finité non dénombrable de ”"numérotations” de bouts. On a donc démontré
le théoreme suivant.

Théoréme 1.6.1 Les seuls arbres numérotés réguliers et épais, dont le grou-
pe d’automorphismes est transitif sur l’ensemble des bouts, sont les arbres
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homogénes et semi-homogénes.

Montrons maintenant, comment dans le cas d’un arbre A régulier non
épais, mais dont au moins un sommet a une valence supérieure strictement 3
2, et dont le groupe des automorphismes est transitif sur I’espace des bouts,
on peut construire un sous-arbre Ag régulier épais, pour lequel 'injection
canonique va induire un isomomorphisme de I’espace des bouts de Ay sur
ceux de A, et un isomorphisme canonique des groupes d’automorphismes des
deux arbres.

Supposons que pour un ip donné on ait ¥ m(ip,j) < 2.

On supposera d’abord que Y, m(i,j) = 2. Le cas ot Y m(io,j) = 1,
correspond & un sommet pendantet sera discuté plus loin.

Ainsi tout sommet de numéro iy est donc de valence 2; ce qui se produit
dans I'un des deux cas suivants.

1) Pour un jo, on a m(ip, jo) = 2.

On va vérifier qu’alors m(jo,jo) = 0, en montrant, par ’absurde, qu'il y
aurait des géodésiques correspondant au cycle (jo, io, jo). Ceci qui est impos-
sible, compte tenu des hypothéses, car on est dans 'une des deux situations
suivantes.

a) |I| > 2. On peut vérifier que, pour tout numéro j € I, il existe des
géodésiques comportant une infinité de sommets de numéro j. Ainsi, il y
aurait plusieurs "numéros” de bouts.

b) I = {io, jo}. Deux cas sont & envisager.

Ou bien, m(jo, jo) = 2, alors il existe des géodésiques composées exclu-
sivement de sommet de numéro j,. D’ol1 au moins deux " numéros” de bouts,
donc & exclure.

Ou bien m(jo,j0) = 1. On a m(io,jo) > 1, car il n’y a pas de sommet
pendant.s Si m(ip, jo) = 1, chaque sommet de ’arbre serait de valence 2, c’est
3 dire ’arbre non numéroté sous-jacent serait Z, hypothése éliminée. Ainsi
m(io, jo) > 2; il y a donc des géodésiques correspondant au cycle (4o, jo), d’ou
au moins deux "numeéros” de bouts.

On a ainsi montré que m(jo, jo) = 0.

On pose alors I’ = I — {4}, et on considére ’arbre A’ dont les sommets
ceux de A qui sont numérotés par I'. Ainsi par construction A’ est numéroté
par I'. Les arétes de A’ sont, d’une part les restrictions a A’ d’arétes de
A, d’autre part celles liant deux sommets de numéro jo, ainsi décrites: un
couple de sommets de numéro jo définit une aréte, si et seulement si ils sont
3 distance 2 dans A, et si la géodésique de longueur 2 qui les joint contient
un sommet de numéro .
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2) Il existe j,k € Ji,, avec m(io,j) = m(io,k) = 1. Montrons qu’alors
m(j, k) = 0, sauf dans le cas ou |I| = 3, et A est isomorphe & Z, numéroté
par les classes modulo 3, cas éliminé par les hypothéses.

En effet, si m(j,k) # 0, il y aurait deux sortes de géodésiques mini-
males liant des sommets de numéro j et de numéro k, les unes de longueur
1, les autres de longueur 2, passant par des sommets de numéro ip. Et on
pourrait construire des géodésiques infinies correspondant & une suite de cy-
cles (4,40, k). On va vérifier que cela implique que |I| = 3 : on sait que si
l € I,l # 10,J,k, il existe une géodésique comportant une infinité de som-
mets de numéro [, d’oll au moins deux "numéros” des bouts. De plus on doit
avoir, m(j,k) = m(k,j) = 1, et m(j,4i0) = m(k,ip) = 1, car, si par exemple
m(j, k) > 1, il y aurait des géodésiques correspondant au cycle (4, iq, k, j, k)
donc plus qu'un "numéro” de bout. De méme, si m(j,40) > 2, il y aurait des
géodésiques corespondant au cycle (j, 4o, k, i, k) donc plus qu’'un ”"numéro”
de bout. Le méme argument montre enfin que m(j,j) = m(k, k) = 0.

Mais le cas |I| = 3, et m(u,v) = 1, pour u,v € I ,u # v est justement le
cas d’un arbre isomorphe & Z, numéroté par les classes modulo 3, cas qui a
été exclus.

Ainsi m(j, k) = 0, on définit alors un nouvel arbre A'. Il est numéroté par
I' = I — {ip}, les sommets de A’ sont ceux de A dont le numéro est différent
de ig, les arétes de A’ sont, d’une part les arétes de A composées de sommets
de A’, d’autre part les couples de sommets de numéro j, k a distance 2 dans
A.

On vérifie que c’est un arbre régulier numéroté par I' avec m'(p,q) =
m(p, q), sauf si {p,q} = {j, k}, ou m'(j, k) = m(4,%) et m'(k,j) = m(4,5). On
vérifie, bien que les distances géodésiques soient modifiées en passant de A a
A', que le groupe des automorphismes de A’ et de A, ainsi que l'espace des
bouts de A’ et de A sont naturellement isomorphes.

En itérant ce procédé, on aboutit & un arbre de Bruhat-Tits. On a ainsi
montré

Proposition 1.6.2 Soit A un arbre numéroté régulier, sans sommet pen-
dant, et avec au moins un sommet dont la valence est supérieure ou égale d 3.
On suppose que le groupe d’automorphismes de A est transitif sur [’ensemble
de ses bouts.

Alors, il existe un sous-arbre A' de A, qui est un arbre de Bruhat-Tits et
Uinjection de A’ dans A induit un isomorphisme canonique de l’espace des
bouts de A sur celui de A' et du groupe des automorphismes de A sur celui
de A'.



56 F. CHOUCROUN

Remarques

1) Dans le cas ol tous les sommets sont de valence 2, 'arbre non numéroté
est isomorphe a Z qui a deux bouts. Le groupe des automorphismes de 1’arbre
est le sous-groupe du groupe diédral infini qui respecte la numérotation, il
contient des translations, et peut contenir ou non, des symaétries, il en contient
si et seulement, il est transitif sur ’ensemble de deux bouts.

2) Dans le cas ou il y a des sommets pendants, toute demi-géodésique
maximale ne définit pas forcément un bout, car elle peut se terminer par
un sommet pendant; on peut encore supprimer ces sommets, et en supposant
P’arbre initial A infini, obtenir une projection de .4 sur un arbre A’, homogene
ou semi-homogene, induisant un isomorphisme des ensembles de bouts, mais

seulement un épimorphisme du groupe des automorphismes de A sur celui
de A

1.7 Mesures sur G, K, mesure quasi-invariante sur G/B

On remarque que le groupe G, dans le cas de I’arbre semi-homogene, est
engendré par les fixateurs des sommets. En effet, étant donnés g € G et un
sommet z, on sait qu’on peut choisisir un sommet z équidistant de x et de
y = g(x) car = et y sont de méme numéro. On choisit h € G, avec h(z) =y,
ce qui est toujours possible.

D’ou g € G,hG, C GyG,G,, ainsi G est engendré par des groupes com-
pacts, d’ott on déduit qu’il est unimodulaire pour une mesure de Haar.

Pour définir une mesure de Haar p sur G, on va choisir un sommet O = x,
on désigne par K = Go et on va normaliser la mesure p par u(K) = 1.
Comme G = K B, on sait d’aprés [W], qu'en choisissant une mesure de Haar
3 droite d.b sur B, normalisée par [ pd.b=1, et

dp(kb) = dkd,b

définit la mesure de Haar sur G telle que u(K) = 1.

Le groupe B = Lz N est donc une réunion de translatés de N. Pour
déterminer une mesure sur B, on commence par déterminer une mesure dn
sur N, qui est unimodulaire, car c’est une réunion de groupes compacts (les
Ni). Comme BN K = Ny, on doit avoir m(No) = 1, ot m désigne le volume
pour cette mesure.

On utilise ensuite que [Nox : Nox—1] = q1 et que [Noky1 @ Nox) = ¢o,
démontré dans la proposition 14.
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Il s’ensuit que m(Nak) = (q12)* et m(Naky1) = (q192)*qa, ceci simplement
par itération de la formule précédente quand k est positif, et pour k négatif,
on utilise ;(—1{,2—,‘) = [N9 ¢ Nat] = (q1q2)¥.

On considere ensuite sur B la mesure d;b définie par

/ F)dib =3 / F(r'n)dn.
B ez IN
Cette mesure est invariante a gauche, car elle ’est trivialement par multipli-
cation a gauche par 7, et qu’elle 'est aussi par multiplication & gauche par
un élément de N, car N 4 B, et dn est une mesure de Haar sur N.

Donc d;b est une mesure de Haar & gauche pour B.

Pour déterminer une mesure de Haar & droite, il faut déterminer I’inverse
6 du module® de B. Ce module §~! est trivial sur N, car il est une réunion de
compacts, il reste & déterminer §(7). Or on a la formule suivante 7N, 7~ =

Niyor et comme ﬂy(n%,%’l = (q1q2)", on en déduit que 6(7') = (q1¢2)}, d’ou

6(b) = ((11(12)"(b)-

On en déduit que la mesure de Haar p ainsi normalisée est donnée par

[ f@rdnto) = [ 5 [ Flkr'n)(ag)'drdn.

lez

Une des conséquences de la théorie de la mesure de Haar est que la forme

3 b= [ fik)dk

est une forme lindaire, invariante par translation a4 gauche par les éléments
de G, sur ’espace des fonctions vérifiant

f(gb) =67(b)f(g)

et dont la restriction & K est intégrable, et toute forme G-invariante sur le
méme espace lui est proportionnelle.

Remarque Pour ce choix de la mesure de Haar sur G, il est intéressant de
connaitre le volume des sous-groupes compacts maximaux de G, qui sont les
fixateurs des sommets.

90n rappelle que le module de B est ’homomorphisme défini sur B par z — ﬂ’—};ﬂz,
lorsque db est mesure de Haar & droite ou & gauche de B.
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Soit  un sommet de numéro 1, comme G est transitif sur les sommets
de numéro donné, il existe g € G tel que z = g(0), alors G, = gKg~! d’ou
#(Gz) = p(K) = 1, car u est invariante  droite et & gauche.

Pour des sommets de numéro 2, dont les fixateurs sont conjugués, il suffira
de connaitre y(Gy, ), ot z; est un sommet voisin de O. Pour déterminer son
volume, on considére le groupe I = K N G,,, qui est le fixateur de ’aréte
[0, 1], et on vérifie aisément, vu la transitivité du groupe G sur les spheres,
que les ensembles quotients K /I (resp. G, /I), s'identifient aux sphéres de
rayon 1, centrées en O (resp. z;). D'ou

1

K:I= = .
g +1

et [Gy, : 1]

1
q+1’

Ceci prouve que si y est un sommet de numéro 2, le volume de G, est
donné par

G2 +1
Gy) = .
1(Gy) o+ 1
Au passage on a prouvé que celui de I est donné par
1
I) = .
() .

11 en sera de méme pour les fixateurs des arétes, qui sont conjuguées de I par
G, car G est transitif sur les arétes.

Avant de continuer la détermination des mesures, il est nécessaire de
connaitre le cardinal des spheres.

Lemme 1.7.1 Soit x un sommet de numéro i, alors le cardinal des sphéres
centrées en x est donné par:

1+ D) @g)* sin=2k

S n)l = { (@ +1(@g)* sin=2k+1

Démonstration: La démonstration se fait par récurrence, on commence par
remarquer que la sphére unité a ¢; + 1 éléments, ensuite pour passer de la
sphere de rayon n a celle de rayon n + 1, on remarque que tout sommet de
la sphere S(z,n) est situé sur g; segments liant z & un sommet de la sphere
S(z,n+1), ol j est le numéro d’un sommet & distance n de z, ce qui entraine
que |S(z,n + 1)| = ¢;|S(z,n)|. Comme pour n pair j = ¢ et pour n impair
j =3 —1, on en déduit le lemme. |
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11 est intéressant et utile de connaitre la décomposition de la mesure de
Haar liée a la décomposition de Cartan.

Comme les classes dans cette décomposition sont ouvertes et compactes,
la mesure p, notée aussi dg, est donnée par la formule :

/ f(g9)dg —Zu (KT K)/ f(kym'ky)dkydko.

Cette formule est évidente, et il ne reste qu’a préciser la valeur de u(K7'K).

Pour [ = 0, on a seulement ,u,(K) =1

Sinon on remarque que K7 K s’identifie au quotient de K x K par I, =
KnraKr! G[@O,Im]

Donc u(KT'K) = [K : Ij], et cet indice est le cardinal de 'ensemble
quotient K/G\z,z,,, qui s'identifie aux orbites de zy sous K, donc a la sphere
de centre O et de rayon 2[, car K y opeére transitivement. Comme

1S(0,20)| = (1 + ql—l)(qlqg',

on obtient ainsi la formule

[, s = [ 1ak+ 30+ e [, Sk

On va dans cette partie étudier une autre forme de §;,5. On considere
sur P’espace des fonctions, vérifiant

f(gb) =671 (b)f(g), pour g € G, b€ B,

la forme linéaire
J(f) = [ fmw)dn

définie au moins pour les fonctions positives.

On va montrer que cette forme est invariante par les translations a gauche
par les éléments de G, et pour cela, on le vérifiera pour des générateurs de
G, a savoir N,7 et w.

On désigne par f; le translaté défini par fi(g) = f(h'g).

Il est évident que si » € N on a J(f,) = J(f), car la mesure dn est une
mesure de Haar.

On va expliciter f,, on a f,(nw) = f(r7'nT7~ w).
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Or n’ = 77'n7 € N, et I'application n — n’ est une bijection mesurable
de N dont le module

dn’

On en déduit que f,(nw) = ( w)é(T
().

On remarque que pour les fonctions vérifiant f(gb) = 671(b)f(g),
on a f(nhw) = f(nw(w='hw)) = f(nw), car w—'hw € H C N.

Ainsi dans l'intégrale définissant J, on peut écrire J(f) = [y g f(nw)dn.

Pour prouver I'invariance par w, on établira un lemme donnant le jacobien
de la transformation ¢ définie dans la proposition 1.5.5.

), ce qui en intégrant donne J(f,) =

Lemme 1.7.2 On pose pour n € N/H — H, p(n) =n'H, ot wnw = n'wb.
Pour une fonction positive h définie, ou une fonction de C*(N/H — H)
continue & support compact sur N/H — H, on a:

Loy T i)™ Pdn = [ fn)n

N/H

Démonstration: On va démontrer cette formule pour une famille génératrice
de C*(N/H), les fonctions fr k41 caractéristiques des ensembles nN4i, avec
v(in)=ketl>0.

Dans ce cas, on & fn k41 9 @ = far—k1, d’apres le 2) de la proposition 17,
et la premiere intégrale vaut m(N_gy;)(q142)¥, car f o ¢ a comme support
n'N_x_; C Nik‘

La deuxiéme intégrale vaut donc m(Ngy;). Ces deux expressions sont
égales, car on sait que m(Nyy25) = (1g2)*m(N,).

Ceci démontre le lemme pour les fonctions continues a support compact
sur N/H nulles en H, et pour les fonctions positives sur N/H. |

Pour montrer I'invariance de J, il reste encore & étudier J(f,), et comme
w € w™ H, on va considérer f,-1.

On a f,-1(nw) = f(wnw) = f(n'wb) = f(n'w)§1(b).

Or v(b) = v(n) = —v(n’), et comme §(b) = (q1g2)"®,
o fums (n) = Flp(n)w)(g12) ™,
et on en déduit que

I(fumt) = I(f).

On a ainsi montré
Proposition 1.7.3 La forme linéaire J sur ’espace des fonctions f vérifiant

fgb)=6'(b)f(g), pour g€ G, b€ B,
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est invariante par translations d gauche par les éléments de G.

Il ne reste plus qu'a comparer J et §; 5. D’aprés [W], on sait que ces deux
formes sont proportionnelles, donc J = ¢ §; /g Pour déterminer la constante
¢, on choisira la fonction f qui vérifie f(gb) = §71(b)f(g) dont la restriction
flk & K est la fonction caractéristique de NowNp.

Ceci donne 1 = J(f) = cfg/p f = m(NowNy).

On sait par ailleurs que m(K) = m(NowNo +m(wN_;wNp), or comme la
mesure est invariante, on a m(wN_;wNy) = m(N_jwNy), et il ne reste plus
qu’a comparer les ensembles NowNy et N_jwNp.

Le premier contient le second, et si k décrit Now Np, le sommet k(z;) décrit
I’ensemble Np(z_1) qui est ensemble des sommets de la sphere S(zo, 1) autre
que z1, alors que si k € N_jwNp, on a k(z;) = z_;.

Donc NowNp est une réunion de translatés de N_jwNy paramétrée par
les sommets de S(zg,1) autre que 1, d’ott m(NowNo) = gym(wN_wNp).

On en déduit que m(NowNp) = 31%

On a ainsi montré

Proposition 1.7.4 On a

On va utiliser cette proposition pour décrire la mesure de K exprimée
sous la forme wN_jwNy N NowNp.

Corollaire 1.7.5 On a pour la mesure de Haar sur K

/NoxNo f(nwn')dndn' + /N_lxNo Fwnwn')dndn' = (1 + Ell_) /K Fk)dk -

Démonstration: On notera I(f) la somme des deux intégrales figurant &
gauche dans la formule ci-dessus. On commence par une fonction f dont le
support est NowNo. On suppose f positive et on la rend invariante & droite
par Ny, ce qui définit f'(k) = [y, f(kn)dn.

Soit F la fonction définie sur G qui vérifie, pour g € G et b € B, la
relation F(gb) = 6~'(b)F(g), et dont la restriction a K est égale & f'.

On compare alors J(F) = [y f'(nw)dn et §5,5 F = [x f'(k)dk.

On a

J(F) _/Nf(nw)dn—/NxN f(nwn")dndn’'.

0
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Or le support de f est NowNy, donc dans l'intégrale ci-dessus on peut limiter
a No l'intégration par rapport & dn, ce qui montre dans ce cas J(F) = I(f),
car le support de f ne rencontre pas wN_jwNp.

Par ailleurs on remarque, en appliquant le théoréme de Fubini, que 1’on a
Jx f'(k)dk = [g f(k)dk, d’ol le corollaire pour f en appliquant la proposition
précédente a F'.

On suppose ensuite que le support de f-est wN_jwNy. On considére alors
la fonction g = f,,, son support est N_jwNp, et on a ’égalité

1 ! I
1+ a) /Kg(k)dk = /NoxNo g(nwn')dndn'.

On en déduit ’égalité recherchée pour f, en remarquant que, d’une part
lintégrale sur K de f et g sont égales car dk est une mesure de Haar, d’autre
part que le support de g est N_;w Ny, donc dans 'intégrale de gauche on peut
limiter & N_; x Ny 'ensemble d’intégration.

Le cas général s’en déduit, car toute fonction sur K est trivialement une
somme de fonctions de deux types précédents. [ |

1.8 Mesures sur (2, noyau de Poisson

Soit £ un sommet, on sait que le groupe G, opere continiiment et de
facon transitive sur 2. On choisit un bout w; comme le groupe B, est fermé,
Pespace des bouts s’identifie & K/K N B, comme espace homogene sous K.

D’oll une mesure v, sur § invariante par K,, unique si on la suppose
normalisée par v,(Q2) = 1.

Cette mesure vérifie, pour d(z,y) = n,

_ 1
~ Card(Sxa)

En effet on a 9(Qy) = Q) g), ceci entraine que v, (Qzy) = Vg(Qz,2), si
d(z,y) = d(z, z), car G est transitif sur les spheéres de centre z, et on sait
que € est la réunion disjointe des €2, quand y parcourt S(z,n).

Enfin, comme les ensembles ., quand y parcourt I’arbre, forment une
base de la topologie de ©, on en déduit que la mesure v, est caractérisée par
ses valeurs sur ces ensembles. On a ainsi prouvé, en reportant les résultats
du lemme 1.7.1

Uz (Qzy)

Proposition 1.8.1 Soit x un sommet de l’arbre, dont on notera i le numéro.
Il existe une unique mesure v, sur Q vérifiant l'une des propriétés suivantes
qui sont équivalentes.
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1) La mesure v, est invariante par le groupe G,.
2) La mesure v, vérifie, pour tout y tel que d(x,y) = n, la relation

1+—- (q1Q2) sin =2k

Vo(Qpy) = e =
() Card(S; ) { q+l (qlqg) sin=2k+1

On désigne par T, ou g € G, la représentation réguliére gauche sur L(2)
définie par

Tof W) = f(g7'w).

Proposition 1.8.2 On a la formule

Tol vy (@) = [ fl)dve(w)

Démonstration: Pour établir cette égalité, on se contentera de considérer
la famille génératrice de C(Q2) constituée des f,,, qui sont les fonctions
caratéristiques des ensembles (2., quand y parcourt I'arbre.

Pour f = fzy, on a Tyfry = fo(z),e4), car ces deux fonctions ne prennent
que la valeur 1 ou 0, et on a

Tgf,,y(w) =1« g_l(w) € Qz’y < weE g(Qx,y) = Qg(,,),g(y).

L’intégrale de gauche, qui est égale & [ fo(z),g(4)@Vg(z)(w), vaut donc

1
VQ(I)(QQ(I)»Q(?J)) 1S(g(z), 9(y N
Comme g est une isométrie, |S(g(z),g(y))| = |S(z,y)|, et comme cette
derniére expression est égale 3 la seconde intégrale, on obtient ainsi 1’égalité
des deux intégrales, d’ou la proposition. | |

Corollaire 1.8.3 On a la propriété de moyenne suivante

vy = Ug.
IS(w n)| yes%n) Y
Démonstration: On se donne un entier n, et on choisit un sommet y sur la
sphere S(z,n), on considere alors la forme [g_,q Tk f(w)dkdyy(w) définie pour
f € C(2), la mesure sur G étant supposée normalisée.
Par construction, cette forme sur C(2) est invariante par G, elle vaut 1
si f est la fonction constante égale & 1 sur Q, donc elle est égale a v,(f).
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On obtient, en intégrant d’abord sur €2, et en utilisant la formule précé-
dente appliquée & k7! la relation

L v £)ak = vi(£).

On en déduit la formule demandée en remarquant que S(z,n) est 'orbite de
y sous G. |

II est donc naturel d’étudier le quotient des mesures v en des points dis-
tincts.

Définition 1.8.1 On appelle noyau de Poisson K la dérivée de Radon-Ni-
kodym

KGaiw) = 250

On a

Proposition 1.8.4 Le noyau de Poisson est donné par la formule

1+ 3)va .
K ; — qi <J:,y,w>’
(z,y;w) G+ ivg q%) T Vg

ot i est le numéro de z, et j celui de y.
En particulier si x ety sont de méme numéro, on a

K(z,y;w) = aiga~""".

De plus K(z,y;.) est continu.

Corollaire 1.8.5 Le noyau de Poisson est harmonique, c’est d dire qu’il
vérifie la propriété de moyenne suivante

1

I—S(T,n_)l Y K(yw) =1

y€S(z,n)

Démonstration: Pour démontrer la formule donnant K, on va poser

1
l[,z = 1/1(1 + —)\/(I,

g
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ol i est le numéro de z, et dans ces conditions la formule 3 démontrer se
ramene a
diy(w) = G
- )
dpiz(w)

compte tenu de la formule de cocycle de <, ; >, il suffira de démontrer cette
formule pour deux sommets z,y voisins, et pour cela d’évaluer v,(f2;,.) et
vy(S%,2), pour des z & distance paire de z : soit d(z,2) = 2n.

Deux cas peuvent se produire, soit = € [y, 2] et alors d(z, z) = d(y, z) — 1,
soit y € [z, 2] et alors d(z,2) = d(y,z) + 1.

Dans le premier cas, d(y, z) = 2n+1, on a donc, pour w € Q; ,, la relation
<z, yw>=d(z,z) —d(y,z) = —1, d’ou

1 1
T Qrz = " ) sz = -,
V2 ($2z,2) 1_}_%(41(12) vy (Qz,2) 1+qj(411<12)
d’ou
V& 1
e () = ) My(Ra2) = ———
(0192) V3 (@192)

Et dans ce cas, on a % =Jag

Dans l'autre cas, on a < z,y;w >= 1 pour w € Q;, et

1 . 1
= "y Q) = ————,
l+q]' (QIQQ) ﬂy( T, ) \/q_j(q1q2)n_l

on a alors ﬁ%‘z—; = /01Ga-

Ceci prouve que les mesures fu, et f,,/qigz~"*"” coincident sur les en-
sembles Q, , avec d(z, z) pair qui, comme on le voit aisément, forment une
base de la topologie de ; il s’ensuit que ces mesures coincident sur C(£2).

Ceci établit la formule demandée dans le cas de deux sommets voisins.
Elle s’en déduit donc dans tous le cas.

La formule donnant K montre, de fagon triviale, que K(z,y;.) est con-
tinue sur .

Enfin, pour démontrer le corollaire, on part du corollaire de la proposition
précédente, qui donne |s_(;T)| Yyesen) K (@, y;w)dvy(w) = dvg(w), quand on
a remplacé dv, (w) par sa valeur K(z,y; w)dv,(w); on conclut, en utilisant la
continuité de K (z,y;w), et le fait qu’une fonction continue sur 2, v,-presque
partout nulle, est nulle partout. [ |
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1.9 Probabilités et martingales

On peut, étant donné le sommet x, considérer la marche aléatoire X,
sur 'arbre qui s’éloigne de z, de fagon ”isotrope”, c’est & dire associée au
processus de Markov, donné par

L sid(y,2)=1lety€ [z,2
Pa:(Xn+l=Z‘Xn=y)=pa:(yaz)={Sn(v) Sin()(lf ) ’ [ ]

( ot n(y) désigne le numéro du sommet y )

Dans ce conditions, ’ensemble des bouts s’identifie aux chemins infinis
(X,) issus de x, et la mesure sur cet ensemble, obtenue 3 1'aide du théoreme
de Carathéodory, coincide avec v;, car on vérifie sans peine que les ensembles
Q,, sont ceux pour lesquels X, = y pour n = d(z,y), et que l'on a alors
P(Xn=y) = m

Cette fagon de procéder est différente de celle de [Ca 2], ot 'on considére
des marches aléatoires sur I’arbre avec des probabilités

p(y, z) = _t si d(y,z) =1, et p(y, z) = 0 sinon.
Gnw) +1

Le théoreme & démontrer est que X, va & linfini, c’est & dire vers un
bout. Ceci peut se voir en évaluant la fonction de Green, et en remarquant
que les chemins non géodésiques se raménent aux chemins géodésiques en
retirant des chemins fermés. Comme il n’y a qu’une mesure normalisée sur
Q invariante par G, la mesure obtenue coincidera avec v,.

Mais seule la premiere interprétation est facilement généralisable dans le
cas d’un immeuble.

On choisi un sommet zy, et la mesure v = v, sur Q.

En liaison avec la marche X,,, on va considérer sur 2 la tribu B" définie
par X,, c'est & dire engendrée par les ensembles Qg, , avec d(zo,y) = n.

On considérera le sous-groupe K™ de G, qui est le fixateur de la sphere
S(zo,mn). 1l fixe aussi la boule B(zo,n).

Proposition 1.9.1 1l y a équivalence pour une fonction f € L*(Q) entre les
assertions 1) et 2) : 1) La fonction f est B"-mesurable.
2) On a T(k)f = f, pour tout k € K™
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Démonstration: 11 est évident que 1) implique 2). Pour montrer la réciproque,
on utilisera le lemme suivant:

Lemme 1.9.2 Soit K} I’ensemble des restrictions k, des éléments k € K™ &
Q

Lo,y *
L’application canonique k — (ky) de K™ dans [Iyeszomn) Ky est un iso-
morphisme.

Ce lemme se démontre en utilisant le lemme 1.3.6 et la proposition 1.3.5,
qui montrent que I'identité sur S(zo,n) se prolonge en un automorphisme de
Parbre, et que les prolongements & partir d’'un sommet sur la sphére se font
de fagon totalement indépendante, contrairement & ce qui se passerait dans
le cas de PGL,. Ceci prouve donc la surjectivité de I’application. Le reste
est trivial.

La proposition s’en déduit, car K est clairement transitif sur Qz,,. B

Corollaire 1.9.3 Soit ¢, la fonction caractéristique de K™ normalisée par
sa mesure.
Alors espérance conditionnelle EB" est donnée par la

B (f) = [ Th)(dk=enx f,
ot * est la convolution & gauche dans le K-espace 2.

Ce corollaire est trivalement une conséquence du 2) de la proposition.

On rappelle, pour le lecteur qui ’aura oublié, que I’espérance condition-
nelle EB" est la projection orthogonale de L%(2) sur L*(2, B).

On peut aussi considérer Q comme quotient de K = Ky, par le fixateur
du bout w.

On choisira la demi-géodésique (z,) partant de o supposé de numéro 1,
et allant vers w et on supposera que la mesure de Np = K N B, a été choisie
égale a 1.

Dans ces conditions, & une fonction f sur € on associe une fonction F' sur
K, invariante par Ny définie par F(k) = f(k(w)).

Ce procédé établit une bijection entre les deux espaces de fonctions, et
est compatible avec les mesures de Haar sur K et v, sur 2.

Lemme 1.9.4 Les espaces suivants sont en bijection:
’Cn\’C/A[O ~ S(‘TO’ TL) ~ ,C/gll‘o,z‘n]’

0l Gizoz,) €St le fizateur dans G des sommets {zo,zn}, donc du segment
[IO,xn]'
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Démonstration: A une classe a droite kA, on associe le bout k(w), et & un tel
bout on associe sa projection p(k(w)) sur la sphere S(zo,n). Cette projection
ne dépend que de la double classe K"kNp, et on obtient tous les éléments de
la sphére, d’olt la premiére bijection.

On remarque ensuite que p(k(w)) qui est I'unique sommet sur la demi-
géodésique [z, k(w)] & distance n de zo, n’est rien d’autre que k(z,), car k
est une isométrie qui fixe o. On en déduit le deuxiéme isomorphisme. [ |

On peut donc donner une autre description de 1’espérance conditionnelle.
On rappelle que €, la fonction caractéristique normalisée de K", et on
note ay la fonction caractéristique normalisée de Gy 5,,). On a

Proposition 1.9.5 Soit f est une fonction définie sur K invariante a droite
par Np, on a Uégalité
en*x f = fxay,.

La démonstration de cette proposition est immédiate a ’aide du lemme
précédent.

Remarque Cette proposition met en relation différents aspects liés aux ar-
bres: d’une part, le point de vue martingales et probabilités qui y est na-
turellement associé, d’autre part le point de vue arithmétique: on considere
I'arbre de PSLy(Q,), décrit précédement, le sommet origine est fixé par K =

PSLy(Zy), et Gizoz,) €st I'image du groupe des matrices b) € SLy(Zyp),

d
avec ¢ € p"Z,, groupe qui est 'adhérence de I'image du groupe I'o(p™) con-

stitué des matrices (Z 3) € SLy(Z), avec c € p"Z.

On remarque que UB™ est ’ensemble des ouverts de 2, donc que la tribu
engendrée par UB" est la tribu des boréliens de 2.

D’autre part si f € C®(Q), on remarque qu’il existe n tel que f = EB" f.

On notera enfin A, f = EB"f — EB""' f, pour n. > 1 et Agf = EZ°f. On
posera, aussi 6, = €, — €,-1 pour n > 1 et §o = &o.

On a la proposition suivante classique dans les martingales

Proposition 1.9.6 Les projecteurs A, forment une famille de projecteurs
orthogonauz de L2(R), c’est d dire que pour f,g € L*(Q) on a

< f,9>=)Y <Auf,Ang>,

n=0
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et si f€C®(Q), ona

n<<oo

f= Z_%Anf

Démonstration: La démonstration est classique, et ici sera encore plus facile,
quand on aura remarqué que A, est la convolution par 6., ou

bn=1(6—€n_1)*€n=6n* (6 —€n_1),

pour & la mesure de Dirac sur K, que la convolution par § est I'identité, et
que
Em*Ep =Em *¥Ep =Ep, SIiN M,

car K" C K™. [ |

Cette décomposition de I'espace L%(f2) sera utilisée pour diagonaliser les
intégrales d’entrelacement.






Chapitre II: Séries principales

Dans ce chapitre, on va définir et commencer 1’étude des séries principales de
repésentations de G, qui généralisent les séries principales non ramifiées des
groupes p-adiques de rang un.

2.1 Définition des séries principales

On va donner trois modeéles des séries principales, et expliciter le diction-
naire (entrelaceur) qui fait passer de 'un & lautre.

La premiere définition consiste & les définir comme représentations in-
duites. On se fixe un bout noté co et on désigne par B son fixateur dans G.
On rappelle la définition de ’homomorphisme v = v,, de B sur Z, voir page
40, 'entier pair 2v(b) est I’ordre du germe de translation qu’induit b € B sur
les demi-géodésiques du bout oo.

Définition 2.1.1 Soit A\ un nombre complere non nul, on définit le caractére
x» de B par

() = (Vae))®.

Soit C*°(G) I'espace des fonctions complexes localement constantes sur G.
On définit alors

VA= {f €C=(G)| f(gb) = f(9)x>'(b) pour g€ G, bE B }.

On se donne un sommet z de 'arbre, dont on considére K le fixateur dans
G, et on notera dk la mesure de Haar normalisée de K. On notera Rk
I’application qui & une fonction sur G associe sa restriction & K. L’image
RxV* = Vg est un sous-espace de ’ensemble C*°(K) des fonctions locale-
ment constantes sur K. Il est constitué de celles qui sont invariantes a droite
par K N B, et s’identifie naturellement & C*(K/K N B). Il ne dépend donc
pas de A.
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Dans le cas ot le sommet est fixé, et qu’il n’y a de risque d’ambiguité, on
notera R = Ri et V = Vi.

La décomposition de Cartan G = K B implique que Rk est une bijection.

On considere sur V*, la forme hermitienne < f, g >x= [ f(k)g(k)dk.

On a le lemme suivant, dont la démonstration sera apportée plus loin, au
corollaire 2.2.2

Lemme 2.1.1 Soient (x;)i=12 deuz sommets de l’arbre, dont on note K; les
fizxateurs dans G, et A un nombre complexe non nul. Les formes hermitiennes
<>k, et <>k, construites sur l’espace V> sont équivalentes.

On suppose donné un sommet z.

On notera H* le complété de V*, c’est un espace de Hilbert, que ’on peut
réaliser comme espace des classes de fonctions vérifiant f(gb) = f(g)xx(b),
pour g € G et b € B, et dont la restriction & K est de carré sommable.
L’application R se prolonge en un isomorphisme d’espace de Hilbert de H* sur
L*(K/K N B), considéré comme sous-espace de L%(K). Le lemme précédent
permet de voir que I’espace H* ne dépend pas du sommet choisi pour définir
la forme hermitienne.

On fait opérer le groupe G par translations & gauche sur V*.

Définition 2.1.2 Soit A € C*.
Pour f € V* et g € G, on pose 7*(g)f(h) = f(g~'h),

Proposition 2.1.2 1) Pour g € G, l'opérateur n*(g) de V> est borné. Il se
prolonge donc en un unique opérateur borné de H*, noté II1*(g). On obtient
ainsi des représentations 7 et II* de G.
2) La représentation II* admet comme contragrédiente IIN, ot X' = A~1.
Les représentations II* sont unitaires si |A| = 1.

Démonstration: Soit g € G et A # 0, on va majorer la norme de 7.

La décomposition d’Iwasawa de g~! permet d’écrire g sous la forme g =
bh, avecbe€ Bet h e K.

Soit f € V*, on a

I @)1 = [ 17 k)P

Comme f(g~'k) = f(b-'h~'kbb~') = f(b~ h~'kb)xx(b), on obtient en posant
u=>b"th"'kb
I = Da®)P [ 17 wldu,
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ol K’ = b7'Kb est le fixateur du sommet 2’ = b~'z. D’aprés le lemme 2.1.1,

il existe une constante C(K, K’, ) telle que pour toute fonction ¢ € V> on
ait

/ lp(w)[2du < C(K, K', A / lo(k)|2dk;

on vient de prouver que la norme de 7(g) est majorée par C(K, K', \)|xa(b)|.

*Pour démontrer 2), on note é 'inverse du module de B, et on remarque X
a été défini pour vérifier xaXn = 6, avec X' = XA~! et on a I'égalité |x,|*> =
si |A| = 1. On sait que lintégrale [, ¢(k)dk est une forme invariante par
translations & gauche sur l’espace des fonctions vérifiant ¢(gb) = ¢(g)671(b)
pour b € B.

On en déduit sans peine les résultats du 2), en introduisant pour f € V>
et g€ VY o= fg, et en posant < f,g >= [i o(k)dk. [ |

L’espace G/B s’identifie naturellement 2 I’espace des bouts 2, car c’est
Porbite de oo sous G qui est transitif sur €2 et que B est le stabilisateur de
00.

Il est donc naturel de chercher une autre réalisation de ces représentations
comme espace de fonctions définies sur Q.

On rappelle que G opere naturellement sur €2, et qu’étant donné un som-
met = de I’arbre, dont on note K, le stabilisateur dans G, il y a sur Q, que
I'on identifie & un espace homogene sous K, une unique mesure invariante
v, par K, sur Q de masse totale 1.

On sait que G opere sur 2, on en déduit une action sur les fonctions sur

Q par g.f(w) = f(9"'w), et on a
| (g7 w) vy (@) = [ fw)dvw.

A un sommet z de I’arbre est associé la forme hermitienne sur l'espace
C>(9) des fonctions localement constantes sur Q égale a

= dvg(w).

< ,9>= [ f@)g@)dva()

Comme pour deux sommets distincts z et y la dérivée de Radon
dvy(w)

dvg(w)

est une fonction continue non nulle sur le compact €2, le noyau de Poisson
ainsi obtenu est borné inférieurement et supérieurement dans R?.

K(z,y;w) =
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On en déduit que les formes <, >, et <,>, sur C*(f2) sont équivalentes.
L’espace L*(£2) pour la mesure dv; est donc le séparé complété de C*(Q)

pour 'une quelconque de ces formes, et ne dépend pas du sommet choisi pour
définir la mesure.

On se fixe un sommet o, et on note K = K.
Soit s un nombre complexe, il est alors naturel de considérer les opérateurs

w?(g) sur C*(Q), et 2°(g) sur L*(2) que I'on définit comme suit.
Soit f € C*(R), on pose

w'(9)f(w) = K*(g9(20), z0;w) (97" (w)), °

on vérifie aisément que ’on a ainsi défini un opérateur continu sur C*°(2),
N 3 1

et méme borné en norme par supq, |K*~2(g(z), z;w)|. 1l se prolonge donc, de

fagon unique, par continuité & L2(f2) : on notera Q°(g) ce prolongement.

Proposition 2.1.3 La représentation ° admet Q1=° comme contragrédien-
te.

Pour R(s) = § , les représentations Q° sont unitaires.

Ces résultats se démontrent sans peine directement. On pourra aussi les
déduire de ’étude faite au numéro suivant.

Remarque La construction de Q° et de w*, définie en termes géométriques,
montre que ces représentations sont naturellement définies comme représen-
tations de G.

Par ailleurs, comme le noyau de Poisson K (z,y;w) = /qig2~"¥*> pour
deux sommets de méme numéro, et que < g(z), z;w > décrit les entiers pairs,
les facteurs K*(.,.;.) ne dépendent que de (qi1q2)°.

Les représentations Q° et w® ne dépendent donc que de s mod IO:Z’I’WZ.

2.2 Equivalence de modéles II et .

On se donne un sommet z, dont on note K le fixateur dans G et un bout
noté oo dont on désigne B le fixateur dans G.

Les espaces K/K N B et Q sont des K-espaces homogenes isomorphes.
On désignera par u Papplication de K/K N B dans € induite de celle de K
dans Q définie par

k + k(o).

10Ks(.,.;.) désigne, bien entendu, la puissance s—i¢me de K(.,.;.)
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On vérifie sans peine que u est bicontinue et commute a P’action de K.

De plus comme K/K N B et Q sont formés d’une seule orbite sous K,
et sont compacts, on a P'égalité [, p(w)dvz(w) = [x Up(k)dk, qui est une
conséquence de I'unicité des mesures de Haar de masse 1 sur K/K N B.

On considére ensuite R l’application de restriction & K définie sur les
éléments de H* et de V*; on remarque qu’en notant V = RV* et H = RH*
onaV =C>®(K/KNB), et H= L*(K/KNB). Ces espaces ne dépendent pas
de ), et la restriction & K des représentations IT* et 7 est la représentation
réguliere de K sur ces espaces. On a la proposition.

Proposition 2.2.1 Soit A € C*, l'application U = Rou™! de V* dans C*®(Q)
est une bijection isométrique pour les produits hermitiens <, >k et la forme
hermitienne sur C*(Q) provenant de la norme L?(Q,v,). Elle se prolonge en
une isométrie de H* sur L*(0).

Soit s vérifiant A = (qqu)S'%, on a

Uol*=QocUetUon =w’ol.

L’opérateur U est donc un opérateur d’entrelacement de w* et de m, qui sont
ainsi équivalentes, de méme que Q° et de I1*.

Démonstration: Soit f € V* et ¢ = U f. On vérifie d’abord que p € C®(R).

On détermine I’action du groupe G sur f

Soient g € G, et h € K, on a 7(g)f(h) = f(g7'h) = f(K)xx (V) si
g lh=k'V,aveck' e K, b € B.

On remarque dans cette formule que k'(0o) = g~'h(00), donc que f(k') =
@(g7"h(0)).

D’autre part x5 (V) = (v@igaA)™®), d’aprés la formule établie dans
1.5.6, on a

(b)) =< ¢'(z),z;9'(00) > . On a ici

() =< g7 (z),7; 97" (w) >=< z,g9(z);w >,

pour w = h(00).
Cette formule est & comparer & ’expression du noyau de Poisson donnée
A la proposition 1.8.4, dont on rappelle la valeur pour des sommets ,y de
méme numéro
K(z,y;w) = V@&~

on en déduit que, pour la valeur de s choisie, on a

Ur*(g)f(h) = w*(g)p(h(0)),
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c'est & dire que U vérifie la relation Un* = w*U.
Par continuité, en déduit que le prolongement de U, que I’on notera encore
U vérifie UTI* = Q*U, car U est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens. B

Le corollaire suivant est une simple traduction pour les représentations
induites 7 et II des résultats établis pour w et .

Corollaire 2.2.2 Les différentes structures d’espace de Hilbert définissant
‘H* associées a des sommets distincts sont équivalentes.

Les opérateurs II*(g) sont bornés et continus sur H*, de méme que 7(g)
sur V2.

Démonstration: Pour démontrer ce corollaire et le lemme 2.1.1, il suffit étant
donné un sommet y et son stabilisateur K’, de montrer qu'il existe une con-
stante C ne dépendant que de (K,K’,)), telle que pour f € V*, on ait
<fF><C<ff>k.

On remarque que la fonction |f|* € V¥, avec p = /qi@2| A%, on note
t = s+ 3 qui est 'exposant correspondant a u, et ¢ = R|f|2 € C®(Q).

Ona < fvf >K= fQ <p(w)d1/,(w), et

<fifw= [P = [ w1

= [ @@ ™ploo)du = [ K™ (@),2; 00)p(u(o0))du.

L’expression K*(x,u(z),u(co0)) ne prend qu'un nombre fini de valeurs,
car les sommets u(z) sont situés sur la sphere de centre y qui contient , et
que les noyaux de Poisson associés & deux sommets fixés ne prennent qu’'un
nombre fini de valeurs. On pose alors M = sup,cg K*(z,u(z),u(00)).

On en déduit que < f, f >/ <

M . o(u(o0))du = M/Qw(w)duy(w)z M/Qcp(w)K(z,y;w)duz(w).

On conclut en posant C = M sup,,cq K(z,y;w). |

Remarque La définition des représentations 7 et II ne dépend, outre A, que
du choix d’un bout, méme si en apparence la forme hermitienne permettant
de définir H* fait intervenir un sommet, mais on vient de voir que l’espace
de Banach n’en dépend pas.

La définition des représentations w et 2 ne dépend que du seul choix d’un
sommet.
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La proposition précédente montre enfin, qu’a équivalence pres, ces repré-
sentations ne dépendent en fait, ni du choix d’un sommet, ni de celui d’un
bout.

Ce résultat montre, qu’a défaut d’une définition intrinséque, les représen-
tations que nous avons définies sont naturellement définies sur le groupe &
équivalence pres.

2.3 Le modele sur N/H.

On va définir dans cette section une nouvelle réalisation des représenta-
tions précédentes. )

On remarque qu’étant donné un bout w, le groupe N,, opére sur Q et y a
deux orbites 'une est réduite au bout w, 'autre étant Q — {w}.

Ceci se voit sans peine: en effet étant donnés deux bouts w; et wq, tous
deux distincts de w, on considére les deux géodésiques [wi,w] et [wq, w], dont
lintersection est une demi-géodésique du bout w, donc de la forme {z, }n>k.
Il existe donc un élément g du groupe qui envoie la géodésique [wy, w] pointée
par z;, sur la géodésique [ws,w] pointée par .

Cet élément g € N, car il fixe la demi-géodésique [zk,w]. On a triviale-
ment g(w;) = ws.

Cette situation généralise celle de PG Lo, ou 2 est une droite projective,
dont le complémentaire d’un point appelé point a l'infini, est une droite affine.

Pour simplifier I’étude, on va rigidifier la situation, en se fixant une
géodésique pointée, c’est & dire une suite de sommets (5 )nez, dont on désigne
les bouts (0o, —00), la classe des demi-géodésiques (z,)n>k étant oo.

On notera B = B, le fixateur du bout oo, le noyau de v sera noté N,
enfin on notera H le fixateur de la géodésique, H = N N B_q.

On choisit alors un élément w € G qui échange les bouts oo et —oo, et qui
fixe zo. Il vérifie w(x,) = r_, pour tout n. Cet élément est unique modulo
H.

Les représentations w® et Q¢ sont définies sur des espaces de fonctions soit
continues, soit intégrables, et sont donc déterminées par leur restrictions a
I’ensemble Q privé d’un bout.

On va examiner ces restrictions & I’aide du modele 7.

Soit A € C*, on définit une application T de H* ou de V* dans I'ensemble
des fonctions sur N par

T(f) = ¢ ol p(n) = f(nw) pour n € N .

On pose W* = T(V?); soit fy € V* la fonction égale & 1 sur K, donc vérifiant
Fa(kb) = x5 (b)-
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Pour déterminer ) = T(f,), on rappelle la proposition 1.5.7, qui étant
donné n € N permet d’exprimer wnw = n'wb, avec n’ € N et b € B, en
précisant v(n') = —v(n) et v(b) = v(n).

On trouve alors que

ea(n) = (Vo) ™",
ou
w(n) = sup(0,v(n)), avec v(n)=inf{k | n(zx) = zx},
etonaw(n)=0sine Ny=NNK.

Comme une fonction de C*(Q) est localement constante, si elle est nulle
en oo elle est encore nulle au voisinage de ce bout, on a

Proposition 2.3.1 On a
W?* =C®(N/H) @ Cyp,,

ot on a désigné par C°(N/H) lespace des fonctions localement constantes d
support compact sur N/H.

On sait que sur ’espace des fonctions F' sur G qui vérifient les relations
F(gb) = F(g)67(b) pour b € B, ce qui est le cas des fonctions |f|? pour
f € H*, avec |A| = 1, il existe une forme invariante par translations, &
savoir [y F(k)dk; on a vu dans la proposition 1.7.4 que l'on peut choisir
aussi [y g F(nw)dn = (1 + qll) Jx F(k)dk. On a donc établi.

Lemme 2.3.2 Pour |\ = 1, l'image de l'espace de Hilbert H* par T est
Uespace L2(N/H) pour une mesure de Haar convenablement choisie.

On considere ensuite pour p € C* la fonction v, (kb) = p=®).

Cette fonction a, = f, € V?, avec \/qiqzp = p. Si f € V7 alors a,. f € v,
avec 7' = Tp.

Soit A € C*, on consideére f € V*, on remarque |f|2 € V7, ou on a posé
T = /@G| \?, la fonction F = |f|*a, avec p = |A\|7? coincide avec |f|* sur
K, et vérifie F(gb) = F(g)6~'(b) pour b € B.

On en déduit que [y 5 F(nw)dn = (1 + qil) Jx F(k)dk.

On remarque ensuite que F(nw) = |p(n)|%p,(n), ou ¢ = T(f) car ¢, =
T(f,) = T(a—,). On a g,(n) = |A|**™. On en déduit

(1+ %) [ sk = [ o)A dn

Ce qui prouve.
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Proposition 2.3.3 Soient w(n) = sup(v(n),0), et dn la mesure de Haar sur
N/H pour laguelle le volume N N K est 1. On pose

1
dn=(1+ q—)—1|A|-2'"<">dn.
1

L’espace L*(N/H,d\n) est l'image isomorphe par T de H*.

Soit Uy la représentation de G sur L2(N/H,d\n), et uy celle sur W*. On
vérifie trivialement que la restriction U,|N de Uy & N est la représentation
réguliere gauche.

Soit f € H*, et ¢ = T(f), on a

p(rnw) = f(rnw) = f(n"1w) = f(n"w)x3" (W' Tw) = P(n") /@G-

Ceci permet de décrire la représentation Uy(77!) pour un élément 7 qui agit
comme la translation. x, — x,, sur la géodésique. L’application qui inter-
vient ici, n — n", est une sorte de dilatation.

Enfin pour décrire uy(w™!), on utilise la relation wnw = n'wb. L’applica-
tion n +— n' est une sorte d’'involution de N/H — H qui provient de l'action
w — w(w) sur  — {00, —0c}. On obtient

Ur(w™)p(n) = f(uwnw) = f(rwhG" ¢) = o) (VGBN".

On voit qu’au facteur (\/Giga\)~"™ pres, ux(w™') ne fait intervenir que
Papplication n — n/.

Remarque La dépendance du N—modele par rapport aux choix faits est
facile a voir.

Changer de bout, c’est & dire remplacer —oo par un bout w®, tout en
gardant bien entendu oo, revient & conjuguer la situation par un élément
n € N qui vérifie w® = n(—o0), car NN B = H".

Changer d’origine sur la géodésique revient a remplacer w par w; = wt
avec un élément t qui stabilise la géodésique [—o0, 00], donc qui y agit par
translation. Pour f € V*, la comparaison de p(n) = f(nw), et de p;(n) =
f(nw,) est tres simple, car ¢;(n) = f(nw;) = f(nwt) = f(nw)xx(t).

On voit ainsi que ¢; s’obtient & partir de ¢ par une multipliation par le
facteur constant xx(t).

L’exemple de PSL,.

On se donne un corps p-adique k, dont on note o I'anneau des entiers,
p = wo l'idéal premier, ¢ le cardinal du corps résiduel, et val la valuation
associée.
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On considere le groupe G = PSLy(k).

Son arbre est ’ensemble des classes de réseaux de k2, c’est un arbre semi-
homogene de type (q,q). On désigne z, la classe de o x p”. On a ainsi défini
une géodésique pointée, dont note 0o, —oo les bouts, le premier correspond &
la droite ke;, autre a ke,.

L’élément w image de ((1) _01> échange x,, et z_,.

Le groupe B est formé des images des matrices triangulaires supérieures,
le groupe N (resp. H) des images de

a T a 0
{(O ol ) |val(a) = 0}, (resp. {(0 0! ) |val(a) = 0}).
Le groupe {((1) 1 ) |z € k}, isomorphe & k, est une section de N/H.

Onvériﬁequev((O "f) = inf{k| <0 1)6Nk}—val( ).

0
0 w!
av(r) =1, et v(d) = val(t).
On voit ainsi que si f € V* et ¢ = T(f), en écrivant par abus, ¢(z) =

1 z 1 _f[a b
go((o 1)),etenposemtg —(c d),ona

. t 0
On considére 7 = , et plus généralement d = ( ) , on

0 t1

w@eta) = 107 (5 ) w) = el

On trouve

g’l((l) ‘f)w(el)=(ax+b,cx+d), et((l) ?1/>w<0 i )(el)z(ty,t),

douy= %, t =cr+d, v(b) = val(t), et Xit(b) = (gh)~v®.
Ayant posé gh = g%, avec 'exposant s qui correspond a A dans I’ équiva-

lence de w* et de 7, on obtient alors la formule
ar +b

T + d)

Apres avoir identifié N/H & k et noté dx la mesure de Haar sur k de
volume 1 sur I’anneau des entiers, la mesure dm, s’explicite en

us(g™e(e) = lez + d*o(———

dma(z) = (1 + %)l)\l""w(’)dm.
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Dans cette formule on a noté w(z) = sup(0,v(z)) = sup(0, val(z)).
Cette présentation est bien classique, voir par exemple [G-G-P].

2.4 Irréductibilité

L’objet de cette section est de discuter 'irréductibilité des représentations
7> et I1*, et de décomposer en facteurs irréductibles celles qui ne le sont pas.

On considérera un sous-groupe J ouvert compact de G, dont on sait,
d’apreés la proposition 1.3.8, qu'il fixe un sommet de I’arbre, et une représen-
tation V de G. On étudiera V’ ensemble des éléments de V invariants par
J.

On va expliciter V/ dans un certain nombre de cas.

Soit J = K le fixateur d'un sommet z, et V I'un des G-modules V> ou
H.

Une conséquence de la décomposition d’Iwasawa est que V%= est un espace
de dimension un, constitué des multiples de la fonction ¢ € V* égale & 1 sur
K,.

On se fixe une géodésique infinie pointée (z,), et un élément w qui vérifie
w(Zp) = Z_n; on considére J = I le groupe d’Iwahori fixateur de 1'aréte
[0, 71], et K = Ky,.

On considere les fonctions ¢}, 7 de V> déterminées par leurs restrictions
3 K, qui sont égales aux fonctions caractéristiques de I pour ¢} |, et de wI
pour ¢y |-

La décomposition K = I Ulwl, montre que ces fonctions forment une base
de V!, qui est donc de dimension 2.

Q est réunion disjonte des deux I—orbites 2+ = I(00) et Q~ = I(—00),
et on a

OF = {w| 21 € [T0,w]} = Doy 6 Q7 = {w]| 20 € [T1, W]} = Uy -

\

Intuitivement, cette partition de £ classe les bouts & ”droite” ou & ” gauche”
de ’aréte, suivant la valeur de la projection du bout sur I'aréte.

Pour obtenir des résultats d’irréductibilité, on utilisera la dualité G-
invariante entre représentations obtenue a partir de celle de V* et V¥ ainsi
que celle de H* et HY, pour AN = 1.

On considére V = V* (resp. V = H*) et V' = V¥ (resp. V' = M), avec
A et )V comme ci-dessus, on suppose qu’il existe deux sous-espaces vectoriels
V et W fermés invariants par G de V qui vérifient V C W.

On désigne, pour un sous-espace U de V, par

Ut={geV |VfeU <g,f>=0}.
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On a une définition analogue pour V', les roles de A et X' étant symétriques, et
on vérifie sans peine, que si U est fermé, on a (U+)L = U. On vérifie ensuite
que Wt C V* sont deux sous-espaces invariants par G, et que la dualité
entre V et V' induit une dualité G-équivariante entre V/W et Wi /VL.

Le lemme suivant, conséquence de ce qui préceéde, et qui est classique,
sera utile.

Lemme 2.4.1 On garde les notations précédentes.

Le G-module V est irréductible (ne contient pas de sous-module invariant
fermé) si et seulement si le G-module V' est irréductible.

Soit V' un sous-espace invariant fermé de V. Alors V est un G-module
irréductible, si et seulement le module quotient V'/V* est irréductible.

Et dualement, soit W un sous-espace invariant fermé de V. Alors V /W est
un G-module irréductible, si et seulement le sous-module W+ est irréductible.

Le lemme suivant donnera un critere d’irréductibilité.

Lemme 2.4.2 Soit J un sous-groupe ouvert compact de G fizant un sommet
xo de larbre, et K = G4, Soit V. C V un sous-espace invariant fermé, on
suppose que V7 est de dimension un, et engendre le G-module V (topologique-
ment siV = H>, algébriquement si V = V*). On considére dans V' la fonc-
tion f; dont la restriction & K est la fonction caractéristique de J, et on
suppose que fj engendre le G-module V'.

Alors le G-module V' est irréductible.

Démonstration: On notera 7 la représentation de G dans V, ainsi que la
contragrédiente dans V'. On désigne par m le volume pour la mesure de Haar
dg, et on considere le projecteur

1
P’ = W/JW(Q)@,

et sa restriction a V.

On a V’ = P/(V). 1l suffit de montrer que P’(V) C V, ce qui se prouve
en distinguant les cas. Si V = V?, la restriction & K d’un élément f € V*
est localement constante, il existe donc un sous-groupe ouvert H C K tel
que pour tout h € H,g € G on ait f(hg) = f(g); comme J N H est d’indice
fini dans J, P’ f € V comme moyenne finie de translatés de f. Si V = H*, le
sous-espace V est supposé invariant et fermé, donc P’(V) C V, car P’ est
une limite de moyennes finies de translations.
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Pour montrer que V est irréductible, on considére un sous-espace invariant
(fermé) W non nul de V : il faut vérifier qu’il est égal a V.

Pour cela, on montrera que PY (W) = V7, car alors W contiendra le sous-
espace P7(W) cyclique dans V. Et pour Iétablir, il suffira de vérifier que
W7 # {0}, car V"’ est un espace vectoriel de dimension un. Ceci se prouve
par l'absurde, car si P/(W) = 0, pour tout f € W et tout g € G, on a
7(g)(f) € W, d’ot PJ(vr(g)f)(l) = 0. On remarque ensuite que

Pr@NW) = s [ 7@ @k = — [ (o) )k

1 1
=m<f_], m(g)f >= - )<7T(9)fJ,f>

On conclut en utilisant le fait que Porthogonal de ’espace engendré par
m(G)fs est nul, car, par hypothese, cet espace est dense dans V'. |

Le lemme suivant décrit les vecteurs K, invariants dans les représentations
étudiées.

Lemme 2.4.3 On fize A, et on pose a = /q1g2A = (q1¢2)°. On fize une

. , 1 . .\
racine carrée az, et ses puissances entiéres. On notera V [l'espace du G-
module w®. Soit la fonction 1P, égale a

hy(w) = aF<BEow>
On a w*(9)Py(w) = Yy(y) En particulier VKv = Capy, et g(VEv) = Vs,
Démonstration: On rappelle que
W*(9)f (W) = a<sEe0w> £(g=14).
qui est égal 3

1 . 1 .
a§<g(zo),zo,w>a5<y T0ig—1(w> _ a2<y(y),zo,w>’

qu'on obtient en remarquant que < g(y),Zo; g (w) >=< y,g(zo);w >,
comme conséquence de l'invariance de <,; > par G, et en utilisant I'additivité
du cocycle < y, T w >=< Yy, 2;w > + < 2z, T;w > . |

On a

Lemme 2.4.4 On suppose que \\/Giqz # 1 et que V = V.
L’espace engendré par les VE=| quand = parcourt Uarbre, est égal ¢ V.
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Démonstration: On se place dans modele 2, c’est a dire, on suppose que
V = C=(Q). On se donne une origine zo dans l'arbre, on considere V, = {w €
| y € [zo,w]}, dont on note p, la fonction caractéristique. On sait que
C>(12) est engendré par {p,}.

Soit V = Y ,c 4 VK=, il est engendré par les 9, pour z € A.

Nous établirons, que ¢, € V. Pour y = o, on a ¢y, = ¥,. Supposons que
Y # To, soit z € [zo,y], avec d(y, z) = 1. Comparons ¢y (w) et ¥,(w). On note
p(w) (resp. p'(w)) la projection de w sur le segment [zo,y] (resp.[zo,y]). On
remarque que V, = p~!(y), et que p et p’ coincident sur le complémentaire
de V. Sur V, on a p(w) =y et p'(w) = 2.

On pose pour simplifier p(w) = u et p'(w) = v, et on a

<Y, Tow > — < 2,T,w >= d(m())/u’) - d(y,’u) - d([l,‘o,‘v) + d(Z,'U).

Cette expression est donc égale & —1siw ¢ V,etalsiw eV,

On considere wy—a_lﬂ/)z. L’expression ci-dessus montre que cette fonction
est nulle sur le complémentaire de V,,, et vaut c,(y) = a7%=o¥(1 — o) sur
|

Comme a # 1, ca(y) # 0, on peut éerire @, = ca(y)~ (1, — a~74,), d’od
le lemme. | ]

Lemme 2.4.5 1) Soit A # —\/%2—1, c’est @ dire \\/q1qz # —qo-
Soit y un sommet de numéro 2 voisin de xo, alors

| 7 (@)bndg =y,

K’U

avec une constante ¢ non nulle.
En particulier 1,, engendre V = Y ,c 4 VK= comme G-module.
2) Soit A = — g—%, c’est & dire A\\/q1G2 = —@q2.
Pour tout sommet y de numéro 2, on a

/Ku W/\(g)wzo =0.

Démonstration: Soit y un sommet, d’apres les propriétés de la mesure de
Haar, l'intégrale suivant K, de 9, est une fonction Ky-invariante de VA
Comme les éléments de V* invariants par K, forment un espace de dimension
un, cette intégrale est un multiple de 1,

Pour voir si ce multiple est nul ou non, comme la fonction 1, n’est jamais
nulle, il suffira d’évaluer le membre de gauche sur un bout w bien choisi pour
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établir 1) ou 2). La fonction 1),, est la fonction égale & 1 sur 2, la valeur
du membre de gauche évalué en w est égale, & un facteur non nul prés qui
dépend des mesures, 3

E MO G q2)%<zﬂo;w>.

d(z,y)=d(zo,y)

Soit S la valeur de cette somme sur un bout w qui vérifie zo € [y,w]. On
posera a = A\\/q1q2

Etablissons le 1) : < z,zo;w >= d(zo,20) — d(2,70) prend la valeur 0
pour z = zg et prend g, fois la valeur —2 pour z € B(y,1),z # zo. On a
donc S = 1+ g™}, qui est nulle si et seulement si @ = —gy. D’ot1 le premier
point de 1). L'espace engendré par ., comprend des vecteurs invariants non
nuls pour des fixateurs de sommets de chaque numéro. D’apres la formule
7(9)¥y = Yg(y), ON Voit qu’on les engendre tous.

Etablissons le 2) : on pose 2n + 1 = d(zo,%), et on note ¢(z) la projection
d’un sommet z € B(y, 2n + 1) sur le segment [xo,y].

On a pour un tel sommet < 2, zo;w >= —d(z, o) = —2d(z0, ¢(z)), parce
que q(z) est aussi la projection de y sur [z, 2] et que zo et z sont une sphere
de centre y. La somme S s’écrit

Y () U = (—gp) TS avee S'= Y. (—go) @),
z€B(y2n+1) 2€B(yan+1)

On note y; le sommet de [ro,y] qui vérifie d(yk,y) = k, et ¢ le cardinal de
Qr={2€ B(y,2n+1) | q(z) =y}, pour k=0,...,2n+ 1.

Ona S =Y c(—q).

On a cont1 = 1, car Qany1 = {0}

Calculons ¢, pour k = 1,...,2n. Un sommet z € B(yk,2n + 1 — k) est
dans Qy, si et seulement si [z, yk] NS (yk, 1) N{Yk-1,Yk+1} = 0. Soit j le numéro
de yx, on a gj — 1 choix possibles dans S(yx, 1), ces choix ayant étés effectués,
on prend tous les éléments de la boule B(yk,2n +1— k) qui se projettent sur
la sphére S(yk, 1) sur ces ¢; — 1 sommets.

On distingue suivant la parité de k.

Sik =2l # 0 est pair, on a j = 2, et il y a (qg2)"" choix possibles,
comme on ’a déja vu en calculant la cardinal des sphéres. On obtient

o= (2 — )(0102)" ™" = @2(132)" ™" — (@1 2)" ™"

Si k =0, on a g(z) = y, on obtient tous les éléments z € B(y,2n + 1) tels
que y; ¢ [2,y] N S(y,1). Ceci donne g, projections possibles, et pour chaque
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sommet obtenu, il y aura (g;¢2)™ choix possibles, d’ou

= (2)(q1q2)™

Si k=2l+1est impair,onaj=1,etilyaq?(qg:)" ! choix possibles,
comme on l’a déja vu en calculant la cardinal des sphéres. On obtient

)nll

cu1 = (1 — 1)g2(q192 (g)" ™" = (I2(Q1Q2)n_l_l-

On obtient

n—1

S =co+ Zczt 0©)* = Y cupi (@) — (@)™
1=1 =0

= 242(111(12)n_lq21 Z ©g)"q Z((I g)" 2I+I+Zq2 (quge)" g2
=0 =1 1=0

n
— Z (qlq2)n l Z(ql(h)n -l Zq2 (I1(12 n = 2l + Z q1q2 n - 1q2l+2
=0 =0

d’ou S8’ =0. |
Des lemmes précédents on déduit

Théoréme 2.4.6 Si )\ # (/@1G2)t!, et si X # (—\/gl—z)i‘, les représentations
7 et II* sont irréductibles.

Démonstration: On choisit un sommet de numéro 1, dont on note J le fixa-
teur. On considére V = V* ou H*, on pose X' = X"

Alors V = V¥ ou H" est la contragrédiente de V. Les espaces V’ et 1V
sont de dimension 1.

Si X # —\/;If, V7 engendre V = ¥, 4 VK=, qui si A # (,/q1g2) ! engendre
V.

De méme, si X' # — /& et X' # (@@)™", alors V' engendre V', qui est
donc engendré par la fonction f; € V' égale & 1 sur J. D’ou lirréductibilité
de V sous les hypothéses du théoreme. [ |

Proposition 2.4.7 Soit A\ = —\/—g, alors TI* (resp. m) est de longueur
deur. Il contient un sous-espace invariant fermé T, (resp. t' ).
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Ce sous-espace T" (resp. t' ) posséde pour tout sous-groupe compact K,
fizateur d’un sommet x € S, une droite de vecteurs invariants par K, et
aucun vecteur non nul invariant par le fizateur K, d’un sommet y € S,.

Plus précisément, si on note PXv = m(}ﬁ) Ik, 1 (9)dg le projecteur sur
les vecteurs K,-invariants, on a T* = Nyes, ker PEv et t! = T' N VA

Siqi # g2, il n’ y a pas d’autre sous-espace invariant fermé (resp. invari-
ant).

On note Ty 'espace quotient de H* par Ty, (resp. t, ’espace quotient de
V2 par ty. Les représentations Ty et Ty (resp. t; et ty) sont topologiquement
(resp. algébriquement) irréductibles.

Les représentations Ty et ty, possédent, pour tout sous-groupe compact K,
fizateur d’un sommet y € Sy, une droite de vecteurs invariants par K, et
aucun vecteur non nul invariant par un K, pour x € S;.

Siqy = qo, alors A = —1, il existe dans H™! (resp. V') deux sous-espaces
invariants fermés T' et T? (resp. t' et t* ) non triviaus.

La représentation II7! (resp. 7! ) est somme directe Ty © Ty (resp.
t @ tp), chaque T* (resp. t'), pour i = 1,2, posséde pour tout compact K,
fizxateur d’un sommet © € S;, une droite de vecteurs invariants par K, et
aucun vecteur non nul invariant par un K, pour y de l'autre numéro.

Il n’y a pas d’autre sous-espace invariant fermé (resp. invariant) non
trivial.

Démonstration: On remarque d’abord que si A = —,/ g%, la contragrédiente
de 7 est 7 avec X = — L. Donc, le passage 4 la contragrédiente échange

les réles de ¢; et de go.

On notera, provisoirement V] le sous-espace engendré par par les fonctions
K -invariantes pour z € Sy, et Vo = Nyes, ker PKv.

Soit V un sous-espace invariant non nul de V3, montrons qu'il contient V.
En effet il existe 2 € S; tel que VX= £ 0. Sinon 'orthogonal de V' contiendrait
I’espace engendré dans V' par les fonctions K,-invariantes pour z € Sy, tout
en contenant ’espace engendré par les fonctions K,-invariantes pour y € Sy,
car V C Nyes, ker PXv. On déduirait,que orthogonal de V' est V', car ces
fonctions l'engendrent, d'on V = {0}. D’ou V; C V, car V; est engendré
par la droite de fonctions K,-invariantes pour un z € S; donné, puisque
la représentation 7* permute les droites de fonctions K-invariantes pour le
différents sommets z € S;.

Montrons ensuite que V; = V3. Comme d’aprés le 2) du lemme 2.4.5,0n
a Vi C V4, il suffit de montrer que le module quotient V5/V; est nul. Son
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orthogonal, qui est contenu dans un sous-quotient V', est contenu dans la
contragrédiente de V; engendré les images des vecteurs invariants par les K,
pour y € S, et étant orthogonal & Vi, il contient les images des vecteurs
invariants par les K, pour y € Si, donc contient 'image de V*' d’apres le
lemme 2.4.4.

Ce qui démontre I'irréductibilité de 7.

On considére d’abord le cas ¢; # go.

Il n’y a pas d’autre sous-espace invariant non trivial fermé que T*. En effet
soit W un tel espace, comme W ¢ T?, il existe un sommet y, € S, tel que
W¥w £ {0}. Comme ) # —\/%, 'espace V* est engendré par les vecteurs
invariants par les K, pour y € S, qui sont proportionnels aux transformés
par 7 des éléments K, -invariants de V*. On en déduit que V = V> ou
V = H*. Ceci prouve en particulier que 7" qui est le quotient par T est
irréductible, ne possede pas de vecteur non nul invariant par K, pour z € S,
et en possede une droite par K, pour y € Ss.

Enfin, on vérifie aisément que la contragrédiente de T! est T", celle de
T? est T".

On considere ensuite le cas ¢; = ¢2(= q).

On remarque que A = —1, donc la représentation IT* dans H? est unitaire,
car elle est sa contragrédiente.

On a H* = T' @ T?, et H* ne posseéde pas de sous-espace invariant fermé
non trivial autre que T*.

En effet, les espaces T" et T? sont les orthogonaux 'un de I’autre. L’or-
thogonal de T' NT? est un espace invariant fermé qui contient 7" + T, donc
les vecteurs K,-invariants pour tous les sommets: il est donc égal & H*, d’ou
T'NT? = {0}.

Par dualité, on voit que 'orthogonal de T! + T? est 'espace invariant
fermé qui contient T! NT? = {0} : d’ot T + T2 = H .

Soit V un sous-espace invariant, et posons Vi = V N T". Comme T* est
irréductible V¢ = T* ou V* = 0.

Si V! = V2 = {0}, alors V est orthogonal & T" et & T? donc & la somme
T' +T?% dou V = {0}.

Si Vi = {0}, alors V est contenu dans I'orthogonal de T* donc dans T”
(j étant le numéro différent de 4). I est donc égal & 77 ou & {0}. Enfin, si
Vi # {0}, pour i = 1,2, alors 'égalité V = H?, est triviale, car T' +T? C V.
Les énoncés pour 7* se déduisent trivialement des résultats démontrés pour
II*, quand on aura remarqué que les vecteurs de H* invariants par un sous-
groupe ouvert compact sont dans % ]
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La question de ’équivalence des représentations ainsi construites sera discutée
au chapitre 4 en utilisant une analyse approfondie des opérateurs d’entrela-
cement.

L’utilisation des fonctions (zonales) sphériques permet de comparer deux
représentations.

Le lemme suivant est classique, cf. [G].

Lemme 2.4.8 On considére (m,V), (7', V') deuz représentations algébriqu-
ement irréductibles de G, dont on note V (resp. V') les contragrédientes de
V (resp. V').

Soit J un sous-groupe compact de G, et on suppose que dimV’ = 1 et
que dim V" = 1.

On se donne des vecteurse € V7 e € V'’ ete € VI, & € V" qui vérifient
<ee>=<eé,e >=1, et on considére alors les fonctions sphériques

py=<m()e,e>, et ; =<u'(.)e, e >,

alors les représentations w et w' sont équivalentes si et seulement si p; = ¢;.

On suppose, de plus que V et V' sont des espaces normés, et que les
opérateurs w(g) et 7'(g) sont bornés. On note H (resp. H') le complété de
V' (resp. V') pour cette norme, et I1 (resp. II') la représentation de G dans
H (resp. 'H'), prolongeant par continuité w. (resp.w’.) On suppose que pour
tout g € G on a Uégalité ||II(g)|| = ||IIV(g)||. L’égalité o5 = ¢’y implique alors
I’équivalence de I1 avec IT'.

Démonstration: La condition nécessaire est évidente, la condition suffisante
se démontre en remarquant l’espace V est engendré par les translatés d'un
vecteur J-invariant non nul, que 'on décrit a l'aide de ¢;. Le passage au
cas topologique est trivial, sous les hypothéses de I’énoncé. Enfin, si V et
V' sont des espaces préhilbertiens, et si m et 7’ sont unitaires, la condition
ITI(g)|| = |ITT'(g)|| est trivialement vérifiée. ]

On appliquera, pour commencer, ces résultats au cas ot J = K est le
fixateur d’'un sommet. On a g~! € KgK, dans la décomposition de Cartan,
d’ol gk (9) = px(g7").

On calcule g dans le cas ot V est un sous-module, ou un module quotient
d’un V.

Soit f% défini par fx(kb) = x3'(b) : on a

Pkl) = s [ Sk o)k
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Cette fonction sphérique définie, & partir de V* est en fait définie sur V,
pourvu que dim VK = dim V¥ = 1.

On vérifie sans peine, que cette intégrale est en fait une somme finie,
indexée par K/K NgKg™', de termes m(K N gKg~")x5'(b,), avec b, € B.
C’est donc un polynéme a coefficients réels en .

Pour ¢ la fonction sphérique de V, et @, celle de la contragrédiente V de
V,ona ¢(g9) =p(g7"). Dol

o 0 . il _ L l 7 . A
Proposition 2.4.9 Si A # (/q1q2)*! et A # Vi les représentations m

-1 , .
et ™ sont équivalentes.

Si de plus |\ = 1, les représentations II* et I’ sont unitairement
équivalentes.

Démonstration: 1l suffit de remarquer que, pour X' = A~T, on a

-1 VIR _
¢ (9) = ¢¥(9) = pMg7) = ¢M(9),
car la représentation 7% est la contragrédiente de 7. |
Ces raisonnements s’appliquent aussi pour A = —(,/%4)*!. Pour chaque

a2
i = 1,2, on choisit comme compact K = K; le fixateur d’un sommet donné

de numéro i. Les G-modules t* et t* sont contragrédients, les fonctions K;-
sphériques calculées dans V> V> et dans t*,t" sont les mémes. On obtient.

Proposition 2.4.10 La représentation t* considérée comme sous-représen-

tation de V> est équivalente d la représentation t" considérée comme quotient
, . -1

de la représentation de V2.

Une réciproque a ces propositions sera donnée dans le corollaire a la propo-
sition 3.2.2, ol on donne la valeur explicite des fonctions sphériques.

Soit A = \/q1¢z, alors le caractére x» est 6 = 6p 'inverse du module de B,
il existe donc sur H* une forme linéaire invariante par l’action de G. Cette
forme §; g f est égale, pour tout fixateur d’'un sommet K, & un multiple non
nul de [y f(k)dk.

Définition 2.4.1 Soit A = /qi1qz, on appelle représentation de Steinberg
l'un des sous—G-module

St={f€H*|}{G/Bf=O} oust={feV*| fG/Bf=0}.
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On remarquera que dans H* lintégrale ¢, /B est bien définie, car elle peut
étre interprétée comme le produit scalaire dans L?(K) de la restriction & K
de f et de la fonction constante 1, qui est de carré intégrable sur le compact
K.

De méme, pour A~! = ,/qqs, le caractére X, est trivial, les G-espaces V>
et * sont les espaces C*(G/B) et L?*(G/B), o G opére par la représentation
réguliere, dans lequel les fonctions constantes forment un sous-espace invari-
ant.

Définition 2.4.2 Pour A = \/qig; ', on appelle représentation de Steinberg
Uun des G-modules quotients St' = H*/C1 ou st’ = V*/C1.

On notera que St et St’ sont les contragrédientes ’'une de I’autre, de méme
que st et st’.

2.5 Cas des arbres homogeénes

Soit Ay = (S, A) un arbre homogeéne de type ¢q. On considére G un sous-
groupe d’automorphisme de fermé de .4, doublement transitif.
On désignera par ¢ le caractére d’ordre 2 de G, défini par

clg) = (~1)*=ote

pour un sommet z € S. On considérera G* = ker¢, qui est un sous-groupe
d’indice deux.

Proposition 2.5.1 L’application f +— €f induit un isomorphisme de m=>
avec € @ ™, ainsi que de II™> avec e ® II .

Les représentations m> et II* sont irréductibles sauf si A = i\/aﬂ. Dans
ce cas, elles sont de longueur deuz, avec un facteur de dimension un.

Pour \ = \/(7*1, on obtient en outre le module st ou st’ qui est irréductible.
Les modules st et st' sont équivalents, et on verra, au chapitre suivant, qu’ils
sont de carré intégrable.

Il en est de méme pour A = —\/(T“, on obtient alors les modules € @ st et
€ st

Enfin, les modules St et St' sont irréductibles.

Démonstration: Si f(gb) = f(g)xx'(b), la fonction F = fe vérifie F(gb) =
F(g)e(b)x3" (b), or €(b)xx ' (b) = XZA(b).

On considere ensuite I’arbre A, ;, dont les sommets de numéro 1 sont les
sommets de ’arbre homogene, ceux de numéro 2 sont les arétes.
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Les compacts maximaux de numéro 1, sont les fixateurs des sommets de
'arbre A, et sont dans le noyau du caractere e.

Un compact associé & sommet de numéro 2, qui est une aréte de ’arbre
A,, est le stabilisateur de cette aréte; c’est aussi le normalisateur du groupe
d’Iwahori qui fixe cette aréte. Il contient des éléments sur lesquels € vaut —1.

En particulier pour A\ = —q la représentation T? est définie dans I’espace
des fonctions qui vérifient [ F'(g)dg pour tout fixateur de sommet de numéro
1, c’est a dire fixateur d’'un sommet de I’arbre A,, et comme on a pour
F = ef, Pégalité [, F(g9)dg = [k f(g)dg, pour ces compacts K considérés,
on a st = T?. De méme, on prouverait st’ = T"2. Dans ce cas on vérifie que
T'=T"=¢. ]

On désigne par Gt = kere N G. C’est un groupe qui opere sur l'arbre
homogene avec deux orbites; il est doublement transitif sur ’arbre A, 4 obtenu
a partir de ’arbre homogene en choisissant un sommet zo décrété de numéro 1
ainsi que ceux qui sont a distance paire de o, les autres étant de numéro 2. Les
compacts maximaux de G, qui sont répartis en deux classes de conjugaison
dans G*, sont les compacts maximaux de numéro 1 de G.

Si on écrit B = 7ZN, alors Bt = BN Gt = 72N = 1ZN, avec 74 = 72
On note x;} le caractere associé a G, et w¥ et IT} les représentations induites
de G* obtenues. On a

XE(r4) = P = an, et xalry) = (VAN? = aA* = xha(rs).

Ce calcul, et la remarque que les compacts maximaux de G sont des
compacts maximaux de G prouve

Proposition 2.5.2 La restriction des représentations & Gt est donnée par
2 >Y )\2
g+ =7Ti , et g+ =114 .

Elle sont irréductibles, sauf si \2 = —1, A2 = ¢*1.
Si X2 = —1, la représentation
Mg =1 =T' & T?,
ou T, T? sont deur représentations unitaires orthogonales, et il existe un

opérateur unitaire U, et un automorphisme extérieur a de G*, restriction d
G+ d’un automorphisme intérieur, qui vérifient pour tout g € G*:

UT'(g) = THa(@)U et UT*(g) = T'(a(g))U-
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Démonstration: Le premier point est déja connu.

L’opérateur U est facile a définir. On choisit un élément h € G,h ¢ G*.
Comme le sous-groupe G* est d’indice deux dans G, il est distingué, d’ot
'automorphisme a(g) = hgh™!, et Papplication U = IT*(h).

La formule suivante II*(h)IT*(g) = II*(a(g))IT*(h), est évidente, il reste &
vérifier que IT*(h) échange les espaces V' de T et V2 de T2.

Soient W! = II*(h)V?, et W? = IT*(h)V2. Comme

I (a(g)) I (R)V* = TIX(g)TIX () V7,

les espaces W* sont des espaces invariants par G*, fermés non triviaux, ils
ne peuvent étre égaux qu'a V! ou a V2. L'égalité V* = W, impliquerait la
stabilité de cet espace par I’action du groupe G = G*UhG™. Ceci contredirait
lirréductibilité de IT*. Donc W! = V2 et W2 = V1. |

Remarque L’irréductibilité des représentations de Steinberg, qui sera dé-
monstrée dans la section suivante, montrera que les représentations de Stein-
berg, et les représentations de Steinberg tordues par le caratere € de G, qui ont
d’ailleurs méme restriction & G*, et apparaissent comme les sous-modules ou
modules quotients, de dimension différente de un, des IT* et 7* pour A\? = ¢*!,
restreints & G* restent irréductibles.

Ainsi, TI*¥ et 7** seront les seuls sous-quotients irréductibles des séries
principales de G, dont la restriction & Gt n’est plus irréductible.

Remarque Dans de nombreux cas, un groupe d’automorphismes H double-
ment transitif d’un arbre A, 4 provient d’un groupe d’automorphisme G d’un
arbre homogene, pour lequel on a H = G*.

C’est le cas de PSLy, d'un groupe SU(4) associé & une extension non
ramifiée, et bien entendu du groupe Gf. Par contre, il n’en est pas ainsi
dans le cas o H = SU(3) associé & une extension ramifiée, car méme si les
compacts maximaux des deux classes de conjugaison ont méme volume, les
uns sont hyperspéciaux, pas les autres. Voir [T-2].

L’exemple de G} permet de comprendre les représentations T* dans les
cas d’un sous-groupe G C Gg .

Enfin, les cas d’arbres homogenes que 'on vient d’étudier, donnent des
cas extrémes pour les facteurs t'. Dans un cas on obtient un module de
dimension un et un module de codimension un, dans I’autre deux modules
presque isomorphes, sans étre isomorphes, car ils ne possedent pas de sous-
module invariant non trivial par les mémes compacts maximaux.
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2.6 Représentation de Steinberg

Le lecteur, dont I'intérét se réduit aux groupes d’automorphismes d’ar-
bres homogenes, peut se dispenser de cette section, les résultats qui y figurent
ont déja été établis, ou le seront comme conséquence de 1’étude des fonctions
sphériques, qui sera faite au chapitre suivant.

Proposition 2.6.1 Les représentations St et St', ainsi que st, et st', sont
irréductibles.

Démonstration: On se donne une géodésique pointée (z,)nez, €t on consideére
le fixateur K de xo, et le fixateur I de laréte [z, 1]

Soit A = \/q1¢2. On appliquera le lemme 2.4.2 & J = I, et au module st
qui est égal a V = {f € V*| {5/ f(g)dg = 0}.

On a deja vu que dim V! = 1. 1l s’agira, pour prouver I'irréductibilité
de St, de montrer qu’un générateur de V' engendre V, et que la fonction
fr € VX' définie par sa restiction & K, égale & la fonction caractéristique
de I engendre VA Ce sera l’objet des deux lemmes suivants, qui seront
établis en utilisant le modele 2 de représentations dans I'espace C>®(2), et
en utilisant le lemme 2.4.1, on en déduira 'irréductibilité de st’. Enfin, de
Pirréductibilité algébrique de st et de st’, on déduit I'irréductibilité toplogique
de St et de St’, car ces deux modules sont engendrés par la droite des éléments
invariants par I. ]

Nous allons introduire quelques notations.

Poury € A, onnote V, = {w | y € [zo,w]}, qui est égal 4 Qsi y = xo, et @,
sa fonction caractéristique, et on rappelle la notation 2,5 = {w | b € [a,w]},
pour a,b € A, qui est égal & Q2 si a =b.

Lemme 2.6.2 Soit A = \/q1qz. L’élément f1 € VA dont la restriction & K
est la fonction caractéristique de I, engendre le G-module 72

Démonstration: L'espace V*™' est simplement ’ensemble des fonctions lo-
calement constantes sur G invariantes 3 droite par B sur lequel G opére
par la représentation réguliere gauche. Son image dans le modele sur €2, est
’ensemble C*(Q2), sur lequel G opére par translations; il est engendré par
les ¢,. On notera que l'image de f; dans le modeéle sur 2, est la fonction
caractéristique de I(co) = V,,. On en déduit que 7 (g)f; a comme image
la fonction caractéristique de gV, = Qy(z0) g(21)-
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On considére y € A tel que d(zo,y) soit impair, on note z le sommet
T € [0,y qui vérifie d(z,y) = 1: on a légalité V, = Q..

Soit g € G avec g(z1) = y et g(zo) = z, comme Q,, = gVs,, on en
déduit que l'image de l'espace engendré par f; contient tous les y,, avec
d(zo,y) impair. Les fonctions ¢y, avec d(zo,y) impair, engendrent C>(Q),
car si d(zg,2) = 2n > 0, 'ensemble V, est la réunion disjointe de V, avec
d(0,y) = 2n+ 1 et z € [xo,y], donc la fonction ¢, est la somme de ces ¢,
quand y décrit ce méme ensemble. |

Proposition 2.6.3 Soit A = ,/qigz. On considére hy € V> défini par sa
restriction ¢ K, donnée par hi(k) =q sik €I, et hy(k) = —1 si k € Tw.

L’élément h; € st!, il engendre algébriguement le G-module st, et topolo-
giquement St.

Démonstration: Pour démontrer cette proposition, nous allons considérer le
Q—modele, et nous noterons ¢; image de hj, égale & ¢;(w) = ¢ pour
w €V, et pr(w) = —1 sinon.

On remarque, eu égard a la décomposition en martingales de 1.9.6, que
si on désigne par V, = {f |EB~f = f} pour n > 0, Wp = V;, et pour n > 1,
W, ={f € Voet EB»-1f =0}, 0ona

CO)=PWa et LHQ) =D, Wa

n>0

dans ces décompositions les espaces sont orthogonaux, dans le premier cas
c’est une somme directe algébrique, dans le deuxiéme cas il s’agit d’une
somme hilbertienne. On vérifie ensuite que ’on a

st=EPW,, et St=€ABn>1Wm

n>1

avec la méme signification que ci-dessus.

Soient a, b deux sommets voisins, tels que d(zo,a) + 1 = d(xo,b), on note
n = d(xo,b). Soit S'(a) = S(zo,n) N S(a,1), et ¢+ 1 = Card S’(a); on a
g=qsin=1,q=q—1sin=2k>0,etg=q —1sin=2k+1.

On considere la fonction de qp € Wy, dont le support est Vg, qui est
égale & —1sur V, — V, et & g sur V.

On remarquera que Q5 = Pzg .z, -

Lemme 2.6.4 L’espace W,,, pour n > 1, est engendré linéairement par les
@ap avec d(zo,a) + 1= d(zo,b) =n
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Démonstration: On remarque que ces fonctions sont dans W,,.

Pour d(z0,a) = n — 1, soit W,, 'ensemble des f € W, dont le support
est contenu dans V.

On a W, = @ues(zon—1)Wn,a : €n effet la fonction I qui est égale & 1 sur
§2, se décompose sous la forme I = 3¢ 5(z0n—1) Pa; €t toute fonction f définie
sur §2 s’écrit alors f = Yoes(zon-1) Paf-

Comme EB-1p, = ¢,, on en déduit que, pour p > n — 1, on a I’égalité
EBP(f‘Pa) = EBP(f)‘Pm d'ot W, = Daes(zon—-1)Whn,a-

Toute fonction f € W, , s’écrit f = Yocgi(a) F(C)@e, avee Ceesi(a) f(c) =
0. 1l s’agit de montrer que f s’écrit aussi Zycg/(a) 9(b)@as. On remarque que
Gap = (q+1)pp — @a, on vérifie ainsi que le systéme a résoudre admet comme
solution g(b) = 37 f(b), d’olt le lemme. |

Le lemme précédent permet donc de conclure que ’ensembles des @,
définis ci-dessus est une famille génératrice de st : on notera ici w la repré-
sentation st dans le modele €2.

Clairement, il suffit de vérifier que @,p € Rw(G)pr + GocpcnW, pour
démontrer, par récurrence sur d(zo,b) = n, la proposition. Etablissons ce
point.

Le calcul de w(g)p; est facile, car

w(ghrtw) = L9 (g ),

le premier membre % = (q1Q2)_%<9(’°)'I°?“’> ne dépend que de la pro-
jection de w sur le segment [zo, g(o)], 'autre expression prend deux valeurs,
A savoir g sur g(Q4) = Qg(zo)g(x1), €6 —1 sur g(Q2-) = Qy(z,),g(z0)-

On a pour k € K, w(k)pr = Yo k(z:); ON sait que K est transitif sur la
sphere S(z0,1), donc si d(zo,b) = 1, et a = o, on obtient . € Rw(G)er.
L’assertion est ainsi démontrée pour n = 1.

Pour démontrer ’assertion pour n > 1, c’est & dire que a, b vérifiant les
hypotheses, pap € Rw(G)pr + Bocp<nWp, on considere un élément g € G qui
envoie le couple (xg, ) sur le couple (a,b).

On pose ¢ = w(g)yr, on remarque que EBrp = ¢, car c'est le produit
d’un noyau de Poisson qui ne dépend que de la projection de w sur [0, 0] et
de Pa,b-

Soit alors 9 = ¢ — EBr-1¢ : on vérifie que E®*-1¢p € @ocpcnWp, car
EBoEBrp = EBop = 0, puisque ¢ € st.

On vérifie ensuite que le support de 9 est €, 4, €t qu’elle n’y prend que
deux valeurs, suivant que b € [zo,w] ou que b ¢ [zo,w]. Ceci prouvera que
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1 est proportionel & @, car ¥ € W,,. Pour vérifier ’assertion, il suffira de
prouver que ¢ n’est pas nulle. Ceci se vérifie aisément, car la restriction
de ¢ & Qg4 est le produit de deux fonctions, 'une qui est un noyau de
Poisson, toujours strictement positif, et prend deux valeurs distinctes sur
Qz0,0, suivant que b € [zo,w] ou que b ¢ [zo,w], et 'autre, qui est w(g)yr,
prend deux valeurs de signes opposées sur les ensembles g(2;) et g(Q2_), qui
réalisent une partition de .

On a Q4 = D0 N g(Q-) si n est pair et Dy p = Qg o N g(2y) si n est
impair.

Ceci prouve que la restriction de ¢ a §2;, , est une fonction qui prend deux
valeurs non nulles de signe opposées sur €, et son complémentaire.

Ainsi 9 n’est pas nulle sur Qy, ,, donc v, € Ryp, d’ott Passertion. |

2.7 Coefficent de la représentation de Steinberg

L’objet de ce numéro est de calculer le coefficient de la représentation de

Steinberg
C(g) — < w(g)hl,fl >
<h, fr >

ot hy (resp. fr) est le vecteur non nul de st!, (resp de st'’.) Le produit
scalaire <, > est la dualité entre représentations contragrédientes, défini par
le produit scalaire des restrictions a K.

On a aussi ¢(g) = 5%%22, ce qui prouve que le coefficient c est bi-
invariant par I, sa valeur sera ainsi déterminée sur les doubles classes I\G/I,
dont on connait un systéme de représentants,

NG/I = 2 ur%w.

Le calcul de c sera effectué dans le modele 2, dans lequel on a
1
ol9) = gy fo, PO @),

Proposition 2.7.1 Le coefficient ¢ de la représentation de Steinberg st est
donné par

)

1 S T
(q192)I" Stg="T

— ) o . _ .

clg) = (thqz)l" st g =T1"w, avecn >0
2 . g

(g SLg=T W, avec n = 0
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Démonstration: En effet, pour simplifier les notations, nous allons paramétrer
par Z la géodésique engendrée 7%z, que 'on appelera standard, & savoir
T = 2n, T"z1 = 2n + 1. L’action de 7 est la translation d’ordre 2, et
w(n) = —n.

On rappelle que 2 = Q, LQ_, ot Oy = Qo et que

o) =c [, ilg™w)dvgop = ¢ [ pilg™w) dvyoe,
. ;

la deuxiéme expression étant conséquence de ce que f, w(g)¢s(w)dw = 0,
pour une constante c telle que ¢(1) = 1,donc 1 = cfo, ¢ = C;g‘ﬁv ce qui
donne ¢ =1+ .

Traitons d’abord le cas de ¢ = 7". Le cas n = 0 est trivial, car alors
¢(1) = 1. On remarque ensuite que w — @r(g~ w) vaut q; sur Qop ony1 €t —1
sur son complémentaire, & savoir 2,41 2,. Le calcul sera explicité en fonction
du signe de n.

Remarquons d’abord que l'on a 77w € Q,, si et seulement sional €
[0,77™(w)], qui, comme on le voit en transformant par 7", est équivalent &
2n+1 € [2n,w).

On vérifie de méme que 7~ "w € §)_, si et seulement si on a 2n € [2n+1,w].

Donc pour n > 0, si w € _ alors ¢;(w) = —1, et alors

o) = (14 EII) IEZCE

1 dl/gn w) 1 1 (7} 1
=(1+ Q)=(1+= = .
( ) dvw) lo (€)= QI)(Ql(h)" a+1l  (qg)"

De méme si n < 0, on voit que si w € 2 alors ¢;(w) = q1, et

C(Tn) = (1 + q—ll') /Q+ q1 d1/2n(w) =

=1+ 20 ld””('“;) 0,100 = (14 (@)

= (q12)"™.

1
q+1
Pour calculer ¢(7™w) on étudie pr((7"w)™1), et on vérifie qu'il vaut —1 si
(T"w)"Y(w) € Qy, c'est & dire si w € Qrny(0),rrw(1) = Slan2n—1, €t g1 sur son
complémentaire qui est Qa,—12,. On remarque ensuite que _ C Qop,20-1 sl
n>1, et Qy CQopo12nsin <0
Le calcul est alors simple, pour n > 1 on a

_
V()= (g™

(o) = =+ ) [ audinn(v) = =1+ D
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De méme, pour n <0, on a

1 1 -1

a) (4142)|"|U(Q+) - a(q1g2)

Ceci termine la démonstration. | |

o(r™w) = (1 + %) /Q+(—1)d1/2n(w) -+

Proposition 2.7.2 Les représentations st et st' ont mémes coefficients.

Démonstration: Nous allons montrer que le coefficient de st est le méme que
celui de la contragrédiente st’. En effet, il est réel et on vérifie que c(g) =
¢(g71), car on voit que c(7") = c(7™™), et on note que les classes I7™wI sont
involutives, 'action de (7"w)? étant triviale sur la géodésique standard. Ainsi
c(g™!) = c(g)-

Le coefficient de la contragrédiente est donné par

c(9)

, 1 - ——
<@(9)fr,h1 >= s < frow(g™ht >=c(g™).

fI? 1

d’ot1 le résultat annoncé. [ ]

= <f1,h1>

Corollaire 2.7.3 Les représentations st et st’ sont (algébriquement) équiva-
lentes.

Démonstration: En effet ces représentations sont irréductibles, et équivalentes
a la sous-représentation engendrée par c dans la représentation réguliére
droite de G. |

Remarque Le coefficient ¢ peut aussi s’interpréter comme un caracteére de
'algébre de Hecke, pour la convolution, C.(I\G/I), en associant & une fonc-
tion ¢ € C.(I\G/I) Popérateur w(yp) = [ w(g)p(g)dg, qui est de rang un, et
qui agit sur st! par ’homothétie de rapport c(p) = [ c(g)p(g) dg, et vérifie
i+ ) = cl@)elw).

.

Le lemme suivant servira a étudier I'intégrabilité de c.

Lemme 2.7.4 Les mesures des doubles classes de I\G/I, pour une mesure
de Haar m sur G, sont données par

(q142)™m(I) sig=T1"
m(Igl) ={ qqq)™ Vm(I) sig=7"w, avecn >0
q1(q1q2)™m(I) st g=T1"w, avecn <0
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Démonstration: On a pour g € G, m(Igl) = [I : (gIg~ N I)]m(I), car IgI
est une réunion de classes & gauche Igz indexées par I/(gIg~! N I). Comme
9197" = Kig(0),601)}, 00 @ gIg7 NI = K{0,1 4(0),61)}, la notation Kx désignant
ici le fixateur de 'ensemble X dans G. Il ne reste plus qu’a expliciter les
différents cas.

Sig=1" alors gIg7' NI = K{o1,2n2n41}-

Sin>0,onaglg™' NI = Kpani1}, et I/K(o2n41y sidentifie & I'image
par I du sommet 2n + 1, qui est égale & I’ensemble de sommets

{a|d(0,a) =.2n+1, 1€[0,a]};

Cet ensemble a (g1g2)™ éléments, d’ot m(I7"1) = (q1q2)"m(I).
Sin<0,onaglginl= K120y, et 1/K{y 20 sidentifie & I'image par I
du sommet 2n, qui est égale & I’ensemble de sommets

{a]d(0,a) =2n,1 ¢ [0,a] };

Cet ensemble a (q,q2)™ éléments, d’ott m(IT"I) = (giq2)™m(I).

Si g = 7w, alors gIg~' NI = K0,1,9n,2n-1}-

Sin>0,onaglg™ NI = Koy}, et I/Ko2ny s'identifie & image par I
du sommet 2n, qui est égale & ’ensemble de sommets

{a]d(0,a) =2n,1€[0,a] };

cet ensemble a go(g1q2) ™V éléments, d’ott m(IT"wI) = go(q1g2) ™ Vm(I).
Sin<0,onaglg?'nl= K{19n-1}, et I/K{ on—1) s'identifie & 'image
par I du sommet 2n — 1, qui est égale a ’ensemble de sommets

{a]d(0,a) =2n,1¢ [0,a] };

cet ensemble a ¢; (g1¢2)™ éléments, d’ott m(IT"wI) = q1(q1g2)™m(I); d’ott le
lemme. n

Proposition 2.7.5 La fonction c est de carré intégrable sur G, mais n’y est
pas intégrable.

Les représentations st et st’ peuvent étre considérées comme plongées dans
Uespace engendrée par ¢ dans L?(G), muni de la représentation réguliére
gauche.

Cet espace. est en fait un sous-espace invariant & droite par I. Ainsi
ces représentations peuvent étre réalisées comme sous-représentations de la
représentation réguliére de G dans L2(G/I).
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Elles restent algébriquement irréductibles, et sont unitarisables.

Soit ST V'adhérence de ces représentations: c’est la représentation de
Steinberg (unitaire).

Son degré formel, donné par dst = "01",, est égal

1
1 l-ga

o= D TF D+ 1)

Démonstration: La non intégrabilité de c est évidente, vu les valeurs calculées
de c et des mesures des doubles classes.
Par contre on a

el = 3" c(rym(IT") + Y e(r™w)ym(IT"wI) + Y e(r~"w)m(IT~"wI),

nEZ n>0 n<0

qui s’explicite en

m(I[1+22(q2)n D LI o L

],
n>0 S0 (@)™ nso Q1 ()"

qui donne la valeur annoncée.

On interprete la fonction ¢ comme un coefficient < L(g)e,e >, ol e est
le vecteur unitaire, invariant par I dans la représentation st réalisée comme
sous représentation de L%(G), pour la représentation réguliére gauche L. En
fait e = Ce coefficient ¢ devient la fonction I sphérique associée a ST.
Ainsi, la theorle des représentations unitaires de carré intégrable, exposée
dans [D], s’applique ici. [ |

Remarque Comme G/I s'identifie & 'ensemble A des arétes de l'arbre,
L*(G/I) s’identifie & L%(A), pour la mesure de décompte (éventuellement
multipliée par la valeur de m([).)

L’énoncé précédent montre que la représentation de Steinberg ST est
un sous—G—module invariant fermé dans L?(A), celui qui est engendré par
'image de la fonction c. Ceci permet une nouvelle définition plus géométrique
de ST, qui ne fait pas intervenir le groupe G choisi.

L’image de c est trés facile & expliciter, car les classes I\G/I décrivent les
positions de deux arétes.

Les propositions 3.7.2 et 3.7.3 donneront une description géométrique de
la représentation de Steinberg dans le cas homogene.






Chapitre III: Représentations sphériques,
transformation de Satake, décompositions
spectrales

Ce chapitre est consacré aux représentations sphériques associées & un com-
pact maximal K, & la transformation de Satake de ces fonctions sphériques,
a la détermination des fonctions sphériques élémentaires, & la formule de
Plancherel, puis & la décomposition spectrale de L*(G/K).

Dans le cas d’un arbre homogene, on en déduira la formule de Plancherel
pour les fonctions bi-invariantes par un groupe d’Iwahori I, puis la décom-
position spectrale de L?(G/I).

Enfin, comme application, on démontrera une formule de Plancherel pour
certains groupes discrets, tels les groupes libres, a4 qui on peut associer des
arbres.

3.1 Transformation de Satake

Comme dans le chapitre précédent, on s’est fixé un sommet z, que 'on
suppose de numéro 1, et on a noté K son fixateur dans G. On choisira la
mesure de Haar sur G pour laquelle le volume de K est égal a un.

On considere les algebres C.(K\G/K) et L}(K\G/K). Ce sont des al-
gebres commutatives pour la convolution, car 'involution g — g~! fixe les
doubles classes de K\G/K et induit un anti-isomorphisme de ces algébres.

Définition 3.1.1 Soit f € L'(K\G/K), on appelle transformée de Satake
de f la fonction f sur K\G/N = 1%, définie par

ja) =6i) [ frn)dn = (¥ [ f(rn)dn,

ot 67! est le module'! d’une mesure de Haar de B.

U §éfini sur B par d(z~1bx) = §(x)~1db, db étant une mesure de Haar de B.
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Pour A € C* et f € L'(K\G/K), on considére 'opérateur
N = [ 1(9)1(s) dg.

Il est de rang un, et opére par un scalaire, noté cx(f), sur la droite des vecteurs
invariants par K, portée par la fonction fx » € H* définie par sa restriction
a K égale a 1.

Proposition 3.1.1 L’application c, est un cararactére de L'(K\G/K), il
est donné par la formule

alf) =1 A7),

PEZ

Démonstration: On vérifie que ¢ est donné par la formule c)(f) =

/f(gfk,\ 1 dg = /f Nfxa(g)dg = ]f )frA(9) dg

= FTPn) (V@i @aPx3 (77) dkdn = 37 AP F(7P).
KXZxN peZ
Comme 7 est une représentation, on a pour f,, f € L'(K\G/K), 'égalité

T (fi* f2) = P (f)m(f2); Dot ex(fi* f2) = ex(fr)ea(f2). |

Comme c,(f) est la transformation de Laplace de f, Papplication f — f
est un homomorphisme entre 1’algébre C.(K\G/K), munie de la convolution
sur le groupe G et son image dans ’algébre, pour la convolution sur Z. On
peut montrer & priori qu’on obtient ’ensemble des fonctions symétriques a
support fini, sur Z. Ce résultat est démontré dans le cadre des groupes p-
adiques par Satake dans [Sa].

Redémontrons le ici.

Proposition 3.1.2 Soit f une fonction de C.(K\G/K), sa transformée de
Satake f vérifie f(17P) = f(7P).
Elle est donnée, pour p > 0 par la formule suivante

— o0
q—1 3 (e,

8
'G
ey
=
e
e

Fr?) = p(r?) + (1 = =)

SR
~

I

I\

=)

S

2

~

i

(=}

ot on a posé o(P) = (1q2) % f(1P); en particulier elle est & support fini.
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Démonstration: On rappelle les résultats de la proposition 1.5.5, ot il est
montré que si v(n) = k, alors 7'n € K7™*D K avec un entier m(k,l) = |+ k
si k > max(0, —2l), et m(k,!) = |!| sinon.

La mesure de N = {n € N |v(n) = k} est facile & déterminer.

On a vu que m(Nap) = (q192)? et m(Nopi1) = ¢2(q1g2)P; d’olt on déduit
que

. 1
m(Ny,) = m(Nop) — m(Nyp_1) = (182)” — qa(qug2)”" = (1 — ‘q—l)((h(Iz)p'
De méme, on a

M(N3py1) = M(Nopy1) — m(Nop) = q2(0102) — (0102)7 = (g2 — 1)(q142)"-

Le calcul de la transformation de Satake est alors tres facile.
On suppose que p > 0.

On voit trivialement que si n € Ny, on a 7Pn € K7PK.

Si v(n) = k > 0, alors la formule ci dessus montre que

7Pn e KTP*K.

Comme N = No U g0 Ny, on en déduit que

(0142) 5 (77) = f(r")m(No) + Zf (T7*F)m(N3,) + Zf(f”“"“) (Nzk)

k=0
= () +(1—— ) S (@) FP) + (@2 — 1) S (@@t F(H ),
k=1 k=0

ce qui démontre la proposition dans le cas p > 0.

Supposons maintenant p < 0, on a 7Pn € K 7PIK pour n € Nojp, €t on a
7Pn € KTPt*K pour n € N avec k > —2p. )

La série donnant f(7P) s'écrit alors sous la forme (g1¢2)~% f(17) =

FmNap) + S S M) + Y P m(Ng,)

k=2|p|+1 k=2|p|
= F(rP)Ym(Nay) + Y FEP)m(Nzy o) + 30 f (TP ) m (N a15)
k=1 k=0

= (q142) " (r")ym(No) + i FrPH)m(N3,) + i FrPHE ) m(NG).
k=1 k=0
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On en déduit que (¢:192)" 2 F(77) = (q1g2): f(77P), d'ott f(7?) = f(PP)). m

Il est naturel de définir une fonction ¢ a la Harish-Chandra, qui permet
de reformuler la transformation de Satake comme convolution.

Définition 3.1.2 On note cq, 4, la fonction méromorphe suivante

@-1y-1 _ 1 -2
1+\/W)‘ oA
1—)\-2

Chp(A) =

Cette fonction est liée aux opérateurs d’entrelacements, qui seront étudiés
dans le chapitre suivant. On notera que les zéros de c,, 4, sont ‘/;Tn et —\/;1? ,
et les poles sont +1, sauf dans le cas ou ¢; = ¢o, ou il y a simplification, la
fonction c, , n’ayant qu’un zéro égal % et qui est simple, et qu’un poéle égal a
1 et qui est simple.

On notera que les zéros de ¢y, ¢,(A)cq;.q0(A?) correspondent aux valeurs
de A pour lesquelles 7* n’est pas irréductible.

Néanmoins nous pouvons donner une formule qui établit partiellement ce
lien; voir ausi la proposition 4.1.1.

Lemme 3.1.3 Soit fx € V* le vecteur normalisé invariant par K dans

Uespace de la représentation m.

On suppose || > 1, alors on a [y fxa(nw)dn = cg, g, (A).

Démonstration: On a fx x(kb) = x5 (), ot x5 (7Pn) = (V@1 G@2A)P-
Clairement sin € No = NN K on a fga(nw) = 1.
Par contre si v(n) = k > 0, d’aprés la proposition 1.5.7 on a nw =
wln’wb, avec v(n') = —k, et v(b) = k. On a fra(nw) = (/@1@A)¥, car
w™n'w € K. Le calcul de cette intégrale se raméne donc a

(o]

1+ m(N) (V@A) ™
p=1
1 o0 o0 _ _
(1- o ) S (@) VaBN) 7 + (2 — 1) Y (@6 (Varge)) 21
1 k=1 k=0

Z —2k—1.

1 o]
=14+1-)Y X %4 (g-1)
( (Il)z_: (@ V@ =

Cette série est essentiellement la somme de séries géométriques de raison A\=2,
cette intégrale convergera donc si [A72| < 1, c’est & dire |A| > 1. Sa valeur est
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alors égale &

_ _ -1 y-1 _ 1_
PO D 0V S e LR
W T3 qG 1-x2 1- X2 wald):

Ce qui démontre le lemme. | |

Il est possible de reformuler la formule donnant la transformée de Sa-

take. A la série donnant cg, 4,(A7') = ¥ 5a,A", on peut associer une série
formelle.

Soit o le décalage défini sur les fonctions sur 7% par

oelr?) = (1),

et ¢g, 4,(0) Popérateur défini par

o]
— n
Cq,2(0) = Z a,o”.
n=0
Les calculs précédents démontrent

Proposition 3.1.4 La restriction ¢ ™ de la transformée de Satake f d’une
fonction f de C.(K\G/K) est donnée par

5 1
flon = an,qz(a)(&f))
ot 67! est le module de B.

Cette formule peut aussi étre interprétée comme une convolution sur le
groupe Z.

Notons Cy, 4, la fonction sur Z, dont A +— ¢y, 4,(A7") est la transformée de
Laplace. On notera que la série associée 322 ; a,A™ a un rayon de convergence
égal a 1.

Cette fonction admet —N comme support, on a Cy, 4,(n) = a_n, pour
n < 0. Ayant identifié Z et 7%, on note encore Cy, 4, la fonction obtenue
sur 74, de sorte que la transformation de Satake s’interpréte comme une
convolution, d’apres

Théoréme 3.1.5 La restriction ¢ ™ de la transformée de Satake f dune
fonction f de C.(K\G/K) est donnée par

Flow = (63 ) % Cyy qa-

ol x désigne la convolution sur le groupe 7%, et 67! le module de B.
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On désignera par [ﬁ], la fonction sur le groupe Z dont la transformée
de Laplace est égale & \ — %, cest & dire que [z1—] admet —N
2 (A1) Car.a
comme support, et que pour n < Oona [
étant définis par - (,\-1) =30 o bp A"
11 est facile de determmer le rayon de convergence de la série 320, b, A™.

Il est égal & inf(|A; '), ot \; désigne le ou l'un des deux zéros de ¢y, 4,-
Des propriétés de la transformation de Laplace, on déduit

o (n) = b_p, les coeficients b,

Proposition 3.1.6 Soit f € C.(K\G/K), alors f est d support fini, et on a

D

flonw=67%. (f*[

ql g2
Démonstration: La démonstration consiste a vérifier que le produit de con-
volution f * [ G ] est bien défini, ce qui est clair car f est & support fini:
on utilise lassomatmte de la convolution, on remarque que la transformée
de Laplace de C,, 4, * [=— o ] est égale & 1, puis on conclut en utilisant la
proposition précédente. [ |

Cas des arbres homogénes
Deux cas sont a considérer.
Le cas d’un arbre homogéne non numéroté correspond a ¢; =qet gz = 1.
Dans ce cas, on pose ¢4(A) = cq1(A) et on a
1—1)-2
— q9
Cq(A) - 1— A_2 .

Le cas q; = 1 et g2 = q correspond aux fonctions sphériques pour I’autre com-
pact maximal, celui qui est le stabilisateur d’un sommet de valence 2, dans
l'arbre de type (q,1). C’est aussi le stabilisateur d’une aréte de l'arbre ho-
mogene sous-jacent, qui est encore le normalisateur du sous-groupe d’Iwahori
fixant cette aréte.

Le cas d’un arbre homogene numéroté correspond a ¢q; = g2 = g. Dans ce
cas, on pose ¢} (A) = cgq(A) et on a

1—1)1
&N =151

On remarque qu’alors ¢,(A) = ¢} (A\?). Le passage au carré est simplement
dii au fait que le générateur 7 de 'un est le carré de Pautre.
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3.2 Fonctions sphériques élémentaires

Les fonctions sphériques élémentaires sont les coefficients des séries prin-
cipales. Elles sont définies par

Pr(9) =< (@) fcrs firn >= [ fiealg™ k) dk.

Ce sont des fonctions bi-invariantes par K, et sont associées aux caracteéres
de Palgebre pour la convolution L!(K\G/K) définis pour f € L}'(K\G/K)
par

oA =< ()i frca >= [ Fo)eal9)dg = [ F(g)er(s™)dg,

ou encore px(f) = f *pa(e).
Enfin la définition de ¢, (g) montre que pour, au moins f € C.(K\G/K),
ona

ea(f) = /G f(@ea(g™")dg = /K o [@)fx(gk)dgdk
:/Kng(gk)ff(v*(gk)dgdk=/Gf(g)fx,,\(g)dg
= /KxBf(kb)x;I(b)dkdb= 3 /N F(rPR)x5 (77)6(77)dn,

PEZ
Dot ¢a(f) = S XPSH() [ f(rm)dn = X PF (),
pez N pez

ce qui prouve que ,(f) est la transformée de Laplace en A de f.

On considére la fonction caractéristique de la double classe K7PK, notée
fp, on obtient f, x px(e) = m(K7PK)px(7P), et en appliquant le résultat
précédent on obtient

Proposition 3.2.1 La valeur, sur un élément fixé du groupe, de la fonction
sphérique @y est un polynéme en X et A\=. Elle est donnée pour p > 0 par la
formule

1 _ —1yy~

ea(T?) = 1—+_L(\/(11(I2) P[Cqr .2 (NA? + gy, (A DA,
a _

Démonstration: On vérifie que

_ 1
cqwlz()‘) + clhﬂz ()‘ 1) =
Q1
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Pour p = 0, on obtient trivialement ¢, (e) = 1, la formule est vérifiée dans
ce cas.

On supposera donc p > 0.

On évalue d’abord m(K7PK) = [K : (K NTPK77P)] = [K : Kogp). (On
a noté ici, comme plus haut, P'origine 0 et 2p = 72(0)). Cet indice est donc
égal au cardinal de l'orbite sous K du sommet 2p, qui est la sphére de centre
0 et de rayon 2p, car G est doublement transitif.

On obtient alors m(K7PK) = (q1 + 1)q2(q1q2)?!

On détermine ensuite f,.

Comme ¢, qz()\) = 1+ Tn0a. 27", on a alors f,(7%) = 0si k > p,

fo(t?) = (0102)%, et pour 0< k< pona fp(T ) = ap k(12
On obtient alors

(@ + D@16 oa(17) = (@102) 3 [1 + Zp: apk(AF + A7)
k=1

(0192) [/\”Za RATPF) 4 3= Pza AR
k=0 k=1

= (q12) % /\”Zak)\ +A” ”Zak)\k]

k=0

On remarque qu'en écrivant cq, ¢,(A) = a + T,\-T + 1=%=r, on obtient

P p—1
NS @A™+ 0PI el = Ny, 0 (A) + APe (A7),
k=0 k=0

car la somme des restes dans les développements en série vaut

s )”“b ¢ o [(=1)Pb c
A e = p vt Rl oy il w U
D’oti la formule annoncée. ]

Preposition 3.2.2 1) La valeur de la fonction sphérique élémentaire @x(7P)
pour p > 0 est un polyndéme de degré p en A+ A71.
En particulier, les fonctions py et px sont égales si et seulement si X' = X
ou N =1
2) La fonction @y est bornée si et seulement si

((11Q2)_% <AL (611(12)%-
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3) La fonction gy est de carré intégrable sur G, si et seulement siq; < qa,
etA=—/Loyux!=— /1

g2’
Dans ce cas on a

@+1 - (111+1)((12+1).

2
oal* =m(K
lloall ( )q2_q1 p—

Démonstration: On a vu au cours du calcul de }p que k — ]‘,,(T") est une
fonction symétrique dont le support est I'intervalle d’entiers [—p, p]. Comme la
fonction (p, est sa transformée de Laplace, en vertu du théoréme des fonctions
symétriques, elle s’écrit comme un polynéme de degré p en A + A~1. On en
déduit donc que py = py-1.

L’égalité @) = ¢y implique que px(7) = cx (7). Donc ces polynémes de
degré un en A + A1 et X' + X! sont égaux, d’ott A+ A7l = N + N1, clest
3 dire X = A ou X = AL

Les zéros de c(A)c(A™!) sont /qiga>" et —\/_%:H.

La formule donnant ¢, montre, au moins pour A # %1, que si ‘/-—J% <1

et \/Jq_TnL < 1, la fonction sphérique ¢, est bornée. C’est aussi le cassi A = %1,
d’aprés le principe du maximum sur {\ | /Gig ' < |A| < /@i da}-

Les zéros de c(A)e(A™1) sont /qigat. et —\/?——21 ' Iis sont donc dans la
couronne {\|/gigz " < |A| < V/@id2}- On en déduit que, si |A| > \/@igz ou
si |A|™' > /412, la fonction px(7P) est asymptote & un terme proportionel &
(,/_(;\ﬁ)p oua ( ‘/ﬁ)’J terme dont le module tend vers l'infini avec p, et avec

un coefficient de proportionalité non nul, car égal a F—‘: c(A) oua mc()\ .
91 9

Evaluons la norme [|¢,||?> de ) : on a

loall? = m(K) + 3 m(KrK)|a2(r?)

n=1

M1+ T 3 Weld) + X7

q n=1

Cette série ne peut converger que si c¢(A) =0 ou ¢(A)™} =0.

Etudions ces cas; on peut toujours supposer, quitte & remplacer A par
AL que c(A) =

Dans ce cas, on a c(A7!) +c(A) =1+ l dott c(A7Y) =1+ q—ll-, et on
obtient [|oal|? =m(K)[1 + (1 + ;) 32, I/\l‘z"ll

Traitons d’abord le cas ¢; = g2 = q, dans ce cas ¢ a un seul zéro égal ay 1
et la série 3> A~2" diverge pour A = E
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Si 1 # ¢2, alors ¢ a deux zéros égaux & ——— et — /(913,

Vg
Pour le premier zéro A = \/qlm la série 3 A~?" diverge manifestement.
Pour P’autre zéro A\ = — :-'lf la série ¥ A~2" converge si et seulement si
a1 < Q2.
On suppose donc que ¢q; < go, on pose A\g = —,/2, on a

q’

1@ g2 +1
lexoll? = m(K)[1 + (1 + =) 3" (35)"] = m(K)——.
[ <h),,z=:1(<h) ] ( )412—41
d’ou la proposition, en remarquant que [K : I] = ¢; + 1, qui est le cardinal
de la sphére unité centrée en x,. [ |

. 1 . \
Corollaire 3.2.3 Pour A # /qiqz=" et A # —, /% , Tx est équivalent & my
si et seulement si X = X ou X = )\'11.

Si\ = JaG ou X = — % , T est n’équivalent d aucune wy avec
N #M

Démonstration: Dans le premier cas, ol la représentation my est irréductible,
I’égalité des représentations implique 1’égalité des fonctions sphériques, qui
d’aprées 2.4.9 implique I’équivalence des représentations.

Pour les autres cas, si A = —\/Z_{k 1, chaque facteur K; sphérique apparait
dans un cas comme sous-représentation, et dans ’autre cas comme quotient,
et les équivalences sont décrites & la proposition 2.4.10.

Enfin, si A = \/m"tl, on obtient la représentation unité et la représen-
tation st ou st’, I'une comme sous-représentation, ’autre comme quotient,
donc les représentations ) et 7r,(1 ne sont pas équivalentes, mais les facteurs
le sont. |

Remarque Les résultats démontrés ci-dessus pour les fonctions sphériques .
permettent de conclure aux équivalences des représentations des séries princi-
pales étudiées au chapitre précédent, car les hypothéses du lemme 2.4.8 sont
vérifiées.

Quand ¢, # qo, les compacts maximaux n’ont pas le méme volume, les
formules donnant les fonctions sphériques élémentaires dépendent du numéro
du sommet. On fixera une aréte, dont on notera I le fixateur, d’ou deux som-
mets voisins, une géodésique qui la contient numérotée par Z, et un élément
T qui y agit par la translation de pas 2.



TRANSFORMATION DE SATAKE ET DECOMPOSITIONS SPECTRALES 113

On obtient deux familles de fonctions sphériques que ’on notera <p§f) ol i
désigne le numéro du sommet associé. Si q; # ¢a, pour A = — g% I'une des
fonctions <pf\i) est de carré intégrable, pour le numéro i avec ¢; = inf(qi, gz).

Le sous-espace vectoriel de L*(G) engendré dans la représentation régu-
liere gauche par cette wf\i) est isomorphe a t!. Il est méme invariant 3 droite
par K; qui est le sous-groupe compact maximal contenant le sous-groupe
d’Iwahori I qui fixe un sommet de type i.

On désignera par T° la représentation unitaire qui est I’adhérence de cette
représentation.

Son degré formel s’exprime alors

_ 1 lg2 — q1]
= D@+ D £ 1)

On notera qu’il vérifie

|(12 — (I1|

dro = dgr .
0©1q2—1

Il n’est pas, en général, un multiple entier de celui de la représentation
de Steinberg. Néanmoins, ces degrés formels sont égaux si I'un des ¢; vaut
1, c’est a dire dans le cas d’un arbre homogene. Ce n’est pas étonnant, car
ces représentations sont obtenues 'une a partir de 'autre par torsion par un
caractere d’ordre 2.

Remarque On peut, comme pour la représentation de Steinberg, donner
une définition plus géométrique de T°. L’espace G/K s’identifie & 'ensemble
des sommets S; de I’arbre, dont la valence est la plus petite, ainsi L?(G/K),
s'identifie & L2(S;), et T° en est un sous—G—module invariant fermé, celui
qui est engendré par 'image de @y,.

Ainsi cette définition ne fait pas intervenir le choix particulier de G.

3.3 Formules d’inversion de Fourier, Plancherel.

Soit f € C.(K\G/K), comme f est & support fini, la théorie élémentaire
des fonctions analytique nous donne

fir?) = FOONPd ),

[Al=p
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pour d*\ = ﬁy la mesure réalisant la moyenne sur le cercle de rayon p

orienté dans le sens direct.
Comme pour p >0 on a

fr?) = -%(r”)ébni(r"*")= e S [ oW

n=0

On considére alors le rayon de convergence “de la série $2° ; b, A" dont on a
vu qu'il est égal & R = inf(]\;!]), ot A\;! sont les zéros de c(A~1), c’est & dire
Ai = /q1qz ou \; = ——\/g, sauf si ¢y = go, et dans ce cas, seul le zéro /q1q2
existe.

OnvoitquesiqlquonaRZI.SinonRz\/qu<l.

Dans tous les cas, pour p < R, on peut permuter intégration et somma-
tion, d’ou la formule

f(rp)za—%(rp)fjbn A FOVIP@* N

n=0 I |:P

— 573(r7) /w:p ,,i b FONPF™ d* X = 673 () / f(A)APCM TR

La fonction a intégrer n'a que deux pdles, \/qiqz > 1 et Ao = —\/g
Calculons son résidu en g (pour ¢; # ¢2). Il vaut

Q1 ,,(h
2 Q2 + 1
comme on le vérifie aisément.

En déplagant le contour d’intégration du cercle de rayon p, ol p < R, au
cercle unité, et en appliquant le théoréme des résidus, on prouve.

Proposition 3.3.1 Pour une fonction f € C.(K\G/K) etp>0, on a

. 1
P) — - N d*\ siqg > et
fT") = (@1q2) /m:lf(’\) o sz e

5 1 g2 —
P) = -% A)AP d* )+ o) NS sinon
f(T ) (111112) =1 f( ) qu,qz(/\_l) % +1 f( 0) 0

0t Ao = — /L, et la mesure d*\ = =2
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Dans le cas p = 0, on peut modifier 'expression précédente.

En effet I'intégrale sur le cercle unité est invariante par le changement
de variable A +— A1, comme la transformée de Fourier f l'est aussi, car les
fonctions sphériques élémentaires sont invariantes par cette transformation,
on peut se limiter & intégrer f(A)AP( c.,,,qzl()\-l) toar :2 y) sur le demi-cercle
unité ~; situé dans le demi plan supérieur, et orienté dans le sens direct.

On remarque aussi, que Cq, ¢,(A) = Cgy,6,(A) = Cg,0,(A71), pour |A| = 1.

Comme ¢g ,(A) + cg (A7) =1+ %, on obtient

Proposition 3.3.2 Pour une fonction f€C(K\G/K), on a

10 = (14 ) [ T — 5P d" pour 0,2 0, et
* q2 —
10 =1+ ) [T — s dr+ B2 7 00), pour a1 < @
ol Ao = —, /L.

On en déduit la formule de Plancherel

Proposition 3.3.3 Soit f € L2(K\G/K), ona

11 = 1+ ) [ 170

l d*X pour qi 2> gz, et

lll ‘l2

191 = 1+ ) [ 1RO

ot N = — %

(/\)l d*\ + qq22:_q11 |}‘2(A0) pour q1 < gy,
‘h g2

Corollaire 3.3.4 Soit une fonction f € L}*(K\G/K), alors f s’obtient d
partir de f par la formule suivante. Pourp >0, on a f(77)

=(1 + / f(/\ oa(T )| ] d*)\ si @ > qo, et

Cq, qz(

(1+ —)/ TV | d*\+ ({:21(111 F(Oo)@ag(TP) sinon.

ql,qz()‘)
Démonstration: Soit une fonction f € C.(K\G/K), on va établir d’abord la
formule de Plancherel pour f, en appliquant la formule d’inversion de Fourier
a fxJ,ou f(g) = fg~1) = f(g), car pour une fonction K —biinvariante on

a f(g™") = f(g)-
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On remarque ensuite que f * f(e) = || f||3, et que
FF) =FNTN) =TNFN).

Cette expression coincide avec |f(A)|? si |A\| =1 ousi A € R.
_ Ceci est trivial si A € R, et si |A| = 1, c’est une conséquence de f(A™!) =
f(A), et de A= X"1

Cette formule se prolonge par continuité & L*(K\G/K), ce qui donne un
sens & f(X), qui est défini comme un élément de L? du cercle unité pour la
mesure ci-dessus.

Enfin, on démontre le corollaire en polarisant la forme associée au carré

de la norme L2, et en considérant la produit scalaire de f avec la fonction
m fp, qui vaut 1 sur la double classe K7PK, et 0 ailleurs, et dont la

transformée de Fourier 3‘;()\) = ¢x(7P). On obtient immédiatement la formule
du corollaire. ]

Il est facile d’expliciter la mesure de Plancherel dans le cas d’un arbre
homogene. On choisit alors q; = ¢, g2 = 1, on exprime les représentations

paramétrées par s, ou A = ¢°72.
On a ? = log (q)dt, pour s = % + it, le support de la mesure m est

'intervalle [0, %gq], et elle y est égale &
1.1, 1—¢% , qg+1 4qsin®tlogq
— —_)—— = l dt-
dm(t) = (1+ q)27rI 1- (12“—1| log g dt 2 (q+1)2 —4cos?tlogq 8¢

On va en déduire la décomposition spectrale de L?(K\G/K).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.5 On suppose que ¢ < g2, ON pose Ao = — g—;—.
1) On a pour [N =1, §xo(A) =< px, 05, >=0.
2) Pour |\ = 1, le produit de convolution g * px, est défini et est donc
nul.

Démonstration: On a pour |A| =1, et A2 #1

< Pare >= 14 3 mKT"K)oa (T (") =

n=1

201+ Dy a1 + 1) 2@+ L) [E (e,
1+;(1+q—1)((11(12) (1+a) H(n192) (1+q1)( q2) 2R(A"cqy g2 (N))-
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D’ol < Pxr Pro >=

n=1

14+ 2R 5 (<A /Ly —1_—9%p—— - —
+ 2_:( A q2) Car,;(A) =1 2§R1+/\_1 (_%CQIyW(A) 0,

car pour |A| =1, on a ¢g,,(A) = (1 + A7 /Z)(A - \/qlﬁ),\—ix

Le cas A = %1 se démontre par continuité.

En effet, on vérifie que A\"cq, g,(A) + A™"Cq 4,(A71) est un O(n), unifor-
mément sur le cercle unité, donc que la série donnant le produit < @y, @y, >
qui est égale & 1+3°02 ) AGA"Cq, 0,(A) + A"y, 4o (A1), converge uniformément
sur le cercle unité, d’ol le résultat annoncé dans tous les cas.

On a ‘)‘ncln 7112()‘) - )‘_"cqmlz()‘)l < nsupp\\:l |(1 - ’\_2)0111 Ytrz()‘)l’ ainsi que
A7 (Cqre(A) F Caue(A71)) = A1 + ZIIT)

Ceci montre que SUp|y_1,0<p<n INCqr 02 (A) + A7PCq, 4, (A7) = O(n).

On peut alors prouver la convergence de l'intégrale donnant la convolution
©x * Px(g) pour g € G, en copiant la démonstration précédente.

Cette intégrale s’écrit, a part un terme, encore comme une somme, sur
les entiers p > 0, d’intégrales

1 9 \poyn -n -
T S| P a0+ A7 (1)

ou lentier n, > 0 est défini par gr € K7™ K.

Pour ’évaluer, on remarque que d(0, gz(0)) < d(0, g(0)) + d(g(0), gz(0)),
et en utilisant le fait que g est une isométrie, que on a, pour ¢ € K"K
et € KTPK, n, < n + p. On rappelle que 0 est 'origine fixée par K, et
2n, = d(0, gz(0)).

On remplace alors le raisonnement de la convergence uniforme du produit
scalaire des fonctions sphériques données ci-dessus la majoration O(n) par un
O(n + p) avec p fixé, ce qui permet de conclure & la convergence du produit
de convolution, d’ot & sa nullité, car on a @y, * Px = Pag(A)Pa- |

Remarque On aimerait se passer de cette démonstration directe et utiliser la
formule f x @) = }‘(A)cp,\ et la commutativité de la convolution des fonctions
K-biinvariantes, pour obtenir ce résultat, en utilisant la relation @y * @y, =
B2(X0)Pro = Prg(A)pa. Mais si Px(A) est bien défini, car ¢y, est de carré
sommable, ce n’est pas le cas de @3 (o).

Une autre fagon d’obtenir un résultat voisin, serait d’appliquer la for-

mule de Plancherel & ¢y, de vérifier que [|gx, > = 25%|5x]?(ho), d’olt on
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déduirait que la restriction & v{ de |Zx,|?(\) est nulle presque partout pour
la mesure dm.

Nous allons donner la décomposition spectrale de L2(K\G/K).

Théoréme 3.3.6 Soient v le demi-cercle unité situé dans le demi-plan

supérieur, et dm la mesure sur v{ égale @ dm()\) = (1 + @ )lc., ,2(,\)|22.:md)‘

1) Si i > g, Vespace L*(K\G/K) est isomorphe d L2(71,dm),
Uapplication qui & f associe f| + |7
2) Si q1 < qq, lespace L2(K\G/K) est isomorphe a L*(v},dm) @ Cyps,

par Uapplication qui & f associe (f | , F(Q0)ea,), avec Ao = —\/g.

Démonstration: Comme la transformée de Fourier f reste invariante par
A — AL compte tenu des formules de Plancherel, la restriction de f & 77
dans le premier cas et & v U {\o}, dans le second cas détermine f.

Les applications ainsi définies sont des isométries (injectives). Il reste a
prouver la surjectivité.

L’image par f — f de C.(K\G/K) est constituée des polynémes sy-
métriques en A et A~!, dont I'adhérence pour la convergence uniforme sur
~+ est, d’apres le théoreme de Fejer appliqué aux fonctions continues paires
sur le cercle unité, constituée de I’ensemble des fonctions continues sur 77,
qui coincident en 1 et —1. On en déduit alors que 'image par f +— f de
C.(K\G/K) est dense dans L(v{,dm), ce qui prouve la surjectivité dans le
premier cas.

Si par contre q; < ¢, on montre l'injectivité a ’aide de la formule de
Plancherel.

Pour vérifier que c’est une isométrie, on notera que ||@x||? = L4, de
sorte que la norme sur la droite Cypy, est la restriction de la norme L? du
groupe.

Pour montrer la surjectivité, on considere I'image de C.(K\G/K) ® Cpy,
dans L%(y{,dm) ®Cys,. Compte tenu du lemme précédent, on voit que cette
image est la somme directe de I’espace des polynémes symétriques en X et
A1 et de Coy,.

On conclut comme dans le premier cas. [ |

3.4 Décomposition spectrale de L*(G/K)

On part d’une fonction f € C*(G/K) 4 laquelle on associe, pour tout
g € G, une fonction f, définie par fy(z) = [ f(gkz)dk.
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On vérifie que f; € CPX(K\G/K) et que fy(1) = f(g). On peut donc
lui appliquer la formule d’inversion de Fourier, car I’algébre L?(K\G/K)
a une unité e, qui est la fonction caractéristique de K : on obtient ainsi
fo(1) =< fg,e >, et &(A) = 1.

On remarque ensuite que fy(1) =< f,e; >, ol e, désigne la fonction
caractéristique de gK. On considére un parametre A, soit de module 1, soit
égal & Ao si g1 < o : on note I le vecteur normalisé invariant par K, dans V>
si|A\| =1, oudans t! si A= )Xy. On a

Fo(N) =< T ()L >=< /G /K F(gkz)m (2)l dedk, T >=

/ / Fly) < Pk g LT > dydk = / /K Fly) < @)L (gk) > dydk

=< / Fy)m (y)ldy, / (gk)ldk >=< 7 (f)I, 7 (e,)I > .

Comme les fonctions caractéristiques des ensembles gK forment une base de
C®(G/K), on déduit par linéarité la formule suivante

< fih>= / < (LRI > dv()),

ou pour q; > qg le support de la mesure dv est 77 et dv est donnée par
(1 +u L =)l o .,2(/\)| d*), et pour q; < g2 la mesure dv a comme support 7§ U{\o}
avec )\0 = —\/I sur 77 elle est donnée par (1+ -+ )|cq - (A)l d*A, et sur {Ao}
c’est la mesure de Dirac: le facteur apparaissant dans la mesure de Plancherel

3.3.3 provient de ce que la fonction sphérique y, a une de norme L2 différente
de 1, de sorte que [ = ch,\o.

On peut énoncer le théoreme

Théoréme 3.4.1 La représentation réguliére de G dans L?(G/K) est égale
4 la somme des représentations suivantes.

Si gy < qu : Vintégrale des TI* pour la mesure dv, dont le support est 7{,
et dont la densité est égale 4 (1 + ql, )Icq1 ,,2(,\)‘ d* ).

Siq < gy : il y a un sous-espace invariant fermé irréductible égal d TO et
son orthogonal est lintégrale des TI* pour la mesure dv, dont le support est
7, et dont la densité est égale d (1 + ; )]c'll qz(,\)| d* .

Enfin, dans tous les cas, la projection d’une fonction f € C®(G/K) sur
la partie continue de cette décomposition spectrale est égale a (m*(f)I) rert




120 F. CHOUCROUN

Démonstration: On remarque, puisque pour || = 1 les représentations IT*
sont a valeurs dans le méme espace de Hilbert L?(K/N,), que lintégrale
hilbertienne des IT* pour la mesure dv sur A € ; est simplement L2(K/No x
41) pour la mesure produit dk®dv. La formule donnant le produit scalaire de
deux éléments de C3°(G/K) montre d’abord que si q; < ¢, la projection d’un
élément f € C(G/K) sur T° est w*°(f)(I), qui est égale & T (f) (e Pr0)s
ou encore 3 mf*<p>‘o. °

Elle montre ensuite, que le plongement de C°(G/K) dans la décomposi-
tion spectrale est isométrique, donc qu’elle se prolonge & L?(G/K).

Pour démontrer que c’est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, il suffira
de montrer que 'image de C(G/K) est dense. On traitera ensemble les
deux cas q; < ¢z et q; > @2, en remarquant que dans les deux cas, il suffit
de montrer que I'image de C°(G/K) est dense dans la partie continue de la
décomposition: en effet T° est un sous-espace fermé dont la projection sur
l'orthogonal est donnée, pour f € CP(G/K) par g = f — mf* ©ag, €t
pour un tel f, on a si |A| = 1 II*(f)(I) = II*(g)(I), car la fonction sphérique
¥, Vérifie la relation IT*(¢y, )] = @y * @, = 0, d’aprés une formule établie
ci-dessus.

Pour f € C®(G/K), on notera f la fonction sur K/No x 7{ égale 3
I (f)(D).

1l s’agira donc de montrer, que toute fonction F' € L?(K/Ny x 4{), or-
thogonale & tous les f pour f € C°(G/K), est nulle presque partout pour la
mesure produit. ~ ~

On remarque que si p € C*(K\G/K) on a ¢ * f(k,X) = () f(k,\); on
a donc

/ 2\ / F(k, A F(k, \)dm(\)dk = 0.

Comme I'image de ’ensemble des transformées de Fourier des fonctions
de C°(K\G/K) est dense dans L*(7{), on en déduit, qu'il existe un ensemble
négligeable N; C v{ pour chaque f € C°(G/K), tel que pour A € v — Ny,
on a [ f(k,\)F(k,)\)dk = 0.

On considére 'ensemble dénombrable D C C°(G/K) formé des fonctions
3 valeurs rationnelles, et '’ensemble N = UepNy, qui est négligeable, comme
réunion dénombrable d’ensembles négligeables. Comme pour tout A, avec
Al =1, {f(\,.)| f € D} est dense dans L*(K/Ny), on en déduit F(},.) =0
p.p., pour A € v§ — N d’ot F =0 p.p. |

Avant de spécialiser ces résultats aux cas des arbres homogenes, il est
nécessaire d’étudier les conséquences des choix faits.
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On remarque que le support de la partie continue de la mesure de Plan-
cherel pour L%(K,) ne dépend pas du numéro du sommet considéré, il est
égal & 7{; on définit les mesures dy’, pour i = 1,2, par

; 1 1
ap'(A) = (1+—)|
@’ Cgig;(A)

On vérifie sans peine la relation

01Cq,0:(N)Cq1 2 (A= 42Cq5.01 (M) Cor.1 (™.

I est clair que ces expressions sont proportionnelles, car les deux fonctions
rationnelles de A ont mémes zéros, et mémes poles avec méme multiplicité. On
peut aussi interpréter cette relation en termes d’opérateurs d’entrelacement,
ce qui sera fait au chapitre suivant.

Soient alors z; et zo; deux sommets voisins, z; de numéro 1, et z, de
numéro 2 : on considere les groupes compacts K! = K,, , K* = K, et le
groupe d’'Iwahori I = K' N K2.

Comme m est une mesure de Haar, on a m(K*) = (¢ + 1)m(I), d’ou
égalité #Kl)dul = mduz. On notera m—t,—)d,uo cette valeur commune, ce
qui définit une mesure du®, que I’on va expliciter: on note encore du®(u) la
mesure obtenue par le changement de variable A+ A~! = 2 cosu. Son support
est [0,7], elle y est donnée par la formule du®(u)

|*d* )\, avec j =3 —i.

2q1q2 sin® u du
(@1 + ) (1 + 1g2) + 2y/@1%2(q1 — 1)(g2 — 1) cosu — 4qugz cosu
On choisit la forme linéaire ;g sur les fonctions quasi-invariantes par
B, qui vérifient (gb) = ¢(g)6~1(b), pour laquelle si ¢; est la fonction de
support I B et qui vaut 1 sur I, on a §g g1 = m(I). Cette forme permet de
définir le produit scalaire sur H* pour |\| = 1.
La partie continue de la formule de Plancherel pour L*(G/K*) est donnée

par
2 _ 2d 0 A,
lol” = [, §, ,lor"d° )

pour une fonction g, orthogonale  la représentation T° dans le cas ol T°
est contenue dans la L*(G/K?*) : on note (g») rert la partie continue de cette
décomposition spectrale. On a vu que pour g € C°(G/K) on a g = 7*(g)1,
avec I = i et g est la fonction de V> dont la restriction & K est égale
al

Ceci montre que la partie continue de la mesure de Plancherel pour
L*(G/K) ne dépend pas du sommet choisi z, dont le fixateur est le groupe
K.
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3.5 L*(G/K) et L*(G/I) (arbres homogénes)

Les résultats précédents s’appliquent au cas des arbres homogenes de type

1(1, auxquels sont associés des arbres semi-homogenes de type (g, q), ou de type
q,1).

On commencera par étudier le cas d’un compact K fixateur d’un sommet
de P’arbre homogene, c’est & dire un sommet de I’arbre semi-homogéne de
valence q + 1.

La décomposition spectrale de L?(G/K) ne comporte qu’une partie con-
tinue, et pour 'exprimer de fagon naturelle on normalisera le produit scalaire
sur V* et la mesure sur G, de sorte m(K) = 1, et que I'on ait ||gx|| = 1 pour
la fonction g, € V* définie par g\|K = 1.

On obtient, dans le cas d’un groupe G associé & un arbre de type (g,1),
comme mesure de Plancherel

q+1 4qgsin®u
d —
ueu) 2n (¢+1)2—4qcos?u d

Pour le cas d’un groupe G associé & un arbre de type (q,q), la formule
précédente s’applique encore, en changeant v en ¥, en gardant [0,7] comme
support de la mesure.

On obtient ainsi

q+1 4qsin® ¥
dii (v) = 2
w(v) 2r (¢+1)2 —4gcos?}

On va maintenant donner, pour un groupe G qui opére sur un arbre
homogene de type ¢, dont I est le fixateur d’une aréte, la décomposition
spectrale de L?(G/I), dans les deux cas ou G opere de fagon faiblement
doublement transitive, en conservant ou non, la numérotation des sommets.

De fagon géométrique, on peut remarquer que si G respecte la numérota-
tion, G sera associé & un arbre de type (q,q), et G/I s’identifiera a I’ensemble
des arétes de I’arbre homogene, alors que si G ne respecte pas la numérotation,
G sera associé & arbre de type (q,1), et G/N(I) s’identifiera a I’ensemble des
arétes de I’arbre, tandis que G/I s’identifiera & ’ensemble des arétes orientées
de l'arbre.

Dans ce dernier cas, on remarque que N(I), qui est le normalisateur de
I, est aussi le fixateur du sommet d’ordre 2 associé a l’aréte, et contient I
comme sous-groupe d’indice 2.

Il serait commode pour la suite, de considérer les groupes G du pre-
mier cas, comme sous-groupes d’indice deux de groupes plus grands: mais
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I'exemple du groupe G = SU(3) associé a une extension non ramifiée d’un
corps local, montre que les sous-groupes compacts maximaux, bien qu’étant
de méme volume, ne sont pas isomorphes, I'une des deux classes de conjugai-
son correspond a des sommets hyperspéciaux, mais pas l'autre.

On considérera le groupe G, des automorphismes de ’arbre de type (g, 1),
dans lequel on s’est donné une géodésique, pour laquelle z est d’ordre g +1,
et x; est d’ordre 2. On note G = g;“ , qui est le sous-groupe d’indice 2 de G,
qui conserve la numérotation de I’arbre homogene d’ordre ¢ sous-jacent.

On note I le fixateur de l'aréte [zo, ;] dans G, qui est aussi le fixateur
d’une aréte dans I’arbre homogeéne d’ordre ¢ sous-jacent, c’est un sous-groupe
de G, dont le normalisateur N(I) dans G, est le compact maximal fixant z;.

De la décomposition spectrale de L?(G,/N(I)), on va déduire la décom-
position spectrale de L*(G/I). Avec les notations et choix précédents on a

Théoréme 3.5.1 Soit G un groupe opérant de fagon faiblement doublement
transitive sur un arbre homogéne numéroté d’ordre q, et I un sous-groupe
d’lwahori.

Le G—espace L?(G/I) est isomorphe & la somme directe des G—espaces
de Hilbert

L MO\ @ ST,

la mesure du® est la méme que pour les fonctions K-sphériques. Le plonge-
ment f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale est donnée,
pour f € C(G/I), par

fr=m(N1,

ot I; € H* a comme support IB et vaut ﬁ sur 1.

Démonstration: On va se ramener au cas ou G = G}, car les espaces L*(G/I)
sont définis géométriquement, comme espace des fonctions de carré intégrable
sur Pensemble des arétes de 'arbre, muni de la mesure discréte, sur lequel G
opere de fagon naturelle; ainsi 'action de G se transportera par restriction
3 G, de méme que la décomposition spectrale, car les restrictions & G des
représentations I1* de Q(f sont les représentations II* de G, comme on le voit
aisément, en considérant les modeles Q; de ces représentations, qui agissent
dans L%(92).

1l en est de méme pour les restrictions de la représentation de Steinberg
st. Il en est encore de méme pour ST, qui & priori est ’adhérence de st dans
L*G) et L*(G}), mais est en fait réalisée dans le méme espace L*(G/I). On
notera G = G, de sorte que G = G*.
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On choisit un élément o € G qui stabilise la géodésique {z,} choisie dans
'arbre homogene A,, et y agit par 0z, = z1_,; son carré 02 € H; on pourrait,
en se fatiguant inutilement, construire une involution dans G qui vérifie cette
condition. Cette construction n’est pas toujours possible pour un groupe plus
petit que G, comme on peut le voir dans le cas PG Ly(D), pour une algebre
a division D de degré impair sur son centre un corps p—adique [Ch-3]. On
notera que le normalisateur N(I) de I dans G est égal & TUIo =T Uol.

Avant de comparer les représentations de G et G, convenons de noter II®
la représentation de G dans ’espace H), associée au paramétre ), de sorte
que la restriction & G de II™ est la représentation II* de G.

On choisira un produit scalaire commun sur les H® et H*, pour |\| =
|ul = 1, donné par lintégrale [y |f|? dk.

Ceci est possible, car K est le fixateur d’un sommet & la fois dans G, et
dans G.

On consideére pour f € L*(G/I), la fonction f € L*(G/N(I)), définie par
f(9) = f(g9) pour g € G, et f(g) = f(go) pour g ¢ G. On vérifie que f — f
est une bijection de L2(G/I) sur L%(G/N(I)), telle que pour les normes L?
sur G et G on ait ||f||2 = 2||f||%.

Onall™(fy = H(’\)( f )<p+1'I(’\)( FHIIN(a)yp, que I'on applique & I’élément
Ingy € HO égal & iy = sy Swt V().

On obtient 2T (F)In(ry = ON()I; + ON(f)IT*(o)I;. Ce sont des élé-
ments dans des espaces de fonctions, sur lesquels G opére, dont on considere
la restriction & G. On en déduit la relation HI('\G)(?)]IN(I) = II¥(f)I;, car
l'intersection IoBN G = 0.

D’autre part, la représentation T° et la représentation de Steinberg de
G ont méme restriction & G, qui est la représentation de Steinberg ST de
G. Comme le produit scalaire sur T° provient de celui de L%(G/N(I)), on
voit que, outre la partie continue, 1'espace L?(G/I) contient ST comme
sous—G—espace invariant fermé.

On remarque ensuite que, si f € C®(G/K), on a Dégalité II*(f)(I) =
I (£)(I1), car m(K)I = Egexyr m(I)TI(g)(Ir)-

Ainsi le support de la mesure de Plancherel de L*(G/I), correspondant
a lorthogonal de la représentation de Steinberg, est celui de L*(G/K). Une
fonction f € C*(G/I) s’y projette par (f,\),\ef, avec fx = II*(f)(I). On voit
compte tenu des résultats établis pour f € C°°(G /K), que la partie continue
de la mesure de Plancherel de L?(G/I) est celle décrite, qu’elle coincide avec
celle de L*(G/K).

Comme St est le sous-espace de L?(G) engendré par sa fonction I —sphé-
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rique, ST est un sous-espace invariant fermé de L*(G/I). |

3.6 L?*(G/I), pour G transitif sur un arbre homogéne

Nous allons décrire la décomposition spectrale de L2(G/I), ou le groupe
G opere avec une seule orbite sur I’arbre homoggne, et I est le fixateur d’une
aréte [zo, ;] de I'arbre homogene.

On normalise la mesure de Haar sur G, de sorte que m(K) = 1, on choisit
la forme §;, g égale & [i dk. On choisit enfin dans le groupe G un élément o
tel que o(Z,) = T1-n, c’est & dire qui envoie la géodésique [—oo, o0] pointée
par zo, sur la géodésique [0o, —oo] pointée par z1, et un tel élément existe,
d’apres les hypothéses de transitivité faites sur G.

On remarquera que, quand z; est choisi comme origine de la géodésique,
ce que nous ferons pour décrire L2(G/I), un tel élément est noté w : nous
réserverons cette notation & un élément qui fixe zo,et échange les deux bouts
de la géodésique.

On sait que o normalise I, que 02 € H et que N(I) =IUol =1UIo.

Soit alors f € L?(G/I), on définit les fonctions

fo(9)=flgo), fr=Ff+fo, f-=F~for

Ona2f=f*+f".

Comme o normalise I, la fonction f, est invariante & droite par I. Donc
f* et f~ sont invariantes a droites par I. On vérifie que f* est invariante &
droite par o, et que f~(go) = —f(g).

Donc f*+ € L*(G/N(I)),et f~ € LAG/N(I),€), ou L*(G/N(I),€) désigne
le sous-espace de L?(G) formé des fonctions ¢ qui vérifient p(gk) = €(k)e(g),
pour k € N(I), pour le caractére e défini par €(g) = (—1)%=9(). ce caractere
d’ordre 2 sur G ne dépend pas du choix du sommet z qui intervient dans sa
définition.

La théorie des fonctions N(I)—sphériques a permis de décrire la décom-
position spectrale de L?(G/N(I)), il faudra faire la théorie analogue pour les
fonctions € — N(I)—sphériques.

On introduit

LAN(IN\G/N(I),€) = {p € L*(G)| Vk,K € N(I), p(kgk') = e(kk')¢(9)},

et C2(N(I\G/N(I),€) = IA(N(D\G/N(I),¢) NC=(G).
On remarque que si f € L2(N(I)\G/N(I),¢), alors €f et biinvariante par
N(I), et que Pon a || f]|* = [lef]|*.
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La formule de Plancherel appliquée & ¢f € L*(N(I)\G/N(I)), donnera
la formule de Plancherel de f. Il suffira alors d’exprimer ef()), pour ef €
CE(N(I\G/N(I)), pour |A| =1 ou X = M.

Deux cas sont & examiner.

Pour |A| = 1, on a alors ef(\) =< e )Inay, Ingy > -

Comme pour h € V* on a

(@) = [ elg™)f(g™)hlgz) dg = (@) [ F(5™")(eh)(g2) dg.

On voit facilement que si A € V* on a eh € V™ : en effet (ch)(gh) =
€(g)h(gb)e(b), et €(b)xa(b) = x-a(b). On remarquera Jn(;) égal par définition

a el de V=4, qui vaut ﬁu) sur I, et _2_1\11(3 sur Io.
Pour A = Ap = —\/g , la représentation est de carré intégrable, son coeffi-
cient est g, et €f(Xo) = W < ef, o, >, 00 <,> et ||.| sont les produit
0

scalaire et la norme L.

La formule établie & la proposition 3.2.1, donne pour g € N(I)r?N(I),
avec p > 0, prg(g) = ().

On compare cette formule avec celle du coefficient ¢ de la représentation
de Steinberg, donnée dans la proposition 2.7.1, par

c(g9) = (%)‘"‘, sige I, et c¢(g) = —(%)'"', sige It"ol.

Comme une classe N(I)7PN(I) = I7PI U IT7PI U ItPol U ITPol, on
vérifie que ¢(go) = —c(g), et que pour k € N(I) on a c(gk) = e(k)c(g). On
en déduit, comme c(g) = c(g~!), que ¢ = €pj,.

La formule de Plancherel pour L>(N(I)\G/N(I),¢€) est alors facile a éta-
blir, on a

112 = [ 1 < T By > P + o < o>
1
pour une fonction f intégrable, < .,. > notant le produit scalaire L?, du°
désignant la mesure de Plancherel de L?(K\G/K).

Ceci s'établit, en remarquant que la transformée de Fourier §(A) d’une
fonction g, N(I)—sphérique, est invariante par A — A~!, que A — —X~!
conserve le demi-cercle 7; .

On en déduit la formule d’inversion de Fourier.

Soit alors f € C°(G/N(I),¢), pour g € G, on considere la fonction f; sur
G définie par fo(z) = [ €(k)f(gkz) dg.

On vérifie, en utilisant la relation c(kgk’) = e(kk")c(g), pour k, k' € N(I),
que cette fonction est € — N(I)—sphérique. On peut donc lui appliquer la
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formule d’inversion de Fourier, ce qui donne

1
flg) = / | <Py, (@) > P du(¥) + o o)
En effet on a

Ub) = [ fo@hGy)da= [ f(oke)e(kib(zy)ds,
qui est égal & [ f(gz)h(z~'y) dz si on a h(ky) = e(k)h(y) pour k € N(I).

On obtient la relation IT*(fo)In(y = (g7 I*(f)I Ny, d’ott la formule
annoncée.

On en déduit que la décomposition spectrale de L*(G/N(I),e), est la
somme directe [ + H du®(\) @ ST, avec la méme mesure du® que pour les
fonctions K-sphériques.

Le plongement f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale
est donnée, pour f € C(G/I,¢), par fr = 7*(f)I1, et le projecteur sur ST
est donné par W fxc.

Les outils sont en place pour établir le théoréme

Théoréme 3.6.1 Soit G un groupe opérant de fagcon faiblement doublement
transitive sur un arbre homogéne non numéroté d’ordre q, et I un sous-groupe
d’Iwahori.
Le G—espace L*(G/I) est isomorphe a la somme directe des G—espaces
de Hilbert
/7 M) @ ST & T
1

la mesure du est la méme que pour les fonctions K -sphériques. Le plonge-
ment f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale est donnée,
pour f € C*(G/I), par

=N,

ot I; € H» a comme support IB et vaut ﬁ sur 1.

Démonstration: De la relation 2f = f* + f~, on déduit que
L}(G/I) c L*(G/N(I)) + L(G/N(I),€),

et méme 1'égalité. Il est ainsi clair que la décomposition spectrale de L*(G/I)
est celle qui est décrite dans ’énoncé.

1l reste donc & indiquer quel est le plongement (f,) d'un f € C*(G/I)
‘dans la partie continue de la décomposition spectrale.
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Soit A € 7", comme on a II*(0)Inqy = Iney, et ITINo)Ingy = Inay, on

voit que ITN(f+)Inry = 21 ()T, et TI(f ™)y = 2I(F)Inay-
Comme f = 3(f*+ f),ona

fr=

DO =

(ff + 7)) =Ny + T (FInay = T Ap);

en effetly(s) (resp. Inpy) vaut gy sur I, et oy (resp. —g0;) sur 1, donc
leur somme est I;. ]

3.7 Description géométrique de T°, et de ST (cas homogeéne)

On rappelle la notation, o S;, pour i = 1,2, désigne I’ensemble des
sommets de numéro i.

On choisira 7, j de sorte que g; < g;. On choisit alors un sommet de numéro
i, dont on note K le fixateur. Ainsi I’ensemble G/K s’identifie & S;. On sait
que ’espace de T?, est engendré par les translatés de ¢,,, que c’est un sous-
espace invariant fermé irréductible de L?(G/K), et qu'il n’a aucun vecteur
invariant non nul par un K, pour y € S;. On a

Proposition 3.7.1 La représentation T° se réalise comme la sous-représen-
tation de L*(G/K) dans

VO = {f € L}(G/K) |pour tout y € S; et tout z € G, /K 1 (kz) dk = 0}.

De facon géométrique, T est la sous-représentation de L*(S;) égale & l'in-
tersection des noyaux des opérateurs de moyenne sur les sphéres centrées aux
sommets de Sj.

Démonstration: . On a vu plus haut que T° C V°. La formule de Planche-
rel de L?(G/K) montre que T° est orthogonal du spectre continu. Pour
montrer que V° = T°, il suffira de montrer que si f € V° et si ( F)rert est
la projection de f sur la partie continue de la décomposition spectrale, alors
f» = 0 pour presque tout A € v7.

Soit K’ = K, avec y € S;, notons ¥'f la fonction définie par X' f(z) =
i f(kx) dk. On remarque que X'f € L*(K'\G/K).

On a (¥'f)x =¥ (1), car la décomposition spectrale commute aux repré-
sentations de G; on en déduit que si f € V°, on a [y, [I(k) fr dk = 0, pour
presque tout A € v7.
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On note fx x la fonction de V égale & 1 sur K’, et <,> le produit scalaire
de H*. On a donc < fxp, fr >=< fxr,X fr >=0.

L’ensemble des sommets de numéro j étant dénombrable, il existe un
ensemble N C 7 qui est une réunion d’ensembles négligeables indéxés par
Sj, donc de mesure nulle, tel que pour A ¢ N, la fonction fy est orthogonale
a l'espace engendré par les fonctions fxsx, quand y décrit S;. Cet espace
contient V*, puisque la représentation 7 est irréductible, et que ’ensemble
des fx'  est G—invariant.

Donc fy =0, pour A € 4 — N, ainsi f € T°. [ |

Cet énoncé admet des traductions dans les cas d’un arbre homogene.
Le premier cas est celui d’un groupe G, qui conserve la numérotation,
donc associé & arbre de type (q,q).

Proposition 3.7.2 Soit G un groupe d’automorphismes doublement transitif
d’un arbre homogéne numéroté, dont on note A l’ensemble des arétes.

La représentation de Steinbery est la représentation naturelle de G dans
le sous-espace VO = {f € L?(A) |pour tout sommet x, M,f = 0}, ot M,f
est la moyenne de f sur les arétes issues de z.

Démonstration: Ce résultat serait clair, si on considérait aussi les moyennes
par des compacts fixateurs de sommets plus éloignés. Mais on peut vérifier
sans peine, par exemple par récurrence sur la distance du sommet z a ’aréte
a, dont on note I, le fixateur, que les moyennes M, engendrent les sommes
Y k.1, f(ka), qui sont proportionnelles & ¥=f(a). [ |

Le second cas & examiner est celui du groupe G, transitif sur les sommets
de P’arbre homogene: alors la représentation de Steinberg est alors égal a la
représentation T° ® ¢, et 'espace G/I se décrit comme ’ensemble des arétes
orientées de I'arbre homogene. La proposition suivante est claire

Proposition 3.7.3 Soit G un groupe d’automorphismes doublement transitif
d’un arbre homogéne non numéroté, dont on note A Uensemble des arétes o-
rientées.

La représentation de Steinberg est la représentation naturelle de G dans
le sous-espace V° de L2(71) constitué de fonctions f qui prennent des valeurs
opposées sur des arétes de méme support et d’orientation opposée, et dont
les moyennes orientées M, f(a) = 0, ot la moyenne M, f(a) est prise sur les
arétes dont l’origine est x.
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Remarque Donner dans le cas général une description analogue de la repré-
sentation de Steinberg semble équivalent & la connaissance de la formule de
Plancherel pour L*(G/I).

3.8 Exemples: groupes p—adiques de rang un

Cette théorie s’applique aux groupes p—adiques G quasi-simples de rang
un, au moins pour les groupes dont le centre est trivial: en fait, pour les
autres, les représentations définies ici et les espaces quotients G/K, G/I, se
factorisent, via leurs images, dans le groupe d’automorphisme de I’arbre.

Les groupes que 1’on étudie plus précisement, seront définis sur un corps
p—adique k dont on note g I'ordre du corps résiduel. Ils seront de deux types:
d’une part des groupes linéaires, d’autre part des groupes orthogonaux ou
unitaires, associés a des formes d’indice de Witt égal a un.

On considérera, pour une algebre a division D centrale sur k de degré d, le
groupe PGL(2, D), son sous-groupe PGL°(2, D) des éléments dont la valua-
tion du déterminant de Dieudonné est paire, et les sous-groupes PSL(2, D),
voire SL(2, D)

Le cas D = k n’est pas exclus, et il correspond a des groupes déployés sur
k.

Ces groupes opeérent doublement transitivement sur un arbre homogeéne
d’ordre ¢¢, numéroté pour PGL(2, D), non numéroté sinon. Le caractere ¢,
dans le cas PGL(2, D), est trivial sur PGL°(2, D), et est donné par €(g) =
(=1)*@ ] ol v(g) est la valuation du déterminant de Dieudonné d’un reléve-
ment de g.

Dans ce cas, l'espace des bouts s’interpréte comme droite projective, le
groupe B, fixateur d’un point & l'infini, est le stabilisateur d’une droite, il est
constitué des matrices triangulaires supérieures dans une base adaptée; les
caracteres considérés de B seront factorisés par la valeur absolue du quotient
des coefficient diagonaux.

Les autres cas considérés ici, sont ceux des groupes orthogonaux ou uni-
taires.

Un groupe SO(5) de rang un, et des groupes unitaires associés aux ex-
tensions quadratiques séparables L de k, SU(3), une forme de SU(4) pour
forme hermitienne de rang un, et des groupes PGU (4), qui sont les quotients
des groupes de similitudes des formes par leur centre.

Pour ces groupes, ’espace des bouts s’interpréte comme ’ensemble des
droites isotropes, et le groupe B sera le stabilisateur d’une droite isotrope,
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et sera un parabolique minimal de G. Il agira par homothéties sur la droite
isotrope qu'il stabilise, d’ott un homomorphisme de B dans k* pour le groupe
orthogonal et dans L* pour les groupes unitaires, qui composé avec la valeur
absolue, donne un caractere & valeurs dans R}, que 'on compose avec un
caractére de R}, ce procéde donne un caractére de B & valeurs complexes.

On obtient par ce procédé les x, définis plus haut.

Il s’agit maintenant de décrire les arbres associés et les compacts maxi-
maux.

Pour les groupes linéaires, on obtient des arbres homogenes de type ¢¢,
avec une orbite dans le cas PG L,, deux sinon; les compacts maximaux dans
PGLy(D) sont de deux types, les conjugués de PGLo(Op), et les normalisa-
teurs des sous-groupes d’Iwahori; les sous-groupes d’Iwahori sont conjugués
au sous-groupe de PGLy(9p), formé d’éléments dont les images modpp
sont les matices triangulaires supérieures dans le corps résiduel.

Les compacts maximaux de PGL°(2, D), sont conjugés & PGLy(Op) par
des éléments de PGL(2, D), ceux de PSLy(D) le sont & PSLy(Op) par ce
méme groupe.

Les sous-groupes d’Iwahori de PGL3(D) sont ceux de PGLs(D), et leur
trace sur PSLy(D) donne ceux de PSLy(D).

Les groupes SU3(L), pour L|k ramifiée, opérent sur un arbre homogéne
de type q, avec deux orbites; les compacts maximaux ne sont pas isomor-
phes, 'un est SU3(L)NSL3(91,), les sous-groupes d’Iwahori ont une descrip-
tion analogue comme matrices, dont I'image par réduction est triangulaire
supérieure.

Les groupes de rang un PSU4(L), pour L|k non ramifiée, opérent sur un
arbre homogene de type ¢3, avec deux orbites, les compacts maximaux sont
isomorphes: 1'un est tout simplement PSU(L) N PSL4(0Oy,).

PGU4(L), pour L|k non ramifiée, opérent sur un arbre homogene de
type ¢, avec une seule orbite, le caractére € étant simplement la composée
du caractere d’ordre 2 de k*/NL* avec le déterminant. On vérifie que les
compacts maximaux de PSU4(L) sont conjugués dans PGU4(L). Les sous-
groupes d’Iwahori ont une description analogue en terme de matrices dont
'image par réduction est dans un parabolique minimal.

Pour les autres cas décrits ici, les arbres associés sont semi-homogeénes.

Le groupe SUs(L), pour L|k non ramifiée, opére sur un arbre semi-ho-
mogene de type (¢°,¢). Un sommet d’ordre ¢* + 1 est fixé par un conjugué
du groupe SU3(L) N SL3(Dy), la réduction modpy, donnant un SU(3) sur le
corps résiduel de k. L’autre sommet, d’ordre ¢ + 1 est fixé par un conjugué
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du fixateur de la norme v;.
2

Les groupes de rang un PSU4(L), pour L|k ramifiée, opérent sur un ar-
bre semi-homogene de type (¢%,¢), le sommet d’ordre ¢® + 1 est fixé par un
conjugué du groupe PSU,(L) N PSL4(91,), la réduction modp;, donnant un
SO(3) de rang un sur le corps résiduel de L, ce groupe étant isomorphe 3
PGL,. L’autre sommet est fixé par un conjugué du fixateur de la norme v;.

Le cas du goupe SO(5) de rang un décrit ci-dessus, opere sur un arbre
semi-homogene de type (¢2,¢). On peut écrire la forme quadratique g(z) =
T12_1 +u? — av? — w?, pour un = de coordonées (z_;,u,v, w,z;) dans une
base adéquate, avec a, § € O — P3.

Le groupe SO(5) N SLs(Ox) fixe un sommet d’ordre ¢ + 1, si a, 8 € P,
le groupe résiduel est un SO(3), qui est une forme de PGLy, sur le corps
résiduel de k.

Le groupe SO(5)NS Ls(Ok) fixe un sommet d’ordre ¢ +1, si o ou 8 € P,
mais pas les deux, le groupe résiduel est un SO(4), de rang un, qui est une
forme de PGL,, sur une extension de degré deux du corps résiduel de k.

On peut voir facilement, que par un simple changement de base sur k5,
on passe facilement d’une de ces deux formes décrites ici, & un multiple de
Pautre.

Cette étude des compacts maximaux a été traitée en détail dans [Ch-3].

3.9 Applications a certains produits libres

Cette théorie donne des résultats intéressants, quand un arbre homogéne
ou semi-homogene est associé & un groupe discret I' qui opere fidéelement et de
facon simplement transitive sur les sommets, ou sommets de numéro donné,
ou enfin sur les arétes de ’arbre. le premier cas est le cas du groupe libre a
r générateurs: ce cas a été étudié dans [Ch-1] et a été P’origine indirecte de
ce travail.

Le premier cas étudié est d’un groupe qui opere simplement transitivement
sur un arbre homogene, supposé de type q. On sait, d’aprés [Ch-2], qu'il est
de la forme I' = T, , un produit libre de r groupes d’ordre 2 et de s groupes
cycliques infinis isomorphes & Z, avec r + 2s = ¢ + 1; on a vu [Ch-1], que le
graphe de Cayley de T est un arbre homogene de type ¢ sur lequel agissant
a gauche, il opére simplement transitivement.

Si G est le groupe des automorphismes de cet arbre, et K le fixateur du
sommet ”origine” dans ', on a'G = I'K, 'NK = {e}, I'action de I sur L*(T')
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est simplement la restriction a I' de I'action de G sur L%(G/K), qui a été
décrite ici. Ces résultats ont étés explicités dans [Ch-1].

Soit I' un produit libre de k + 1 groupes H; d’ordre r + 1. On a vu que
' peut s’identifier aux sommets de numéro 1 d’un arbre homogene de type
(k,7) et que T opere sur son arbre par des automorphismes. En notant encore
G le groupe des automorphismes de cet arbre, et K le fixateur du sommet
"origine”, qui est donc de numéro 1, dans cet arbre, on vérifie que G = T'K,
I'NK = {e} et que laction de I" sur L%(I") est simplement la restriction &
T de laction de G sur L?(G/K), qui a été décrite ici. Il sera commode de
décrire les représentations intervenant ici, sous une forme adaptée au groupe
T.

L’espace €2 des bouts de ’arbre s’interpréte, comme espace des géodésiques
issues de l'origine, qui restreintes aux sommets de numéro 1, s’identifient aux
mots infinis du groupe I', réduits relativement au produit libre. La mesure
invariante par IC sur 2, se définit naturellement sur cet espace de mots infinis,
ainsi réinterprétés.

Enfin, la représentation T°, définie si k < r, se réalise dans L%(G/K); elle
est donc définie dans L?(T'), car ' a été identifié & I’ensemble des sommets
de numéro 1 de ’arbre.

Ainsi, la représentation réguliere gauche de T' dans L?(T") se décompose
en somme directe continue de représentations de la série principale unitaire,
que P’on peut décrire dans le Q—modele, et si k < 7, de la représentation T°|p
de carré intégrable sur T, dont un vecteur cyclique, est I'image lue sur I" de
Vxo DOUr Ag = —\/E . La fonction sphériques ¢, définit une fonction sur T,
qui ne dépend que de la longueur dans T'.

Le cas k = r = 1 est exclus de cette construction, il correspond au groupe
diédral infini, pour lequel l’arbre associé se réduit a Z.

Le cas k = 1,7 > 1 correspond au produit libre de deux groupes du méme
ordre; c’est groupe qui opére simplement transitivement sur les arétes d’un
arbre homogene.

Le cas r = 1,k > 1 qui correspond & un produit libre de k + 1 groupes
cycliques d’ordre 2, a déja traité.

Un cas, beaucoup plus intéressant, est le cas d’un produit libre de deux
groupes I' = H; x Hy, ot H; est d’ordre 2, et H d’ordre ¢ + 1, avec ¢ > 1.

Ce groupe I' opere simplement transitivement sur les arétes d'un arbre
homogene d’ordre ¢, et il s’identifie & un sous-groupe du groupe G des au-
tomorphismes de 'arbre. On notera Z C G le sous-groupe d’Iwahori fixant
I’aréte "origine”. On a G = I'Z avec I'NZ = {1}, ainsi I" s’identifiera & G/Z
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L’homomorphisme canonique n de T sur H; = Z/2Z, trivial sur H,, égal
a 'identité de H, coincide sur I' avec le signe ¢ du groupe G.

Le groupe I'® = ker(e) N T', qui est un sous-groupe de I" d’indice 2, est le
produit libre de H; et du groupe Hj qui est le conjugué, dans I', de H, par
I’élément non trivial de H;. Les arbres associés & I' et I'° sont identiques. Ainsi
les représentations de la série principale décrites décrivent dans le 2—modéle
se lisent sur I'°, donc sur I'. Et la représentation de Steinberg naturellement
décrite sur les arétes de I'arbre, se lit ainsi sur I'.

La décomposition spectrale du G—module L?(G/Z) donnera une décompo-
sition spectrale de L?(T') en une somme continue de représentations unitaires
de la série principale, que 'on a déja décrite, et de deux représentations
de carré intégrable, 'une est la représentation de Steinberg, et 'autre la
représentation de Steinberg tordue par 7).



- Chapitre I'V: Opérateurs d’entrelacement des
séries principales, séries complémentaires,
et représentations uniformément bornées

Dans ce chapitre, on va construire des opérateurs d’entrelacement pour les
représentations des séries principales par intégration et prolongement analy-
tique, on vérifiera que dans certains modeles ils sont définis par des convolu-

tions.

On diagonalisera ces opérateurs, ce qui s’exprimera aisément dans le
Q—modele.

Cela permettra de construire des séries complémentaires, puis en appli-
quant la théorie des espaces de Lorentz, de décrire les représentations uni-
formément bornées.

4.1 Opérateurs d’entrelacement

Dans tout ce chapitre, on va garder fixée une géodésique {z,} pointée par
un sommet zo, dont on note K le fixateur dans G; le choix de la géodésique
nous donne deux bouts 100, et on choisira encore w € G qui vérifie w(z,) =
Z_,. Les constructions seront relatives au bout oo, au sommet zp, ou du
moins son numéro. On supposera de nouveau la mesure de Haar m de G
normalisée par m(K) = 1, on conservera les autres choix et normalisations
précédement faits.

On considere, pour f € V* et g € G, l'intégrale

1(£,9) = [, f(gnw)dn.

On notera I, la fonction de V* égale & 1 sur K, cette notation étant simplifiée
en [, s'il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 4.1.1 1) L’intégrale I(f,g) est convergente pour |A| > 1.

2) La fonction I(f,.) qu’elle définit appartient a ’espace V27! et Uapplication
I:fw—I(f,.) est un opérateur d’entrelacement de ™ avec ™7, clest & dire
vérifie

Tom(g)=m""(g)o1.
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3) Ona
I(][A) = Cq ,‘12()‘)1[)\"’

d’ot une interprétation de la fonction cg, 4,.

Démonstration: Le point 3) a été déja établi a I'origine, dans le lemme 3.1.3,
ot on a prouvé que I(I))(e) = cq, 4,(A), ainsi que la convergence de I'intégrale
associée pour |A| > 1.

Pour établir la convergence de l'intégrale, on peut supposer, quitte a
remplacer f par une translatée & gauche, que g = e. On remarquera que
l'intégration définissant I, et la translation & gauche commutent de facon
évidente.

Comme une fonction f € V* est continue sur G, elle est donc bornée
sur K, soit alors M = supcx |f(k)|, et on remarque aussi que la fonction
n + f(gnw) que 'on intégre est continue sur N. On remarque que |xx| = x5,
d’ou la majoration |f| < M)y car |f(kb)| = | f(k)||xa(b)|. De la convergence
de l'intégrale d’entrelacement pour I}y en e, déja établie, on déduit le point
1).

Il est clair, que I(f,gn) = I(f,g), pour n € N, d’aprés les propriétés des
mesures de Haar. Pour démontrer que I(f,.) € V2™, il suffira de vérifier que
I(f,gm?) = I(f, 9)xr— (7)P.

On a f(grPnw) = f(grPnT Pww™!

TPw) =

= fgrPntPw)x3 (W™l TPw) = f(grPnTPw)xR (T7F).

Comme on a l’égalité

—1
d(_b;zb__z =6(b) = (‘htb)y(b) = M,

n Xx-1(b)
on en déduira 1’égalité & vérifier, sous réserve de convergence de l'intégrale.

Dans chacun des espaces V* et VA" Paction du groupe, qui définit les
représentations 7 et o , est la translation a gauche; comme ces translations
commutent avec l'intégration a droite, on vérifie ainsi que I est un opérateur
d’entrelacement.

Pour établir le point 3), on remarque d’aprés 'argument précédent, que
limage d’une fonction invariante & gauche par K sera donc invariante a
gauche par K. Comme dans V* ’espace des vecteurs invariants par K est de
dimension 1, on voit que I(I,) sera un multiple de I5-1, que 'on déterminera
par sa valeur a l'origine, qui a été donnée par le lemme cité. [ |
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La suite logique du programme consisterait, en une normalisation des
opérateurs d’entrelacement, obtenue par division par cg, 4, () et en leur pro-
longement analytique.

Pour le premier point, on remarque que si ¢; # gz, les poles de ¢g, 4, sont
+1, les zéros étant \/q_lfq_g’ et —\/;112. Si g1 = ¢2 = q, ¢4 0’a qu’un zéro égal 3
7> et qu’un pole égal a 1.

Donc si q; < ¢q, la fonction ¢ a un zéro Ao = —\/(’;—f de module |Xo| > 1.

Et diviser par c, introduirait un péle, pour une valeur du paramétre pour
laquelle intégrale converge. Cette valeur correspond & 7*°, qui n’est pas
irréductible, le sous-espace engendré par I, qui est une sous-représentation,
est équivalent & un quotient de 70 "

On pourrait aussi se contenter pour ces intégrales de choisir un sommet
dont le fixateur est un compact de plus grand volume.

Le prolongement analytique, qui sera traité plus loin, est toujours associé
au choix d’'un sommet.

Pour cela, fixons les notations.

Soit 75 : V* — Vp = C®(K/Np), défini par rx(f) = f|k, c’est & dire qui
3 f associe sa restriction a K. C’est une bijection, dont on note ¢y l'inverse.
Pour |A| > 1, on définit

J)‘(f) =ry10]0 LA(f).

Le probléme consiste & montrer, que pour f € V fixé, Ji(f) dépend analy-
tiquement de f.

Ceci s’obtiendra sans peine, quand on aura explicité I dans I’'un des deux
modeles suivants, le N—modele ou le 2—modele, dans lequel on pourra méme
diagonaliser I, et dont on verra que les valeurs propres sont des fonctions
rationnelles de X avec au plus deux poles simples en A = £1.

4.2 Convolutions associées sur N
Soit f € V*, et ¢ = T(f) la fonction définie sur N par

o(n) = f(nw).

On a la proposition



138 F. CHOUCROUN

Proposition 4.2.1 L’opérateur d’entrelacement sur V> lu dans le N—mo-
déle est donné, pour |A| > 1, par la convolution a gauche par le noyau

ax(n) = ()"

Vg2
ot v est la valuation définie sur N — H.
Plus précisément, on a T o I(f) = T(f) x a.

Démonstration: Soit ®(n) = I(f)(nw), on a ®(ng) = [y f(nownw)dn,
intégrale dans laquelle H est de mesure nulle.

On sait, d’apres la proposition 1.5.7, que si n ¢ H,3n’ € N, 3b € B avec
wnw = n'wb, et v(b) = v(n) = —v(n').

Cette intégrale s’écrit

D(no) = /N_H f(non'w)B(n) dn, avec B(n) = (v/GigaA)""™.

On utilise le lemme 1.7.2 pour effectuer le changement de variable n — n'
sur N/H — H,que Pon étendre & N, qui est de mesure nulle, son ” Jacobien”
est donné par dn’ = (q1q2) "™ dn = (q1¢2)*™" dn.

On obtient alors

’ ’ A ’
B(n)dn = (Vi)™ (q1g2) ™™ dn’ = (—==)"") dn’ = ax(n) dr’,
V142 (
parce que v est invariant par n — n~!, il en est de méme de oy, et comme le
groupe N est unimodulaire, on en déduit le résultat annoncé. |

On notera, ici, 1 'image de la fonction I, qui vaut 1 sur K. On sait que
I'image par T de V?, est la somme directe de C:°(N/H), et de la droite Ct;.

Pour obtenir un prolongement analytique, on traitera séparement les deux
espaces Ciy et C°(N/H).

Pour 15, c’est facile, car on sait que 1(1\) = gy g, (A)¥r-1.

Sur C®(N/H), on remarque que si f € C2°(N/H), il existe un k tel que
f est invariante & gauche par le sous-groupe Nj.

On peut alors dans le calcul de la convolution remplacer ay par a&k),
sa, régularisée & gauche invariante par N, défine par af\k) = €k,N * O, avec
ekN = sy Ive- ( In, désigne, ici, la fonction caractéristique de Np.)

Clairement a&k) est invariant a gauche par Nj, et on vérifie que a&k) et ay

coincident sur N — N.
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En effet, on a, pour | > k, et n € N}, 'égalité af\k)(n) = a,(n), car ay ne
dépend que de v, et parce que Ny N} = N}.

Sur Nj le noyau af\k) est constant, il est donné par la moyenne de a) sur

Ni, on a donc

a(k)lN =( A )k[m(N,:) 1 + m(N,:_l),/qlqy\"l]
ATNaE Im(N) 1= m(N) 1-a2

On obtient ainsi, pour A # £1, une fonction continue, convolable & gauche
avec une fonction continue & support compact sur N/H.

On peut remarquer que 1, est invariante par Ny, encore faudrait-il mon-
trer, pour unifier ce procédé de prolongement analytique, vérifier qu'elle est
convolable par of.

On peut remarquer que dans le cas PGLy(k), 'espace N/H s’identifie &
k, le noyau a, est de la forme |z|*, que I'on régularise au voisinage de 0, et
en le remplacant par sa moyenne sur {|z| < ¢~*}, obtenant ainsi un pro-
longement analytique de opérateurs de convolution; le cas le plus intéressant
est le cas ou |A| = 1, correspondant & Rs = —1, pour lequel les séries
principales sont unitaires, et pour lequel on démontrera que les opérateurs
d’entrelacementsnormalisés sont unitaires.

On obtiendrait alors, que les régularisés et normalisés des noyaux de con-
volutions W}Jr—t définissent des opérateurs unitaires sur L2(k).

On aurait des résultats analogues sur L2(N), quand N est le radical unipo-
tent d’un parabolique minimal d’un groupe p—adique de rang un. La théorie
réelle analogue n’est d’ailleurs pas triviale: elle se traite par transformation
de Fourier.

4.3 Convolutions associées a K, et {—modele

Avant d’étudier les opérateurs de convolution associés a K, il convient
d’introduire certaines notations.

Pour wp € £, on note p(w;wp) la distance & o de la projection y d’un bout
w # wo sur la demi-géodésique [zo,wq). Par continuité on posera p(wo; wp) =
00.

Si wp = oo, on notera simplement p(w) = p(w; o), on aura p(w) = n si
z, est la projection de w sur 2o, 00].

Cette fonction se remonte 3 K, et ce qui nous permettra de définir une
fonction p sur K, par p(k) = p(k(00)).

On sait que K = NowNo U wN_jwNp.
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Lemme 4.3.1 La fonction p est donnée par
p(k) =0 si k € NowNp,
p(k) = —v(n) si k € wnwNo, avecn € N_; — H.

Démonstration: Dans le premier cas, on a k(co) = n(—o0), avec n € Ny;
comme I'image par n de la géodésique [—o0, 00| est la géodésique [k(o0), 00|,
et que n(zo) = o, on voit que o € [k(o0), 00], d’ott p(k) = 0.

Dans le second cas, on a k(oo) = wn(—o0), avec n € N_;.

On pose m = v(n) < —1. Le sommet z,,, par définition de la valuation, est
le carrefour des trois bouts (00, —00,n(—00)), d’ott T_m = w(zy,) est le car-
refour des trois bouts (—o0, 00, wn(—o00)), qui coincide avec (k(oc), —o0, c0).
Comme —m > 0, la projection de k(oo) sur [zg, 00] est z_p,, d’ott le lemme R

Lemme 4.3.2 Soitm >0etke K, ona
k(Tw) = 2m < k € WN_,wN,
d’ot on déduit p(k) = sup{m >0 | k(zm) = Tm}.

Démonstration: On sait que K = NowNo U wN_;wNg.

Si k € NowNp, on a k € nwNy, avec n € Ny, donc k(z,) = n(Z_r) # Tm :
sinon n(Tm) = T—_m, impossible car n fixe la demi-géodésique [zo, 00].

Nécessairement k € wNjwNy, et k(zm) = wn(z_n), avec n € N; on en
déduit que k(zn) = Tm <= n(T_m) = W(Tm) = T_m ce qui est équivalent &
n € N_pn.

L’assertion sur p est trivialement un corollaire de la formule démontrée
ici et du lemme précédent. |

On peut maintenant exprimer 1'opérateur d’entrelacement

Proposition 4.3.3 Soit la fonction s définie sur G pour A # 0, d support
dans K, égale, en dehors de H, a

1 A k)
k)= (1+—)(—==)""®).
L’intégrale d’entrelacement I est donnée sur V*, pour |\ > 1, par la
convolution a droite par Y.

Démonstration: On remarque que la valeur de 7, sur H n’importe pas, car
H est négligeable.
On pose I = [y, f(gnw)dn et I) = [y_p, f(gnw) dn.
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On remarque que, dans ces intégrales on peut intégrer encore & droite sur
No, car f est invariante a droite par No, d’olt I) = [y, ., f(gnwu) dndu, et
en utilisant le corollaire & la proposition 1.7.4, on obtient

1
L=+ /N (k.
Pour I, comme pour n € N — Ny on a v(n > 1), on écrit, suivant la
formule établie dans la proposition 1.5.7, nw = wn'wb, avec v(n') = —v(n).
Onal = [y_, f(gun'wd)dndu = [y_y, f(gwn'w)x5"(b) dn, on effectue
le changement de variable n — n’, dont on connait d’apres la proposition 1.7.2
le ” Jacobien”, on obtient alors

_ - ) (— 2 o) gy
L= [ flgnw)dn= [ fgunu) ) dn
par le méme calcul que celui fait pour ay, puis, comme f est invariante a
droite par Np, on integre sur N_; x No, d’ot I = [,,n_, wn, f(gk)7r(K) dk, le
passage de l'intégrale sur N_; a l'intégrale sur wN_;wNy pour dk se faisant
comme pour [;.
Comme (k) = 7A(k™!) pour k € K, on en déduit la proposition. |

11 est intéressant d’expliciter ces opérateurs sur le 2—modele.
On va noter I, 'image dans C*(Q2) de 'opérateur I de V* dans 72
c’est & dire de fagon plus précise,

I)\ = J;—ll ° Ioj)\v
oll jx est la bijection de C*(Q) sur V* définie par jr(f)(k) = f(k(c0)).

On définit, sur €2 x €2 le noyau k, par

1 A —p(w,w’)
ka(w;w') = (14 =) (—=)""",
al ) ( ¢I1)( Q1(I2)

pour w # w' la valeur pour w = ' étant indifférente.
Par simple traduction de la proposition précédente, on a

Proposition 4.3.4 L’opérateur I est donné, pour |A| > 1, par le noyau Ky,
c’est a dire

B()w0) = [ F@)r(w, wo) dugo,
pour f € C*(N).
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On peut remarquer que le noyau «, est purement géométrique, il ne
dépend pas du groupe G considéré, il en est donc de méme de Iy.

Pour une étude plus approfondie des opérateurs d’entrelacement, diago-
nalisation, prolongement analytique, et autres considérations, compte tenu
de la remarque précédente, il sera judicieux de travailler avec le groupe G,
que 'on notera simplement G.

Pour m > 0, on notera

K(0,m) ={g9€ K| g(zm) = Tm},

qui est égal, pour m > 0, & wN_,,wNp(comparer avec I'o(N)!), dont la mesure
est donnée par m(K(0,m)) = (1 + qll)“m(N_m); on notera f,, sa fonction
caractéristique, et o, = W(lo-ﬁ)‘) fm, cette derniére notation étant compati-
ble avec celle de la proposition 1.9.5.
Pour m =0, on a K = K(0,m), et ag = I, dont la restriction & K vaut 1.
On notera le noyau régularisé 75 = aum, x 7a.

Proposition 4.3.5 1) On a 7} = ¢4 g, (ML
2) Soit m > 0, sur K — K(0,m) on a l’égalité v3* = .
Sur K(0,m) la fonction ¥§ coincide avec la constante c,()), égale d
emn(A) =1+ qil)(ﬁ’:—(n)‘mq(/\) sim est pair et

em(N) = (1+ qil)(\/q%@)"mc_()\) sim est impair, avec

114 2l

()= —E B — e (V) = e
1—)—2 1— A2

Démonstration: Le premier point est clair, car apx-y, est la fonction constante
égale & [ 7a(k) dk, expression déja calculée, et égale a la restriction a K de
I(I)), qui vaut cg,g,(A)Ix-1.

On notera pour [ > 0, K*(0,1) = K(0,1) — K(0,1 + 1), c’est un ensemble
sur lequel la fonction 7, est constante.

On remarque que pour | < m, on a K(0,m)K*(0,l) = K*(0,l), car
K (0,m) est un sous-goupe de K(0,!) et de K(0,! —1). Donc, pour [ > m la
régularisée 75" de ~y, coincide avec elle sur K*(0,1)

Ceci établit la premitre partie de 2).

Par définition de 4T, on sait que c’est fonction constante sur K(0,m),
dont la valeur donnée par ;(7(10’7)) Jx©my (k) dk

_ 14 g-ly-
L l-Lrasy

_ _1_ AT 1 m(N;l) /\_lm(N,,;)
=1+ ql)m(Nm) 1— 22 [(m)_m + (\/Z]l—(h)_’"_l]’
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car on a (1 + ;-)m(K(0,1)) = m(IVy), ainsi que m(N_i_2) = (qigz) " 'm(N_,)
et m(N_i—2)* = (q1g2)"'m(N-1)*.

En utilisant encore ces relations d’homogénéité, on obtient les formules
suivantes

)

T-A7 " mNo) 1-X7%°
c ()\) — m(N—l) 1 + m(N:2) \/‘]1‘]2/\_I
- m(N-1)1=X"2 m(N_;) 1-x2"
comme m(Ng) = (1— qll)m(NO), et m(N*,)=(1- ql?)m(N_l) = %}m(No).
On a la formule analogue m(Nj) = ﬂq‘l%nlm(No); on obtient ainsi les formules
annoncées.

On remarquera que ’on passe de c; & c_ en échangeant ¢, et g¢s. [ |

’ m(No)

Corollaire 4.3.6 On a

ap*x Y = co(A)ao, avec co(A) = cgy 4,(N)-

et pour n > 0, (an — Ap-1) * 72 = cn(A)(an — an_1), ot
Cam1(A) = =Xy, (A1), pour m > 0, et
Com(A) = —\/;If)\“mcqz,ql()\‘l), pour m > 0.

Démonstration: Le premier point est clairement une conséquence de la for-
mule établie pour ~9.

Pour les valeurs de n > 0, il convient de connaitre les volumes de K (0,n)
qui sont, puisque le groupe est faiblement doublement transitif, d’indice dans
K égal a ordre de la sphere de centre z, et de rayon n.

On a donc m(K(0,2m + 1))~ = (g1 + 1)(qq2)™, et m(K(0,2m))~! =
(1+ -)(q192)™, pour m > 0.

On remarque ensuite que (0, — p_1) * 2 = Y2 — Y% ', est nul en dehors
de K(0,n — 1) et est constant sur K(0,n — 1) — K(0,n) et sur K(0,n).

Pour calculer ces valeurs, on utilise les relations suivantes, dont la vérifi-
cation est immédiate, (1 + qll) — Cpa(A) = Cga(A71),

1- C+()‘) = anqz(’\_l)’ et c+()‘) - C—()\))\_I\/@ = (‘Il - l)cqhqz()‘_l),

ainsi que la relation analogue en échangeant q; et ¢q,

1—c_(A) =cgq A, et c(N)- C+()‘))‘_l\/q_lq_2 = (g2 — 1)Cprq1 ()‘_l)-

Trois cas sont & étudier.
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Sur K — K(0,1) la fonction (a; — ag) * », vaut

1
1+ q_l) —Chp(A) = qu,qz()‘-l)'

Sur K(0,1), elle vaut (1 + ql—l))\‘1 q1q2c—(A) — Cqy () =

1
=(1+ q—l)(l - QIcqx,qz()‘_l)) — Cqa(N) = _QIqu,qz(A_l)-

On remarque ensuite que, puisque m(K (0,1))™! = (g, +1), que ag — a; vaut
1sur K — K(0,1) et —¢; sur K(0,1).

On obtient ainsi la relation (@ — o) * yx = —Cqy,4, (A7) (1 — @), ce qui
donne ¢1(\) = —¢y, ¢, (A7Y).

Pour n > 1, la fonction (an, — an—1) * 7» a son support sur K(0,n — 1),
elle vaut

sur K(0,n — 1) — K(0,n) elle vaut (1 + —;—1)(‘/——%_—(1;)1_"(1 —c_(N\)
et sur K(0,n) elle vaut (1 + —)( —— )" MA@z — c—c(N)),

\/__

avec € = (—1)™. Explicitons ces valeurs.
Pour n = 2m + 1, avec m > 0, on obtient sur K(0,2m) — K(0,2m + 1)

1 o i}
(1 +;1:)((11(12)"')\ (A7)

et sur K(0,2m + 1)

1 my—2m -
(1"‘;1:)(1—‘11)((11(12) A2 Car,a(A 1)

on note que Qam41 —agm vaut —(1+ qll)(qlqg)"‘ sur K(0,2m)— K(0,2m+1),
et qu'il vaut (1 + )(q1 —1)(q1g2)™ sur K(0,2m +1).

1l s’ensuit que (a2m+1 - an) * Y= c2m+1(A)(a2m+1 - a2m),
avec Comi1(\) = —A72Mcy, o (A71).

On remarquera que la formule est encore vraie pour m = 0. La formule
précédente est donc valable pour m > 0.

Le cas n = 2m, avec m > 0, se traite de méme, on obtient
sur K(0,2m — 1) — K(0,2m)

\/ 2(q1 + 1)(@1g2)™ Mgy 0, (A7),
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et sur K(0,2m)

\/g:f(qz 1)@ + 1) quge) ™ N, o (A1),

comme Qg — Q2m—1 vaut —(1 + ¢1)(g1g2)™ ! sur K(0,2m) — K(0,2m + 1),
et qu’il vaut (g2 — 1)(1 + ¢1)(q1g2)™ ! sur K(0,2m + 1), on vérifie que

(a2m — @2m—1) * A = Com(N)(C2m — Q2m-1),
avec Com(A) = —\/g—%/\"‘""c%ql()\‘l). [ |

Théoréme 4.3.7 Pour |\| > 1 Uopérateur d’entrelacement I est diagonali-
sable dans l'espace L*(2).

Ses sous-espaces propres sont les images des projecteurs A,, et ils sont
orthogonauz, et on a

I\ a.r2@) = ().

Démonstration: Cet énoncé est une simple reformulation du résultat précé-
dent, compte tenu de la proposition 1.9.6. |

4.4 Etude des opérateurs d’entrelacement

On sera amené a considérer ’opérateur

1

Car.2(A) A

si q; > qq, cet opérateur est défini sur |\| > 1, par contre si ¢1 < g, il 'est
_ (e N s ~ . . . 1
sur |A| > 1, sauf en Va,ou il a un pole simple, qui est celui de F—

=

Proposition 4.4.1 1) Pour |\| > 1 les opérateurs I sont définis sur L*(f).
2) Les opérateurs I, admettent un prolongement analytique sur C*()
pour A € C*, sauf en £1 si q; # g2, et en 1 si q1 = qo.
lls vérifient I’équation

Dol = Cm,qz(}‘)cqn,qz()‘_l)I'

Ils sont donc inversibles si et seulement 8i Cg, 4,(A)Cqy 0o (A1) # 0, ces valeurs
étant celles pour lesquelles T est irréductible.
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3) Les opérateurs normalisés Jy admettent un prolongement analytique
sur C*(Q) pour A € C*, sauf auz 2éros de cq, 4,()), qui sont égauz 4 —— et

9192
d—\/;ﬁlsiqlaéqg, etd\%siqlzqz:q. Ona

Ji=1Iainsique pour y #q J_1=1, et Jy.ioJy=1.

4) Pour |\| = 1, les opérateurs Jy se prolongent & L*(Y) et sont unitaires.

Démonstration: Clairement si |A| > 1, les coefficients c,()) sont bornés. Le
prolongement analytique est trivialement défini, grice A la diagonalisation.

Pour établir la relation Ix-1 o Iy = ¢4, ,4,(A)Cq;,0(A71)I, 0n peut soit vé-
rifier la relation ca(A™")ca(X) = ¢y 00(A)Cq.0,(A71) pour n > 0, soit utiliser
lemme de Schur qui montre que, si 7 et 7 sont irréductibles, Iy-1 o I est
un scalaire; on pourra alors se contenter de vérifier la relation annoncée sur
les fonctions constantes. On obtiendrait ainsi la relation recherchée pour les
valeurs de X ot 7 est irréductible, et on la prolongerait par continuité.

On connait les zéros de cq, q,(N)cq 02 (A7!) gaux & /qigo™" en général et
\/? 1, pour q; # g, : on y reconnait les valeurs de non irréductibilité de 7.

L’énoncé général de 3) est clair, on peut seulement remarquer que la
détermination de J; et éventuellement de J_; se fait, soit par le calcul, soit
en invoquant encore le lemme de Schur.

Le point 4) est une conséquence de ce que, pour |A] =1, on a |c,(A)| =
|Cq1,2(A)| : ainsi J est diagonalisable, avec des valeurs propres de module 1,
dans des espaces propres orthogonaux.

La relation est & vérifier est triviale pour n = 0, claire pour n = 2m + 1,
car alors on a |cg, ,(A)| = |Cg102(A71)], enfin conséquence pour n = 2m avec
m > 0, de 'égalité gacq, g (A)Cqz.q0 A1) = q1C1,0(N)Cq e (A71).

On peut aussi rappeler que I'équivalence unitaire de II* et de 1" a 6té
établie dans la proposition 2.4.9, grace aux fonctions sphériques. |

On notera que J; n’est pas scalaire pour ¢; = g2 = q, car co(A) = (-1)™
Ce dernier point est évidemment lié au fait que 7, pour A = —1, est
réductible.

11 sera utile pour la suite de connaitre ’expression de Jy dans le N—mo-
dele.

On sait que, pour |A| > 1, Popérateur I est donné par la convolution sur

N par le noyau a;, donné par a,(n) = ( \/q’\ﬁ)"(").
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Ainsi, pour |A| > 1, 'opérateur de convolution normalisé J, qui correspond
a J) est donné par la convolution & droite par le noyau @y, ot

_1
Car,2 ()

Donc l'opérateur J qui correspond & J), admet un prolongement analy-
tique pour |A| < 1, donné par la convolution par le régularisé de w,.

On considére, pour m > 0, le sous-ensemble C°(N/H) de CX®(N/H),
formé des fonctions invariantes a droite par N,,.

On a C¥(N/H) =UCP(N/H).

Soit le noyau w}* défini sur N — H, coincidant avec wy sur N — N_,, et
qui sur N_,, est constant et est égal a la moyenne de w), sur N_,,.

On vérifie, sans peine, que la restriction a C°(N/H) de 'opérateur J, est
égal a la convolution & droite par w}.

On remarque ensuite que, pour m > 0, K(0,m) N wNw = N_,,. Ainsi
le noyau régularisé wY* correspond a I'image de af', par le changement de
variable, n — wnw défini sur N_,,, car les fonctions sur K/Nj, invariantes &
droite par K(0,m), correspondent dans le N—modele aux fonctions sur N/H,
invariantes a droite par N_,,. On obtient, vu le calcul fait pour 7,,

Wy = Q).

w1 1, 1 P
Wy INm_qu,q;()\)(l+q_l) cm()\)-cql,qa(A)(\/(Tl—q;) Cﬂ:(A)7

d’apres la proposition 4.3.5, avec c+ = ¢y si m est pair, et cx = c_ si m est
impair.

Les opérateurs d’entrelacement permettent de redémontrer directement

Proposition 2.7.3 Les deux représentations de Steinberg, st qui est réalisée
comme sous-représentation de VV&®_ et st' qui l'est comme quotient de
Vﬁ, sont équivalentes.
Démonstration: On rappelle que, pour A = /q1q2, la forme [ f(k) dk est
G—invariante dans V*, elle est égale d’ailleurs a EB°. La représentation st
est justement définie dans l'espace des fonctions annulées par cette forme,
c’est & dire dans @,5¢ AnC®(R).

On vérifie que pour n > 0, on a c,(A) # 0 : en effet, comme cg, ¢,(A) =0 et
CaaN) =0, cq (A1) = 1+% et Cu (A7) =1+ é, donc T est injectif sur
st. La représentation st’ est réalisée dans le quotient de V™" par I’espace des
constantes, or I'image de st est un supplémentaire de ’espace des constantes.
La proposition s’en déduit. ]
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4.5 Série complémentaire

On peut définir une forme sesquilinéaire invariante sur V*, quand la con-
tragrédiente de 7, qui est égale & 7 pour X = 7!, est équivalente & 7.
Ceci n’est possible que si X' = X ou X = A1, Dans le premier cas, on a
|A| =1, c’est la série principale. Dans Pautre cas, X' = A%, implique \ réel.

On peut considérer la forme < f,g >x=< f,I\(g) >, asociée 4 la dualité
<,> entre 7 et 7*’; on utilise le 2—modele pour la décrire, mais on lui
préférera la forme proportionnelle obtenue en remplagant I par J,.

La forme sesquilinéaire obtenue se détermine alors facilement. On obtient

5]

<f,9>3=Y_ch(A) < Anf,Ang >,

n=0
avec c,(A) = %‘8‘—%
Comme cj()) = 1, il existera une forme hermitienne sur ’espace de 7, si
et seulement si les coefficients de J, sont définis et strictement positifs.
On vérifie, par un calcul élémentaire, que 'on a c,(A\) > 0 pour tout
n > 0, si et seulement si A € I, ol

- j (11
—]\/—— VargU] - [

avec ¢; < g, et i,j € {1,2}. On a ainsi montré

Théoreéme 4.5.1 Pour ) € I., il existe un produit hermitien sur V.

La représentation dans le complété de cet espace, noté Hy sera dite ap-
partenir & la série complémentaire.

De plus on a H* C Hy pour [\ > 1, et H* D Hy pour |A| < 1.

Enfin pour A < 0, les espaces Hy et H)y sont équivalents.

Démonstration: Le premier point a déja été établi.

Soit A\ € I, on remarque ensuite que si |A| > 1, ca(A) — 0, et si |A| < 1,
cn(\) — 00. Le deuxieme point s’en déduit.

Enfin, si A < 0, A € I, alors |\| € I, et on vérifie que 'c_'in(%ll) ne prend
qu’au plus trois valeurs, en fonction de la parité de n.

Ainsi les produits scalaires définis sur C*(£2) & I’aide de J) et de Jj» sont
équivalents, et définissent le méme complété. [ |
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Proposition 4.5.2 Soit A € I.. L’accouplement <,> entre les représenta-
tions contragrédientes V> et V>~ se prolonge en une dualité entre Hy et
Ha-1, pour laquelle on a

|<f7g>|2 S< f:f >a< fvf >N,

pour f € Hy et g € Hy-r. Et pour cette dualité, Hy s’identifie au dual de
Hyor.

Démonstration: Soient f,g € C*(2). On a puisque c,(A7!) = c,(A)7L,

| <£9> =12 <Auf,Bng> | =3 < \/aMN)AnS,\/cu(A 1) Ang > |

n>0 n>0

< |IflIallglla=1, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, car on a

IFIR =3 ca) < Auf, Baf >, et lga1 ] = 3 (A7Y) < Ang, Ang > .

n>0 n>0

On vérifie aussi que I'application f — 3,50 ¢, (A)Anf réalise la dualité
de ’H;l sur H,. [ ]

4.6 Représentations uniformément bornées

Le but de cette section est de construire un produit hermitien sur V>
ou sur C°(N/H), de sorte que 'action de 7 se prolonge dans un espace de
Hilbert, et que pour la norme d’opérateurs, on ait supyeq ||7*(g)|| < oo.

Ce sera possible si o = || e]ﬁ, V312], le produit scalaire <, >,, étant
celui de la série complémentaire réalisée dans le N/H—modéle.

Pour cela, on s’inspirera de ’article de Lohoué [L], qui traite ce méme
probléme pour les groupes de Lie réels de rang un, & ’aide des espaces de
Lorentz Ly 4, dont les propriétés décrites par Hunt [H], permettent de con-
tourner I’absence de transformation de Fourier sur N/H. Cette méthode a
d’ailleurs été utilisée par [M. Z.] dans le cas du groupe libre.

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.6.1 Soient o E]ﬁ,,/qlqﬂ et A € C avec |A| = 0.

L’espace V>, réalisé comme espace de fonctions sur N/H, se plonge dans
H,, et m*(g), pour g € G, admet un prolongement par continuité ¢ H,,
prolongement que Uon notera 7)(g).
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De plus, il existe une constante c,, qui ne dépend que de o, telle que

7 (9)llo < €,
ot ||.||o désigne la norme des opérateurs sur H,.

Démonstration: Pour o = 1, le théoréme & démontrer est évident: en effet
I’opérateur d’entrelacement est trivial, car on est ainsi dans la série principale
unitaire, et le produit scalaire est indépendant de .

On supposera donc désormais que o # 1.

On va commencer par comparer sur B les représentations 7> et 7°.

On a le lemme

Lemme 4.6.2 On a, pour b € B, la relation
A A v(b), o
() = (3)On° ).

en particulier, m(b) se prolonge en un opérateur unitaire.

Démonstration: On vérifie que 'on a 7 (ng)p(n) = p(ng'n), pour ng € N,
et ¢ € C®(N/H), donc 7*(ng) ne dépend pas de ), comme on a v(ng) = 0,
la relation est établie sur N.

On a 77 nw = 77 nTww™ 77w, d’ol

1

P (T)p(n) = o nrug! @ T e) = e(rrrw)xs (1),

que P’on compare & 7°(7)p(n), ce qui donne 7*(1) = $7(7).
Comme B est engendré par N et 7, le lemme s’en déduit. [ ]

L’image de V* est C2°(N/H)Um*(w)C(N/H); pour démontrer que V> se
plonge dans H,,, il suffira de prouver que la restriction de 7*(w) & C2°*(N/H)
est continue pour la norme ||.||,.

Ceci sera 1'une conséquence de la continuité de 7> sur C°(N/H) pour la
norme ||.||o-

Comme CP(N/H) est dense dans dans H,, en vertu de la décomposition
de Bruhat G = B U BwB, et du fait que 7*|p est unitaire dans H,, pour
démontrer que le théoréme, il suffira de démontrer que 7*(w) est continu sur
C>(N/H) pour ||.||s, €t que sa norme est majorée par une constante cq, qui
ne dépend que de o.

Démontrons alors ce point. Pour cela, il faut comparer 7*(w) et 7°(w).
On peut partir d’une fonction f € C*°(N/H), on pose g = w°(w)f, on sait
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que ||glle = ||f|lo, car m° est une représentation unitaire, car dans la série
complémentaire.

Pour n € N—H, on sait, puisque w? € H, qu’on peut écrire wnw = n'wb
avec v(n) = —v(n’) = v(b).

On a 7 (w) f(n) = f(n')x3'(b), or g(n) = f(n')x;1(b), on obtient ainsi
TN w)f = pag, avec pia(n) = a*™, pour a = %+ Le théoréme sera ainsi la
conséquence de la proposition suivante

Proposition 4.6.3 Soito e]ﬁ, V@1G2|- ayant réalisé H, comme complété
de CX(N/H), on considére, pour a .€ C*, |a| = 1, la fonction définie sur
N — H, pa, égale a pq(n) = a*™.

Il eziste une constante c,, telle que si f € Hy la fonction pof € Hy, et

ltaflle < collfllo-

4.7 Etude d’un multiplicateur

Cette section est consacrée a la démonstration de la proposition précé-
dente. Pour cela, on introduira les espaces Ly, de Lorentz, dont on rappellera
ici, les propriétés essentielles.

On considére un groupe localement compact X, muni d’une mesure de
Haar m.

A une fonction f mesurable sur X, on associe sa fonction distribution Ay
et la fonction f* définies sur R, , par

Ar(y) =m({z € X | |f(z)] > y}), et f*(t) =inf{y >0 |As(y) <t }.

On définit alors les espaces de Lorentz Ly, définis pour 0 < p,q < oo et
Ly pour 0 < p < 0o, comme espace des fonctions mesurables sur X dont la
norme

o= & [T @0 D <00, 0 fllo = supth7(0) < o0

La proposition suivante récapitule les résultats dont nous nous servirons.

Proposition 4.7.1 (Hunt [H])

1) Les espaces Ly, définis ci-dessus sont des espaces de Banach pour les
normes ||.|lp.q-

2) Le dual de Ly 4, pour 1 < p,q < 00, est Ly 4, avec i +4 = (ll +L=1,l

4
dual de Ly, pour 1 <p < 0o, est Ly «, avec ;15 +,% =1
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3) Ona
”fg”p,q < C”f”POrQO‘”g“Phqn

avec 1+ % =g;tol+i= « 2 et pour une constante C, ne dépendant
que de Po, P1,90,q1-
4) Ona

I/ * gllpa < C'llfllpo.go-9llp1.a15

azfecO<,%—1=;1;+pl—l—1<1,0§%=$+%51, et pour une constante
C’, ne dépendant que de po, p1,qo, q1.

Ces outils vont permettre la démonstration de la proposition 4.6.3.

dans H,, dés qu’elle l’est pour tout f € C°(No/H).

Lemme 4.7.2 La majoration ||pefllo < col||flls, €st vraie pour f quelconque

Démonstration: En effet, tout d’abord on peut remarquer qu'’il suffit d’établir
cette majoration sur le sous-espace dense C°(N/H), et de conclure par con-
tinuité.

On étudie ensuite, 7°(7%)(uqof), ot 7° désigne I’action dans le N/H—
modele, donnée par 7°(7*)g(n) = g(r7*n7*)x;1(7%).

Comme v(T7*n7*) = v(n) — 2k, on a pu(77*n7*) = a=%*u4(n). On en
déduit, comme 77 est unitaire, que |[gam (7*)(f)lle = [Hafllo- On voit,
d’aprés la formule explicite, que image 7% (7%) de C*°(No/H ) est C*°(Nox/H),
on établit ainsi le lemme. [ |

On notera encore J, 'opérateur d’entrelacement normalisé opérant sur le
N/H-modele. Le prolongement analytique de J,f, pour f € C®(No/H) est,
facile a établir.

On détermine pour J,f pour |s| > 1, par une convolution par le noyau
w, sur N, dont on rappelle la valeur, w,(n) = m(ﬁ)"(") : c’est une
fonction analytique de s.

Comme Nyw C K, on utilise le prolongement analytique ainsi défini, qui
coincide avec celui défini sur les fonctions déterminées par leur restriction a
K.

Enfin, on supposera quitte & le remplacer par o', que 0 > 1, et on
définira 3 €]0, 1], par 0 = \/6@[’ , pour ¢ comme ci-dessus.

On remarque que, dans la dualité entre H, et H,-1, le dual du sous-espace
C>(No/H) dans l'un, est le sous-espace C*°(Ny/H) dans 'autre.



OPERATEURS D’ENTRELACEMENT ET APPLICATIONS 153

On notera enfin que ¢y, 4,(0) > 0, et que ¢y, 4,(07!) < 0, car le numérateur
de cg, 4,(A) est toujours positif sur ]ﬁ’ oo[, alors que son dénominateur est
1-)72

On posera par la suite, pour 0 < 8 < 1,

2
= ——— t _ .
T C T 148
Lemme 4.7.3 Soit f € H,-1, alors f € Ly, et
1 fllrs < Ellfllo-1,

pour une constante k = k(8), qui ne dépend que de (3.

Démonstration: Le point clef de la démonstration consiste a évaluer, pour
t > 0, la mesure de ’ensemble

o
V41492

Comme (—Z=)"®) = VOGP " compte tenu de m(N,) < /Gig2", 2 on

-1
trouve qu’il existe une constante k telle que m(E;) < ktT-5.
Donc ||we-1]| L. o < k.

-5 —

Bi= {2 € N | @6-1(2) = up (071 ()" > ).

_ 2 1 _ 1 1
On pose sg = Ty comme on a - —(l—ﬁ)+;, et que —- =0, on en
déduit, en appliquant le 4) de la proposition 4.7.1, que
“Jaf“r,s,’l < kanSpQ
pour toute fonction f € C®(No/H).
1

Comme d’apres le 2) de cette méme proposition, on a % +i = 1, le dual

de Ly, est L, 2, d’oli on en déduit que, pour g € C®(No/H),
| < Jog,9 > | < llgllss2:
La dualité entre H, et H,-1 permet de conclure. [ |

Lemme 4.7.4 Soit ¢ comme ci-dessus. On pose, pour || = 1,z € N et
Rs > 1,

Moa(w) = [ Ihaey) = ralu) s v) dy,

12]a notation a x b signifie que le rapport % est borné inférieurement et supérieurement
par des réels strictement positifs.
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cette fonction admet prolongement analytique, noté encore M, s, dans un
domaine contenant 1. Soit My = My ;1.

Les fonctions My € Ly ., et il existe une constante C (o), telle que pour

ol =1, [Mally o0 < C(0).
Démonstration: On voit sans peine, sous réserve de convergence que M,(z)
ne dépend que de la valuation de z, et que si I’on remplace z par un con-
jugué T*z77*, on obtient vu ’homogénéité de la fonction intégrée, la relation
M (T*zT7%) = A~2%* M, ().

Ces arguments permettraient donc de conclure, si on pouvait savoir a
priori que, sur NJUN?*,, la fonction M, est bornée uniformément par rapport
aa.

On a My(z) < Ko*® = K /Gig""®, m(Ng) < m(Ni) < \/q1g2 ¥, et
m({z | Ma(z) > t}) < t7, on conclurait aisément que M, € Ly o la majo-
ration utilisée étant uniforme par rapport a a, et on en déduirait le lemme
sans autre calcul.

11 est donc nécessaire de calculer M, s, ce qui d’ailleurs, est tres simple.

En effet si v(z) # v(y), alors v(zy) = sup(v(z),v(y)). On pose v(z) =
donc si v(y) > k, v(zy) = v(y) et pa(zy) — paly) = 0.

Ainsi ¢q,4,(8)Ma () =

/ ‘a”(y) v(zy) _ 1‘2 dy + Z( )k—l|a—l _ 1I2m(N]:_l),

\/‘h(h VvVa
qui s’écrit sous la forme s*c¢t(a, ), ot £1 = (—1)* et
\) = c(o) e (——am— b 2R )
1M —s-2 1~ (as)2 1—s2 (as) =27

ol ¢ (a) est une fonction continue de o, et ¢i,cf sont des constantes.
Cette formule montre le prolongement analytique de M, jusque & s = o1,
et donne les majorations annoncées, d’ou le lemme. |

On calcule ensuite pour f € C*(No/H),
[ 15(@) = f@Pwaay™) dady = 2()IfIF +2 < IS, £ >,
oxNo

comme on le voit sans peine en développant ’expression, dans laquelle on a

posé ¢/(s) = [, @s() dz = —”l“i%), ot (1—52%)cy(s)=1- Elf + \}%s";
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On notera que @, > 0, et w,-1 <0, d’ott ¢(s) >0, si s =0, et ¢(s) <0,

sis=o1.

On remarque aussi, pour f fixé comme dans ’énoncé, les intégrales écrites
ci-dessus convergent partout, en dehors des zéros de ¢y, 4,, et comme ce sont
en fait des sommes finies, ’analyticité des résultats est évidente.

En particulier pour s = o™!, on obtient

I =l S =5 [, 17(@) = f(a)men ) dady,

en effectuant un changement de variable dans l'intégrale. On notera que
—We-1 > 0.

Etudions.l’expression analogue pour i f.

On remarque que ¢, [|aflI3 = G- [l £113 < [I£13-1-

On calcule

R )= [ @@ - malen) )25 doay,

que ’on écrit

pa(2) f(z) — pa(zy) f(2y) = palz)(f(2) — f(2y)) + (La(T) — Ha(zy)) f(Y),

d’olt, comme |pq| =1, R(e, f) < 1 + I, ou

h= ‘/NoxNo |f (@) — f(2y)*(—wo-1(y)) dzdy < | < Mo, |fI* > |,

b= ola) = pa(m) Pl @) (~wu(9)) dody, << £, f >0

On a ainsi montré que ||paf||2-1 < 2||f|2-0 +| < Mg, |f|> > |.
On a vu que f € Ly, 2, donc |fI? € Lﬁ,n comme M, € L%,w, on en

déduit que | < My, |f|> > | < IIMa||71;,oo||f||3,,,2, d’apres la dualité entre L,

et L 1,000 C& qui établit la proposition pour o~

Pour P’obtenir dans H,, on remarque que < f, a9 >=< fiaf, g >, pour
des fonctions de f, g € C®(No/H), on utilise alors la dualité entre H, et Ho—
pour conclure. Ainsi la proposition 4.6.3 est démontrée, d’oti finalement le

théoréeme. [ ]

Remarque sur le phénoméne de Kunze-Stein
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On utilise la formule donnant les fonctions sphériques élémentaires, et on
vérifie que ¢1(77) < p(\/q1q2)? et que m(K71PK) < (q1¢2)P, d’ott on déduit
que ¢; € L**¢, pour € > 0.

On peut alors utiliser la méthode de Lohoué dans 'article [L], pour dé-
montrer que L™(G) x L%(G) C L*(G), pour 1 < r < 2, et que la convolution
par une fonction de L"(G) est un opérateur borné de L?(G). Ceci établit le
phénomeéne de Kunze-Stein pour le groupe G.

On peut aussi, partant de la méme estimation de la fonction sphérique
¢, copier la démonstration faite par Cowling [C], dans le cas des groupes de
Lie semi-simples & centre fini, et utiliser alors les décompositions de Cartan,
Bruhat et d’Iwawsawa, qui ont été établies pour G dans ce mémoire, et
démontrer alors, par une autre méthode, le phénomene de Kunze-Stein.



Chapitre V: Restriction des séries princi-
pales au groupe B et applications

Ce dernier chapitre est consacré & ’étude des restrictions & B des représen-
tations II* pour |A| = 1, et des 7* pour A quelconque.
Pour cela, on va réaliser ces représentations dans le N/H—modeéle.

5.1 Réalisations et équivalences
On remarque tout d’abord, si f € H* et si p(n) = f(nw), on a

A
V1192

€ NxB, et wlr~*w € B, avec

I*(no)io(n) = @(ng'n), et IM1*)p(n) = p(r*nr*)( )7k,

car 7"*nw = T *nrkww 7k
v(wlr k) =k

On notera R* la restriction & B de IT* et r* celle de 7.

La restriction & V> de la représentation R* n’est pas irréductible. En
effet, 'espace C3°(IN/H) est un sous-espace stable par B de codimension 1.
On notera r* la représentation de B dans I’espace C°(N/H) ainsi obtenue.

Pour o € C*, on notera ¢, le caractére de B, défini par e,(b) = o*®.

w, T *nrk

Proposition 5.1.1 1) Soient \, X € C*, eta =%, onar* =, 1.

2) Soient A\, X' € C*, avec |\| = |N|=1eta=1%, ona R*=¢,® R".

Démonstration: La démonstration est évidente, car vu les formules établies
ci-dessus, il suffit de s’assurer que les représentations opérent dans le méme
espace, ce qui est le cas de r*, mais ce n’est pas le cas pour la restriction &

B de V.
Les espaces H* et HY sont différents si |A| # |X|, ces espaces ne sont
intéressants que lorsque |A| = |N'| = 1, dans ce cas, ils sont égaux & L*(N/H).
|

On remarquera que, pour 7, les sous-espaces invariants ne dépendent pas
de )\, car €, agit par des scalaires.

Soit Vo = {f € C®(N/H) | [y f(n)dn = 0 }, la représentation r* n’est
pas irréductible, elle contient Vp, comme sous-espace stable de codimension
1 du précédent.
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On notera ) la restriction de la représentation 7 & Vj.

On remarquera que V; est ’espace de la restriction & B de la représentation
de Steinberg.

De méme on peut considérer le sous-module 7} (resp. r2) qui est la re-
striction & B de r* au sous-module ¢! (resp. t2). On obtient ainsi la restriction
a B de t' NV, (resp. t2 N V) tordu par un caractére de B.

Dans le cas, ol ¢1 # 1 et g # 1, on obtient trois représentations différentes
de B. Dans le cas contraire, il n'y en a qu’une & torsion prés, comme on le
verra plus loin.

La question de I’équivalence de ces représentations, qui ne different que
par un caractére de B trivial sur N, et dont la restriction & N est la repré-
sentation réguliere de N, n’admet une solution raisonnable que dans le cas
unitaire.

Proposition 5.1.2 Les représentations R* de B dans L*(N/H) sont équi-
valentes pour [\ = 1.

Démonstration: Soient \, ' vérifiant [A\| = |X| =1, et u tel que u?X = X.

On sait que les représentations IT* et TI*™" sont unitaires et unitairement
équivalentes, et que le produit scalaire peut étre pris comme la norme L?
dans le N—modéle.

Ainsi en notant J 'opérateur d’entrelacement, qui est alors un opérateur
unitaire sur L2(N/H), et vérifie I* o J = J o II* ™'

On pose alors § = p), le caractére €5 est unitaire, on a IIY = g5 @ TI*
ainsi que I1* = g5 ® [I#™"; la proposition s’en déduit. [ |

Remarque Cette méthode ne s’applique pas & r*, car C°(N/H) n’est pas
stable par 1'opérateur d’entrelacement J. Cet opérateur J est défini par la
convolution avec le noyau w* qui n’est pas a support compact.

5.2 Irréductibilité

Le résultat, différera suivant que ’arbre est ou non homogene, la démons-
tration sera commune dans sa plus grande partie.

Théoréme 5.2.1 On suppose que G opére de facon triplement transitive sur
lespace de bouts d’un arbre homogéne. Soit A € C*.

1) La représentation ry d valeurs dans Vo, est irréductible.

2) On suppose de plus que |\| = 1, alors la représentation unitaire R* est
irréductible.
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Théoréme 5.2.2 On suppose que 'arbre est homogéne numéroté ou semi-
homogéne, et que le groupe G y est triplement transitif. Soit A € C*.

1) Les représentations v et r> sont irréductibles, et ry est la somme de
ces représentations.

2) On suppose de plus que |A| = 1, on note R} (resp.R}) l'adhérence de
ry (resp.r}) dans L*(N/H).

Les représentations unitaires R} et R) sont irréductibles, et L*(N/H)
est la somme directe orthogonale de ces représentations.

On notera V, le sous-module engendré par 7*(B)(In, — cly,), avec c
vérifiant m(N;) + em(Ny) = 0, de méme V_ le sous-module engendré par
r(B)(In, — cIn_,), avec ¢ vérifiant m(Np) +cm(N_;) = 0.

Lemme 5.2.3 L’ espace V. coincide avec la restriction ¢ B de t' N Vp, et
lespace V_ avec celle de t> NVp. Les espaces V. et V_ sont orthogonauz. De
plus, on a Vo=V, & V_.

Démonstration: On remarquera, que les modules V3 ne dépendent pas de A.
On calcule ensuite 'image dans le N—modele de la fonction f, » € V> définie
par sa restriction & K, égale a 1, on posera pour simplifier f,x = fz, 2, et on
notera p = A\\/q1qa.

On va déterminer 'image de fpa.

On remarque que 7Pw € K,,, et N, C K, : donc si n € Np, comme
ntPw € K,,, on a f(nw) = f(nww'rPw)xa(w™mPw) = f(nTPw)uP = pP.

Si n ¢ N, soit v(n) = k > p, on peut écrire nw = w™'n'wb avec v(n') =
—k < —p et v(b) = k. vérifions que w™n'w € N, : en effet, w(z) = z_i,
donc n'w(z,) = n'(z—p)T—p car —k < —p, dod wn'w(z,) = w(z_p) = Tp.
Ainsi f(nw) = flw'n'w)u™* = p*.

On obtient la formule,

1 —
Jor= H—p]IN,, + Zﬂ'—kI[N,: =(1- ﬁ) Zl" kl[Nm

k>p k>p

car ]INI: = I[Nk - ]INk—l’

On remarquera que cette série donnant la fonction f,» converge, non
pas dans D’espace L?(N/H) avec la mesure usuelle, mais dans I'espace de la
représentation II* lue sur N/H.

On notera que

7T/\(’T'k)fp,k = Nkfp~2k,>n

car foa(r75z) = foa(T7*arh)x3 (178, et TRKG, ™ = Ko,
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On remarquera que fpx — fprzx = (1 = 2)p?(In, — p~'Iy,,,).

Deux cas nous intéressent.

Sid= X =~ o= —q, et foin = fir, = —(@ + 1)(In, — ql_l][No),
qui est donc un générateur de V_, car m(No) = ¢ym(N_,).

Sid=X" n=—aet fo1 = fopg = (1+ L), — =In), qui est
donc un générateur de V., car m(N;) = gom(No).

On notera que fo -1 — fy5=1 € t! et f_15 — fi5, € t?. D'oll on en déduit
que V, Ct' et V_ C t2

Ainsi, pour pour montrer 'orthogonalité de V, et de V_, il suffira de mon-
trer Porthogonalité de ¢! et de t? dans la dualité définie par I’accouplement
défini par < ¢, >= $c/p @, dont on sait , d’aprés 1.7.4, qu'il est propor-
tionnel & [y p(nw)y(nw) dn.

Cette orthogonalité est une conséquence la proposition 2.4.7, ou il a été
établi que pour tout sommet y de numéro 2 'intégrale |, k,f =0, pour f € tl.

En effet, ceci implique que < fy,, f >= 0, car [ k, est proportionnel &
$c/8, comme les f, 5, pour y décrivant les sommets de numéro 2, engendrent
linéairement t?, on en déduit I'orthogonalité de t! et de 2, d’oti celle de V.
et de V_. On remarquera que 'accouplement défini par l'intégrale sur N est
invariante, bien entendu par r'\l N, nais encore que B agissant via r*, conserve
cet accouplement au facteur |A|” pres. |

On supposera pour la suite le groupe G triplement transitif.

Lemme 5.2.4 Soit f € L*(N/H), f # 0, alors il existe z,y € N tels que

/H F(zhy)dh # 0.

Démonstration: Si [y f(zhy)dh = 0, alors f est orthogonale dans L?(N) &
la fonction caractéristique I pyn. Soit W ’espace engendré par I, pyn, pour
z,y € N.

Montrons que W = L?(N/H). On sait d’apres la proposition 1.5.11,
puisue G est triplement transitif que HyH = Nf, si y € N — H, avec
v(y) = k, et HyH = H, si x € H. comme Ni = U<k N U H, les fonctions
I.n, € W. On note ensuite que les fonctions de C3°(N/H) sont combinaisons
linéaires finies de Iy, car elles sont & support compact, et invariantes a
droite par un sous-groupe ouvert compact qui contient H.

Comme CP(N/H) est dense dans L?(N/H), on a W = L*(N/H), d’ou
f =0, car f est orthogonale & L?(N/H). D’oli le lemme. ]



RESTRICTION DES SERIES PRINCIPALES AU GROUPE B 161

Lemme 5.2.5 1) Soit V C L*(N/H) un sous-espace invariant fermé non
nul, alors il existe f € V non nulle et invariante d gauche par H.

2) Soit W C CX(N/H) un sous-espace invariant non nul, alors il existe
f € W non nulle invariante ¢ gauche par H.

Démonstration: montrons d’abord le 1). D’aprés le lemme précédent, si
f #0, on sait qu'il existe z € N, tel que R*(H)R>(z™!)f # 0, avec R*(H) =
[ R*(h) dh. La fonction g = R*(H)R*(z™!)f convient. Pour établir le 2), il
suffit de vérifier que g € W, et pour cela de remarquer que r*(H)C®(N/H) C
C>(N/H). Ceci se vérifie en remarquant, que pour f = Ln,,onar*(h)f = f
pour h € HNz Nz ™!, qui est un sous-groupe ouvert de H, donc d’indice fini.
Comme tout élément f de C°(N/H) est une combinaison linéaire finie de
L., , ainsi 7*(h) sera trivial sur une intersection finie de sous-groupes ouverts
de H, qui est un sous-groupe ouvert de H, on en déduit que pour f fixé,
r*(H) est une moyenne finie de r*(h), d’ot le 2).

La valeur de g(z) pour £ € N ne dépend que de v(z), on peut écrire
9 = Ykezckln;. Quitte & la remplacer par R*(N,)g, pour p convenable,
on peut supposer g est constante sur N,, et non nulle, car R*N,)g =
(Ekgp cem(Ni))In, + m(Np) Lisp ciln;.- n

Revenons & la démonstration des théoremes. Démonstration: On part
d’un sous-module W C C°(N/H), supposé non nul, on sait d’aprés ce qui
précéde, qu’il existe une fonction f € W, f # 0, invariante & gauche par H.

Soit f € C®(N/H), deux cas peuvent se produire.

Ou bien [y f(n)dn # 0,, on choisit p suffisament grand pour que N,
contienne le support de f. La convolée de f avec la fonction caractéristique
de N, est égale & I(f)Iy,, ainsi Iy, € W : comme f € CX°(N/H), elle est
invariante & gauche par un sous-groupe ouvert Ny de N, et la convolution
a gauche par Iy,, qui est aussi égale & 7*(V), est une combinaison linéaire
finie, indexée par N,/N; de 7*(n)f. On obtient alors W = C°(N/H), car
pour tout I, on a C®(N/H) = 7*(B)Iy, comme on le voit sans peine, en
remarquant que les fonctions I,y,_,, engendrent C°(N/H).

Ou bien [y f(n)dn =0, comme f € C°(N/H), et que f est invariante &
droite par H, on peut écrire f = aily, + Xkai<q @lny, avec ax # 0, quitte
a remplacer f par In,_, x f, ce qui est possible comme on I’a déja vu, cette
convolution étant une combinaison linéaire finie de r*(n) f, on peut supposer
q = k+1, alors f = akln, + ak1ln,,,, avec I(f) # 0, ce qui montre que
f € V,, si k est pair, ou f € V_ sinon.

On a ainsi montré que tout sous-module propre de C3°(N/H), contient
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V4 ou V_, s'il contient les deux, ce sera Vp. Comme V, et V_ sont orthog-
onaux pour un produit scalaire quasi-invariant pour les représentations, la
proposition est démontrée dans le cas .

Montrons enfin comment on peut ramener le cas unitaire au cas précédent.

On considére V' un sous-espace invariant fermé de L?(N/H), on sait qu’il
existe une fonction f € V, non nulle et invariante & gauche par H. On vérifie
qu’il existe une régularisée Iy, x f # 0. En effet f s’écrit 3z ailny, car f(n)
ne dépend que de v(n). la relation Iy, x f = 0 implique que a; = 0si | > k,
car Iy, *Iyy = m(Nk)]IN;. Il existe k tel que Ly, x Ins # 0.

On pourra toujours supposer, quitte a la remplacer par Iy, x f avec k
convenable, que f est constante sur Ng.

Elle s’écrit alors f = arln, + Yok alny. .

Ou bien f = axly,, et alors f € C°(N/H), ou bien il existe plus petit
indice | > k avec a; # 0. On considere alors g, = r*(n)f — f € V, pour
n € N, on a g, = ax(Iy, — Ly, ) # 0. Ainsi VNCP(N/H) # {0}. On utilise
alors les résultats précédents, ce qui donne VOV, ouV D V_.

On remarque que les adhérences de V, et de V_ restent orthogonales, donc
leur intersection est triviale, leur somme est donc directe, et elle contient
I’adhérence de Vj.

Montrons ensuite que 'adhérence de V, contient C°(N/H).

Soit f € C®(N/H) et I(f) = [y f(n)dn.

On considere la suite de fonctions f; par f; = f + ¢gIn;, ol ¢, est défini
par I(f;) = I(f) + ¢gm(N;) = 0. En norme L?, f, — f, car

2 _ 2 *\ __ —I(f)

On remarquera que ce raisonnement s’'applique aussi dans le cas d’un
arbre homogene, mais si par exemple si (g = 1), les ensembles Ny, = 0! Si
g2 = 1, alors V_ = {0}, et V; = Vo. De méme si g = 1, alors V, = {0}, et
V_=VW. [ ]

Remarque L’exemple de PSLy(k), pour un corps p—adique, montre que
cette condition de triple transitivité est nécessaire.

La représentation II* a déjd été explicitée au 2.3. Elle est définie sur
L*(k), pour Rs = 3, avec g\ = ¢**, q étant I'ordre du corps résiduel de k.

b
Elle a été notée u*, et on a u*f(z) = |cz + d|2sf(9cﬂ—d"), pour g = ((cl d) .

Détérminons les sous-espaces V de L® invariants par v*(B). On note
que B opere sur L?(k), par les translations z — f(z + b) et les homothéties
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la|* f(a’z).

On note V= {/ f | f € V}; Pinvariance par translations de V' implique
que V = V(9), on V (€2) est Pensemble des fonctions de L%(k) & support dans
Q, avec 2 C k. On notera V(Q) I'image réciproque par transformation de
Fourier de V().

L’invariance par les homothéties de rapport un carré, équivaut  la con-
dition k*2Q2 C Q, donc Q est une réunion de classes modulo les carrés.

Si ¢ est impair, on obtient 4 sous-espaces invariants fermés irréductibles,
et non pas 2, comme dans le cas des groupes triplement transitifs, d’apreés le
résultat précédent.

Si k est de caractéristique 2, il y a méme une infinité de sous-espaces
fermés invariants, voir [G-G-P].

5.3 Application a la décomposition spectrale

On remarque que puisque G = KB pour K un fixateur du sommet 0,
qui peut étre choisi en fait quelconque, G/K = B/Np, la restriction & B
de la représentation réguliere de G dans L?(G/K), n’est rien d’autre que la
représentation réguliere gauche de B dans L?(S;), ou S; est 'ensemble des
sommets de numéro 1.

Le résultat le plus significatif, qui est une simple reformulation des ré-
sultats établis précédement, est celui de I’arbre homogene, et d’'un groupe
transitif sur Pensemble S des sommets, et triplement transitif sur 1'espace
des bouts. Pour un tel groupe on a

Proposition 5.3.1 Soit G un groupe triplement transitif sur un arbre ho-
mogéne non numéroté. On désigne par B le fixateur d’un bout.

La représentation réguliére de B sur L*(S), admet comme décomposi-
tion spectrale f R>m(X), ot la mesure dm est la mesure de Plancherel
des fonctions sphemques sur G. Les représentations R s’obtiennent d partir
de Uune d’entre elles par torsion avec des caractéres unitaires. Elles sont
équivalentes et irréductibles.

Plus généralement pour un groupe qui opére sur un arbre semi-homogene
de type (q1,92)-

Proposition 5.3.2 Soit G un groupe triplement transitif sur un arbre semi-
homogéne de type (q1,q2). On désigne par B le fizateur d’un bout, et S
l’ensemble des sommets de numéro 1.
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1) Si q1 > o, alors la représentation réguliére de B sur L?(S;), admet.
comme décomposition spectrale f71+ R*m()), ot la mesure dm est la mesure
de Plancherel des fonctions sphériques sur G.

2) Si q1 < g2, la représentation réguliére de B sur L%*(S;), admet comme
décomposition spectrale [+ R m()\) & T°|g, ot la mesure dm est la partie
continue de la mesure de Plancherel des fonctions sphériques sur G.

Les représentations R* s’obtiennent d partir de l'une d’entre elles par tor-
sion avec des caractéres unitaires. Elles sont équivalentes, et somme directe
orthogonale de deuz sous- représentations irréductibles.
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