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TYPE DES POINTS FIXES DES DIFFEOMORPHISMES SYMPLECTIQUES DE T" x R"

Marie-Claude ARNAUD

Résumé . — On s’intéresse aux points fixes des difféomorphismes exacts symplectiques de classe
C™ (1 < r < o0) de I'anneau de dimension 2n T" x R™ génériques en topologie C" et proches
en topologie C" d’un difféomorphisme complétement intégrable faiblement monotone (toutes ces
notions seront définies par la suite). Plus précisément, nous regardons quels types de points fixes
apparaissent (sont-ils hyperboliques, complétement elliptiques, elliptiquesx hyperboliques?).

Nous montrons que les résultats obtenus dépendent de la torsion du difféomorphisme
complétement intégrable que nous perturbons et que, curieusement, alors qu’on peut minorer
la dimension elliptique des points fixes, on ne peut en général rien dire de leur dimension
hyperbolique.

Nous donnons une application de ce résultat concernant les points périodiques qui
s’accumulent sur un point périodique elliptique d’un difféomorphisme symplectique générique

de classe C* d’une variété symplectique quelconque (en utilisant le théoréme de Birkhoff-Lewis).

Abstract . — We are interested in the fixed points of the exact symplectic C"-diffeomorphisms
(1 < r < 00) of the 2n-dimensional annulus T" x R®  which are generic in the C"-topology
and CT-close to a completely integrable weakely monoton diffeomorphism. More precisely,
we are looking at the types of this fixed points (are they hyperbolic, completely elliptic,
ellipticx hyperbolic?).

We prove that the results depend on the torsion of the completely integrable diffeomorphism
which we are perturbing. We can find a lower bound of the elliptic dimensions of the fixed points,
but we can say nothing in general about their elliptic dimensions.

Using the Birkhoff-Lewis’ theorem, we apply this results to the periodic points accumulating
on an elliptic periodic point of every generic symplectic C*-diffeomorphism of a symplectic

manifold.
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NOTATIONS

Si A est un ensemble fini, Card(A) est le cardinal de A;

Si A et B sont deux ensembles tels que B C A, alors A\B = {z € 4; z ¢ B};

Si A, B sont deux ensembles et f : 4 — B est une application, si C C A, alors fic est la
restriction de f & C;

Si A, B sont deux ensembles et f : A — B est une application, si C C B et si f(4) C C, alors
c|f est la corestriction de f & C.

N est I’ensemble des entiers naturels;

Z est ’anneau des entiers relatifs;

Si (G,+) est un groupe abélien et H un sous-groupe, G/H désigne le quotient de G par la
relation d’équivalence R ol : (zRy) ssi ((z — y) € H).

R est P’espace réel de dimension 1;

| . | désigne la valeur absolue sur R;

R™ est P’espace réel de dimension n;

|I|| désigne sur R™ la norme euclidienne standard,;

Généralement, on écrira un élément de R™ : r = (ry,...,rp).

[ . ] désigne la partie entiére;
Sup(a, b) (resp. Inf(a, b)) désigne le réel le plus grand (resp. petit) de a et b;
SupA (resp. InfA) désigne la borne supérieure (resp. inférieure) de A.

C est I’espace complexe de dimension 1;

| . | désigne le module sur C;

C" est ’espace complexe de dimension n;

U = {2 € C;|z| = 1} est I’ensemble des nombres complexes de module 1;
i € C est une racine de -1;

Si z € C, Re(z) désigne la partie réelle de z et Im(z) désigne la partie imaginaire de 2.

T est le tore de dimension 1ie. T = R/Z,;
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T™ est le tore de dimension n ie. T® = R*/Z™;
Généralement, on écrira un élément de T" : § = (f1,...,60n);
Si 7 est une application de T" vers R™ , on notera I'; son graphe, qui est donc dans T x R™ ;

On dira alors que 7 est ’équation du tore I';,.

On considére R?™ muni des coordonnées (p1,---,Pnsq1,---,¢n); un polyanneau de R?" est alors
un ensemble de la forme : E = {(p1,---,Pn,q1,---,qn);Vi € {1,....n}, €2 < (pi — pio)* + (gi —
gi0)* < €2} ol €1, €3 sont réels et (p1,0,...,Pn,0, 1,0, - In.0) € R*";

On considére ensuite T" x R™ muni des coordonnées (61, ...,0n,71,...7); un polyanneau de
T" x R™ est alors un ensemble de la forme : B = { (61, ..., On, r1, ..., Ta);Vi €
{1,..,n}, &1 < |ri—rigl < €2} ol €, € et r;g sont réels;

une bande ouverte de T" x R" est alors un ensemble de la forme :
V=A1 ..., 0 7, ..., );Vi € {1, ..., n}, Iri|] < €}
ou ¢ est réel.

On travaillera dans T" x R™ et on notera :

d est la différentielle extérieure, définie donc sur les formes;
“” désignera la dualité qui a une 1-forme associe le vecteur dual pour le produit scalaire standard;
d, défini sur les 0-formes, désignera donc le gradient pour le produit scalaire standard;

D désignera I’application linéaire tangente;

Les composantes suivant les coordonnées angulaires et radiales seront définies comme suit :
D = (9/86, 8/dr),

Hess signifiera hessien.

M(K, p x q) ot K est un anneau et p et q sont des entiers positifs désigne I’ensemble des matrices
a coefficients dans K & p lignes et q colonnes;
Si K? et K9 sont chacun munis d’une norme que nous noterons sans distinguer ||.||, et si
M € M(K,p x q), on définit : ||M|| = Sup{||Mv|]; ||v|| = 1} ;
SiM € M(K,p x q), rang(M) est le rang de M, Ker(M) est son noyau, Trace(M) est sa
trace et *M est sa transposée;
SiM € M(K,n xn), det(M) est le déterminant de M
SiM € M(R,n x n), exp(M) est ’exponentielle de M;
I désigne la matrice identité de M(R,n x n); I, désignera la matrice identité de M(R,p x p);
Si S € M(R,nxn) est une matrice symétrique définie positive,S1/2 désignera I’unique matrice
définie positive telle que son carré est S;
@ signifiera “somme directe”, pour des matrices comme pour des espaces vectoriels;
dim désignera la dimension pour des espaces vectoriels.

i=n
On définit sur T™ x R™ la 1-forme A de Liouville par : A\ = Zr,udé’,- :

i=1
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On munit alors T x R™ de la forme symplectique w = —dA ;

Si H est alors un hamiltonien ( c’est-a-dire une application de T® x R vers R ) de classe C* de
T" x R™ , le champ de vecteur hamiltonien associé & H, noté Xy, est le champ de vecteur
tel que : dH = w(Xpy,.). En particulier, en coordonnées, Xy = (%, —-%’})

Si V est une variété de classe C!, et si z € V, T,V désigne I’espace tangent en z 3 V et TV

désigne I’espace tangent a V.

Si A et B sont deux variétés de classe C™ (1 < r < o0), C"(A,B) désigne I’ensemble des
applications de classe C" de A vers B;

Supposons que B soit R™ ou T" et considérons f € C"(A, B). Alors,

|Ifllce = |If]] = Sup{||f()||; = € A} et on définit :

lfllcr = Sup{lID*fll; 0 < k < 7} pour r # oo;

On munit alors C"(A4, B) de la topologie associée & cette norme si 7 # oo et C*°(A, B) de la
topologie induite par la famille de normes;

Toujours dans le cas olt B est R® ou T" ,si f; € C"(A, B), on aura :

—ft = o(t¥) si t7% || f;|| tend vers 0 quand t tend vers 0;

—fi = O(tk) si t7%|| ;|| est borné quand t tend vers 0;

—fi= oC'(tk) si t=%||fe|lc- tend vers 0 quand t tend vers 0 (7 # oo );

—ft = 09 (t%) si t=%]|fi|c- est borné quand t tend vers 0 ( 7 # oo );

Si de plus fy désigne la restriction de fa V :

—fe = ov(t¥) sit=F ||(f:)|v|| tend vers 0 quand ¢t tend vers 0;

—ft = Oy(t*) si t=%||(f1)jv|| est borné quand t tend vers 0;

On définit de méme oS (t¥) et O (t¥) pour r # oo;

De plus, si C' C C"(A, B), Adh,(C) désigne ’adhérence de C' dans C"(4, B) pour la topologie
précisée ci-dessus;

Si A et B sont des variétés de classe C! et si f et g sont dans C'(A, B), si ¢ € A4, alors on
écrira : f ~ g en x pour : f est équivalente a g en z. Parfois, quand il n’y aura pas d’ambiguité,

on n’écrira pas “en x”.






1. INTRODUCTION

Commencons par quelques définitions :

Soit x un point périodique de période 2 € N d’un difféomorphisme de classe C*! d’une variété
de classe C'. Alors, x est :
- (de type) complétement elliptique si DF#(z) est conjuguée a une somme directe de
rotations;
- (de type) hyperbolique si DF*(z) a toutes ses valeurs propres de module différent de 1;
— (de type) elliptique x hyperbolique si DF#(z) = E @ H ou E est complétement elliptique

et H est hyperbolique et si on n’est pas dans un des deux cas décrits ci-dessus.

De méme, soit z un point critique d’un hamiltonien H de classe C? d’une variété symplec-
tique de classe C2. Alors, z est :
- (de type) complétement elliptique si exp(DX y(z)) est complétement elliptique;
- (de type) hyperbolique si exp(DXg(z)) est hyperbolique;
- (de type) elliptique x hyperbolique si exp(DX y(z)) est elliptique x hyperbolique.

De plus, si F est un difféomorphisme de classe C" de T" x R™ (1 < r < o), alors F est :
- exact symplectique si F*A — X est une 1-forme exacte;
- faiblement monotone si, si on a posé F(4,r) = (0, R), alors au voisinage de T™ x {0}, %?»
est une matrice inversible;
- complétement intégrable si F' s’écrit sous la forme : F(8,7) = (0+£(r),r) ou £ € C"(R",R"™)
et ol £(0) = 0 (remarquons qu’avec ces notations, si F est de plus symplectique, on a forcément
£='dr ou 7 € C"t(R™,R) i.e. £ est exacte).

De méme, si H est un hamiltonien de classe C"™*! de T™ x R®(1 < r < 00), alors H est :

. . . 0%H L .

- faiblement monotone si, au voisinage de T" x {0}, ——5-est une matrice inversible;
r

- complétement intégrable si H ne dépend pas de § € T" et si %g(o) =0et H0)=0.

Par la suite, on s’intéressera a des difféomorphismes exacts symplectiques F' de classe C”
(resp. des hamiltoniens H de classe C™*!) de T® x R™ (1 < r < 0o) proches en topologie C*
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de F, difféomorphisme exact symplectique de classe C™ (resp. proches en topologie C% de Hy
hamiltonien de classe C™*!) faiblement monotone et complétement intégrable. Remarquons que

dans ce cas, F (resp. H) est aussi faiblement monotone.

Dans cette situation, suivant [4] ou [2], on montre que F (resp. H) a des points fixes (resp.
critiques) prés de T x {0} :

1. F (resp. H) a un tore de classe C" radialement transformé proche en topologie C! de
T™ x {0}, c’est-a-dire il existe € C"(T™,R") proche en topologie C! de 0 tel que :
V9 € T",0(8,7(0)) = 6 ot on a posé F(#,r) = (O,R)
(resp. VO € T",-a—r(a,n(ﬂ)) = 0). Ceci se démontre en utilisant le théoréme des fonctions
implicites, que I’'on peut appliquer car Fy (resp. Hy) est faiblement monotone.

2. Les points fixes de F (resp. critiques de H) prés de T x {0} s’écrivent alors (8, 7(8))
ol R(6,7n(0)) = n(f) (resp. ou a—g-(ﬁm(ﬂ)) = 0). Cette derniére égalité peut encore s’écrire
dL(F)(0) = 0 (resp. dI(H)(8) = 0) ot on a posé L(F)(#) = S(8,79(0)) pour dS(#,r) = RdO —rdb
(resp. I(H)(8) = H(6,7(6))).
L(F) (resp. I(H)) est la fonction radiale de F' (resp. H). Elle est de classe C™*! et a des points
critiques sur T™. Aussi, F' (resp. H) a des points fixes (resp. critiques) prés de T™ x {0}.

Remarquons que sur un ouvert dense en topologie C" de difféomorphismes exacts symplec-
tiques (resp. en topologie C™*! de hamiltoniens) faiblement monotones, la fonction radiale de F'
(resp. H) est de Morse :

LEMME 1.1 .- Soit » € N*U{co}. Dans un voisinage en topologie C” (resp. en topologie C™*1),

petit en topologie C! (resp.en topologie C?) des difféomorphismes exacts symplectiques de
classe C™ de T" x R*(1 < r < oo) faiblement monotones complétement intégrables (resp. des

hamiltoniens de classe C"™*! de T™ x R*(1 < r < oo) faiblement monotones complétement
intégrables), la propriété “L(F') est de Morse” (resp. {(H) est de Morse) décrit un ouvert dense
en topologie C™ (resp. C™1).

Démonstration du lemme 1.1 . - Rappelons déja que ’ensemble des fonctions de Morse de classe
C™! (1 < r < 00) définies sur une variété M de classe C™! et compacte est un ouvert dense
en topologie C™*! de C™1(M,R). La démonstration de ce résultat utilise des théoremes de
transversalité dus & R. Thom et on peut en trouver une démonstration dans [3]

1) Déja, la propriété “L(F) est de Morse” (resp. I(H) est de Morse) est ouverte en topologie
C" (resp. en topologie C™*!) car I'application (F — dL(F)) (resp. (H — I(H))) est continue
pour les topologies C™ — CT (resp. C™t! — C™*1) et I’ensemble des fonctions de Morse de classe
C7*! définies sur T™ est un ouvert en topologie C™*! de C™*}(T",R).

2) De plus, cette propriété est dense. En effet, si F' est un difféomorphisme exact symplec-
tique de classe C™ de T™ x R™ proche en topologie C' d’un difféomorphisme exact symplectique
de classe C" de T" x R™ faiblement monotone complétement intégrable (resp. si H est un hamil-

tonien de classe C™*! de T™ x R™ proche en topologie C? d’un hamiltonien de classe C™+! de
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T™ x R™ faiblement monotone complétement intégrable) et si ¢ € C™(T",R), si on pose :
F(p)(8,r) = (6,7 +* dp(8)) (resp. H(p)(0,7) = p(0)) alors :

L(F(p) o F) = L(F) + ¢ (resp. I(H + H(p)) = [(H) + ).

On conclut alors car I’ensemble des fonctions de Morse de classe C™+! définies sur T™ est
dense en topologie C™*! dans C™+}(T",R). [ ]

De plus, une autre proprieté décrit un tel ouvert dense :

LEMME 1.2 . - Soit » € N* U {co}. Dans un voisinage en topologie C” (resp. en topologie

C™*1), petit en topologie C! (resp. en topologie C?) des difféomorphismes exacts symplectiques
de classe C" de T" x R*(1 < r < o0) faiblement monotones complétement intégrables (resp. des

hamiltoniens de classe C™*! de T" x R™ (1 < r < oo) faiblement monotones complétement
intégrables), la propriété : “aux points fixes de F' prés de T™ x {0}, DF a des valeurs propres
distinctes ”(resp. “aux points critiques de H prés de T x {0}, DXy a des valeurs propres
distinctes”) décrit un ouvert dense en topologie C” (resp. C"*!).

Rappelons aussi que pour tout compact K de T™ x R", sur un ouvert dense en topologie
CT (resp. C™*1), DF (resp. DX ) a en tout point fixe (resp. critique) de K des valeurs propres
distinctes; ceci est démontré dans [7].

En conséquence, quand nous supposerons F' (resp. H) générique (ce que nous ferons
parfois, mais pas toujours), cela signifiera que F' (resp. H) a une fonction radiale de Morse
et qu’aux points fixes de F' prés de T" x {0} (resp. aux points critiques de H prés de T" x {0}),
DF (resp. DXpy) a des valeurs propres distinctes. Remarquons alors que dans ce cas “étre

générique” sera une propriété ouverte et dense en topologie C™ (resp. C"*1).

Dans tous les cas, nous chercherons le type des points fixes de F' (resp. critiques de H) pres
de T x {0}.

Une des motivations est qu’on sait que pour n = 1, il existe génériquement tous les types
de points fixes (resp. critiques), et qu’il existe un rapport entre la signature du Hessien de la

fonction radiale et le type du point fixe (resp. critique) considéré.

Nous verrons que pour n > 2, la situation est différente. Nous commencerons par démontrer
quelques lemmes techniques permettant de simplifier le calcul des valeurs propres de DF' (resp.
DX y) aux points fixes (resp. critiques). Nous en déduirons immédiatement que quand la torsion
(que nous définirons plus tard) est indéfinie et au moins pour n = 2, il semble difficile d’obtenir
une conclusion intéressante. Ceci sera traité en partie 2.

Par contre, on verra que quand la torsion est définie, on a un “analogue des inégalités de
Morse” pour les dimensions elliptiques des points fixes (resp. critiques). Les inégalités que I’on
trouvera ensuite quand la torsion est indéfinie seront moins fortes. Ceci sera traité en partie 3.

Nous construirons alors des contre-exemples pour les dimensions hyperboliques dans le cas

ou la torsion est définie. Ceci sera traité en partie 4.
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Nous construirons ensuite des contre-exemples dans le cas ou la torsion est indéfinie. Ceci
sera traité en partie 5.

Par contre, dans le cas ol la torsion est définie, nous constaterons que si on s’intéresse a des
familles & un parametre génériques de difféomorphismes (resp. hamiltoniens) a torsion définie,
on a un analogue des inégalités de Morse pour les dimensions elliptiques et hyperboliques. Ceci
sera traité en partie 6.

Enfin, nous traiterons en exemple le cas n = 2; puis, nous montrerons en quoi tous ces
résultats s’appliquent aux points périodiques s’accumulant sur un point périodique elliptique
d’un difféomorphisme de classe C™ (r > 4) symplectique générique de R2". Ceci achévera ce

chapitre et tiendra dans les parties 7 et 8.



2. QUELQUES LEMMES TECHNIQUES ET DES APPLICATIONS IMMEDIATES

LEMME 2. 1 (M. Herman) . - Soit M une matrice symplectique de M (R, 2n x 2n) définie par :

(¢ 2)

M =

c d

ol a, b, ¢ et d sont des matrices de M(R,n x n) avec det(b) # 0.

Alors :

(A est_une valeur propre de M et rang(M — AI) = j +n)

ssi
(rang(M») = j ol Ma =b"la+db™! — A1 — A7LEp7Y).

Démonstration du lemme 2. 1 . — On utilise les relations : 'ac = ca ; 'bd =* db ; *da —* bc = I,

elles sont vraies car M est symplectique. Elles nous permettent de calculer M* = P"!MP ot :

P:( I 0)
a1

M= (a+tbdb1‘1 b)
=t~ 0
Un vecteur propre (v, v2) de M* associé  la valeur propre A vérifie alors : vy = —A~1.%7 1y, ;
(b7 la+db™1 — A7 = ALy = 0. ]

On trouve alors :

LEMME 2. 2 . — Soit F' un difféomorphisme exact symplectique faiblement monotone de classe

C" de T" x R® (1 < r < oo) proche en topologie C' d’un difféomorphisme de classe C"
exact symplectique faiblement monotone complétement intégrable. Soit 7 ’équation du tore

radialement transformé de F et ¢ = L(F).
Alors, en un point fixe (#,7(¢)) de F et sion pose M = DF(8,n(9)), on a avec les mémes
notations que dans le lemme précédent :

My =D?p(8)+ (1 - A)b~ " + (1 =271
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Démonstration du lemme 2. 2 . ~ Posons F(0,7) = (0, R).

Alors, ©(8,7(60)) = 0 et donc en dérivant : Dn(8) = —b~1(a — I).

De plus : ‘dp(8) = R(8,7(8)) — n(8) donc en dérivant :

D?p(@) =c—db"Ya—-I)+b 1 (a=1)=db~' +b"la—-"b"1 — b1 [ ]

LEMME 2. 3 . - Soit H un hamiltonien de classe C™*! de T™ x R® (1 < r < oo) proche en
topologie C? d’un hamiltonien de classe C™*! de T™ x R™ faiblement monotone complétement
intégrable. Soit n I’équation du tore radialement transformé de H et posons f := I(H).

Alors, en un point critique (6,7(0)) de H :

(A est une valeur propre de DX y(6,7(0)) et rang(DXg(8,7(8)) — M) = j +n)

ssi

2 2
(rang(my) = j oit my = A2b~1+ A\(Dn(6) —* Dn(0)) + %(0)) ou on a posé : b:= %—(0,1}(0)).

Démonstration du lemme 2. 3 . -

Notons : 82H
ERGLIG)] (9 n(0)) a b
DXn(0,7(6)) = ( o “’ y ) = ( d)
TR O00) ~ ot (0,m(0)
I 0 -
Posons p = (‘ab"l I) et m = pDXg(8,n(6))p~". Alors :

(a —blab~! b)

m =

tab~la+e¢ 0

Un vecteur propre (vy,vy) associé a la valeur propre A vérifie donc :

vy = (fabra+ c)vy ; (A% = A(bla =t ab™!) = (fab~la + ¢))vy = 0.
Or, %—]:(9,7)(9)) = 0 donc en dérivant : Dn(0) =—-b"la.

Et f(0) = H(8,7(8)) donc en dérivant W(B) —c—'ab7a. [ |

COROLLAIRE 2.1 . - Soit F un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x
R™ (1 < r < o) proche en topologie C? d’un difféomorphisme exact symplectique de classe C™

de T" x R™ faiblement monotone complétement intégrable et z un point fixe de F'.

Alors, il existe P polynome de degré n tel que :
(X est une valeur propre de DF(z)) ssi (P(2—X—A"') =0).

Soit H un hamiltonien de classe C"™*! de T" x R" (1 < r < o) proche en topologie C?
d’un hamiltonien de classe C™*' de T" x R™ faiblement monotone complétement intégrable et
z un point critique de H. !

Alors, il existe p polynome de degré n tel que :

( A est_valeur propre de DX y(z)) ssi (p(A%) = 0)

Démonstration du corollaire 2. 1 . - II suffit de remarquer que det(A)) est un polynome de
degré 2n en X\, 27! et que My =! M, d’ou det(My) = det(M,). On peut alors écrire
det(M») = P(2—X — A~1!) ol P est un polynome de degré égal a n.
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De méme, det(m,) est un polynome de degré 2n en A et m_y =* m) d’olt det(m_,) = det(m,).
Aussi, on peut écrire det(m») = p(A%) ol p est un polynome de degré n. ||

L’intéret de ce corollaire réside dans les remarques suivantes :
~Siz=2-X—2X""! pour A non nul, alors :
(A=1) ssi(x=0);
AeUV ={z€C;lz| =1} ) ssi (= €[0,4]);
(A€R) ssi(zeR-[0,4]);
(AeC—-(RUUY))ssi(zeC~-R).
- Sip= )2 alors :
(A=0)ssi(p=0);
(A€iR)ssi(p<0);
(A €R) ssi (g > 0);
AeC—-(RUiR))ssi(ueC—-R).
On s’est donc ramené a étudier la réalité et le signe des racines de polynomes réels de degré
n. Pour les hamiltoniens, c’est évident alors qu’en ce qui concerne les difféomorphismes exacts
symplectiques, il faut remarquer que comme on travaille au voisinage des difféomorphismes
complétement intégrables, A est proche de 1 et donc z est proche de 0. Notons d’ailleurs que
dans les cas que nous considérerons, nous ne répéterons plus que z est de module

plus petit que 4, mais cela sera toujours implicitement supposé.
Afin d’appliquer ces résultats, donnons quelques définitions :

DEFINITION 2. 1 . - Soit F un difféomorphisme de classe C! d’une variété V de classe C* et
z un point périodique de période p de F. Soit E (resp. H) le sous-espace vectoriel de dimension
maximale de T,V invariant par DF*(z) tel que DF¥(z) g (resp. DF*(z)|y) soit complétement
elliptique (resp. hyperbolique).
Alors, dim(F) est la dimension elliptique de = et dim(H) est la dimension hyperbolique
de z.

Soit H un hamiltonien de classe C? d’une variété symplectique de classe C? et & un point
critique de H.
Alors, la dimension elliptique (resp. hyperbolique) de z pour H est la dimension elliptique
(resp. hyperbolique) de 0 pour exp(DX y(z)).

DEFINITION 2. 2 . - Soit F un difféomorphisme de classe C! de T" x R" défini par F(6,r) =
(©,R).

La torsion de Fest b = 3_9

F sera dit & torsion déﬁrnie (resp. définie positive, définie négative, indéfinie, de
signature (p,q)) si 'b + b est définie (resp. définie positive, définie négative, indéfinie, de
signature (p,q)).
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Soit H un hamiltonien ;ie classe C? de T" x R™ .

La torsion de H est b =

T
=
Elle est donc toujours symétrique, et on peut lui accoler tous les termes qualifiant les matrices

symétriques.

PROPRIETE 2. 1 . - Soit F un difféomorphisme exact symplectique générique de classe C™ de

T" x R® (1 < r < oo) proche en topologie C! d’un difféomorphisme exact symplectique de

classe C™ de T™ x R™ faiblement monotone complétement intégrable .
Alors, F aau moins 2"~! points fixes de dimension elliptique au moins 2 et au moins 2"~}

points fixes de dimension hyperbolique réelle au moins 2 .

Soit H un hamiltonien de classe C™! de T™ x R™ (1 < r < oo) proche en topologie C?
d’un hamiltonien de classe C™*! de T™ x R™ faiblement monotone complétement intégrable.

Alors, H a au moins 2"~ points critiques de dimension elliptique au_moins 2 et au moins 277!
points critiques de dimension hyperbolique réelle au moins 2 .

Rappelons qu’on avait précisé dans la partie 1 que :
(F est générique) ssi (L(F) est de Morse et aux points fixes, DF a des valeurs propres distinctes).
(H est générique) ssi (I(H) est de Morse et aux points critiques, DXy a des valeurs propres
distinctes).

Démonstration de la propriété 2. 1 . - Il suffit de remarquer que L(F') (resp. I(H)) est de Morse
et donc a au moins 2"~ points critiques en lesquels son Hessien est de déterminant strictement
négatif et au moins 2"~! points critiques en lesquels son Hessien est de déterminant strictement
positif.

Or, le terme constant de P ou P est défini par P(2— A—1/X) = det(My) (resp. de p ol p est
défini par p(A?) = det(m,)) est det(D2L(F)) (resp. det(D%I(H))) et son coefficient dominant
est det b~! ou b désigne la torsion. [ ]

PROPRIETE 2. 2 . - Soit F un difféomorphisme exact symplectique générique de classe C"
de T" x R™ (1 < r < oo) proche en topologie C! de Fy difféomorphisme exact symplectique de
classe C" de T™ x R™ faiblement monotone complétement intégrable. On suppose que la torsion
b de F' est symétrique et définie.

n
Alors, pour tout j € {0,...,n}, il existe au moins < > points fixes de dimension elliptique 2j
J

et de dimension hyperbolique 2(n — 7). De plus, en un point fixe de F" prés de T x {0}, toutes

les valeurs propres de DF sont dans U' UR.

Soit H un hamiltonien générique de classe C™! de T" x R™ (1 < r < oo) proche en
topologie C? d’un hamiltonien de classe C™*! de T™ x R™ faiblement monotone complétement

intégrable . On suppose que H est & torsion b définie et que le tore radialement transformé par

H est lagrangien.

n
Alors, pour tout j € {0,...,n}, il existe au moins ( ) points critiques de dimension elliptique
J
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2j et_de dimension hyperbolique 2(n — 7). De plus, en un point critique prés de T" x {0}, toutes

les valeurs propres de DXy sont dans iR UR.

Remarque 2. 1 . — Dans cet énoncé, on peut noter que générique, terme dont la définition a été
donnée précédemment, définit une propriété qui est effectivement générique en topologie C" dans
P’ensemble des difféomorphismes exacts symplectiques de classe C" de T™ x R™ qui sont proches
des difféomorphismes exacts symplectiques faiblement monotones complétement intégrables et
qui ont une torsion définie.

Remarquons aussi que si n=1, la torsion est une matrice 1 x 1 et donc est toujours définie;
de plus, le tore radialement transformé, étant une courbe, est toujours lagrangien. Nous verrons

que ce n’est plus toujours le cas quand n > 2.

Démonstration de la propriété 2. 2 . — Quitte a changer F en F~!, on peut supposer que b est

définie positive. Ainsi b'/% est définie et My = zb~! 4+ D?L(F) ol  désigne (2 — X — 1/)) est

équivalente & &l + b~1/2D?L(F)b~Y/2. Or, L(F) étant de Morse, pour tout j € {0,...,n}, il
n

existe au moins ( . ) points critiques en lesquels D?L(F) est de signature (j,n-j), ce qui permet
J

de conclure.

De méme, quitte & changer H en —H, on peut supposer b définie positive. Si u = A2 m) est

équivalente & pl + b+1/2D2(H)bH1/2 et I(H) est de Morse. [ ]
Remarque 2. 2 . — On avait vu dans la démonstration du lemme 2. 2 que si F est un

difféomorphisme exact symplectique faiblement monotone de classe C" de T" x R™ (1 < 7 < 00)
proche en topologie C' d’un difféomorphisme de classe C" exact symplectique faiblement
monotone complétement intégrable, si n est ’équation du tore radialement transformé de F
et si en un point (6, 7(#)) on note :

b
DF(0,7(0)) = (Z d) olt @, b, c et d sont dans M(R,n x n); alors Dy(f) = —b~"la + b1 ol

b~la est symétrique puisque F' est symplectique. Aussi, pour F :

(le tore radialement transformé est lagrangien) ssi (la torsion b est symétrique).

PROPRIETE 2. 3 . - Ilexiste Fo _un difféomorphisme exact symplectique de classe C'® de
T2 x R? faiblement monotone complétement intégrable 4 torsion indéfinie et une suite de dif-

féomorphismes exacts symplectiques de classe C*® de T? x R? tendant vers Fy en topologie

C* sans point fixe complétement elliptique. Il existe également une suite de difféomorphismes

exacts symplectiques de classe C*° de T? x R? tendant vers ce méme Fy en topologie C™ sans
point fixe hyperbolique.

Il existe Ho un hamiltonien de classe C* de T? x R? faiblement monotone complétement

intégrable & torsion indéfinie et une suite de hamiltoniens de classe C* de T2 x R? tendant en

topologie C'* vers H, sans point critique complétement elliptique. Il existe aussi une suite de

hamiltoniens de classe C* de T? x R? tendant en topologie C™ vers H, sans point critique
hyperbolique.
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COROLLAIRE 2.3 . - Soit Hy et Fy comme dans la proposition 2.3. Il existe un ouvert €,
(resp. ©2) en topologie C™ (1 < r < o0) de difféomorphismes exacts symplectiques de classe C"
de T? x R? faiblement monotones tel que :
- tout élément de Q; (resp. Q) n’a pas de point fixe complétement elliptique (resp. hyperboli-
que); ‘
- Fy € Adhoo(21) (resp. Fo € Adho(Q2) ).

Il existe un ouvert U; (resp. Us) en topologie C™*! (1 < r < 00) de hamiltoniens de classe
C" de T? x R? faiblement monotones tel que :
— tout élément de Uy (resp. U;) n’a pas de point critique complétement elliptique (resp. hyper-
bolique);
~ Hy € Adhoo(Uy) (zesp. Ho € Adheo(Us) ).

Remarquons que les contre-exemples que nous allons ici construire sont en fait analytiques.

Démonstration de la proposition 2. 3 . - Posons : Fo(8,7) = (6 + Br,7) ou B = (: Z) ol on

suppose de plus que a, b, d sont des entiers vérifiant :

ad b < 0; —(b— 2 ;’ ) 5 a—dl; b — ad < (1/8)[2la — d|.2'/2  [b

Par exemple, on peut poser a = 80, b = —102 et d = 125.

Posons alors F(6,7) = (8 + Br,r + %td(ug”?)(a + Br)) ou g(f1,0;) = (2 + cos(2116;) +

cos(21162), 2 + sin(2116;) + sin(2016;)).

Le tore radialement transformé par F est r =0 .

Ona: L(F)= %]Ig”z. La différentielle est :

d(3lgll?) =* Da.g = 211 (-—an(21’[01) cos(2H01)) . (2 + c.os(2H91) + co.:)s(2H02)>
—sin(2I16;) cos(21167) 2 + sin(2116, ) + sin(21165)

( —(sin(2I16,))(2 + cos(2I16;) + cos(2I18;) + (cos(2I181))(2 + sin(2116,) + sin(2ﬂ92))

—(sin(2I162))(2 + cos(2118;) + cos(2I16;) + (cos(21182))(2 + sin(2116;) + sin(2116;)
=9l (2(cos(2l'[01) — sin(2116,)) + sin(2II(6; — 6;)
- 2(cos(21102) — sin(2116,)) + sin(2I1(6; — 6;)
- (Wisin(zn(— —01)) + sin(211(8, — ol)))

- 2\/§sin(21'[(§ — 02)) + sin(211(8; — 82))

a+d ,
-t

Les points critiques de L(F,) sont donc les couples (81,0;) qui vérifient :

{ 2\/isin(m(l = 01)) +sin(20(82 — 6,)) = 0
2\/§sin(2H(§ — 03)) + sin(2II(6; — 62)) = 0

Donc, en un tel point critique : sin(?H(% —6)+ sin(2ﬂ(% —03)) =0.

Aussi,on a: 80 =60, +1/8 ou §; = 1/4 — §,. Examinons ces deux cas :

si 0 =0+ 1/2:sin2I(1/8 — 8,) = sin 2II(1/8 — ;) = 0. Aussi, les deux points critiques que
on trouve sont : (—3/8,1/8) et (1/8,-3/8).
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sify=1/4—10,: 2\/§sin(2ﬂ(l --6’1))~{-sin(41'l(l —01)) = 0. Aussi, les points critiques que ’on
trouve sont : (1/8,1/8) et (—3/8,—3/8).

F, a donc quatre points fixes au voisinage de T™ x {0}. En ces points fixes, notons :
¢; = cos 2118; = sin 2116; pour i € {1,2}.
On calcule alors :

Dl =sn (TOEYE e )

cicy —c2(2+ c1)
Or, pour F, , M), = €D2(%||g||z)(0) +2B7! (ot z = 2 — X — A7!) est équivalente a la matrice

21+ eBD*(S4l17)0).
On s’est donc ramené a chercher les valeurs propres de :

~<BD(3|lgl")(0) = 811% (c‘@" Feaa=b) e@bteal-a) )

2 c1(2b + c2(b—d)) ca(2d + c1(d — b))

qui a pour déterminant DetBADet(EBD:’(%”g”z)(ﬁ)) = 12811*c%¢c1c2(2 + c1 + c2)(ad — b?) qui
est du signe de (—c;cy) car (ad — b?) est négatif (B est indéfinie) et |¢;] < 1, |ea| < 1.
Aussi, si cje; > 0, le. si § € {(1/8,1/8),(—~3/8,—3/8)}, on a affaire & un point fixe
elliptique x hyperbolique pour F,.

Si e1e2 < 0, posons ¢; = —¢; = ¢. La trace de —5BD2(%”g”2)(9) est alors 811%[2(a — d)c + (b~
a+d
2
de —EBDZ(%“g”z)(é') est donc A’ = 161142[(2(a — d)c + (b— #)2 + 8(ad — b%)] et est positif

et donc :
sie>0:0¢€ {(1/8,-3/8),(—3/8,1/8)} correspond 4 un point fixe complétement elliptique.

F, a donc au voisinage de T™ x {0} deux points fixes elliptiquesx hyperboliques et deux points

)] est du signe de (—¢) car |¢|] = V2. Le discriminant réduit du polynome caractéristique

fixes complétement elliptiques.

sie<0:60 € {(1/8,-3/8),(—3/8,1/8)} correspond & un point fixe hyperbolique. F, a
donc au voisinage de T™ x {0} deux points fixes elliptiquesx hyperboliques et deux points fixes
hyperboliques.

Pour construire les contre-exemples pour les hamiltoniens, posons : H.(8,r) = (1/2)('rBr+
€]lg(8)]|?) ot B et g ont été définis précédemment.
Alors, le tore radialement transformé par H, est {r = 0} et I(H.) = (1/2)¢||g||*>. Aussi, comme
précédemment, I’ensemble des points critiques de {(H.) pour £ # 0 est {1/8, —3/8}>.
De plus, pour He, my . = A2B~! 4+ (1/2)e D*(||g||*)(8) est équivalente & [A? + 3 BD?(||g|[*)(6)].
Comme précédemment, on s’est ramené & chercher les valeurs propres de (1/2)e BD?(||g]|?)(8)
et on obtient donc les contre-exemples cherchés :
sie > 0: H. a au voisinage de T" x {0} deux points fixes elliptiquesx hyperboliques et deux
points fixes hyperboliques.
si € < 0: H. a au voisinage de T" x {0} deux points fixes elliptiquesx hyperboliques et deux
points fixes compléetement elliptiques. ||






3. ANALOGUE DES INEGALITES DE MORSE POUR LES DIMENSIONS ELLIPTIQUES

PROPOSITION 3. 1 . — Soit F un difféomorphisme exact symplectique de classe C”™ de T™ x
R™ proche en topologie C*' d’un difféomorphisme exact symplectique de classe C” de T™ x
R™ faiblement monotone complétement intégrable (1 < r < oo) défini par F(8,7) = (8 +
11(8,r),r+13(0,r)) qui est :

1) faiblement monotone;

2) a torsion de signature (¢,n — q);

3) générique;

4) tel que :

oly . _ Oly |y 1y
Vo e T, ID*(O)l < 2ll(5,) " + (3—7‘) 17768, 0(9))
ou 7 est I’équation du tore radialement transformé et L(F) = ¢ .
Alors, si D?p(6o) a pour signature (p, n—p) en 0 tel que dp(8y) = 0, la_dimension elliptique

du point fixe (6o, 7(6o)) est au moins 2[p — g|.

L’“hypothése” 1) est vérifiée dés que F est proche en topologie C' d’un difféomorphisme
faiblement monotone et en fait, ici, nous nous contentons de la rappeler, sans imposer de
contrainte supplémentaire.

L’“hypothése” 4 signifie juste que ¢ est suffisamment proche de 0 en topologie C?, ce qui est
vérifié si F est proche en topologie C! d’un difféomorphisme exact symplectique.

L’hypothése 2), elle, sert juste & nommer la signature de la torsion.

Démonstration de la proposition 3. 1 . — Pour v € [0,II], posons :

Ry = Mv = D%p(8p) + (1 — e™)b™1 4+ (1 — e~ %)% ?

Ceci définit un chemin continu de matrices hermitiennes donc diagonalisables & valeurs propres

réelles, tel que :

Ry = D%p(6,) est de signature (p,n — p);

{ R = D¥o(00) + 2130y 4 (2

a o )71] est de signature (¢,n — q) par 4).
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Aussi, il existe |p — g| valeurs de v dans [0,1I] (comptées avec la dimension de Ker(R,)) telles
que Ker(R,) # {0}. Si de plus on considére les opposées de ces valeurs de v, on obtient la

conclusion voulue. [ ]

COROLLAIRE 3. 1. 1. - Soit F un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x

R™ proche en topologie C' d’un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T" x
R"™ faiblement monotone complétement intégrable (1 < r < oco) vérifiant les hypotheéses 1), 3),

4) de la proposition 3. 1 et & torsion définie.

n n
Alors, pour tout p € {0,...,n}, F aau moins( ) +...+ ( ) points fixes de dimension
P n

elliptique au moins 2p.
En particulier, F a au moins un point fixe totalement elliptique.

Démonstration du corollaire 3. 1. 1. — On applique la proposition 3. 1 en remarquant que si ¢

est une fonction de Morse, alors, pour tout p € {0,...,n}, ¥ a au moins ( ) points critique
p
en lesquels le Hessien de ¢ est exactement de signature (p,n — p), c’est-a-dire que ¢ a au moins
n n . . . . .
( ) +...+ ( ) points critiques tels que le Hessien de ¢ soit une matrice avec au moins p
P n

valeurs propres positives. [ ]

COROLLAIRE 3. 1. 2 — Soit F un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x
R™ proche en topologie C! d’un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x
R™ faiblement monotone complétement intégrable (1 < r < oco) vérifiant les hypothéses 1), 3),
4) de la proposition 3.1.

— Si la torsion de F' est de signature (¢,n — ¢), F' a un point fixe de dimension elliptique au
moins 2Sup{g,n — ¢}.

- F a un point fixe de dimension elliptique au moins 2[(n + 1)/2].

PROPOSITION 3. 2 . - Soit H un hamiltonien de classe C™*! de T" x R® (1 < r < o) proche
en topologie C? d’un hamiltonien de classe C™*! de T" x R™ faiblement monotone complétement,
intégrable qui est :

1) faiblement monotone;

2) & torsion de signature (q,n-q);

3) générique;

4) tel que, si 7 est I’équation du tore radialement transformé et I(H) = f :

2
¥ € T, [0 @) + 1Dn(9) = Dr(@)] < 1550, @)™

Alors,si D2 f(6)) a pour signature (n—p, p) en 0, tel que D f(8,) = 0, la_dimension elliptique
du point critique (6o, 7(fo)) est au moins 2|p — g|.

Démonstration de la proposition 3. 2 . —~ Pour ¢ € R, posons :

7y = my = =671 + it(Dy(8) =" Dy(8)) + D*f£(8)
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ol b est la torsion de H.
Ceci définit un chemin continu de matrices hermitiennes, donc diagonalisables & valeurs propres

réelles, tel que :

S 0 et de s .
{ ro = W( o) est 26 signature (n — p,p);
r1 = —=b"1 +i(Dn(bo) = Dn(6o)) + %‘;(00) est de signature (n — q,q) par 4).

Aussi, il existe [p — ¢| valeurs de ¢ dans Ry — {0} (comptées avec la dimension de Ker(r;))
telles que Ker(r;) # {0}. Si de plus on considére les opposées de ces valeurs de ¢, on obtient la

conclusion voulue. [ ]

COROLLAIRE 3. 2. 1. - Soit H un hamiltonien de classe C™*! de T" x R" (1 < r < o) proche
en_topologie C? d’un hamiltonien de classe C"*! de T" xR" faiblement monotone complétement
intégrable et vérifiant les hypothéses 1), 3) et 4) de la proposition 3. 2 et & torsion définie.
Alors, pour tout p € {0,...,n}, H a au moins (n) + ...+ (:) points critiques de
dimension elliptique au moins 2p. P

En particulier, H a au moins un point critique complétement elliptique.

Ce corollaire se démontre comme le corollaire 3. 1. 1.
COROLLAIRE 3. 2. 2. - Soit H un hamiltonien de classe C™*! de T" x R" (1 < r < 00) proche
en topologie C? d’un_hamiltonien de classe C"*! de T"xR™ faiblement monotone complétement
intégrable et vérifiant les hypothéses 1), 3) et 4) de la proposition 3. 2 .

— Si la torsion de H est de signature (¢,n — ¢), H a_un point critique de dimension elliptique
au moins 2Sup{q,n — ¢};

- H a un point critique de dimension elliptique au moins 2[(n + 1)/2].







4. CONTRE-EXEMPLES CONCERNANT LES DIMENSIONS HYPERBOLIQUES

Nous allons commencer par décrire une méthode permettant de construire beaucoup
d’exemples de My et m) différents.
Nous nous contenterons dans cette partie de traiter le cas de la torsion définie, réservant le cas
ou la torsion est indéfinie pour la partie 5. En effet, les méthodes dans les deux cas sont les
mémes, mais le cas ol la torsion est définie est le plus simple.

Pour cela, on énonce plusieurs lemmes techniques.

LEMME 4. 1. - Soit Fo un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T" x R™ (1 <
r < 00) faiblement monotone complétement intégrable donné par : Fy(8,r) = (8 +! dr(r),r) on
€ C"*(R™,R).
Soit g : T™ — T™ une fonction de classe C™*! petite en topologie C? et F; un difféomorphisme
exact symplectique de T™ x R™ défini par : F1(8,7) = (8 + g(8), (I +' Dg(8))~!r).

Alors, F' = Fy o Fy est exact symplectique faiblement monotone et si 7 est ’équation du

tore radialement transformé par F et ¢ = L(F), on a :
- 0(0) = (I +* Dg(8))(“dr) " (—g(9));

- p(0) = t(~g(9));

olt on a posé : *dt = (dr)~1.

Dans ce lemme, on introduit de 'antisymétrie dans la torsion du difféomorphisme F &
Paide de F;.

Démonstration du lemme 4. 1. -~ On a donc :

F(O,r) = (0 +g(8) + dr((I +* Dg(a))—lr), (I+'Dg(8))r)
Le tore radialement transformé d’équation 7 vérifie donc : g(8) +* dr((I +* Dg(8))~'n(8)) = 0
d’olt 9(0) = (I +' Dg(9))"dt(—g(0))-

La fonction radiale vérifie donc : 'dp(d) = (I +' Dg(9))"'n(8) — n(6); soit : tdp(8) =
~'Dg(8)'dt(—g(9)) et donc ¢ =#(—g). n
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LEMME 4. 2 . - Soit F; le difffomorphisme exact symplectique de classe C™ de T x R* (1 <
r < co) défini par : F>(8,7) = (6,7 —* d(t(—g))(0)) et G= Fho F.
Alors, G est exact symplectique faiblement monotone, G a le méme tore radialement trans-

formé que F et celui-ci est invariant point par point, et on a de plus, si b désigne la torsion de
G:

b71(8,1(0)) = (I +' Dg(8))(D*)(~9(6))

A Paide de F,, on rend le tore radialement transformé fixe (la fonction radiale L(G) est

identiquement nulle).

Démonstration du lemme 4. 2. - Comme F laisse la coordonnée suivant T" fixe, il est clair que
G a méme tore radialement transformé que F.

De plus, si on note F'(4,r) = (6, R), alors :

4L(G)(0) = R(0,n(0)) ~* d(t(~9))(®) - n(8) =* dL(F)) —* d(t(~g))(6) = 0. On peut aussi
calculer en (8,7(0)) :

DG(8,n(9)) = DF»(©, R) o DFo(8 + 9(8), dt(~g(6))) o DF1(6, (I +' Dg(6))(dt)(~9(8)))

Soit :

(orcapn 1)< (o ") < ()
I sz(dt(—g(ﬂ)))> « (1+Dg(0) 0

= \D2e(=9)(0) X X I+t Dgon™
_ (X Dr(dt(—g(6)))(I +! Dy(6’))“)
- (% X

ol “X” désigne des termes que I’on n’a pas calculés, ce qui donne bien la torsion cherchée. |l

Remarque 4. 1 . - Avec les mémes notations que dans les lemmes précédents, on avait déja
remarqué que I'; est lagrangien ssi b est symétrique (c.f. la remarque 2. 1). Supposons au

contraire que ’antisymétrisée de D7 soit de rang maximal aux points fixes :

0 o
an)—'Dn(o)=( —er 0 )

ou les o; sont distincts et non nuls avec éventuellement une valeur propre nulle si n est impair.
Dans ce cas, I', n’est pas lagrangien. Comme Dp(f) = —b~'a + b~! ot b7 'a est symétrique,
Pantisymétrisée de b est aussi de rang maximal.

Supposons alors que la symétrisée de b soit définie (la torsion est définie); on a alors, si on pose

b1 = S+ N ol S est symétrique définie et N antisymétrique :

My=(1=-2p"1+ Q=2 =(A" = 1)[(A-1)S+ (A + 1)N]
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Supposons par exemple que S est définie positive. Alors :

det(My) = (A™! = 1)" det S det[(A — 1)1 + (A + 1)S™/2NS~1/2]

Or, les valeurs propres de S™1/2NS~1/2 sont imaginaires pures. Donc det(M,) s’annule pour
'\———1- =ia €iR, ie. A = 1+ z.a est de module 1.
A+1 1—io

Aussi, aux points fixes de G, I';, est normalement elliptique (au moins pour n pair). Cela pourrait
nous aider & construire des contre-exemples pour lesquels en tout point fixe, la dimension
elliptique est au moins 2[n/2], mais nous ferons mieux en fait puisque nous construirons des

exemples tels qu’en tout point fixe, la dimension hyperbolique sera au plus 2.

LEMME 4. 3 . - Soit ¥ € C™t(T", R) une application petite en topologie C? (1 < r < o) et
soit F3 le difféomorphisme exact symplectique de classe C" de T™ x R™ défini par : F3(0,r) =
(6,7 +' d(9)). On suppose alors que ¢ est nulle en tout point critique de ¥ et on définit H =
F30G.

Alors, H est un difféomorphisme de classe C" exact symplectique faiblement monotone, H
a le méme tore radialement transformé que G, la méme torsion et sa fonction radiale est v .

On a donc :
My = D*p(8) + (1 — A)(I +' Dg(9))(D*t)(=g(8)) + (1 = A7) (D*)(—9(8))(I + Dg(6))

Aussi, aux points fixes de H :

Mx = D*(6) + (1= \)(I +' Dg(8))(D*1)(0) + (1 = A~ )(D*1)(0)( + Dyg(6))

Remarque 4. 2 . — A laide de F3 , on rend L(H) de Morse et donc H générique (On choisit ¢
de Morse).

Démonstration du lemme 4. 3 . — Comme H laisse les coordonnées suivant T" fixes, il est clair
que H a le méme tore radialement transformé que G.

b
Posons G(6,7) = (©,R) et DG(8,r) = (a d)' On a alors :
c

DH(8,r) = DF3(0,R) 0 DG(0,7) = (D%/f(e) ?) x ((Z 3) = (; )b()

H a donc méme torsion que G.
On a: 'dL(H)(8) = R(8,7n(6)) +" dv(8) — n(8) =* dy(8); donc L(H) = . [ ]

LEMME 4. 4 . — Notons C, ’ensemble des difféomorphismes exacts symplectiques de classe C”
de T" x R® (1 < r < o0) faiblement monotones complétement intégrables & torsion définie
positive. Alors, pour un sous-ensemble dense en topologie C” de C,, si Fo(8,7) = (6 +'dr(r),r),
ona: (D*r(0))'/2 € M(Qn x n).
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Ce lemme va nous permettre d’exprimer de facon plus simple M) dans certains cas :

COROLLAIRE 4.1 . - Supposons que (D?r(0))~/2 = (1/a)Z o Z € M(Z,n x n) est
symétrique définie positive.
Soit ¥; € C™(T",R) petite en topologie C? et de Morse, soit g1 € C"™*!(T",R") petite en
topologie C? et nulle en tout point critique de %1, et posons : g(8) = (D27(0))*V/%(1/a)g:1(Z6);
¥(0) = (1/a?)¥:(29).

Alors, ¥ est de Morse, ’ensemble des points critiques de ¥ est, si C; est I’ensemble des
points critiques de ¢ :
C = 27(Cy) + (27 @)/(X).
Et, aux points fixes de H, on a pour H : My = (D?r(0))"'/2.P5.(D?r(0))~'/2 oii on définit :

Px = D*1(28) + (1 = (I +* Dg1(20)) + (1 = (1/X))(1 + Dg:(29))

Remarque 4. 3 . — Choisissant ¥; de Morse, on pourra bien sir trouver sans difficulté g; de classe
C" (et méme analytique) nulle sur C; et choisir Dg; comme on en aura besoin pour construire
des contre-exemples.

Démonstration du corollaire 4. 1 . — Par définition, ¥(8) = (1/a?)¥1(Z0) et donc Dy(f) =
(1/0®)Dy1(Z20)Z = (1/e).Dy1(Z6).(D*7(0))"*/? ; 0 est donc un point critique de 3 si et
seulement si Z# est un point critique de ¢, , ce qui prouve bien que C est I’ensemble des points

critiques de .

De plus, D*3(8) = (D*r(0))~*/2.D%)1(Z8).(D*r(0)) /2 et donc 3 est bien de Morse.

Et : Dg(8) = (D*r(0))*'/2.Dg,(Z26).(D*r(0))~1/2.

Aussi, a I’aide du lemme 4. 3 | on peut exprimer :

My = D*(6) + (1 = N)(I +* Dg(8))(D*)(0) + (1 = A~1)(D)(0)(I + Dyg(6))

= (D?r(0))"V/2[D¥s (20) + (1 = (I +' Dgs(29)) + (1 = A=)(I + Dgs (26))][D*r(0)] /2. M

Faisons maintenant une construction analogue pour les hamiltoniens :

LEMME 4. 5 . - Soit I, Pensemble des hamiltoniens de classe C™*! de T™ x R™ (1 < r < o)

faiblement monotones complétement intégrables a torsion définie positive .

Alors, pour un sous-ensemble dense en topologie C” de I :

%H,

(2 (0)'/* € M(Q,n x n)

Nous pouvons grace a ce lemme exprimer m) simplement dans certains cas.

COROLLAIRE 4. 2 . - Soit Ho un hamiltonien de classe C™*' de T" x R® (1 < r < o)

faiblement monotone complétement intégrable 4 torsion définie positive.
0%H 1, . .
67‘20 (0)? = ZZ ou Z € M(Z,n x n) est symétrique définie positive.

On suppose que (
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Soit ¥; € C™*(T"R) petite en topologie C? et de Morse, soit 7; € C™(T" ,R™) petite en
topologie C? et nulle en tout point critique de ¥; , et posons :

n(8) = (D*Ho(0))~Y/2(1/a)m(26) ; $(8) = (1/a?)¢1(Z8) ; H(8,7v) = Ho(r — n(8)) + ¥(6).
Alors, H est aussi faiblement monotone, son tore radialement transformé est d’équation 7,

sa fonction radiale est 1 et aux points critiques de H, on a pour H :
my = (D2H(0))~/2.px.(D?*H(0)) /% ot on définit :

pa = X2 + A(Dny(26) =' Dny(28)) + D*91(26)

Démonstration du corollaire 4. 2 . — Un point (f,7) du tore radialement transformé par H
H
vérifie : B—Ii(ﬂ,r) = 0, c’est-a-dire : 0
r or
intégrable : r = 5(8).
De plus : I(H)(8) = H(8,n(0)) = ¥(8).
On calcule alors : my = A2~! + X(Dn(8) —* Dy(0)) + D*p(0) on b désigne la torsion et on
obtient bien le résultat cherché. [ ]

(r—n(8)) =0 i.e. comme Hy est compléetement

Nous allons maintenant construire des contre-exemples & ’aide de ces lemmes :

PROPOSITION 4. 1 . - Soit Fy un difféomorphisme exact symplectique de classe C” de T™ x
R™ (1 < r < oo) faiblement monotone complétement intégrable & torsion définie donné par :

Fo(8,7r) = (8+'dr(r),r) (et donc 7 € C"(R™,R) est strictement concave ou strictement convexe
au voisinage de 0) .

Alors, il existe un ouvert Q en topologie C" de difféomorphismes exacts symplectiques gé-
nériques de classe C" de T™ x R™ tel que :
-Fo € Adh,(Q);
- tout point fixe de tout élément de Q prés de T” x {0} est de dimension hyperbolique au plus
2.

Démonstration de la proposition 4. 1 . — Quitte & remplacer Fy par F; !, on peut supposer la

torsion définie positive. De plus, en utilisant le lemme 4. 4, on peut supposer que (D?7(0))*/? €
M(Q,n x n). Remarquons aussi qu’il suffit de trcuver une suite de difféomorphismes exacts
symplectiques génériques de classe C™ de T" x R™ tendant vers Fy, en topologie C” et telle que
tout point fixe de tout élément de la suite prés de T™ x {0} est de dimension hyperbolique au
plus 2.

On reprend les mémes notations que dans le corollaire 4. 1 et on pose : ¥, (8) = -—&(cos 2116, +
...+ cos2llf,)ou 0 < e < 1/2.

L’ensemble des points critiques de 3; est ', 1/2}".

On impose alors & g; d’étre nul en ces poi. s critiques, et en ces points critiques, on impose des

valeurs & Dyg;, décrites ci-dessous :
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soit @ € {0,1/2}", posons donc I = {i;0; =0} et J = {i;0, = 1/2} = {1,...,n} — I. On impose

alors : 0

(&3
01, - 0
o) =
( 99, (i))er

avec une valeur propre nulle si Card() est impair. On suppose que les «; sont non nuls, positifs,
distincts, inférieurs 4 1 et que : Vi € I,a? > & + (g/4).

0 &
091, ) _| -8 o0
g - 1
( 99, @) (i,h)es ( )

avec une valeur propre nulle si Card(J) est impair. On suppose que les 3; sont non nuls, distincts,
positifs et que : V(i,5) € I x J,8; > a;
On compléte ensuite par des zéros pour obtenir Dg,(f).

Trois types de matrices peuvent ainsi intervenir pour Dg; () :

si n est impair : n=2(k+m)+1:

0 o

si n est pair : n = 2(k +m) :

n=2k+m+1):

oo
()

Aussi, dans M) , seuls quatre types de matrices interviennent le long de la diagonale et donc
quatre types de facteurs interviennent dans det(M)) (ol on note z = 2—A—X"! et o, rappelons
le:(A=2")2 =z(z —4)):
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2-2-2T4e (A=A
1) P} = det
) Po(2) = de ( (A =2Da 2-A-Arl4e
= (1 + a?)z? — 2(20% — )z + £ ; le discriminant réduit est : A’ = a?(4a? — 4e —€2) > 0 car on

) =(z +(-:)2 + azz:(:c —-4)

a supposé a? > ¢ +¢2/4. Donc P} a deux racines réelles, distinctes, positives car leur produit
est €2/(1 + ?) > 0 et leur somme est 2(2a2 — €)/(1 + a?) > 0, différentes de 0 et ¢.
De plus, si @ # a*,on a P¥ — P} = (0? — 0*?)z(z — 4) et donc les racines de P} et de P} sont

distinctes.

o) P- dt(2—/\-/\_1—s A=A"1p )

VPp@) =det| "\ A1) 2-a-a-i—e
=(z—€)?+ B2z(z — 4) = (1 + B%)z? — 2(26% + )z + ¢?
Le discriminant réduit est : A’ = 3%(48% + 4¢ — €?) > 0 car on a supposé 1 > ¢ > 0.
Donc Py a deux racines réelles, distinctes, positives car leur produit est e2/1+8%) >0
et leur somme est 2(28% + £)/(1 + B%) > 0, différentes de 0 et £. De plus, si B # B*,on a
Py —Pg =(8- B*?)z(z — 4) et donc les racines de P; et de Py sont distinctes.
Si B > «, supposons que P} et Pg aient une racine commune zo. Soit z, (resp. zg) I'autre
racine de P (resp. Py). Alors :

e? €2
ToTo = m) Tﬂ? =ZgTo donc Toa > Tp;
2% —¢ 2+¢€ 2—-¢ 282 +¢
Tat oo =27y =22 - ) <@ ) =i p s Eet e doncza <z

d’oil une contradiction. Donc P} et Pg ont des racines distinctes.
3 det(2—A—-2"1—¢g)=2-X—-X"1—¢ =2z —¢c admet ¢ comme racine.
4)det(2—A—-2"14¢e)=2-A=A"1+¢=2z+¢c admet —(¢) comme racine.

Aussi, en tout point fixe, det(M)) a au moins 2(n — 1) racines de module 1 distinctes et en

chaque point fixe, les valeurs propres de DH sont distinctes, ce qui permet de conclure. n

PROPOSITION 4. 2 . — Soit Ho un hamiltonien de classe C™! de T® x R® (1 < r <
00) faiblement monotone complétement intégrable strictement convexe ou strictement concave
au voisinage de 0

Alors, il existe un ouvert U en topologie C™*! de hamiltoniens de classe C™! de T" x
R™ génériques tel que :
- Hy € Adh,41(U);
- tout point critique de tout élément de U prés de T" x {0} est de dimension hyperbolique au
plus 2.

Démonstration de la proposition 4. 2 . — Quitte a changer Hy en (—Hj), on peut supposer Hy
convexe. De plus, en utilisant le lemme 4. 5 , on peut supposer que (D?Hy(0))~1/2 = (1/a)Z
ol Z € M(Z,n x n). Comme pour les difféomorphismes, on cherche une suite de hamiltoniens

génériques qui sont des contre-exemples et tendent vers Hy en topologie C™+!,
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On reprend les mémes notations que dans le corollaire 4. 2 | et on prend le méme 3; que dans la
démonstration de la proposition 4. 1 . En un point critique 8 € {0,1/2}" de %1, on pose encore :
I={i;0; =0} et J ={1, m,n}a— I et on impose D7;(6) en tout point critique 6 de 9 :
U
O i _a
(—"" (0)) =% 0
98; 7/ Gper

suppose que les «; sont non nuls, positifs, distincts et inférieurs a 1.

) avec une valeur propre nulle si Card(7) est impair. On

o 8
- B

(_6711,, 9) =[-% 0 avec une valeur propre nulle si Card(J) est impair. On
0; (i,5)€J? c.
suppose que les B; sont non nuls, distincts et positifs. On suppose aussi que : Vj € J, 8; > 2¢'/2
et que : V(i,j) € I x J,ﬁf—?e;éafﬂ—?a
On compléte ensuite par des zéro pour obtenir D7 ().
Trois types de matrices peuvent ainsi intervenir pour Dy (6) :

sin est impair : n = 2(k + m) + ]al

o 2
1
-5 0
(0)
) B
s 2
1
-5 0
sin est pair : n = 2(k+m) : o
(s3] ?
-5 0
B
0 2
A
2
n=2k+m+1): o
0 —
(431 2
-5 0

(o o)
00 B
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Aussi, dans m) , seuls quatre types de matrices interviennent le long de la diagonale et donc

quatre types de facteurs interviennent dans det(my) (ol on note g = A?)

A2 4 ¢ Aa
1) P;"(,u)zdet< . A?+e) =(p+e)+a’u=p’+(a®+2)u+e? Le discrimi-

nant réduit est : A’ = (a? + 2¢)% — (2¢)2 > 0.
Donc P} a deux racines réelles, distinctes, négatives car leur produit est €2 > 0 et leur somme
est —(a? + 2¢) < 0, différentes de 0 et —¢.
De plus, si @ # a*, on a P} — PL = (a® — o*?)u et donc les racines de P} et de P sont
distinctes. 2

2) Py (p) = det (A_;ﬂs Aff E) =(u—e) +8u=p"+ (B -2+
Le discriminant réduit est : A’ = (8% — 2¢)? — (2¢)? > 0 car on a supposé 32 > 4e.
Donc Py a deux racines réelles, distinctes, négatives car leur produit est €2 > 0 et leur somme
est —(A% — 2) < 0, différentes de 0 et —¢.
De plus, si 8 # 8%0n a Py — Py = (8% — 8"*)u et donc les racines de P; et de Pg sont
distinctes. Si de plus, 8% — 26 # o + 2¢, les racines de PJ et P; sont distinctes.

3) det(A\? —¢) = A2 — ¢ = y — £ admet £ comme racine.

4) det(A\? +¢€) = A2 + ¢ = y + ¢ admet (—¢) comme racine.
Aussi, en tout point critique, det(m ) a au moins 2(n — 1) racines imaginaires pures distinctes et

en chaque point critique, les valeurs propres de DX g sont distinctes, ce qui permet de conclure.

Ces deux derniéres propositions nous permettent de conclure que les propositions de la
partie 3 sont optimales quand la torsion est définie : on peut minorer les dimensions elliptiques

d’aprés la partie 3, mais on ne peut & priori rien dire sur les dimensions hyperboliques.






5. CONTRE-EXEMPLES DANS LE CAS OU LA TORSION EST INDEFINIE

Nous allons maintenant exploiter les méthodes de constructions de contre-exemples exposées
dans la partie 4 pour construire des contre-exemples dans le cas ou la torsion est indéfinie.
Rappelons en effet que les lemmes 4.1, 4.2 et 4.3 ne supposaient pas que la torsion était définie,

et nous allons pouvoir les utiliser dans cette partie.

La premiere proposition expose comment, & partir de certains “contre-exemples” au voisi-
nage en topologie C™ d’un certain difféomorphisme exact symplectique “linéaire” de classe C"
de T* x R™ (1 < r < o) faiblement monotone complétement intégrable de torsion de signature
(q, n-q), on peut construire des “contre-exemples” au voisinage de tout difféomorphisme exact
symplectique de classe C™ de T™ x R" faiblement monotone complétement intégrable de torsion
de signature (q, n-q).

PROPOSITION 5.1 . — Notons C,, (resp. I, ) ’ensemble des difféomorphismes exacts
symplectiques de classe C" (resp. hamiltoniens de classe C™*!) de T" x R® (1 < r < o)
faiblement monotones complétement intégrables a torsion de signature (¢,n — q).

Supposons qu'il existe Fy dans C, (resp. Ho dans I, ) défini par Fo(6,7) = (6 + Br,r) (resp.
Hy(8,7) = (1/2)'rBr) ou B est symétrique non dégénérée et ¢ > 0 tels que tout voisinage en
topologie C™ de Fy (resp. tout voisinage en topologie C™+! de Hy) contienne un difféomorphisme
exact symplectique (resp. hamiltonien) générique ayant au voisinage de T"x {0} des points fixes
(resp. critiques en lesquels pour tous la torsion est B) dont les dimensions elliptiques décrivent
exactement 'ensemble £ C {0,2,...,2n} et dont les distances des n-uplets de coordonnées sur

T" pris deux & deux (pour la distance usuelle) sont toutes plus grandesque €.

Alors, il existe un ouvert U en topologie C" (resp. Q en topologie C™*!) de difféomor-
phismes exacts symplectiques (resp. hamiltoniens) génériques tel que tout élément de U (resp.
Q) a au voisinage de T™ x {0} des points fixes (resp. critiques) dont les dimensions elliptiques
décrivent exactement 'ensemble E et tel que Cy, (resp. I, ) soit inclus dans ’adhérence en

topologie C™ de U (resp. I’adhérence en topologie C™+1 de Q).

Démonstration de la proposition 5. 1 . —

1) On considére Fy et B comme dans 1’énoncé.
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Il existe donc une suite (Fp;) de difféomorphismes exacts symplectiques de classe C” de
T™ x R™ tendant vers Fy en topologie C” et telle que pour tout ¢, I’ensemble des dimensions
elliptiques des points fixes de Fy; au voisinage de T™ x {0} soit exactement E et tels que les
distances des n-uplets des coordonnées des points fixes de Fy; suivant T™ pris deux & deux
vérifient les hypothéses de la proposition.

Pour i € N, on note alors ¢; la fonction radiale et b; la torsion (oi on posera b;! = B~! 4 m;)
de Fo ;. Sur le tore radialement transformé par Fy ; , on a alors : p; et m; tendent vers 0 quand
i tend vers Pinfini.

Soit alors Gy un élément de Crq : Go(8,7) = (0 +' dr(r),r) out 7 € C"}(R",R).

De fagon analogue a ce que nous avions fait dans le lemme 4.4, on montre aisément qu’ on peut
trouver P € M(Q,n x n) telle que 'PBP soit aussi proche qu'on le veut de D?r(0). I suffit
donc de supposer que D2r(0) = PBP ou P € M(Q,n x n).

Ayant un tel P, on peut écrire : (D%r(0))™! = (1/e?)!ZB71Z ou o € R — {0} et ol
Z € M(Z,nxn).

On pose alors : Vi € N,¢;(8) = (1/a?)pi(Z8) et gi(§) = Z7 hi(Z6) ot h; € C™H(T",R")
est nulle aux points critiques de ¢; et ol en tout point critique #; de ¢; , on impose :
Dhi(8;) = B'm;(6;).

Définissons alors deux difféomorphismes exacts symplectiques F;; et F5; de classe C" de
T% xR par : Fy4(6,7) = (0+ g:(0), (I +' Dga(8))7'r) et Fy(0,7) = (6,7 +* dis; — 1(~g2)](9))
otl on définit t € C"*1(R™,R) par 'dt = ('dr)~L.

On considére alors H; = Fy jo Fyo Iy ; ; alors, 9; tend vers 0 quand 7 tend vers 400 en topologie
CT*1 et on peut aussi s’arranger pour que g; tende vers 0 en topologie C™*!. On peut donc
s’arranger pour que H; tende vers Fy en topologie C" quand i tend vers Pinfini.

Alors, on a vu dans les lemmes 4. 1, 4. 2 et 4. 3 que H; a pour fonction radiale y; et que si
P’équation du tore radialement transformé par H; est n; et si on note B; la torsion de H;, alors
on a pour tout # € T" : B{1(6,7:(0)) = (I +! Dgi(9))(D*t)(—g:(9)).

Or, d’aprés la définition de g; , on a en un point critique 8 de ¥; : Dg;(§) = Z~'Dh;(Z0)Z =
Z71B'm;(Z6)Z; donc en un point critique de ¥; , on a : B (0,7:(8)) = (1/a®)(I +!
Zmi(20)BZ)ZB~1Z = (1/a?)'Z(B~! + my(26))Z;

On peut donc écrire : en un point critique de ¥; , on a pour H; My; = (1/a?)'ZP»;Z ou
Pyi = D%i(Z20) + (1= M)(B™' + mi(Z9)) + (1 — A7) (B~ +' m;(Z20)).

Aussi, en un point # critique de v¥; , My ; est équivalente & Py ; qui elle est en fait la matrice
correspondante pour Fo; en Z0 . Aussi, ’ensemble des types des points fixes de H; est le méme
que I’ensemble des types des points fixes de Fo ; .

Ceci nous permet de conclure dans le cas des difféomorphismes.

2) On considére Hy et B comme dans ’énoncé.
Il existe donc une suite (Hg ;) de hamiltoniens de classe C™*! de T" x R" tendant vers H, en
topologie C™*! et telle que pour tout i, ’ensemble des dimensions elliptiques des points critiques

de Hp,; au voisinage de T™ x {0} soit exactement E et tels que les distances des n-uplets des
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coordonnées des points critiques de Hy ; suivant T™ pris deux a deux vérifient les hypothése de
la proposition.
Pour ¢ € N, on note alors ¢; la fonction radiale, b; la torsion et h; ’équation du tore radialement
transformé de Hg; ; on écrira en particulier : Dh; —t Dh; = 2m;. Sur le tore radialement
transformé par Ho; , on a alors : ; et m; tendent vers 0 quand 7 tend vers l'infini et b; tend
vers B quand ¢ tend vers infini.

Soit alors hg un élément de I,  : ho(6,7) = ho(r).
De fagon analogue & ce que nous avions fait dans le lemme 4. 5, on montre aisément qu’ on peut
trouver P € M(Q,n x n) telle que ‘PBP soit aussi proche qu’on le veut de D?ho(0). Il suffit
donc de supposer que D%ho(0) =* PBP o P € M(Q,n x n).
Ayant un tel P, on peut écrire : (D%ho(0))™! = (1/e?)'ZB~'Z ou @ € R — {0} et ou
ZeM(Znxn).
On pose alors : Vi € N, ¢i(8) = (1/a?)pi(Z29) et i(0) = (1/a?)'Zvi(Z0) ot v; € C™+(T™,R™)
est nulle aux points critiques de ¢; et ol en tout point critique 6; de ¢; , on impose :
Dy,(8;) = m(6;).
Définissons alors le hamiltonien ho ; de classe C"1 de T™ x R™ par : ho,i(0,7) = Ho(r —ni(0)) +
¥i(0). Alors, 9; tend vers 0 quand i tend vers +oo en topologie C™! et on peut aussi s’arranger
pour que 7; tende vers 0 en topologie C™*!. On peut donc s’arranger pour que ho; tende vers
ho en topologie C™*! quand i tend vers I'infini.
Alors, ho,; a pour fonction radiale ¥; et I’équation du tore radialement transformé par ho; est
n; et si on note B; la torsion de Ay ;, alors on a pour tout # € T point critique de 9; :

2

B 0,m(0) = (Go2(0) = (1/a?)'2B;
Dni(8) = (1/a®)'ZDvi(20)Z = (1/a?) Zmi(20)Z;
D?y%;(8) = (1/a*)!ZD*p;(Z0)Z.
On peut donc écrire : en un point critique de ¥; , on a pour hg; my; = (1/a%)'Zp,;Z oun
Pri = D2<p,'(29) + 2Am,-(Z()) + 2B,
Aussi, en un point @ critique de 9; , my; est équivalente & py ; qui elle est en fait la matrice
correspondante pour Hy; en Z . Aussi, 'ensemble des types des points critiques de hg ; est le
méme que ’ensemble des types des points critiques de Ho; .

Ceci nous permet de conclure dans le cas des hamiltoniens. [ |

Cette proposition va nous permettre de construire des contre-exemples au voisinage de tous
les difféomorphismes exacts symplectiques de classe C™ (resp. tous les hamiltoniens de classe
C™1!) de T x R™ faiblement monotones complétement intégrables a partir de contre-exemples
au voisinage d’un seul difféomorphisme (resp. hamiltonien) .

On peut par exemple déduire de cette proposition et de la propriété 2. 3 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5. 1. 1 . - Soit Fy (resp. Ho) un difféomorphisme exact symplectique de classe
C" (resp. un hamiltonien de classe C™*') de T? x R? (1 < r < oo) faiblement monotone

complétement intégrable & torsion indéfinie. Alors :
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1) Il existe un ouvert U; (resp. 1) en topologie C™ (resp. en topologie C™*!) de difféo-

morphismes exacts symplectiques de classe C" (resp. hamiltoniens de classe C™*! ) faiblement
monotones de T" xR" contenant Fy (resp. Ho) dans son adhérence en topologie C” (resp. C™+?)
et tel que tout élément de U, (resp. de ;) n’a pas de point fixe (resp. critique) complétement
elliptique.

2) Il existe un ouvert U, (resp. £22) en _topologie C" (resp. en topologie C™+!) de difféo-
morphismes exacts symplectiques de classe C” (resp. hamiltoniens de classe C™*! ) faiblement
monotones de T x R™ contenant Fy (resp. Ho) dans son adhérence en topologie C" (resp. C™*1)
et tel que tout élément de U, (resp. de ;) n’a pas de point fixe (resp. critique) hyperbolique.

On peut aussi écrire le corollaire :

COROLLAIRE 5. 1. 2 . — Soit Fy (resp. Ho) un difféomorphisme exact symplectique de classe
C™ (resp. un hamiltonien de classe C™*!) de T® x R® (1 < 7 < oo) faiblement monotone
complétement intégrable.

Alors, il existe un ouvert U (resp. Q) en topologie C” (resp. en topologie C7*!) de diffé-
omorphismes exacts symplectiques de classe C" (resp. hamiltoniens de classe C™*! ) faiblement

monotones de T x R™ contenant Fy (resp. Ho) dans son adhérence en topologie C™ (resp. C™*!)
et tel que tout élément de U (resp de ) présente tous les types de points fixes (resp. critiques)
au voisinage de T™ x {0}.

Démonstration du corollaire 5. 1. 2 . -~ On va appliquer la proposition 5. 1 .
1) Tout d’abord, on considére un difféomorphisme exact symplectique de classe C" de

T™ x R™ faiblement monotone complétement intégrable Fyy défini par : Fy(0,7) = (8 + Br,r) o :

B = (qu 0 ) ou I, désigne la matrice identité de M(R,q x gq).
On définit alc';r;q F. un diffomorphisme exact symplectique de classe C™ de T" x R™ par
F.(8,) = (8 + Br,r + €'dp(f + Br)) ou ¢ est un petit paramétre réel et ou () =
cos(2016,) + 2 cos(2I18) + ... + ncos(2118,.). Alors, F, est générique et présente tous les types
de points fixes, ce qui permet de conclure avec la proposition 5. 1.

2) Ensuite, avec les mémes notations que ci-dessus, on considére les hamiltoniens de classe
Cr*! de T™ x R™ définis par : He(6,7) = (1/2)'rBr + ep(6).

On conclut encore a I’aide de la proposition 5. 1. | |

De ce dernier corollaire on peut encore déduire :

COROLLAIRE 5. 1. 3 . - Soit Fo (resp. Ho) un difféomorphisme exact symplectique de classe
CT (resp. un hamiltonien de classe C™1) de T x R (1 < r < oo) faiblement monotone
complétement intégrable.

Alors, il existe aussi prés que ’on veut en topologie C™ de F, (resp. en topologie C™*! de
Hy) un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ (resp. un hamiltonien de classe 1)
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de T" x R™ générique ayant un point fixe (resp. critique) complétement elliptique et un point
fixe (resp. critique) hyperbolique.

Nous allons maintenant faire des constructions analogues & celles faites dans les propositions
4.1 et 4. 2 afin d’appliquer encore la proposition 5. 1.
PROPOSITION 5. 2 . - Pour tout r yérifiant 1 < r < oo ettout ¢ € {0,...,n}, il
existe un ouvert U, en topologie C” (resp. {2, en topologie C™*!) de difféomorphismes exacts
symplectiques de classe C™ (resp. de hamiltoniens de classe C"™*!) de T" x R™ faiblement
monotones tel que :
- Adh,(U,) contient tous les difféomorphismes exacts symplectiques de classe C™ de T"xR™ fai-
blement monotones complétement intégrables (resp. Adh,41(€,) contient tous les hamiltoniens
de classe C™! de T™ x R™ faiblement monotones complétement intégrables)  torsion de signa-
ture (¢,n — ).
~ La dimension elliptique de tout point fixe (resp. critique) de tout élément de U, (resp. Q2,) est
au plus 2Sup{q,n — ¢}.

Cette proposition prouve en particulier que les inégalités sur les dimensions elliptiques
données dans les propositions 3. 1 et 3. 2 sont optimales (méme dans le cas ou la torsion est

indéfinie).

Démonstration de la proposition 5. 2 . -~ Encore une fois, nous allons utiliser la proposition 5. 1.

Remarquons que quitte & changer les difféomorphismes en leurs inverses, on peut supposer que
¢ > n — ¢, ce que nous supposerons dans la démonstration.

1) Soit Fy le difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x R™ faiblement
monotone complétement intégrable défini par : Fo(f,r) = (8 + Br,r) ou B est de signature

(g,n — ¢) de la forme :

0 1

Ainsi, B présente (n — ¢) blocs 2 x 2 indéfinis et 2¢ — n “1” sur la diagonale.

On considére ensuite des difféomorphismes F, exacts symplectiques de classe C” de T" x
R™ définis par, pour ¢ € R} petit : F.(0,r) = (8 + Br,r + €'dp(f + Br)) ol ¢(0) =
(411%2)~*(cos(2116;) + 2 cos(2116;) + ... + ncos(2116,)) .

Alors, pour F,,ona: M, =¢eD?p(0)+zB ! ot 2 =2—X—A"1. Or, si 0 est un point critique
de o ot I'on pose i cos(2I16;) = c; , les seuls facteurs intervenant dans det(M, ») sont :
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- (n-q) termes de la forme (czic2i—1 —z%) ot i € {1,...,n —q};

- n-2(n-q) termes de la forme (c; +z) ol j € {n—q+1,...,n}.

Or, si caic2i-1 > 0, (c2ic2i—1 — z2) a une racine positive et une racine négative en z, ce qui
correspond & deux valeurs de A hyperboliques réelles et deux valeurs de A elliptiques (comme
précédemment, on choisit ¢ suffisamment petit de telle sorte que les racines A de det(M)) vérifient
|z] < 4).

Si au contraire ¢2;¢2i—1 < 0, (c2ic2i—1 — 12) a deux racines imaginaires pures, ce qui correspond
a quatre valeurs de A hyperboliques complexes.

De plus, si ¢; > 0, (¢j + ¢) a une racine négative, ce qui correspond a deux valeurs de A
hyperboliques réelles.

Si au contraire ¢; < 0, (¢j + ) a une racine positive, ce qui correspond & deux valeurs de A
elliptiques.

De toute fagon, pour i € {1,...,n — ¢}, (caic2i—1 — z2) a au plus une racine positives, donc
det(M.,») a au moins 2(n-q) racines hyperboliques et donc a au plus 2¢ = 2Sup{q, n — ¢} racines
elliptiques.

2) On reprend les mémes notations qu’en 1) pour B et ¢. Soit Hy le hamiltonien de classe
Cm1 de T" xR™ faiblement monotone complétement intégrable défini par : Ho(6,7) = (1/2)'rBr
On consideére ensuite les hamiltoniens H, exacts symplectiques de classe C™t! de T™ x R™ définis
par, pour € € RY petit : Hc(0,7) = Ho(r) + ep(0).

Alors, pour H, , on a: m. = eD%p(8) + A2B~1 . Or, si § est un point critique de ¢ ou ’on
pose €i cos(2I18;) = c;, les seuls facteurs intervenant dans det(M. x) sont :

- (n-q) termes de la forme (czic2i-1 — A*) o i € {1,...,n —q};

- n-2(n-q) termes de la forme (¢c; + A2) o j € {n—q+1,...,n}.

Or, si ¢gicoi—1 > 0, (caic2i—1 — A*) a deux racines réelles et deux racines imaginaires pures.

Si au contraire ¢ziczi—1 < 0, (c2ic2i—1 — /\“) a quatre racines dans C — R.

De plus, si ¢j > 0, (cj + A?) a deux racines imaginaires pures.

Si au contraire ¢j < 0, (¢cj + A%) a deux racines réelles.

De toute fagon, pour i € {1,...,n — g}, (c2i¢2i—1 — A*) a au plus deux racines imaginaires pures,
donc det(m,,») a au moins 2(n-q) racines hyperboliques et donc a au plus 2¢ = 2Sup{q,n — ¢}
racines elliptiques. [ ]

Remarquons que dans cette derniére proposition, les contre-exemples que nous construisons
présentent des valeurs propres hyperboliques complexes. On peut se demander si on peut
construire de tels contre-exemples dont toutes les valeurs propres hyperboliques sont réelles.
J’ignore la réponse a cette question.

PROPOSITION 5. 3 . — Pour tout r vérifiant 1 < r < oo , il existe un ouvert U en topologie

C" (resp. Q en topologie C™*!) de difféomorphismes exacts symplectiques de classe C” (resp.
de hamiltoniens de classe C"*!) faiblement monotones de T™ x R” tel que :
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- Adh,(U) contient tous les difféomorphismes exacts symplectiques de classe C™ de T x R™ fai-

blement monotones complétement intégrables (resp. Adh,4;(Q) contient tous hamiltoniens de

T" x R™ de classe C™*! faiblement monotones complétement intégrables).
- La dimension hyperbolique de tout point fixe (resp. critique) de tout élément de U (resp. Q)

est au plus 4.

Quand la torsion était définie (c.f. les propositions 3.1 et 3.2) ou quand n était égal & 2
(c.f. le corollaire 5. 1. 1), on pouvait rendre la dimension hyperbolique plus petite que 2. Il me
semble que cela doit étre vrai dans tous les cas (en tout cas, rien ne s’y oppose & priori), mais le

contre-exemple que je construis ne permet de majorer les dimensions hyperboliques que par 4.

Démonstration de la proposition 5.3 . — Nous allons encore une fois utiliser la proposition 5. 1.

1) Soit Fy le difféomorphisme exact symplectique de classe C™ de T™ x R™ faiblement

I 0
monotone complétement intégrable défini par Fy(6,7) = (§ + Br,r) ou : B = (Oq 7 )
Iy
Soit ¥ € CT(T", R) de Morse et g € C™+1(T", R") s’annulant aux points critiques de 1/) On

définit alors deux difféomorphismes exacts symplectiques Fy et F de classe C™ de T™ x R par :
Fy(6,7) = (0+9(0), (I +¢ Dg(8))7'r) et Fy(@,r) = (0,7 +' d(¥ — t(~9))(9)) o ¢ € C™H(R",R)
vérifie 'dt = (‘dr)~1.

On considére alors G = Fy 0 Fyo Fy. D’aprés les lemmes 4. 1, 4. 2 et 4. 3, on sait que la fonction
radiale de G est ¥ , et que sa torsion b vérifie, si 7 est I’équation du tore radialement transformé :
b=1(8,1(0)) = (I +* Dg(6))(D*r)1(0).

On suppose alors que 1¥(#) = e(cos(2I16,) + ... + cos(2I18,,)). De plus, aux points critiques de ¥,
on impose Dg de la maniére suivante.

Soit 6 un point critique de . On a vu dans la démonstration de la proposition 4. 1 que 'on

pouvait choisir ( (0))1<, j<q)) de telle sorte que :

2
deil( )) +0-00+(gr0)  ra-ahus(GRe) e
90; 30 1<4,j<q 1<4,j<q <i,j<q

au plus une racine hyperbolique

De méme, on peut choisir ( (0))q+1 <i,j<n de telle sorte que :

< . g+1<i,j<n
ait au plus une racine hyperbolique.

g+1<i,j<n

On compléte alors avec des 0 pour obtenir Dg(f).

On peut aussi comme dans la démonstration de la proposition 4. 1 s’arranger pour que les valeurs
propres elliptiques soient distinctes.

Alors :
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det(My) = det ( (=k(0) + =+ ( Ly B
96,06; 1<i,j<n 9; 1<i,j<n

+(1=A"HB(I + (%(9)) » ))
t 1<i,5<n

a au moins 2(n-2) racines elliptiques, et ses racines elliptiques sont distinctes.

2)On procéde de méme pour les hamiltoniens.



6. REMARQUES SUR LES PERTURBATIONS A UN PARAMETRE

Nous allons voir que les ouverts Q et U décrits dans les propositions 4. 1 et 4. 2 sont “petits”
en un sens que l’on va préciser.
M. Herman et J. C. Yoccoz ont attiré mon attention sur ce qui suit et qui est di & H. Poincaré
en ce qui concerne les hamiltoniens ( c.f. [6] ).

PROPOSITION 6. 1 . ~ Soit V une bande ouverte autour de T™ x {0} (i.e. un ensemble de

la forme T" x [—v,v]* ot ¥ > 0 ). Soit (Fi)ier (resp. (H¢)ter ) une famille & un paramétre
de classe C* de difféomorphismes exacts symplectiques de classe C™ (resp. de hamiltoniens
de classe C*°) de T™ x R™ faiblement monotones dans C®(Rx(T™ x R™ ),T® x R" ) (resp.
C®(R x (T" x R™ ),R)) telle que Fy (resp. Ho) soit complétement intégrable & torsion définie.

Alors, si (Fi)ter (resp. (Hi¢)ter ) est générique en topologie C*°, 1l existe € > 0 tel que :
Al0TS, € Iesp. €l L existie

n
pour tout ¢ dans | —¢,e[—{0}, pour tout j dans {0,...,n}, F; (resp. H;) a au moins ( ) points
J

fixes (resp. critiques) de dimension elliptique 2 et de dimension hyperbolique 2(n — j) dans V.
De plus, les valeurs propres hyperboliques sont alors réelles.

Démonstration de la proposition 6. 1 . ~
1) Dans V (qui a I’avantage d’étre relativement compact dans T™ x R™ et donc sur lequel

on peut faire des majorations uniformes de fonctions continues sur T® x R™ ), on a :

Fy(0,7) = (O, R) o1 O = 90+t11+0‘(’/m (t) ; R = Ro+tl2 +o‘c,eo (t) ; Notons alors : by = % la

torsion de Fy. L’équation 7, du tore radialement transformé par Fy vérifie donc : ©,(6, ,(6)) r= 0;
D’oil en résolvant : 7,(8) = —tby*(8,0)11(6,0) + 0§ (2).

De plus : dL(Fy) = (Ry(.,7¢) — 0¢)-d8 = tly(.,0)d8 + 05" (2).

Remarquons alors que (1/t)dL(F:) = I2(.,0)+ 05" (1) converge uniformément vers I2(.,0) quand
t tend vers 0 et donc I5(.,0) est exacte : I3(.,0) =* dp pour p € C°(T™,R).

Aussi, on a : dL(Fy) = tdp + ogm (t). Remarquons alors que génériquement, on peut supposer
que @ est de Morse :

LEMME 6. 1 . - Génériquement en topologie C* pour (Fy), ¢ est de Morse.

Démonstration du lemme 6. 1 . — L’application ((F;) — ¢) est continue pour les topologies C*®



46 M.-C. ARNAUD

et I’ensemble des fonctions de Morse de T™ est un ouvert en topologie C* de C*°(T",R), donc
les familles (F%}) telles que ¢ soit de Morse forment un ouvert en topologie C'*°.
De plus, si ¢ € C®°(T",R) est de Morse et si on note G le diffeomorphisme exact symplectique
de T™ x R™ défini par G4(0,r) = (6,7 +1t'd(9)), alors G; o Fy est exact symplectique faiblement
monotone et on a L(G¢o Fy) = L(F;) +ty. Comme ’ensemble des fonctions de Morse de T™ est
dense en topologie C* dans C*°(T",R), on en déduit que ’ensemble des familles (F}) telles que
 soit de Morse est dense en topologie C*°. ||

On suppose donc que ¢ est de Morse. Ceci implique que L(F;) aura les “mémes” points
critiques que . Plus précisément, si 8, est un point critique de ¢ , alors L(F}) aura un point
critique de la forme : 8, = 6o + o(1).
On a alors, en un tel point critique 8, :

b7 (84, me(02)) = b5 (81, me(0¢)) + O(t) = (b5 (80,0) + s¢) + O(t), s¢ = o(1) est symétrique;

{ DXL(F)(8) = 1D (6) + o(t);
On peut donc exprimer pour Fy en 0, point critique de L(Fy) : My, = t(D%p(0o) + o(1)) + (2 —
X =271 (b3 (80,0) + o(1)) + (A~1 = N)O(t);
Remarquons qu’en une racine X, de det(M} ), on a forcément : z, =2 — X, — A7 =o(1).
Posons alors : y; = (1/t)xy; alors :
1M 0 = D*p(00) + o(1) + ye(by ' (60, 0) + o(1)) + (A7 = A)O(1)
= (D*¢(60) + ye(bg ' (80, 0) + o(1))) + 0(1);
Donc y; est équivalent a une valeur propre g de bo(fg,0)D%p(8p) (qui est diagonalisable
a valeurs propres réelles car semblable &, si par exemple la torsion est définie positive :
(bo(80,0))/2D2p(80)(bo(8o, 0))/?) et x¢ ~ ty, ~ tu est du signe de tu si on a supposé (ce
qui est bien une condition générique) que les valeurs propres de by (6o, 0)D?p(6) sont distinctes.
Or, y est de Morse et donc, pour tout j dans {0,...,n}, ¢ a au moins (n) points critiques en
lesquels le Hessien de ¢ est de signature (j,n-j); ceci permet de conclure cjlue pour t assez petit,

n
Fy a au moins ( ) points fixes de dimension elliptique 2j et de dimension hyperbolique 2(n-j)

et que les valeurs propres hyperboliques sont alors réelles.

0o 2H
2) On peut aussi écrire : Hy(8,7) = Ho(r) +th(0,7)+ 0§  (¢). On note : b, = %—f Le tore
r
H h 0o
radialement transformé par H, , d’équation 7, , vérifie alors : aa o(m)+t(;—(~,77t)+o$ #)=0.
r r

Donc 7, = ng (t).
De plus : di(Hy) = W’-(G, n:(6)) = t%la;(0,0)+o‘c,°o (t) et il est clair que génériquement, on peut
supposer que h(.,0) est de Morse.
Aussi, pour t assez petit, {(H,) a les “mémes” points critiques que h(.,0), i.e. si f est un point
critique de h(.,0), [(H,) a pour point critique 8; = 8y + O(1).
On a alors en un tel point critique 6, :

b (B¢, me(8:)) = b3 (60, 0) + o(1);

Dny(6:) =* Dns(6:) = O(2);
DI(H,)(8:) = t352(80,0) + o(2).
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On peut donc exprimer pour H, en 8, point critique de I(H;) : my ¢ = A3(by*(6o,0) + o(1)) +
AO(t) + t(D?A(.,0) + o(1)).
Remarquons qu’en une racine A; de det(m. ), on a forcément : A, = o(1) et que :

A2
imy = —t‘-(bo-l(oo,O) + 0(1)) + A,0(1) + D*h(8,,0) + o(1)

A2
= SH(bg " (80,0) + o(1)) + D*h(85,0)) + o(1)-
2 2
Donc 3;1 est équivalent 3 une valeur propre p de by(8,0)D?h(6g,0) et % ~ tp est du signe

de tp si on a supposé (ce qui est bien une condition générique) que les valeurs propres de
b0(8o, 0)D?h(60,0) sont distinctes.

On conclut alors comme dans le cas des difféomorphismes en utilisant les propriétés des fonctions

de Morse. [ ]
Remarque 6. 1 . — Dans la premiére partie: de la démonstration (celle qui concerne les

difféomorphismes), il peut sembler étrange que l3(.,0) soit exacte. En fait, on s’en serait rendu
compte bien plus aisément si, au lieu de prendre des chemins de difféomorphismes, on avait
considéré des chemins de fonctions génératrices .

Rappelons que si F' est un difféomorphisme exact symplectique de T x R™ de classe C™
(1 < r € ), une fonction S de C"(T™ x R” ,R) est une fonction génératrice de F si, si on
note F(8,r) = (O, R), alors dS(f,r) = Rd© — rdf. Si de plus F est faiblement monotone, au
voisinage de T" x {0}, ((9,r) — (#,©)) définit un changement de coordonnées et si on pose :
S(6,7)=s(,0),ona:r= —-(% et R= %. Remarquons qu’alors s est de classe C"+1.

Aussi la donnée d’un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ faiblement monotone

au voisinage de T™ x {0} revient & la donnée d’une fonction de classe C™*! définie au voisinage

n az
de T™ x {0} telle que : det(aeae) #0.
On considere donc s; dags C®(Rx(T" x R ),R) vérifiant :

{ 50(0,0) = s(@ 9); 30 (0) = 0; (ce qui correspond & Fy complétement intégrable).

det( # OsurV;(ce qui correspond a F; faiblement monotone).
On peut écrire : S¢(90 0) = 50(0,0) +1ts(8,0) + 0°~ (t).
Les s; sont fonctions génératrices de difféomorphismes F; exacts symplectiques faiblement
monotones de V définis par Fy(8,7) = (O, R;) ot : r = —%31(9,(-),) ; Re = %(9,90. Si on
suppose (ce qui est générique pour (s¢)) que (4, ) est de Morse, on a L(F;)(8) = ts(8,8)+0°" (t)
est bien de la forme souhaitée.

Quant 3 la torsion b; de Fy, elle vérifie (avec les mémes notations que dans la proposition 6. 1) :

%5,
b1 (8:,me(6:)) = 8 2

aeag(dtﬂt) = (0) + 0°7(1); ce qui redonne les résultats trouvés
précédemment.

Remarque 6. 2 . — On pouvait en fait calculer directement les valeurs propres de DF; sans passer
par My ;.
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Comme dans la proposition 6. 1, considérons une perturbation (F}) & un paramétre dans
C®°(R x (T™ x R™® ),T" x R™ ) générique telle que pour tout t, Fy soit un difféomorphisme
exact symplectique faiblement monotone de T™ x R™ et telle que Fo(8,r) = (8 +* dr(r),r) ot
7 € C°(R™,R) est strictement concave ou strictement convexe prés de 0 et vérifie dr(0) = 0.
On s’intéressera uniquement & ¢ > 0. On écrira : Fy(6,7) = (8 +* dr(r) + t11(6,7) + o‘c,'m (t),r +
tla(8,7) 4+ 0§ (t)) on Iz(.,0) est la dérivée d’une fonction de Morse. En un point fixe (8¢, 7:(6:))

b
de F; dans V, on calcule aisément : DFy(0y,n:(0:)) = (at dt> ol ay, by, ¢; et dy sont dans
Cy 1

M(R,n x n) avec : ag = 14+ O(t) ; by = bo(80,0) + o(1) ; cr = t52(80,0) + o(t) ; di = 1 + O(2).
Donc Ny = (DFy(0,m:(0:)) — I) s’écrit :
( o(t) bo(60,0) + o(1)

i=

tD?p(0o) + o(t) o) ) o ‘dp(8) = (6, 0);
V4

Posons P; = ( 0 tl/") et ny = P,"IN,P,; alors :
( o(t) t1/2by(8,,0) + o(tl/z) done
ng = :
£ \t1/2D%p(6,) + of2) o(t)

Ln, = ( O(t'7?) " bo(80,0)+ (1)
Vi D%p(80) +0(1)  O(t'?)
0 bo(fo,0)
L=
D%(6) 0
vérifie : bo(fo,0)v2 = pvy ; DZp(Bo)v1 = pvs 5
D’otl : bo(6o,0)v2 = pvy ; D?p(8o)bo (6o, 0)vz = p?vs .

Aussi, si on suppose (ce qui est générique) que les valeurs propres de DZyp(fo)bo(8o,0) sont

) est une perturbation de :

); Or, un vecteur propre (v1,v2) de L associé & une valeur propre p

distinctes et si v est une valeur propre de D%(8y)bg(6o,0) (donc réelle et différente de 0 car by
est définie), alors :

—siv > 0: (14 ()2 4 o(t)) et (1 — (tv)/? + o(t)) sont valeurs propres hyperboliques
de DFy(6:,m:(8:)); de plus, si v # v*, alors pour ¢ assez petit : Re(1 4+ (tv)'/2 + o(t)) #
Re(1 — (tv*)1/% + o(t)) et donc ces valeurs propres de DFy(8:,n:(6:)) sont forcément réelles
(en effet, si un complexe est valeur propre, son conjugué, qui a méme partie réelle, est aussi
valeur propre);

—siv < 0:(14iftv'? + o(t)) et (1 — itv]'/? + o(t)) sont des valeurs propres complexes non
réelles de DFy(0¢,n:(0:)) pour t assez petit; De plus, si v # v*, alors pour ¢ assez petit :

Im((1 + #jtv]*/2 + o(t))(1 — i[tr*|/? + o(t))) # 0 et donc ces valeurs propres de D Fy(0:,7:(6:))
sont forcément non hyperboliques (en effet, si un complexe est valeur propre, son inverse est
aussi valeur propre) et donc elliptiques.

On retrouve ainsi directement le résultat de la proposition 6.1.

Nous allons maintenant étudier un type de perturbations non génériques pour les hamil-
toniens, intéressantes car en fait ce sont elles qui nous ont servi a construire les contre-exemples
de la partie 4.

PROPOSITION 6. 2 . — Soit Ho un hamiltonien de classe C™! de T" x R* (1 < r < )
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faiblement monotone complétement intégrable .
Soit ¢ € C™Y(T",R) une fonction de Morse et 3 € CT+!(T",R") générique en topologie
C™1 (en_un sens que nous préciserons dans la démonstration et qui dépendra du Hy). Soit H,
le hamiltonien de classe C"*! défini par :
H.(0,7) = Ho(r) + £%0(0) + e90(8).7 + 0" (2).

Alors, il existe €9 > 0 tel que, si ¢ €] — €o,€0[, le type des points critiques de H. est
constant en ¢ et uniquement déterminé par Hy , ¢ , 9.

Démonstration de la proposition 6. 2 .~ Soit 7. ’équation du tore radialement transformé par

H. , 6. un quelconque de ses points critiques et b, sa torsion. Alors :

0= 220, 0 = S (00) + 0(0) + ()
Donc 7(8.) = —eby  (0)¥(8:) + o€ (¢).

I(H)(0) = He(0,7:(0)) = Ho(ne(0)) + €%p(0) + e(0).1:(68) + 0 (¢?)

= e2(p(8) — 1/2'9(8)b5 * (0)%(6) + 0" (1)).

Si alors 9 est générique, {(H.) est de Morse pour ¢ petit et donc on peut écrire, si §y désigne un
point critique de f ot f(8) = p(8) — (1/2)%(8)by (0)¥(9) :

e = o + o(1); b7 (Be,n(02)) = b5 (0) + o(1).

Donc, pour H. ,on a:

mae = AX(b51(0) + o(1)) + eA(*D(Bo)by 1 (0) — by (0)Dw(8o) + o(1)) + e2[D2(p(60) —
(1/2)4(0)b5 1 (0)%(8)) + o(1)];

Aussi :

Smene = V051 (0) + o(1)] + ALDY(00)b5™(0) = 65 (0) D) + o(1)]
+HD?(p(80) — (1/2) B3 O)(0)) + o(1)]

On suppose alors que si : m$ = A2b51(0) 4+ A(!Deb(00)b5(0) — b5 ' (0) Db(8o)) + (D2((8o) —
(1/2)44(8)by 1 (0)%(8)), alors Det(m3) a des zeros distincts (cela est bien générique car il s’agit
de la matrice permettant de trouver aux points critiques de h les valeurs propres de DX} pour
B9, ) = (1/2)'rbo(0)r + P(6).7 + 9 (6).

Alors, pour ¢ petit, Det(m.y ) aura des zéros proches de ceux de Det(m}) et donc H, aura le

méme type de points critiques que h. [ ]

En traduisant trés grossiérement, on a donc montré :
pour H proche en topologie C? d’un hamiltonien complétement intégrable faiblement monotone
Hy , ayant un développement de Taylor en 7 au premier ordre générique et étant suffisam-
ment proche de ce développement de Taylor, H a le méme type de points critiques que son
développement de Taylor, et le type de ces points critiques est constant au voisinage d’une
parabole contenue dans le plan engendré par les deux premiers termes du développement de
Taylor de H.
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Si nous considérons par exemple les contre-exemples de la partie 4, nous voyons qu’ils sont

“coincés” au moins en dimension 2 entre deux paraboles .

Remarque 6. 3 . — Il aurait été plus simple pour les calculs de considérer h (6,7) = Ho(r —
€(8)) + e2p(8) + 0" (¢2), car on voit immédiatement que 7.(8) = ew(8) + o (€) et que
I(he) = €2p(8) + 0 (£2). C’est dlailleurs ce type de hamiltonien que I'on a considéré dans
la partie 4. Mais ce type de hamiltonien s’impose de fagon moins évidente si on s’intéresse au
développement de Taylor.
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RAPPELS . - Rappelons déja les résultats démontrés au fil des paragraphes précédents :

On considére Fy (resp. Ho) un difféomorphisme exact symplectique de classe C™ (resp.
un hamiltonien de classe C™*!) de T2 x R? (1 < r < o) faiblement monotone complétement
intégrable et F' (resp. H) une perturbation de classe C™ (resp. de classe C"*!) proche en topologie
C? (resp. C?%) de Fy (resp. de Hy) qui est un difféomorphisme exact symplectique (resp. un
hamiltonien). On écrira : Fo(8,r) = (8 +* dr(r),r).

Le premier résultat concerne les dimensions modulo 4 elliptiques et hyperboliques aux points
fixes (resp. critiques) :
En un point fixe de F' (resp. critique de H) prés de T2 x {0} :
- Si det[D2L(F)(8)]. det[D?r(r)] > 0 ( resp. det[D2I(H)(6)]. det]
(resp. critique) est soit hyperbolique, soit complétement elliptique.

2

- Si det[D2L(F)(6)). det[D?r(r)] < O ( resp. det:[DZI(H)(G)].det[aaz0 (r)] < 0), le point fixe
(resp. critique) est elliptiquexhyperbolique. Donc, génériquement, F' (resp. H) a toujours au

0%H,
or?

(r)] > 0), le point fixe

moins deux points fixes (resp. critiques) elliptiques x hyperboliques.

Si la torsion est indéfinie : F (resp. Hy) est dans 1’adhérence en topologie C™ (resp.
topologie C™*1) d’un ouvert en topologie C” (resp. topologie C™*1) de difféomorphismes exacts
symplectiques (resp. hamiltoniens) sans point fixe (resp. critique) hyperbolique; De plus, Fy
(resp. Ho) est dans I’adhérence en topologie C™ (resp. topologie C™*!) d’un ouvert en topologie
CT (resp. topologie C"*!) de difféomorphismes exacts symplectiques (resp. hamiltoniens) sans
point fixe (resp. critique) complétement elliptique.

Si la torsion est définie : F' (resp. H) générique a toujours un point fixe (resp. critique)
complétement elliptique, mais Fy (resp. Ho) est dans I’adhérence en topologie C" (resp.
topologie C™*!) d’un ouvert en topologie C™ (resp. topologie C™*!) de diffSomorphismes exacts

symplectiques (resp. hamiltoniens) sans point fixe (resp. critique) hyperbolique.

UN EXEMPLE DE HAMILTONIEN . - Nous allons maintenant traiter un exemple pour les

hamiltoniens, faisant apparaitre explicitement les paraboles décrites dans la proposition 6. 2 .
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Soit Hy un hamiltonien de classe C™*! de T2 x R? (1 < r < oo) faiblement monotone

complétement intégrable tel que —-(0) = I.

Soit po € C™1(T?%,R) une fonction de Morse; on note C™+!(po) = {¥ € C™H(T?,R?);V4 €
T2, [dpo(8) = 0 = %(6) = 01} .

On définit pour tout £ > 0 et tout 3 € C™ (o) le hamiltonien de T2 x R? : H, 4(0,r) =
Ho(r = $(6)) + ol0).

Alors, H, , est faiblement monotone; son tore radialement transformé est d’équation %; sa
fonction radiale est epg.

En un point critique de ¢, on a pour H, y :

My e,y = AZT + AN(8) + eHess(p0)(f) ot on a posé :

o) =y - ovey= (0 )

—e(8) 0

Remarquons déja que comme le terme constant de det(my.,y) est £2det(Hesspo(6)) ,
le signe de det(Hesspo(#)) détermine modulo 4 le nombre de racines imaginaires pures de
det(m ., y); en particulier, si det(Hessp(f)) < 0, on a un point critique elliptique x hyperbolique.
Si det(Hesspo(#)) > 0, det(mx e y) a 0 ou 4 racines imaginaires pures.

Or, D?po(f) se diagonalise dans une base orthonormée directe. Mais la matrice de change-
ment de bases préserve N (), et donc : my .y = A2] + AN(0) + eHesspg(0) =t Upy ¢ U ol :

0
Prew =NT+AN() +e (’;‘ M)

et ot U est une matrice orthonormée directe et y; et po sont les valeurs propres de Dyq(f).

_ (Az + e Ae )
Prew = —Xe A 4 epy

Or:

Donc det(mye,y) = det(pae,y) = (A2 +ep1)(A0% +ep2) +A%? = i + pu(e(p1 +pa) + %) + pa pze’
ol on a posé p = A2,

Alors :
1) si papz < 0 et € # 0 : comme on I’a remarqué précédemment, on a deux valeurs propres
elliptiques et deux valeurs propres hyperboliques.
2) si papa > 0 et € # 0 : on sait que det(mye ) a 0 ou 4 racines imaginaires pures, i.e.
P,y = p? + p(e(p1 + p2) + €2) + pipze? a 0 ou 2 racines négatives.
Le discriminant de P, y est :

A = (e(u1+p2)+e?)? —dprpae® = (e +e(ur +pa) — 26 (i pi2)/?). (€2 + (a1 + i) + 26 (1 1) /%)

Donc :
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a- si g(py + p2) > 0 : Alors :

A= (€% + el "? + 12l 2)P). (7 + el (a )72 = 2] /%) > 0

Il y a donc deux racines réelles, et elles sont négatives car leur somme est —(e(p1 + p2) + €2).
b- si e(p1 + p2) < 0 : Alors :

A= (€ = el + 2l 72)?).(e% = el (I |72 = 2 1*)?] 2 0

Alors, A est positif pour :
(@) € 2 [el(ml? + 2l )” = lel(la| + Izl + 2(1pus L2 ) 2);
(8) € < lel(lal® = lp2l#)? = lel(lpua] + 2l = 2(1pal ) )5
La somme des racines, qui est —(e(p1 + p2) + €2), est toujours positive dans le cas (8), toujours
négative dans le cas (a).

3)Sie=0: Py = p(p+e?) a une racine égale a 0 et une racine négative.

Résumons donc . Si par exemple g a quatre points critiques, alors :

~Il'y a deux points critiques elliptiquesxhyperboliques (aux points critiques selles de y);

~1Il'y a un point critique complétement elliptique (au minimum ou au maximum de ).
Nous allons faire un diagramme permettant de voir ce qui se passe au minimum de g (i.e. quand
p1 > 0et pp > 0).
On note alors : T' = Trace(Hesspo(x)) = p1 + p2 et D = det(Hesspo(z)) = p1.p2.

Les deux courbes du plan (¢, e) qui nous intéressent sont donc les courbes d’équations :

Cy : 2= —e(T+2D)Y?Y); C- : € = —¢(T - 2(D)"/?)

qui correspondent & A = 0.
Nous sommes obligés de distinguer deux cas :

1) p1 # p2 i.e. T2 # 4D, le cas générique; 2) py = pg ie. T? = 4D, le cas non générique.

Remarque 7. 1 . - Le fait de supposer la torsion de Hy en 0 égale a I n’est pas restrictif car on
peut toujours se ramener a cette situation en utilisant les lemmes de la partie 4 quand la torsion
est définie.

Aussi, en fait, la situation que P'on vient de décrire est valable au voisinage de tout
hamiltonien complétement intégrable faiblement monotone dont la torsion en 0 est définie et dans
M(Q,n x n), c’est-a-dire au voisinage de tout hamiltonien completement intégrable faiblement
monotone appartenant & un ensemble dense dans I’ensemble des hamiltoniens faiblement
monotones complétement intégrables & torsion définie.

On fait donc deux dessins :
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FIGURE 7.1 : py # p2 . —
3
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FIGURE 7.2 : py = pg —
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8. APPLICATION AU THEOREME DE BIRKHOFF-LEWIS

La situation que nous considérons est étudiée en détail dans [4] en ce qui concerne existence
des points périodiques qui s’accumulent sur un point périodique elliptique d’un difféomorphisme
symplectique générique de classe C*.

Nous commencons par suivre l’article de J. Moser afin de montrer comment on se raméne
a perturber des difféomorphismes exacts symplectiques faiblement monotones complétement
intégrables de T" x R™ .

Ensuite, nous appliquerons les résultats démontrés dans les parties précédentes, en y

ajoutant une remarque de M. Herman concernant les points périodiques hyperboliques.

Comme on va s’intéresser & ce qui se passe au voisinage d’un point périodique non
hyperbolique d’un difféomorphisme symplectique de classe C* d’une variété symplectique de
classe C*, on s’intéresse a I’étude locale d’un tel difféomorphisme.

On peut donc se contenter d’étudier localement un difféomorphisme symplectique F de
classe C**" (ot 0 < r < 00) de R?™ muni de sa forme symplectique w standard, c’est-a-dire : si
on prend les coordonnées standard (pi, - ..,pPn,q1,---,qn) € R**, alors w = 3" dp; Adg;. On peut
aussi supposer que le point périodique de période p non hyperbolique de F' auquel on s’intéresse
est 0 : FP(0) =0.

Les valeurs propres de DF?(0) sont alors :

=My s - -+, Nt de module 1 ot m > 1;

- A1,..+, A2n—2m de module différent de 1.

Que le difféomorphisme soit symplectique ou non, il existe une variété centrale Wy en 0 de
classe C*17 et de dimension 2m.

A partir de maintenant, on remplace F? par f =y, FI/;Vo‘ Remarquons que f est encore
symplectique. Df(0) n’a alors que des valeurs propres de module 1.

On suppose alors que Df(0) ne présente pas de résonance non triviale d’ordre inférieur ou
égal a 4 (cette propriété est générique en topologie C**" pour F). Ceci nous permet, grace aux
formes normales, d’exprimer dans des coordonnées symplectiques de classe C4*" adéquates :
FE@1, o Tma Yy Ym) = (;r:gk),...,rﬁ,’f),ygk),...,yf,f)) ol si on a posé 7; = e2M%

2 = 2; cos(2M®;) — ; sin(212;) + 0% (|2, y)I);
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vy = 2;sin(2M19;) + y; cos(21®;) + O (2 s

ou:®; =0;+ Zﬁk.j(xi + y%)
(nous renvoyons le lecteur aux notations pour la signification de “Oca(“(z, y)|])”; signalons tout
de méme qu’une telle fonction est en particulier un OC°(||(z,y)||4), et que ceci se montre en

utilisant le fait qu’il n’existe pas de résonance d’ordre inférieur ou égal a 4)

Cette expression suggére bien sir de passer en coordonnées angles - actions, mais comme un
tel changement de coordonnées serait singulier au point périodique étudié, on fait un changement
de coordonnées sur des polyanneaux définis par :

r € {(r,...,rm); 2(rj — #)2 < p*} = B, (pour p tel que 0 < p < %ﬂ- et 6 € T™ ol

0 = (61,...,0m) et v = (r1,...,7) pour z; = (g5)% cos(2116;) et y; = (erj)'%sin(Ql'M,-) ol

€ € R4 est un petit paramétre.

Alors, dans ces coordonnées angles-actions, f devient un difféomorphisme F, ot FE’C(G, r) =
(0D, 70 avec : §0) = 6 4 & + ¢[8].r + o€ (e);
D = 4 0% ().

Ceci vient du fait que si on se place sur une boule de rayon (E)%, le terme perturbatif ayant
des dérivées premiére, seconde et troisieme nulles en 0, est un 0(5§) et sa dérivée est un o(e).

Remarquons que la matrice 8 = [8; j]1<i j<m est symétrique et que I’on peut supposer (ce
qui est générique pour F en topologie C**") que det() # 0 (ce qui revient a dire qu’on va
étudier des difféomorphismes faiblement monotones).

De plus, comme f était définie sur un domaine simplement connexe, F, est exact symplec-
tique.

On définit alors le difféomorphisme exact symplectique G, par : G¢(8,r) = (8 + o +£8r, 7).
Ainsi, F, est une perturbation de G..

Rappelons alors quels sont les lemmes que J. Moser prouve dans [4] :

LEMME 8. 1 (J. Moser). — Soit p* et C deux constantes telles que 0 < p* < p et Cy > 0.
Alors, il existe €9 dépendant de p*, p et C tel que :

$i0 < ¢ <epetsi N estun entier naturel vérifiant ¢N < Cy , alors F¥ — GY = o' (1) sur

B,e.

Démonstration du lemme 8. 1 . — 1) On évalue donc FN — GY ie. ||rV) — 7| et |6 -6 —

Ny(e,r)|| ot on a noté : y(e,r) = o + efr.

La partie radiale ne pose aucun probléeme grace & la remarque que nous avons fait
concernant la taille du terme perturbatif; on avait en effet remarqué que F(6,7) = G.(6,r) +
(fe(8,7),9:(8,7)) ol g, et f. sont des oCl(E). On écrit alors :

™ = el < Ir™ = 2(N = D[+ .+ PP = 7]l = lge(r N[+ [lge(n)]
< N|lgeller = (Ne) (e |lgeller)
< Cre7Y|geller
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tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Pour la partie angulaire, on sépare partie perturbatrice et torsion :

6% =6 = N(epr+ o)l < 3_(I8Y = 89 = e8rU1 — o]| + [|efrti™D — epr]])
< N|fellor +llBIN Y NIrO = rll < Nlifeller + ellBllN feller 3G = 1)

1 1
< Ne(ZlMfeller) + szzllﬂllgllfellc'
tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

2) Pour la partie différentielle, on pose : ¢;.(8,7) = DF(80),rD) et :

. . I
Ye(0,7) = 7j,£(8,7) = DG(89),rD) = (o EIﬁ )
On a vu que : [[¢n,e(8,7) = 7e(8, )| < [|(fe,96)llor = 0" (€) et on a : [l7e(6,7) — ]| = €]|B]I-
Donc : ||¢n,e(8,7) — I|| < ||(fe, 9e)llcr + €l|B)|. Aussi, pour € < g9 , FN envoie B x T™
dans B, x T™.

On calcule alors :

IDES(8,7) = DG (8,7

<D léN-1,60 -0 Brs1,e 0 (B = Thie) 0 Te 0 Yell
< N(1+ 26181V IS, g6l

< Nee? NI, g )ler -

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. [ ]

LEMME 8. 2 (J. Moser). - Si 0 < p** < p* < (1/2m) et si eNp** > m§[|ﬂ‘1||, il existe
™™ € Byee tel que : N(efr*+ o) € I™

Idée de la démonstration du lemme 8. 2 . — G, laisse fixe les tores {r = r¢}. On cherche alors
un tel tore constitué uniquement de points fixes (ceci revient & chercher le tore radialement
transformé).

Pour cela, on résout N(efr* 4+ o) € Z". Or, (£ : r — N(efr* + o)) est une application
affine inversible, donc une dilatation de rapport augmentant linéairement et strictement avec N.
Aussi, pour Nep** assez grand, £(Bp«x) contiendra un cube d’aréte si grande qu’il contiendra
un multi-entier. | ]
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Remarquons que ce lemme permet de montrer, quitte a faire un changement de variable
f,7) — (0, — r*) (ou @ et r — r* sont les nouvelles coordonnées), que G, est complétement
) q P

intégrable dans le sens ol nous ’avions défini dans la partie 1.

LEMME 8. 3 (J. Moser). - Posons G = m* 1220 et ¢, = € + 1.
Alors, il existe g9 > 0 tel que pour tout € €]0,¢[ et tout N dans [%L, %L], il existe un tore

radialement transformé par F¥ dans B, dont I'équation est : r.(8) = r* + 0 (1)

Démonstration du lemme 8. 3 - . Ayant le résultat pour le difféomorphisme non perturbé G, ,

on applique le théoreme des fonctions implicites pour Iobtenir pour le systéme perturbé.

Plus précisément, ayant N comme décrit dans ce lemme et reprenant les notations du lemme
8.2, on peut noter :

N(eBr*+o0)=hel"

On cherche alors & résoudre :

h=0W 9= N(eBr+0c)+0° (1) dapres le lemme 8. 1.

Or, 5‘3;(0(1\’) — 0) = NeB + o(1) est inversible pour € < g9 . On peut donc appliquer le
théoréme des fonctions implicites localement (en # ) pour € < €q et trouver une solution locale
(en@):r=r0)=r*+0(1).

On a de plus pour cette solution :
%7‘5(0) = (%(J'(l))) [NeB+o(1)]7! = o(1).[(NeB)™ + o(1)]

Donc re(0) = r* + o€ (1). A cause de la compacité de T™, on obtient une solution globale et un
g

tore dont chaque point est transformé radialement. | ]

LEMME 8. 4 (J. Moser). — Si r. désigne I’équation du tore radialement transformé par FEN
décrit précédemment, alors FV a un point fixe sur ce tore.

Démonstration du lemme 8. 4 . - F, étant exact symplectique, FV I’est aussi. F.N admet donc
une fonction génératrice S(8,r) qui vérifie : r*(Ndg(N) — rdf = dS..

En particulier, sur le tore radialement transformé d’équation r. , on obtient : (r(,N)(O) -
re(8))d8 = d[S.(60,7.(6))].

Aussi, rechercher les points fixes de F.V sur le tore radialement transformé revient & chercher
les points critiques de L(FN) = S.(.,7e(.)). Aussi, FN a au moins (n+1) points fixes sur le tore

radialement transformé. [ ]

Remarquons alors que nous nous sommes ramenés a une situation analogue a celle traitée
dans les parties précédentes. Il y a tout de méme une petite différence : on ne sait pas a priori

que le fait que L(FN) soit de Morse (ce qui est générique pour FV) est générique pour Fe ou F.
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LEMME 8. 5 (M. Herman). — Si F' est générique en topologie C**", alors pour 0 < ¢ < €p et
Co < Ne < Cy, L(FN) est de Morse.

Démonstration du lemme 8. 5 . — On fixe F. Fixons ¢ et N tels que 0 < e < ¢get Cop < Ne < C)
et montrons que pour un ouvert dense £ en topologie C**" dans un un voisinage de F en
topologie C**T, alors tout H € Q vérifie : L(H[N) est de Morse. Ceci suffira pour conclure.

Déja, remarquons que Iapplication (H — dL(HeN)) est continue pour les topologies C**7;
aussi, il existe U voisinage de F en topologie C**+" tel que Q = {H € U; L(HXN) est de Morse}
est ouvert (Ici, Pouvert U sert juste & s’assurer que les constantes Cyy et C; sont les mémes pour
F et H).

Vérifions maintenant que Q est dense. Soit H € Q. Soit p un point critique de L(H}).

I existe alors une fonction ¢ € C*¥"+1(T™ R) aussi petite qu’on le veut en topologie C**" telle
que :

— dp(6o) = 0;

— ¢ est nulle en dehors d’un petit voisinage de 6o;

- D2L(HN)(80) + D*p(8) est non dégénérée.

On consideére alors le difféomorphisme exact symplectique défini sur T™ x B, par :
Jo(8,r) = (8,r +! dp(6)). Alors, au voisinage de 6y , on a : L((J, 0 HY) = L(HN) + ».
De plus, 4 I'aide de fonctions génératrices, on construit aisément H* proche en topologie C**"
de H tel que : au voisinage de 'y, H = J, 0 H..

Aussi, on peut trouver H* proche en topologie C**" de H telle que L(H V) soit de Morse
au voisinage de 8g. Cette propriété “L(HY) est de Morse au voisinage de 6, est alors ouverte
et dense. On utilise ensuite un recouvrement fini de T™ qui est compact pour conclure que
est dense. ||

L’ensemble des GY pour ¢ < g9 et Cp < Ne < C; étant relativement compact, on peut

maintenant appliquer tous les résultats des parties précédentes :

DEFINITION 8. 1. - Soit F un difféomorphisme symplectique de classe C**™ (0 < 7 < 00) d’une
variété symplectique de classe C*¥7 et générique en topologie C**7; soit x un point périodique
elliptique de période k de F; on alors vu que dans des coordonnées symplectiques sur la variété

W2y @) ol

centrale Wy F* s%écrit : F"(z:l,...,zm,yl,‘.‘,ym) =(z
2" = 2 cos(2MM®;) - y; sin(2M®;) + 0" (|(z, y)I);
yy") = z;5in(2M®;) + y; cos(2118,) + 0" (|(z, )|}
ol : & = j + 3 Br,j (2} + y}).

Alors, B = [Bi j]i<i,j<m est la torsion de F en x.

PROPOSITION 8. 1 . - Soit F un difféomorphisme symplectique de classe C**" (0 < r < o)
d’une variété symplectique de classe C**7 et _générique en topologie C**". On_suppose que x
est un point périodique _elliptique de F, de dimension elliptique 2m.

Alors :
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Si la torsion de F en x est de signature (q, m-q), dans tout voisinage de x, il existe des points
périodiques de dimension elliptique au moins 2 Sup(q, m-q).

En particulier, si cette torsion est définie, il existe dans tout voisinage de x des points périodi-
ques de dimension elliptique 2m _et de dimension hyperbolique 2(n-m) ol n est la dimension
de la variété.

Tout dans cette proposition se déduit des parties précédentes, & part la dimension hyper-
bolique dans le dernier cas. Mais cette dimension hyperbolique est forcément au moins égale &
2(n-m) car les points périodiques que I’on trouve sont normalement hyperboliques & la variété
centre. Démontrons le :

LEMME 8. 6 .— Soit F un difféomorphisme symplectique de classe C! d’une variété symplecti-
que de classe C! et générique en topologie C'. On suppose que x est un point fixe elliptique de
F, de dimension elliptique 2m. On_note Wy la variété centre de F en x.

Alors, il existe U voisinage de x dans Wj tel que toute orbite périodique dans U est

normalement hyperbolique & W, .

Démonstration du lemme 8. 6 . — Dans cette situation, choisissons des coordonneés symplec-
tiques (p1,...,Pn,q1,---,qn) telles que (p1,...,Pm,q1,...,¢m) soient des coordonnées symplec-
tiques de Wy (on note des vecteurs associés (e1,...,€n, f1,..., fm)) et telles que DF(x) s’écrive
dans les coordonnées (p1, ..., Pm,q1, - - -, §my Pmt1s- Py @m+41y-- -1 qn) °

pro= (" %)

ou E est complétement elliptique et H est hyperbolique (rappelons que comme F est générique,
les valeurs propres de DF(z) sont bien distinctes). H s’écrit :

A
H:( 0)
0 A?

oll A est une matrice (n — m) X (n — m) ayant sur la diagonale des valeurs propres réelles de
valeur absolue plus petite que 1 et des matrices 2 x 2 de similitudes de rapport plus petit que 1
et n’ayant que des zéros ailleurs.

On suppose que m # n, sinon le résultat est trivialement vérifié.

Au voisinage U dans W, de x, en un point y, on a :

E+a;1(y) ay,2(y) a1 ,3(y)
DF(y)=| a21(y) A+aza(y) a,3(y)
a3,1(y) as2(y) AT +asa(y)
Si le voisinage U est choisi suffisamment petit, a;1,...,a33 sont petits.
Soit alors (g = £p41,...,Zp) une orbite périodique contenue dans U. On veut montrer que

si on a choisi U suffisamment petit (indépendamment de p), alors cette orbite est normalement
hyperbolique & Wj.
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Nous allons nous contenter de chercher Vi,...,V, p espaces vectoriels de dimension (n-m),
chaque V; étant dans D’espace tangent & la variété en x et “proche” de Rfm+1 @ ... ® Rfn
et vérifiant, si on note Vpoq1 = Vo : DF(z;)V; = Vjy1. Comme les V; seront proches des
Rfm+1®...®Rfn, DFP*!(z;) sera une dilatation sur V;. On procéderait de méme pour trouver
une contraction sur d’autres sous-espaces vectoriels de dimension (n-m) ne rencontrant pas la
somme des V; et de ’espace tangent & Wy. Ceci nous permet alors de dire que I'orbite de zq est
normalement hyperbolique & Wj.

Cherchons donc les V. On les cherche comme graphes de matrices (n+ m) x (n — m) notées

Mu(zj), c’est-a-dire comme ensemble des vecteurs de la forme :

(Mu(2:)-(¢mt1s- -1 qn)s Gmt1s - - - Gn)

On note alors : K +a(y) b(y)
_ (K +aly Y
DF(y) = ( ) A7 +d(y))

E 0
K= ( ) a= (“"‘ ‘“'2), b= (“1'3>, c=(as, asz) etd=ag,
0 A a1 azs a3

On veut alors résoudre :
(Myo f)[e.My+ A~ ' +d] = (K + a).M, + b;
ceci s’écrit aussi :
w= (o F1).(Muo f7) + A7 4 (do fO] LK + (a0 f~1)(My o f71) + (bo f71)].
M, est alors I'unique point fixe d’une contraction qui a un unique point fixe, proche de
0 car cette contraction est proche d’une contraction ayant 0 pour point fixe. Ceci conclut la

démonstration. |
Ce lemme a une autre application que la proposition 8. 1 :
PROPOSITION 8. 2 (M. Herman). - Soit F un_difféomorphisme symplectique de classe C**"

(0 € r < o) d’une variété symplectique de classe C**" et générique en topologie C4*". On
suppose que x est un point périodique elliptique de F, de dimension elliptique 2m.

Alors, dans tout voisinage de x, il existe des points périodiques hyperboliques.

Démonstration de la proposition 8. 2 . - Soit W, la variété centre de x. Alors, d’aprés la
proposition 2. 1 et le lemme 8. 6, on sait qu’il existe dans U N W, (U est le méme que dans le

lemme 8. 6) un point périodique z; de dimension hyperbolique au moins 2(n-m+1).

Sin—m+ 1 # n, on refait alors le méme raisonnement au voisinage de z; et on trouve un
point périodique de dimension hyperbolique au moins 2(n-m+2).

Ainsi, répétant le raisonnement au plus m fois, on trouve un point périodique hyperbolique.
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Remarque 8. 1 . — Ces points périodiques hyperboliques que nous venons de mettre en évidence
ne sont pas forcément ceux qui apparaissent au premier pas de la récurrence, c’est-a-dire qu’ils ne
sont pas forcément ceux mis en évidence par Moser : ce sont des points périodiques “tournant”
autour d’un point périodique qui “tourne” lui-méme autour d’un point périodique ...etc...

La proposition suivante se déduit aussi des parties précédentes :

PROPOSITION 8. 3 . - Soit F un_difféomorphisme symplectique de classe C**" (0 < r < o)
d’une variété symplectique M de classe C**" et générique en topologie C**". On suppose que x
est un point périodique elliptique de F, de dimension elliptique 2m.
Soit V un voisinage de x.

Alors il existe un ouvert U de difféomorphismes symplectiques de classe C**t" de M tel
que :
- Fy € Adhyy(U);
— Pour tout j € {0,...,m}, tout élément de U admet dans V un point périodique de dimension
elliptique 2j et de dimension hyperbolique 2(n-j).
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