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INTRODUCTION

1 LE PROBLEME INITIAL :

Le probléme qui est a l'origine de ce travail est le suivant :

Etant donnés m points X,,..., x de P , en position générale, trouver une courbe C, lisse et
connexe, contenant X, ,..., X, , de degré le plus petit possible.
L'expression "en position générale” est & prendre au sens suivant :

11 existe un ouvert de Zariski U, non vide, donc dense, de (Ps)'" tel que, si (x;,....X )€U,

une courbe convenable passe par les x; .

Par exemple, par deux points généraux (i.e. distincts ) de P’ passe une droite (et une seule), mais
3

pas par trois points généraux (les triplets de points alignés forment un fermé de (Ps) ).

De méme, par trois points généraux passe une conique propre (non unique), mais pas par quatre

(quatre points généraux de P ne sont pas coplanaires).

La réponse au probléme analogue pour les courbes planes est bien connue : par d(d+3)/2 points

généraux de P2 passe une courbe lisse de degré d . Il suffit, pour le voir, de résoudre les

€quations linéaires imposées par les points aux coefficients du polynéme homogéne F(X,Y,T) qui
définit C (cf. [9] ).Avec des conditions de position générale plus fines le probléme peut cependant

étre plus difficile ( cf.[34] ).

De méme, dans P’ , on sait résoudre la question analogue pour les surfaces :

+3
par ( 3 ) - 1 points généraux passe une surface de degré s.

Pour les courbes, en revanche, le probléme, bien que tout aussi naturel, est plus délicat (sauf pour
les intersections complétes, ou on se raméne aisément au cas des surfaces) et peu de résultats
semblent connus 2 ce jour (cf. cependant [3], [18] p.37 ou [36] p. 203 ). Par exemple, il n'est pas

évident de savoir par combien de points généraux (au plus) on peut faire passer une courbe de
degré s2-1, liée A une droite par deux surfaces de degré s . Cet exemple est d'ailleurs un bon fil
conducteur pour parcourir ce travail.

Pour traduire le probléme ci-dessus, on pose:

d(m) = inf {de IN* tels que par m points généraux de P3 passe une courbe lisse et connexe de
degré d )

Texte regu le 4 septembre 1986, révisé le 15 juillet 1987.
D.PERRIN, Ecole Normale Supérieure, Département de Mathématiques, 45 rue
d'Ulm, 75005 Paris, France.
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mais, en fait, il est plus commode de calculer :

m(d) = nombre maximum de points généraux de l:’3 par lesquels on peut faire passer une courbe
dedegré d (pour une définition plus formelle cf.2.a, déf.2.0 ).

Les deux quantités ci-dessus sont liées par les formules :

dim)=inf {dIm(d)2m )} ; m(d)=sup{mld(m)<d) de sortequ'il suffit d'‘étudier m(d).

La plupart du temps il sera nécessaire d'imposer non seulement le degré, mais aussi le genre des
courbes. On introduit donc : )

m(d,g) = nombre maximum de points généraux de P’ par lesquels on peut faire passer une courbe
dedegré d etgenre g ; cf2.a

Bien entenduy, on a : m(d) = sup m(d,g) pour g20.

2 METHODE D'ATTAQUE DU PROBLEME INITIAL ; APPARITION DE NOUVEAUX
PROBLEMES.

a) Traduction en termes de schémas de Hilbert ; majoration de m(d,g) :

Désignons par H,, le schéma de Hilbert qui paramétre les sous-schémas finis de longueur m,

M = {x;,..x } de IP3 ;par Hy " le schéma de Hilbert des courbes lisses et connexes de degré d

etgenre g de P’ ; par Dmm enfin le schéma des drapeaux (ou schéma d'incidence ou schéma
de Hilbert relatif ) qui parametre les couples (M,C) avec Me H |, Ce Hd'g et CoM.

Alors, si fo : Dy g g~ Hp, estla projection naturelle (quia (M,C) associe M), m(d,g) estle
plus grand entier m tel que I'image de f;, contienne un ouvert dense de Hp, .
Cette interprétation conduit aussitot & la majoration fondamentale suivante :

@.1) m(d,g) < [1/2 dim Hd.g] (ot le crochet désigne la partie entiére)

En général il n'y a pas égalité. Par exemple, si g =(d-1)(d-2)/2 , les courbes de Hy g sont
planes, etdonc on a: m(d,g) <3 < 1/2dim H, g dés que d 22 . Plus généralement, on a la
majoration suivante :

(22) Si toute courbe de Hy g oSt tracée sur une surface de degré s,ona:

+3
m(d,g)s(3)-l.

Ainsi,pour d=5,g=2,0na m(d,g) <9, alors que l/2dide‘8=10.
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Cependant, et c'est 'une des idées directrices de ce travail, on peut penser que I'inégalité (2.2) est
I'obstruction essentielle qui empéche m(d,g) d'étre égala [1/2 dim Hd‘g] .

b)Calcul différentiel ; minoration de m(d,g) :

Pour voir que I'image de la fleche f;, définie ci-dessus contient un ouvert dense de H,, , il suffit
de montrer qu'elle est lisse. On aborde ce probléme par une technique de calcul différentiel (au
sens de Zariski-Grothendieck bien siir) en déterminant les espaces tangents 3 Hy, , Hy g et

Dy -
On sait que I'espace tangent 3 Hy, en M (resp.2 Hyg en C) estégal 2 HO(M,N,) (resp. 2
H°(C,Np)) ol Ny (resp. Ni ) est le fibré normal 2 M (resp. C) dans P> . L'étude de
I'espace tangent & D4 g cn (M,C) conduit au théor®me suivant :

24 Si Hch estlisse,ona: m(d,g)=sup m(Ns) pour Ce Hd.g ; od m(Np) est
l'invariant du fibré normal défini par :

m(Np) =sup { me IN tel que : il existe un diviseur positif M sur C, dedegré m, tel que la
fleche naturelle de restriction :
r:H(C,Np) - H°(M, Nclpy) soit surjective }

Ce théoréme raméne essenticllement le probléme initial 2 une question sur le fibré normal des
courbes de IP3 :le calcul de m(Ng) .

On notera que I'hypothése de lissité de Hu n'est pas toujours réalisée ( cf. les "pathologies"”

étudiées dans [38] ou [32] ). Dans ce cas, on ne sait pas calculer m(d,g) . Cependant, on dispose
de suffisamment de crit2res de lissité ( h'Nc =0 ; courbes projectivement normales ...) pour traiter
les cas qui nous intéressent.

c) Premiers résultats concernant N :

On note déja quelona:
(si Hy, estlisscen C,ona: h°Nc =dim Hy, et on comparera a 2.1).

L'objectif est donc d'atteindre, si possible, cette e.
On commence par étudier deux cas particuliers .

1) Lorsque le fibré normal est décomposé (i.e. No =D @ E, avec D,E inversibles),ona:
m(N¢) = inf (h°D, h%E) . Clest le cas si C est intersection complete, ou rationnelle, mais on sait
(cf.[11] ) que c'est loin d'étre le cas général.On obtient ainsi les minorations :
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3
m(sz)z(';)-z et m(d,0)22d pourd=2.

2) Lorsque N vérifie la condition h°Ng(-2) =0 le diviseur M égal au double de la section
plane convient dans la définition de m(Ng) . On a donc m(Ng) =2d = 1/2 h®N . On peut alors

appliquer le résultat suivant dil & Ellingsrud et Hirschowitz [7] :

(5.11) Soit Dp(g) le plus petit entier d tel qu'il existe une courbe lisse et connexe C de degré d
ctgenre g vérifiant h°N(-2)=0.Si d2Dp(g) ,ona: m(d,g) 22d.

On peut aussi, en utilisant la fonction Dp(g) , obtenir une variante de la question initiale od on
impose aux points d'étre sur une surface fixée :

(5.12) Soit Q une surface intégre de P>, de degré s22.Si d 2 Dp(g) etsi X;..Xpq sont

2d points généraux de Q, il existe une courbe C, lisse et connexe, de degré d et genre g,
coupant transversalement Q , et passant par X,,..Xo4

Ce type de résultats semble &tre trés utile pour aborder les problémes de "rang maximum®", cf.
Ballico et Ellia [2] . Un de nos objectif's, qui mérite d'étre poursuivi indépendamment du probléme
initial, est donc désormais le calcul de Dp(g).

d) La méthode de I'extension :

Lorsque I'on n'est pas dans l'un des cas favorables ci-dessus : N décomposé ou h°Ne(-2) =0

(par exemple pour les courbes de degré s2-1 liées aux droites) , on utilise une écriture de Ng
comme extension de faisceaux inversibles :

05 Do Nc—E-S0
le plus souvent en plongeant C dans une surface lisse Q de degré€ s, auquelcasona:

D=NC,Q= W:(4-5) et E=NQ lc=Oc(s).
On a alors le résultat suivant :

G inf (h°D ; h°N¢ - h°D ) S m(Ng) $ 1/2 h°N¢

Cette inégalit€ donne m(N¢) = hN¢ - h°D lorsque h°D 2 1/2 hON¢- ; on obtient ainsi les
“"mauvais cas” i.c. ceux ol m(NC) <12 h°NC . Par exemple, si C est une courbe liée & une
courbe plane de degré r par des surfaces de degrés s et t avec: r<s<t,onobtient:

+3
(525.A,) Sir=1, mNe)=(; )-s+2.

3
(525.A;)  Sil<r<s, mNg)=(; )-rs+1242
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On obtient aussi quelques résultats positifs lorsque h°D = 1/2 h°N , ainsi, si C est une courbe
de degré 11 etgenre 12 tracée sur une surface cubique lisse,ona m(Ng) =22 ...(cf. 5.25B).
Mais, en général, si h°D < 1/2 h°N, (3.7 ) donne seulement un encadrement de m(N) . Par
exemple, si C est une courbe de degré s2- 1 liée A une droite par deux surfaces de degré s, ona

(525Cy) 1/2h°Ng-2 S m(Np) S 12h°Ng=(s3 + 652 +55) /6.

€) hO-stabilité :

Les résultats précédents, s'ils ne permettent pas de conclure dans tous les cas, amenent cependant 2
introduire la notion de h°-stabilité du fibré normal ( ou, plus généralement, d'un fibré N de rang
2) qui va permettre le calcul de m(N¢) : '

(3.11) Nestdit h®-semi-stable si et sculement si, pour tout sous-faisceau inversible L de N ona
h°L S 12 h°N.

C'est une condition analogue 2 la semi-stabilité ordinaire, mais ol les sections globales remplacent
les degrés. D'ailleurs, pour g assez petit (g <2d dans le cas du fibré normal ), les deux notions
coincident, mais ce n'est pas le cas en général. On a alors le théoréme suivant (pour h°N pair ) :

(3.19) m(Np) =172 h°Nc & Nc est h©- semi-stable

Ce théoréme, joint 2 I'inégalité (3.7) , régle, au moins en théorie, le probiéme du calcul de m(N().

Encore faut-il disposer de critéres de hO-stabilité. Lorsque g < 2d , on peut utiliser certains
résultats récents concernant la stabilité ordinaire : (4], [1], [47], [7] ...On obtient, par exemple,
m(N) = 1/2 h°N¢ lorsque C est une courbe assez générale de degré 6 et genre 2 ou de degré

7 et genre S, ou encore de degré 9 et genre 9 ...

L'irruption de la notion de h®-stabilité dans notre probléme va nous amener 2 nous intéresser 2 la
notion, voisine, de stabilité du fibré normal. Cette tentative s'inscrit dans un courant de recherches
trés actuel (cf. [1], [4], [5].[7].[40], [47] ...) et la question des courbes et des points lui
fournit une motivation supplémentaire. Comme dans le cas de I'étude de Dp(g) évoquée ci-dessus,

elle est largement indépendante (au moins pour ce qui concerne la stabilit€) du probléme initial.

f) un critére de stabilité et de h-stabilité :
Lorsque la courbe C est tracée sur une surface Q lisse, de degré s, le fibré normal NC/Q

isomorphe 2 mC(4 - s) est un sous-faisceau inversible de N . Une condition nécessaire de
semi-stabilité (resp. de hO-stabilité ) de N est donc :

(a) deg. 0:(4-5)s 1/2deg. Nc  (resp. (c) h°mC(4 -5)S1/2h°N¢ )

On obtient une condition suffisante en lui adjoignant une hypothése supplémentaire mettant en jeu,
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a nouveau, la quantité h°N( (-2) . Par exemple, pour la semi-stabilité, on impose en plus :
(b) h°Ng(-2)S2h'0p(s-2)  (cf. 5.31)

On prouve ainsi, par exemple, la semi-stabilit€ et la h®-semi-stabilité de No dans le cas des
courbes de degré s2- 1 liées aux droites.
Lorsque C est sur plusieurs surfaces de degré s, on peut améliorer le critére 5.31, A condition

de contrdler d'assez prés les singularités des surfaces en question (cf. 5.44 ) . On obtient ainsi la
stabilité de N pour les courbes de degré s2- 1 et la semi-stabilité pour les courbes de degré

s2- 2 liées aux coniques.
Ceci conduit, dans le premier cas ,  I'égalité :
m(Ng) =1/2h°Ng =(s3 + 652 + 55) / 6

et on en conclut que par (s3 +6s2 + 55) /6 points généraux de P3 passe une courbe de degré
s2 - 1 liée 2 une droite par deux surfaces de degré s .

Les critéres 5.31 et 5.44 sont les ressorts essentiels des résultats de stabilité€ prouvés dans ce
travail. La condition (b) apparait plutot comme une astuce technique, mais nous ne savons pas,
pour 'heure, nous en affranchir.

Accessoirement, mentionnons le lemme suivant de controle des singularités " la Bertini" , utilisé
dans 5.44 , mais qui peut sans doute servir en d'autres circonstances :

(4.8) Soit C une courbe lisse de P3 e Ie faisceau d'idéaux définissant C et s un entier.
On suppose: hllc (s-3)=h%-(s-4)=0.

Alors, dans I'espace projectif P(HPI(s)) des surfaces de degré s contenant C, les surfaces
qui ont plus qu'un point double ordinaire forment un fermé de codimension 2 2.

g) Application des critéres & I'aide des méthodes de liaison :

Le principe d'application des critéres de stabilité ci-dessus, via liaison, est le suivant : on part d'une

courbe lisse I", a priori non connexe, que I'on lie par des surfaces lisses de degrés s et t 2 une
courbe lisse et connexe C (cf.[44] ou 4.¢ ). L'idée est d'obtenir des résultats sur C 2 partir de

ceux connus sur I" . L'hypothese fondamentale 2 faire est: h®Np{(-2) =0 . On doit souvent y

ajouter des hypothéses techniques ( nullité de cerntains h‘lr(n) par exemple). Les conclusions sur
C sont soit h°NC(-2) =0, soit la semi-stabilité€ et la h©-semi-stabilité de Nc . Ainsiona:

(5.20) On suppose h°N(-2)=0 et h°l|-(s -2)= h'lr(s-Z) =0. Alors, si C est une courbe,
assez générale, li€e & T par deux surfaces de degré s, ona: h°Nq(-2) =0.

(5.35) On suppose hON{(-2)=0 et h!l{s-2)=0.

10
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Alors, pour C liéca I' comme ci-dessus,ona: N semi-stable et h%-semi-stable.
Pour s assez grand on peut améliorer ce résultat et obtenir la stabilité :

(5.47) On suppose hON(-2) =0 (resp. °N{(-2)=1) et hllr(s-3) = hzlr(s-4) =0.

Alors, pour C liéea I' comme ci-dessus,on a : Nc stable et hO-stable (resp. semi-stable et
h®-semi-stable).

Comme 11 condition hON(-2) =0 est réalisée dés que d est assez grand par rapport 2 g, on voit
que le champ d'application de 5.20, 5.35 et 5.47 est trds vaste, cf. 522, 5.40 et 5.48 .

On obtient aussi des résultats avec des liaisons par des surfaces de degrés inégaux (s <t), voir
5.8.IV . Dans ce cas, les crittres 5.31 peuvent parfois étre efficaces méme si hON(-2)#0, et

méme si N est instable. Nous étudions, de manitre plus approfondie, le cas od I' est une
intersection complete (cf.5.41) .

3RESULTATS,, CONJECTURES , PERSPECTIVES :
a) Résultats concernant Dp(g) :

Par rapport aux résultats d'Ellingsrud et Hirschowitz [7] , nous obtenons les points suivants :

1) Une minoration de Dp(g) (5.17) , qui conduit en particulier i I'estimation asymptotique :
Dp(e) - 9/8)13 g 23

2) Des résultats pour g assez petit, par exemple : Dp(2) 27 ; Dp(4) =7 ; Dp(13) =11
Dp(15) = 12 ; Dp(35) = 18 ... voir un tableau plus completen 6.a .

3) Une méthode systématique pour construire beaucoup de nouvelles courbes vérifiant
h®Nc(-2) = 0 : la liaison (cf. 5.23) .

Un objectif important sur cette question est la conjecture suivante qui permettrait une notable

simplification de la preuve de Ballico et Ellia [2] concernant les courbes de rang maximum :

A:
Ona Dp(g)<g+3 pour g23.
Pour I'heure, la conjecture est prouvée sauf pour g=5,6,7,8,9,10,20. Pour g grand
cette conjecture n'est évidemment pas optimale vu lesumauon asymptonquc Un objectif plausible
dans ce cas est fourni par la minoration 5.17 .

Une autre question intéressante est la suivante, qui permettrait de prouver la conjecture A sauf

11
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pour g=6et8 (cf.6.2):
La conclusion du théoréme de liaison 5.20 (h°NC(-2) =() est-elle encore valable sans

T'hypothése hlI(s-2)=0?
b) Résultats concernant la stabilité et la hO-stabilité :

Suivant [7], on introduit les fonctions suivantes :

Dgg(g) est le plus petit entier d tel qu'il existe une courbe C lisse et connexe, de degré d et
genre g, avec No semi-stable.

DOg(g) est défini de la méme manire, mais en imposant de plus h!Ng=0.

On définit des fonctions analogues avec la stabilité ou la h®-semi-stabilité ...cf.6.b.

Par rapport aux résultats antérieurs, nous obtenons les points suivants :

1) Une minoration de D%g(g) qui conduit 3 I'estimation asymptotique :
(6.6) D%g(g) . (9/8)13 ggﬂ exactement comme pour Dp.

2) Une minoration Dgg(g) 2 y(g) ol la définition de v met en jeu la fonction G(d,s) de

Gruson et Peskine [17] :
G(d,s) = sup g(C), pour C courbe lisse et connexe de degré d non contenue dans une
surface de degré <s
(voir 6.8 pour un énonc€ précis ).
Cette minoration conduit & I'estimation asymptotique :

(6.10) Dgs(2) - (@) - g¥3
On doit pour cela construire de nombreuses courbes 2 fibré normal semi-stable.

3) De nombreux résultats pour g petit, rassemblés dans des tableaux en 6.b. Ces résultats

completent et unifient les résultats antérieurs. Pour g <43, le résultat optimal : Dgg(g) = W(g) est
atteint sauf dans lescas g=14,17,21,38,39,43.

4) Plus généralement, on obtient la semi-stabilité et la h®-semi-stabilit€ du fibré normal pour une
large classe de courbes griace aux théorémes 5.35 et 5.47 qui donnent une méthode systématique
de constructions de nouveaux exemples : la liaison.

11 reste de nombreuses questions ouvertes  propos de stabilité.
D'abord, le lien entre stabilité et hO-stabilité du fibré normal n'est pas entierement clair : les deux
notions coincident pour g < 2d, mais, au-dela, on a de nombreux exemples ol N est

semi-stable et non h°-semi-stable (cf. 5.40 E ). En revanche, il est possible que la réciproque soit
vraie, ¢f.6.12 .

Mais la question la plus intéressante s'agissant de stabilité€ nous semble étre la suivante :

Il est clair que si C est une courbe et s'il existe une surface Q contenant C avec :
dcg.NC,Q > 1/2 deg.N (ce qui se produit si Q est de bas degré ), le fibré normal est instable.

Réciproquement, si le fibré normal est instable, on sait qu'il existe une surface Q vérifiant la méme

12
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propriété (4.3 bis) ; mais, peut-on supposer que cette surface est du degré minimal i.e. :
s =inf{ne N | h%(n) # 0 ) ? En particulier, le fibré normal est-il semi-stable dés que I'on a

h%I~(s) 22 ? (On sait qu'alors on a, en tout cas : deg. ©c(4-5) S1/2deg. Nc).

Un certain nombre d'exemples ( 6.b.6) montrent qu'il convient d'étre plus prudent, mais on peut
toutefois espérer des résultats génériques, par exemple (cf.6.17):

ConjectureB :
Soient d, g desentiers et H une composante irréductible de Hd.g . Soit s la valeur générique

de s(C)=inf{ ne N Ih"lc(n)atOI,pour C dans H, et soit h la valeur générique de

h°IC(s) .

On suppose h22;alors N est semi-stable et h®-semi-stable pour C générale dans H.
On suppose h=1 et, pour C générale, que I'unique surface de degré s contenant C ne
déstabilise pas N ; alors, N est semi-stable.

Cette conjecture est une nouvelle illustration du "principe” heuristique énoncé par R. Hartshorne : si
une certaine propriété (P) des courbes C de Hy g n'est pas trivialement contredite par le fait que
C est sur une surface du degré minimum s(C), alors on peut espérer que (P) est vraie sur un
ouvert de Hyg (C'est ce principe qui permet aussi d'énoncer les conjectures sur le "rang

maximum” cf.[22] ).

Pour les courbes de genre maximum, cf. [17] , la conjecture B donne aussitét (cf. 6.18) :

Conjecture B' :
Soient d et s des entiers, avec: (s- 1)2+1<d<s2. Alors,ona: Dgg(G(d.s)) =d.
(On notera que d est en tous cas un minorant de Dgg ).

Cette conjecture n'est prouvée ici que pour d = s2,52-1,52-2,52-25+42.

¢) Résultats concernant m(d,g) :
1)Majorations de m(d,g) :

Elles reposent sur la majoration fondamentale : m(d,g) < 1/2 dim Hy g ctsur I'étude de la
dimension du schéma de Hilbert. Rappelons déja que I'on a : dim de 24d . On obtient :

(5.28) Si gs2d ,ona m(d,g) s2d.
(5.29) Si g>2d ,ona m(d,g) Sg ouencore, m(d,g) S sup (d+g/2+1/2 ; 3d/2+3g/8+1/4)

Les majorations 5.29 sont sans doute tres grossitres. En effet, on connait peu de choses sur la
dimension de Hy " dans le cas général. Par exemple, pour d fixé, quel est le plus grand g

(nécessairement 2 2d ) tel que dim H, g™ 4d ? Toujours pour d fixé, comment la dimension de
Hyg varic-t-clle en fonction de g ? Dans cetie direction, on propose :

13
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Conjecture C :
Soit d un entier, s I'unique enter tel que : (s-l)2+l <ds<s?, et g un entier tel que : g < G(d,s).
Ona dlde‘g < dlde.G(dS)'

On peut montrer que cette conjecture est vraie si on se limite aux courbes projectivement normales,
ce qui la rend assez raisonnable, mais le cas général parait beaucoup plus difficile. Cette conjecture
aurait pour conséquence immédiate (cf.6.25) :

Conjecture C':

Soient d ets comme ci-dessus et g quelconque. Ona m(d,g) <[1/2 dim Hd.G(d _s)] .

2) Minorations de m(d,g) :

(6.23) Desque d estassez grand parrapporta g (d2 D%gs(g) ),ona m(d,g)22d .
En particulieron a :

m(d,0)22d pour d23 ; m(d,1)22d pour d24 ; m(d,2)=2d pour d26 ;
m(d,g)22d pour d2g+3 et g#2.

Ce demnier résultat (qui signifie que par 2d points généraux de P’ on peut faire passer une

courbe de degré d et genre g pourvu que d 2 g+3), s'il est d'application commode, n'est
cependant pas optimal puisque I'on a, asymptotiquement :

(6.6) DOss(g) ~ (9/8)13g23 .

Lorsque le genre est grand, on peut espérer des minorations de m(d,g) bien meilleures que 2d.
Ainsi, la conjecture B' méne aussitot a :

Conjecture C'' :
Pour (s-1)2+1<d <s?,ona m(d,G(ds) =[1/2dim Hy g4 5] (cf. 6.25 bis).

d) Résultats concernant m(d) :

1) La conjecture fondamentale :

L'aboutissement des conjectures précédentes (notamment C' et C")est:
Conjecture D :

Soit d un entier, s l'unique entier tel que : (s-l)2+1 <ds<s?.

On pose : M(d) = 12 dim Hd.G(d.s) .
Alors, on a: m(d) =[M(d)].

La fonction M(d) est calculée explicitement en 6.26 . Nous allons maintenant comparer nos
résultats avec l'objectif fix¢€ par cette conjecture.

2) Calcul de m(d) pour d<17.
(6.32) Ona m(d)=2d pour d<17,sauf pour d=2 et d=16.0na m(2) =3 et m(16) = 33.

14
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Dans ce cas, on a bien m(d) = M(d) .
3) Majorations de m(d) :

Elles résultent de celles de m(d,g) , et, 12 encore, ne sont pas entiérement satisfaisantes, sauf pour
d<17. Ainsion a, pour d 237 et s défini comme dans la conjecture D :

(6.29) m(d) £d+ 1/2 (G(d,s) + 1)

Mais cette expression est asymptotiquementen 1/2 d32 , alors que M(d) est, lui,en 1/6 ar,
4) Minorations de m(d) :

(6.31) Pour d#2,0na m(d)22d.

Autrement dit, par 2d points généraux de [ passe une courbe lisse et connexe de degré d .

Lorsque d est grand, on peut améliorer largement cette minoration ; supposons, comme toujours,
d compris entre s-1)2 et s2,on aalars :

(6.33) Si d=s2, m(d) 2 M(d) = (s3+ 6s2+115- 6) / 6.

Sid=s2-1, m(d)2M@d)=(s>+6s2+55)/6.

Sid=s2-2, md2M@d)=(3+6s%-5+12)/6.

Sid=s?-r, avec 3SrSs-1,on ales deux minorations suivantes :

m(d) 2 (s>+ 652+ 115) /6 - 1s + Gp(r) + 2r- 2.
et m(d) 2 (s3+ 652+ 85) /6 -rs +12-1+2.
la premiére est meilleure pour r petit, 'autre pour r grand ; la fonction Gp(r) , définie en 5.8 et
liécd Dp est équivalente 2 l'infini E:SE g?.

On se reportera 3 6.33 pour les autres cas, ainsi qu'au tableau comparatif de m(d) et M(d) pour
d<50.

Les minorations ci-dessus ne sont optimales, au sens de la conjecture D, que dans les trois premiers
cas. Cependant elles donnent asymptotiquement la valeur espérée :

(6.34) m(d) 2 1/6 d32 _ M(d) .

e) Perspectives :
Le lecteur attentif aura noté que le présent travail ne résout pas totalement, tant s'en faut, le

probléme initial. Cependant, il fournit au moins une méthode pour l'aborder, des résultats partiels,
mais qui peuvent dé;a étre utiles et il pose au passage un certain nombre de questions qui nous

15
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paraissent intéressantes.

Au niveau des méthodes, il confirme, si besoin était, 1a puissance des méthodes de calcul

différentiel "2 la Grothendieck" dans ce type de questions, il fournit une motivation supplémentaire

2 tous ceux, déja nombreux, qui étudient la stabilité du fibré normal des courbes gauches, il illustre,

gnﬁn, l'intérét des techniques de liaison qui permettent d'explorer, de proche en proche, 'univers
es courbes.

Les résultats les plus significatifs, outre ceux qui concernent directement la question des courbes et
des points, sont certainement ceux de stabilité . ]

1l serait étonnant, et pour tout dire immoral, qu'un probléme aussi naturel n'ait pas d'applications.
De fait, certains résultats obtenus ont déja été utilisé€s, pour des problémes de rang maximum ou de
position générale (Hartshorne et Hirschowitz [26] , [27] ,... ) ; ils devraient pouvoir I'étre aussi
dans les travaux de Ballico et Ellia [2] .

Parmi les questions laissées en suspens, outre la conjecture D, directement liée au probléme initial,
les plus attrayantes nous paraissent étre les conjectures B et C.

La conjecture B, si elle était vérifiée, &clairerait d'un jour nouveau tous les travaux antérieurs
concernant la stabilit€ du fibré normal ; elle confirmerait aussi la validit€ du "principe” heuristique
d'Hartshorne évoqué plus haut.

La conjecture C s'inscrit, elle, dans le projet plus vaste déja entrepris par Halphen : la classification
des courbes gauches et en particulier la détermination des dimensions des schémas de Hilbert, voire
de leurs composantes irréductibles.On peut sans doute considérer que c'est encore aujourd'hui I'un
des problémes majeurs sur le sujet.

4. ORGANISATION DU TRAVAIL :

Au § 1, on étudie les projections d'un schéma de drapeaux général, comme dans la these [32] de
J.O.Kleppe, mais avec des moyens plus rudimentaires.

Le § 2 est I'application aux courbes et aux points des résultats du § 1.

Au § 3 on étudie I'invariant m(N) pour un fibré de rang 2 quelconque sur une courbe, on
introduit 1a notion de h°-stabilité et on donne des critéres de stabilité et de hO-stabilité.
Le § 4 regroupe les généralités concernant le fibré normal des courbes de IF’3 , avec, entre autres,

la suite exacte associée au plongementde C dans une surface, des lemmes de controle des
singularités des surfaces contenant C et les énoncés concernant les méthodes de liaison.

Le § 5 contient I'essentiel des applications des § 2,3,4 . On y étudie d'abord le cas ol N est
décomposé, puis le cas h®N(-2) = 0, avec les calculs concernant Dy, . Viennent ensuite les

applications du § 3 (extensions, h®-stabilité ) avec les critéres de stabilité et leur application via
liaison. On termine par la variante utilisant des pinceaux de surfaces.

Enfin, le § 6 est celui des résultats et des questions ouvertes, il est divisé en quatre rubriques :
Dp(g) ; stabilité ; m(d,g); m(d).

Ce travail n'aurait €1 ni entrepris ni réalisé sans I'aide constante et amicale d'André Hirschowitz. Qu'il en soit ici
chaleureusement remercié.
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§0. Notations.

Le cardinal d'un ensemble A est noté |A|
Si a est un nombre réel, on désigne par [a] sa partie entiére.

Le groupe symétrique a m lettres est noté Sm .

Si X est un schéma et F un faisceau sur X , on note H'F = H’(X,F)
lorsqu'il n'y a pas risque de confusion. Lorsque H'F est un espace vectoriel de
dimension finie, sa dimension est notée h'F .

La caractéristique d'Euler-Poincaré de F est notée x(F). Si X est un sché-
ma projectif, le polyndéme de Hilbert-Samuel de F est alors x(F(n)), neZ.

Si Y est un sous-schéma de X , on note F|Y la restrictionde F a Y .
Lorsque D est un diviseur de Cartier sur X , on pose :

F(-D) = F ooxox(-D) .
L'espace tangent 3 X en x est noté Tx(x).

Enfin, on désigne par Xréd le schéma réduit associé a X ; si f:X —> Y
est un morphisme, il induit fréd: Xréd —_ Yréd .

Dans toute la suite, nous travaillerons sur un corps k algébriguement clos,
de caractéristique zéro.

Si X,S sont des k-schémas, on pose XS = Xx
3

Spec kS . L'espace projectif

. Si X est un sous-schéma fermé de Pa, on désigne
par 0x son faisceau structural, 1x le faisceau d'idéaux de 0 3 qui définit X,
P

P3(k) sera noté simplement IP

NXAP3 , voire NX , le faisceau normal 3 X dans P3 , TX le faisceau tangent,

wy le faisceau canonique.

Pour les notations introduites dans le texte, on se reportera & 1'index.
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§1. Schémas de Hilbert et schémas de drapeaux,

Les résultats de ce § sont, pour 1'essentiel, dans 1a these de Kleppe [32].
Cependant, nous en donnons des démonstrations directes, valables dans le cas qui
nous intéresse (cf. Ex. 1.1 ou §2), et qui requiérent des techniques moins sophisti-
quées que celles de [32]. On notera, en contrepartie, que les résultats de [32]
sont meilleurs dans le cas général (cf. Th. 1.5).

a) Définitions et rappels.

Soit IPcIP: un k-schéma projectif et soit p un polynbme a coefficients
rationnels. On note H(p) le schéma de Hilbert an{; . Rappelons qu'un point de
H(p) a valeurs dans un k-schéma S est un sous-schéma fermé XS de lPS , plat
sur S , et dont les fibres Xs , pour s€S , ont comme polyndme de Hilbert-Samuel
le polynbme donné p .

Pour 1'existence et les propriétés des schémas de Hilbert, voir [12] ou [37]
lect. 15 .

Si p et q sont deux polyndmes a coefficients rationnels, on désigne par
D(p,q) le schéma des drapeaux de IP , de polynémes p et q . Un point de D(p,q)
a valeurs dans S est un couple (XS,YS), avec XSCYSCIPS , Ou Ys (resp. XS)
est un sous-schéma fermé de IPS (resp. de YS), XS et YS » plats sur S , ayant
en s€S des fibres XS , Ys de polynémes de Hilbert-Samuel respectifs p et q .
Pour 1'existence de D(p,q), voir [32] 1.1 ou [12]. On notera que D(p,q) n'est
autre que le schéma de Hilbert relatif Hnb?(q)/H(q) , au sens de [12], ou Y(q)

est le schéma universel au-dessus de H(q).

Exemple 1.1.

Si IP=le , si m,d,g sont des entiers avec m,d>0 ; g>0 , et si on prend
pour polynOmes de Hilbert p(z)=m , q(z)=dz+1-g , D(p,q) parametre les couples
(M,C) ou C est une courbe de degré d et genre g et M un m-uplet de
points de C (cf. §2). Pour d'autres exemples, cf. [32].
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Le schéma D(p,q) est muni de deux projections naturé]1es :
D(p’Q) _n> H(q)
|
H(p)

définies par f(X,Y)=X et =(X,Y)=Y . Dans ce qui suit, on étudie la fleche f
et on cherche, en particulier, si son image contient un ouvert non vide, i.e. si
pour X assez général dans H(p), il existe Y dans H(q), contenant X . Dans le
cas de 1'exemple 1.1, on retrouve le probléeme posé dans 1'introduction.

b) Etude différentielle de f et = .

Soit X un point rationnel de H(p), donc, en particulier, un sous-schéma fer-
mé de P . Soit k[e] 1'algebre des nombres duaux sur k (c'est-a-dire, tels que
ez= 0). Rappelons (cf. [12]) qu'un point de 1'espace tangent de Zariski TH(p)(X)
est une déformation infinitésimale de X , c'est-a-dire, un sous-schéma fermé XE
de lP€=IP:k[e] , plat sur k[el , qui se réduit @ X modulo ¢ .

Si IX est 1'idéal de OIP qui définit X , Xe est défini par un idéal IX
€
de qpe qui se réduit a IX modulo € .
On associe alors a IX , de maniere bijective, un homomorphisme de Op-modules
[

®: IX —_ OX de la maniére suivante :

Soit UcP un ouvert affine, U_ = Ue kle] , et soit xE€ HO(U,IX). Il existe
k

y€ HO(U,OP) tel que x+ye€ HO(Ue'IXE)' On pose alors o(x) = ylxe H°(U,0X) et on

vérifie que ceci définit bien ¢ , indépendamment du choix de y . Réciproquement,
si ¢ est donné et U assez petit, on reléve arbitrairement
o(U) : H°(U,1x) —_ HO(U,OX) en A(U): HO(U,IX) —_ HO(U,OP) et on pose :

HO(UE,IX ) = {(x+x(U)(x)e+ye , avec x,y€ HO(U,IX)) .
€

Ceci définit IX , donc )(E et on obtient ainsi un isomorphisme :
€

] )(X) -=» Hom (IX,OX) .

X : TH(p

Considérons maintenant le faisceau normal & X dans P , qui sera noté NX/IP

ou NX . C'est le faisceau NX défini par :
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Ny = Hom (1,,0,) = Hom, (1,/12,0,)
X —-"'OP X*°X —Ox X X20X
et 1'isomorphisme ci-dessus est donc, en fait, un isomorphisme .:
. ~_ 10

Passons maintenant au schéma des drapeaux. Si X,Y sont deux sous-schémas fe:
més de P , avec XcY on a les morphismes d'inclusion :

1:1Yh->lx

et de restriction :
p: 0Y —_ OX .
L'inclusion i 1induit sur les faisceaux normaux un morphisme u de

Ny = Hom(I,,0y) dans NY'X = Hom(T,,0,) et on a une suite exacte :

u
0 = Ny = Ny — NYlX

(cf. [13] IV 16.2.7 ou [21] III §4). Rappelons que si 1'immersion i est réguliere
(par exemple, si X et Y sont lisses sur k), u est surjectif.

On définit alors sur les sections de NX et NY les morphismes suivants :
1) Le morphisme de restriction r :

r: H°(Y,NY) — HO(X,N

I
Hom (IY,OY) — Homop(ly,ox)

v|x)

est donné par r(y) = poy .
2) Le morphisme s est obtenu & partir de u par passage aux sections globales :

.40 0
s:H (X,NX) —> H (X,NY|X)

I I
Hom (ZX,UX) —> Hom (IY,OX) .

11 est donné par s(y)=wei .

On peut alors déterminer 1'espace tangent en un point du schéma de drapeaux
0(p,q) :
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Proposition 1.2.

Soit (X,Y) un point rationnel de D(p,q). On a donc XcY . Soit T 1'espace
tangent & D(p,q) en (X,Y). On a un isomorphisme :

8:T = {(0,y) €HOOGN,) x HO(Y,Ny)  tels que s(0) = r(y)} .
De plus, les applications tangentes induites par f et = :
daf : T —> TH(p)(X)
dn: T — TH(Q)(X)

sont alors données, modulo les identifications 6 , By : TH(p)(X) — H°(X,NX) et

Byt Ty(q) (V) — HO(Y,Ny) par les formules : df(e,y) =o ; dmlw,¥) =y .

Y :

On peut résumer cette proposition en disant qu'on a un diagramme cartésien :

L HO(Y,N,)

df r

o s .0
H(X,Ny) —>H (X’NY‘X)

j.e. T est le produit fibré de HO(X,NX) et HO(Y,NY) au-dessus de HO(X,NY|X).
i
Démonstration :

Un point de T est un couple (XE, Ye), ou XE (resp. YE) est une déforma-
tion infinitésimale de X (resp. Y) et ou, de plus, on a XECYE . Via 1'isomor-

phisme By (resp. eY), X (resp. YE) correspond & un homomorphisme «: IX —_— OX

€
(resp. v: IY — Oy) et on a les équivalences :

XECYE <= IY CZX < @oi=poy <> r(y)=s(v) .
€ €

Y

En effet, si I cIX , soit U un ouvert affine de Y et soit xE€ H°(U,1Y). Si
[ £

- 0 0 - -
y=y(x), on a x+yc€H (UC.Ive)cH (UE,IX ) et donc, w(x)-ylx—o(y).

€
Réciproquement, si @oi=poy , SOt x+ye dans HO(UC,IY ), on a w(x)=y‘Y )

donc ow(x)=ylx=w(x) ce qui, vu la définition de ¢ , prouve que l'on a :

0
x+ye € H (UC.ZXE).

11 résulte de ce qui précéde que les points de T correspondent bijectivement
aux couples (v,y) avec r(y)=s(p) comme annonce.
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" De plus, on a par définition df(Xe,YE)= X€ et dn(Xe,Y€)= Yo » d'ou, via
les identifications 6 , By et 8y, df(e,p) =9 et dm(o,y)=y .
Corollaire 1.3.
Avec les notations précédentes :
1) Si r est surjective, df est surjective.

2) Réciproquement, si df est surjective et si s est surjective, r est
surjective.

Remarque 1.4.

La condition s surjective est réalisée en particulier si X et Y sont
lisses et si H1(X,NX/Y)= 0 . En effet on a alors la suite exacte :

0—>NX/Y—->NX-—>NYX—->0.

c) Etude de la fleéche f : lissité, platitude, image.

On a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.5 (Kleppe).

Soit (X,Y) un point rationnel de D(p,q). On suppose H(q) 1lisse en Y .
Alors :

1) Si r: HO(Y,NY) —_ HO(X,NY'X) est surjective, f est lisse au point (X,Y).

2) Réciproquement, si f est lisse en (X,Y) et si s: H°(X,NX)-+-H°(X,N

v[x)
est surjective, r est surjective.

Démonstration :

L'assertion 2) résulte du corollaire 1.3 puisque f lisse implique df sur-
jective.

Pour 1), voir [32] 1.3.4 pour la démonstration dans le cas général. Nous nous
limiterons ici au cas ou 1'on a, de plus : H1(X'NX/Y): 0, et ou X est localement
intersection complete dans Y (par exemple si X et Y sont lisses, ou si X est
un diviseur sur 'Y integre cf. [21] IIl §4). Ces hypothéses seront réalisées dans
le cas qui nous intéresse, cf. §2. Alors, on sait, cf. [12]), que = est lisse en
(x,Y), donc que D(p,q) est lisse sur k en ce point. 11 suffit d'appliquer [13]
IV 17.11.1 pour obtenir la conclusion.
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Corollaire.1.6.

Avec les notations de 1.5 (et toujours 1'hypothése de lissité de H(q) en Y),
supposons r surjective. Alors 1'image de f contient un voisinage ouvert de X .

(En effet, f est lisse, donc plate, donc ouverte en (X,Y)).

Remarque 1.7.

On a ainsi une condition permettant d'affirmer que pour X dans H(p) assez
général, il existe Y dans H(q) contenant X .
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§2. Schémas de Hilbert et schémas de drapeaux,

le cas des courbes et des points.

a) Notations.

On reprend les notations de 1'exemple 1.1. On a donc IP=1P3 et m,d,g sont

des entiers tels que m,d>0 et g>0 . On considere les polynémes p(z)=m et
q(z) = dz+1-g et les schémas H(p)., H(q), D(p,q) comme en §1,a.

Soit H_ 1'ouvert de H(p) formé des sous-k-schémas de Pa, finis de lon-
3.y

s Hy est
un ouvert dense de H(p). Si U, est 1'ouvert de 0P3)m dont les points rationnel:

sont les m-uplets de points distincts de IP3, le groupe symétrique Sm opére sur

gueur m et lisses, c'est-a-dire, formés de m points distincts de P

Um et Hm n'est autre que le quotient Um/Sm . 11 en résulte que w“ est lisse,

connexe, de dimension 3m .
Soit, d'autre part, Hd g 1'ouvert de H(q) dont les points rationnels sont
1]
les courbes de P3 lisses et connexes, de degré d et genre g .

On considere alors, dans le schéma de drapeaux D(p,q) 1'ouvert

D f"(Hm)t1n'1(Hd g), dont les points rationnels sont les couples (M,C) ou

mid,g
C est une courbe lisse et connexe de degré d et genre g et M un ensemble de

m points distincts de C . On restreint f et = a D et on note fm et

S m;d,g
L les restrictions :

Résoudre le probléme posé dans 1'introduction, c'est montrer que, pour m con-
venable, 1'image de fm contient un ouvert non vide de Hm .

Précisément, on pose :

Définition 2.0.

m(d,g) = sup {meEN*| Im fm contient un ouvert non vide de Hm) H
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m(d,g) est le nombre maximum de points généraux de P par lesquels on peut faire

passer une courbe de H . On pose ensuite :

d,g
m(d) = sup m(d,g) ;
9>0

m(d) est le nombre maximum de points généraux de lP3

passer une courbe lisse et connexe de degré d .

par lesquels on peut faire

b) Majoration de m(d,g).

Proposition 2.1.

On a : m(d,g) <172 dim.Hd'g .

Démonstration :

Posons D=D . Supposons que Im fm contient 1'ouvert non vide (donc

m;d,g
dense) W de Hy et soit V=f;‘1(w). C'est un ouvert non vide de D et fm(V)=w.

On en déduit les inégalités :
3m = dim.W < dim.V < dim.D .

Par ailleurs, la projection L D —> Hd est surjective et la fibre de L

»g
en C est 1'ouvert de Hilb'é' dont les éléments sont les diviseurs M formés de

m points distincts de C .

L'espace tangent en M a la fibre est alors HO(M,NM/C) ou NM/C est le
fibré normal a8 M dans C . Comme NM/C est localement libre de rang 1, et M de

degré m , on a dim.H°(M,NM/c)=m . Comme H1(M'NM/C)=0 (puisque dim.M=0), la
fibre est lisse de dimension m (cf. [12]). On en déduit : dim.D < m+dim.H

] d,g ’
d'ou 2m < d"“'Hd,g .
Remarque 2.2.
En général, m(d,g) n'est pas égal a 1/2 clim.Hd g (nia [172 dim.Hd g] si

dim.Hd g est impaire). Supposons que pour un entier s , toute courbe de Hd g
soit tracée sur une surface de degré s (c'est le cas si on a pour toute C de

Hd g h°0c(s) < (553)). Alors, m(d,g) < (553)-1 . En effet, si par m points géné-

raux de P3 passe une courbe de H , 11 y passe aussi une surface de degré s ,

d,g
donc on a : m¢ (533)-1 .
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Par-exemple, si g = (d-1)(d-2)/2 , Hy g est formé de courbes planes et donc
m(d,g) < 3, alors que dim.Hy g° QL%F11+ 3 est strictement plus grand que 6 des
9

que d>2 . De méme, si d=5, g=2 , toute courbe de H5 2 est sur une quadrique,
donc m(5,2) <9, alors que dim.H5 p=20 .
- ’

Cependant, les exemples que nous connaissons nous incitent a penser que ce phé-
noméne (i.e. le genre g est grand, donc les courbes de Hd sont sur une surface
de bas degré) est 1'obstruction essentielle (et peut-étre la seule) a la validité de

1'égalité : m(d,g) = [1/2 dim.Hd g] . Un de nos objectifs, désormais, est d'analyser
a quelles conditions cette formule est vraie.

c) Minoration de m(d,g).

Cette minoration va résulter directement du théoreme 1.5. Nous aurons besoin de
la définition suivante :

Définition 2.3.
Soit C wune courbe Tisse et connexe, N un faisceau localement libre de rang

2 sur C . On pose :

m(N) = sup {meN*| I1 existe un diviseur positif M de degré m sur C

tel que r: HO(C,N) -—»-HO(C,N|M) soit surjective} .

Comme la propriété est ouverte sur Hi1b? , on peut supposer que M est formé
de m points distincts. On notera que si N= Ne= NCAP3 , la fléeche r est celle
que 1'on a rencontrée en §1,b. Le théoréme suivant relie m(d,g) et les m(Nc).

Théoréme 2.4.

1) On a : m(d,g) < sup m(Nc) .
CeHy g

2) Si Hd,g est lisseen C , ona :
m(Ne) < m(d,g) .

3) Si H est lisse, on a :

d,g:

m(d,g) = sup m(Nc) .
C€Hd’g
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Démonstration :

Le point 3) est conséquence immédiate de 1) et 2). Notons déja que si (M,C)

est un point rationnel de D=Dm;d'g , Ona H1(M’NM/C)=° puisque dim.M=0 , et

donc (cf. Rem. 1.4) 1‘'application s: H°(M,NM) ->-H°(M,Nc|") est surjective.

1) Posons m=m(d,g). Quitte & remplacer Hm et D par des ouverts, on peut
supposer fm surjective, donc aussi fm réd. Dréd —_ Hm . Quitte a remplacer
Dréd par une composante irréductible qui domine Hm , on peut supposer Dréd
integre. Alors, en vertu du théoreéme de lissité générique (la caractéristique est
zéro), fm,réd.

point (M,C) de cet ouvert.

est lisse sur un ouvert non vide donc df surjective en un

m,réd.

Comme on a le diagramme ci-dessous sur les espaces tangents :

T

Dred. 0

df
df;?:ZE?\\\\‘ l m

T, (M
(0

dfm est, a fortiori, surjective.
Comme s est surjective, il résulte de 1.3 que r: H°(C,NC) —_ H°(M,NC|M)

est surjective, et donc m < m(Nc) < sup m(Nc).

2) Soit (M,C) un point de D tel que r soit surjective et
m= deg.M= m(Nc); D'apres 1.6 1'image de fm contient un ouvert non vide, donc
m < m(d,q).

Remarques 2.5.

1) On notera que, comme H1(M,NM/C)= 0 et conme C est lisse et M un divi-
seur sur X , la démonstration que nous avons donnée du théoreéme 1.5 est valable ici.

2) La condition de lissité de H
culiers importants :

dg en (C est réalisée dans deux cas parti-

a) Lorsque HI(C,NC)= 0 (cf. [12)).

b) Lorsque C est projectivement (ou arithmétiquement) normale i.e.
vérifie :

vnez h‘:c(n) =0 (cf. [6]) .

Nous verrons d'autres conditions au §4,g portant sur la nullité de certains
hllc(n). Voir aussi [32] Rem. 2.3.7. On conjecture (Sernesi) que si C est de rang
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maximum,"Hd g est lisse en C. Pour des exemples de non lissité, cf.[32],[38] ou [48]

3) Dans 1'étude précédente, on peut remplacer partout le schéma Hd g par une
]

de ses composantes irréductibles Hd g,i "
"I

Si on note m(d,g,i) le nombre maximum de points de P3 par lesquels passe

une courbe de la composante H d,g,i , on obtient de l1a méme facon les résultats
suivants :

a) m(d,g,i) < 1/2 dim'"d,g,i

b) Si toutes les courbes de Hd sont sur une surface de degré s :

39,1
m(d,g,i) < (C3)-1 .

c) Si HD,g,i est lisse :

m(d,g,i) = sup  m(N¢) .
€Hd .
19,1

4) Dans [41] nous avons imprudemment affirmé que 1'égalité :
m(d,g) =c€?up m(N ) était vraie sous 1'hypothése, plus faible, que Hd,g est
'g
réduit. A 1'heure actuelle, nous ne savons pas si cette affirmation est erronée ou
non. En tous cas, 1'assertion c) de la remarque 3 ci-dessus ne subsiste pas sous
1'hypothese Hd N réduit. I1 existe en effet une composante réduite de H18 39
telle que m(18,39,i)=33 , mais olU pour une courbe o€ H18 39,i »on 2
m(N Co)- 34 (cf. [48) et §5gIV).
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§3. Fibrés de rang deux : calcul de m(N), h®-stabilité

Le théoréme 2.4 ramene essentiellement le calcul de m(d,g) & celui de 1'inva-
riant m(Nc) du fibré normal. Nous abordons ici le calcul de m(N) dans le cadre
d'un fibré de rang 2 quelconque sur une courbe.

a) Quelgues remarques générales.

On désigne par C une courbe lisse et connexe de P3, de degré d et genre g
et par N un faisceau localement libre de rang 2 sur C (on dira aussi un fibré de
rang 2). L'invariant m(N) a été défini en 2.3, la fleche de restriction r en 1.b.

Proposition 3.1.

Soit M un diviseur positif de degré m sur C . La fléche
r: HO(C,N) — H°(M,N|M) est surjective si et seulement si on a :

hON(-M) = hON-2m .

Démonstration : :

On a la suite exacte associée-au diviseur M :
0—>0c(-M)—->0c—~>0M-—>0
qui donne en tensorisant par N
0 — N(-M) — N —N M 0.

En passant aux sections globales, on voit que r est surjective si et
seulement si :

hoN = h°N(-M)+h°NiM = hON(-M) + 2m
puisque N est localement libre de rang 2 et deg.M=m .

Corollaire 3.2.

Ona m(N) < 1/2 hON .

Remarque 3.3.

. . . : _ Oy  _ 4
Si C est un point lisse de Hd g et si N--NC ,ona h NC = d1m.Hd g On

comparera 3.2 et 2.1, & la lumiere du théoréeme 2.4. La encore, en général, m(N)
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'peut 8tre strictement plus petit que [1/2 h°N] (cf. 3.7), mais 1'une des questions
centrales de ce paragraphe est de préciser & quelles conditions on a :

m(N) = [1/2 h°N] (cf. d.).

b) Le cas ol N est décomposé.

Proposition 3.4.
Si N est décomposé (i.e. N =DeE , avec D,E des faisceaux inversibles sur
C), ona :

m(N) = inf(h°0,h%) .

Démonstration :

Soit M un diviseur positif sur C . Ona hON = h°D+h%E et hON(-M) =
h°D(-M)+ hOE(-M). Compte tenu de 3.1 la proposition résulte des deux lemmes
suivants :

Lemme 3.5.

Soit D un faisceau inversible sur C et M un diviseur positif de degré m

Ona h°(-M) > h°D-m . De plus, si h°D(-M) = h°D-m , ona m<h% .
Lemme 3.6.
Soient D,‘,...,Dr des faisceaux inversibles sur C et m un entier > 0 ,

avec m < inf h°Di . I1 existe un diviseur positif M (que 1'on peut supposer formé

de points distincts) tel que 1'on ait, pour tout i :
hO(D,(-M) = hODi-m .

Le lemme 3.5 est classique (cf. [9) Ch. 8 Prop. 3) et 3.6 se démontre aisément par
récurrence sur m .

c) Le cas ou N est écrit comme extension de faisceaux inversibles.

On sait qu'en général un fibré de rang 2 n'est pas décomposé€. Pour le fibré
normal, on pourra consulter [51), [11]), [19]. Voir aussi ci-dessous 5.25 A1 . En
revanche on peut toujours écrire N comme une extension de faisceaux inversibles :
0 —D-—>N-—E — 0 (voir [20) Ch. V §2 ou, pour le fibré normal, ci-dessous
§4). Cette ecriture va nous permettre d'encadrer m(N) et, dans certains cas, de
le calculer.
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Proposition 3.7.

Supposons N écrit comme extension de faisceaux inversibles :

0 —D—>N-—EFE—0.0naalors :
inf(h° ; hN-h%) < m(N) < h°N-h% < n% . En particulier, si h% > h°N-n%

(c'est-a-dire, si h° > 172 h°N), ona m(N) = hN-h% . Si h°D < 1/2 h°N , on a
seulement 1'encadrement :

h% < m(N) < 1/2 h°N

Démonstration :

Soit M un diviseur positif de degré m sur C . La suite exacte :
0 — N(-M) — N — N wy—=>0

montre que r: H°(C,N) —_— H°(M,N|M) est surjective si et seulement si

8" : HY(C,N(M)) — H'(C,N) est injective.

On considere a1ors le_diagramme suivant, commutatif, a lignes et colonnes
exactes (on a posé H'F=H'(C,F)).

0 0 0

Lo

0 — HOD(-M) > HON(-M) B WOE(-M) L HiD(M) D WiN(-M) L HiE(M)
ol - \2" a'y B' H{
0— KD S WON B wopr & wlp A Wiy -0
| ! |
0 0 0

On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.8.

On a 1'équivalence :

(1) vy' injective
B8' injective <= {(2) H°E = Im p+Imy
(3) Ker a'cker h' (= Img') .

Démonstration :

C'est une chasse au diagramme sans difficulté que nous laissons au lecteur.
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Analysons maintenant les trois conditions fournies par le lemme 3.8.

1) Ona : y' injective <=> y' bijective <=> h'E=h'E(-M) <=> hOE(-M) = h°F - m.
En particulier, la condition (1) impose mghoE .

2) Notons que si p: HON — HPE est surjective, la condition {2) est réalisée.
Mais nous verrons que ce n'est pas toujours le cas.

Comme dim.Imp = n°N- h°D (< h°e), (2) implique :
h%E(-M) + n°N- 1% > n% ,
Si ona (1) et (2), on a donc :

m < hoN - h% < h%E ; c'est 1'une des assertions
de 3.7.

3) La condition (3) est plus délicate et ne fournit pas une condition nécessaire
commode sur m . On se contente donc d'étudier (3'), plus forte que (3) :

(3") a' injective.

On voit, comme ci-dessus, que (3') équivaut a hoD(-M) = hoDjm et que (3')
impose, en particulier, m< h°D .

4) Pour obtenir une minoration de m , nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.9.
Soient D1,...,Dr inversibles sur C ; V1,...,Vr des sous-espaces vectoriels
de H°(C,D1),...,H°(C,Dr). Soit m un entier. On suppose :
vi=1,...,r msdim.vi .
Alors, il existe un diviseur positif M sur C , de degré m , tel que :
1) h%(-M) = %D, -m .

0 0
2) KO(C,D;(-)) + v, = K(C,D,) .

Réciproquement, si M vérifie 1) et 2), on a, pour tout i, m< dim.Vi .

Comme pour 3.6, la démonstration est facile par récurrence sur m .
On applique alors 3.9 avec r=2 , D1=D , V,‘=H°D . DZ=E , V2= Imp et

m= inf(hOD.hoN-hOD). 11 existe donc un diviseur positif M , de degré m , tel que:
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* hOp(-M) = h°D-m , d'ou (3') et a fortiori (3).
* h%e(-M) = h°E-m , d'ou (1).

* HOE(-M)+1Im p = HOE , d'ou, puisque HPE(-M) = Imy , la condition (2).

D'aprés le lemme 3.8, B' est injective, donc r est surjective, donc
m= inf(h°D,h°N-h°D) < m(N), ce qui achéve de prouver 3.7.

Remarque 3.10.

La proposition 3.7 ne conduit au calcul de m(N) que dans les "mauvais" cas :
lorsque h > 1/2 hON donc, m(C) < 1/2 hON (& 1'exception du cas, plus rare, ou
h°D est exactement la moitié de hON). Cependant, elle met en lumigre 1'importance
des sous-fibrés inversibles de N et de la dimension de leurs sections globales
qui vont jouer un réle crucial dans le numéro suivant.

d) h%-stabilité.

Nous donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que
m(N) = [1/2 h°N] (c'est la valeur maximale, cf. 3.2). Cette condition est analogue
a la semi-stabilité au sens de [35) ou [50], mais porte sur les sections globales et
non pius sur les degrés.

péfinition 3.11.

Soit N un faisceau localement libre de rang 2 sur C . On dit que N est
h%-semi-stable (resp. h°—stab1e) si, pour tout sous-faisceau inversible L de N,
on a : 2h°L < hOoN (resp. < ).

Lorsque h°N est impair, h°N = 2n+1 , N est dit sous-ho-stable si pour tout
sous-faisceau inversible L de N ona : h°L < net

Remarques 3.12.

0) Evidemment, h®-semi-stable implique sous-h®-stabie.

1) Si N est décomposé, N = DeE , avec h°D=n et hOE=n+1 , N est sous-h°-
stable, mais pas h°-semi-stable. En effet, si L est un sous-faisceau inversible
de N , la fleche naturelle de L dans E est injective ou nulle. Dans le premier
cas, on a h°L < h°E= n+!1 , dans le second cas, ona LcD , donc h°L < h°D= n .

2) Dans le cas général, il n'y a pas d'implication entre stabilité et h%-stabilité.
Ainsi :

a)Si N=DeE avec dy.D=dy.f et n°p = h° (par exemple hop = 0), N est
hO-semi-stable mais instable.
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En vérité, la notion de hO-stabilité n'est intéressante que si N a suffisamment
de sections, mais, pour certains raisonnements par récurrence, il est préférable de
donner la définition 3.11 dans le cas général. Dans le cas du fibré normal, nous ne
connaissons pas de tels exemples ol Nc est h%-semi-stable et instable, cf.
question 6.12.

b) Si N=DeE , avec D,E associés a des diviseurs de méme degré, mais tels
que h°D = h°F (par exemple : D= we o E de degré 2g-2 non spécial), N est semi-

stable, mais pas h®-semi-stable. Pour des exemples avec le fibré normal, cf. 5.27.3
et 5.43.

c) Cependant, si le genre g de C est petit par rapport & deg.N , stabilité
et h%-stabilité se confondent. Précisément :
Proposition 3.13.

On suppose 2g < [1+1/2 deg.N] . Alors, on a :
N semi-stable <=> N h%-semi-stable.

Démonstration :
L'inégalité ci-dessus s'écrit, selon le cas :

1) Si deg.N

"

4a+¢ , avec €=0,1 ; g<a.

2) Si deg.N

d4a+c , avec €=2,3 ; g<a+l .

Supposons cette inégalité vérifiée et supposons N semi-stable. On note déja
que 1'on a :

hON > x(N) = 4a+e+2-2g , donc,
1/2 hON > 2a+e/2+1-g > 0 . Si L est un sous-faisceau inversible de N , ona :
deg.L < 1/2 deg.N = 2a+€/2 . Si L est non spécial, hOL = deg.L+1-g < 2a+e/2+1-g <

172 h°N . Si L est spécial et h°L>0 , on applique le théoreme de Clifford :
hL < 1/2 deg.L+1 < a+e/4+1 , donc h°L < a+1 . On distingue alors deux cas :

1) Si €=0,1 ,0na:g<a,donc 1/2 h°N> a+tse/2 et hoL < 172 hON .
2) Si €=2,3,0na:g<a+l , donc 1/2 hON > ase/2 > a+1 et donc h°L < 1/2 hON.
On a donc, dans tous les cas, hoL <172 hoN .

Réciproquement, supposons N h°-semi-stab1e. toujours avec les inégalités
ci-dessus.

Soit L un sous-faisceau de N et supposons que : deg.L = 1/2 deg.N+a, avec
a>0 . Quitte & remplacer L par L'inversible, contenant L , on peut supposer que
E=N/L est inversible (cf. 3.15). Si E est non spécial, on a oL > h°F (puisque
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deg.L > deg.E) et comme hON < n°L + h°E , ceci contredit la hO-semi-stabilité de
N.Si E est special et h°E>0 , on a, par Clifford, h°E < 1/2 deg.E+1 =
a+e/4-a/2+1 et on vérifie aussitdt, en distinguant suivant les congruences de

deg.N modulo 4 que h% < h°L ce qui contredit aussi la h®-semi-stabilité de N.
si h°E=0, h°L=h°N>0, et on a 1a méme conclusion.

Nous en arrivons maintenant au théoreme essentiel du §3 :

Théoreme 3.14.

1) Si hON est pair, on a :
m(N) = 172 h°N <=> N est h%-semi-stable.
2) Si hoN est impair, hON = 2n+1 ,ona:

m(N) =(1/2 h®N)=n <=> N est sous-h’-stable.
Démonstration :
Lemme 3.15.

Si N est localement libre de rang 2 et si L est un sous-faisceau inversible
de N, il existe L', inversible, tel que LcL'cN et tel que N/L' soit
inversible.

Démonstration de 3.15 :

Si TeN/L est le sous-faisceau de torsion et si p: N — N/L est la projec-
tion canonique, L'= p'1(T) convient.

Prouvons alors les implications = de 3.14.

Supposons N non h%-semi-stable (resp. non sous-h®-stable). On a donc
L e N, avec h°L > 172 hON (resp. h°L > n+1) et, par 3.15, on peut supposer N/L
inversible. Mais alors, 3.7 montre que m(N) = hON - hoL < 172 hON (resp. < n).
Réciproquement, supposons N hO-semi-stable (resp. sous-ho-stable).

La démonstration se fait par récurrence sur hoN .

a) Si hoN=0 ,ona m(N)=0 (on prend M=§).

b) Si hON=1 , on a encore m(N)=0 .

Pour la suite, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.16.

Si N est h%-semi-stable ou sous-h°-stab1e, et si h°N22 , i1 existe xe€C
tel que : hON(-x) = RON-2'.

Démonstration de 3.16 :

Soit feH'N, f=0 et soit u: Oc —>» N associé a la section f ; u est
injective, donc 0c est un sous-faisceau inversible de N . Par 3.15, il existe
L', inversible, avec Och'cN et N/L' inversible. Mais alors, hoL! 2 h°0c=1
et, d'aprés 3.7, ona m(N) > 1, c'est-a-dire, il existe x€C , avec
hON(-x) = hON-2 .

On peut alors terminer la démonstration du théoréme 3.14 par récurrence sur hoN :

Si N contient un sous-faisceau inversible L avec h°L = 1/2 h°N. (resp.
h°L=n), N/L est inversible par 3.15, et on conclut par 3.7. Sinon, c'est que N
est h°-stable. Soit x€C tel que hON(-x) = h°N-2 . Alors N(-x) est h°-semi-
stable (resp. sous-h®-stable). En effet, si LcN(-x), ona L(x)eN et donc,

h%L < hOL(x) < 172 N , donc h°L < 1/2 nON(-x) (resp. ona h%L < hL(x) <n ,
donc, comme hoN(-x) = 2n-1 » N(-x) sous-h®-stable). Mais alors, vu 1'hypothese de
récurrence, on a un diviseur positif M , de degré m = 1/2 hON(-x) (resp. n-1)
tel que hON(-x)(-M) = hON(-x) - 2m = h°N-2(m+1) et donc, si M' = Mex , ona
hON(-M') = hoN-Zdeg.M' , ce qui signifie que m(N) = deg.M' = [1/2 hoN] .

Remarque 3.17.

Lorsque g est assez petit (2g < [1+1/2 deg.N] , cf. 3.13), on peut retrouver
1'implication <<= de 3.14 & 1'aide des résultats de [46] Prop. 1.6.2.

En effet, posons, comme en 3.13, deg N=4a+ , avec 0<e<3 et soit M, un
diviseur de degré 2a+l-g si e¢=0,1 (resp. 2a+2-g si e€=2,3). Si N est
h%-semi-stable (i.e. semi-stable par 3.13) N(-Mo) est aussi semi-stable et donc,
par [46]), quitte & modifier Mo par un diviseur de degré 0 on a :

(o]
h™N(-M;) = sup(0; x(N(-M.))) .
€ si e=0,1
or, x(N(-4,)) = { . donc,

e-2 si €=2,3

o = -
h N(-Mo) = x(N(-MJ)).

Par ailleurs, par Riemann-Roch, h°0c(M°) > deg.M +1-g donc, vu 1'hypothése sur
g, hOOC(Mo) > 0 . Donc M0 est équivalent a un diviseur positif M . Mais alors,

on sait que hON < hON(-M) + 2 deg.M i.e. hoN £ 4a+2-2g+c = x(N). Ceci prouve déja
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que sous les hypothéses précédentes on a hin-= 0 , ensuite que hON(-M) = x(N(M)) =
x(N)-2m = hN-2m , avec m = deg.M = [1/2 x(N)] = [1/2 h°N] , donc
m(N) = [1/2 h°N] ; on a bien retrouvé 3.14. Au passage, on a prouvé :

Proposition 3.18.

Soit N un faisceau localement libre de rang 2, semi-stable, vérifiant :
2g < [1+1/2 deg.N] . Ona h'N=G .

e) Criteres de stabilité et de h°-stabilité.

Nous donnons ici deux criteres permettant de conclure a la semi-stabilité ou a
la hC-semi-stabilité d'un fibré de rang 2.
Proposition 3.19.

Soit N un faisceau localement libre de rang 2, écrit comme extension de
faisceaux inversibles :

0—-=>D—>N-=—=>Et—>0.

On suppose :
0 < 1/2 deg.N-deg D < h°+h%E-h°N (= h'D+h'E-n'N) .

Alors, N - est semi-stable.
Si les inégalités sont strictes, N est stable.
Démonstration :

Soit i:L <> N un sous-faisceau inversible, et soit p:N —> E 1la projec-
tion. On considere poi . Si poi=0 ,0on a : LecD et on conclut griace a 1'iné-
galité de gauche : deg.D < 1/2 deg.N . Sinon, poi est injectif et on a donc
L e E . Il en résulte aussitdt que 1'on a : h1L > h1E . Comme poi est injectif,
LNnD=0 et on peut considérer le sous-fibré de rang 2 N'=LeD de N . On a alors
h°N'5.h°N . Ecrivons cette inégalité apreés avoir posé deg.L = 1/2 deg.N+¢.On
trouve :

hON' = hL+hD = 1/2 deg.N+c+1-g+h'L+deg.D+1-g+h'D
< hON = deg.N+2-2g+h'N ; d'ou 1'0n tire :

€ < 1/2 deg.N- deg.D+h'N-h'E-hlD <0,

c'est-a-dire la semi-stabilité.
Le cas des inégalités strictes se traite de la méme facon.
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Remarques 3.20.

1) L'inégalité de gauche : deg.D < 1/2 deg.N est évidemment une condition nécessair:
de semi-stabilité. En revanche 1'inégalité de droite n'est pas vérifiée en général
pour un fibré stable : i1 suffit de tensoriser par Oc(-n) avec n grand pour
annuler h°E(-n), h°D(-n), h°N(-n), mais pas 1/2 deg.N(-n) - deg.D(-n).

2) Notons que si deg.N = 2g-2 1'inégalité de droite s'écrit simplement :
h'N = n° < hlE+n% .

(En effet : 1/2 deg.N- deg.D = deg.E-1/2 deg.N = degE +1-g = h€ - h1E d'ol le
résultat).
Proposition 3.21.

Soit N Tlocalement 1ibre de rang 2, extension de faisceaux inversibles :
0—>D—>NDBEg—0.
Soit K wun diviseur positif, sans points bases. On suppose :
1) h° < 172 h°N (donc, a fortiori, 1/2 h°N < h%E).
2) h°E- 172 h°N < hD(=K) + hPE(-K) - hON(-K)
(= n'D(-K) + h'E(-K) - h'N(-K)) .
Alors, N est h®-semi-stable.
Si les inégalités 1) 2) sont strictes, N est h%-stable.

Démonstration :

Lemme 3.22.

Soient L,M inversibles, avec LcM et K un diviseur sans points bases.
Ona:

hoL - hOL(-K) < hOM- hoM(-K) .

Démonstration de 3.22 :

Soit T=M/L ; c'est un faisceau de torsion. Comme K est sans points bases,
on peut supposer les supports de K et T disjoints. On a alors un isomorphisme
canonique : (M/L)(-K) =>M/L .

On a un diagramme commutatif sur les sections globales :
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0 — HoL(-K) —> HOM(-K) -"—'&H°(M/L)(-K)

1 ! )

0— HUL — KM In Hwu

I1 en résulte que : Im e Im w , d'ol le résultat.

Revenons & 3.21. Soit i:LeN un sous-faisceau inversible. Comme pour 3.19, si p
est la projection de N sur E , on se raméne au cas poi injectif : LcE .
Posons h°L = 1/2 h°N+e . On a, via 3.22 : h°L(-K) > h°L- h%E + h%E(-K), ou encore :
h°L(-K) > 1/2 h°N+e-h°E+ h%E(-K). Considérons alors N'=De LeN (1a encore,
DnL=0) ; ona hON'(-K) < hON(-K) ce qui s'écrit :

1/2 h°N+ € - h° + h°E(=K) + h°D(~K) < hON(-K)

donc, vu la condition 2), on trouve €e<0 i.e. N h°-semi-stable. Avec des inéga-
1ités strictes, on aurait e<0 i.e. N h-stable.

Remarque 3.23.

Nous appliquerons au §5 ce résultat en prenant pour K le diviseur double
hyperplan, d'ou notre intérét pour la quantité h°Nc(-2).
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§4. Quelques outils pour 1l'étude du fibré normal

des courbes de lPS.

Nous avons vu en 2.4 comment le calcul de m(d,g) était 1ié a celui de m(Nc).
Nc désignant le fibré normal de C dans 1P3 pour une cpurbe C lisse et connexe
de degré d et genre g . Nous allons maintenant chercher a appliquer a Nc les
méthodes du §3. En particulier, vu 3.7, 3.19, 3.20, nous aurons besoin de suites
exactes englobant N. ; mais aussi de techniques de calcul de divers invariants

cohomologiques : hoN hoNc(-Z) . h°0c(s)

c ’
a) Quelques généralités sur Ne -

On désigne par C une courbe lisse et connexe de degré d et genre g de ]P3.
Rappelons qu‘alors, le faisceau normal NC= NC/P3 est localement libre de rang 2 et
de degré 4d+2g-2 (on peut le voir, par exemple, avec les suites exactes :

0——>Tc—>TP|c—>NC—>0

et 0 —0 —>0c(1)4—>'l’1plc—>0 ).

c

11 en résulte que 1'on a :

_ 1
c* 4d+h NC .

x(NC) = 4d , donc hoN
De méme, on a aussi :
_ Oy (o) = niN (-
X(Nc('Z)) =0, donc h NC( 2) = h NC( 2) .
Rappelons enfin que, comme H°Nc est 1'espace tangent a Hd g en C, ona,

si C est un point lisse de Hd g :

Oy _ s
h Nc = dImC'Hd,g .

b) Quand NC est-il décomposé ?

b1) Les intersections completes.

Si C est intersection compléte de deux surfaces de degrés s,t , avec s<t ,
on a la résolution suivante de 1'idéal 1. :
0 — %(-s-t) - %('S)“]p("t) —1I. =0

qui conduit aussit6ét a la formule :
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Nc = oc(S).OC(t) .

La résolution ci-dessus donne aussi les résultats suivants :
1) Pour tout nezZ h1lc(n)=0 .
(C est projectivement normale).
2) RIc(s)=1 si s<t
h°1c(s)=2 si s=t.
3) On en déduit :
h%0.(s)

(5;3)-1 si st

h%(s) = (532 si s=t.

4) Le genre g de C est donné par :

1

g = hlog = hlT, = 1+ st(set-a)/2 .

C
5) Le degré de C est, bien sdr, d=st .

bz) Les courbes rationnelles.

Si C est rationnelle (i.e. de genre 0), on a un isomorphisme u):l’1 = C
et on sait alors que NC , comme tout faisceau localement libre sur 1P1. est décom-
posé (cf. [20) V 2.14) :

N. >0 ,(e,)e0 ,(e)) ,
c P‘ 1 lp1 2
avec e,+e, = deg.NC = 4d-2 .

Si C est une droite, on a e1=e2=1 .

Si C est une conigue, c'est aussi une intersection compléte, donc
Ne = OC(1)00C(2), et, comme o est de degré 2, ona e, =2 ,e,=4.

Si C est une cubique gauche, on a ej=e,= 5 . Cela résulte par exemple de
[8) ou [29].

Plus généralement si d>4 , il existe des courbes rationnelles dont le fibré
normal est équilibré (i.e. vérifie e1=e2=2d-1). C'est méme le cas général (cf.
[10) ou [8]). C'est aussi le cas si C est tracée sur une quadrique ([29]). En
fait, i1 existe des courbes dont le fibré normal vérifie :
Ncm0P1(2d-1+e)o0P1(2d-1-c) avec 0<e<d-4 , cf. [8] ou [10].

On notera que pour une courbe rationnelle on a h1NC= 0 , donc h°Nc= 4d .
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b3) Le_cas général,

En général, Nc n'est pas décomposé, voir [51], [11], [19] ou encore 5.25 A1
ci-dessous.

c) Nc écrit comme extension de faisceaux inversibles.

c,l) Courbes tracées sur une surface.

Si C est tracée sur une surface Q de degré s on a la suite exacte :
1
0 —’NC/Q —->Nc —->NQlc —’TQIC — 0

ou NQ=NQ/!P3 est le faisceau normal a Q et T:) le faisceau cotangent, au sens
du complexe cotangent de Lichtenbaum-Schiessinger [33]. C'est un faisceau de torsion
concentré sur le lieu singulier de Q . En particulier, si Q est lisse, on a :

C/Q—>Nc—->NQ|C—>0

(cf. [21]) III §4 ou [13] IV 16.9.13).

0 —N

Dans tous les cas, on sait que 1'on a : NQaO (s) (avec s=deg.Q), donc
aussi Nolcsoc(s) 3 (cf. [20] II 8.20). Lorsque Q est lisse, on a, de plus

Nc/Qawc(lt-s) ([20) loc.cit.) et on a donc la suite exacte :
0 —>wc(4-s) —_ NC —_ Oc(s) — 0 .
Lorsque Q n'est pas lisse, on a le résultat suivant ; bien connu des experts:
Lemme 4.1.

Soit C wune courbe lisse de 1P3, Q wune surface de degré s contenant C .

On suppose que, sur C , Q n'a qu'un nombre fini de points singuliers €yse0s€p

tous points doubles ordinaires (on ne suppose rien en dehors de C). Alors, on a :
Nuommc(4-s)(e1+...+en).

Démonstration :

Comme C est lisseona : 0 — Tc — TQ ¢ NC/Q —> 0 . Cela résulte par
exemple de [33]. On a aussi (toujours par [33]) :

1
0 — TQ‘C —_ TIP3|C — NQIC —_ TQIC — 0 (%)
On introduit-alors le faisceau E défini par les suites exactes :
0—’TQ|C-—->TP_3IC—>E — 0

o—»E—»NQ'C—»r‘“c—»o.
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Comme § n'a, sur C , que les points doubles ordinaires €1s---s8p 5 ON A :

Télcaoe o...ooe , faisceau gratte-ciel de fibre k en chacun des e. (c'est un
1 n 1
calcul facile a partir de la suite exacte (#) ci-dessus).

Comme Nolccoc(s), on a dét.E = Oc(s)(-e1-...-en). D'autre part,
dét.Tp3 = %(4 » donc  dét.Tp3|. = Oc(4), donc dét.TQ|c = Oc(d-s)(e,‘+...+en) et
donc, dét.Nc/Q = NC/Q = mc(4-s (e1+...+en) puisque T.=uwg .

On peut résumer les résultats précédents en une proposition :

Proposition 4.2.
Soit  une courbe lisse tracée sur une surface Q de degré s .

1) Si Q n'a pas de points singuliers sur C , on a l1a suite exacte :
0 — wc(4-s) —_ Nc —_ Oc(s) — 0.
2) Si Q a n points singuliers sur C , LT RRRTL tous doubles ordinaires, on a:

0 — mc(4-s)(e1+...+en) —_ Nc —_ Oc(s)(-e1-...-en) — 0.

cz) Surfaces réglées, théoréme de Segre-Nagata.

On sait (cf. [20] V 2.7 et 2.12) que tout fibré N de rang 2 sur C est
extension de faisceaux inversibles :

0—>D-~—>N-—>E —0, avec deg.E-deg.D =e ,

ou e est un invariant de la surface réglée IP(N). Si N est indécomposable, on a
-g < e <29-2 (cf. [39]). Si de plus N est semi-stable, e<0 . Dans le cas de
NC , on a donc :
Proposition 4.3 (Nagata).
Si Nc est indécomposable, il s'écrit comme extension :
0—>D— NC —> [ — 0
avec deg.D = 2d+g-1-¢ , deg. E = 2d+g-1+¢ et 1-g <e <g/2.

c3) Une réciproque.
La proposition suivante montre que le cas des courbes tracées sur une surface
fournit essentiellement tous les sous-fibrés de Nc :
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Proposition 4.3.bis.

Soient C une courbe lisse et connexe, L un sous-faisceau inversible de NC H
on suppose que EaNC/L est inversible. Alors, il existe une surface Q irréduc-
tible, contenant C , telle que L= NC/Q .

Démonstration :

On dualise la suite exacte 0 — L —> NC —> E —> 0 , on obtient
0 = — N‘c’ — LY — 0 . Soit s un entier tel que HOEY(s)=0 et
H’Ié(s)= 0 (il suffit de prendre s assez grand). On choisit alors une section
globale non nulle f de E¥(s), donc de NE(s). Comme H‘lé(s)= 0, et comme
NE= IC/IE , cette section se releve en fe H°Ic(s). Soit Q la surface associée.

Le diagramme commutatif :

EV(s) — N;(s)
f]‘/
Oc

induit par dualité :

N (-s) B g(-s)

N

O¢

et ona Ker p=L(-s), Ker 1r=Nc/Q(-s). 11 suffit alors de prouver que j est
injective, ce qui est clair car Ker j= (Coker f)V et Coker f est de torsion.
On a donc : L= NC/Q . Si Q n'est pas irréductible, on remplace Q par la compo-
sante contenant C , ce qui n'altere pas NC/Q .
Remarques 4.3.ter.
1) En général, la surface Q peut étre singuliere.
2) Si C est une courbe lisse et connexe contenue dans deux surfaces irréductibles
distinctes 01,02 et si X est 1'intersection compléte Q1n02 ,0na:

Mera, "M, = Nosx -

De plus, si’ T' est la courbe algébriquement liée & C dans X (cf. [44]),
on vérifie aisément que NC/X= 0 si et seulement si la liaison est géométrique
(i.e. si T et C sont sans composantes communes). Dans le cas contraire, Q1 et
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02 sont tangentes le longde C et on a NC/X = Nc/01 = NC/QZ .

d) Quelques lemmes de contrdle des singularités des surfaces contenant une courbe.

Pour utiliser les suites exactes de 4.2, i1 faut savoir plonger une courbe
dans une surface lisse, ou, & tout le moins, n'ayant que des points doubles ordi-
naires. Les résultats suivants, "a la Bertini", vont nous permettre d'y parvenir.

Proposition 4.4.

Soit T une courbe lisse de P3, s un entier. On suppose que Ir(s) est

engendré par ses sections globales ; on a donc h°1r(s)3z . Alors, si Q est une
surface de degré s contenant T , assez générale, Q est lisse.

Remarque 4.5.

Ce résultat requiert de maniére essentielle le fait que k soit de caractéris-
tique zéro. Si on a carac.k>0 , i1 faut faire 1'hypothése plus forte : Ir(s-1)
est engendré par ses sections, cf. [23].

Démonstration :

On a d'abord le lemme suivant (cf. [23] 1.4).

Lemme 4.6.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, X un
k-schéma de type fini, lisse, E un faisceau localement libre de rang r sur X .
Soit V un sous-espace vectoriel de H°(X.E).

On suppose que les sections globales de E contenues dans V engendrent E .

Alors, si veV est assez générale, le schéma des zéros de v , noté v'l(O),
est lisse de codimension r dans X . En particulier, si r>dim.X , v'1(0) est
vide.

Démonstration de 4.6.

On se reportera a [23] pour la définition de v'1(0). Soit V le faisceau
trivial de fibre V sur X et p:V —E le morphisme canonique v > v(x).
L'hypothese dit que p est surjectif et son noyau F est donc localement libre.
Soit Z le fibré (géométrique) sur X , associé & F . C'est le sous-schéma de
VxX (V wvu cette fois comme un espace affine) correspondant 3 1'incidence :
Z={(v,x)eEVxX]|v(x)=0} . Comme Z est un fibré sur X , Z est lisse, donc la
projection naturelle q:Z —> V est lisse sur un ouvert non vide de V (théoreme
de lissité générique, cf. [20) III 10.7). Si v est dans cet ouvert, la fibre de
q en v, qui est isomorphe a v"(O). est donc lisse.
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Revenons maintenant a 4.4.

On pose V = H°Ir(s). On applique d'abord le lemme 4.6 au faisceau Ir(s)
restreint 2 lP3-I‘ . Sur cet ouvert, on a : Ir(s)"'qP(s)‘ Si v est un élément

assez général de V , la surface Q de 1P3 définie par v est donc lisse en
dehors de T .

Le méme lemme, appliqué cette fois & T et a la restriction de Ir(s) ar
(i.e. N;(s)= Zr/li(s)) montre que pour v général dans V , vlr , VU comme sec-

tion de N;(s), ne s'annule pas sur T . Mais ceci signifie que, si a€rl , v est
non nulle dans le premier voisinage infinitésimal de a , donc que Q est non sin-
guliére aussi en les points de T .

Corollaire 4.7.

Soient T une courbe lisse et s un entier tel que Ir(s) soit engendré par
ses sections. Soit P un pinceau de surfaces de degré s , contenant I . Alors,
si P est assez général, les surfaces de P , sauf un nombre fini d'entre elles,
sont lisses.

Le résultat suivant va permettre, a partir d'hypothéses plus fortes, de pré-
ciser le corollaire 4.7.
Proposition 4.8.

Soient T wune courbe lisse de P3 et s un entier. On suppose :
1 _nl _a) =
(1) h Ir(s 3) =h Ir(s 4) = 0 .

Soit Sr = P(HDIF(S)) 1'espace projectif des surfaces de degré s contenant
r , et soit S% (resp. S;) le sous-schéma fermé de Sr formé des surfaces singu-
ligres (resp. admettant au moins deux points singuliers, ou un point singulier autre
qu'un point double ordinaire). Alors, Sf (resp. S;) est de codimension 1 (resp.
> 2) dans Sp -

Remarques 4.9.

1) On vérifie facilement que la condition (1) de 4.8 impose s>3 si T est une
droite et s>4 sinon (et ceci, méme si T n'est pas connexe).

On a donc aus;i h31r(s-5)= 0 , autrement dit, lr est s-2-régulier au sens
de [37) lect. 14. En particulier, Ir(s-z) et a fortiori Ir(s) est engendré par
ses sections.

46



COURBES PASSANT PAR m POINTS GENERAUX DE 93

Rappelons qu'une droite D , non contenue dans I , est une n-sécante de T
si TnD est un schéma fini de longueur n . Comme Ir(s-z) est engendré par ses
sections, il est clair que si D est une n-sécante de I ,ona :n<s-2.

On notera que Ir est aussi n-régulier pour n)>s-2 ; ainsi, ona :
h'lr(s-2)= 0 etc...

2) La proposition 4.8 vaut en toutes caractéristiques. Si 'k est de caractéristique
zéro, on peut, peut-&tre, affaiblir 1'hypotheése (1), par exemple en supposant
seulement que Ir(s-1) est engendré par ses sections.

3) La proposition 4.8 et le corollaire 4.10 s'appliquent en particulier dans les
cas suivants :

a) s=3 et I est une droite.

b) s=4 et T est une conique, ou une cubique rationnelle, ou la réunion
disjointe de deux droites.
Corollaire 4.10.

Sous les hypotheses de 4.8, si P est un pinceau de surfaces de degré s
contenant T , assez général, on a les propriétés suivantes :

1) Les surfaces de P sont lisses, sauf un nombre fini d'entre elles.
2) Si une surface de P est singuliere, elle a un unique point double ordinaire.
(C'est clair, dans un espace projectif, une droite générale ne rencontre pas une

sous-variété de codimension > 2).

Démonstration de 4.8.

a) Notations.

Soit a un point de P3 . On note de la méme maniere 1'ensemble {a} et le
schéma réduit porté par {a} . On note Vg le nléme voisinage infinitésimal de a

3 n

dans P . Si m est 1'idéal de qP3 définissant {(a} , va est le sous-schéma

fermé défini par m2+1 5 V: est fini, porté par {a} et de longueur (";3). Pour
n=0,o0na Vg= {a} , pour n=1, V; est de longueur 4, pour n=2 , Vg est de

longueur 10.

Si F est un faisceau sur P3 , F s'identifie & la fibre en a du fais-

vn
a
ceau P"F des parties principales d'ordre n de F (cf. [13] IV 16.7).
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L'application naturelle de restriction J':,F: F—F V2 » S'identifie alors
au jet d'ordre n de F en a.

Si a et b sont deux points de 1P3 » le schéma somme Vgu Vg est défini .
par 1'idéal mg"'

Si D est une droite de P
defini par (1p)™! .

g+l
n mb .
3

eme

» on note 0" sonn’ voisinage infinitésimal,

+
3"1cm2 v donc Vg est un sous-

schéma fermé de " . De méme, si a,beD et si p<q, Vguvg est un sous-

Si aeD , ona Incma , donc aussi 1

schéma fermé de D9 .

b) Quelques lemmes.

Nous commencons par calculer, entre autres, 1'idéal de V: dans D" .

Lemme 4.11.

1) Avec les notations ci-dessus et a€D , si IV"/D" est 1'idéal de V'a‘ dans D".
a

on a une suite exacte :

1)""1

0 — OD(-n- — Ivg/Dn — 1v2-1/Dn-1(-1) -0 .

Pour n=0 , on a ’{a}/o"‘%('”'

2) De méme, si a,beD , on a les suites exactes suivantes :

a) 1 = 0p(-2) .

{a}u {b}/D
2

b) 0 — OD(-Z) —_ I{a}UVé/D1 —_ OD(-3) — 0.
2

c) 0 — OD(-3) —_ IV;UV:J/D‘ —_— OD(-4) — 0.

Démonstration de 4.11.

""1/18“1 . On choisit un plan passant par a , transverse a D ,

1) On a IV:/D" o ma

n+1

d'équation Z=0 . La multiplication par Z , de m:(-1) dans my induit une
. . n n+l _ _n+l n
surjection de ma(-l) dans IVQ/D" (car my = ID +Zma). Vu la transversalité,

le noyau est 18‘1(-1). d'ou : IV“/D" o m:/13+1(-1). On a alors la suite exacte :
a

n,.n+1 n, . n+l n,.n
0 — ID/ID — ma/lD — ma”D - 0
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n+1

n,.n n n+i
et ma/lD“1V2‘1/D"’1 et ID/ID uOD(-n)

(par exemple, parce que

Ig/lg*' o~ 530(10/13) et que 1y/15 Ny 0p(-D2).

La suite exacte voulue en résulte en tensorisant par OIP('”'

2) a) est clair ; pour b) on choisit un plan passant par b d'équation T=0 ,

transverse 3 D , la multiplication par T , de mb(-‘l) dans mg induit un

isomorphisme :
= 2,42 - 2.
I{a}uvg/m = manmb/ID o~ manmb( 1)/10( 1)

2 _ .2
(car m nm = ID+T(manmb)).

On conclut en utilisant la suite exacte :
2 2
0 — ZD/ID — man mb/ID — manmb/ID — 0
. : . 2 2 -
et les isomorphismes : Ip/1p = OD(-1) s moAm /1y o OD( 2).
c) On choisit un plan passant par a (resp. b), transverse & D , d'équation

(z=0) (resp. T=0) et on considere la multiplication par 1IT , de manmb(-z)
dans mgnmi . I1 s'ensuit un isomorphisme :

2. 2,.2 2
Tyluyd/pt = My N mp/Tp = (my N my/p)(-2)
et on termine grdce a la suite exacte ci-dessus.

Lemme 4.12.

Soient F un faisceau sur 1P3, n un entier > 0 , D une droite de 1P3, a un
point de D .

On suppose que F est -n-régulier (i.e. h‘F(-n-1) = hZF(-n-Z) = h3F(-n-3)
= 0). Alors :

1) 0na h'Felpp =0 .
2) 0na h'Fe0y(-n-1) = 0 .
3) L'application naturelle de restriction :
HOF — HO(FIDn) est surjective.
4) L'application naturelle de restriction :

HF — HO(FIVn) est surjective.
a
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(Dans la suite, nous appliquerons ce lemme 3 F= Ir(s), avec n=0,1 ou 2).

Démonstration de 4.12.

1) On a une résolution de ID" = (ID)"*1 :
0 — up(-n-z)“"’ — (5,‘,(-n-1)""2 —_ ID_n_ —> 0 , que 1'on tensorise par F .

3

Comme ]’_QI_?P(F,IDn) est a support dans D , son H” est nul et le fait que

h1FQIDn = 0 résulte des hypotheses h1F(-n-1) = th(-n-Z) =0 .
2) La résolution ci-dessus, appliquée a n=0 , et les hypothéses impliquent
aussitot thoID(-n-l) = 0 . On utilise alors la suite exacte :

0 — ID —_ OIP —_ DD —> 0 , que 1'on tensorise par
F(-n-1) et la conclusion résulte de ce que _T_QL?P(F(-n-U,OD) n'‘a pas de H3.

3) On utilise la suite exacte :

0 — ID" — OIP — OD“ —> 0 , que 1'on tensorise par
F . La conclusion résulte de 1), vu la nullité de Hzm_r?p(F,ODn).
4) Vu 3), i1 suffit d'établir que H°F|Dn — HOFIV'a' est surjective, ou encore que
H‘Folvrau/Dn =0 (car T_or;1 (F,ng) n'a pas de HZ). On montre ce point par récur-
rence sur n . Pour n=0 , IVQ/D" = OD(-1) et on conclut par 2). Pour n général,
on utilise la suite exacte 1) de 4.11 en tenant compte de H1FQOD(-D°1) =0
(4.12.2), du fait que F(-1) est -(n-1)-régulier, ce qui, vu 1'hypothese de

récurrence, assure que H1F'IV“'1/D"'1('1) =0 , et du fait que les Tor appa-
a

raissant n'ont pas de H2 ni de H3.

Dans le cas de deux points, on a :

Lemme 4.12.bis.

Les hypothéses et notations sont celles de 4.8 et de a) ci-dessus : D est une
droite de IP3 et a,b deux points de D .

1) Si a,ber , la fleche naturelle de restriction :

Holr(s) —_ Holl‘(s)l{a}u{b) est surjective.
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2) Si a€r ; bgr , la flache naturelle de restriction :

0 0 C .
H Ir(s) —> H II‘(S)‘{B}UVg est surjective.
3) Si a,bfEr , la fleche naturelle de restriction :

Uvg est surjective,

sauf si D est une s-2-sécante de T , auquel cas le conoyau est de dimension 1.

0 0
H Ir(s) -—> H Ir(s)lv;

Démonstration de 4.12.bis.

1) Comme la fleche : HOII‘(S) —_ HC'II.(S)|D est surjective (4.12.3 pour n=0), il
suffit de voir que HOII,(s)|D — Holr(s)l{a}u{b} est surjective, ce qui résulte de
1 o oy - .

H l{a}U{b}/D' II‘(S) = H IF(S)OOD( 2) =0 (4.12.2) (e lecteur vérifiera que les
Tor n'interviennent pas).

1 _ .
2) De méme, on se rameéne & H Ir(s)o I{a}uvgloi =0 ce qui, vu 4.11.2b, résulte de

H1IF(S)QOD(-3)=0 (4.12.3 avec F=T.(s) et n=2).

3) Ici encore, on vérifie que le conoyau de la restriction est isomorphe a
1 1
H Ir(s)o IV;UV;/D’ ou encore, vu 4.11.2c, 3 H lr(s)oOD(-4). Dans ce cas, la

nullité de cet espace ne résulte pas automatiquement des conditions cohomologiques
de 4.8.

On considere la suite exacte :
0 — II‘ —_ OIP — 01. — 0
et on tensorise par OD , on obtient :
0—->Tor0P(0 0,) — 1.0, — 0, — 0.60, —> 0
—1 ' T°°D r>o D ro *
Si on suppose que D est une n-sécante, OI"OD est de longueur n et la
suite se décompose :

0 — OD(-n) — OD —_ 0].000 — 0
0-—->Tor0p(0 0,) — I1.e0, — 0,(-n) — 0
—1 r'’n r''D D :
Comme To;r?P(Or,UD) n'a pas de H‘. puisque son support est T'nD qui est
fini, ni a fortiori de HZ, on en déduit : H'1r.oD(s-4) o~ H’oD(s-n-a). Mais, on

sait (Rem. 4.9.1) que 1'on a : n<s-2 , donc H‘OD(s-n-4) =0, sauf si n=s-2 ,

auquel cas, h'OD(s-n-4) = h100(-2) = 1.
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Fin de la démonstration de 4.8.

Soient aeIP3 et j; (]p la restriction : H°0P(s) —_ HOOP(S)|V1 . Soit
* a

fe H°0P(s) , f=0 ; la surface Qf associée 2 f est singulidre en a si et

seulement si on a : j; Op(f) =0 . Si Qf est singulidre en a , 1'élément
]
jg OP(f) de HOOIP(S)lVZ est dans mg/mg . Cet espace s'identifie canoniquement 2
’ a

g)v , espace tangent de Zariski a &

1'espace des formes quadratiques sur (ma/m
en a . Alors, a est un point double ordinaire de Q1r si et seulement si

j;’op(f) =0 et si la forme quadratique jg’op(f) est non dégénérée (i.e. si son

discriminant est non nul).
On définit de méme, si a,b€1P3, la restriction j; b qp Considérons mainte-
nant la restriction :
n ) 0
Ja’Ir : K1p(s) — H 11‘(5)|V2 .
Pour n=0,1,2 , on sait (4.12.4) que cette flaéche est surjective.
Si agr , 1'inclusion : Ir(s)cop(s) induit un isomorphisme :
Ir(s)lvg o~ %(s)'vg . Pour n=0,1,2 , il en résulte que
j: OP(HOII‘(S)) = Hoojp(s)lv" . Cette image est donc de dimension 4 (resp. 10) si
4 a

=1 (resp. 2). Si a€r , on a un diagramme commutatif, pour n>1 :

Ir(s) — qp(s)

!

Tp(s)]yn-1 — Gp(s) |yn

(ceci résulte de 1'inclusion I.m"em™!)
r'"a=Ma

On en déduit aussitdt la suite exacte :
n+1 n u v
0 — II.(s)f'lma /ZI.(s)ma — Ir(s)|v2-1 - qp(s)lvra\ —_ Or(s)lvra\ — 0 .

Comme j:’; est surjective pour n=1,2 , on en déduit que 1'image de
?

r

) N - .0 )
H II‘(S) par Ja’% est égale a cellede u:H lr(s)|v2-1 —> H qp(s)lvg ou

encore, au noyau de V:Hoop(s)lvn —_ HOOI'(S)IV" . Cette image est donc de dimen-
a a
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sion 2 (resp. 7) pour n=1 (resp. 2).

De 1a méme maniére, vu 4.12 bis, on voit que si a,b€T (resp. a€l , bgT ;
resp. a,b¢T) 1'image de H°Ir(s) par j; b OIP est de dimension 4 (resp. 6,

resp. 8, resp. 7 si la droite D=<a,b> est une s-z-sécante). On peut alors étu-
dier Sf‘ et Si‘..
1) Le cas de Sp ¢

Posons sI",a = {Qe Sr.l a est point singulier de Q} ; Sf‘,a est 1'espace pro-
jectif associé a 1'espace vectoriel Vx“,a = {fe H°Ir(s) | j;'np(f)=0) . D'apres les

calculs ci-dessus, S si agl (resp.

r,a T
si a€Tr). Comme P3-l‘ est de dimension 3 et T de dimension 1, il en résulte que

est de codimension 4 (resp. 2) dans S

codim.SI'.= 1.

2) Le cas de S'r'. .

On décompose S'r'. en deux parties :

ra°: {Qe Srl Q a un point singulier autre qu'un point double ordinaire}
i‘.' , = Q€ Srl Q a au moins deux points singuliers}
a) S?‘,1 .

Pour montrer que Si: 1 est de codimension > 2 , i1 suffit de prouver que si
a€IP3. la fonction Ajg qp(f) n'est pas identiquement nulle sur Vr'. a (on a noté
A le discriminant).

. , . Vs 0 ;2 3

Si agrl , c'est clair car 1'image de H Ir(s) par Jﬂ,‘}p est égale a le/'“a

tout entier.

Si a€r , 1'image de Holr(s) par ji OP est de dimension 7, donc celle de
,
v de dimension > 5 (car V. est de codimension 2). Cette image est donc un

r,a r,a
hyperplan de 1'espace mi/mg des formes quadratiques. Mais comme 1'hypersurface de

mg/mg définie par le discriminant est irréductible de degré 3, elle ne contient pas

cet hyperplan, donc Ajz n'est pas identiquement nul sur V! .
a.OP r,a

b) St o -
'
Posons S; 2ab - {ch Srla et b sont singuliers sur Qf i.e.
A
Ja.b'%(f)‘ 0} .
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Les calculs faits ci-dessus indiquent que Si:,z,a,b est de codimension 4
(resp. 6 ; resp. 8 ; resp. 7) si a,ber (resp. a€l , b¢Tl ; resp. a,bgl et
D=<a,b> n'est pas une s-2-sécante ; resp. a,b¢T et D est une s-2-sécante).
La conclusion de 4.8 résulte alors d'un calcul de dimensions immédiat puisque
dim.I'xI = 2 , dim.rx0P3-r) =4, dim.0P3-r)x 0P3-r) = 6 . Pour le cas exceptionnel,
on pose :

W= {(a,b)e OP3-P)2| D=<a,b> est une s-2-sécante} ,
et on a dim.W <5 (une droite générale de P3 ne rencontre pas TI). Les surfaces

de Sr ayant deux points singuliers a,b avec (a,b)€W sont donc encore de
codimension > 2.

En fait, en général, on a dimW < 5 . Par exemple, pour s>6 et T géné-
rale, T n'a qu'un nombre fini de quadrisécantes, donc dim.W < 2 . Cependant, si
I' est une droite et s=3 , ona dimW=5 ., Ceci achtve la démonstration de 4.8.

e) Les méthodes de liaison.

Nous rappelons d'abord quelques résultats classiques concernant la liaison,
que 1'on trouvera par exemple dans [44], [32] ou [45].

Proposition 4.13 (Peskine-Szpiro).

Soit T une courbe de P3, lisse (mais pas nécessairement connexe). Soit s
un entier tel que Ir(s) soit engendré par ses sections globales et soit t un
entier, t>s .

Soit Q (resp. Q') une surface de degré s (resp. t) contenant T . Si Q
et Q' sont assez générales, on a les propriétés suivantes :

L1) Q et Q' sont lisses.

LZ) L'intersection de Q et Q' est une courbe X qui est réunion de T et
d'une courbe lisse C . De plus C et T se coupent transversalement en un nombre
fini de points.
Démonstration :

(On rappelle que k est de caractéristique zéro). La condition L1 n'est autre
que 4.4 ; L2 résulte de [44) 4.1. Nous en indiquons briédvement une démonstration,

en tenant compte des simplifications apportées par trois des hypothéses de 4.13 :
carac.k=0 ; I 1lisse ; 1'espace projectif est de dimension 3.
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En vertu de 4.4, si fe€ H°Ir(s) est assez général, la surface Q définie par
f est lisse et contient T . On a IF/Q = Ir/(f) et ce faisceau est engendré par

v o 0 NV
1'image de H Ir(s) dans H Ir/Q(s). 11 en est de méme de .II‘/Q(S)Ir = Nr/o(s)
et tout ceci reste vrai pour t>s . Soit alors ge€ H°1r(t), non multiple de f et

assez général, et soit Q' 1la surface définie par g . D'aprés 4.4, Q' est lisse
et donc Q et Q' se coupent proprement. Soit C 1la courbe 1iée @ T (a priori
algébriquement) par Q et Q'. On applique Bertini, sous la forme 4.6, d'abord a
Ir/o(t) sur Q . Le schéma des zéros de la section gIQ n'est autre que C qui

est donc lisse. On applique ensuite 4.6 au fibré N;/Q(t) sur T .Si g estla
restriction de g a T , le schéma des zéros de g sur T est CNT . Comme
N;/o(t) est de rang 1, il en résulte que CNT est fini et 1isse, donc que la

liaison de C et T est géométrique et que C et T sont transverses.

Remarques 4.14.

1) Avec les conditions de 4.8, on peut affirmer, lorsque s=t , que les surfaces
du pinceau engendré par Q et Q' ont au plus un point double ordinaire.

2) La condition Lz entraine, en particulier, que T et C sont géométriquement
liées au sens de [44]. On a alors la proposition suivante (cf. [32) 2.3.3) :
Proposition 4.15,

On suppose T et C liées géométriquement par deux surfaces de degrés s et
t . Soit X=TUuC . Soient dr , dC (resp. gr,gc) les degrés (resp. les genres)
de T et C . Ona les résultats suivants :

1) On a des suites exactes pour ne€Z:

0 — Ix(n) — Ir(") —> w.(n+d-s-t) — 0

e

0 — Ix(n) —_ Ic(n) —> w.(n+4-s-t) — 0

r(
2) On a les formules :
i) dc = st-d .
.. N sot_ _
‘1) gc'gr = (T 2)(dc dr)-
iii) Pour nez, h‘xc(n) . h11r(s¢t-n-4).
iv) houc(nod-s-t) = h10c(50t-n-4) = holr(n)- holx(n) et la formule analogue en

échangeant C et T .
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Remarques 4.16.
1) On notera, par exemple, que C est connexe si et seulement si :

1

h'1, = h’rr(s+t-4) .

c

2) Comme X est une intersection complete, les calculs cohomologiques sur X sont
faciles avec la résolution vue en 4.b1. Par exemple, on a :

ho1 x(t) = 1+h Op(t -s) = 1+(t 5*3)

3) Si on connait une résolution de 1'idéal Ir , on obtient une résolution de 1c
par la méthode du "mapping cone" (cf. [44]). Cette méthode est particuliérement
efficace lorsque T (donc aussi C) est projectivement normale. Si on a la
résolution :

0 — r. qp('" ) — o qP( -d.) — I — 0

on obtient une résolution de Ic :

r r-1
0 (d;-s-t) (n;-s-t) e O,(-s) e Gr(-t) 1 0.
— 301 qP s — o qP n.-s-t)e qp s)e qp - 1. —

Lorsque T et C vérifient la condition L2 4.13, on connait des relations
entre leurs fibrés normaux (cf. [49] ou [25]). Comme X=CUT est intersection
complete, on a : NX = Ox(s)o Ox(t) (cf. 4.b1). D'autre part, coome T et C se
coupent transversalement, X n'a que des points doubles ordinaires et donc, son
faisceau cotangent T; (au sens de [33]) est un faisceau de torsion, porté par
Cnr , précisément, on a h°T = |CnT| .

On a la suite exacte de [33] :
r
— N, > T; — 0

et la fleche ry sse factorise comme 1'indique le diagramme (1) :

0 — T, —>TPIX

Ny — Nr
m O
r
Ni — L
x|c o X
On notera que 1'on a : NX|C = Oc(s)o Oc(t) et Nylp = Or(s)o Or(t).

On obtient alors, pour ne€ Z , des suites exactes (cf. [49] et [25]) :
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. rI’(n) :
2) 0 — Nr(n) —_ Or(s+n)o Or(t+n) —_— Tx(n) - 0
(n)
(3) 0 — Nc(n) —_ Oc(sm)ooc(tm) —r-c—n—> T;((n) — 0.

(Bien sar, T;(n) est isomorphe a T;).
Par passage aux sections globales, on obtient les suites exactes de cohomologie
ci-dessous :
in(n) qp(n)
(4) 0 == HON_(n) —T—> KO0 (s+n) & OO (t+n) —L— KOT}(n) — H'N(n)

— H10r(s+n) ° H101..(t+n) — 0

i.(n) (n)
(5) 0 — HoNc(n) L Hooc(s+n)oH°0c(t+n) ic—> HOT;((n) —_ H'Nc(n)

—_ H‘OC(sm) ° H‘Oc(tm) — 0.

Nous allons utiliser ces suites exactes pour calculer hoN (n) en fonction de
hoN (n) Pour ceci, nous introduisons les flaches yc(n) et Yr(“) On considére

la flache 1C(n) :H Nc(n) —> H Oc(sm)o H Oc(t+n) donnée par (5). Soit, d'autre

part, pc(n) la fleche naturelle de restriction :

pc(n) : Hou‘P(sm) . Hoqp(tm) —_— HOOC(sm) I H°0c(t+n)
et uc(n) la fleche conoyau de pc(n) :

uc(n) : H°0c(s+n)o H°0c(t+n) —_ H1Ic(s+n) ° H‘IC(tm) ,
provenant de la suite exacte :

0 —1 —>0£P—>0 - 0 .

c c

On pose alors yc(n) = uc(n)oic(n) et, de méme, Yl‘(n) = ur(")"il‘(")'

La proposition suivante est le principal moyen de calcul des sections de NC
par liaison :

Proposition 4.17.

Soient T,C deux courbes lisses, géométriquement liées par des surfaces de
degrés s et t . On suppose vérifiée la condition LZ'

On a alors pour tout ne€Z:
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hoNc(n) + holc(sm) + h°1c(t+n) +dim.In yp(n) = hoNr(n) + holr(sm) + h°1r(t+n) +
dim.Im yc(n).

Corollaire 4.18.
Sous les conditions précédentes, supposons de plus :
h‘lr.(s«rn) = h‘lr(tm) = h11c(t+n) = h‘lc(sm) =0 .
Alors, on a :

i) hoNc(n) = hONr(n) + h°Ir(s+n) + holr(tm) - h°1c-(s+n) - h°ic(t+n).

ii) h°Nc(n) = hoNr(n)+h°0c(s+n)+h°00(t+n) -hoﬂr(sm)-hoor(tm).

iii) h’nc(n) - h’Nr(n)fh'Oc(s+n)+h10c(t+n)-h'Or(s+n)-h10r(t+n).

Remarques 4.19.
1) Le i) du corollaire est immédiat a partir de 4.17 puisqu'en effet, alors,
Ye(n) = yp(n) =0 .

2) La deuxieme formule ii) résulte de 1'égalité : h°0c(s+n) = h°0p(s+n) -holc(sm)
(car h’lc(sm): 0) et des analogues pour t et T .

3) La formule iii) résulte de ii) par passage aux caractéristiques d'Euler-Poincaré.
4) On notera que les conditions : h11c(sm)=0 et h‘lc(t+n)=0 s'écrivent aussi :

h‘Ir(t-n-4) =0 et h‘lr(s-n-4) =0.

Démonstration de 4.17.

On la fait pour n=0 pour alléger les notations, le cas général est identi-.
que. On a le diagramme suivant :

Holc(s)o H°Ic(t)

H°0P(s) ° Ho%(t)

Jec X
i q
0 — H°NC <, H°0C(s)o u°oc(t) —C, H°T)1(
u
k 1 ¢

H'xé(s)ou’lc(t)
!
0
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-1
On pose : A. = up (Im yc).

1) On a une suite exacte :

C'est clair, car Im e = Ker ue -

2) On a une suite exacte :
i q.|A
0— N Sa S mq —o0
ou Im qxcHoT)‘( est 1'image de la fléche naturelle :

Q: Hoop(s) ° Ho%(t) —_ H°T)1(

HO0p(s) @ KoGp(t) —> KO0, (s) @ OO, (t)

, composée de la restriction :

_ W0 1
-HNX X *

Qy = 9¢oP; - Vérifions 1'assertion 2). D'abord, on a ic(H Nc)cAc par définition de

et de H(r,): HONy, —> HoT, . On a
AC . Ensuite, on a qc(Ac)= Im qy :
'Si X€ Ac , Y= uc(x)e Im o donc, y=yc(z)=ucic(z), donc uC(x-ic(z))=0 et

x"c(z) = Dc(t).

Mais alors, qc(x) = qcpc(t),= qx(t)e Im Qy -

Réciproquement, si X€ Im Qy » X = qX(z) = qcpc(z) et comme ucpc(z) =0
pc(z)€ AC » XE QC(AC).

Enfin 1'exactitude en Ac est claire,
3) On déduit de 2) qu'on a : h°Nc = dim.Ac-dim.lm qy - Or, par 1),

dim.A; = dim.Im o +dim.Im vy, et dim.Im o = h°0',(s)+h°0,,(t) - holc(s) - holc(t).

C
On a donc :

hoNc = hOgp(s) + hO0p(t) - holc(s) - holc(t) +dim.Im v, - dim.Im q, .
Mais on a, de méme, la formule analogue pour T d'ol, par soustraction
(noter que le terme en ay disparait) :

hoNc- hONI. = holr(s) + h°11..(t) - holc(s) - holc(t) +dim.Im o - dim.Im vy .

ce qui est la formule annoncée.

f) Revue de quelques méthodes de calcul.

Nous aurons treés souvent besoin (cf. 4.17), dans la sulte de ca1cu1er les
dimensions _de certains espaces de cohomologie, notamment : h 0 (n), A we (n),
h Ic(n), h Nc(n) pour i=0,1 et C une courbe lisse de degré d et genre g .
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Rappelons brigvement les méthodes que nous utiliserons :
1) Le théoreme de Riemann-Roch :

0 1

h Oc(n)- h oc(n) = nd+l-g .
2) La dualité de Serre :

i _pl-i .

h Oc(n) = h wt( n) pour i=0,1 et neZ.
3) La suite exacte :

0 — IC —_ DJP —_ OC - 0 et ses variantes tenso-
risées par qP(n) ainsi que les suites exactes longues qui en sont issues.
4) Les formules de liaison 4.15 et 4.17.

5) Les résolutions de Ic , particulidrement lorsque C est projectivement nor-

male. On a alors une résolution :
r-1 r
0 — o (-n.) — o (-d;) =—> 1. —0 .
i=1 BN je Opt-d; c
On a vu en 4.16 comment obtenir une telle résolution par liaison.
On sait alors calculer h°NC (= dim.Hy g) en fonction des n. et d. par

1 J
[6], ou encore, cf. [32] 2.2.6, en utilisant 1a formule :

HO(NG(n)) = Ext) (1c,T(m) .

Un exemple : les courbes de degré s2-1 liges aux droites.

Soit C une courbe de degré 52-1 liée 3 une droite D dans 1'intersection
de deux surfaces de degré s . Supposons s>3 (si s=2 , on obtient pour C wune
cubique gauche avec un calcul légeérement différent).

3

1) 0na g(C) = (s-2)(s%-2) = s3-2s%-25+4 (cf. 4.15).

2) On a la résolution de Iy :
0 = g(-2) = Qp(-1)2 = 1, — 0
d'ol celle de Io :
0 — Qp(-25+1)% — Q(-2542) 0 Gp(-s)? —= 1, —> 0 .
3) On en déduit ~h°lc(s)= 2 (que 1'on peut aussi retrouver par 4.15
h°1c(s) = h°wu(4-s)*2 =2 car deg.mD = -2), et aussi holc(s-2)= 0.

4) Comme D est projectivement normale, C aussi (ca se voit sur la résolution)
donc h‘lc(n)= 0 pour tout n .
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5) On en déduit h°0c(n) = houp(n)-holc(n), par exemple h°0c(s) = (533)-2 , Ou
encore h°0c(s-2) = (551).

6) Pour calculer h°mc(4-s) (cf. 4.2), on peut utiliser Riemann-Roch :
huc (4-s) = (4-s)(s2-1)+2g-2+1-g+h'mc(4-s)

en tenant compte de h1mc(4-s) 2 h10c(s-4) = h‘op(s-ll) = (551). On trouve :

2

homc(4-s) = (s3+65 +55-12)/6 . On peut aussi utiliser 4.15 :

0 - po o = o(S*2y _ (S+ly _
h wc(4-s) = h ID(s) 2 = 2( 3 )-( 3 )-2 .
De méme, on a

3
0 1 2y = hO oy - S -7s+b
h wc(z-s) =h Oc(s 2) = h ID(s 2) = - -

7) Enfin, on calcule hoNc gréce a 4.17 :
3.,..2

Oy - 0 0 _op0 _ sT+6s"+45s
h Nc = h Nr+2h Il.(s) zh Ic(s) =

et, de méme,

(¢] 53-7s+6 .

h Nc(-Z) == . On note, avec intérét, que 1'on a :
0 P _
h NC(-Z) = 2h Oc(s 2).

Pour d'autres exemples, voir §5.

g) Une remarque sur la lissité du schéma de Hilbert Hd g "

On a vu que C est un point lisse de Hd g si h‘Nc=0 ou si C est projec-
tivement normale (2.5). Les méthodes de liaison donnent aussi des résultats en ce

sens. Par exemple, si T est un point lisse de H , et siona:

drs9r

h‘lr(s) = hllr(t) = h111‘(5'4) = h’Ir(t-d) =0, alors C, liée & T par des sur-

faces de degrés s et t , est un point lisse de Hd g On peut d'ailleurs rem-
Cc*°C

placer les hypotheéses de nullité des h1lc(n) ci-dessus par les hypotheses :

yc=0 s Yp® 0 (cf. [32] 2.3.5 et 2.3.7). A 1'inverse, les méthodes de liaison,

notamment le calcul 4.17, permettent de mieux comprendre les singularités des sché-

mas de Hilbert (cf. [38) ou [48]).
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§5. Application des §3,4 au calcul de m(NC) et

de m(d,g) : quelques exemples.

Nous allons maintenant utiliser les résultats des §3 et 4 pour aborder le pro-
bleme du calcul de m(Nc).

Le plan du §5 reprend les grandes lignes du §3 :

En a) on traite complétement le cas ou Nc est décomposé, avec application aux
intersections complétes et aux courbes rationnelles.

En b) c) d) on étudie la condition hoNc(-2)= 0 (qui implique m(Nc)= 2d) et la
fonction DP(g) associée a cette condition. Une application de cette étude permet
de faire passer une courbe par 2d points situés sur une surface donnée (5.12).
Les progrés accomplis dans le calcul de Dp(g) le sont essentiel]eﬁent par
liaison (5.20).

En e) on étudie le cas ol No est extension de faisceaux inversibles, puis en f) g)
la hO-stabilité de Ne
liaison (5.31 ; 5.47). De nombreux exemples sont traités en g) III et IV.

. La encore les résultats principaux sont -obtenus par

Rappelons que 1'on a, en tous cas : m(NC) <172 h°NC .

a) Le cas NC décomposé.

On a vu en 3.4 que, si N =DeE , ona : m(N) = inf(h°D,h°E). On applique ceci
aux deux cas examinés en 4.b.

a1) Les intersections completes.

Proposition 5.1.

Soit C une courbe lisse, intersection compléete de deux surfaces de degrés s
et t,avec s<t.Ona:

1) Si s<t:
- ho _ (S*3y_ 0
m("c) =h oc(s) = ( 3 )-1 < 1/2 h Ne -
2) Si s=¢t:
- no Z (S*3y_, _ 0
m(Nc) = h oc(s) = ( 3 )=2 = 1/2 h Ne -

62



COURBES PASSANT PAR m POINTS GENERAUX DE P°

Démonstratior! :
C'est 3.4 et 4.b1 .
On déduit de 5.1 le calcul de m(d,g) correspondant :
Proposition 5.2.

Soient s,t des entiers, avec 0<s<t . On pose d=st , g =1+ st(s+t-4)/2 .
Alors :

1) Si s<t , ona : m(d,q)

]

s+3
( 3 )'1 .

2) Si s=t , ona : mid,g)

s+3
( 3 )’2 .
Démonstration :

Soit C wune intersection compléte lisse de deux surfaces de degrés s et t,
on a vu en 4b1 que C est un point de Hd 9" . Comme C est projectivement normale,
c'est un point lisse. On peut donc appliquer 2.4.2), de sorte que m(d,g) est supé-
rieur ou égal aux quantités annoncées.

Par ailleurs, si Ce€ Hd g et n'est pas intersection compléte sxt , C est
sur une surface de degré < s (cf. [15] Th. 3.1), donc, cf. 2.2, m(d,g) < (5;3)-1 .

Ceci achéve la démonstration dans le cas s<t . Si s=t , les intersections com-
pletes sxs sont dans une méme composante irréductible Hd ,g,i de H d,g dont
elles forment un ouvert lisse ([15) 2.10). Si C est ung intersection complete, on
d,9,i " h°NC = 2[(553)-2] . I1 en résulte que m(d,g,i) < (533)—

(cf. 2.5 Rem. 3a). Si H . est une autre composante irréductible de Hd , i1

dygsJ ’g
résulte de [15]) 3.1, que les courbes de Hd 9. sont sur des surfaces de degré < s,

a donc : dim.H

donc m(d,g,5) < (53)-1 < (532 (cf. 2.5 Rem. 3).
En définitive, m(d,g) = sup m(d,qg,j) =(S;3)-2 .

Remarques 5.3.

1) On peut retrouver les résultats precédents par voie géométrique. Par exemple, par
(5*3) 2 points généraux de P3. il passe un pinceau de surfaces de degré s , donc

aussi la courbe intersection de deux surfaces du pinceau.

2) En général Hd g contient d'autres courbes que les intersections complétes. Par
exemple, pour d=9 , g=10 , il y a deux composantes, 1'une formée des intersec-
tions complétes 3x3 , l'autre de courbes tracées sur une quadrique (cf. [20]

IV 6.4.3).
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3) Si Hd g, est la corhposante de Hd g qui contient les intersections completes,
-y 1] k]
on ignore, en général, si elle contient d'autres courbes.

az) Les courbes rationnelles.

Proposition 5.4.

Si C est une courbe rationnelle lisse de degré d , et si
NC=OP1(e1) ® 01p1(e2) avec e,+e, = 4d-2  (cf. 4b2). on

[
.

m(Nc) = infe +1,e,+1) < 2d .

Pour d=1, m(Nc)=2 s pour d=2 , m(Nc)=3 ; pour d=3, m(Nc)=6 ; pour d>4,
il existe des courbes rationnelles C telles que m(Nc) 2d .

Démonstration :

C'est 3.4 et 4.b2 .

Comme pour toute courbe rationnelle C on a : h1

Nc =0, Hd 0 est lisse de

dimension 4d et, vu 2.4, on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.5.

Pour d=2 ,ona m(d,0) =2d (pour d=2 , m(2,0) = 3). Autrement dit, par
2d points généraux de P3 il passe une courbe rationnelle de degré d , lisse et
connexe.

Corollaire 5.6.

On a, pour tout d=2 , m(d) > 2d .

b) La condition H°NC(-2) = 0 ; généralites.

Nous étudions maintenant un cas treés favorable, ol le calcul de m(Nc) est
trivial.

Si H désigne une section plane de la courbe C , on a
Ne(-2H) = Nc(-2) = N o 0(-2).

Comme  x(N.(-2)) = x(N)=4d = 0, ona : hN.(-2) = 0 == h'N.(-2) = 0 et

1

ceci implique h'N. = 0 , donc hON. = 4d .
C

C
Vu 3.1, 2.4 et 2.5, on a aussitdt .les résultats suivants :
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Proposition 5.6.

Si C est une courbe vérifiant hoNc(-Z) =0,o0na mN) =2d.

Corollaire 5.7.

S'il existe une courbe C lisse et connexe de degré d et genre g vérifiant
hoNc(-Z) =0,ona m(dg)>ad.
Applications.

1) Si C est une courbe rationnelle générale de degré d , son fibré normal est
équilibré (cf. 4b2) donc vérifie h°NC(-2) = 0 . On retrouve ainsi le Th. 5.5.

2) Pour g>1 , onutilise les notations et résultats de [7] :

Définition 5.8.

1) Pour g>0 , on pose :

Dp(g) = inf {d€N*| Il existe CEH avec h°NC(-2) =0} .

d,g

2) Pour d>1 , on pose :

Gp(d) = sup {geN| I existe Ce€H avec hoNc(-Z) =0} .

d,g

Remarque 5.9.

Ona Gp(Dp(g)) > g et Dp(Gp(d)) < d, mais les fonctions ne sont pas réci-
proques 1'une de 1'autre (par exemple on a GP(3) =0 et DP(O) =1).

Rappelons les résultats de (7] :

Proposition 5.10 (Ellingsrud-Hirschowitz).
i) Dp(g) est fini.
ii) Pour g>1 et dZDP(g) (ou pour d>3 si g=0), il existe C€ Hd.g
avec hoNc(-Z) =0.
1i1) Dplg+g') < Dp(g) +Dplg').
iv) lim.sup g'2/3 0plg) < (3)1/3 .
v) viminf a"% 6 00) > (317

On déduit aussitdt du point ii) :
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Corollaire 5.11.
Pour g>1 et d> Dp(g), ona m(d,g) > 2d . Autrement dit, par 2d points

généraux de P3, on peut faire passer une courbe de degré d et genre g .

Ce corollaire, et la variante que nous en donnerons (cf. 5.c) en imposant aux
2d points d'étre sur une surface donnée sont les principales motivations de notre
intérét pour les fonctions DP(g) et GP(d). Le calcul de ces fonctions sera abordé
en 5.d. Notons déja les résultats suivants (cf. [7]) :

ona:Dy(1) =5 , Dp(2) <10 , DyH(3) =6 .

Ce dernier cas est un cas particulier d'un résultat d'Ellia (cf. [4]) :

Proposition 5.11.bis.
1) Soient s un entier et C une courbe 1isse admettant la résolution :

s+1

0 — Op(-s-1)° — Qp(-s)

— Ic —> 0

2

a) C est de degré s(s+1)/2 et de genre (253-35 -5s)/6+1 .

b) On a hONC(-Z) =0.

2) Si C est une courbe projectivement normale admettant une résolution :

r r+1
00— e Op('"i)—’ ®

(-d,) => 1. — 0
i=1 PO A ¢

avec sup.d. < i"f‘"i , h°Nc(-2) est nul si et seulement si C est du type précé-
dent ij.e. les dj (resp. les "i) sont tous égaux & s (resp. s+1) et il y en a
s+1 (resp. s).

Démonstration :

1) a) est clair et b) est dans [4] . On peut aussi le retrouver aisément avec 5.20,
voir plus loin.

2) Soit s = inf.dj . Comme C est sur une surface de degré s , soit Q , on a une
surjection Ne —E—0,avec E, sous-faisceau inversible de NQlC = Oc(s).
I en résulte que hON.(-2) = h'N.(-2) > h'E(-2) > h'0 (s-2).

Si donc hONC(-Z) est nul, on a aussi :
r+1

.
h‘oc(s-'Z) = hzlc(s-Z) = 0= Z‘j h30P(s-ni—2) J; h30p(s-dj-2) .

1
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Posons sup.dj~= s+k . On a donc, pour tout j , s-dj-z > -k-2 et, pour tout i ,
s-n;-2 < -k-3 , d'0u : h'0.(s-2) > r h3 Gp(-k-3)-r h3 Gp(-k-2) puisque 1'un des
dj vaut s .

On a alors 0> r[(kgz)-(k?)] .

Mais le second membre est > 0 dées que k>0 . Donc, k=0 , i.e. tous les dJ.
sont égaux a s . Alors, tous les termes h30P(s-dJ.-2) sont nuls, donc aussi les

h3up(s-n].-2) i.e. s-n,-2 > -3 donc les n. sont tous égaux & s+! . Enfin comme

r r+1
E :ni = Z :dj , On a nécessairement r=s .

Le résultat précédent donne aussitdt :
3.2
DP(1+(25 -3s°-55)/6) < s(s+1)/2 .

En fait, i1 y a égalité (cf. 5.19). C'est a 1'aide de ce résultat que 1'on obtient
1'estimation asymptotique iv) de 5.10. Dans le méme ordre d'idée on a :

Corollaire 5.11.ter.

Pour g>26 , on a Dp(g) <g+3 .

Démonstration :

On remarque en consultant le tableau de [7] que pour g<25 , on a
Dp(g) < g+14 (DP(B) < 22). On fait la division de g par 26 :

g=26n+r avec n>1 et r<26.
On a donc, d'apreés 5.10 iii) :
Dp(g) < n D,(26) +Dp(r) < n Dp(26) +r+14 .
Mais d'apres 5.11.bis appliqué avec s=5 , on a DP(26) <15 d'ou :

Dp(g)-g < 14-11n <3 puisque n>1 .
Nous utiliserons ce corollaire en 5.22. Il serait trés intéressant de savoir
prouver pour g>3 que DP(g) < 9+43 , cf. [2] . C'est aussi en vue de (2] qu'on

énonce la variante suivante. Toutefois le cas s=2 utilisé en [2) est nettement
plus facile.
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c) Une variante : 2d points sur une surface.

Théoréme 5.12.
Soit Q une surface intégre de P3. de degré s>2 .
Soient d,g des entiers. On suppose d > DP(g), ou d>3 si g=0.

Soient XqseeesXog 2d points généraux de Q . Il existe une courbe C Tlisse
et connexe, de degré d et genre g , coupant transversalement Q , et passant par

XiseoosXoy -
Démonstration :

1) Soit S le lieu singulier de Q . On a : dim.S ¢t . Posons Q'=Q-S . Soit C
une courbe lisse et connexe de degré d et genre g , telle que h°Nc(-2)= 0. I
en existe d'aprés 5.9 ii). De plus, quitte a remplacer C par h(C) ou h est une
homographie de ]P3 (i.e. un élément de PGL(4,k)), on peut supposer que C vérifie
la propriété suivante :

(%) I1 existe un voisinage ouvert U de 1'identité dans PGL(4,k) (pour la topolo-
gie de Zariski), tel que 1'on ait, pour u€u :
i) u(C)ns = ¢
ii) u(C) coupe transversalement Q' en sd points distincts.

Cela résulte aussitét de [31] Cor. 4.
2) Soit maintenant H un plan coupant transversalement C en d points (il en
existe par Bertini). En choisissant convenablement un repére de P3, on peut suppo-

ser que H a pour équation Z=0 et que, si F est 1'équation de Q , le terme en
2% de F est non nul (changer, au besoin, X en X+\I etc...).

3) On considére alors, pour A€k , la famille de polynémes :
FL(XY,Z,T) = FOAX,AY,Z,T)

Ona: F‘=F . F°=ZS . On obtient ainsi une famille QA de diviseurs de degré s
sur P3, paramétrée par k (considérée comme droite affine), avec Q1 =Q, Q°=sH .
Pour A=0 , on a un isomorphisme ™ Q — Q}‘ , donné par 1'homographie
nA(x.y.z.t) = (x,y,AZ,t). Vu la propriété (=), il existe un ouvert de Zariski Qo

de k , contenant 1 , tel que, si AEQO , ";1“) et Q (donc aussi C et QA)
soient transverses. Posons Q = QOU {0} . C'est encore un ouvert de k et on défi-
nit un morphisme :
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Jj: o - Hilbzd en associant & A le diviseur CR QA . Pour A=0,
cn Q)‘ est formé de sd points distincts, pour A=0 Cn Qo = CNsH est égal a
s fois la section plane de C .

4) Soit 1 le sous-schéma des drapeaux dans Hilbgd x mlbg" :

I={(ML)]|McL} (cf. §1).
Soit p la restriction a I de la deuxiéme projection. On a :

Lemme 5.13.

Le morphisme p:] —> Hi'lbzd est plat.

5) Admettons provisoirement ce lemme. On considére le diagramme cartésien :

Ig=1x 0— I

X
a Hilb

oo b

Q - Hilbzd i

Un point de Is.z est un couple (A,M)‘) ol AEQ et ol MA est un diviseur de
degré 2d sur C , contenu dans Cn QA . De plus, p' est plat en vertu de 5.13.
. _ _ - Oy (_ -

Soit M) = Cn2HeCNnsH = CnQo ; on a donc (O,MO)EIQ . De plus, h NC( Mo)
hoNc(-Z)

.yn2d
Hﬂbc , donc MI

0 . Soit M 1le diviseur universel au-dessus de Hilbgd ; M est plat sur

est plat sur IQ . Comme N. est. ocalement libre, le faisceau

Q c

N.(-M, ) est plat sur I_ . Il en résulte que la fonction (A,M,) hoN_.(-M.)
C IQ Q A c' A

est semi-continue supérieurement sur IQ (cf. [20]) I11 12.8), donc nulle au voisi-
nage de (O,Mo). Comme p' est plate, donc ouverte, il existe un ouvert Q'cQ tel
que, pour A€Q', il existe MA , diviseur de degré 2d sur C , contenu dans

cnQ, , et vérifiant hoNc(cn)‘) 0.

6) Fixons alors X€Q', A=0 . Soit C' = Tr;“(C) ; C' et Q sont transverses et,
si M o=n'(M), ona hoNe,(-M') = 0, avec deg M'=2d et M'cQnC'.

2d

En vertu de 2.4 et 3.1, il existe alors un ouvert W de Hilb 3 contenant

P

M', tel que, si MeW , il existe C"€H contenant M . A fortiori, ceci vaut

d,g
sur 1'ouvert Wn Hilbgd de Hilbgd . Quitte & restreindre 1'ouvert nZd(G;(H))

(notations du §2), conme C' et Q sont transverses, on peut supposer que (" et
Q le sont aussi, ce qui achéve de prouver 5.12.
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7) Démonstration de 5.13.

Comme C est une courbe lisse, si L est un diviseur de degré s sur C , il
s
est isomorphe comme k-schéma a spec k[X1/TT (X-ai), avec des a, dans k
i=1
(éventuellement égaux). Pour prouver que p est plat, il suffit de voir que ses
fibres sont finies et toutes de méme longueur. Si L€ Hi]béd , 1a fibre de p en

L est Hilbfd . On est donc ramené a prouver le lemme suivant :

Lemme 5.14.

Soit k un anneau ; n,s des entiers avec 1<{n<s . Soient a1,...,as€ k et

n

s
A= k[X1/TT (x-ai). Alors, le schéma de Hilbert Hﬂbspec A/k

i=1

est affine fini,

d'anneau Bk ol Bk est un k-module 1libre de rang (:) (et ceci, que les a;
soient, ou non, distincts).

Démonstration :

1) L'assertion est évidente si les a; sont distincts, puisqu'il s'agit alors de
prendre n points parmi s . On peut prendre pour Bk le produit de (:) copies
de k , indexé par les parties @ n éléments de {a1....,as} .

. U .
2) Pour le cas général, on commence par décrire l-lﬂbspec KIX1/k * Pour ceci, dans

k[X .,Xn] , on considere les polyndmes symétriques 21,... z définis par :

100 sl 2

n
T xx) = x"er X" el r
=t ! n

Alors, on a Hilb:pec KIXI/k = Spec k[£1,...,2n] , avec comme schéma universel au-

dessus :

Xn-1

spec K[Iy,...,I,1(X1/ (X",

+...+£n) .

En effet, se donner n points de la droite affine sur k revient & se donner
le polyndme dont ils sont racines.

. . n . . .
On obtient alors Hﬂbspec Ak €N écrivant que ces n points sont parmi

s
3ys...53, , OU encore, que le polyn6éme dont ils sont racines divise TJ X-ai .
1

Précisément, on écrit dans k[21.....Zn][X] la division euclidienne :

w

TT, (xay) = (0 X" ez )0(X) < R(X)
i=
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xn-1

avec R(X) = +...+P P € k[21,...,£ ] et Hilp" , est le schéma

spec A/
affine d'anneau

KIEqseeesZgd/(PysueesPy) = By .

On applique ceci a 1'anneau K = k[Y1,...,Y 1 , avec pour a, les indétermi-

nées Y1 , distinctes ; d'aprés le premier cas, B est libre de rang ( ) sur K.
Mais, la division euclidienne c1-dessus sur k s obt1ent a partir de ce11e sur K

en donnant aux Y, les valeurs a; . Donc Bk , qui s'obtient a partir de BK par

spécialisation est lui aussi libre de rang (z) sur k .

d) Quelques calculs de DP(g).
Nous commencons par une minoration de DP(g).

Proposition 5.15,
Soit C une courbe lisse et connexe de degré d et genre g .

On pose s = inf{n€N | h°1c(n)=0} . Alors :

1) 0N, (-2) = hN.(-2) > hloc(s-2) .

3
2) hONe(-2) > 32 - (s-2)dwg-1 .

Démonstration :

Si Q est une surface de degré s contenant C , on a la suite exacte :
T
0 — NC/O — N — NQIC

et NQlC o~ Oc(s). Soit E =1Imn , E est un faisceau inversible sur C . Comme

1

miN, — E est surjective, ona h'N.(-2) > h'E(-2).

Comme Oc(s)/E est de torsion, on a h‘E(-z) > h‘Oc(s-Z) d'ou le point 1).
Pour 2), on a, par Riemann-Roch,

n'o (s 2) = h% (s 2) - (s-2)d+g-1

3
et, comme holc(s-z) =0 ,ona h°0c(s-2) > h°ub(s-2) (S ) = -153

d'ou 2).
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Corollaire 5.16.
Soit C une courbe comme ci-dessus. On suppose :
F(d,g) = 27012d+6(g-1)1% - a(6d+1)3 > 0 .
Alors, on a : h°Nc(-2) >0 .

Démonstration :

11 suffit de se souvenir de ce que s3

4p3-27q2 <0.

-ps+q est positif pour s>0 pourvu que

Introduisons, pour d>0 , la fonction :
1 3/2
f(d) = — (6d+1 -2d+1 5.16 *) .
(d) 9/3( ) ( )

Pour d>2 , cette fonction est croissante donc admet une inverse £

f(d) est la racine > 0 de 1'équation du second degré en g : £(d,g)=0 . On
a donc, pour dzz » 921

F(d,g) =0 <= g = f(d) <= d = f '(g)

F(d,g) <0 = g < f(d) = d _)_f-l(g) .
On en déduit aussitét, vu 5.16 :

Corollaire 5.17.

On a, pour g>1, Dp(g) > f-"(g)-

Corollaire 5.18 (estimation asymptotique).

On a : lim.sup 9'2/3 DP(g) = (3)1/3 .

Démonstration :

D'apres 5.10 iv), la lim.sup est, a priori, plus petite que (%)”3 .

Mais, pour d grand, on a : f(d) ~ 2—;-2- a3/2 , donc f“(g) ~ (g)”3 92/3 et
on conclut par 5.17.

Corollaire 5.19 : (1'exemple d'Ellia).

Si s est un entier >3, 0na:

3.2,
Dp(1+ 238 59%) « s(sat)/z .
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Démonstration -:
On a vu en b) que DP < s(s+1)/2 .
Posons g, = 1+ (2s3-352-55)/6 . On vérifie sans peine que g > f(istl) _y)

donc aussi f"(gs) > 5‘%112- 1 et on conclut par 5.17.

Nous passons maintenant a8 un résultat plus positif concernant h°Nc(-2)= 0.

Le théoreme suivant utilise la méthode de liaison pour construire, & partir
d'une courbe T qui vérifie hoNr(-2)= 0 , une courbe C qui vérifie aussi cette
condition.

Théoreme 5.20.

Soient T et C deux courbes lisses, géométriquement 1iées par deux surfaces
Q,Q' de méme degré s . On suppose que la condition L2 de 4.13 est vérifiée. On
suppose de plus :

0 -
1) h Nr(-Z) =0 .
'2) La fleche naturelle de restriction :
. 10 - 0 -
pp(s-2) : HOp(s-2) —> HO0.(s-2)

est bijective (i.e. h°I (s-2) ='h'1 (s-2) = 0). Alors, on a hON.(-2)=0 et la
fleche pc(s-z) correspondante est bijective.
Démonstration :

On a h11c(s-2) = h’lr(s-z) =0 (4.15). On peut donc appliquer 4.17. On a
alors : hoNc(-Z) + 2 holc(s-z) = 0 , donc, holc(s-z) = h°Nc(-2) =0.

Remarques 5.21.

1) Les fleches pr(k) et gc(k) sont celles qui interviennent dans la conjecture
de Noether sur les courbes de rang maximum et 1'application de 5.20 est trés liée
aux résultats connus sur le sujet (cf. [2]).

2) Le cas d'une liaison par des surfaces de degrés inégaux, s<t , n'apporte rien.
En effet, pour appliquer 1a méthode, on doit avoir : hoﬁ.(s-z) = holr(t-z) =0 .
Or, puisque T est liée a8 C par des surfaces de degrés s et t , c'est que
h°1r(s)t 0 . Le seul cas possible est donc t=s+1 (car s-2 < t-2 <s).

Mais alors, comme o.(s-2) et p.(t-2) doivent étre bijectifs, on a :
r r

h%(s-2) = (s-2)dp+1-g; = h20p(s-2) = (s3-s)/6
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(car h!Nr(-2)= 0 entraine h10r(s~2)= 0, cf. 4.e). De méme, h°0r(t-2) = hoor(s-0=
(s-1)dr+1-gr = (s3+352+2$)/6 d'ol, par différence : dr = s(s+1)/2 . Mais alors,
comme t= s+l , 0N a dc= dr » 9= 9p et on revient 3 la case départ.

3) Le théoréme 5.20 permet de retrouver 5.11.bis i.e. 1'exemple d'Ellia. Il suffit
de procéder par récurrence sur s . On part d'une droite que 1'on lie par deux qua-

driques a une cubique rationnelle. Puis on lie cette derniére par deux surfaces
cubiques a une courbe de degré 6 et genre 3 etc...

4) Le théoreme reste vrai en remplacant 1'hypothése h‘lr(s-z) =0 = h11c(s-2) par
yc(-2)= 0 . On peut se demander si pour C assez générale cette hypothése n'est pas
automatiquement satisfaite, cf. §6, question 6.2.

Applications 5.22.

Le principe d'application de 5.20 est le suivant : on part d'une courbe T
lisse (mais pas nécessairement connexe) verifiant hoNr(-2)= 0 et d'un entier s

tel que 1) holr(s-Z) = h’lr(s-z) =03; 2) Ir(s) soit engendré par ses sections.

Si Q et Q' sont deux surfaces de degré s contenant T , assez générales, et

si C est liéed T par Q et Q', on a alors : hoNc(-2)= 0 ; C est connexe si
h11r(25-4)= 0 . Pour vérifier que Ir(s) est engendré par ses sections on utilisera,
le plus souvent, le critére de Castelnuovo ([37] Lect. 14). I1 suffit de vérifier :
h'1.(s-1) = h1(s-2) = h°I (s-3) = 0 . La condition h’I(s-3)=0 est satisfaite

des que s>0 . On a hzlr(s-z) = h10r(s-2) et il suffit de vérifier que Or(s-Z)
est non spécial. Comme hoNr(-2)= 0 , c'est vrai dés que T est sur une surface de
degré s , méme singuliére (on a une surjection H'Nr(-z) -’-H10r(s-2)); Les con-
ditions sur holr(s-z) et h’lr(s-z), h'lr(s-1) sont faciles & vérifier lorsque T
est de rang maximum (i.e. pour tout n , pr(n) injective ou surjective). En effet,

pour tout n , 1'un des nombres holr(n) et h'lr(n) est nul et il suffit de com-
parer hoor(n) et h°0p(n) pour savoir lequel.

Nous utiliserons les résultats suivants concernant le rang maximum :
1) Une réunion assez générale de droites disjointes est de rang maximum ([24]).
2) Une courbe rationnelle assez générale est de rang maximum ([28], [2]).

3) La réunion d'une courbe rationnelle et de n droites disjointes, assez
générales, est.de rang maximum ([26], [53]).

4) Si 0<g<d-3, il existe C lisse, connexe, de degré d et genre g , de
rang maximum ([2]).
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Nous é'tudion.s‘ déja quelques exemples :

Exemple A :

Si T est réunion de deux droites disjointes, ona : d
1

I.==2 . gr=-1 (genre

arithmétique), h°NI.(-2)=0 . h’lr(n)=0 pour n=z0 , h'I_=1. Il en résulte que

r
lr(3) est engendré par ses sections. Comme T n'est pas plane, h°1r(1)= 0 etla

méthode s'applique. On obtient par une liaison assez générale dans deux surfaces
cubiques une courbe lisse et connexe C de degré 7 et genre 4 ; on a donc

Dp(4) < 7 .

Exemple B :

Si T est une courbe elliptique de degré 5 et si s=4 , la méthode s'applique
(r est dans la classe de liaison de la courbe réunion de deux droites disjointes et
n'a donc qu'un h11r(n)¢0 , c'est h11r(1)=1 . On a donc h‘lr(z) = h'lr(3) =0 .

Comme h°0r(2) =10 , on a aussi holr(2)=0). On obtient pour C une courbe de
degré 11 et genre 13, d'ou DP(13) <11,
De méme, si T est réunion disjointe d'une cubique rationnelle et d'une droite
(dl.=4 , gr=-1), on obtient C , de degré 12 et genre 15, d'ou DP(‘IS) <12 .
On obtient aussit6t par addition (5.10.iii) les résultats suivants :
Dp(5) < 12, Dp(7) < 13, Dp(8) < 14 etc...

qui améliorent [7].

Le théoreme suivant fait un bilan plus systématique des résultats obtenus
grdce a 5.20 :

Théoreme 5.23.

Soient d et s des entiers, avec s>3 et
s(s+1)/6 < d < (s%+35+8)/6 .
On pose g = 1+ (s-2)d- (53-5)/6 . On a 1'inégalité :
1-d < g < d-3 .

Alors, pour tous les triplets (d,g,s) comme ci-dessus & 1'exception des
suivants :

(4,1,3) ; (8,5,5) ; (10,6,6) ; (23,20,10) ;
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i1 existe une courbe lisse T de degré d et genre g telle que 1 (s) soit
engendré par ses sections et que h°1 r.(s <2) = n! Ir(s-z) =0.

Si on lie T par deux surfaces de degré s assez générales, on obtient une
courbe C hsse et connexe, vérifiant hON ( 2)=0, de degré d'-= 52-d de genre
g'=1+(s- 2)(s%-d) - (s3-5)/6 .

Asymptotiquement, d'~5 @9'2/3 .

Démonstration :
Si T est de degré d et genre g , conme ci-dessus, Or(s-Z) est non spécial
0 = (eo q =375 _p° -
(car (s-2)d > 2g-2) et ona h Or(s-Z) = (s-2)d+1-g = h %(s 2). 0On a
aussi : h°0r(s-1) < hoop(s-t).

Si T est de rang maximal et vérifie h°Nr(-2) =0 , on aura donc toutes les
conditions requises.

Si g est négatif ou nul, g=-n , on prend pour T une réunion disjointe
assez générale d'une courbe rationnelle de degré d-n (_>_ 1 par hypothese) et de
n droites ; ' est bien de degré d et genre -n . Si T est assez générale, elle
est de rang maximum (cf. Rappel 3 ci-dessus). On vérifie d'autre part que g=2-d ,
donc la courbe rationnelle n'est pas une conique et on a bien hoNr(—Z) =0 .

Si g=-(d-1), T est réunion de d-1-droites ; on a d=s(s+1)/6 et il faut
s=0,~1 mod.3 . Si g=0 , T est rationnelle de degré (sz+25+3)/6 ; 11 faut
s=0,1 mod.3. )

Lorsque g est positif, on sait qu'il existe T 1lisse et connexe de degré d
et genre g , de rang maximum (cf. rappel 4 ci-dessus). Précisément, comme cette
propriété est ouverte et Hy .9 irréductible (car d>g+3 , cf. [52]) 1'ensemble des
courbes de rang maximum est un ouvert dense. La condition h°N ( 2)=0 étant elle
aussi ouverte, il suffit de montrer qu'il existe dans Hd,g une courbe T véri-
fiant hoN (-2)=0, i.e. de montrer dZDP(g)

Pour s>14 , 0ona d>35. 0nen déduit : d>Dy(g). En effet, si g>26 ,
comme d>g+3 , cela résulte de 5.11.ter, si g<26 , cela se 1it dans les tables de
[7) (ou mieux celles du §6).

Pour s< 13, on a un nombre fini de cas & examiner qui résultent alors de [7],
ou des résultats des exemples A, B ci-dessus (voir tableau ci-aprés). Les triplets
(d,g,s) non évidents sont les suivants :

(4,1,3) 5 (7,2,5) ; (8,5,5) ; (9,2,6) ; (10,6,6) ; (13,10,7) et (23,20,10).
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Une courbe elliptique de degré 4 est intersection complete de deux quadriques,
donc Nr = or(z). OP(Z) et hoNr(-2)= 2 . Ce cas est a rejeter.

Pour (7,2,5), on prend pour T la réunion disjointe d'une courbe y de
degré 6 et genre 3 (cf. [4]) et d'une droite ; I admet alors la résolution
suivante :

0 — 0',(-6)3 — o,,(-s)10 — 0,,(-4)8 -1, =0

et il en résulte aussitot : h°T-(3) = h'1.(3) = h'1.(4) = 0 . Comme %N (-2)=0 ,
I' convient (I' est bien de degré 7 et genre arithmétique 2).

De méme pour (9,2,6), on prend T réunion disjointe d'une courbe de degré 6
et genre 3 comme ci-dessus et d'une cubique rationnelle et pour (13,10,7), on prend
pour T la réunion disjointe d'une courbe de degré 10 et genre 11 (cf. toujours
[4]) et d'une cubique rationnelle.

I1 est possible que la méme méthode soit valable pour (23,20,10) avec une
courbe réunion de y (15,26), d'une courbe rationnelle et de 5 droites, mais nous
ne savons pas le prouver.

De méme, nous ignorons si DP(5)§8 . DP(6)510 d'ou la liste des cas d'excep-
tions éventuels.

Le calcul du degré et du genre de ia courbe C liée @ T est alors évident.
On notera que 1'estimation asymptotique est un peu moins bonne que celle vue en
5.18.

Nous donnons ci-dessous le tableau des résultats obtegus pour 3<s<9 .
Pour un tableau des résultats concernant DP , voir §6 a.

Remarquons enfin que la courbe C obtenue n'est pas en général de rang maxi-
mum : dés que s>5 , ona h°0r(s-4) > h°0P(s-4). donc h11r(s-4) = h11c(s) =0,
mais aussi h°Ic(s) >2.

En revanche, C est connexe puisque h’lc = h‘lr(25-4) = 0 puisque T est
s-réguliére au sens de Castelnuovo, donc aussi m-régulidre pour m>s .
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Nouvelles courbes de degré dc et genre 9c vérifiant hoNc(-2)=0 ,
obtenues par liaison dans deux surfaces de degré s , a partir de courbes T,

(dp,gp).

s 3 3 4 4 4 5 5 5

r: (dr"gr) (Zy'1) (3y0) (4"1) (591) (6’3) (5!-4) (Gv'1) (7:2)

C: (dc,gc) (7,4) | (6,3) [(12,15) | (11,13) | (10,11) ] (20,41) | (19,38) | (18,35)

3 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8

dF’gF 7,-6| 8,-2| 9,2 |10,-5 | 11,0 12,5 13,10 | 12,-11] 13,-5 | 14,1

dC’gC 29,82 | 28,78 | 27,74 | 39,140 | 38,135 37,130 | 36,125} 52,229 | 51,223 | 50,217

s 8 8 9 9 9 9 9

dF’gF 15,7 16,13 | 15,-14] 16,-7 | 17,0 18,7 19,14

dC’gC 49,211 48,205 | 66,343 | 65,336 | 64,329 | 63,322 | 62,315

e) Nc écrit comme extension de faisceaux inversibles : applications.

On utilise les résultats de 3.c et 4.c pour calculer (ou minorer, ou majorer)
m(Nc).

e1) Courbes tracées sur une surface.

Proposition 5.24.
Soit C wune courbe lisse et connexe tracée sur une surface Q de degré s .
0
1) On a m(NC) <h OC(S)'

2) Si NC/Q est le faisceau normal @ C dans Q , on a les résultats
suivants :

.0 0
a) Si hNe,o 2 1/2 h°N

, 0N a:
C

- WON _ RO
m(NC) = h NC h NC/Q .
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b) Si HONC/Q <1/2 h°Nc ,ona:

0 0
W% /g < mING) < 172 0N .

On rappelle que si Q est lisse, NC/Q ~ wc(4-s) et que si Q n'a, sur C , que
les points doubles ordinaires €1seeesl NC/Q = wc(4-s)(e1+...+en).

Démonstration :
On a la suite exacte :
LI
0 -»NC/Q——»NC —»NQC .

On sait que NQ c ™ Oc(s). Soit E=1Im w7 , c'est un faisceau inversible, ainsi
que NC/Q , et on applique 3.7 & la suite :

0—9NC/Q—->NC—->E—>0 .
Les rappels viennent de 4.2.

Applications 5.25.

A) Les courbes liées aux courbes planes par des surfaces de degrés inégaux.

Soit T une courbe plane de degré r , lisse, et C , liée & T par des sur-
faces de degrés s,t , avec 0<r<s<t.

Comme II'(S) est engendré par ses sections, on peut supposer que les condi-
tions L1,L2 de 4.13 sont réalisées. En particulier C est lisse, ainsi que la
surface Q de degré s .

Les calculs se font ainsi qu'on 1'a expliqué en : 4.f ; on a une résolution de

0 — 0,,(-r-1) —_ OP(-r)QOP(-i) ->1r — 0
d'ou, par "mapping cone", une résolution de lc :
0 — OP(-s-tH)qu(-s-t#r) —_ OP(-s-t+r+‘l) oﬂp(-s)oﬂp(-t) — IC — 0 .
On a deg.C = st-r et
d,_.d
g(C) = 1+ 5ls+c-4] - r(s-r)(s-1)/2s

(voir aussi [15]).

On doit maintenant distinguer suivant que r=1 ou r>1 .
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A1) Courbe liée a une droite.

On suppose s>3 (si s=2 1le calcul est un peu différent, on a
h°Nc = t2+t+8 et m(Nc)= 9). On calcule h°Nc par 1'une des méthodes de 4.f. On a:

h°nc = 2(t;2)4-2(5;2)- (t'§‘3)- (t;1)- (531)+ 2 et on vérifie que
howc(4-s) > 1/2 h°Nc » on a donc m(N.) = h°Nc- h°wC(4-s) = (533)- s+2 .

Au passage, notons que h°1c(5)= 1 , donc h°0c(s) = (553)- 1 . 11 en résulte
que la fleche p: HONC —_ HOOC(S) n'est pas surjective, pour s>4 .

Ceci est un phénoméne général pour les courbes tracées sur des surfaces de
degré > 4 (sauf pour les intersections completes), cf. [11]. Dans le cas présent, le
fibré normal No est instable (on vérifie facilement deg.wc(4-s) > 1/2 deg.Nc),
mais indécomposable (sinon, pour une raison de degrés, on aurait
Nc o wc(4-s)o OC(S) et p serait surjective).

Remarquons que dans la situation ci-dessus, on peut retrouver géométriquement
les résultats obtenus, de 1a maniére suivante :

L'espace des surfaces de degré s est un espace PN, avec N = (533)- 1.

, m points en position générale de P3. Les surfaces de degré s
N-m

Soient XyseoosXp

contenant les X; forment un sous-espace projectif [P . Si on prend

m= (5;3)- s+2 (cf.m(N.)), ona N-m=5s-3>0.Soit S, cet espace. On vérifie
que si les points X; sont assez généraux, toutes les surfaces de S1 sont irré-
ductibles. Par ailleurs, si D est une droite de P3, les surfaces de degré s

contenant D forment un PNS7!

. c'est P(HOID(S)) et hOOD(s) = s+1 ., Lorsque
D varie dans la grassmannienne G3'1 des droites de P3, qui est de dimension 4,
la réunion des sous-espaces précédents forme un sous-schéma fermé S2 de PN, de
dimension N-s+3 (on peut vérifier cela en considérant le schéma des drapeaux
DcQ et en évaluant la dimension de sa projection sur PN).

Comme N-s+3+s-3 =0 , S1n S2 est non vide.

I1 existe donc Ql , de degré s , irréductible, contenant XesooesXy et une
droite D .

Comme XqseoosXy sont en position générale, deux au plus des X; sont sur D.

Supposons d'abord qu'aucun X; ne soit sur D . Il existe alors une surface
02 , de degré t , contenant les X5 D , mais pas 01 . 11 suffit en effet

d'imposer a Q, , outre les x,

i de contenir t+1 points de D . La dimension des
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t"3) 1

surfaces convenables est alors ( -m-t-1 , strictement plus grande que la

dimension de 1'espace des surfaces de degré t contenant Q ((t'§*3)-1).

Alors, an 02 est une courbe contenant D , an QZ =CUD et les X; sont
sur C . Si x,e D (resp. x,,xze D), on impose a Qz de contenir t points de D
(resp. t-1) et une direction tangente a 01 en x, (resp. en x1,x2). Alors, il
existe une telle surface Qz , contenant D , les X; et pas 01 . Si
01002 = CuD, il est clair que pour i>3 , xiec , mis aussi X{sX, pour une
raison de multiplicité. Dans tous les cas, on a bien trouvé C , de degré st-1 ,
1iée a une droite et contenant les m points. Comme les courbes lisses sont denses
dans le schéma de Hilbert des courbes liées aux droites, C sera lisse pour

x1,....x assez généraux.

m
AZ) Le cas r>1 .

On suppose 1<r<s-1 (pour r=s-1, le calcul est différent). Les calculs
sont analogues, mais plus compliqués. On a encore :
0 N
h “t(4's) >1/2 h Nc , d'ou

m(N ) = h° Ne=h mc(4-s) (5*3) rs+r2+2 Ce nombre s'interpréte encore comme la
d1men510n de 1'espace des surfaces de degré s contenant une courbe plane de
degré r :

Si T est plane de degre r , 9 = (r-1)(r-2)/2 , d'ol h°0r(s) = rs+1-g et
h°1r(s) = (553)zrs-1+(r-1)(r-2)/2 . Les surfaces contenant [ forment un espace
projectif P(Holr(s)) et on doit rajouter la dimension de 1'espace des courbes
planes de degré r (si on fait varier T), c'est [L%}§l+ 3 (le 3 provient de la
variation du plan de T).

2

Pour r=s-1,ona m(N.) = (s2+65%+55+18) /6 .

B) Courbes sur des surfaces cubiques ou quartiques.

Dans certains cas, la proposition 5.24 donne m(Nc) = 1/2 h°Nc , 11 faut pour
cela que 1'on ait exactement : h°Nc =2 howc(4-s).
Voici quelques exemples :

Si C est de degré 11 et genre 12, tracée sur une surface cubique lisse, on a:

0 —>wc(1) — N, — OC(3) — 0
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et hou(1)=22, h°0(3)=22 , NN =44 , d'ou m(N,) = 22 = 1/2 hON, .

La méme méthode vaut pour les courbes de degré d et genre d+1 tracées sur
une surface cubique lisse (car homc(i) =2 = h°0c(3) = 1/2 h°Nc ; on notera que
mc(l) est non spécial). On a m(Nc)= 2d . De telles courbes existent pour
9<d<29 , d = 32,33,... voir [16].

De la méme maniére, on obtient des résultats analogues pour des courbes de
degré d et genre 2d sur une quartique lisse ; on a :

0—>wc->Nc—>0c(4)—>0.

Ona h% = 2d = [1/2 h°N;] (a priori, h°N, vaut 4d ou 4d+1). On a donc,
1a encore, "'(NC) =2d . C'est le cas par exemple si C est de degré 17 et genre 34,
1iée & T de degré 3 et genre -1 (union disjointe d'une droite et d'une conique),
par deux surfaces de degrés 4 et 5. De méme, pour C (18,36), liée @ T (6,0) par
des surfaces de degrés 4 et 6, ou pour C (19,38) liée a T (5,-4) (5 droites
disjointes), toujours par des surfaces de degrés 4 et 6 ...

C) Courbes liées a une courbe plane par des surfaces de méme degré s .

Dans ce cas, la proposition 5.24 ne donne qu'un encadrement de m(Nc). Ces
courbes, de genre maximal parmi les courbes non situées sur une surface de degré<s,
jouent sans doute un rdle crucial dans la théorie et nous y reviendrons par la suite,

C,) Courbes de degré s2-1 liées a une droite.

Nous les avons étudiées en 4.f .

On constate que 1'on a ici :

3,68
$T+6s 455 _, 172 hON

0 — -
h wc(4-s) = 2 .

c

On a donc, vu 5.24 :
o 0 _ o
h we(4-s) < m(N.) < h'w.(4-s) +2 = 1/2 h™N. .

Nous montrerons, au numéro suivant, qu'‘en fait, on a m(Nc) = 1/2 hoﬂc .

CZ) Courbes de degré 52-,- ,r>1 .

Les calculs sont analogues, on trouve, pour r<s-1 :

] hoNe = huc(a-s) + (rf43rs6)/4 .

La encore, 5.24 ne donne qu'un encadrement de m(Nc).
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Lorsque-- r=2 , nous verrons que m(Nc) = 1/2 hoNc . Dans le cas général, on
peut penser qu'on a encore cette égalité, mais on n'en a pas, a 1'heure actuelle,
de démonstration.

D) Un exemple avec un cone.

La méthode ci-dessus, appliquée a une cubique rationnelle C tracée sur une
quadrique lisse donne la suite ex.acte :

0 —>wc(2) — N — OC(Z) -0 .

Mais, comme howc(2)=5 et h°Nc= 12 , on a seulement 5 < m(N.) <6 .

En revanche, si C est sur un cone Q de sommet e , avec e€C , on a :
0 — mC(Z)(e) — NC —_ OC(Z)(-e) - 0

0 e o, _
et h wc(Z)(e) =6=1/2h NC = m(Nc).
On retrouve ainsi le résultat de 5.5 dans ce cas particulier.

On notera que la deuxieme suite exacte est scindée (cf. [29]).

ez)'Avec la théorie des surfaces réglées.

Lorsque g est petit, on peut-utiliser 4.3 et 3.7. Par exemple, si g=1 et
d>4 , on sait que N. est indécomposable (cf. [30]). Il est donc extension :
0—->D—->NC-—>E—>0 , avec cleg.Nc;= 4d ,
deg.D = deg.E = 2d , d'ou m(NC) =2d .
On retrouve, dans ce cas particulier, le résultat de 5.11.
Pour g>1 , cette méthode donne seulement un encadrement de m(NC).

Nous retrouverons ces techniques en 5.f, pour majorer m(Nc).

f) hO-stabilité de No et majorations de m(N.).

Le théoreme 3.14 donne une condition nécessaire et suffisante pour que m(Nc)
ait la valeur idéale [1/2 hoNc] , C'est la n®-semi-stabilité de NC . Nous allons
étudier cette condition. On a déja la proposition suivante qui compare hC-semi-
stabilité et stabilité et majore m(Nc) :

Proposition 5.26.
Soit C est une courbe lisse et connexe de degré d et genre g .

On suppose g<2d . Alors :
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0

1) Nc semi-stable < Nc h”-semi-stable. De méme, NC stable <= N

C
n-stable.

n

2) De plus, si Nc est semi-stable, on a : h = 0 , donc h°Nc= 4d , donc
m(Nc) =2d .

3) Si Nc n'est pas semi-stable, on a : m(Nc) <ad.

Démonstration :

1) découle de 3.13, 2) résulte de 1), de 3.14 et de 3.18. Pour 3), on a une
suite exacte : 0 —> D — Nc —> f —> 0 , avec D,E inversibles et
deg.E = 2d+g-1-e , €>0 .

Si E est non spécial, hOF = 2d-e < 2d .

Si E est spécial, on a, par Clifford :
h%E < 1/2 deg.E+1 < 2d .
Comme m(Nc) < h°e par 3.7, on a le résultat.

Remarques 5.27.
1) On notera que méme si g<ad , il se peut que h1Nc >0 , c'est, par exemple, le

c=1.

2) On notera que si Nc est h%-semi-stable et si h’Nc= 0, Nc est semi-stable.

cas pour les quartiques planes : d=4 , g=3 , h1N

En effet, si Lc:Nc , avec deg.L > 2d+g-1 , on a hL > 2d , Ce qui contredit la
h%-semi-stabilité.

On peut se demander, dans le cas du fibré normal, si la h®-semi-stabilité
n'implique pas la semi-stabilité. En tous cas, nous n'avons pas rencontré de contre-
exemples.

3) En revanche, lorsque g>2d , il se peut que NC soit semi-stable et non
hO-semi-stable. Soit C une courbe de degré 17 et genre 35, liée a une cubique
rationnelle T par des surfaces de degrés 4 et 5. On peut supposer C lisse,
ainsi que les surfaces par 4.13. On a alors la suite exacte :

D—»wc—->Nc—->0C(4)—>0.

On a deg.uc = 68 = 1/2 deg.Nc .
ou dans Oc(4)).

donc NC est semi-stable (si L > NC s L

s'injecte dans we
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Cependant, h%w. = 35 et hON. = 68 (cf. 4.17 ona : h°N. = 12, °1.(4) = 22,
) _ 0 _ 0 -

Pour d'autres exemples, voir 5.43.
Corollaire 5.28.

Si g<2d ,ona m(d,g) <2d.

Cela résulte de 5.27 et de 2.4.1).

Nous allons maintenant majorer m(Nc) et m(d,g) lorsque g>2d . Dans ce cas,
les majorations obtenues ne sont certainement pas les meilleures, voir §6c pour une
discussion a ce sujet.

Proposition 5.29.

Soit C 1lisse, connexe, de degré d et genre g .

On suppose g>2d . Alors, on a :

1) m(N.) <9 .

2) m(Nc) < Sup(d+g+% ; 3Td+%9+%) .

Corollaire 5.30.
Si g>2d , ona:
1) m(d.g) <g.

2) m(d,g) < sup(dedey 5 3e3ef) .

Démonstration de 5.29 :

1) Si NC n'est pas semi-stable, ona 0 — D — N. — E — 0 , avec

C
deg.E = 2d+g-1-¢ , €¢>0 . Si E est non spécial, h%E = 2d-€ < 2d < g.Si E est
spécial, h°F < d*g+%-§ <g . Comme m(N.) < h°€ , on a la conclusion. Si N est
semi-stable, soit M0 un diviseur de degré g . D'apreés [46] 1.6.2, quitte a modi-
fier Mo par un diviseur de degré 0 , on a :

hONG(-Mg) = sup(0,x(Nc(-M)))) =sup(0,dd-2g) = 0 .

Mais, h°0C(M°) > g+1-g = 1, donc Mo est équivalent a un diviseur positif. On a

0 )
alors h Ne < h Nc(-M°)+2 deg.M, = 29 . Donc m(Nc) <g.
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2) La majoration va résulter du théoreme de Nagata (4.3) et de 1'inégalité de
Clifford. ’

a) si N.=DeE ,ona mN) = inf(h°D,h%E). Si deg.D = 2d+g-1-¢ , €30,
ona: h° =2d-¢ si D est non spécial, h° < d+g+% si D est spécial. Dans
tous les cas, comme 2d<g , h°D < d+g+% ]

b) Si N. est indécomposable, on utilise Nagata. On a :

c

O%D—>Nc—>E—->0

avec deg D = 2d+g-1-c , deg E = 2d+g-1+¢ et 1-g < e <g/2.
. 0 g1
Si <0 ,m(Nc)ShESd-tz-rz.

Si e€>0 , on vérifie aussitdt que 1'on a : hoNC < 2d+g+1 , sauf, peut-étre,
dans le cas ou D est spécial et E non spécial. On a alors :

hoN, < hOD+h%E < de§e)-5e2de

et, en tenant compte de e€<g/2 :
hoN

3g.1 Yo
¢ & 3d+-49+2 , d'ol le résultat.

Exemple 5.30.

Si C est de degré s2 , non tracée sur une surface de degré < s , on sait

([15]) que g < 53-252+1 . On a donc, pour s assez grand :

s3
m(Ne) < 5+t .
Mais on a des raisons de croire que la majoration optimale serait en s3/6 , voir

§6¢c.

g) h%-stabilité ; calcul de m(NC) : les résultats positifs.

Nous allons utiliser le théoréme 3.14 pour calculer m(Nc) dans deux cas.
D'abord, pour g<2d , en utilisant des résultats de stabilité connus, puis en
prouvant des résultats nouveaux, 3 1'aide des criteres de stabilité et h%-stabilité
3.19 et 3.21. On utilisera pour cela, de maniére systématique, les méthodes de
liaison du §de.

1) Utilisation de résultats antérieurs.

On suppose g<2d .

A) Si hONC(-Z) =0 , on sait que Nc est semi-stable ([4]). On retrouve ainsi
le théoreme 5.6.
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B) Si--C est de degré 7 et genre 5, on sait ([1]) que NC est stable, donc
m(NC)= 14 .

De méme, si C est de degré 9 et genre 9 (cf. [40]), ou de degré 6 et genre 2
([471).

C) On peut utiliser les résultats de [7] concernant la semi-stabilité. Ainsi,
pour g=2 et d>6 , 1a courbe générale a un fibré normal semi-stable. De méme si
9=4 et d>7 ... Voir au §6b un tableau plus complet de ces résultats.

11) Les criteres de stabilité et hO-stabilité.

Les criteres 3.19 et 3.21 donnent aussit6t le théoréme suivant :

Théoreme 5.31.
Soit C wune courbe lisse et connexe, tracée sur une surface lisse de degré s,
de sorte qu'on a une suite exacte :

0 — wc(4-s) —_ Nc — Oc(s) — 0.

1) On suppose :
a) deg.wc(4-s) <172 deg.Nc .
b) hoN.(-2) < 2 hlo (s-2) .

Alors Nc est semi-stable. Si les inégalités sont strictes, Nc est stable.

2) On suppose :
0 0
¢) hOu,(4-5) < 172 KON, .
0 1 1 1
d) h Nc(-2)+ h DC(S) <2h OC(S-2)¢ 1/2 h Nc .

Alors, N. est h®-semi-stable. Si les inégalités sont strictes, Nc est

c
h°-stable.
Démonstration :

Pour 1), on applique 3.19 avec N= NC(-Z), tenant compte de la remarque 3.20.2),
en notant que homc(z-s) = h’Oc(s-Z).

Pour 2), on applique 3.21 avec N= NC et pour K le double de la section
plane. La vérification de 1a deuxiéme inégalité de 3.21 résulte alors d'un calcul
facile, & 1'aide du théoreme de Riemann-Roch.
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Remarque 5.32.

On peut énoncer un critere analogue dans le cas ou la surface n'est pas lisse,
mais bien entendu, i1 faut remplacer wc(4-s) par NC/Q et Oc(s) par un faisceau
convenable, cf., par exemple 4.2.

Pour utiliser le critere i1 faut analyser les conditions a) b) c) d). La propo-
sition suivante éclaire déja les cas de a) et c).
Proposition 5.33.
Soit C une courbe lisse et connexe. On suppose :
1) C tracée sur ﬁne surface lisse de degré s
2) h°1c(s) > 2 .
(C est alors sur deux surfaces lisses distinctes Q1 et 02 de degré s).
Alors, la condition a) de 5.31 est réalisée.

Si de plus C n'est pas multiple dans 1'intersection Q1n 02 , on a aussi la
condition c).

Démonstration :

1) La condition a) : On a deg.wc(4-s) = (4-s)d+2g-2 et 1/2 deg.Nc = 2d+g-1.
11 faut donc vérifier : g-1 < (s-2)d . Mais comme C est sur une surface lisse de
degré s , on a 1'inégalité suivante, due 3 Harris (cf. [22]) :
d? 1
9-1 < 55+3 d(s-4) qui implique 1'inégalité
voulue puisque d< 52 (C est sur deux surfaces de degré s). En fait, si C
n'est pas intersection compléte de deux surfaces de degré s , on a méme :
deg.mc(4-s) < 1/2 deg.Nc .
2) La condition c) : Comme C est sur les surfaces lisses Q1 , Q2 , ona les
suites exactes :
iy m

0= Nesq, = M T Noyle 0

1
i !
0 —-»NC/QZ —_ NC ——-»NQZIC — 0.
Si X =0Qun Q2 , 1'hypothese faite implique : NC/Q‘" Nc/02 = NC/X =0 (cf. 4.3.ter.
11 en résulte que ﬂzoi1 et n1oi2 sont injectives. Soit Alors vi 1'image de

H°N dans H°N . L'injectivité de m,o0i assure que l'on a :
C Qi C 271
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0 0
WNe/q, = hougld=s) < dim.v, .

. . .0 - 0 . (
Mais on a aussi h Nc = d1m.vz+ h NC/02 = d1m.vz4-h mc(4-s).

D'or hlug(4-s) < 172 N, .

Remarques 5.34.

0) La condition de 5.33 requise pour c) signifie que Q1 et Q2 ne sont pas tan-
gentes le long de C , ou encore, que si T est liée 2 C par 01 et 02 , 1a
liaison est géométrique cf. 4.13. Cette condition sera automatiquement réalisée si
deg.l' < deg.C i.e. sz< 2d .

1) I1 est possible que 5.33 soit encore valable si on suppose seulement que C est
sur deux surfaces irréductibles de degré s . L'irréductibilité est, en tout cas,
nécessaire. On voit aisément, en effet, que si C est plane de degré d>4 , ni a),
ni c) ne sont réalisées pour s=2 .

2) Si holc(s)= 1, les conditions a) et c) ne sont pas réalisées en général (par
exemple si C est intersection compléte sxt , ou liée a une courbe plane par des
surfaces de degrés s et t , cf. 5.25. Cependant, il peut arriver que ces condi-
tions soient vérifiées, cf. ci-dessous IV.

3) Soit d') la condition : h'0.(s) < 1/2 h'N, . I1 est clair que b) et d') impli-
quent d). Mais il y a des exemples ou d) est réalisée, et non d') cf. 5.40.B.

On notera que d') est réalisée dés que h°1c(s) >*2 . Si C est géométrique-
ment 1iée & T par deux surfaces de degré s , cela résulte de la suite exacte (5)
de 4.e sinon, cela résulte de [32] 1.3.1, vu les traductions de [32] 1.2.4.

III) Le cas de la liaison par deux surfaces de méme degré.

Les criteéres de stabilité 5.31, et les calculs de liaison de 4.17 vont nous
permettre d'obtenir de nombreux résultats de semi-stabilité et de hO-semi-stabilite.
Comme pour le théoreme 5.20, nous partons d'une courbe I vérifiant h°Nr(-2)= 0.

Théoréme 5.35.

Soient T et C deux courbes lisses, géométriquement liées par deux surfaces
de degré s . On suppose que les conditions L1.L de 4.13 sont réalisées. On
suppose de plus :

1) h°Nr(-2) =0 .

2

22 h'1(s-2)=0 ; b) h'1 (25-4) =0 .
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A]ors,'ﬂc est semi-stable et h°-semi—stable;

Démonstration :

On applique 5.31. La condition L‘ assure la lissité des surfaces qui lient
C et T . En vertu de 5.33, les conditions a) et c) sont réalisées. Comme on a
aussi d') (cf. Rem. 5.34.3)), i1 suffit de vérifier la condition b) :
h°Nc(-2) <2 h’Oc(s-Z). Mais, comme h1lc(s-2) = h11r(s-2) = 0 , on peut appliquer

la formule iii) de 4.18. On a :
0

h NC(-Z)
1

h Nr(-Z)

) .
h Nc(—Z)
hoNr(-Z)

h1Nr(—2)4-2 h’oc(s-z)- 2 h'nr(s-z) et -comme

0, on a le résultat.

Remarques 5.36.

1) La condition 2 b) ne sert qu'a assurer la connexité de C . .

2) La suite exacte (5) de 4.e montre qu'on a en fait hoNc(-Z) =2 h10c(s-2)
puisque, dans tous les cas, h'Nc(-Z) = hONC(-Z) >2 h10c(s-2). Ceci montre que cette

méthode ne peut jamais donner de résultats de stabilité (et non seulement de semi-
stabilité).

D'autre part, le calcul précédent montre que si hoNc(-Z) =2 h'Oc(s-Z), on a
aussi hoNr(-Z) =2 h10r(s-2). Comme, pour s grand, h‘or(s-2)= 0 , on voit que la
méthode ne peut fonctionner qu'avec hoNr(-2)= 0.

3) Nous verrons d'autres résultats dans le cas de la liaison inégale, cf. IV
ci-dessous.

Applications 5.37.

Comme pour 5.22, on considére une courbe lisse T vérifiant h°Nr(-2)= 0 et
un entier s tel que lr(s) soit engendré par ses sections globales. Les conditions
2) a et b seront réalisées pour s assez grand. La courbe C obtenue par une
liaison assez générale a partir de T , par des surfaces de degré s sera telle
que Nc soit semi-stable et h%-semi-stable.

Exemple A : les courbes de degré 52-1 liées aux droites.

On reprend cet exemple déja abordé en 4f et 5.25 <y Si D est une droite, on
a bien h°ND(-2)= 0 ainsi que h'lD(n)= 0 pour tout n . Comme ID(s) est engen-
dré par ses sections pour s>1 , on a donc, pour une telle courbe de degré 52-1 .

assez générale, Nc semi-stable et h°-semi-stable. donc :
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m(Nc) = 1/2 h°Nc = (53+6s2+5$)/6 . En particulier, par (s3+652+5$)/6 points géné-

raux de P3 , i1 passe une telle courbe de degré 52-1 . On remarquera que nos
méthodes ne permettent pas de prouver que toutes les courbes du schéma de Hilbert
considéré ont un fibré normal semi-stable, on a seulement un résultat générique.
Nous verrons, au N° 5.48 qu'en fait, pour C générale, Nc est stable et hO-stable.

Exemple B : les courbes projectivement normales.

On prend pour T wune courbe du type étudié dans [4] (voir aussi 5.11, 5.19,
5.21). On obtient ainsi une courbe C projectivement normale avec NC semi-stable.

Si T est une cubique rationnelle, C est de degré 52-3 et genre (s-2)(sz-6) H

si par exemple s=4 , C est de degré 13 et genre 20...

Exemple C :

Si T est rationnelle, assez générale, et si s est assez grand, la méthode
s'applique. La nullité des h11r(n) voulus résulte, comme en 5.22, des résultats
de rang maximum. Par exemple, si T est de degré 4 , s>4 convient. On obtient,
pour s=4 , une courbe C de degré 12 et genre 16, pour s=5 , de degré 21 et
genre 51 etc...

Exemple D :

De méme, si T est réunion disjointe de droites, assez genérale, la méthode
s'applique pour s assez grand. Si- T est réunion de 2 droites, s>3 convient.
Pour s=3 , voir 5,22, pour s=4 , C est de degré 14 et genre 23 etc...

Si T est réunion de 3 droites, on obtient pour s=4 C de degre 13 et
genre 18.

11 serait fastidieux d'énumérer les exemples. Si on se souvient que pour g
donné, il existe des courbes T de degré d , avec hoNr(-2)= 0 , dés que
d> Dp(g), que 1'on peut ensuite lier a C par des surfaces de degré s , pour s
assez grand, on mesurera la profusion d'exemples fournis par le Théoreme 5.35.

IV) La liaison inégale.

On va maintenant appliquer le critére de stabilité 5.31 a une courbe C , liée
a [ par des surfaces de degrés inégaux s et t , s<t , les calculs e€tant
toujours menés a 1'aide de la proposition 4.17.

Dans ce cas, les deux conditions a) et c) de 5.31 ne sont plus automatiquement
réalisées (on a holc(s)= 1, cf. Rem. 5.34.2).
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Précisément nous montrons ci-dessous que, pour T donnée, il n'y a qu'un nom-
bre fini de couples (s,t) avec s<t , tels que la courbe C 1liée & T par des
surfaces de degrés s et t vérifie a). C'est sans doute aussi vrai pour c), mais
le calcul est plus ardu (cf. Ex. E).

En général, donc, NC sera instable et h®-instable. Cependant, lorsque a)
et/ou c) sont vérifiés, la méthode (5.31 et les calculs de 4.17) donne parfois de
meilleurs résultats que la liaison égale (s=t). On entend ici meilleur aux sens
suivants :

1) D'abord, on obtient parfois des résultats de stabilité (et non seulement de semi-
stabilité comme la liaison égale cf. Rem. 5.36.2) voir les exemples A, B, C, E.

2) Ensuite, on obtient des résultats méme si la courbe T initiale n'est pas une
"bonne" courbe (i.e. ne vérifie pas hoNr(-2)= 0 , voire a un fibré normal Np
instable) ; cf. Ex. C, E).

3) Enfin, contrairement au Th. 5.35, on peut quelquefois se passer de 1'hypothése
n'1(s-2)=0 , (cf. Ex. D).

Une des raisons qui explique ces phénoménes (particulidrement 1)) est que le
critére 5.31 n'est pas optimal dans le cas de la liaison égale : on ne tient pas
assez compte du fait que C est sur plusieurs surfaces de degré s , voir V pour
une amélioration de ce critere.

Dans les exemples traités apparaissent aussi deux autres phénoménes :

1) Méme si a) et/ou c) sont réalisées, le critére 5.31 ne s'applique pas toujours
(cf. Ex. E).

2) On rencontre un grand nombre d'exemples ou Nc est semi-stable, mais h°-

instable (cf. Ex. E).

Conformément au plan envisagé, nous précisons déja, pour T donnée, a quelle
condition C vérifie a).
Proposition 5.38.

Soit T , de degré dr et genre 9r > liée @ C par des surfaces de degrés
s et t,s<t.Ona: deg.w.(4-s) < 1/2 deg.N. si et seulement si
(1/72)(t-s)st- (t-2)d.+ g -1 <0 (#).
Démonstration :

La condition s'écrit 9+ (2-s)dC <1 .0r,ona dc= st-dr .
99 = (555-2)(dc-dr) (cf. 4.15) d'ou le résultat en remplacant.
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Remarques 5.39.

1) Pour T et s fixés, la condition est de la forme atz

+bt+c , avec ad>0 . I
n'y a donc qu'un nombre fini de valeurs convenables pour t . En particulier, pour
t grand, Nc est instable.

2) On sait que t=s vérifie () (au moins si 1'une des surfaces est lisse, cf.
5.33). Si d'autres t conviennept, c'est que t=s+1 vérifie aussi (*). Ceci nous
conduit & la condition :

(+4) s2- (2d.-1)s + 2(gped -1) < O .
Pour T fixée, un nombre fini de s vérifient cette condition, donc il n'y a
qu'un nombre fini de couples (s,t) vérifiant (x).

3) On vérifie qu'il existe toujours au moins un s satisfaisant (**) (en écrivant
que la différence des racines est > 1 , on tombe sur la condition

9 <172 (dr'1)(dr'2)’ toujours remplie). Si T est plane, s= dr ou dr-l con-
viennent mais C est alors une intersection compleéte sxs (resp. (s-1) x(s+1)).

Quelques exemples 5.40.

A) Soit T une quartique elliptique (dr= 4, 9r= 1) et C , de degré 16 et genre
31, liée & T par deux surfaces de degrés 4,5 , la surface de degré 4 étant lisse
(cf. 4.13). On a : deg.wc(4-s) = 2g-2 = 60 , deg Nc= 124 , d'ou la condition a).
D'autre part, h°NC(-2) se calcule par liaison (4.17), on trouve h°Nc(-2)= 12 .
Comme h°1c(2) = h’IC(Z) =0 (I est intersection compleéte, donc C projectivement
normale), on a h°0.(2) = h°p(2) = 10 . Par Riemann-Roch, h°oc(2)-h‘oc(2) -
32+1-31 =2 , d'ou hIOC(2)= 8 et on a donc b), avec inégalité stricte. I1 résulte

de 5.31 que N. est stable, donc aussi h-stable puisque g<ad .

c

B) Soit T wune courbe de degré 10 et genre 11 avec une résolution :
0 — 0g(-5)% — 05(-4)° — 1. — 0
O % r :

On sait (cf. [4]) que h°Nr(-2)= 0.

Soit C , liée a T par des surfaces de degrés 7 et 8, la surface de degré 7

étant lisse. On a : dc= 46 , 9c* 209 . On calcule par liaison h°Nc= 189 , h1N 5,

C=
h°NC(-2)= 50 . Par ailleurs, hout(d-s)s 90 < 1/2 h°Nc . On calcule ensuite
h'Oc(7)= 5, h'Oc(5)= 34 par Riemann-Roch en tenant compte du fait que C est

projectivement normale et que h°1C(5)= 0, h°1c(7)= 1 . On a donc aussi la condi-
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.tion b). :
50 = h°N(-2) < 2 h'o.(s-2) = 68 .

En revanche, d') n'est pas vérifiée :
h10c(s) =5>1/2 h1NC = 5/2 , mis on a cependant d) :
hoN(-2) + h'oc(s) = 57 < 2 hloc(s-2) + 172 h'N, = 684572 .
On en conclut que Nc est h%-stable (et aussi stable).

C) Voici un exemple avec Np instable : On prend T de degré 5 et genre 2 (liée
3 une droite par des surfaces de degrés 2 et 3) et on 1ie T a C de degré 15 et
genre 27 par des surfaces de degrés 4 et 5, la surface de degré 4 étant lisse. On
vérifie aussitdt que Nc est stable et h°-stable.

D) Dans cet exemple, la condition h11r(s-2)= 0 est en défaut.

Soit T vrationnelle de degré 4. On sait que hoNr(-2)= 0 . Par ailleurs, on a
h’Ir(1)= 1 et pour n=1, h11r(n)= 0 . Si on lie T par des surfaces lisses de
degrés 3 et 4, on obtient C , de degré 8 et genre 6.

On a la suite exacte : 0 —> wc(1) — N — Oc(3) —> 0 qui donne
howc(1)= 13, hONC= 32, deg.wc(1)= 18 , deg.N.= 42 d'ol les conditions a) et c).

Par ailleurs, d'apres 4.17 on a : h°NC(-2) = holr(2)+ dim.Im Yc(-?). Mais,
holr(2)= 1 et comme yc(-z) est a valeurs dans H11C(1)' H‘IC(Z). qui est de
dimension 1 (cf. 4.15), on a hoNc(-Z) £2.

Comme h°1c(1) = h’lc(i) =0,ona h°0c(1)= 4 , donc, par Riemann-Roch,
h‘Oc(1)= 1 . On a donc hoNc(-Z) <2 h10c(1) c'est-a-dire b). I1 en résulte que NC
est semi-stable et hC-semi-stable.

Cette méthode vaut dans de nombreux cas, voir §6b. On notera qu'on est large-
ment tributaire, pour évaluer les h’Ic(n) de résultats de "rang maximum" cf. 5.22.

E) Les courbes liées aux intersections complétes.

Nous étudions .plus a fond 1'exemple suivant : T est intersection compléte de
deux surfaces de degrés a,b ; a<b . On lie T a C par deux surfaces de degrés
s et s+1 . On suppose s>b de sorte que lr(s) est engendré par ses sections et

qu'on est dans la bonne situation de 4.13 avec les conditions L1,L2.
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Rappelons qu'on a d.=ab , gp= (a%b-z)abn et la résolution :

0 — qP(-a-b) —_ qp(-a)oup(-b) —_ l — 0.

L' mégahté (**) devient : s - (2ab-1)s + (a+b-2)ab < 0 , qui est vérifiée pour
b<s< ab-z+/a51a-‘|)(5 -T7+71 = r(a,b). On note que : 2ab-a-b+! < r(a,b) < 2ab .
Lorsque a=b et a>1 , on peut &tre plus précis, on a : [r(a,a)) = 2a2-a-1 .

La condition a) de 5.31 est donc réalisée lorsque :
b<s <[r(a,b)] . (gy)
On étudie maintenant la condition b) de 5.31 :
hON.(-2) < 2 hloc(s-2) .
D'aprés 4.18 on a :
hoNe(-2) - hloc(s-2) - 0y (t-2) = hON (-2) - hlo (s-2) - nlo (t-2) .

Supposons, pour simplifier, s > a+b-2 , de sorte que Or(s-Z) et Or(t-z)

sont non spéciaux (t=s+1). On calcule hONI.(-Z) en tenant compte de 1'égalité

N = 0.(a) e 0,(b) :

hoN(-2) = (33h+ (%3 - O3

Puis on calcule h'0.(s-2) = hIL(t-2) = WI (s-1) (cf. 4.15). On a ainsi :

1 s-a+2 s=b+2 s-a-b+2, .,
h'og(s-2) = (5757 + 3737 - (579"

et, de méme :

h1 t-2) = h 0 (s 1) = (S a+1)* (s-gq)_ (s-a-b+1)

0 3

et la condition b) de 5.31 s'écrit alors :

2 2

3s%43s-a(2a%-3ab+30%+6b-2) > 0 (E,),

et donc, cette condition est satisfaite dés que :

chl'bj

s >ula,h) = -5+

avec b = 9+12[2a3-3a%b+3abl+6ab-2a) .

On vérifie facilement que, pour 2<a<b ,ona &< 36 azb2 et donc (EZ)

est satisfaite si s>ab . On a donc prouve :
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Proposition 5.41.

Soit T wune intersection compléte de deux surfaces de degrés a,b , avec
2<a<b et soit C , lisse et connexe, liée 3 T par deux surfaces de degrés s
et s+1 , avec :

ab <'s < [r(a,b]

(par exemple, s < 2ab-a-b+1). Alors, Nc est semi-stable, et méme stable si 1'on a:
ab < s < [r(a,b)] .

Remarques 5.42.
1) Lorsque a=b , la condition (Ez) est asymptotiquement du type
s Z/g a3/2 et les s convenables sont donc, pour a grand, dans un intervalle

[/g a2 2a%-a41] .

2) Lorsque s < u(a,b), le critere 5.31 ne s'applique pas. C'est le cas, par
exemple, pour a=2 , b=8, s=10 -ou encore, pour a=b=5, s=10 . J'ignore,
dans ce cas, si le fibré normal est encore semi-stable.

Nous étudions maintenant, toujours pour les courbes liées aux intersections
completes, la hO-stabilité.

Les calculs sont plus compliqués. Nous supposerons, pour simplifier, a=b et
s>2a .

On étudie la condition c) de 5.31 :

(o] (o]
h%ug(4-s) < 172 N,

Les méthodes de calcul sont analogues (cf. 4.f) et utilisent la résolution de

0 — OP(-25-1+a)2 —> Op(-25-1+22) 8 Op(-s-1) @ G(-s) —= I, —= 0 .

La condition c) est alors traduite par (E3) :

352+155-2a5-1822-22a+6 < 0 (€

i -15+/8; 3 7
qui est satisfaite pour s < v(a) = —g— »avec 4, = 225 + 24(a”+9a“+11a-3).

3)

On a donc déja :
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Proposition 5.43.

Avec les notations de 5.41, supposons de plus a=b et :
sup(v(a) ; u(a,a)) <s < 2a2-a-1 ,

alors NC est semi-stable (et méme stable si s < Zaz-a-l), mais h%-instable.

Comme v(a) et u(a,a) sont tous deux équivalents a /g a3/2 pour a grand,
on voit qu'on obtient ainsi beaucoup d'exemples de fibrés normaux NC stables mais
h%-instables. Par exemple si a=3 et s=9 , on obtient C de degré 81 et genre
550 dont le fibré normal Nc est stable et h°-instable.

On s'intéresse maintenant a la condition d) de 5.31 :
hON_(-2) + h'0.(s) < 2 h'0.(s-2) + (1/2) h'N
C C = C c°

Elle se traduit ainsi :

352+155-223-182%4262-18 > 0 (E,).

On notera la similitude de E3 et Ea ; (Eq) sera satisfaite si :

-15+/L_\E
S Z w(a) = —T—

avec 4, = 225 + 24(a3+9a-13a+9)..

Pour appliguer 5.31, on doit donc avoir :

w(a) <'s < v(a) .
Pour a —> » , on a v(a)-w(a) — 0 , donc, en général, il n'y a pas
d'entier s compris entre w(a) et v(a). Ainsi pour a=1000 , on a :
w(a) =25933,151... ; v(a)=25933,46... donc la méthode ne s'applique pas.
En revanche, pour a assez petit, 1a méthode peut s'appliquer. Par exemple,
pour a=3 , on peut prendre s=5,6,7 ; pour a=4 ,s=9,10 ; pour a=5,
s=12,13,14 etc... pour a=100 , s=850...

J'ignore s'il existe une infinité d'entiers a tels que 1'intervalle
[w(a),v(a)] contienne un entier.
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V) Une amélioration du critére de stabilité.

Théoreéme 5.44.

Soient C une courbe lisse et connexe, s un entier, S un sous-espace projéc—
tif de dimension n de P(Holc(s)), espace des surfaces de degré s contenant C .
On suppose que les surfaces de S n'ont que des points doubles ordinaires sur C ,
que 1'une d'entre elles au moins est lisse, et que deux surfaces distinctes de S
ne sont pas tangentes le long de C .

On suppose de plus que 1'on a : h10c(s-2) >0 .
1) On suppose :

a) Pour toute surface Q€S :

deg.N < 1/2 deg.N

c/Q -
b) hON,(-2) < 2 h'0,(s-2) +n .

c

Alors N. est semi-stable. Si les inégalités sont strictes, Nc est stable.

C
2) On suppose :

c) Pour toute surface Q€S :

hON_ o < 1/2 hON

c/Q
d) hON.(-2) + h'0.(s) < 2 hloc(s-2) + 172 h'N

c

+n .

C
Alors, Nc est h®-semi-stable. Si les inégalités sont strictes, NC est

h®-stable.
Démonstration :

La démonstration reprend celle de 5.31 (donc de 3.19 et 3.21). L'idée est la
suivante : si L est un sous-faisceau inversible de Nc , On majore son degré en
écrivant que, dans HONC(-Z). 1'espace HOL(-2) ne rencontre aucun des sous-espaces

0
H NC/Q( 2) pour Q€S .

Lemme 5.45.

Le sous-espace U PHO Nc (-2) est un sous-schéma fermé de P H° Nc(-z), de

dimension au moins égale a h‘Oc(s-Z)«n-1 .

Démonstration de 5.45.

Comme NC/O o wc(d-s)(e o...+ep) ou- les e, sont les points singuliers de Q

sur C,ona h°Nc/Q(-2) > h°wC(2-5)= h10c(s-2) > 0 donc 1'énoncé a bien un sens.
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Soit Q€S , on a la suite exacte :
o,
0 — Njq = N 'y Nglc = 0¢(s)

et g induit donc an: HONC(-Z) —_— H°0c(s-2).
Soit y: Sx HONC(-Z) —_ H°0c(s-2) définie par w(Q,x)=wQ(x). On vérifie que

¢ est un morphisme de schémas (les H® étant considérés comme espaces affines).
En effet y est linéaire en x et si f est une équationde Q , y est aussi
linéaire en f . Soit X = w"(O) = {(Q,x) | wo(x)=0} . C'est un sous-schéma ferme

de SxHoNc(-Z), donc sa projection X dans SxPHC NC(-Z) aussi. Soit
Py SxIPHO Nc(-2) —PH° NC(-Z) la deuxieme projection. Comme S est un espace
projectif, P, est propre, donc pz()'() est un sous-schéma fermé. Vu la suite

exacte ci-dessus, on a : pz()'() = u PH® NC/Q(-Z). Par ailleurs, si Q1=Q2 ,ona:
Qes

0 o -
H NC/Q1(-2)nH NC/QZ(-Z) =0.

En effet, comme 01 et Q2 ne sont pas tangentes le long de C , on a
NC/Q1nNC/02= 0, cf. 4.3 ter. 11 en résulte que la fibre de p, enun point de

pz()'() est réduite a un point. Si py est la premiéere projection, la fibre de Py
en Q est PHO NC/Q(-Z), de dimension > homc(z-s)-l = h10c(s-2)-1 . Comme
dim.S=n , on en déduit : dim.p,(X) =dim X > n+h'0,(s-2)-1 .

Revenons maintenant a 5.44.

Soit L wun sous-faisceau inversible de NC .
Si pour un Q€S ona : Lc NC/Q , on conclut par a) ou ¢). Sinon, c'est que
Ln NC/Q= (0), donc que, dans PP H°® NC(-Z), PH® L(-2) ne rencontre pas

v PH® Nc (-2). On doit donc avoir :
Q€S /Q

hoL(-2) + hlo (s-2) +n < HON (-2) .
On distingue alors stabilité et h%-stabilité.
Posons deg.L = 1/2 deg.Nc+r. .
on a hoL(-2)

c+h'L(-2). Si Q est une surface lisse de S , on a :

L(-2) Nolc(-z) = oc(s-2)
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(puisque’ L(-2) ne rencontre pas NC/Q(-Z)) donc h’L(-Z) > h’oc(s-z).
On en déduit ¢ < hN.(-2) -2 h'0.(s-2) - n d'ob Ta conclusion.
Pour la h°~stabi1ité, on pose :

hoL = 172 hoNc+e et on a (3.22)
hoL - hoL(-2) < h°0c(s)- h°0c(s-2) ce qui donne, avec Riemann-Roch,
0 1 1 1
h"L(-2) > e+h'0.(s-2) + 1/2 h'N. - h.0.(s)
N 0 1 1 1
d'ot e<h Nc(-Z)- 2 h Oc(s-2)+ h Oc(s)- 1/2 h Nc- n
et la démonstration de 5.44 est achevée.
Remarques 5.46.
1) L'hypothese que les surfaces n‘ont que des points doubles ordinaires est
largement superflue. Elle ne sert qu'a assurer que 1'on a :

wc(4-s) [ NC/Q

pour Q éventuellement singulieére, ce qui est vrai dans un cadre plus général.

2) Les conditions a) et c), en revanche, nécessitent de contrdler les singula-
rités des surfaces de Q (cf. 4.2). En effet, si Q a les points doubles
€15-005€)

NC/Q = wc(a-s)(e1¢...+en) .

Pour cela, on utilisera bien sidr 4.8 qui nous permettra d'appliquer 5.44 dans
le cas d'un pinceau de surfaces (n=1). Le cas général est visiblement complexe,
cf. 5.49.

L'application de 5.44 se fait, comme pour 5.31, grice & la liaison. Le
théoréme suivant améliore 5.35 ; on prouve la stabilité de Nc (non plus seulement
la semi-stabilité).

Théoréme 5.47.

Soit T une courbe lisse et s un entier. On suppose que T vérifie :
(1) h'1.(s-3) = W21 (s-4) = 0 (cf. 4.8) .

On suppose de plus que 1'on a : h°Nr(-2)= 0 (resp. h°Nr(-2)= 1).

Soit S un pinceau de surfaces de degré s , contenant T , assez général, et
C la courbe liée & T par les surfaces de S .
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Alors, € est une courbe lisse et Nc est stable et h%-stable (resp. semi-
stable et hC-semi-stable).
Démonstration :

Vu 4.10 et 4.13 (on notera que Ir(s-Z), donc a fortiori Ir(s), est engendré
par ses sections), on peut choisir S tel que les surfaces de S soient presque
toutes lisses, aient au plus un point double ordinaire sur C et que la liaison de
Ir et C vérifie les conditions L1,L2 de 4.13.

De plus, comme Il. est m-régulier pour m>s-2 (cf. [37] lect. 14), on a
aussi :

hIIr(Zs-4) =0 (donc C connexe)

h'Oc(s-Z). = holr(s-z) > 0 (puisque Ir(s-z) est engendré par ses sections).
On applique alors 5.44, avec n=1 .

La condition d') : 2 h10c(s) < hIN. est realisée (cf. 5.34.3).

C

D'apreés 4.18, on a :

hoNc(-2) = hN(-2) +2 h'0.(s-2) , d'ou Ta condition b),

avec inégalité stricte si hoNr(-2)= 0 , avec égalité si n=1 .

On a aussi d), dans les mémes conditions.

Vérifions maintenant a), avec inégalité stricte. Commé Q a, au plus, un
point double e sur C, NC/Q = wc(4-s) ou wc(d-s)(e), donc,
deg.Nc/Q < deg.wc(ll-s) +1 . Pour montrer deg.Nc/Q < 1/2 deg.N. , on utilise encore
la majoration de Harris (cf. 5.33) :

2
g-1¢ g§+% d(s-4)

le résultat vient de ce que 1'on a s>3 (cf. 4.9).

vérifions enfin c) :

D'apreés 4.15 et 4.18, on a :

0 0 _ Oy _ o 40 _
hNC-thc(d-s) -th Zhwr(4 s) .

Comme lr(s-Z) est engendré par ses sections, I' est sur une surface lisse de
degré s-2 , et on a donc :

0 — wr(6-s) — N, — Or(s-Z) — 0,

‘At o 0
d'ol h'w.(4-s) < hONL(-2) <1 .
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Comme hON. > 4d. > 4 , on a :

hONe - 2 % (4-5) > 3 .

Mais, si Q€S , Nojo = wld=s) ou wc(d-s)(e), donc h N o < houc(d-s)+ 1,
et donc :

(] (s]
hONG -2 hONg g 2 1 .
(En fait, des que >4 , ona huw.(4-s)(e) = h°

= h°0.(s-4)(-e) = h°Gp(s-4)(-e) = h'Gp(s-4) - 1).

we(4-s) car h‘wc(4-s)(e)

Applications 5.48.

Parmi les applications de 5.47, il y a déja toutes celles que 1'on a vues en
5.37 (pourvu que s soit assez grand) : si on part d'une courbe T vérifiant
hoNr(-2)= 0 , on trouve maintenant la stabilité de Nc . '

C'est le cas pour les courbes de degré 52-1 liées aux droites, dés que s> 3.

Ainsi, la courbe générale de degré 8 et genre 7, liée & une droite par deux
surfaces cubiques a son fibré normal stable.

On a le méme résultat pour les courbes de degré 52-2 (resp. 52-3) liées a
deux droites disjointes (resp. 2 une cubique rationnelle) pour s>4 , cf. 5.37.

La variante avec h°Nr(-2)= 1 s'applique lorsque T est une conique et
s>4 (pour s=3 , C est de degré 7 et genre 5 et on sait que NC est stable,
cf. [1]).

On obtient donc ainsi :

Pour s>4 1la courbe générale de degré 52-2 , liée a une conique par deux
surfaces de degré s a son fibré normal semi-stable et h®-semi-stable. On en
déduit, en calculant h°Nc par liaison, la minoration suivante de m(sz-Z) pour
s>4 :

m(s?-2) » (°3)-25+1 = (sP465%-5+12)/6 .
Remarque 5.49.

1) On peut, bien entendu, imaginer d'appliquer 5.44 avec n> 1 . Cependant, si
C est liée 8 T par deux surfaces de degré s et si C et T sont projective;
ment normales, on voit via 4.15 et 4.18 que la condition b) de 5.44 équivaut & :

(b*) hoN-(-2) < ne2 nlog(s-2)
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Mais on a n < holc(s)- 1= h°mr(4-s)+ 1= h1qis-4)+ 1 donc, si (b') est
réalisée, on a :

hoN(-2) < t+hlo(s-4)+2 nlo(s-2) .

I1 en résulte que pour s assez grand, les seuls cas d'applications de 5.44
via liaison sont ceux de 5.47 : hoNr(-2)= 0 ou 1.

2) Pour s assez petit, on peut cependant espérer quelques résultats. Par
exemple, si I est une courbe de degré 4 et genre 1, liée @ C (degré 12, genre
17) par des surfaces de degré 4, on a h°Ic(4)= 3 et on peut envisager d'appliquer
5.44 avec n=2 pour obtenir la semi-stabilité de Nc . On manque pour cela d'un
lemme de contrdle des singularités analogue & 4.8, mais pour les plans de
P(H’1,(4)).
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§6. Résultats et questions ouvertes.

a) Résultats concernant la condition hoNc(-2)= 0 ; calcul de DP(g).

On renvoie au §5 b,c,d pour les principaux théorémes concernant DP(g).

Par rapport a (7], nos résultats principaux sont les suivants :
1) Minoration de Dp(g) (5.17).

Si f(d) = §%§ (6d+1)3/2-2d+1 et si f'1 est la fonction inverse de f , on
a: DP(g) > f'1(g), donc aussi Dp(g) > [f'1(g)]+ 1 pour g>1.

On en déduit le comportement asymptotique : lim.sup 9'2/3 DP(g) = (g)”3 (et
non plus seulement < ) et le calcul de Dp dans 1'exemple d'Ellia (5.19).

Cette minoration peut parfois étre améliorée par un usage direct de 5.15. Par
exemple, si g=5 , on a [f"(g)]+1 =7 , mis, si C est de degré 7 et genre 5,
on a h°0c(3)= 17 , donc C est sur une surface de degré 3 et la minoration de
5.15 :

3
hON(-2) > 252 - (s-2)d+g-1

appliquée a s=3 donne h°Nc(-2) > 1, donc DP(S) >8.

Dans le tableau ci-dessous, c'est ainsi qu'on obtient les améliorations de la
minoration de Dp(g), sauf pour g=2 . Dans ce cas, on a la proposition :
Proposition 6.1.

On a : DP(Z) >7.

Demonstration :
L'argument ci-dessus donne DP(Z) > 6 . I1 reste donc a voir que si C est de
degré 6 et genre 2, on a h°Nc(—2) >0 .

Soit T'=GuD 1la réunion disjointe d'une conique G et d'une droite D ; T
est de degre 3 et genre -1 , donc, par une liaison assez générale dans des surfaces
de degré 3, I' est liee 8 C de degré 6 et genre 2. Les courbes ainsi obtenues
forment un ouvert Q de Hﬁ'2 , dense puisque H6,2 est irréductible. Comme la
propriété hoNc(-2)= 0 est ouverte, il suffit de voir que si Ceq , hoNc(-Z)s 0.

Mais alors, on a par 4.17 :
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~h°Nc(-2) = hoNr(-Z) +dim.Im v (-2) - dim.Im y.(-2)

et comme h°Nr(~2)=l , i1 suffit de prouver que yr(-2)=0 .

Pour ceci, on choisit un repéere de P3

de sorte que D ait pour équations
X=Y=0 et G, XZ*Y2+T2= Z=0.Si f et g sont les équations des surfaces
liant T et C ,onadonc : f = (x2+Y2+T2)f1+Zf = Xfi+ Xf), avec d°f, =1 et

0 o 2 1 2 1
df2=df%=2,etdemémepour g . :

Comme T est union disjointede G et D, on a : 01‘ = OGo OD . NI’ = NGo ND.
Rappelons que la fléeche yr(-z) est obtenue en composant les fleches naturelles
(cf. 4.17) :

i (-2)
HONL(-2) I i HOOI.(I)?'

u.(-2)
et Koop()? L— w1 (12
(on notera que 1'on a h111‘“)= 1).

Comme HOND(-2)=0 , i1 suffit de vérifier que yr(-Z) est nulle sur
HONG(-Z). Or, on a : NG = OG(‘I)o_OG(Z) et on vérifie que la flache i, est défi-
nie par :

r

. 2
ip 0 0g(1) e 04(2) — 04(3)
(u,v) —> (u1’2+vf1 . ugz+vg1) .
Apreés tensorisation par OG(-Z) il reste :
0 0 2
H OG —> H OG(1)
vV —> (vf,,vg,)

ou v est une constante. Il suffit alors de montrer que la fonction sur T , de
degré 1, qui vaut 1‘1 sur G et 0 sur D a une image nulle dans H11r(1) i.e.
provient d‘une fonction F de Hoqp(ﬂ. On cherche F = aX+bY+cZ+dT ; comme
F|D=0 ,ona c=d=0 . Posons f1 = a1X+b1Y+c1Z+d1T . Alors, si F = a1X+b1Y , on

a F‘G = f En effet, comme f,(X‘?¢Y2+T2)+Z1‘2 = Xf:‘+Yf' , on voit que d.‘=0 .

e - 2

et comme G est dans le plan Z=0, on a la conclusion.

2) Des majorations de Dp(g) sont obtenues, dans de nombreux cas, grace aux métho-
des de liaison : Th, 5.20 et 5.23, et a la formule : Dp(g+g') < Dp(g)~0p(g').
On a rassemblé, pour g<43 , tous ces résultats dans un tableau.

On notera que, dans la plupart des cas, on a seulement un encadrement de
Dp(g).
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Les résultats seraient nettement améliorés si la réponse a la question sui-
vante était positive :

Question 6.2.

Si C et T sont liées par des surfaces de degré s,t , la flache naturelle:
ve(-2) @ KON(-2) — W1 (s-2) o H'I (t-2)

est-elle toujours nulle ? ou pour C assez générale ? ou encore, pour T donnée,
existe-il C avec yc(-2)= 0 ? [On comparera a 6.1].

En cas de réponse affirmative, il suffit pour prouver que hoNc(-Z) est nul,
de vérifier :

hoNr(-Z) = h°1r(s-2) = h°1r(t-2) =0, i.e. onn'a plus a se

soucier des h11r(n). Avec cette hypothese, la valeur de DP serait alors voisine
de celle fournie par les minorations ci-dessus. Par exemple, on aurait DP(2)= 7,
Dp(5)<9 , Dp(6) =9 ... Précisément, pour g<20 , les seuls cas ou la valeur de
DP différerait de la minoration seraient g=5 et g=10 . Pour g=5 , on ne
saurait toujours pas montrer g=8 faute d'une liaison convenable. Pour g=10 ,
par liaison avec une courbe (6,2) on trouverait DP(10)= 1.

On remarquera que la fonction DP n'est pas croissante : DP(2)2_7 . DP(3)= 6.
On n'a toujours pas, pour g>3 , la majoration Dp(g)5_9+3 qui permettrait de
simplifier les démonstrations de [2). I1 manque les cas : g = 5,6,7,8,9,10,20 .

Tableau des résultats sur DP : (les * signalent les valeurs connues avec
certitude).

Tableau 61

g 1 2 |3 4 516 |7 |89 |10 |1 12 ] 13 14 | 15

[f"(g))+1 4 516 7 7 18 (8 |9 (9110 |10 "min 1M1 12
D

v
wn
~
o
~
oo
o
¥}
[v)

p 10} 10 | 10 1" 12112

DP < 5.1 106 7 12 12[13{1418|19 [ 10 1511 16 | 12
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] 16 | 17 | 18| 19| 20 | 21 |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 |30

*
[f'i(g)]+1 12 |12 | 13| 13|13 | 14|14 |14 15| 15| 15| 16| 16 | 16 |16
DP 2 1313|1313 14|14 |14 15|15 | 15[ 15| 16 | 16 | 16 |17
0p < 17 (18| 18 | 19| 24 | 24 | 20 [ 25 | 21 | 26-| 15 | 20 ; 23 | 21 |22

g 31 132 33|34 | 35|36 (37|38 ]39) 40 41| 42| 43

[f"(g)m 17 |17 (171718 (18| 18 (18] 19| 19|19 19| 20

Dp > 17 (17 18| 18 | 18 | 19 19| 19| 19| 19 | 20 | 20 | 20

Dp < 27 | 27 | 28 | 29 | 18 | 23 | 25 | 19| 24 | 29 | 20 | 25 | 21

Résultats sur Gp(d)

d |1 | 23 la s [ef[7]8] 910 |11 |12 |13 [1a]1s

G

P(d) 210 -1 10 0 1 31414411 |13 |15 |15 115 | 26

d 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21

Gp(d) > | 26 | 26 | 35 | 38 | 41 | 43

b) Resultats concernant la stabilité et la h®-stabilité.

Rappelons quelques définitions (cf. [7]).

Soit g&N ; on désigne par DSS(g) (resp. Ds(g)) le plus petit entier d

tel qu'il existe une courbe C Tlisse et connexe de P3 , de degré d et genre g

telle que Nc soit semi-stable (resp. stable).

On définit de maniere analogue Dgs(g) (resp. Dg(g)) en exigeant de plus que

1 .
h Nc soit nul.
. L 0 0
Enfin on définit Dhss (resp. DhS . DhSS . DhS) en remplacant partout la
stabilité par la hO-stabilite.

On a, de maniére évidente :

107



D. PERRIN

0

. . 0
Dgg £ D5 5 Dgg < Dgg <Dp 5 Dg < Dg

S
et de méme avec DhSS .

D'autre part, on a Dgs < DgSS (Rem. 5.27.2) et on rappelle que si g<2d il
y a équivalence entre hO-stabilité et stabilité.

Le résultat suivant est dans [7] :

Théoreme 6.3 (E1lingsrud-Hirschowitz).
i) Pour g>2 les suites Dg , Dgs sont finies.
ii) Pour g>1 et d> Dg(g) (resp. d > Dgs(g)) il existe C , lisse, connexe
de degré d et genre g , avec N stable (resp. semi-stable).
' ' o '
iii) Pour g,g'>1 , 0n a Dg(g+g ) < Dg(g)+DSS(g ).
iv) Pour g>3 , on a Dg(g) < g+43 .
0 0
v) Pour g>1, ona Dg(g+1) < Dgg(g) +2 .
vi) On a :

-2/3

. . - 9,1/3
1< limsup g Dgs(9) < lim sup g 2/3 Dgs(g) < (g) 13,

1) Minoration de Dgs(g), estimation asymptotique.

La proposition suivante est analogue a 5.15.

Proposition 6.4.
Soit C wune courbe lisse et connexe de degré d et genre g .
On pose s = inf {neEN| holc(n)zo) . Alors :

1

3.2
1 1 S”+357+2s
1) h'N _>_h0c(s)3hOc(s-1)-d3T-sd+g-1 .

o

2) i 3°(deg-1)2- (6d+1)3 >0 , on a h‘Nc 50 .

Demonstration :

1) La premiére inégalité résulte de la suite exacte usuelle associée au plongement
de C sur une surface de degré s , la seconde de 3.5 par dualité ; la troisieme
s'obtient en tenant compte de ce que holc(s-l) est nul, donc hOOC(s-1) <

3,32
hoop(s-1) .S 032 +25

2) Comme pour 5.16, c'est 4p3-27q2 < 0 (apres le changement de variables s'-=s+1).
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. 3/2
On introduit alors la fonction o(d) = 1-d+%L—- et sa réciproque w'1.

On note que @(d) = d+ f(d) avec les notations de 5.17. On a aussitdt :
Corollaire 6.5.

On a, pour g>1: Dgs(g) Zw"(g) (donc aussi Dg(g) . Dgss(g) , Dgs(g)).

Cette minoration n'est pas du tout optimale pour les petites valeurs de g .
En revanche, elle donne :

Théoréme 6.6 : (estimation asymptotique de Dgs(g)).

-2/3 0°

Oona : limsup g ss(9) = (3)1/3 .

. 0 0
Méme assertion pour DS . DhSS , et, cf. 5.18, pour DP .

Démonstration :

Outre 6.3 vi), il suffit de noter que 1'on a : ¢(d) ~
(3)1/3 g2/3 .

_2_;_2' d3/2 , donc

o (g) ~

2) Minoration de Dss(g).

Elle repose sur les résultats de Gruson et Peskine concernant la majoration du
genre des courbes non contenues dans une surface de degré < s :

Théoreme 6.7 : (Gruson-Peskine [17]).

Soit G(d,s) = sup {g(C) pour C 1lisse, connexe de degré d , non contenue
dans une surface de degré < s} .

2 r2+5r

1) si d=s%r avec 0<r<s-1,ona 6(d,s) = 1+53-2s%-2rs+ 5

2) $i d=s?-2s+3+v , avec 0<v<s-3 ,0na
6(d,s) = s3-5s2+9s5-6+v (ve25-3)/2 .

3)Si d=s°-2542=(s-1)2+1 , ona G(d,s) = 1+ (s-3)d = s-5s2+8s-5 .

Pour d€N , soit alors s(d) 1'unique entier s tel que

(s-10%e1<d s,

On vérifie que la fonction d —»> G(d,s(d)) est strictement croissante pour
d>3 . 0na: G(3,s(3))=0, G(4,s(4)) =1 etc...

Soit maintenant g wun entier, g>1 . Il existe un unique entier d tel que :
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G(d-1, s(d-1)) < g < G(d,s(d)) .
On pose w(g)=d .

Théoréme 6.8.
On a Dgglg) > wlg) pour g>1.

Démonstration :

Posons d= DSS(g) et supposons d < y(g) i.e. G(d,s(d)) < g . Si C est une
courbe lisse et connexe de degré d et genre g , elle est donc sur une surface de
degré < s=s(d). On a alors par la suite exacte usuelle un quotient E de Nc qui
est un sous-faisceau inversible de Dc(s-1). On a donc deg.E < (s-1)d et on véri-
fie sur les valeurs de 6.7 que (s-3)d < G(d,s) < g-1 donc deg.E < (s-1)d <
2d+g-1 = 1/2 deg.NC . Le fibré normal est donc instable ce qui contredit la défi-
nition de Dss(g).

Remarque 6.8.bis.
De 6.8 résulte la minoration asymptotique :
1im.sup Dss(g) 9-2/3 > 1 . Dans certains cas, on sait que la minoration

6.8 est optimale :

Théoréme 6.8.ter.

Soit s un entier. Pour d= s2 . 52-1 . sz-z . (s-1)2+1 ,ona:

DSS(G(d,s)) =d = y(G(d,s)). Pour d= s . 2.1 . 2.2 ,0na:
Dyss (6(dss)) < d .

Démonstration :
C'est 5.1, 5.35, 5.47 et [5].

Pour g petit, voir le tableau 6.11 qui donne les valeurs de y(g).

3) Estimation asymptotique de Dy et Dg -

Elle va résulter du lemme suivant :

Lemme 6.9.
Soit G wun.entier, G > 5457. Il existe un entier s , s>20 , unique, tel que:

als-1) <6 < afs) , avec a(s) = $3-ase2sea .

Alors :
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1) I1 existe des entiers d,g , avec :
a) s+1<d<3s
b) 3-d < g < d-3

tels que : G = g+ (s-2)(sz-2d).

2) 11 existe une courbe C 1lisse et connexe de degré sz-d , avec s,d comme ci-
dessus, et de genre G , dont le fibré normal est stable et hO-stable.

Démonstration :
1) La fonction a(s) est croissante et a19) = 5457 , d'ol 1'encadrement de G .
Si on pose : B(d,g) = g+ (s-2)(sz-2d), on vérifie aussitot :
B(s+1,0) = a(s) ; B(3s,0) < al(s-1) ; B8(d+1,d-2) > 8(d,3-d) ,
donc, pour d variant dans [s+1,3s] , les intervalles [BR(d,3-d) ; 8(d,d-3)]

recouvrent tout 1'intervalle Ja(s-1),a(s)] . En particulier, G est atteint.

2) Comme d>21 et 3-d < g <d-3, il existe une courbe lisse T de degré d et
genre g , de rang maximum, vérifiant hoNr(-2)= 0 (voir 5.11 ter, le tableau de
6.2 et la démonstration de 5.23).

On a alors hzlr(s-4) = h’or(s-d) =0 car (s-4)d > 2g-2 (s> 10). D'autre
part, on a aussi h1lr(s-3)= 0 . En effet, coome T est de rang maximum, il suffit
de vérifier :

h00.(s-3) = (s-3)d+1-g < h%4p(s-3) = (3)

et ceci découle de s>19 .

On peut donc appliquer le théoreme 5.47. Si C est liée @ T par un pinceau
convenable de surfaces de degré s , C est lisse et connexe, de degré sz-d , de

genre (5-2)(52-2d)+ g=G et Nc est stable et h%-stable.

Corollaire 6.10 (estimation asymptotique).

On a :
lim.sup 9'2/3 Dg(g) = lim.sup 9'2/3 Dgglg) = 1
lim.sup 9'2/3 Dhss(g) < lim.sup 9-2/3 Dpsla) < 1.
Démonstration :
I1 suffit de montrer que lim.sup < 1 (cf. 6.9). Si G€ Ja(s-1),a(s)] , on a
G-~-s3 pour s grand et DS(G) < sz-d < s2 , d'ol la conclusion. De méme pour DhS'
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4) Relations entre stabilité et hO-stabilite.

On a vu (5.26) que si g<2d , ces deux notions coTncident. En revanche,
lorsque le genre est grand par rapport au degré, la situation est plus complexe, la
manipulation des sections globales étant, du fait des phénomenes de spécialité, plus
délicate que celle du degré. On a ainsi beaucoup de questions naturelles sans
réponse.

Question 6.11.

Soit C lisse et connexe, avec h°Nc(-2)= 0 et NC stable ; Nc est-il

1

h°-stable ? (On sait qu'il est h%-semi-stable et que h Nc= 0). Une réponse posi-

tive donnerait pour Dgs la méme estimation asymptotique que pour DP . En ce qui
concerne DhSS , on a rencontré de nombreux exemples (cf. 5.43) avec NC semi- .

stable mais pas h°-semi-stab1e, mais aucun dans 1‘'autre sens.

Question 6.12.

Pour une courbe lisse C , a-t-on :

NC h%-semi-stable == Nc semi-stable ?

On aurait alors DhSS 2 DSS , donc la méme estimation asymptotique pour les deux.
En ce sens, un résultat intéressant serait le suivant (évidemment vrai si
hI(s) > 2, cf. 5.33).

Question 6.13.

Si C est lisse connexe, tracée sur une surface de degré s , a-t-on :
1 o 0

deg.wc(A-s) > 5 deg.N. = h wc(4-s) > 172 hN. 2
Remarquons déja que si C est de degré d , avec (s-1)24 1<d< s2 , et genre g
avec g > G(d,s), on sait que NC est instable (cf. 6.8), mais il n'est pas évident

que NC soit hP-instable.

Comme C est alors sur une surface de degré s-1 , en minorant
homc(s-s) = h‘Oc(s-S), on se raméne essentiellement 3 majorer h°NC :

Question 6.14.

Soit C 1lisse et connexe, de degré d , avec (s-1)2+ 1<d< s2

g > G(d,s). A-t-on :

et de genre

172 hON, < (5;2)- (s-5)d+g-12?
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Une réponse positive a 6.13 donnerait 1a minoration Dhss(g) > w(g), donc
1'estimation asymptotique. On a cependant, pour s<3 :
Lemme 6.15.

Si C, lisse et connexe, est tracée sur une surface Q de degré s<3 et

: 1 0 1.0 0 .

si deg.mc(4-s) > 5 deg.Nc ,ona h NC/Q > 3 h Nc , donc C h -instable. En
particulier, pour g<33 , 0na DhSS(g) > wlg).
Démonstration :

Ona 0 — NC/Q — N —E — 0, avec Ecoc(s). 11 en résulte que

deg.N > deg.mc(4-s), donc NC/Q est non spécial puisque s<3 . On a alors :

¢/Q =

. 0
¢ = "Nesg ¢/
est non spécial et sinon, par Clifford, h°E < h°0c(s) < s{-‘ﬂ <2d car s<3.

hON +h% et hON.,. = 2d+c , €>0 . Mais, h®E<2d , c'est clair si E

5) Tableau des résultats pour g<43 (Tableau 6.1I).

A) g<32 .
= = o = o = =
Dans ce cas, on a Dss(g) = Dhss(g) Dss(g) Dhss(g) et Ds(g) Dhs(g)
Dg(g) = Dzs(g). En effet, on a alors g < 2¥(g) < ZDSS(g) (resp. ZDhSS(g), cf.
6.15), on est donc dans le cas g<2d ou stabilité et n®-stabilité sont équiva-
lentes et entrainent h1NC= 0 (5.26).

La minoration de DSS(g) est donnée par la fonction y (cf. 6.8) sauf pour
g=32 , ot Y(32)=16 mais DSS(32) > 17 , voir plus loin,

Pour les majorations nouvelles on a indiqué par une lettre les méthodes
utilisées :

Méthode a.
C'est la méthode de liaison inégale (§5g, IV).
Les liaisons utilisées figurent au tableau 6 III.

On utilise parfois des courbes de genre < 0 ; il s'agit de courbes non connexes,
unions disjointes de courbes rationnelles (si possible de degré = 2) et de droites.
Ainsi (dr.gr) = (2,-1) correspond 3 deux droites, (3,-1) une conique et une
droite, (3,-2) trois droites etc...

Méthode b.

C'est 1a méthode de liaison égale (Th. 5.35), cf. Tableau 6.11I.
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Méthode b'.

La variante utilisant les pinceaux (Th. 5.47).

Méthode c.

L'application directe de 5e.B pour les courbes de degré d et genre d+1 sur
des surfaces cubiques (resp. d , 2d , sur des quartiques).

Méthode d.
C'est 1'usage de hONC(-2)= 0 cf. 6.d.

Méthode e.

C'est 1'application des formules de [7] Dg(g+1) < Dgs(g)+ 2
0 0
Ds(g) < Dss(g)+2 .

On notera que pour Dss(g), les résultats sont les meilleurs possibles, sauf
pour g = 14,17 et 21 . Les courbes correspondantes sont 1iées par des surfaces
de degré 4 a des courbes I de degrés et genres respectifs (5,2) ; (4,1) ; (3,1),
qui ne vérifient pas h°Nr(-2)= 0 . Dans les cas (5,2) et (3,1), N, est méme
instable.

Dans le cas de DS en revanche, certains résultats devraient pouvoir é&tre
améliorés. Par exemple, on peut penser que 1'on a : 05(6) =8, DS(12) =11,
DS(13)= 11 ... voir questions 6.17 etc...

Remarque 6.16.

Les courbes C de degré 16 et genre 32 présentent un phénoméne particulier.
Comme h°0c(4)= 33 , C est sur deux surfaces de degré 4, mais, comme C n'est pas
intersection complete, C est donc nécessairement sur une surface de degré 3 et NC
est instable, donc DSS(32) > 17 . Comme 055(33)= 16 , on voit que DSS n'est pas
une fonction croissante. Signalons que pour le cas dc= 17, 9= 32 on utilise une
courbe I de degré 7 et genre 2 non connexe (union d'une {6,3) et d'une droite).

B) 33<g<43.

A partir de g=33 , comme on n'a plus g<2d , la situation devient plus com-
plexe, en raison de deux phénomenes : 1) la stabilité et la h®-stabilité ne sont
plus équivalentes (on a rencontré une courbe de degré 17 et genre 35 dont le fibré
normal est semi-stable mais hC-instable cf. 5.27.3).

2) En général, on a h1NC > 0 (par exemple, c'est le cas ici pour les intersections

complétes de deux surfaces de degré 4 , d=16 , g=33 , h‘NC= 2). Les méthodes sont
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essentiellement les mémes que pour g<32 . Le cas g=35 résulte d'un résultat
de [5] : si C est la courbe des zéros d'une section de E(4) ou E est un fibré
de corrélation nulle C est de degré 17 et NC est stable. On en déduit, par
Clifford que No est h°-semi-stable. Attention, C n'est pas la courbe (17,35)
évoquée ci-dessus (elle n'est pas projectivement normale).

On vérifie que h‘uc=o , donc og(35)= 17, Dpsg(35) =17 . D'apres (7], i1
existe C', de degré 18 et genre 35 avec NC‘ stable, donc hO-stable (puisque

35 < 2x18), donc DY <18 .

Les résultats obtenus pour DSS sont optimaux sauf pour d = 38,39,43 . Pour
les autres fonctions, de nombreuses améliorations sont sans doute possibles.

Tableau 611 : Résultats de stabilité ; g<32 .

g TTZ21 3475167178197 T10T 11 12113114 15] 16
DSS 2 |4 67|78 919 91 10| 11 " 1" 12 | 12
DSS <416 |67 718 |8 919 9110 | 1 1 13 ] 121 12

- d alb a c d c d b
DS Clo [ 6| 6|77 8 91910 11 12 | 131 13 | 14 | 14
- el b a e e e e e e

v

ss 12 |13 |13 |13 |13 {14 [14 (14 |15 |15 |15 |15 {16 |16 |16 {17

I

sS 14 113 |13 [13 |14 |14 (14 |14 |15 |15 |15 |15 |16 [16 |16 {17

I

14 |15 [13 |13 |15 |16 (14 |15 115 (17 [15 |15 |16 |16 16 |17
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g 33 | 34| 35| 36|37 |38|39) 40| 41| 42| 43
Dgg > {16 | 17 | 17 | 18 | 18 | 18 [ 18 | 19 | 19 | 19| 19
DSS |16} 1711718118191 191 19| 19| 19 ] 20
a a] al bl a bj bl a bl b
Dpes$ |16 [ 17 | 17 | 18 | 18 [ 19 [ 19| 19| 19 19b 20b
Dg < |17 | 17 |17 | 18| 20 | 19 21| 23| 19| 19| 21
a 3] e e e
Dpg S [17 {17 | 18| 18| 20 | 19| 21 | 23 [ 19| 19 | 21
e b e
D2 < [17 (17|17 [ 18] 18| 19|21 |23 | 19]19] 21
ss = b
(o]
Dpss< [17 [ 17 | 171 18 | 18 | 19/ 21 [ 23 { 19 | 19 | 21
bg < [17 7l le 20| 1921 23|19 19 21
Dps < [177 [ 1718 18|20 | 19 21|23 | 19| 19 21
Tableau 6II : suite ; 33 (g <43.

Tableau 6111 :

Liaisons utilisées

C(dc,gc) est liée a r(dr,gr) par des surfaces de degrés s,t

s,t 3,3 3,4 3,4 3,5 4,4 4,4 4,4 4,4 4,4 4,4
dragp| 1,0 4,0 3,-1 5,0 4,0 3,-2 | 3,0 2,-11 2,0 1,0
des9c| 8.7 8,6 9,8 10,10 | 12,16 13,18 |13,20 |14,23 | 14,24 |15,28

]

s,t 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,6
dr9p| 7.4 6,1 6,2 5,-1 5,0 5,2 4,-1 | 4,0 4,1 7,2
dC’gC 13,19 | 14,21 14,22 | 15,24 | 15,25 |15,27 |16,29 {16,30 |16,31 (17,32

s,t 4x6 - 4x5 4,5 4,6 5x5 4x6 5x5 5x5 5x6 5x5 | 5x5
drs9p| 7,3 3,-1 3,0 6,0 7,4 5,-4 | 6,0 6,1 |11,13 | 6,3 |5,-2
dcs9¢ 17,33 | 17,34 | 17,35 | 18,36 | 18,37 19,38 {19,39 19,40 |19,41 |19,42/20,43
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6) Questions-ouvertes.

Soit C wune courbe lisse et connexe. Par définition, le fibré normal Nc est
instable s'il existe un sous-faisceau inversible L de Nc , avec
deg.L > 1/2 deg.Nc . Quitte a augmenter L , on peut supposer que le quotient NC/L
est lui aussi inversible, de sorte que L= NC/Q , ol Q est une surface irréducti-
ble contenant C (cf. 4.3.bis).

Un tel sous fibré L de Nc , avec deg.L > 1/2 deg.Nc et NC/L inversible
est nécessairement unique. I1 se peut que la surface Q associée a L (i.e. telle
que L =~ NC/Q) soit unique elle aussi. Sinon c'est que les surfaces 01,02 avec
NC/Q1 = Nc/02 = L sont tangentes le long de C . Si Q est une surface lisse con-

tenant C , de degré n , on sait que NC/Q est isomorphe a wc(4-n) et deg.Nc/Q
est alors une fonction décroissante de n . Posons s(C) = inf {n€N | holc(n)=0} .

Pour vérifier la condition deg.N <172 deg.Nc pour Q lisse, il suffit de le

c/Q -
faire pour n=s(C) i.e. pour les surfaces de degré minimal contenant C . Lorsque
holc(s) > 2, onsait (cf. 5.33) que la condition est automatiquement réalisée i.e.
deg.mc(d-s) < 1/2 deg.N. pour s= s(C), avec inégalité stricte si C n'est pas
une intersection compleéte de deux surfaces de degré s .

On pourrait se demander, plus généralement, si lorsque Nc est instable, une
surface Q qui déstabilise Nc n'‘est pas nécessairement de degré s=s(C), auquel
cas, pour s'assurer de la semi-stabilité de Nc , i1 suffirait de vérifier, soit que
h°1c(s) > 2, soit que h°1c(5)= 1 , mais que la surface de degré s contenant Nc
ne déstabilise pas C .

Les exemples suivants montrent qu'il n'en est rien et que les surfaces déstabi-
lisantes peuvent &tre de degré > s(C) (elles sont alors singulidres).

Exemple 1.

D'aprés [8] i1 existe une courbe rationnelle C , de degré 5, avec Nc insta-
ble. Alors, C n'est pas sur une quadrique ([8] ou [29])), mais, comme h°0c(3)= 16 ,
on a holc(3) >4 .0nadonc s(C)=3, h°lc(3) > 2 et cependant Nc instable.
La construction de [8] fournit d'ailleurs des exemples ou la surface déstabilisante
est de degré 4.

Exemple 2.

Dans [10]) (Ex. 2.5), on trouve un exemple de courbe rationnelle C de degré 6,
a fibré normal déstabilisé par une surface de degré 4, alors que h°1c(3)= 1 et que
1a surface cubique ne déstabilise pas NC . Toutefois, 1a courbe C posséde un
point double ordinaire.
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Dans [8] on rencontre C , rationnelle de degré 6, lisse, dont le fibré normal
est déstabilisé par une surface de degré 4. Mais 1a, on n'est pas sdr de la valeur
de h°1.(3) (ona h°1.(3) > 1).

Dans les exemples précédents les courbes ne sont pas générales (en particulier
h°Nc(—2) n'est pas nul). On peut donc espérer un résultat générique :

Question 6.17.

Soient d,g des entiers, H une composante irréductible de Hd,g . Soit s
la valeur générique de s(C) = {inf n| holc(n)z 0} , pour C dans H et soit h
la valeur générique de h°1c(s).

1) On suppose h>2 ; Nc est-il semi-stable (resp. h%-semi-stable) pour C géné-
rale dans H ?

2) On suppose . h=1 et, pour C générique, tracée sur une surface Q de degré s,
on suppose deg.Nc/Q <172 deg.Nc (resp. hoNC/Q <172 hONC). Alors, Nc est-il

semi-stable (resp. h°-semi-stable) pour C générale dans H ?

L'intérét d'une réponse positive 3 6.17.1) c'est d'avoir aussitdt une réponse
positive a 6.18 :

Question 6.18.

2

Soient s,d des entiers ; s> 1, (s-1)2+1 <d<s® . Alorsona (?) :

Dgs(6G(d,s)) = d = v(G(d,s)) (cf. 6.7...)
et D, (6(d,s)) < d .

Remarques 6.19.

2 2 2

1) Nous avons prouvé DSS(G(d,s))= d pour d=s° , s°-1, s“-2 , 52-25+2 , cf.

6.8 ter.

2) Pour G(sz-l,s) <g¥< G(sz,s) on peut se demander si Dss(g)= 52 . Le cas

g=32 montre que ce n'est pas toujours vrai, mais il serait intéressant d'avoir une
indication sur le cas général pour juger de la régularité de la fonction DSS .

L'analogue de 6.17 avec la stabilité est inexact pour les intersections com-

pletes de deux surfaces de méme degré, ou pour les courbes de genre < 1 . Par

exemple, si C est rationnelle de degré 4, assez générale, C est sur une quadrique
lisse Q et deg.Nc/Q= 6 < 1/2 deg.Nc: 14 . Mais cependant, Nc est décomposé, donc
seulement semi-stable. La encore, pour trouver un scindage de NC , i1 faut prendre

118



COURBES PASSANT PAR m POINTS GENERAUX DE P3

une surface de degré 3 contenant C , assez singuligre (cf. [8]).

Pour g< 1, ce phénoméne est 1ié au théoréme de Nagata ; pour g>2 on peut
espérer un résultat du type de 6.17, mais avec la stabilité, sauf, bien entendu,
pour les intersections complétes.

On a remarqué que les méthodes développées au §5 ne donnent, en général, que
des résultats concernant 1a semi-stabilité d'une courbe générique. Voici cependant
un exemple oli on a un résultat valable pour toutes les courbes de degré et genre
donné (on pourra comparer & [1] ou [4]).

Proposition 6.20.

Soit C wune courbe lisse et connexe de degré 8 et genre 7. Alors, Nc est
semi-stable. Il existe de telles courbes avec Nc semi-stable, mais non stable.

Démonstration :

On vérifie aussitdt que C n'est ni plane, ni sur une quadrique. Comme
h°0c(3)= 18 , on a holc(3) >2 et C est liée par deux surfaces de degré 3 a
une courbe de degré 1 et genre 0, i.e. une droite. Il en résulte que C est pro-
jectivement normale avec la résolution :

0 — Gp(-5)2 — Qp(-3)2 0 Op(~4) —>= I, —> 0
et on a donc h°Nc(-2) =4 =2 h10c(1).

on peut appliquer 5.31 et NC est semi-stable. Sinon, toute surface de degré 3
contenant C est telle que deg.Nc/Q > 22 , donc déstabilise C , mais ceci con-
tredit 1'unicité de la surface déstabilisante, (pour une raison de degré, deux sur-
faces de degré 3 ne peuvent étre tangentes le long de C). Pour C générale, Nc
est stable (5.48). Cependant, sur une surface de Cayley Q (cf. [4]) on trouve des
courbes C de degré 8 et genre 7 avec deg.NC/Q = 22 . I1 suffit de prendre une

6
courbe associée au diviseur 74- 3e1- Z :Zei qui passe alors par deux des quatre
]:

Soit Q une surface de degré 3 contenant C . Si deg.Nc/Q < 1/2 deg.Nc =22,

points singuliers de Q .
Le ressort de la démonstration précédente c'est le fait que h°Nc(—2) et

hioc(s-Z) sont constants sur tout Hd g " On peut se demander si ce type de phéno-
meéne se produit, plus généralement, dans le cas des courbes projectivement normales
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Question 6.21.

Soit H 1'ouvert de Hd g des courbes projectivement normales de degré d et

genre g (s'il en existe). On suppose qu'il existe Coe H avec Nc semi-stable.
o

Alors, N. est-il semi-stable pour toute C dans H ?

c

¢) Résultats concernant m(Nc) et m(d,g).

Voir les définitions en 2.a et 2.3.

1) Pour m(Nc), le probleme est résolu, en théorie au moins. Si Nc n'est pas
h°-semi-stab]e, il existe un sous-faisceau inversible D de Nc , avec NC/D

inversible et h°D > 1/2 hoNc . On a alors : m(N) = hoNc-hoD <172 h°Nc (cf.3.7).

Si Nc est h°-semi-stable, on a m(Nc) = 1/2 h°NC (cf. 3.14).

Bien entendu, il reste a décider de la h®-semi-stabilité de Nc (cf. 6.b),
et a calculer h°Nc (cf. 4.1).

2) Majorations de m(d,g).
Nous avons vu les majorations.suivantes :

i) m(d,g) < 1/2 dim.H (2.1)

d.g
ii) Si toutes les courbeg de Hd, sont tracées sur dgs surfaces de degré s :
m(d,g) < (53 -1, (2.2)
iii) Si g<2d , m(d,g) < 2d . (5.28)
iv) Si g>ad . (5.30)
*» m(d,g) < g

g.1 . 3d.39.1

* m(d,g) < sup (d+g+5 5 F+Fez).

La majoration iii) ci-dessus est optimale lorsque g est petit. On peut
toutefois se demander s'il n'existe pas une fonction de g , disons F(g), beaucoup
plus petite que g/2 , telle que, pour d > F(g) on ait m(d,g) < 2d . On espére-
rait un comportement asymptotique de F(g) en agz/3 .

La majoration ii) est optimale lorsque le genre est trés grand. Par exemple si
g = (d-1)(d-2)/2 , les courbes sont planes et m(d,g) < 3 .

Dans la zone intermédiaire, la majoration iv) est assez grossiere. La majora-
tion i) est évidemment idéale, mais, malheureusement, 3 notre connaissance le com-
portement de la fonction g +> dim.Hd g est encore trop mal connu pour permettre

’
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une utilisation efficace de 1i).

Nous nous contenterons donc de poser la question suivante :

Question 6.22.

2

Soient d,s des entiers avec s> 1 et (s-1)%+1 <d<s® . Soit g un

entier quelconque. Est-il vrai que 1'on a :
m(d,g) < 1/2 dim.Hy oy o) ?

(Si g > G(d,s), les courbes de H sont sur des surfaces de degré < s et on a,

d,g

- Ss+2 : . 2 s
par ii), m(d,g) < ( 3 )-1 < 1/2 d1m’Hd,G(d,s) (au moins pour d > s®-s); si
g < 6(d,s), 1'assertion de 6.22 sous-entend que la fonction g > dim.H est

croissante).

d,g

Pour le calcul explicite de d1m'Hd,G(d,s) , voir ci-dessous 3.iv.

3) Minorations de m(d,g).
Elles proviennent toutes de 2.4 :

i) Si C est un point lisse de Hd ,0ona:
’

9
m(d’g) Z m(Nc) .

ii) On obtient ainsi, vu le point 1) ci-dessus :

Théoreéme 6.23.

1) Soient 91,9, des entiers. On a :
0 0 0
Dpss(9149,) < Dpss(9) + Dpgslay)

2) soient d,g des entiers avec g>1 et dZD:ss(g) (resp. g=0 et d>3). I
existe une courbe C 1lisse et connexe, de degré d et genre g , telle que Nc
soit h%-semi-stable et vérifie h‘Nc= 0.

On a alors : m(d,g) > 2d .

Démonstration :
L'assertion concernant m(d,g) résulte aussitdét de 2), vu 2.4 et 3.14.

Pour 1), nous allons montrer que si Ci , i=1,2 , est une courbe lisse,

connexe, de degré di et genre g; » avec NC h®-semi-stable et h‘ c.® 0, et

i i
si 1'une au moins des Ci n'est pas une droite, il existe une courbe C lisse et
connexe, de degré d= d'+d2 et de genre g= 94+9, » avec Nc h®-semi-stable et
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h1NC= 0 . Il suffira alors, pour prouver 2), de raisonner par récurrence sur d en
prenant pour C2 une droite.

La méthode utilisée est 1a méme que dans [7] (on comparera 6.23 et 6.3 ci-
dessus) et nous la rappelons brigvement.

1) On appelle association de C, et C2 une réunion A= h1(C1)Uh2(C2) ou h1,h2
sont des homographies de IP3 et ol h,(c.l) et hZ(CZ) se coupent transversalement
en un unique point P ; A est une courbe de degré d=d1+d2 , localement intersec-
tion compléte, donc NA est un faisceau localement h’brei de rang 2 sur A . Pour

(21,C2 données, 1'existence d'une telle association vient de [31]. On notera, pour

simplifier : A= c,ucz .
La suite exacte naturelle :

0 — OA —_ Ocioocz —> k(P) — 0

montre que A est de genre g-= 94%9, -

En tensorisant par NA , on obtient :

(1) 0 — Ny — NA|C1°NA|C2 —_ NAok(P) -0 .

Par ailleurs, pour i=1,2 , 1'inclusion IAc Ic ; induit la suite exacte (cf.,
par exemple, [25]) :

Y.
(2.1) 0 — N —>Np|c —>k(P) =0 .
i i
2) Comme Ne est h®-semi-stable et que h1NC.=0 , ONn a m(Nc.)=2di , donc il
i

i i
existe un diviseur positif Mi sur (:i , de degré Zdi , tel que :

H°Nc ('Mi) = 0 . On peut, de plus, supposer que Hi ne rencontre pas P .
i

Soit M=M1+M2 , c'est un diviseur de degré 2d sur A . Nous allons prouver :
Lemme 6.23.1.
Si A est l'association générique de C, et C2 on a, avec les notations

ci-dessus, KN,(-M) = 0 et H‘NA =0.

122



COURBES PASSANT PAR m POINTS GENERAUX DF P3

3) Admettons provisoirement 6.23.1. On pose, revenant aux notations du §1 :
q(z) = dz+1-g , p(z)=2d , X=M , Y=A . Comme on a H°N,(-M)=0 , la fleche
r: H°(A,NA) —_ H°(M,NA M) est surjective, donc, par 1.5, la projection
f:D(p,q) — H(q) est lisse au voisinage de (M,A). Comme A est lissifiable
([25) Th. 4.5), si C est une courbe lisse et connexe voisine de A , avec
h1Nc=0 , f est encore lisse en un point (M',C) voisin de (M,A), donc, par
2.4.2, on a m(Nc)= 2d , ou encore, vu 3.14, Nc h-semi-stable. Ceci acheve de

prouver 6.23.

4) 11 reste a prouver 6.23.1.

Les suites exactes (1) et (2.i) restent valables en tensorisant par OA(-M) et

Oci('Mi)' On note encore 0, la fléche : NCi('Mi) — NAICi(-Mi). Passant aux sec-
tions globales dans (2.1) ainsi tensorisée on voit que HONAIC.('Mi) est de dimen-
i

sion un. Puis, avec (1), on obtient :

0 — KONy (-M) — H°NA|C1(-M1) . HONAICZ(-MZ) —> Np(-M) 0 k(P)

et il reste 2 voir que si o; désigne une section non nulle de HoNA'C.('"i)’ 01(P)
i
et oz(P) sont linéairement indépendants dans NA(-M)ok(P). Pour cela, on associe

a o. le sous-fibré Li de N

i Ci(_Mi)’ saturé de 1'image de 0;: 00 = NAlci(-Mi).

al 1

On a, toujours par (1) :

0 — Li(-P) L — k(P) —> 0 et Li(-P) est un sous-fibré de

NC ('Mi)' On notera que 1'on a HoLi(-P)=0 , mais H°Liz0 .
i
5) Rappelons alors la construction fondamentale utilisée dans [7]. On considere la
surface réglée Xi =lP(Nc (-Mi)). Soit m Xi —_ C‘. la projection canonique. Le
i

noyau de 0 e k(P) définit un point X; de xi , avec n‘.(x‘.) =P ., Rappelons que
X; correspond & un plan tangent a Ci en P ; les points Xy Xy seront appelés
les points bases de 1‘'association A . Le sous-fibré Li(-P) définit une section

de X‘. , passant par x

i-

D'autre part, 1'application 0, induit une application birationnelle de x].

dans Yi "P(NAlc ('Hi)) qui n'‘est autre que la transformation élémentaire de X;
i

en x, (cf. aussi [25)). Cette transformation s'obtient en éclatant x; dans X,

puis en contractant la transformée propre de la fibre de Xi en P . Elle induit un
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jsomorphisme de P(Txi) (ol T, est 1'espace tangent de X; en xi) sur la
i

fibre de Y, en P, soit P(NAlc.”‘(P))' Comme on a égalité en P :
i
NA|c1'k(P) = Nyok(P) = NA|CZ° k(P) ,

on en déduit un isomorphisme entre IP(Tx ) et lP(Tx ). Si deux vecteurs tangents
1 2

61 et 62 en x, et X, se correspondent par cet isomorphisme, les points

doubles (x,,8,) et (x,,5,) (éléments de IP(T, ) et IP(T, )) seront dits
1°1 2°°2 X1 X2

associés. L'intérét de cette notion dans la situation présente vient du lemme

suivant ([54]).

Lemme 6.23.2.

Avec les notations ci-dessus, désignons par Gi le vecteur tangent en X; a
la section de Xi définie par Li(-P). Alors, o4 et ) sont linéairement dépen-
dants en P si et seulement si les points doubles (x1,61) et (xz,sz) sont
associés.

6) Pour terminer, il suffit d'appliquer le lemme suivant (cf. [54]) qui est aussi le
ressort de [7] :
Lemme 6.23.3.

Soient C.,M, (i=1,2) comme en 2) ci-dessus et soit (xi,si) un point
double de lP(Nc ('Mi))’ On suppose que 1'un au moins des points X5 correspond & un
i

plan non osculateur a Ci . Alors, si A est 1'association générique de C1 et

C2 , de points bases XyaXy les points doubles (x1,61) et (xz.dz) ne sont pas
associés.

Remarque.

C'est pour pouvoir trouver un x.i correspondant a un plan tangent a Ci non
osculateur qu'il faut supposer que 1'une au moins des Ci n'est pas une droite.

Corollaire 6.24.
1) Si dZDp(g), (ou d>3,si g=0),ona md,qg)>2d .

Dans ce cas, on peut imposer aux 2d points d'étre sur une surface donnée
(cf. 5.12).

2) ST g=2 et d>g+3 ,ona m(d,g)=2d .

Le méme résultat vaut pour g=2 et d>6 .
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Démonstration :

1) a déja été vu (5.11 et 5.12). Pour 2) cela résulte de 6.3 iv), compte tenu
du fait que 1'on a g<ad .

2 2

iii) Pour d=s? , s2-1, s%-2 , ona :

m(d,6(d,s)) = % dim-Hy 6(d,s)

11 s'agit du cas des intersections complétes de deux surfaces de degré s
(resp. des courbes liées & une droite, resp. a une conique). Comme ce sont des
courbes projectivement normales, le schéma de Hilbert est lisse et 1a minoration de
m(d,g) vient de la h®-stabilité des fibrés normaux correspondants (cf. 6.8 ter).

iv) La question 6.17 (resp. 6.18), si elle admet une réponse positive, donne une
réponse positive pour 6.25 (resp. 6.25 bis) qui généralise le point iii) ci-dessus :

Question 6.25.

Soient d,g des entiers. On suppose qu'il existe une composante irréductible
H de Hd 9 réduite, telle que dim.H=dim. Hd g’ et qui vérifie 1'une des condi-
tions de 6.17 (i.e. les courbes de H sont soit sur deux surfaces de degré minimal,
soit sur une seule, ne déstabilisant pas le fibré normal), alors, est-il vrai que
m(d,g) = [1/2 dim.Hy ] ?

Question 6.25 bis.

2

Soient s,d des entiers avec s>1 et (5-1)2+1 <d<s” . A-t-on :

m(d,G(d,s)) = [1/2 di“""d,c(d,s)] ?

Nous précisons maintenant la valeur de la dimension du schéma de Hilbert

correspondant aux courbes de genre maximum,

Calcul 6.26 : la fonction M(d).
On définit pour d>1 une fonction M(d) en posant M(1)=2 , M(2)=3
M(3)=6 , et, pour d>4 , si (s-1)%+1 <dg 2, avec s>2 ,
" M(d) = 2 dim. Hd ,6(d,s) ou Hg,G(d.s) désigne la composante irréductible du schéma

de Hilbert qui contient les courbes de degré d et genre G(d,s) non tracées sur
une surface de degré < s .
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On a alors les calculs suivants :

1) d= s ; G(d,s) = -252+1 ; (intersection complete).

On a, pour s> 2: 2

M(d) = (s3+652+115-6)/6 .

2) d= 52-1 G(d,s) = -252-25+4 ; (courbe liée a une droite).
On a, pour s>3:
M(d) = (s3+65%455)/6 .
-2 2
3) d=s“-r , avec 1<r<s-1 ; G(d,s) = -Zs
courbe plane de degré r .

-2rs+(r +5r+2)/2 ; courbe liée & une

On a, pour s>4 :

M(d) = (s3+652+ﬁs)/6- rs+ (3r2-3r42)/4 .

2 2

4) d=s"-s+1 = sz-(s—1) ; G(d,s) = (253-75
de degré s-1 .

+7s-2)/2 ; courbe liée a une courbe plane

On a, pour s>3:

M(d) = (253+9s2475+12)/12 .

2

2 +3s+6)/2 ; courbe projectivement

5) d=s2-5= s2-25+3+(s-3) ; 6(d,s) = (2s3-7s
normale.

On a, pour s>5 :

2

M(d) = (253+9s2-55+30)/12 .

Pour s=3 ,d=6, G(6,3)=3 , M(6)=12 .
Pour s=4 ,d=12 , G(12,4)=17 , M(12)=24 .

6) d= 52-25¢3+v , avec 1<v<s-3 ; G(d,s) = s -55 +95-6+v(v+25 -3)/2 ; courbe pro-
jectivement normale.

On a, pour s>5 :

M(d) = (s3+3s2-45)/6 - vs/2+ (3u2+13v+28) /4 .

2 3

7) d=5%-2s+4= sz-Zs+3+1 ; G(d,s)=s -552¢105-7 ; courbe projectivement normale.
On a, pour s>5 :

M(d) = (s3+352-75+63)/6 .
8) d= 52-25+3 s G(d,s) = 53-552+95-6 ; courbe projectivement normale.
On a, pour s>4 :

2

M(d) = (s3+3s2-45+36)/6 .
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9) d= sz-Zs+2= (s-1)2+1 ;s G(d,s) = s3-552+85-5 ; courbe des zéros d'une section de
E(s-1) ou E est un fibré de corrélation nulle.
On a, pour s>4 :
M(d) = (s3+3s2-5+9)/6 .
Pour s=2 ,d=5, G(5,2)=1, M(5)=10 .
Pour s=3,d=10, G(10,3)=11 , M(10)=20 .
Remarques 6.27.

1) On notera que 2M(d), qui est une dimension, est un entier. En revanche, M(d)
peut ne pas étre entier. Précisément, M(d) est entier sauf dans les cas suivants :

- Dans le cas N° 3, d=sz-r » 0<r<s-1, lorsque r=0,1 mod.4 ; par exemple
M(32) = 68,5.

- Dans le cas N° 4, d=sz-s+‘l , lorsque s=1,2 mod.4 ; par exemple M(21)=43,5.
- Dans le cas N° 5, d= s-s , lorsque s=0,-1 mod.4 ; par exemple M(42)=93,5.

- Dans le cas N° 6, d= 52-25+3+v avec 1<v<s-3 , lorsque s est pair et
ve2,-1 mod.4 , ou lorsque s est impair et v=1,2 mod.4 ; par exemple

M(29)= 59,5.

- Dans le cas N° 7, d= sz-Zs+4 , lorsque s est pair ; par exemple M(28)=57,5.

2

- Dans le cas N° 9, d=s“-2s+2 , lorsque s est pair ; par exemple, M(26) = 54,5.

2) La fonction M(d) n'est pas croissante (comparer les termes en s pour s
assez grand). Elle 1'est cependant pour d<49 , mais M(49)=118 et M(50)=117,5.

3) On remarque que pour d grand, on a : M(d) ~ }) d3/2 .

Explications des calculs.

Nous avons déja rencontré 1 et 2. Les huit premiers cas peuvent se traiter
avec la formule d'Ellingsrud ([6)). Dans les cas 2, 3 et 4, on a, par liaison, une
résolution :

0 — ()‘P(-25+1)00P(-25¢r) —_ OP(-std)o l}p(-s)2 — lc — 0.
Dans les cas 5 a 8, on a le caractére numérique d'une courbe C par [15] :
(2s-3,2s-4,...,5+v,5+v,5+v-1,...,5+1,5,5)

qui conduit & la résolution :
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0 — qp(-s-i) oqp(-s-v-1)oop(-25+2) —_ qp(-s-v)oqp(-s)3 — 1c — 0.

On doit distinguer les cas v=s-3 (5), v=1 (7),v=0 (8).
Dans le cas 9), la courbe générale est la courbe des zéros d'une section de

E(s-1) ou E est un fibré de corrélation nulle.

On a alors les suites exactes :
0 — Op(-2$+2) —> E(-s+1) -1 —> 0
et 0 — OP(+5-2) —>S21P(s) —> E(s-1) — 0

d'ou 1'on déduit dim.H = h%E(s-1) +4 et la valeur annoncée.

d,g

On peut aussi procéder par liaison : C est 1iée par deux surfaces de degré s
3 une courbe I' de degré 2s-2 , tracée sur une quadrique et de type (s,s-2),
donc liée a deux droites disjointes dans 1'intersection de la quadrique et d'une
surface de degré s .

d) Résultats concernant m(d).

Rappelons, cf. 2.0, que m(d) est le nombre maximum de points généraux de Pl
par lesquels on peut faire passer une courbe lisse et connexe de degré d .

On a : m(d) = sup m(d,g).
g>0

1) Le fil conducteur.

La question suivante est 1'aboutissement naturel des questions 6.1A8, 6.22,
6.25 :

Question 6.28.
A-t-on, pour tout d>1 , m(d) = [M(d)] ?

Nous allons maintenant essayer de comparer m(d) & la valeur espérée [M(d)].

2) Les majorations.

Les majorations de m(d) résultent de celles de m(d,g), cf. 6.c.2. On a, en
particulier :

Proposition 6.29.
1) Pour d<17 ,d=16 ,0na m(d)<2d .

(Pour d=16 , m(16) < 33).
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2

2) Supposons..(s-1)2+1 <d<s®,avec s>5.,

a)Si 17<d<3% ,o0na:

m(d) < 37.1’% G(d,s)+i .

b) Si d>36 ,o0na:

m(d) <d+§Gd,s)+) .

3) On a : lim.sup ¢-3/2

m(d) < 1/2 .

(Pour le point 1), on utilise les points ii) et iii) de 6.c.2 : si d<6 , ona
g<2d , donc m(d)<2d ; si 6<d<11 et si C n'est pas plane, on a g<2d donc
m(d) <2d ; pour les courbes planes m(d)<3<2d ; si 11<d<15 et si C n'est pas
sur une surface cubique on a g<2d , donc m(d)g?d 3 sur une surface cubique
m(d)<19<2d ; si d=16 , et si C n'est pas sur une surface cubique, on a 9<33,
donc . m(d)533 ; si d=17 et si C n'est pas sur une surface quartique, on a
g<35 et, si g=35, C est la courbe associée a un faisceau de corrélation nulle
pour laquelle h°Nc=68 , donc m(d)<34).

Remarque 6.30.

Les majorations 2a et b et 1'estimation asymptotique 3 sont sans doute mau-
3/2
vaises, En effet, si on pense que m(d)=[M(d)] , cf. 6.28, on a M(d)~d—6— y

cf. 6.27.3.

Pour obtenir de meilleures majorations de m(d), il faudrait savoir majorer
dim.l-id.g . Par exemple pour d=18 , si g>39 , les courb?s de Hd, sont sur une
surface quartique, donc m(d,g)<34 ; si g=39, m(d,g)gzdim.Hm’39 = M(18) = 36 ;
si 9<36 , m(d)<36 . Pour montrer que m(d)<36 , il reste & montrer que H18.37
et H18,38 sont de dimension < 72 . Le probléme semble abordable par liaison, une
courbe C de H18,38 étant, par exemple, liée par des surfaces de degré 5 a une
courbe T de degré 7 et genre 5. Mais, on ne contrfle pas les singularités de cette
courbe T (car IC(S) n'est pas engendré par ses sections) et il faut &tre prudent,
Dans ce cas, C. Peskine, m'a montré que 1'on a bien dim.H18‘38= 72 en utilisant une
méthode analogue a celle de [15].

Pour d plus grand, le probleme est encore plus ardu. Par exemple si d=25 et
si 51 < g <56, la courbe générale de Hd g n‘est pas, a priori, sur une surface
de degré < 8 , ce qui exclut 1'usage des méthodes de liaison.
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3) La minoration par 2d ; calcul de m(d) pour d<17 .

Théoréme 6.31.
Pour d=2 , ona :m(d)>2d .

Corollaire 6.32.

Pour d<17 , d=2 ,d=16 ,ona m(d)=2d . Ona m(2)=3 ; m(16) =33 .

Cela résulte de 6.23 et 6.29.

4) Minorations de m(d) pour d grand ; comparaison de m(d) et [M(d)] .

Rappelons (cf. 5.8) qu'on a posé, pour r>1 :

Gp(r) = sup {g€N| I1 existe CeH_ _ avec hoNc(-2)=0} .

g
(Voir en 6.a le tableau donnant Gp(r)).

On a alors le théoreéme suivant :

Théoreme 6.33.
Soit s un entier, s>5 et d tel que (s-1)2+1 <d< s .

1) si d=s?,s2-1,s%-2 ,ona m(d)>Md) (cf. 6.c.3 iii).
2) Si d=sz-r , avec 3 <r <s-1,ona les deux minorations suivantes :

3.2
a) m(d) 25'—"6-%*—”5'-rs+cp(r)+2r-2 .

3,¢.2
b) m(d) Z%—*a—s-rs+r2-r+2 .

J)
3) i d=sP-s , ona m(d) » EX3225 g

b
2 s34352-45+18
4) Si d=s"-s-1 , on a m(d) 2-—6———— .
3,3c2
5) Si d=sP-2s+3+v , avec 0 <v<s-5,0na m(d) > 5—13—56-ﬁ-vs+v2+5v+8 .

3,..2
6) Si d=s’-2542 , on a m(d) > ugs_;d%% .
Corollaire 6.34.

-3/2

On a lim.inf.d m(d) > 1/6 . (Asymptotiquement, on peut imposer 1/6 d3/2

points & une courbe de degré d).
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Remarques 6.35.
1) Sauf pour d=s° , 52-1 , S°=2 , les minorations ci-dessus sont moins bonnes'que
la valeur espérée [M(d)]. Par exemple, pour d= s2-r ,ona
3,,..2 2
_ ST+6s +11s _ 3r--3r+2
M(d) = z S + )

2 2

2
. La différence est donc ?-’5-5—141—'23)- GP(r). Mais,

on sait que pour r —»=, Gp(r) ~ ‘%2. r3/2 , donc pour r grand, la différence

r

peut étre importante. Pour r fixé cependant, cette différence est indépendante de
s . Ainsi, elle est égale @ 1 pour r=3 , a 3 pour r=4, a 6 pour r=5 etc...
Pour d=52-25+2 , la différence est égale a (s-3)/2 .

2) Dans le cés d=s°

est meilleure pour r petit, 1'autre pour r grand. Précisément pour s grand, la
minoration a) est meilleure pour "Sg- .

-r , 3<{r<s-1, on a donné deux minorations. La minoration a)

Démonstration de 6.33.

La minoration 2a) s'obtient par une liaison dans deux surfaces de méme degré s.
Soit T wune courbe lisse et connexe de degré r , avec 3<r< s-1 et de genre
G=GP(r), telle que h°Nr(-2)=o . D'apres [14], on sait que h11r(n)=0 pour
n>s-4 . D'autre part, on a (s-4)r > 2G-2 . Cela résulte en effet, de la majoration:
Gplr) < f(r) = 9—‘17-5 (6r+1)3/2-2r+ 1 (cf. 5.16, 5.17). On en déduit aussitot :

h10r(s-4) = h‘or(s-z) = 0 , donc aussi que lr(s) est engendré par ses sections.

Dans une liaison assez générale de T par des surfaces de degré s , on obtient C,
lisse, connexe, de degré sz-r . D'apreés 5.35, NC est h°-.semi-stable, donc

m(Nc) = hoNc/Z . D'autre part, comme h'lr(s) = h11r(s-4) =0, C estun point
lisse de son schéma de Hilbert (cf. 4.g), donc m(d)Zm(Nc) (cf. 2.4). Or,

hoNe = hON.+2 hOT (s) -2 h%1 (s) puisque h'I.(s)=0 (cf. 4.8, mais hON =dr
holc(s) = 2”'101‘(5'4) =2, et holr(s) = (553)-sr-1¢G et on a ainsi la mino-
ration a).

Les autres minorations s'obtiennent en liant des courbes planes par liaison
inégale : pour 2b, on lie une courbe plane de degré r-1 par deux surfaces de
degrés s-1 et s+1 , le résultat vient de 5.25.A2 . Pour 3, 4, 5 et 6, on lie une
courbe plane de degré sz-s-d par deux surfaces de degrés s-1 et s , le résultat
vient encore de 5.25.A2 .
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5) Tableay comparatif de m(d) et M(d) pour 18<d<50 .

Les méthodes utilisées sont divisées en quatre rubriques :

a) La minoration m(d)>2d .

2 2

b) Les cas d=s? , s2-1, s2-2 , ou 1'on sait m(d) > M(d).
¢) La liaison égale i.e. la minoration 2a de 6.33.

d) La liaison inégale avec des courbes planes.

d 18 |19 {20 |21 22 |23 |24 |25 |26 27 |28 29 30 |31 32 33
M(d) |36 [38 |40 {43,545 |47 |50 |54 [54,5]|56 [57,5| 59,563 | 67,5 [68,5] 70

m(d) > 136 |38 [40 |42 44 |47 150 |54 |53 54 |56 58 60 | 62 65 69

d 34 135 |36 |37 |38 |39 |40 41 142 43 |44 45 |46 |47 f48 [a9 |50
M(d) |[73 |77 |82 |82 |83 (84 |85,5|89 |93,5|99 |99,5]| 100,5/103 |107 {112 |118117,5

m(d) > {73 77 |82 |80 |78 |78 |80 82 |86 90 |93 97 {102 |107 {112 [118]115
“1 bl bl b| df d| d| a al ¢ ¢l ¢| ¢| ¢} bl bl b d
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APPENDICE : La caractéristique p

La plupart des résultats de ce travail subsistent sans changement en caractéristique p>0.
Les § 1 et 3 sont valables sans modification.
Au§ 2,lepoint 1)du Th. 2.4 :

m(d,g) < sup m(N¢)
utilise le théoréme de lissité générique, donc la caractéristique zéro.
On notera que c'est le sens le moins important du théoréme, d'autant qu'on a toujours la majoration
21:

m(d,g) < 1/2 dim. Hd.g .
Au § 4 b, : les courbes rationnelles (cf. aussi 5.5 ), le fait que, pour C rationnelle générale de
degré d # 2, le fibré normal est équilibré n'est prouvé qu'en caractéristique zéro dans [8] et [29].
En revanche, on peut le déduire de [10] (Ghione-Sacchiero ) en caractéristique p, au moins si p
ne divise pas d-2.
Les résultats de contrdle des singularités 4.4 et 4.6 ou de liaison 4.13 requitrent la caractéristique
zéro. En caractéristique p , il faut faire I'hypothese plus forte :

9p(s-1) est engendré par ses sections.
.Le lecteur vérifiera que les exemples traités au §5 2 I'aide de ces résultats restent valables en
caractéristique p (on montre qu'on a, dans tous les cas :

h!p(s-2) = h29- (s-3) = 0).
La démonstration de 5.12 utilise une variante de Bertini qui ne vaut qu'en caractéristique zéro. On
espere cependant que le théoréme reste vrai en caractéristique p, au moins pour s =2.
Les théoremes 5.20, 5.35, 5.47 sont valables en toute caractéristique.
La démonstration de 6.1 n'est pas valable en caractéristique p ( 95 (2) n'est pas engendré par ses
sections ). Enfin le théoréme 6.7 n'est énoncé dans [17) qu'en caraCtéristique zéro.
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Index

(Voir aussi §0 Notations)

Dpsdsg 82,2
D(p,q) §1,a

DP Déf. 5.8
o .
DSS R DSs 5 Dhss yeoe §6b
GP Déf. 5.8
f(d) 5.16.%
fo §2a
Hd,g §2,a
Hd,g.i Rem. 2.5.3
Hmig §1,a
Hpy §2,a
H(p) §1,a

h%-semi-stable ; hO-stable ; sous-h%-stable Déf. 3.11

Lyst, (conditions de liaison 4.13)
m(d) , m(d,g) Déf. 2.0
m(d,q,1) Rem. 2.5.3

m(N) Déf. 2.3

M(d) 6.26

T §4,d

e ovp  §4.d

o(g) , vw(ig)  §6,b

s §2,a
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ABSTRACT

Given m general points of Pa, we try to find a curve of low degree containing
these points. The problem involves the normal bundle of the curves in Pa, namely a
condition which we call h°-stability by analogy with ordinary stability. We give
a criterion of h°-stability and apply it by use of liaison techniques. Most of

the results are collected in several tables.
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