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RESONANCES EN LIMITC SBÛ-CLASSIQUE

par

B. HELFFER J. SJÔSTRAND
Université de Nantes Université Paris-Sud
Département de Mathématiques Département de Mathématiques
2, Chemin de la Houssinière p , ̂  p^^
F - 44072 NANTES, FRANCE.

0. INTRODUCTION.

Ce travail est partiellement une continuation de [H.S. 1-5] et le but au

départ était d'étudier des résonances dans la limite h-»0 pour des opéra-

teurs de Schrôdinger P ' - h^+VCx) dans des cas où le potentiel présente

une "isie" contenant un "puits". Dans les applications le comportement

de V pour des grandes valeurs de |x| peut varier beaucoup. Ainsi pour

l'effet Stark on a V(x) «x^ , pour l'étude des formules de Bender-Wu on a
^

V(x) w- [x| (ou quelque chose de plus général) et pour l'effet Zeeman on a

(d'après une réduction que S. Graffi nous a indiqué) V(x) = |x|2 (1 -

(x^ + x ^ ) ( x ^ + x ^ ) ) dans R . Il nous a donc semblé naturel et souhaitable

de rechercher la définition des résonances la plus générale possible per-

mettant de "régler les problèmes à l'infini " une fois pour toutes. Le

développement de cette théorie générale occupe une grande place dans ce

travail et c'est seulement dans les chapitres 9 à 14 que l'on étudie le

problème d'un puits dans une isle. La théorie générale est peut-être assez

lourde à développer, mais d'une part on peut raisonablement espérer des

simplifications techniques dans l'avenir car les idées de fond sont simples

et naturelles, d'autre part elle nous donne un cadre très général pour

traiter tous les problèmes mentionnés ci-dessus ainsi que d'autres, pas
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nécessairement liés à un puits de potentiel et pas seulement pour l'opéra-

teur de Schrôdinger mais pour des opérateurs elliptiques plus généraux.

Finalement la théorie générale semble se montrer assez flexible dans les

applications et donne un accès direct à l'essentiel du phénomène de la

création des résonances.

Pour des gens avec une certaine formation en analyse microlocale et plus

particulièrement dans la théorie des opérateurs intégraux de Fourier à phase

complexe dans ses différentes formes (voir par exemple Melin-Sjôstrand [M.S],

Sjôstrand [S.1] ) . les travaux d'Aguilar-Corobes [Ag.C.] Balslev-Combes [B.C.]

donnent une idée générale de ce qu'il faut faire pour développer une théorie

microlocale des résonances. (Voir aussi Vainberg [V.1] , [V.2]). D'un certain

point de vue, l'idée de [Ag.C.l, [B.C] revient à remplacer l'espace L^R")

par un autre espace de H il bert H tel que P en tant qu ' opérateur non-borné dans H

admet seulement du spectre discret près du niveau d'énergie (p. ex. 0) que l'on s'est

fixé préalablement. (Les valeurs propres correspondantes sont alors appelées

" résonances "). Dans notre présentation, on suppose l'existence d'une cer-

taine "fonction fuite". C'est une fonction d" réelle G(x,Ç) , apparte-

nant à une certaine classe de symboles adaptée au potentiel V , telle que

en dehors d'un compact dans p (0) le crochet de Poisson H (G) = (p,G)

soit positif et elliptique sur p~ (0). Ici p « ç •»-V(x) est le symbole
2 n

principal associé à P » - h A-*-V(x) et H =Z 3P/9Ç, 9/ax. - 9p/3x_ a/aç.P 1 3 J J j
est le champ hamiltonien de p. Donc, en dehors d'un compact la fonction

G , est strictement croissante le long des trajectoires de H , ce
P ' (0) p

qui entraîne l'absence de trajectoires captées en dehors d'un compact de

p~ (0). (On peut montrer en effet que l'existence d'une fonction fuite

équivaut à une certaine condition de "non-capture" formulée à l'aide

d'une certaine pseudo-métrique Lorenzienne associée à H ).
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A une fonction fuite G(x,Ç) on associe une variété I-Lagrangienne

\G •• imç-t3^^?, imx.t ̂  dans C2" , pour t > 0 assez

petit. On fait aussi une hypothèse d'analyticité sur V au moins dans un

voisinage de l'infini. Alors pour t > 0 assez petit et (x,^) € A p ;

(0.1) p (x ,Ç)»p (Re(x ,Ç) ) - i t {p ,G} (Re(x,Ç)) + ®(t2) ,

et en imposant aussi une condition d'ellipticité sur p dans le domaine
réel loin de p ( 0 ) , on constate que p . est un symbole elliptique à
l'infini (dans une classe naturelle de symboles).
réel loin de p ( 0 ) , on constate que p . est un symbole elliptique à

A A /, on associe ensuite un espace de Hilbert H-H(/LQ.I) de la

manière suivante : d'abord, on introduit une transformation de Fourier-Bros-

lagolnitzer (F.B.I). On utilise ici la terminologie de [S .1 ] où sont pour-

suivisdes arguments de Bros et de lagolnitzer dans l'étude des singularités

analytiques microlocales, et techniquement les transformations utilisées

ici sont proches de celles utilisées dans [S.1 ] . Ces transformations sont

bien entendu des variantes de la transformation de Bargmann. Grosso modo

il s'agit d'un certain opérateur intégral de Fourier T'Ti, qui transforme

des fonctions u(x) sur R11 en des fonctions vTuCx,^) sur R n et

qui induit une isométrie L (R11)-»-!. (R n) . L'espace H ( A - / , , 1 ) est alorst u ^
grosso modo l'ensemble des u=u(x) tels que TueL2 (R2" ; e'2^'^^

dxdç). Ici G(t,x,ç) est une fonction proche de G(x,ç). Si Y :

]-oo ,•*•<»[ 9S-*-Y(s) €P (0) est une trajectoire de H qui évite un certain

compact on montre que G(ï(s)) -»-±<», s-»-±<» et un élément de H(A..p > 1 )

doit en quelque sorte être à décroissance exponentielle près de Y(s) si

-s est grand, mais peut en revanche avoir une croissance exponentielle

près de y(s) si s est grand.
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On introduit ensuite des opérateurs pseudo-différentiels associés à
l'espace H ( A , / , , 1 ) . Le symbole principal d'un tel opérateur est alors un
symbole sur A „ . On peut considérer P comme un opérateur pseudodifféren-
tiel de symbole principal pL . Ce symbole étant elliptique à l'infini, on
montre ensuite que le spectre de P comme opérateur non-bomé dans
H(A /, , 1 ) est discret dans un voisinage de 0 et que ce spectre (c . à . d .
les résonances) est essentiellement indépendant du choix de la fonction fuite
G et du paramètre t >0 (assez petit). Le cas de Aguilar-Combes correspond
à la fonction fuite G(x,Ç) " x • Ç. On peut trouver des potentiels admettant
des fonctions fuite mais dont aucune ne peut être linéaire en Ç . Pour
un tel potentiel il semble impossible de traiter des résonances seulement
par déformation de J^ dans l'espace des configurations, une théorie micro-
locale semble alors s'imposer.

On doit rappeler que l'approche d'Aguilar-Combes et Balslev-Combes a été
développée par beaucoup d'auteurs : voir B. Simon [ S i . 1 - S i . 5 ] , I. Herbst
[He.L H. Cycon [ C y . l , Combes-Duclos-Sei1er [C.D.SeJ ainsi que les réfé-
rences dans ces articles. Combes-Duc los-Sei 1er [ C . D . S e . ] étudient un problème
unidimensionel de résonances avec un puits dans une isie par la méthode du
" exterior complex scaling " . Bien entendu il est extrêmement probable (mais
nous n'avons pas encore vérifié les détails) que notre définition des réso-
nances coïncide avec celles de ces auteurs dans tous les cas où une telle
coïncidence est pensable.

Voici le plan de notre travail : Dans la section 1 on introduit certaines
fonctions d'échelle et des espaces de symboles associés. Dans la section 2
on fait quelques remarques sur une classe de variétés I-Lagrangiennes, dans
la section 5 on étudie certains espaces de Sobolev en préparation de la
section 5. Dans la section 4 on introduit d'abord des résolutions de l'iden-
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tité et puis des transformat ions de F . B . I . Dans la section 5 on peut ensuite
définir l'espace H(A^Q,I) ainsi que des variantes de cet espace. Les
rections 6 et 7 sont consacrées respectivement aux opérateurs pseudodiffé-
rentiels et Fourier intégraux agissant dans les espaces H(YL p ,m) (où m
est une fonction d'ordre). Dans la section 8 on peut alors finalement dé-
velopper la théorie générale des résonances. Les sections 9 et 10 sont con-
sacrées à l'étude des résonances obtenues par un " effet tunnel " d'un puits
de potentiel dans une isie de potentiel. Dans la section 9 on obtient des
résultats généraux pour un puits quelconque et on y montre qu'il y a une
bijection b entre des valeurs propres d'un certain problème de Dirichlet

. (c-2SJ/h.
localisé dans l'isie et des résonances, telle que b(u) -^©(e J,
c >0 , où Sç. est la distance d'Agmon du puits au bord de l'isie. Dans la
section 10 on obtient des résultats plus précis sur les parties imaginaires
de ces résonances dans le cas où le puits se réduit à un point où V'^0.
On y obtient d'une part des minorations et des majorations sur les parties
imaginaires et d'autre part des développements asymptotiques. Dans le cha-
pitre 1 1 , on explicite les résultats dans un cas unidimensionel et on éta-
blit un lien avec un cas multidimensionel symétrique. Dans les chapitres 12,
13, 14 on étudie des formules de Bender-Wu (multidimensionel les) notaninent
pour l'effet Zeeman et pour des exemples étudiés par Banks, Bender et Wu,
[Ba . B e n . W . ] , [Ba.Ben.]. Il s'agit donc de donner des formules pour la suite
des coefficients dans une série de perturbations. Les résultats de la sec-
tion 10 permettent d'obtenir des résultats qui à notre connaissance sont
rigoureusement démontrés pour la première fois. On finit par un appendice
où on rappelle des arguments de la théorie de Fredholm adaptés à nos besoins.
Pour abréger ce texte déjà un peu long, on a supprimé trois autres appen-
dices : un sur un exemple de potentiel où notre théorie s'applique mais qui
n'admet aucune fonction fuite linéaire en Ç , un sur l'équivalence entre
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l'existence d'une fonction fuite et une certaine condition de "non-capture"

à l'infini, et un troisième (pas encore écrit) sur l'équivalence de notre

définition et celle d'Aguilar-Corobes dans des cas d'intersection des deux

théories.

Les résultats principaux de ce travail sous une forme un peu préliminaire

ont été exposés dans le "Workshop and Conférence on hyperbolic équations"

à Katuda et Kyoto en Août et Septembre 1984. Voir lS.2],

Nous tenons à remercier B. Simon qui nous a signalé l'application possi-

ble des résonances aux fornules de Bender-Wu, nous sommes reconnaissants à

S. Graffi qui nous a indiqué beaucoup de références et qui nous a suggéré

la méthode de réduction dans le chapitre 13 pour l'effet Zeeman. Nous re-

mercions finalement Nhne Bardot, pour l'excellente dactylographie de ce texte

long et pénible.



1. ESPACES DE SYMBOLES.
Notre calcul pseudo-différentiel dans le cas où la variété I-Lagrangien-

ne est réduite à B sera essentiellement connu. Voir R. 3eals [Be],

L. Hômander [Hô.2] et N. Dencker [De], ainsi que B. Heiffer et D. Robert

[H.R] qui traitent aussi la dépendance de la constante de Planck.

On se donne deux fonctions r.RCC'^CR") , r > 0 , R > 0 , vérifiant

(1.1) r ( x ) R ( x ) ^ 1 , r ( x ) ^ 1 , pour tout x € R" .

Pour tout a CM" il existe C > 0 tel que

(1.2) I^R(x) |^C^R(x) 1 ' 1 0 1 1 , |^r(x)|^r(x) R ( x ) ' l a l ,

pour tout x € R" .

On pose r(x,^) = (r(x)2 +Ç 2 ) 1 / 2 CC^R211 ).

Définition 1.1. La fonction 0<m€Cao(]tJ n ) est une fonction d'ordre

si pour tous o^BCJ?/1^ it existe C a> 0 tel que

( 1 . 3 ) \^^rn(x^)\ ̂  g m(x,U ^fx^)^^ RfxF^ ,

pour tout ( X f ! , ) ç . ] R

Si f : 1R^-»R+ est une fonction C°° vérifiant [(g^tCt) ^C^fCt)!^,

k=0 ,1 ,2 , . . . , et si meC00^ ) est une fonction d^rdre, alors fo in est

une fonction d'ordre. En particulier si m est une f. o. et < € R , alors

n^ est une f. o. On observe aussi que le produit de deux fonction d*ordre

est une fonction d'ordre.

Définition 1.2. Si m est une fonction d'ordre^ on dit que a est un

symbole d'ordre m ; aç.S(m) , si a ^ C ° ( ] R n ) et si pour tous o^Be-SV",

il existe C „ > 0 tel que01^ P
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^•^ \^a(x,V\^C^m(x^) ^Ç;-!8! RfxF^ ,

pour tout (x^) CJ?2".

Exemple. R(x), r(x), r(x,Ç) sont des fonctions d'ordre ainsi que y" ̂

pour m,k€R. On pose S"*^ « S^R^.

On fera aussitôt deux extensions de la Définition 1.2. : d'abord on

admettra des symboles qui dépendent d'un paramètre h > 0 qui varie dans

]0,1] ou dans un sois-ensemble de cet intervalle. Pour A € R , on dit

alors que a(x,^,h) eSOnh^) si a(.,. ..,h)h2' est uniformément dans

S(m) , c.à.d. si pour tous a^CÎ/1 on a :

(1 .5 ) |a^a(x,Ç,h)|^C^g h^ m(x,0 îWrl6! W^\ ,

pour (x,ç) eR2", h € ] 0 , 1 ] .

Deuxièmement, on travaillera souvent avec des symboles a(y,x,Ç) ,

^.y^^h) et.c. où (x.^eR211 et où y et z varient dans R" ou

dans C" . Il est alors sous-entendu que l'on se restreint toujours à un

domaine du type |y-x| ̂  R(x) , |z-x| ^•^- R(x) , où CQ > 0 est assez

grand pour que ^-<^}<CQ pour |y-x| ̂ R^- . On dit alors par exemple

que a(z,y,x,Ç,h) est de classe SCmh'^) si

^ ^z,D Ay^^ ^^^^mCx^oh^rCx.a-IPiRCx)-^!-!^-!^

Plus tard on étendra aussi (de manière évidente) ces notions de symboles au

cas où (x,Ç) varie dans une variété I-Lagrangienne de classe S 1 ' 1 (dé-

finie plus loin).

cas où (x,Ç) varie dans une variété I-Lagrangienne de classe S 1 ' 1 (dé-

On remarque que si a, €S(m.) , j = 1 , 2 alors a, a.€ S(m, mj. Aussi si

a6S(m) et si il existe C >0 t.q. |a | ^^ -m, alors - ! -€S(m ' 1 ) .
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Remarque _L5. Les classes de symboles ne changent pas si Pon remplace

r,R par r,R vérifiant aussi (1.1), (1.2) et avec r^ r , R^R. (Ici

r^ r signifie que î , r. sont bornées sur R"). Dans les applications
r

les fonctions r , R ne sont peut-être pas directement C00 , mais seulement

continues vérifiant (1.1) et pour O ^ c ^ K C :

(CÏ) Si | x -y | .<cR(x) , alors ĵ } , ^} € [ç , c] .

On peut alors régulariser r,R par une sorte de partition C°° de la manière

suivante : Soit x. € R11, j =1 ,2 , . . . une suite maximale de points telle

qje les boules B(x_ ,-^ R(x.)) sont disjointes. Alors les boules
_________ J 4C2 J

B ( x _ , ^ R ( x J ) recouvrent R" . Soit X € CQ°(B(0,1) ; [0,1]) égale à 1

dans B(0,^) et posons X, (x) =X((x-x . ) / c R ( x . ) ) , à support dans

B(x^ , cR(xJ ) et égale à 1 dans B(x_ ,^ R(x. ) ) .

N __________ R^ ) r 1 .1
Si yen B(x_ , c R(x_ ) ) , alors pour 1 < v,u,$ N ; 157——T € -7 » C2 ,

1 •'v J^ "^i ï Lr- J
__________ -U

et puisque les boules B(x. , ̂  -S^ R ( x _ ) ) sont disjointes, on constate que
L«

N < N , où N ne dépend que de n,c,C. On pose

00 00

R(x) = î R(xJ X^(x) , r(x) = î r(x.) X. (x) .
1 J J 1 J J

où les sonnes sont localement finies avec au plus NL termes *0. On cons-
^ ^ ^ i\^

tate que R ^ R , r^ r et que R et r vérifient (1.2). On remarque aussi
^ X,

qjie X. =-,-*— est une partition d* unité avec les propriétés agréables sui-
J ^k

'V,
vantes : 1 ) Au plus NQ des supports des X - peuvent s * entrecouper dans un

même moint, 2°) suppX-cB(x . , c R ( x . ) ) , 3°) les sonroes partielles ^ X . ,
J J J j€K •'

K E { 1 , 2 , . . . } , forment une famille bornée de S°'°, quand K varie.

Fin de Remarque.
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Regardons ensuite la structure des fonctions d'ordre :

Définition 1.4. On pose î^ =[a € CCBrJ?2n; •• 9. a€S^2^,

3^a€^-^ j^,...,n}.
J

Nous allons utiliser cette notion principalement pour m m k » 1 , mais

le cas n^k^O intervient pour les fonctions d'ordre :

Proposition 1.5. Les fonctions d'ordre sont exactement tes fonctions

de la forme m=en ^ où n€S * est à valeurs réelles.

La démonstration est inraédiate, et on passe à l'étude de la croissance

des fonctions d'ordre. Dans les directions de l'espace on ne peut pas dire

grand chose en général, mais pour la croissance en ^ nous avons la

Proposition 1. 6. Si rnfx^^) est une fonction d*ordre, alors m^fx) =
^

m(XfO) est une fonction d'ordre, et il existe une constante C > 0 telle

que
^ ^

a.7) ^ ̂  (̂ r -< ̂  -< ̂  e?(^)c •

Démonstration : Soit n^ogmES ' . Alors TTTT n ^^——— et ^onc :

———————— dlsl r(x.Ç)

|n(x,Ç)-n(x,0)|^C J (r2*!2)-172 dt.< Clog (l̂ l) ,
0

d'où l'inégalité voulue. •

Puisque R est une fonction Lipschitzienne diaprés (1.2) , on a R(x) <$

const. (1 ••• |x| ). Si g/, est la métrique (^) + (^) sur 1R n , on a doncu «^ w

^((^(Ç)2).

10
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et, si d désigne la distance associée à g^» on en déduit que toutes les
°0

boules B. (P.O-^R211^ (P,P)<C), PCR^, CelO, - 0 0 ! . sont bornées.
°0 ^0

^ 2On introduit aussi la métrique conforme g « (r R) g/v et on remarque que :

rR^ (const.) (1 ^dg((0,0),(x,Ç))).

Nous allons maintenant développer certaines préparations techniques sur

les déformations de fonctions d'ordre et des fonctions de classe S ' . On
• i i

commence par remarquer que si f € S ' alors il existe une constante C > 0

telle que :

(1.8) |f(p)-f(u)| ,$ Cdg(p,u) .

Soit 0<X€C°°({(x,Ç) ; |x| < 1 , |Ç|<1}) avec / x d x d Ç = 1 et posons

(1.9) KJCx^^y^))»^^^^^^-^^^,^?1-), ^ > 0 .

Pour c > 0 assez petit on pose :

(1 .10 ) D_(x,ç) = f| K ((x.Ç) , (y,n)) d ((0,0) , (y,n))dydn .
6 J J o

Alors il est clair que D et 1 *d ((0,0) , (x,Ç)) sont du même ordre de
6 6

grandeur. De plus D € S 1 ' 1 . En effet, pour |a| + \Q\ ^ 1 , on a avec

^^((O.O),.) :

(1.11) ^^g3!! ̂ ^\^^^^^^'^ -<F(x,Ç))dydn ,

puisque : f [ ^ a ^ 6 K dydn3 0 . Utilisant que 4/(y,n) -^(x,Ç) = ^(crR) pour
f

(y,n) dans la "boite de base" B((x,Ç),e) -Uy^n) € JC^ ; |x-y| ^ E R(x) ,

|Ç-n| •$cr (x ,Ç)^ , et que :

l^a^r rv f v n^l <r -2n-laMBI p-n-lal ^-n-IBI
I x e c ^ — ^ ' ^ ' ^ a B '

1 1
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on trouve :

0.12) l a ^ D l ^ C - c 1 - 1 0 1 - 1 8 1 ^ - 1 0 1 1 ^ - ^ .
x *» & Qi»P

De même on montre que :

( 1 . 1 3 ) |D - 4 / 1 < C ^ c r R .

On fixe maintenant c > 0 assez petit.

Proposition 1.7. Soient f ^ ' g C S 1 * 1 deux fonctions réelles. Alors il

existe une famille [l^ «t 3 ̂ -A € S 1 9 1 , continue en \ et uniformément

bornée dans S 1 9 1 , telle que fj=f» t-q- f^(x^) est compris entre

f(x^) et 'g(x^) et telle que f^(x^) =f(x,U pour D ( ( x ^ ) ) ï \ ,y
f^(x^} ='g(x,U pour D ( ( x , U ) ^ ^ .

Démonstrat ion : II suffit de donner la construction de f, en dehors d*un

compact. Là, on pose :

f^ ( (x ,^ ) ) - (1 -X(^ D g ) ) f ^ x ( ^ D g ) g ,

où x € C ^ ( [ 0 . + œ ( ) prend ses valeurs dans [0,1] , x(t) -1 pour t ^ 1 ,

x(t) = 0 pour 1^1. La seule chose qui n'est pas complètement évidente est

alors que f^ soit uniformément bornée dans S '1. On a :

a f ^ d - x ^ D ^ i a f ^ x ^ D g i a g - x ^ ^ D ^ a D g ^ f - g ) .

Ici a désigne 3 ou a . On remarque ici que 9 f , 3 g , a D P S1'0
J ^J j ^ x} g

V^Vg650'1'^ {^^Â^l - {x^^g^.l sontdes

familles bornées dans S ' (on utilise ici que D ^const .rR). De plus,

^ (f-g) est uniformément borné dans S ' dans la région D (x,Ç) ^À ,

d'où le fait que f j . € S ' uniformément.

12
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La proposition précédente servira pour la déformation des fonctions

fuite. Pour la déformation des fonctions d'ordre on utilisera la proposi-

tion 1 . 5 et le résultat suivant :

Proposition 1.8. La proposition 1.7 reste valable si l'on remplace

partout " S191 n par n S090 ff.

Démonstration : C'est essentiellement la même. On construit une régularisée

D. de d ((0,0),-) par (1.10) avec d remplacé par d . Alors D €
KO °o ° "o °o

S0»0 est du mène ordre de grandeur que 1 -d,, ((0.()),•). Si fES0 '0, on
8ù

remarque que f est Lipschitzienne pour d . On peut alors reprendre la
°0

démonstration précédente avec D remplacé par D . •
g SQ

Les deux propositions précédentes restent valables si l'on se restreint

systématiquement aux symboles qui ne dépendent que de x . On finit cette

section par une discussion sur des sonines asymptotiques. On prendra pour se

fixer les idées des symboles a(x,Ç) ou a(x,^,h), mais les résultats restent

valables pour des symboles dépendant de plus de variables.

Proposition 1.9. Soient m et k des fonctions d'ordre avec ^ ï l ,

et soit a . € S(m.. k^ ) (respectivement dans S(m ̂ h/k^^ ) ) j = 0^ J, 2 ...

une suite de symboles. Alors il existe a€5fm.J unique module n S(m Q^Q )
jïO

(respectivement module n S^Q^/k^ ) ) , t.q. pour N = 0 ^ 1 ^ . . . on ait

N oïo

a - Y a . ç.S(m^k^N'l'l) ) (respectivement dans 5'fm^A^ ^ ). (On écrira

a^a^}.

Démonstration : L'unicité est évidente. Soit X € C ^ ( R ) , avec X = 1 près

de 0. On pose

a:.=a. (1-X(k, /À. ) ) (respectivement a_ ( 1 -X (kQ /h À , ) ) )

13
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où X. ^1 doit tendre vers •»• °° assez vite. Alors S^ -a^ €S(n^ kç ) ̂
co k •

îî S(IIL k-3) (respectivement dans Sdn^)*') -n SO^fc-)3)) et si p^,

k»0,1,2,... désigne une suite des semi-nonnes sur S(IBQ ko3 ) (respecti-
<\, -j

venient SdiipCh/kQ)-')) , on peut s'arranger pour que Py^t^X2 P0"1'
00

r ^0^\ / ,p^j-1 . On peut alors poser a = ^ a, . •

Dans la situation de la proposition, on écrira a^î a^ . Dans les appli-

cations on aura essentiellement toujours kQ=rR . On a deux critères pra-

tiques pour vérifier la convergence asymptotique que l'on énonce dans le

cas des symboles dépendant de h :

çntère.l. Soient a^ CSCm^h/ko)3) couine dans la proposition et soit b

une fonction C00 t.q. pour tous a,0€K :

^- ^ow^0^ îrlBl R'lal t

où N(a,e) €V, et t.q.

b-L,^^11/11^) •

00

où v(N)-<•*-, N-.+-. Alors beSOii^) et b~y a^ . Cela se démontre canne

dans le cas classique (voir HBnnander IHSr.H).

Rappelons que pour a € »2" ,e > 0 , la boite de base B(a,e) est donnée

par |x-aJ<eR(^), |Ç-<Xç| < er (a). Soit aussi B(O.e) la boite standard :

|x| <e , |Ç| <e • (I1 "'Y a P"5 d® contradiction dans les notations, car rien

ne nous empêche de supposer que R(0) »r(0) » 1 ) . Introduisons alors aussi

h : B(0,e) -B(a,e) défini par ha(y,n) s (<^ *^}Y , ̂  +r(a)n). Alors

a € S(,ng h-^ ) ssi la famille [^ a . hj , a £ R2" , est uniformément bor-

née dans S° (B(0,e)) , l'espace des symboles sur B(0,e) x ] 0 . 1 ] , avec

14
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h/Pc(a) comme petit paramètre.

Nous avons alors le :

Cntère J. On a a<^ ̂  dans S(^) ssi ̂  a oh^J ̂  a^ oh^

dans S (B(0,c)) avec h/kg(a) canne nouveau petit paramètre, uniformé-

ment pour a € R .

15
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2. VARIETES I-LAGRANGIENNES DE CLASSE S1'1.

Rappelons qu'une variété I-Lagrangienne Ace211 est une variété Lagran-

gienne pour la forme symplectique - ImdÇAdx . Nous allons considérer ici

des variétés I-Lagrangieroies difféomorphes à R2", qui sont de la forme

(2.1) Aç : lmÇ»-^J^ (Rex,ReÇ) , Imx» y^ (Rex.ReÇ) ,

où G € S ' (R ). La représentation (2.1) donne une identification entre

R et Aç , qui permet de manière évidente de définir les classes de sym-
"S.

boles S (m h ) sur Aç et la notion de fonction d'ordre sur A «A., .

Puisque A est I-Lagrangienne, la forme -ImÇdxL est fermée et donc

exacte. Donc -ImÇdx-dH, où HCC^A) est une fonction réelle (déter-

minée à une constante près). On trouve en effet :

(2.2) H«-ReÇ • Imx-G'-ReÇ. ûnx *G(Rex,ReÇ) € S 1 » 1 .

Un cas particulier est celui où G"g(x) , g € S 1 ' 1 . Alors :

(2.3) Ag : Imç«-g (x) , Imx=0 ,

et on trouve H «g. Pour des raisons techniques, nous serons obligés de nous

restreindre plus loin aux vériétés Aç proches d'une variété A , au sens

que g € S 1 ' 1 , g^x) et G-g est suffisamnent petit dans S(rR).

On utilisera aussi plus loin que,si G est assez petit dans S1 '1 »

alors Aç est R-symplectique, c.à.d. symplectique pour RedÇAdx. On no-

tera da l'élément de volume correspondant ; da3^- (dÇAdx)A . . .A(dÇAdx)j

(n facteurs identiques).

16
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* 1 1Soit f € S ' , f ' f C x ) , et m(x) une fonction d'ordre. Alors, pour

N 6 Z , m(x)(r(x,Ç) /r(x)) est aussi une fonction d'ordre. Dans le cas

N^0 , on définit :

(3.1) H(A^m(W4) '{ueS'CR11) ; J——— |[ (^Vme-^uH 2 < « } .
1 |ak<N " " L J

Ici D^=hD^ . HCA^.mCr/r)^ est un espace de Banach, la définition (3.1)

ne change pas, et on obtient une nonne équivalente, si l'on permute arbi-

trairement les facteurs ^ , D^ ,m . e"^. On remarque que si m(x) est une

deuxième fonction d'ordre, M 6 W , O ^ M < N , et si P « ) a (x) (-!-î) )01

|a|^M
avec a^€S(îti) , alors P est borné indépendanment de h : HCA^mCr/r)^ ^

"^f» E ir/r)^. De même, si î(x) CS 1 ' 1 est réelle, l'opérateur de
m ^ ^ ^

multiplication par e'17" est borné de HCA^.m^)^ dans HtA^.m^)^.

On remarque aussi que C00^") est dense dans H(Ar,m(r/r) ). En effet, si

ueHCA^mCr/r)^ , on peut d ' abord approcher u en nonne par X(ex)u(x) , où

c > 0 est petit et X€C^(R1 1) , X » 1 près de 0. (Puisque R(x)^ const(1+|x|),

X(c • ) forment une famille bornée dans S0'0^), pour £ € ] 0 , 1 ] ) . On ap-

proche ensuite X(cx)u(x) arbitrairement près par une fonction C00 , par

une régularisation standard. Le dual de HCA^mCr/r)^ est donc un espace

de distributions. Définissons,pour O ^ N C M , HCA^mCr/r)^) par :

(3.2) HCA^mCr/r)'^ est le dual de H(A^, ^ (r/r)^ .

On peut facilement analyser la structure de HCArïmCr/r)^). Par définition,

l'application :

(3.3) H(A^. , (r/r)^ 3^\^ Sj0 - e^u} € (L2)^ ,
l r x m ^ |a|^N

17
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est injective bornée et d'image fermée. Donc par dualité, l'application

(3.4) (L2)M(N)^(v^l,^^C=e^i (D.^v^HCA.^/r)^)
|a|<N

est surjective et bornée. Si FF (L2)^^ est l'image de l'application

(5.3), alors F1 est le noyau de l'application (3.4) et cette application

restreinte à F est bijective. On trouve alors la :

Proposition 2.1. L'application (2.4) est surjective et bornée (unifor-

mément p.r. à h ) . Toute uCHCh^mCr/r)^) s'écrit donc :

u=r— -^ ( D ^ V .*"——— m x r a
|a|̂

avec v^€L2 et \\ u\\ ^ _^ ^ ) II î ll g. On peut choisir

v linéairement en fonction de u .

Dans cette proposition on ne change pas la validité (mais seulement le

choix des v^ ) si pour chaque a on pennute arbitrairement les facteurs ^,

, D^ , ^ . On montre maintenant que, si P = ) ^nW (^ D )01 >
|a|,$M

a^çS(iîî) , N € Z , alors P est borné indépendamment de h corme opérateur de

HCA^mCr/r)^ dans H(Ap ï (^^. Aussi, si N.îleï, N^îi et m(x) , m(x)
^ ^ f^ " i 1 \

sont des fonctions d'ordre avec m^const .m, f , f € S ' avec f < r , alors

HtA^.m^/rî^çHO^^tr/r)-') et l'inclusion est bornée indépendanroent de h.

Proposition 2.2. Soient N^Nç2 avec N > N , fsfç.S191^ avec f^f et

m(x) s m(x) des fonction d'ordre avec m/m-^0 , \x\ ^-oo. Alors l'inclusion
^

J : Hf^mfr/r)19) ^B(^\,m(r/r)ïf ) est compacte.

Démonstration : On se ramène d'abord sans problèmes au cas î^f. Si Î Î^O.

alors j s'approche en norme par les applications j : u-j(x(e •)u) . e>0 .

18
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(Ici xeC^CR") est égale à 1 près de 0). La compacité de chaque j^ se

déduit des résultats standard sur les espaces de Sobolev. On a donc démontré
^ ^

la proposition dans le cas O ^ N < N . Supposons ensuite que N < N < 0 . Alors
^ ^

on se ramène au cas précédent par dualité. Si N ^ O < N (ou bien si N < O ^ N ) ,

on factorise j en
^

H(A^ .mCr/r)^ -H(A^ ,m) -H(A^ ^(r/r)^
^

(ou bien en H(A^ ^(r/r)^ -^H(A^ .m) -^H(A^ ^(r/r)^. La factorisation

(dans chaque cas) contient une application compacte, et donc j est compact

aussi dans ces cas.
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4. TRANSFORMATIONS F B I .

On coninence par construire une résolution de l'identité adaptée à une

variété I-Lagrangienne de classe S 1 ' 1 . On part de l'identité :

(4.1) 6(x-y).C^h-^p «x-y)^i(x-6^.i(y-6^ ^

et on cherche d'abord un changement de variables complexe, qui transforme

la phase en :

'<o(x,y,a,X) - (x-y)ciç <• i \ ((x-a^)2 + ̂ x^ '

• (x-y)aç * ̂  (x-y)2 * 2 i ̂  -x^)2 ,

où A > 0.

La phase dans (4.1) s'écrit : (x-y)Bç ̂  (x-Y)2 + 2 i (B^-ï^)2 , et on

pose alors

(4.2)
Bç - Oç * ^ (A-D(x-y)

Sx-^-^ 2 ^^.

ce qui donne la transformation voulue de la phase. Pour x,y fixés on

obtient

d^ -da -^ (x,-y )dÀ
J -J J J

dB.^À1/^^ .(a, -'Cl) .; A- 1 / 2 dA .

Ainsi on a l'identité entre les formes fermées :

(4.3) e^^'^dBJ'00^'^.

Ici on considère le second membre canne une 2n-fome fermée dans C2" x R
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ou bien avec À = À ( a ) une fonction donnée, canne une 2n-forme fermée dans

C^". On trouve

(^X^dc^ 2: À^2 i (x . -y - )daAda . A . . . A d À A . . . A d a . ^
j=1 z 3 J x ^ ^n

(4.4)
n y - 1 x.*y.

+ 1 À 7 (^ -^•T^doi. A . . . A d À A . . . A d a . Adi . .
j»1 x) " x! ^ ç

Soit A ; = A ç une variété I-Lagrangienne de classe S1'1 conine dans la

section 2. Si on écrit la paramétrisation (2.1) sous la forme

(4.5) R2" 3Y-a(Y) = (o^(Y) ,a^m) € A ,

alors Images0 '1 , Ima.eS1 '0 ,^ on rappelle que, à l'aide de (4.5), on peut

définir naturellement les fonctions d*ordre et les espaces S(m) sur A .

On choisit maintenant À de classe S '~1 . Ainsi, la nouvelle phase

(x-y)a^ •»-iÀ((x-o^)2-»-(y-oi^)2) appartiendra à S1»1 dans toute région :

^•^J ' ^""xl <const. R(o^) selon la convention de la section 1 . Nous
avons :

r da, € l S ° ' ° d ^ . IS-^dY,
\ 3 k ^ k ^

C4.6) / da, € î S1 ' "1 dy * ^ S0'0 dy,
' ^ k x^ k ^

d À 6 l S1'"2 dY^ + [ S0'"1 dï,
k k Sk

et on trouve donc que
_ 3n n n 3n

(4-7) C^h "^'j daj^^dy , jJeS7 ' '7 '^ ,

^>

où j et j dépendent linéairement de x,y. Ici

^"^x '^•••'^^Y ^r A...Ada- , dy=dY^ A . . . A d Y AdY, A...AdY- ,X1 ^ ^1 ^n X1 ^ ^1 ^n
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sont les 2n-formes sur A et R définies de manière intrinsèque sur ces

variétés qui sont R-symplectiques (cf. la section 1) .

Formellement, nous avons

~3^ r H ^ot^y»01) f T- ̂ o0^'00
(4.8) 6(x-y)»C^h ' j e " 0 a) - ] e" 0 j(x,y,o,h)da ,

a € A cx€ A

où 4^(x.y,a) -^(x^y.a.Àta)) .

• 1 - 1
Soit maintenant g € S ( r R ) , g"g(x). On choisit À € S ' elliptique

positif et suffisamnent grand pour que

•g(x) ^g(y) ^ (x-y) |j Or^) -À(^)((x-Y^)2 ^ (y-y^)2)
(4.9)

^ - r-Â^r «^^(y-Yj2) >
0 x

pour x,y réels dan5 un domaine de la forme max(|x-Y^| , ly'^D^f R^Yx^ '

Ici C Q > O est une constante. Soit d'autre part, X (x) »X(R(Y^)' (x-Y^)) ,

où x eC^R") vaut 1 dans un voisinage de 0, et à support dans un voisi-

nage suffisajiment petit pour que le support de X (x) X (y) soit contenu

dans le domaine de validité de (4.9). Pour a=a(Y) € A , on écrira X (x) =

X^Cx).

* 1 1Proposition 4.1. Avec g , À , X fixés corme ci-dessus^ soit G€S 3

telle que G(x^) - g ( x ) € S ( r R ) . Il existe alors des constantes CQ > 0 , et

C , a,0€.2/1 et un voisinage de 0 dans S(r R ) t.q. pour tout G avec
OLj p

G - g dans ce voisinage on ait

( 4 . 1 1 ) Kx^h) =6(x-y) ̂ (x^e^^ '^))^ ,

où k est C00 à support dans U (supp X ( x ) X ( y ) ) et vérifie
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(4.12) la^^l.^^e^^^R-^l-Iel .

Ici I(x,y,h) € 2) '(R211) est défini par l'intégrale oscillante :

f 'È- ^(^Y»01)
(4.13) I(x,y,h)« j e" ° j X^(x) X^(y)da .

aCAç

Démonstration : Pour a ^aOO €A- , on regarde d'abord la taille de :

-HC^-gCy))^^^ a/h
e O'6

où : a » -(g(x) -g(y)) - (x-y) (Imaç) - À(y) ((x-Y^2 * (y-Y^2 - 2(Lna^)2) .

On utilise ici que : Ima.3 -|i (Y^) •*• Û7 (c)r , Imc^- <& (e) ^ R , et,

avec (4.9),ceci donne :

i\^
a < - r- R C(x-Y^)2 * (y-Yx^ * û? (c)r R •

Ici e >0 peut être choisi arbitrairement petit en fonction du voisinage

de 0 dans S(rR) où doit se trouver G-g. A Paide de cette estimation,

on vérifie sans peine que l'intégrale oscillante (4.13) est bien définie,

de classe C°° en dehors de la diagonale,et que,pour tout 6 >0 , la restric-

tion de I(x,y,h) à [x-y| ^.6R(y) , vérifie :

la^il.
(4J4) -,J- n^ (x-y)2 + ̂ (c)r(x)R(x)/h

< C e^M -Sty))^ e i nn-|a|- |B|<c ^a.e.ô e e K

où C^ > 0 ne dépend pas de 6 > 0.

Etudions ensuite (x.-y.)I : On remarque d'abord que
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^(p (x,y,B,1)
(Xj-yj) e" ° dB «

(4.15) ^
/ ïï ^(^Y»^»1) n+i 1 ^\ \

«hdB(e" ° (-1)" -1 '1 dB,, A...AdB_ AdB. A...AdB. A...AdB. ).
v ^ \ ^1 ^ V

Quand on discute les symboles à valeurs dans les formes dans les variables

a (où Y ) il sera commode d*utiliser les formes " normalisées "
-J ^S^ 1 -̂̂

--r—r da =da , r-— da- ^da.. . Ainsi une k-fonne de classe S(m) est
^^x3 ^ ^ r(a) ^ ^

par définition une combinaison linéaire d'expression

/^-^ ^\^ /^/ r^y
a(x,y,a,h) da A...Ada Ada- A...Ada-

-h ^p -^p+l ^

avec a de classe S(m). On remarque que la différentielle extérieure d'une

k-forme de classe S(m) est une (k+1)-forme de classe S(m). Avec cette

tenninologie a) dans (4.5) sera une Zn-forme de classe s3'2 » ^ / 2 ' 0 , et la

substitution de (4.2) dans (4.15) donne une (2n-1)-forme ^S < de classe•7 ^n^ i5n < n i
T " '' 7»S " - telle que

^ 4>o(x,y,a) , i. 4>o(x,y,a) v
(4.16) (x^) e" . =d^ (e" 0 ^) .

(On pourra remplacer "d " par "d " si l'on veut tout ramener à R ).

Multiplions (4.13) par x.-y, , on obtient alors

"¥ { K^o^'y'")(4.17) (Xj-yj)I»-h z j e11 0 d^X^(x) x<,(y)) AU,^., .
aCAç

Pour (4.14), on obtient :

(4.18) |a^((Xj-y_,))I| .< C^g e^M-S^)/11 e^01"^ ^-"-I^I- IBI .

Par un développement de Taylor, on trouve alors :
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^•19) l^(n (g(x) -g(y))I)l.<C^ e^M-^V11 e'60'^ R^-H-lel .

Nous allons ensuite faire des déformations de A , À en utilisant la for-

mule de Stokes sous la tonne suivante :

Soit V un ouvert de R", 1 un intervalle et f : 1 x V - ̂  une ap-

plication C . Soit (A) une n-forme C" définie dans un voisinage de l'ijnage

de f . Alors si f ^ = f ( t , * ) , nous avons

(4.20) è^'^^^) ^(^ (J )̂) •

(On démontre cette formule classique, en introduisant îî = f* (D sur ^V.

Avec ^ ̂ L^ , il s'agit alors de vérifier que: ̂ •^= (^--» dïï)^

d(^--ïîî)^ , et il suffit clairement de le faire dans les deux cas particu-

liers îî=g(t,x)dx^ A.. . Adx^ , n=h(t,x)dtAdx^ A ... Adx , . )

Si A^2", r,R=const. et À=À(a.) , et si l'on définit î canne
'V»

dans (4.13) mais sans les troncatures, on montre facilement que I=6(x-y) .

(Si l'on relie B. et a. par la première partie de (4.2), on montre d'abord

que la n-forme en Bç , que l'on obtient de (4.1) en intégrant seulement par

rapport à B^ , est égale à la n-forme en a. que l'on obtient par la même

procédure sur (4.13). Ensuite la formule de Stokes montre que l'on a bien
^
1 =<5(x-y) ). Il suffit ensuite de majorer la contribution de 1 -X (x)X (y)

r^
à 1 , pour en déduire (4.1Î) et (4.12) dans ce cas particulier.

Pour montrer (4.11), (4.12) dans le cas général on peut se restreindre

à une boule de rayon ^R(XQÎ centrée en un point (XQ,X(P . On peut donc

supposer que r et R sont constants et si XQ((X.) =À(xQ,aJ , on pose

^(a) = (l-t)ÀQ(a) f t X t a ) , G^ = t G (et g^ s t g ). Ainsi, en composant (4.2)

et (4.5) pour A^ , \^ , ( A ^ = A ^ Q ) , on obtient une application
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(4.21) f^ : Y - ^ f^OO « B(t,Y) ,

qui dépend aussi de x,y , définie pour y € R211, ï^ -XQ , x -x^ , y -XQ «

0 (R) ,. et avec B^ -^CS172 '172 , Bç ^^ (x-y) € S 1 » 0 , unifonnément en t,

pour t € [ 0 , 1 ] , et de mène pour les différentes dérivées par rapport à t de
^ ^

ces expressions. Avec X »À , a «a , j »j , on a :

^,(x.y.a)/h^^ ̂  ̂ /, ̂ <P,(x,y,B.1) ̂

ce qui donne l'image réciproque par f^ d'une Zn-forme fennée.

Appliquant (4.20), on trouve :

^ /ïï ^^'y»^711^ \ / * --Sn/2 i<po(x>ytBJ)/h 3f \
(4.22) ^ (e" 0 Ïd^'d^^h^^e ° lî^6))-

Une intégration par parties donne alors :

. f ,/ -3? i^(x.y,B,1)/h - v
(4.25) ^1^- j d^X^(x)X^(y))Af^h ^ e ^Jdc).

ci"a(t,Y)

Pour déterminer l'ordre des symboles en Y qui apparaissent ici, on cons-

tate que :
1 1

3f c \ ç7 '7 9 ^ V ç1 »° 3

aï6 ^ s aB-^ ^ s ^T '
^ ^k

Donc,

g.d»ÎS^^.ÎS'.»3|S-

^ ^k

où on utilise la notation : -r——^àQ A . . . A d B _ A . . .AdB^ AdB^ A . . .AdB- .
dBx^ ^ \ ^ ^1 ^n

D'autre part,
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1 1 1 1
7 > 7 / '̂ „ 7 » 7 ̂ ^d B ^ e î s 7 ^-îs7 ̂

d^els^d^ls1^.

3n n

et donc f* (i^-1^ ) est une (2n-1)-forme de classe S , et (4.23)

s'écrit :

r ^ iP(x,y,a.X ) ^ ^
(4.24) ^1,- 1 e^ t k(x,y,Y,t.h)dY ,

a^x(t,Y)

/3n ^ n 3n^
où ^ est uniformément dans S -T 7 '-T et à support dans |x -Y^| +

| y -Y | wR. Faisant les intégrations en Y on trouve alors

, a 8 9 , . , t(g(x)-g(y))/h-CorR/h ja|-|8|
(4.25) l^3;^1!^^^6 R

Avec (4.19) (valable pour 1^) , on trouve

«.») l^a^.-^'-'W-i.Kc.,^-'0'"1'»--"'-'6' ,

et puisque l'on a déjà établi ( 4 . 1 1 ) , (4.12) pour t = 0 avec g remplacé

par g = 0 , il suffit d'intégrer (4.26) de t= 0 à 1 = 1 pour achever

la démonstration de la Proposition. •

A cause de (4.4), (4.7) et comme À = À ( a ) et a=a(Y) sont indé-
'Vi

pendants de x et y , on constate que j et j dépendent linéairement de

x et y :

(4.27) j(x.y,a,h) =Jo(a,h) * ^ \^^\^ +^ W^ ̂ v^
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n n 3n
^ 7 f " 79 ~yet on a une formule analogue pour j . Ici J n € S ,

n n , 3n
7 » "7" '» T'

V5 » ^-

-^
Soit t(a,y,h) un (n+1)-vecteur colonne de symboles de classe

n _ n 5n ^ ^
4 ' 4 ' 4 a^Fir^-iiT^a^a ̂  ,, ^ 4.^1 /,,̂  î 9t 9tS . af fine-linéaire en y et tel que t , -îî- , ... , ̂ t- sont li-

^l ^^
néairement indépendants au point y "a., pour tout a € A (et donc en tout

—n "̂point (a,y) € A x C , puisque t se modifie par une combinaison linéaire en•+• -*-
îît îït

97" ' "* 'W quand on ""ûditie y ) . Pour être plus précision fait l'hypo-
thèse d'ellipticité :

- aî aî J^î ^-"(î^) -ï(n^)
det(t,~î-,... ^ ) ^ r 4 R 4 4 h 4

d/l aYn

Les transformations de F.B.I. que nous considérons sont de la forme

(4.28) Tu(a.h) » f e14^01»7^ î(cx.y,h) X^(y)u(y)dy ,

où X^(y) =x((y-Re(^)/R((^)) , R(c^) -Rffeo^) et,

(4.29) ^ (a^ î - t c^ -y îaç^ iXta ) (c^-y)2 ,

avec À € S '" positif et elliptique ccnine ci-dessus. (On pourra aussi

traiter le cas où <p est une expression quadratique un peu plus générale

dans les variables a - y) •

Montrons que nos transformations ne dépendent pas véritablement de

A = A ç et montrons en même temps cannent à partir d'une telle transformation,

associée à une variété A , g = g ( a ) , on en obtient une autre (équivalente),
0 "

associée à A,. , pourvu que G - g soit assez petit dans S( rR) .
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Soit donc ^a^y) €C°°(A xC") , polyncmiale de degré 2 en y , de classe

S ' (avec les conventions de la section 1), et telle que :

^
(4.30) pour c^=y,on ait: (PO'O, (^y» -c^, ^^QVyy'^yy^ .

L'exemple typique d*une telle phase est donné par (4.29) (avec a variant

dans A ).
6

t 9<Pn(a,y)
Pour a € A p on définit la variété Lagrangienne A =uy,- —-^——) ;& a { ày

y € C > -, qui coupe A au point a . L'intersection des deux variétés en ce

point est transversale et c'est le seul point d'intersection dans la boite

de base complexe B(a,CQ) - { (y , ^ 6C2" ; |y-oJ < CQ R (c^) , |rraJ < C o î ( a ) } ,

pourvu que Cp > 0 soit assez petit, mais indépendant de a . On le voit bien

si l'or considère la configuration "uniformisée" obtenue en prenant l'image

réciproque par h introduite à la fin de la section 1.

• 1 i
Si maintenant G € S ' et G - g est assez petit dans S ( r R ) , alors

on voit de même que B(a»CQ) contient un seul point d'intersection B(a)

de A et A =Aç dans B(a,Co)- Toujouryen passant par des applications

h , on vérifie que B : ^a^^G est un difféomorphisme t.q. si B(a) =

^W » Ma)) alors ^6 S0 '1 , B .€S 1 ' 0 et de mêmepour l'application

inverse a^a tB ) . Une fonction m sur Ap est une fonction d'ordre sur Ap

ssi m o B est une fonction d'ordre sur A et B induit aussi une bijection
6

entre S(m) et S ( m o B ) . Puisque toute fonction d'ordre sur A est unifor-
6

mément du même ordre de grandeur dans B(CX,CQ) , on ne distinguera pas tou-

jours entre m o B et m .

Nous pouvons maintenant écrire :

(4.51) 4)Q(a.y) ^(B) ^<p(B,y) ,
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où (pCC^Axc11) est de classe S1'1 , polynoniale de degré 2 en y avec

le même hessien en y que (PoC01»/) et te! aje :

'V»

(4.32) pour y«B^ : 4>-0 , <Py--Bç, Ire4Çy-g^(<^)^ .

Dans la suite il est sous-entendu que l'on ne considère que des trans-

formations de FBI pour des Aç avec G-g assez petit dans S( rR) et avec

une phase <p(a,y) , a € A , obtenue par la procédure ci-dessus. Le plus sou-

vent 4) sera de la forme (4.29) (avec X(0(a)) »À(a)) .

Soit 4>(a,y) , a € A , yCC" canne ci-dessus. On associe à <p une trans-

formation K « K « »Cp :

(4.53) K : (y,-^).(a,^) .

où ^ à droite signifie la différentielle sur A . On peut aussi exprimer

K entièrement à l'aide de -Inn? :

(4.34) < : (y,-^iC^),(,, lî fil) .

Pour être précis, montrons que K est un difféonorphisme de U B(a,CQ)
a € A

sur un ouvert de T*A , si £Q > û est assez petit, et ceci "de manière

uniforme si l'on réduit le tout à des ouverts bornés à l'aide des appli-

cations h ". Alors puisque G est une petite perturbation de g on voit

qu'il suffit de le faire quand G'^x). Dans ce cas, on écrit \"^ »
a^-i^^f Y€Il2n et :

<p • (YX - y)ïç - i (^x - y) ^s- (YXÎ + ̂ ^y. ~ y) '

OÙ:^« ^((T^-y)2), ^^yy-S'yy>0'
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Alors, avec ^^(ï»^) »

-^-^-^^^(Y.vy)

° ^ + Re ë ̂ x-^ + i(Illn ë ^'\-y) - ^8- ^x"
et avec Y "y on trouve pour une variation infinitésimale 5Y"(6Yy»6Yr)

de Y :

- 6 @' 6^ + Re^ ^°) -^ + i(^ (T.O) -^t) ̂  •

On voit donc que 6 ^S^O ' * <5y ^0 , ôy^ =0 , ce qui prouve bien que < est

un difféonorphisme bien défini dans le domaine indiqué.

Montrons ensuite que K est canonique si l'on munit T*A de la forme

symplectique standard et C
les coordonnées duales dans T̂ A , on calcule sur le graphe de K :
symplectique standard et C de la forme -Im^dn.Ady.. Si a* désigne

^da.ImCnd^-^da.Im^lf^dy-l^da-ZRe ̂  dy "

=-^^da-•^dy-^-^d7 s-dIm<p .3a — 9y ay

Cette fonne est donc fermée et da* Ada + Im dnA dy g-,.,i,p = 0 .

Cherchons ensuite l'image de A lui-même par < . En prenant la diffé-

rentielle de l'identité <P(a,a^) «O, on trouve pour y8^ :

(4.35) ^^^-^x. = 0 '

où d <p désigne la différentielle de la fonction A 3a^<p(a,y).

Utilisant la deuxième identité de (4.32), on trouve donc :
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(4.56) d̂ <p « a^ dd i quand y"o^ .

L'image de A par < est donc le graphe dans T*A de la 1 -forme fermée

-Ima.daJ . Si HCS 1 ' 1 ^) est une primitive (donnée par exemple par
^ "IA

(2.2)) de cette 1-forme, on trouve alors

(4.37) d^(-Im4>) «d^H pour y - ^ »

d'où la

Proposition 4.2. Soit < ta transformation canonique introduite par

(4.22)^ définie dans U B(a,eJ si CQ > 0 est assez petit (et si
a € A

A^A/ , avec G-g assez petit dans S ( r R } ) . Alors <(h) cT^A est te

graphe \y = {(a^S) € T^A ; a € A} , où H € S19 J (10 est une prvnitive de

-Jm a.. do.
^ A

Si K « K Y est donnée Par C4.33), (4.34), nous avons la transformation

inverse <^1 : T^A-^C2" (ou plutôt définie sur un voisinage de \^ dans

T*A) donnée par

t..3., ^,(<,,.î^).(,,i^).

Considérons aussi une deuxième variété î; et une deuxième phase associée

Ï(a,y) , a€^ avec les mêmes propriétés que A,ip , en particulier que

X e A. , avec îî-g assez petit dans S(rR). Si ^ est la transformation

canonique associée : C^T^, alors >^oK:Ç1 : T*A^T*X est un difféo-

morphisme canonique d'un voisinage de \^ sur un voisinage de \^ , engendré

par la phase 4>(a.B,y) s- Imîp(y,a) -•Innp(6,y) , où y est considéré canne
• i i

variable de fibre. Si A* est une troisième variété de classe S ' "proche

de A " , alors K^^F" ^On'^V où p^ sont de classe S » sur
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^
A et A respectivement et reliés par la formule

(4-39) ^(aî'v.c.^^OKa^y^FW) .

On sait a priori que le point critique est non-dégénéré. Montrons aussi

(bien qu*on ne ^utilisera pas dans la suite) que sa signature est égale à

(2n,2n). Cette signature est manifestement stable par des déformations
^

continues de A , A , A ' et g , et par la déformation linéaire la plus simple
f\^ -j

on se ramène alors au cas où A = A = A ' = R , g s 0. Dans ce cas on écrit :

4>(a,y) s (o^-y)a. + ^(a.o^-y)

'\i ^
<P(a,y) = (oi^-y)a- •»• 4/(a»oi^-y) .

Alors a et B sont réels et

<ï>(a,B,y) = Imy (a.-6.) - Im^(a.o^-y) + Imip (B.B^-y) .

^
De plus F ^ F ^ O et le point critique dans (4.59) est maintenant donné par

^a > Y30^ • Le Hessien de 4> dans ce point est donné par la forme qua-

dratique

( B , y ) - - I m y 6 ç - ( I m î ) " (-y) ^ (Im^) " (B^-y) ,

^ ^
où (Imip)" , (Imip)" désignent les Hessiens des fonctions 1m 4 / , Im 4/ par

rapport au deuxième argument. On considère cette forme dans les 4n-variables

réelles : t = R e y , s = I m y , u = B - R e y , V = B ( . :
" s

K = - s.v. - (Im4/)" ( t+is) + (Im4/)" (-u+i s) .

^
Ici (Im^)" et (Imip)" sont des formes quadratiques de signature (n,-n)

et leurs restrictions à 1R" sont définies positives. Donc
i\^

q(s) = min (Im4/)1 ' (-u^i s) et 'q(s) = min ( l m ^ ) " ( t + i s ) sont des formes
u 6 R" t € R"

quadratiques définies négatives. Donc on pose
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^
L(s,v) = min max K «-sv-q(s) •*-q(s) ,

u€R11 teR11

et on constate que L est de signature (n,n) , donc K est de signature

(2n,2n).

Notre résultat entraîne que (4.59) peut aussi être exprimé par une for-

mule de max-min en utilisant une fibration locale de A en sous-variétés

de dimension n , et cette fibration est indépendante du choix de A' , donc

de F*. Soit alors A" une quatrième variété I-Lagrangienne avec les mêmes

propriétés que A' . Ecrivons KT(A") »\,,, , K^(A**) »À^ , où
1 r T F'

(4.59)' ^(a)=v.c.^^^^(a,B,y)^W) •

Définition 4.2. On dit que A ' ^ A ^ si F f < F" partout sur A .

Cette définition dépend d'un choix de constantes de normalisation pour

F^F", mais une fois fixé ce choix, les fomules (4.59), (4.59)* donnent des
^ ^»

choix des constantes pour F',F" , et puisque ces formules ont aussi une ver-
<\, <\^

sion max-min, si F'^F" alors F* ^F".Dans la définition précédente il suffit

en effet de supposer que A' =Aç, , A"«A,,,» avec G' et G" dans un petit

voisinage de g € S1 '1 (R11 ) dans S1 '1 (R2" ) faisant intervenir donc le
^

poids r plutôt que r .

Montrons finalement que la relation A ' < $ A " se lit directement sur la

relation correspondante entre G* et G" si A * =A.,, , A"=A-., . On suppose
• ^

donc que G',G" sont dans un petit voisinage dans S ( rR) de g^tx) et
• f\,

comne avant on fixe une tf. de FBI T associée à A Si G € S ( r R ) est

proche de g alors ^ s - Imx • Re ^ * G (Re x ,Re Ç ) est une fonction phase

non-dégénérée au sens de Hôrmander iHô.lL La variété critique C^ corres-

pondante est donnée par Im x = j-pp-r (Re x , Re Ç ) et on retrouve
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Aç'Hx ,-|H (x,Reç)) ; (x ,Reç)€C^}. Si K^(Aç)-Xp alors un choix

de F est donné par :

(4.40) F(a) «v.c.^ç^-Im<p(a,y)-Imy. Ren-» -G(Rey ,Ren) .

(Si î est une deuxième tf. de FBI associée à une deuxième variété I-La-
^

grangienne proche de A , et si F est donné par une fornule analogue,

alors on vérifie que F et Ï sont reliés par (4.39)). Si G'^G" alors

on obtient F'<:F* pour les fonctions correspondantes dans (4.40), car cette

formule peut s'écrire canne une formule min-max avec une fibration en sous-

variétés indépendante de G' , G" . Donc si G'^G" on a Açi^Aç». pour le

choix naturel de F',P' par (4.40). Pour voir que inversement, si F1 < F",

alors G'.$G" , on remarque que l'on est dans la situation générale suivante :

avec g^Rey.Ren), 6 = Im y , 4/(a,B,9) s -Innp (a,y) -Imy Ren , on a

F(a) "v.c. Q(4/(a,0,6) -^(e)) et de plus 4/(a,0,9) est une phase non-
o»p

dégénérée au sens de Honnander t.q. A. « { (a , |̂  , 8 , - ||) : ̂ s 0} soit

le graphe d'une transformation canonique. Alors c'est une simple généralité

que l'on récupère G par la formule G(0) ^.c./ û^(-^(a,0,9) ••^(01)). Cette
^(X,v )

formule a aussi une interprétation min-max qui montre que si F'^P* alors

G'^G". Avec le choix naturel des fonctions F par (4.40) nous avons donc

montré que A^i^Apu si et seulement si G'^G".

Revenons maintenant à l'étude des transformations T du type (4.28) avec

<p donnée par (4.29). Dans toute la suite on suppose que A = AQ avec G-g (x)

assez petit dans S( rR) . Nous avons déjà spécifié avant que 4) doit être

définie par G et une phase donnée <PQ associée à A . On suppose maintenant
-¥ - * • - » •

la même chose concernant le symbole t , à savoir que t(g,y,h) g t<Jq,y,h),

où tp est le symbole d'une tf. de FBI Tp associée à A qui a pour phase

JPh « On suppose aussi que la fonction de troncature x qui intervient dans
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y - y ^
X f y ) ^ X (—S—.-) , ne dépend pas de G et que la paramétrisation ir^ir-"

a € A est définie de manière naturelle, soit canne le paramétrage par la

partie réelle de a € A , soit canne le composé d'un paramétrage fixe de A

avec l'application 6 qui était définie à partir de <PQ . Ces conventions

font que T est définie automatiquement à partir de Aç une fois que cer-

taines quantités sont fixées d'avance.

Nous allons maintenant construire un inverse approché de T, à l'aide

de la Proposition 4.1. Soit

(4.41) <Kx,a) » (x-a^)a^ •»• i À (a) (o^-x)2 .

Pour v(a,h) dans un espace de fonctions sur A que l'on précisera plus

tard, on pose formellement

(4.42) Sv(x,h)= f e1^'00^ î(x,a,h)x^Cx)v(a,h)da .
a € A

n ^ n 3n
Ici ? = (sQ(x,a,h) , ... . s^(x,a,h)) de classe S7 ' T ' est un vecteur

ligne qui doit être affine linéaire en x . Alors, formellement, on obtient

que S o T est de noyau I(x,y,h) donné par la Proposition 4.1, si l'on
-*• •*• -¥

arrive à choisir s tel que S e t ^ , c.à.d.

(4.45) ^^^t^^-^n^^ •

Ici on rappelle que j est de la forme (4.27), et que t o ' • • • > t n sont les

composantes du vecteur colonne t. Après composition à gauche de t avec une

matrice elliptique M(a,h) de classe S '° , on peut supposer que :

tn(a,h)
to'to(a,h) , t^^^(o^) , ^1 .
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Jn^a,h) R(Yj
Pour v ^1 on prend alors s^ = s^(a,h) » ^ . ^—— et pour v = 0 , on

1 ^
prend SQ »-p- (j •»• ^ J^C^-01^ ))• Donc on a bien un choix de ? qui con-

0 v»1 v

vient et formellement on trouve alors que :

(4.44) SoT ' I^e^oKoe ' 8 ^ ,
•

où K est donné par un noyau k canne dans la Proposition 4 . 1 .

Il reste à donner un sens à (4.44). Utilisant que G-g est petit dans

S(rR), on trouve pour a € A , [y-Y l ̂  const. R(Y ) :
A X

-(g(Yj -g(y))/h il(o^-y)a ^ iÀ(a) (a -y)2]
e x e s x

(4.45)
r % i

» e ( 1 ) e x p [ e r R - C o ^ (Y^y)2]^ .

On en tire les majorations très grossières suivantes : Si uCS^R")

est d'ordre fini, alors il existe C(Y ,h) ̂  , continue en y et ^ > 0^ A x u
t.q. : |Tu (a,h)|-$C(Y ,h)r(a) 0. Si ueC00^") , alors,pour tout N > 0, il

existe C^(^,h) , continu en ^ tel que |Tu (a,h) | ̂  C^(y^,h) rCa)^ . Si

d'autre part v(a,h) est une fonction continue telle que |v(a,h)| ^

C^(Yx»h)r(a)~ pour tout N^0 , alors une estimation semblable à (4.45)

montre que Sv (x,h) eC00^11) est définie par une intégrale convergente
NQ

dans (4.42). Si v vérifie seulement |v(a ,h) |^C(Y ,h)r(a) pour un NQ

fixé, alors on peut définir /Sv(x,h) u(x)dx pour tout uCC" , et Sv

est bien définie canne distribution sur R" . Il est maintenant standard de

vérifier que (4.44) est valable au sens des opérateurs sur ©'(R") :

Proposition 4.4. Dans la situation décrite ci-dessus, on a S oTu=u-f-

y K e 9 u s où K est un opérateur à noyau k corme dans ta Proposition

4.1.
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Signalons la possibilité d'inverser 1 + e^ Ke'S711 « e^WOe^

par une série de Neumaim, qiiand h>0 est assez petit.

Proposition 4.6. TL existe c, > 0 tel que si G-g est assez petit

dans S(r R ) et g ( x ) € S ( r R ) et |V^|^c,r et si m^x) est une fonc-

tion d'ordres alors pour h > 0 assez petite î-t-K est bijectif et d'inverse

de norme ^2 comme opérateur H(^mJ •*H(A^mJ, L'inverse est de ta forme

(I^K)~ =I-f-Lf où pour tout N^CJN^ L est S(l) comme opérateur borné
*\» -W ^ tS

^-V^ ^rA^ ^O^ 0 ;-9 9^^yR

Démonstration : On voit facilement que la nonne de K canne opérateur borné

dans H(\ , m..) est <$ -1 si h est assez petit et donc I+K est bijectif

d'inverse (I+K)"1 =1 + L avec L ^ - K + K 2 - ^ ^ . . . » -K+K(I*K) ' 1 K . D'autre
^ -N. ^ N.

part K est (g?(1) canne opérateur borné H(A^,m.(-) ) ^H(A^ ^n^) ) >
g u r g-e^rR u r

et sur la dernière expression de L on voit bien que L a la même propriété.
•

Pour l'invariance des espaces H(A,m) et pour l'étude des divers opéra-

teurs pseudo-différentiels et intégraux de Fourier dans de tels espaces,il

sera important d'étudier des composés T °S où T et S sont de la tonne gé-
-^ -*•

nérale (4.28) et (4.42). On suppose maintenant seulement que t= t , s = s
n n 3n
f » ~'2T' T'

(scalaires ou vectoriels) sont de la classe S , holomorphes en

x,y , que <p et 4; sont de classe S1'1 , quadratiques en y et x respec-

tivement, que <p vérifie (4.32) (et provient d'une phase semblable associée

à A ), et que 4/ vérifie la condition analogue :
f^

(4.46) Pour x=c^ : i ^ - O , ^=a^ , Im^-*- g^ ̂  ^R •

(On garde canne toujours l'hypothèse que <p,4/»t ,s sont choisis de manière

automatique quand G varie dans un petit voisinage de g ) .
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Pour a , B € A , B€B((X,CQ) , avec e/^0 assez petit fixé, la valeur

critique î;(a,B) ^.c.^OpCa.y) *^(y,B)) est bien définie car :

a2 ^Im —j (4>(a,y) *ip(y,0)) ̂  , et, pour a =6,on a comme pointcritique y=a .

De plus, pour a s B , on a î = 0 et d^(-Imî) =d^ H (a) , dg(-Imî) = -dgH(B),
r^

Donc -Imi| /-H(a) +H(B) s'annule à l'ordre 2 sur la diagonale.

Proposition 4.6. Il existe une constante C,.>0 telle que^pour e» > 0

assez petit (et pour G-g assez petit dans S ( r R ) ) ^ cm ait :

i\,
(4.47) -Im^(^) -H( ( i } ^ H ( Q ) ^ - — rI-la-Bj2^ |a,,-B.|2; ,LQ tï x x ^ t, k,

pour B€Bfa,c^^.

Démonstration : Ce résultat est stable pour des petites perturbations de

G , et il suffit donc de le montrer pour G^g. Dans ce cas H=g , a , B,,

sont réels et on a :

(4.48) Im(<p(a,Y)+iKy,B))+g(o^) -gOy^C1! C|y-B^| 2 + |y-a^| 2) ,

pour y réel ,

|Vy(4>^)| ï^- |aç-Bç| quand y'a^B^ •

Si on pose f(a,B,y) =<p(a,y) +<p(y,B) •'•gCa^) -g(B^ ' on a donc P0111' >" réel :

^ Imf . ^ |^f|2 >^[^ (|y-B,|2-|y-a,|2) ̂  |a^|2 ] .

Après normalisation des échelles (à l'aide des "HQ.") il suffit alors d'ap-

pliquer une variante du Lenroe 2. de [M. S. ] :
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Lenvne. Soit ffx^y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage

de (0,0) ef^xf" avec Imf\ , ï-0, V f ' ( 0 , 0 ) ^ 0 ^ det^2 f(0,0) *0 .
\sr xj?" y y

Alors, il existe une constante C»>0 et des voisinages VcJî , UcJ^1

de 0 tels que si F(x) =v.c. f (x,y) , alors pour .c€y, on a :

I m F ( x ) ï inf (imf(x^) ^ — |V f ( y } \ 2 } .
y e u ^ -o y /

9

^
La fonction ^ sera étudiée plus en détail dans la section 6.

Etudions maintenant le noyau de TS :

(4.49) Kfa,B,h) « f e16^'^^6^ tfa,y,h)s(y,B.h)X^(y)Xg(y)dy .

ÇasJ^ Pour B6B(a,£o) , on peut faire une normalisation des échelles
^ h(qui donne h 3 —— canine nouveau petit paramètre) et appliquer la méthode

rR
de la phase stationnaire (dans la version exposée dans [Sj. Astérisque n°95,

chapitre 2]), pour conclure que :

(4.50) K(a,8,h) » e11^'8^ â-(a,B,h) ,

où SçS ' 'n (avec la définition évidente de cette classe de symboles sur

un voisinage de la diagonale dans A x A ) . Dans la section 6,on étudiera plus

en détail les propriétés du noyau (4.50).

cas-2^ lûx'&xl ^^-Q^ (c^) > lûr^rl >^Q^W- on Peut ici faire une défor-

mation complexe du contour d'intégration (seulement à partir de la région

où x (y) 'XoCy) = 1) > et on trouve alors dans cette région :ex p

,-(HCa)-H(B))/h ̂ ^ , ̂  ̂ 1 ^max •R/h ̂  ̂  ̂ -T .

(4.51) ^ -„
«êœe^^^h-" .
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où ^max"1"2^00^03"-

Cas.3. CQR(O^)^ |o^J ,$CoR(o^). (Si |o^-6j S>CQ R (o^) , .le noyau s'an-

nule) . On distingue deux sous-cas :

3a. On a en plus | |aJ-|(L.| | ̂ 7 r(o0- On peut alors majorer l'intégrale

directement et on trouve encore (4.51) dans ce cas.

3b. On a en plus, | |a..|-|B,.| | >-r r(a). Une majoration directe donne alors

seulement :

,-(H(a)-H(B))/h ̂ ^ , ̂  ̂  ̂ min^ ̂  R^'^ ,

où î _ =min(r(a) ,?(0)) ce qui est insuffisant si î • « î , mais dans

ce cas on constate cependant que :

|Vy(4>(a,y) ^(y.B))! î'r'^max '

et si on fait d'abord plusieurs intégrations par parties dans (4.49), on

trouve pour tout j ^- 5 :

(4.52) e-W-"^"^ K(a,B,h) - ^(1) e''1 ^inR/h î^ R-J h-"'-' .

On remarque que (4.51) entraîne (4.52) et cette dernière estimation est

donc valable dans les cas 2 et 3.

Proposition 4,7. Si m est une fonction d1'ordre, alors TS est de
? ft

norme S)(l) corrme opérateur L (^m) -^L (^m). Ici on utilise ta notation

abrégée : L2(^^m) =L2(^,m2 e"211^ do.).

Démonstration : II s'agit donc de montrer que le noyau

^e-^-H^^,W--^,W
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décrit un opérateur uniformément borné dans L^A). Dans la région

0€B(a,£:o) > c^ noyau se majore par

^^^-^(iW-^W) •
^

D'autre part il existe N. € M tel que "^^ const. ( rmax) ° , etu m(.D} \ r / 9

pour (a,0) dans les régions décrites par les cas 2 et 3 ci-dessus, on

obtient de (4.52) la majoration :

'\<
(4.55) Ha.0.h) - 0(1) (rîsLX) No r^ R--» h^ ,

pour tout j ^- " . Il en résulte que

( ^ f *\«
sup |K(a,B,h) |dB . sup |K(a.B.h)|da . < & ( î ) , quand h-^0.

a € A 0 € A J

•
Pour terminer cette section, remarquons que :

j Tu (a,h) Tv(a,h) m(a.h)2 e'2^00^ da =
(4.54) A i . , ,f f f n ^^'y'01) 2 —— —= J j j e m(a,h) -t(a,y) t(a,x)X^(y) )<Q(x)u(y) v(x)dydadx ,

où <l»(x,y,a) =-4>(a ,x) +<P(a,y) •» -2 iH(a ) .

(4.55) Pour ;«y-a^ on a ^ « ^ , ^ = - 0 ^ , d^ = 0 .

On peut aussi exprimer le produit scalaire canne ( B u l v ) - , où B est
I/d^)

un opérateur intégral de Fourier (formellement auto-adjoint) d'un type qui

sera étudié dans la section 7.

42



ESPACES H ( A . M )

5. LES ESPACES H(A,m) .

• 1 i
On fixe gn€S ' et on considère canne avant des transformations de

FBI induites de manière naturelleàpartir d'une tf . adaptée à A . On fait aus-
°0

sitôt une légère extension des résultats de la section 4, en reinarquant que tout
• i i

marche bien si l'on suppose qu'il existe g=g(x) € S ' telle que g-gn
• 1 i

soit petit dans S ' et que A = A Q avec G(x,Ç) -g(x) petit dans S ( rR) .
* 1 1On étudie d'abord le cas G = g avec g-g,. assez petit dans S ' .

Proposition 5.1. Soit m,.(x) une fonction d'ordre et N 6 JN . On peut
s) f ?JV

alors trouver un symbole elliptique positif (scalaire), a (OL^ h) ç. S (m..(-.) J,

défini sur A et têt que pour tous u,vç.C°°(Iï ) :

f Tu fa, h) - T v (oi,h) a(^h) e'^^^ da =

A.

( 5 . 1 ) = (u\v) ^ A ; ^ f f r ( x , y , h ) ( u ( y )m , , ( y )e ' ~ 9 ( y ) / h ) •
^0^) ) JJ

. (~v(x)mQ(x)e~g(x}/h)dyâx

00 . . .

où y^€ n 5n~J•»~J^n~*7 est à support dans \x-y\ ^const. R(X^L ) . (Bien
"00 0

entendu s nous avons H = g quand A •=' A ).
t7

Démonstration : On a :

("M, ..cr^iy" •v'̂ " ̂  m^&/hv),2 -HCAg.mp^) ) ̂  \ '\.

e-g/hule-^v^ , ,(Be-g/^le-^v^ - ,
\ 1 /L-

où: B = ) iiLjD-)0 (-'-D)0 m,, est un opérateur différentiel de symbole
|a|.$N

dans SOn^J)2^.

43



B. HELFFER - J . SJBSTRAND

Si l'on introduit la paramétrisation naturelle de A :g

"Ç^Ç"1^ ̂  » "x^x» et si l'on pose u -e^û, ve^v, on

trouve (voir (4.54)) :

J Tu(a,h)Tv(a,h) a(a,h) e"2"^711 àa «

(5.2) A

f f f ^e^'y»^)/" —— . —
= j j j e a(a,h)t(a,y,h)t(a,x,h)X^(y)x^(x)u(y)v(x)dydYdx,

a-o^Y)

où : <pg(x,y,y) = (x-y)Yç * i À (y) ((x-y^)2 * (y-Y^)2) ^ i P (x,y,Y^) , et où :

P(x,y,Y^) =-(g(x) -(g(Y^) ^'(Yxnx-Y^n-teCy)-^) ^'(Y^.ty-Y^))) .

Donc <Pg€S > et les hypothèses faites sur \ assurent que Ln<p (x,y,Y) ~

^ ((x-Y^) + Cy~\) )• Qn peut alors éliminer l'intégration en y par la

phase stationnaire (voir par exemple Mel in-Sj ôstrand [M.S.]), et on trouve

f i ̂ /h

a t t x x^dY^
(5.3)

,-n / , / l^a Cx,y,Y.)/h .a h u ^b(x.y,yç,h) e 8 ^ ^r(x,y,Yç,h)) ,

où:suppb, supprs{ |x-y| ^const. R(x)} , b€S(m 2 ) , re n S(m2 r"3 R"3 h3),M

(s-4) '('g(x,y.^) ° (x-y)Yç + 0(^ (x-y)2) .

'\»

(5.5) Im^^^ (x-y)2 .

De plus b est donné par un développement asymptotique en fonction de a et

on a :

(5.6) b(y^,y^,Yç,h)Ep(y) a(a,h) mod.S (m2 r^1 R"1 h) ,
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^
où p6S°'0 est elliptique positif, et n^nLjI:)̂

II est facile de voir que le terme r dans (5.3) donne lieu à une

contribution qui rentre dans le dernier terme de (5.1). Il faut maintenant

étudier :

(5.7) h^fffMx.y^h) e g ' ' ïï(y)-v(x)dyd9dx= (Bu,v) . ,
J j J L^R")

où :

(5.8) Buîx)^"11!! b(x,y,9,h) e g ' ' u(y)dyd9 .

Supposons pour commencer que m^ s 1 , N=0. On veut alors que B dans (5.8)

soit l'identité.

On écrit i^g(x,y,9) = (x-y) (9 + i F (x,y,9)) , où F 6 S 1 ' 0 , F ̂  = 0 .

Dans l'identité

ô(x-y) - (2nh)-11 f e^y^ X (^-) dr, .
J ^Rt^)7

on intègre sur le contour complexe ç =9 + i F (x,y,9). Alors (en calculant

avec x,y fixés) :

dç=(d9^ - i dQ^) A . . . A ( d 9 ^ + i d Q F ^ ) = ( 2 n ) 1 1 CQ(x,y,9)d9 ,

où c^eS0 '0 et c^[ ^ = (211)'n. Avec ce choix de Cg nous avons donc

-n rr i^ (x»y>9)/h
(5.9) u(x) =h n M CQ(x,y,9,h) e g u(y)dyd9 .

On construit maintenant a par approximations successives. D'abord on choisit

a»ao tel que pour le bg correspondant dans (5.3) on a bo(x,x,9,h) =

Cp(x,x,9) mod S"1 ' '1 '"1. Alors b Q - C ç + k + A , où k€S0 '0 '0 s'annule pour

x=y et &€S~ '~ '" . Il faut alors " réduire k" de manière standard ;
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On écrit :

^ » (I . i )̂ (x-y) ,

où ^- € S ' s'annule pour x=y. Quitte à restreindre le support de X ,

on peut supposer que 1 •»• i ^j- est inversible avec un inverse de classe

S0'0. Par la formule de Taylor.on peut écrire : k - ^ k.-ggâ , k _ CS0»"1 '0.

Pour les opérateurs correspondants, on a :

n f f i ̂ ^h n f f i ̂ /h ^Ku(x)=h' 1 1 e g kudyde»h"11 e g k u dy d0 ,

'\, n . 3k • 1 1 1 ^
où : k ' - [ -^ ^les''1'"'^'. Avec a =a^ , on obtient donc B « I •••Op(k) , où

kçS"1»'1 ' '1 .Continuant ce procédé,on obtient a^a^ t -a , *... dans S0'0'0

avec a^es"3»'3 '"3 , tel que B = I - » - O p ( k ) , où k € ^ S"3''3'"3.
3 "° j=0

Pour terminer la démonstration dans le cas m^ = 1 , N^ , il suffit alors

de remarquer que :

^"(JJe 8 X9y9 k^(x,y.9,h) u(y) v(x)dyd6dx »J|r^(x,y,h) u(y)v(x)dydx

où r C^S"'3 '-3 '11-3.
"JOD 0

^\
Dans le cas général, on compose B avec l'identité sous la forme (5.9),

et on trouve :

-n f f ^ i^(x,y,e)/h
(5.10) Bu(x) = h n j j CQ(x,y,h) e 8 u(y) dyd9 ,

avec ^eS^o (^) ). On construit alors comme avant un symbole

a €S(mQ (^) ) , tel que B = B + une erreur qui donne un reste comme dans

la Proposition. On omet les détails.
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Le dernier terme de (5.1) se majore, pour tout M ^ O , par :

C^Hmoe-^uH llm^e-g^vH
Li lj

et on rappelle que :

ll.o.-^<IHÎ .̂

donc (5 .1) montre que pour h assez petit :

" Tu " L^A^/r)^ e-^da) ' " ul! HCA^/r)^

pour uçC^CR") et donc par densité pour u € H ( A .m/Jr/r) ).

Considérons maintenant le cas où N est un entier <0. On se contente

alors de montrer :

p ,» 9A7
Proposition 5. ̂ . 5z a(oL^h) ç.S(m»(r/r) ) est un symbole elliptique

positif (scalaire) s alors pour h>0 suffisamnent petit :

( 5 . 1 1 ) [ \Tu(^h)\2 a(a.h) e~2H(a}/h da^ \\u\\2 , .. ,
J ^(^mQ(r/r)N)

uniformément pour tout u €0"^-?? ) (et donc par densité pour tout

uç.H(^ .m^/r/;.

Démonstration : On majore d*abord l*intégrale dans ( 5 . 1 1 ) par une constante

fois le second membre. Utilisant la représentation de la Proposition 5.1 . ,

nous voyons qu'il suffit de prouver que pour v G L C R " ) et | B | ^ - N :

(5.12) f T^—e^ (iDAKa.h)!2 ata.^e'^^da ^C ||v||2 .
J "'0 r l [/(R")

Comme dans la démonstration de la Proposition 5 . 1 . , on voit que l'intégrale
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dans (5.12) se réduit à (Bv|v) (̂DiNI 2 , où B est un opérateur
L" I/

pseudo-différentiel de phase ^ et de symbole b€SQ909Q , à support dans

!x-y|^const. RC3^). Il suffit alors de montrer qu'un tel opérateur est

borné dans L , ce que l'on peut faire à l'aide de la Proposition 5.1. et

de sa preuve, qui donnent un symbole c€S ' ' tel que :

(Bv|v) ^fiTe^a.hîl^a.h) e-^^da* 0 (|| v|| 2? » Ô(|| v|| 2 ) .
L'' J L" L2

Pour avoir une majoration dans l'autre sens, on utilise le fait que

H(Ag ̂ (r/r)^ est le dual de H(A ^(r/r)^) , pour le produit sca-

laire ( | ) de L^e'^^dx). Alors,d'après la Proposition 5.1., on a :

(5.13) (u|v)g «J Tu(a,h) Tv(a.h) açC^hle^^da ̂  r^û(y) v(x) dydx ,

où :a.€Soto>o , u«e-8/hu, v»e"8Av, r^ ̂ .'3^^ ̂ ^^ ̂
0 ~ Nnouveau la représentation des éléments de H(A ,mQ(r/r) ) de la Proposi-

tion 5.1 et des intégrations par parties, on voit facilement que :

||r^(x,y,h)u(y)v(x)dydx|
(5.14)

«c^lMl ^ ||v||
" Ulk m fÏt^-\"-\HCAg.mQ^/r)^ H(Ag . sf (î/r) -N) '

Avec a comme dans la Proposition, on a aussi :

] Jîu (a,h) Tv(a,h) a^a.li) e^^da

(5.15) ^(JlTuCa^l^Ca^e-^day^diTvCa.h)!2 \^ e-^da)1/2

^.(JlTu^l^ae-^da^HvH ^^.
^g>"»o {T/T)

Combinant (5.13)-(5.15), on trouve :
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l(u|v)g|

.^[(JlTuCa^l^e-^da)1/2

^Q^llull ^ Nl ' l l ^ l -1 ^ -N -M H(Ag .moCr/rlV H(Ag .m^1 (r/r) N)

d'où,pour h > 0 assez petit ,

l |u||2 -. N ^ ̂  f iTuCa^^ae-^da ,
HCAg.mQCr/r)^ 0 J

ce qui termine la preuve de la Proposition 5.2. ,

Comme dernière préparation avant la définition générale nous allons

établir la

Proposition 6.2. Avec g^^^d^ ) et te choix de tf. FBI fixés,on

a : si f , g ç . ù 9 (sf1 ) sont assez proches de g,.^ alors,pour toutes fonc'

fions d'ordre m(x) , n(x) et tous M , N€2, on a ta conclusion suivante
*\» M

quand h > 0 est assez petit : si u ç.H(h» , m (r/r) ) et si

I | T u fa, h) |2 n2 ^/rjw e-^ W^ à, < - ,

a€A^

alors u € H ( h , nfï/r}1^). (Ici T désigne te choix de tf. FBI associé à A } .
y S3

Démonstration : Quitte à augmenter f et diminuer m et M , nous pouvons

supposer que f >g , m ^ n , M ^ N . Soient alors f , € S ' et m les défor-

mations de f en g et m en n données par les Propositions 1.7 et 1.8. On

a alors :m^m^n , f > f , > g et t ^ 3 ^ » "̂  =m P0111'̂ , l x l assez grand ,

f , f reste uniformément petit dans S1'1 et ^ \ s e x avec m^ unifonné-

ment borné dans S '. D'autre part f, =g et m, = n dans un compact
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K^cR" avec K^-R11 quand À-»-<». Si 1^ désigne le choix de tf. FBI

associé à Ar (essentiellement équivalent à T ), alors la discussion
A

autour de la Définition 4.3 montre (avec la convention delà prop. 4.7) que :

INI ^ M ^ 1 1 ^ 1 1 2 ~ M ^ c II711 II 2 ^ N •H(A^ ^(r/r)") À I/tm^r/r)") I/OUr/r)")
A

En faisant tendre À vers °° on voit alors que u € H ( A , n(r/r) ).

Il reste seulement à voir comment remplacer M par N dans cette con-

clusion. Pour ceci, on montre d'abord par une régularisation standard et

une induction sur M , que u € H" (espace de Sobolev local standard).

Ensuite si Nî'0 , on montre, en reprenant la démonstration de la Propo-

sition 5.1, que l'on a une borne uniforme sur

i=||^ÎVx))(^)8ne-^u|[, ,
|8|<N L

quand À - » • » > . (Ici X€C°°(R) vaat 1 près de 0 et D est la distance régu-

larisée introduite dans (1.10) ) . Passant à la limite, on trouve alors que

u6H(Ag,^( r / r ) N ) .

Dans le cas N < 0 , on trouve, en reprenant la démonstration de la Pro-

position 5.2, que l'on a une majoration uniforme sur

[ |x (^D(x))u | | ^
" À g '^(Ag.n^/r)")

et en faisant tendre \ vers °», on trouve aussi u € H ( A ,n(r7r) ).

On garde toujours un choix de g^eS ' (R") et un choix " automatique"

de tf. FBI associée à Ag si GeS1'1^2") et G-gg est assez petit dans

S1'1^2").
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Définition 5.4. Soit f ^ g ^ - i - e D ( x ) avec c>0 assez petit. Soit

A=A^ avec G(x^) - g ( x ) assez petit dans S ( r R ) et g-g» assez petit

dans S^9 (I^ ). On a alors A ^ A - et si m est une fonction d'ordre sur

A, on choisit une fonction d'ordre m=m,.(x)(r/r) ^m et, pour h > 0 assez

pétition définit H(h^m) corrvne t'espace des u€H(^,,^) têts que :

J ^ufa^^mW2 e'2H(a)/hda<» .
A

La Proposition 5.3 montre que,si on modifie le choix de f ou de m,on

obtient le même espace H(A,m) (pour G assez proche de g^ dans S^CRV

S(r R ) et pour h > 0 assez petit).

Proposition 5.5. Avec un autre choix automatique de tf. FBI, si G-g,.

est assez petit dans S s l ( ]^ t ) ' t - S ( r R ) ^ si m est une fonction d'ordre sur

A ^ A ^ , alors pour h > 0 assez petite on obtient te même espace H(h^m) ,

avec une norme équivalente.

Démonstration : Notons provisoirement H(A,m,T) l'espace H(A,m) pour

souligner la dépendance possible de T. Soit î la tf. de FBI associée à A ,

provenant du deuxième choix automatique. Il s'agit maintenant de montrer

que si h est assez petit, alors si u€H(A,m,T) , on a u€H(A,m,Ï) .

Soit S l'inverse approché de T donné par la Proposition 4.4, (où

g € S ' (R") est proche de g^ et G-g est petit dans S ( r R ) ) . Alors :

(5.16) u^STu+e8711 K e'S^u ,

où K est donné dans la Proposition 4.4. Soit m«(x) =m(x,0) et N > 0

assez grand pour que moCryrî^m^nLjr'/^ (module des facteurs cons-

tants). Si Cr^0 est assez petit (mais indépendant de G ) , alors
ç-g/h ^ çg/h ^ g^^ ^^ opérateur borné :
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"^g-c rR'V^'^^Ve rR^^^ et P"15^ H(A,m,T) et

H(A,m,T) sont intercalés entre ces deux espaces avec des inclusions bor-

nées, on conclut que e"^ K e^ est <&(1) de H(A,m,T) dans H(A,m,î).
^

La Proposition 4.7 appliquée à l'opérateur TS montre d'autre part que ST
^

est aussi (&(1) de H(A,m,T) dans H(A,m,T). •

Çç"!3^?1!6-5!6- La Proposition 4.7 montre aussi que S est <&(1) comme

opérateur borné : L^A,!!») -H(A,m).

Proposition 6.7. Soient f^m^T canne dans la Définition 5.4. Alors

pour h > 0 assez petit :

1 ° H(t^m) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

( S . 1 7 ) (u\v)y,. . = ( T u \ T v ) y , «„/,
B(^m) L2(^^2e2H/rtdoL)

f^
2° Si ^'m est deuxième couple canne dans la Définition 6.4^ et A ^ A ,

m>Jm^ alors H(^m) ÇJSTCA,^ avec une inclusion bornée uniformément

par rapport à h.

3° Si en plus -> «», |a| -»•", alors l'inclusion est compacte.
m(oL)

Démonstration :

1° II ne reste qu'à montrer la completude. Soit feS 1 ' 1 ^ 1 1 ) proche de

g. et telle que A ^ A ^ . Soit N € K t.q. m^x) ft/T)^ ̂  (const.)m(x,Ç).

Alors H(A,m) ÇH(A^ .motr/r)^)) avec une inclusion bornée. Si (Ujl^i

est une suite de Cauchy dans H(A,m) , alors,puisque H(A^ ,mo(r/r) ) est

complet, il existe u tel que u. -»-u dans cet espace. Pour tout compact

KccA , on a alors :

( iTuCa.hîl^e'^da-limt iTu^hlI^e'^dc^limIluJI2
-I j-wJ ^ j^x» J H(A,m)
K K
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donc u €H(A,m) et on montre de la même manière que || u-u. ||.,,. ^ -^O ,3 n^A,mj
j-^o» .

2° Ceci est évident d'après la discussion géométrique autour de la Défi-

nition 4.3. En effet, si T,. désigne le choix de tf. de FBI adapté à A ,
^ °on peut caractériser H(A,m) et H(A,m) respectivement par

( iTQuC^h)!2!!!2 e-^doK œ , f l ÎQuCa.h) ! 2 ^ e'2^ da < « ,

et F^?.

5° Soit u. €H(A,m) une suite bornée. Après passage à une suite extraite

on a u. -*-u dans H-, (R11) pour N € H assez grand. Pour tout compact

KcA , on a
°0

(5.18) J | T Q u ( a , h ) - T ^ U J (a.h)]^2 e"21"^ da - 0 , j -« ,
K

^ 'v,
ce qui montre que u €H(A,m) 9H(A,m). De plus, pour tout c > 0 , on peut

trouver K cc=A tel que :
°0

| iTu-Tu.l2»2.-»/1'*,^2 ,

V'
^ ^

pour tout j , et avec (5.18) il est alors clair que u. -u dans H(A,m).
-' •

On finit ce chapitre en montrant que C^R") est dense dans tous les

espaces H(A,m).

Proposition 5.8. Soit A = A/, avec G assez proche de g,, dans S(r R ) -f-

^--»1 (jf^ ). si m est une fonction d'ordre^ alors pour h > 0 assez petit

C^S^ ) est dense dans H(h,m).
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Démonstration : Si u€H(A,m), on rappelle que : S ̂ u» u - K u , -K =

g0/11 -Su/11 go go
e K e y où K est donné par un noyau k canne dans la Proposition 4.1,

et que T : H (A,m) -̂ (A,!!!) (^(A^m e'^Vda)) admet conroe inverse à

gauche l'opérateur

00 ^ »

T'1 =( I (K )3 ) S avec convergence dans ^^(A.m) ,H(A,m)) .
\0 SQ /

N
On pose S.. = 7 (K )" S . Alors S.. est uniformément borné dans

" 0 ^

^(L^A,!!!) ,H(A,m)) =-SC par rapport à N et à h et S^-T'^O dans cet

espace. Soit X^ la fonction caractéristique d'un compact K .̂ avec

K ^ ^ A , M ^ 0 0 . Alors u^^ = S^ X ^ T u € C^R" ) . puisque S X^ Tu EC^K") et

K^ est proprement supporté pour tout j ; on a :
^

II^M-^l^m) ' IIVI-XM)T"II - II (VT^Tull

< 1 1 ^ 1 1 ^ II O-XM)TU|| , * livr-1!! || Tu || ^
r< ^ M L'CA^) " ^S I/(A,m)

ce qui devient arbitrairement petit avec M et N assez grands.
•
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Canne dans la section précédente, on fixe g n C S ' ( R " ) et on considère

une variété I-Lagrangienne A =A,, où G € S ' est proche de g/, dans

S ( r R ) + S 1 ' 1 ( R n ) .

Soit alors îp(x,y,a) , x,y€C11 , a € A une phase de classe S1'1 , poly-

nomiale de d 2 en x,y (donc holomorphe dans ces variables) et telle que

pour x = y = a^ :

~ ^ ^ / ^ \ " ^(6.1) ^"o , ^'^y'oiç , ^inup-g^x) -goCy)J ^ ,

où ( )" signifie le Hessien dans les variables x,y évalué dans les direc-

tions réelles (et avec g(x) ^(Rex ) , g (y) ^(Re y ) ) . En accord avec les

conventions précédentes on supposera toujours que 4) est donnée par un

" choix automatique u, comme par exemple : 4?(x,y,a) = (x-y)ar ^ iÀ(Rea) ((x-<x )2^*» ——^—^—^—^———^— x
(y-q ) ). Les résultats de ce chapitre et du chapitre 7 sont alors valables

pour G assez proche de g.. dans S( rR) •«'S * (R"), pour des fonctions

d'ordre arbitraires et finalement pour h assez petit. Il sera souvent com-

mode de comptabiliser les formes différentielles en écrivant systématiquement
da dd da,. doir

î^ R'" r"" da = (-^) A ... A(-^^) A (——) A ... A (—^). On introduit aussi

les espaces de symboles d*ordre décalé :

S^(mh^) =S(m r5^2 R"72 h^-51172) .

Soit finalement X^(x,y) une fonction troncature de classe S ' à sup-

port dans un domaine :

(6.2) |x-ReaJ2 ^ |y -ReaJ 2 ^ (^-R(Reo^))2
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^

avec CQ assez grand pour que: Im(p+ g^(x) -g^y) ̂ (|x-oJ2 ^ |y-c^|2) dans

le cas G-gç.

On suppose que X^ s 1 sur un domaine plus petit du même type et fidèles à

la convention générale, on suppose que X^ est donné par un " choix automa-

tique "canne par exemple X^"X^^ .

Si a =a(x,y,a,h) ^^(mh^) est défini et holonorphe dans un domaine

de la forme (6.2) contenant suppX ,on peut alors définir l'opérateur pseu-
_n

dodifférentiel d'ordre m h par :

Au (x,h) »0p(5,a) u(x,h)
(6.5)

. J Je^-^^aCx^a^X^x.^uCyldydS.

a € A

On remarque aussitôt que si l'on modifie le choix (automatique) de X , alors

gr/11 -gn/11

(pour G-gQ assez petit) l'opérateur A se modifie par e " K e ° , où

K est un opérateur intégral de noyau k(x,y,h) vérifiant :

(6.4) |a^;k| ,< C^ e'^'^mQ r^ R-N-IeH ̂ i ^

où m^tx) »m(x,0) . Si îi est une fonction d'ordre, on constate alors que
gn/h -g^/h

e K e u est (^(h-) canne opérateur borné :

^V^rR^^V^i^) , V N € ^ .

pour un e^ >0 fixé et pour tout gCS1 '1^") assez proche de gn . En

particulier K sera Q (h'̂ ) conroe opérateur borné H(A,m) -.H(A , (m) (T^-^),

VN € M . Un tel opérateur sera appelle : opérateur négligeable d'ordre

m h'̂  .
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On coninence par étudier l*action d'un opérateur pseudodifférentiel

dans les espaces H(A,m). On complétera ensuite une partie des arguments

développés pour aboutir à une caractérisât ion des opérateurs T A T où

T est une transformation de FBI et A un opérateur pseudodifférentiel. De

cette caractérisât ion,on déduira que la classe des opérateurs pseudodiffé-

rentiels ne dépend pas vraiment du choix de la phase 5, qu'il y a un symbole

principal naturel, et que l'on a le résultat naturel (et habituel) sur la

composition de deux opérateurs pseudodifférentiels.

Ayant fixé des choix automatiques des quantités géométriques îp et X ,

on a :

Proposition 6 .1 . Soit G-g,. assez petit dans S 9 (J?" ) - f - S ( r R ) . Alors

si A=ûp^a) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m ^ et si 'm est

une autre fonction d'ordre^ alors pour 0 < h < ̂  avec n^>o assez petit,

A est uniformément borné : H(f^m) -^H(^m/m).

Démonstrat ion : On part de l'identité :

(6.5) u = S o T u + e^ K e-^ u

donné dans la Proposition 4.4 et on rappelle que le noyau k de K est à sup-

port dans |x-y|^const. R(x) et vérifie

(6.6) l^kl.C^e'^^R-l0!-!^".

On écrit ensuite : A u = A S T u - * - A e^ K e ^ , et on conroence par étudier

A e^ K e'S^ qui est de noyau e^ f q(x,y,a,h)3a e"^ . où :

q(x,y,a,h)

^•^ f r (%x,z,a)^ig(x)- ig(z))
= J e a(x,z,a,h) x^(x,z) k(z,y,h)dz .
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Une majoration directe donne

-^TR/h î,N . 3 n , 3n --5n

(6.8) q. (90)e 0 m )̂ ° r^ r" R^ h T ,

~ N.
où niQ=m(x,0) et Ng est assez grand pour que m^nLj-) . Si r»r

on peut d'abord faire des intégrations par parties dans (6.7) avant de faire

la majoration directe, et on trouve

-c.rR/h ^ N ^ 5 ? - 5 ? , ,
(6.9) q=0(1)e ° m^) 0 r^ R^ h T (J-^ ,

R r
^

pour tout k € l N . Pour r^const. r , (6.8) donne déjà cette majoration, qui

est donc générale. Alors

r ^ -Co^R/h ^-k ^-k k-^
qda«e(1)e u m^ r L R z h z , k ^ O .

On trouve la même majoration pour R1011 m 9^9^ qda , et on conclut que
» J

A e^ K e"^ = qda est négligeable d'ordre m et à fortiori <£?(1) canne

opérateur borné : H(A,m) -»-H(A,!ii/m).

Il faut ensuite étudier la continuité de AST, ce qui revient à étudier

la continuité :L (A,în)-L (A,m/m) de TAS. (On utilise encore la notation

abrégée L (A,m) = L (A,m e"^ da). Le noyau de cet opérateur est

(6.10) K(a,6,h) » f K(a,B,Y,h)d? ,

où si 4) et (p* désignent les phases de T et de S :

K(a,B,Y,h)

r ^(4>(a,x)-hp(x,y,Y)+<p*(y,B))
( 6 - 1 1 ) - ] e t(a,x,h) a(x,y,Y,h) s(y,B.h) x^(x,y)

X^(x)Xg(y)dxdy .
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On note : K ^ = e"^01^4^^^1 K les noyaux réduits correspondants. En

regardant les supports des troncatures, on constate que K(a,B»Y»h) est à

support dans une région, où l^^xl » |B^-Y^|^ const. R(\) •

Si a,B€B(Y,c/J pour un CQ > ° suffisanlnent petit, on peut évaluer

l'intégrale ( 6 . 1 1 ) à l'aide de la phase stationnaire. Soit :

(6.12) <î>(a,B,Y) "v.c.^ .(ip(ci,x) +5(x,y,Y) +<P*(y,B))

la nouvelle phase qui apparaît dans le développement de phase stationnaire.

On constate que <& est de classe S ' et que

-H(a) -Im<î> (a,B,ï) -^(8)
(6.13) ^

^(RCIa^l^lB^l^^da^l^le^l2)).

On montre ensuite pour G=g^ et aussi pour tout G assez voisin de gg ,

qu'il existe Cç. > 0 tel que :

-H(a) -Im<^(a,B,Y) +H(B)
(6.14) ^

^^[^^^I^I^J^^da^l^lB^I2)].

On omet la démonstration détaillée, qui est quasiment la même que celle de

la Proposition 4.6.

Donc, pour a,B€B(Y,Co) , on obtient :

(6.15) ' K(a.B,Y,h)=â:(a,B,Y,h) e^6^ ,

où a'CS^^R"^2") , et donc par (6.14) on trouve :
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K^(a,B,Y,h)

(6.16) - ^DmMÎW2" exp[- ̂  [J I^-YJ2^ |B,-YJ2^ |a^|2

l'^l2]]

dans cette région.

f ^La contribution correspondante à iL^(a,B,h) » 1 C , (a,B,Y,h)dY est

alors

(6.17) (ÎKDinCoOh'11 exp-^ ^ lyBj2^ |o^-Bç|2) ,

et on vérifie immédiatement qu'un noyau à support dans | a - Q | ^ const. R(a),

la.-B-l ^const. r(a) et vérifiant (6.17) est <P(1) canine opérateur borné :

L2 (A.m)-^L 2 (A,m/m).

Regardons ensuite ce qui se passe pour a ou B(B(Y,e/J :

Çê^La. Si IO^-Y^I ou |B^J est > CQR(Y^) et r(a) , r(B) , r(Y)

sont du même ordre de grandeur, on trouve directement à l'aide du comporte-

ment gaussien des phases :

-e^ r R/h ., , ,
(6.18) K^(a,B,Y,h) = 0(1) e u m(ï) r^ R211 h'5" .

Çê5-!-^- si l^'^xl ou ^x'^xl est ^'^O11^^ et par exemple r(a) »

r(B) ^^W » alors on introduit r smax(î'(a) ,î'(B) ,î(ï)) et si on fait

des intégrations par parties itérées, on trouve pour tout N^0 :

-c^ r R/h . ̂ _ -, , / , \N
(6.19) K^(a,B,Y,h) = (&(1) e ° m(Y) r^ R^ h-5" (————) .

rmax

ÇasJ. Si \\-\\ et | B^-\ | ̂  CQ R ̂  » alors l^'^l ou l8^!

est ^£or(Y).
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Ças^2_a : Si en plus r(a) , r(0) , r(Y) sont du même ordre de grandeur,

alors,par une déformation du contour d'intégration,on obtient (6.18).

Ças_2_b : Si par exemple r(a) » r(B) + r(y) , alors par une déformation

de contour et des intégrations par parties itérées, on obtient (6.19).

Dans les deux cas,on a (6.19) (puisque (6.18)^(6.19)) et donc la con-

tribution à ^edCûïB»") provenant des cas 1 et 2 est :

K^(a,B,h) = 0(1) h^3" | mCr) ÎM-" ̂ N R"^ dy

(6.20)

- € , (1) n>o(a,) R2"^ h^311 | (̂ )NO'n ̂  ̂  ,

où l1intégration en Y,, porte sur une boule de centre -7 (a +B ) et de

rayon const. R(-^ (ax'By)). Ici, on majore l'intégrale par :

OW \ d^^0'11 (^I^H^Hçl)2"'^
7 - ». f N^-n lOrl^lBrI 7^1 M

= Û7(1) r2"^ I (1+|n|) 0 0 - ? \ g ^ Inl)2"^ dn

7n M f I d r I ' ^ i B r I N,,+n-N
' (2?(1) r2"^! (1^-^—ç-+|n|) 0 dn

--^r^^^W^

^0) o.b^d)^^.)^!.!^!)^"^ ,

et donc

K-^(a,6,h) = <!?(1)(1 J0^18^)^ (^laçHfSçl)2"^ m^) R2"^ h^3" .

Montrons que ceci est le noyau d'un opérateur qui est (9(1) ''
^ /v/ 2M

L^A^dx^L2 (A,(^)2 (^T?) 0 dx) , pour tout M. >0. Ceci revient à étu-
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dier la continuité L standard du noyau

^'^•ÀW^'-»-
laJ+lBrI M< Zn-N î. 2n-N<Mn N-M.3n

• 0(1) O^-^V-^) 1 (r*|aç|*|0ç|) " R °h ° .

Ici M, ^0 ne dépend pas de N. On applique maintenant un critère standard

de continuité L et il suffit donc de montrer que / |K(a,B»h)|dB ,

/ |1c(a,B»h)|da» <&(1). Ces intégrales se majorent de la même façon; ainsi,

la première devient pour N assez grand :

. , 3n-N^ N-M -̂3n -M< r M^^Zn-N
| |1Ua,B)|dB-<&(1) R u h ° r 1 ) (r^HBçD u dBç

3n-N^M. N-M.-3n -M, M^^M,̂ 3n-N ^ N-M^3n
• Ô ( 1 ) R "h 0 r ' ( r . | a j ) 0 1 •^O)(A) u -^0).

Ceci termine la preuve de la Proposition 6.1. ^

Rappelons que pour h assez petit, T admet un inverse à gauche T" »

(I +L)S , où L est négligeable d'ordre 1 . D'autre part nous savons aussi

d'après la Remarque 5.6, que S est 0(1) canne opérateur borné L (A,m) -»•

H(A,in). Donc si A est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m attaché

à A , on sait que TAS-TAT" 1 est négligeable d'ordre m au sens évident que
'v» ^

cette différence est 0(1) conroe opérateur borné : L (A,m) -»-L (A»^(-^-) ) »

pour tout N ̂ 0 et toute fonction d'ordre m .

La démonstration de la Proposition 6.1 nous montre alors que TAT
<v^

est modulo un opérateur négligeable d'ordre m , de la forme /K' (a,B,Y,h)dy,

où K' est de la forme (6.15) avec aeSOnî^R" h"2") à support dans

t(a,B) ; a ,B€B(Y,co)}- Les estimations (6.13), (6.14), le fait que -^'O

pour a = B a V , et un changement de variables naturel pour réduire les

échelles montrent que l'on peut appliquer la version C" de la méthode de
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^ hla phase stationnaire (voir [Melin-Sjl chapitre 2) avec h^— canne
rR

'̂ »^
petit paramètre, pour évaluer / K' dy , et on trouve :

Proposition C.2. Sous tes hypothèses de ta Proposition 6.1.9 on a ta

décomposition (pour h> 0 assez petit) :

( 6 . 2 1 ) T A T ' 1 =A^A^^ ,

^ ^
où A ^ est négligeable d'ordre m et A est un opérateur intégrât de noyau

( 6 . 2 2 ) îfa,M; ̂ (a^h) e^^^ ,

où "a ç.S (m h^ ) est à support dans {fa, Q) € A x A ; B € 5fa, c )} et où

<î»fa,B^ €5 f ( h ^ f [ ) est défini (à t'aide d'extensions presque hotomorphes)

( 6 . 2 2 ) ^(a^) =v.c. ^(a^^) ^v.c. <Pfa^; •f'^(y^) .
' *f

De même a est donné par un développement asymptotique à partir du symbole

a de A et on a en particulier :

(6.24) ^(a^a^h) Epra,A; a ̂ a^a,^ mod(S(m h^ (^—))
r R

2n n n
^" ~^~ ^ 2 '2

où p est un symbole elliptique de classe S(r R h ) y qui est homo-

gène en h et qui ne s'annule jamais.

'\,
Nous allons maintenant caractériser les noyaux A qui peuvent provenir

des opérateurs pseudodifférentiels par la fomule (6.21), à l'aide d'un

" complexe 3 pseudodifférentiel *'. On utilise en effet un point de vue

d'opérateurs de Toeplitz, voir [Bo.S.] et [Bo.G.L Commençons par une dis-

cussion géométrique ; dans la plupart de nos arguments on considère des dé-

veloppements de Taylor sur la diagonale a = 8 ou parfois sur d'autres en-

sembles comme ((ex,y) : y3»^ et on pourra assez souvent ignorer les
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échelles r et R , car l'effet des échelles s'obtiendra après par des simples

changements de variables de type " K '*.

Soit T^ le complexifié (fibre par fibre) de T*A et soit ^cT^

le graphe de la 1-forme complexe uï(a) =d <p , Y " ^ » c.à.d. î.» {d u> ; y^) •

Alors (A) =0^ da 1 et on remarque que d<D « da-A da est la forme symplec-
" "IA ^ x

tique réelle sur A (qui est à la fois I-Lagrangienne et R-symplectique).

D'autre part, nous avons la 2-forme " symplectique " complexe sur T*A :

o^da^Ada, où a* désigne les variables duales aux a . Alors 0)5. s'iden-

tifie avec dû» par la projection naturelle II : Z - ^ A et on obtient :

Proposition 6.3. oJr. s'identifie avec la forme symplectique réelle sur

A . On peut écrire a>=(A»,-zd B , où d (D- est la forme symplectique réelle

sur A.» et où H est une primitive de -ImaLpda \ .
^ ^IA

Nous allons maintenant chercher des conditions de compatibilité (un peu

tonnelles pour commencer) que doivent vérifier les fonctions sur A de la

forme Tu. Pour cela on va compléter les variables y = (y,,.. •>y-J par des

variables œ = (u»p... ,o) ) et étendre T de façon à obtenir un opérateur in-

tégral de Fourier associé à une transformation canonique. Soit donc :

(6.25) ^c^ES1'1 , z=(y,o)) ,

défini pour a € A , (y,œ) €C , |o)| <const. r(a) , quadratique en z , avec

(6.26) <Ka,y,0)=4>(a.y) ,

et

(6.27) det (<!>" ) elliptique de degré maximal et ^0 .

Ici dans la définition des classes de symboles on donne le même poids à
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a) et à o^ . Puisque <P(a,y) « (a^-y)oir + i X(a) (o^y) > ^ €S ' , on peut

prendre par exemple

<Ka,z) ^(y^) -»• (o^-y)u) ,

On introduit formellement la transformation

STv(a,h) = I e^^2^ t(a,y,h) v(z,h) dz ,

et pour ne pas trop compliquer la discussion (et surtout les notations), on

supposera pour comnencer que t et s sont des symboles scalaires. (Ceci

n'est pas tout à fait correct et on indiquera plus tard les modifications

à apporter pour traiter le cas où t et s sont vectoriels).

Au moins formellement, on remarque que ^(u^ôCa))) "Tu et qu'une dis-

tribution v(y,o)) est de la forme u(y)^ô(o)) ssi ^^î.vs0 pour j=1,...,n.

Formellement, on peut donc caractériser l'image de T canne Ker Z-. n ... n Ker 2 ,

où Z. = îTa). ST~ . Pour comprendre mieux la nature des Z. , on fixe un point

(OIQ,CX(P C£ et on pose ZQ = ((oi())x'°) » z^ = " ^E ^Q'^ ' Considérons alors

dans un voisinage de (a^,a*) , (z/pZ*) la transformation canonique

(6.2.) .,(,,-|l).(,,g) ,

qui envoie un voisinage de (Zr.,z*) sur un voisinage de (arpcx*) dans T*A ,

le presque complexifié de T*A , défini après un choix d'extension presque

holomorphe par rapport à a. On s'intéresse surtout au comportement de (6.28)

pour a € A . Pour de tels a, puisque <î> dépend holanorphiquement de z , on

constate que <" (a,a*) dépend de manière C00 de (a,a*) et de manière ho-

lomorphe de a* . Si Q(z,D ,h) est un opérateur pseudodifférentiel classique

formel avec un symbole Q(z,^,h) défini dans un voisinage de (z/pZ*) , on
^

peut alors construire un opérateur pseudodifférentiel P(a,D ,h) (du même

ordre que Q) avec un symbole P(a,a*,h) défini dans un voisinage de
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(a/pa*) , holomorphe en a* , tel que au sens des développements asymptotiques

en h :

(6.30) (P(a,î>^h) -^(z.î^h^e1^2^ t(a,y,h)) ~ 0 .

(L'action de P à un sens puisque son symbole est holomorphe en a ). On a

bien évidemment la relation classique :

(6.51) P ° K s q ,

entre les symboles principaux. On voit que la correspondance Q-*-P respecte

la composition formelle des opérateurs pseudodifférentiels, en particulier si

Q j ' P j , J"^ et [ Q p Q ^ l « 0 , alors [P^P^-O.

Prenons maintenant Q, «u)^ , j »1 ,2 , . . . , n , et soient Z., . . . ,Z^ les

opérateurs "P. *' correspondants. Alors les Z_ commutent entre eux et en

posant ù j ' O dans (6.30) on obtient

(6.52) Zj (a,î^h) (e14^^ t(a,y,h)) ^ 0

(c.à.d. que formellement Z_ o T - 0 ) . La construction des Z. est en effet

globale, au sens que les symboles de ces opérateurs sont définis dans un

voisinage de Z dans T^ (ou bien dans T*A si l'on veut aussi prendre

des extensions presque holonorphes en a) .

Dans un voisinage de E , on définit } = {(a,d^p(a,y)) ; a € A , y €(- ,

y proche de a^ ). Alors ^ = < ( { (z,z*) ; a) = 0}) = { (a,a*) ef'A1 ; ̂  (a,a*) = ...

= ̂  (a,a*) =0} , où ç.(a,a*) désigne le symbole principal de Z. . Puisque

U-.^iJ 'O , il est raisonnable de dire que ^ est involutif (et plus loin
J K

on regardera des extensions presque analytiques en a , ce qui permettra de

définir les feuilles bicaractéristiques de ^ ). Soit ^ la fibre de ^

au dessus d'un point a € A . On montre facilement que :
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(6.55) ^ est une sous-variété holomorphe de dimension n de

(T^A)^ (En effet d^ ̂  ,... , d^ ̂  sont linéairement

indépendants, ce que l'on démontre à l'aide de (6.27)).

(6.54) L'application C2" 3 (y , - |̂ ) -^ (a , ĵ ) € ^ est un dif-

féomorphisme local.

(6.55) L'application 3 3 (a,a*) - (a.Ima* ) CT^A est un difféo-

morphisme local.

Puisque T Ï est un espace complexe-linéaire, (6.55) reste valable
(a,a*) a

si l'on remplace " Im " par "Re". On démontre (6.54) et (6.55) simultané-

ment, en utilisant que l'application C n 3 (y . - —& - (a , -^ ( - Im<p)) €T*A

est un difféomorphisme local (voir (4.55)).

i»
Remarque 6.4. Soit Z(a,D ,h) un opérateur pseudodifférentiel classique

d'ordre k (en r.) avec un symbole holomorphe en a*, défini soit près d'un

point (ar»,a*) € £ , soit dans tout un voisinage de £ , tel que

^(çi4)(-,y)/h t(.,y,h))^0. Alors il existe des opérateurs A^ , ... , A^

d'ordre k , de symboles holomorphes en a* définis près de (aQ,a*) ou près
n

de £ respectivement, tels que Z = V A. o Z_ . En effet, on constate d'abord

que le symbole principal ^ s'annule sur } et donc ^ = £ a , c, » avec

a.(a,a*) holomorphes en a* . On prend alors a. comme symbole principal
3 J n

d'un opérateur A° et on répète l'argument pour Z - V A. Z. , pour trouver

les contributions d'ordre inférieur.

Toute la discussion ci-dessus s'applique aussi bien à l'opérateur S

(que nous supposerons aussi scalaire pour l'instant !). On a donc des opé-

rateurs ZÏ(B,D-,h) , o = l , . . . . n avec les mêmes propriétés générales que
3 P

Z. , et tels que
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(6.36) Z^e^.h^e14^6)/11 s(y,B,h)) -. 0 .

Les symboles principaux ç* , j «1,...,n , ont alors canine variété caracté-

ristique conroune :

(6.37) -^'{(Mg<P*(y,0» • .ye^ .BeA, |y-(?J petit} ,

et on définit ^ * par la relation : - ̂ '{(B.-e*) ; (0,0*) € ^ * } . J ' * admet

alors les mêmes propriétés générales que > et en particulier Ec 3. .

Montrons ensuite :

(6.38) Pour tout a €A , on a ^ n ̂ " {(*)(a)} , avec

intersection transversale.

En effet, si (a,a*) € 3 n T^* , il existe des points x,y €€" proches de

a^ tels que a* -d^îa,/) s - d^(p*(x,a). Donc, d^(ip*(x,a) ^^(a.y)) ss 0 .

mais on montre sans peine (d'abord pour C^g/Jx) et ensuite par un argu-

ment de perturbation) que |d (<p*(x,a) •••<p(a,y)) | ^ ^"QU '*' Iv'01^! » ^onc on

a nécessairement x ' y » ^ , donc a^'a^a) , et en même temps on voit que

l*intersection est transversale.

En un point (a,a)(o.)) , on sait par la propriété (6.35) que T > et

T î- ne contiennent aucun vecteur tangent réel •0. De plus, les formes

d^^] > • • • ^a^^n et ^ ^ît01 '"01^»---»^* ^(a»-ol^ sont linéairement
indépendantes. Considérons alors les champs Hamiltoniens H ,....,H en

'1 Si
(a,u)(a)) et H.,*,...,H* en (a,-(i)(a)) comne des vecteurs tangents de

^1 Si^\^
T*A (c.à.d. que l'on fait maintenant des extensions presque analytiques en

* ^ ^
a ) . Alors, si F , F 9T (A) (où A désigne le presque-complexifié de A

^ ^et donc T A ^ T A) , sont les espaces engendrés par les projections

n , H . , . . . , n H et n H *,...,n H * respectivement, nous savons quea ^ a ^ a ^ a ^
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dinig, F = dim^ Y* s n et que

(6.59) T^X) - r ^ ® ^ .

On remarque aussi que F et F ne contiennent pas de vecteurs réels

• 0 . En effet, si par exemple r^nT^(A) •O , on aurait un symbole ç avec

ç ==0 et n H- réel •0. Alors T/ foL\^Ïa) serait contenu dans
a 9

le ccmplexifié d'un hyperplan réel : d^» ç= 0 et ceci est impossible car on

sait que ï^30* "*' Re a* est un difféomorphisme local.

Considérons ensuite l'application :

(6.40)
V^Y^V^'V^

(6,1,s) - (6+t ,0+s) -(x/ .u) .

Si 6 + t = ô • ^ s = 0 alors t^ et donc t ' s ^ O puisque 1^ n r^ = 0. Alors

6 = 0 aussi, et il est clair que (6.40) est injective, donc bijective. Aussi,

puisque | l m t | ^ | t | , | l m s [ ~ | s | et |t-s| ^ |t| •*• |s| , on trouve |v-u| =

|t-s| ^ |lm t | ̂  |lm s |. Ecrivons ensuite, I m t = I m \ / - I m < S , I m s = I m u - I m 6 ,

on trouve,

(6.41) |v-p| ^ | l m v - I m 6 | + | l m u - I m ô | .

En particulier, si v et u sont réels : |v-p|^|lmô|. Ces considérations

serviront plus loin à la fois pour comprendre la composition de noyaux de

la forme (6.22) et les équations eiconales et de transport associées à ces

noyaux.

Revenons maintenant à la fonction $(a,&) de la Proposition 6.2. On

vérifie tnroédiatement que :

(6.42) d^6^ , d^€-^; , a , 6 € A ,
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(6.43) Pour a » 6 , on a <1> » 0 et d^»o»(a)=-d^ .

Il résultera de la caractérisât ion de A^ dans la démonstration de la Pro-

position 6.5 ci-dessous que les propriétés (6.42) et (6.43) caractérisent

^ module un terne ^da-el") • Rappelons aussi la propriété (4.47) (où
^
^»<I>).

Soit maintenant f(a) une fonction C" définie localement sur A près

d'un point o^ telle que d^f € j^ mod ^(la-c^F) . -Im f^ H , ^(a^) «

U)((XQ) , -Imf(aQ) »H((XQ).

Proposition 6.5. Avec f canne ci-dessus, considérons

(6.44) F(a) =v.c.^(a,Q)'rf(B)) ,

défini comme développement de Taylor formel en o^0 1^* (à l'aide des exten-

sions presque analytiques en B, (voir iMelin-Sjî). Alors on a FW=fW.

Démonstration : On désigne avec les mêmes lettres, T , J. , S les variétés

que l'on obtient dans T*A après extensions presque holonorphes en a. Alors

dim-,Ï =dim, l < l =3n , dim £» 2 n , e t 1 n i* « Z avec intersection transver-

sale. Si (a,a'>) € E , soient 1̂  ^c ̂ , î^ ^c J* les feuilles bicarac-

téristiques de î et T.* respectivement, passant par (a,a*). Puisque Z est

symplectique, on sait que ? ^ et Z se coupent transversalement en (a,a*)

canine sous-variétés de ^ . On a le même résultat pour (r^ ̂  , î: , T.*) • Les

projections de T^^(î^) et T^^ 0^,) sont les espaces ^ et

F* respectivement. De (6.40) on déduit que diag(£x£) et F^ ^ x F^^ se

coupent transversalement dans la variété J x^* > involutive pour o^^ -

o et admettent î ...xî* . conroe feuille bicaractéristique. La variété
B»B* a,a* a»a*

^' =J(a ̂  Q , - iîi) l est Lagrangienne pour cette forme symplectique et
^ [ 9a 3p J
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puisque diag(Z x £) EA^ ç ï x T * , on a :

. . ^ ^AA * s l J r x r*A^ ^ r^») r^^ .
(Y,Y*)€£

Pour un a donné, soit B(a) le point critique dans (6.44). Si B* »

dgf(e) , on a (B,B*) € 3 t * n ï a S et donc B^œCB) , où a) désigne aussi

une extension presque holonorphe. Si a* «d^(a,B) , on a (a,a») € Fg g, .

En effet, d*après la caractérisât ion de A^ ci-dessus il existe un point

(Y^*) € £ unique, tel que (cx.d^) €Î^^ , (B,-dg<ï>) 6ÎÇ ̂  , et dans le

cas présent nous avons vu que : (y,y*) s (B,B*).

^
Sachant maintenant que (a,a*) erg g» , il suffit de remarquer que

^ B*0^' B) nAf ' pour conclure (^Lle la fonction ^^^(S.B) -f(ï) ^ fCB)
^

est constante sur la projection de la feuille F- g^ . Donc :

<î>(a,B) -f(B) -f(a) «$(B,B) -f(B) -f(B) 3Î 0 ,

et nous avons démontré (6.44).

iç
Si SîcA est un ouvert, on définit S (Sîxî î ) canine l'espace des sym-

boles classiques a(a,B,h) d'ordre k en 1. , et de même on définit S^W)

si W < = A ( A X A ) est un ouvert. On dit que deux symboles dans S^îî^) sont

équivalents si leur différence k(a,B,h) a la propriété que toutes les dé-

rivées restreintes à Ap îx î î ) sont de classe S'00. Le quotient de S^ÎMÎ )
i,

par cette relation d'équivalence sera noté Sx(tî).

Proposition 6.6. Si SCÀÎÎ;, alors Z .(a^D ^h)(ae^^1) et
—""——' tA ^ . 01

Z*(^1)^^h)û e^^) appartiennent à ^1 (W e^^. Pour tout

b € ù ( à ( H ^ S l ) ) il existe m dCS^dl) unique avec ta propriété que

fa\^(!îx!U^bmod £r ̂  ^^a s h) (fa e^^/h} = ° f ^^^B ' h) (fa e^/h} = °
pour j^J,...,n.
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La première partie de la Proposition résulte de (6.42) et la deuxième

partie résulte d'une analyse facile des équations de transport, qui font

intervenir les projections II IL , ̂ ^^r* et °û la bijectivité de l'appli-

cation (6.40) joue un rôle important. On omet les détails.

^ ^ i^/hProposition 9.7. Soit A =a e donné par la Proposition 6.2. Si

l'on considère a (sonne m élément de 5.rA xAJ , alors on a

(6.46) Z .ra^ , h) ('a e^^) = 0 ^ Z^fB^g , h) ("a e^^) = 0 ,

pour j=2,...,n.

Formellement, ce résultat provient de (6.32), (6.36) et le fait que

aT(a.B,h) e^6^

(6•46) fff Tk^(a,x)^(x,y^)^P*(y,B)) ^
9 e" t(a,x,h) s(y,B,h) a(x,y,ï,h)dxdydY

JJJ

(développement de phase stationnaire formel). Or pour démontrer (6.45) en

un point (ao'̂  » 11 su^^it ^e le ^alre à n'importe quel ordre en h et en

((a-ao) » (B-an^ » ^onc on peut relnPlacer A , < p » 4 > * » ! p » t , s , a par des

développements de Taylor finis en CL. , BQ • ^n est alors ramené au cas où

toutes les phases et tous les symboles sont analytiques. Dans ce cas l'ac-

tion de Z_(a,î) , h) , Z^B^o > h) se définit, ainsi que l'intégrale (6.46),J o J P
à l'aide des choix de bons contours et les résultats de [S.1], chapitre 4

permettent d'appliquer Z. et Z? sous le signe saune dans (6.46). On obtient

ainsi la Proposition,

La Proposition 6.7 est un résultat tout à fait provisoire, car d'une

part nous avons ignoré les échelles 7 et R et d'autre part, nous avons sup-

posé (à tort) que T et S sont scalaires. 11 faut donc corriger pour tenir

compte de ces deux effets.
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On commence par remettre les échelles (tout en continuant à traiter T

et S conroe des opérateurs scalaires). Cela revient à analyser de manière

uniforme les arguments ci-dessus dans une boite de base B(a ^g) , quand

a° varie dans A , pendant que CQ reste fixé assez petit.

On applique alors l'analyse ci-dessus après les changements de variables :

(- a,-a^R(o^ , aç-a^Wç

(6.47) - y-a^°R(a^ , "-'^(0°)^

h'^lUa0^.
\. -

Alors: ^ - < P = ^ < P , j-^'^ y . H^^^ n^*' où toutes ces nouvelles
" h h " h " h

phases sont bornées quand a° varie. Si ^ g »^ g . alors g -g(0) reste

aussi uniformément borné quand a varie, et on a : Im î<^ - g^ ï const. I> 0 ,
yy yy

Idet î^ ^1 ^const. > 0 , et c..De même, la variété A »Aç se transforme en

^»A^/où à(^,îî) «Tv—r——r"00^» où on pose :n-a.«r(a )n .
G r(au)R(a^)

Avec ces changements de variables (6.46) devient une formule asymptoti-
A —/\, <\, <\, '\. ̂  '\,

que en puissances de h. Plus précisément, si on définit a(a,S,h) =a(a,8,h) ,
/\ i\^

alors m (a,.)'1 Ï est uniformément borné dans S" avec h canne petit para-

mètre, quand a° varie, et on a un développement asymptotique où tous les

termes et tous les restes sont uniformément bornés dans différents espaces
le 0S , quand a varie.

f^ f\ /S f\, f^ '\f

De même, les opérateurs Z. et Z- deviennent r(a ) Z.(a,D^,h) ,
j j " a

r'(a0) Z*(à,î) ,ÎÏ) , où Z. et Z* sont de manière naturelle uniformément
^ S f\

bornés quand a varie.

Si m est une fonction d'ordre sur A et A € R , on dit que deux symboles

a.(a,B,h) CS^h'^) , j 'LZ sont équivalents si la restriction à ï=B de
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S, -â^ et de toutes ces dérivées est dans h" m(a ) S " " et ceci unifor-
mément par rapport à a . On a alors une relation d'équivalence dans
S (m h" ) et on définit S. (m h' ) canne l'espace des classes d'équiva-
lence. Toute la discussion précédente s'applique alors après le changement

^de variables (6.47) avec h corone nouveau petit paramètre et de manière uni-
forme quand a varie, et on obtient le :

Théorème 6.8.

*\j —ff ^ ^ -»*A/î» * ^ 'V* •»*A/Î»
(a) Si aCS^mh ) , alors Z .(^D^h) (a e 7 ^ et Z.f^D^^fae^)

sont bien définis dans S^(mh~' ^ /W.

(b) Pour tout b défini sur A f A x A ^ et de classe

S(m h^)/ H S(m h^ (h/r R )3 ) ,
3=0

^ —Jlil existe un a€S^(mh ) unique avec tes propriétés

(6.48) Z.(ae^)=0 , Z^(a e^) =0
J J

, i^/h y, f T^^Ï / n idans e S^(m h / R ) ,

( 6 . 4 9 ) ^^=b •

(c) Un opérateur A s'écrit comme, un opérateur pseudodifférentiel d'ordre

m (attaché à h) plus un opérateur négligeable d'ordre m si et seule-
—7 ^ '\/ ^

ment si TAT =A -f-A_^ ^ où A_^ est négligeable d'ordre m et où

A est un opérateur intégral de noyau a(c^s^fh)e^ °̂  , où

î €S(m h^ ) est à support dans { fa, ç>) €A x A ; .|a^-6^| ̂ ^oR ̂ j} s

\OLr " 0r| -$ e.Q'r (a)} , et où (6.48) est vérifié avec SL=n.

Démonstration : On a déjà très amplement expliqué pourquoi (a), (b) et la

partie directe de (c) sont vrais. Si a^CSCmh"") possède les propriétés
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décrites dans (c), on construit par approximations successives un symbole

a(x,y,a,h) €S ^(m) , holomorphe dans un domaine de la forme (6.2) tel que
-1 ^si A est l'opérateur pseudodifférentiel correspondant, alors T A T = B +

îî.^ , où ^^ est négligeable d'ordre m, îi=îî(a,e, h) e^^»6^ vérifie

(6.48) et îî|. Q=^L.Û mod n S(m h"" (h/rR)3). Le résultat d'unicité dans|a-tî |a-ti ,^o

(b) montre alors que a -b s'annule en tant qu'élément de S. (m h n). A

l'aide des changements de variables en a,0 donnés dans (6.47), on voit

alors que (a'-b) e1 est le noyau d'un opérateur négligeable d'ordre m.

(Voir la démonstration de la Proposition 4.7).

Corrections dues au fait que T est vectoriel. On tient maintenant compte

du fait que T u = (T^ u ,.. .,T u ) . Canne avant, on complète chaque opérateur

T. en un opérateur £T. en rajoutant des variables a),,.. . ,(jj et ceci de

telle manière que tous les 0" ont la même phase. Ecrivons ensuite

/ ̂ 0 \
T . ^ T . Q . S T s ' i J " ' et complétons le vecteur colonne ^ : j en une

^n.O
matrice d'OIF

£r= ^ij^i.j^n '

où tous les y • ont la même phase et sont du même ordre. On peut s'ar-
^•>3

ranger pour que V soit elliptique. Soient alors Z_ = ^ o ) , Ï 7 ,

p=îTnîr -1 , où n : c11*1 3(2Q,...,z^)-.(o,zp...,z^) ec""1 , et où ^
désigne la multiplication des (n+1)-vecteurs par la fonction coordonnée

(A). . Z. est maintenant une (n+1) x (n+1) -matrice d'opérateurs pseudodiffé-

rentiels de symbole principal ç. = ç. id , et les opérateurs pseudodiffé-

rentiels Z,,...,Z ,P commutent entre-eux. (Formellement, le noyau cannun

de ces opérateurs est égal à l'image de T). On remarque que si p est le
n

symbole principal de P, alors n Ker ç.H Kerp est de dimension 0 en dehors
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de Ï et de dimension 1 sur ^ . Soient Z * . . , Z * , P* les opérateurs analo-

gues associés à S.

Théorème 6.8. (corrigé). Un opérateur A a 'écrit comme un opérateur

pseudodifférentiel d'ordre m (attaché à h) plus un opérateur négligeable
^ ^ t\, «\,

d'ordre m si et seulement si TAT ^^.ao •» ûu ^-» e8^ négligeable

d'ordre m et où A est un opérateur intégral de noyau a(aLs^h) e^ çtï ^

où ïiç.Sfmh'^) est une matrice (n-f-1) x (n-f-1) à support dans (Ca^B-/ €

A x A ; |a^ - B^|^ e^ff (d^) , |ap -B..I < e^r (a)] , et qui vérifie :

(6.50) Z^<D^h)(ae^/h)=0 , Z^^yh) fÏ e^^ =0

dans S^mh^'r) ^/h ,

P(a^h)(îi e^) ̂ (^^(H e^) =0

dans Sfmh^ïe^^.A

Démonstration : La vérification de la partie directe ne pose aucune diffi-

culté nouvelle et on se contente ici seulement de remarquer en passant que

(6.24) reste valable, où maintenant p est une (n+1) x (n+1)-matrice de classe

^y-3n/2 ^-n/2 ̂  q^n îo S^^2 R'"72 h"72 (h/rR)), est de rang

1 et vérifie p o p ' O , pop* a 0 .

Soit inversement S'eSOnh"11) un symbole vérifiant (6.50). On comnence

par choisir ao(x,y,a,h) €S-^a(m) holomorphe en x,y et c. t.q. (6.24)

soit vérifiée. Ceci est possible grâce aux dernières équations de (6.50).

Soit alors S^eSOnh"11) le symbole correspondant produit comme dans la

Proposition 6.2. Alors î -aQ vérifie (6.50) et ^-â'ol »6 €s^m h'n;^L^ •

Regardons alors les équations de transport qui résultent de la première par-

tie de (6.50) (et qui sont essentiellement scalaires), on en déduit que
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a -a/. CS.Cmh"11 -—). Itérant cet argument, on trouve alors a(x,y,a,h) €
u A r R

S y a ( m ) , holomorphe en x,y et.c. t.q. si A est l'opérateur pseudodifféren-

tiel correspondant, alors TAT' = A < * • A _ „ , avec A^ négligeable d'ordre
^ ^ i ̂ /hm et avec A donné par le noyau a e .

La caractérisât ion des opérateurs pseudodifférentiels donnée par le

Théorème 6.8 montre que module des opérateurs négligeables d'ordre m , la

classe des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m associée à A , ne dé-

pend pas du choix de la phase <p dans (6.3).

La caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels permet aussi de

considérer certains opérateurs différentiels canne des opérateurs pseudo-

différentiels. Soit par exemple :

kg ____
(6.51) P = ï } h ^ ^ C x ) ! ^ .

k=o H .<No

où a ^eC00^11)- On suppose qu'il existe Cç. > 0 et un compact KcR"
Cl y K U

tels que les a , s'étendent holomorphiquement au domaine | lmx | <a,K
J- R(x) , Rex CR" ^ K et y vérifient

0

l̂  kWkCom^xîrCxr1 0 1 ! ( rCx îRCx) ) ^ .

r^OIci m«(x) =m/JRex) est une fonction d'ordre. Soit m(x,^) =m,Jx)(--)

Alors P(x,^,h) ^ Z E h a ,(x)^0 1 est de classe S(m). Si on suppose que
OLf K

G(x,Ç) est indéî)endant de Ç pour x dans un voisinage de K , et si G est

assez proche de go(x) dans S ( r R ) +S ' (R") , alors Aç est contenu dans

le domaine de définition de P(x,E,,h) , et on montre que TPT"1 a la pro-

priété (6.50). Donc P est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m (modulo

un opérateur négligeable d'ordre m ) associé à A .
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Nous pouvons aussi définir un symbole principal. Soit A=0p(<p,a) de

la forme (6.3) avec ^^od^11"" ^ on I)eut ^PP0^1' ̂  ^^o ou ^0
est donnée par (4.3) et si j est le symbole correspondant de l'identité,

donnée par (4.8) (et la Proposition 4.1), j CS^72 R"1172 h"3"72) , alors
0 -î.^

on définit le symbole principal o . € S ( m h ) /S(mh h) sur A , par

(6.52) ^'tH sur ^Y^x •

«j^
Cette définition ne dépend pas du choix de <PQ et si l'on note Op(A,S(mh ))

l'espace des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m h" attachés à A mo-

dulo les opérateurs négligeables d'ordre m h" , alors le symbole principal

donne une bijection

(6.53) (^(A.SOnh'^)) /Op(A,S(m h'^n)) ^ S(mh^) /SOnh^n) .

Terminons cette section par la composition des opérateurs pseudodiffé-

rentiels.

Théorème 6.9. Soient A , , A ç deux opérateurs pseudodifférentiels

d'ordre n, et m ç respectivement et attachés à la même variété I-Lagran-

gienne A . Alors module un opérateur négligeable d'ordre m^m^s l'opérateur

A, oAy est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, m» attaché à A . De

plus, on a la relation habituelle o =a • o. entre les symboles
" 1 ° 2 1 2

principaux.

-1 ^ ^
Démonstration : D'après le Théorème 6.8 (corrigé), on a T A , T =A, +A, „,———————— j j J»"^
j = 1 , 2 , où ^(a,6,h) =â',(a,e,h) ç^^9^^ et X. ^ possèdent toutes

les propriétés de ce théorème (avec m remplacé par m. ). Vu la propriété
^ ^ ^

(4.47) avec < î>=^ , on peut calculer le noyau composé A- oA^(a,B) as

^ '\i ao
f A< (a,y) A,(Y,0)dY à l'aide de la méthode de la phase stationnaire C

complexe (voir [Melin-Sj], section 2). Vu la Proposition 6.5, on trouve
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alors modulo un noyau négligeable d'ordre m, m, :

(6.54) (̂  o^)(a.B.h) = b(a,B.h) e14^'8^ ,

où b€S(m< m^h'11). Il est aussi formellement évident que ce noyau vérifie

(6.50) (avec m remplacé par m, m^). Si on passe à des développements li-

mités en un point a € A (qui parcourt ensuite A ) on peut se ramener au

cas analytique où les opérateurs Z. , Z* , P , P* peuvent être défini à l'aide

de contours et on justifie ainsi la validité de (6.50) pour b e .La

partie réciproque du Théorème 6.8 (corrigé) montre alors que A, oA^ est

bien un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, m^ (modulo négligeable

d'ordre m- m, ).

En ce qui concerne la relation entre les symboles principaux on cons-
^

tate d'abord que o. . =c o. o. , où c € S ( 1 ) /S(h) ne dépend pas de
"1 "2 A! "2

A, et A^ et en prenant A, = A ^ = I il est clair que c^. ,

Dans la suite on notera Op.(a) un opérateur pseudodifférentiel associé

à A de symbole principal a .
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7. UNE CLASSE D'OPERATEURS IbTTEGRAUX DE POURIER.

Soient gç(x) , g^ (x) CS1.»1^11) réels et considérons les variétés I-

Lagrangiennes Ap ,A , j =0,1 , où G^ -g , est assez petit dans
•1 1 n j j

S(rR) -t-S 9 (R ). Entre A et A on a la transformation R-canonique
°o °i

^i-8n)
naturelle K^ : A 3 t0^»01^ ^ ^x^E " i ——ScT^ ^c et canroe nous allons

voir, on peut trouver une transformation R-canonique < (non-unique) " de

classe " S ' proche de <„ qui envoit A., sur A., . L'un des buts de0 Oc G^
notre discussion sera de montrer que l'on peut identifier les espaces

H(Ao,m) et H(A^,m) à l'aide d'un opérateur intégral de Fourier elliptique

associé à une transformation R-canonique < ci-dessus.

On commence par une discussion géométrique pour établir l'existence

d'une transformation canonique qui convient : Nous avons le résultat local

suivant :

Proposition 7,1. Sozt A . ^ t€l0^lî une famille lisse de variétés J-

Lagrangiennes et JR-symplectiques et soit ^ € C fA ; ,1 TA ) le représentant

n orthogonal ft du champ de déplacement, où T» désigne la multiplication des

vecteurs tangents par z . Si ^/^^^ et si IQ > 0 est assez petite on

peut alors définir <^ : ^-*'A^, O^t^tç par intégration de v , O ^ s ^ t ^

et le résultat est que ces applications sont JR -symplectiques.

Démonstration : Rappelons qu'une variété I-Lagrangienne est R-symplec tique

ssi 7'TA^ est transverse à TA^ en tout point.

Soit ensuite L^ une famille lisse de variétés Lagrangiennes réelles

dans R n et soit v^€C°°(L^ ,N(L^)) (section du fibre normal) le champ

de déplacement. Alors il existe p.eC^LJ unique (car nous travaillons

localement) à une constante C^ près, tel que v^ = [H^ ] , où $ désigne
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une extension C°° de p^ et [ ] l'image dans le fibre normal d'un vecteur

tangent. En effet l'unicité est évidente et pour l'existence on représente

A^ en coordonnées symplectiques convenables, par ^ s3^^^) . Qn peut

alors prendre ^(x,Ç) =^(x) »- g (t,x).

Revenons maintenant aux A qui sont à la fois I-Lagrang termes et R-

symplectiques. Soit alors p^ CC^A^) (défini localement) réel tel que

[\^] = [ H ^ | » où î^ est une extension c00 de Pf • on choisit ^ =Re r ,

où r^ est une extension presque holonorphe de p . Soit alors î^ = Im r.

(s'annulant sur A ) . Alors sur A :

(7.1) ^^JH11110^0 (voir (S. I], chapitre 1 1 ) .
Pt ^t ^t

La première partie de (7.1) montre que v^'H^110 et la deuxième partie de
Pf

(7.1) montre alors que les applications K vérifient « < * ( R e o L ) = R e o . .
- L Ft %

•
Soient maintenant G^ , G^ canne au début de cette section et posons

A^ "Aç , où G^ = (1-t)Go + t G, . Le lenroe nous donne alors une transforma-

tion R-canonique K : A g - ^ A ^ . A l'aide des réductions des échelles on voit

bien que K est de classe S Ï1 ou plus précisément que si K(y,n) = (x,Ç) ,

alors x-y€S0 '1 , Ç €S1 >0. Dans le cas G^g^, G^ = g ^ l'application K

se réduit à KQ et donc dans le cas général il est clair que K est proche

de KQ . Dans la suite on supposera toujours que les différentes phases et

transformations canoniques sont données par des choix automatiques.

Fixons maintenant un triplet (A^Apic) canne ci-dessus. Avec S^a),

on cherche une phase <p(x,y,a) quadratique en x,y , définie sur C^xA/.

telle que
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(7.2) Pour x-B^ , y-o^,on a:<p^«0ç , 4ïy»-aç, <p^»0 ;

Après passage à une extension presque holomorphe en a , on peut raisonner

(à l'ordre infini pour aCAp), comme si <P était holomorphe dans toutes

les variables. On peut écrire

(7.3) <P(x,y.a) -B^(x-B^) -^(/^ ^O^'01) ̂ h^ »

où ^ « &(|x-B | 2 * l/-oi| 2) • Alors les deux premières équations de (7.2)

sont satisfaites et la troisième devient :

(7.4) -^x-0^ graphe.+dh-0 •

Msque A-. et A, sont I-Lagrangiennes, on sait déjà que -Im(BrdBy)\^ 9

do H< , -Im(a,.da )|. *d HQ, et donc il est clair que l*on doit prendre

(7.5) -toh-(Hi(B)-H(,(a))j^p^ .

La partie réelle de h doit vérifier

(7.6) dReh-(Re(Bçd^)-Re(<*çd^)) ĝ ,̂  ,

ce qui est résoluble puisque le second membre est fermé (donc exacte puis-

que graphe < est difféomorphe à R ), étant donné que K est R-canonique.

•1 i
Nous allons toujours prendre 4/ et h de classe S ' , avec 4; quadra-

tique en (x-B^) , (y-Ox) et tel que

(7.7) ^^^M-goM^yî^x^^R •

On procède maintenant exactement comme pour les opérateurs pseudodiffé-

rentiels : Si a(x,y,a,h) eSOnr31172!^2^31172) (aCAg) est holomorphe en

x,y dans une région |x-B | * | y-a I ̂  Const. R(o^) » et X(x,y,a) estunetron-

cature naturelle adaptée à une telle région, on définit l'opérateur intégral
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de Fourier d'ordre m par l'intégrale oscillante :

(7.8) Au (x,h) = J e14^'7^^ a(x.y,a,h) x(x,y,a) u (y)3Ï .
a € A o

Si TQ , T^ sont des transformations de F.B.I. associées à A/, et A, res-

pectivement et si SQ , S.. sont leurs inverses approchés, on montre comme

dans la section 6 à l'aide de la phase stationna ire (d'abord en x,y et

puis en YeAg) , que :

(7.9) T ^ A S ^ A ^ / i ^ ,

^
où A^ ^ est négligeable d'ordre m (c.à.d. 0(1) comme opérateur borné

~ '̂  '\i
L''(Ao,m") -^(A^,"^1^)^ pour toute fonction d'ordre m' et tout N^0) ,

^
et où A est un opérateur intégral de noyau

(7.10) A:(a,B.h)^(a.6.h) e^61^ .

.où â'(a,B,h) CS^h"") est à support dans {(a ,B) ; a € B ( < ( B ) , CQ)} , pour
•i 1

un £ n > 0 assez petit et où < î > € S ' vérifie

-H^(a) -Im<î)(a,B) ^HQ(B)
( 7 . 1 1 ) ^

^-Const.^ |o^-K(B)J2^ |a^-K(B)J2 ) .

Comme dans le cas pseudodifférentiel on peut préciser les propriétés de

a et $ . On a :

(7.12) <Ka,B) =v.c.^^ ^(a,x) ^<p(x,y,Y) +^(y,B) ,

où 4)1 est la phase associée à T.. et <p* celle de SQ .

Deuxièmement, si Z^(a,D^,h) , ... , Z^(a,D^,h) , P(a,D^,h) et Z^(B.Dg,h),...,
* ^ * ^Z_(B,Do,h) , P (B,Do,h) sont comme dans la section précédente, mais associés
" P D

respectivement à T, et à Sp , alors ^ est caractérisée à l'ordre °° sur

^^(B) » par les propriétés :
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(7.13) ^h(B) pour oi.K(0) ,

(7.14) ^(e,^).o , ̂ (a,-g)»0 à l'ordre infini sur a « K ( 6 ) .

Rajoutant aussi les conditions (6.50)' définis canne (6.50) mais avec les
—fi. —fi.espaces S, (m h ) généralisés de manière évidente en S , / . ( m h ) ,

on obtient une caractérisât ion des opérateurs intégraux de Fourier (valables

pour G. -g. assez petit dans S(rR) +S' (R11) et pour K assez proche

de KQ) :

Théorème 7.2. Un opérateur A est de la forme : n opérateur intégral

de Fourier d'ordre m associé à K plus un opérateur négligeable d'ordre m
-.7 ^ ^ 'v»

entre H ( h y » ) et H f h y ^ 9 ) n si et seulement si T. AT,. =A'9'A_^9 otl A^^
^ ^

est négligeable d'ordre m, et où A est donné par un noyau A(a^Qsh) vé-

rifiant (7.10)-(7.14) et (6.60) '.

La démonstration est la même que dans le cas pseudodifférentiel. A l'aide

de cette caractérisât ion on montre canne dans le cas pseudodifférentiel que :

1° Un opérateur intégral de Fourier d'ordre m est (&(1) canne opérateur

borné : H(Aft,m) -»-H(Ai ,m/m) , pour toute fonction d'ordre m.

2° Si A est un OIF d'ordre m associé à K : AQ-^ , et B un OIF d'ordre

k associé à la tf. Y : A, -^A^ , alors module un opérateur négligeable

d'ordre mk : H(A^«) -»-H(A^,*) , B o A est un OIF d'ordre mk associé

à Y OK .

3° Si An3 Ai et K = id , on retrouve les opérateurs pseudodifférentiels.

Soit A 'Aç avec G-g(x) assez petit dans S( rR) . Si m est une fonc-

tion d'ordre sur A , nous allons construire le projecteur orthogonal n :
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L (A,m) -*'TH(A,m) (où T désigne une tf. de F.B.I. adaptée à A ) . Puisque

(7.15) T : ^A^-L^A,!!!) ,

et une isonétrie par la définition même de H(A,m) , on sait que

(7.16) n = T T ^ ,

où T® : L^nO^HîA.m) est l'adjoint de (7.15). Soit T* l'adjoint stan-

dard de T vérifiant (Tu jw) . = (u|T*w) . pour uCa^R"),
L^A.m) LW)

w€C^(A). Alors

T'w(y.h) = Je-14^^ t(a^,h)' w(a) m(a)2 e-2^^^ da .

où 4> est la phase de T et t son amplitude.

On rappelle de (4.54) que :

(7-1 7) ^HCA.m)^11!^^ •

où B est un opérateur formellement auto-adjoint pour le produit scalaire

L standard, de la forme :

n -c^x^Y) ^
(7.18) B u ( x , h ) = e" b(x,y,y,h) x^(x) x^(y) u(y) dy dy ,

Y 6 A

où b€S(m2 r3"72 R"72 h'3"72) est holomorphe en x,y et où ^ E S 1 ' 1 est

quadratique en x,y et vérifie :

(7.19) pour Y € A ' ;=y=^' anil:^s\' JÎ'^Ç^Y^0 '
t '2iHM. (•Kx,y,Y)*g(x)-g(y))';^^4.

Donc B est un opérateur intégral de Fourier elliptique d'ordre m as-

socié à la transformation canonique A - ^ A donnée par (y,n) -*• (y»n) • Pour h
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assez petit on peut donc affinner que B est bijectif H(A,m) -^(A-) et

que B" coïncide modulo un opérateur négligeable d'ordre m2 avec un OIF

de la forme

^ f f ïï ^(^y»^ ~ ^(7.20) Bu(x ,h)« j] e" b(x,y,Y,h) x^(x) x^Cy) u(y) dydy

Y€i

où Ï € S 1 » 1 , D€S(m'2 r31172 R"72 h"5"72) ont les propriétés habituelles

et en particulier :

^ ^ ^
Pour Y€l , î'y'^ : S-^, ^ ' -YÇ» V"0 '

C7.21 ) ^ - ^ n ^
^--2 iHOO , (*-g(x)^g(y)) ^ r.

(On reviendra plus loin sur la dualité entre H(A,m) et H(A,1/m) pour le

produit scalaire L ).

On montre par ailleurs que T* est <&(1) canne opérateur borné

L^A,!!!) -H (A,m). On peut alors calculer T® ; pour u€H(A,m) , VCL^A,!!!),

on a :

(u|T^v) ^ . = (Tu|v) . = (u|T\) . ,
H(A,mJ ^(A^) LW)

c.à.d.

(Bu|T®v) ,=(u|T*v) - ,
L" L2

(7.22) T^'B"1!* ,

et donc

(7.23) n 'TB'^^^TST^+n.^ .

7 r^
où n^^ est L -négligeable d'ordre 0. L'opérateur TBT* s*analyse à l'aide

de la phase stationna ire et on trouve (avec un nouvel opérateur 11^ et pour
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le formalisme simplifié où on considère T canne un opérateur scalaire) :

^ ^
n=n+IT^^ , où n est un opérateur intégral de noyau :

(7 24^1 ^ ïï ^a'^^•^ n(a,B,h)=p(a,B,h)e"

(pour la densité m2 e"^^ da) .

Ici.

(7.25) 4/(a,B) "^-(x^y) C4)(a,x) ^(x,y,y) -4)(B.7))

vérifie :

_ \ ,
(7.26) -Im4/(a,B) -H(a) -H(B) ^-const.[ ^ lax'^l2"^ l^^l2] '

(7.27) ^(a.B) s - 4/(B,a) ,

et p€S(nT h"") est à support dans a € B ( B , £ o ) et vérifie :

(7.28) p(a,B,h) =p(B,a ,h) .

Si Z,,...,Z sont des opérateurs pseudodifférentiels associés à T

(on présente le formalisme simplifié conroe si T était scalaire) et si l*on

définit l^a,a*,h) = Z. (a,^,^ . alors

(7.29) Z^D^hKpe1^) = Z^(B,D^h) (pe4^) =0 dans e1^ S^(m-2 h-") .

0[\ rappelle que ces relations déterminent p et 0 à l'ordre infini sur

a = B (au sens convenable) si l'on connaît p et ^ sur a " B •

Si A est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m . , alors par la phase

stationnaire et en utilisant les résultats de la section 6, on trouve que

l'opérateur "de Toeplitz " FAT'1 n = ÏÏTAT"1 n = T A T ® est donné, module
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un opérateur L -négligeable d'ordre m . , par un noyau a(a,B,h) e

(relativement à la mesure m2 e"2" )̂ où a€S(n^ m"2 h"11) est à support

près de la diagonale au sens habituel et vérifie (7.29) (avec p remplacé
^ -2 -2par a et m par m» m ). Si l'on considère d'autre part les opérateurs

IIblï, où b désigne (multiplication par) un symbole d'ordre m., on trouve

la même classe d'opérateurs :

rb "lProposition 7.2, Les classes {II bïï ; b € S ( m ) } et {TAT H; A est

un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m] et {les opérateurs de noyau

afdsQfh) e - 1 avec tes propriétés ci-dessus} , coïncident module des
<\^

opérateurs négligeables d'ordre m.

On obtient alors canine corollaire :

Proposition 7.4. Soit A un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m

associé à A . Alors l'adjoint A de A pour le produit scalaire de H(^m)

est aussi (module un opérateur négligeable d'ordre m ) un opérateur pseudo-
f\f —

différentiel d'ordre m. Nous avons la relation ^A*=QA ^ntP^ 1^8 symboles

principaux.

Démonstration : On a

(Au|v)..,. .=(TAT®'ni |TV) - -(nbnili lTv) . *(R ^'m|Tv) 2^lA'mJ L^m) I/(A,m) I/(A,m)

où R_^ est L -négligeable d'ordre m . Alors R*^ est aussi L2-négli-

geable d'ordre m et on obtient :

^HCA.m)-^!^11^^, ,+?11R!-'IV),2., .L (.A,mj L (A,mj

Soit B un opérateur pseudodifférentiel d'ordre !îî tel que TBT^sJ l ï ï n -K^

où K^ ^ est L -négligeable d'ordre m . Alors
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^^HfAmI'^l"1'^0 2 ^C^KK.^OTV) .nlA>mJ L'CA^) 00 — L^m)

= ^I^HCA^'^I^^^^J^HCA^ •

Donc

A * = B + T ® ( K . ^ O T ,

et ici le dernier terme est négligeable d'ordre m. On obtient facilement

la relation entre les symboles principaux.

On finit cette section en précisant une partie de la démonstration pré-

cédente dans le cas où A dépend d'un paramètre réel : t € [ 0 , 1 ] . Supposons

que A = A ^ soit donnée par G(t,x,Ç) , où G(0,x,0 =0 et |̂  est con-

tinue et bornée dans S(rR) +S ' (R"). Toute la discussion qui suit est

valable pour t dans un voisinage de 0 (indépendant de h et des choix de

fonctions d'ordre). Soit F^ : H(A^,in) -^(AO,!}!) une famille d'opérateurs

intégraux de Fourier elliptiques d'ordre 1 ST R du type précédent, avec

F« = id et de phase $,(x,y,a) (indexée par oiCA^ plutôt que par a€A..)
•i i

telle que a<ï^/8t soit continue et uniformément bornée dans S ' . Si

a^(x,y,a,h) est l'amplitude de F. , on suppose aussi que 9a,/3t soit

continue et uniformément borné dans SCr3"^2 R"^2 h"311/2). On fait aussi

une hypothèse d'ellipticité uniforme qui entraine que F est uniformément

inversible pour h assez petit (en fonction de m) . L'inverse G. : H(A«,m)->•
r\^

H(A^,m) est alors un opérateur intégral de Fourier d'ordre 1 module un

opérateur négligeable d'ordre 1 .

Etudions ensuite la dérivabilité de F et de G par rapport à t .

Puisque F. est proprement supporté on montre que t^F,. est continu à va-L ^ ^ L

leur dans i6(H'' , H " ' ) pour tout N et que la même fonction est de clas-
10^ 10C ^ ^ ^

se C1 à valeurs dans jfi (H^ , H^ ). Ici H^ désigne l'espace de Sobolev
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^
standard sur R11. De plus, la dérivée F est un 0.1.F. d'ordre T^- .

Soit G° un 0.1. F. d'ordre 1, proprement supporté associé à la même

tf. canonique que G. avec une phase et une amplitude ayant les mêmes pro-

priétés de dérivabilité par rapport à t que ceux de F^ , et tel que

F G03 I + K , où 1C est un opérateur pseudodifférentiel (^ négligeable)
h *0 *d'ordre — . Alors G- est bien défini au même sens que F^ donc aussi

r R
K et on a K^ =F^ G^+ F^G^ . Donc K^ est un opérateur i|/-diff. (-négli-

geable) d'ordre ?R/h (et même très certainement d'ordre h / r R ) . On en

déduit par un argument de densité que t-K^ est de classe C à valeurs

dans ^(H(ÂQ,m) , H(ÀQ,m^R/h)). On montre ensuite que pour tout k € K ,

est de classe C à valeurs dans le même espace et que<
(K^^K^K^K^...^"1^ .

La norme de cet opérateur se majore par k C ^ h ' où Cp dépend de m .

Alors pour h assez petit, (I+!L)"1 » 1-K^ •»• K^ - ... est de classe C à

valeurs dans ^(H(Ao,m) , H(AQ,roÏR/h)) . Puisque G^ ̂ (I ^ K^)'1 , on en

déduit que G est de classe C1 à valeurs dans i&(H(Ao,nî) , H^) si

m =i}ÎQ(x) (rV^ , %•€ M . On peut ensuite dériver la relation F^ G^ = 1 pour
• •

trouver G^ = - G F, G .

Soit P un opérateur différentiel du type (6.51) et avec les propriétés

générales décrites après cette équation. On suppose qu'il existe un voisi-

nage W de K tel que G(t.x,Ç) = 0 pour x €W. On peut alors représenter

P canne opérateur pseudodifférentiel (* négligeable) d'ordre

m=mQ(x)(Î7r) ° : H(A^,m)-^H(A^,m/m) , O ^ t ^ c ^ , et pour h > 0 assez pe-

tit il existe un opérateur P. pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

m , tel que :
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(7.50) ^t'^ 9 ^^t^t : H(Ao,m)-.H(Ao,m/m) .

La discussion sur F et G. montre d'abord que P est de classé C1 à
^

valeurs dans S6(H(AQ,m) , H^° ) et que :

(7.51) ^'^"Vt^t •

• c» •
Ici on rappelle que F^ est un 0.1.F. d'ordre r R / h et donc a priori P

est un opérateur pseudodifférentiel (•»• négligeable) d'ordre m ?R/h. Vu le

lien entre les symboles principaux de P et de P. , ijnposé par la relation
• • •

(7.30), on constate néanmoins que F t P ' P f F t et donc P est d'ordre m .

Ensuite, par un argument de densité, on constate que P est de classe C

à valeurs dans S& (H(Ao,ro) ,H(AQ,m'/m)) , pour toute fonction d'ordre m.

Soit TQ une transformation FBI adaptée à A ^ . Alors pour v,u €

^m172) :

(7.52) (P,u|v) , | Pt(To")(ToV)'aoda.(R,u|v) ,
L (K J ^ L (R )

•
où â Q > 0 est elliptique d'ordre 1, p est uniformément borné dans S(m)

•
et R^ est uniformément négligeable d'ordre m . On a le même résultat pour

•
P^ à la place de P^ et si p et R^ sont les objets correspondants, on

peut s'arranger pour que ^ p^ =p^ , ̂  R^ = R^ .

Supposons maintenant en plus que P soit formellement auto-adjoint dans

L (R") et définissons une norme sur H(A*,1) par | | F - u | [ ~ . Cette
• • I/tR")

norme est équivalente à toute norme naturelle sur H(A.,1) . Considérons pour

ueHÎA^m1 7 2) :
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^^(^•^t^t^^^

(7.33) .(^-p^u|F,u)^^

-limp^lT^ul^da^a^-R^ulF.u) - .
L ^M J

Puisque P " PQ est fonnellanent auto-adjoint, on peut s'arranger pour que
» 1 ^ *^ PO s ° > et alors autcroatiquement RQ « RQ . Avec -q^ = - / un p ds ,

^ 1 ^ 1 " *0-R^'^- ! ̂  (Rg-Rg)ds, on obtient alors :

(7.54) -Im(Pu|u)^ ̂ 't [u|u]^ ,

où

(7.55) ^l^t-lqtiToFt^^O^^Vt"!^11^^, •
L ^K J

^
Ici q^ est réel et unifonnément borné dans S (m) pendant que R^ est uni-

formément négligeable d'ordre m . Dans (7.55) on doit considérer TQ F.

conroe une transformation de F.B.I. associée à A .
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8. RESONANCES.

Soit VeC^R11;^) un potentiel tel qu'il existe un compact KcR"

tel que V admet une extension holonorphe dans :

(8.1) |Imx| < çL-R(Rex) , R e x € R " ^ K ,

et y vérifie :

(8.2) |V(x)| ,$ CQ r(x)2 (r(x) =r(Rex) ) .

Ici CQ > 0 est une constante positive. On s'intéresse à

(8.3) P'-h^^x)

de symbole principal p(x,Ç) = Ç *V(x) et,par les inégalités de Cauchy,on

déduit de (8.1) et (8.2) que :

(8.4) p€S2 '0

et ceci reste vrai pour x dans un domaine de la forme (8.1) (si l'on aug-

mente K et C p ) .

Il se trouve que notre théorie s'applique aussi à des opérateurs un peu

plus généraux de la forme

(8-5) P - ) ^^k^W" ' ^k^"^ •
H ^ N O

k€ ÎN ,k^kQ

On suppose alors :

(8.6) P est formellement auto-adjoint .
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(8.7) II existe C^ > 0 et un compact KcR" tels que les

a , s'étendent holomorphiquement au domaine (8.1) et
Ot^ K

y vérifient : |a^ ^(x)| ,$ C^m^x) rtx)'!01! (r(x) RCx))^ .

Ici m^ est une fonction d'ordre sur R" vérifiant :

(8.8) niQ(x) ^ 1 .

On fait l'hypothèse d'ellipticité :

C8-9) Pclass^) d2f' n̂ : ̂ Q^ >- 1- ̂  (m/r)NU

I^-NO

valable pour x € R" , Ç € R" . Dans ce cas, on définit le symbole principal :

(8.10) p(x,Ç) »UZZ a^ Q(x)Ç01 ,
H^No

et on déduit de (8.7) et des inégalités de Cauchy que :

^ N0
(8.11) p€S(m) , où m(x,Ç) =mQ(x)(r/r)

Cette conclusion reste valable (au sens naturel) dans un domaine de la

fome (8.1) (avec K et CQ légèrement augmentés).

Soit £ "{(x,^) €R211 ; p(x,Ç) =0) et remarquons que :

(8.12) |Ç|^const. r(x) sur £p .

On fait ensuite une hypothèse de " non-trapping " près de l'infini :

(8.13) II existe une fonction réelle G(x,Ç) €S ' (R n ) et

C Q > O et K ce R211 tels que H(G) ̂  m^ sur Ep^K.

On appellera alors G une fonction fuite. On remarque ici que si p ^ € S ( m ^ )

p^CSOnJ, alors Hp (p^) € S ( m ^ m ^ / ? R ) ; on a donc aussi une majoration
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Hp(G)<CQinQ sur £p . L'hypothèse (8.13) entraine :

(8.14) Avec une nouvelle constante CQ >0, on a sur £ ^ K :

î- | t | .R|§^/Co.

Cette propriété exprime en quelque sorte que p est de type principal à

l'infini. On fait aussi une hypothèse sur le comportement de p "loin"

de ^:

(8.15) F Pour tout CQ>O il ^^te une constante C/ ,>0

telle que si (x,ç) € R211 et B((x,ç) , ̂  n Z p 0

alors |p(x,ç)| ^m(x,Ç) , où m(x,ç) «m^x) (P/r) 0.

Sans modifier G dans un voisinage de r on peut remplacer G par

G(x,Ç) X ( | ç | / C o r ( x ) ) * G ( x . O ) ( 1 - x ( | ç | / C Q r ( x ) ) )

= X( |Ç| /CQr(x))(G(x,ç) -G(x,0)) *G(x,0)

où x est une troncature standard. Alors la nouvelle fonction G appartient

à S 1 1 1 ^) +S(rR).

Considérons maintenant les variétés I-Lagrang tenues At=A^ où G est

une fonction de fuite (modifiée) et t ^0 est assez petit. Si on suppose

que G = 0 (ou G=g(x)) pour x dans un compact assez grand, alors il est

facile de voir que A^ est contenue dans le domaine de définition de p et

même de P(x,Ç,h). Pour (x,ç) €A^ on obtient

(8.16) p(x,Ç) = p ( R e x , R e ç ) - i tHp(G) (Re x,Re ç ) ^Q^m) .

Proposition 8.1. Soit G une fonction fuite convne ci-dessus. Alors il
?

existe un compact Kcc ]R et des constantes t^ > 0 , C.>0 telles que

pour 0 < t ^ t Q , r.r,^€A^ Re(x^) ^K on ait p(x^) dans l'ensemble

95



B. HELFFER - J . SJÔSTRAND

fermé symétrique autour de t'axe imaginaire :

^

mCQ(1+it)

ma^m(x,£,)=m(Re x,Re Ç)

mC^d-it)

Démonstration : II est clair d'abord simplement par (8.16) et du fait que

p et G sont réels de classe S(m) et S1'1 respectivement que l'on a

| R e p ( x , Ç ) | < m C Q et | Imp(x,Ç) | ^ mCç t . Si Re(x,Ç) €B((Xp,Çg) , e^)

avec C Q > O assez petit et OCg^o) ̂ n^ > nolls avons d'après (8.13) et

(8.16) : lmp(x,ÇK - m t / C Q . Si Re(x^)€R 2 ^ ^K n'est dans aucune boite

de ce type. (8.15) et (8.16) montrent d'autre part que |Re p(x,Ç) | >m/Co .
•

Avec CQ conroe dans la Proposition 8.1, on choisit C^ >Cg , Tp >1 et

on définit î2^ = {z €C ; |Re z |< 1 /C^ , - t /C^ < Im z < TQ> . Puisque m ^ l il

est clair que la distance entre ÎL et l'ensemble dessiné dans la Proposi-

tion 8.1 : F(m) est plus grande ou égale à une constante fois m t. Oi a

donc :

Proposition 8.2. Sous les hypothèses de ta Proposition 8.1,11 existe

une constante Cn > 0 telle que pour 0<t^tQs (x^E,) € A ^ , Re(x,^) ^.K,

z^ :

( 8 . 1 7 ) \p(x^) -z| ïtm(x^) /C^ .
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Ici, m(x^) =m(Rexsïîe^ ) et t,., K sont cornue dans ta Proposition 8.1.

Pour 0 < t ^ t Q fixé, (8.17) exprime que pL -z€S(m) est elliptique

à l'infini et donc que son inverse peut être défini sur A en dehors d'un

compact et que cet inverse est de classe S(nT1).

Théorème 8.2. Soient P ,A -A , H corme ci-dessus. Il existe alors
———————— ——— ç Ç Lr C

<\,
t^> 0 tel que si 0< é-$ t.. et si m est une fonction d'ordre sur A alors

il existe h^> 0 tel que pour 0< h^ h,. on ait : il existe un ensemble

discret T(h) =V (h,t,m) cîî^ tel que (P"z) : H(^^mm) ^H(^^m) soit bi-

jectif d'inverse borné pour zç.H^'^r(h) , pendant que pour zCTfh) cet

opérateur soit Fredholm d'indice 0 se décomposant en somme directe : F ®z
(G^ n H(h^m m ï)^f^G^ , où F^^O est de dimension finie N ( z ) , G

fermée (P-z)\^ est niipotent et (P-z) : G ^H(^ ^m'm)-> G est bijectif
z

d'inverse borné.

Démonstration : On fixe des choix automatiques de phases et de troncatures

pour les opérateurs pseudodifférentiels associés aux A et on fixe t< > 0

assez petit pour que les résultats sur les opérateurs pseudodifférentiels de

la section 6 soient valables pour A avec 0-$ t -$ t , . Soit c^>0. Alors si

t^ >0 est assez petit, 0 < t ^ t ^ , z €Î2 n (z €C ; Im z ïe } , il est clair

que (pL -z) est bien défini partout sur A et pas seulement dans un

voisinage de l'infini. On a alors (pL -z)'1 €S(m~1) . Soit Q(A z) =
.1 t

°PA ^(P"^ ^ un opérateur pseudodifférentiel correspondant (dépendant de

manière holomorphe de z ). Alors

(8.18) (P-z) ,Q(z) = I ^ R ^ ( z ) ,

où R^ est la saune d'un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 7 -̂ (at-
, r R

taché à A^) et d'un opérateur négligeable d'ordre -"- . En particulier
r R
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R.^(z) est de nonne (?(h) dans H(A^m). On a aussi

(8.19) Q(z) o (P-z ) - I+L^(z) ,

où L^ (z) a les mânes propriétés, et en particulier L, (z) est de norme

(?(h) dans H(A^mm). Pour h assez petit on peut donc affirmer que^,nm,
^ ..,. ^^v» ^

(P-z) : H(A.,mm) -»'H(A.,m) est bijectif avec un inverse uniformément borné

quand z € S 2 ^ n { I m z ^ e Q ) .

Regardons ensuite ce qui se passe dans la partie inférieure de ÎL . Soit

KcA^ un compact assez grand et XCC^A^) égale à 1 sur K. Alors

(p-z^O-x) est bien défini de classe S(nT1) pour z € ^ . Soit ZQ un

point fixé dans Sî. n {Im Z^EQ). Pour z€n^ on pose

(8.20) ($(z) «Op^ ((p-ZQ)"1 X + (p-z)'1 (1-X)) ,

^
de telle manière que Q(z) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre

-1 ^m dépendant holonorphiquement de z et avec Q(2/J SBQ(z^). Alors

(8.21) (P-z) oQ(z) « I + K ( z ) +R.i(z) ,

i»
où R - (z) a les mêmes propriétés que R i ( z ) , K a E OPA W avec ^s

^(E^L-^xçs0»0»0 à support compact. De plus K et S . dépendentMP'^oJ / ^ - j

holomorphiquement de z et K(Zp) =0 , R . (Zg) »R^,(ZQ). De même

(8 • 22) ^(z) o (p-z) « I + K1 (z) + î:.̂  (z) .

f\, r^

où ( K ' y L , ) a les mânes propriétés que ( K , R < ) .

Pour h assez petit on sait donc que 1 +R.<(z) : H(A^,m) -»-H(A^,m) et

I + L i ( z ) : H(A^ ,mm)-» > H(A^,mm) sont uniformément inversibles pour z € Î L .

De plus K et K1 sont <Ç(1) et compacts dans ces espaces. On écrit

I - fK+S^ = (I-*-R^)(I+(I-*-^p"1 K ) , et de même pour I + K ' + Î ^ , on
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obtient par la théorie de Fredholm classique pour 1 + (I + R J 1 K et

1 - (I -L^)'1 K' , que (P-z) : H(A^,mm) ^H(A^,m) est bijectif pour

z€Sî^r(h) , où r(h) est discret et que P-z est Fredholm d'indice 0

pour z€F(h ) . Les résultats classiques de l'Appendice A permettent alors

de conclure. ^

Nous allons maintenant préciser dans quel sens r(h,t,m) est indépen-

dant du choix de G , m et t . Changer t revient à changer G donc il

suffira de faire varier G et m . L'indépendance de m est la plus simple ;

Proposition 8.4. Sous tes mêmes hypothèses que dans te Théorème 8.2,

soit m une deuxième fonction d'ordre sur A Alors pour h > 0 assez
*\» ^ n ^

petit on a Uh^t^m) =Y(h^t,m) et de plus tes ensembles F (m) et F (m)& z
coïncident pour tout zç.T(h^t,m).

Démonstration : Pour h > 0 assez pétition a, pour tout i€!î :

i = -ci ̂ r1 Q (P-Z) - (i ̂ -p'1 K'
^ -ioù (I +L^) est bien défini et borné à la fois dans H(A i n m ) et

H (A^,m m ) . De plus K' est 0(1) dans ^(H(A^,mm) , H(A m m )) . On

obtient alors l'énoncé :

0) Pour h assez petit, si z €^ et si u € H ( A ^ , m m ) ,

(P-z)u€H(A^,m) , alors u € H ( A ^ , m m ) .

On en déduit que si h est assez petit, alors pour tout z en : F (în) c

^ *\» 'V.
^(ni) , en convenant que ^("O ̂  si z^ r (h , t ,m) . Donc on a aussi

'\, /<.
r(h,t,m) -r(h,t ,m). On obtient de même les inclusions opposées.

Regardons ensuite l'effet d'une modification de la fonction fuite.
^ 'V-

Soit donc G une deuxième fonction fuite. Alors G = ( 1 - s ) G + s G est une
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fonction fuite pour s € [ o , 1 ] et on pose A^ »A^g . Il est alors clair
^

que l'on peut trouver tp > 0 , C Q > O et un compact KcR tels que la

conclusion de la Proposition 8.1 soit valable pour 0 < t ^ t g , (x,Ç) €A^ g ,

0« s^ 1 , Re(x,Ç) ^K. Avec cette nouvelle constante CQ >0 on fixe C^ >CQ

et on définit ÎL comme ci-dessus.

^
Théorème 8.5. Soient P, A., A. . fi. canne ci-dessus et posons h.=

A 7 = A . O < . Il existe alors t - > 0 tel que si 0<t^t^ et si m est une

fonction d'ordre (définie simultanément sur A^ ^ ) , alors il existe HQ>O

tel que pour (Xh^h^ on ait Vfh^l^O =r(h^t^G). (Ici le dernier
'V»

argument G et G respectivement indique que V est défini came dans le

Théorème 8.2 auec h . ç _ et A.î respectivement). De plus les espaces F^

correspondants coïncident pour zç.T(hst^m,G) =T(hft,msG).

Démonstration : II suffit de montrer l'énoncé suivant (ainsi que son image
^

par permutation de G et G) :

(8.23) II existe t^ > 0 tel que si 0 < t ^ t ^ et si h^hç où

ho=ho(t) est assez petit, alors,si u € H ( A ^ , m m ) , z€ î^

et (P-z)u€ n H(A. -,m) , alors u€ n H(A.. ç,mm).
0^s<1 T>s 0^s<1 T 's

Pour montrer (8.23), on choisit t ^ t^ et h^hg assez petits pour que le

calcul pseudodifférentiel soit valable. Soit S Q € [ O , I [ tel que

u€H(A^ , m m ) . Soit CQ>O petit et s € IS^.S^+CQ]. On applique la Pro-

position 1.7 avec f = G . , g'G.. Si A(X) « A.. r où f, est donné par
0 ^ À

cette Proposition, alors u €H(A(X) ,mm) , (P-z)u 6H(A(Â),ro) pour À €

[1,-«-»[ et lim I I (^^"llHrAfx) m) <"1'00' si €0>0 est Petit alors les

variétés A(X) sont uniformément très proches de A ^ g et (P^ I JAfXI

est alors elliptique à l'infini de manière uniforme. Comne dans la démons-

tration du Théorème 8.3 on peut alors obtenir une inégalité a priori :
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(8-24) IHlHtA^mm)^!! ^^llHCA^A-ll^uIlHCAM^m)) •

où K(À) =Op^(k(X)) avec k(À) €S0 '0»0 unifonnément borné et uniformé-

ment à support compact. La constante C dépend de t, mais pas de h. s.

et surtout pas de À . Il est alors clair que lim || K(À)u|| ..,. „, ^ , <» ,
\-^aa rl^A^Àj.mm;

donc lim II "II H(A(À) ,mm) <00 et on en déduit que u €H(A^,mm). Dans

cet argument £ç > 0 est petit mais indépendant de SQ et on arrive donc à

couvrir [0 ,1 ] en un nombre fini de pas.

Les éléments de F(h) =r(h,t,m,G) seront appelés des résonnances.

On se propose maintenant de montrer ou*il n'y a pas de résonnances avec

Im z > 0 , et pour cela on va utiliser la discussion de la fin de la section

7, avec ^ '^c» G fonction fuite. Notre point de départ sera les iden-

tités (7.34), (7.35) valables pour u CI-HA^m172). Ici q^ a^ est uniformé-

ment dans S(m) et puisque G est une fonction fuite on sait aussi que

q^ a? est elliptique >0 sur un voisinage "convenable" V de S ^K , où

K est compact. Plus précisément V = U B((x.,Çj ,cJ . Pour
(XO,ÇO)€Z^K ° ° °

Im z ^0 , u €H(A ,m / ) , on obtient alors :

(8.25) t[u|u]^(Imz)(u|u)^ ̂  =- Im ((P-z)u|u)^ ̂  ,

d'où

(8.26) t lu |u]<C ||(P-z)u|| ./. ||u|| </. .
^nT172) HtA^m172)

A cause de (7.35) et des propriétés de q a,., on obtient alors :
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t||u||2 ,/, <c(l| (P-z)u|| ,„ ||u|| v.
mA^rn'72) v H(A^,m •"•) H^.m172)

(8.27)

•t"8'u"H^,.-'")""^(.,^)•tirtlTOFt"12•»A)

où R^ est unifonnément (en t ,h) négligeable d'ordre m et où 0 ^ r ^ €

S(m) et suppr cR211^. V. On majore le dernier tenne de (8.27) par l'iné-

galité de Cauchy-Schwartz :

klV^lS^
(8.28) .1 1 1 _

^ (l^-m^lToF^uD^oda^d^ \'ÎQ F,u|)2 ̂  da)2 .

Ici le dernier facteur est ^ ||u|| ^^ . Pour le premier facteur on
H(A^m )

remarque qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel A^ d'ordre m

attaché à A. tel que :

(8.29) I^m^^lToF^D^oda-ll^ull^^^tR^ulu)^^) .

Ici R^ est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

m h / r R et de plus» le symbole complet de A^ est à support (p.r. à a)

dans K'^R^V) , où < : A^ ^ R2" est la transformation R-canonique

associée à F . En dehors d'un compact le symbole de A^ est donc à support

dans une région où P-z est elliptique et on peut écrire A^=B^(P-z) +C^ ,

où B , C sont des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m . et m

respectivement. De plus le symbole de C^ est à support compact (en a). On

obtient alors :

^t-ll^.D^^ll^""^ ,,-1/2/11 ̂ "ll^n) •

Revenant à (8.29), on obtient pour tout N ^ 0 :
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(|(,,.-^|T.f,u|)î.,*,)'/2

^I11^'"11^,.-^1"""»,.,.^»)^,-11^11-,.^]-

où K^ est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole en a est à* sup-

port compact. Maintenant on obtient de (8.28) :

J^IVt^S^

^c[||(P-z)u|| ^lull ^ , -
1 HCA^m172) HtA^Onh/rR)1 7 2)

+ ll^ull ] ||u|| ,,, .
' HCA^m172-1 H(A^,m1/2)

Revenant à (8.27), on trouve alors :

t llull ^ ^cf[ |(P-z)u| | .„
H(A m1 /2 ) l- H C A - m ' 1 7 2 )

(8.50) t ^ t9 }

+t IHI ^ 1 / 2 ^Kull ,^ ] .
HCA^Onh/rR)172) L H(A^m1/2)J

Donc, pour 0 < t< t^ , 0<h^hQ avec t^ , h^ assez petits et pour

ueHCA^m172) :

(8.31) t||u|| .<c[||(P-z)u|| ^/^t||lCu|| , . ] .
HCA^m1^) L H(A^m 1/') L HCA^m172)-1

Théorème 8.6. On fait les mêmes hypothèses que dans te Théorème 8.2.

Alors il existe t^> 0 tel que pour tout 0 < t^ t et toute fonction

d'ordre m sur A il existe h^> 0 tel que pour 0 < h^ h^, ^(h,t,m) ne

rencontre pas {2 € f ; Im z > 0 ).

Démonstration : D'après la Proposition 8.4, on pourra supposer que m = 1 .

Pour 0 < t < t Q , 0 < h - $ h Q avec tp et h^ assez petits, soit z € n

Im z > 0 , u €H(A^,m) avec (P-z)u = 0. Il suffit alors de montrer que : ou

bien Im z = 0 ou bien u = 0 . La substitution dans (8.51) donne :
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(8-32) l|u|| , ^ ||!^u|| ^ .
HtA^m172) L mA^rn172)

Riisque le symbole de IL est à support compact en a , uniformément par rap-

port à t, on sait que lim | | K u | | 1 / 7 < œ - Pour £n>0 très pe-
s-^0 s HtA^m172) °

fit, soit f. donné par la Proposition 1.7, avec £ = 0 , g« (I-€Q)G. On peut

alors reprendre la discussion ci-dessus, menant à (8.31) et (8.52), de ma-

nière uniforme par rapport à \ (et à t ), pour A. remplacé par A<- \ = A c •
A

Si K^(X) est l'opérateur correspondant dans (8.52), on sait en plus que

lim II lC.(X)u|| , y~ «"» et par passage à la limite, on obtient
À-« T mA^^m172)

u€H(A,i ^m1^2). Par itération, on obtient u€ n H(A-,m1^2) et de
l • e O J t __ 0<s$t s 1

nouveau par (8.52), que lim || u|| ,^ < œ , et donc que : u €H(A^,m ).
__ s-^0 HtA^.m'7-) u

II en résulte que lim [ u l u ] < 0 0 et,en faisant tendre ^ *'s " ) -»-0 dans
s-0 s

(8.25), on obtient (Im z) || u|| „,. ^ = 0 , et donc, ou bien I m z ' O . o u
" 0 '

bien u» 0 .^

On montre ensuite qu'il n'y a pas de vecteurs propres généralisés as-

sociés aux résonances réelles. D'après la Proposition 8.4, il suffit de
*\f

traiter le cas m s 1 .

Théorème 8.7. On fait tes mêmes hypothèses que dans te Théorème 0.3, et,

dans te cas n = 1, on suppose aussi que N» est pair. ît existe alors t, >0

têt que si 0<t^t^ alors pour 0<h^h,. avec h.. > 0 assez petite si

•r€^nJ?, et uç.B(h^m) , (P-x)u €H(^m) , (P-x)2 u= 0 , alors (P-x)u=0.

Démonstration : On travaille donc avec 0 < t ^ t , , 0<h^h/,(t) où t, et

hn(t) sont assez petits pour que le calcul pseudodifférentiel soit vala-

ble. Appliquant (8.51) et la Proposition 1 .7 canne précédemment,on montre

d'abord que : (P-x)u e^A.m1 7 2) et que : || (P-x)u|| ,/. = 0,(1) pour
s ^.m172) " '
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0<s^t , puis, par un passage à la limite, que: (P-x)u€H(ÀQ,m1^2). Réap-

pliquant ensuite le même argument, on montre que: u € H ( A ,m1^2) et que :

C8-33) ||u|| ^^Çl ,
HCA^m172) s

pour 0 < s < t .

Soit O^ges 1 ' 1 ^ ) avec g(x) ^G(x,Ç) , et posons ^»Ag .Alors

on a :

(..3,) 11^)"11^_.,,,,-^0) . IHI^.-V^î) .

pour 0 < s ^ t . On part maintenant de l'identité

(8-55) 0 = ( u | (P-x)2^
L^e'2^ dx)

L'adjoint de P pour ce produit scalaire est égal à e25^ pe'238^ =

P - s Q g . où Q^ est à symbole uniformément borné dans S(m). Alors (8.35)

donne

f.36) II (,-,)»|| ̂ ^ ̂  (. ̂ | C-x)")^^-^,^, .

Soit X^€C^(R11), e C ] 0 , 1 ] une famille bornée de SO '0(R^) avec

X ^ = l sur K^ où K^ccR" et K^R", c-^O. Découpons alors le second

membre de (8.36) en

(8.37) CX,sQ,u|(P-x)u)^^^^.(sQ^|(1-^(P-x)u)^^^^^ .

Ici on voit que le premier terme tend vers 0 quand s-*-0 pour chaque e >0

fixé. Pour le deuxième terme, on remarque d* après (8.33) que :

II ̂ s"!! ~ -1/2 = ̂ h01 > s " 0 9 on 1^1t alors écrire :
nCAg.m / )

105



B. HELFFER - J . SJÔSTRAND

e-^sQ^ZZZrn^î,^

|a|<?NQ/2

avec v - Ô.(1) dans L2^"). Le deuxième tenne de (8.37) devient. — » •> "
alors :

(3.38) L= (v,,, l (D^ in;/2 e-5^ C1-X,) (P-x)u) .
\^Q/2 L {K )

Sachant que (P-x)u CHCA^ni172) , on voit que (S i)01 m172 e'^^Q-X )

(P-x)u-O dans L (R11) quand c-^0 uniformément par rapport à s . Donc

en choisissant d^bord e > 0 assez petit on peut rendre le deuxième terme

de (8.57) arbitrairement petit uniformément par rapport à s. Faisant tendre

s-0, le premier terme tend vers 0. On en déduit que: || (P-x)u|| , ^/,/i, ^0,t *•/^""^SK/nj^,\L2(e-2s8/hdx)
s - ^ O , et donc : (P-x)u«0.

On finit cette section par une étude des projecteurs spectraux associés

aux résonances.

Soit G € S ( r R ) + S 1 > 1 ( R n ) réelle, A - A / , et, pour t € R , |t[ assez

petit, définissons F. : H(A^ ,m)-»-H(Ao.m) canne avant. Si F* est l'adjoint

formel de F au sens de L (R11) alors F* est un 0.1.F. elliptique d*ordre

r R qui pour h assez petit donne une bijection H(Ao,m) -^HCA^m). Ici

A ^ A ^ . Quitte à modifier la définition de F.. pour t < 0 , on peut suppo-

ser que F . = (F*) , et, canine avant, on définit la norme sur H(A..,1) de

façon à rendre F. : H(A-.,1) -^HCA/pl) unitaire. Rappelons aussi que C^CTR")

est dense dans tous les espaces H(A<.,m).

r0

Proposition 8.8. Le produit scalaire de L (JR^ ) sur ^(J^ ) x C^fJR11 )

s'étend en une forme bilinéaire sur H ( Ï { . ^ 1 ) x f f fA l ) vérifiantv ""î

l^^n^lHI^A^ ^^B^l)' «efffA^ V^HŒ.yD.De

pluSf toute forme linéaire bornée Si sur B ( h ^ l ) s'écrit de manière unique
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SL(u)=(u\v)^ v € H ( î ^ l ) . L'application H(hyl)* 3 SL^v € B ( A ^ 1 ) est bi-

jectif d 1 inverse borné.

Démonstration : Pour u.vCC^R11) , on a (u|v) „ = (F" F.u|v) 7»
———————— ° • L-CR") - t I/
(F..u|F , v) -, , ce qui montre le premier énoncé. Les autres parties de lat -t ^z
proposition se démontrent ensuite facilement en utilisant les opérateurs

FfF.^.

Proposition 8.9. Si G est une fonction fuite et t >0 (ou bien < 0)

alors l'ajoint de l'opérateur non-borné P : H(^l) ̂ H(^l) de domaine

Hfh^m) , m=mQ(r/r) ° est donné par P : H(^yl) ^H(^^l) de domaine

H(h ^m),

Démonstration : Puisque H(/L,m) est dense dans H(A^,1) , on sait que

P* : H ( A ^ , 1 ) -H(A .<.,1) existe en tant qu'opérateur non-borné. Si v , w €

H ( A . , 1 ) et P * v = w , alors, pour tout u€H(A^,m) , on a : (u|w) = (Pu| v).

Prenant ici uCC^R11) , on trouve que P v w au sens des distributions

(on utilise ici que P est formellement auto-adjoint). Puisque P est un

opérateur pseudodifférentiel elliptique à l*infini sur A^ , et que :

P v ' w dans H(A_,,1/m) , on en déduit que v € H ( A _ ^ , m ) .

Inversement, si v € H ( A - ,m) alors w s P v € H ( A ,,1) et on obtient
" def "L

( u | P v ) = (Pu |v) d'abord pour tout ueC^R") et puis par densité, pour

tout u € H ( A ^ , m ) (et même pour tout u € H ( A ^ , l ) ) . ,

Soit maintenant aussi G une fonction fuite. Pour z €C on montre en-

suite que (z-P)"1 est bien défini dans H(A^,1) ssi (z-P)" est bien

défini dans H(A_ ,1) et dans ce cas ((T-P)"1)*= (z-P)'1• La discussion

des résonances que l'on a fait pour P : H(A^,m)-<-H(A^,1) , t > 0 s'applique

aussi bien pour P : H(A^,m) -»-H(A .-.,1) avec la seule différence que les

nouvelles résonances vont vivre dans le demi-plan supérieur. Soit u(h) une
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résonance de P ou un ensemble fini de résonances. Soit F-.„ l'espace

spectral associé et soit

"p'^rf ^1dz

Y
le projecteur associé. Ici Y » Y (h) est un lacet simple autour de V qui

laisse toutes les autres résonnances à l'extérieur. Alors :

"î ' î f f i f (^-p)'1^ .
.1 ^

où (z-P) est maintenant considéré cornne opérateur borné dans H(A J)

et Y est orienté dans le sens direct. H* est donc le projecteur spectral
^ —
IL. correspondant à la résonance (ou ensemble de résonances) U de P dans

^ ^
H (A ,1). Notons F_ l'espace correspondant.

P
^ — ^

Proposition 8.11. On a F 1F^ si pfU^. Déplus dim F -dimF^

et^si 4>j, .. •, 4>.. est une base dans F s il existe une base ^j^...^^..

dans F_ telle que r<P.|4U=6. ,. II,. prend alors la forme II. u=
^ y J ~ t 7 . » ^ P H

^ ^
I (u\^i J4). et la matrice de P y devient ((P^ I^J^.

— ^
Démonstration : Si u n À = 0 alors lï n_»n_n =0. Pour u € F , V € F \

f\f ^ »\, A
on a n ^ u » u , n ^ v « v . Donc (u|v) = (H u |n^ v) = ( n _ n u | v ) s 0 , puisque
^ ^ ^
IT^ =IL_ et nous avons montré que F 1F, .À \ p À

Soit <Pp...,4^ une base dans F . D'après la Proposition 8.8. il
0 .NQ

existe des vecteurs uniques ^,,...,1^ € H ( A . , 1 ) tel que n u = Y (u[ip.)ip.
• -'o T - -

et si on prend ici u =4^ » on trouve (<p. 14;,) s 6. , , puisque II ( A » <p. .

. , ^
On constate ensuite que IÎ y»!! v s T (vl<p.)^. et en particulier, on a

p u Ï J 3

»\» f\,
^- €F_, V j . ̂ i,...,^ est donc une base duale dans F à la base

J Y "0 p"
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^,...,4^ dans F^ .

Finalement si (p. J est la matrice de P p °" a p < p k = IP j k^j '

et puisque 4/p...,^ est une base duale on obtient p. ^s (P^l^.).
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9. LE CAS D'UN PUITS DANS UNE ISLE EN GENERAL.

On suppose désormais que P = - h A + V ( x ) et on garde toutes les hypo-

thèses de la section 8. On suppose dans la suite que V est analytique par-

tout sur R11, mais on pourrait très certainement traiter aussi le cas où

V est analytique en dehors d'un compact quitte à restreindre alors l'ana-

lyse des résonances à une bande O ^ I m z ^ - C h l o g ^ avec C > 0 arbitrai-

rement grand. Soit OcR" un ouvert connexe et U un compact dans 0 avec

les propriétés suivantes :

(9.1) V(x)^0 sur U , V > 0 sur Ô^U , V « 0 sur 30 .

(Les résultats de cette section restent vrais sans modification si l'on sup-

pose que V est analytique seulement en dehors d'un compact de Ô . Sur Ô

on introduit alors la métrique d'Agmon, max(V,0)dx et on note d(x,y) la

distance associée. On suppose que :

(9.2) Le diamètre de U pour d est égal à 0 .

On renforce aussi l'hypothèse d'existence d'une fonction fuite :

(9.5) II existe une fonction réelle G(x,^) €S ' et une

constante C^ > 0 telles que H G î- J- r sur £ ...
0 M P CQ P çQ

II résulte de (9.5) qu'il existe une constante C > 0 telle que

|W(x)| Ï T 2 / C R pour tout x € 9 0 . Quitte à augmenter C on obtient la même

minoration dans B(30,c/J = U B(x,c/J > si c^>o est assez petit. Ici0 x € 3 0 u u

B(X,CQ) ^ t y e R " ; |y-x| ^ C Q R ( X ) ) . Si l'on se place dans B(90,£Q) avec

C Q > O assez petit, alors les familles B(90,c) nô et C(e) = { x € Ô n

B(30,cJ ; V(x) / r (x) 2 s f(x) < c ) , O < C « C Q sont équivalentes au sens
def ^

qu'il existe une constante C > 0 telle que C(^) <=B(30,c) Û O < C ( C C ) .
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Nous avons la conséquence suivante de (8.15) :

(9.4) Pour tout £ Q > Û et tout voisinage W<=5 de U , il.

existe une constante 6 > 0 telle que f(x) ^6 pour

tout X € O ^ ( W U B O O , C Q ) ) .

Inversement, si on fait toutes les hypothèses sauf (8.15) et si de plus

V(x ) ^0 dans C O , alors (9.4) entraine (8.15) . La condition (9.4) est

automatiquement vérifiée si 6 est compact. Si l'on fixe un petit voisi-

nage relativement compact W de U, il existe alors e^ >0 tel que f(x)^c

dans 0^ (WUC(c ) ) pour tout c€]0,c,L

Rappelons que module une reparamétrisation les géodésiques minimales

dans O^U pour la métrique dtAgmon coïncident avec les projections des
2bicaractéristiques de q(x,Ç) =Ç -V(x) au dessus de ONJ. Une telle bi-

caractéristique t-(x(t) ,^(t)) vérifie

(9.5) x( t )=2Ç(t ) , Ç(t) =W(x(t)) , ^(Dl^Vtxtt)) .

Pour CQ > 0 assez petit, considérons révolution de la fonction f(x(t)),

pour un segment bicaractéristique avec x(t) €onB(9Ô,£Q) , a < t < b . (Par

abus de langage on écrira parfois f(t) ^(xtt)) ). On obtient alors, en

utilisant que f(x) €S0 '0 :

(9.6) f = V f - x = ^ ( i M172)^^!172) .

et

(9.7) f = 2 |W|2 ^ (b^f) >^ \ ,
r2 R" L R2

grâce à notre minoration de |W| dans B(90,£o). On observe aussi que

x-^rf^.doncsi |t-s| ̂  c^ ̂  , ,„ ̂

1 1 1



B. HELFFER - J . SJÔSTRAND

|x(t) -x(s)| ^const. rCsîc^lt-sl < CQ R(s) et R(t)/R(s) ^r(t)/r(s) ^1 .

Lenme 9,1. On suppose €n> 0 osées petit. Considérons un segment bica"

ractéristique ( x ( t ) ^ ^ ( t ) } avec x ( 0 ) €.B(^O^CQ/2). Alors^ (après avoir

étendu l'intervalle de définition si nécessaire) s on a x ( t ) €B(^0^ e.J et

\ x ( t ) - x ( 0 ) \ ^ t Q R ( x ( 0 ) ) pour \t\<T(^) où T(^) =^^ c2/2 ̂ g}.

On restreint maintenant t à }"T(^J , T(ç.J[. Pour ^-i^'r~ Cn avec CQ

assez grand mais indépendant de c<-, nous avons :

(a) Si x ( 0 ) CCfc.J il existe un intervalle fermé KeJ de longueur
1 / 9 ———

^ (const.) c - R ( x ( 0 ) ) / r ( x ( 0 ) ) tel que x ( t ) € C ( c ^ ) ssi tç.1.

(b) Si en plus x ( 0 ) € C ( C f / 2 ) alors la longueur de KÇ.J est du même
1/2ordre de grandeur que c, R ( x ( 0 ) ) / r ( x ( 0 ) ) et la longueur d'Agmon

du segment KG-,) 3 t - ^ x ( t ) est du même ordre de grandeur que

c3/2 r ( x ( 0 ) ) R ( x ( 0 } ) .

( c ) La conclusion de (b) reste valable si l'on remplace Ifci) par

Ke^} n { t € J R ; 1 ^ 0 } ou par i rc^n{t€J?; t^O].

Démonstration : La première partie du lenine résulte de l'estimation

x = ÔCr f 1 7 2 ) . Si x(0) €C(cp alors f(x(0)) «^ ^\/^) , et donc.d'après

(9.7),il existe IQ avec 1^1 =ê(^ cY2) tel que £(1^) »0. Alors par

(9.7) on obtient :

r2 2 - r2

f(t) -f(tQ) ^^ |t-tol • ^W ^^ (t-tQ) ,

R R

d'où l'existence d'un intervalle I(ci) avec les propriétés de (a). Si

x(0) €C(c.( / 2) on voit alors que la longueur de I(c- j ) (et aussi de

I(eJ nl^ et de I(ei) OR.) est du même ordre de grandeur que e^ R/r.

La longueur d'Agmon du segment I(ci) ^t -»>x(t) est de l'ordre de :
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J fCt)1 7 2 r (x( t ) ) |x( t ) |d t^r 2 f f(t)dt
Kep IŒl)

(et de même avec I(ep remplacé par I(e^) niÇ). on v0^ facilement que

l'ordre de grandeur de cette intégrale est c3^2 Rr .

A l'aide de ce lenme nous allons montrer :

Proposition 9.2. Soit SQ > 0 la distance d'Agmon de U à ^6 et soit

B^(U,SQ) = { y ç . O ; d ( U ^ y ) <S^}. Alors B^U^S^} est relativement compact.

Démonstration : Supposons que B^(U,SQ) ne soit pas relativement conpact

et considérons ^ ^ reEO^S^ ; B^(U,r) est relativement compact}. On voit

facilement alors que ^ s [C^r/J avec 0 < r Q < S Q . En effet, si B^(U,r)

est relativement compact, il est facile de voir qu'il existe c > 0 tel que

B^(U,r+c) est aussi relativement compact. Si y€B. (U, r ) , 0 < r < r,. , alors

grâce à la compacité relative de B,(U,p) , p^ r , on voit qu'il existe une

géodésique minimale pour la métrique d'Agmon qui relie U à y et qui est de

longueur d(U,y). Si y€B^(U,ro), on a alors la même conclusion puisque

B^(U,rJ = u B.(U,r). Soit donc Y : ]T ,T] 9t-x(t) € 0 une telle géo-
^O

désique paramétré canine une courbe bicaractéristique et avec lim x(t) €U ,
t-T^

xCT)^. Soit Y ^ -, la restriction de y à O ^ W , où W=B,(U,6) et

6€]0 , rQ[ est fixé. W est alors relativement compact. Soit c, > 0 assez

petit pour que le Lemme 9.1 soit applicable. Soient I,,... , I»,c[t , ,T] les

intervalles fennés maximaux avec Y(I - ) <=C(eJ . Y ( I . ) nC(£ i / 2) t0. Alors

la longueur de Y(I.) pour la métrique d'Agmon est de l'ordre de c^r. R . ,

où r. =r(x(tJ) , R_ =R(x(t . ) ) , t^ € l - . Si r=d(U,y) < r^ on trouve donc

N ,/.
l^r^^C^r
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où CQ est indépendant de r et de N . D'autre part, la longueur euclidienne

de Y ( I . ) est de l'ordre de e^ R. .

Soient ^ , ... , 1̂  les intervalles complémentaires tels que [t,,T]

soit la réunion disjointe des .3. et I, . Alors : V(x(t)) ^4r r(x(t))2 ïj "- r"
^ -0 M

—^ pour t € U ^ _ ce qui montre que la longueur euclidienne de U Y(> . )
Cg 1 ^
est au plus égale à Cg fois la longueur d'Agmon correspondante. Donc la

M
longueur euclidienne de U Y(3 . ) est ^C^r et la longueur euclidienne

de Y( [ t ^ ,T ] ) se majore par :

^(r^e^^C^.^^r^^^.C^-^S, .

Cette majoration indépendante de r , nous montre que B,(U,r,J est borné

et donc B^(U,rQ-»-£) est borné pour e > 0 assez petit. Ceci contredit la

définition de r^ .

Pour n > 0 très petit, on pose M O = B ( U , S Q - U ) et on désigne par

PO^P^ la réalisation de Dirichlet correspondante de l'opérateur P. Soit

^-<=]0,1] avec 0 € J - et soit I(h) , h€^- , une famille d'intervalles ccm-

pacts avec I(h)-»•{()} , h -^O ; supposons qu'il existe une fonction a(h)>0,

h € 1 qui tend vers 0 quand h -*• 0 telle que :

(9.8) aChî^^-e '^ pour tout c > 0 ,

(9-9) SP(PQ) n[ ( I (h)+[-2a(h) , 2a(h) ]) ^I(h) ] =0 .

On rappelle de [HeIffer-Sj 1,11] que ces hypothèses restent essentiellement

inchangées si l'on diminue encore n et que les valeurs propres de Pc. dans
^ / 2(e+n-SJ/hv

I(h) se modifient seulement par W^ e ) pour tout c > 0 si

l'on remplace n par une valeur plus petite.
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Dans cette section on se propose de montrer que les résonances de P

proches de I(h) s obtiennent à partir de Sp(P«) ni(h) par une pertur-

bation du même ordre de grandeur. Nous allons pour cela passer par un

" problème de Grushin " associé à P/. - z , .conroe dans l'Appendice A, et

qui sera facile à perturber, car tout à fait inversible, et on obtiendra

ainsi la solution d'un problème de Grushin associé à P-z.

On connence par construire le Problème de Grushin associé à PQ . Soient

u ^ , . . . , u € I ( h ) les valeurs propres de Pg dans I(h) répétées avec leur
-?

multiplicité et soient <?,,...,ip €L*"(M^) une famille orthonormale associée

de fonctions propres. Ici n^mth) dépend de h, mais il existe N/, 6 M
-N

tel que m(h) = 0(h °). Pour uCL2^) on définit R^uei^par (RQ"),"

(u l<p . ) , où ( 1 ) désigne le produit scalaire dans L (M^). Pour u~ =

-m - m 2 1
( u . ) ^ . ^ € C , on pose R Q U " - ^ u . (p. € H- (Mp) ^(^(p • ctest donc rad'

joint formel de R^ . (On suppose ici que a Mp est C00 ce qui peut toujours

être obtenu après une petite perturbation de M^ ).

Soit î î ( h ) ' { z C C ;dist(Rez , I(h)) < a ( h ) , | I m z | < b(h)} , où b(h) ^a(h),

b(h) -0 , h-»-0. Pour z € î î ( h ) , on considère alors le problème de Grushin :

{ ( P . - z ) u ^ R . u ' = v
(9.10) ,0 , 0

R O U = V

avec (v.v") eL2^) x^ , (u,u") C (H2^) 0^^)) xC"1. Soit P^L2^)

l'espace engendré par ^ly-»^ et E' = (E11)1 . On introduit les décompo-

sitions correspondantes v = v t •»-v" et u=u' +u*'. Alors (9.10) devient :

(9.11)
( P Q - Z ) U ' = V » , (pj-z)u^uj=v^' , j = 1 , . . . , m

"', s v^ , j = 1,... ,m ,

1 1 5
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m m
où u"»^ u'1^. , V 1 » ^ v"4>. et où PQ désigne la restriction de PQ à E' .

1 3 3 1 1 -1Pour z€îî(h), il est clair que (Pc - z) ' existe et ||(Pg-z) II - 3 ^
<L CL »L )

—T^Y . Ensuite, par des inégalités a priori standard» on trouve :

"^-"""ïaV)'^?'
La solution unique du problème (9.10) est alors donnée par :

f u ' - (PQ-z) ' 1 V , u'j-v^

(9.12) { -
[ "j-^-^j •

On écrit la solution sous la forae :

C9.13)

avec

(9.14)

u-EQtzîv-E^zlv^

U' •EQ(2)V<»•EQ" l>(2)V<tt ,

EQCzîvCPo-z) ' 1^ , EoCz^^vJ^^RoV^)

(EQ(Z)V)^-VJ , (EO'^ • EQ*(Z) »diag (z-Uj )

Proposition 9.2. Nous avons X-. ( x , y ) = 6(e^(xfy)/h) , K (x) =— — — — — — — — — ^ EQ ^

èfe^^^) , K ( y ) = 6(e'd(y)/h) , où d(x) =d(U,x) et où te sens précis
^0

est te suivant :

( 9 . 1 5 ) Pour tout (xyVQ^ ç•MoKMo et taut ^0>0 il ex^8te deB

voisinages ^^^o3 v^y0 t0lB que ^ ^ " ^ 2 ^H \u)
^ "(dfXyyJ-eJ/h
Ô(e ^ 1 1 " 1 1 o s uniformément pour

L-fV)

u € L 2 ( H J à support dans V et z ç . H ( h ) .

1 1 6
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( 9 . 1 6 ) Pour tout XQ^MQ (respectivement y. €MJ et tout ^ Q > O ,

il existe un voisinage U 3x» (respectivement V ' 3 y J têt

que uniformément pour z €H(h) .* || £„ y || n <
0 H^U)

~ '(d(xj-c J/h
(ff(e u u }\\v II , Vv ec^ (respectivement

- -(d(y }-€ J/h
\\E u II ^ Q(e u u )\\v\\ , pour tout v^LW(MJ

u /n L2^) 0

à support dans V ).

^On utilise ici ta notation de [H. S. 2] : 0 ( a ( h ) ) signifie

Q(€^~ n • a(h) ) , h^O pour tout n > 0 assez petit, où c ( r } ) >G tend

vers 0 quand T } - ^ O . f'Jans la Proposition 9.2 cette notation est en fait

superflue car on peut prendre € ( T } ) = 0 , mais elle deviendra utile plus
v r> i

loin. Dans la définition de Q nous avons utilisé fl îi n plutôt que " H n

comme dans [H.S.2}. Grâce à des inégalités a priori simples pour le Laplacien

il suffira de montrer ( 9 . 1 5 ) , ( 9 . 1 6 ) avec ft H1 tf à la place de fl H2 ft ) .

Démonstration : (9.16) résulte immédiatement des estimations sur les fonc-

tions propres de [H.S.1,2] . Pour montrer (9.15), on remarque que :

(9.17) EQ(Z) = - ^ (w-z)'1 (w-PQ)'1 dw ,

où on intègre sur le bord du rectangle dist(Re z, I(h)) <^ a(h) , | Imz[ <

-^ b(h). Alors (w-P/J vérifie (9.15) uniformément en w d^près les ré-

sultats de [H.S.2] et (9 .15) s'obtient donc directement de (9 .17) .

œ o
Abordons maintenant le problème des résonances. Soit X€CQ(NL) avec

X^ dans B,(U,So-2n) et soit V ^ V ^ W , où W ^ O est une fonction C°°

à support dans B,(U,n) et avec V + W > 0 sur U. Quitte à modifier un peu

notre fonction fuite on pourra supposer que la fonction G de (9.5) vérifie

aussi :

1 1 7
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(9.18) G(x.Ç) = 0 si X € M Q .

On fait aussi la modification de G prescrite dans la section 8, et on

introduit A « A ^ Q , ^0. Pour deux valeurs de t > 0 assez petites, nous

savons alors que les résonances de P dans S2(h) associées aux deux es-

paces H(A..,î^ ) coïncident, si h est assez petit (et de même si l'on com-

pare H(A.,r2) et H( /L,mr 2 ) si m est une fonction d'ordre).

Grâce à (9.3) on sait que p . est elliptique et partout ^0 sauf
"t

au-dessus de U . Si ? • P - W » - h2^ ̂  . et si î î -Ç^V alors ^ est

elliptique et •O partout sur A . D'après les résultats de la section 6,

pour tout t > 0 assez petit,il existe une constante C^ > 0 telle que

Ï-z : H(A^,î'2) ^H(A^J) soit biject if pour |z|<^!-, quand O ^ h ^ h t t ) ^
t ^ -1 .

et avec un inverse majoré en norme par C.. . En particulier (P-z) existe

pour z €Q(h) si h est assez petit en fonction de t et

II (P-z)"1II , ^ -< C^ .
^(H(A^1) ^(A^r2)) t

Lenme 9.4. Pour t > 0 assez petit, nous avons :

<\,
( 9 . 1 9 ) K ^ , ( x , y ) = ̂ (e'^^^^1^) , x,y €^ ,(p-zr1

uniformément pour z €!ï(h) si h est assez petit en fonction de t . Ici

^(x,y) =min(d(x,y) , dix, 9 M^) ^ dC^M^ , y ) ) .

Démonstration : Une manière de démontrer le lenroe est d'observer que

(î>-z) L est •O et elliptique, si A = A ^ , où G = t G en dehors d'un
IA ^ G

petit voisinage de MQ , G = g ( x ) dans un voisinage de Mp , où g=const .
2 ^dans un voisinage de 9 Mp et |g'(x)| <V(x) dans MQ . (On choisit g en

fonction de Xg ,yn)•

1 1 8
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On dorme une variante qui utilise moins de calcul pseudodifférentiel

général. (^litte à augmenter un peu MQ et supp X , on peut se restreindre à

démontrer (9.19) pour x,y dans un compact à F intérieur de F ensemble où

X vaut 1 . Soit alors y^ dans cet ensemble et soit vCL^R") à sup-

port dans un petit voisinage V de y« . Soit u = (P-z)'1 v et remarquons

que l'on peut écrire :

(9^0) u=x(^-z) '^-^-z)"1 (P,x](^-z)'^ .
•'O ^0

Puisque le noyau de (^-z)'1 est (0 (e"^'7^) , il suffit de regarder

le dernier terme dans (9.20). Si on le note w , alors :

(9-1) (^-z)w»[P,x](R, -z)'1 v .
^O

Ici le second membre est à support dans MQ^B(U,SQ-2n) et il est
~ -d(y 9M )/h
^C6 ) dans L (M^) et donc aussi dans H(A^,1) . Donc w »
„ -d(y 9M )/h
&(e ) dans H(A^,r") et en particulier w -, =
^ -d(YQ,aMQ)/h 0

0(e ). On peut alors appliquer des inégalités d'énergie à

(9 .21) (comme dans [H.S.1.2l) et déduire que si X ^ Ê M . alors pour tout
-c^/h

C Q > O il existe un voisinage U 3xg indépendant de v tel que e w»

~ -(d(Xo,aM)^d(8M,yQ))/h
C9(e ) dans H (U). Toutes ces estimations sont uni-

formes par rapport à v si ||v|| , = 1 et on obtient donc (9.19).
L- •

On pose maintenant :

/p0'2 ^\ /Eo(z) ^^ r. i
^-( ^ . &^)-{ \ -y,^ ,

\ R O 0 / ^Ep(z) E^CZ)

et on se propose d'étudier :

1 1 9
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9 C Z J - ( ̂  R ] : H ( A ^ 2 ) x C ' n - H ( A ^ 1 ) x C m ,

où R* •' RQ , R~ - X RQ .

Soit < ( » € C ^ ( M Q ) à support dans B(U, ^ ( S Q + H ) ) et égale à

1 dans B ( U , -l ( S Q - H ) ) . On pose alors comme inverse approché

de ^PC) :

F F* \ /XEoCzîK.+^-z^O-OQ X E o ( z )
(9.22) 7Cî) - t . .+ • .

' F F + y l EQ(Z) * EQ (z)

Un calcul direct montre alors que :

19.25) CP(z) 7(1) - 1 * JCW .

où

'v> i •*•r/n-.^ 'n-»i.^ fD vil:([P.X]EQ^-W(P-2)' '(1-^) [P,X]EQ

C9.24) XCz)=(X^(z) )^^2 ' , ^ ^ , ,
RQ(X-I)EO^RQ(P-Z) '(1^) RO^^^O

^

Ici on utilise la Proposition 9.3 et le Lenroe 9.4 pour conclure que la nor-
.̂  -S./2h

me de X (z) dans H(A^,1)xC" 1 est Q (e u ) et que plus précisément,

(9.25) X O O -

-So/2h ^ -SQ/h
1 0 ) ê(e ° )
-S./2h -2S./h

> ° ) S(e ° )

(majoration des normes des X, , (z ) ) - ^i le Lenine 9.4 ne s'applique pas
^ o o 1

tout à fait directement; on introduit ip€Co(Bj(U ,^ (So-n))) égale à 1

sur B^(U , \ SQ-H) et on remarque que (^-z)'1 (1-^) = (l-î) (^-z)'1 (1-<P) +

(^-zî'^P^K^-z)'1 (1-^). On pourrait aussi procéder directement par des
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défonnations de tG , canne indiqué au début de la démonstration du Lenroe

9.4.

Si l'on pose :

li/E^ 0-^) (^-z)"1 X Ë Q
(9.26) G(z) =

-So/2h
on vérifie de même que G(z) P(z) = 1 -»• X(z) . où J^&Ce ° } conroe

opérateur borné dans H(A^,r ). Donc, pour résumer, on a la :

Proposition 9.6. Soit 0<t^t^ avec t.. assez petit. Alors pour

h(t) >0 assez petit l'opérateur !P ( z ) : H(\.^r2) ̂ -^rA ,:; x^ g^t t

bijectif avec un inverse uniformément borné pour z €!î(h) , C< h^ h ( t ) .

Cet inverse est donné par ^ (zî =(}r ( z ) ( I - ^ ( z ) + ^ C ( z ) 2 - ... ) ^ et dépend

hotomorphiquement de z .

/ E(z) E^(z) \ ^ ^
Ecrivons &(z) = . A priori E (z) s E. (z) +

^ E'CZ) E'^z) / °
y -So/2h \ /
(Q(e ) mais avec un peu de travail sérieux on obtient mieux ; d*après

(9.24), on a :

X(zr

/-[P,X]EQW(F ;-z)'1(1-^)-Wœ-z)'1[P,X]EQ^

* [ P , X ] E Q R Q [ ( X - ^ ) E Q ^ ( ' P - z ) ' 1 ( ^ - 4 / ) ]

-W^-ZÎ '^P.XIEQ

^[P ,X]E^R^(x-1)E^

-RQ(X-1)EQW(P-z) ' I(1-4/)^(P-z) ' l[P,X]EQ^ \ RQ(P-z}"1[P,X]E^

*Ro(X-1)E;R;(x-1)E;y

et en majorant la norme des différents termes on trouve :

^(X-DEQRQKx-DEo^^^-zî '^l-^]
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/-IP.XlEQW^-zr^l^-W^-zr^P.XlEQ^-W^-zr^P.XlEQ

^•[P,X]EQRQ(î-z)'1(1-^(0 !
(9.27) K(z)2 »l —————————————^—^————

\ Rg(P-z)'1 IP.XiEg O» i^^-2) ^^^O

/y/ -3S(/2hx ~ / -2Sg/hx
./-SV2h. ^(e 0 ) ^(e 0 )

v ^^(e'350^) ^(e'2^)

Alors avec (9.25) :

/iK.-2^) ^e""»72')
J((î'3 \ ^-"^ ^e-"0")

et (9.27) donne

4 y / '3 so^h\(9.29) X(2) ^(e u J .

Donc

2 5 ^/ 's V2^
(9.50) S(z) =y(z) -Sr(z)J<(2)^ ï r (^)^(z)-7(^)JC(2) ' J +^^e J ,

k fk)
et en analysant cette fonnule on trouve en écrivant JC(z) = (^ij ^^Uj k<2

E'^z) -E^CZ) -F• (z )X O ) 2-F^(z)X^^^) + F '^)X{ 2 ) 2(2) +

(9•51) . (^ y / ^ V ^ N . ^/ - 2 SO / h^+F (^X^(z)^(e 0 )=E^(z).0(e 0 ).

En explicitant la première partie de cette formule, on trouve :
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E-+(z) 'C^ "C^ Ro(X-1)E^Eo(z) wœ-zr^XlEQ
(9.32)

-+ •»• ^ -1 + ^/ ~5S^/2h\
^EQ (z)R^(P-z) '[P,X]E^(&(e 0 ) .

Puisque EQ (z) est une matrice diagonale avec les valeurs propres
—•*• ^ f>^ / — fv \ i

z - U j » j ' I , . . .^ et E' -EQ = & ( e ) , on voit que E~ (z)"

existe si c^ > 0 et min |z -\i_ \ >exp(£Q - 2 S/J/h (et si n > 0 est assez

petit). Déformant alors E^ en E"*' par E^ = (I-IÎEQ* +1 E^, on obtient

la :

Proposition 9.6. Pour O ^ t ^ t » ^ 0 < h ^ h ( t ) avec t.. et h(t) assez
/L 4petits^ soit V(t,h) = [z €!î(h) ; det E ( z ) = 0] , où on compte tes éléments

^
de T ( t s h ) avec leur multiplicité. Alors il existe une bijection b :

•\, -y / "2 S , y r î \

^M;^-- .^U^} ^r(t^h) avec la propriété que b(\i)-\\=6[e ).

Cette proposition donne une partie du résultat principal de cette

section :

Théorème 9.7. On fait les hypothèses générales du début de cette section

et on introduit ^, !î(h) , I(h) , Up- . -^U (comptés avec leur multipli-

cité) ainsi que les hypothèses ( 9 . 8 ) ^ ( 9 . 9 ) corme après la démonstration de

la Proposition 9.2. Pour 0 < t ̂  t^ , 0 < h ^ h ( t ) avec t r j > 0 et h(t) > 0

assez petits, soit Yd^h) (essentiellement indépendant de t ) les résonances

de P dans !î(h) relativement à l'espace H(h^r ) . On définit la multipli-

cité d'un élément z ç.T(t,h) comme ta dimension de l'espace F correspon-
^

dant (voir la section 8 ) . Alors T(t^h) = Y(t,h) même si l'on compte les
'\,

éléments de T et V avec leur multiplicité.

Démonstration : On reprend les arguments de l'Appendice A. Utilisant le fait

que E'(z) est surjectif et E^z) est injectif, on constate que (P-z) :
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H(A ,Ï ) -*-H(A ,1) est bijectif ssi E (z) est bijectif et qu'alors on a
-1 ^l'expression (A.9) pour (P-z) . Ceci montre que r(t,h) «r(t ,h) si l'on

ne cherche pas à identifier les multiplicités.

Soit alors Z o € r ( t , h ) et N ' d i m F la multiplicité correspondante.

On choisit une base dans F pour laquelle P r; est réduite à sa forme20 %
de Jordan et pour cette base, soit B : F -F donné par une matrice

^ ^
diagonale avec toutes ces valeurs propres distinctes. On étend B à H(A ,1)

en posant B s 0 sur G. et on pose P • P • c B . Pour c > 0 assez petit,
7'0

P aura exactement m valeurs propres près de ZQ qui en plus sont simples:

z , (c) , . . . . z (e). Soit !P (c,z) la matrice de Grushin correspondante, obtenue

/E(c ,z ) E*(c,z) \
de ^(z) en remplaçant P par P. et G ( c » ^ ) "

£ \E"(e,z) E' (c,z)/

l'inverse correspondant , qui existe pour c assez petit (en fonction aussi

de h et de t ) . Alors E"*\e,z) est holonorphe en (c,z) et det^E"^ ̂ ,i))*0

pour z dans un voisinage (indépendant de c ) de Zç. ssi z ' z . t e ) . La racine

ZQ de z-det(E'\z)) est donc éclatée en N racines distinctes (mais peut-

être pas nécessairement simples) par la perturbation analytique c -'•

det(E~^(z)). Il est alors clair que la multiplicité de Zp comme zéro de

det(E"*'(z)) est au moins égale à N .

'\,
Puisque la somme des multiplicités des éléments de r(t ,h) est m^ il

suffit maintenant de montrer que la saune S des multiplicités des éléments

de r(t,h) est aussi égale à m . Soit y le bord orienté de n(h). Alors la

discussion de l'Appendice A et en particulier (A.19), montre que le projec-

teur spectral sur la sonroe directe des F avec z € r ( t , h ) est donné par

(9.35) H s ^ (z-P)'1 d z = - (^(z) E'*(z)'1 E'(z)dz .
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Ici n , E (z) , E (z) , E'(z) sont des opérateurs de rang fini, donc nu-

cléaires et on a

S = t r n = - ^trtE^z) E""(z)'1 E'(z))dz
(9.54) y

= - ^tr(E""(z)'1 E'(z) E^z^dz .
Y

Le même argument donne aussi

^•3S) m = - ^ t r (E^(z) '1 E^(z) ÊQ(z))dz .

^ ^ -/ -^V^ ——
Nous avons E -E^ = © ^ e u J sur îî(h) et de même sur le domaine

légèrement plus grand du même type obtenu en remplaçant a,b par ^a ^b.
puisque di E + SE" E^ et de même pour E^ , les inégalités de Cauchy

montrent que E'E^-EQE^Ô^ ° ) sur Sî (h). Aussi pour z € Y ,

(E-)-1-(E^-1-(E-+)-1(E--E^(E^-1^(e"2so/h) car (E,)- et

(E'V1 sont 0 (1 ) sur Y . Donc, (E'^Cz))"1 E'(z) E^z) - (EQ"(z))"1

+ ?'/ ^V^EO^) E Q ( z ) ) = C ? l e J uniformément pour z €Y et, par (9.54) et (9.55),
~/ -2SQ/hx

on obtient S-n^Ê^e J . Puisque S et m sont des entiers,on a

S^ pour h assez petit. ^

On s'intéresse maintenant au comportement des fonctions dans F , si z

est une résonance, et on garde les hypothèses et les notations du Théorème

9.7. Pour j = 1, . . . ,m , on pose ^ = X ip- . Si F = Q F et n = n,: =
' J zG2(h) 2 r

) _ _ ' Hp est le projecteur correspondant, on s1intéresse à :
zGÎ(h) z

C9-5^) Vj =nipj-^(z-P)"1^^; . Y=^(h) .

On remarque ici que le même argument de déformation que dans la démonstra-

tion du Théorème 8.5, montre que (z-P)'1 w , z € 3 î î ( h ) et donc l îw ne dé-
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pendant pas de t , G pour h assez petit (ou plus précisément que deux

choix différents de (t,G) donnant les mêmes fonctions (z-P)~ w et IIw

pour h assez petit), pourvu que w soit à support conpact. En particulier

les fonctions v. ne dépendent pas de t , G et on peut surtout choisir t

arbitrairement petit. (On rappelle cependant que 4^. et v , dépendent de

n > 0 qui intervient dans la définition de Mp ).

Puisque (P-uju>, -0 , on a : (P-u , )4 / - « [P,X]4>. s r^ , où r^ s

(0 (exp - (d(U,x) -c)/h) uniformément pour tout c > 0 (et de même pour
^/ -S<./h\

toutes les dérivées), et aussi r^ - Û\e J . Donc (P-z)4^ - (U--z)4/- -r. .

(z-P)'1 4/ . « ( z-u.)"1 <(/. + (z-P)"1 (z-u.)" r. et la substitution dans (9.56)

donne

(9.37) n ^ . ^ . - ^ z - P ) " 1 (z-Uj)"1 r _ dz .
Y

Si r(h) cfî(h) vérifie dist(r(h) , ̂ ,...,U^}) ̂ 1 exp(-c/h) pour

tout c > 0 et si z € r ( h ) , on peut construire (P-z)' =R(z ) de la ma-

nière suivante ; avec ^^"(MQ) canne dans l'étude de é (z) ci-dessus,

on pose :

(9.38) R Q ( Z ) « X ( P ^ -z)"1 ̂  (î^-z)"1 (1-<i/) .

Alors

(9.39) (P-z) R Q ( Z ) = I ^ K ( Z ) ,

(9.40) K(z) »tP,X](P.. -z)'S ^(V-V)(^-^)'1(1-^) .
'"O

126



PUITS DANS UNE ISLE

Proposition 9.8. Soit T(h) dî(h) avec dist(r(h) , {p-, .. .,y } ) ï

C exp(-€/h) pour tout e > 0 ^ et soit G une fonction fuite vérifiant

(9.2) et ( 9 . 1 8 ) . Alors pour tout t>0 assez petite 0 < h ^ h ( t ) avec

h(t) >0 assez petit et zç.V(h) , c>0 ta norme de (P^zF : H(h^l) -»

Hff^^r ) se majore par C(e.st) expfe/h). De pluSy pour les méfies valeurs

de t et de hs on a ;

( 9 . 4 1 ) K . ( x , y ) = 0(exp(-ï[(x,y)/h)} , x,y €B,(U,SJ ,(p-zr1 a

uniformément pour z ç.F(h). Ici d ( x ^ y ) =min(d(x,y) , 2 S , . - d ( U ^ x ) - d ( U ^ y ) ) .

Dénions t rat ion : On constate que les nonnes de RnC^) '- H (Ay ,1 ) ^H(A^,r )

et K(z) : H (A . , 1 ) -H (A^ ,1 ) se majorent respectivement par C(c,t)exp(c/h)

^, -S./2hv , ,
et parère u ). Alors (P-z) ' '«RQ(Z) (I - K(z) ^ K(z) ' - ...) avec con-

vergence en nonne et on obtient la première partie de la Proposition. Pour

montrer (9.41), il suffit alors démontrer (9.41) avec (P-z) remplacé

par RQ(Z) Hz)3 , 1 ^ j , $ 4 . Or, K ^ = Q^^9^^) , X , Y € M Q et,
(.PU ~^)
^

puisque le Lemme 9.4 est valable pour n > 0 arbitrairement pétition obtient
^

K ^ i (x,y) ^éce'3^'^711) , x,y€B.(U,S«) aussi pour la nouvelle défi-
(P-^) , -.

nition de à. On a alors Kp / . (x,y) = ̂ (e'^'7^) et au sens modifié
O121 ^ ^

avec H2 remplacé par L2 on a aussi K « , . (x,y) = (^(e"^'^^). Puisque

supp K(z) u<= supp XC:C:B,(U,SQ), on obtient alors (9.41) pour (P-z)" rem-

placé par Rn K-^ comme souhaité.

Revenant aux formules (9.56), (9.37), nous allons montrer :

Théorème 9.9. Avec u.^Il4/., 4 / . -= 'X4) . définis comme avant ta Proposi-—•———— —— J J J 0
tion 9.8, on a :

r^f
(9.42) V . - 4<. = Q(exp(-(2 5. -^.(U^x) )/h) ) uniformément dans ^ .

<7 »7 -
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De plus, si Z impose s(x) =d(U,x) pour x^B^V^SJ et s(x) =SQ pour

x en dehors de cet ensemble^ aîors^pour tout compact Kd/1 et tout £>Q»

( 9 . 4 2 ) v , = Q ( e x p ( - ( s ( x ) ' € ) / h } ) , x € K ,J

uniformément quand h-^0 (et de même pour toutes tes dérivées).

On remarque ici que (9.42) dépend de n tandis que la majoration dans

(9.42} contient un exposant qui ne dépend pas de T\ ,

Démonstration du Théorème 9.9. : La majoration (9.42) résulte de la deu-

xième partie de la Proposition 9.8 et de (9.37).

De même la majoration (9.45) sur tout compact de B,(U,S^) résulte de

(9.56). Soit 0<îi«n, ÏCC^(B^(U,So)) égale à 1 sur B^(U,SQ-ÎO. Alors

on écrit :

(9.44) (P-z)'1 ̂  « î(P-z)"1 ̂  - (P-z)"1 [P,î](P-z)"1 ̂  ,

où le premier terme à droite se majore sans problème. Pour le deuxième terme

^ -1 A/ 'CSo-e(îO)/h^ ,
on remarque que [P,X](P-z) '^«^(e u ) dans I/(B^(U,SQ)) et

donc Ô(exp(-(SQ-£(?D-6(t))/h)) dans H(A^ ,1 ) . I c i e(î0 -.0 , î;^0 et

6(1)-.0, t - ^O . Donc (P-zî^lP^KP-z)'1 4/j»Ô(exp(-(SQ-e(îO-6(t))/h))

dans H(A^,r2) (quitte à augmenter c(î0 où 6(t) un peu). Si Kcc R"

on en déduit que le deuxième terme de (9.44) est (ff (exp(-(SQ-c(?0-^(t))/h))
7 ^ f\dans H (K) , où 6(t) -0 , t - ^O . Puisque nous pouvons choisir q et t

arbitrairement petits, on obtient bien (9.45).

Corollaire 9.10. Les fonctions u-,...,v forment une base dans F et
y , -2SJh^

la matrice de PJ pour cette base est de la forme diag(\i J + 0[e ) .
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Démonstration : On se place dans L (M/)) . Alors d'après (9.42), (v. |v,) s
^ / -2SQ/h\

(4/J^)=<S- ^ mod (&(e j . Donc V=((v.|vJ) est inversible et son
^/ -2SQ/h\ -N.

inverse vérifie V = I + © ^ e j . Puisque d i JnF s m s Ô(h ) il est

clair que {vp. . . ,v } est une base dans F . La matrice A de P dans

cette base est donnée par :

^.((PVjlv^V-1

y / - 2 So/h\
et, puisque (Pv. |v . ) =y . 6. i^e^e ], on obtient le corollaire. ,

Pour terminer cette section, nous allons maintenant montrer que
S(/h -: ————

e v. est ex ponent tellement petit localement dans O^B,(U,SrJ. Pour

cela,on remarque d*abord que,d*après le Corollaire 9.10 et le Théorème 9.9,

on a uniformément sur tout compact K :

/ -(2So*s(x)-e(n))/hN
(9.45) (P-Pj)Vj=0(e u ) , x € K

(et de même pour toutes les dérivées). En particulier, on a donc :

/ -(3So-c(n))/h^
(9.46) (P-Uj)Vj=^e u ) , X€K^B^(U,SQ) .

En utilisant des inégalités L à poids,on obtient alors :

Proposition 9.11. Pour tout compact KcO ̂ B^(U^SJ^ il existe £„ > 0

f -(S^)/h.
tel que v.=0(e ) uniformément sur K (et de même pour toutes

tes dérivées).

Un point x de 30 sera dit de type 1 si X€B^(U,SQ) et les points

de aO^B^(U.SQ) seront appelés de type 2.
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On se place maintenant près d'un point x^ de type 2. Soit Y (s) ss

(x(s) ,Ç(s)) la trajectoire pour tL avec Y(0) -(x^,0). Alors x(s) »

x(-s). De plus, x(s) (30 pour tout s ^ O , car si s^O et x(Sp) €90

alors on a aussi X(SQ»-S) »X(SQ-S) et en particulier x C Z S ç î - x C O ) d'où

Y(2 s/J •^(0) « (x,,0). Cette périodicité signifie que ï(s) reste dans

un conpact pour tout s € R en contradiction avec l'hypothèse (9.3). En
S^/h

particulier x(t) évite tous les points de type 1 et e (P-upv, est

à décroissance exponentielle, uniformément sur tout compact dans un voisi-

nage de n Y( I ) , où I«]1_,T^l est l'intervalle maximal de définition

pour Y (s).

Soit G la fonction fuite (adaptée à n) vérifiant (9.5) et (9.18). On

constate que G (Y (s) ) -^ ± « quand s-T, . En effet, puisque x(s)»0(r),

-^- G (Y (s)) ^r2 il faut au moins un temps ^ ^ à x(Sg+s) pour sortir

d'une boule de rayon CQR(X(SQ)) et pendant ce temps G(Y(SQ-»-S)) croît

par une quantité ^ Rr ^ 1 . Puisque R(x) ^ 1 •*• |x| , la trajectoire va

traverser une infinité de telles boules (disjointes) avant d'atteindre »

par t 'T^. . Cet argument montre aussi qu'il existe Cg et SQ tels que

(9.47) ±GCr(s)) ̂  r(x(s)) R(x(s)) pour ts^ .

On choisit maintenant de représenter les espaces H(A^,*) à l'aide

d'une tf. F.B.I. : T adaptée à A« s R2" . Etudions alors la fonction poids

associée à A . Cette variété est engendrée par la phase ^(x,9) ^(Imxîe-»-

t G ( R e x , 6 ) de classe S1'1. Plus précisément A^-^x ,-||̂  (x,6)) .^"û}-

II est alors clair que la fonction poids associée à H(A^ ,» ) est donnée

par

(9.48) ë^(a) •v.c.^ ^ ( ^ ( a , y ) - I m y . e ^ t G ( R e y , e ) ) , C X € A Q ,
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où ^ " Innp et <p(a,y) est la phase de T. Ici, pour t > 0 assez petit,

on a un unique point critique (non-dégénéré) dans B(OI,€Q) ; (y(a),9(a))

qui vérifie (y-a^) = 0 (t R (o^)) , (9-a^) » Ô(t r (c^)). Bien entendu, ^ = 0

et (9.48) entraînent :

(9.49) ^ ^(a) =G(Rey(a),9(a)) «G(a) ^ É?(trR) .

donc,

(9-50) S^(a) = tG(a)^0( t 2 rR) .

Pour s^ - SQ ,on obtient alors :

(9 -50 ^(Y(s)).<t(1 ^0(1)) G(Y(s)),?^ G ( Y ( s ) ) < 0 .

si t >0 est assez petit, mais indépendant de s .

La méthode de démonstration du Théorème 9.9 montre aussi que (1-X)v. »

6^(exp(-(SQ -c(n)) /h) dans H(Aç,r2) pour t > 0 assez petit. (Ici

c(n) -^0 quand n - O mais on ne va pas s*en servir. C*est d'ailleurs dif-

ficile car le domaine de validité de cette majoration en t risque de dimi-

nuer avec n ) . On fixe t > 0 assez petit. Si a > 0 , on peut trouver s, ïs,.

tel que :

(9.52) ^^l^' ^Cn)^) •

Soient maintenant n^cc^ deux voisinages de ILï([-s,,0]) où v. =

/ -(So-^/hx ^ J

(9^e \ uniformément pour tout c > 0 . Soit X^eC^ÎÎ,) t.q. x =!

sur !ÎQ . Alors :

, -(S.c)/h.
(9.55) X ^ v . ^ ^ e u j pour tout c > 0 .

et il existe B > 0 tel que :
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,/ -(S^B)/hx
(9.5^) Tx0vj•ô^e )

uniformément dans un voisinage de V(-s-). (Ceci est vrai au moins si l'on

prend la précaution de choisir s, , puis ÎÎQ et ^ii^sez grands pour

q u e : T X Q V j •Tv^ près de ^(-s^)) .

On rappelle ici également (9.46), qui donne :

/ -2S./hx
(9.55) (P-UjîXQVj'IP^lv^ é^e u )

si n > 0 est assez petit. On est alors dans une situation entièrement sem-

blable à celle du théorème sur la propagation des singularités analytiques

le long des bicaractéristiques pour un opérateur de type principal réel.

Concrètement, à l'aide d'une déformation de la fonction poids (comme dans

[S. il),on trouve un nombre V > Q et un voisinage ^j de x^ tels que

. / -(S^Y)/hx
(9.56) v _ 3 Q \e j uniformément dans îî, ,

et de même pour toutes les dérivées de v. .

Combinant ce ré.sultat avec la Proposition 9.11,on obtient :

Proposition 9.12. On suppose que n > 0 dans ta définition de MQ est

assez petit. Alors tout compact dans O^BjfUsS,.) admet un voisinage îî dans

J?71 et un nombre c. > 0 tels que : v . = ê?(exp(-(SQ-^^J/h) ) uniformément

sur îî et de même avec v . remplacé par 9 v . pour tout cxCjy .
J * J
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10. LE CAS D'UN PUITS PONCTUEL NON-DEGENERE DANS UNE ISLE.

Dans cette section,on garde toutes les hypothèses de la section 9 et

on suppose en plus :

( 10 .1 ) {ss^ et ^'^(p >0 •

Alors pour I(h) de la forme [C^h , C,h] (ou plus petit) l'essentiel du

travail sera de construire des fonctions propres asymptotiques sortantes

définies dans un domaine ouvert convenable qui contient x/. et tous les

points du type 1. Une petite difficulté sera posée par l'apparition de

caustiques près du bord, mais il se trouve que ces caustiques sont du type

"pli" le plus simple et on s'en sort à l'aide d'une intégrale oscillante

" du type d'Airy ". On termine la section par une comparaison entre les

fonctions asymptotiques et des générateurs des espaces F , et on en dé-
2 S./h 2

duit des développements asymptotiques pour e Imz(h) quand z(h)

est une résonance ainsi que des minorations et de majorations de cette

quantité.

Commençons par étudier le comportement des phases. Nous avons constaté

dans [H.S.1] que la fonction f(x) =d(U,x) - SQ est analytique dans un voi-

sinage de x = XQ , que :

(10.2) q ( x , f ^ ) = 0

dans ce voisinage (où q = Ç -V(x)) et que la variété réelle Ar : Ç = f (x)

définie au-dessus d'un voisinage de 0 est en fait la variété stable sortante

de dijnension n , associée au champ de vecteurs H qui a un point critique

en (XQ,O).
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Soit x^ €90 un point de type 1 . Soit x0^ x^,... €B^(U,SQ) une

suite qui converge vers x, . Pour chaque x 1 ' soit Y 1 ^ : ]-<»,0] -»-

B^(U,SQ) une géodésique minimale de U à x 1 ' paramétrée comme la pro-

jection d'une bicaractéristique ^v) pour q. Si ^(v) (0) « (x^ ,Ç^)

on a Ç ' ^ ^ O , ^ - - " et on en déduit que Y ' converge uniformément vers

l'unique bicaractéristique ^ : ]-»,0] - (x(t),^(t)) de (u,0) à (x,,0).

La projection Y(t) ̂ (t) de y est (à repararoétrisation près) l'unique

géodésique minimale de U à x, dans Ô u ( x , } . On écrira souvent YC-») •

Xp , 'n-«)'(xQ,0).

Dans [H. S. 1 ],(section 6), nous avons fait une remarque (classique) qui

dit ici qu'il existe un voisinage ft de Y((-»,()() où f«d(x^,x) -S,.

est une fonction analytique. Au-dessus de Î2 , la variété Lagrangienne A^

est donc bien définie. Puisque H ne s'annule pas dans un voisinage de

(x,,0) il est clair (avec un choix convenable de Q) que A.. se prolonge

en une variété H -invariante Acq" (0) , fermée dans un voisinage ouvert
^ ^

de ïd-"^]). Bien entendu, Y ( t ) € A , V t C l - 0 0 ^ ] et la projection na-

turelle n : A^R" est à différentielle bijective en tout point Y(t) avec

t<0 . Puisque n(A)<=0 , dlî ne peut pas être bijective en Y(0) = (x,,0) ,

et par ailleurs Kerdlî(x,,0) contient le vecteur non nul H .

Lerrme 10.1. d!ï(x.s0) est de rang n-î .

Démonstration : Soit g(x) "-dtx^O). Dans un voisinage de x, dans 0, on

a: gOO ̂ (x^^x)) / ) , où G est une fonction analytique près de (XpO)

et G(x,s)^-s . (Cela résulte facilement de l'étude des bicaractéristiques

de q partant des points au-dessus de 30 . Voir aussi plus loin).

Par un développement de Taylor, on obtient d'abord: \x(t) - x.\ s 6(t )

et ensuite: x(t) =2W(x^) -©(t2) , d'où: x(t) = 2 t V V ( x ^ ) ^ (&(t3) ,
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x(t) =x, + t vV(xJ + 6?(t ). On constate alors facilement que la restriction
• JL • -Lde la matrice g"(x(t)) à (x(t)) reste bornée quand t /0 . Ici (x(t))

désigne l*espace orthogonal de x(t) pour le produit scalaire standard de

R" . Pour établir le lenroe, il suffit de montrer que la restriction corres-

pondante de f"(x(t)) à (x(t)) reste bornée quand t /"O , car alors on

obtient: dJÏ(T/ ^(A))=>l im (x^))1^ (30).(x^ ,OJ ^Q x ^

Par la définition de S» , f , g, on obtient :

(10.5) f(x) «g(x) ^h(x) .

où h(x) î-0 est analytique dans un voisinage de Y([-c^ ,0[ ) , si c^ > 0

est assez petit. Pour avoir le contrôle voulu sur f"(x(t)) . , , il
(x(t))-1

suffit alors de montrer que :

(10.4) h"(x(t)) reste borné pour - C Q ^ t < 0 .

On peut ici considérer h"(x(t)) ïO comme une forme quadratique. Puisque

hïO s'annule sur Y , il suffit de trouver une famille d'hyperplans

H^^R") avec

(10.5) dist(H^ , (xdD^-O ,

telle que h" „ reste borné quand t-»-0.
"t

Si y est voisin de x, et t est voisin de 0 , on définit Kç(y)

canne la projection dans R" de exp(t H ) (y,0). Alors <^(y) dépend de

manière C00 (et même analytique) de (t,y) , <« = id et F^ = K (90) est

donc une famille C" d* hypersurfaces lisses avec x(t) =<^(x,) € 1 ^ , et on

a bien (10.5) avec hL=T , ^ (FJ . On considère l'application C00 F :

J-CnîO] x 3 0 3 (t,y) -•^(y) €0 qui permet d'identifier naturellement (et de
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manière C par rapport à t ) F à 90. Alors h p 'MK (y)) devient
oo ^ t

une fonction C h(t,y) définie dans un voisinage ouvert de [-e^Ol^x,}
M ^

dans l-CQ»0^ x ao et n su ît de montrer que h'^(t,xj est borné pour

t€[ -CQ,0[ . On sait déjà que ce hessien est ^0.

Comparant les deux équations eiconales : (f) «V et (g*) 'V , on

trouve: 2g» -h' --(h*)2 , ce qui donne: ̂  îî - -(h')2^ 0. Donc t - n ;_ ( t . x ^ )

est une fonction décroissante quand t - ^0 et puisqu'elle est déjà minorée,

elle est bien bornée quand t-*'0.

Nous avons déjà observé que H €Ker dîî (x,,0) , et le Lemme 1 0 . 1 montre

alors que

(10.6) Kerdn(XpO) « (H ) .

On va analyser la singularité en x, plus en détail et on commence par choi-

sir des coordonnées euclidiennes centrées en x, telles que T (90) soit
a •• 1

de la forme x «O et •5— soit la normale extérieure de 0 dans ce point.
n

Alors

(10.7) V(x) »-CQX^W(X) ,

où C Q > O et W(x) * < & ( | x | 2 ) . Alors H ( X p O ) » - ( : Q — — et la projection

A 3 (x,Ç) - (x*,^ ) €R" est un diffécmorphisme local près de (0,0) qui dans

un voisinage de ce point A se représente par :

(10.8) -^^(,.,^) , ç,^(x-^) ,

où g est analytique près de 0 , g(0) =0 , dg(0) =0. De plus nous avons

l'équation eiconale :

(10.9) q(x.,-^,^-,^)=0 .
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où on substitue (10.7) :

C 1 0 - 1 " ) -co^^^2-w(x''-^-o .

Soit h(x') 'gCx' .O) ' êdx ' l 2 ) . On obtient alors de (10.10) :

,2.
( 1 0 . 1 1 ) ^(Ix-|2) , ^fe-

^
°<&(|x' |) .

Sn'0 în-0

Dérivons ensuite (10.10) par rapport à Ç

-C,q.2Ç^2^^.|l(x.,-^)^.0 ,o gç^ n ax a^ax ax^ aç^ ^çZ

-^^^n^^'l^nl^^^'l^nl5 a^'0 'â^ n

d'où

( 1 0 . 1 2 )

(10.13)

9»-^(&(l(x-,Ç,)|2) ,
^n 'O

^^^(Kx-,^)!) .
^r~> ^rt n

^n 0

On voit donc que n : A -»• R devient singulière exactement sur l*hy-

persurface HcA donnée par :

( 1 0 . 1 4 ) H : l4=o^r=^(x ' ) ,
^ "

où ^ (x*) = ( 9 ( | x ' | ) est analytique en x* . Puisque H (0,0) est trans-

verse à H , dn|u est de rang maximal "~1 et C = n ( H ) est une hypersur-

face analytique contenue dans 0 et tangente à 90 en x, .

Dans un voisinage de Y([-Cr»,0[), on peut représenter f par la for-

mule :
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(10.15) f(x)-v.c.ç (x^+g(x',^)) ,

où il faut seulement bien déterminer le choix du point critique. Ecrivons

les développements de Taylor en (^n^n^*^

(10.16) g(x t ,^)«a(x t)*b(x l)(^-^(x l))^c(x l ,^)(^-^(x t))5 ,

(10 .17) ^-^(x'^c^x'^n^-^x1))2 ,

.2.
(10.18) d^ • 2 c" (x* ,̂ ) (̂  - ̂ (x1)) ,

^n

où c,c ' ,c">0 coïncident pour ^"^n^ et b(xt) "7^" (•x> ̂ n^'^ "

^ ( Ix ' l 2 ) d'après (10.11) et le fait que : ̂ (x») = ©( Ix ' | 2 ) .

l/hypersurface caustique C est donnée par :

(10.19) x^b(x') « O .

" Calculons " maintenant f à l'aide de (10 .15) ; le point critique

est donné par :

(10.20) x^Mx'^c^x'^n^-^x'))2^ ,

donc ^-Ç^*) est une fonction analytique de x' , (-(x^ •»-b(x*)) ,

et on peut réécrire (10.20) comme :

(10.21) ^n'^n^ =± ̂  ̂ n^"172 •

Pour x '••btx') <0 , on a donc deux racines réelles et puisque f doit être

croissante sur y quand x augmente, on voit facilement qu'il faut choisir

le signe •»• dans (10.21) pour récupérer f dans (10.15) et que :

frx)»a(x t)*x^^(x î)^(x^b)(^-^(x t))^c(x•,^)(^-^(x l))3
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où il faut donc substituer (10.21) avec le signe + :

(10.22) f(x) ^(x')^^*))—-^ (-(x^b))572.

Ici c > 0 est une fonction analytique de x , (-(x +b)) égale à

c(x ' ,^(x ' ) ) pour x ^ + b = 0 . Donc :

(10.23) f(x) =a(x') ^^(x')+G(x , (-(x^-b))172)

où G(x,s) est une fonction analytique avec G = S) (s ).

Près de x,=0, on voit donc que f se prolonge analytiquement au domaine
1 ^ cx + b < 0 et de manière C dans x + b^ 0 et que : f = f/C ^(x') + x C (x')

est de nouveau analytique. Pour ce prolongement, on a : f(x) ^d(U,x) -S^ .

En un point de H (= IT~ (C)) on sait que dJI(H ) est tangent à C.

D'autre part,par l*équation eiconale pour f (qui reste valable pour m *

b^O) , cette projection vaut 2 V f ( x ) et donc :

(10.24) Vf(x) €T^C pour V X € C .

Si on munit C de la métrique euclidienne induite, il est alors clair que:

(10.25) ||V'r|| - H V f l l , (vr')2^ sur C .

Puisque la distance d'Agmon d*un point x € C à 90 est de l*ordre de

grandeur V(x) , l'inégalité triangulaire montre qu'il existe une cons-

tante C Q > O telle que :

SQ^x^CQVÎxr'72^ , V x € C ,

(10.26) ^(x) ^-C^x))572 , V x € C .
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Lerrvne 10.2. It existe un voisinage V de x. dans C et une constante——— ^ j[

C > 0 tels que f(x) >^C V ( x ) , x €U.

Démonstration : On travaille sur C près de x^ où V est une fonction >0

et analytique. Si CQ>O est assez petit et si |y| ̂  GgV (x)^2, alors

V(x) ,V(x-y) sont du mâne ordre de grandeur (uniformément quand x et y

varient). Si on applique un développement de Taylor à f(x-y), on obtient

à l'aide de (10.26) et de 1•observation ci-dessus :

^(x) -vî '(x) •y^CWx))372^2)^ .

Avec y » c V f ( x ) , on trouve à l'aide de l'équation eiconale dans (10.25) :

^(x) -^(x^C^O^O^c^x))^ ,

ce qui donne l'inégalité voulue si on est assez près de x,, où V est aussi

petit que l'on veut, et si l'on choisit e > 0 assez petit.

Remargue K)^3. Supposons que (près de x< ) C n a 5 » r soit une sous-variété

lisse. Par une analyse facile et directe de l'équation eiconale (10.25) et

en utilisant aussi le lenroe précédent, on voit que les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(*) C a un contact d'ordre 2 exactement avec 30 le long de F ,

c.à.d. :Vj^(x)^dist (x,D2.

(**) ^ ' ^ I c s'an^ule à l'ordre 2 exactement sur F , c.à.d.
-\, j
f(x) ^dist (x,r) . D'autre part, («») entraîne que F
-\, j
f(x) ^dist (x,F) . D'autre part, («») entraîne que F est

une sous-variété pas seulement C", mais analytique.

On peut prolonger f au travers de C à l'aide de ( 1 0 . 1 5 ) , mais le
prolongement n'est pas unique, car il n'y a pas de choix canonique parmi
les deux points critiques qui sont maintenant complexes. Bien entendu, les
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deux extensions de f sont aussi données par (10.23), où il faut maintenant

choisir une branche de la racine carré. Pour x +b>0 , on obtient f =

f^if^ où f^ ,f^ sont réels et analytiques en (x,(x ^bCx'))1 7 2) ,

^Ic'^ ^Ic'0- ^P^s,

(10.27) ^OO^x^bCx'))372 .

pendant que f^ est analytique dans x +b^0. Evidemment, les deux exten-

sions de f peuvent aussi s'obtenir par prolongement holonorphe de f , où

il s'agit simplement de contourner le complexifié de C dans un sens ou dans

l'autre. Il est alors clair que l'équation eiconale (f')2^ reste véri-

fiée dans x ^bï0 et on obtient donc :

(10.28) 7 ^ ( f ^ ) « 0 . ( V f ^ ) 2 » (Vf^^VCx) .

Si l'on pose g ' x + b , il résulte de (10.27) que V. est un champs
2

de vecteurs à coefficients analytiques en x , g ' 2 de la forme V/, » ©(g) +

^^g? )g vg avec a>0. En coordonnées locales y- (y',y ) t.q. C

soit donnée par y^ = 0 et ^Ï9-»— »on trouve alors :
n

(10.29) 7^ -^aj(y)^- , ^(y)'<D(y^ , 1 .< j .< n-1 ,

a^y)^2 ,

où de plus a, est une fonction analytique de (y',y ). On peut alors dé-

singulariser V^ à l'aide du changement de variables : z' =y ' , z =y 1^ 2

qui donne :

(10.30) v^^b^z)^ . bj(z)»©(2^) , 1.<j .<n-1 ,

^(2)^1 .
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Le changement de variables x-»z est un difféomorphisme analytique local de

x * b > 0 sur z > 0 , et la première équation de (10.28) et le Lenroe 10.2

montrent que :

(10.31) f^ ^0 ,

et on a égalité exactement pour les points x t.q.,pour un t ^ O convenable,
'v,

on ait : exp tV^ (x) € (y €C ; f(y) " 0) » {l'ensemble des points du type 1 } c
^f

c n aô.

Remargue 10^4. Faisons les hypothèses de la Remarque 10.3, y compris (*)

et donc (*»). Dans ce cas, r est l'ensemble des points du type 1 et l'ensem-

ble G des x avec x ^ b ( x ' ) > 0 , tels que exp(t7f^)(x) € F pour un

t « t ( x ) < 0 convenable, est une sous-variété analytique avec codim _ G »
R"

codijn-r , d'après le changement de variables x - z ci-dessus. De plus,

f,(x) ^dist(x.G) uniformément dans x ^b(x') >0.

Près de x« , nous allons maintenant étudier des fonctions oscillantes

de la forme

-7 r "^n^n^'^n^
(10.32) u (x ,h )« I (a ) (x ,h )«h a(x',^,h)e n " n d Ç ^ ,

Hx)

où a(x',Ç ,h) est une réalisation (voir [S.1] pour la terminologie utili-

sée) d'un symbole (semi)-classique analytique défini dans un voisinage de

x' =0 , Ç »0 :

(10.33) a(x',^,h) ̂  } ^ C x ' , ^ hj •
J € ^ 14

Ici tous les a. sont définis et holomorphes dans le même voisinage de 0 et
vérifient la condition de croissance habituelle :
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00.34) la^x',^)!^1 ^ .

Le mot " semi " se réfère aux demi-puissances de h qui apparaissent mais

qui ne causent aucune différence essentielle par rapport au cas des sym-

boles classiques.

Il faut bien entendu spécifier le choix de Y(x) dont les extrémités

seront fixées. On cherche à rendre Re(x^^ g(x',^)) aussi grand que pos-

sible sur Y :

I. Pour x^+b(x ' ) < 0 , on a deux points critiques réels en Ç : Ç"(x)

avec ^(x) <^(x') <^(x). La fonction R3 Ç^x^ -g(x',y a un ma-

ximum en ^ et un minijnum en ^ . A 1 * intérieur de Ô on cherche plutôt à

avoir la solution (10.52) qui est exponenttellement grande et on va donc
+ a5

faire passer Y(x) par Ç . On a d'après (10.18) et du fait que — 4 > 0 :
<

(10.35) x^ gOc1^) s t(x) ^ c(x) (^ -^)2 *c(x)(^ -^)5 ^ ...

où e ( x )>0 , en effet e(x) =c*'(x',^) (Ç^ -Ç^) ^ (-(x" ^b))172 et c ( x )>0

reste uniformément minoré par une constante >0 dans tout un voisinage de

0. On dessine alors les régions, où Re £(x) (Ç -Ç*) >0 et

Re c(x) (Ç^ - Ç4,)3 > 0 qui sont respectivement :

et
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On choisit alors Y près de Ç a£ de la forme :

Y(x)(t)«^(x)*t e10^1 -e^t,$0

YCxKD.Ç^.te16^^ 0.<t^

où BCout) €]0,n/6l , 9(in) € ]n/6 ,n/4[. Alors,sur cette partie de Y(x).

on obtient :

(10.36) ^Vn^^^^O^n^nl3 9

où CQ > 0 ne dépend pas de x .

II. Pour x + b » 0 , la discussion précédente s'applique avec e"0 , et

on fait le même choix de Y(x) | r , .
r^'^

III. Pour x ^b>0 , on a deux points critiques conjugués ^- et Ç^

avec Im Ç^ < 0 . Des considérations géométriques (voir la Remarque 10.6,10.42)

montrent que si l'on veut construire des solutions asymptotiquement sortantes

au sens de (10 .41) et (10.43), alors il faut définir f(x) corane la valeur

critique : ̂  ^r,'*'g (x* »^n)« II ^aut donc faire passer Y par Ç^ . On a

^^^(^'.^^(xî-ietxK^-^^^x)^-^)3^... ,

où c ( x ) = a ( x ) ( 1 + i o ( 1 ) ) , c(x) « c ( x ) ( 1 + i o(1)) , quand x^b-0, où

a(x) >0 , c(x) ^const. >0. Le terme cubique a donc le même comportement

qu'avant, tandis que Re(-i e (Ç -C) ) est >0 grosso-modo pour

arg(e -0 € ] 0 ,5l U]n ,% . On peut alors choisir Y(x ) | r , essen-

tiellement de la même façon avec les mêmes valeurs de 6 (in) ,9(out) :

Y(x)(t)«^(x)*t e10^1 , -c^<t<0 .

YCxnD^x^te19^^ , 0.<t.<co ,
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et,sur cette partie de ^(x), on a encore (10.56), quitte à remplacer Ç

par Ç* et f par Réf. (Pour obtenir la solution asymptotiquement ren-

trante c.à.d. celle avec f remplacée par f dans la zone III, il suffit

de remplacer Y(x) par son inage par conjugaison complexe ; "Y(x). Par dé-

formation de contours on voit alors que, dans la zone I, la solution sor-

tante et la solution rentrante coïncident module une erreur exponenttel-

lement petite par rapport à e" v } ).

Pour x assez voisin de x,, on peut maintenant facilement étendre la

définition de Y(x) à I-ZCQ^CQÎ de telle manière que

1°) Y ( x ) ( [ - 2 c Q , - C Q J U [CQ,2 CQJ) reste uniformément éloigné de ^ et Ç^

respectivement ,

2°) ï(x) (± 2 c/J ne dépend pas de x ,

3°) (10.36) reste valable sur l* image de Y(x) (avec les modifications
f t ^n-^ " » " t^Ref" pour x^b>0) .

Soit x, assez proche de x- , dans la région x •»-b(x') <0 et soit
'V, f^
U un petit voisinage complexe de x, . Alors,pour x €U, ^intégrale (10.32)

peut être "calculée" à l*aide de la méthode du col (voir par exemple [Sj,

Astérisque n° 95], section 2) et on trouve

(10.37) I ( a ) (x ,h )=a (x .h ) e'^^^ ,

où a est aussi la réalisation d*un symbole semi-classique analytique d*or-
^ ^

dre m. Pour connaître le développement asymptotique de a dans U, il suf-

fit de connaître celui de a dans U = { (x* ,^(x)) ; x€U} .

On a donc une application des symboles analytiques semi-classiques formels
^

d'ordre m définis dans U dans la même classe vis-à-vis de U , qui est donnée

via un opérateur intégral de Fourier elliptique au sens de [S .1 ] , section 4,

et on sait donc aussi que cette application est bijective.
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II faut naintenant analyser l'action de P--h A + V sur l(a).

Proposition 10.5. Soit a corne dans (10.32). Alors il existe un voi-

sinage U de x. et un nombre e, > 0 tels que :

A, --5- f "ac», ̂ w/^ "̂  ^ -<s/h
P(x,D^(I(a)(^h))-h 6 \ e n n P ( x 1 ̂ D^.^ ̂  ^(e^aîd^

( 1 0 . 3 8 ) y ( x }

- (Re f ( x ) ' i ' € J / h
=^(e 1 )

uniformément pour x € U. Ici 'P =D2^ -Ç^ V(x9^^ ) , où D = h D , ï = h ^ et
n

où V(x' ^ç ) est considéré corne un opérateur pseudodifférentiel dont
rhfaction sur e~^' a est définie soit par le développement asymptotique

standard, soit d l'aide d'un contour d'intégration dans l'espace ^ ^ ® ^u

9 indique la variable duale de ^ . (Voir (5.2l, section 4 ) .

Démonstration : L'action de -h^ sur I(a) est facile à calculer et donne

lieu à l'opérateur S2. -^2 sur e^" a . Il s'agit donc seulement de trans-

former la multiplication par V(x). On peut ici traiter x',x^ coimne des pa-

ramètres, par rapport auxquels il faut travailler uniformément. Alors si

^(x' ,C ) x - Re (x^ ̂  ^ g ), on a (dans un assez grand voisinage de (0,0)) :

-x_L, ^ -g(x',U/h
e "^(x1,^ )(e n a(x',^,h)) »

'n
(10.59)

^ -^n^S^1'^^ ^ (^epA
-VCx'.x^^ )(e n n " a(x',^,h)).<9(e ) .

D'autre part :V (x ' , x *^ ) »V(x) ^^ <»F(x,^ ) , où F est un opérateur
" ^n ^n "n

pseudodifférentiel en 9 . Module des erreurs exponent tellement petites
A/hpar rapport à e , on obtient alors :

^ ^Vn^^V(x',^âç )(e n n a)

^•^ -^C^^ ^ -^n^)^
« V(x)(e p n a) ̂ . (e n n c)

'n
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où c est le symbole analytique (semi-classique) qui apparaît dans :

^ '^n^n^711 •^n^S)/11
F(x,9 )(e n n a )=e n n ctx'^h) .

'n "

II suffit alors de constater que :

f ^ ^Vn^^ F -(V'n^^2^ ^ -(Ref^J/h5. (e " n c ) d £ - he n " = &(e ' ) ,
i 'n n L ^(-2^

où e, >0.

Remargue 10^6. Soit x- assez proche de x, dans la région x • • •b>0. Alors

l'intégrale (10.52) se "calcule" aussi par la méthode de col dans un voi-

sinage d^î x. , et on a encore (10.57) que Pon préfère maintenant écrire

ccnroe :

U0.41) KaKx^^x.hîe^100^ ,

où a est comme après (10.57). Le choix du point critique £,* plutôt que Ç

détcrniine un choix de branche de f , et on rappelle (c.f. ( 1 0 . 5 1 ) ) que :

(10.42) I m i f ( x ) ï0 .

Si on pose alors A. /.= ((x,i f* (x))} où x varie dans im petit voisinage

complexe de l*ensemble des points x réels (et proches de x, ) tels que

x ^ + b ( x ' ) > 0 , et A^ p= {(x,if^ (x)) ; x est réel et Im i f ( x )=0 } ,

alors (localement) :

(10.45) A^<=P'1 (0) , A ^ ^ = { e x p ( t H p ) (x,0) ;

t >0 , x€aÔnB^(U,Sy) } .

Le fait que l'on a ici " t ^ O " plutôt que " t < 0 " signifie que I(a) est

asymptotiquement sortant.
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Rappelions maintenant les constructions BKW de [HS.I]. Soit -A -*•

-T^'Cx/Jyyy > l'oscillateur hannonique localisé associé à P,U. C'est

un opérateur auto-adjoint seni-bomé sur L (R11) avec un spectre discret
n ^

et dont les valeurs propres sont de la forme V (a_ ^-r)?, » û« (ap«..,a ) €

M11. Ici p. > 0 et t y,, ... ,± u sont les valeurs propres du linéarisé

du champ hamiltonien en GJ,O) ; cette description donne aussi la multipli-

cité des valeurs propres de manière naturelle. Soit EQ une valeur propre

de multiplicité N^ et CQ > ° assez P^t P0111' ̂  t^ " ̂  > ̂  * C0^ ne

rencontre pas d'autres valeurs propres. On pose alors IQ^ " ̂ ^o"^ '

h(Eo*Co)] et on rappelle le :

Théorème 10.7. ([H.S.l]^ te résultat correspondant dans le cas C

est essentiellement dû à B. Simon [Si. 2}).

Si h>0 est assez petite alors -T^W contient exactement N^ va-

leurs propres (comptées avec leurs multiplicités) ; Uj* •••.»?»» • ^^ chaque

valeur propre est la réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique

(10.44) ^.(h}^h ]ZZZ ̂  ̂  , E^.E,

k^S

(où dona plus précisément, pour chaque C>0 assez grand, il existe un

e > 0 tel que :

\Vj-h ̂ ' .̂̂  hk\ =(!)(e~e•/h) . h^O} .

°^À

On dit que p. a la multiplicité asymptotique N, , si il y a exac-
•^0 '

tement N, des p. avec le même développement asymptotique que y. . L a
' J '0

vraie multiplicité de u est donc (pour h > 0 assez petit) inférieure ou
JO

égale à N^ .
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Théorème 10.8. ( [ H . S . l ] ) . Soit u, une des valeurs propres du théo-

rème précédent et soit N- sa multiplicité asymptotique. Soit E t'espace

engendré par tes vecteurs propres correspondants. Alors it existe une base
0

O.N. <P,.,....,4>.. dans E tette que^dans un voisinage ^<=^ (convenable)

de U s on ait :

(10.46) ^.(x,h) =h~^/4 a .(x,h) exp - d ( U , x ) / h .
v J

Ici a. est une réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique :
v

^j
( 1 0 . 4 6 ) a.(x,h)^ î a. ( x ) h^2 ,

J _ 00 v9

où tes a. sont hotomorphes dans un ouvert Qcc avec î ï n j f - î î et
j>^

a . ^ = Ô(\X-XQ\^) pour \)>0 .

Dans la suite on se place toujours sous les hypothèses du Théorème
N- N.

10.8. Avec N ~ > 0 assez grand et I(h) s lu^ (h) -h , p ^ ( h ) + h ] , on

pourra appliquer les résultats de la section 9 (en remarquant toutefois

que les 4). ne sont pas nécessairement des fonctions propres mais qu'il
^

existe une matrice orthogonale (ui. i.(h)) telle que les fonctions <p- =
J 9^' J

^ u. , ip. le sont). Il s'agit donc d'étudier N. résonances (comptées avec
J 9"- "' '

leur multiplicité) et en particulier leurs parties imaginaires.

La première étape (déjà en grande partie achevée) est de prolonger

les solutions BKW dans (10.45) canne solutions approchées convenables de

l'équation: (P-h E(h) )4>-0. Ici on écrit : u^ (h) =hE(h).E(h) ̂ r^^E^h^.

^
Soit îî un petit voisinage ouvert de 'y([-°°,0]) que l'on diminuera

^ ^
un nombre fini de fois dans la suite. On pose !î ^ { x e î î î x ^ b ( x * ) > 0 ) ,

î^ ̂ ^ (î2^ U C ) . Alors canne nous l'avons déjà constaté, S« * f (x) (^d (U,x ) )
^

sera une fonction analytique dans î2_ . Pour alléger les notât ions, on se
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concentre sur <p"<Pi et on écrira a à la place de a. . On peut alors fa-

cilement étendre la définition de a(x,h) à 2^ conroe symbole analytique

fonnel, en résolvant successivement les équations de transport imposées sur

les différents termes dans le développement asymptotique de a par l'équa-

tion formelle :

(10.47) ^W/^ (P-hE(h)) (e^00711 a) ~0 dans 5, .

Près de C , f et a développent des singularités, donc dans un voisinage

de Y(-c) pour c > 0 assez petit on représente a e' / fonnelleroent

canne I(c)(x,h) où c est un symbole analytique semi-classique fonnel du

même ordre que a. A priori c (x ' ,£ ,h) sera défini seulement dans un pe-

tit voisinage de (x'C-eL^-c)) . où ^( t ) - (x( t ) ,Ç( t ) ) -Or(t) ,Ç(t)) est

la bicaractéristique de q « Ç -V qui se projette sur Y . Or, la corres-

pondance c--a est une bijection et donc d'après la Proposition 10.5, on

sait que formellement :

(10.48) e^ (?-hE(h)) (e'^c^O .

Cela même à des équations de transport pour c qui font intervenir un opé-

rateur de transport dont la partie différentielle est un champ de vecteurs

dont t - (x* ( t ) , £ ( t ) ) est une des courbes intégrales. On a donc une ma-

nière de prolonger la définition de c à tout un voisinage de ((x'(t) ,^(t)) ;

|t| ^ e) de telle manière que (10.48) reste valable.

Si l'on choisit une réalisation de c, on peut alors définir I(c)(x,h)

dans tout un voisinage de x, vérifiant :

i"i-V2 „ /./,
(10.49) I fc ) (x ,h )«©(h )e Ke r/"

-(Ref+cJ /h
(P-^) ( I (c ) ) (x ,h )«(&(e )
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uniformément, où c, >0. Dans un voisinage de Y(-e), on a aussi :

r/i- - (Ref+cJ /h
00.50) I ( c ) -a e^^Ce 1 ) ,

si a dénote aussi une réalisation.

(^litte à diminuer n on peut maintenant recoller I(c) et a e'̂ 1

à l'aide d'une troncature C" standard, et on obtient :

Proposition 10.9. Sous les hypothèses du Théorème 10.8., il existe
^

un voisinage ouvert Cl de ^ ( [ - ^ . O ] ) , des fonctions u.(x,h),.. .,^ (x,h)€
•Ton ^ 1

C (H) , des symboles analytiques formels a.(x,hî,.. .,a,y (x,h) définis
7

^ 1

dans Çl^C et prolongeant ceux du Théorème 10.8, ainsi qu'un nombre c, >0,

tels que :

n/4^^1/2 ^/h ^ , .,, -(S ^ef)/h
( 1 0 . 5 1 ) h J u^ e (P^^^Ôfe )

uniformément dans !î,

^ (S^f)/h
( 1 0 . 6 2 ) Sur tout compact dans !î^C ; e u. est une

réalisation (au sens des symboles analytiques) de

^s-
On rappelle encore une fois que Sp ^Re f » SQ •»• f ^ d (x«,x) dans

^ ^
^ uC et que Re f ^ O dans Q^ uC , avec égalité seulement sur les courbes

bicaractéristiques de p issues de a5nB,(U,Sp).

Conroe à la fin de la section 9, on introduit les fonctions v. ̂ p^.,

où F =<^ F^ , ip. S X 4 > , > et il s'agit maintenant de comparer v. et u. . On
\) ~ ^ ^

a le :

Théorème 10.10. On fait les mêmes hypothèses que dans le Théorème

10.8 et on introduit u, et v, comme ci-dessus. Alors, quitte à diminuer
v u

f\^
t'ouvert SI autour de ^d-^.O]) , il existe c. > 0 tel que :
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-(a(x) -t-cj/h
(10.62) u^v^f)(l) e

J J

^
uniformément sur Î2. Ici on a posé s ( x ) =d(V^x) dans 5jfî/,5J , s(x) =SQ

dans le complémentaire.

Démonstration : On pose : ww. •u. -v. . Puisqu'il existe une matrice or-
f\,

thogonale (u. , ) telle que <p- «^(D, , < A > nous pouvons appliquer le Théo-
J »K J J ,K K

^ ^ ^ ^
rème 9.9 avec <p . 'X 4?. , v. «IIp ^. , et,puisque l'on récupère v. à partir

des v. en inversant la matrice (u), ,), on en déduit que :
J j 9"

(10.54) Pour tout c > 0 , on a : w - Ô (e^'500^)
^

unifonnément sur î î .

On montre facilement à partir de (9.43) et (9.46) pour les v, que

les v. vérifient aussi (9.43) et qu'il existe un Cç^0 tel que

-(e^s(x))/h ^
(10.55) (P-p,)w»(&(e ) uniformément sur SI.

Toujours en inversant la matrice (œ. ,J, on montre que v. -<p. vérifie
J 9"- j j

(9.42) et alors le Théorème 10.8 et la Proposition 10.9 montrent qu'il

existe un voisinage î2 de U et un Cn > 0 tels que :

•(e^s(x))/h
(10.56) w«(&(e ) uniformément sur H.

^
Pour x € Sî^ , on pose :

(10.57)

Alors :

(10.58)

k(x)»min(£o^s(x) , inf d(U,y) *d(y,x)) .
- 'v»ycaîî .

^
k(x) ^SQ , pour x 6^ dans un voisinage de x,

k(x) >d(U,x) pour x€Y( [ -» ,0 [ ) ,
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co ^
et en multipliant w par une fonction dans C^(î2 ) qui vaut 1 sauf dans un

petit voisinage de la frontière, on montre à l'aide des inégalités L2 à

poids conroe par exemple dans [H. S. 1 ,2] , que :

(10.59) w^Ce0^00^) uniformément dans ^ ,

pour tout c > 0 . Puisque l'on s'accorde le droit de diminuer H , il suffit
^ .maintenant de montrer que e w = w est uniformément à décroissance expo-

nentielle dans un voisinage de x^ . Si î^ est un petit voisinage de x, ,

on sait que

(10.60) w^Ce^) dans ^ pour tout c > 0 ,

-c^/h
(10.61) (P -u^ )w»<&(e u ) dans ^ pour un C Q > O .

Ici (10.60) résulte de (10.54), (10.58), (10.59) et nous permet d'é-

tudier w microlocal ement près de (XpO) de la même manière que l'on avait

fait pour v , au-dessus d'un point de type 2 à la fin de la section 9. Soit
A

donc T conroe à la fin de la section 9 et Y la bicaractéristique de P pas-

sant par (XpO) à l'instant 0.

Les arguments menant à la Proposition 9 .12 montrent aussi que si

s > 0 est assez petit et si X €^"(0^^) vaut 1 près de Iï Ç(-s) , (où
S / h

II est la projection naturelle sur l'espace des x ) , alors e TX v.A s J
est à décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de Y (-s).

D'autre part, la Remarque 10.6 et une application sijnpie de la méthode de

la phase stationnaire permettent de tirer la même conclusion concernant
Sp/h

e TXgU. . Si X^ eC/JO.) vaut 1 près de x, , on trouve alors à l'aide

de (10.60) que T X ^ W est à décroissance exponentielle uniforme près de

chaque point î(-s) pour chaque s > 0 assez petit. Utilisant alors (10.61)

ainsi qu'un argument de déformation standard (déjà évoqué à la fin de la
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section 9),on trouve alors que :

(10.62) T X i W est à décroissance exponentielle uniforme

dans un voisinage de Y(0) " (x,,0).

Puisque (XpO) est le seul point "non-elliptique" pour P-Ui

au-dessus de x, , on montre facilement à partir de (10.60)-(10.62), par

exemple en utilisant le calcul pseudo-différentiel de la section 6, que w

est à décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de x« .

On peut maintenant étudier la partie imaginaire des résonances. Soit
N!

z(h) une résonance associée à F et soit v € F de la forme v » T n- v. ,

T Ï € C 1 , ||ïi|| .1 , avec :

(10.63) Pv«z(h)v .

Nous allons appliquer la formule de Green à un domaine ouvert WccR1 1 de

bord C" par morceaux, qui contient Bi(u,S^). Plus exactement, soit W^ccR"

à bord C00 et contenant BJU.S^). Al ors, pour e > 0 très petit, on pose :

(10.64) W « { X € W Q ;V(x) > - e ) .

Alors,dans un voisinage de B,(U,So) nôÔ , le bord 9W est donné par V(x) "

- e et les Théorème 10 .10 et la Proposition 9 .12 montrent que,pour un point

de 9W, ou bien on est proche d'un point de type 1 et alors les fonctions

v. (mais pas nécessairement v , car les n- peuvent dépendre de h de ma-

nière incontrôlé) sont de la forme BKW (10 .41) module une erreur exponen-
-S./h

tiellement petite devant e , ou bien on est loin de tout point de
S^/h

type 1 et alors e v. est exponenttellement petit.

Si ( | ) et || || désignent respectivement le produit scalaire

et la norme dans L (W) , la formule de Green appliquée à :
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0»( (P-z (h ) )v | v ) - ( v | (P-z(h))v)
donne :
00.65) Imz(h) - ||v|| 2 « - h2 Im f |̂  7 dS ,

3W

où dS est la mesure de surface sur 3W et n désigne la normale unitaire

extérieure.

Ici [[ v|| - 1 est exponentiellenient petit puisque v,,...,v,.. est,

roodulo une erreur exponentiellement petite,une famille orthonormée dans

2 S0/h
L (W). De plus e v est exponentiellenient petit en dehors d'un

3W

petit voisinage îîj des points de type 1 . Donc il existe €.Q>Q tel que :

2 f 3v- '^O*^711
(10.66) bnz(h)=-h Im ^-vds^(&(e ) ,i dn

awnî î j

, -(V^711
et de plus les v. sont roodulo Q (e ) de la forme BKW (10 .41)

dans BWnnT' ixenr ;V(x) = - c } . On peut donc aussi dans (10.66) remplacer

les v. par leur forme BKW.

Nous allons tirer plusieurs conclusions de (10.66) et de la forme BKW

des v. . La première est une majoration sur - Imz(h).

Théorème 1 0 . 1 1 . On fait tes mêmes hypothèses que dans te Théorème

s '"10,10. Alors il existe CQ>O tel que :

l-n/2-2 max (m .) -2 S y/h
( 1 0 . 6 7 ) 04-Imz(h) ^CQ h v e

Ici m-,...,m., sont donnés par la Proposition 10.9.
" 1

Ici on rappelle de [H.S.1] que max(m.) peut être majoré explicite-

ment à l'aide de E,. et des valeurs propres du linéarisé du champ hamilto-

nien de q^Ç -V en (U,0). Quand E^ est la plus petite valeur propre de
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l'oscillateur harmonique localisé en U , alors N Q « N , et m< =0 . Conroe le

fait A. Martinez [Ma] dans le cas du splitting pour un potentiel symétrique

à deux puits, on peut probablement majorer le dernier membre de (10.67) par
-CQ

C h exp(-2 S (E^/h) , où S(E(P »S(EQ,h) désigne la distance d'Agmon re-
2 ^ -

lativeroent à la métrique max(V - h Ep.O) dx du puits modifié U » {x €0 ; x

est voisin de U et V(x) -hE^ 0} à la ''mer'* modifiée de la même façon.

Ici CQ est une constante qui ne dépend pas de Ep .

La démonstration du Théorème 1 0 . 1 1 est iumédiate, compte tenu de

(10.66) et du fait que l'on peut en plus y rençlacer les v. par leur ex-

pression BKW correspondantes. On remarque aussi que si les points de type 1

forment une sous-variété lisse de codimension d dans 90 et si C a un

contact d'ordre 2 exactement, alors,compte tenu de la Remarque 10.4, on

peut améliorer la majoration (10.67) :

1-n/2*d/2-2 roax (mj -2 S./h
(10.68) - I m z ( h ) ^ C h J e .

Regardons ensuite les développements asymptotiques :

Théorème 10.12. On fait les hypothèses du Théorème 10.8 et on sup-

pose en plus que AL = 1 , que les points de type 1 forment une sous^ooriété

tisse de codimension d et que C a un contact d'ordre 2 exactement avec

80 te long de cette sous-variété. Soit alors z(h) ta résonance (unique

et simple) correspondante. Alors

l-n/2-Hi/2-2 m -2 S Jh
(10.69) -Imz(h)=h 1 f(h)e v

où f est une réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique d1 ordre

0. Si E,. est une valeur propre simple de l'oscillateur harmonique localisé

(et donc N = N ^ = 1 ) , alors le développement aeymptotique de f ne contient

que des puissances entières de h. Si F, est la plus petite valeur propre
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de l'oscillateur harmonique focalisé, alors f est un symbole elliptique

positif d9 ordre 0 (et m ^ = 0 ) .

Démonstration : Dans ce cas, nous avons v'v- dans (10.66) et il suffit

alors d'utiliser la forme BKW de v< et la méthode de la phase stationnaire

analytique. Pour la dernière partie de la démonstration, il faut aussi ob-
3 ^server que : •̂ - Re f > 0 sur 8WHÎÎ, , et que le symbole a qui apparaît dans

la description BKW de v< est elliptique. ^

Reroargue 1 0 . 1 5 . Pour préparer le calcul de certaines constantes dans les

chapitres 15 et 14,nous allons "expliciter" la contribution principale au

développement asymptotique (10.69) de l'intégrale (10.66), quand on fait les

hypothèses géométriques du Théorème 1 0 . 1 2 . Soit rc90 l'ensemble des points

- de type 1 , qui est donc par hypothèse une sous-variété analytique de codi-

mension d dans 90 et dans C . Sans changer le développement asymptotique

(10.69) on peut remplacer 9W dans (10.66) par C 3S (x € voisinage de F ;

f^tx) •£}. Ici on écrit t'ti - i t^ comme après la Remarque 10.5. Soit

F çC la sous-variété formée par les points d'intersection entre les cour-

bes bicaractéristiques de p issues de r et de C . (Ces courbes bicarac-

téristiques sont aussi des courbes intégrales de V f^).

On suppose pour simplifier la discussion, que z(h) est la résonance

engendrée par la première valeur propre de Pi, . Alors en dehors de C (mais

près de C) :

-n/4^ -t(x)/h-S /h
(10.70) . v(x,h) =h n/4 a(x,h) e u

où a est une réalisation d'un symbole analytique elliptique classique d'or-

dre 0. Soit ân(x) la partie principale de a. Alors,

2S./h 1 n/7 f ^ 7 ^2 '2^/h
(10.71) e u (-Imz^'O+^hDh1"117' j [^(xîl '-^e ' dS .

^
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^2Sur F »on a : -ï-r" |V fJ et |V f -1 » 0 , donc par l'équation eiconale :

^2 ,— 2——•/-V- On rappelle aussi que : f, (x) ^dist(x,r ) et on note F (x) ,
d** C ^

xer , le déterminant du Hessien transversal de f,| (c.à.d. la restric-
e ' C. ' e

tion du Hessien de f< à T r"). Par la méthode de la phase stationnaire ,
^

on peut alors réduire (10.71) à une intégrale sur r :

2S./h ,/. 1-^4 f |^(x)|2/^'
(10.72) e u ( - I m z ^ î - d + Ô W î n ^ 2 h z \————TTT ^r •

} (F^x))172 ^

D'autre part, la discussion menant à (10.37) montre que l'on peut voir

àzJx) canne une fonction holoroorphe ramifiée autour du ccmplexifié de C

et que Sg a une singularité en ( x ^ b ( x ' ) ) * / . Donc pour x € r , la li-

mite

(10.73) ^(x)-lim |ào(y)|2 ^(y)]172 ,
y^x

existe, à condition de prendre la limite soit avec y € U F , soit avec
€>0 €

y dans la réunion G des géodes iques minimales de U à r . On trouve aussi

que F (y) --F(x) , e-*-0 , y-x , où F(x) est le déterminant du hessien de
^ —Lf (=f p) restreint à T I . On peut donc faire tendre e-»-0 dans (10.72)

pour obtenir la contribution principale à (10.69) :

(10.74) e'^^W^^^W^2 ̂ n/2^2 f -^ dS- .
j, (F(x)) l /z r

On peut aussi décrire F canne une "limite de l'intérieur" de la manière

suivante j G est une sous-variété analytique de 0 de codimension d . Soit

Y^ÇG la géodes ique minimale de U à x € F avec Yg(t) -x , t f 0 . Si
^
F(t) est le déterminant en Tn(t) du hessien de f ,., ,-. .^ pi , alorsu •O^ Soît)"
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^
on vérifie que : F(t) -»-F(x) quand t -^O.

Nous allons maintenant minorer -Imz(h) dans différents cas, en ap-

pliquant simplement les méthodes de A. Martinez [Ma] à notre problème. Pour

comnencer, remarquons que,sous les hypothèses du Théorème 10.8, si E,. est

la valeur propre principale de l'oscillateur harmonique localisé alors

(10.66) et la discussion après montrent que l'on a,pour h assez petit,la

minoration :

1 i/7 -2 S/Jh
(10.75) - Imz(h) ̂  h 1 7 2 - e u , C . > 0 .LQ U

Si E^ se trouve plus haut dans le spectre, des combinaisons liné-

aires des symboles a. du Théorème 10.8 peuvent présenter des annulations

en <Jes points cruciaux pour minorer l* intégrale dans (10.66). La difficulté

est alors de contrôler l'ordre d'annulation en x et en h. On peut se de-

mander si la minoration (10.75) n'est pas toujours valable. Les deux résul-

tats ci-dessous montrent que c'est presque toujours le cas. Ces deux résul-

tats ainsi que leurs démonstrations sont de simples transcriptions à notre

situation des résultats de A. Martinez [Ma].

Théorème 10.14. On fait les hypothèses du Théorème 10.8. Si N . = 1 ,

alors on a la minoration ( 1 0 , 7 5 ) pour toutes tes résonances exponentielle-

ment proches de p- .

Démonstration : On se contente de rappeler les grandes lignes des démons-

trations de A. Martinez [Ma]. Il s'agit de minorer

(10.76) h Re | D^(a e^10^) a e^10^ dS
awnn^

. i(if)/h-s./h ^ .
où h v a e est l'approximation BKW de v, , et où D =- —." 1 n l an
On observe ici que la même approxijnation BKW est valable près de chaque
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composante connexe de BjGJySg) H 30 dans 3W .

On introduit des coordonnées locales Y^f^Y^ t.q. 3W soit dorme

par y -0 et D^'î» . On rappelle que a e1^711 est une solution BKW

de : (P-h E(h)) (a e1^711) ~0 , et que if est "sortante " . Près d'un point

(yQ,if (y^)) avec :yç €3W , Im if^) «O , on peut alors construire des

opérateurs pseudodifférentiels analytiques (semi)-classiques d'ordre 0

Q(y,D,h) et A(y,Dy.,h) tels que :

(10.77) (P-hE(h))«Q(y.^,h) o (Dy -A(y,Dy.,h))

au sens formel, micro localement près de (yQ,if(yç)). De plus, Q est ellip-

tique.

On peut choisir y globalement, et on vérifie alors sans peine que

A(y',0,î) .,h) est un opérateur pseudodifférentiel formel, défini microlo-

calement près de la restriction à C de la section nulle de T^W^O. Ici

C « { x € 9 W ; Ijnif(x) =0). De plus, le symbole principal AQ de A vérifie :

(10.78) R e A Q > 0 .

Les opérateurs Q et A agissent naturellement sur des expressions

BKW de la forme à e1^11^ et on obtient sur 3W :

(10.79) ^ae^/^Atae1^) ,

où on écrit A=A(y',0,î . ,h) pour abréger. L'expression (10.76) devient

alors module une erreur exponenttellement petite :

(10.80) hRe ( A(ae i^ / h)ae i i f / hdS.
awnn,

On vérifie ensuite que,dans le calcul semi-classique des opérateurs pseudo-
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différentiels formels agissant sur des expressions BKW, on a le droit d'u-

tiliser l'adjoint d'un opérateur. On obtient alors :

(10.81) h f \ (A*A*)(a e1i f/h)(a e11^11) dS .
9wnîî,

Ici -j (A* A*) est elliptique >0 et on peut construire un opérateur semi-

classique analytique formel elliptique d'ordre 0 tel que \ (A-A*) «8*8.

Alors (10.76) devient modulo une erreur exponenttellement petite :

(10.82) h f Ibe^'VdS^hfibI2 e-2 Imi f/h dS ,
9wh^

où b est le symbole analytique du même ordre que a , donné par :

(10.85) be^^-BCae 1 1 ^) .

Il suffit donc de montrer que b ne s'annule pas à un ordre trop élevé sur

c c •

Soit Y : [ -«sOl^OUlx^ } une géodes ique minimale de x^U à

x^ €90 nB^x^Sp) (projection d'une q-bicaractéristique y ) conine au début

de cette section, et soit Y' : [0,t(c)] Bt-R11 la courbe bicaractéris-

tique pour p de x^ à 9W (projection de la p-bicaractéristique Y ) . On
^

note x^ = Y ' ( t ( c ) ) le point d'arrivé sur 9W , et on choisit des coordon-

nées locales y' = (y^, . . . ,y J sur 9W centrées en x, . On rappelle fina-

lement que a est d'ordre m, €-r ^ , de la forme :
2 m ^

(10.84) a(x,h) ^ ^ a (x) h'^2 .
— 00

Lenme 1 0 . 1 5 . Il existe \)^0 têt que a ^ ( ^ ( \ y t \ ^ l ) .
v 9^

Démonstration : Supposons le contraire. Alors a =0(|y t | v + 1) pour
v 9W

tout v^O. Regardant les équations de transport pour a, on véfifie alors
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assez facilement que, pour tout v >0 , a s'annule à l'ordre v + 1 en tout

point î(t) , 0<t<t(e).

*\» *\*
Les équations de transport pour a dans tî^ et dans ft_ sont évidem-

ment les mêmes à des changements de notations près. Ainsi par exemple y(t) •

Y'(it). Donc quand on intègre les équations de transport par exemple le long

de la courbe f' on peut faire un détour dans le conylexe près de H pour

contourner H et ensuite retrouver Y . Par cet argument on trouve donc que

a s'annule à l'ordre v - ^ 1 en tout point Y(t) , - » < t < 0 . Faisant ten-

dre t vers -w on trouve en particulier que a s'annule à l'ordre \r»-1

en XQ . Ceci est en contradiction avec le fait que <p^ soit normalisé dans

^CMo). .

Utilisant maintenant la relation (10.84), le fait que B soit ellip-

tique d'ordre 0, et le lenroe, on voit que la conclusion du lenroe reste va-

lable avec b remplacé par a. Travaillant toujours dans les coordonnées y '»

on constate alors qu'il existe Cg>0 tel que :

(10.85) ) hl^l72 Ib^O)) ̂  ,
|a'|^2n^ °

pour h assez petit. Pour |y'|^h1^2 , on écrit z' «h"172 y' , et par la

fonnule de Taylor :

b(y' .h)«^—————: h^'l72 b^^OKz')011/^!^^172)

(10.86) | a ' | < 2 m ^

.p^z'^ÔOi172) .

p. varie donc dans un espace de dimension finie de polynômes et (10.85)

donne une minoration d'une norme de p^ dans cet espace. Comme norme équi-

valcnte,nous avons aussi la nonne L sur B(0,1) »{z ' ; |z'| < 1 } . Donc

3 C, > 0 tel que :
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00.87) l l p ^ H ^- ,
" I/(B(0,1)) "l

pour h assez petit. Donc pour h assez petit :

f | , ( 2 -2 Lnif/h ,ç „ 1 f . . , 2 , ,j |b| e ' dS ^ ^r- |b| dy1 =
awn^ 2 l y ' I ^À- 1 7 2

.^i f i.^.»^,
2 l ^k<1 3

où C^ ,C^ >0. Cette minoration donne le Théorème.

Théorème 10.16. On fait les hypothèses du Théorème 10.8 et on se

place maintenant dans te cas N. ï2. Soient t'y-,..., ±y tes valeurs

propres du linéarisé du champ hamiltonien en (U^O) , (avec Y . > 0 ) . On
f n 7 1 J

sait donc que ^aC-S/1; ^ ^~2'h(l^')y^:=Eo{ contient exactement NQ éléments
J—2

et que les valeurs minimales de 2m. dans te Théorème 10.8 sont tes valeurs
J

correspondantes de |a| =0.-, ̂ ... ^a • On suppose que toutes ces valeurs sont

égales : 2m... Alors pour chaque résonance z(h) exponentie llement proche

dans u-.» on a la minoration ( 1 0 . 7 5 ) .
<7

Démonstration (d* après A. Martinez [Ma]). Soit a1-(z) la partie homogène

de d \) (v^O) dans le développement de Taylor de a. en XQ. (Voir
(2m,)

(10.46)). Alors on sait en plus que les polynômes homogènes a. ^ ,j ,L m^

j =1,...^, , sont linéairement indépendants. On en déduit facilement qu^l
^existe une constante C Q > O telle que,pour tout n € C de norme 1, on

ait :

) \(^/2\)a a fx,h)| ̂  pour |x-xJ < ̂  .
i i , • 0 0|a|=2m^
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N!
Ici a » Y n, a, . En effet, il suffit de montrer une telle minoration pour

X«XQ et ensuite d'utiliser seulement que : (h17^)" a , |a| «2m, est

dans un ensemble borné dans l'espace de symboles d'ordre 0 quand n varie
N<

dans la sphère d'unité dans C . On se contente maintenant d'une minoration

plus faible :

N,
(10.88) II existe C Q > O tel que,pour tout n €C de nome 1 :

!== l^^n^l >-(- P^ l̂ !^ •
|a|.<2m^ 0 °

Lenvne 10.17. Il existe CQ >0 tel que (10.86) soit vérifié pour

tout n€ f de norme 1. Ici on poee a^a et on prolonge a e J aelcn

la procédure déjà décrite (au travers de C à l'aide d'une intégrale oscil-

lante etc.)^ et^corrrne avant, on définit b par b e^'1 =B(a e " ^ ' ) .

Ce leinne entraîne le Théorème, car si z(h) est une résonance, alors
^ N,

3^ 1 n, v, avec n"n(h) €C normalisé tel que: (P-z(h))v"0 , et on

peut conclure comme dans la démonstration du Théorème 10.15.

Démonstration du Lenroe : On constate d'abord qu'il suffit de montrer (10.85)

(uniformément par rapport a n ) avec b remplacé par a. En effet, puisque

B est d'ordre 0 , on voit facilement que

h1/2.;———hl0'!/2 |b^(o,h)l
|a'|<2m,

< Const. (h172.^———— h'0'!/2 la^O.h)!)
la' |^2 m^

et puisque B est elliptique, on a aussi une inégalité dans le sens opposé.
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La relation formelle (P-hE(h)) (a e^) ^0 donne des équations

de transport que l'on peut utiliser pour montrer que :

(10.89) h^.n^hl^l/2 la^O.h)!^2^^2 la^O.h)! .
la'l^n^ |a|^2m^

Pour le voir, on se place dans des coordonnées locales (z ' ,z ) t.q. :

S^ *0 , 9W : z^=0 , Vf - V s—— • on écrit ensuite les équations de trans-
n

port sous la forme concentrée

(10.90) V fVa±(E(h ) t A f ) a » h A a .

On multiplie par h / et on applique tous les opérateurs ( h - 2 a )01 avec

[a| < 2 m ^ . Puisque a est un symbole d'ordre 2m, , on trouve alors :

h1/2^———— hH/2 |a^CO,h)),<h.h'/2 ;————hl0!/2 |a^(0,h)| .
|a|<2m^ \a^2rt^
^>0

Ceci donne le contrôle manquant sur les dérivées normales pour obtenir la

partie non-triviale de (10.89).

Soit maintenant a(x,h) = {h^l72 a^ (x,h)}. . . . Dérivant (10.90)ja| ,$ L m^

de toutes les manières, on trouve :

(10.91) (vfV^x.hna^^h172) ,

où c^f'(x,h) est une matrice 0(1). (On utilise également le fait que a

est un symbole d'ordre 2m^). On en déduit que h1^2 + || a[| garde le même

ordre de grandeur sur tout segment compact de Y' qui évite x- . Près de

x^, on suit Y' dans le complexe de façon à contourner C et rejoindre Y .

Ch peut ensuite suivre Y jusqu'à un point arbitrairement proche de x/^ .

Autrement dit, pour tout t € ] -» ,0 ( fixé, les quantités h172 + || a|| en
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T(t) et en ^< respectivement ont le mène ordre de grandeur uniformément

quand h et n varient. Si -t est assez grand, nous savons déjà que

h1^2 * || aQr(t)) || ^ 7 -̂ ; donc,d'après ce qui précède et (10.89), nous avons
"O

(10.85) d'abord avec b remplacé par a et donc aussi avec b lui-même. ^

Ceci termine aussi la démonstration du Théorème. ^

Avron [A. 1,2] et Banks, Bender et Wu [B.B.W.] ont développé des

idées heuristiques semblables à certains des arguments de ce chapitre. Nous

y reviendrons dans les chapitres suivants.
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1 1 . APPLICATIONS. QUELQUES CALCULS EXPLICITES DANS LE CAS DE LA DIMENSION 1
OU DANS LE CAS INVARLWT PAR ROTATION.

On garde les hypothèses de la section 10 mais on se place en dimension 1 .

On suppose que U ae {Xg) = {0} et que [cas

R5T

ao^x^} u(x^) ou
3 0 » { x ^ } .

Cas 1 .

^———^

Cas 2.

Pour simplifier, on s'intéresse à la 1ère résonance située près de h et

les hypothèses de la section 10 se traduisent (après normalisation) par :

( 1 1 . 1 ) V (0 )=0 , V"(0)«2 , V'(x^0 , V ' ( x^ ) ^0 .

Dans le cas 1 , on supposera de plus qu*on a pour simplifier :

(11 .2 ) (cas 1 )

On pose :

(11.3)

V(x) »V(-x) .

1

So«dy(xQ,x^)« J /VTtTdt
0
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D'après la fonnile (10.66), il y a près de h une résonance z(h) donnée

par la formule :

2 lâv - 1 -(ZSo^eJ/h
(11.4) Imz(h)--h" Im ^ (x) •v(x) •tf(e u ) dans le cas 2l °x j

7 r ^ - 1 -(2S^eJ/h
•-Zh^Im ^ (x) -v(x) *0(e u u ) dans le cas 1

L wx J

où x est un point quelconque >x< assez proche de x< •

L'objet de ce S est de montrer la :

Proposition 1 1 . 1 . Soua tes hypothèses précédentes ̂  on a :

1/2 "2 sû/h
Imz(h) «-^/- f(h) e dans le cas 2

(11.5)
1/2 '2 S0/h

'-2hl/2 f(h) e u

où f(h) ̂ f^ ^ Z /, h3 et0—^"

xl dtîim | Log e -f- f ———
( 1 1 . 6 ) f^-1/2^0' e /WÎTJ

Démonstration : On se contente de traiter le cas 2, le cas 1 se traiterait

de la mène manière.

Canne indiqué au §«10, on peut dans ce calcul remplacer v(x,h) par

son approximation WKB.

On sait, que pour x € IXg.x [ :

•V^O^ x
(11.7) v(x,h)«e H à ( x , h ) avec dy(x,Xç) » J /W! dt

0

et que, pour x > x^ :

168



CAS DE LA D I M E N S I O N 1

(11 .8 )

(cf. 10.28).

^ ^M
"TT 1 —H—^ f .___>v(x,h)»e " • e b(x,h) avec f^« j ^^vO^ dt

Ici, d'après [H.S.2] (formule (1.10) et (1 .17)) , on a :

a(x,h) 'h'174 a(x,h)

(11 .9 )

a(x,h)=a.(x) ^ I a^x)^
u j^1 J

x rrv1/2'!' - i1x \^/^y
0 I- 2 /"V1

- t (v ? ' (t) dt
0 L 2 /̂ 71 J

ao(x)»^- 1 / 4 e

( 1 1 . 1 0 )

î(x) "h'174 b(x,h)

b(x,h)=bo(x)* î b.(x)h3

j^1 J

et bo(x) >0 pour x > x , .

D*après la formule (11.4) et cette approximation de v(x,h) , on obtient

2 S/^/h 1 / 7 r ? 1
-e u Im2(h)=h l /z^|bo(x)|" f^(x) ^<&(h)j et donc

( 1 1 . 1 1 ) -e ° Iroz(h) h'172 '|bQl2/^V(xT+0(h)

pour un point x > x-.

Conroe on le voit aisément à partir des équations de transport véri-

fiées par t>o(x) , la quantité Ibgl / -V(x)' ne dépend pas de x (voir

aussi Remarque 10.13) . D'après (10.73), on a donc :

( 1 1 . 1 2 ) |bJ2 /^V(xî» lim |aJ2 /W) .

x<x,
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II ne nous reste donc plus qu'à calculer cette expression. D'après (11.9),

on a donc :
x rrv1/2^ -il-2/ OL—î——i (f) dt

|bJ2 /^cT-lf1/2 lim /T.e ° L 2/^ j

X"X1

calcul que l'on ramène inroédiateroent à l'étude de :

î f F rv1/2'»' - il
( 1 1 . 1 3 ) 2A« lim 4 LogV(x) -2 1Y——^——- (t) dt

x-^ z ^ L 2/T j

x <x,

Calculons cette limite ; pour 0 < y < x < x < , on peut écrire :

yr
î f crv1'^' - il
^gV(x)-2 l [(v^ 'j(t)dt

.-zillV^.l^dt.LogIV^Cy)].!^ .

Faisant tendre y vers 0 et x vers x, , on obtient :

"1
( 1 1 . 1 4 ) 2A= lim [Loge- [ dt 1 .

c-0 L J /vTtT-1

On obtient ainsi la fornule :
x,

I I i^ î
lim Loge* / ———

( 1 1 . 1 5 ) Ibol2/^!^^-17^^0 c l/Y<rt7J. C.Q.F.D.

Çç'îêïSyç-ll^2' ^ semble plus judicieux de voir la formule (11 .5 ) sous la

forme :
^

^^il^f-^

ImzW-h^ir^O^wIe O7 p-0 c /v^]]
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qui correspond à un aller du point Xg au point x, puis à un retour du

point x^ au point Xg • Elle correspond ainsi à des formules ou*on peut

attendre de la méthode (de notre point de vue formelle) des Instantons

(cf. Coleman [Col).

Dans cet esprit, la formule du splitting pour le problème du double

puits s'écrivait (cf. (H.S.2] §.1)

c „ lim [loge. / —dt-]
(AÀ)(h) ^h172!!-172 [1 .©(h)] e 0/ e6'0 L -^ 2^7J .

La "vraie" distance entre les 2 puits est donc :

a-c
S « h lijn Loge-»- — | pour le double puits

c"0 -a^c 2/7Ct7J

et celle du puits à la mer est : x,

S. h lim te. f —d1-1 .
0 c - O 1 ^ ^ 2/V(t7J

Ve

Remargue^^^3. Dans le même esprit, on peut également écrire la fornule

donnant la partie imaginaire de la résonance sous la forme :

2 ^W ._______
- T- / VVW -X(h)' dt

^O1)
( 1 1 . 1 6 ) Imz(h)=-h CQ (1 -ÔO^)) e u

où CQ est une constante universelle calculable Cp = n" / (-) / , où

À (h) est la valeur propre associée au puits {x^} et x/Jh) et x, (h)

sont les points tels que :

XQ<XQ(h) <x^(h) < x

f V(xQ(h))=À(h)
t.q ^

/ V(x^(h))»À(h)

1 7 1
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(Rappelons que X(h) «h^©(h2)).

On retrouve ainsi les formules du type Harrell mentionnées dans [H.S. 2]

et sans doute bien connues en physique. ,

Remarque 1 1 . 4 . L'exemple suivant sera utile pour retrouver la formule de

Bender-Wu. Considérons :

V(x) -x2 -x4 .

Oh vérifiera dans la prochaine section que toutes les hypothèses pour appli-

quer les résultats précédents sont satisfaites. Nous sonnes dans le cas 1

avec x^ «- 1 , x^ - - 1 , XQ«O.

Il s'agit donc simplement de calculer l'expression :
1

; e ^ f dt—^'W
Remarquons que :

1 1/e
f dt f du

it^T? i v/u^

Posant u»cht, on obtient :

» Arg en (̂ )

et

» Lo?2
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d'où la formule :

-2h

(11.18) LnzCh^^h172!!"172 (1^6 (h)) e T . ,

Çêïêrsyç-lli5* Le cas symétrique en dimension > 1 .

On se place dans le cas de la dijnension n > 1 mais on suppose que le

potentiel V vérifie :

V(X)=VQ( |X | ) 0^(0) =2)

où V/. vérifie les hypothèses correspondant au cas (2). La caustique devient

une variété de dimension (n-1). La théorie générale s'applique, mais, tenant

compte des symétries, on se ramène à faire le calcul le long d'un rayon en

joignant le puits {0} à un point de (C).

On pose :
^

^ = f /7^ dt

0

et on a :

1 -^ -2S./h , « ___,
Imz(h)=-h • ' • .e u • ( lim |aJ- / V.(t)') • (no)J - t1.

^ t - t^ /

où t- est le point *0 t.q. V/Jt,) =0 et où (D est le volume de la

sphère dans R" .

Calculons l'expression :

lim la^l2 /VoTtï .

Le long du rayon considéré, âg satisfait à l'équation de transport :

( 1 1 . 1 9 ) 2/Vo^.((/V^^/Vo-n)ao=0 .
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Pour que la fonction propre soit normalisée correctement, on doit prendre

(canne on le constate, en faisant la phase stationnaire en 0) :

Vt-O-"'"74 •

Plutôt que de calculer âg , on calcule directement :

01.20) ^(t)-Log(a^/^)

en remarquant que 4; vérifie l'équation :

0) ^(t)---^^——
( 1 1 . 2 1 ) "^V0

(2) <p(t) -Logiir^td^t)]] (i-.o*) .
De (11.21),,. , on déduit que :

t
^ ( t ) » c - ( n - 1 ) L o g t ^ n J ds

t^ 0 s

d'où en utilisant (11.21)—. :
t

4/(t) s n lim (Log c+ [ ————) ^ Log (n""72) - (n-1)Log t .
c-0 [ /VoTsT

On obtient finalement (voir Remarque 10.13) :

-n/2 "2 ̂(11.22) I m z ( h ) = - h (nh) n / L (no»^) e u • exp(2nA) (1 * 0(h)]

où A est introduit en (11.10) et z(h) est la résonance située près du

niveau fondamental (^nh).

Ç0!13!̂ 11?-!1^6- La formule (11.6) présente beaucoup d'analogies avec le cal-

cul de la partie imaginaire de la résonance correspondant aux états excités

du modèle en dimension 1. Reprenons en effet la démonstration de la Propo-

sition 11.1 mais en cherchant Im z,(h) où T-yW) est la résonance située
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près du (k-t-1) état excité proche de (2k*1)h.

On a cette fois-ci (cf. [H.S.2] § . 1 ) :

àCx^h-^-^aCx^)

avec

, liJkLoge-^V-^dt)
a^.n-1/4^^ . ^ / .

On en déduit que :

(11.25) lijn a^/V^lT172 (2r) (exp2A)2k+1

x-^x, K*

et que par conséquent :

(11.24) I m z ^ ( h ) = - h - (nh)''172-^ (^-) (1 ^ © (h)) (exp 2A)2^1 e °

A un facteur de normalisation près universel (indépendant de V ) , les for-

mules coïncident lorsque n=(2k+1) .
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12. APPLICATION A L'ETUDE DE L'OSCILLATEUR ANHARM3NIQUE. FORMULE DE BENDER-
W.

On montre dans ce paragraphe comment on peut retrouver, dans le cadre de
la théorie développée précédemnent, la formule de Bender-Wu pour l'oscilla-
teur anhannonique [ B e n . W . 1 ] , On retrouvera en particulier les résultats de
[Ha.Si] et on justifiera également certains résultats de J. Avron [A. 1 , 2 ]
et Banks-Bender-Wu [Ba.Ben.W.] concernant le cas de la dimension > 1 . Corone
corollaire, on retrouve également les résultats connus sur l'effet-Stark
[Gra].

On considère dans R11 l'opérateur de Schrôdinger :

(12.1) -^ .[ ^^ ̂ ^

00 ^^l'*"'^ est un Poly1n^llae r^el elliptique homogène de degré 2m

( m > 1 ) p05111^-

II est bien connu que, pour 6 € R^ , cet opérateur admet près de la

première valeur propre de l'oscillateur harmonique n une valeur propre

À(0) admettant le développement asymptotique :

( 1 2 . 2 )

On sait de plus que :

À(B)~n* ^ a, •B3 .
j«1 J

(12.3) À(B) se prolonge holcrnorphiquement pour tout

n > 0 dans un secteur de la forme :

0< |B| <B

|argB| <("Ç-)n-n

sur la surface de Rieroann de B m+1
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et que le développement (12.2) est alors valide dans un tel secteur.

On trouvera démonstrations et références dans [Si.4] ou [GraJ.

Une étude plus fine de la résolvante conduit de plus à une estimation

de la forme :

(12.4) | X ( B ) - n - Y a, B3 | <$ A^2 (NM)! IB]^1 , V N ^ 1
j=1 J

dans le même secteur, qui permet de resommer, au sens de Borel (généralisé),

la série asymptotique pour obtenir À(B) dans un secteur assez petit con-

tenant l'axe réel positif (par application d*un théorème de Watson-Nevanlinna).

Rappelons tout d'abord comment » par changement d'échelle, on retrouve,

à partir des résultats de [H.S.1], la majoration bien connue sur les a _ .

Dans cet esprit, on cherche à se ramener à une étude semi-classique

(h-»0) pour l'opérateur :

(12.5) '^Vill ^^Zm^

ou, plus généralement, ce qui sera nécessaire ultérieurement, à étudier :

(12.6) P^hî—h2^ J y^a P^(y)

avec a € C , j< |a| < 2.

Le passage de ( 1 2 . 1 ) à (12.6) se fait par le changement de variable x = p y ,

avec p = |B| /(2~2m^ et on trouve alors l'opérateur T. P (h) avec
- - B t,_ |f i |1/m-1
a"1^\ f h '1.81

La théorie générale développée en [H.S.1] montre que pour a = 1 ,

P (h) admet une valeur propre "proche" de nh , u(h) admettant le dé-

veloppement :
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(12.7) p(h) ~ Ï b.h^1 avec [bJ^C^Jl! .
9*0

Remarquons que :

(12.8) À(B) •h"1 y(h) avec h'iBl171"'1

et comparant (12.2), (12.7) et (12.8), on obtient que :

VVDJ

et par conséquent :

(12.9) |aj|^A^1 ((m-1)j)! .

Dans le cas n « 1 , m - 2 , P^(x) «x4 , Bender et Wu [B.W]^ ont conjec-

turé, à la suite de calculs numériques, que :

(12.10) a, . (-1)^4 If3/2 (l^ra^) .
J J-1-00

B. Simon a montré l'équivalence de cette fornule avec la formule :

(12.11) ImX(-0-iO) ^ -4 n'172 lel^^e"273161 .
B-»•(/*'

Cette formule est démontrée rigoureusement dans ce cas par Harre11-Simon

[Ha.Si] mais la démonstration, basée sur des techniques fines d'équations

différentielles, reste liée à la dimension 1. Le cas de la dimension >1

est resté jusqu'à présent plus mystérieux même s'il est parfois abordé de

manière partiellement heuristique dans des articles de Banks-Bender-Wu

[Ba.Ben.W.], [Ba.W.] et de J. Avron (A.1,2]. On se propose dans cette section

de redémontrer rigoureusement toutes ces fonnules.

Rappelons que le lien entre les formules (12.10) et ( 1 2 . 1 1 ) est donné

par la formule :
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R
(12.12) ^ s C-l)3 ^ J ImÀ^-10) dB^ (-̂ ) pour 0 < R < B .

0 B R

Pour se replacer dans le cadre de la section 8, il faut montrer que

À(-B-iO) s'interprète corane une résonance au sens de cette section et donc

faire le lien avec une résonance pour l'opérateur :

P-lChKy^—n^y^P^Cy) .

En utilisant le changement d'échelle introduit précédeninent, on est donc

conduit à l'étude de P (y,D ) où a est amené à varier dans une demi-

couronne D :

D = ^ < |a| < 2 , Arga€ [-n,0] ^ et h € 1 0 , ^ ] , ^ assez petit .

La démonstration s'articule alors comne suit :

(a) Montrer l'existence d'une résonance E(a,h) au sens de la section 8

voisine de la première valeur propre de l'oscillateur harmonique nh pour

a € D . Ceci nécessite une légère extension de la théorie développée à la

section 8 où on ne considérait que des opérateurs formellement auto-adjoints.

(b) Vérifier que h'1 E (a,h) = À (B) avec h = | B|1/m-1 avec arg a = arg B ,

|a| = 1 , a rga€ [-c,0] .

(c) On concluera alors que :

02.15) IB]'171™ EC-IJBI171""1) -^(-B-iO)

par un argument de prolongement analytique, en vérifiant par exemple les

hypothèses du Théorème 11.5.1 de [Si.4].
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Théorème 12.1. Soit D un domaine connexe. Soit P (o.€D) une fa-

mille holomorphe d'opérateurs non bornée sur un Uilbert H de domaine fixe

(avec injection compacte dans H ) .

Soit f(a.) une fonction analytique dans D^ qui coïncide avec une

valeur propre de P dana un voisinage de a«, alors f((ï) est une valeur

propre de P à travers D.

On appliquera ce théorème à E(a,h) (avec h fixé 0<h<hQ).

On va donc construire un espace H(YL,1) tel que P soit une famille

holonorphe d'opérateurs non bornés sur H(A^,1) de domaine H(A^,m) pour

un poids m convenable tel que m(x,Ç) -a» lorsque |x| + |Ç| -<t< i t».

On choisit corane poids :

(12 .14 ) r»<y>°1 , R « < y > .

On vérifie ininédiatement que le symbole de P :

02.15) P^(y,n) «n^y^a P^(y) 6S2'0

uniforniément par rapport à a dans la couronne.

Considérons tout d'abord le cas a»^.

On introduit la fonction fuite G(y,n) "y • n qui est clairement dans

S1'1.

Sur (p.^)"1^) , on a :

02.16) "p^-^-yl^ •

Posant V=V^V^ avec V^cy2 9 v2aB"p2m^ ' on réécrit HDG sous la

forme :
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H G » - 4 V - ( 2 m - 2 ) V ^ sur p" ' (0) .

On en déduit iinnédiatement que, sur p'1 (0) ^{0} , on a :

(12.17) t^G^CQT2 où c o > o •

L'hypothèse (8.13) est donc satisfaite.

Notons alors que (cf. 8.14) { V = 0 } est la réunion de { 0 } et de l'hy-

persurface compacte P^(y) "y2 dans R" MO}. Vérifions maintenant l'hy-

pothèse (8.15) qui correspond à une hypothèse globale par rapport au poids
^ 2^/tH) • Celle-ci se déduit ijnnédiatement du critère (9.4).

Cas général arg a€ [-n,0] , ^< |a| < 2 .

Le passage au cas général ne pose pas trop de problème mais P (h) (y ,D )

n'est plus essentiellement auto-adjoint. On observe cependant que Im p (y,n)<

0 , ce qui est suffisant pour justifier la théorie développée dans la section

8. Plus précisément, cette théorie s'applique lorsque :

O2-1 8) (1) P est elliptique en dehors de p'^O) au sens de (8.15).

(2) p prend ses valeurs dans un cône r de Œ en dehors d'un

compact
^ ?(3) p = 0 - » H G € F en dehors d'un ccmpact et |H G | «r

en dehors d'un compact

où
f^

(4) F et F sont deux cônes tels que l'application :

( t , s ) - t -is

est propre.

Dans notre cas, r est le cône I m z < 0 et ? est le cône R e z ^ | I m z | .
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II est alors facile de voir que toute la théorie développée au S.8 s'appli-

que uniformément par rapport à a€D ; pour a voisin de l'axe réel négatif»

c'est une perturbation de la situation examinée dans le cas a»-1 et pour

a loin de l'axe réel négatif p (y»n) est elliptique en dehors d'un com-

pact.

On montre ainsi que P (h)(y,DÎ est une famille holomorphe d'opéra-
^2teurs non bornés dans H(A.) de domaine H(A.,r ) pour t > 0 assez petit

indépendant de a € D et pour h€]0,hQl.

Dans le secteur Arga€ [-e,0] , on remarque grâce au théorème 8.5 que

les résonances au sens de H (A..) coîndident avec celles au sens de H(Ag) •

L et coïncident donc au voisinage de nh avec les valeurs propres étudiées

dans la théorie usuelle. On sait alors que,dans la boule B tnh .Cph) , on a

une unique valeur propre simple dépendant holoroorphiquement de a qui coïn-

cide avec celle introduite au début de la section. Compte-tenu du théorème

12.1, on est ramené à étudier les résonances pour o^-t dans la boule

B(nh ,CQh) . On sait en effet que le prolongement holcroorphe de À (6) en

fournit une dans cette boule et l'étude que nous allons faire maintenant

montre qu'il n'y en a qu'une à savoir E(-1,h). On pourrait sans doute faire

une démonstration plus directe complètement interne à notre théorie mais

celle présentée ici est plus économique.

Nous sommes donc maintenant ramenés pour exploiter la formule (12.12)

à étudier : ImE (-1,h) , ce qui correspond justement à l'étude menée aux

sections 9 et 10.

Etude de la résonance.

Nous serons bref s dans la mesure où nous avons déjà vérifié les hypo-

thèses (12.15) et (12.17). Avec les notations de ces sections, on a :
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VCy)»/2-?^) , U»{y«0)

©-{y^-P^ylX)} , 90»{y ,y^o îy^P^Cy)) .

Oi pose : SQ«d^(0,80).

Introduisant, pour n>0 assez petit , M^BÎu.S^-n) , il existe dans

la boule B(nh,ch) une unique valeur propre du problème de Dirichlet
^PU (h) : ^ (h) et le théorème 9.5 donne alors l'existence d'une résonance

^
unique E(-1,h) telle que :

M. ^ -2 S./h
( 12 .19 ) EH^-Â'Oi^eCe u ) .

On constate également que les hypothèses (10.1) sont satisfaites et il ré-

sulte du théorème 10.11 et de (10.75) que :

1 1 / 2 "2 ̂ ^ 1-n/2 '2so^h

(12.20) ^- h1^ e u ^-ImE(-1,h)<C. h1 n/z e u
LO U

Si on suppose de plus que les points de type 1 forment une sous-variété de

codimension d dans 30 et si la surface caustique C a un contact d'ordre

2 exactement, alors on a (cf, 10.68) :

^M -"0^(12 .21 ) -ImE(-1,h)=h - f(h) e u

où f est.la réalisation d'un symbole analytique elliptique.

Application à la formule Bender-Wu.

Rappelons, d'après (12.13), que :

ImÀ^-e-tOMBi-17111-1 ImEH.lBl17"1"1) .

Dans le cas où (12.20) est satisfaite, on obtient grâce à ( 1 2 . 1 2 ) que :
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(12.22) ^((m-Dj^^-l)^1 âj(2SQ) tro-DJ^c r((m-1)j^)

avec C > 0 .

Dans le cas où (12 .21) est satisfaite, on obtient que :

(12.23) a^(-1)^1 (2So^(^M» FKm-Dj.-^l) [a.®(j)]

avec a • 0.

Le calcul de a semble difficile à préciser dans le cas général (voir

cependant le §.14) .

Çç'ïïHSyç-l2;.2! on peut. obtenir des estimations du roêroe type que (12.22) et

(12.23) relativement aux niveaux excités.

A
Etude du cas n » 1 , m " 2 : P. (y) « y .

On peut utiliser les calculs effectués au S . 1 1 (ex. 1 1 . 4 ) et on dé-

montre les formules ( 1 2 . 1 1 ) et (12.10). ,

Remargue^2^3. On traite le cas n«1 ,nr2 pour sijnpiifier mais les ré-

sultats ne sont pas limités à ce cas.

Nous n'avons pas exploité complètement la propriété que : 9(B) •

-e / 4 n / B ImÀQ (-0-10) est un symbole analytique à savoir qu'il

existe C > 0 et e > 0 t.q. :

C/6
6 (0) « 1 - Y C^ • ̂  * ̂ (e'̂ ) (avec c > 0)

où, ce qui est équivalent, mais plus utile ici : 3 C > 0 tel que : V N :

^-l-ÏC.B^lBl^1 C^1 -N! .
1

Utilisant (12.12),on observe alors qu'il existe c, , c-^ avec 0 < c, < 1 ,

0 < e^ < 1 tels que , V j ,
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1 ^

-, • '-"j^ t'7 ̂ '/2 r" •N' •ï= ̂ !'1 o-ÎT-ïï^

^(4)] •
Une expression de la constante C, est conjecturée dans un article de Bender-
Wu [ B e n . W . 2 ] . L'existence d'un tel développement, même si elle était pres-
sentie n'était pas démontrée à notre connaissance.
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15. ETUDE DE L'EFFET ZEB1AN. DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE BENDER-MJ.

Nous suivons ici une démarche proposée par S. Graffi.

1 3 . 1 . Rappels et énoncé des résultats.

On considère dans R l'opérateur :

( 1 3 . 1 . 1 ) Zg• -A-^B(x 2 •y 2 ) , B>0

avec r » ¥ x +y •*• z .

Rappelons les résultats suivants :

Théorème 1 2 . 1 . 1 .

( i ) Pour B € C - 0 ^ \ A r g B \ <IÎ, l'opérateur Z définit une famille holo-

morphe de domaine Î^CSÎ2) f\D(x2 ̂ y2).

( i i ) II existe ̂  près de la valeur propre - -j de - A - — , une unique va-

leur propre E(B) définie dans !î = {0 < \B\ < B. , \Arg B \ < II).

(iii) Pour tout n > 0 , E ( B ) admet un prolongement holomorphe dans un sec-

teur de la forme '.

^
Q - [0 < \B\ < B(r\) , \Arg B | < 2ïï-r\] (sur la surface de Riemann)

r^
et dans tout secteur îî •=• [0 < \B\ < B(x\) , \Arg B [ < 2n-n) avec n > 0

(12.1.2) E ( B ) ^ - -J- r ^ Y ^
n^l n

(iv) 1 ^ 1 ^ ^ (2n)! et de plus^ on peut resomner la série de perturba-

tions au sens de Borel^ pour réobtenir E(B) dans un secteur !ï =
n

[0< \B\ <B(r\) , \ArgB\ < 2 j • - r } } .

186



EFFET ZEEMAN

Ces résultats sont dûs à Avron-Herbst-Simon [A.H.S] et on pourra en trouver

une démonstration brève dans le Survey de S. Graffi [Gra],

Conine dans la section précédente, on s'intéresse à préciser le compor-

tement asymptotique de Y .

Compte-tenu du Théorème 13.1.1 (points (i) à (iii)). on a :
^^•1-3) ^•-c-i)",!1"1^^^^^
Ô D "0

L'objet de cette section est donc de démontrer le théorème suivant conjec-

turé par J. Avron (et partiellement justifié) [A.2].

Théorème 13.1.2.

(12.1.4) I m E (-B-LÛ) =-B"3^ - —î— ( 2 + 0 ( / T ) ) exp(—^-) .
2/H Q /B

Ce Théorème admet classiquement comme corollaire :

Corollaire 1 3 . 1 , 2 .

( 1 2 . 1 . 5 ) Y^f-J;^2 (^) (^5/2 (^ (2n^ ! ( 1 ^ Q ( ^ ) ) .

Notre démarche sera voisine de celle suivie dans la section 12 ; toutefois,

comme notre théorie n'aime pas les potentiels singuliers, nous devrons chan-

ger de problème en suivant une stratégie suggérée par S. Graffi et qui appa-

raît déjà dans l'ouvrage de Titschmarch. Cette stratégie apparaît également

dans l'étude'de l 'effet Stark (cf. le Survey de Graffi et ses références).

13.2. Réduction à un problême semi-classique pour un oscillateur^
anharmonique dans 1R .

On utilise ici les coordonnées paraboliques (cf [Ti]). On omet

de suivre les domaines intermédiaires des opérateurs et la justification des
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changements de coordonnées. Ce point est traditionnellement escamoté (et

considéré canne admis) et il suffira pour le justifier de suivre le vecteur

propre qui nous intéresse.

On pose :

(13.2.1) x « u » v » c o s < p <p€[0,2II[

y =u «y • sijup u € R

z'4 (^-v2) V6B*

et on cherche des fonctions propres vérifiant :

yf-f
où R est la rotation d'angle <p autour de l'axe des z .

On cherche des fonctions propres sous la forme :

u-^.v-1/2^

2 2+-4'avec ip dans un espace convenable (en partidulier i p € L (R ))• On est

alors conduit à chercher pour B>0 fixé la plus petite valeur E(B) pour

laquelle l'opérateur

(13.2.2) - ( _ _ + ^ ) - 2 + B ( u 2 * v 2 ) u 2 v 2 - E ( u 2 * v 2 ) - 1 - (-̂ -l)
au" av" l u" v-

a un noyau non nul dans un espace convenable.

Pour éliminer la singularité du potentiel, on préfère, calculer la plus

petite valeur de E pour laquelle l'extension de Friedrichs associée à l'o-

pérateur

(13.2.3) W(E,B)=- ( ^ ^ ^ ^ a + ^ ) - 2 + B ( u 2 ^ u 2 * v 2 + v 2 ) ( u 2 * u 2 ) ( v 2 * v 2 )
^ 9u^ 3vÇ av^ l z l z l z l z

-E(u^uJ+v^vJ)
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a un noyau non nul dans le domaine de l'opérateur intersecté avec l'espace

des solutions invariantes par Faction de S1 x S1 dans B4 donnée par :

05-2.4) S^S1 3(e,,9^!L €0(4)
l t. 0, ,0^

^e^p^i^ '^e/"!^ ̂ ^2"

où Rç (resp. RQ ) est la rotation d'angle 9 (resp. 9-,) dans le plan

des u (resp. le plan des v ) .

Ce noyau " invariant •* (voir plus loin) est de dimension 1 et coïncide

avec le noyau.

Montrons que l'élément dans le noyau de (13.2.3) fournit un vecteur

propre pour Zg.

Soit X(u^,u^,v^,v^] la solution invariante. On a :

(13.2.5) XCL 2 ^ 4 ) , X € ^(R4) (et même à décroissance exponentielle).

Dans nos changements de coordonnées,des singularités peuvent apparaître uni-

quement sur : | u | = | v | = 0 , c.à.d. x = y = 0 .

Remarquons également que :

(13.2.6) ^ t(x,y,z) ^u"172 • v"172 ^(u,v) (u,v) € R2*

X^v^lur172 M"172 <K|u|,|v[) (u,v)6R4

et que

ll'll̂ -ll'll̂ ..,-!!̂ ,,., .

Soit donc f la fonction associée à \ par les formules (13.2.6) . f est a
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priori définie dans R ^{x"y"0} et on vérifie que :

((Zg-E(B))f) -0 dans I^Mx'y 'O) .

fCL2^3 ^{x"y0}) HL^CR3 ^ { x - y « 0 } ) .

f décroit exponentiellement lorsque (|x| * |y| • H) -w .
^ " S

On note f un prolongement de f dans L (R ). Alors :

(Zg-E(B))î«u

où u est une distribution à support dans {x"y«0}.

Si on montre que : y «O , on aura terminé, car on retrouvera facile-

ment que f est dans le domaine de Zg en revenant à l* équation.

On a le :

Le^ 12.2.1. Soit ?€L^ tel que ^^?^^^€L^

alor8 ^z^^L-

Démonstration : On écrit que (A. ., - f ) " h - » - p avec h € L, , p à sup-————————— x,y,A AOC

port dans {x»y»0} .

Soit p(z) une fonction test dans 3) (R) ; on a :

f ( A -^ •p(z ) dz» f h(x,y,z) p f z ) + < u ,p> .
j -"••y»*' j -

^ f ^On pose f « j f(x,y,z)p(z)dz

u « j u(x,y,z) p(z)dz .

On obtient ainsi dans 5)'(R ) :

^y^-^p
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avec fhp-V^.eL^

V €5) '(R2) à support dans { x ^ - O }
^ »
^loc-

^ 2 - 2 2CanBne f €L, , on a nécessaireroent \i €H, (R ) et donc

U p - c - 6 .

Si c •0 , on obtient une contradiction car alors :

rp^c . logCx^y 2 ) (mod L^ avec À ^ O ) .

On a donc u • 0 pour tout p et donc u " 0. r n c np vj*\^«i*»u*

Le lemme 1 5 . 2 . 1 . s*applique directement à notre situation car :

^ ^ 1 'V 7 7 ^ ^
( Z g - E ( B ) ) f » A f - ^ f ^ B ( x " ^ y - ) f - E ( B ) f - u

et, si Ï€L^(R 3 ) , alors - ^ ̂  €L^(R3 ) .

Par des techniques analogues, on montrerait de même ou*une fonction

dans le noyau de (Zn-E(B)) invariante par rotation, donne une solution

invariante dans le noyau de W(E(B),B).

On a donc démontré la :

Proposition 12.2.2. E ( B ) est une valeur propre de Zp correspondant

à une fonction propre invariante si et seulement si E ( B ) est une valeur

de E telle que :

U(E^B) a un noyau non nul dans l'espace de ses

solutions invariantes dans le domaine de l'extension

de Friedrichs.
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Nous nous sonnes ainsi ramené à l'étude de l'opérateur W(E,B) , en gardant

en mémoire que nous sanmes intéressés par le comportement de E(B) lorsque

B-^0.

On souhaite maintenant se ramener à des problèmes plus classiques pour

pouvoir utiliser les techniques antérieures.

4
Considérons dans R le changement d'échelles :

(13.2.8) u - À x , v « A y x € R2 , y € R2 , À € R*' .

L'opérateur W(E,B) devient :

(13.2.9) --^ (A. J^BÀ^x^y^xVî-EÀ^x^y2) .
À x>y

On choisit (compte-tenu du fait que E est proche de - j) X pour que soit

vérifiée la relation : - E À « BX , soit :

(13.2 .10) À « ( - J)174 .

Posant :

('".") ^-775
on tombe sur l'étude des couples (E,h) pour lequel :

(13.2.12) -h\^——— h^x^y^x2./2^2^2)

a un noyau non vide,

soit encore sur le calcul d'une valeur propre À(h) de :

(13.2.13) P(h)«-h\ ^(x^y^y2^ (x2-^2)A»/

Comme on s'intéresse à la plus petite valeur de E , on cherche le niveau
fondamental pour P(h) (d'où l'identité entre les solutions nulles de
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W(E,B) et les solutions nulles invariantes). Le lien entre le problème

initial et le nouveau problème est donc donné par :

I " — « ^ 2 .MM RPH^
03.2.14) h ' ̂ T5T ' 7^ h_______|

L'étude de l'opérateur (13.12.13) a fait l'objet de (H.S.11 et ISi.ll. X(h)

et -E(B) sont des fonctions analytiques sur ÏO.ï^l et lO.Bpl respec-

tivement et on obtient directement du premier article cité que :

^.2.,S) ^.j^h211 ,h€]0,hol avec I^C2"41 (2n) ! .

Remarquons maintenant qu'un nouveau changement d'échelle (du même type que

celui effectué dans la section précédente) montre que l'étude de ce problème

est encore équivalente à l'étude de la première valeur propre v(s) de l'o-

pérateur :

(13.2.16) Q(s) °-^ (xW) ̂ .yW

avec les relations :

|(13.2.17) s.h2 , ̂ ^__\

On a abisi le point de vue perturbation singulière du problème.

Considérons la relation (cf. (13.2.14) et (13.2.17) :

2 B
lit -I 1 0 t \}(S) »———-—— » avec s "———————1(13.2.18) VW ^-^ (-E(B))'

valable a priori pour BelO.Bgt .

Conpte-tenu du Théorème 1 3 . 1 . 1 (iii). on en déduit que ^(s) admet un pro-

longement holomorphe dans un secteur de la forme :

Ï - (0<|s |<s(n) ,|Args| <2n-n)
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et que le développement de v(s) :

(13.2.19) v(s) ~ i o s " (avec <So-4 )
nX)

/\,
est valable dans tout sous-secteur 0 • {0 < | s | < s(n) , |Arg s [ < 2 n-n ).

Il existe une démonstration plus directe de ces propriétés (cf. Remarque

13.3.1) mais nous préférons ici aller au plus court.

De plus, la relation (13.2.18) est alors valable dans des secteurs du type
^
^

Pour réduire complètement le problème au problème semi-classique, il

reste 2 problèmes à éclaireir :

• Le premier est de faire le lien entre In v (-s-i0) et Im E (-B-10).

• Le deuxième est de faire le lien entre Im\»(-s-i0) et la résonance

proche de 4h de l'opérateur P (̂h) avec a --1 et

(13.2.20) P - ( h ) - - h 2 A < - ( x 2 * y 2 ) < • a ( x 2 ^ y 2 ) x 2 y 2 .u •^•97

Compte-tenu de l'étude qui sera faite dans les sous-sections suivantes, le

deuxième problème se résout conroe dans la section précédente si on remarque

que, compte-tenu de (13.2.17), la fonction (̂h) -hv(ah2) est holoroorphe

pour a € [\, 2] , Arg a€ ]-n-n,*nl et que,par conséquent, compte-tenu de la

proposition rappelée dans la section précédente et du fait que À^(h) "X(h)

(pour a - 1 ) , on a bien :

(13.2.21) z(h) «h ^(-h^iO) , h€]0,hQl

où z(h) est la résonance de P , (h) proche de 4 h .

On se ramène donc à l'étude du deuxième problème qui fait l'objet du
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Lemne 12.2.3.

(12.2.22) îm E (-B-i0) =\ ( l i ' 6 ( B ) ) Imv(~———B——————) .
0 ((îîeE(-B^O)r

Démonstration : II suffit de partir de la relation (13.2.18), de prendre

les parties imaginaires et de faire un développement de Taylor de Lnv au
B °°point - ————————j. Utilisant que ImE(-B-iO) "0(8 ) et que v admet

(ReE(-B-iO))
un développement asymptotique dans le secteur considéré, le résultat s'en

déduit aisément.

Compte-tenu de (13.2 .21) et (13.2.22) l'étude de ImE(-B-iO) se ra-

mène donc à 1 * étude de Iro z (h).

13.3. Définition de la résonance pour une famille d'opérateurs semi-
classiques.

A

On considère dans R la famille :

03.3.1) ^^•-n2^. .. ^ |x | 2 (1*a|xJ2 |xJ2)
{1 J^4 f^-J ï L

avec Arga€l-n,n] (n >0) , •j< |a| < 2 .

Il s'agit dans le même esprit qu'à la section précédente de montrer que les

hypothèses des sections 8, 9, 10 sont satisfaites. De nouvelles difficultés

apparaissent car l'isie n'est plus compacte.

On concentre nos efforts sur le cas a » - 1 , car, pour Arga€

]-n^n,n] » on est dans une situation "elliptique", et la vérification des

conditions ci-dessous est stable par petite perturbation dans les classes

d'opérateurs pseudo-différentiels considérées.

Considérons donc le potentiel :
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03.5.2) V(x)»x2 ( 1 - x ^xJ ) x - (XpX^) € R2 x R2

pour lequel on a déjà observé l'invariance par Ro a ((6.,9^) €S1 tS1)
'r'z • "

(et où on note x • | x | , x, • | x, | » .. • ) :

(13.3.3) V(Rç X^.RQ x?-V(x^) .

V est donc déterminé par sa restriction V-, à R +

(13.3.4) V^d^t^)-V(tp0,t^0) ; (t^t^)€R2^.

On introduit les poids (r,R) suivants :

C r C x l - O . l x l 2 ) 1 7 2 (1. |x,r2 |x,|2)1/2

^'^ ) RCx l -O . l x l ^ - ' ^d^x , ! 2 ! ^ ! 2 ) 1 / 2 .

Observons qu'on a bien r ^1 , rRï.1 et on remarque aussi que :

f (l-lxl^-^IKd^xl2)172

(13.3.6) { , ./- - „-
' (1 + | x | 2 ) ' / 2 «r^d+lx) 2 ) 3 7 2 .

Par ailleurs r,R ont les mêmes propriétés d'invariance par rotation que V.

Déplus : |V(x)|^r(x)2 pour x € R4 .

4 4Si y € C , x € R et )y-x | .$eR(x) avec e assez petit, alors

| 1+ |y | 2 ! 'V. l^lxl2!

et

\\Y^2\Y^\2-\^\2\^\^\•6\\^\2-\^\2\ l lyzl2-!^!2 !

^^|2 | ly2 l2 - |x2 l21

+ |x2 l 2 | |y , | 2 - |x^ | 2 |

, î ^e (1* |x , | 2 |x^|2) .
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Par conséquent, on vérifie que :

|V(y)|.$Cr(x)2 .

Cet argument montre aussi que si l'on étend r, R de manière holonorphe

dans le domaine | Imx | ̂  c R(Rex) , alors |r(y)l^Cr(x) |R(y)|^CR(x)

pour x € R et |y -x| <$ e R (x). Donc par les inégalités de Cauchy, on

obtient :

(13.3.7)
a^gKrR'1"1)

^R» ^(R1'1^) .

Nous avons ainsi vérifié que r , R ont toutes les propriétés voulues pour

être une paire de poids et que :

(13.5.8) p^^VCS2 '0 .

Construction de la fonction fuite G .

On va maintenant montrer l'existence d'une fonction fuite G telle que

(13.3.9) "p^r'1'2 ' ^^ sur p ' 1 ^ )^ 0 ^ -

On cherche ici des fonctions fuites sous la forme du symbole principal d'un

champ gradient :

(13 .3 .10) G(x,Ç) =f ' (x) - Ç

où f est choisie dans S 9 .

On obtient facilement l'inégalité :

( 1 3 . 3 . 1 1 ) Hp(f'(x) -Ç) ^ - f ' (x ) -V'txî^À^^tr'K-V) sur p"1 (0)

où \ • (f") est la plus petite valeur propre du Hessien de f : F' .
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On choisira f de telle sorte que f soit dans S ' et invariante
par rotation :

f(XpX^)«f(Rç X ^ , R Q x^) , V(ep9^) €S1 xS1 .(13.3.12)

Observons qu'alors :

(13.3.13)
(f .V'KxpX^) et ^(f'KxpX^)

sont également invariantes par rotation.

Nous utiliserons cette propriété ultérieurement pour ne faire les calculs
qu'en des points (t^ ,0,1^,0) avec t » (t^ ,t^) € R2^ .

Considérons d'abord la fonction :

^ x , -x ,
t(x) "——7-(13.3.14) ^

(définie pour |x| >-j et modifiée convenablement pour |x| petit).

^ 0 2On vérifie que f appartient à S 9 et on trouve en posant :

t2!2
L« L^

&QW' ——^ pour tCR2^(13.3.15)

et

(13.3.16)

X, - (X' ,X'.') t, - |X,|^ ^^ ,^^ •-^ i^^i

x^ - (x^ ,x? t2°lx2l

3Î ^ ^
âjq" 31, • f^T

3Î ^0 ^
ax^-a tY ' -T^T

'\, ^_ ^.»
9f 80 2•ï-r = 'ÎT— • -i., i (tout au moins pour |xi| •0ax^ ai^ |x^| f i T

~ 30 Y" l^l *0)af . ^o ^2 z
ay.*» af * T3——?dx2 2 ' 2 1
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On en déduit que :

(13.3.17) -(î* -V'KxpXp'-CgQ-VoHt^) .

^
Calculons ^^i^") qu'on essaiera de comparer avec ^.^(gfp-

Notons que gç. est homogène de d°2 et qu*on a les identités :

gl(ti,t^=t^(t^,t?^g^(tp4)

g î ̂ 2) ï= t! 821 ^1 '^ + ̂  ̂ 2 ̂ l ̂

^o ^go(avec les conventions g^(t) --^- (t) , g^_ «^ ^ (tpt^))-

En un point (xi,0,x^,0) avec x^ > 0 , x, >0 , un calcul que nous (mettons

montre que :

^11 ° 812 ° \ /O 0 0 0 \
x,

^ f ° 8n o g^ \ + g iz f ° p- ° -1
(f)(xî,0,x,,0)° • • •z lz ^

«12 0 822 ° l 0 0 0 0

on en déduit inmédiatement que :

W^P0^ ̂ min^O')^^

et corapte-tenu de 1 * invariance par rotation, on en déduit que :

03.3.18) W^I'̂ ^min^O l̂l ' I^D •
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Compte-tenu de (13.3.17) et (13.3.18), il reste maintenant à étudier une

minoration convenable de :

-te6-vô)^(gy [-zv^i
(13.3.19)

î^-en un point (tpt^) de R" t.q. V^tpt^XO.

2-^On est ainsi ramené à l'étude de la fonction gç sur R pour laquelle
on va maintenant faire les calculs.

(13.3.20)

(tpt
1

2)-

^0
^

^

~^

^\

~^.

2.2
'1 "2
——T » <Jtï

îtT
^Zt4^,

|t|4

Z t î - 6

"———^

2t?-6tî

|t|

tl

»

'î

6

rouve

'îo
"ï

.î

'!

.^î^

^
?î^-

"M
iii6 ^0

D*où :

-80 ^Ô-

(13.3.21) _^ ̂  (|t|4- 2(1^ t^)2)^ t^)2* (^ t^)2 |t|2 ((1, t^)2-!)^

et

4-
4

3t^t

t3!3^h

2
1 4

.î-
'M-,.̂

^

(13.3.22)

/ a b
\ninl^ ^

'̂  .̂ //v '^2"a-^- - ^(n^ *a-^-; :2
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~ Ïa b
^nan (^ » |t|6-6 |t|2 (t,t,)2-/(t|-t2)6^ 4t?t| ' .^b cy

d'où finalement :

'-iiÔ'^W^-^-

(13.3.23)< --^[zItl^lt^-Z^t^H^t^Z^t^ltl2^^)2-!)
|t|'

* ( t2 t j -^)( | t |6-6|t |2( t ,^)2- /( t j - t2)6 .64^t^] ^ tJ-DOtl^ôl t l2^^)2- / ( t j - t2)6*64^^ .

On pose It^-a, |t.t,|ab (1<b<S) , on trouve :

^"gô^ô'2^^'^-^-
(13.3.24) ————————————,

«-^[3a3b2 -8ab4 -a3*4ab2 - (b2 -1) / (a2-4 b2)3* 64 b6 j.
a

(On a utilisé l'identité (t^ -tj)2 «a2 -4 b2) .

On suppose que 1 ̂ b^-1 a , c € Î0,1] et on va discuter l'estimation

en fonction de e . On obtient d'abord une minoration de ^ par :

<ï> ï\ [sa^-Sa^2 ̂ --a^a- Cb^-Oa3 ]

^-^ [2a3b2 (1 -E^-^a ]
a - -

d'où

(13.5.25) O >.^ [a2b2(1 - c2) ^2] .

On a donc finalement pour 1 4 |t^ t,|^ •| |t| , e € [ 0 , 1 ]

(13.3.26) -gÔV^min^-V ^2 (1 - C2) ̂ ^i^

(rQ(t)«r(t^0.t^O)) .
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^ ^
Cette inégalité montre que la fonction fuite G associée à f vérifie :

(13.3.27) H Sî.0 pour |x| ̂

et

03.3.28) HS^r2 si (|x^ | - |x^|) ^e |x| .

Pour obtenir une fonction fuite valable partout, on pose, pour |x| >j :

^ /^l ' I^IN 2 ?
f(x)-f(x)^x[————-j (|x^| ̂ |x^|z]

( I

avec c > 0 , 6, choisi assez petit et où X est une fonction de troncature

égale à 1 sur 1 - -1 , -l( et à support dans 1-1,-^K.

La fonction i?(x) • |x^|2 * |x^|2 étant dans S0'2 dans | |x^ | - |x^| | ̂  e |x|

et vérifiant - f ' - V ' ^ À . (f") (-V) >J- |x|6 dans cette zone (sur V^O) ,min LQ

on obtient finalement que G définie par :

G(x,Ç)-(vf)(x) - Ç

est telle que :

(13.3.29) H G > ^ r 2 sur V"^]-»,^) .

Vérification de l'hypothèse d'ellipticité en dehors de p" (0) .

On doit maintenant vérifier la propriété (8.15) ou encore, compte-tenu

d'une remarque faite dans la section 9, vérifier (9.4).

On raisonne par l'absurde ; supposons qu'il existe C Q > O et W<=0

voisinage du puits U « {0} et une suite x^ avec x^€C?^(W nB(90,co))

telle que :
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(13.3.30) O^hOc)^ avec h(x) «-̂ L .
" n r(x)2

Alors on a une contradiction.

Rappelons que dans les notations des §.8 et 9, on a :

(13.3.31) U » { 0 } , ê«{ |x^ l2 \^\2< 1 } , 9 0 " { x , x * 0 , |x^|2 I x^ l 2 » ! } .

Si la suite | x | (ou plus exactement une sous-suite extraite de celle-ci

est barrée), on obtient uiroédiateroent une contradiction.

Le cas pouvant poser problème est le cas où :

M - -
(13.3.32) , ,

(^n ̂ n - 1

et on suppose par exemple que :

03.3.33) |x |̂ - 0 , |x^|—— .

On obtieirira une contradiction, en construisant une suite y^ telle que :

(13.3.34) V(y^)-0 et |x^ -y^| < eg R (x^) .

On cherche y sous la forme :

^.n'^.n

^n^1^'1*^

ce qui conduit à :

^^-^l.nl2 i^.nl2'0

soit :
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^V^-l^nl'I^nl2)-0

et on trouve facilement t _ - 0 avec :

tn-d^)) (|x^J2 |x^|2-1) .

On en déduit que :

^.^^y.^i.^^
et on conclut que :

| x - y |
" n -r 0 . C.Q.F.D.
R(^)

Le bilan de cette section est le suivant. Les hypothèses du Théorème

8.3 sont satisfaites pour P^ (h) et permettent de définir la résonance

près de 4 h. Conroe dans la section précédente, on peut montrer qu'il existe

t > 0 tel que la famille P (h) soit une famille holonorphe d'opérateurs

non bornés dans H(A^,1) , de domaine H(A^,r2) où A^ est la Lagrangienne

associée à (la modification) de G construite ici et où a parcourt le do-

maine Arga€ ]-n-n(t),n(t)( avec n(t)>0 assez petit, j< |a |<2.

Pour Arg a€ l-n+n.nl (n >0 assez petit) la démonstration du Théorème

8.5, montre que les résonances ainsi définies sont les mêmes que celles

qu'on pourrait définir avec A^«AQ (t»0) c.à.d. en considérant P^(h)

Conroe famille non bornée dans L2^4) et qu'en particulier ce sont bien

les valeurs propres usuelles pour a € R ("̂  < a < 2).

Remargue 13.3.1. L'existence de ce calcul pseudo-différentiel permettrait

de démontrer directement les propriétés de v(s) que nous avons déduites

par ccranodité des propriétés de E(B) (on peut suivre la démonstration
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proposée par S. Graffi [Gra]). Ceci permettrait une démonstration alterna-

tive des propriétés (ii) à (iv) de E(B) (Th. 1 3 . 1 . 1 ) à partir des résul-

tats sur v(s) en utilisant 13 .2 .17 . Nous omettons les détails. Les pro-

priétés de sonroabilité de Borel de E(B) se déduisent de celles de \) en

utilisant par exemple l'appendice de (Gra.Gre.Ha.SilL

13.4. Calcul de la résonance pour P _ ^ ( h ) .

Compte-tenu de ( 1 3 . 1 2 . 2 1 ) , ( 1 3 . 1 2 . 2 2 ) et de l'étude menée au

§.13.3, la démonstration du Théorème 3 . 1 . 2 se ramène à l'étude de la réso-

nance z(h) de l'opérateur Pi(h) pour laquelle nous pouvons utiliser

la machinerie développée au §.9. On se propose dans cette sous-section de

vérifier les hypothèses des Théorèmes 10.8 et 1 0 . 1 2 et de démontrer plus

précisément la :

Proposition 1 2 . 4 . 1 . L'opérateur P_.(h) admet dans une boute de centre

4 h et de rayon €.„ h une unique résonance telle que :

( 1 2 . 4 . 1 ) -Imz(h) =-h~l/2 • 16/T [f(h) ] e"^21^

où f(h) est un symbole analytique tel que f(0) = 1 .

Détermination des géodésiques minimales.

Compte-tenu de 1'invariance par S x S , il est clair que la distance

minimale entre {0} et 90 peut être réalisée par une géodes ique minimale

joignant {0} à un point du type (t.. ,0,t^,0). D'autre part, la géodésique

minimale joignant 0 à (t,,0,t^,0) est unique car |W| •0 sur

{ V = 0 ^ { 0 } } . Enfin, si on a une géodésique minimale dans R (pour d., ),
'0

c'est une géodésique minimale dans R pour l'injection naturelle de R
4

dans R . Pour des raisons de symétrie, on fait un changement de variable

orthogonal en posant :

205



B. HELFFER - J . SJÔSTRAND

^2 ^2(13.4.2) » t .
/T /T

Dans ces nouvelles coordonnées le potentiel s'écrit :

Wols^tl- t^l-yt4]^2^^4]^4 [^ (t2^2)](13.4.3)

t >0
dans une zone U (0) .

0< |s| <t

Compte-tenu de la positivité des 2 derniers termes, on voit qu'à t fixé

le nlinijnum de Wp est toujours atteint en s«0. Il est alors facile de

voir que la géodes ique minijnale est donnée par l'équation s "0 (ou dans

les anciennes coordonnées par l'équation t, " t^).

0 0

On obtient ainsi que l'ensemble T des points de type 1 est la sous-variété

de dijnension 2 définie par |xJ s 1 , |xJ = 1 et que celle-ci est de codi-

roension 1 dans 30.
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Pour obtenir les résultats optimaux, le deuxième point à vérifier est de

montrer que la caustique ^f est au voisinage de T une sous-variété de di-

mension 3 ayant un contact d'ordre 2 exactement avec 30' le long de T.

Etude de la caustique.

De nouveau, des argunents de symétrie conduisent à la réduction du

problème à R ++ .

Si on désigne par f(s,t) la fonction d-., ((s,t),0) -S/. , on sait
"0

(cf. [H.S.1J) que cette fonction est C00 dans un voisinage de ((0,/?l x {0 ) ) .

Plus précisément, on a vu dans la section 10 que f est C jusqu'au bord

Î?Q (= î f n R +<t") de la trace de la caustique sur R et la restriction
% , a»
f de f à I?Q est C . Compte-tenu de la remarque 10.3, il s'agit de mon-

^
trer que f s'annule exactement à l'ordre 2 au point (/"7,0).

L'expression de f au voisinage de la caustique (faite autour du point

10.22) montre qu'on a, en paramétrant par s , la courbe @Q :

2^ 2
(15.4.5) a f (0) = lim U (0,1) déf- & .

^ K/?357

t-/7
^

Par conséquent f s'annulera exactement à l'ordre 2 en s = 0 si et seule-

ment si i •0. On montrera ultérieurement que :

(13.4.6) J l= j

ce qui montre donc la propriété souhaitée.

Utilisant l'équation eiconale (10.25), on obtient qu'en (/T,0), on a

l'égalité :

(13.4.7) ^s^O-^t4)^2 (l^t4]*^3) sur ^ .
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Si en est définie par :

(13.4.8) t - /?- b(s)

avec

(13.4.9) b(s) -B s2*^3)

on déduit de (13.4.7) à (13.4.9) que :

A^/TB *2

et par conséquent :

L'équation de la trace de la caustique dans
24^R est donnée par :(13.4.10) /

f/7-(4-1) • ——^ Ô(s3) .n^ 7/7^ 2 / 2 :

Dénonstration de la Proposition 13.4.1. Compte-tenu de la formule (10.74)
l.clet de l'invariance par S xS , on a :

(13.4.11) -Imz(h) •h^e117211»!!"2^—n—) • (4 n2) (1 -^(h))
\W

où

(13.4.12)

et où

(13.4.13)

^(t)^ (0,t)

* = lim (a^t)2-^)
t-/T
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avec

et où a^Ct) est la restriction de l'amplitude de la solution W.K.B.
"d^(x,0)

a(x) • e H [ 1 * Q (h) ] à la géodésique minimale x(t) « (-1, G , -î-, 0)
-y » Z yZ

nonnalisée par a(0) s 1 . Le terme H'" figurant devant • dans (13.4.11)

correspond au fait que la bonne normalisation (en nonne L2 ) conduirait à

a(0) « (Jîh) .On vérifie alors, à partir de l'équation eiconale et de

(13.4.3) que <p^ vérifie l'équation :

(13.4.15)

4
^(0,1) ^(t) ^4>f « 1 ̂ \

^ (0) • 1 .

Il suffit en effet d'identifier les coefficients en s de la relation

|vdy(x,0)| «V(x) qui s'écrit,si on désigne par <P(s,t) la restriction
2+4-de dy à R dans les coordonnées (s,t) :

(13.4.16) |V^ ^ ip(s,t)| s W^(s,t) au voisinage du rayon minimal

et de se rappeler que :

. 2 - 2 -
(13.4.17) (p(s,t) s ; •»• (&(|s| ^ |t|r près de (0,0).

On a alors :

03.4.18) 4>(s,t) « 4>o(t) + ^-<^(t) * ^(s3)

et (13.4.15) se déduit de (13.4.16) à (13.4.18).
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On traite de la même manière la première équation de transport pour

a qui régit son évolution le long d'une géodésique minimale :

(13.4.19) 2 V d y * V a + l A ( d ^ ) - 4 ] a = 0 .

Dans R^ , où on reprend les coordonnées (t,s) , (13.4.19) devient :

f 2<?Q(t) aç(t) ^ [<^(t) *i ̂ (t) ̂ (1) -4] a^t) » 0
(13.4.20) ^

^ aQ(0)«1 .

Toutes ces considérations apparaissent de manière heuristique chez

[Ba.Ben.W.] pour un problème voisin; notons ici, ce que nous développerons

au $ .14 . , que nous pourrions ainsi justifier mathémat iquement toutes leurs

considérations.

On va montrer ici, en s'inspirant de leur étude (et de remarques de

P. Vogel que nous tenons à remercier), comment résoudre explicitement le

système d'équations différentielles (13.4.15) - (13.4.20).

La résolution de (13.4.15) est classique : recherche d'une solution

particulière - V1 -1 /4 . On se ramène à une équation de Bernouilli qui se

ramène par changement de fonction à une équation différentielle du 1er ordre

linéaire qui s'intègre sans trop de difficultés. On obtient ainsi :

Ceci démontre (13.4.6) car <?,(/?) »& .

Plutôt que de résoudre (13.4.20), on pose 8(1) =Log(a2^PQ) et on ob-

serve que 9(t) vérifie l'équation :

03.4.22) ^ .-^1^^-41 .
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.4
Posant : 9(t) =P(u) avec uîB-T- , on obtient que :

p(u) =C -j Logu- Log (Arc sin/"u) -2Argch (-1-) .
/TT

La constante C est déterminée en observant que :

9(t) ^Logtf^(t) lorsque t -0 .

On trouve ainsi que :

(14.4.23) p(u) =1 Log 2-jLogu-Log(Arc sin/u)-2Argch(—) .

Soit encore :

^ -2Argch(-^)
(13.4.24) a^d)^574 -t'1 (Arcsin(-y))'1 - e t

On en déduit que :

(13.4.25) O » 8-^T .

Compte tenu de (13.4.11), la Proposition 13.4.1 est démontrée. ,

Démonstration du Théorème 13.1.2. (13.1.4) se déduit immédiatement de

(13.2.14), (13.2.21) et (13.2.22) en se rappelant que R e E ( 0 ) « ^ . ,
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14. QUELQUES RB^RQUES JUSTIFIANT L'ARTICLE DE BANKS-BENDER-W [Ba.Ben.WJ.

Cet article est à notre connaissance un des seuls articles traitant de

la formule de Bender-Wu en dimension >1 de manière convainquante à défaut

d'être complètement rigoureuse1'. Nos techniques permettent en fait de justi-

fier complètement les arguments qu'ils avancent et dont ils avaient seule-

ment vérifié le bien fondé par des calculs numériques. On traitera simple-

ment ici le modèle qu'ils ont considéré tout d'abord et qu'ils ont considéré

comme significatif.

Nous le présentons dans le contexte semi-classique ; la réduction à

cette situation est analogue aux cas que nous avons considérés dans les

S . 1 2 et 15.

Considérons donc :

(14.1) P(h) «-.h2(-d7+-d.^(x2*y2) -(x^y^Zcx2/2)
W d/7

où c vérifie -1 <c

et on se propose d'étudier la résonance située près de 2 h et plus exac-

tement le comportement asymptotique de Im z (h) lorsque h-»0.

Le cas c <-1 n'est pas considéré par ces auteurs, mais il ne semble

pas exclus dans notre approche, car, nous pouvons sans doute traiter ce cas

où l'ile n'est pas compacte par les techniques introduites pour l'étude de

l'effet Zeeroan. On se limite pour l'instant au cas où c > - 1 . Cette condi-

tion est naturelle si on pense au problème des perturbations pour Q(t) s

-A , -*• (x + y ) •»• t (x + y + 2 c x y2) , t > 0 . Elle implique que l'opérateurJv»/
Q(t) est semi-borné. Nous ne détaillerons que les points différents de

ceux considérés aux S.12, 13. L'existence de la résonance ne pose pas de

v ; du point de vue d'un mathématicien.
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problèmes nouveaux et nous allons donc surtout nous attacher aux problèmes

nouveaux posés dans l'étude de P(h),

On a avec les notations des paragraphes précédents :

(14.2) U « { 0 ) , (^{(x.y) €R 2 , x^y^x^y^Zcx2/2} .

On voit facilement que & est relativement compacte, et la première chose à

considérer est d'étudier la nature des géodésiques minimales entre U et

30. Banks-Bender-Wu en donnent les équations en indiquant qu'il suffit de

chercher les points cols du potentiel V situé dans (b et de remarquer que

passent par certains de ces points cols des géodésiques minunales qui sont

miraculeusement des droites. Cette technique a 2 lacunes, d'une part sa jus-

tification est peu claire car rien ne dit a priori qu'une géodésique mini-

male doit passer par un point col et on peut imaginer des situations où ce

n'est pas le cas, d'autre part les auteurs ne vérifient pas qu'ils ont ainsi

toutes les géodésiques minimales, la justification de ce dernier point ne

s'obtenant que, a posteriori, par des vérifications numériques qui rassurent

complètement le physicien mais ne satisfont pas totalement le mathématicien.

La démonstration de ces propriétés est pourtant très simple. On pose :

04.3) V^(x,y) '(x^y2) - (x4+y4 * 2cx2 y2 )

et on considère 3 cas :

Ças_[. c = 1 .

Dans ce cas, le potentiel V^ (x,y) = (x2 +y2) - (x2 •*-y2)2 est invariant

par rotation et tous les rayons issus de (0,0) sont des géodésiques mini-

males. Ce cas est étudié au §.12.

ÇasJÎ. c < 1 .

On remarque que :
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VJx.y^V^x.y^Zd-dxV .

Si c < 1 , on observe alors qu'on augmente le potentiel en dehors des deux

axes x ^ O , y«0. La distance de tout point de 30 à U augmente stric-

tement en dehors de ces deux axes. Il ne reste donc plus que 4 géodésiques

minimales joignant en ligne droite (0,0) aux 4 points de 90 qui n'ont

pas bougé à savoir (0,1), (1,0), (-1,0) et (0,-1).

Quand on fait varier c dans l-00.!] , la distance à 30 est cons-

tante et égale à :

Remarquons que dans ces considérations, l'hypothèse c >-1 n'intervient

pas.

Çasj. c > 1 .

On fait le changement de variable orthogonal :

Y ^ V Y — V
(14.5) x--^ » t ; x—^ - s ./r rr
Dans ces nouvelles coordonnées, le potentiel devient :

W^s)^2^2)-^ (l^cKt^s^^c-ns2!2

et on compare ce potentiel avec le potentiel symétrique

W^t.s)^2^2)-^ (l^cHt2^2)2 .

Par les mânes arguments que dans le cas 2, on obtient qu'il y a 4 géodési-

ques minimales correspondant cette fois-ci aux 4 bissectrices (dans les

coordonnées x,y) .
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La distance à 30 varie avec c et est donnée par :
y i «

(14.6) S ^ = J c u Yl- (-^)u2 du « -r^ J vT^ dv » j^y .
0 0

Le changement de variable montre donc que le cas 5 se ramène à celui du cas 1

(-1 <c <1 ) et on se contentera donc d'étudier ce cas.

Calcul de la résonance dans le cas "1 < c < 1.

On procède de manière complètement analogue à celle de l'étude faite

au §.13.4. Il y a 4 contributions identiques de chaque géodésique et on se

contentera donc de calculer celle relative au rayon joignant (0,0) à (0,1).

Conroe au §.13 (cf. (13.4.11), on a :

2S./h ,/. , „ 1/2
(14.7) - I m z ( h ) - e u • h 1 / '« - - 4 • ^ • (-^) (1 ^(h)

" 1̂

où 4>, satisfait à l'équation :

t /1-t2 4^ --^p238 1 - 2 et2 sur [0,1[
(14.8) ^

^(0) = 1

et où a/, satisfait à l'équation :

/———^
f 2t /1-t2 a^(4y^)a^2ao

(14.10)
ao(0)»1

Toutes ces formules se déduisent du Théorème 1 0 . 1 2 à condition de vérifier

que la caustique a un contact d'ordre 2 exactement aux points (0,1) , (1,0),

(û,-1), (-1.0) , ce qui équivaut canne au § .13 à la vérification de :
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( 1 4 . 1 1 ) <^0) • 0 .

Résolution de 14.7. (d'après [Ba.Ben.W.])

Le changement de variable s-v i - t , conduit à l'équation :

(14.12)
-(1 -s2) H (s) ̂ (s) - 1 - 2 c * 2 c s 2 s € ] 0 , 1 ]

4'(1) •I

où

(14.13) <P(s)-<^(t) avec s-/1-t2 .

Cette équation est justement l'équation (4.15) de [Ba.Ben.W.] p. 3352.

On fait alors le changement de fonction :

(14 .14 ) <KS) - (s2-^ ̂

qui conduit à l'équation classique de Legendre suivante :

(14 .15) ( ^ - s 2 ) X t t - 2 s X ' < • t X ( 2 c - — — 7 ) » 0 .
1-s

La "bonne" solution de (14.15) est donnée par la fonction classique (cf.

Bateroan manuscript Project, Vol.1, p. 1 2 1 )

(14.16) P^s) avec v(v<-1) » 2c , u --1 •

Cette solution a les propriétés suivantes (cf. Bateman manuscript Project,

Vol.1, p. 145) qui justifie son choix :

i i -i/7 i n?^)(14.17) P^'(O) « \ n l / z sin^nv;) —^——
r (-j * -j v )

„ ,/, 1 r^*:^^
(14.18) P '(0) "-n " ~ cos(4n\») ——T——v r(i*^\>)
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/TP'^S)
(14.19) ———^-——> 1

O-s)172 S-.1

(cf. Bateman manuscript Project, Vol.1, p. 163).

-p-^sKI-s)172

(14.20) —^——————————> 1 .
2/î s-1

Les relations (14.14) , (14.19) et (14.20) impliquent que < p ( 1 ) « 1 .

Vérifions maintenant que la condition ( 1 4 . 1 1 ) est satisfaite. On a

P";11^)
^(1)^(0)-^-

d'où
cos^) r(^^) 1^4^

(14 .21) ^(1) = ^ 2 - ———————————————————— .
sin(ylîv) r (yv ) r (1 -»••1v )

(On vérifie que <Pi(1)^ 0 ; les singularités apparaissant pour certaines

valeurs de v ne sont qu'apparentes !).

Calcul de < t > .

On pose e(t) '^gîâQ^). L'équation régissant 9 se déduit de

(14.10). On obtient :

(14.22) 4>o(t) 1 1 - 2 - ^ ( 1 ) .

Dans la coordonnée s ,(14.22) devient, avec 6(s) =0(t)

(...23) ë'-^-Ï

d'où :

9(s) = C - Log (̂ |) - Logx .
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C est obtenue en remarquant que lorsque s-*-1 ,

6(s) «^ Log (1-s2) ^ o(1-s) « \ Log (1-s) * L^i-2 * o(1-s)

»C - Log 2 * Log (1-s) - \ Log (1-s) * Lo^-2 * o(1-s) .

On obtient par conséquent :

6(s) - Log 2- Log (̂ |) - Logx

d'où

(14.24) ^ .—^.^—— .
\W p "(o)

Calcul de la résonance.

Compte-tenu de (14.6) on obtient :

- ( Imz(h) )e ° h^^-S . if172 ——^————V-i———TTrII^Oth)] .
[P^ (0)(-P;') (O)]17 '

II résulte de (14.17) et (14.18) que :

-i -r i r^^ . r^^)
P '(0) P ' (0) - - — sinîîv —5—————^-———v> v " r(|^)(rd*^))

1 . - 1 sinn\^
"n^^-^^TT'-îiTT- •

D'où finalement :

-(Lnz(h))e 0 h'172 « 8 (jr^,)172 [1 * 0(h) ]

(14.25) Imz(h)» h172 . 8. e ° (^l^)1^ [1*ô(h)] .

Cette formule coïncide à renonnalisation près avec la formule (4.41) de

[Ba.Ben.W.L
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Reroargue^14^1.

On peut préciser le (1 + ®(h)) dans (14.25) sous la forme (1 * 0(h))

est un symbole analytique. Ceci conduit à des formules de Bender-Wu plus

précises comme dans le §.12 et qui semblent difficile à justifier avec la

technique de "Matching" de [Ba.Ben.W.]. Ceci justifie les expressions du

type (5.1) de B.B.W^.

RemaT^\le^u^2- Le cas a ^ b , a > 0 , b > 0 , c>- /aF.

Ce cas est également traité dans (Ba.Ben.W.]. Nous remplaçons seule-

ment l'argument peu rigoureux à nos yeux des points selles, le reste se dé-

roulant comme dans le cas symétrique. Par changement de coordonnées ortho-

gonales, on se ramène toujours à la situation où a < b , c < b.

On compare de nouveau avec une situation symétrique en remarquant

que :

x^y 2 - (ax^by^cx^2) = (yW) - bty^x2)2 - x^Oaîx2 •»• 2(b-c)y2 ) .

On remarque alors que seules les géodésiques minimales (0 ,—) ( t € ( 0 , 1 ] )
/b

et (0 ,--t-) ( t € [ 0 , 1 J ) subsistent lorsque l'on ajoute
/b

x ((b-a)x +2(b-c)y ) au potentiel symétrique .

La suite de la démonstration s'adapte essentiellement sans changement en

reprenant les arguments de [Ba.Ben.W.] avec l'adaptation que nous avons

faite précédemment.
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APPENDICE A. Théorie de Fredholm.

On reprend la théorie classique sous une forme directement utili-

sable dans le texte principal. Soient d'abord A ,B des espaces de Banach

sur C e t S î3z -»P : A-»-B une famille continue (en nonne) d'opérateurs

bornés. Ici î îcC est un ouvert. Soit z ^ € î 2 et supposons que P soit

un opérateur de Fredholm d'indice fini. Soit a «dijnKerP , a =

a- \dim Coker P . On choisit alors R : C -B et R^ : A-C bornés de
zo

rang maximal tels que R (C ") soit transverse à P_ (A) et R.
^ Ker P

^
soit bijectif. On introduit alors l'opérateur :

0 / \ R- \
(A.1) ^ 0 1 } : A x € ' " B x c

qui correspond au problème :

Î

P u + R u ^ v a a^
(A.2) "0 ' " , u € A , u €C " , v ^ € C , v € B .

R^u »v^

On voit facilement que ce problème admet une solution unique et donc que

y est bijectif avec un inverse borné. L'opérateur
^

P, R-
(A.3) (P. .

R, 0

a donc les mêmes propriétés pour z dans un voisinage VCz^) de z^ et

l'analogue de (A.2) (avec P remplacé par P, ) a donc une solution unique
^ z

de la forme :

/ u \ /E(z) E^(z) \ /v \ / v
(A.4) \ s } ( \ = ^Cz) (

luj \ E.(z) E.,(z)l IvJ Iv,
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pour z€V(zJ. Ici E , E^ , E_ , E^ varient continûment en nonne avec z

et E^(ZQ) «O. De plus E^(z) et EJz) sont de rang maximal pour z « ZQ

et donc pour tout zCVCz^) (si Van diminue V(ZQ)). Pour Z€V(ZQ) , étu-

dions maintenant l'équation :

(A.5) P^u'v

et introduisons v ^(zîu corome variable auxiliaire. Alors (A.5) équivaut

à :

(A.6)
u«E(z)v+E^(z)v^

0 -E ( z ) v *E . ( z ) v^

Pour v € B donné, (A.5) admet alors une solution ssi E ^ ( z ) v € ImE^(z) .

Puisque E (z) est surjectif,nous voyons d'une part que Im(P^) est fermé

et d'autre part que :

(A. 7) Codimlm(P^) - Codim Im (E^(z)) .

De la roêroe manière, puisque E^ est injectif. jious voyons que :

(A. 8) dijnKerP s dimKerE^(z) .

En particulier ind (P^) s ind (E^) a a^ - a_ est indépendant de z (résultat

bien connu).

Regardons maintenant la théorie spectrale. Soient ZQ , V(ZQÎ conroe

ci-dessus et supposons que Vtz^) soit ouvert et connexe. On suppose main-

tenant que A<=B avec une inclusion dense et que P ^ - P - z . On suppose en

plus que P est bijectif pour au moins un point de V(ZQ). Alors E^ est

bijectif au même point et donc a .̂ » a, s n. E , E^ . E^ , E^ dépendent mainte-

nant holomorphiquement de z et les zéros de detE^(z) forment donc un en-

semble, discret de V(zJ. Quitte à diminuer V(ZQÎ, nous pouvons donc supposer
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que E^(z) (et donc P-z) est bijectif pour Z € V ( Z Q ) ^ Z Q , pendant que

E^(z-J '0. Pour z *ZQ » nous avons :

(A.9) (P-z)'1 «E(z) -E^(z) E^(z)"1 Ejz) .

Si Y est un contour simple autour de z« et si y désigne -wr- j , alors ;

Y Y

(A.10) H ' (^(z-P)"1 dz»- (^ (z ) E ^(z)'^ (z)dz .
def. J J

Ici on constate que E_^(z)" a un pôle d'ordre fini NQ en z = z/. , et on

introduit le développement de Laurent :

—N R
(A.11) E (z)'1 •———°rr- ^ ...^ /. "1 ^ "»• holomorphe

(Z-ZQ)'0 T2"o)

ainsi que les développements de Taylor de E^ :

(A.12) EJz)»E^ZQ)^E^ZQ)(z-^Q)^Ei2 ](zQ)(z-Zo)2^.. . .

D'après la formule des résidus :

(A. 15) n ' - ) Eu}^ ^k ̂ ^ •
j-»-î-k»-1
1.<k<No

Puisque les opérateurs E '^ ' (z^) sont de rang fini <n on voit que n est

de rang fini ^ N.. n . On voit aussi directement sur (A.10) que Im(n) cA.

Puisque A est dense dans B , et IT est de rang fini , on a : n(A) = II (B).

Pour u € A , nous avons : P(z-P)'1 u» (z-P)'1 P u = - u - » - z(z-P)'1 u et

donc en intégrant :

(A.14) n P u = P n u , V u € A .

Donc n(A) =11(8) est invariant par P. A l'aide d'une récurrence facile, on

montre ensuite que :
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(A.15) (P-w^n^z-w)1" (z-P^dz ,

Y
pour w € z , m =1,2, . . . . Pour w€V(z,J à l'extérieur du contour y, on a

aussi :

(A.16) (P-w)"1 n=^(z-w)'1 (z-P)'1 dz .

Y
En effet, si l'on appelle W le second membre de (A.16), alors :

(P-w)'1 W=(^(z-w)(z-w)'1 (z-P'^dz'II ,

car ^ (P-z)(z-w)'1 (z -P^dz^O.

Soit r<=V(z/0 un deuxième contour simple qui contient y dans son

intérieur. Alors d'après (A.16)

n^^tw-P)"1 ndw«^ ((^(w-z)'1 (z-P^dzîdw .

r r Y
Ici on peut renverser l'ordre d'intégration et,puisque y(w-z) dw= 1 pour

z ç Y, on obtient :

(A.i7) n2 s n .

Donc n est un projecteur de rang fini avec II (B) cA et n(B) est P-inva-

riant et nous avons (P-^p)_|TrfD):L°- La dernière propriété résulte de

(A.15) avec w =z,. puisque d'après (A.9) : (P-z) a un pôle d'ordre ^ NQ

en z,, . Il ne reste qu'à montrer que :

(A. 18) ^P-ZQ) : A n K e r n ^ B n K e r l î est bijectif .

On pose Q=(y(z-z ,J (P-z)' dz : B-^A. Il est clair que n et Q conrou-

tent. donc Q : B nKer n - A n Ker n. De plus,
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f (z-z/J -1 l -1 i(P-z^Q'^-^j (P-z) 'dz^^z-ZQ) • (P-z)(P-z)"1 dz

« - n + i .

Donc, Quérir est un inverse à droite de l'opérateur (A. 18). De la même

manière, on obtient : Q(P-zJ « 1 -n et QJiçg-. n est donc aussi un inverse

à gauche.

On remarque aussi que si z, €W(z/J , z, • z^ est un deuxième point

où P-z n'est pas bijectif avant diminution de V(z/J à la page (A.3),

et si n , n sont les projections correspondantes alors on a :
^ z!

(A. i9) n n -n n -o .
^ z! z! ^

Çç'Pêrayç-ôil- on voit facilement que ^ E.^(z) •E_(z) E^(z) . Si E^(zJ

E^(ZQ) est inversible on voit que NQ -1 puisque E^CZ,? »0 et ZQ est

donc un pôle simple pour (P-z)' . (On vérifie aussi directement que l'in-

versibilité de E_(ZQ) E^z^) équivaut à la condition Im(P-ZQ) nKer(P-ZQ)"0,

qui exclut des vecteurs propres généralisés).

Dans la section 9, on reprend des arguments de cet appendice dans des

situations où E^(ZQ) est non-inversible mais pas nécessairement 0. La

dernière remarque n'est alors plus valable.
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