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RESONANCES EN LIMITE SEMI-CLASSIQUE
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Département de Mathématiques Département de Mathématiques

2, Chemin de la Houssiniére
F - 44072 NANTES, FRANCE.
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0. INTRODUCTION.

Ce travail est partiellement une continuation de [H.S.1-5) et le but au
départ était d'étudier des résonances dans la limite h-0 pour des opéra-
teurs de Schrodinger P=- h2A+V(x) dans des cas ol le potentiel présente
une '"'isle' contenant un "puits' . Dans les applications le comportement
de V pour des grandes valeurs de |x| peut varier beaucoup. Ainsi pour
1'effet Stark on a V(x) mX, , pour 1'étude des formules de Bender-Wu on a
V(x) - |x|4 (ou quelque chose de plus général) et pour 1l'effet Zeeman on a
(d'aprés une réduction que S. Graffi nous a indiqué) V(x) = ]x[z a-

(xf *xg) (xg*xi)) dans R4 . I1 nous a donc semblé naturel et souhaitable
de rechercher la définition des résonances la plus générale possible per-
mettant de ''régler les problémes 3 1'infini ' une fois pour toutes. Le
développement de cette théorie générale occupe une grande place dans ce
travail et c'est seulement dans les chapitres 9 3 14 que 1'on étudie le
probléme d'un puits dans une isle. La théorie générale est peut-8tre assez
lourde a développer, mais d'une part on peut raisonablement espérer des
simplifications techniques dans 1'avenir car les idées de fond sont simples
et naturelles, d'autre part elle nous donne un cadre trés général pour

traiter tous les problémes mentionnés ci-dessus ainsi que d'autres, pas
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nécessairement liés 3 un puits de potentiel et pas seulement pour 1'opéra-
teur de Schrddinger mais pour des opérateurs elliptiques plus généraux.
Finalement la théorie générale semble se montrer assez flexible dans les
applications et donne un accés direct 3 1'essentiel du phénoméne de la

création des résonances.

Pour des gens avec une certaine formation en analyse microlocale et plus
particuliérement dans la théorie des opérateurs intégraux de Fourier 3 phase
complexe dans ses différentes formes (voir par exemple Melin-Sj8strand [M.S],
Sjostrand [S.1]), les travaux d'Aguilar-Combes [Ag.C.] Balslev-Combes [B.C.])
donnent une idée générale de ce qu'il faut faire pour développer une théorie
microlocale des résonances. (Voir aussi Vainberg [V.1], [V.2]).D'un certain
point de vue, 1'idée de [Ag.C.], [B.C] revient 2 remplacer 1'espace LZ(Rn)
par un autre espace de Hilbert H tel que P en tant qu'opérateur non-borné dans H
admet seulement du spectre discret prés du niveaud'énergie (p.ex. 0) que 1'on s'est
fixé préalablenent. (Les valeurs propres correspondantes sont alors appelées
" résonances ''). Dans notre présentation, on suppose 1l'existence d'une cer-
taine ' fonction fuite". C'est une fonction C réelle G(x,g) , apparte-
nant 3 une certaine classe de symboles adaptée au potentiel V, telle que
en dehors d'un compact dans p'l (0) 1le crochet de Poisson Hp(G) = {p,G}
soit positif et elliptique sur p—I (0). Ici p-gz*V(x) est le symbole
principal associé 3 P=- n?a +V(x) et Hp'g ap/an a/axj - ap/axj 3/3€j
est le champ hamiltonien de p. Donc, en dehols d'un compact la fonction

G est strictement croissante le long des trajectoires de Hp » C€

-1
p (0
qui entraine 1'absence de trajectoires captées en dehors d'un compact de

p-'(O). (On peut montrer en effet que 1'existence d'une fonction fuite
équivaut 3 une certaine condition de ''non-capture' formulée 3 1'aide

d'une certaine pseudo-métrique Lorenzienne associée 2 Hp).
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A une fonction fuite G(x,f) on associe une variété I-Lagrangienne

. = - 9G(Re(x,E)) - 3G 2n
AtG : Img t TRe x , Imx=t IRef dans € , pour t>0 assez
petit. On fait aussi une hypothése d'analyticité sur V au moins dans un

voisinage de 1'infini. Alors pour t >0 assez petit et (x,§) €I\tG H
0.1) p(x,£) =p(Re(x,E)) -i t {p,G} (Re(x,£))+ O

et en imposant aussi une condition d'ellipticité sur p dans le domaine
réel loin de p-l(O), on constate que p|, est un symbole elliptique a
t

1'infini (dans une classe naturelle de symboles).

A AtG on associe ensuite un espace de Hilbert H-H(AtG ,1) de la
maniére suivante : d'abord, on introduit une transformation de Fourier-Bros-
Iagolnitzer (F.B.I). On utilise ici la terminologie de [S.1] od sont pour-
suivisdes arguments de Bros et de Iagolnitzer dans 1'étude des singularités
" analytiques microlocales, et techniquement les transformations utilisées
ici sont proches de celles utilisées dans [S.1]. Ces transformations sont
bien entendu des variantes de la transformation de Bargmann. Grosso modo
il s'agit d'un certain opérateur intégral de Fourier T-Th qui transforme

2n

des fonctions u(x) sur R" en des fonctions v=Tu(x,f) sur R" et

qui induit une isométrie LZ(Rn) *LZ(Rzn). L'espace H(A 1) est alors

tG*)

grosso modo 1'ensemble des u=u(x) tels que Tug L2 (Rzn; e-ZtG(t’X'E)/h

dxdg). Ici G(t,x,£) est une fonction proche de G(x,g). Si Y :
]-w,*o[ 3s+Y(s) ep_1(0) est une trajectoire de Hp qui évite un certain
compact on montre que G(Y(s))++tw, S+2o et un Elément de H(AtG 1
doit en quelque sorte &tre 3 décroissance exponentielle prés de y(s) si
-s est grand, mais peut en revanche avoir une croissance exponentielle

prés de y(s) si s est grand.
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On introduit ensuite des opérateurs pseudo-différentiels associés 3
1'espace 'H(At G »1). Le symbole principal d'un tel opérateur est alors un
symbole sur 1\t G* On peut considérer P comme un opérateur pseudpdifféren-
tiel de symbole principal p'At. Ce symbole étant elliptique 2 1'infini, on
montre ensuite que le spectre de P comme opérateur non-borné dans
H(At(;,l) est discret dans un voisinage de 0 et que ce spectre (c.3.d.
les résonances) est essentiellement indépendant du choix de la fonction fuite
G et du paramétre t>0 (assez petit). Le cas de Aguilar-Combes correspond
3 la fonction fuite G(x,§) =x*&. On peut trouver des potentiels admettant
des fonctions fuite mais dont aucune ne peut &tre linéaire en £ . Pour
un tel potentiel il semble impossible de traiter des résonances seulement
par déformation de R" dans 1'espace des configurations, une théorie micro-
locale semble alors s'imposer.

On doit rappeler que 1'approche d'Aguilar-Combes. et Balsle§-Combes a été
développée par beaucoup d'auteurs : voir B. Simon [Si.1-Si.3], I. Herbst
[He.1, H. Cycon [Cy.], Combes-Duclos-Seiler [C.D.Se.] ainsi que les réfé-
rences dans ces articles. Combes-Duclos-Seiler [C.D.Se.] étudient un probléme
unidimensionel de résonances avec un puits dans une isle par la méthode du
"' exterior complex scaling ' . Bien entendu il est extrémement probable (mais
nous n'avons pas encore vérifié les détails) que notre définition des réso-
nances coincide avec celles de ces auteurs dans tous les cas ol une telle

coincidence est pensable.

Voici le plan de notre travail : Dans la section 1 on introduit certaines
fonctions d'échelle et des espaces de symboles associés. Dans la section 2
on fait quelques remarques sur une classe de variétés I-Lagrangiennes, dans
la section 3 on étudie certains espaces de Sobolev en préparation de la

section 5. Dans la section 4 on introduit d'abord des résolutions de 1'iden-
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tité et puis des transformations de F.B.I. Dans la section 5 on peut ensuite
définir 1'espace H(At G ,1) ainsi que des variantes de cet espace. Les
cections 6 et 7 sont consacrées respectivement aux opér#teurs pseudodiffé-
rentiels et Fourier intég-rwx agissant dans les espaces H(At G ,m) (o m
est une fonction d'ordre). Dans la section 8 on peut alors finalement dé-
velopper la théorie générale des résonances. Les sections 9 et 10 sont con-
sacrées 3 1'étude des résonances obtenues par un ' effet tunnel ' d'un puits
de potentiel dans une isle de potentiel. Dans la section 9 on obtient des
résultats généraux pour un puits quelconque et on y montre qu'il y a une

bijection b entre des valeurs propres d'un certain probléme de Dirichlet

(-2 SO)/h)

localisé dans 1'isle et des résonances, telle que b(u) -u= @(e
e>0, od S0 est la distance d'Agmon du puits au bord de 1'isle. Dans la
section 10 on obtient des résultats plus précis sur les parties imaginaires
de ces résonances dans le cas ol le puits se réduit a un point o V">0.

On y obtient d'une part des minorations et des majorations sur les parties
imaginaires et d'autre part des développements asymptotiques. Dans le cha-
pitre 11, on explicite les résultats dans un cas unidimensionel et on éta-
blit un lien avec un cas multidimensionel symétrique. Dans les chapitres 12,
" 13, 14 on étudie des formules de Bender-Wu (multidimensionelles) notamment
pour l'effet Zeeman et pour des exemples étudiés par Banks, Bender et Wu,
{Ba.Ben.W.], [Ba.Ben.]. Il s'agit donc de donner des formules pour la suite
des coefficients dans une série de perturbations. Les résultats de la sec-
tion 10 permettent d'obtenir des résultats qui 3 notre connaissance sont
rigoureusement démontrés pour la premiére fois. On finit par un appendice

ol on rappelle des arguments de la théorie de Fredholm adaptés 3 nos besoins.
Pour abréger ce texte déja un peu long, on a supprimé trois autres appen-
dices : un sur un exemple de potentiel ol notre théorie s'applique mais qui

n'admet aucune fonction fuite linéaire en £, un sur 1'équivalence entre
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1'existence d'une fonction fuite et une certaine condition de ''non-capture "
3 1'infini, et un troisiéme (pas encore &crit) sur 1'équivalence de notre
définition et celle d'Aguilar-Combes dans des cas d'intersection des deux

théories.

Les résultats principaux de ce travail sous une forme un peu préliminaire
ont été exposés dans le ''Workshop and Conference on hyperbolic equations '
2 Katuda et Kyoto en Aolit et Septembre 1984. Voir [S.2].

Nous tenons a remercier B. Simon qui nous a signalé 1'application possi-
ble des résonances aux formules de Bender-Wu, nous sommes reconnaissants a3
S. Graffi qui nous a indiqué beaucoup de références et qui nous a suggéré
l1a méthode de réduction dans le chapitre 13 pour 1'effet Zeeman. Nous re-
mercions finalement Mme Bardot, pour 1'excellente dactylographie de ce texte

long et pénible.



1. [ESPACES DE SYMBOLES.

Notre calcul pseudo-différentiel dans le cas ol la variété I-Lagrangien-
2n

ne est réduite 3 R sera essentiellement connu. Voir R. Beals [Bel,
L. Hormander (H5.2] et N. Dencker [Del, ainsi que B. Helffer et D. Robert

[H.R] qui traitent aussi la dépendance de la constante de Planck.

On se donne deux fonctions r,R€Cm(Rn) , >0, R>0, vérifiant

(1.1 r(x) R(x)>1 , r(x)>1 , pour tout x€ER".

Pour tout a € N' il existe Ca>0 tel que

1-|al la

(1.2) |33 RO | $ G, R(x) 1S rlscre R T,

pour tout x€ER".

on pose T(x,E) = (r(x)2+£)2ec™(RP®).

Définition 1.1. La fonction 0<m€Cw(1’-'2") est une fonction d'ordre

81 pour tous a.,8€ﬂV", 1l existe Cq B>0 tel que

»

(1.3) |aj:l agm(x,i)l $Cy, g m(z,6) 2(:,5)‘“" rez) 12l s

pour tout (z,£) 6}?2".

<G E@T,

k=0,1,2,..., et si m€C°°(]R2n) est une fonction d'ordre, alors fom est

. _ © e d.k
Si f : R, -R, est une fonction C vérifiant l('cﬁ) f(r)

une fonction d'ordre. En particulier si m est une f. o. et x€R, alors
m“ est une f. 0. On observe aussi que le produit de deux fonction d'ordre

est une fonction d'ordre.

Définition 1.2. Si m est une fonction d'ordre, on dit que a est un
symbole d'ordre m ; a€S(m), st aECw(Rzn) et st pour tous a,B en’,
1l extste Ca

,B>0 tel que
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(1.4) 33 aga(x,i)l $Cy g m(z,E) ?(z,efm Rez)~lo] ,

pour tout (z,§) er™.

Exemple. R(x), r(x), '?(x,g) sont des fonctions d'ordre ainsi que ™ Rk

pour m,k€ R. On pose Sm'k=SG'mRk).

On fera aussitdt deux extensions de la Définition 1.2. : d'abord on
admettra des symboles qui dépendent d'un paramétre h>0 qui varie dans
10,1] ou dans un sous-ensemble de cet intervalle. Pour & € R, on dit
alors que a(x,£,h) €Smh™*) si a(-,...,h)h* est uniformément dans

S(m) , c.a.d. si pour tous a,8€N' ona :
(1.5) la‘; aga(x,g,h)| SCC!,B h-g- m(x,£) 'x‘.’(x,g)-lel R(x)“(li ,
pour (x,£) € R, he)0,1].

Deuxiémement, on travaillera souvent avec des symboles a(y,x,t) ,

n et ol y et z varient dans R" ou

a(z,y,x,g,h) et.c. od (x,£) € R
dans €". Il est alors sous-entendu que 1'on se restreint toujours a un

. 1 . 1
domaine du type |y-x| sca R(x) , jz-x| sq R(x) , od C;>0 est assez
1 _R(@y) R(x :
grand pour que ‘RTXT‘ C, pour |y-x| s—é—l . On dit alors par exemple
G "RG0 0
que a(z,y,x,£,h) est de classe S(m ) osi

(o3

1.6 |35 a?ym 3y 3fa mx,0)h ¥ x,e) 1Pl Ry el 181=1¥1

<
\Co.,B,Y,D

Plus tard on étendra aussi (de maniére évidente) ces notions de symboles au
cas o (x,£) varie dans une variété I-Lagrangienne de classe S1'] (dé-

finie plus loin).

On remarque que si aJ. €S(mj) , j=1,2 alors a, aZGS(m] mz). Aussi si

a€S(m) et si il existe C_>0 t.q. |a] >C]—m , alors e S(m-]).
0 0 a
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Remarque 1.3. Les classes de symboles ne changent pas si 1'on remplace
r,R par 'f',fl vérifiant aussi (1.1), (1.2) et avec r'\'?, R'\:?{. (Ici
; R :; sont bornées sur R"). Dans les applications
T

les fonctions r ,R ne sont peut-étre pas directement c , mais seulement

rvr signifie que

continues vérifiant (1.1) et pour 0<c<¢1<C :
"~
(1.2) Si IX‘Y|\<CR(X) , alors %%%—, %;%—e [%,C] .

oo .
On peut alors régulariser r,R par une sorte de partition C de la maniére

suivante : Soit xj er" , j=1,2,... une suite maximale de points telle

que les boules B(x. ,—Cz R(x.)) sont disjointes. Alors les boules
Jac J

B(x; '3 R(x;)) recouvrent R". Soit xeco‘” (B(0,1) ;[0,1]) égale a 1

dans B(O’Z) et posons Xj (x) =X((x-xj) /c R(xj)) , a support dans

B(xj ,cR(xJ.)) et égale a 1 dans B(xj ,% R(xj) ).

N R(x. )
Si yenB(x; ,cR(x; )), alors pour 1sv,u\<N;R—(iT€[—12,CZ],
1 Jv Iy xju C

et puisque les boules B(xj ,} % R(xj)) sont disjointes, on constate que
(o

NgN oid N ne dépend que de n,c,C. On pose

-]

RGO = T ROy X500 () = Lreg) %500

ol les sommes sont localement finies avec au plus N0 termes #0. On cons-
tate que ﬁ’vR, Tor et que R et Y vérifient (1.2). On remarque aussi
N

X5 .
que )(j =T')](_ est une partition d'unité avec les propriétés agréables sui-
Ak

N
vantes : 1°) Au plus N0 des supports des xj peuvent s'entrecouper dans un
N
méme moint, 2°) supp ')\('jcB(xj ,cR(xj)) , 3°) les sommes partielles § Xj ,
JEK
K< {1,2,...}, forment une famille bornée de 50,0 , quand K varie.

Fin de Remarque.
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Regardons ensuite la structure des fonctions d'ordre :

Définition 1.4.  On pose g"*":{aec’(nz") t3%a ek,

- J
Bz'aed":k 1-' j=1:-""n}.
J

Nous allons utiliser cette notion principalement pour m=k=1, mais

le cas m=k=0 intervient pour les fonctions d'ordre :

Propostition 1.5. Les fonctions d'ordre sont eractement les fonctions

de la forme mzen, ou n€:‘>‘0’0 est a valeurs réellus.

La démonstration est immédiate, et on passe 3 1'étude de la croissance
des fonctions d'ordre. Dans les directions de 1l'espace on ne peut pas dire

grand chose en général, mais pour la croissance en § nous avons la

Proposition 1.6. Si ml(x,f) est une fonction d'ordre, alors my(z) =

N
m(x,0) est une fonction d'ordre, et il existe une conmstante C>0 telle

que
~ N

NN
r(z,£)

-C -C 2.’ '\’( £) c
(1.7) m,(x) e (7’57—) < m(x,6) € mylz) e (%—)

C

et donc :
T(x,6)

e oo 0,0 ?
Démonstration : Soit n=logm€S ™’ . Alors Im n‘ <
1€l
In(x,&) -n(x,0)] sC | %t%) 24r<Ciog (2}51) ,

0

d'ol 1'inégalité voulue. (]

Puisque R est une fonction Lipschitzienne d'aprés (1.2), on a R(x) ¢

2

const. (1+ |x]). Si gy est la métrique (d—R"S)Z* (%)2 sur R“", on a donc
T

> () - (9))

10
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et,si dgo désigne la distance associée a gp» on en déduit que toutes les

20

On introduit aussi la métrique conforme g = ('1\" R)zg0 et on remarque que

boules Bgo(p,C)={u€R2n;d (o,u) <C}, p€R™, C€lo,+=[, sont bornées.

TR (const.) (1 +4,((0,0), (x,8))).-

Nous allons maintenant développer certaines préparations techniques sur
les déformations de fonctions d'ordre et des fonctions de classe él" . On

el,1

cammence par remarquer que si f€S alors il existe une constante C>0

telle que :
(1.8) [£(0) -£)| < Cdg (pm) -
Soit o<xec‘(‘;({(x,a) ;]x] <1, |€|<1}) avec S xdxdf=1 et posons

(1.9 K (08, 0m e M R ™ ¥o,0) M x (F, L), es0.

€ T(x,E)

Pour €>0 assez petit on pose :
(1.10) D, x,6) = [ X.(,8) L 0um) 40,00, ,m) dyen .

Alors il est clair que Dg et 1 +dg((0,0) , (x,€)) sont du méme ordre de
grandeur. De plus Dg€§]’]. En effet, pour |a| +|B| <1, on a avec
W’dg((O,O),') :

(1.1 3% 3 g=” 3% 3 K (%,€,,n) (9 (y,m) ~¥(x,£))dydn ,

puisque : “ a§ agl(c dydn=0. Utilisant que y(y,n) ~y(x,§) = @(t: r;"R) pour
(n) dans la "boite de base” B((x,6),e) ={(r,m € R®"; [x-y| <eR®)

|g-n| se?(x,&:)} , et que :

|3: 3SKE(X.€.Y.H)|SCG . e-Zn-Ial-lBl R-n-lal ’I\g-n-lBl

11
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on trouve :

1-lal-I81 Rl-lal 'x\:l-lBl .

a .8
(1.12) |3a_ 3;D | ¢ C“’Be

x £°g
De méme on montre que :
N
(1.13) IDg-w|<coch.
On fixe maintenant €>0 assez petit.

Proposition 1.7. Sotent f,3€:91’1 deux fonctions réelles. Alors il
existe une famille [1,+ [ Ir+f € sl , continue en A et uniformément
bornée dans 51’1, telle que f1=f, tq. f)(x,8) est compris entre
f(z,£) et 3(:,&) et telle que fx(x,-‘;) =flz,8) pour Dg((:x:,ﬁ)) 3,

A A
fx(.r,E) =g(x,§) pour Dg((x,C))S-g.

Démonstration : Il suffit de donner la construction de f)‘ en dehors d'un

campact. L3, on pose :
1 1 “
£, ((x,8)) = (0 -X(x Dg))f*x(-; Dg)g >

ol x€C;([O,+°°[) prend ses valeurs dans [0,1], X(t) =1 pour tés‘z ,
x(t) =0 pour t>1. La seule chose qui n'est pas camplétement évidente est

alors que fA soit uniformément bornée dans é]’1. On a :

afy, = (1 -x(—l— Dg))af+x(} Dg)a?i~x'(% D)3 D, %(f-’ﬁ') .

Ici 3 désigne 3 ou 3, . On remarque ici que 3_ f, 3 'é', 3. D ES]’O,
X. E X. X. X. g
0.1 J : J : J J
’ ' (=~
agjf ,aejﬁ.agj Dg€S , et que {X(T Dg)}x>,l , {X (A Dg)}xal sont des
0,0

(on utilise ici que Dg >const. ?"R) . De plus,

;‘- (f-'é') est uniformément borné dans SO’0 dans la région Dg(x,g) ~va o,

familles bornées dans S

d'old le fait que fAEé]'] uniformément.

12
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La proposition précédente servira pour la déformation des fonctions
fuite. Pour la déformation des fonctions d'ordre on utilisera la proposi-

tion 1.5 et le résultat suivant :

Proposition 1.8. La proposition 1.7 reste valable si l'on remplace

1,1

partout " S par " 500 m,

Démonstration : C'est essentiellement la méme. On construit une régularisée
DgO de dgo((0,0J,') par (1.10) avec d8 remplacé par dgo. Alors Dgoe
§90 est du méme ordre de grandeur que 1+d, ((0,0),7). Si £€5%0 on
0
remarque que f est Lipschitzienne pour dg
0

démonstration précédente avec Dg remplacé par Dg . .
0

. On peut alors reprendre la

Les deux propositions précédentes restent valables si 1'on se restreint
systématiquement aux symboles qui ne dépendent que de x . On finit cette
~ section par une discussion sur des sommes asymptotiques. On prendra pour se
fixer les idées des symboles a(x,f) ou a(x,§,h), mais les résultats restent

valables pour des symboles dépendant de plus de variables.

Proposition 1.9. Sotent m et ko des fonctions d'ordre avec ko 21,
et soit aJ.GS(mo k;J) (respectivement dans S(mo{h/ko)‘])) ji=0,1,2 ...

une suite de symboles. Alors il existe a€5(m,) unique modulo N S(rnokg'])
Jz0
(respectivement modulo N S(mo(h/ko)a)) , t.q. pour N=0,1,... on ait
y ey, N+1
a-g a; €S(m, k, ) (respectivement dans S(my(h/ky)" ). (On écrira

@

a'»g aJ.).

Démonstration : L'unicité est évidente. Soit XECE(R), avec X =1 prés

de 0. On pose

§j=aj (1 -X(ky/A;))  (respectivement a; (1-X(kp/h})))

13



B. HEL#FER - J. SJUOSTRAND

. . n o L
ol >‘j 31 doit tendre vers + = assez vite. Alors aj —aj €S(m0 ko ) def
S i o hye o) i s Ryly) et si b
n (mo]% ) (respectivement dans S(mo(Ea) ) n S(mo(]&—}) )) etsi Pj k>
k=0,1,2,... désigne une suite des semi-normes sur S(m, kaJ) (respecti-
vement S(mo(h/ko)j)) , On peut s'arranger pour que P, u(?x'j)sz'j pour

0sv,ugj-1. On peut alors poser a=]) gj . =
0

Dans la situation de la proposition,on écrira any aj . Dans les appli-
cations on aura essentiellement toujours ko =YR. On 2 deux critéres pra-
tiques pour vérifier la convergence asymptotique que 1l'on énonce dans le
cas des symboles dépendant de h :

Critére 1. Soient aJ. €S(m0(h/ko)j) comme dans la proposition et soit b

une fonction C t.q. pour tous u,BGNn
a(l aBb_ @(m (ko/h)N(“’B) (Bl R‘l(!l
ol N(a,B) EN, et t.q.

N
- = v(N)
b (Z) a; © (mo(h/ko) ) ,

ol v(N)++wo, N++=, Alors b€S(m0) et b'\.g aJ. . Cela se démontre comme
dans le cas classique (voir HSmmander [Hor.1]).

Rappelons que pour a € RN ,€>0, 1a boite de base B(a,e) est donnée
par Ix-uxl <eR(a,) , IE-aEI <eT (a). Soit aussi B(0,e) la boite standard :
|x] <e, |€] <e. (I1 n'y a pas de contradiction dans les notations, car rien
ne nous empéche de supposer que R(0) =r(0) =1). Introduisons alors aussi
h, : B(0,€) »B(a,e) défini par ha(y,n) = (a, +R(ax)y,a5+¥(a)n). Alors

a €S(m h"%) ssila famille { aoch } s « € R® , est uniformément bor-

m (a
née dans S (B(0,e)) , 1'espace des symboles sur B(0,e) x10,1], avec

14
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h/k0 (a) comme petit paramétre.

Nous avons alors le :

. v .1
Critére_ 2. On a a'\:g a dans S(m)) ssi Waohawgmajoha.

dans SO(B(O,e)) avec h/kO (@) camme nouveau petit paramétre, uniformé-

ment pour uERzn.

15
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2. VARIETES I-LAGRANGIENNES DE CLASSE $'*!.

Rappelons qu'une variété I-Lagrangienne Acc® est une variété Lagran-

gienne pour la forme symplectique - ImdfA dx . Nous allons considérer ici
des variétés I-Lagrangiennes difféomorphes 2 rR® , qui sont de 1a forme

2.1) At InE=-gpo— (Rex,Re€) , Imx= yaor (Rex,Ref) ,

ol G€.S]'I(R2n). La représentation (2.1) donne une identification entre
R et AG , qui permet de maniére évidente de définir les classes de sym-
boles S(m Y sur A; et 1a notion de fonction d'ordre sur A=A..
Puisque A est I-lLagrangienne, la forme -Im&dx A est fermée et donc
exacte. Donc -Im&dx=dH, ol HGCQ(A) est une fonction réelle (déter-

minée 3 une constante prés). On trouve en effet :

(2.2) H=-Ref - Inx+G=-Re£« Inx +G(Re x,Re£) €5'*' .

Un cas particulier est celui o0 G=g(x), g€§1’1. Alors :

. I—Q& =
(2.3) Ag :Img X (x) , Inx=0 ,

et on trouve H=g. Pour des raisons techniques,nous serons obligés de nous

restreindre plus loin aux vériétés Ag proches d'une variété A_, au sens

g
que geél’], g=g(x) et G-g est suffisamment petit dans S(rR).

On utilisera aussi plus loin que,si G est assez petit dans 51’1 ’

alors Ag est R -symplectique, c.3.d. symplectique pour Redfadx. On no-
tera da 1'élément de volume correspondant ; da 331" (dg AdX)A ... A(dE Adx) A
(n facteurs identiques).

16



3. ESPACES DE SOBOLEV.

Soit f€:°,1'] , £=f(x), et m(x) une fonction d'ordre. Alors,pour
NEZ , m(x) (}'(x,ﬁ) /r(x))N est aussi une fonction d'ordre. Dans le cas

N> 0, on définit :

N -
d B me /Py

(3.1)  H@gmE/mY ={u€ DRY; T l

l <m}
12 :
IGI\<N

Ici Bx =th . H(Af,m(y/r)N) est un espace de Banach, la définition (3.1)

ne change pas, et on obtient une norme équivalente, si 1'on permute arbi-

" -
trairement les facteurs T Dx ,m,e f/h. On remarque que si %(x) est une
N
deuxiéme fonction d'ordre, MEN, OSM<N, et si P=E a, (x) (—:_—Dx)“

|a|<M
avec a°€S('r\ri) , alors P est borné indépendamment de h: H(Af,m(}'/r)N) i
H(Af, ,% G"/r)N-M). De Qéme, si }'(x) €é1’l est ':'éelle, 1'opérateur ’\c‘ie
nultipTication par e f/M est borné de H(Af,m@)N) dans H(Af_“;,m(;)N).
On remarque aussi que C;(Rn) est dense dans H(Af,m('x\"/r)N). En effet, si
uEH(Af,m(}'/r)N) , on peut d'abord approcher u en norme par X(ex)u(x) , ol
€>0 est petit et XGCZ(Rn), X=1 prés de 0. (Puisque R(x)<const(1+|x|),
X(e «) forment une famille bornée dans SO’O(Rn), pour €€10,1]). On ap-
proche ensuite X(ex)u(x) arbitrairement prés par une fonction C; , par

une régularisation standard. Le dual de H(Af,m('x\"/r)N) est donc un espace

de distributions. Définissons,pour 0<N€ N, H(Af,m(’t\:/r)-N) par :
(3.2) H(m@E/r) ™ est le dual de H(A_g, + @/n)Y) .

On peut facilement analyser la structure de H(Af,m('x\"/r) Ny, Par définition,

1'application :

3|

3.3)  He 1 GmM 3u+{(; D% ] ef/hu}| s wWHMM |
Q) $

17
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est injective bornée et d'image fermée. Donc par dualité, 1'application

G4 a0 T P LB D v e anlEn ™
|al<N

est surjective et bornée. Si F< (L )M(N)

est 1'image de 1'application
(3.3), alors F est le noyau de 1'application (3.4) et cette application

restreinte 3 F est bijective. On trouve alors la :

Proposition 3.1. L'application (3.4) est surjective et bornée (unifor-

mément p.r. @ h). Toute uEII(Af,m(;/r).") 8'éerit done :

_ 1 f/h Y 1,
w= LI M L%y

lalen
avec vaebz et || ul| " ) llvg || . On peut choisir
H(Af,m(r/r) la|¢¥

Vs linéairement en fonction de u.

Dans cette proposition on ne change pas la validité (mais seulement le

choix des vu) si pour chaque a on permute arbitrairement les facteurs %,
~Nn
ef/h , Bx , ;1.- On montre maintenant que, si P=§ aa(x) (-:— Dx)u ,
Jol<M
a, eS(ﬁi) , NeZ, alors P est borné indépendamment de h comme opérateur de
N
H(Af,m(r/r) )dans H(Af,—( ) ). Aussi, si N NGZ N3N et m(x), x?l’(x)

1,1

sont des fonctions d'ordre avec m<const. m, f, f€S avec f(}‘ , alors

N

H(Af,m(i‘/r) )E_:H(A?,mﬁ'/r) ) et 1l'inclusion est bornée indépendamment de h.

. . N N N é] 1 "
Proposition 3.2. Sotent N,N€2 avec N>N, f,f€S5°’", avec f<f et
m(z) , m(z) des fonction d'ordre avec m/m+0, |x| +. Alors l'inclusion
v

J s H(Af,m('z\‘/r)”) -»H(A}c,;r‘l'(?"/r)”) est compacte.

Démonstration : On se raméne d'abord sans problémes au cas ¥=f. Si N;O,

alors j s'approche en norme par les applications je cu=+j(x(e <Ju), €>0.

18
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(Ici xec;(R“) est égale a2 1 prés de 0). La ccmpacité'de chaque je se
déduit des résultats standard sur les espaces de Sobolev. On a donc démontré
la proposition dans le cas Os'ﬁ<N. Supposons ensuite que N<N<~ 0. Alors
on se raméne au cas précédent par dualité. Si ﬁs 0<N (ou bien si 'I\G<OSN),
on factorise j en
N
HAg , m@E/m)N) +HOg L T) ~HA g , B E/DN

N
(ou bien en H(Ag ,m(T/1)™) *H(A¢ ,m) *H(A; ,m(¥/n)N). La factorisation

(dans chaque cas) contient une application campacte, et donc j est compact

aussi dans ces cas. -
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4. TRANSFORMATIONS FBI.

On commence par construire une résolution de 1'identité adaptée 3 une

variété I-Lagrangienne de classe .Sl’]. On part de 1'identité :

((x-y)Bg +i(x-B )* +i(y-8,)°)
(4.1) 8(x-y) =C, h'-’m/zjeh' )% x Y87

et on cherche d'abord un changement de variables complexe, qui transforme

la phase en :
© (X,7,3,A) = (x-Y)a, + i) ((xu)’+ (yu)l) =
oI (3 X X
- xVag + 3 xonlezing, -EH?,
od A>0.

la phase dans (4.1) s'écrit : (x-y)e€+% x-y)f+2i (8, -XH7%, et on

pose alors

B = o + 7 (-1 (x-y)
1/2 +
s - 5 o NP

ce qui donne la transformation voulue de la phase. Pour x,); fixés on

(4.2)

obtient

- i -
d ng = duEj *3 (xj yj)dx

_ 172 Y501 <172
dg. =\ dux.*(ax'--lz—l)z)‘ dr .
J ) J

Ainsi on a 1'identité entre les formes fermées :

i i
A ¥, (x,y,8,1) dg < &b @, (x,y,a,1)

(4.3)

w .

Ici on considére le second membre camme une 2n-forme fermée dans Cén x RA R

20
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ou bien avec A=A(a) une fonction donnée, camme une 2n-forme fermée dans

Cﬁn . On trouve

w=A"24dq+ rzl An/Zi(x.-y.)da Ada, A...AdAA...Ada, +
j=] i 3775 x g] .e .o En
(4.4)
n -1 X.+y.
Z 1
+ ): A (a ——J-Z—J—)da AccoAdiAa .. Ada. Adx .
i1 Z xj X, X, £

1

Soit A =A; une variété I-Lagrangienne de classe é]’ comme dans la

section 2. Si on écrit la paramétrisation (2.1) sous la forme

2n

4.5) R 3Y+a(Y) = (a (V) ’GE(Y)) €A,

alors Imuxeso’] , Ima£€S]’0,et on rappelle que, 3 1'aide de (4.5), on peut

définir naturellement les fonctions d'ordre et les espaces S(m) sur A.

1,-1

On choisit maintenant A de classe S . Ainsi, la nouvelle phase

1,1

(x—y)ag + i)\((x-ax)z + (y-o.x) 2) appartiendra 3 S dans toute région :

[x-a, |, ly-%(l <const. R(a) selon la convention de la section 1. Nous

avons
da, € 78%%ay, + s ay,
J ok k x k
(4.6) dag € 7sb7 N dy, + 70 ay,
J k k k k
1,-2 0,-1
dx €] s “dy_+]s’ T dY
K Xy £k
et on trouve donc que
_3n n _n 3n
n ’ ’
4.7) C,h Zw=jdal,=7dv, j,jes’ T,

ol j et 3' dépendent linéairement de x,y. Ici

da =da_, A...ada, Ada, A...Ada, , dy=dY_ A...a dy, AdY, A...AdY, ,
X *n E1 gn X *n 61 En
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sont les 2n-formes sur A et RZ“ définies de maniére intrinséque sur ces

variétés qui sont R- symplectiques (cf. la section 1).

Formellement, nous avons

2 e
[,

(4.8) &(x-y) =Cn h

i
o, (x,y,a)
J o j(x,y,h)da ,

a€A a€ A
o @ (x,y,a) =@, (x,y,a,A(a)) .

1

Soit maintenant ge€S(rR), g=g(x). On choisit A€S*~' elliptique

positif et suffisamment grand pour que
800 +2(y) + (x-y) 38 () A M (v + -1 h)
N
1 r(y 2, vy 12
- Ry (et oY

pour x,y réels dans un domaine de la forme max(|x-Y_| , |y-Y U‘CL R(Y.).
x x 0 X

(4.9)

Ici co >0 est une constante. Soit d'autre part, xY(x) =x(R(Yx)'](x-Yx)) ’
ol eC‘;(Rn) vaut 1 dans un voisinage de 0, et 3 support dans un voisi-
nage suffisamment petit pour que le support de xY(x) XY(y) soit contenu

dans le damaine de validité de (4.9). Pour a =a(Y) €A, on écrira xu(x) =

Xy (x).

Proposition 4.1. Avec g, \,X fixés comme ci-dessus, soit 6651’1

telle que G(z,E) -g(x) €S(rR). Il existe alors des constantes € >0, et
Ctx,B’ a,BEDI" et un voisinage de 0 dans S(rR) t.q. pour tout G avec

G-g dans ce voisinage on ait

(4.11) Ilz,y, ) = 8(z=y) +k(z,y,hye 9= ~9(y))/h

ou k est C & support dans U (supp XY(::) xY(y)) et vérifie
Y
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-€q Rr/h
a.B €0 -n-|a|-|8|
(4.12) 13, aykl < Ca,e e R .

Ici I(x,y,h) € D'(R™) est défini par 1'intégrale oscillante :

i
@ (x,y,a)
(4.13) I(x,y,h) = el © Y

a€AG

Démonstration : Pour a=a(Y) EAG , on regarde d'abord la taille de :

J Xy(x) X, (y)da .

1 Wi
e-ﬁ(s(X) -g) *+§ w°(x'y'a)|0=ea/h

od:a=-(g(x) -g() - (-y) (Imay) - A (x-v) 2+ =% -2(Imap?) .

On utilise ici que: Imqg

5"%& () * @()r, Ima = @ (¢) %R, et,

avec (4.9),ceci donne :
1T 2 2
B¢ TR (v )5+ (y-7)7) + @ (e)TR .
Ici e€>0 peut étre choisi arbitrairement petit en fonction du voisinage
de 0 dans S(rR) ol doit se trouver G-g. A l'aide de cette estimation,
on vérifie sans peine que 1'intégrale oscillante (4.13) est bien définie,
de classe C” en dehors de la diagonale,et que,pour tout §&>0, la restric-

tion de I(x,y,h) a |x-y| 26R(y), vérifie :

a.B
lag 8511 <
(4.14)
<C e8(X) -g())/

a,B,8

1 T 2
- (x-y)©+ @ (e)r (x)R(x)/h
h O R gn-lal-8l

ol ¢, >0 ne dépend pas de &>0.

Etudions ensuite (xj-yj)l : On remarque d'abord que
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i
¢ (x,y,8,1)
(xj-yj) eF‘ 0 dg =
(4.15) .
@ (x,y,8,1) i Py
=hcua(eE ° "™ 48 AL..AdB. AdB, A...AdB, A...ad8 )
X N8 ] &n

n EJ

Quand on discute les symboles 3 valeurs dans les formes dans les variables

a (o0 Y) il sera cammode d'utiliser les formes ' normalisées "

1 ~ 1 —~ . :
W daxj =dax. T dag. =da€' . Ainsi une k-forme de classe S(m) est

) r() J J

par définition une combinaison linéaire d'expression

~J ~y ~y ~
a(x,y,a,h) da, A...Ada Adag A.,,Aduc

N jP Jp+1 in
avec a de classe S(m). On remarque que la différentielle extérieure d'une
k-forme de classe S(m) est une (k+1)-forme de classe S(m). Avec cette

3n/2 ,n/2,0

terminologie w dans (4.3) sera une 2n-forme de classe S , et la

substitution de (4.2) dans (4.15) donne une (2n-1)-forme Wsn-1 de classe

3n_1 n 4
ST ? telle que
k9, (x,y,a) }i;w(xya)
h Yo\t 7> _ o\
(4.16) (xj-yj) e w=d, (e “’Zn-l) .

(On pourra remplacer "da" par "dy" si 1'on veut tout ramener a an).
Multiplions (4.13) par xj—y._i , on obtient alors

3n i
'T J’ eﬁ ‘Do(x,)’,a)

aGAG

(417 (x5y;)I=-h 4y 0 () Xg () Aug

Pour (4.14), on obtient :

-€, TR/h
(4-]8) |3: as((xJ-yJ))II < C".,B e(g(x)'g()'))/h e 0 R]'n-|ul'l8| .

Par un développement de Taylor, on trouve alors :
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N -eqTR/h
(4.19) [3% as ¢ @ ~gOIDI<Cy g (8X)-g(y)/h 50 g-n-lal-18]
Nous allons ensuite faire des déformations de A, A en utilisant la for-

mule de Stokes sous la forme suivante :

Soit V un ouvert de Rn, I un intervalle et f : I><V-'RN une ap-
plication C”. Soit w une n-forme C  définie dans un voisinage de 1'image

de f. Alors si ft=f(t,°) , Nous avons

9 of f
(4.20) =5 fru=fy (Gpidw) + d(f} Gpiw) -
(On démontre cette formule classique, en introduisant =f*w sur IxV.
Avec Q =Q|t=s , il s'agit alors de vérifier que: %Qt= (;t-l da), +
d(’;_tj Q)t , et i1 suffit clairement de le faire dans les deux cas particu-

liers ﬂ=g(t,x)d.x1/\.../\dxn, Q=h(t,x)thdx1A...Adx )

n-1"°

ra,
Si A=R2n, r ,R=const. et A=)\(ag) , et si 1'on définit I

camme
dans (4.13) mais sans les troncatures, on montre facilement que '}'=6(x-y).
(Si 1'on relie BE et ap par la premiére partie de (4.2), on montre d'abord
que la n-forme en BC , que 1'on obtient de (4.1) en intégrant seulement par
rapport a Bx , est égale 3 la n-forme en ap que 1'on obtient par la méme
procédure sur (4.13). Ensuite la formule de Stokes montre que 1'on a bien

N
I=8(x-y) ). I1 suffit ensuite de majorer la contribution de 1 -Xa(x)Xu(y)

4
d I, pour en déduire (4.11) et (4.12) dans ce cas particulier.

Pour montrer (4.11), (4.12) dans le cas général on peut se restreindre
a une boule de rayon '\-R(xo) centrée en un point (xo,xo) . On peut donc
supposer que r et R sont constants et si Ao(ag) =A(x0,u€) , On pose
)‘t(") = (l-t))\o(a) +tA(a), Gt =tG (et gy =t g). Ainsi, en composant (4.2)

et (4.5) pour Ay s )‘t . (At =l\t G) , on obtient une application
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4.21) £, Y+ £.00 =8(t,y),

qui dépend aussi de x,y, définie pour yena‘, Yy "Xgs X=X, Y-Xg=
® R) ,. et avec Bx -%XE 51/2’1/2 R BE "il (x-y) €s"° , uniformément en t,
pour t€[0,1] , et de méme pour les différentes dérivées par rapport 3 t de

NN
ces expressions. Avec X=Xt, a=a,, j=j,, ona:

i i
@, (x,Y,a)/h o, - @, (x,y,8,1)

el 0 J'dY=f:(Cnh3"/z RACH dB)
ce qui donne 1'image réciproque par f; d'une 2n-forme fermée.

Appliquant (4.20), on trouve :

Ly (x,y,0)/h
3 @ﬁ o\ XY "

- i, (x,y,8,1)/h
= Jdv)=dY(f;(cnh3“/2e ° af )

(4.22) 3¢ d8)

Une intégration par parties donne alors :

- 0, .81/ g
e K.’dg) .

4.23) 5 I,=- IdY(XY(x)xY(y))AfZ(Cnh
a=a(t,Y)

Pour déterminer 1'ordre des symboles en Y qui apparaissent ici, on cons-

tate que :
773
of 2z’ ) 1,0 2
sT€ELS 5 * 18" 79_5 .
Xk k
Donc,
707
of ’ dB 1,0 dB
a—t J dB € z S agx— + Z S ’ a—e—g—
k k
ol on utilise la notation : ds =dg. A AQ A AdB. AdB, A AdB
. HB—— x ce e x .o x E oo g .
X 1 k n 1 n

D'autre part,
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11 11

z,*zN 227 N
d8_ €S dr, +) S dy,

1’0f\./ 1’0"\/
degjezs dvxk*[s dve

3n n
et donc f; (g{-J dB) est une (2n-1)-forme de classe ST 2 , et (4.23)

s'écrit :
3 ﬁ‘D(X,)’,u,xt) N s
(4.24) 3t e =" e k(x,y,Y,t,h)dy ,
a=a(t,Y)
3n n 3n
2.7

od K est uniformément dans S et 3 support dans |x ~Yx| +

ly 'Yxl ~R. Faisant les intégrations en Y on trouve alors

t(g(x)-g(y))/h-e,rR/A_
a.B 23 0 n-|a|-|8|
(4.25) Iax ay I Itl < Ca,B e R .

Avec (4.19) (valable pour It), on trouve

-, rR/h
3 o - 0 -n-|a|-|8
4.26) |3y 35 e /b Coge gon-lal-[8l

et puisque 1'on a déja établi (4.11), (4.12) pour t=0 avec g remplacé
par g=0, il suffit d'intégrer (4.26) de t=0 a8 t=1 pour achever

la démonstration de la Proposition. L]

A cause de (4.4), (4.7) etcomme A=XA(a) et a=a(Y) sont indé-
pendants de x et Yy, on constate que j et } dépendent linéairement de

X et y:

n n
(4:2) 50y =il + L3 g, )+ T @B e, )
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n n 3n
et on a une formule analogue pour ?f Ici jOESZ’ Y’T,
n _n_; 3n
bl ’
j esz 7 T, \)>/]'

v

Soit -{(a,y,h) un (n+1)-vecteur colonne de symboles de classe

n _n 3n > -
’ ’ ->

S7r ¥ T, affine-linéaire en y et tel que t ,ﬁ y see s at

3)'] Yn

néairement indépendants au point y=a, pour tout a €A (et donc en tout

sont li-

point (a,y) €A x " , puisque -t’ se modifie par une cambinaison linéaire en
Bt et
ayy’ T T Ay,
thése d'ellipticité :

quand on modifie y). Pour €tre plus précis, on fait 1'hypo-

. ) B SBoa@en) -3 (e
det (t ¥ T3 h &

- ->
9t ﬂ)l
Y3y Y,

Les transformations de F.B.I. que nous considérons sont de la forme
(4.28) Tuta,h) = [ e 0@ M iy m ¥ () utay
od x (y) =x((y -Rea,) /R(ey)) 5 Rla,) =R(Req,) et,

(4.29) 0(a,y) = (o - Vg +iA(a) (& -9,

1,-1 positif et elliptique camme ci-dessus. (On pourra aussi

avec €S
traiter le cas ol ¢ est une expression quadratique un peu plus générale

dans les variables ay -y).

Montrons que nos transformations ne dépendent pas véritablement de
A=A; et montrons en méme temps camment 3 partir d'une telle transformation,
associée a une variété I\g , 8 =g(ax) , on en obtient une autre (équivalente),
associée a AG , pourvu que G-g soit assez petit dans S(rR).
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Soit donc wo(u,y) €C°°(I\g xd:n) , polynomiale de degré 2 en y, de classe

S]’1 (avec les conventions de la section 1), et telle que :

4"
= i¢ . = [ . "noo_ T
(4.30) pour o =y, on ait: ¢, 0, (uzo)y o » Im(wo)yy gwmﬁ .

L'exemple typique d'une telle phase est donné par (4.29) (avec a variant
dans A_).
ns g )

P L A a‘Po(aaY)
Pour ueAg on définit la variété Lagrangienne Au—{(y,- T) )

yetn} ', qui coupe /\g au point a. L'intersection des deux variétés en ce
point est transversale et c'est le seul point d'intersection dans la boite

2
de base complexe B(a,ep) ={(y,n) €C n |y=oy | <egR () 5 In-agl (Co}l (@},
pourvu que g >0 soit assez petit, mais indépendant de a. On le voit bien

~si 1'or considére la configuration "uniformisée'" obtenue en prenant 1'image

réciproque par ha introduite 3 la fin de la section 1.

! et G-g est assez petit dans S(rR), alors

Si maintenant G€§]’
on voit de méme que B(a,eo) contient un seul point d'intersection g(a)
de A, et A=Ag dans B(a.eo). Toujours en passant par des applications
ha , on vérifie que B8 : Ag-AG est un difféomorphisme t.q. si B(a) =
(B (@) Bg(“)) alors g € 50,1 , BE €S1’0 et de mémepour 1'application
inverse o =a(B). Une fonction m sur AG est une fonction d'ordre sur AG

ssi mopB est une fonction d'ordre sur A_ et B induit aussi une bijection

g
entre S(m) et S(moB). Puisque toute fonction d'ordre sur /\g est unifor-

mément du méme ordre de grandeur dans B(a,co) , on ne distinguera pas tou-

jours entre moR et m.
Nous pouvons maintenant écrire :

(4.31) op(ay) =h(B) +o(8,y) ,
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1,1

ol wec”(Axc“) est de classe S’ , polyndniale de degré 2 en y avec

le méme hessien en y que wo(u,y) et tel que :
- . = ' = . "
(4.32) pour vy Bx =0, wy B IM’ gyy(u )~

Dans la suite il est sous-entendu que 1'on ne considére que des trans-
formations de FBI pour des AG avec G-g assez petit dans S(rR) et avec
une phase o(a,y) , a €A, obtenue par la procédure ci-dessus. Le plus sou-

vent ¢ sera de la forme (4.29) (avec A(B(a)) =A(a)).

Soit ¢(a,y) , €A, yec“ comme ci-dessus. On associe 3 ¢ une trans-

formation K=Kg=xp :

(4.33) K:l,-3 - @57,

ol 3?—1 3 droite signifie la différentielle sur A. On peut aussi exprimer

x entiérement 3 1'aide de -Imgy :

(4.34) e:(y,-§2ma,y , , A,

Pour &tre précis, montrons que x est un difféamorphisme de U B(a,ep)
a €A

sur un ouvert de T*A, si €0 >0 est assez petit, et ceci 'de maniére
uniforme si 1'on réduit le tout 2 des ouverts bornés 3 1'aide des appli-
cations ha"' Alors puisque G est une petite perturbation de g on voit
qu'il suffit de le faire quand G=g(x). Dans ce cas,on écrit .a =Yy »

X
a;wg-l agx () » YERZ“ et :

©= (v =Yg =iy ) ;3,5; (r,) +¥(r v, -Y)

o tp= Oy, -0, In gy, - gy, > 0.

30



TRANSFORMATIONS F.B.I.

Alors, avec ¥ =¥(Y,z),
EX) ;3 Wy
- ,y-lr&(y)*r(vn-)
5y 3 Yx X z X Y

“vp e Re 5 () ¢ i () - g ()

et avec Y, =y On trouve pour une variation infinitésimale &y = (ny,éyg)
de v :
2 2 2
- 9 3
-4 g—‘§= Gyg + Re 2—“2' (v,0) -GYx + 1(11117“' (v,0) -—%) ny .
9z 9z 3yx
i a‘os = = 1 i
On voit donc que § 3y 0=~ ny o, Gyg 0, ce qui prouve bien que x est

un difféamorphisme bien défini dans le damaine indiqué.

Montrons ensuite que «k est canonique si 1'on munit T*A de la forme
symplectique standard et c2n de la forme -Im):dnj AdyJ.. Si a* désigne
les coordonnées duales dans T*A , on calcule sur le graphe de « :

* =.0Img 23lme, . _3almo, _ almyp 4. _
a* da+ Im (ndy) o™ da"'Iml 3y dy v da -2 Re 3y dy

- _oImg _BI-nNDd _3Im'0d"._
% da 3y y 27 y=-dImg .

‘ =
Cette forme est donc fermée et da” ada + Imdna dy graphe x 0

Cherchons ensuite 1'image de A lui-méme par < . En prenant la diffé-

rentielle de 1'identité w(u,ax) =0, on trouve pour y=a, :

:0,
A

T o
(4'35) da‘o + % -s-y—j deJ

od d ¢ désigne la différentielle de la fonction A3a-+¢(a,y).

Utilisant la deuxiéme identité de (4.32), on trouve donc :
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(4.36) du“’ = a dc:zx A quand y=a, .

L'image de A par k est donc le graphe dans T*A de la 1-forme fermée
-Im agdc& . Si H€é1'](l\) est une primitive (donnée par exemple par
A

(2.2)) de cette 1-forme, on trouve alors
(4.37) du(-Imw) -duH pur y=a ,
d'oul la

Propogition 4.2. Soit «x la transformation canonique introduite par
(4.33), définie dans U B(u,eo) 8t €, >0 est asses petit (et 8t
a€l

A=A. avec G-g assesz petit dans S(rR)). Alors «(A) cT*A est le

G
graphe AH={(a,daH) €T\ ; a€A)}, ou Heé’l’l(!\) est une primitive de
-Ima,da .

£ =,

Si k=xy est donnée par (4.33), (4.34), nous avons la transformation

inverse (-;-l : T‘A-»Czn (ou plutdt définie sur un voisinage de M dans

T*A) donnée par

(4.38) K (a , - 3;;““’) - (y 2 i;m_y‘E) :

Considérons aussi une deuxidme variété ’I\\' et une deuxiéme phase associée
N

ola,y) ue’l\( avec les mémes propriétés que A,p, en particulier que

Y 4"

A=Aa , avec G-g assez petit dans S(rR). Si K? est la transformation

canonique associée : cZn

~T*k, alors x,_l‘m.}] : T*A+T*A est wun difféo-
morphisme canonique d'un voisinage de Ay Sur un voisinage de \, , engendré
H

par la phase ¢(a,B8,y) =- Img(y,a) +Imp(B,y) , o0 y est considéré camme

variable de fibre. Si A' est une troisiéme variété de classe 51’1 "'proche

N .
de Ag", alors KT(A')=AF., k(A') =M\, , o0 F,F' sont de classe S]’] sur
T F!
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. N~
A et A respectivement et reliés par la formule
v
(4.39) F' (a) =V-C.(a,y) (¢(x,8,y) +F(B)) .

On sait a priori que le point critique est non-degeneré. Montrons aussi
(bien qu'on ne 1'utilisera pas dans la suite) que sa signature est égale 3
(2n,2n). Cette signature est manifestement stable par des déformations
continues de A,'I\\',A' et g, et par la déformation linéaire la plus simple

2n

N~
on se raméne alors au cas od A=A=A'=R"", g=0. Dans ce cas on écrit :

o(a,y) = (ay-ylog + v(a,a,-y)
" "
ola,y) = (ay-ylag + v(a,a-y) -
Alors a et B sont réels et
Y
¢(a,8,y) =Imy- (ag-8;) - Imp(a,ay-y) +Imy (8,8,-y) .

" De plus F'=’l\’"=0 et le point critique dans (4.39) est maintenant donné par
B=a, y=o, . Le Hessien de ¢ dans ce point est donné par la forme qua-

dratique
(B,y) *-Imy * 8 - (In§) " (-y) *+ (Im¥) " (B,~) ,

N v
od (Imy)", (Imy)" désignent les Hessiens des fonctions Imy, Imy par
rapport au deuxiéme argument. On considére cette forme dans les 4n-variables

réelles : t=Rey, s=Imy, u=8x-Rey, v=(3g :
N
K=-s.w.=(Imy)" (t+is) + (Imy)" (-u+is) .

N
Ici (Imy)" et (Imy)" sont des formes quadratiques de signature (n,-n)
et leurs restrictions 3 R sont définies positives. Donc

N

q(s) = min  (Imy)" (-u*is) et q(s)= min (Imy)" (t+is) sont des formes
ueR" : teR"

quadratiques définies négatives. Donc on pose
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N
L(s,v) = min max K=-sv-q(s)+q(s) ,
u€R" ter"
et on constate que L est de signature (n,n), donc K est de signature

(2n,2n).

Notre résultat entraine que (4.39) peut aussi &tre exprimé par une for-
mule de max-min en utilisant une fibration 1locale de A en sous-variétés
de dimension n, et cette fibration est indépendante du choix de A', donc
de F'. Soit alors A" une quatriéme variété I-Lagrangienne avec les mémes
propriétés que A'. Ecrivons KT(A") ')‘F" , K.%,(A") =A;," , o0

(4.39)" F () =V.c. (g ) (0(3,8,Y) +FB) .

Définition 4.3. On dit que A'SA" si F' < F"partout sur A.

Cette définition dépend d'un choix de constantes de normalisation pour
F',F'', mais une fois fixé ce choix, les formules (4.39), (4.39)' donnent des
choix des constantes pour 'l\’-l',g" , et puisque ces formules ont aussi une ver-
sion max-min, si F'2>F" alors ’l\’" a’I\T‘".Dans la définition précédente il suffit
en effet de supposer que A' =AG. , A" 'AG" avec G' et (" dans un petit
voisinage de g€§1’](Rn) dans 51’1(112") faisant intervenir donc le

N
poids r plutdt que r.

Montrons finalement que la relation A'<A" se lit directement sur la
relation correspondante entre G' et G" si A’ =1\G. » N'=Ag. . On suppose
donc que G',G" sont dans un petit voisinage dans é('I\'IR) de g=g(x) et
comme avant on fixe une tf. de FBI T associée a Ag . Si GEé(}'R) est
proche de g alors ®=-Imx *Re&+G(Rex,Re&) est une fonction phase
non-dégénérée au sens de Hormander [H6.1]. La variété critique Cy corres-

" 96
pondante est donnée par Imx= TRel (Rex,Re£) et on retrouve
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pg={(x,$ 32 (x,Re£)) 5 (x,Re£) €Cy} . Si xylAg) =Ap alors un choix
de F est donné par :

(4.40) F(a) ‘V’c’(y,Re ) -Img (a,y) ~-Imy+«Ren+G(Rey,Ren) .

(Si % est une deuxiéme tf. de FBI associée 3 une deuxiéme variété I-la-
grangienne proche de Ag , et si ? est donné par une formule analogue,

alors on vérifie que F et 'l‘-‘ sont reliés par (4.39)). Si G'gG" alors

on obtient F'gF' pour les fonctions correspondantes dans (4.40), car cette
formule peut s'écrire camme une formule min-max avec une fibration en sous-
variétés indépendante de G', G". Donc si G'<G" on a Agr <Ay pour le
choix naturel de F',F" par (4.40). Pour voir que inversement, si F'gF",
alors G'gG", on remarque que 1l'on est dans la situation générale suivante :
avec B=(Rey,Ren), 6=Imy, ¢(a,8,8) =-Imp (a,y) ~-Imy+Ren, on a

F(a) =v.c.e’B(w(a,e,e) +G(B)) et de plus y(a,B8,8) est une phase non-
dégénérée au sens de Hormander t.q. AJ,'{(a ,%g B, - %‘% : %‘g.=()} soit

le graphe d'une transformation canonique. Alors c'est une simple généralité
que 1'on récupére G par la formnule G(B) =v.c.(a’e) (v (x,8,0) +F(a)). Cette
formule a aussi une interprétation min-max qui montre que si F'gF' alors

' G' <G". Avec le choix naturel des fonctions F par (4.40) nous avons donc

montré que A, <Agn _Siet seulement si G'<G".

Revenons maintenant 3 1'étude des transformations T du type (4.28) avec
¢ donnée par (4.29). Dans toute la suite on suppose que A =hAg avec G-g(x)

assez petit dans S(rR). Nous avons déja spécifié avant que ¢ doit &tre

définie par G et une phase donnée @, associée 2 l\g . On suppose maintenant

la méme chose concernant le symbole -{, 3 savoir que ;(s,y,h) = zo(u,y,h),

ol ;0 est le symbole d'une tf. de FBI To associée a Ag qui a pour phase

. On suppose aussi que la fonction de troncature i intervient dans
9 X _qu
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Y. <Y
X ) =X (ﬂxﬁ) , ne dépend pas de G et que la paramétrisation R3IY~
x

a €A est définie de maniére naturelle, soit caomme le paramétrage par la

partie réelle de a €A, soit camme le composé d'un paramétrage fixe de Ilg

avec l'application B qui était définie 3 partir de 9 - Ces conventions

font que T est définie autanatigement 3 partir de AG une fois que cer-

taines quantités sont fixées d'avance.

Nous allons maintenant construire un inverse approché de T, a 1'aide

de la Proposition 4.1. Soit

(4.41) V(x,0) = (xa)a +iA@) @)

Pour v(a,h) dans un espace de fonctions sur A que 1'on précisera plus

tard, on pose formellement

(4.42) Sv(x,h) = [ W 2/h S0, hx (x)v (e, h)da .
a €A
n _n 3n
Ici 3= (sg(x,a,h) , -.., s, (x,0,h)) de classe st T st un vecteur

ligne qui doit €tre affine linéaire en x . Alors, formellement, on obtient
que SoT est de noyau I(x,y,h) donné par la Proposition 4.1, si 1'on

. . . e e -+ .
arrive a choisir s tel que set=j, c.a.d.
(4.43) sot0+s1t1+...+sntn=j

Ici on rappelle que j est de la forme (4.27), et que tj,...,t  sont les
composantes du vecteur colonne t. Aprés composition a gauche de T avec une

matrice elliptique M(a,h) de classe SO’O , On peut supposer que :

to(a,h)
ty=tyla,h) t\,‘W (O‘xv‘)’v) y vl
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Gy (>0 ROY,)
Pour v2>1 on prend alors sv=sv(a,h) =W et pour v=0, on

n
1 .. : . . .
prend 503?6 (Jo+vzl Jv(xv'axv))’ Donc on a bien un choix de s qui con-
vient et formellement on trouve alors que :

(4.44) SeT=1+e#Pokoe®/M

ol K est donné par un noyau k camme dans la Proposition 4.1.

I1 reste a donner un sens 3 (4.44). Utilisant que G-g est petit dans

S(rR), on trouve pour a €A, Iy-Yxl < const. R(Y,)

-@(r,) ~g()/h il (@y)a +iA(@) @y
(] e
(4.45)

N

=0 exp[e rR-Coﬁ (YX'Y)Z]/h .

On en tire les majorations trés grossiéres suivantes : Si ued' (R")

est d'ordre fini, alors il existe C(Yx,h) >0, continue en Yx et N0>0
t.q. : |Tu(u,h)|\<C(Yx,h)'1\"(a)No. Si u€eC (R"), alors,pour tout N>0, il
existe Cy(v,,h), continu en v, tel que |Tu (a,h)|<Cy(ve,h) ¥ ™. si
d'autre part v(a,h) est une fonction continue telle que |v(a,h)| g
CN(Yx,h)'x‘"(a)-N pour tout N30, alors une estimation semblable 3 (4.45)
montre que Sv (x,h) €C°°(Rn) est définie par une intégrale convergente
dans (4.42). Si v vérifie seulement |v(a,h)|sC(Yx,h)'1\"(u)N0 pour un Ny
fixé, alors on peut définir S Sv(x,h) u(x)dx pour tout uECS' , et Sv
est bien définie comme distribution sur R". Il est maintenant standard de

vérifier que (4.44) est valable au sens des opérateurs sur ) '(R") :

Proposition 4.4. Dans la situation déerite cit—dessus, ona S o,Tu=u+

eg/hKe-g/hu, od K est un opérateur @& noyau k comme dans la Proposition

4.1.
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Signalons la possibilité d'inverser I +eg/ h Ke'g/ h =eg/h(1+l() e'g/h

par une série de Neumann, quand h>0 est assez petit.

Proposition 4.5. Il existe €,>0 tel que 8t G-g est assez petit
dans S(rR) et ;(x) €S(rR) et IVa'ISEIr et st mo(z) est une fone-
tion d'ordre, alors pour h>0 assez petit, I+K est bijectif et d'imverse

de norme < 2 comme opérateur H(A;,ma) -*H(A},mo). L'imverse est de la forme

(I+k) 1 =1+1, on pour tout N €N, L est @(1) comme opérateur borné
r . r
HOA ,my(5) 0~ HON,, my (5 0.
g g-Cer

Démonstration : On voit facilement que la norme de K camme opérateur borné

dans H(A, ,mo) est < ‘]l si h est assez petit et donc I+K est bijectif
g - -

d'inverse (I+K) 1. I+L avec L=-K+ KZ- Ks* cea = =K+K(I+K) 1 K. D'autre

v -N ~ N
part K est (@(1) comme opérateur borné H(A,\,,mo(%) 0) ~H(A,, R,m0(¥) 0),
g 8-§qr

et sur la derniére expression de L on voit bien que L a la méme propriété.
.

Pour 1'invariance des espaces H(A,m) et pour 1'étude des divers opéra-
teurs pseudo-différentiels et intégraux de Fourier dans de tels espaces, il
sera important d'étudier des camposés T°S od T et S sont de la forme gé-
nérale (4.28) et (4.42). On suppose maintenantnseulr?neglrf que t =; ’ s=;

. . I
(scalaires ou vectoriels) sont de la classe S , holomorphes en

X,y , que ¢ et y sont de classe S]'1 , quadratiques en y et x respec-
tivement, que ¢ vérifie (4.32) (et provient d'une phase semblable associée

a Ag), et que ¢y vérifie la condition analogue :
T
(4.46) Pour x=a, :y=0, w)'(=a£, I'“"’;éc’g;x(yx)"’ri .

(On garde camme toujours 1'hypothése que ,y,t,s sont choisis de maniére

automatique quand G varie dans un petit voisinage de g).
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Pour a,B€A, BEB(a,eO) , avec eo>0 assez petit fixé, la valeur

L. "
critique vy(a,B8) =v.c.y(w(u,y) +y(y,B)) est bien définie car :
2 N
Im %Z (w(a,y) +v(y,B)) '\«ﬁ » et,pour a=8,on a comme pointcritique y=a.
N 4"
De plus, pour a=g,ona y=0 et d (-In¥)=d,H(@) , dg(-In}) =-dgH(B).
n
Donc -Imy-H(a) +H(B) s'annule 3 1'ordre 2 sur la diagonale.
Proposition 4.6. Il existe une constante CO
assez petit (et pour G-g assez petit dans S(rR)), on ait

>0 telle que, pour Eo>0

~N
" 1 ,r 2 R 2
(4.47) -Imy (a,B) -H(a) +H(B) < - Z'; (_ﬁlux-B:l +§ |°‘g‘35l ),

pour BE€B(a, ea).

_ Démonstration : Ce résultat est stable pour des petites perturbations de

G, et il suffit donc de le montrer pour G=g. Dans ce cas H=g, a_,8B

X *°x
sont réels et on a :

N
(.48)  In(ola,) +¥0,8) *8(a) “8(8) >T- Uy-8, 12 +1yal? ,
pour y réel ,
ANl >’C16 log-Bg| quand y=a, =8, -

Si on pose £(a,8,) =0(,Y) +¥(¥,8) +g(a,) -g(8,) , on a donc pour y réel :

l

2 2 2, , 1 2

274

R

Aprés normalisation des échelles (3 1'aide des " hu") il suffit alors d'ap-

pliquer une variante du Lemme 2. de [M.S. ] :
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Lerme. Soit f(x,y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage
de (0,00 €cFxe" avec ;mflﬁk gn®0s W00 =0, det VZ£(0,0) 0.

Alors, il existe une comstante Ca >0 et des votsinages Vcl?k, ve R/

de 0 tels que st F(x) -‘-v.c.yf(x,y), alors pour z€V, ona

ImF (x) > inf (Imf(:::,y) *Ci |V f(y)lz) .
yEW o Y
s

N
La fonction ¥ sera étudiée plus en détail dans la section 6.

Etudions maintenant le noyau de TS :

(449 Kaa,8,0) = [ el CE@NVTENM ¢y mys(y,8,mx, (1Ixg (1) -

Cas 1. Pour BEB(u,eo) , on peut faire une normalisation des échelles
~N
(qui donne h=,\‘—h— comme nouveau petit paramétre) et appliquer la méthode
TR
de la phase stationnaire (dans la version exposée dans [Sj. Astérisque n°95,

chapitre 2]), pour conclure que :
Y h
(4.50) K(a,8,h) = V@ B/M 3 g h)

oo ¥esl»0n

(avec la définition évidente de cette classe de symboles sur
un voisinage de la diagonale dans A xA). Dans la section 6,on étudiera plus

en détail les propriétés du noyau (4.50).

Cas 2. logBel €egR (o) » |ag-Be| 2€y T (a). On peut ici faire une défor-
mation camplexe du contour d'intégration (seulement 3 partir de la région

ol xu(y) =x8(y) =1) , et on trouve alors dans cette région :

- T .R/h a n _3n
e H@HEI/ yq gm0y e xR g2y L .

(4.51) - ’!\_: .R/h
OO e € Tmax n?



TRANSFORMATIONS F.B.I.
o1 ¥ max(¥(@),}(®).

rule). On distingue deux sous-cas :

3a. On a en plus ““gl'legl | s% ¥(a). On peut alors majorer 1'intégrale

directement et on trouve encore (4.51) dans ce cas.

3b. On a en plus, ||a£|—lsg|| >JZ F(a). Une majoration directe donne alors
seulement :
v n n _3n
-, T . R/h -
e H@-HB)/h a0y e | M ¥Z g7y T

od T . =min(¥(a),¥(B)) ce qui est insuffisant si T <<¥m, mais dans

min min
ce cas on constate cependant que :

1
ANCCRORSTEAN I Yo
et si on fait d'abord plusieurs intégrations par parties dans (4.49), on

trouve pour tout j >- % :

R/h

Y
(s2) e HOHE My gy o gy e MM S R p

On remarque que (4.51) entraine (4.52) et cette derniére estimation est

donc valable dans les cas 2 et 3.

Proposition 4.7. Si m est une fonction d'ordre, alors TS est de

norme (@(1) comme opérateur LZ(A,m) -»LZ(A,m). Iet on utilise la notation

-2H/h

abrégée : LZ(A,m) =L2(A,m2 e da).

Démonstration : I1 s'agit donc de montrer que le noyau

e &”HE@-HED/ kg,8,1) = K(o,8,h)
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décrit un opérateur uniformément borné dans LZ(A). Dans la région

BEB(a,eO) , Ce noyau se majore par

.
-n 1 (r 2 R
O b exp - (g loo8,17 + X log-gel?) -
N
T

N
D'autre part il existe NOGN tel que :%-8-}<const ( m:.x) 0 , et

pour (a,B8) dans les régions décrites par les cas 2 et 3 ci-dessus, on

obtient de (4.52) la majoration :

N

(4.53) X@,8,h) = OO) ( ) 0 ”;;x R M,

pour tout j 2- % I1 en résulte que

N~ N
Sur;\[ |K(a,8,h)|d8 eaen;\ I |K(a,8,h)|da = & (1) , quand h~=0.

Pour terminer cette section, remarquons que :

1 Tu (a,h) Tv(a,h) m(a,h)2 e 2H@)/h 4 -
(4.54)

= “ e m(a,h) “t(a,y) t(a,x) X, (y) Xy (x) u(y) v(x) dy dadx ,

ol 9(x,y,a) =-©(a,X) +®@,y) +2iH(a).

- W — 30 _
(4.55) Pour x=y=a ona go=af ’37=-05 , d9=0 .

On peut aussi exprimer le produit scalaire camme (Bulv) 2 o ol B est
L*(RD)

un opérateur intégral de Fourier (formellement auto-adjoint) d'un type qui

sera étudié dans la section 7.
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5. LES ESPACES H(A,m) .

On fixe goeél’] et on considére camme avant des transformations de
FBI induites de maniére naturelleapartir d'une tf. adaptéea Ago . Onfait aus-
sitdt une 1égére extensiondes résultatsde la section 4, en remarquant que tout
marche bien si 1'on suppose qu'il existe g =g(x) eél’] telle que 878
soit petit dans é]’] et que I\=1\G avec G(x,f) -g(x) petit dans S(rR).

On étudie d'abord le cas G=g avec g-gy assez petit dans él’l.

Proposition 5.1. Soit mo(.z:) une fonction d'ordre et N€ IN. On peut
v
alors trouver un symbole elliptique positif (scalaire), ala,h) €S(mg(§)21v),

défint sur Ag et tel que pour tous u,UECZ(Fn) :

J Tula,h) ~Tv (a,h) ala,h) e 2B/ 4y =

A

g
(5.1) = (ulv) v i r_(z,y,h) (uly)m (y)e-g(y)/h) .
. Bep_,m ()Y - 0

g’ 0r
. (;(x)mo(x)e-g(z)/h)dydr
on r_en I ey g support dans |z-y| gconst. R(ZL) . (Bien
-0 <

0
entendu, nous avons H=g quand I\=Ag).

Démonstration : On a :

1 -g/h 1% -g/h
(u|v)H(A . (E)N) =) ((?Dx)(l moe 8/ u (FDx)a m, € g/ V)LZ =
g’ 0'r |a|<N
=(B e8/hy|e8/hy .
(B ®Mul ®0)

ol: B= E mo(']\)‘%)“ (%'l\)')ol m, est un opérateur différentiel de symbole
la|<N

2T\ 2N
dans S(mo(-l;) ).
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Si 1'on introduit la paramétrisation naturelle de A_ :
o =Yg =i 38 (1), o, =v,, et sil'on pose u=eB/MY, veet/hY, on

trouve (voir (4.54)) :

ITU(u.h) Tv(a,h) a(a,h) e 2@/h 4, .

.2y A

igy (x,¥,v)/h o
- ] a(@, )t (2,7, B (@,x,h) X, (¥) x, 0 B(y) Vo) dy dvx

a=a(Y)

0 1 9 (x,7,Y) = (=YY + i A(Y) (-1 % % yr)?) +ip (k3,7 ) , et o :

PG Y,Yy ) ==(8(x) = (8(¥,) +8' (v,) (x=v,)))-(2{y}- (& (Y, ) +&' (¥,) . (¥y-v,))) -

Donc ¢, €S]’l
" :4

}E ((x-Yx)2 + (y-Yx)z). On peut alors éliminer 1'inté&gration en Y, par la

et les hypothdses faites sur A assurent que Imwg(x,y,Y) ~

phase stationnaire (voir par exemple Melin-Sjéstrand [M.S.]), et on trouve
iwg/h _ 4
I e att xYxY Yy
(5.3)

i Vg (X.Y,YE)/h

=h" (b(xn',vg.h) e +r(x,y.Y£.h)) R

ol :suppb, supprg{ |x-y| gconst.R(x)}, b€S(m2) » TEN S(mzlx"'.jR-j hJ),

11 320
WEGS et
T 2
(s-4) v (Y, Yg) = Y, + O (g x99 .
¥ 2
(5.5) Imwg'v g &x-° .

De plus b est donné par un développement asymptotique en fonction de a et

on a ;

(5.6) b(Y, Yo Ygoh) 20(M a(a,h) modS@? ¥R R,
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0,0

"]
ol p€S’’" est elliptique positif, et m=m0(§)N.

I1 est facile de voir que le terme r dans (5.3) donne lieu 3 une
contribution qui rentre dans le dernier terme de (5.1). Il faut maintenant

étudier :

i Vg (x,y,8)/h

(5.7) B m b(x,y,8,h) e E(y)~§(x)d>' de dx= (Bu ,'\V)LZ

(R"
ol :

1y, (x,y,8)/h

(5.8) B?}(x)=h°“” b(x,y,8,h) e U(y)dyde .

Supposons pour commencer que m,=1, N=0. On veut alors que B dans (5.8)
ppo po 0

soit 1'identité.

On &crit ¥y (x,,0) = (x=y) (6 +iF (x,7,0)) , od Fes»0, Flymy =0 -

Dans 1'identité

§(x-y) = (2mh) ™ I el (x=Y)e/h (iL) a ,

RED

on intégre sur le contour complexe ¢ =6 +iF (x,y,08). Alors (en calculant

avec x,y fixés) :
dg=(de; +idgF) ... A(d8 +idgF ) = @M cy(x,y,0)d8 ,

ol coeso’0 et ¢ = (2m) ™. Avec ce choix de cg mous avons donc

0 |x=y

i wg (x,y,8)/h

(5.9) u(x) =h™" ” co(x,¥,8,h) e u(y)dyde .

On construit maintenant a par approximations successives. D'abord on choisit

a=a, tel que pour le bo correspondant dans (5.3) on a bo(x,x,e,h) =

cox,x,08) mod 571> 71271 0,0,0

1,-1,-1

. Alors b0=co+k+2, ol k€S s'annule pour

X=y et RLE€S . I1 faut alors " réduire k' de maniére standard ;
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On écrit :

2
E= i ey,

3!- 0,0

ol »y €S s'annule pour x=y. Quitte 3 restreindre le support de X,

on peut supposer que I+i g-g- est inversible avec un inverse de classe

0,0 T ¢,-1,0
S*”. Par la formule de Taylor,on peut &crire:k=} kJ 35 kJ €S 7.
3= J

Pour les opérateurs correspondants, on a :

iv_/h iy _/h
Ku(x)=h_n”e g kudydesh-"”e g 'l\{udyde,

ok,
€S V.- . Avec a= a;,on obtient donc B= I+Op(k) , ot
J

cl
z-'?
—_13
iz

1,-1,-1 0,0,0

kes” . Continuant ce procédé,on obtient avag+a; +... dans S

avec a; €s)»73s7) , tel que B=I+0p(k_ ), oo k_ € nO s3273s3
J=
Pour terminer la démonstration dans le cas m0=l , N=0, il suffit alors

de remarquer que :

¥, (x,y,0)/h 5 x
"'"Ufe & e a(y)?/“(x)dyd"d"’Hﬁf.an(x,y,h) () Vody dx

o T €§ SHEReRae

Dans le cas général, on campose ﬁ avec 1'identité sous la forme (5.9),
et on trouve :
n -n [(~ 1y, (x,y,8)/h
(5.10) Bu(x) =h ” co(x,y,h) e u(y) dydeé ,

avec CO €S(m2 (r) ZN) On construit alors comme avant un symbole

a ES(m2 (r) ZN) , tel que B=B + une erreur qui donne un reste comme dans

la Proposition. On omet les détails.
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Le dernier terme de (5.1) se majore, pour tout M0, par :
M -g/h -g/h
Gt [Img e Mup o jimge By,
L L
et on rappelle que

-g/h
[Img e ujl 5 < [jull :
0 L? H(ag,my (/10N

donc (5.1) montre que pour h assez petit :

| Tull - N flufl
L2amdm N e M o) H(Ag mo (F/1))

pour u eCE(]Rn) et donc par densité pour u €H(Ag,m0(?’/r)N).

Considérons maintenant le cas ol N est un entier <0. On se contente

alors de montrer :

Proposition 5.2. Si af(a,h) ES(mg(’r\:/r)ZN) est un symbole elliptique

positif (scalaire), alors pour h>0 suffisamment petit :

(5.11) I ITu (a,1) |2 ata,h) & 2HOV/R g n || u)) @ .
B gomy(¥/2)")

untformément pour tout u ECZ(.D?") (et donc par densité pour tout

u€HN my (/7m0

Démonstration : On majore d'abord 1'intégrale dans (5.11) par une constante
fois le second membre. Utilisant la représentation de la Proposition 3.1.,

nous voyons qu'il suffit de prouver que pour v ELZ(Rn) et |B|<-N

1 g/h %8 2 -2H/h 2
(5.12) I |T(m0 &M d5)8v) 0,1 |2 ate e M an < v 2

Comme dans la démonstration de la Proposition 5.1., on voit que 1'intégrale
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dans (5.12) se réduit 2 (Bv]|v) 2*0(l)||v|| 22, od B est un opérateur
L L

pseudo-différentiel de phase \Pg et de symbole b€ SO’O’0 , 4 support dans
Ix-y| < const. R(’%Z). I1 suffit alors de montrer qu'un tel opérateur est

borné dans I.2 , ce que 1'on peut faire 3 1'aide de la Proposition 5.1. et

0,0,0

de sa preuve, qui donnent un symbole c€S tel que :

(Bvlv)L2=J|T M (a,h) | %@,h) e H®) Mo 6 (|| vl 12.2) =0l vl 12,2)

Pour avoir une majoration dans 1'autre sens, on utilise le fait que

H(A ,mo('x"'/r)N) est le dual de H(I\g ,mal G"/r)'N) , pour le produit sca-

g
laire (|)y de L2(e"28/P 4x ). Alors,d'aprés 1a Proposition 5.1., on a:

(5.13) (ulv)g -I Tu(a,h) Tv(e,h) ag(ahye” /P +” r %) V) dydx ,

ol :a €s2:0,0 , t=e8/hy , V=e8/hy , T EN §*35735m73 | yeilisant de
nouveau la représentation des €léments de H(l\g ,mo(}'/r)N) de la Proposi-

tion 3.1 et des intégrations par parties, on voit facilement que :

| [ a1 T V) ay ax
(5.14)

M
< G, b || ul| 1RY
< Gy H YoM

Il - N C
(hg ,my /) HAg »mg' G/ ™)

Avec a comme dans la Proposition, on a aussi :

l ITu (@,h) Tv(a,h) ag(a,h) e 2P aq |
(5.15) s([ |Tu(e,h) | % a(a,h) e'z"/hda)‘/z([ ITv(a,h) |2 r%’l e‘Z*V“du)"z

: 2, ~2H/Mh g \1/2
<C (I]Tu(u,h)l ae 2/ g)/2) v a2 @

Combinant (5.13)-(5.15), on trouve :
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I(uIV)gI
< Co[(JITu(a,h)IZ a e'z“/hda)‘/z

+ M 3
Gt llull il

(g ,mo(?/r)”)} H mp! (F/m) ™)

d'od,pour h>0 assez petit ,

2
I ull n

s 2¢ flru(a,h)lz a e 2/h 4o
H(l\g ,mo(r

N
/r)"7)
ce qui termine la preuve de la Proposition 5.2.

Comme derniére préparation avant la définition générale nous allons

établir 1la

Propogition 5.3. Avec 90631’1(1?") et le choix de tf. FBI fixés,on
a : st f,g€6’1’1(ll?") sont assez proches de 9p> alors,pour toutes fonc-
tions d'ordre m(x) ,n(x) et tous M,N€2, on a la conclusion suivante

quand h>0 est assez petit : 8% u€H(Af,m(;/r)M) et st

J [Tuta,i)|2 n? @/e)?W o2 (/R gy ¢

a €A
g

alors uEH(Ag, n(;/r)N). (Iet T désigne le choix de tf. FBI associé d Ag}.

Démonstration : Quitte a augmenter f et diminuer m et M, nous pouvons

supposer que fag, mgn, Mg¢N. Soient alors f)‘eéI’1 et m, les défor-

mations de f en g et m en n données par les Propositions 1.7 et 1.8. On

a alors :mg¢m <n, f3f, 3g et f =f, m =m pour, |x| assez grand,
. m
fx -f reste uniformément petit dans Sl'l et m =e A avec ﬁ)‘ uniformé-

0,0

ment borné dans S°’". D'autre part f, =g et m, =n dans un campact
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K<R" avec K +R' quand A+=. Si T, désigne le choix de tf. FBI
associé 2 Af)\ (essentiellement équivalent 3 T), alors la discussion
autour de la Définition 4.3 montre (avec laconvention de la prop.4.7) que :

I ull ~ | Tyull $C|lTull .
Hihg, s Emt N L2, G/ LZ@/mN

En faisant tendre A vers « on voit alors que u€l~l(1\g ,n('x\"/r)M).

I1 reste seulement 3 voir camment remplacer M par N dans cette con-
clusion. Pour ceci, on montre d'abord par une réguiarisation standard et
une induction sur M, que UEHIiloc (espace de Sobolev local standard).
Ensuite si N20, on montre, en reprenant la démonstration de la Propo-
sition 5.1, que 1'on a une borne uniforme sur

r ”X (1D (x)) (15,)8 n e'g/hu“ 2.
g TX L
|B] <N
quand A+, (Ici XECZ(R) vaut 1 prés de 0 et Dg est la distance régu-
larisée introduite dans (1.10) ) . Passant 2 la limite, on trouve alors que

ueH(, ,nyoY.

Dans le cas N<0, on trouve, en reprenant la démonstration de la Pro-

position 5.2, que 1'on a une majoration uniforme sur

|| x Gyt u

| H(Ag » n(¥/m)")

et en faisant tendre A vers «, on trauve aussi u EH(I\g ,n(}’/r)N). .

On garde toujours un choix de 8o €§]’1

(Rn) et un choix " autamatique "
de tf. FBI associée a Ag si Geé]’l(llzn) et G-g, est assez petit dans

él,l(RZn).
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'_Défin'ition 5.4. Soit f=ga+eDg(.1:) avec €>0 assez petit. Soit
A=A, avec G(z,8) -g(z) assez petit dans S(rR) et g-g, assez petit
dans y’l(ﬂn). On a alors Asl\f et 81 m est une fonction d'ordre sur
A, on choisit une fometion d'ordre ’r;|'=;>1' (z) (;"/r)N\<m et, h>0 assez

0 pour

petit,on définit H(A,m) comme l'espace des u €H(A ,;r\l') tels que :

I |7u (a,7) |2 m(a)? e 2E@/H gy ¢
A

La Proposition 5.3 montre que,si on modifie le choix de f ou de g,on
obtient le méme espace H(A,m) (pour G assez proche de g dans é"‘(R‘Bo

S(rR) et pour h>0 assez petit).

Proposition 5.5. Avec un autre choix automatique de tf. FBI, st Gg,
est assez petit dans L1/ +S(rR), 8i m est une fonction d'ordre sur
A=A;, alors pour h>0 assez petit, on obtient le méme espace H(A,m) ,

avec une norme équivalente.

Démonstration : Notons provisoirement H(A,m,T) 1'espace H(A,m) pour
souligner la dépendance possible de T. Soit T 1a tf. de FBI associée 2 A,
provenant du deuxiéme choix automatique. Il s'agit maintenant de montrer
que si h est assez petit, alors si u€H(A,m,T), ona u€H(A,m,¥).

Soit S 1'inverse approché de T donné par la Proposition 4.4, (ol

geél’](Rn) est proche de g, et G-g est petit dans S(rR)). Alors :
(5.16) u=sTu+e8/N x 8Ny |

ol K est donné dans la Proposition 4.4. Soit mo(x) =m(x,0) et N>0
assez grand pour que mo('x\"/r)-Ngmsmo(}’/r)N (modulo des facteurs cons-
tants). Si €0 >0 est assez petit (mais indépendant de G), alors

¢80 g P st ©@(1) comme opérateur borné :

51



B. HELFFER - J. SJUOSTRAND

H(Ag_EO,R,mo(%“/r)’“)*H(Ag,eOrR.mo(?“/r)") et puisque H(A,m,T) et

H(A,m,"}") sont intercalés entre ces deux espaces avec des inclusions bor-
nées, on conclut que e 8P Kk &M est ©(1) de HAm,T) dans HA,M,T).
la Proposition 4.7 appliquée 3 1'opérateur ?s montre d'autre part que ST
est aussi @ (1) de H(A,m,T) dans H(A,m,T). ®

Remarque 5.6. La Proposition 4.7 montre aussi que S est ©(1) comme

opérateur borné : LZ(A.m) +H(A,m).

Proposition 5.7. Soient A,m,T comme dans la Définition 5.4. Alors
pour h >0 asses petit :

1° H(A,m) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(5.17) (ulv) = (Tu|Tv)

H(A,m)

LZ(A ,rnz e—ZH/h da) |

n
2° St 7{,3 est deuridme couple comme dans la Définition 5.4, et AgA,

~
m >,'r::', alors H(A,m) EH(A,%) avec une inclusion bornée uniformément

par rapport 2@ h.

3° Si en plus ',:(—“) + o, |a|+=, alors l'inclusion est compacte.
m(a)

Démonstration :
1° 11 ne reste qu'd montrer la completude. Soit f €é1’1 (RM) proche de
gy et telle que AgAg. Soit NEN t.q. my(x) (?/r)-Ns (const.)m(x,£) -
j=1
est une suite de Cauchy dans H(A,m) , alors,puisque H(Af ,mo('l\"/r)_N) est

Alors H(A,m) SH(Ag ,mo('l\"/r)-N)) avec une inclusion bornée. Si {uj}

complet, il existe u tel que uj +u dans cet espace. Pour tout compact

KccA, on a alors :

I I'I”u(ct,h)lzmze-nvh

K

da=1imI ITu, (a,h) | #me 2P 4o ¢ 1im | u, || 2 ,
. j joeo b

Joo H(A,m)

52



ESPACE.S H(A,M)

donc u €H(A,m) et on montre de la méme maniére que || u-u; Il H(A,m) +~0,

j-»en_

2° Ceci est évident d'aprés la discussion géométrique autour de la Défi-

nition 4.3. En effet, si T0 désigne le choix de tf. de FBI adapté a Ag ,
0

\

on peut caractériser H(A,m) et H(A,m) respectivement par

v
I ITputa,m)|?n? e#F/ Mgy <o, J ITyu@m 2% e /M da < w

et FSE.

3° Soit u; €H(A,m) une suite bornée. Aprés passage 3 une suite extraite

N n

on a uj-»u dans Hioc(ll ) pour N€EN assez grand. Pour tout campact

KecA_  , ona
0

Zn2 e /Mgy | jeew

(5.18) J lTou (a,h) -Touj (a,h) ,
K
Y
ce qui montre que u €H(A,m) EH(A,%). De plus, pour tout €>0, on peut

trouver K. ccA tel que :
€ g9

N
2 "vnl e-ZF/h 2

I |Tu-TuJ.| da < €° ,

N
pour tout j, et avec (5.18) il est alors clair que uJ. +u dans H(A,'l;l‘).
[ ]

On finit ce chapitre en montrant que C;(Rn) est dense dans tous les

espaces H(A,m).

Proposition 5.8. Soit A=A, avec G assez proche de 9 dans S(rR) +
y’l(ﬂ?n). ST m est une fomction d'ordre, alors pour h>0 assez petit

C;(Bn) est dense dans H(A,m).
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Démonstration : Si u€H(A,m), on rappelle que: SeTu=u-K u, -K =

8o &o
go/h  -go/h )
e Ke , 00 K est donné par un noyau k comme dans la Proposition 4.1,

et que T : H(A,m)+L2(A,m) (=12, m e /M2 da)) admet comme inverse 2

gauche 1'opérateur

7! =(z « ) ) S avec convergence dans & (LZ(A,m) ,H(A,m)) .
0 2o

N .
On pose SN=% (l(go)J S. Alors SN est uniformément borné dans

L (Li,m) ,H(A,m) =& par rapport 3 N et 3 h et SN-'I"1 +0 dans cet
espace. Soit XM la fonction caractéristique d'un compact Ky avec
KM 2 A,M+=_ Alors uN,M=SNmTu€C;°(Rn) , puisq.xestTu€C0(Rn) et

Kg est proprement supporté pour tout j; on a :
0

g =0l gea,my < 1SgO-%pTull + Il ST HTull

< - + -_"l u
lisyllg 1IC XM)TUIILZ(Am) Il s\-T Ilz II'T IILZ

(A,m)

ce qui devient arbitrairement petit avec M et N assez grands.
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]’1(11") et on considére

Comme dans la section précédente, on fixe goeé
une variété I-Lagrangienne A =AG ol GE.S"] est proche de g dans

s(rR) +§ 1 (RY).

Soit alors @(x,y,a) , x,yEC", a €A une phase de classe Sl'] , poly-
namiale de dO 2 en x,y (donc holamorphe dans ces variables) et telle que
pour x=y=a :

" v
(6.1) 520, G=Bymap , (mFeggm) Vg

ol ( )" signifie le Hessien dans les variables x,y évalué dans les direc-

tions réelles (et avec g(x) =g(Rex), g(y) =g(Rey)). En accord avec les

conventions précédentes on supposera toujours que ¢ est donnée par un

choix automatique ", camme par exemple : ®(x,y,a) = (x~y)a£ + i)k (Re a) ((x-ax)2_+

) 2). Les résultats de ce chapitre et du chapitre 7 sont alors valables

pour G assez proche de g9 dans S(r Rl+é]’1(Rn)l pour des fonctions

d'ordre arbitraires et finalement pour h assez petit. Il sera souvent com-

mode de comptabiliser les formes différentielles en écrivant systématiquement

da dax da

da =R Y™ da = (Tx1) Ao AED A C 51) A...n(—D). On introduit aussi
¥ b

les espaces de symboles d'ordre décalé :

Ly 2 v3n/2 n/2 ,-2-3n/2
Smod(mh )=S(m r R h ) .

Soit finalement xu(x,y) une fonction troncature de classe SO’o a sup-

port dans un damaine :

2 2 1 2
(6.2) Ix-ReaxI + |y—Reux| < (t—o R(Rea,))
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N
. 2 2
avec C, assez grand pour que: Im+ g (x) -go(y) '\oi:(lx-c&l + ly-u.xl ) dans
le cas G-go.
On suppose que Xy =1 sur un damaine plus petit du méme type et fidéles 3

la convention générale, on suppose que Xy est donné par un " choix automa-

tique ' camme par exemple Xa'XRea .

Si a=a(x,y,a,h) €5, 4(m h™®) est défini et holamorphe dans un domaine
de la forme (6.2) contenant supp X, »on peut alors définir 1'opérateur pseu-

dodifférentiel d'ordre mh™* par :

Au (x,h) =0p(®,a) u(x,h)
(6.3) ~
= I J el‘D(x,y,a)/h a(x,y,a,h) Xu(x,y)u(y) dy% .
a€A

On remarque aussitdt que si 1'on modifie le choix (autamatique) de Xy» alors
: . . 8/h  -gy/h
(pour G-go assez petit) l'opérateur A se modifie par e Ke , ol

K est un opérateur intégral de noyau k(x,y,h) vérifiant :

-€p rR/h

n-j p-la|-|8|-j pi-h-2
,8.3 e my T R v

(6.4) |3 38x| < c,
ol mo(x) =m(x,0). Si m est une fonction d'ordre, on constate alors que
ego/h K e.g()/h est @™ come opérateur borné :
@ TR.N

m

m) + H(A CF)) . YNEN

H( g-e; TR ’

Ag+c1 TR’
pour un g4 >0 fixé et pour tout g€é1'](Rn) assez proche de 8- En

AV ")
particulier K sera @(h'l) camme opérateur borné H(A,%‘) +H(A, m) (rR)N),
+

VN € N. Un tel opérateur sera appellé : opérateur négligeable d'ordre

nht.
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On commence par étudier 1'action d'un opérateur pseudodifférentiel
dans les espaces H(A,m). On camplétera ensuite une partie des arguments
développés pour aboutir 3 une caractérisation des opérateurs TAT on
T est une transformation de FBI et A un.opérateur pseudodifférentiel. De
cette caractérisation,on déduira que la classe des opérateurs pseudodiffé-
rentiels ne dépend pas vraiment du choix de la phase ®, qu'il y a un symbole

principal naturel, et que 1'on a le résultat naturel (et habituel) sur la

camposition de deux opérateurs pseudodifférentiels.

Ayant fixé des choix autamatiques des quantités géométriques @ et xu ,

on a :

Proposition 6.1. Soit G-g, assez petit dans 51"1(1?") +S(rR). Alors
si A=0p(p,a) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, et si m est
une autre fonction d'ordre, alors pour 0 <h<h0 avee ho >0 assez petit,

A est uniformément bormé : H(A,%) -—H(A,It)l'/m).
Démonstration : On part de 1'identité :
(6.5) u=SeTu+ /P k e8Py

donné dans la Proposition 4.4 et on rappelle que le noyau k de K est a sup-
port dans |x-y| gconst. R(x) et vérifie

-~ TR/h
e 0

6 _ R'l“l'lsl hn

. a.B
{6.6) 3§ a5 k| < C
On écrit ensuite :Au=ASTu+A eg/h K e'g/h , et on camence par étudier

A e8/D g ¢8/h qui est de noyau e8/h J a(x,y,a,h)da e8/h , ol :

q(x,y,a,h)
(6.7)

F (B0x,2,0)+i gx)-i g (2)
J e a(x,z,a,h) xu(x,z) k(z,y,h)dz .
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Une majoration directe donne

3n 3n 5n
-eo TR/h A N -
(6.8) a=@0Me °  my@ °¥TRZn T,
n NO
od my=m(x,0) et N, est assez grand pour que msmo(%) . Si ¥>>r

on peut d'abord faire des intégrations par parties dans (6.7) avant de faire
la majoration directe, et on trouve
5n  3n Sn

etR/h ¥ NooT T T

(6.9) a= O(e my@) )

N
pour tout k€ N. Pour rgconst.r, (6.8) donne déja cette majoration, qui
est donc générale. Alors

Sn 3n Sn
-, TR/h -k -k k-
Iq&*@(l)e 0 mg rZ RZ n Z , k0.
On trouve la méme majoration pour Rlc"'|+|BI 32 BSI qéZ , et on conclut que
A eg/h K e'g/h=J q& est négligeable d'ordre m et a fortiori @(1) came
opérateur borné : H(A,T) -»H(A,’r}{/m).

I1 faut ensuite étudier la continuité de AST, ce qui revient a étudier
la continuité :Lz(j\,'ﬁ) -»LZ(A,ﬁ/m) de TAS. (On utilise encore la notation

abrégée LZ(A,ﬁ\l') =L2(A,az e-ZH/h da). Le noyau de cet opérateur est

(6.10) K(e,8,h) = [ Ka,8,1,0E
ol si ¢ et ¢* désignent les phases de T et de S :
K(apB:Y)h)

£ (0, x)43(x,y, 1) +6" (v, 8)
6.11) = e @0 306Y,Y,H) 5(7,8,8) X, (x,)

Xo(X) Xg(y) dx dy .
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On note : K .4 = e (H)-HEB)/h e noyaux réduits correspondants. En
regardant les supports des troncatures, on constate que K(z,B8,Y,h) est i

support dans une région, od [a =Y [, [B,-Y [<const. R(Y,).

Si a,BEB(Y,eO) pour un €,>0 suffisamment petit, on peut évaluer

1'intégrale (6.11) a 1'aide de la phase stationnaire. Soit :
(6.12) ¢(@,8,7) =v.C. 1y (0(a,X) +0(x,y,Y) +0*(y,8))

la nouvelle phase qui apparait dans le développement de phase stationnaire.

On constate que ¢ est de classe S]’] et que

-H(a) - Im ¢ (a,B,Y) +H(B)
(6.13) N
_A(T 2,12 -y (2y.R v 12 v 2
= @(p: (lux'Yxl IBX Yxl ) *'}—, (l“g YEI + IBE; Ygl )) .

On montre ensuite pour G= et aussi pour tout G assez voisin de g,,
Ppo! -4 0

qu'il existe C0>0 tel que :

-H(a) - Im ¢ (a,B,Y) +H(B)

(6.14)

1 [T 2 2, .R 2 2
6‘36[]; (lux-Yxl +IB‘X-Yxl )"? (IGE-YEI +|B£-Y€‘ )] .

On omet la démonstration détaillée, qui est quasiment la méme que celle de
la Proposition 4.6.

Donc, pour a,8 €B(Y,eo) , on obtient
(6.15) K(a,8,v,h) =3(a,8,Y,h) e®(@BYI/h

od 3€eSmr R" h-Zn) , et donc par (6.14) on trouve :
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K reg (@,8,Y,1)

2

v

lBe-vel® ”

+

=2lm e

dans cette région.

La contribution correspondante 2 K‘_ed(a,B,h) =I Kred (u.B,Y,h)cTYI est

alors

"
-n 1 2 R a1l
(6.17) ©O(1) m(a) h exP‘caﬁ (g la -8, ’; |0£ Bgl )
et on vérifie immédiatement qu'un noyau 3 support dans |ax-8x| sconst. R(a),
lag-agl g const. 'f‘(a) et vérifiant (6.17) est (@(1) camme opérateur borné :
L2 (A, /) - L2 (A, m/m) .

Regardons ensuite ce qui se passe pour a ou B¢B(Y,ey) :

Cas 1a. Si |a Y| ou [B-Y,| est >egR(Y,) et T(), T(8), F(YV)
sont du méme ordre de grandeur, on trouve directement 3 1'aide du comporte-

ment gaussien des phases :
N
-, TR/h _
(6.18) Koq@ By, =0m e O mm ¥R p

. n
Cas 1 b. Si I"X'Yxl ou |Bx-Yx[ est > eoR(Yx) et par exemple r(a)>>
¥(8) +T(v) , alors on introduit T, =max(¥(a) ,T(B) ,T(Y)) et si on fait
des intégrations par parties itérées, on trouve pour tout N0 :
max

-e, TR/h N
(6.19)  K.q(@,8,v,h) =@(1) e 0 n(y) ¥ R¥ RN ('\.—_h R) :
T

est 2>
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Cas 2. a : Si en plus }'(a) , ?(B) , '1\"(Y) sont du méme ordre de grandeur,

alors,par une déformation du contour d'intégration,on obtient (6.18).

Cas 2. b : Si par exemple }'(a) >>¥(8) *?"(Y) , alors par une déformation

de contour et des intégrations par parties itérées, on obtient (6.19).

Dans les deux cas,on a (6.19) (puisque (6.18) = (6.19)) et donc la con-

tribution a Kred(a,B,h) provenant des cas 1 et 2 est

-n v2n-N _n-N

rmaxR dy

N-3n J () ¥on)

K‘;&i(avsvh) = @(1) h
(6.20)
Yy Ng dy

m: n °’
r

ol 1'intégration en Y, Porte sur une boule de centre % (ax+Bx) et de

rayon const. R(JZ- (ax*Bx)). Ici, on majore 1'intégrale par

No-n _
O [ b0 e jaglotngloien ™M &

- Ng-n lag | +18| -
=0 PN [ v 00— )N an

- lag |8 Ng*n-N
o N[ o T an

+ Nn+2n-N
om £2n-N Q +13§L.LE§1) o*en

r

lag|+|8g| N -
O (1+—=7"9 0 (r+logl+lg, DN

b

et donc
T

log |+ | N - N .N-
Kiog (08,0 = 0(1) (1 +—5—5) @ (vl |+18, ) 2" my(a,) REMN 130

Montrons que ceci est le noyau d'un opérateur qui est @ (1) :
~ v 2M
Lo a0 -2 o, @)% &R % ax, pour tout My»0. Ceci revient 2 étu-
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2 standard du noyau

] m(a 1 (T(@)R M0
K( .B.h) = ® ' ’ »h =
K ;k—(-l(s) a7 (F828)° Krgg(anth)

dier la contimuité L

ma

ja |+|8.| M 2n-N+My  2n-NeMy N-My-3n
=6 (5" (v + |ag|+I8,]) R R0,
Ici M, >0 ne dépend pas de N. On applique maintenant un critére standard

2 et il suffit donc de montrer que /[ I'l\((a.,B,h)ldB ,

de continuité L
N

[ |K(a,B8,h)|da = @(1). Ces intégrales se majorent de la méme fagon; ainsi,

la premiére devient pour N assez grand :

3n- N -3n M M,+M, +2n-N
jlk(a.snde-om A T [ (relaglelg D 0 ds

3n-N+ N-M_.-3n +M,+3n-N N
Mo o (r*|aEI)M0 T e

3

-3
=G) R *o n-@(1).

Ceci termine la preuve de la Proposition 6.1. -

Rappelons que pour h assez petit, T admet un inverse a gauche T—1 =
(I+L)S, od L est négligeable d'ordre 1. D'autre part nous savons aussi
d'aprés la Remarque 5.6, que S est (D (1) came opérateur borné LZ(A,B) >
H(A,r'?\'). Donc si A est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m attaché

a A, on sait que TAS -'I'A'I'°1 est négligeable d'ordre m au sens évident que

v
cette différence est (D (1) comme opérateur borné : L2(, %) »LZ(A,E(EhE)N)

pour tout N>0 et toute fonction d'ordre m.

La démonstration de la Proposition 6.1 nous montre alors que TAT°1

est modulo un opérateur négligeable d'ordre m, de la forme /SK' (a,B,Y,h)&\YJ,
ol K' est de la forme (6.15) avec 'z\l'GS(m’men h-Zn) a support dans
{(a,8) : a,B€B(y,€4)}. Les estimations (6.13), (6.14), le fait que %o-o
pour a=8=Y, et un changement de variables naturel pour réduire les

échelles montrent que 1'on peut appliquer la version C” de la méthode de
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h
~Nn

rR

N
la phase stationnaire (voir [Melin-Sj] chapitre 2) avec h-= comme

2 ~ 2 ~
petit paramétre, pour évaluer [ K'dy, et on trouve :

Proposition €.2. Sous les hypothdses de la Proposition 6.1.,0om a la

décomposition (pour h>0 assez petit) :

-] NN
(6.21) TAT =044

w ?

N "
ou A_ est négligeable d'ordre m et A est un opérateur intégral de noyau

L

A ,
(6.22) Ala,B,h) :Z(G,B,h) et@(u,ﬂ)/h ,

o2 a€Smh ") est d support dams {(a,B) EAxA;BEB(a,e )} et on
¢(a,B) €SJ’J(A xN) est défint (a l'aide d'extensions presque holomorphes)

comme
(6.23) 0(0,8) =v.c.. 8(a,8,Y) =v.c. ©(0,y) +0'(y,8) .

De méme a est domné par un développement asymptotique d partir du symbole

a de A et on a en particulier :

(6.24) d(a,0,h) Zp(0,h) a (a_a_,a,h) mod(Stmh " (=)
rR
n

3n
2

ool 3

od p est un symbole elliptique de classe sy R h2 ), qui est homo-
géne en h et qui ne s'annule jamats.

N
Nous allons maintenant caractériser les noyaux A qui peuvent provenir

des opérateurs pseudodifférentiels par la formule (6.21), a 1'aide d'un
" complexe 3 pseudodifférentiel '". On utilise en effet un point de vue
d'opérateurs de Toeplitz, voir [Bo.S.] et [Bo.G.]. Commengons par une dis-
cussion géamétrique ; dans la plupart de nos arguments on considére des dé-
veloppements de Taylor sur la diagonale a=8 ou parfois sur d'autres en-

sembles camme {(a,y) : y=cxx} et on pourra assez souvent ignorer les
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échelles T et R, car 1'effet des échelles s'obtiendra aprés par des simples
changements de variables de type " h, ".

soit T*AC 1e complexifié (fibre par fibre) de T*A et soit g1’
le graphe de la 1-forme complexe w(a) =duw » Y0, c.ad. L= {duw H y=ax}.

Alors w=ag dax et on remarque que dm«dmE Adux est la forme symplec-
A

tique réelle sur A (qui est 3 la fois I-Lagrangienne et R -symplectique).
D'autre part, nous avons la 2-forme ' symplectique' complexe sur T‘Ac :
o=da*Ada, od a* désigne les variables duales aux a. Alors o g s'iden-

tifie avec dw par la projection naturelle My : £+A et on obtient :

Proposition 6.3. ¢ T 8'identifie avec la forme symplectique réelle sur

A . On peut écrire w=w; -1 daH’ ou daw est la forme symplectique réelle

1
sur A, et ou H est une primitive de -Imagdaz

R
Nous allons maintenant chercher des conditions de campatibilité (un peu

formelles pour cammencer) que doivent vérifier les fonctions sur A de la

forme Tu. Pour cela on va campléter les variables y-= (y],...,yn) par des

variables w= (“’1""’“’n) et étendre T de fagon 3 obtenir un opérateur in-

tégral de Fourier associé 3 une transformation canonique. Soit donc :
1,1 -
(6.25) ¢(a,z) €S’ y 2% ()’.w) ’

défini pour a €A, (y,w) E(Izn » |w] ¢const. ?"(a) , quadratique en z, avec

(6.26) ¢(a,y,0) =o(a,y) ,
et
(6.27) det (0; z) elliptique de degré maximal et #0.

Ici dans 1la définition des classes de symboles on donne le méme poids 3
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w et 3 ag . Puisque o(a,y) = (c;)(-y)czE +il(a) (a’(-y)2 y A €S]’1 , on peut
prendre par exemple

Q(G,Z) 3‘0()"0) + (ax'Y)w ’
On introduit formellement la transformation
Tv(a,h) = I e®@2)/h (o v myvz,hdz

et pour ne pas trop compliquer la discussion (et surtout les notations), on

supposera pour cammencer que t et s sont des symboles scalaires. (Ceci

n'est pas tout 3 fait correct et on indiquera plus tard les modifications

3 apporter pour traiter le cas ol t et s sont vectoriels).

Au moins formellement, on remarque que fT(u@d(m)) =Tu et qu'une dis-
tribution v(y,w) est de la forme u(y)®6&(w) ssi mjv=0 pour j=1,...,n.
Formellement,on peut donc caractériser 1'image de T camme Ker Z1 n...NnKer Zn’
od Zj = ﬂ—wj g1, Pour camprendre mieux la nature des ZJ. , on fixe un point
(ao,aa) €I et on pose zy= ((ao)x,o) , z(‘)=- -?r: (ao,zo). Considérons alors

dans un voisinage de (ao,a(‘)) , (20’26) la transformation canonique

" (6.28) K:(Z,'-g%)*(a,—g%) ,

P 4
qui envoie un voisinage de (zo,z(“)) sur un voisinage de (°O’“6) dans T*A ,
le presque camplexifié de T*A, défini aprés un choix d'extension presque
holamorphe par rapport 3 a. On s'intéresse surtout au camportement de (6.28)
pour a €A. Pour de tels a, puisque ¢ dépend holamorphiquement de z, on
constate que nf‘(a,a‘) dépend de maniére c” de (a,a*) et de maniére ho-
lomorphe de a*. Si Q(z,sz,h) est un opérateur pseudodifférentiel classique
formel avec un symbole Q(z,Z,h) défini dans un voisinage de (zo,zs) , on
peut alors construire un opérateur pseudodifférentiel P(a,ga,h) (du méme

ordre que Q) avec un symbole P(a,a*,h) défini dans un voisinage de
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(uo,ua) , holomorphe en o* , tel que au sens des développements asymptotiques

en h :

(6.30) (P(u,Ba,h) -tQ(z,?)‘z,h))(ei““'z)/h t(u,y,h)) ~O .

(L'action de P 2 un sens puisque son symbole est holomorphe en u‘). On a

bien évidemment la relation classique :
(6.31) pex=q ,

entre les symboles principaux. On voit que la correspondance Q-+P respecte
la caomposition formelle des opérateurs pseudodifférentiels, en particulier si

Qj*Pj, j=1,2 et [Q,Q,]=0, alors [P;,P,]=0.

Prenons maintenant Qj '“’j

opérateurs ' Pj " correspondants. Alors les Zj commitent entre eux et en

, J=1,2,...,n, et soient Zj’”"zn les

posant w=0 dans (6.30) on obtient
n i
(6.32) Z; (0,8, ) 9@ /h ¢ oy,m) A 0

(c.a.d. que formellement Zj oT=0). La construction des Zj est en effet

globale, au sens que les symboles de ces opérateurs sont définis dans un

C

~~
voisinage de I dans T®A" (ou bien dans T*A si 1'on veut aussi prendre

des extensions presque holamorphes en a).

Dans un voisinage de I, on définit } ={(u,daw(a,y)) ; €A ,)'El!n ,
y proche de a }. Alors J- =x({(z,2*) ;w=0}) = {(a,a®) e\l ; ci(a,a‘) =,.,
= ;n(n,a') =0}, ol cj (u.,u') désigne le symbole principal de Zj . Puisque
{Cj,ck} =0, il est raisonnable de dire que } est involutif (et plus loin
on regardera des extensions presque analytiques en a, ce qui permettra de
définir les feuilles bicaractéristiques de }). Soit }u la fibre de }

au dessus d'un point a €A. On montre facilement que :
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(6.33) 2’0; est une sous-variété holomorphe de dimension n de
(T;A)C. (En effet da‘ Gpseee ,da, ¢, sont linéairement
indépendants, ce que 1'on démontre 3 1'aide de (6.27)).

.. 2n _ %9, P if-
(6.34) L'application €° 3 (y, a),) (@, a:) € } est un dif

féomorphisme local.

(6.35) L'application J 3 (a,0*) + (@,Ima*) €T*A est un difféo-

morphisme local.

Puisque T . Ju est un espace complexe-linéaire, (6.35) reste valable
(a,a”)
si 1'on remplace "Im'" par "Re'". On démontre (6.34) et (6.35) simultané-

ment, en utilisant que 1'application C2n3 (y,- g—‘;,}) +(a .5% (-Img)) €T*A

est un difféomorphisme local (voir (4.33)).

Remarque_6.4. Soit Z(a,Ba,h) un opérateur pseudodifférentiel classique

d'ordre k (en %) avec un symbole holamorphe en a* , défini soit prés d'un
point (ao,aa) €I, soit dans tout un voisinage de I, tel que
Z(el“’("y)/h t(-,y,h)) ~0. Alors il existe des opérateurs A;, ... ,A

d'ordre k, de symboles holomorphes en a* définis prés de (o,o,u(')) ou preés
n

de I respectivement, tels que Z=§ Aj oZJ— . En effet, on constate d'abord

que le symbole principal ¢ s'annule sur } et donc c=£aj Cj , avec

aj (a,a®*) holomorphes en o*. On prend alors aj comme symbole principal
n

d'un opérateur A;’) et on répéte 1'argument pour 2 -; AJ"? Zj , pour trouver

les contributions d'ordre inférieur. .

Toute la discussion ci-dessus s'applique aussi bien 3 1'opérateur S
(que nous supposerons aussi scalaire pour 1'instant !). On a donc des opé-
n c 24z 2z
rateurs Z;(e,DB,h) , 0=1,...,n avec les mémes propriétés générales que

Zj , et tels que
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(6.36) 23(8,5g,my (1 028/ S,81)~ 0 .

Les symboles principaux C; » j=1,...,n, ont alors comme variété caracté-

ristique commune :

(6.37) -}'-{(B.dsw' ,8) ;Y€€ ,BEA, |y-R, petit} ,

et on définit }. par la relation : - }‘= ((8,-8% ; (8,8%) € }‘} . }' admet
alors les mémes propriétés générales que } et en particulier Lc }. .

Montrons ensuite :

(6.38) Pour tout a€A,on a }u. n };- {w(a)}, avec

intersection transversale.

En effet, si (a,a™) € } n }' , 11 existe des points x,y ec” proches de
o tels que o*=d o(a,y) =-d ¢*(x,a). Donc, d_(¢*(x,a) +o(a,y)) =0,

mais on montre sans peine (d'abord pour G-go(x) et ensuite par un argu-
ment de perturbation) que |da(w'(x,a) +9(a,y)) | v [x-a | + |y-a| , donc on
a nécessairement x =y=a , donc o*=w(a) , et en méme temps on voit que

1'intersection est transversale.

En un point (a,w(c)) , on sait par la propriété (6.35) que T }a et
T }; ne contiennent aucun vecteur tangent réel #0. De plus, les formes
dyxyseee sdyat, et dos c;(a,-u'),...,da. ;;(u,-a‘) sont linéairement

indépendantes. Considérons alors les champs Hamiltoniens HC yeesyH en
1

‘n

(a,w(a)) et H;t,...,H +« en (a,-w(a)) comme des vecteurs tangents de
T*A (c.a.d. que l'on fait maintenant des extensions presque analytiques en
N
a) . Alors, si I‘a , I‘;ET“('I\\') (o0 A désigne le presque-complexifié de A
~
et donc T*A =T"1\\') , sont les espaces engendrés par les projections

nH ,...,nH et naH respectivement, nous savons que

*, ..., H
GC] aCn ]’ a

: %

68



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

dime I‘a=dimcr‘;=n et que
v *
(6.39) TG(A) = l"aeru .

On remarque aussi que T, et I‘; ne contiermment pas de vecteurs réels
+0. En effet, si par exemple runTa(A) #0, on aurait un symbole Z avec
C!} =0 et Ha HC réel #0. Alors T(a,w(a))(}a) serait contenu dans

le camplexifié d'un hyperplan réel : d,4%=0 et ceci est impossible car on
sait que }a 3a* + Rea® est un difféomorphisme local.
Considérons ensuite 1'application :
N - N \
T,(A) xT xTy + T (A) xT (A)
(6.40)

(6,t,5) + (8¢t , &+s) = (v,u) .

Si &+t =8+s=0 alors t=s et donc t=s=0 puisque I‘u n I‘; =0. Alors

§=0 aussi, et il est clair que (6.40) est injective, donc bijective. Aussi,

puisque |Imt|~|t], |Ims|~|s| et |t-s|~|t]+]|s|, on trouve |v-u|=
|t-s| v|Imt | +|Ims|. Ecrivons ensuite, Int=Imv-Im6, Ims=Impu-Im§,

on trouve,
(6.41) [v-p| v |Imv-Imé| + |Imu-Imé]| .

En particulier, si v et u sont réels : |v-u| v|Im &8 |. Ces considérations
serviront plus loin 3 la fois pour camprendre la camposition de noyaux de
la forme (6.22) et les équations eiconales et de transport associées 3 ces

noyaux .

Revenons maintenant 3 la fonction ¢(a,B) de la Proposition 6.2. On

vérifie immédiatement que :

*
(6.42) da“}u , dBoe-}B , a,BEA ,
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(6.43) Pour a=8, ona ¢=0 et daO-w(a)=-dBO .

I1 résultera de la caractérisation de Ay dans la démonstration de la Pro-
position 6.5 ci-dessous que les propriétés (6.42) et (6.43) caractérisent
¢ modulo un terme @ (Ja-8]" ) . Rappelons aussi la propriété (4.47) (od
$=@).

Soit maintenant f(a) une fonction C” définie localement sur A prés
d'un point a; telle que d f€ }, mod O(Ia-ao|°) , -Inf<H, d f(a)) =
m(uo) , ~Imf (ao) =H(uo).

Proposition 6.5. Avec f comme ci-dessus, considérons
(6.44) F(a) =v.c.8(0(a,8) +f(8)) »

défint comme développement de Taylor formel em a=a (d l'atde des exten-

a’
8ions presque analytiques en B, (voir [Melin-Sjl). Alors on a F(a) =f(a).

Démonstration : On désigne avec les mémes lettres, } R }' , L les variétés
"y
que 1'on obtient dans T A aprés extensions presque holamorphes en a. Alors

dimc} =dim}‘ =3n, dimI=2n, et } n }' =L avec intersection transver-
R . ~ Ve - . .
sale. Si (a,a*) €L, soient I‘a’a,c }, ra’a.c} les feuilles bicarac-
téristiques de } et }‘ respectivement, passant par (a,a*). Puisque I est
N
symplectique, on sait que I‘a a* et I se coupent transversalement en (a,a*)
b

N,
camme sous-variétés de } . On a le méme résultat pour (I'; a*? z, }"). Les
’

L. v Ve
projections de T(a,a*) (ra,a‘) et T(a,a‘) (ra,a‘) sont les espaces r, et
n,
xT* se

4"
I‘; respectivement. De (6.40) on déduit que diag(fx:) et T P
,a% .

a,a*

coupent transversalement dans la variété } X}' » involutive pour o -
td

N '\a‘ . . . . N
a comme feuille bicaractéristique. La variété
OB»B‘ et admettent ra,u* x ra.u‘ qu

A&, ={(u , g—: s B s~ 2—2) } est Lagrangienne pour cette forme symplectique et

70



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

puisque diag(ZxI) SA S J }*, ma:
N n,
Voo T * .
Nt U Tm T
(v,y*) €L
Pour un o donné, soit B(a) le point critique dans (6.44). Si B*=
dg£(8), ona (8,87 e}*n }=t etdonc B*=w(B), od w désigne aussi
N
une extension presque holomorphe. Si a* =du¢(a,B) , ona (a,a%) €I‘B ge -
b
En effet, d'aprés la caractérisation de Ay ci-dessus il existe un point
(v,¥*) €L unique, tel que (a,d.?) €I‘

Y,Y*?
cas présent nous avons vu que : (Y,v*) = (8,8*).

v,
(B,~dg0) er; 4+ €t dans le
?

N
Sachant maintenant que (a,a*) €I‘B ge » il suffit de remarquer que
v

. N n "
rB,B'CAO(',B) nl\f , pour conclure que la fonction a-+¢(x,B) -f(a) +£(B)

est constante sur la projection de la feuille }’B g+ - Donc :
¢(a,B) +£(B) -f(a) =0(B,B) +£(B) -£(B) =0 ,
et nous avons démontré (6.44).

Si Q<A est un ouvert, on définit Sk(nxﬂ) camme 1'espace des sym-
boles classiques g(u.,B,h) d'ordre k en }1{, et de méme on définit Sk(W)
si WcA(AxA) est un ouvert. On dit que deux symboles dans Sk(ﬂxﬂ) sont
équivalents si leur différence k(a,8,h) a la propriété que toutes les dé-
rivées restreintes 3 AR xQ) sont de classe s™%. Le quotient de Sk(ﬂxﬂ)

par cette relation d'équivalence sera noté SX(Q) .

Proposition 6.6. &Si a€$’k(ﬂ), alors Z (aD h)('c\z' elo/h) et

i0/h

Z;(B,BB, B (A e ) appartiennent a b‘k 1((2) ew/h. Pour tout

bESk(A(ﬂ xQ)) 1l existe un aGSk(ﬂ) unique avec la propriété que

©9/h t®/h

A _ —® _ . N N )
dlpgxq Zbmed 5, zm, W@ M) =0, 258,05, h(@ &) =0

8)
pour j=1,...,n.
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La premiére partie de la Proposition résulte de (6.42) et la deuxiéme
partie résulte d'une analyse facile des équations de transport, qui font
intervenir les projections n, ch R Il8 H(; et ol la bijectivité de 1'appli-
cation (6.40) joue un rdle important. On amet les détails.

N 3
Proposition 8.7. Soit A=d ¢'"/® donné par la Proposition 6.2. Si

L'on considére 'c‘x' comme un élément de SX(A*A) , alors on a

n . ~ .
(6.45) 20,0 , h) @ et*P) =0 , Z;(B,DB, w7 =0,

pour j=1,...,n.
Formellement, ce résultat provient de (6.32), (6.36) et le fait que

a(a,8,h) i*@B/h

(6-46) o0 L(0(a,x)B(x,y, V) +0" (7,8)) N
= ﬂ e t(a,x,h) s(y,B,h) a(x,y,v,h)dx dydy
(développement de phase stationnaire formel). Or pour démontrer (6.45) en
un point (uo,uo), il suffit de le faire 2 n'importe quel ordre en h et en
((a-ay) , (B-ag)) , donc on peut remplacer A ,9,90",0,t,s,a par des
développements de Taylor finis en ay s By« On est alors ramené au cas ol
toutes les phases et tous les symboles sont analytiques. Dans ce cas 1'ac-
tion de Zj (u,'I\)'a ,h), Z;(B,BB ,h) se définit, ainsi que 1'intégrale (6.46),
3 1'aide des choix de bons contours et les résultats de [S.1], chapitre 4
permettent d'appliquer Z; et ZJ’.' sous le signe somme dans (6.46). On obtient
ainsi la Proposition.

la Proposition 6.7 est un résultat tout 3 fait provisoire, car d'une
part nous avons ignoré les &chelles T et R et d'autre part, nous avons sup-

posé (2 tort) que T et S sont scalaires. I1 faut donc corriger pour tenir

campte de ces deux effets.
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On commence par remettre les échelles (tout en continuant 3 traiter T
et S comme des opérateurs scalaires). Cela revient 3 analyser de maniére
uniforme les arguments ci-dessus dans une boite de base B(ao,co) ,» quand

ao varie dans A, pendant que €y reste fixé assez petit.

On applique alors 1'analyse ci-dessus aprés les changements de variables :

0 _n 0y 0.0
a, -ux-R(%()ax » Op -0 r(a )a.E
(6.47) y-ad=R@DY , w=TEhHd

~N
h=¥@") R(ug)h )

Alors:%w=-$;‘ 6_, %w‘=% 3‘, %Ga:ﬁa, %0%}%3, ol toutes ces nouvelles

phases sont bornées quand ao varie. Si %g',\l, § , alors §-§(0) reste
h
aussi uniformément borné quand o0 varie, et on a : Im¥y, -g!, >const.1>0,
~ YY
Idet ¢, . !>const.>0, et c..De méme, la variété A =AG se transforme en

K-,
G

’i)ﬂ a(';,?{) =m G(y,n) , ol on pose : n -a.g -?*'(ao)lr\i .

Avec ces changements de variables (6.46) devient une formule asymptoti-
que en puissances de ; Plus précisément, si on définit §(&,B,;) =3'(a,8,h) ,
alors m(ao)-]§ est uniformément borné dans S" avec K comme petit para-
métre, quand uo varie, et on a un développement asymptotique ol tous les
termes et tous les restes sont uniformément bornés dans différents espaces
Sk, quand ao varie.

De méme, les opérateurs Z. et Z; deviennent '}'(uo) ij (&,B,\,,'}\{) ,

N0, 2 v ~ i. a
r(a) ZJ’.‘(E,D ,h), od Z. et Zj sont de maniére naturelle uniformément

(-9 )

bornés quand a” varie.

Si m est une fonction d'ordre sur A et £€R, on dit que deux symboles

a (a,B,h) €S(m Yy, j=1,2 sont équivalents si la restriction 2 a=F de
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31 -32 et de toutes ces dérivées est dans h'g' m(ao) S™% et ceci unifor-
mément par rapport 3 ao . On a alors une relation d'équivalence dans

S(m h-n') et on définit S,(m %) come 1'espace des classes d'équiva-
lence. Toute la discussion précédente s'applique alors aprés le changement
de variables (6.47) avec '}\‘1 comme nouveau petit paramétre et de maniére uni-

forme quand uo

varie, et on obtient le :

Théoréme 6.8.

i®/h )

- Y % N
(@) si Fesymh '), alors Z;(a,0,,h (@ &) et Z3(B,Dgh)@ 6

-2+1

B)

sont bien définis dans Sp(mh /R).

(b) Pour tout b défint sur A(AXA) et de classe

smh*)/ 0 smntonmri ),
j=0

il existe un :ESA(M h-l) unique avec les propriétés

(6.48) zJ.(& M =0, z;.(Z ) =
dans ™M Sp(m e /R) ,
N
(6.49) a|qg=b -

(c) Un opérateur A s'éerit comme un opérateur pseudodifférentiel d'ordre
m (attaché @ A) plus un opérateur négligeable d'ordre m 8t et seule-
V.Y
124 +4 on I‘_w est négligeable d'ordre m et on

-c

ment i TAT
2 est un opérateur intégral de noyau 'c\z'(cx, B,h)ewm’ 8)/h, ou
desmh™) est a support dans {(a,8) EAXA; |a -8 |<€yR (a)),

|a£-ss|\<ea?(u)} , et ou (6.48) est vérifié avec & =n.

Démonstration : On a déja trés amplement expliqué pourquoi (a), (b) et la

partie directe de (c) sont vrais. Si Q'ES(m h-n) posséde les propriétés
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décrites dans (c), on construit par approximations successives un symbole
a(x,y,a,h) €Sm°d(m) , holomorphe dans un domaine de la forme (6.2) tel que
si A est 1l'opérateur pseudodifférentiel correspondant, alors TAT"] ='§*

N N N 3
B, ol B__ est négligeable d'ordre m, B='g(a,8,h) ew(u’s)/h vérifie

n @ - .
(6.48) et blagesa'lage mod N Smh ™ (h/TR)?). Le résultat d'unicité dans
j=0

N -
(b) montre alors que 3-b s'annule en tant qu'élément de SA(mh ™). A

1'aide des changements de variables en a,B donnés dans (6.47), on voit

i¢/h

N
alors que (3’ -b) e est le noyau d'un opérateur négligeable d'ordre m.

(Voir la démonstration de la Proposition 4.7). .

Corrections diiles au fait que T est vectoriel. On tient maintenant compte

du fait que Tu= (Tou ,...,Tnu). Comme avant, on compléte chaque opérateur
Tj en un opérateur ﬂ-j en rajoutant des variables Wypeee,w, €L ceci de

telle maniére que tous les fTJ ont la méme phase. Ecrivons ensuite

0,0

Tj =Tj 0° 33 = g; o et complétons le vecteur colonne . en une
’ ’ °
9’",0
matrice d'OIF
9’= (9—1,_])0\<i,j$n ’

ol tous les g—i,j ont la méme phase et sont du méme ordre. On peut s'ar-
ranger pour que I soit elliptique. Soient alors Zy= g—“’j T,

p=T g , o0 T : o 3(zgyeees2zy) +(0,29,500452)) ec™! , et ol w;
désigne la multiplication des (n+1)-vecteurs par la fonction coordonnée

“’j . Zj est maintenant une (n+1) x (n+1) -matrice d'opérateurs pseudodiffé-
rentiels de symbole principal Cj = cj id, et les opérateurs pseudodiffé-

rentiels Z],...,Zn , P commutent entre-eux. (Formellement, le noyau cammun
de ces opérateurs est égal 3 1'image de T). On remarque que si p est le

n
symbole principal de P, alors N Ker cjn Kerp est de dimension 0 en dehors
1
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de 3 et de dimension 1 sur 3» . Soient Z;,...,Z; , P* les opérateurs analo-

gues associés 3 S.

Théoréme 6.8. (corrigé). Un opérateur A s'écrit comme un opérateur

pseudodifférentiel d'ordre m (attaché @ A) plus un opérateur négligeable

—1

LY ~
d'ordre m si et seulement si TAT “=A+A__, od A__ est négligeable

" .
d'ordre m et o A est un opérateur intégral de noyau '&'(a,B,h) e‘W(a.B)/h,
o d€Smh™) est une matrice (n+l) x (n+l) a support dans {(a,B) €

AxAj la -8B |<eyR(ar), |cx6 Bglseor(a)}, et qui vérifie :

(6.50) 2;(0,B W@ M =0, 23a B n @ M 20
dane s,(mH"H) VR,

Pla,B_,h) (¥ et/R) :P‘(a,'b‘s, m(E M) -0

dans SA(m R )eio/h .

Démonstration : La vérification de la partie directe ne pose aucune diffi-
culté nouvelle et on se contente ici seulement de remarquer en passant que
(6.24) reste valable, ol maintenant p est une (n+1) x (n+1)-matrice de classe
s@” y3n/2 pn/2 hn/Z) qui,modulo S(r ¥3n/2 g-n/2 yn/2 (h/TR)), est de rang

1 et vérifie pop=0, pop*=0.

Soit inversement 3 €Smh ™) un symbole vérifiant (6.50). On commence
par choisir ao(x,y,a,h) €Sm0d(m) holomorphe en x,y et c. t.q. (6.24)
soit vérifiée. Ceci est possible grice aux derniéres équations de (6.50).

Soit alors 30 €Smh™) 1le symbole correspondant produit comme dans la
-n_h

TR
Regardons alors les €quations de transport qui résultent de la premiére par-

Proposition 6.2. Alors 3‘-30 vérifie (6.50) et a-3

Olu=8 €S(mh

tie de (6.50) (et qui sont essentiellement scalaires), on en déduit que
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n_l)

- a €S (mh . Itérant cet argument, on trouve alors a(x,y,a,h) €

¥R
Smod(m) , holomorphe en x,y et.c. t.q. si A est 1l'operateur pseudodifféren-

~

tiel correspondant, alors TAT =A *X_m , avec 7\'_& négligeable d'ordre

m et avec A donné par le noyau a el .

La caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels donnée par 1le
Théoréme 6.8 montre que modulo des opérateurs négligeables d'ordre m, la
classe des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m associée & A, ne dé-

pend pas du choix de la phase ¢ dans (6.3).

La caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels permet aussi de
considérer certains opérateurs différentiels camme des opérateurs pseudo-

différentiels. Soit par exemple :
k

(6.51) { ) :h a k(x)D ,

IulsN

ol a, kEC""(R“). On suppose qu'il existe C0>0 et un campact KeR"
’
tels que les a | s'étendent holamorphiquement au domaine |[Imx | <

*

Cl— R(x) , Rex ERTNK et y vérifient
0

2y 1) < Como ) 100”1 reo RGN

v N
Ici mo(x) =m0(Rex) est une fonction d'ordre. Soit m(x,£) =m0(x) (;—)

0
Alors P(x,g,h) =L }:hk a, k(x)gu est de classe S(m). Si on suppose que
G(x,£) est indépendant de £ pour x dans un voisinage de K, et si G est
assez proche de go(x) dans S(rR) *él’](Rn) , alors AG est contenu dans
le damaine de définition de P(x,£,h) , et on montre que TPT_l a la pro-

priété (6.50). Donc P est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m (modulo

un opérateur négligeable d'ordre m) associé a A.
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Nous pouvons aussi définir un symbole principal. Soit A =0Op(y,a) de
la forme (6.3) avec a €S ;(m h*). on peut supposer que ®=g; ol @,
est donnée par (4.3) et si j est le symbole correspondant de 1'identité,
donnée par (4.8) (et la Proposition 4.1), j €S2 R™Z p30/2y = ,i0rs
on définit le symbole principal o, €Smh™) /S(m n"*h) sur A, par

(6.52)

= =2y =
% sur x=y=a

g2

Cette définition ne dépend pas du choix de @, et si 1'on note Op(A,S(m h-g'))
1'espace des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre mh-!' attachés 2 A mo-
dulo les opérateurs négligeables d'ordre mh-y’ , alors le symbole principal

donne une bijection
(6.53) op(A,Smh™*)) /0p(A,S@h™*R)) » smh™t) /smh*h) .

Terminons cette section par la camposition des opérateurs pseudodiffé-

rentiels.

Théoréme 6.9. Sotent A Ay deux opérateurs pseudodifférentiels

1 3
d'ordre m; et m, respectivement et attachés d la méme vartété I-Lagran-

gienne A. Alors modulo un opérateur négligeable d'ordre mymy, l'opérateur

Ay oA, est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre my m, attaché @ A. De

plus, on a la relation habituelle O =0, *0 entre les symboles
A1 °A2 441 A2

principaux.

- v N
Démonstration : D'aprés le Théoréme 6.8 (corrigé), on a TAjT ! =Aj -'-Aj !
’

j=1,2, ol XJ. (a,8,h) =gj (a,B,h) eiO(u,B)/h et Xj’_m possédent toutes
les propriétés de ce théoréme (avec m remplacé par mJ. ). Vu la propriété
(4.47) avec ¢ =’u\; , on peut calculer le noyau camposé X1 o'/\\'z(u,ﬁ) =

i K1 (a,Y) XZ(Y’B)dY 3 1'aide de la méthode de la phase stationnaire c”

complexe (voir [Melin-Sj], section 2). Vu la Proposition 6.5, on trouve
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alors modulo un noyau négligeable d'ordre mym, :
Y N .
(6.54) (&; °A,) (@,8,h) = ba,8,h) i0(@,8)/h

od b€S(m, m, h’“). 11 est aussi formellement évident que ce noyau vérifie
(6.50) (avec m remplacé par m, mz). Si on passe 3 des développements 1li-
mités en un point a? €A (qui parcourt ensuite A) on peut se ramener au
cas analytique ol les opérateurs Zj , Z; ,P,P* peuvent étre défini a 1'aide
de contours et on justifie ainsi la validité de (6.50) pour b eiwh. La
partie réciproque du Théoréme 6.8 (corrigé) montre alors que A1 °A, est
bien un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, m, (modulo négligeable

d'ordre m, m, ).

En ce qui concerne la relation entre les symboles principaux on cons-

N
tate d'abord que Op. oA, =C Op Op > od c€S(1) /S(h) ne dépend pas de
1 2 1 72

A1 et AZ et en prenant A] =A2=I il est clair que c=1.

Dans la suite on notera OpA(a) un opérateur pseudodifférentiel associé

3 A de symbole principal a.
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7. UNE CLASSE D'OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER.

Soient go(x) R g](x) €§1.’I(Rn) réels et considérons les variétés I-

Lagrangiennes AG »A , j=0,1, o0 G.‘i -gj est assez petit dans

. g.
. ] ]
S(rR) +S1'1(Rn). Entre Ag et Ag on a la transformation R -canonique

0 1 (
A - ; 28 0) A
. -
naturelle Ko g03 (ux,ug) ((xx,u.E i —-s—x ) € g et comme nous allons

voir, on peut trouver une transformation R -canonique « (non-unique) " de
classe " L:‘.]’] proche de <o qui envoit AGO sur AG . L'un des buts de
notre discussion sera de montrer que 1'on peut identi;ier les espaces
H(Ao,m) et H(I\1 ,m) 3 1l'aide d'un opérateur intégral de Fourier elliptique

associé 3 une transformation R -canonique x ci-dessus.

On cammence par une discussion géamétrique pour €établir 1'existence
d'une transformation canonique qui convient : Nous avons le résultat local

suivant :

Proposition 7.1. Soit A, t€[0,1) une famille lisse de variétés I-
Lagrangiennes et IR -symplectiques et sotit Ve ECQ(At H J TAt) le représentant
" orthogonal " du champ de déplacement, ou } désigne la multiplication des
vecteurs tangents par 1. Si QOCCAO et 81 t0>0 est assez petit, on
peut alors définir Ky ? Qo*At, 0stst, par intégration de Vg s 0<sst,

et le résultat est que ces applications sont R -symplectiques.

Démonstration : Rappelons qu'une variété I-Lagrangienne est R -symplectique

ssi }’I’A‘t est transverse a 'I'At en tout point.

Soit ensuite L, une famille lisse de variétés Lagrangiennes réelles

dans RZn et soit Ve €Cm(l.t R N(Lt)) (section du fibré normal) le champ

de déplacement. Alors il existe ptec“(Lt) unique (car nous travaillons

localement) 3 une constante Ct prés, tel que Ve = [HB ], od Bt désigne
t
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une extension C~ de p, et [ 1 1'image dans le fibré normal d'un vecteur

tangent. En effet 1'unicité est évidente et pour 1'existence on représente

I\t en coordonnées symplectiques convenables, par £ =% txx) . On peut

3 =3 (x) =- 3%®
alors prendre pt(x,t:) pt(x) ot (t,x).

Revenons maintenant aux At qui sont 3 la fois I-Lagrangiennes et R-
symplectiques. Soit alors ptGCw(At) (défini localement) réel tel que
(vl =[HI:‘°] , ol Et est une extension C de P, - On choisit Bt =Rer,,

Pt
ol r, est une extension presque holamorphe de Py - Soit alors '&t = Imrt

(s'annulant sur A). Alors sur I\t :

A

7.1 0= JHMO=HR O (voir [5.1], chapitre 11) .
Pe 9% %

La premiére partie de (7.1) montre que Ve =I-L£m°

Py
e . .
vérifient Kt(Reo‘At) Re olA .

et la deuxiéme partie de

(7.1) montre alors que les applications Ky
0

Soient maintenant Go »Gy camme au début de cette section et posons
Ay =Act , ou Gt = (1-—t)G0 +t Gl . Le lemme nous donne alors une transforma-
tion R -canonique & : AO-»A1 . A 1'aide des réductions des échelles on voit
bien que k est de classe é]’] ou plus précisément que si «(y,n) = (x,£) ,

0,1 ’ £€S]’0. Dans le cas Go=g0 » Gy=g; 1'application «

alors x-y€S
se réduit a Ko et donc dans le cas général il est clair que «k est proche

de g - Dans la suite on supposera toujours que les différentes phases et

transtormations canoniques sont données par des choix autamatiques.

Fixons maintenant un triplet (AO,A],K) came ci-dessus. Avec B=«(a),

on cherche une phase ¢(x,y,a) quadratique en x,y, définie sur cZn XI\O

telle que
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(7.2) Pour x =8, y=ay,ona: @ =B, @ =-a, @ =0;

Aprés passage 3 une extension presque holomorphe en a, on peut raisonner
(2 1'ordre infini pour GEAO), comme si @ était holomorphe dans toutes

les variables. On peut écrire
(7.3) o(x,y,a) = B¢ (x-B,) -ag (y=a,) +¥(x,y,a) +h(@) ,

ol Y= @(lx-Bxl2 + ly-axl 2). Alors les deux premiéres équations de (7.2)

sont satisfaites et la troisiéme devient :

(7.4) °(B£d8x -ap dux) graphex‘ dh=0 .
Puisque AO et 1\1 sont I-Lagrangiennes, on sait déja que -Im(BEde) A1 =
dB H] , -Im(agda.x) Ao'da Ho, et donc il est clair que 1'on doit prendre
(7.5) Imh= (H (8) (@) |graphe o)

La partie réelle de h doit vérifier
(7.6) dReh-(Re(BEde) -Re(agdux))lgraphex ,

ce qui est résoluble puisque le second membre est fermé (donc exacte puis-

que graphe x est difféamorphe 2 Rzn), étant donné que k est R —canonique.

Nous allons toujours prendre y et h de classe é]’l , avec y quadra-

tique en (x-Bx) , (y-ux) et tel que

T4

7.7 (Im o+ g, (x) - gy () )'('x,y),(x.y) “ R

On procéde maintenant exactement comme pour les opérateurs pseudodiffé-

rentiels : Si a(x,y,a,h) €S(m ¥3n/2pn/2 4, -3n/2

) (@€Ap) est holomorphe en
X,y dans une région ]x-Bxl + ly-axl <Const. R(a,) , et X(x,y,a) est unetron-

cature naturelle adaptée 3 une telle région, on définit 1'opérateur intégral
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de Fourier d'ordre m par 1'intégrale oscillante :

1 ~J
(7.8) Au (x,h) = I 00OV /M 5y 0,h) x(x,y,0) u (¥)a -
a €A0 |
Si TO ,T] sont des transformations de F.B.I. associées 2 Ao et I\1 res-
pectivement et si SO , S] sont leurs inverses approchés, on montre camme
dans la section 6 a 1'aide de la phase stationnaire (d'abord en x,y et

puis en YEAO), que :

(7.9) Ty ASy =R +A_

®© ’

ou ?\“_m est négligeable d'ordre m (c.3.d. (D (1) comme opérateur borné
Y
5
LZ(AO,R]‘) +L“(A],% BT]E)N) pour toute fonction d'ordre m et tout N 20),

et ou R‘ est un opérateur intégral de noyau
" .
(7.10) R(a,8,h) =3(0,8,h) (- B)/h

_ou g(a,s,h) €Smh™) est a support dans {(a,B) ; a €B(x(B) , co)) , pour

un ¢, >0 assez petit et ol ¢€S1'] vérifie

-Hy(a) - Im ¢ (a, B) +H,(B)

(7.11) N )
T R 2

< -Const. (R ]ox-ac(B)xl +-?; IQE-K(B)EI ) .

Comme dans le cas pseudodifférentiel on peut préciser les propriétés de

?fet¢.0na:

(7.12) $(a,B) =V'C'X,)',Y (p.l(a.,x) +9(x,Y,Y) +w6(y,8) s

od @ est la phase associée 3 T, et “’5 celle de S .
e . N . n N * "
Deuxiémement, si Z](a,Da,h) ) eee z.n(u,Da,h) , P(a,Da,h) et Z](B,Ds,h),...,
Y sz
Z;(B,Be,h) , P'(B,DB,h) sont comme dans la section précédente, mais associés
respectivement a T, et a Sp» alors ¢ est caractérisée a l'ordre « sur

a=«x(B) , par les propriétés :
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(7.13) ¢=h(g) pour a=¢(B) ,

(7.14) ;}(e,g—g)-o , ;j(a,%) =0 2 1'ordre infini sur a=x(8) .

Rajoutant aussi les conditions (6.50)' définis camme (6.50) mais avec les

-2 . . . -
espaces SA(mh ) généralisés de maniére évidente en sgraphe(x) (mh ™),
on obtient une caractérisation des opérateurs intégraux de Fourier (valables
pour Gj -gj assez petit dans S(rR) #él’l(Rn) et pour x assez proche
de "0) :

Théoréme 7.2. Un opérateuwr A est de la forme : " opérateur intégral
de Fourier d'ordre m associé d@ «x plus un opérateur négligeable d'ordre m
entre H(Ao,') et H(AJ,-) " 8i et geulement st TIATEI =2’+2’_,, ou 3‘_“
est négligeable d'ordre m, et ou ;\1‘ est donné par un noyau 2(0., B,h) vé-

rifiant (7.10)-(7.14) et (6.50)".

La démonstration est la méme que dans le cas pseudodifférentiel. A 1'aide

de cette caractérisation on montre camme dans le cas pseudodifférentiel que :

1° Un opérateur intégral de Fourier d'ordre m est (D (1) camme opérateur

borné : H(Ao,rb -vH(A] ,ﬁ/m) , pour toute fonction d'ordre m.

2° Si A est un OIF d'ordre m associé 3 « : AO»A] , et B un OIF d'ordre
k associé 3 la tf. v : Ay +A, , alors modulo un opérateur négligeable
d'ordre mk : H(AO,-) -»H(Az,c) , BoA est un OIF d'ordre mk associé

a Yox.
3° Si Ag=pA, et «= id , on retrouve les opérateurs pseudodifférentiels.

Soit A=AG avec G-g(x) assez petit dans S(rR). Si m est une fonc-

tion d'ordre sur A, nous allons construire le projecteur orthogonal 1Ii:
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L?(A,m) »TH(A,m) (od T désigne une tf. de F.B.I. adaptée 3 A). Puisque
(7.15) T : HA,m)~L2(A,m)

et une isamétrie par la définition méme de H(A,m) , on sait que

(7.16) n=11® ,

ol TO: LZ(A,m)"H(A,m) est 1'adjoint de (7.15). Soit T 1'adjoint stan-

dard de T vérifiant (Tulw) , =@lTw) , _ pur u€D'(R"),
Lé(A L5(R™M)

,m)

wE c‘;(A) . Alors

T*w(y,h) = Je'i“’("”)/h t@,y,h) w@ m@)? M@/ g
ol ¥ est la phase de T et t son amplitude.
On rappelle de (4.54) que :

(7.17) (uIv)H(A,m) = (Bulv)Lz(Rn)

ol B est un opérateur formellement auto-adjoint pour le produit scalaire

2

L® standard, de la forme :

L ¢ (x,y,Y)
eh

~J
(7.18)  Bu(x,h) = ” b(x,y,Y,h) xY(x) xY(y) u(y) dy dy ,

YEA

ol bES(m2 }.Sn/z Rn/2 h-3n/2) est holomorphe en x,y et ol QES]’] est

quadratique en x,y et vérifie :

_- = -E=— a_¢=-
Pour Y€EA, x=Y Yy on a: == YE’ 3y yg':‘d

¢ =20H( , @06y, 280 ~8UN) (1) (x.y) VE -

¢=0,
(7.19) Y

Donc B est un opérateur intégral de Fourier elliptique d'ordre mz as-

socié 3 la transformation canonique A+A donnée par (y,n) ~(y,n). Pour h
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assez petit on peut donc affirmer que B est bijectif H(A,m) *H(K,%) et

que B'] coincide modulo un opérateur négligeable d'ordre mz avec un OIF
de la forme

~ %%(X.Y.Y) v ~
.20 Buem= [[ b0,y 51 X, () X, (v) u(y) dy &

YEA

od ¥es!, besm? Y2 g2 3n/2

) ont les propriétés habituelles
et en particulier :
_— -
Pour YEA, x=y=Y :5=Y, Iy~ Ve dy°'° ,
(7-2]) N . — N, (1] 'I\:
®=-2iH(Y), (®-gx)+g(y)) “g-
(On reviendra plus loin sur la dualité entre H(A,m) et H(K,l/m) pour le

produit scalaire LZ).

On montre par ailleurs que T est @®(1) came opérateur borné
LZ(A,m) ~H(A,m). On peut alors calculer T® ; pour u€H(A,m) , v€LZ(A,m).

on a ;
@ *
@|T V) =(Tu|v) =(u|T"V)
H(A,m) LZ(A,m) LZ(Rn)
c.a.d.
® =
(BulT V) ,=@iTY) , ,
L L
(7.22) 1®-pT7* |
et donc
(7.23) m=TB T*=TET*+n__ ,

N
ol m__ est Lz-négligeable d'ordre 0. L'opérateur TBT* s'analyse 3 1'aide

de la phase stationnaire et on trouve (avec un nouvel opérateur I__ et pour
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le formalisme simplifié€ ol on considére T comme un opérateur scalaire) :

H='I\I‘+H-w, ol ’l}f est un opérateur intégral de noyau :
i
¥(a,B)
728 ¥(a,8,h) =p(a,8,h)e"
(pour la densité n e~ @/ da) .
Ici,
(7.25) b(@,8) =v.c. (o (0la,x) +3(x,y,Y) -0(8,)
vérifie :
T 2.R 2
(7.26) -Imy (a,B8) -H(a) -H(8) '\'-const.[ ﬁ lcx-Bxl +x IuE-BEI ] ,
T
(7.27) v(a,B8) =- ¥(B,a) ,

et p€S(m'Z h™) est 2 support dans a €B(B,e;) et vérifie :
(7.28) p(a,8,h) =p(8,a,h) .

Si Z .,Z_ sont des opérateurs pseudodifférentiels associés a T

10

(on présente le formalisme simplifié comme si T était scalaire) et si 1'on

n
définit Z;(u,u‘,h)=zj(a,-a_‘,h), alors

n 2, i i - -
(7.29) 2;(@D,h) el¥/h) - zJ?(s,BB,h) (pe™™ =0 dans /M s, @ 0™ .

On rappelle que ces relations déterminent p et ¢ a l'ordre infini sur

a=8 (au sens convenable) si 1'on connait p et § sur a=f8.

Si A est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre My s alors par la phase
stationnaire et en utilisant les résultats de la section 6, on trouve que

1'opérateur 'de Toeplitz" rAT-] n= II'l‘AT-1 n= TATQ est donné, modulo
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2 . n ]li ¥ (a,B)
un opérateur L°-négligeable d'ordre m, » par un noyau a(a,B,h) e

(relativement 2 la mesure m? e'ZH/h) ol 3'€S(nh m2 h™) est a support
prés de la diagonale au sens habituel et vérifie (7.29) (avec p remplacé
par 3 et m°2 par m, m-Z)_ Si 1'on considére d'autre part les opérateurs

b, o0 b désigne (multiplication par) un symbole d'ordre m

)5 ON trouve

la méme classe d'opérateurs :

N -
Proposition 7.3. Les classes {NbN;b€S(m)} et {TAT 1 N; A est
un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m} et {les opérateurs de moyau
'5(0, B,h) eW/h avec les propriétés ci-dessus} , cofncident modulo des

opérateurs négligeables d'ordre m.
On obtient alors camme corollaire :

Proposition 7.4. Soit A un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m
assocté @ A. Alors l'adjoint A* de 4 pour le produit scalaire de H(A,m)
est ausst (modulo un opérateur négligeable d'ordre m) un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre m. Nous avons la relation Oy* =0, entre les symboles

principaux.
Démonstration : On a

@V m = (TAT"I\J['I\!)LZ(

=(@bITu|TV) , + (R_,Tu|Tv)
A,m) L™(A,

A,m) Lam

od R__ est L2 -négligeable d'ordre m. Alors Rfo est aussi L2 -négli-

geable d'ordre m et on obtient :

T *
A lV)y(y my = (TulTDI TV )LZ(A,m) + (Tu|R* ”W)LZ(A,m) .

Soit B un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m tel que TBT‘=HEH-K_¢
od K__ est L2 -négligeable d'ordre m. Alors
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= 8 *
(Au[V)yyp gy = (Tu|TBT MLZ(A,m) + (Tuf (K_ + R“")MLZ(A,m)

T WIBy QT K RNy -
Donc
AT=B+TO K _+R¥DT

- . P v . .
et ici le dernier terme est négligeable d'ordre m. On obtient facilement

la relation entre les symboles principaux.

On finit cette section en précisant une partie de la démonstration pré-

cédente dans le cas od A dépend d'un paramétre réel : t €[0,1]). Supposons

que 1\=I\t soit donnée par G(t,x,f) , od G(0,x,£) =0 et g_(t; est con-

tinue et bornée dans S(rR) +é"1 (Rn). Toute la discussion qui suit est

valable pour t dans un voisinage de 0 (indépendant de h et des choix de

fonctions d'ordre). Soit Ft : H(At,m) *H(Ao,r'}i) une famille d'opérateurs
0

intégraux de Fourier elliptiques d'ordre 1 ='1\"o R" du type précédent, avec

FO =id et de phase o, (x,y,a) (indexée par a €A, plutdt que par a€A,)

1,1

telle que a¢t/3t soit continue et uniformément bornée dans S Si

a, (x,y,a,h) est 1'amplitude de Ft , ONn suppose aussi que aat/at soit

3n/2 pn/2 h-3n/2). On fait aussi

continue et uniformément borné dans S(?‘
une hypothése d'ellipticité uniforme qui entraine que Ft est uniformément
inversible pour h assez petit (en fonction de !,H). L'inverse Gt : H(AO,%') -+
H(At,’n\i) est alors un opérateur intégral de Fourier d'ordre 1 modulo un

opérateur négligeable d'ordre 1.

Etudions ensuite la dérivabilité de Ft et de Gt par rapport 3 t.

Puisque Ft est proprement supporté on montre que t *Ft est continu 3 va-
N N

leur dans LH'

N
loc ,H‘;‘oc) ';\)'our tgut N et que la méme fonction est de clas-

v
‘se C] a valeurs dans ,‘ﬂ(HI;oc .HT;). Ici HToc désigne 1'espace de Sobolev
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. . N
standard sur R". De plus, la dérivée Ft est un O.I.F. d'ordre _Ijhﬁ .

Soit Gt0 un O.I.F. d'ordre 1, proprement supporté associé 3 la méme

tf. canonique que Gt avec une phase et une amplitude ayant les mémes pro-
priétés de dérivabilité par rapport 3 t que ceux de Ft , et tel que

F, Gg= I+ l(t » 00 K; est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable)
d'ordre ?hi . Alors 62 est bien défini au méme sens que i:t donc aussi
kt et on a kr.:i:t Gg+ Ftég . Donc l(t est un opérateur y-diff. (+ négli-
geable) d'ordre ’x\"R/h (et méme trés certainement d'ordre h/?"R). On en
déduit par un argument de densité que t-~l(.t est de classe C1 a valeurs
dans ¢, (H(Ay,m) , H(Ay,W TR/h)). On montre ensuite que pour tout k€N,

l(): est de classe C1 3 valeurs dans le méme espace et que

RN R

La norme de cet opérateur se majore par kcg hk-l

od C, dépend de m.
Alors pour h assez petit, (I +l(.t)‘1 =] -l(t *Kf -... est de classe C' a
valeurs dans & (H(hg,%) , H(hg,H ¥R/)) . Puisque Gy =Ge(I+K;)™', on en
déduit que Gt\, est de classe C1 a valeurs dans z(H(AO,;I\f) , HT;;) si
$=$0(x) ('1"'/r)N ’ ’ﬁ-EN . On peut ensuite dériver la relation Ft Gt =1 pour

trouver Gt =- Gt Ft Gt .

Soit P un opérateur différentiel du type {6.51) et avec les propriétés
générales décrites aprés cette équation. On suppose qu'il existe un voisi-
nage W de K tel que G(t,x,£) =0 pour x €W. On peut alors représenter

P comme opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

N No " N
m=m0(x) (r/r) : H(At,m) +H(At,m/m) , Ostseo , et pour h>0 assez pe-
tit il existe un opérateur P, pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

m, tel que:
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(7.30) P F =F, P , P =F PG, : H(Aq,m) ~H(Ag,m/m) .

La discussion sur Ft et Gt montre d'abord que Pt est de classe C1 a

o NeNp-t
valeurs dans %(H(Ao,m) »Hioe ) et que:
(7.31) P, = (F, P~ P, F,)G,

Ici on rappelle que l.:t est un O.I.F. d'ordre 'x\"R/h et donc a priori f’t
est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre m ?"R/h. Vu le
lien entre les symboles principaux de P et de Pt , imposé par la relation
(7.30), on constate néarmoins que l'=t P- Pt I.:t et donc l‘)t est d'ordre m.
Ensuite, par un argument de densité, on constate que Pt est de classe Cl

a valeurs dans %{’,(H(Ao,r'x\f) , H(Ao,ﬁlm)) , pour toute fonction d'ordre m.

Soit T, une transformation FBI adaptée a A ,. Alors pour v,u€

H(Agom' /%)

(7.32) (P, u|v) - [ Py (Tou) (Tv)* ayda+ (R, ulv)
ey T L P R Re L2(RY)
R
ol a, >0 est elliptique d'ordre 1, ;)t est uniformement borné dans S(m)
et Rt est uniformément négligeable d'ordre m. On a le méme résultat pour

P, d la place de f’t et si p, et Rt sont les objets correspondants, on

d . d .
peut s'arranger pour que FF P, Py g Ry *Rp -

Supposons maintenant en plus que P soit formellement auto-adjoint dans

LZ(R") et définissons une norme sur H(A.t,l) par || F u Il 2 _q.- Cette
L°(RM

norme est équivalente 3 toute norme naturelle sur H(At,1). Considérons pour

u€H(At,m]/2) :
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m(Puluyq,, 1) = MEPUFU) 2 fnl

1
(7.33) = (5 (P, ‘P;)Fc“|Ft“)Lz(Rn)

- . 2 1 _n*
[mp, - TP u1? agdas (G R -RDFeulFew) 5
L*(R™)
Puisque P=P0 est formellement auto-adjoint, on peut s'arranger pour que
t .
Imp,=0, et alors autamatiquement R,=R. . Avec -q =lJ’Imp ds ,
0 0 0 t ot s
N t . e
-Rt=% 62!; (RS-R;)ds, on obtient alors :

(7.34) - Im (Pulu)H(At,n =t [uful, ,

ol

(7.35) [ulu]t-Iqt Ty Ful? agdas (Et FeulFou) , . -
L2 (RM)

N
Ici q, est réel et uniformément borné dans S(m) pendant que R; est uni-
formément négligeable d'ordre m. Dans (7.35) on doit considérer '1‘0 Ft

comme une transformation de F.B.I. associée 3 I\t .
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8. RESONANCES.

Soit VeC”(R";R) un potentiel tel qu'il existe un campact Kec R"

tel que V admet une extension holamorphe dans :
1 n
8.1) Imx| < R(Rex) , Rex €eR ~K ,
|Imx | (o
et y vérifie :
(8.2) V)| € ¢ r)? (r(x) =r(Rex)) .
Ici CO >0 est une constante positive. On s'intéresse a
2
(8.3) P=-h"A+V(x)

de symbole principal p(x,£) =£2+V(x) et,par les inégalités de Cauchy,on
déduit de (8.1) et (8.2) que :

(8.4) ]:»ESZ'0

et ceci reste vrai pour x dans un damaine de la forme (8.1) (si 1'on aug-

mente K et Co).

I1 se trouve qde notre théorie s'applique aussi 3 des opérateurs un peu

plus généraux de la forme

N o
(8.5) P=f  h* 3y, D, 3y L €CRY) .
la] €N,
k€]N,ksk0

On suppose alors :

(8.6) P est formellement auto-adjoint .
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8.7) I1 existe Cy>0 et un campact KeR" tels que les
a ¥ s'étendent holamorphiquement au domaine (8.1) et
£l

y vérifient : |aa’k(x)|scomo(x)r(x)_‘ul r() R 7K.
Ici m, est une fonction d'ordre sur R" vérifiant :
(8.8) mo(x) > 1.
On fait 1'hypothése d'ellipticité :

N
(8.9) Petass 006 €5 T ay g€ >,C'6m0(x) (lel/r) @
|cx|-N0

valable pour x€ R" , &€ R". Dans ce cas,on définit le symbole principal :

(8.10) Px,8) = a_ g ,
laleng

et on déduit de (8.7) et des inégalités de Cauchy que :
N N[)
(8.11) pES(m) , od m(x,§) =m0(x)(r/r) .
Cette conclusion reste valable (au sens naturel) dans un damaine de la

forme (8.1) (avec K et C0 1égérement augmentés).

2n

Soit £p={(x,€) €R“; p(x,&) =0} et remarquons que :

(8.12) |E| sconst. r(x) . sur zp.

On fait ensuite une hypothese de ''non-trapping ' prés de 1'infini :

(8.13) 11 existe une fonction réelle G(x,£) €é]"(R2n) et

2n 1
C0>0 et Kcc R tels que H,p(G) >’C6m0 sur Zp\K.

On appellera alors G une fonction fuite. On remarque ici que si Py €S(m1) R

P; ES(mZ), alors H’p1 (pz) € S(m, mz/?R) ; on a donc aussi une majoration
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l{p(G)<C0m0 sur zp L'hypothése (8.13) entraine :

(8.14) Avec une nouvelle constante Cy>0, 0na sur ):p\ K:
v |ap )
T ‘3& +R Iixei )mo/C0 .

Cette propriété exprime en quelque sorte que p est de type principal a

1'infini. On fait aussi une hypoth@se sur le comportement de p '"loin"
de zp :

(8.15) Pour tout €0 >0 il existe une constante C0 >0

telle que si (x,£) eRzn

et B((X)E) ’ CO) an=¢
N
alors  |p(x,£) | ;C‘a m(x,E) , od m(x,E) =my(x) ¥/r) O
Sans modifier G dans un voisinage de r,p on peut remplacer G par
G(x,8) x(Jg] /Cyr (x)) +G(x,0) (1 -x(|g] /CyT (x)))

= x(]g] /Cyr (x)) (G(x,8) -G(x,0)) +G(x,0)

ol x est une troncature standard. Alors la nouvelle fonction G appartient

a §LT(RY) +s(rRr).

Considérons maintenant les variétés I-Lagrangiennes Ay =Ar g ol G est
une fonction de fuite (modifiée) et t >0 est assez petit. Si on suppose
que G=0. (ou G=g(x)) pour x dans un compact assez grand, alors il est
facile de voir que A, est contenue dans le domaine de définition de p et

méme de P(x,£,h). Pour (x,£) €Ay oOn obtient
(8.16) p(x,g)=p(Rex,Reg)-i:%(c)(kex,kegp@(tzm) .

Proposition 8.1. Soit G une fonction fuite comme ci—dessus. Alors il
existe un compact Kcc I?zn et des constantes t, >0, CO >0 telles que

pour 0<tst,, (z,6) €A, Re(z,§) §K on ait p(z,§) dans l'ensemble
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fermé symétrique autour de l'axe itmaginaire :

k=

Démonstration : Il est clair d'abord simplement par (8.16) et du fait que
p et G sont réels de classe S(m) et é]’] respectivement que 1l'on a
[Rep(x,£)|<mCy et |Imp(x,E)|<mCyt. Si Re(x,E) €B((xq,Eq) » €p)

avec eo>0 assez petit et (xo,ﬁo) EZP\K , nous avons d'aprés (8.13) et

2n

(8.16) : Imp(x,E) < -mt/Co. Si Re(x,£) € R“'~ K n'est dans aucune boite

de ce type, (8.15) et (8.16) montrent d'autre part que |Re p(x,£)|>»m /Co .

a

Avec C0 comme dans la Proposition 8.1, on choisit C1 >C0 , TO >1 et

on définit @ ={z €C; |Re z |< 1 /Cl » - t/C <Imz<Tj)}. Puisque m>1 il
est clair que la distance entre Q, et 1'ensemble dessiné dans la Proposi-

tion 8.1 : T(m) est plus grande ou égale 3 une constante fois mt. On a

donc :

Proposition 8.2. Sous les hypothéses de la Proposition 8.1,i1 existe
une constante C, >0 telle que pour 0<tg tys (z,£) €A, , Rel(z,E) €K,
2 th :

(8.17) lp(x,€) - 2| ;tm(x,g)/cz .
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Iet m(x,5) =m(Rez,Re& ) et t,, K sont come dans la Proposition 8.1.

Pour 0<t<g to fixé, (8.17) exprime que p A -2€S(m) est elliptique
t

3 1'infini et donc que son inverse peut étre défini sur At en dehors d'un

campact et que cet inverse est de classe S(m']).

Théoréme 8. 3. Sotent P’At :At G? Qt comme ci-dessus. Il existe alors
t;>0 tel que 8t 0<tg t;, et ei m est une fonection d'ordre sur At alors
1l existe h0>0 tel que pour 0<hs ho on att : il existe un ensemble
discret T(h)=T(ht,m)Q, tel que (P-z) : H(A ,mm)>H(\,m) soit bi-
Jeetif d'inverse borné pour zEQt\F(h) , pendant que pour z€T(h) cet
opérateur soit Fredholm d'indice 0 se décomposant en somme directe : F,®
(G,NH(N,mm )+F,@G,, ou F, +0 est de dimension finie Ny(z), G,

fermé, (P-z) F,

d'inverse borné.

. v .. .
est nilpotent et (P-z) : Gan(At,mm)*Gz est bijectif

Démonstration : On fixe des choix automatiques de phases et de troncatures
pour les opérateurs pseudodifférentiels associés aux I\t et on fixe t,>0
assez petit pour que les résultats sur les opérateurs pseudodifférentiels de
la section 6 soient valables pour At avec 0<t<t,. Soit € >0. Alors si
t; >0 est assez petit, 0<t<t,, z€Qtn{z €C; Imz>,eo} , il est clair
que (p,At-Z)-l est bien défini partout sur At et pas seulement dans un
voisinage de 1'infini. On a alors (p|,\t -7 esm™). soit Q(A,2) =
OpAt((p-z)—]) un opérateur pseudodifférentiel correspondant (dépendant de

maniére holamorphe de z). Alors

(8.18) (P-2) oQ(z) =I+R_;(2) ,
o) R_; est la same d'un opérateur pseudodifférentiel d'ordre ,hr (at-
rR
taché 3 At) et d'un opérateur négligeable d'ordre ;h- . En particulier
TR
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R_,(z) est de nome @(h) dans H(A,,m). Ona aussi
(8.19) Q(z) e (P-2) =1I +L, (2 ,

ol L_1 (z) a les mémes propriétés, et en particulier L_1 (z) est de norme
O(h) dans H(At,ma'). Pour h assez petit on peut donc affirmer que
P-2) : H(At,mg) +H(At,3) est bijectif avec un inverse uniformément borné

quand zentn(lm Z>’€0}'

Regardons ensuite ce qui se passe dans la partie inférieure de Q- Soit

KcA, un caompact assez grand et XEC;(At) égale 3 1 sur K. Alors

t
(p-z)'] (1-x) est bien défini de classe S(m-1) pour z€Q, . Soit z5 un

point fixé dans Qtﬂ{nnzaeo}. Pour z€Q, on pose
(8.20) 6(:)=0pAt((p-z0)“x+ @27 1)

de telle maniére que '(‘)'(z) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre

m! dépendant holamorphiquement de z et avec Q(zo) Q(zp). Alors

N N
(8.21) (P-2z) oQ(z) =1 +K(2) +R_1 ) ,

ol R (z) a les mémes propriétés que R_1 (z), kK= OpA (k) avec k=

( _—zz )XESO 20,0 3 support campact. De plus K et X .1 dépendent
0

holamorphiquement de z et K(zo) =0, R_] (zo) -R_] (zo). De méme

(8.22) 8(2) e (P-2) =1+K' (@) +L_4(2) ,
N N
ol (K',L_]) a les mémes propriétés que (K,Rq)..

Pour h assez petit on sait donc que I +E_1 (z) : H(At.’l}f) +H(At,'t‘ﬁ) et
I+t_] (z) : H(At,mﬁx") »H(At,mﬁ) sont uniformément inversibles pour zent .
De plus K et K' sont @ (1) et compacts dans ces espaces. On écrit
I+K+R_, = (1+R_)(1+ (I+R_)7'K), et de méme pour I+K'+L_ , on
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’ L
obtient par la théorie de Fredholm classique pour I+ (I +R_])'] K et
v
I+(I+L_)7'K', que (P-2) : H(A,mm)~H(A,,m) est bijectif pour
z€Qt\ F'(h), od T(h) est discret et que P-z est Fredholm d'indice 0
pour z €T (h). Les résultats classiques de 1'Appendice A permettent alors

de conclure. -

Nous allons maintenant préciser dans quel sens I‘(h,t,m) est indépen-
dant du choix de G,'l}ll et t. Changer t revient 3 changer G donc il
Y

N
suffira de faire varier G et m. L'indépendance de m est la plus simple :

Proposttion 8.4. Sous les mémes hypothdses que dans le Théoréme 8.3,
soit m une deuxiéme fonction d'ordre sur At . Alors pour h>0 assez

N ~ ~N ~

petit on a [T(h,t,m) =T(h,t,m) et de plus les ensembles Fz(rn) et F,(m)

‘cofneident pour tout z ET(h,t,’r:;).

Démonstration : Pour h>0 assez petit,on a,pour tout 2z€Q :

1=-a+L_ 7" § - -a+l_p~
-+l de-n -l k

N
od (I+L_)

est bien défini et borné a la fois dans H(At,ﬁlm) et
H(A,,mm). De plus K' est @(1) dans E(H(A,,mm), H(A,mm)). On

obtient alors 1'énoncé :

(=) Pour h assez petit, si z€Qt et si u€H(At,$m) ,

(P-z)u €H(A,,m) , alors u€H(A,mm).

On en déduit que si h est assez petit, alors pour tout z GQt : FZ(;ﬁ) <
- ’ ", n .
Fz(m) , éen convenant que Fz(m) =0 si z¢T(h,t,m). Donc on a aussi

I‘(h,t,r?l') ‘:'F(h,t,a). On obtient de méme les inclusions opposées. -

Regardons ensuite 1'effet d'une modification de la fonction fuite.

N N
Soit donc G une deuxiéme fonction fuite. Alors GS =(1-s)G+s G est une
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fonction fuite pour s€(0,1] et on pose Ay s=A g - I1 est alors clair
’ s

que 1'on peut trouver t0>0 R Co >0 et un compact chzn tels que la

conclusion de la Proposition 8.1 soit valable pour 0<t<t,, (x,£) €A, o,
»

0<sg1, Re(x,E) €K. Avec cette nouvelle constante C0 >0 on fixe Cl >C0

et on définit Qt came ci-dessus.

N
Théoréme 8.5. Soient P, At’ At 8’ nt came ci-dessus et posons A =
Ed

Ay =A% Il existe alors t,; >0 tel que 81 0<tgt; et 8i m est une

t,1
fonction d'ordre (définie simultanément swr At,s)' alors il existe h,>0
tel que pour 0<hshy om ait T(ht,m,G) =[(h,e,m,0). (Iei le dernier
argument G et ’(\:" respectivement indique que T est défini comme dans le
Théoréme 8.3 avec A, . et At'&' respectivement). De plus les espaces F_

correspondants coincident pour 3z €T(h, t,"’\’l,G) =T(h, t,%,'c\f).

Démonstration : Il suffit de montrer 1'énoncé suivant (ainsi que son image

n
par pernutation de G et G) :

(8.23) I1 existe ty >0 tel que si 0<t6t1 et si hsh0 ol
h0=h0(t) est assez petit, alors,si u€H(At,t}im) . zeﬂt

et (P-z)u€e n H(At S,a'), alors u€ n H(I\t s,ﬁm).
0ss¢<1 ’ 0gs¢1 ’

Pour montrer (8.23), on choisit tst, et hsh0 assez petits pour que le

calcul pseudodifférentiel soit valable. Soit o €[0,1[ tel que

ueH(At,so,r?fm). Soit €9 >0 petitet s E]SO,SO*EO]. On applique la Pro-

position 1.7 avec f=Gs s g=Gs. Si AQQ) 'Atf ol f)‘ est donné par

0 by

cette Proposition, alors u €H(A(A) ,l'l\l'm) » (P-z)u €H(A(A),m) pour A €

[1,+w[ et Al-?: il (P-z)uIIH(A(n ,m) <+w.Si g;>0 est petit alors les

variétés A(A) sont uniformément trés proches de Ay g et (p-z)lA A
'S0 0y

est alors elliptique 3 1'infini de maniére uniforme. Comme dans la démons-

tration du Théoréme 8.3 on peut alors obtenir une inégalité a priori :
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820 lull ygp o &my <1 @220l yagy iy * 1O a0y ) »

o K() =0py () (kW) avec k() €s%:9:0 niformément borné et uniformé-
ment 3 support campact. La constante C dépend de t, mais pas de h, So

et surtout pas de A. Il est alors clair que 1lim || K(A)ul| HAQG) mm) <=
A+ ’
- . "
donc Alﬂ [ ul]] H(A() ,im) <= et onen déduit que u€H(At,s,mm). Dans

cet argument ¢, >0 est petit mais indépendant de Sy et on arrive donc a

couvrir [0,1] en un nombre fini de pas. .

Les éléments de T(h) =r(h,t,l’}l’,G) seront appelés des résonnances.

On se propose maintenant de montrer qu'il n'y a pas de résonnances avec
Imz>0, et pour cela on va utiliser la discussion de la fin de la section
7, avec I\t =!\t G’ G fonction fuite. Notre point de départ sera les iden-
tités (7.34), (7.35) valables pour u€H(At,mV2). Ici q, 3, est uniformé-
ment dans S(m) et puisque G est une fonction fuite on sait aussi que
qp 3, est elliptique >0 sur un voisinage ''convenable'" V de ZP\K , ol

K est compact. Plus précisément V= v B((xo,Eo),eo). Pour
(xg:6) €2, K

1/2

Imz20, u€H(At,m ) , on obtient alors :

(8.25) tluful, + (Imz) (qu)H(At']) =-1Im ((P—z)ulu)H(At'n ,
d'on

(8.26) t[ulu]t<C || (P-z)ul| e ul|

|
A2

. H(A /2

A cause de (7.35) et des propriétés de Qp 3y ON obtient alors :
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tllull 2 <l (P-2)u] -
ol H(A,m'/2) i g VZ)”““H(At,m‘/Z)

t
(8.27)

s 2
)R ull ol ¢tJr IT.F.ul? a da)
Re HOA 172, H(At,m'/z) v 1ToFe 0

ol ﬁt est uniformément (en t,h) négligeable d'ordre m et ou 0<rt€

2n

S(m) et supp r. <R N V. On majore le dernier terme de (8.27) par 1'iné-

galité de Cauchy-Schwartz :

r, | TyFyul? a, da
(8.28) R 1 1 1
< (J(rt.m |1, Foup)? aoda)z (J(ﬁz|T0Ftu|)zaoda)7.

Ici le dernier facteur est ~ ||u]] 1/2.° Pour le premier facteur on
)

H(At,m
remarque qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel At d'ordre ml/2

attaché a A, tel que :

(8.29) j“t“’-l/leoF:“l)z agda= A ull fzi(/\t,n ’(R§1)“|“)H(At,l) :

Ici Rél) est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre
mh/¥R et de plus,A le symbole camplet de A, est 3 support (p.r. a a)

dans K;](Rzn\ V), o «x, : At+R2" est la transformation R-canonique

t
associée a Ft . En dehors d'un campact le symbole de At est donc 3 support
dans une région ol P-z est elliptique et on peut écrire At =Bt(P-z) +Ct ,

ol B, C, sont des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m_]/z, et m1/2

t
respectivement. De plus le symbole de Ct est 3 support compact (en o). On

obtient alors :

2 Z Z
A u Il ya, 1) sc(“ (P2)ul Ha /Y Heeul “(At»‘J) ’

t

Revenant 3 (8.29),on obtient pour tout N0 :
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( J (rtm-]/2 |T0 Ftu|)Z a, da)]/z

I Kull

sClfl (P-2) +
L@zt iy vl

. HAm'/ 2T R) /2 H(Am'/ 2)] '

ol l(t est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole en a est a sup-

port compact. Maintenant on obtient de (8.28) :

. 2
J ItITO Ftul a, da

sC |l P-z)ull + 1l ull ,
[ H(Am'/2) H(A,, (nb/TR) /%)

+ Il i :
K¢ H(,\t’ml/z H(/\t,ml/z)
Revenant a (8.27), on trouve alors :

t [lull sc|ll (p-2)ull
HA, ,m' /%) [ H(A

. w172

(8.30) v

+t |jul

172 stk ull ’ m1/2)] .

H(A,, (m h/TR) (A

t?

Donc, pour 0<t<g to » 0<hg h0 avec t, ,h0 assez petits et pour
weH(A,m'/?)

8.31) t [lull <C|lP-2)ull
HA,,m7 % [ H(A

_ stk ull
. /2 K

H(At,ml/z)] '

t’

Théoréme 8.6. On fait les mémes hypothéses que dans le Théoréme 8.3.
Alors il existe t;>0 tel que pour tout 0<t<$t; et toute fonction
v

d'ordre m sur At il existe h,>0 tel que pour 0<h<hy, T(h,t,m) ne

rencontre pas {2€€;Imz>01}.

Démonstration : D'aprés la Proposition 8.4,on pourra supposer que m=1.
Pour 0<t<t,, 0<h<h, avec t, et h; assez petits,soit zEQt ,
Imz>0, u€H(At,m) avec (P-z)u=0. Il suffit alors de montrer que :ou

bien Imz=0 ou bien u=0. La substitution dans (8.31) donne :
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8.32) ol gy € %l

H(A,m HA,m'/?)

Puisque le symbole de l(t est 3 support campact en a, uniformément par rap-

port 3 t, on sait que lim |[K ul| <e. Pour €;>0 trés pe-
s+0

H(Ag,m'/?)
tit, soit fx donné par la Proposition 1.7, avec f=G, g= (l-eo)G. On peut

alors reprendre la discussion ci-dessus, menant a (8.31) et (8.32), de ma-
niére uniforme par rapport 3 A (et 3 t), pour A_ remplacé par A =A_c .

t t,A th
Si l(t (A) est 1'opérateur correspondant dans '(8.32), on sait en plus que

lim || K, ()
T llkoull

<= et par passage 3 la limite, on obtient
1/2
( t,A’m )

u€H(I\(]_e )t,ml/z). Par itération, on obtient u€ n H(As,mvz) et de
0 O<sst 1

nouveau par (8.32), que 1lim || ul] <=, et danc que: u€H(A0,m7).

s+0 H(A,m'/2)

I1 en résulte que 1lim [ulu]s<°° et,en faisant tendre t(='"s")-+0 dans
s+0
(8.25),on obtient (Imz) || ul El(A 1) =0, et donc, ou bien Imz=0, ou
0)

bien u=0.,

On montre ensuite qu'il n'y a pas de vecteurs propres généralisés as-
sociés aux résonances réelles. D'aprés la Proposition 8.4, il suffit de

. N
traiter le cas m=1.

Théoréme 8.7. On fait les mémes hypothdses que dans le Théoréme 8.3,et,
dans le cas n=1, on suppose aussi que No est pair. Il existe alors t;>0
tel que s 0<tgt; alors pour 0<hg ho avec h,>0 assez petit, st

T€QNR, et ueH(At,m), (P—z)u €H(A,m) , (P—x)zuz' 0, alors (P-x)u=0.

Démonstration : On travaille donc avec 0<t\<t1 , O<hg ho(t) ol t] et
ho(t) sont assez petits pour que le calcul pseudodifférentiel soit vala-

ble. Appliquant (8.31) et la Proposition 1.7 comme précédemment,on montre

1/2

d'abord que : (P-x)u €H(A_,m ' ©) et que : || (P-x) =0 (1)
rd que : (P-x)u €H(Ag Il ul| HaA ,m1/2 h{1) pour

s )
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0<ss<t, puis,par un passage 3 la limite, que: (P-x)u €H(l\0,m1/2

1/2

). Réap-

pliquant ensuite le méme argument, on montre que: u€H(AS,m ) et que:

(8.33) ul| < &) ,
| |H(As’m,,2) !

pour 0<ssgt.

. N
Soit 0\<g€S1'1(R") avec g(x) 2G(x,g) , et posons AS=ASg. Alors

on a :

8.34) P-x) =0 () , -6 ,
( Il (P-x uIlH(xs’mm) p(M ““”H(;\vs’mvz) G

pour 0<s<t. On part maintenant de 1'identité

(8.35) o=@l (Px?uw , .
L°(e™“%8 ax)

L'adjoint de P pour ce produit scalaire est égal 2 eZSg/hPe'ZSg/h=

P-sQs , ol Qs est 3 symbole unifdarmément borné dans S(m). Alors (8.35)

donne

2 - -
(8.36) || (P-x)ul] L2258/ g ) " (s Qguf (P-x)u) (e 28/ gy

Soit X_€CH(R"), c€10,1] une famille bornée de S’ O(R") avec
X€=l sur Ke ol Ke ccR" et Ke»Rn, e+ 0. Découpons alors le second
membre de (8.36) en
(8.37) (X_sQ.u|(P-x)u) - + (s Q_u| (1-x_) (P-x)u) _ .

€~ %s Lz(e ng/hdx) S € Lz(e ZSg/hdx)
Ici on voit que le premier terme tend vers 0 quand s~+0 pour chaque €>0
fixé. Pour le deuxiéme terme,on remarque d'aprés (8.33) que

I sQull ~ _ =®, (1), s+0. On peut alors écrire :
S H(A ml/Z) h

S’
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-sg/h - 1/2 .1 %a
e stu E m (? D) vu,s
|u|\<N0/Z
avec v =0 (1) dans L’(R"). Le deuxitme terme de (8.37) devient

alors :

(8.38) ) (vu’s |G b my/2 e”58/ (l-Xe)(P-x)u) -
lalsNy/2 L™ (RT)

Sachant que (P-x)u El-l(l\o,m]/2

), onvoit que B ) my/? ™8/ M(1x )
(P-x)u+0 dans Lz(Rn) quand €-+0 uniformément par rapport 3 s. Donc
en choisissant d'abord € >0 assez petit on peut rendre le deuxiéme terme
de (8.37) arbitrairement petit uniformément par rapport 3 s. Faisant tendre

-»0,

s+0, le premier terme tend vers 0. On en déduit que: || (P-x)ull| 2, -2s¢/h
L (e™“%8/ Myx)

s+0, et donc : (P-x)u=0. -

On finit cette section par une étude des projecteurs spectraux associés

aux résonances.

Soit GES(rR) +§]’1 (R") réelle, I\t =A, g et pour t €R, |t| assez
petit,définissons Ft : H(At ,ﬁf) +H(A0,r?|') comme avant. Si F't' est 1'adjoint
formel de F. au sens de LZ(Rn) alors F; est un O.I.F. elliptique d'ordre
’x\"ORO qui pour h assez petit donne une bijection H(Ao,n'\'n) *H(Kt,'l\n') . Ici
Xt =A_;- Quitte a modifier la définition de Ft pour t<0, on peut suppo-
ser que F_t = (F":)'1 , et,comme avant,on définit la norme sur H(At,l) de
fagon 3 rendre Ft : H(At,l) -»H(Ao,l) unitaire. Rappelons aussi que C;(Rn)

est dense dans tous les espaces H(At,m).

Propogition 8.8. Le produit scalaire de Lz(Rn) sur CZ(]R") XCZ(E")
8'étend en une forme bilinéaire sur H(At_,l) "H(A_t,l) vérifiant

| (u|v) < || ull BN, 1) ”"”H(Kt,J)’ u€H(N,1), vEH(A_,1). De

L3R
plus, toute forme linéaire bornée £ sur H(At’ 1) s8'écrit de maniére unique
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L0u) = (ulv), vEH(Kt,l). L'application amt,u‘sz»uey(it,u est bi-

Jectif d'inverse borné.

Démonstration : Pour u,v€C.(R"), ona (u[v) = (F°1 F ulv) ,=
_— 0 . LZ(Rn) t 't L2
(Ftull’_t V) Lz , Ce qui montre le premier énoncé. Les autres parties de la
proposition se démontrent ensuite facilement en utilisant les opérateurs

F,,F

t’ -t° L]

Proposition 8.9. Si G est une fonction fuite et t >0 (ou btem < 0)

alors l'ajoint de l'opérateur non-borné P : H(MA,,1) +H(A,,1) de domaine
N

H(At,m) » m:mo('r"'/r) 0 est donné par P : H(A_t,l) -'H(A_t,l) de domaine

HA_ ,m).

Démonstration : Puisque H(At,m) est dense dans H(At,l) , oOn sait que
P* : H(A_;,1) *H(A_;,1) existe en tant qu'opérateur non-borné. Si v ,w€
H(A_t,l) et P*v=w, alors,pour tout uEH(At,m) , ona: (ulw)=(Pujv).
Prenant ici u EC;(Rn) , on trouve que Pv=w au sens des distributions
(on utilise ici que P est formellement auto-adjoint). Puisque P est un
opérateur pseudodifférentiel elliptique 3 1'infini sur I\_t , et que :
Pv=w dans H(A_:,l/m) , on en déduit que v€H(A_t,m).

Inversement, si v€H(A_t,m) alors wd:fPVEH (I\_t,l) et on obtient
(u|Pv) =(Pu|v) d'abord pour tout u GCZ(Rn) et puis par densité, pour

tout u €H(At,m) (et méme pour tout u €H(At,])). -

Soit maintenant aussi G une fonction fuite. Pour z €C on montre en-
suite que (z—P)_1 est bien défini dans H(A.,1) ssi (;-P)'] est bien
défini dans H(A_,,1) et dans ce cas ((z-P)")" = (z-P)™". La discussion
des résonances que 1'on a fait pour P : H(At,m) *H(At,1) , t>0 s'applique
aussi bien pour P : H(A_t,m) +H(A_t,l) avec la seule différence que les

nouvelles résonances vont vivre dans le demi-plan supérieur. Soit wu(h) une
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résonance de P ou un ensemble fini de résonances. Soit Fu (h) 1'espace

spectral associé et soit

. -1
Hu ’BT{I (z-P) ' dz
Y
le projecteur associé. Ici Y =Y(h) est un lacet simple autour de ¥ qui

laisse toutes les autres résonnances 3 1'extérieur. Alors :

n; = 21‘1’{[ (z-P)-1 dz ,

Y
od (z-P)”! est maintenant considéré comme opérateur borné dans HA_,,1)

et Y est orienté dans le sens direct. H: est donc le projecteur spectral
N -
II_ correspondant 3 la résonance (ou ensemble de résonances) MW de P dans
H "
H(A_t,1). Notons F_ 1'espace correspondant.

"

v - N
Proposition 8.11. On a l"ulF'A 8t uNA=g. De plus dim Fu=dimF_
u

et, 8t ®W15---,0y est une base dans FD’ il existe une base Wl,...,w”
0 0

N
dans F_ telle que (ijk):Gj,k' N, prend alors la forme Mu=

N H
0
; (ule)wj et la matrice de P Fu devient ((Pwkle)).

N
ue VeFx

Démonstration : Si uﬂ;=¢ alors Hu I_= H_Hu=0. Pour u€F
A A
N N
ona I u=u, I,v=v.Donc (ulv)=(T, ullv)=C_0 ulv) =0, puisque
o A u A Pl

N
'I\I': =J_ et nous avons montré que F LF)‘ .
x u

Soit @)5...,9 une base dans Fu . D'aprés la Proposition 8.8. il
0 .N
0
existe des vecteurs uniques LIEREER Y €H(A_t,1) tel que Huu= § (ulqzj)wj
0

et si on prend ici u=¢ , on trouve (wjlwk) =6j K’ puisque ]Iuwk-wk.

N
0
N
On constate ensuite que T_v= n;v = ; (vle)wj et en particulier, on a
u
N N
"'j €F_, VYj. Yioeeesly  eSt donc une base duale dans F_ 3 la base
u 0 u
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“’1"""DN0 dans Fu .

Finalement si (pj k) est la matrice de P F
’
u

et puisque w],...,wNo est une base duale on obtient pj,k= ('Pwk ]\bj).

on a P°k=zpj,kwj ,
J
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9. LE CAS D'UN PUITS DANS UNE ISLE EN GENERAL.

On suppose désormais que P=- hZA +V(x) et on garde toutes les hypo-
théses de 1la section 8. On suppose dans la suite que V est analytique par-

tout sur Rn, mais on pourrait trés certainement traiter aussi le cas ol
V est analytique en dehors d'un campact quitte 3 restreindre alors 1'ana-
lyse des résonances 3 une bande 02>Imz> -Ch log}]{ avec C>0 arbitrai-

rement grand. Soit 0cR™ un ouvert connexe et U un campact dans 0 avec

les propriétés suivantes :
(9.1) V(x)<0 sur U, V>0 sur O~NU, V=0 sur 230 .

(Les résultats de cette section restent vrais sans modification si 1'on sup-
pose que V est analytique seulement en dehors d'un campact de 0. Sur 0
on introduit alors la métrique d'Agmon, max(V,O)de et on note d(x,y) la

distance associée. On suppose que :
(9.2) Le diamétre de U pour d est égal 3 0.

On renforce aussi 1'hypothése d'existence d'une fonction fuite :

(9.3) I1 existe une fonction réelle G(x,§) 681’] et une
1 .2
constante C0 >0 telles que HPG>, C—a r° sur Ep Ci‘)'

11 résulte de (9.3) qu'il existe une constante C>0 telle que
|W(x) | >,r2/CR pour tout x €230. Quitte 3 augmenter C on obtient la méme

minoration dans B(ab,e )= U B(x,e,), si €,>0 est assez petit. Ici
0" xead 0 0

B(x,€p) ={yer"; Iy-x[seoR(x)} . Si 1'on se place dans B(aﬁ,eo) avec -

>0 assez petit, alors les familles B(aa,s) no et C(e) = {x €0 N

€

0

B(aa,co) 5 V(x) /r(x)2 = f(x) <e}, 0<e<< €y sont équivalentes au sens
ef

qu'il existe une constante C >0 telle que C(é) ca(aﬁ,:) no <C(eC).
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Nous avons la conséquence suivante de (8.15) :

9.4) Pour tout eo>0 et tout voisinage We) de U, il
existe une constante §>0 telle que f(x)»§ pour

tout x €0~ (wus(aﬁ,co)).

Inversement, si on fait toutes les hypothéses sauf (8.15) et si de plus
V(x) <0 dans c6, alors (9.4) entraine (8.15). La condition (9.4) est
automatiquement vérifiée si G est compact. Si 1'on fixe un petit voisi-
nage relativement compact W de U, il existe alors € >0 tel que f(x)3¢

dans O~ (WUC(e)) pour tout e€0,e,).

Rappelons que modulo une reparamétrisation les géodésiques minimales
dans 0~U pour la métrique d'Agmon coincident avec les projections des
bicaractéristiques de q(x,£) =EZ -V(x) au dessus de 0~U. Une telle bi-

caractéristique t = (x(t) ,&(t)) vérifie
(9.5) x(t) =26(t) , é(t) =W(x(t)) , li(t)|2=V(X(t)) .

Pour € >0 assez petit, considérons 1'évolution de la fonction f(x(t)),

pour un segment bicaractéristique avec x(t) €0 nB(aﬁ,eo) , a<t<b. (Par

abus de langage on écrira parfois f(t) =f(x(t)) ). On obtient alors, en

utilisant que f£(x) ESO’O :
(9.6) =9 -x=0@ VI'H -0 %
et
=2 2 r? 1 1l
(9.7) f£=5Iwl +@(R7f)>,c o
T

grice i notre minoration de |W| dans B(Bﬁ,eo). On observe aussi que

. 1/2 — 1 _1/2 R(s) ,
x=@(f'’“), donc si |t 5|‘<const. & Ty omac
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|x(t) -x(s)| <comst. r(s) e}/ 2[t=s| se R(s) et R(t)/R(s)vr(t)/r(s)~1.

Lemme 9.1. On suppose ¢,>0 asses petit. Considérons un segment bica-
ractéristique (z(t) ,E(t)) avee =x(0) €B(35,50/2). Alors, (aprés avoir

étendu l'intervalle de définition si nécessaire), on a z(t) €B(35,c0) et

1 1/2 R(z(0))

|z(t) ~z(0)| se,R(x(0)) pour |t|<T(ey) ou Tley) =gy " o7z

On restreint maintenant t a ]-T(e,) , T(e,)[. Pour ¢ si €, avec C
0 0 1 Co 0 0
asgez grand mais indépendant de €p» Nous avons :

(@) Si =z(0)€Cley) il existe un intervalle fermé I(e,) de longueur

< (comst.) ;§/2 R(z(0)) /r(z(0)) tel que =(t)€Cle,) ssi te€l.

(b) St en plus .:(0)€C(51/2) alors la longueur de I(e;) est du méme

ordre de grandeur que eé/

2 R(z(0)) /r(z(0)) et la longueur d'Agmon
du segment I(e;) 3t+z(t) est du méme ordre de grandeur que

e¥/2 r(z(0)) R(z(0)).

(e) La conclusion de (b) reste valable st l'on remplace I(e;) par

Ife))n{t€R; t<0} oupar Ile;)n{t€R; t>0}.

Démonstration : La premiére partie du lemme résulte de 1'estimation

x=0(£'/2). si x(0)€Cle;) alors £(x(0)) =0 €}/2) , et donc,d'apres

(9.7),11 existe t, avec |t0| =@(§ c:/Z) tel que i’(to) =(. Alors par

(9.7) on obtient :
rZ 2 . r2
f(t) -f(to) N -R-z |t-t0| , f(t) ~ Ez (t-to) ,

d'od 1'existence d'un intervalle I(El) avec les propriétés de (a). Si
x(0) €C(e] /2) on voit alors que la longueur de I(e:]) (et aussi de

1(eq) NR, etde I(g) NR_) est du méme ordre de grandeur que e}/z R/T.

La longueur d'Agmon du segment I(c,) 3t-+x(t) est de 1'ordre de :
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J £(0) /2 r(x(1)) |2(t) |dt ~ 1 I £(t)de
Ie,) Iep)

{et de méme avec I(ey) remplacé par I(e,) an). On voit facilement que

1'ordre de grandeur de cette intégrale est e?/ 2 Rr. .

A 1'aide de ce lemme nous allons montrer :

Proposition 9.2. Soit S,>0 la distance d'Agmon de U d a0 et soit

Bd(U,So) ={y€l;dU,y) <So}. Alors Bd(U,So) est relativement compact.

Démonstration : Supposons que Bd(U,So) ne soit pas relativement campact
et considérons } ={r€[O,SO[ ; Bd(U,r) est relativement campact}. On voit
facilement alors que } = [O,ro[ avec 0<r0<so. En effet, si Bd(U,r)

est relativement campact,il est facile de voir qu'il existe €>0 tel que
Bd(U,r+e) est aussi relativement campact. Si yeBd(U,r) , 0<r<r0 , alors
grace 3 la compacité relative de Bd(U,p) , PST, on voit qu'il existe une
'géodésique minimale pour la métrique d'Agmon qui relie U 3 y et qui est de
longueur d(U,y). Si yEBd(U,rO), on a alors la méme conclusion puisque

Bd(U,rO) = v Bd(U,r). Soit donc Y : JT_,T] 3t-+x(t) €0 une telle géo-
T < I‘O
désique paramétré comme une courbe bicaractéristique et avec lim x(t) €U,
t-T

x(T) =y. Soit Y la restriction de Y 2 O~W, od W=B,(U,8) et

[t),T]
GE]O,rO[ est fixé. W est alors relativement compact. Soit €; >0 assez

petit pour que le Lemme 9.1 soit applicable. Soient Il,...,INc[t],T] les

intervalles fermés maximaux avec Y(IJ-):C((-:]) , Y(Ij) nC(el /2) +4. Alors
la longueur de Y(Ij) pour la métrique d'Agmon est de 1'ordre de C?/Z rj Rj'
ol x‘j =r(x(tj)) , Rj =R(x(t.)), tj €Ij . Si r=d4d(,y) <r; on trouve donc
3/2
€

—_Z -

rj Rj‘< Cor
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ol C0 est indépendant de r et de N. D'autre part, la longueur euclidienne
de Y(Ij) est de 1l'ordre de € RJ .

Soient Jl Y een ’J’M les intervalles complémentaires tels que [t,,T]

soit la réunion disjointe des J; et I . Alors:V(x(t)) >,E'Z rx(e))? >
0 M
1 . 1
t€vu 1. ¢ t la 1 lid de U Y(}.
Eg pour }J, e qui montre que la longueur euclidienne de ; (}J)
est au plus égale 3 C0 fois la longueur d'Agmon correspondante. Donc la

M
longueur euclidienne de VU Y(}j) est < Cor et la longueur euclidienne
1

de Y([t],T]) se majore par :
3
N N
-1/2¢ 2 ~ -1/2
Co(r+§ele)s Co(r*e1 ;e‘ rjRj)s C0(1+C0 € )SO

Cette majoration indépendante de r, nous montre que Bd(U,ro) est borné
et donc Bd(U,r0+e) est borné pour € >0 assez petit. Ceci contredit la

définition de Ty - -

Pour n>0 trés petit, on pose M0 =B(U,S0 -n) et on désigne par
PO = PMO la réalisation de Dirichlet correspondante de 1l'opérateur P. Soit
}CJO,I] avec 0€ J et soit I(h), hGJ, une famille d'intervalles com-
pacts avec I(h)+{0}, h+0 ; supposons qu'il existe une fonction a(h)>0,

he€ } qui tend vers 0 quand h-+0 telle que :

(9.8) ah) > g ™" pour tout €0 ,
€
(9.9) sp(Pg) [ (1) + [-2a() , 22 (W) ~1 () | =

On rappelle de [Helffer-Sj I,I1] que ces hypothéses restent essentiellement

inchangées si 1'on diminue encore n et que les valeurs propres de Po dans

2(€+n-SO)/h
I(h) se modifient seulement par @E(e ) pour tout €>0 si

1'on remplace n par une valeur plus petite.
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Dans cette section on se propose de montrer que les résonances de P
proches de I(h) s'obtiennent 3 partir de Sp(PO) nIi(h) par une pertur-
bation du méme ordre de grandeur. Nous allons pour cela passer par un
" probléme de Grushin ' associé a PO -z , .came dans 1'Appendice A, ct
qui sera facile 3 perturber, car tout 3 fait inversible, et on obtiendra

ainsi la solution d'un probléme de Grushin associé a P-z.

On camence par construire le Probléme de Grushin associé a P0 . Soient
u],...,umEI(h) les valeurs propres de PO dans I(h) répétées avec leur
multiplicité et soient w],...,wm€L2(M0) une famille orthonormale associée
de fonctions propres. Ici m=m(h) dépend de h, mais il existe NOE N
tel que m(h) = @(h_No). Pour UELZ('MO) on définit Rauec“‘ par (R(‘)u)j=
(ule) , oo (1) désigne le produit scalaire dans LZ(MO). Pour u =

m
€™, on pose R(')u =Ju w-EH2 M) nH(])(MO). C'est donc 1'ad-

J7)
(On suppose ici que aM0 est C ce qui peut toujours

(uj)lzj<m
joint formel de Ra .

étre obtenu aprés une petite perturbation de MO).

Soit Q(h) ={z €C ;dist(Rez,I(h)) <a(h), |Imz|<b(h)} , od b(h) 2a(h),
b(h) -0, h-+0. Pour z€Q(h), on considére alors le probléme de Grushin :
(Po-z)u *Rau-=v

(9.10)

+ +
Rou—v ,

avec (v,v") €LZMp) x€", (u,u7) € (HMp) nH) M) <. Soit E'eLi(My)
1'espace engendré par ©Opseer, et E'= (E")"' . On introduit les décampo-

sitions correspondantes v=v'+v"' et u=u'+u'". Alors (9.10) devient :

(P(')-z)u'=v' , (uj-z)u').'+u3=v‘j' , Jj=1,...,m
(9.11)

" + 3
uj==vj , J=1,...,m ,
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m m
od u"=} uy @, v ) Vi@ et od Pj désigne la restrictionde Py 2 E'.

1 ) 1 2 0
Pour z€q(h), il est clair que (Py-2)"' existeet |[(By-2)7'|| , , ,<
Las,L9

;(1}-‘)- . Ensuite par des inégalités a priori standard,on trouve :

-1 C
Il (Py=2) "Il §—— -
0 Ll " amh
La solution unique du probléme (9.10) est alors donnée par :

-1 " g +
u'= (P(') -2) Vv' , uj vj
(9.12)

- +*
=Vl e v,
uj vy 2wylvy

On écrit la solution sous la forme :

us= Eo(z)v + Ea(z)v’

(9.13) o ..
u -Eo(z)v *Eo (z)v ,
avec
' =1 E’ + ’m + an- vt
Eo(z)v-(Po-z) v, Eyl2)v ) v ®; ( Ryv')
(9.14) ]

(Epav); =vi , (Eg=Ry) , Eg'(2) =diag (z-u;) -

Proposition 9.3. Nous avons KE (x,y) = @(e-d(::,y)/h) » K +(:c) =
0 E
v 1% 0
@(e-d(x)/h) > K _(y)= @(e-d(y)/h) , ou d(x)=d(U,x) et ou le sens précis
Lo
est le sutvant :
(9.15) Pour tout (:ro,yo) €M, *xM, et tout €, >0 il existe des

voistinages U3:ca, V3y0 tels que IIEouH 2 <
H"(U)
~ =(d(x,,y,)-€,)/h
(e 7o "o )] ul) 5 s uniformément pour
Lew)

u€L2(M0) d support dang V et 2z €Q(h).
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(9.16) Pour tout xoeMo (respectivement yOEMo) et tout ¢ >0,

0
il existe un voisinage U3x0 (respectivement V3y0) tel

<

que uniformément pour z €Q(h) : || EZ " |
(v)

H2
~ =(d(x,)-€,)/h
(e o0 | v+||¢m, vv €™ (respectivement

) ~ =(dly )€ )/h
Il Eyv | < Oce o0
-

d support dans V).

Mvll ,  pour tour ver?my
L)

On uttlise ict la notation de [H.S.2] : 5(0(&)) signifie
@(ca(n)/;: a(n)), h+0 pour tout n>0 assez petit, ou ¢(n) >0 tend
vers 0 quand n~+0. (Vans la Proposition 9.3 cette notation est en fait
superflue car on peut prendre ¢(n) =0, mats elle deviendra utile plus
loin. Dans la définition de é nous avons utilisé "h'2 " plutdt que myl m

comme dans [H.S.2). Grdce d des inégalités a priori simples pour le Laplacien

il suffira de montrer (9.15), (9.16) avec "111 " 4 la place de "Hz "”).

Démonstration : (9.16) résulte immédiatement des estimations sur les fonc-

tions propres de [H.S.1,2]. Pour montrer (9.15),on remarque que :
-1 -1
(9.17) Eo(z) =- (f (w-2) (w-PO) dw ,

ol on intégre sur le bord du rectangle dist(Rez,I(h)) <% ath), |Imz|<

% b(h). Alors (w-Po) vérifie (9.15) uniformément en w d'aprés les ré-

sultats de [H.S.2] et (9.15) s'obtient donc directement de (9.17). -

Abordons maintenant le probléme des résonances. Soit XGC;USIO) avec
x =1 dans Bd(U,SO-Zn) et soit V=V0w, od W30 est une fonction C
a support dans Bd(U,n) et avec V+W>0 sur U. Quitte a modifier un peu
notre fonction fuite on pourra supposer que la fonction G de (9.3) vérifie

- aussi :
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(9.18) G(x,E) =0 si x€M0 .

On fait aussi la modification de G prescrite dans la section 8, et on
introduit /\t -I\t G* t> 0. Pour deux valeurs de t >0 assez petites, nous
savons alors que les résonances de P dans Q(h) associées aux deux es-
paces H(At,'x\"z) coincident,si h est assez petit (et de méme si 1'on cam-

pare H(At,?z) et H(At,m'l\"z) si m est une fonction d'ordre).

Grace a (9.3) on sait que p A est elliptique et partout #0 sauf
t

s 2,0 R A
au-dessus de U. Si P=P+W=-h"4+V 6 et si p=£°+V alors Py est
t

elliptique et #0 partout sur At . D'aprés les résultats de la section 6,
pour tout t >0 assez petit,il existe une constante C >0 telle que

P-z : H(At,}'z) *H(A,,1) soit bijectif pour |z] <C- , quand 0< h<h(t) >0
et avec un inverse majoré en norme par Ct . En partlculler (P-z) existe

pour z €2(h) si h est assez petit en fonction de t et

N
-1
I @-2)7 i n  SCo .
t
LHA, 1) L HAL,TY)
Lemme 9.4. Pour t >0 assez petit, nous avons :
.
(9.19) K _1(.1:,y) = @(e-d(x,y)/h) z,Y €M0 )

(P-2z)
uniformément pour =z €Q(h) si h est assez petit en fonction de t. Ici

d(z,y) =min(d(z,y) , d(z,? My +d(3M, y)).

Démonstration : Une maniére de démontrer le lemme est d'observer que
(p-z)lA est #0 et elliptique, si A= A,\,, ol G t G en dehors d'un
petit voisinage de M G g(x) dans un v01smage de MO’ ol g =const.
dans un voisinage de 3 M, et g (x)l <V(x) dans M;. (On choisit g en

fonction de X ,yo) .
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On'donne une variante qui utilise moins de calcul ;;seudodifférentiel
général. Quitte a augmenter un peu M0 et supp X, on peut se restreindre 3
démontrer (9.19) pour x,y dans un compact 2 1'intérieur de 1'ensemble ol
X vaut 1. Soit alors Yo dans cet ensemble et soit v€LZ(Rn) a sup-
port dans un petit voisinage V de Yo+ Soit u= ('B-z)-1 vV et remarquons

que 1'on peut écrire :

N -1 N -1 Y -1
(9.20) u=x(PMO-z) v - (P-2) [P,X](PMO-Z) v

" - v
Puisque le noyau de (PM -2) ! est @(e—d (x,y)/h) , il suffit de regarder
0

le dernier terme dans (9.20). Si on le note w, alors :

" N -1
(9.21) (P-z)w=[P,X](PM -z) v
0

Ici le second membre est 3 support dans MO\B(U,SO-Zn) et il est
Oe ) dans L°(M;) et donc aussi dans H(A,,1). Donc w=
~ =d(yn,M.)/h
Ole 00 ) dans H(I\t,}'z) et en particulier w|y =

0

~ -d(yO,BMO)/h
Ofe ). On peut alors appliquer des inégalités d'énergie a

(9.21) (comme dans [H.S.1.2])) et déduire que si Xy €My alors pour tout
-e./h
g >0 il existe un voisinage U3x0 indépendant de v tel que e 0 s
~  -(d(xg,3M)+d (M,y)) /h )
Oe ) dans H®(U). Toutes ces estimations sont uni-

formes par rapport 3 v si || v]| L2=l et on obtient donc (9.19). -
On pose maintenant :
- +
P-z R En(z) E (2)
0 0 P -1
P = , &p(2) = =+,
+ - -+
Ry 0 Ey(z2) E; (2)

et on se propose d'étudier :
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(P-2) R
Pz) = . tH(AL, T2 x €™+ H(A, 1) x €™,
R 0

+ + -
ol R~-R0,R-xR0.

Soit wec;(ﬁo) a support dans B(U, % (Som)) et égale 2a

1 dans B(U ,] (S,-n)). On pose alors comme inverse approché
vi 0 P "

de g)(:) :
+ v -1 +
F F X Eo(z) v+ (P-z) (1) X EO (z)
(9.22) F(z)= - - = - -+
F F Eo(z) v E0 (2)
Un calaul direct montre alors que :
(9.235) PayFay=1+X@) ,

ol

(PxIE -W(B-2) (1) (P,XIEg
(5.24) JC(Z) B (IIJ (Z))]‘irj‘z : + +.v -1 + +
RO(X-1)EOUI+R0(P—Z) (1-v) RO(X-UEO

Ici on utilise la Proposition 9.3 et le Lemme 9.4 pour conclure que la nor-
~ =S,/2h
0

me de X (z) dans H(At,l)xcm est (e ) et que plus précisément,

~ =Sy/2h =Sp/h

o O Oe ")

9.25) X(@)-= -S./2h -2S./h
O(e 0 ) 5(3 0 )

(majoration des normes des J(‘ij (z)). Ici le Lemme 9.4 ne s'applique pas
v o»
tout 2 fait directement; on introduit wECo(Bd(U ,% (So-n))) égale a 1
N - NN -
sur By (U "‘Z Sp~n) et on remarque que (P-z) 1(l-ll!) = (1<) (P-2) ‘(1“#) +

(,!g-z)'][P,s;] ('I\i"-z)'] (1-y). On pourrait aussi procéder directement par des
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déformations de tG, comme indiqué au début de la démonstration du Lemme

9.4.
Si 1'on pose :

W -1 +
v Eo* (1-v) (P-2) XE

0
(9.26) G(z) = ’
Ey E
~ o ~o -SO/Eh
on vérifie de méme que G(z) P(z)=1+X(z), oo K=0(e ) comme

opérateur borné dans H(At,'x\"z). Donc, pour résumer, on a la :

Proposition 9.5. Soit 0<tst

o avee t, assez petit. Alors pour
h(t) >0 assez petit l'opérateur Pz) : H(At,;z) "tm*H(At,.') (" est
bijectif avec un inverse uniformément borné pour =z €Q(h), C<h<&h(t).
Cet inverse est donné par {(z)=F(2)(I-K(z) +Kz)P -0, et dépend
‘holomorphiquement de =z .
E@) E(2) .
Ecrivons §(z) = _ . . Apriori E(3) =Ej (2) +
E(z) E (2)
-SO/Zh
5(e ) mais avec un peu de travail sérieux on obtient mieux ; d'aprés

(9.24),0n a :

Voo v | +
-[P,X]EOW(P-Z) (1-¢)-W(P-2) [P,X]EO\U -W(P-2) [P,X]EO

| mE Ry Lo v (a7 o) | +[PXIE) R 0-DEg
X(2)7=] mmmmmmmmmmm oo 4mmmmmmmmeeemeeee e
RS (-1 EgN(B-2) ™! (1-9)+R}, (F-2) ' [P, X JEp : Ry (P-2) '[P, XIE]

v - + +
+Rg (X-1)Ep Ry [ (x-DEg + (F-2) ™' (1-0)] *Rg (x-1) Eg Ry (x-1)Eg

et en majorant la norme des différents termes on trouve :
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[P, XIEN(B-2) ™ (1) W(B-2) T 1P, XIEGH -W(B-2) " (P, XIE]

+[P,X)Eg Ry (B-2) "' (1-0)
(0.27) K@) ? 2| -=-m=m- -
Ry (P-2) "' (P,XIE, v ERB(P-:)'][P,X]EB

—dmm e ———

(e-S SO/ zh ) e-Z So/h

(e-S SO/ Zh> 5 (e-Z So/h )

N
QM
—~

. 5((3-5 So/Zh) .

SN

Alors avec (9.25) :

2 (e-z SO/h) g (e—s SO/Zh)
3
(9.28) X(2) 5(0-2 So/h) 5(e-s So/Zh) ’
et (9.27) donne
(9.29) K@t (9( ? SO/h)

Donc

SSO/Zh
(9.30)  §(2) = F(2) -F (2) X(2) +F @)X -F @) XE) "@( )

et en analysant cette formule on trouve en écrivant JC(z) = (Jc(k) (z))]<j k2 -

E'@ = @ -F@X ) -F@X e Fox e

(9.31) >
1 (Z)JC(Z)(Z)*E( SSO/.,h) ()*0( ZS/h).

En explicitant la premiére partie de cette formule, on trouve :
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-+ -+ -+ + + - v -1 +

E (2) =E, (z) -Ey (z) R, (X-l)l.’.0 -Ey(z) W(P-2) [P,X]Eo
9.32
( ) - e e o7 "5 SO/Zh

+Ey (2) Ry (P-2) "[P,XIEj+ (e )
Puisque E(T (z) est une matrice diagonale avec les valeurs propres
v e oy 2 So/h . -1
z—pj, j=1,...,m et E -EO =@(e ), on voit que E (2)
existe si ;>0 et min |z '“jl >exp(ey-2Sp)/h (et si n>0 est assez
J - - - - -

petit). Déformant alors EO+ en E par Et* = (1-t)E0* +tE *, on obtient

la :

Proposition 9.6. Pour 0<tst0, 0<hgh(t) avec t, et h(t) assez
petits, sotit 'I\"(t,h) ={z €Q(h) ; det E*(z) =0}, ot on compte les éléments
v
de T(t,h) avec leur multiplicité. Alors il existe une bijection b :
N -2 5,/h
{“1""-’”771} +T(t,h) avec la propriété que b(u) -y =5(e )
Cette proposition donne une partie du résultat principal de cette

section :

Théoréme 9.7. On fait les hypothéses générales du début de cette section

et on introduit M Q(h) , I(h), Bgseeosby (comptés avec leur multipli-

0
cité) ainsi que les hypothéses (9.8), (9.9) comme aprés la démonstration de
la Proposition 9.2. Pour O<tst,, 0<hgh(t) avee tp>0 et h(t) >0
assez petits, soit T(t,h) (essentiellement indéperndant de t) les résonances
de P dans Q(h) relativement d l'espace H(At,?"z). On définit la multipli-
cité d'un élément z €T(t,h) comme la dimension de l'espace F, correspon-

v
dant (voir la section 8). Alors T(t,h) =T(t,h) méme 8i l'on compte les

N
éléments de T et T avec lewr multiplicité.

Démonstration : On reprend ies arguments de 1'Appendice A. Utilisant le fait

que E (z) est surjectif et E+(z) est injectif, on constate que (P-z) :
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H(At,"iz) +H(A,,1) est bijectif ssi E"(z) est bijectif et qu'alors on a
- N
1'expression (A.9) pour (P-2z) 1. Ceci montre que T (t,h) =T(t,h) si 1'on

ne cherche pas 2 identifier les multiplicités.

Soit alors zo€l'(t,h) et N=dim FZ la multiplicité correspondante.

0
On choisit une base dans FZ pour laquelle P Fest réduite 3 sa forme
0 z
0
de Jordan et pour cette base, soit B : Fz *Fz donné par une matrice
0 0

diagonale avec toutes ces valeurs propres distinctes. On étend B 23 H(At,l)

en posant B=0 sur Gz et on pose P_=P+eB. Pour €>0 assez petit,
0

P, aura exactement m valeurs propres preés de 25 qui en plus sont simples:

z1(e),...,zm(c). Soit P (e,z) 1la matrice de Grushin correspondante, obtenue

E(c,z)  E'(c,2)
de P (z) en remplagant P par P et de,z) = ( . n )

E (e,z) E (g€,2)
1'inverse correspondant , qui existe pour € assez petit (en fonction aussi
de h et de t). Alors E '(e,z) est holamorphe en (€,z) et det(E " (€,2))=0
pour z dans un voisinage (indépendant de €) de Z5 ssi z=zj (e). La racine
zg de z*det(E-+(z)) est donc éclatée en N racines distinctes (mais peut-
€tre pas nécessairement simples) par la perturbation analytique ¢ -+
det(E“(z)). 11 est alors clair que la multiplicité de z, camme 26ro de

det(E™*(z)) est au moins égale 3 N.

Puisque la samme des multiplicités des éléments de ?"(t,h) est m,il
suffit maintenant de montrer que la somme S des multiplicités des €léments
de T(t,h) est aussi égale 3 m. Soit y le bord orienté de Q(h). Alors la
discussion de 1'Appendice A et en particulier (A.19), montre que le projec-

teur spectral sur la somme directe des F, avec z€r(t,h) est donné par

(9.33) n= § (z-P)" dz=- §E’(z) E‘*(z)“ E (2)dz .
Y Y
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Iei T, E'(2) ,E"(2) ,E (z) sont des opérateurs de rang fini, donc nu-

cléaires et on a

S=trl=- §:r(£‘(z) E ()7 B (2))dz
(9.34) Y
=- értr(e"'(z)“ E"(2) E'(2))az
Y
Le méme argument donne aussi

(9.35) m=-§rtr (E(’)’(:)" Eg(2) Ea(z))dz .

ZSY/h
-25;, ) —_—

Nous avons E ° -Ea* =(0(e sur 2(h) et de méme sur le domaine

légérement plus grand du méme type obtenu en remplagant a,b par ;’,a ,gb .

Puisque ad: E"=E E' et de méme pour Ea‘ , les inégalités de Cauchy
-+ -+ ~s '2 So/h —
montrent que E E -E0 0=@(e ) sur Q(h). Aussi pour z€Y,
. o . - . - _ - .- ~/s =2S,/h _
ENT g = ETET BN () ‘=@(e 0 ) car (E)”" et

€7 sont G(1) sur Y. Donc, (E(2)7 ET(2) E'(2) - By (2

_ . ~y =2 SO/h
Eo(z) Eo(z)) =@(e ) uniformément pour :z€Y et, par (9.34) et (9.35),

~r =2 So/h
on obtient S -m=@<e ) Puisque S et m sont des entiers,on a

S=m pour h assez petit. .

On s'intéresse maintenant au comportement des fonctions dans F_, si z
est une résonance, et on garde les hypothéses et les notations du Théoréme

9.7. Pour j=1,...,m,on pose y.=Xo.. Si F= @ F_ et H=HF=
I zea(h) -

E IIF est le projecteur correspondant, on s'intéresse a :
Z€EQ z

(9.36) vj=n¢j=§?(z-x>)" vyjdz , Y=an(n

On remarque ici que le méme argument de déformation que dans la démonstra-

-1

tion du Théoréme 8.5, montre que (z-P) "w, z€3n(h) et donc Nw ne dé-
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pendant pas de t, G pour h assez petit (ou plus précisément que deux
choix différents de (t,G) donnant les mémes fonctions (z-P)'] wet Tw
pour h assez petit), pourvu que w soit 3 support campact. En particulier
les fénctions Vj ne dépendent pas de t ,G et on peut surtout choisir t
arbitrairement petit. (On rappelle cependant que vbj et Vj dépendent de

n>0 qui intervient dans la définition de MO).

i ol rj =
@C(exp - (d(U,x) ~€)/h) uniformément pour tout €>0 (et de méme pour

Pui -u.)Y. = :(P-u. ). = Xlo. =
isque (P u))wJ 0, ona: (P uJ)wJ (p, ]wJ r

~/, =S./h
toutes les dérivées), et aussi rj = (’)(e 0 ) Donc (P-z)wj = (uj-z)wj *rj ,

(z-p)”! by - (z-uj)" b (z-P)”! (z-uj)" r; et la substitution dans (9.36)

donne

-1 -1
. .- .= - -u. . d .
(9.37) HWJ WJ §(z P) (2 uJ) rJ 2z
Y
Si T(h) «Q(h) vérifie dist(I'(h) , (u],...,um)) )CE1 exp(-€/h) pour
tout €>0 et si z€r(h), on peut construire (P-z)-l =R(z) de la ma-

niére suivante ; avec WGCZ(&O) comme dans 1'6tude de & (z) ci-dessus,

on pose :
(9-38) Ro(@) =x(Ry )™ v+ (-0 (1-w)
Alors

(9.39) (P-2) Ry(z) =I+K(z) ,

(9.40) K(z) = [p,x](pMo-z)" v+ vV (B-2) 7 (0-p)
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Proposition 9.8. Soit T(h)cQ(h) avee dist(T(h), {“1""’“m}) Py
0;1 exp(-e/h) pour tout €>0, et soit G une fonctionm fuite vérifiant
(9.3) et (9.18). Alors pour tout t>0 assez petit, 0<hgh(t) avec
h(t) >0 assez petit et z€T(h), €>0 la norme de (p-2)"1 : H(A, 1)
H(At,?‘z) se majore par C(e,t) exp(e/h). De plus, pour les ménes valeurs
de t etde h,oma:

v n
(9.41) ) 4 _J(x,y)=@(exp(-d(a:,y)/h)) , Ty €BLU,S,)
(P-2)

untformément pour 2z €T(h). Ict y(.r,y) =min(d(z,y) , 250-d(U,.r) -d(U,y)) .

2

Démonstration : On constate que les normes de Ro(z) : H(At,l) »H(At,'x"' )

et K(z) : H(At,l)»H(At,l) se majorent respectivement par C(e,t)exp(e/h)

~ -SO/Zh 1 2
et par@(Cte ) Alors (P-z) " =Ry(z) (I -K(z) +K(z)"-...) avec con-
vergence en norme et on obtient la premiére partie de la Proposition. Pour
montrer (9.41), il suffit alors de montrer (9.41) avec (P-z)_] remplacé
par Ry(z) K(z)), 1¢jsd. or, K =0y Ly yem, e,
(pM 'Z)
0
puisque le Lemme 9.4 est valable pour n >0 arbitrairement petit, on obtient

N
Kn 3 (5,7 =@(e-d(x,y)/h) » X,y €B;(U,S;) aussi pour la nouvelle défi-
(P-2)

nition de d. On a alors K @) x,y) = @(e’d(x’)')/h) et au sens modifié
0

avec H2

v N
remplacé par L2 on a aussi KK(Z) (x,y) = @(e_d(x’)')/h). Puisque
supp K(z) u<€ supp x:ch(U,So), on obtient alors (9.41) pour (P-z)4 rem-

placé par R0 k! comme souhaité. -

Revenant aux formules (9.3), (9.37), nous allons montrer :

Théoréme 9.9. Avec vJ-:rl wj, WJ.:X 'Dj définis comme avant la Proposi-

tion 9.8, on a :

(9.42) v~V = Olexp(~(25,~d(U,z))/h)) uniformément dans M, .
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De plus, 8t l'on pose s(x)=d(U,z) pour ..~:€Bd(U,So) et s(x) =So pour
z en dehors de cet ensemble, alors, pour tout compact XK<K' et tout €>0,

oma ;
(9.43) vj=@(ea:p(-(s(z) -e)/h)) , z€K ,
uniformément quand h+0 (et de méme pour toutes les dérivées).

On remarque ici que (9.42) dépend dé n tandis que la majoration dans

(9.43) contient un exposant qui ne dépend pas de n.

Démonstration du Théoréme 9.9. : La majoration (9.42) résulte de la deu-

xiéme partie de la Proposition 9.8 et de (9.37).

De méme la majoration (9.43) sur tout campact de Bd(U,SO) résulte de
(9.36). Soit O<m<<n, X €C(B(U,S))) égale a1 sur By(U,5,-%). Alors

on écrit :
(9.44) ®-2)"" v = X(-2)""! vj - P-2)"" (P, X1(P-2) " vj o

ol le premier terme 2 droite se majore sans probléme. Pour le deuxiéme terme

-(Sp=e(M)/h 2
) dans L%(B,(U,S)) et

on remarque que [P,X](P-2)" ¥ -O(e
donc @ (exp(-(Sp -€() - 6(t))/h)) dans H(A,,1). Ici e()+0, [+0 et
8(t)+0, t=0. Donc (P-2) ' [P,X]1(P-2)"" ¥ ‘@(GXP(°(SO-6(’r\\')°6(t))/h))
dans H(A,,¥?) (quitte 2 augmenter e(¥) od 6(t) un peu). Si Kec R
on en déduit que le deuxiéme terme de (9.4) est @(exp(-(So-c(’r\{)-’t\S'(t))/h))
dans HZ(K) , ol 'g(t)-»o , t=+0. Puisque nous pouvons choisir et t

arbitrairement petits, on obtient bien (9.43).

Corollaire 9.10. Les fonctioms v,,...,v_ forment une base dans F et
—_— 1 m

-2 So/h
la matrice de P § pour cette base est de la forme diag(uj) +5(e )
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Démonsti-ation : On se place dans LZ(MO). Alors d'apreés (9.42), (levk) H

~ s =2Sy/h
("

('#J-I'Pk) Eéj,k mod © . Donc V= ((levk)) est inversible et son

_N0

~t =2S,/h
inverse vérifie V=I+@(e 0 ) Puisque dimF=m=&(h ) il est
clair que (v],...,vm} est une base dans F. La matrice A de P dans

cette base est donnée par :

‘A=((ij|vk))v"

-2S,/h
et,puisque (P vjlvk) =uj 6J. k+5(e ), on obtient le corollaire.

Pour terminer cette section, nous allons maintenant montrer que
Sn/h - —_—
e 0/ vj est exponentiellement petit localement dans O\Bd(U,SO). Pour
cela,on remarque d'abord que,d'aprés le Corollaire 9.10 et le Théoréme 9.9,

on a uniformément sur tout compact K :

-2 S0 +s(x)-€(n))/h
(9.45) (P-uy)vy =@(e )

, X€K

(et de méme pour toutes les dérivées). En particulier,on a donc :

( (35, -e(n))/h)

(9.46) (P-uj)vj =0 » X €K~By(U,S

o

En utilisant des inégalités L2 d poids,on obtient alors :

Proposition 9.11. Pour tout compact Kca\Bd(U,So), il extiste gy >0
@(e-(sowo)/h)

tel que vJ.= untiformément sur K (et de méme pour toutes

les dérivées).

Un point x de 30 sera dit de type 1 si xeBd(U,SO) et les points

de 36\Bd(U,SO) seront appelés de type 2.
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On se place maintenant prés d'un point Xy de type 2. Soit Y(s) =
(x(s) ,£(s)) 1la trajectoire pour Hp avec Y(0) = (xz,O). Alors x(s) =
x(-s). De plus, x(s) ¢35 pour tout s#0, car si sO¢0 et x(so) €30
alors on a aussi x(sy*s) =x(sy-s) et en particulier x(Zsg)=x(0) d'od
Y(2 50) =vy(0) = (xZ,O). Cette périodicité signifie que Y(s) reste dans
un campact pour tout s€ R en contradiction avec 1'hypothése (9.3). En
particulier x(t) évite tous les points de type 1 et eso/h (P'uj)Vj est
3 décroissance exponentielle, uniformément sur tout campact dans un voisi-
nage de nx Y(I), o0 I=]T_,T,[ est 1'intervalle maximal de définition

pour Y(s).

Soit G la fonction fuite (adaptée 3 n) vérifiant (9.3) et (9.18). On
constate que G(Y(s)) +: = quand s-’T: . En effet, puisque x(s) = @(r),
a('ig G(Y(s))'\.r2 il faut au moins un temps '\«‘—: a x(so*s) pour sortir
d'une boule de rayon cOR (x(so)) et pendant ce temps G(Y(so+s)) croit
par une quantité ® Rr » 1. Puisque R(x) <1+|x|, la trajectoire va
traverser une infinité de telles boules (disjointes) avant d'atteindre «

par t=T, . Cet argument montre aussi qu'il existe C0 et s, tels que
(9.47) £G(Y(5)) >g= T(x(s)) R(x(s)) pour 2535y
0

On choisit maintenant de représenter les espaces H(At,-) a 1'aide

2n

d'une tf. F.B.I. : T adaptée 3 A;=R" . Etudions alors la fonction poids

associée 3 At . Cette variété est engendrée par la phase y(x,8) =-(Imx)6+
tG (Re x,0) de classe S'*!. Plus précisément Ats{(x .2 B x,0) v =o}.
11 est alors clair que la fonction poids associée 3 H(At,-) est donnée

par

(9.48) '(\ft(a)-v.c.(y’e)(w](a,)')-Imy-e+tG(Rey,e)) » €Ay
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ol @, =-Imo et ¢(a,y) est la phase de T. Ici,pour t>0 assez petit,
on a un unique point critique (non-dégénéré) dans B(u,eo) ; (y(@),8(a))
qui vérifie (y,) =@ (tR(a)) , (6-o) = O(t¥ (o). Bien entendu, Gy=0

et (9.48) entrainent :

(3.49) 3 6@ =6(Re y(2),0(@) =6(a) + O FR) ,
donc,
(9. 50 Et(u)=t @) +B (2 TR) .

Pour s<- S5p,0n obtient alors :
N
(9.51 G, (Y(s))st(1+O(1)) G(Y(S))\<§ G(¥(s)) <0 ,
si t>0 est assez petit, mais indépendant de s.

La méthode de démonstration du Théoréme 9.9 montre aussi que (I-X)vj =
O (exp(~(Sy-€(m)/h) dans H(A,T?) pour t>0 assez petit. (Ici
€(n) =0 quand n-+0 mais on ne va pas s'en servir. C'est d'ailleurs dif-
ficile car le domaine de validité de cette majoration en t risque de dimi-
nuer avec n). On fixe t>0 assez petit. Si a >0, on peut trouver Sy 25,

tel que :
9.52) G, (V=5 s - (M +a) .

Soient maintenant QO c:cQ1 deux voisinages de IB(Y ([-51,0]) ol Vj =

'(SO’E)/h . . )
@e(e ) uniformément pour tout ¢ >0. Soit Xo €C0(Q‘) t.q. Xxg=1
sur 50 . Alors :

-(So-c)/h)

(9.53) X V.= @C(e

0Yj pour tout €>0 ,

et il existe B>0 tel que-:
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-(Sy*B)/h
(9.5%) XV, -@(e 0 )
J
uniformément dans un voisinage de Y(-s1). (Ceci est vrai au moins si 1l'on
prend la précaution de choisir sy » puis 90 et Q],assez grands pour

Qe : Txovj xij prés de Y(-s)).
On rappelle ici également (9.46), qui donne :
-2S,/h
0
(9.55) (P-s;)Xg vy = [Pyxglv, + @e(e )

si n>0 est assez petit. On est alors dans une situation entiérement sem-
blable 3 celle du théoréme sur la propagation des singularités analytiques
le long des bicaractéristiques pour un opérateur de type principal réel.
Concrétement, 3 1'aide d'une déformation de la fonction poids (camme dans
[S.1]),on trouve un nombre Y >0 et un voisinage 92 de x, tels que

=(54*Y)/h
(9.56) Vj = @(e 0 ) uniformément dans Qz ,

et de méme pour toutes les dérivées de Vj .

Combinant ce résultat avec la Proposition 9.11,on obtient :

Proposition 9.12. On suppose que N >0 dans la définition de M, est
assez petit. Alors tout compact dans E\Bd(U,So) admet un voisinage { dans
R et un nombre € >0 tels que :vj=@(e:p(-(so+€0)/h)) unt formément

sur 1 et de méme avec v remplacé par Bgvj pour tout a€N”.
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10. LE CAS D'UN PUITS PONCTUEL NON-DEGENERE DANS UNE ISLE.

Dans cette section,on garde toutes les hypothéses de la section 9 et

on suppose en plus :
(10.1) U={x0} et V"(xo) >0 .

Alors pour I(h) de la forme [C'h ,Czh] (ou plus petit) 1'essentiel du
travail sera de construire des fonctions propres asymptotiques sortantes
définies dans un domaine ouvert convenable qui contient Xg et tous les
points du type 1. Une petite difficulté sera posée par 1'apparition de
caustiques prés du bord, mais il se trouve que ces caustiques sont du type
"pli" le plus simple et on s'en sort 3 1'aide d'une intégrale oscillante
" du type d'Airy ". On termine la section par une comparaison entre les
fonctions asymptotiques et des générateurs des espaces FZ , et on en dé-
duit des développements asymptotiques pour eZ So/h Imz(h) quand z(h)

est une résonance ainsi que des minorations et de majorations de cette

quantité.

Commengons par étudier le comportement des phases. Nous avons constaté
“dans [H.S.1] que la fonction f(x) =d(U,x) -S0 est analytique dans un voi-

sinage de X=Xy, que :
(10.2) q(x,f)’() =0

dans ce voisinage (ol q=gZ-V(x)) et que la variété réelle Ag - £=£f"'(x)
définie au-dessus d'un voisinage de 0 est en fait la variété stable sortante
de dimension n, associée au champ de vecteurs H_ qui a un point critique

q
en (xO,O) .
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Soit x, €30 un point de type 1. Soit x(1), x(), . €B4(U,S;) une

suite qui converge vers x, . Pour chaque xM soie ¥V . J->,0] »

(v)

Bd(U,So) une géodésique minimale de U 3 «x paramétrée comme la pro-

™) pour q. si YV (0) = x(V, M)
(v)

jection d'une bicaractéristique ;’
on a g(") +0, v+ et on en déduit que '; converge uniformément vers
1'unique bicaractéristique '; : J->,0]+(x(t),5(t)) de (U,0) 2 (x1,0).
La projection Y(t) =x(t) de }' est (3 reparamétrisation prés) 1'unique
géodésique minimale de U a X, dans 5U(x1}. On écrira souvent Y(—=) =

N
Xgs Y(-%) = (x0,0).

Dans [H.S.1],(section 6), nous avons fait une remarque (classique) qui
dit ici qu'il existe un voisinage Q de Y([-«,0[) ou f-d(xo,x) -So
est une fonction analytique. Au-dessus de 1, la variété Lagrangienne l\f
est donc bien définie. Puisque H

q
(xl,O) il est clair (avec un choix convenable de Q) que Af se prolonge

ne s'annule pas dans un voisinage de

en une variété Hq-invariante Acq-1(0} , fermée dans un voisinage ouvert
de ;‘([-D,O]). Bien entendu, ;‘(t) €A, YLE[-=,0] et la projection na-
turelle Il : A+ R" est 2 différentielle bijective en tout point "}'(t) avec
t <0. Puisque TI(A) cg, dll ne peut pas étre bijective en ?(0) = (x,,O) ,

et par ailleurs Kerdn(x1,0) contient le vecteur non nul Hq .
Lemme 10.1. dﬂ(.r],O) est de rang n-1.

Démonstration : Soit g(x) =-d(x,aﬁ). Dans un voisinage de Xy dans 5, on
a: g(x) =G(x,(-—V(x))]/2) , o G est une fonction analytique prés de (xl.O)
et G(x,s)~n- s3 . (Cela résulte facilement de 1'étude des bicaractéristiques

de q partant des points au-dessus de 30 . Voir aussi plus loin).

Par un développement de Taylor, on obtient d'abord: |x(t) -xll = @(tz)
et ensuite : x(t) = 2W(x,) + Oth, don: x(t) = 2LVV(x,) + o1,
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x(t) =X, *tZVV(xl) + @(td). On constate alors facilement que la restriction
de la matrice g"(x(t)) 3 (x(t))' reste bornée quand t70. Ici (x(t))*
désigne 1'espace orthogonal de i(t) pour le produit scalaire standard de
R" . Pour établir le lemme, il suffit de montrer que la restriction corres-
pondante de f"(x(t)) a ().((t))l reste bornée quand t /0, car alors on

obtient : dlI(T

. . 1 =
M) > lim () =T, (30).
ey, 00 002 025 D7

Par la définition de S0 , £, g, on obtient :
(10.3) f(x) =g(x) +h(x) ,

o) h(x) 20 est analytique dans un voisinage de Y([-CO,OI) , sio€;>0

est assez petit. Pour avoir le contrdle voulu sur f"(x(t))| . L il

(x(t))
suffit alors de montrer que :

$t<0 .

(10.4) h'"(x(t)) reste borné pour €<

On peut ici considérer h''(x(t)) 20 comme une forme quadratique. Puisque

h20 s'annule sur Y, il suffit de trouver une famille d'hyperplans

Htch(t)(Rn) avec
(10.5) dist(H, , k() =0

telle que h" H Teste borné quand t-+0.
t

Si y est voisin de X, et t est voisin de 0, on définit Kt()’)

n

come la projection dans R de exp(t Hq)(y,O). Alors «,(y) dépend de

maniére C (et méme analytique) de (t,y), x0=id et rt=xt(36) est

donc une famille C d' hypersurfaces lisses avec x(t) =Kt(xl) €T et on

t ’
a bien (10.5) avec Ht='rx(t‘(r‘t). On considére 1'application c” F :

1-€(, 0] x 303 (t,y) +x, () €0 qui permet d'identifier naturellement (et de
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t

maniére C par rapport at) r,. a 30. Alors h‘r =h('< (y)) devient
une fonction C h(t,y) définie dans un voxsmage ouvert de [-eo, IX(x1}
dans .[-50,0( x30 et il suffit de montrer que h'};y(t,XI) est borné pour

t€[-£0,0[. On sait déja que ce hessien est 20.

Comparant les deux équations eiconales: (f')2 =V et (g')Z =V, on
N N
trouve : 2g' < h' --(h')z , ce qui donne:aa? h--(h')ZsO. Donc t*h‘):y(t,x1)
est une fonction décroissante quand t-+0 et puisqu'elle est déja minorée,

elle est bien bornée quand t~0. -

Nous avons déja observé que Hq€Ker dn (x],O) , et le Lemme 10.1 montre

alors que
(10.6) Ker dl’l(xl ,0) = (Hq) .

On va analyser la singularité en X, plus en détail et on cammence par choi-
sir des coordonnées euclidiennes centrées en X4 telles que T (30) soit

de la forme X, =0 et }T— soit la nommale extérieure de 0 dans ce point.

Alors
(10.7) V(x) --Coxn*W(x) ,
od Cy>0 et W(x) =O(|x| ) Alors H (x‘,O) et la projection

Oain

A3 (x,E) » (x' ,gn) €R" est un difféamorphisme local prés de (0,0) qui dans

un voisinage de ce point A se représente par :

(10.8) -xn=a—a§: x'E) &=k (e

ol g est analytique prés de 0, g(0) =0, dg(0) =0. De plus nous avons

1'équation eiconale :

(10.9) A - o . E) =0
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ol on substitue (10.7) :

) 2 9g 2 ' 9g \ _
(10.10) o 5;;5;+£n+(33§r) -W(x',- a‘ggn') =0 .
Soit h(x') =g(x',0) =@(lx'|2). On obtient alors de (10.10) :

2
(10.11) £ codxh L S| -odxD .

nf, _ n|, _
£n=0 £,=0

Dérivons ensuite (10.10) par rapport a En :

2 2 2
d g 2 W g, 2
-C v26 v25h ket (x0 - SB) B0
Oé n- “ox' 9 oxT " ax 1 2
ca—zﬁ*z sox' +15_ DD + 6 'I*ICI)aZ =0
0 N2 £n* OW(x Eal) X n 3_55 ’
n
d'ou
(10.12) ! =2t +0Ux,6)19
. C n ’ n ’
s “o
: ¥ 2
(10.13) ~ ;§§=q*@(l(x'.€n)l)

n

On voit donc que 1 : A+R" devient singuliére exactement sur 1'hy-
persurface HcA donnée par :

2
(10.14) H 3—%=0..gn=g§(x') ,

Cl
ol &;(x') =@(|x’]2) est analytique en x' . Puisque Hq(0,0) est trans-
verse i H, 'dan est de rang maximal n-1 et C=M(H) est une hypersur-

face analytique contenue dans 0 et tangente a 30 en X .

Dans un voisinage de Y(['CO,O[), on peut représenter f par la for-

mule :
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(10.15) f(x) 'V.C.En(xngn+g(x.’€n)) »

ol il faut seulement bien déterminer le choix du point critique. Ecrivons

les développements de Taylor en (3 -C:(x')):

(10.16)  gx',E) =alx") +b(x") (§, -E5(x") + 3 clx',E) (6, ~E5xD)°

(10.17) BB v (B 6 KN

n

N

9

(10.18) =2c" (x',6) (En-ef](x')) R

n

ol c,c',c" >0 coincident pour EH-E;(X') et b(x') -395— (x',Ercl(x'))-
n

L
vy

@(|x'|2) d'aprés (10.11) et le fait que :cg(x') = @(Ix'lz).

L'hypersurface caustique C est donnée par :
(10.19) xn+b(x') =0 .

" Calculons " maintenant f 3 1'aide de (10.15) ; le point critique

est donné par :
(10.20) x, +b(x') +c'(x',€n)(£n-£f,(x'))2=0 ’

donc E,n-e;:;(x') est une fonction analytique de x', (-(xn<'b(1('))‘/2 .

et on peut réécrire (10.20) camme :
(10.21) £ - S == (-gr G eb))' /2

Pour X, +b(x') <0, on a donc deux racines réelles et puisque f doit &tre
croissante sur y quand X, augmente, on voit facilement qu'il faut choisir

le signe + dans (10.21) pour récupérer f dans (10.15) et que :

£(x) =a(x') +x_ £ (x*) + (x,*b) (&, ~E-(x")) +5 c(x",£) (€, - ES(x"))°
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od il faut donc substituer (10.21) avec le signe + :

"o C iy oo 2 —(x +h)3/2
(10.22) f(x) - (a(x") X, §n x")) 3—?’77 ( (Xn b))~ % .
Ici ¢>0 est une fonction analytique de x, (-(xn'rb))]/2 égale 3
c(x',Cg(x')) pour xn+b=0. Donc :
(10.23) £(x) =a(x") +x_ €5 (x") +Glx , (-(x +b)) /)

oit G(x,s) est une fonction analytique avec G = @(53).

Prés de xl=0, onvoit donc que f se prolonge analytiquement au domaine
v
X, +b<0 et demaniére C1 dans X+ bs 0 et que: f=f/C=a(x") +anrc‘ (x")

est de nouveau analytique. Pour ce prolongement,on a : f(x) >d(U,x) -So .

En un point de H (= H_1(C)) on sait que dIl(Hq) est tangent 3 C.
D'autre part,par 1'équation eiconale pour f (qui reste valable pour Xyt

bg0), cette projection vaut 2Vf(x) et donc :

(10.24) VE(x) €T,C pour wx€C .

Si on munit C de la métrique euclidienne induite, il est alors clair que:
(10.25) IvE =1l vEll ., @H2=V sur C.

s

Puisque la distance d'Agmon d'un point x €C a 30 est de 1'ordre de
grandeur V(x)3/2 , 1'inégalité triangulaire montre qu'il existe une cons-

tante C0>0 telle que :

¥ 3/2
So+f(x)*C0V(x) >S5 vxeC ,

0 »

(10.26) f2-c VY2, wxec.
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Lemme 10.2. Il existe un voistnage U de z, dans C et une constante

"
C>0 tels que flx)2CV(z), z€EU.

Démonstration : On travaille sur C prés de X, ol V est une fonction >0
et analytique. Si co>0 est assez petit et si |y| seov (x)‘lz, alors
V(x) ,V(x-y) sont du méme ordre de grandeur (uniformément quand x et y
varient). Si on applique un développement de Taylor 3 f(x-y), on obtient

a 1'aide de (10.26) et de 1'observation ci-dessus :
v N
Fx) -7 () -y +C, (V02 +yH) 50 .

Avec y-cv'%'(x), on trouve 3 1l'aide de 1'équation eiconale dans (10.25) :

3/2

¥ -V () + € (VYo fvy 20,

ce qui donne 1'inégalité voulue si on est assez prés de Xp» od V est aussi

petit que 1'on veut,et si 1'on choisit €>0 assez petit. -

Remargue 10.3. Supposons que (prés de X4 ) C N30 =T soit une sous-variété
lisse. Par une analyse facile et directe de 1'équation eiconale (10.25) et
en utilisant aussi le lemme précédent, on voit que les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(%) C a un contact d'ordre 2 exactement avec 30 le long de T,

c.3.d. : V|(x) vdist x,n2.

N
(%) f=f|c s'annule 2 1'ordre 2 exactement sur I', c.a.d.
N
f(x) vdist (x,l‘)2 . D'autre part, (««) entraine que T est

une sous-variété pas seulement Cw, mais analytique.

On peut prolonger f au travers de C 3 1'aide de (10.15), mais le
prolongement n'est pas unique, car il n'y a pas de choix canonique pammi

les deux points critiques qui sont maintenant camplexes. Bien entendu, les
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deux extensions de f sont aussi données par (10.23), od il faut maintenant
choisir une branche de la racine carré. Pour xn+b >0, on obtient f=

f] 7if, oa f,,f, sont réels et analytiques en (x,(xn*b(x'))]/z) ,
£1|c=¥, £|c=0. De plus,

(10.27) fz(x)w(x“*b()t'))s/2 ,

pendant que f1 est analytique dans xn+b)0. Evidemment, les deux exten-
sions de f peuvent aussi s'obtenir par prolongement holamorphe de f, ol
il s'agit simplement de contourner le camplexifié de C dans un sens ou dans
1'autre. I1 est alors clair que 1'équation eiconale (t")2 =V reste véri-

fiée dans xn¢b>,0 et on obtient donc :

(10.28) Ve (E) 70 W)= (V£ V()

Si 1'on pose '§'=xn*b , 1l résulte de (10.27) que Ve estun champs
. 2
de vecteurs 3 coefficients analytiques en x ,E]/Z de la forme Ve = @(’E) +
2

'\,1/2)'&:1/2

a(x,g VE’ avec a>0. En coordonnées locales vy = (y' ,yn) t.q. C
. v 9 .
soit donnée par y =0 et Vg =§-y—n »On trouve alors :

n
] .
(10.29) sz 1Zaj(y)m » 3,0 Oy » 1sjsn1
1/2
a M~y ™
ol de plus aj est une fonction analytique de (y',y:‘/z). On peut alors dé-
singulariser Vf 3 1'aide du changement de variables : z'=y', zn=y3‘/2
2
qui donne :
n 3 2 .
(10.30) vf2=§ bj(z)s—z? » by =0(z) , 1sj<n1
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Le changement de variables x—z est un difféamorphisme analytique local de
X, +b>0 sur zn>0 , et la premiére équation de (10.28) et le Lemme 10.2

montrent que :
(10.31) £,30 ,

et on a égalité exactement pour les points x t.q.,pour un t<0 convenable,
4"
on ait : exptVe (x) €{y€C; f(y) =0} ={1'ensemble des points du type 1} €
d
Cnab.
Remargue 10.4. Faisons les hypotheses de la Remarque 10.3, y campris (»)
et donc (s»). Dans ce cas, I' est 1'ensemble des points du type 1 et 1'ensem-
ble G des x avec xn*b(x') >0, tels que exp(tVfZ)(x) €T pour un
t=t(x) <0 convenable, est une sous-variété analytique avec codim nG =
R
codimc [, d'aprés le changement de variables x-+z ci-dessus. De plus,
£,(x) vdist(x,)* unifornément dans x_+b(x') >0.

Prés de Xy » nous allons maintenant étudier des fonctions oscillantes

de la forme
1

- ~(x Eq*B (x",E D /h
(10.32) u(x,h) =1(a) (x,h) =h ZJ a(x',Ep,he nn "de
Y(x)

n »

ol a(x',c:n,h) est une réalisation (voir [S.1] pour la terminologie utili-
sée) d'un symbole (semi)-classique analytique défini dans un voisinage de
x'=0, En =0 :

(10.33) a6 ) vh ™ T A () W o,
i€y N

Ici tous les aj sont définis et holomorphes dans le méme voisinage de 0 et

vérifient la condition de croissance habituelle :
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) J*+1 .3
(10.34) | Iaj(x HADI R GRS

Le mot "semi'" se référe aux demi-puissances de h qui apparaissent mais
Qi ne causent aucune différence essentielle par rapport au cas des sym-

boles classiques.

I1 faut bien entendu spécifier le choix de Y(x) dont les extrémités
seront fixées. On cherche 3 rendre Re(xn £n+ g(x',En)) aussi grand que pos-

sible sur v

I. Pour xn+b(x') <0, on a deux points critiques réels en En : C;(x)

avec £;(x) <£;(x') <£:;(x). La fonction R3 En*xn£n+g(x',£n) a un ma-

ximum en E; et un minimum en E; . A 1'intérieur de 0 on cherche plutdt a

avoir la solution (10.32) qui est exponentiellement grande et on va donc
3

faire passer Y(x) par E;. On a d'aprés (10.18) et du fait que 2—§>0 :
3

[-%

n

(10.35)  x £ +g(x',E) = £(x) + e(x) (&, -EmZ+E)(E € ...

o) €(x)>0, en effet e(x)=c"(x',E ) (e;;-s;)m(-(x"+b))'/2 et &(x)>0
reste uniformément minoré par une constante >0 dans tout un voisinage de
' 0. On dessine alors les régions, ol Re e(x) (En -E;)Z >0 et

Re E(x) (En - C;)S >0 qui sont respectivement :

£ ()
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On choisit alors Y prés de £n=£; de la forme :

Y@ =g+t et UM e rgo

i6 (out)t

Y(X)(t)=€;(x)+te Ostse

0

od 6(out) €10,0/6[ , 6(in) €1n/6 ,N/4[. Alors,sur cette partie de Y(x),
on obtient :

3
|

(10.36) Re(x, € +8) 2 £(x)+Cyl&, &
ol C0>0 ne dépend pas de x.

II.  Pour xn+b=0. la discussion précédente s'applique avec e=0, et

on fait le méme choix de Y(x)

(-egrgg) ”

III. Pour xn+b >0, on a deux points critiques conjugués cr'l et 5;;

avec Im£"1< 0. Des considérations géométriques (voir la Remarque 10.6,10.42)
montrent que si 1'on veut construire des solutions asymptotiquement sortantes °
au sens de (10.41) et (10.43), alors il faut définir f(x) comme la valeur

critique ::S]E;l+g(x',5,'1). I1 faut donc faire passer Y par &1'1 On a
x £ g(x',E) =£00) -1 () (&, - &7+ (g, - g% +oen

o e€(x)=a(x)(1+1 0o(1)), é(x) -E(x)(1 +i o(1)), quand xn*b-»O , ol
a(x) >0, E(x) >const. >0. Le terme cubique a donc le méme camportement
qu'avant, tandis que Re(-ie€ (F,n —EI‘])Z) est >0 grosso-modo pour

arg (€, -&7) €]0 ,%l uln ';7’2’1[ . On peut alors choisir Y(x) [-¢ essen-

o'eo)
tiellement de la méme fagon avec les mémes valeurs de 6(in) ,8(out) :
Y ® =g+t UMW e ceco

\r(x)(t)=£,'1(x)*teie(m’t)t »  Ostsey
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et,sur cette partie de Y(x), on a encore (10.36), quitte 3 remplacer E;
par 5,‘1 et f par Ref. (Pour obtenir la solution asymptotiquement ren-
trante c.3.d. celle avec f remplacée par t:- dans la zone III, il suffit
de rerplacer Y(x) par son image par conjugaison complexe ; ’Y_(;). Par dé-
formation de contours on voit alors que, dans la zone I, la solution sor-
tante et la solution rentrante coincident modulo une erreur exponentiel-

lement petite par rapport 3 e-f(x)/h).

Pour x assez voisin de x;, on peut maintenant facilement étendre la

définition de Y(x) a [-2 cO,Z 50] de telle maniére que

1°) y(x)([-2 co,-col U[co,z col) reste uniformément €éloigné de 5; et E,'\
respectivement ,

2°) y(x)(:2 €y) ne dépend pas de x,

3°) (10.36) reste valable sur 1'image de Y(x) (avec les modifications

" 5;-»&;1 ", "f+Ref" pour xn*b>0).

Soit X3 assez proche de Xy dans la région xn+b(x') <0 et soit
N N
U un petit voisinage complexe de X3 . Alors,pour x €U, 1'intégrale (10.32)
peut étre ''calculée' 3 1'aide de la méthode du col (voir par exemple [Sj,

Astérisque n° 95], section 2) et on trouve

(10.37) I(a) (x,h) = a(x,h) e f(X)/h ,

ol 3 est aussi la réalisation d'un symbole semi-classique analytique d'or-
dre m. Pour connaitre le développement asymptotique de 3 dans 'l\j, il suf-
fit de connaltre celui de a dans U={(x',£ (x)) ;x€U}.

On a donc une application des symboles analytiques semi-classiques formels
d'ordre m définis dans U dans la méme classe vis-a-vis de 8, qui est donnée
via un opérateur intégral de Fourier elliptique au sens de [S.1], section 4,

et on sait donc aussi que cette application est bijective.
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I1 faut maintenant analyser 1l'action de P--th*V sur I(a).

Proposition 10.5. Sott a comme dans (10.32). Alors tl existe un vot-

sinage U de x, et un nombre €,>0 tels que :

1
~ -3 =< & /ha, A~
P(z,0_) (I(a)(+,h)) ~h 21 ¢ " P(z',€,0_,, gn,h)(e’g/"a)dg .

(10.38) vl=)
: @(‘-(Re flz)+ cl)/h)
wniformément powr z€U. Iei ?:Bﬁ,-szrz',%’é: ), od D=hD, 3=h3 et
ou w:g%e ) est considéré camme un opérateur p:cudadifférentiel dont
n g9/h

l'action sur e 9/ "a est définie soit par le développement asymptotique
standard, soit d l'aide d'un contour d'intégration dans l'espace En‘ 8 ou

8 tndique la variable duale de En. (Voir [S.1], section 4).

Démonstration : L'action de -th sur I(a) est facile 3 calculer et donne
lieu 3 1'opérateur Bi. -E!Z‘ sur e’g/ha . I1 s'agit donc seulement de trans-
former la multiplication par V(x). On peut ici traiter x',xn comme des pa-
ramétres, par rapport auxquels il faut travailler uniformément. Alors si
o(x',cn) = - Re (%En*g), on a (dans un assez grand voisinage de (0,0)) :

-X -g(x',§ )/h
e nE"V(x',g'g )(e n a(x',gn,h)) =
n
(10.39)
-(xn €n¢g(x' )in))/h (0'5*‘)/‘h

N
= V(x',xn+a£n) (e a(x',g,h)) +O (e ) .

N

D'autre part : V(x',x *3’ ) =V(x) +'§' oF(x,3, ), o) F est un opérateur
n "gn 3 €n

n
pseudodifférentiel en 3

tn
par rapport a e°/ h, on obtient alors :

. Modulo des erreurs exponentiellement petites

-(x_ € +g)/h
Vixhg e3g ) PN a)
(10. 40) . n

-x_£ +g)/h -(x_£ _+g)/h
=Vx)e "M ) +'a”€ e nNRTg
n
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ol. ¢ est le symbole analytique (semi-classique) qui apparait dans :
-(x, € *8)/h -(x, €,*8)/h
n °n a)=e DO

4"
F(x,’c)g ) (e

c(x',g ,h) .
n n

I1 suffit alors de constater que :

= (e
Y(-2 t:0)

’

-(x £ +g)/h -(x_£_+g)/hyY (2 € -(Re f+¢,)/h
I%‘g (e "l n C)d£n=[he nng @ 1 )
n

Y

ol € >0.

1'intégrale (10.32) se ''calcule' aussi par la méthode de col dans un voi-
sinage d~ X4 et on a encore (10.37) que 1'on préfére maintenant écrire

ccmme :
(10.41) 1(a) (x,h) =3’(x,h)ei(i€) (x)/h ,

od 3 est comme aprés (10.37). Le choix du point critique Er'l plutdt que ;;,:

détermine un choix de branche de f, et on rappelle (c.f. (10.31)) que :
(10.42) Imif(x) 20 .

Si on pose alors 'Ai £= {(x,1 f)'( (x))} o2 x varie dans un petit voisinage
complexe de 1'ensemble des points x réels (et proches de X, ) tels que
xn*b(x') >0, et Aif,R= ((x,if)’( (x)) ; x est récl et Imif(x) =0},
alors (localement) :
R -1 - .
(10.43) Ay £SP o , l\i £,R" {exp(t Hp) (x,0) ;
t>0, xeaOan(U,Su)} .

Le fait que 1'on a ici "t>0" plutdt que "t<0" signifie que I(a) est

asymptotiquement sortant.

147



B. HELFFER - J. SJOSTRAND

Rappellons maintenant les constructions BKW de [HS.I). Soit -Ay"
%<V"(x0)y,y> 1'oscillateur harmonique localisé associé 3 P,U. C'est
un opfrateur auto-adjoint semi-borné sur LZ(R") avec un spectre discret
et dont les valeurs propres sont de la forme g (aj *%)uj , G = (u1 ,...,an) €

N'. Ici ¥y >0 et Mps+eeptu, sont les valeurs propres du linéarisé

n
du champ hamiltonien en (U,0) ; cette description donne aussi la multipli-
cité des valeurs propres de maniére naturelle. Soit Eo une valeur propre
de multiplicité N, et €9 >0 assez petit pour que [Eo -€g» Ep *eol ne
rencontre pas d'autres valeurs propres. On pose alors Io(h) = [h(Eo-co) ,

h(l:'.0 *co)] et on rappelle le :

Théoréme 10.7. ([H.S.1], le résultat correspondant dans le cas c

est essentiellement did & B. Simon [S5i.2]).

St h>0 est assez petit,alors Io(h) contient exactement N, va-
leurs propres (comptées avec leurs multiplicités) ; Upseoesby - Iet chaque
0

valeur propre est la réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique

k -
(10.44) ui(h) ~h J ) E; B s Ej o=E,
ke m
(ou donc plus précisément, powur chaque C >0 assez grand, il existe un

>0 tel que :

luj=h ] Ei i W =0, nso) .
L
0<k<5-1h-
On dit que ”j a la multiplicité asymptotique N1 ,» Si il y a exac-
0
tement N, des ¥ avec le méme développement asymptotique que My La
0
vraie multiplicité de uj est donc (pour h>0 assez petit) inférieure ou
0

égale 3 N1 .
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Théoréme 10.8. ([H.S.1]). Soit Hy une des valeurs propres du théo-
réme précédent et soit N, sa multiplicité asymptotique. Soit E l'espace
engendré par les vecteurs propres correspondants. Alors il existe une base

-]
00, @p5.0.,0, dans E telle que,dans un voisinage QcM, (convenable)
1

0
de U, on ait :

-n/4

(10.45) wj(x,h) =h aj(z,h) exp ~d(U,z)/h .

Iet aJ. est une rialisation d'un symbole analytique (semi)-classique :

am.
J -v/2
(10.46) a(z,h) x_{c a; ,(z) h ,

N
ou les a; . sont holomorphes dans un ouvert Qe avec UNKE'=Q et
- \"]
0"\,‘0””0‘ )

v>0 .
5 pour

Dans la suite on se place toujours sous les hypothéses du Théoréme
10.8. Avec N, >0 assez grand et I(h) = [u,(h) -th » 4y (h) *thl , on
pourra appliquer les résultats de la section 9 (en remarquant toutefois
que les “’j ne sont pas nécessairement des fonctions propres mais qu'il
existe une matrice orthogonale (“’j,k(h)) telle que les fonctions gj =
) ‘”j,k @ le sont). Il s'agit donc d'étudier N] résonances (comptées avec

leur multiplicité) et en particulier leurs parties imaginaires.

La premiére €tape (d€ja en grande partie achevée) est de prolonger
les solutions BKW dans (10.45) comme solutions approchées convenables de
1'équation: (P-hE(h) )o~0. Ici on écrit: uy(h) =hE(h), E(h) '\::Ev hv.

vEx N

Soit § un petit voisinage ouvert de Y([-«,0]) que 1'on diminuera
un nombre fini de fois dans la suite. On pose ?2;={x Eg;xn*b(x') >0},
?7'_ ='$\2'\(3¢ uC). Alors camme nous l'avons déja constaté, S0 +f(x) (>d(U,x))

: . 3 .
sera une fonction analytique dans Q_. Pour alléger les notations,on se
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concentre sur ©®=¢, et on écrira a 3 la place de aj . On peut alors fa-
cilement étendre la définition de a(x,h) 2 ?f_ comme symbole analytique

formel, en résolvant successivement les €quations de transport imposées sur
les différents termes dans le développement asymptotique de a par 1'équa-

tion formelle :
(10.47) /M b _hEm)) @ T®/Mayno dams §_ .

Prés de C, f et a développent des singularités, donc dans un voisinage

de Y(-€) pour €>0 assez petit on représente a e'f/h

formellement
came I(c)(x,h) od c est un symbole analytique semi-classique formel du
méme ordre que a. A priori c(x',En,h) sera défini seulement dans un pe-
tit voisinage de (x'(-c),&n(-c)) , ol "\Yl(t) = (x(t),&(t)) = (Y(t),E(t)) est
la bicaractéristique de q-EZ -V qui se projette sur Y. Or, la corres-

pondance c-+a est une bijection et donc d'aprés la Proposition 10.5, on

sait que formellement :
(10.48) M B -hEm) @®Pcyno .

Cela méme 3 des équations de transport pour c qui font intervenir un 6pé-
rateur de transport dont la partie différentielle est un champ de vecteurs
dont t *(x'(t),gn(t)) est une des courbes intégrales. On a donc une ma-
nidre de prolonger la définition de c 3 tout un voisinage de {(x'(t) ,Cn(t));

|t] s€} de telle maniére que (10.48) reste valable.

Si 1'on choisit une réalisation de c, on peut alors définir I(c)(x,h)
dans tout un voisinage de X, vérifiant :

m,-1/2  _
(10.49) 1C)(x,h) =@ ' )eRef/h

~(Re f+ 51)/h
(P-u])(l(c))(x.h)'@(e )
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uniformément, ol € >0. Dans un voisinage de Y(-€), on a aussi :

i ~Re f+e,)/h
(10.50) 1) -a e fM=@(e Ty

si a dénote aussi une réalisation.
. .. v . -f/h
Quitte 3 diminuer Q on peut maintenant recoller I(c) et ae

3 1'aide d'une troncature C standard, et on obtient :

Proposition 10.9. Sous les hypothéses du Théoréme 10.8., tl existe

N
un votsinage ouvert Q de Y([-«,0)), des fonctions uz(z,h),...,uN (x,h)€
1
c‘”(ﬁ) , des symboles analytiques formels aj(.z:,h),...,a” (x,h) définis
1

N
dans Q~C et prolongeant ceux du Théoréme 10.8, ainsi qu'un nombre ) >0,

tels que :
n/dem +1/2 €y/h (Poutu.= O =(Sy*Re f)/”)
(10.51) [ A Hpfug =Tl
uniformément dans ?2',
~ (So+f)/h
(10.52) Sur tout compact dans Q~C ; e uj est une

réalisation (au sens des symboles analytiques) de
h_n/4 a..
J
On rappelle encore une fois que S0 +Ref= S0 +f>d (xo,x) dans
LY
'5_ UC et que Ref20 dans @, uC, avec égalité seulement sur les courbes

bicaractéristiques de p issues de aaan(U,SO).

Comme 3 la fin de la section 9, on introduit les fonctions vj =I'lF wj,

.=ij , et il s'agit maintenant de camparer Vj et u.. On

ol F=®Fz , wJ 5

\Y
ale:

Théoréme 10.10. On fait les mémes hypothéses que dans le Théoréme

10.8 et on introduit uj et vJ. comme ci-dessus. Alors, quitte d diminuer

1'ouvert ?fautaur de Y([-=,0]), il extste €,>0 tel que

2
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-(a(x) +62)/h
(10.53) u;=v; =0 (1) e

untiformément sur 8. Ici on a posé s8(z) =d(U,x) dans Bd(U,So) » 8(z) =5,
dans le complémentaire.

Démonstration : On pose:w=w. =u. -v. . Puisqu'il existe une matrice or-

J )
thogonale (w. ,) telle que $. =L, @, » Tous pouvons appliquer le Théo-
J,t N 3 .k
réme 9.9 avec u'j =X wj , '\\/'j -HF “'j , et,puisque 1'on récupére Vj a partir

des '\\r'j en inversant la matrice (wj k) , on en déduit que :
’

(10.54) Pour tout €>0, ona: w_@(e(e-s(x))/h)
uniformément sur ?2'
On montre facilement 2 partir de (9.43) et (9.46) pour les '\‘r'j que

les vj vérifient aussi (9.43) et qu'il existe un eo>0 tel que

-(eg*s(x))/h

(10.55) (P-u])w=@(e ) uniformément sur a.

Toujours en inversant la matrice (wj k), on montre que vj -wj vérifie
(9.42) et alors le Théoréme 10.8 et 1la Proposition 10.9 montrent qu'il

existe un voisinage Q de U et un e0>0 tels que :

-(gp*s(x))/h
(10.56) w=0 (e ) uniformément sur Q.
N
Pour x€Q_, on pose :
(10.57) k(x) =min(eg +s(x) , mfN d(U,y) +d(y,x)) .
Yy €99_
Alors :
(10.58) k(x) ;So , pour x E?Z'_ dans un voisinage de X1

k(x) >d(U,x) pour x€Y([-=,0[) ,
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et en multipliant w par une fonction dans C;(?i.) qui vaut 1 sauf dans un

2

petit voisinage de la frontiére, on montre 3 1l'aide des inégalités L“ 2

poids comme par exemple dans [H.S.1,2], que :
(10.59) w=@(e(e-k(x))/h) uniformément dans ?2‘_ ,

N
pour tout € >0. Puisque 1'on s'accorde le droit de diminuer @, il suffit
Sp/h
maintenant de montrer que e w=w est uniformément 3 décroissance expo-
nentielle dans un voisinage de Xy Si Q, est un petit voisinage de X{

on sait que

(10.60) Q=@(e€/h) dans @, pour tout e>0 ,

o/

-en/h
(10.61) P-uw=0(e ) dans Q, pour un ¢€,>0 .

Ici (10.60) résulte de (10.54), (10.58), (10.59) et nous permet d'é-
tudier w microlocalement prés de (x1,0) de la méme maniére que 1'on avait
fait pour Vj au-dessus d'un point de type 2 3 la fin de la section 9. Soit
donc T comme 2 la fin de la section 9 et Y la bicaractéristique de P pas-

sant par (x],O) a 1'instant 0.

Les arguments menant 3 la Proposition 9.12 montrent aussi que si
~ -
s>0 est assez petit et si X.(SEC“E;(SI1 ~Q_) wvaut 1 prés de l'[xy(-s) , (o
' So/h

I estla projection naturelle sur 1'espace des x), alors e TX . V.
est 3 décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de Y(-s).
D'autre part, la Remarque 10.6 et une application simple de la méthode de
la phase stationnaire permettent de tirer la méme conclusion concernant
Sy/h

e 0 sz uj . Si X4 ECE(Q]) vaut 1 prés de Xy, On trouve alors 3 1'aide

de (10.60) que Tx] w est 3 décroissance exponentielle uniforme prés de
chaque point ;(-s) pour chaque s>0 assez petit. Utilisant alors (10.61)

ainsi qu'un argument de déformation standard (déja évoqué 3 la fin de la
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section 9),on trouve alors que :

(10.62) Tx] W est 2 décroissance exponentielle uniforme
dans un voisinage de §(0) = (x1 ,0).

Puisque (xl,O) est le seul point '"non-elliptique' pour P-u1
au-dessus de Xy » on montre facilement 2 partir de (10.60)-(10.62), par
exemple en utilisant le calcul pseudo-différentiel de la section 6, que w

est 3 décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de Xy - -

On peut maintenant étudier la partie imaginaire des résonances. Soit
N
1
z(h) une résonance associée 3 F et soit Vv€F de la forme v= ; nj vj ,

Ny

-

nec ', |Inll =1, avec :

(10.63) Pv=z(h)v .

Nous allons appliquer la formule de Green 2 un domaine ouvert WceR" de
bord C~ par morceaux, qui contient Bd(U'SO)' Plus exactement,soit wo ccR"

2 bord C” et contenant Bd(U,So). Alors,pour €>0 trés petit,on pose :
(10.64) Wt{xEWO;V(x) >-¢} .

Alors,dans un voisinage de Bd(U,SO) n 30 , le bord W est donné par V(x) =
-¢ et les Théoréme 10.10 et la Proposition 9.12 montrent que,pour un point
de 3W, ou bien on est proche d'un point de type 1 et alors les fonctions
Vj (mais pas nécessairement v, car les n; peuvent dépendre de h de ma-
niére incontr6l€é) sont de la forme BKW (10.41) modulo une erreur exponen-
tiellement petite devant e- h » ou bien on est loin de tout point de -
type 1 et alors eso/h Vj est exponentiellement petit.

Si (|) et || || désignent respectivement le produit scalaire

et la norme dans LZCN') , la formule de Green appliquée a3 :
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0=((P-zm)v|v)-(v]| (P-z(h))V)
donne :
2_ .2 v =
(10.65) Imz(h) « ||v]] “=-h ImJ a-:vds .
W

ol dS est la mesure de surface sur 3W et n désigne la normale unitaire

extérieure.

Ici || vi] 2.1 est exponentiellement petit puisque Vl””'vN1 est,
modulo une erreur exponentiellement petite,une famille orthonormée dans
S,/h

"y

oW

petit voisinage Qr des points de type 1. Donc il existe eo>0 tel que :

L2 (W). De plus e est exponentiellement petit en dehors d'un

-~ -(2S,+¢€4)/h
(10.66) Imz(h) = -h Im I NVds+@ (e O oy
awnnl
-(So*eo)/h
et de plus les vj sont modulo @ (e ) de la forme BKW (10.41)

dans W nQy ={x €9y ; V(x) =-€}. On peut donc aussi dans (10.66) remplacer

les vj par leur forme BKW.

Nous allons tirer plusieurs conclusions de (10.66) et de la forme BKW

des vj . La premiére est une majoration sur - Imz(h).

Théoréme 10.11. On fait les mémes hypothdses que dans le Théoréme

10.10. Alors il existe C,>0 tel que

0
1-n/2-2 mzx (mJ.)

-2 SO/h
(10.67) Os-Imz(h)sCO h e .

Iet Miseeesm gont domnés par la Proposition 10.9.

!

Ici on rappelle de [H.S.1] que max(mj) peut &tre majoré explicite-
ment 3 1'aide de Eo et des valeurs propres du linéarisé du champ hamilto-

nien de q=£2 -V en (U,0). Quand E0 est la plus petite valeur propre de
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1'oscillateur harmonique localisé en U, alors No-'N1 et m, =0. Comme le
fait A. Martinez [Ma] dans le cas du splitting pour un potentiel symétrique
3 deux puits, on peut probablement majorer le dernier membre de (10.67) par

-
Ch 0exp(-Z S (Eo)/h) , ol S(Eo) -S(Eo,h) désigne la distance d'Agmon re-
N .
lativement 2 la métrique max(V -hE,0) dx’ du puits modifié U={xe€0; x
est voisin de U et V(x) -hEos 0} 2 la "mer" modifiée de la méme fagon.

Ici C0 est une constante qui ne dépend pas de E0 .

La démonstration du Théoréme 10.11 est immédiate, campte tenu de

(10.66) et du fait que 1'on peut en plus y remplacer les v. par leur ex-

pression BKW correspondantes. On remarque aussi que si les Jpoi.nts de type 1
forment une sous-variété lisse de codimension d dans 30 et si C a un
contact d'ordre 2 exactement, alors,campte tenu de la Remarque 10.4, on
peut améliorer la majoration (10.67) :
1-n/2+d/2-2max (m.) -2S,/h
(10.68) -Imz(h) <C h e O
Regardons ensuite les développements asymptotiques :

Théoréme 10.12. On fait les hypothéses du Théoréme 10.8 et on sup-
pose en plus que N,51, que les points de type 1 forment une sous-variété
lisge de codimension d et que C a un contact d'ordre 2 exactement avec
30 le long de cette sous—variété. Soit alors z(h) la résomance (unique

et simple) correspondante. Alors

1-n/2+.d/2-2 m -2 Sv/h
(10.69) -Imz(h) =h f(h) e »

ou f est une réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique d'ordre
0. S5t E, est une valeur propre simple de l'oscillateur harmonique localisé
(et done N,=¥; =1),alors le développement asymptotique de f ne contient

que des puissances entilres de h. St E’o est la plus petite valeur propre
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de l'oscillateur harmonique localisé, alors f est un symbole elliptique
positif d'ordre 0 (et m1=0).

Démonstration : Dans ce cas,nous avons v=vy dans (10.66) et il suffit

alors d'utiliser la forme BKW de v, et la méthode de la phase stationnaire
analytique. Pour la derniére partie de la démonstration, il faut aussi ob-
server que : 3—31 Re}'> 0 sur W nnl , et que le symbole a qui apparait dans

la description BKW de v, est elliptique. -

Remarque 10.13. Pour préparer le calcul de certaines constantes dans les
chapitres 13 et 14,nous allons '"expliciter" la contribution principale au
développement asymptotique (10.69) de 1'intégrale (10.66), quand on fait les
hypothéses géamétriques du Théoréme 10.12. Soit '3l 1'ensemble des points

-de type 1, qui est donc par hypothése une sous-variété analytique de codi-
mension d dans 30 et dans C. Sans changer le développement asymptotique
(10.69) on peut remplacer W dans (10.66) par Ce={x€voisi_nage de T ;
fz(x) =¢}. Ici on écrit f==f1 -if2 comme aprés la Remarque 10.3. Soit
I'EC.ICE la sous-variété formée par les points d'intersection entre les cour-
bes bicaractéristiques de p issues de I et de CC . (Ces courbes bicarac-

téristiques sont aussi des courbes intégrales de sz).

On suppose pour simplifier la discussion, que z(h) est la résonance

engendrée par la premiére valeur propre de PM0 . Alors en dehors de C (mais
prés de C) :

-£(x)/h - S,/h
(10.70) . vi,h) =h ™4 3(x,h) e 0

o) 3 est une réalisation d'un symbole analytique elliptique classique d'or-
dre 0. Soit go(x) la partie principale de a. Alors,

(10.71) eZSO/h of, ‘Zf1/h

n ¢

- mzm) = (120 N ™2 [ 0012

C
€

157



B. HELFFER - J. SJGSTRAND

of ‘
Sur T_,on a:ﬁ-h?le et |Vf1[-0, donc par 1'équation eiconale :
) 2
—aH-/-V. On rappelle aussi que: f] (x) mdist(x,re] et on note Fe(x) ,
(o

€
x€I‘e , 1e déterminant du Hessien transversal de f1 (c.a.d. la restric-
C

€

tion du Hessien de f, arT r:). Par la méthode de 1a phase stationnaire,
C
€

on peut alors réduire (10.71) 2 une intégrale sur I‘E :

2s
(10.72) e

/h

1208 0y 012/
0 2, ‘lzf‘o | o

a/
(-Inz(h) = (1+6 ()N ——r
(F, (x) e

rc
D'autre part, la discussion menant 3 (10.37) montre que 1'on peut voir

?io(x) camne une fonction holomorphe ramifiée autour du camplexifi& de C

et que ?1'0 a une singularité en (xn +b(x'))-]/4. Donc pour x€r, la li-
mite
. 1
(10.73) ¢(x) = lim I%(y)l2 vo 2,
y=+Xx

existe, 3 condition de prendre la limite soit avec y€ U I‘E , Soit avec
e>0

y dans la réunion G des géodésiques minimales de U 3 T'. On trouve aussi
que Fc()') +F(x), e+0, y+x, o0 F(x) est le déterminant du hessien de
N

f (=f|c) restreint 3 T I, On peut donc faire tendre e-+0 dans (10.72)

pour obtenir la contribution principale a (10.69) :

2S./h
(10.78) e O (-Imz(h)= (1+@h)nY/? n!-V2d/2 fﬁm dsy. -
T X

On peut aussi décrire F camme une ' limite de 1'intérieur" de la maniére
suivante ; G est une sous-variété analytique de U de codimension d. Soit
YOEG la géodésique minimale de U 8 x €T avec Yo(t) +x, t70. Si

'f\"(t) est le déterminant en Yo(t) du hessien de f ot alors

Yo(t) + TYo(t)
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on vérifie ~que : 'l\s(t) +F(x) quand t-0.

Nous allons maintenant minorer -Imz(h) dans différents cas, en ap-
plicuant simplement les méthodes de A. Martinez [Ma] 3 notre probléme. Pour
commencer, remarquons que,sous les hypothéses du Théoréme 10.8, si EO est
la valeur propre principale de 1'oscillateur harmonique localisé alors
(10.66) et la discussion aprés montrent que 1'on a,pour h assez petit,la
minoration :

-2 SO/h

s Cn>0 .

. ) 1,172
(10.75) Imz (h) zcoh e 0

Si EO se trouve plus haut dans le spectre, des combinaisons liné-
aires des symboles aj du Théoréme 10.8 peuvent présenter des annulations
en Jes points cruciaux pour minorer 1'intégrale dans (10.66). La difficulté
est alors de contrdler 1'ordre d'annulation en x et en h. On peut se de-
mander si la minoration (10.75) n'est pas toujours valable. Les deux résul-
tats ci-dessous montrent que c'est presque toujours le cas. Ces deux résul-
tats ainsi que leurs démonstrations sont de simples transcriptions 3 notre

situation des résultats de A. Martinez [Ma].

Théoréme 10.14. On fait les hypothéses du Théoréme 10.8. St N, =1,

1
alors on a la minoration (10.75) pour toutes les résonances exponentielle-

ment proches de My

Démonstration : On se contente de rappeler les grandes lignes des démons-

trations de A. Martinez [Ma]. Il s'agit de minorer

(10.76) h Re B (a elD/h) 5 (JGD/ g

/s H/h-Sy/h A N
od h ae est 1'approximation BKW de v,, et o) D = '

-

On observe ici que la méme approximation BKW est valable prés de chaque
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composante connexe de Bd(U,So) na0 dans oW.

On introduit des coordonnées locales Y{seeesY, teQ. aW soit donné

P <.
par yn=0 et Dn=Dy . On rappelle que a el(lf)/h est une solution BKW
n

de : (P-hE(h)) (a ei(if)/h) ~0, et que if est "sortante'. Prés d'un point
(yo,if' (yo)) avec :y, €W, Im if(yo) =0, on peut alors construire des
opérateurs pseudodifférentiels analytiques (semi)-classiques d'ordre 0
Q(y,By,h) et A(y,By,,h) tels que :

A" N N
(10.77) (P-hE(h))=Q(y,D,,h) e (D, -A(y,D,,,h))

Y Yn b4
au sens formel, microlocalement prés de (yo,if'(yo)). De plus, Q est ellip-

tique.

On peut choisir Yn globalement, et on vérifie alors sans peine que
a"]
A(y',O,Dy. ,h) est un opérateur pseudodifférentiel formel, défini microlo-
calement prés de la restriction a Cc de 1a section nulle de T*aW~0. Ici

Cc ={x€3W; Imif(x) =0}. De plus, le symbole principal A0 de A vérifie :

(10.78) ReAj>0 .

Les opérateurs Q et A agissent naturellement sur des expressions
i(if)/h

BKW de la forme e et on obtient sur W :

(10.79) Bn a et (/Mo (1(15)/hy

ol on écrit A=A(y' ,O,By,,h) pour abréger. L'expression (10.76) devient

alors modulo une erreur exponentiellement petite :

(10.80) h Re [ A elGD/My 4 JBiE/h 4o
aWnQ

On vérifie ensuite que,dans le calcul semi-classique des opérateurs pseudo-
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différentiels formels agissant sur des expressions BKW, on a le droit d'u-

tiliser 1'adjoint d'un opérateur. On obtient alors :

(10.81) h J T (a+at (@ e 1My 118/ 45
oW nnI

Ici ’]Z (A+A*) est elliptique >0 et on peut construire un opérateur semi-

classique analytique formel elliptique d'ordre 0 tel que % (A+A*%) =B*B.

Alors (10.76) devient modulo une erreur exponentiellement petite :

(10.82) h ( Ib eiif/hlzdsahflbiz 2 mif/h 4o

W nQI
o) b est le symbole analytique du méme ordre que a, donné par :
(10.83) bel1f/h. p(a l1f/h

) .

I1 suffit donc de montrer que b ne s'annule pas 3 un ordre trop élevé sur

C .
€

Soit Y : [-«,0] -0 U(x]} une géodésique minimale de x0=U a
Xy €30 an(xo,SO) (projection d'une q-bicaractéristique ;') comme au début
de cette section, et soit Y' : [0,t(e)] 3t+R" 1la courbe bicaractéris-
tique pour p de X a 9W (projection de la p-bicaractéristique ;). On
note ';] =Y'(t(e)) 1le point d'arrivé sur oW, et on choisit des coordon-
nées locales y'= (y],...,y _1) sur oW centrées en 3‘61 . On rappelle fina-
lement que a est d'ordre m, E% N, de la forme :

Zm]

(10.84) at,h) v ] a () nv/2

- ™

Lemme 10.15. Il existe v 20 tel que a, *@(ly'!WJ)-
W

Démonstration : Supposons le contraire. Alors av| =0(|y’|‘”1) pour
L

tout v >0. Regardant les équations de transport pour a, on véfifie alors
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assez facilement que, pour tout v 30, a, s'annule 2 1'ordre v+1 en tout

point Y(t), 0<t<t(e).

Les équations de transport pour a dans ?1'* et dans ?i_ sont évidem-
ment les mémes 3 des changements de notations prés. Ainsi par exemple vY(t) =
Y'(it). Donc quand on intégre les équations de transport par exemple le long
de la courbe y' on peut faire un détour dans le camplexe prés de H pour
contourner H et ensuite retrouver Y. Par cet argument on trouve donc que
a, s'annule 2 1'ordre v+1 en tout point Y(t), -~<t<0, Faisant ten-

dre t vers -« on trouve en particulier que a, s'annule 3 1'ordre wv+1

en xg. Ceci est en contradiction avec le fait que @ soit normalisé dans
2
L.

Utilisant maintenant la relation (10.84), le fait que B soit ellip-
tique d'ordre 0, et le lemme, on voit que la conclusion du lemme reste va-
lable avec b remplacé par a. Travaillant toujours dans les coordonnées y',

on constate alors qu'il existe C0 >0 tel que :

(10.85) T w2 ey L,
la'] s 2m, 0
. ' 1/2 3 1) ‘I/Z Al
pour h assez petit. Pour |y'|<h’®, on écrit z'=h y', et par la

formule de Taylor :

by, =T w172 5@ ) 218" /0t + o 0'/?)
(10.86) la'f <2m

1
=p,z) + 607 .
varie donc dans un espace de dimension finie de polynOmes et (10.85)
Ph
donne une minoration d'une norme de Ph dans cet espace. Camme norme équi-

valente, nous avons aussi la norme L2 sur B(0,1) ={z';|z'| <1}. Donc

3C1>0 tel que :
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1
(10.87) Il > &

L¥@,1y)

pour h assez petit. Donc pour h assez petit :

I |b|2 &2 Iif/h 4o >C1“ b dy' =
Mna 2y a2
(n-1)/2 (n-1)/2
- [b]? ¢z' > B :
SNEYN 3

ol C2 ’CS >0. Cette minoration donne le Théoréme.

Théoréme 10.16. On fait les hypothdses du Théoréme 10.8 et on se
place maintenant dans le cas N1 22. Sotent = Yyseees Y, les valeurs
propres du linéarisé du champ hamiltonien em (U,0) , (avec YJ- >0). On

n
sait donc que {u enN’; ) (é+aj)yj=Eo} contient exactement N, éléments
J=1

et que les valeurs minimales de 2mJ. dans le Théoréme 10.8 sont les valewrs
correspondantes de |a| =a;+... +a,. On suppose que toutes ces valeurs sont
égales : 2m1 . Alors pour chaque résonance z(h) exponentiellement proche

. dans Wy on a la minoration (10.75).

Démonstration (d'aprés A. Martinez [Ma]). Soit aJ(Vz)(z) la partie hamogéne
’

de dov (v >0) dans le développement de Taylor de aj v €M Xp (Voir
(2m,)
(10.46)). Alors on sait en plus que les polyndmes homogénes aj 2m.
[ |

j=1,...,N1 , sont linéairement indépendants. On en déduit facilement qu'il
N
existe une constante C0 >0 telle que,pour tout ne€cC ! de norme 1, on
ait
/2., \a 1 1
) | (h ) an(x,h)l ;CE pour |x-x0| < CB
la|=2m,
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N
1
Iei a = ; nja - En effet, il suffit de montrer une telle minoration pour

X=X, et ensuite d'utiliser seulement que : (hV2

3)°% a ., |aj =2m, est
dans un ensemble borné dans 1'espace de symboles d'ordre 0 quand n varie

N
dans la sphére d'unité dans € 1. On se contente maintenant d'une minoration
plus faible :

N
(10.88) I1 existe Co >0 tel que,pour tout ne€C ! de norme 1 :

i (UL L a (x,h)| >’C15 pour |x-xg| ‘CIB .

|aj<2 my

Lemme 10.17. Il existe CD>0 tel que (10.85) soit vérifié pour
N
tout n€c ? de norme 1. Ici on pose a=a, et on prolonge a e f/h gelon
la procédure déja décrite (au travers de C a l'atde d'une intégrale oscil-

lante etc.), et,comme avant,on définit b par b e-f/hza(a e-f/h).

Ce lemme entraine le Théoréme, car si z(h) est une résonance, alors
N
1 N
Jv= ; n;vj avec n=n(h) €€ ' normalisé tel que: (P-z(h))v=0, et on

peut conclure comme dans la démonstration du Théoréme 10.15.

Démonstration du Lemme : On constate d'abord qu'il suffit de montrer (10.85)

(uniformément par rapport 2 n) avec b remplacé par a. En effet, puisque

B est d'ordre 0, on voit facilement que

W27 nle'l/2 1, @) o,y

|a'|¢2m,

< Const. (/2o T nlo'1/2 12D o,

lat|¢2m,

et puisque B est elliptique, on a aussi une inégalité dans le sens opposé.

164



PUITS PONCTUEL DANS UNE ISLE

La relation formelle (P-hE(h)) (a ei)‘f) ~0 donne des équations

de transport que 1'on peut utiliser pour montrer que :

(10.89) h/Z+ T nlo'l/2 130 g py|an!/2s 7 nlol/2 3@ g ) .
la'|<2m, ' lal¢2m,

Pour le voir, on se place dans des coordonnées locales (z',zn) t.q. :

'J\(" =0, oW : zn=0 , Vf -V=a% . On écrit ensuite les équations de trans-
n

port sous la forme concentrée

(10.90) vfva: (E(h) tAf)a=hdba .

On multiplie par hl/2 et on applique tous les opérateurs (h”2 az)(’ avec

al <2m, . Puisque a est un symbole d'ordre 2m,, on trouve alors :
1 1

W2 nlol/2 2@ (o ,my) enen!/2 T nlel2 (@ o)
lal<2m, lajs2m

a, > 0
Ceci donne le contrdle manquant sur les dérivées normales pour obtenir la

partie non-triviale de (10.89).

Soit maintenant A(x,h) = {nl®/2 a(@ R . Dérivant (10.90)

I\<2m~|

de toutes les maniéres, on trouve :
> _ 1/2
(10.91) (Vfv+ob(x,h))a=@ ') ,

o0 oAf(x,h) est une matrice  (1). (On utilise également le fait que a

est un symbole d'ordre 2m1). On en déduit que hl/Z

+]13]] garde le méme
ordre de grandeur sur tout segment campact de Y' qui évite Xq - Prés de
Xy, on suit Y' dans le complexe de fagon a contourner C et rejoindre Y.
On peut ensuite suivre Y iusqu'd un point arbitrairement proche de Xg -

Autrement dit, pour tout te€)-« ,0[ fixé, les quantités h1/z+ ||3|| en
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Y(t) et en 3‘(‘1 respectivement ont le méme ordre de grandeur uniformément
quand h et n varient. Si -t est assez grand, nous savons déja que

WERSFRTION >,t16 ; donc,d'aprés ce qui précade et (10.89), nous avons

(10.85) d'abord avec b remplacé par a et donc aussi avec b lui-méme. -

Ceci termine aussi la démonstration du Théoréme. -

Avron [A.1,2] et Banks, Bender et Wu [B.B.W.] ont développé des
idées heuristiques semblables 2 certains des arguments de ce chapitre. Nous

y reviendrons dans les chapitres suivants.



11. APPLICATIONS. QUELQUES CALCULS EXPLICITES DANS LE CAS DE LA DIMENSION 1
OU DANS LE CAS INVARIANT PAR ROTATION.

On garde les hypothéses de la section 10 mais on se place en dimension 1.

On suppose que U-={xy}={0} et que 35={x1} u{x;} ou
cas 35={x1) .

2 0 x\

&
|

xo X1 \

Pour simplifier, on s'intéresse 3 la lére résanance située prés de h et

les hypothéses de la section 10 se traduisent (aprés normalisation) par :
at.n) viy=0 , v'(0)=2 , V'(xq)+0 , Vi(x,) #0 .

Dans le cas 1, on supposera de plus qu'on a pour simplifier :

(11.2) (cas 1) V(x) =V(-x) .
On pose :
X
(11.3) So=dv(x0,x1) = I /() dt .
0
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D'aprés la formule (10.66), il y a prés de h une résonance z(h) domnée
par la formule :

- -(2S,%€,)/h
(11.4) Imz(h)-—hz lm[-g% (x) 'v(x)]+0(e L ) dans le cas 2
— -(2S,+e,)/h
~-th°1m[§—¥ (x) 'v(x)]+@(e 0°0™"") dans 1e cas 1

ol x est un point quelconque >x; assez proche de Xy .
L'objet de ce § est de montrer 1a :

Proposition 11.1. Sous les hypothdses précédentes, on a :

' =28
Imz(h) =~h1/2 f(h) e 0/71 dans le cas 2
(11.5)
-2S,/h
-2h¥? gy 0

on f(h)nfy+E fjhj et

x

1

lim | Loge+ [ dt ]

(11.6) f0=n-1/2 ee»O e JV(t)

Démonstration : On se contente de traiter le cas 2, le cas 1 se traiterait

de la méme maniére.

Camme indiqué au §.10, on peut dans ce calcul remplacer v(x,h) par

son approximation WKB.

On sait, que pour xelxo,x][ :

‘dv(""‘o) X
1.7 v(x,h) me h ?i'(x,h) avec dv(x,xo) =£ /V(t) dt

et que,pour X>X; :
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S . 5

X
- i—p—
(11.8) v(x,h) se R, e 't‘;(x,h) avec fz- I /-V(t) dt
x
1

(cf. 10.28).

Ici, d'aprés [H.S.2] (formule (1.10) et (1.17)), on a :

-1/4

-

ax,h) =h % a(x,h)

a(,h) =ag(x) + § a;(x)n)
j21 I
(11.9) )

- Z [%] (t) dt

bex) =h~"4 b(x,h)

(11.10) ¢ b(x,h) =by(x) +

7 b.(x)H
j>1 J

et bo(x)>0 pour x>xy .

D'aprés la formule (11.4) et cette approximation de v(x,h) , on obtient :

25./h
e U tmaz(w = n'/2{ by |2 fé(x)+@(h)] et donc :
25./h
(11.11) -e O mzm) hVE= bl ST OM)

pour un point X >X;.

Comme on le voit aisément 3 partir des équations de transport véri-
fiées par bo(x) , la quantité Ibolz /' -V(x) ne déperd pas de x (voir
aussi Remarque 10.13). D'aprés (10.73), on a donc :

(11.12) Ibyl? V-VGT = lim [ay)® /YO -
x-»x1
x<x1
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I1 ne nous reste donc plus qu'2 calculer cette expression. D'aprds (11.9),
on a donc :
x 1/2
=27/ [.(V_):l] (t) dt
Ibgl2 / V=12 1im Ve 00 2V

X"X.l

calcul que 1'on raméne immédiatement 3 1'é&tude de :

X /2,
(11.13) A= lin ¥ LogV (x) -2 “-L)—'—’] (t) dt
X+, 0 2/
X<X]

Calculons cette limite ; pour 0<y<x<x1 , on peut écrire :
1 i v/ o
IhogV(x)-Zl [ T ](t)dt
2

X

Y /2
=-2 I L' -1 dt#]_,og[vl/z(y)]o I dt
b2/ Y
y
Faisant tendre y vers 0 et x vers Xy, On obtient :
X
(11.14) 2A = lim [Loge*J dt ]
e+0 /V(t)
On obtient ainsi la formule :
X
1
lim [Log e+ [ dt
(11.15) |bol2 /WGy =n71/2 &€ 70 e /YO | (c.q.F.D.

Remarque 11.2. Il semble plus judicieux de voir 1la formule (11.5) sous la

forme :
x

1
lin L€, &
€

e+0 Vt)”2

-S /h
1mz(h)=-h‘/zn"/z(n@(h)[e 0 [e
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qui correspond 3 un aller du point X, au point x1‘ puis 3 un retour du
point Xy au point Xg - Elle correspond ainsi 3 des fornules qu'on peut
attendre de la méthode (de notre point de vue formelle) des Instantons

(cf. Coleman [Col).

Dans cet esprit, la formule du splitting pour le probléme du double
puits s'écrivait (cf. [H.S.2] §.1)

a=¢€
..50/ lim [Logs:* s __dt_]
@M =402 neom e €0 -ase 2ATTO)

La "vraie" distance entre les 2 puits est donc :

a-€
. dt .
S,-h lim [Loge+ I ] pour le double puits
0 Teso . 2V
et celle du puits 3 la mer est : Xy
. |Log € dt
S, -h lim [—°§— + I ~———-] .
0 “elo 2/V(D) .
Xg*€

Remargue 11.3. Dans le méme esprit, on peut également écrire la formule
donnant la partie imaginaire de la résonance sous la forme :

2 5
‘5 7 VV(t) -A(h) dt

xo (h)
(11.16) Inz(h)=-hc, (1 +®((P)) e

o) c, est une constante universelle calculable [co =n'/? (-:;)]/2] , o0
A(h) est la valeur propre associée au puits {x)} et x,(h) et x,(h)

sont les points tels que :
x0<x0(h) <X (h) <x

Vixg () =A(h)
t.q
V(x, () =A(h)

1m7m
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(Rappelons que A(h) =h+® (b%)).

On retrouve ainsi les formules du type Harrell mentionnées dans [H.S.2]

et sans doute bien connues en physique. -

Remarque 11.4. L'exemple suivant sera utile pour retrouver la formule de

Bender-Wu. Considérons :

V(x) -x2 -x4

On vérifiera dans la prochaine section que toutes les hypothéses pour appli-
quer les résultats précédents sont satisfaites. Nous sammes dans le cas 1

avec x1'*1,x2'-l,x0-0.

I1 s'agit donc simplement de calculer 1'expression :
1

A= lim [L_°§_€.%J_L2]

[

e tVi-t
Remarquons que :
1 1/e
j at I du
etV1-e2 1 Vida

Posant u=cht, on obtient :

et

On vérifie aisément que :

1
(11.17) s -[tVI-tZ dt = g
0
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d'od la formule :
| _zh
(11.18) mzm)=-4n"20"2 eem)) e S .

On se place dans le cas de la dimension n>1 mais on suppose que le

potentiel V vérifie :
V) =V, ([x) V0 =2)

ol V0 vérifie les hypothéses correspondant au cas (2). La caustique devient
une variété de dimension (n-1). La théorie générale s'applique, mais, tenant
compte des symétries, on se raméne 3 faire le calcul le long d'un rayon en

joignant le puits {0} 3 un point de (C).

On pose :
Y
50 = J /Vo(t) dt
0
etona:

1-3  =2Sy/h 2 n-1
Imz(h)=-h -+ -e . ( lin |ag] /vo(t')‘) “(nu) - 1]
t+t

1

ol t, est le point +#0 t.q. VO(tI) =0 et ol w, est le volume de la
sphére dans R'.

Calculons 1'expression :

lin |ag|® /Y500 .
t"tI

Le long du rayon considéré, a, satisfait 3 1'équation de transport :

da '
(11.19) 2/ g2 + (Vg + B /- nyag =0 .
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Pour que la fonction propre soit normalisée correctement, on doit prendre

(comme on le constate, en faisant la phase stationnaire en 0) :
Ve
a)/tap =1 .
Plutdt que de calculer a;, on calcule directement :

(11.20) ¥() =Log(a] /Vp)

en remarquant que ¢ vérifie 1'équation :

Q) vin=-l, n

t
(11.21) 4N0)
@ v =Lg (T2t 1+6m1 (10" .

De (H.ZI)(U , on déduit que :

t
w(t)=c-(n-l)l.ogt¢nl ds
t, 7Vols)
2

d'od en utilisant (11.21)(2) :

—rt

W(t) =n lim (loge+ | —33—) + Log (1™?) - (n-T)Log t .

e~+0 € 0 s)

On obtient finalement (voir Remarque 10.13) :

-2Sy/h

(11.22) Imz(h) =-h (h)V? (nw) e <exp(2nA) [1+ O(h))

ol A est introduit en (11.10) et z(h) est la résonance située prés du

niveau fondamental (vnh).

Remarque 11.6. La formule (11.6) présente beaucoup d'analogies avec le cal-
cul de la partie imaginaire de la résonance correspondant aux états excités
du modéle en dimension 1. Reprenons en effet la démonstration de la Propo-

sition 11.1 mais en cherchant Imzk(h) ol zk(h) est la résonance située
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prés du (k+1) état excité proche de (2k+1)h.
On a cette fois-ci (cf. [H.S.2] §.1) :
¥ =h M214 Jx,h)

avec

X ~1/24!
. in(k Log e -/ -0’—)?'@“—"1 at)
ao(x)=n"/4 (]zzr)l/z o0 € v
On en déduit que :
Zk

(11.23) Lin ag /T=1""2 () (exp 24)
X*xy :

2k+1

et que par conséquent :

-25,/h
2k+1 e 0 .

k
(11.24) Imzy (h)=-h- ()2 . p (]za—)(l + O (h)) (exp 2A)

A un facteur de normalisation prés universel (indépendant de V), les for-

mules coincident lorsque n = (2k+1).
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12. APPLICATION A L'ETUDE DE L'OSCILLATEUR ANHARMONIQUE. FORMULE DE BENDER-
W.

On montre dans ce paragraphe comment on peut retrouver,dans le cadre de
la théorie développée précédemment,la formule de Bender-Wu pour 1'oscilla-
teur anharmonique [Ben.W.1]. On retrouvera en particulier les résultats de
[Ha.Si] et on justifiera &galement certains résultats de J. Avron [A.1,2]
et Banks-Bender-Wu [Ba.Ben.W.] concernant le cas de la dimension > 1. Comme
corollaire, on retrouve également les résultats connus sur 1'effet-Stark

[Gra].

On considére dans R" 1'opérateur de Schrddinger :
T2
(12.1) -4+ ] x{+8 Py (x)
i=1
ol an(x],... ,xn) est un polyndme réel elliptique homogéne de degré 2m
(m>1) positif.

I1 est bien connu que, pour B€ R , cct opérateur admet prés de la
premiére valeur propre de 1'oscillateur harmonique n une valeur propre
A(B) admettant le développement asymptotique :

(12.2) AB)~n+ § a -p .
=)

On sait de plus que :

(12.3) [ A(B) se prolonge holamorphiquement pour tout

n>0 dans un secteur de la forme :

0<|8| <B
jarg 8 < @hn- o

sur la surface de Riemann de B]/ m
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et que le développement (12.2) est alors valide dans un tel secteur.

On trouvera démonstrations et références dans [Si.4]) ou [Gra.].

Une étude plus fine de la résolvante conduit de plus 3 une estimation

de la forme :

N .
(12.4) A8 -n- ] a8 | A2

j=1

S TR I T

dans le méme secteur, qui permet de resommer, au sens de Borel (généralisé),
la série asymptotique pour obtenir A(B) dans un secteur assez petit con-

tenant 1'axe réel positif (par application d'un théoréme de Watson-Nevanlinna).

Rappelons tout d'abord camment, par changement d'échelle, on retrouve,

3 partir des résultats de [H.S.1], la majoration bien connue sur les aJ. .

Dans cet esprit, on cherche 2 se ramener 3 une étude semi-classique

(h-+0) pour 1'opérateur :
(12.5) hla e ] ¥R, )
ik i

ou, plus généralement, ce qui sera nécessaire ultérieurement, 3 €tudier :

12.6 P (h) = - h? +rf Z4a Py ()
(12.6) a A)'i=]yi°2my

1
avec a€C, »<|a|<2.

Le passage de (12.1) a (12.6) se fait par le changement de variable x=py,

1/(2'2"‘), et on trouve alors 1'opérateur % P, (h) avec

1/m-1

avec p=|8|

= B =
““Ter hole
La théorie générale développée en [H.S.1] montre que pour a=1,

Pu(h) admet une valeur propre 'proche' de nh, u(h) admettant le dé-

veloppement :
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(12.7) u(h) ~ 220 by h*T avec bl <t ur .
Remarquons que :
(12.8) A@®) =h u(h) avec h=|[g|'/mT

et camparant (12.2), (12.7) et (12.8), on obtient que :

3 "2 @-1);

et par conséquent :
(12.9) la;1 <! (@D

Dans le cas n=1, m=2, P4(x) -x4 , Bender et Wu [B.W]l ont conjec-
turé, 3 la suite de calculs numériques, que :
(12.10) a; v 0T a2 @V2rgey
J-Ow

B. Simon a montré 1'équivalence de cette formule avec la formule :

(12.11) InA(-8-i0) ~ -4 1 V2 [g"V/2 2318l
g+0

Cette formule est démontrée rigoureusement dans ce cas par Harrell-Simon
[Ha.Si] mais la démonstration, basée sur des techniques fines d'équations
différentielles, reste liée 3 la dimension 1. Le cas de la dimension > 1

est resté jusqu'a présent plus mystérieux méme s'il est parfois abordé de
maniére partiellement heuristique dans des articles de Banks-Bender-Wu
[Ba.Ben.W.], [Ba.W.] et de J. Avron [A.1,2]. On se propose dans cette section

de redémontrer rigoureusement toutes ces formules.

Rappelons que le lien entre les formules (12.10) et (12.11) est donné
par la formule :
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o R
(12.12) ay= (-1)) %IIMBJ;BT‘LQ dg+0p (Fl—f) pour 0<R<B .
0

Pour se replacer dans le cadre de la section 8, il faut montrer que
A(-8-10) s'interpréte comme une résonance au sens de cette section et donc

faire le lien avec une résonance pour 1'opérateur :
2,2,.2
Py (W) (y,D,) =-h" Ay +y" =Py (y) -

En utilisant le changement d'échelle introduit précédemment, on est donc
conduit 3 1'étude de Pa(y,Dy) ol a est amené 3 varier dans une demi-

couronne D :
D={%< |laj <2, Arga€ [-n,O]} et he]O,hO] . h0 assez petit .
La démonstration s'articule alors comme suit :

(a) Montrer 1l'existence d'une résonance E(a,h) au sens de la section 8
voisine de la premiére valeur propre de 1'oscillateur harmonique nh pour
a €D. Ceci nécessite une 1égére extension de la théorie développée 3 la

section 8 ol on ne considérait que des opérateurs formellement auto-adjoints.

(b) Vérifier que h-1E(a,h)=)‘(B) avec h=|6|1/m-1 avec arga=argB,

|a| =1, arga€ [-€,0].

(c) On concluera alors que :

-1/m-1 1/m-1

(]2-13) 'BI E(']vlel ) =A0('B']‘.0)

par un argument de prolongement analytique, en vérifiant par exemple les

hypothéses du Théoréme II.3.1 de [Si.4].



B. HELFFER - J. SJOSTRAND

Théoréme 12.1. Soit D un domaine comnexe. Soit Py (a €D) une fa-
mille holomorphe d'opérateurs non bornés sur un Hilbert H de domaine fixe

(avec injection compacte dans H).

Soit f(a) une fonction analytique dans D, qui cofncide avec une
valeur propre de P, dans un voistinage de %y alors f(a) est une valeur

propre de Pa a travers D.
On appliquera ce théoréme 3 E(a,h) (avec h fixé 0 <h<h0).

On va donc construire un espace H(At,l) tel que Pu soit une famille
holamorphe d'opérateurs non bornés sur H(At,l) de damaine H(At,m) pour

un poids m convenable tel que m(x,§) += lorsque |x|+ || +=.
On choisit comme poids :

(12.14) r==<y>m , R=<y> .

On vérifie immédiatement que le symbole de Pa :

(12.15) Py, =n’ +y? +a Py () €570

uniformément par rapport 3 a dans la couronne.

Considérons tout d'abord le cas a=-1.

On introduit la fonction fuite G(y,n) =y *n qui est clairement dans
a1,1

S
Sur (p_1)-1(0) ,ona:

=-2V-y. ¥

(12.16) HpG 2V-y 55 -

Posant V=V, +V, avec V, =y2 y Vy=- PZm(y) , on réécrit HPG sous la

forme :
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H G=-4V- (m-2)V, sur OP
On en déduit immédiatement que, sur p'1 (0) ~{0}, on a :
(12.17) %Gacorz od §0>o .
L'hypothése (8.13) est donc satisfaite.

Notons alors que (cf. 8.14) {V=0} est la réunion de {0} et de 1'hy-
persurface compacte sz(y) =y2 dans R" ~{0}. Vérifions maintenant 1'hy-
pothése (8.15) qui correspond 2 une hypothése globale par rapport au poids

}'(y,n)z. Celle-ci se déduit immédiatement du critére (9.4).
Cas général arga€ [-N,0], %< la] <2 .

Le passage au cas général ne pose pas trop de probléme mais Pa(h)(y,Dy)
n'est plus essentiellement auto-adjoint. On observe cependant que Im Py (y,n)s
0, ce qui est suffisant pour justifier la théorie développée dans la section
8. Plus précisément, cette théorie s'applique lorsque :

(12.18) (1) p est elliptique en dehors de p—‘(O) au sens de (8.15).
(2) p prend ses valeurs dans un cdne I' de € en dehors d'un
campact
(3) p=0= HpGE}l en dehors d'un campact et IHpG | wrl
en dehors d'un campact
ol
4) ?" et T sont deux cOnes tels que 1'application :
IxT

(t,s)+t-is

L est propre.

v
Dans notre cas, I est lecone Imz<0 et T est le cOne Rez> |Imz].
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I1 est alors facile de voir que toute la théorie développée au §.8 s'appli-
que uniformément par rapport 3 a€D; pour a voisin de l'axe réel négatif,
C'est une perturbation de la situation examinée dans le cas a=-1 et pour
a loin de 1'axe réel négatif pu(y,n) est elliptique en dehors d'un cam-

pact.

On montre ainsi que Pu(h) (y,D y) est une famille holamorphe d'opéra-
teurs non bormés dans H(At) de damaine H(At,'l\"z) pour t>0 assez petit
indépendant de a €D et pour h€ ]0,h0].

Dans le secteur Arga€ [-€,0], on remarque grice au théoréme 8.5 que
les résonances au sens de H(At) coindident avec celles au sens de H(AOJ =
L2 et coincident donc au voisinage de nh avec les valeurs propres étudiées
dans la théorie usuelle. On sait alors que,dans la boule B(nh,e0 h), on a
une unique valeur propre simple dépendant holomorphiquement de a qui coin-
cide avec celle introduite au début de la section. Campte-tenu du théoréme
12.1, on est ramené 3 étudier les résonances pour a=-1 dans la boule
B(n h,eo h). On sait en effet que le prolongement holomorphe de A(B8) en
fournit une dans cette boule et 1'étude que nous allons faire maintenant
montre qu'il n'y en a qu'une 3 savoir E(-1,h). On pourrait sans doute faire
une démonstration plus directe camplétement interne a3 notre théorie mais

celle présentée ici est plus économique.

Nous sommes donc maintenant ramenés pour exploiter la formule (12.12)
3 étudier : ImE (-1,h) , ce qui correspond justement 2 1'é&tude menée aux

sections 9 et 10.

Etude de la résonance.

Nous serons brefs dans la mesure od nous avons déja vérifié les hypo-

théses (12.15) et (12.17). Avec les notations de ces sections, on a :
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V) =yt Py, U={y=0)
O=ly;y Py >0 , 30=ly,y+0;y* =Py () .
On pose : sosdv(o,ab).

Introduisant, pour n>0 assez petit, M0 =B(U,So-n) , 11 existe dans
la boule B(nh,ch) une unique valeur propre du probléme de Dirichlet
PMO(h) A 0(h) et le théoréme 9.5 donne alors 1'existence d'une résonance

unique E(-1,h) telle que :

M ~ -2 So/h

(12.19) E(-1,h) =X “(h) = O (e ) .

On constate également que les hypothéses (10.1) sont satisfaites et il ré-
sulte du théoréme 10.11 et de (10.75) que :

-2 SO/h

(12.20) T2 $-InE(-1,n)<Cyh' ™2 e

~25y/h '
Co

Si on suppose de plus que les points de type 1 forment une sous-variété de
codimension d dans 30 et si la surface caustique C a un contact d'ordre
2 exactement, alors on a (cf, 10.68) :

, 1-D.d -2S./h
(z.21) -ImE¢-1,)=h 2 Zgmye ©

ol f est la réalisation d'un symbole analytique elliptique.

Application 3 la formule Bender-Wu.

Rappelons, d'aprés (12.13), que :

-1/m=1 1/m—1) .

Im ) (-8-i0) = |8] ImE (-1,|8|

Dans le cas o0 (12.20) est satisfaite, on obtient grice a (12.12) que :
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(12.22) & T(m-nj+p < 13! 3525y @Dicc ri@mnj+H

avec C>0 .

Dans le cas od (12.21) est satisfaite, on obtient que :
- (-11J*1 -(m-1)j 1y 4 (nd 1
(12.23) a;= (" @5y r(m-1)j + {852 (a+0 ()]

avec a *0.

Le calcul de a semble difficile 2 préciser dans le cas général (voir
cependant le §.14).

On peut.obtenir des estimations du méme type que (12.22) et
(12.23) relativement aux niveaux excités.

Etude ducas n=1, m=2 : P,(y) 'Y‘-

On peut utiliser les calculs effectués au §.11 (ex. 11.4) et on dé-
montre les formules (12.11) et (12.10). -

On traite le cas n=1,m=2 pour simplifier mais les ré-
sultats ne sont pas limités a ce cas.

Nous n'avons pas exploité camplétement la propriété que : 6(B) =
-ez/:"8 4 HI/Z BVZ Im)‘o (-B-i0) est un symbole analytique 3 savoir qu'il
existe C>0 et ¢€>0 t.q. :

c/8
8(8) =1+ ;cz-e“@(e“’e) (avec € >0)

od, ce qui est équivalent, mais plus utile ici

:3C>0 telque : VN:

N
loe®) -1-] C 8% <8N TNt
1

Utilisant (12.12),on observe alors qu'il existe €,,€, avec 0<cegy<t,

0<sz<1 tels que, vj,
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) 3 ) le,]]
a =0 pn 2 GV irgeplieL_c, &* ‘
J o iy G- G2+
*(O(E%)] .

Une expression de la constante C] est conjecturée dans un article de Bender-
Wu [Ben.W.2]. L'existence d'un tel développement, méme si elle était pres-

sentie n'était pas démontrée 3 notre connaissance.
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13. ETUDE DE L'EFFET ZEBMAN. DEMONSTRATION DE LA FORMILE DE BENDER-WU.

Nous suivons ici une démarche proposée par S. Graffi.

13.1. Rappels et énoncé des résultats.

On considére dans R3 1'opérateur :

a3.1.1) g=-a-1eB¥eyh) , B>0
avec 1=V x24>y2*1Z .

Rappelons les résultats suivants :

Théoréme 13.1.1.
(i) Pour BEC~0,|ArgB| <1, l'opérateur Zp définit une famille holo-

morphe de domaine HZ(RSI nD(:2¢yz).

(71) Il extiste, prés de la valeur propre - de —A-%, une unique va-

1

4

leur propre E(B) définiedans Qg ={0<|B| <8 |Arg B | <1I}.
0

oJ
(t7t) Pour tout n>0, E(B) admet un prolongement holomorphe dans un sec-

teur de la forme :
N
Qn={0< |B| <B(n), |Arg B| <20-n} (sur la surface de Riemann)
N
et dans tout secteur ﬂn=(0< |B| <B(n), |Arg B| <2lN-n} avee n>0

1 (- -]
(13.1.2) E(B) -7+ [ Y, 7
n=1

(iv) IYnl \<C‘"+1 (2n)! et de plus, on peut resommer la gérie de perturba-

~
tions au sens de Borel, pour réobtenir E(B) dans un secteur Qn:

{0<|B| <B(n), |ArgB]| <i2n-—n} .
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Ces résultats sont diis 3 Avron-Herbst-Simon [A.H.S] et on pourra en trouver

une démonstration bréve dans le Survey de S. Graffi (Gra].

Comme dans la section précédente, on s'intéresse 3 préciser le campor-

tement asymptotique de Y-

Compte-tenu du Théoréme 13.1.1 (points (i) a (iii)), on a :
B
0
1 [ ImE(-B-i0 1
(13.1.3) Y= (D" I —‘ﬁm—i—l‘m’@(ﬁﬂ .
0 0

L'objet de cette section est donc de démontrer le théoréme suivant conjec-

turé par J. Avron (et partiellement justifié) [A.2].

Théoréme 13.1.2.

34 L1 (140(/F)) emp(—)

2v/2 8/8

(13.1.4) ImE (-B-i0) == B

Ce Théoréme admet classiquement camme corollaire :

Corollatire 13.1.3.

- n+l 1, ,4,5/2 ,16,n 1 1
(13.1.5) Yn—(—J) ('2) (TI) (F) (2n+§)! (1 +@(;1-)) .

Notre démarche sera voisine de celle suivie dans la section 12 ; toutefois,
comme notre théorie n'aime pas les potentiels singuliers, nous devrons chan-
ger de probléme en suivant une stratégie suggérée par S. Graffi et qui appa-
rait déja dans 1'ouvrage de Titschmarch. Cette stratégie apparait également

dans 1'étude de 1'effet Stark (cf. le Survey de Graffi et ses références).

13.2. Réduction a un probléme semi-classique pour un oscillateur
anharmonique dans R4

On utilise ici les coordonnées paraboliques (cf [Ti]). On omet

de suivre les domaines intermédiaires des opérateurs et la justification des
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changements de coordomnées. Ce point est traditionnellement escamoté (et
considéré camme admis) et il suffira pour le justifier de suivre le vecteur

propre qui nous intéresse.

On pose :
(13.2.1) X=U+V+COSQ we[0,2n(
y=u-vesing u€R+
z-Jz (uz-vz) veR+

et on cherche des fonctions propres vérifiant :

Rw-f-f

ol Rw est la rotation d'angle ¢ autour de 1l'axe des z.

On cherche des fonctions propres sous la forme :
u-l/Z o2 v

2++

avec Y dans un espace convenable (en partidulier ¢ €LZ(R )). On est
alors conduit & chercher pour B>0 fixé la plus petite valeur E(B) pour
laquelle 1'opérateur

32 32 2,.2,2 2 2,2, 1 .11
(13.2.2) -(—-2—+—2—) =2+Bu“+v)u"vi-E (u" +Vv9) -7 (—Z+—Z)

u” v u” v

a un noyau non nul dans un espace convenable.

Pour éliminer la singularité du potentiel, on préfére, calculer la plus
petite valeur de E pour laquelle 1'extension de Friedrichs associée 2 1'o-

pérateur

2 .2 .2 .2
(13.2.3) W(E,B) =- (‘87*‘37*37’12) -2+B(uf sl +v? +v§) (uf +u§) (vf +v§)
au] auz av] av2

-E(uf +u§ +v% *v%)
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a un noyau non nul dans le domaine de 1'opérateur intersecté avec 1'espace

1

des solutions invariantes par 1'action de S] xs' dans R* donnée par :

(13.2.4) s'xs!3(0,,0,) +Ry 5. €0(4)
192

[o)] Re (resp. Re ) est la rotation d'angle 6, (resp. 6,) dans le plan
1 2 1 2

des u (resp. le plan des v).

Ce noyau ''invariant " (voir plus loin) est de dimension 1 et coincide

avec le noyau.

Montrons que 1'élément dans le noyau de (13.2.3) fournit un vecteur

propre pour :B'
Soit X[u] ,uz,v],vzl la solution invariante. On a :
(13.2.5) X €LZ(R4) , X€E ‘;f(Rd) (et méme 3 décroissance exponentielle).

Dans nos changements de coordonnées,des singularités peuvent apparaitre uni-

quement sur : |u|=|v|=0, c.3a.d. x=y=0.
Remarquons également que :

(13.2.6) £(x,y,2) =u 2 vV L) (u,v) ER®

V2V 2yl ivh v eR?

X (u,v) = |u]
et que

(13.2.7) £ =llv =X
e 2 g =1Vl 2 e =X 2 e

Soit donc f 1la fonction associée 3 x par les formules (13.2.6). f est a
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priori définie dans Rs\{x-y-O} et on vérifie que :
((Zg -E(B))H) =0 dans Ro~{x=y=0} .
2,503 o 03
fEL(R” ~{x=y=0}) NL (R ~{x=y=0}) .

f décroit exponentiellement lorsque (|x|+|y|+|z|)+=.
v @™
On note f un prolongement de f dans L (RS). Alors :

N\
(ZB-E(B))f'U
od u est une distribution 3 support dans {x=y=0}.

Si on montre que : u=0, on aura terminé, car on retrouvera facile-

ment que ? est dans le damaine de ZB en revenant 3 1'équation.

On a le :

2

4"
Lemme 13.2.1. Soit fe€Ly ., tel que (b €L7,,

f)
x:yaz 1?3 \(.ra_yz'o}
tors (8, _f)erL?
alors 2y, 3 f loc *

. . 2 .
Démonstration : On &crit que (Ax,y,z’g)'h*“ avec hel‘loc’ u 2 sup-

port dans {x=y=0}.
Soit p(z) une fonction test dans & (R) ; ona :
[0y ) -0@) dz= nexyi2) o2+ eu, 10>
On pose }‘p‘J 'f(x,y,z) p(z) dz
uy= [ w2 o az

On obtient ainsi dans &' (R%) :
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[ 5 -n -%, €2
avec o =hy-fn €L

upE.‘D'(RZ) 3 support dans {x =y =0}

h

peLloc .

Camme ’g €Lz on a nécessairement €H°2 (RZ) et donc
p "loc’ 1"p loc

up'c L

Si c#0, on obtient une contradiction car alors :
}' =Ace1 (xz*yz) (mod Ly avec A +0)
p o8 loc :
On a donc up*O pour tout p et donc p=0. C.Q.F.D.
Le lemme 13.2.1. s'applique directement 3 notre situation car :
N " 1 'g 2 2 N N
(ZB-E(B))f=Af—-r- +B(x" +y")f -E(B)f=u

2 3

' i fel® (R°), al 1%
et, si ELloc( ), alors - ELIOC(R ).

Par des techniques analogues, on montrerait de méme qu'une fonction
dans le noyau de (ZB -E(B)) invariante par rotation, donne une solution

invariante dans le noyau de W(E(B),B).
On a donc démontré la :

Proposition 13.2.2. E(B) est une valeur propre de ZB correspondant

d une fonction propre invariante 8i et seulement 8t E(B) est une valeur

de E telle que :

W(E,B) a un noyau non nul dans l'espace de ses
solutione invariantes dans le domaine de l'extension

de Friedrichs.
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Nous nuus sommes ainsi ramené 3 1'étude de 1'opérateur W(E,B) , en gardant
en mémoire que nous sammes intéressés par le camportement de E(B) lorsque
B-+0.

On souhaite maintenant se ramener 3 des problémes plus classiques pour

pouvoir utiliser les techniques antérieures.

Considérons dans Rd le changement d'échelles :

(13.2.8) u=ix, vaiy x€R?, yeR?, 2 eR’
L'opérateur W(E,B) devient :

1 6.2, .2y,,2.2y_p2,2,.2
(13.2.9) ';Z (Ax’y)-ZHH (x“+y) (x“y®) ~EAT(x" +y") .

On choisit (compte-tenu du fait que E est proche de - 1][) A pour que soit
2 6

vérifiée la relation : - EA"=BA" , soit :
(13.2.10) A= (- BV
Posant :

/B 1
(13.2.11) h=52=

“E AZ =

on tombe sur 1'étude des couples (E,h) pour lequel :

2 2 2,22 2,,..2,.2
(13.2.12) -h by == h+ (x% +y7)x™ o y™ + (x" +y7)

a un noyau non vide,

soit encore sur le calcul d'une valeur propre A(h) de :

(13.2.13) P(h) =-hz£&,y*(xz+y2)x2 v+ x4yl

Comme on s'intéresse 3 la plus petite valeur de E, on cherche le niveau

fondamental pour P(h) (d'od 1'identité entre les solutions nulles de
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W(E,B) et les solutions nulles invariantes). Le lien entre le probléme

initial et le nouveau probléme est donc donné par :

(13.2.14) hs:f%y , —Ez—(asw BER'

L'étude de 1'opérateur (13.12.13) a fait 1'objet de [H.S.1] et [Si.1]. A(h)
et -E(B) sont des fonctions analytiques sur lo,hol et ]0,30[ respec-

tivement et on obtient directement du premier article cité que :

3.2y Ao Eo 6 h®™ , helohl avec |6 |<c?™ ()1 .
n

Remarquons maintenant qu'un nouveau changement d'échelle (du méme type que
celui effectué dans la section précédente) montre que 1'étude de ce probléme
est encore équivalente 3 1'€tude de la premidre valeur propre Vv(s) de 1'o-

pérateur :

(13.2.16) Qs) ==, (% +y%) +s(x% +yH)xt y?
’
avec les relations :

(13.2.17) s=h’ , u(s)sl(,}‘l

On a ainsi le point de vue perturbation singuliére du probléme.

Considérons la relation (cf. (13.2.14) et (13.2.17) :

2 B
(13.2.18) v(s) = » avec §=———
7 -E(B) (-E(B))
valable a priori pour BE€ ]0,B0[ .

Campte-tenu du Théoréme 13.1.1 (iii), on en déduit que v(s) admet un pro-

longement holomorphe dans un secteur de la forme :

"
Qn={0<|s]<s(n) , |JArg s | <210-n}
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et que le développement de Vv(s) :

n

(13.2.19) v(s) ~ n§0 §,s (avec §;=4)

"N
est valable dans tout sous-secteur & = {0<|s| <s(n), |Args| <20O-n}.
I1 existe une démonstration plus directe de ces propriétés (cf. Remarque
13.3.1) mais nous préférons ici aller au plus court.

De plus, la relation (13.2.18) est alors valable dans des secteurs du type
N~

Pour réduire complétement le probléme au probléme semi-classique, il

reste 2 problémes 3 éclaircir :

» Le premier est de faire le lien entre Imv (-s-i0) et ImE (-B-i0).
+ Le deuxidme est de faire le lien entre Imv (-s-i0) et la résonance

proche de 4h de 1'opérateur Pa(h) avec a=-1 et
(13.2.20) Py(h) =-hia_ s (xZeyh) valt +yixty? .
Y

Compte-tenu de 1'étude qui sera faite dans les sous-sections suivantes, le
deuxiéme probléme se résout comme dans la section précédente si on remarque
que, campte-tenu de (13.2.17), la fonction Aa(h) =h v(ahz) est holamorphe
pour ael-} , 2], Arga€ ]-Nl-n,+n[ et que,par conséquent, compte-tenu de la
proposition rappelée dans la section précédente et du fait que 2\ cl(h) =) (h)
(pour a=1), on a bien :

(13.2.21) 2(h) =h v(-h?-i0) , h€10,hyl

od z(h) est la résonance de P_1 (h) proche de 4h.

On se raméne donc 2 1'étude du deuxiéme probléme qui fait 1'objet du :
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Lemme 13.2.3.

(13.2.22) InE(-B=i0) =} (1+&(B)) Inv(- —E2 ).

((Re E (-B—0))
Démonstration : Il suffit de partir de la relation (13.2.18), de prendre
les parties imaginaires et de faire un développement de Taylor de Imv au

point - ———2 . Utilisant que ImE (-B-i0) =O(E") et que v admet
(Re E (-B-i0))

un développement asymptotique dans le secteur considéré, le résultat s'en

déduit aisément.

Compte-tenu de (13.2.21) et (13.2.22) 1'étude de ImE (-B-i0) se ra-

méne donc 3 1'étude de Imz (h).

13.3. Définition de la résonance pour une famille d'opérateurs semi-
classiques.

On considére dans R® la famille :

(13.3.1) Pu(h)--hZAx1’x2+|x|2 (1 +alx; 12 1%,1%)

avec Argac€ [-l,n] (n>0), Jz<l°|<2 .

I1 s'agit dans le méme esprit qu'd la section précédente de montrer que les
hypothéses des sections 8, 9, 10 sont satisfaites. De nouvelles difficultés

apparaissent car 1'isle n'est plus compacte.

On concentre nos efforts sur le cas a=-1, car, pour Arga€
]-llen,n] , on est dans une situation ''elliptique ', et la vérification des
conditions ci-dessous est stable par petite perturbation dans les classes

d'opérateurs pseudo-différentiels considérées.

Considérons donc le potentiel :
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2.2

(13.3.2) Ve =x? (1-x3x3)  x=(xp,x) €R? xR

pour lequel on a déja observé 1'invariance par Ry 4 ((91,02) €s! >‘S‘)
: 1272

(et od on note xz-|x|2 ,xf-lxllz yeee) o

(13.3.3) V(Ra'| X ,Rez xz)-V(x1,x2) .

V est donc déterminé par sa restriction Vo a rR**

(13.3.4) Voltyaty) =V(t,0,85,0) 5 (t,t,) € R,

On introduit les poids (r,R) suivants :

re) = (14 1x1HY2 (e 1xy1? 1xy1HY?

(13.3.5) -
RO = (14 x| 72 (e 1xy 12 xy1H2

Observons qu'on a bien r>1, rR2>1 et on remarque aussi que :

0+ 1x1)72ere 0+ x|H/2

(13.3.6)
A+ 1x19"% creex|H¥2 .

Par ailleurs r,R ont les mémes propriétés d'invariance par rotation que V.

De plus : |V(x)|\<r(x)2 pour xeRr*.
Si yec4, x€R4 et |y-x|seR(x) avec ¢ assez petit, alors
IR R ENIRAH
et

2 2 2 2 2 2 2 2
Hyy 12 1v212= 1%, 12 1xg 2 € Ly 12 = Ixg 121 112 Il
2 2 2

o112 1y, 12 - Ix,12]

2 2 2

+1xy12 1y, 12 - 1%, 1]

S'Ee (-« lx]lz Ilez) .
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Par conséquent, on vérifie que :
Vo l<Cr? .

Cet argument montre aussi que si 1'on étend r,R de maniére holomorphe
dans le domaine |Imx|s<eR(Rex), alors |r(y)|sCr(x) |R(y)|<CR(x)
pour Xx eR et |y -x| €€ R (x). Donc par les inégalités de Cauchy, on

obtient :

®r=@@r o)

(13.3.7)
O R= @(Rl-lul) )

Nous avons ainsi vérifié que r,R ont toutes les propriétés voulues pour

étre une paire de poids et que :
(13.3.8) p=£l+vest? .

Construction de la fonction fuite G.

On va maintenant montrer 1'existence d'une fonction fuite G telle que :

2

(13.3.9) Hpczc%r , Cp>0 sur p ' (0)~{0} .

On cherche ici des fonctions fuites sous la forme du symbole principal d'un

champ gradient :

(13.3.10) G(x,8) =f'(x) - &
o f est chpisie dans SO’Z.

On obtient facilement 1'inégalité :

(13.3.11) Ho(£7 (x) = 8) 2= £1.00) = VI () *+ 20 (£ (V) sur P (0)

ol f'') est la plus petite valeur propre du Hessien de f : f"

A min(
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On choisira f de telle sorte que f soit dans 50,2 et invariante
par rotation :
(13.3.12) £x1x) =£®g X;,Rg X) v(e,,8,) €s' xs! .
Observons qu'alors :

(£' =V (xyoxp) et Ap;, (£ (xq,%))

sont également invariantes par rotation.

(13.3.13)

Nous utiliserons cette propriété ultérieurement pour ne faire les calculs

qu'en des points (t],O,tz,O) avec t= (tvtz) ERZ“ .

Considérons d'abord la fonction :

2 2
Xy * Xy

N
(13.3.]4) f(x) ’—z—
x|
(définie pour |x| >; et modifiée convenablement pour |[x| petit).

N
On vérifie que f appartient 2 So'2 et on trouve en posant :

2.2
5t 24+
(13.3-15) go(t) = |—|2' pour t €R
t
et x; = (x},x}) t, = lel

xz'(x'z 'x'Z') t2=|x2‘

N
of % X
ax1 3t1 |x]|
A "
of %o XN
ax] at1 |x1|
(13.3.16) e v g x!
aif‘, = B—to' . T_ZT (tout au moins pour |x,| #0
X2 2 1%
N " |x,| #0)
2f %o 2
3x2 atz |x2|
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On en déduit que :
N

(13.3.17) -(£ ~V')(x1 ,xz) =-(g(') 'V(')) (t1,t2) .

- ]

" 3 "
Calculons Amin(f ) qu'on essaiera de camparer avec )‘min 0).
Notons que g, est homogéne de d%2 et qu'on a les identités :
81(tyty) =ty gy (t,10) +tp 8y, (tu1))

82(ty5t) =ty 857 (81,17) * 15 825 (24,89

. %89 og,
(avec les conventions gi(t) =t v, gij B T (t1,tz)).
i i

En un point (x;,O,xé,O) avec x]' >0, xi >0, un calcul que nous amettons

montre que :
g1 0 g 0 0 xO' 0 0
2
~ 0 g 0 g +g 0 - 0 -1
(£ (x],0,x3,0) = ! I I
g, 0 gy O 000 0
i
0 812 0 2y R

Si on observe que 17 20 et que :

|
2
o -l
X
x] est une matrice positive ,
-1 -~
*2

on en déduit immédiatement que :
4"
Apin (B (x3,0,%5,0) 22 (g8) (x},x})
et compte-tenu de 1'invariance par rotation, on en déduit que :

(13.3.18) Anin B (%) 24 @9 (%] 5 1,1
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Compte-teru de (13.3.17) et (13.3.18),1i1 resté maintenant 3 &étudier une

minoration convenable de :

@5 * V) *Aggn &) [-2¥p)

24+

(13.3.19)
en un point (t,,tz) de R t.q. Vo(tI,t2)<0 .

On est ainsi ramené a 1'étude de la fonction gy sur l‘(zN pour laquelle

on va maintenant faire les calculs.

t2 tZ

Soit donc go(t],tz) -ﬁ% ; on trouve :
t

4 4
[ g 2t 2y 2tyt
LRI I

2 t
gy 2t5-6t3tl A%y sy
(13.3.20) Y\ = ——%— o >0
at |t] 1972 |t]

1
azgo 2 t?- 6t1 t%

! Bk

Btz t
D'od :
_gbovbs
(13.3.21) -4 2 1.8 2 2 2.2 2
W[lﬂ (ltl °Z(t]t2) )(t1 tz) *(t1tz) |tl ((t1 tz) ‘1)]
et
[ 6 4.2 3.3 NN
gra? t2—3t2t1J 4ty .2 : b
0 |t|5 4t?tg t?-st:tg |t|T b ¢
(13.3.22) o

-

5
oo we
ne oo
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2

6 2 2 6,6
min = t]7-6]t]7 (g t,) -‘/(t :) s64tity

oo W
ne o

d'old finalement :

- g) Vh 2 A (@ (V) =

(13.3.23) s—?[[z lel2 del® -2y e d ey e P e 2ty 1) P el 2 (1) -

s wld-n(el®-o ety el \/(tg-tf)"wn‘,’tg ]

On pose lt|2=a, Ity t2|=b (l<b<%), on trouve :

03-gheVa+2h,. (g5) (V) =
(13.3.24)

=—27[3 aSb2-8abd-a>+aabl-(d2-1) V (@2 -4b43+ 6410 ]
a

(On a utilisé 1'identité (t3-tD)%=a?-4b%.

On suppose que Isbsfj a, €€J]0,1] et on va discuter 1'estimation
en fonction de €. On obtient d'abord une minoration de ¢ par :

. 2
® ;—-Zz [3 b2 -8a°bt & -av4a- (b2-1)a3]
a

;;Zz [Zasbz (1-e2)+4a]
d'od

4

(13.3.25) o3 [az b2 (1-¢9) +z] i

o]

On a donc finalement pour 1¢ |[t, tz|$§ |1:|2 , €€[0,1]
(13.3.26) —g)Vh+2A . (8)) (Vg) 32 (1-¢D) ry()2 -2
o go min 0 0 Itlz

(ry(t) =1(t;,0,t,,0))
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" A
Cette inégalité montre que la fonction fuite G associée 3 f vérifie :

N
(13.3.27) HpG>,0 pour |[x| ;32
et
(13.3.28) Cadr? si (Ix,] - Ix,]) 3¢ |x|
.3. % C: 1 )

Pour obtenir une fonction fuite valable partout, on pose, pour |x| >% :

n Ixq1 = Ix,l
f(x) =f(x) +8, X a7 [|x |2*lx |2]
1 1 2
e |x]|
avec €>0, ¢, choisi assez petit et o0 X est une fonction de troncature
égale 2 1 sur ]--}, Jz[ et 3 support dans ]-1,+1[.

La fonction £(x) = |x1|2¢ llez étant dans S°»% dans 1] = Ixy11 s € |x]

v

et vérifiant -f'- V' *2X\nin (f") - >C]6 lx|6 dans cette zone (sur Vg0),
on obtient finalement que G définie par :
G(x,€) = (Vf) (x) - §
est telle que :
1.2 -1
(13.3.29) HpG 3 g1 sur vV (}J-«,0]) .

Vérification de 1'hypothése d'ellipticité en dehors de pqﬂD .

On doit maintenant vérifier la propriété (8.15) ou encore, compte-tenu

d'une remarque faite dans la section 9, vérifier (9.4).

On raisonne par 1'absurde ; supposons qu'il existe ;>0 et Weo
voisinage du puits U={0} et une suite x avec xnei:\(w nB(aﬁ,eo))

telle que :
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(13.3.30) 0<h(x) €3 avec heo = L&)

r(x)

Alors on a une contradiction.
Rappelons que dans les notations des §.8 et 9, on a :
(13.3.31) U={0}, G={Ix;%Ix,1%< 1}, ab={x,x#0, |x;|? xy|%=1} .

Si la suite |’le (ou plus exactement une sous-suite extraite de celle-ci

est barrée), on obtient immédiatement une contradiction.
Le cas pouvant poser probléme est le cas ol :

Ixnl +
(13.3.32)
USSR

et on suppose par exemple que :

(13.3.33) lxz,nl +0 , |x1’n| + o

On obtiendra une contradiction, en construisant une suite Yn telle que :
(13.3.34) V(yn) =0 et l% -yn| < eOR (xn) .

On cherche Y, Sous la forme :

y1'n=x1 ,n

-1
= (1 t .
yZ,n (- n) xZ,n
ce qui conduit a
2 2
Q "’tn) - |X] ’nl lxz’n

soit :
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2 2 2
tr2t +(1- le’nl Ixz’nl ) =0

et on trouve facilement tn‘*o avec :
2
|

tn'(l’o(%)) (Ix,,,,l2 Ixg,nl "= 1)

On en déduit que :

Ix, -, ol Ik, 1 (1 ve@)
—= (] + (_. 2 = e |t
™ o@) o = Il I gl Il
et on conclut que :
|—,S;Y"I— -0 . C.Q.F.D.
R(x,)

Le bilan de cette section est le suivant. Les hypotheses du Théoréme
8.3 sont satisfaites pour P_] (h) et permettent de définir la résonance
prés de 4h. Comme dans la section précédente, on peut montrer qu'il existe
t>0 tel que la famille Pu(h) soit une famille holomorphe d'opérateurs
non bornés dans H(At,l) , de damaine H(At,rz) ol l\t est la Lagrangienne
associée 3 (la modification) de G construite ici et od a parcourt le do-

maine Arga€ ]J-N-n(t),n(t)[ avec n(t) >0 assez petit, %<lal<2.

Pour Arga€ ]J-M+n,n[ (n>0 assez petit) la démonstration du Théoréme
8.5, montre que les résonances ainsi définies sont les mémes que celles
qu'on pourrait définir avec At'AO (t=0) c.a.d. en considérant Pu(h)
comme famille non bornée dans LZ(R“) et qu'en particulier ce sont bien

les valeurs propres usuelles pour a€ R (-‘Z<a< 2).

Remarque 13.3.1. L'existence de ce calcul pseudo-différentiel permettrait

de démontrer directement les propriétés de v(s) que nous avons déduites

par commodité des propriétés de E(B) (on peut suivre la démonstration
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proposée par S. Graffi [Gral). Ceci permettrait une démonstration alterna-
tive des propriétés (ii) 3 (iv) de E(B) (Th. 13.1.1) 3 partir des résul-
tats sur v(s) en utilisant 13.2.17. Nous omettons les détails. Les pro-
priétés de sommabilité de Borel de E(B) se déduisent de celles de v en

utilisant par exemple 1'appendice de [Gra.Gre.Ha.Sil].

13.4. Calcul de la résonance pour P-]@.

Compte-tenu de (13.12.21), (13.12.22) et de 1'étude menée au
§.13.3, la démonstration du Théoréme 3.1.2 se raméne 3 1'étude de la réso-
nance z(h) de 1'opérateur P_](h) pour laquelle nous pouvons utiliser
la machinerie développée au §.9. On se propose dans cette sous-section de
vérifier les hypothéses des Théorémes 10.8 et 10.12 et de démontrer plus
précisément la :

Proposition 13.4.1. L'opérateur P_J(h) admet dans une boule de centre

4h et de rayon € h une unique régonance telle que :
(13.4.1) ~Imz(h) =- w2016 /T (£iw)] VPR

ou f(h) est un symbole analytique tel que f(0) =1.

Détermination des géodésiques minimales.

Compte-tenu de 1'invariance par S1 nS1 , il est clair que la distance
minimale entre {0} et a0 peut étre réalisée par une géodésique minimale
joignant {0} & un point du type (t] ,O,tz,O). D'autre part, la géodésique
minimale joignant 0 2 (t,,0,t,,0) est unique car [W]| #0 sur

(pour dvo),

2++

{Vv=0~{0}}. Enfin, si on a une géodésique minimale dans R

c'est une géodésique minimale dans R4 pour 1l'injection naturelle de RZ“

dans R4 . Pour des raisons de symétrie, on fait un changement de variable

orthogonal en posant :
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t, -t t, +t
L S i

T T

(13.4.2)

Dans ces nouvelles coordonnées le potentiel s'écrit :

(13.4.3) Wy ls,t1=t2 (1 - th1es? e detyast (F (@2 -s)
t>0

dans une zone v {0} .
O<|s| <t

Compte-tenu de la positivité des 2 derniers termes, on voit qu'a t fixé
le minimum de Wy est toujours atteint en s=0. Il est alors facile de
voir que la géodésique minimale est donnée par 1'équation s=0 (ou dans

les anciennes coordonnées par 1'équation t,=t,).

?

v

La distance SO est alors obtenue par :
/7 2 1
- /it . 24,1
(13.4.4) 50 I tv1 T dt I 1-u T
0 0
On obtient ainsi que 1'ensemble T des points de type 1 est la sous-variété
" de dimension 2 définie par Ix;1 =1, |x;] =1 et que celle-ci est de codi-

mension 1 dans 30.
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Pour obtenir les résultats optimaux, le deuxiéme point 3 vérifier est de
montrer que la caustique ¥ est au voisinage de T une sous-variété de di-

mension 3 ayant un contact d'ordre 2 exactement avec 0 1le long de T.

Etude de la caustique.

De nouveau, des arguments de symétrie conduisent 3 la réduction du

probleme 3 R,

Si on désigne par f(s,t) 1la fonction dwo((s,t),O) -So , on sait
(cf. [H.S.1]) que cette fonction est C” dans un voisinage de ((0,7Z[ x{0}).
Plus précisément, on a vu dans la section 10 que f est C] jusqu'au bord
go (= €n RZ“) de la trace de la caustique sur RZN et la restriction
}' de f 2 3’0 est C . Compte-tenu de la remarque 10.3, il s'agit de mon-
trer que 't\"‘ s'annule exactement 3 l'ordre 2 au point (vZ,0).

L'expression de f au voisinage de la caustique (faite autour du point

10.22) montre qu'on a, en paramétrant par s, la courbe f;"o :

2y 2
(13.4.5) £ 0 = 1in £ 0,0 %0
9s t</3 9s

N
Par conséquent f s'annulera exactement 3 l'ordre 2 en s=0 si et seule-

ment si £ +0. On montrera ultérieurement que :
(13.4.6) L=q
ce qui montre donc la propriété souhaitée.

Utilisant 1'équation eiconale (10.25), on obtient qu'en (¥/72,0), on a

1'égalité :

(13.4.7) 2?3 thesf ) e 06Y) sw 8
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Si go est définie par :

(13.4.8) t = /2- b(s)
avec
(13.4.9) b(s) =B s2+©(s)

on déduit de (13.4.7) 2 (13.4.9) que :

a4 /TB+2
et par conséquent :
L'équation de la trace de la caustique dans
(13.4.10) R™* st domnée par :

2
t=/7- (Eaz'” v o .

Démonstration de la Proposition 13.4.1. Compte-tenu de la formule (10.74)

et de 1'invariance par Sl nSl , ona:

12
(13.4.11) -nnz(h)-h‘/ze“/z"-n'z@-(‘—:"——) c@H) 0+ om)

D
)

_a%
(13.4.12) @, (t) "3l ©,t)
et ol
(13.4.13) o= lin (ay(t) -

t+/7
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avec

4
(13.4.18) wp (1) =VW, (0,1) = tV1 -3‘- , telo, /7L

et o0 ao(t) est 1a restriction de 1'amplitude de la solution W.K.B.

t
=,0)
S /T’

normalisée par a(0) =1. Le terme I figurant devant ¢ dans (13.4.11)

©(h)] 2 la géodésique minimale x(t) = (—,G ,

/Z
correspond au fait que la bonne normalisation (en norme LZ) conduirait 2
a(0) =(n h)-] . On vérifie alors, 3 partir de 1'équation eiconale et de
(13.4.3) que @, vérifie 1'équation :

4
W 0,0 0 (1) +of =1+ 5

(13.4.15)
L2 0) =1

11 suffit en effet d'identifier les coefficients en s2 de la relation

IVdV (;:,O)I2 =V(x) qui s'écrit,si on désigne par @(s,t) 1la restriction

de d’V a R

2 dans les coordonnées (s,t) :

(13.4.16) IVS t w(s,t)l2 = Wy(s,t) au voisinage du rayon minimal
’

et de se rappeler que :

sz-btz 3
(13.4.17) ®(s,t) = =3—+ O(s| +|t])” prés de (0,0) .
On a alors :
s2 3
(13.4.18) o(s,t) = 9y(t) + 5 @ (1) + O(s)

et (13.4.15) se déduit de (13.4.16) a (13.4.18).
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On traite de 1a méme maniére la premidre &quation de transport pour

a qui régit son évolution le long d'une géodésique minimale :

(13.4.19) ZVdv'Va*[A(dv) -4]Ja=0 .

Dans RE* , Ol on reprend les coordonnées (t,s), (13.4.19) devient :

20} (t) ag(t) + [@(t) + 5 0f(t) +@; (t) -41 2y (1) = 0
(13.4.20)
ao(O) =1 .

Toutes ces considérations apparaissent de maniére heuristique chez

(Ba.Ben.W.] pour un probléme voisin; notons ici, ce que nous développerons

au §.14., que nous pourrions ainsi justifier mathématiquement toutes leurs

considérations.

On va montrer ici, en s'inspirant de leur étude (et de remarques de
P. Vogel que nous tenons 3 remercier), camment résoudre explicitement le

systéme d'équations différentielles (13.4.15) - (13.4.20).

La résolution de (13.4.15) est classique : recherche d'une solution
particuliére -V1 - t4/4 . On se raméne 3 une équation de Bernouilli qui se
raméne par changement de fonction 3 une &quation différentielle du ler ordre

linéaire qui s'intégre sans trop de difficultés. On obtient ainsi :

3 2
(13.4.21) 0 (t) = - Vi -%- + _‘-—2— .

Arc sin (Ez-)

Ceci démontre (13.4.6) car o, (72) =2.

Plutot que de résoudre (13.4.20), on pose 6(t) =Log(a(2J w(')) et on ob-

serve que 9(t) vérifie 1'équation :

(13.4.22) Rt -

Ry
%
210



EFFET ZEEMAN

Posant : 6(t) =p(u) avec u-%—, on obtient que :
p(u) =C -7 Log u- Log (Arc sin/T) - 2 Argch (/—‘:)
) u

La constante C est déterminée en observant que :
8(t) v Logt+@(t) lorsque t~+0 .
On trouve ainsi que :
(14.4.23) p(u) =% Log 2—71—l.ogu - Log (Arc sinvu) -ZArgch(/Ll_‘) .
Soit encore :

-2 Argch(—zz)
(13.4.24) aé o} (t) = 23/% .tV (Arc sin (-‘2-))" ‘e t

On en déduit que :

(13.4.25) 0= s_“/_i_‘

Compte tenu de (13.4.11), la Proposition 13.4.1 est démontrée.

Démonstration du Théoréme 13.1.2. (13.1.4) se déduit immédiatement de

(13.2.14), (13.2.21) et (13.2.22) en se rappelant que ReE (0) =-} .
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14. QUELQUES REMARQUES JUSTIFIANT L'ARTICLE DE BANKS-BENDER-WU [Ba.Ben.W.].

Cet article est 2 notre commaissance un des seuls articles traitant de
la formule de Bender-Wu en dimension >1 de maniére convainquante 3 défaut
d'étre camplétement rigoureuse(‘) . Nos techniques permettent en faitde justi-
fier complétement les arguments qu'ils avancent et dont ils avaient seule-
ment vérifié le bien fondé par des calculs numériques. On traitera simple-
ment ici le modéle qu'ils ont considéré tout d'abord et qu'ils ont considéré

camme significatif.

Nous le présentons dans le contexte semi-classique ; la réduction a
cette situation est analogue aux cas que nous avons considérés dans les

§.12 et 13.
Considérons donc :
2(d%  a* 2.2, 4. .4 2.2
(14.1) P(h)=-h (d-:z*—z)*(x +y9)-(x"+y +2xx"y")
dy
od c vérifie -1<c

et on se propose d'€tudier la résonance située prés de 2h et plus exac-

tement le camportement asymptotique de Imz (h) lorsque h-0.

Le cas c<-1 n'est pas considéré par ces auteurs, mais il ne semble
pas exclus dans notre approche, car, nous pouvons sans doute traiter ce cas
ol 1'ile n'est pas campacte par les techniques introduites pour 1'étude de
1'effet Zeeman. On se limite pour 1l'instant au cas ol c>-1. Cette condi-
tion est naturelle si on pense au probléme des perturbations pour Q(t) =
- %c,y* (x2 + yz) +t (x4 + y4 +2 xZ yz) , t>0. Elle implique que 1'opérateur
Q(t) est semi-borné. Nous ne détaillerons que les points différents de

ceux considérés aux §.12, 13. L'existence de la résonance ne pose pas de

©) du point de vue d'un mathématicien.
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problémes nouveaux et nous allons donc surtout nous attacher aux problémes
nouveaux posés dans 1'étude de P(h).
On a avec les notations des paragraphes précédents :

(14.2) U={0}, @={(x,y) €R?, x*+y?>xteytocxlyly.

On voit facilement que @ est relativement campacte, et la premiére chose 2
considérer est d'étudier la nature des g€odésiques minimales entre U et

30. Banks-Bender-Wu en donnent les équations en indiquant qu'il suffit de
chercher les points cols du potentiel V situé dans é et de remarquer que
passent par certains de ces points cols des géodésiques minimales qui sont
miraculeusement des droites. Cette technique a 2 lacunes, d'une part sa jus-
tification est peu claire car rien ne dit a priori qu'une gé€odésique mini-
male doit passer par un point col et on peut imaginer des situations ol ce
n'est pas le cas, d'autre part les auteurs ne vérifient pas qu'ils ont ainsi
toutes les géodésiques minimales, la justification de ce dernier point ne
s'obtenant que, a posteriori, par des vérifications numériques qui rassurent
camplétement le physicien mais ne satisfont pas totalement le mathématicien.

La démonstration de ces propriétés est pourtant trés simple. On pose :
(14.3) Veoy) = (o yh) - P eyt e 2ext yE)
et on considére 3 cas :

Dans ce cas, le potentiel V1 x,y) = (x2 +y2) - (x2 +y2)2 est invariant
par rotation et tous les rayons issus de (0,0) sont des géodésiques mini-

males. Ce cas est &tudié au §.12.
Cas_2. c«1.

On remarque que :
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V (x,y) =V, (6,y) + 201 -)xEy?

Si c<1, on observe alors qu'on augmente le potentiel en dehors des deux
axes x=0, y=0. La distance de tout point de aac 3 U augmente stric-
tement en dehors de ces deux axes. I1 ne reste donc plus que 4 g€odésiques
minimales joignant en ligne droite (0,0) aux 4 points de 36c qui n'ont

pas bougé a savoir (0,1), (1,0), (-1,0) et (0,-1).

Quand on fait varier ¢ dans J]-~,1], la distance 2 35C est cons-

tante et égale 3 :

1 1
(14.4) SO-I tVi-t?ae= J VT~ du=g
0 0

Remarquons que dans ces considérations, l'hypoth&se c >-1 n'intervient

pas.

3. c>1.

On fait le changement de variable orthogonal :

(]4.5) Xty . t X-Y . s
T T

Dans ces nouvelles coordonnées, le potentiel devient :
W.(t,s) = (s2+th) -3 eyl esDPaz(c-1) sPe?
et on campare ce potentiel avec le potentiel symétrique

W(e,5) = (5 +tD) -3 (1 + 0t +5H)?

Par les mémes arguments que dans le cas 2, on obtient qu'il y a 4 géodési-
ques minimales correspondant cette fois-ci aux 4 bissectrices (dans les

coordonnées X,Y) .
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La distance 2 35c varie avec c et est donnée par :

2
s 1

(14.6) sc=J u»/1-(l‘££)uzdu-11—cj Viv dv=3—(%-+—c)- )
0 : 0

Le changement de variable montre donc que le cas 3 se raméne 3 celui du cas 1

(-1 <c<1) et on se contentera donc d'étudier ce cas.

Calcul de la résonance dans le cas -1<c«<l1.

On procéde de maniére complétement analogue 3 celle de 1'étude faite
au §.13.4. I1 y a 4 contributions identiques de chaque géodésique et on se

contentera donc de calculer celle relative au rayon joignant (0,0) 2 (0,1).

Comme au §.13 (cf.(13.4.11), on a :

1/2

2S,/h
0 V2 li4.00. (L
ch™/f=nedeo (‘01) (1+0O )

(14.7) -Imz(h) -e

ol @ satisfait a 1'équation :

t\/1-t2 9 +w]2=1 -2ct? sur [0,1(

(14.8)
m1(0) =1
(14.9) 6= tlin; (at@y) avec @y(t) =tV1-t

et ol EN satisfait 3 1'équation :

2t\/1—tZ a(')+(wd0'+tol) aO=Za0

(14.10)
a,(0) =1

Toutes ces formules se déduisent du Théoréme 10.12 a2 condition de vérifier
que la caustique a un contact d'ordre 2 exactement aux points (0,1), (1,0),

0,-1), (-1,0) , ce qui équivaut comme au §.13 3 la vérification de :
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(18.11) @ (1) *0

Résolution de 14.7. (d'aprés [Ba.Ben.W.])
Le changement de variable s-\ll-tz , conduit 2 1'équation :

-0-sH P ) +vis) = 1-2c0 28t se€lo,)
(18.12)

(1) =1
o

(14.13) v(s) -vo.l(t) avec s= 1-t2 .

Cette équation est justement 1'&quation (4.15) de [Ba.Ben.W.] p. 3352.
On fait alors le changement de fonction :
’
(14.14) v(s) = -1 X

qui conduit 2 1'équation classique de Legendre suivante :

1
1-s

(14.15) (1-s5)x"-2sX"+X (2c-——=) =0 .

La '"bonne'" solution de (14.15) est domnée par la fonction classique (cf.

Bateman manuscript Project, Vol.1l, p. 121)
(14.16) PU(s) avec v(w1)=2c,u=-1

Cette solution a les propriétés suivantes (cf. Bateman manuscript Project,
Vol.1, p. 145) qui justifie son choix :

T(xv)
(14.17) Pl = 3172 sing Z

(14.18) P '0)=-1"
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/7P (s)
e T

(cf. Bateman manuscript Project, Vol.1, p. 163).

-2} () (1-9)'/?
(14.20) —_ 1
/7 s+1

Les relations (14.14), (14.19) et (14.20) impliquent que ¢(1) =1.

Vérifions maintenant que 1la condition (14.11) est satisfaite. On a

-1
ANO!

©, (1) =¢(0) =~ -p-v—(m—

d'od
vy pol L] 3,1
COS(Z V) r(z*z\)) r(z*z\’)

(18.21) o (1) =+2-
Sin(ZV) T (G ) T (143 )

(On vérifie que ¥, (1)*# 0; les singularités apparaissant pour certaines

valeurs de v ne sont qu'apparentes !).
Calcul de &.

On pose 0(t) =bog(a(2)o6). L'équation régissant @ se déduit de
(14.10). On obtient :

(14.22) @y (1) % =2-q (1) .

Dans la coordonnée s ,(14.22) devient, avec 5(5) =0(t)

@€ __ 2 _x
(14.23) . & X
d'od :
8(s) = C - Log (:%2 - Logx .

217



B. HELFFER - J. SUOSTRAND
C est obtenue en remarquant que lorsque s~+1,
8(s) =3 Log (1-s7) + o(1-s) = J Log (1-s) + B2 + o(1-5)

=C - Log 2+ Log (1-s) -  Log (1-s) + &% + o(1-5) .

On obtient par conséquent :

x 1
§(s) = Log 2~ Log (7=3) - Logx

d'od
(14.24) o = 720). - +
X P, (0)
Calcul de la résonance.
Compte-tenu de (14.6) on obtient :
2S,/h _ _
“(mz)e O nV/Zag.pV? !

; (1+om)] .
-1 -1 172
(P, (0)(-P}") (0)]

I1 résulte de (14.17) et (14.18) que :

I‘(%v) oT (%*;-v)

-1 -1 1 _.
P (0P (0) =-+=sinllv
vy n rG+P T +gv))

2.1 L1 . _sinnv
nsmﬂ\l V(V*1j HTC

D'od finalement :

Sy/h _
02 Ly Lk

SINv

2
~(nz(h) e W2 e om)

-2 SO/h
e

(14.25) Imz(h) = h'/2.8. s

sinllv

Wineom .

Cette formule coincide 3 renormalisation prés avec la formule (4.41) de

[Ba.Ben.VW.].
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On peut préciser le (1+ @ (h)) dans (14.25) sous la forme (1+ ©(h))
est un symbole analytique. Ceci conduit 3 des formules de Bender-Wu plus
précises comme dans le §.12 et qui semblent difficile 3 justifier avec la
technique de ''Matching " de [Ba.Ben.W.]. Ceci justifie les expressions du
type (5.1) de B.B.W,.

Remarque 14.2. Le cas a#*b, a>0, b>0, c>-vab.

Ce cas est également traité dans [Ba.Ben.W.]. Nous remplagons seule-
ment 1'argument peu rigoureux 3 nos yeux des points selles, le reste se dé-
roulant comme dans le cas symétrique. Par changement de coordonnées ortho-

gonales, on se raméne toujours 3 la situation od a<b, c<b.

On compare de nouveau avec une situation symétrique en remarquant

que :
oyt - @xtebyt e zexly?) = ) - by Pexh R e P (ma)xt s 2000
On remarque alors que seules les géodésiques minimales (0 ,—/t:) (tefo,1])
b
et (0, -t—) (t€(0,1)) subsistent lorsque 1l'on ajoute
/b
2 2 2 . .
x“((b-a)x” +2(b-c)y”) au potentiel symétrique .

La suite de la démonstration s'adapte essentiellement sans changement en
reprenant les arguments de [Ba.Ben.W.] avec 1'adaptation que nous avons

faite précédemment.
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APPENDICE A. Théorie de Fredholm.

On reprend la théorie classique sous une forme directement utili-
sable dans le texte principal. Soient d'abord A ,B des espaces de Banach
sur € et QBZ*PZ : A+-B une famille continue (en norme) d'opérateurs
bormés. Ici Q<€ est un ouvert. Soit 2, €Q et supposons que PZ soit

0
un opérateur de Fredholm d'indice fini. Soit a_=dimKer P, , a_=

a a
dim Coker P, . On choisit alors R_: € “+B et R, :A-C * bornés de
0
a
rang maximal tels que R_(€ ) soit transverse 2 P, (A) et R,
0 Ker P
z
soit bijectif. On introduit alors 1l'opérateur :
P R
z - a a
A.1) ?zo- 0 : AxC ~ +BxC ' ,
R 0
+
qui correspond au probléme :
Pz u+R u_=v a_ a,
(A.2) 0 , u€eA, u eC , v‘ec , VEB .

R+u =v,

On voit facilement que ce probléme admet une solution unique et donc que
g)z est bijectif avec un inverse borné. L'opérateur
0

Z -
(A.3) P .

a donc les mémes propriétés pour 2z dans un voisinage V(zy) de z, et
1'analogue de (A.2) (avec Pz remplacé par PZ) a donc une solution unique
0

de la forme :

= (S(z)
E_(z) E_, (2) v v

+ +

(A.49)
u

u ) E(z) E, (2) v v
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pour z€V(zo). Iei E,E _,E_,E_, varient continlment en norme avec :

et E_ (zg) =0. De plus E,(z) et E_(z) sont de rang maximal pour z=z,

et donc pour tout z€V(zo) (si 1'on diminue V(zo)). Pour z€V(z0), étu-

dions maintenant 1'é&quation :
(A- S) PZ u=vy

et introduisons v, =R, (z)u comme variable auxiliaire. Alors (A.5) équivaut

a:

u=E(z)v+E_(2)v,
(A.6) .
0=E_(z)v+E_, (z)v,

Pour v€B donné, (A.5) admet alors une solution ssi E_(z)v€ImE_, (2).
Puisque E_{z) est surjectif,nous voyons d'une part que Im(P,) est fermé

et d'autre part que :

| (A.7) Codim Im (Pz) = Codim Im (E“(z)) .

De la méme maniére, puisque E,_ est injectif, nous voyons que :
(A.8) dimKer P, = dimKerE_,(z) .

En particulier ind (Pz) =ind (E_,) = a, -a_ est indépendant de z (résultat
bien connu).

Regardons maintenant la théorie spectrale. Soient g, V(zo) comme
ci-dessus et supposons que V(zo) soit ouvert et connexe. On suppose main-
tenant que AcB avec ume inclusion dense et que Pz =P -z. On suppose en
plus que PZ est bijectif pour au moins un point de V[zo). Alors E_, est
bijectif au méme point et donc a_=a_=n. E,E_,E ,E_, dépendent mainte-

nant holomorphiquement de. z et les zéros de det E_,(z) forment donc un en-

semble discret de V(z;). Quitte 3 diminuer V(z,), nous pouvons donc supposer
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que E_¢(z) (et donc P-z) est bijectif pour z€V(zo)\zo, pendant que

E-#(ZO) =0. Pour z *#2,, nous avons :
(A.9) (P-2)"' =E(2) -E,(2) E_, () E_(2) .

. . . . 1 .
Si y est un contour simple autour de z, et si &‘ désigne MJ , alors :
Y Y

(A.10) no- &(Z-P)—] dz--&:—;(z) E_,(2)" E_(2) dz

def.

-1

Ici on constate que E_,(z) a un pdle d'ordre fini N0 en z=z,, eton

introduit le développement de Laurent :

R

-N R
-1 0 -1
(A.11) E_*(Z) -—Na*...+m*holammhe
(z-2()

ainsi que les développements de Taylor de E, :

(2]

(A.12) Et(z) = E:(ZO) +E} (zo) (z-zo) +E, (zo) (z-zO) z, cen

D'aprés la formule des résidus :

(A.13) n=- 17— ey r, BN .
jre-k=-1
TkeN,

Puisque les opérateurs EEJ )(zo) sont de rang fini ¢n on voit que JI est
de rang fini < NOL. On voit aussi directement sur (A.10) que Im(@) cA.

Puisque A est dense dans B, et Il est de rang fini, on a: II(A) =M(B).

Pour u€A, nous avons:P(z—P)°1u= (z-P)'lPu=-u+ z(z-P)"u et

donc en intégrant :
(A.14) NPu=PIllu , VYu€A .

Donc IM(A) =lI(B) est invariant par P. A 1'aide d'une récurrence facile,on

montre ensuite que :
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(A.15) (P-w)“'n=§(z-w)"' P a
Y
pour w€z, m=1,2,... . Pour w€V(z0) 3 1'extérieur du contour y,on a
aussi
(A.16) (p-w)"n=§\(z-w)" Pz .

Y
En effet, si 1'on appelle W le second membre de (A.16), alors :

(P-w)"w=§\(z-w)(z-w)" (z-P Ndz=1 ,
car &(P-z)(z-w)q (z-P) 'dz=0.

Soit T'eV(z,) un deuxiéme contour simple qui contient y dans son
0 mp

intérieur. Alors d'aprés (A.16)

ﬂ2=§’(w-P)-] ndw-§r (é\(w-z)" (2-P) "' dz) dw .
r I vy
Ici on peut renverser 1'ordre d'intégration et, puisque %{w—z)'1 dw=1 pour

Z €y, on obtient : r

(A.17) m=q

Donc 11 _est un projecteur de rang fini avec M(B)cA et T(B) est P-inva-

riant et nous avons (P_ZO)—(E'H(B) =0. La derniére propriété résulte de
(A.15) avéc w=z, puisque d'aprés (A.9) : (P—z)-] a un pole d'ordre \<N0

en z;. I1 ne reste qu'a montrer que :
(A.18) (P-zo) :AnKer+BNKernm est bijectif .

On pose Q=§’(z-zo)-1 (P-z) ' dz : B+A. Il est clair que T et Q commu-
tent, donc Q : BNKer T~AnNKerIl. De plus,
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(z-2p) -
(p-zo)Q-f(ﬁ- (P-2)"" dz+ &(z- (P-2) (P-2) "
=-T+1.

Donc, Q|Kern est un inverse 2 droite de 1'opérateur (A.18). De la méme
manidre, on obtient : Q(P-zy) =1-1 et QIKerrl est donc aussi un inverse

a gauche.

On remarque aussi que si Z GW(zo) » Z;%Z5 estun deuxiéme point
od P-z n'est pas bijectif avant diminution de V(zo) a la page (A.3),
et si l'lz , I'IZ sont les projections correspondantes alorson a :

0 1
(A.19) n, n, =n_ n =0.

o1 1%

Remarque A.1. On voit facilement que f; E_,(2) =E_(2) E (z) . Si E_(z()
E+(ZO) est inversible on voit que No-l puisque F’-¢(20) =0 et z, est
donc un pGle simple pour (P-z)-1. (On vérifie aussi directement que 1'in-
versibilité de E_(zo) E+(ZO) équivaut 3 la condition Im(P-zO) nKer(P-zo)-O

qui exclut des vecteurs propres généralisés).

Dans la section 9,on reprend des arguments de cet appendice dans des
situations od E_,(z;) est non-inversible mais pas nécessairement 0. La

derniére remarque n'est alors plus valable.
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