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FONCTIONS L DES VARIÉTÉS DE DELIGNE-LUSZTIG ET DESCENTE DE SHINTANI

par François DIGNE et Jean MICHEL ( )

Résumé: Dans ce mémoire, nous étudions les fonctions L des variétés de
Deligne-Lusztig d'un groupe réductif G sur un corps fini. Nous exprimons
ces fonctions à l'aide des caractères de l'algèbre de Hecke et de
descentes de Shintani des caractères du groupe des points de G sur une
extension du corps de base. Ceci permet de comparer ces descentes pour
les différentes extensions finies du corps. Nous montrons la périodicité
de ces descentes en fonction du degré de l'extension. Après avoir exposé
l'exemple des groupes de type G- , nous développons une conjecture générale
sur la décomposition des descentes de Shintani des caractères unipotents
et la rattachons aux résultats connus et à une conjecture de Kawanaka.

Abstract: In this paper, we study L-functions of thé Deligne-Lusztig
varieties of a reductive group G defined on a finite field. Thèse functions
are computed in terms of characters of thé Hecke algebra and of Shintani
"descents" of characters of thé group of rational points of G over an
extension of thé base field. We show that thé L-functions are periodic
functions of thé degree of thé extension. We then explain thé example
of groups of type G^ and make a général conjecture about thé décomposition
of Shintani descents of unipotent characters. We show how this conjecture
is related to known results and to a conjecture by Kawanaka.
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0 INTRODUCTION

Le principal objet du présent travail est 1'étude des fonctions ^ des

variétés de Deligne-Lusztig X^ d'un groupe algébrique réductif G défini

sur F . et le résultat principal est que ces fonctions ^ s'expriment à

l 'aide des caractères de l'algèbre de Hecke H de la représentation
G(F )

E « Ind q"7 1 et de "descentes de Shintani " de G(F ni) ^ G(F ) des
m B(Fqm) q"17 ^

caractères de G(F m) intervenant dans E . ces descentes de Shintani étantQ ni
des fonctions périodiques de m .

Précisément» si F est Tendomorphisme de Frobenius correspondant à la

structure rationnelle de G et si W est le groupe de Weyl de G » on a pour

tout g^G(F ) et pour tout m multiple de Tordre 5 de F sur W :

'^^ s r ^w F) (^/F ^(f ) (9) ^ m ̂

où y parcourt un ensemble formé d'une extension à H x<F> de chaque

caractère F-invariant de H^ et où Sh^m^ Uç est la descente de Shintani

d'une extension Uy à G(F m) ><Î<F^ du caractère U de G(F m) corres-
q ^ ' q

pondant à la restriction w à H de w .' m •

De plus, pour tout m multiple de S , on a :

V/F u? - r S.^ ̂  v <£i- In 3^

où V parcourt l'ensemble des caractères unipotents de GF . où c» «Ç

et où û/.. est une racine de l'unité.

Ces résultats sont plus généraux que ceux qui ont été trouvés indépendam-

ment par Asai [AS1] et leur annonce dans [DM1] et [DM5] a été utile à

Lusztig pour compléter son travail [ L3] sur la décomposition des caractères

de Deligne-Lusztig.
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L'organisation des chapitres est comme suit :

Dans le chapitre 1 nous exprimons les fonctions A des variétés X a

l'aide des nombres de points fixes de g^ sur ces variétés, et donnons les

premières propriétés de ces nombres de points fixes (rapport avec les caractères

de Detigne-Lusztig, induction à la Harish-Chandra) ; puis nous définissons 1a

"descente de Shintani" dans le cadre d'un groupe muni de.deux automorphismes

qui commutent, et vérifiant pour ces deux automorphismes l'analogue du théorème

de Lang sur 1'endomorphisme de Frobenius (généralisant ainsi les constructions

de Shintani fSH] et Kawanaka (K13).

Le chapitre II est consacré aux résultats nécessaires sur les algèbres

de Hecke et sur certaines algèbres de Frobenius de la forme H ï < < F > . formées

du produit semi-direct d'une algèbre de Hecke H par un automorphisme F

provenant d'un automorphisme du diagramme de Coxeter. Nous donnons une généra-

lisation des résultats de [BC] sur la rationalité des caractères des algèbres

de Hecke à ces algèbres et aux algèbres génériques correspondantes, ainsi qu'une

généralisation du théorème de spécialisation classique pour les algèbres de

Hecke.

Le chapitre III expose la démonstration du théorème principal. Nous
rm

exprimons d'abord les nombres de points fixes 1 X 9 1 à l'aide des caractères

de l'algèbre H et de descentes de Shintani des caractères de G(F „,) ;m n
puis, en utilisant les résultats du chapitre II sur la rationalité des caractè-

res des algèbres de Hecke. nous montrons que les coefficients qui interviennent

sont produit d'un nombre rationnel c- par 1a puissance m-ième d'une racine

de l'unité (J.. et par un polynôme en q"1 . Ceci permet de "passer à la linte

pour m s 0 " , ce qui lie les coefficients c., , à 1a décomposition desv » HT

caractères de Deligne-Lusztig R .
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Dans le reste du chapitre III nous donnons divers résultats donnant des

précisions sur les nombres c» , utilisant d'abord les propriétés des groupes

linéaires, puis en utilisant une désingutarisation de 1 a variété X , et

enfin en utilisant l'opérateur de dualité de Curtis.

Les résultats du chapitre III montrent que l'étude de la décomposition

des caractères R se ramène» pour les groupes déployés, à l'étude de 1 a

descente de Shintani Sh de G(F ) à G(F ) ; le chapitre IV est consacré à

cette étude.

Nous donnons d'abord des résultats généraux sur l'opérateur Sh , en

particulier au paragraphe 2 nous montrons que Sh commute au foncteur de

Lusztig R^ , généralisant ainsi 1 e résultat de notre note [DM2] ; puis nous

décrivons l'action de Sh dans 1e cas des groupes classiques et d'un groupe

de type G? .

Dans 1 e chapitre V, nous développons l 'exempte du caractère de

Detigne-Lustig R , où w est l'élément de Coxeter, dans le groupe G1 ;w n
il est possible, dans ce cas, d'obtenir des résultats explicites par une

méthode combinatoire.
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Dans le chapitre VI, nous montrons comment, pour un groupe de type G» ,
déterminer les descentes de Shintani des caractères unipotents de la série
principale et les valeurs propres de l'endomorphisme de Frobenius sur les
variétés de Deligne-Lusztig à partir de la table des caractères de l'algèbre
de necke.

Dans le chapitre VII, nous développons une conjecture générale sur les
décompositions des descentes de Shintani des caractères unipotents en indiquant
quelle partie de cette conjecture peut être prouvée par~̂ ios méthodes. En
particulier (VII, 2) nous montrons comment calculer les "valeurs propres" <-^..
de l'endomorphisme de Frobenius attachées au caractère V , et nous prouvons le
cas m"l de la conjecture pour certains groupes (VII, 4 ) . Âsaî a récemment
prouvé le cas m*l de cette conjecture en toute généralité ([AS2] ,[ÂS3] , [ A S 4 ] ) .
Enfin, nous montrons qu'une conjecture récente de Kavanaka ( [ K 2 ] ) , que
celui-ci a démontrée dans le cas où m est premier à l'ordre du groupe G(F )
(cf [K 3 ] ) est conséquence de notre conjecture. Pour ce faire» nous introdui-
sons une base de l'espace engendré par les caractères unipotents "transformée
de Mellin" de la base canonique. Dans cette base, les opérateurs considérés
(en particulier la descente de Shintani) ont des expressions particulièrement
simples.

Les constants encouragements et les nombreuses suggestions de P. Cartier
ont été essentiels à la réalisation de ce travail. Nous remercions également
G. Lusztig dont les travaux ont un rôle fondamental dans la théorie, et avec
Lequel nous avons eu une discussion profitable sur la démonstration du
théorème principal. Enfin nous remercions M. Broué, L. Puig et les autres
membres de l'équipe des groupes finis de Paris qui nous ont accueillis dans
leur séminaire, où nous avons pu exposer nos résultats et en discuter.

Nos remerciements vont également à M. Demazure et J. Giraud qui ont
accepté de faire partie des jurys des thèses* dont ce mémoire fait partie,
ainsi qu'à F. Ledrappier et H. Cohen qui nous ont fourni d'intéressant sujets
de seconde thèse.

J. Tits nous a fait l'honneur de présider ces jurys.
La frappe du présent mémoire a été assurée par Maryse Loiseau et Claire

Michel, qu'elles trouvent ici nos remerciements.

T̂hèses soutenues en juin 1984 ai'Université de Paris XI.
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1 DEFINITIONS ET NOTATIONS

0. Notations.

Soit X un ensemble (resp. une variété algébrique), et soit g un

automorphisme de X . On note ^ l'image de Télément x de X par l'action

de g , et X9 l'ensemble (resp. la sous-variété) des points fixes de X

sous 1'action de g . _

En particulier, si X est un sous-groupe d'un groupe G , et si gcG

normalise X , on fait agir g par conjugaison sur X , et on écrit donc

^ pour gxg .

Si H est un groupe fini et X l'ensemble des caractères de H ,

on fait agir G = Aut(H) sur X en posant : ^t9»!) = X-(h), pour tout X^X ,

tout g^G , et tout heH .

Si H est un groupe fini ou une algèbre semi-simple, on note H

l'ensemble des caractères irréductibles de H .

Dans toute la suite, si G est un groupe fini, l'ensemble des fonctions

sur G à valeurs complexes sera muni du produit scalaire défini par :

< f . g > G = le»'1 Z W g (x )
x^G

Enfin, on note |X| ou ^ X le cardinal d'un ensemble fini X .

Nous désignerons toujours par F le corps fini à q éléments de

caractéristique p et par F sa clôture algébrique. Si nous considérons une

variété algébrique sur F définie sur F , nous noterons F 1'endomorphisme

de Frobenius correspondant.

Pour tout nombre premier 1 différent de p , nous noterons Ci une

clôture algébrique du corps Ci des nombres 1-adiques, et nous supposerons

choisis des isomorphismes i, : Ç, ^ ^ t . Nous identifierons toute fonction f

à valeurs dans Ç, à 1a fonction i, o f à valeurs dans t .
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Si X est un schéma défini sur F , nous noterons H^X, Ci)

(ou H^X) s'il n'y a pas d'ambiguïté) le i-ième groupe de cohomologie

1-adique à supports propres de X .

Si V* = • V1 est un espace vectoriel gradué, et si f est un endo-
i 6Ï

rorphisme de V^ , on pose :

dim* V* = î (-1)1 dim V1

i

T r a c e ( f | v * ) = H (-1)1 Trace(f I V1 ) .
i

Enfin nous utiliserons les résultats classiques suivants :

Proposition 0.1 (théorème de Lang, cf. [SB] , E, 12.7) - Soit G un groupe

algébrique connexe défini sur F et soit F 1'endomorphisme de Frobenius

correspondant ; alors l'application x i_> x' . x de G dans G est

surjective.

Corollaire 0.2 - Soient G un groupe algébrique défini sur [F et H un

sous-groupe fermé connexe rationnel de G . Alors, dans toute classe

rationnelle de G/H , il y a un élément rationnel.

Ce résultat s'obtient facilement par application de la proposition 0.1

dans le groupe H .

1. - Nombres de points fixes et fonctions £ .

Soit Y une variété algébrique sur F , munie d'une structure ration-

nelle sur F . Soit G un groupe fini opérant sur Y . On suppose que F

opère sur G de façon que pour tout couple ( g » y ) € G x Y , on ait

g. y s (g.y). Posons, pour tout g€G et tout entier m>l :

^{Q) = Trace (gF^H^Y. Ç ^ ) )
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On a, d'après le théorème de Lefschetz (.cf rSGA]) :

m i gF"1N^g) ^ l Y 3 ï .

en particulier N^1) = |Y(F j|

Nous définissons, pour tout caractère X de G :

N^OC) = 16l-1 I X(g'1) N"(9) .
g^ G

d'oû N^g) = S: X(g)N'y(^) pour tout gcG .
^w

Nous définissons la fonction £ associée à ?C par :

Ï(K. F. Y) = exp( 2: N^-^) t^nOtfÇ rCt3] .
m>l •

Proposition 1.1 - N^X) = ^(l)"1 TracetF"11 H^(Y) ) si ^x = X .

= 0 sinon,

où ^^î-v est 1 a composante isotypique de type -y de H*(Y, ^1)

Démonstration - On a N^X) = X(l)"1 Trace (F"̂  ) H^(Y)). où

P^ = X( l) |GI-1 ^ Xtg'^g est le projecteur sur H*(Y) . O r
gêG c ^L

l'image de H^(Y) par F est H*(Y)p . donc la trace de F1"? est
m ~^» ~^~

nulle si ^ ̂  . Si F^,^ on a : N^(70) = X(l)'1 trace(F1" I H^(Y) ).

Corollaire 1.2 - Soit ?C un caractère fixé. Posons n = i n f f m ^ l l''"^. = Xj ,

alors :

f(TC.. F, Y)1^1) » det((l - t'î F ' » ) | H ^ ( Y ) )-1
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Démonstration - On a, d'après la proposition 1.1 :

Z N"!(%) t% » Z X(l)'1 ^^(F"1 l H * ( Y ) . ) t% .
m^l rpm " ^

.-m
car ?C est égal à ?C. si et seulement si n | m

Soit ^ l'ensemble des valeurs propres de F^ dans H*(Y) et,

pour î<6 Ï , soit d_ ^ = dim*(PÎ), où P* est le sous-espace primaireTC» rt p n
de H^(Y) associé a ^ . Alors on a :

/—

TracetF"1 |H*(Y) ) = Z l̂ d , pour tout m>l multiple de n .
^ ïet %9ft

Donc :

^(X. F, Y)^ x( l ) = exp(n X ( l ) S ^(TC) 1%)
m ^ l

=Tr exp(n Z d ^ t%)
^ ' n|m >9n

= Tr (1 - ? tl) 7C>ÎÎ = dét(l - F^ t^ |H^(Y) )'1 .
î< ^

Remarque 1.3 - On a ^(^. F, Y)^15 = <Ï (X. F'î. Y)^^5. où cC est

la série obtenue en changeant t en t^ dans 1a série Ï/ .

On pose ? ( Y . F) = exp( 5: N^l) t^m) = exp( ̂  Z ^(7) ^(1) t%)
m^l ' m^ l X.

= TT^(y. F. Y)
X

^(1)

On a : ^ (Y. F) = det(l - tF ÏH*(Y)) " ' 1 . par un argument analogue à

la démonstration du corollaire 1.2 .

2. - Variétés Y^ .

Dans toute la suite, G désignera un groupe réductif connexe, défini sur

1e corps F . Nous fixerons un sous-groupe de Borel rationnel B de G » et un

î0
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tore maximal rationnel T de B . On a B s T U , si U désigne le

radical unipotent de B . Nous noterons W le groupe de Weyt de G ,

identifié à Ng(T^)/T^ .

Soit wf fNp(T ) un représentant de w & W . Considérons la variété Z.

définie par :

Z^ = [ x < s G Ix'Vxcwl^]

Le groupe T^ agit sur cette variété, l'action de t cT étant donnée par
-1 F111

x ,_^ xt , pour xeZ, . D'autre part, pour tout m tel que w = w ,

la classe a gauche wU est stable par F"1 , donc 1'endomorphisme F"1 agit

sur Z_ . Le groupe G agit par translations à gauche sur Z. .w w

Comme le groupe u ^wU w" agit par translations à droite sur Z. ,

on peut définir la variété quotient :

Y^ = { x € G Ix^ /xcw^J /dJ^w^ w"1) .

Les actions de (^ . de F"1 et de T^ sur Z.. induisent des actions sur

1e quotient Y. , car 1 e groupe U n wU w' est normalisé par T^ et

stable sous l'action de F^ . Les actions de GF et de T^ sur Y. comrru-o w
tent clairement.

Nous pouvons appliquer les constructions de 1 , 1 en prenant comme

variété Y ta variété Y. et comme groupe le groupe G ^ Tw . Nous écrironsw o
^(g.t) pour N^ (g.t) et N"Y?C. 9) pour N"1 ( ?C, ô) si 7- est un

w "w w \
caractère irréductible de G , et 9 un caractère de degré 1 de T^

-m °
(rappelons que m est tel que w = w ) .

1 1
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Nous posons aussi :

N;!;(Ô)(g) = IT^»'1 Z 9(t-1) N^g.t) . pour gcG1" .
t<

rTracetgF1"!^) ) si ^9 = 9 ,
On a N^(9)(g) =J

LO sinon,

ou H^(Y^) est la composante isoptypique de type 9 de H*(Y.) pour l'action

de ^ (££• proposition 1 . 1 ) .

Si nécessaire, nous préciserons le groupe en écrivant N"1 p
W,b

3. - Caractères de Deligne et Lusztig .

Définition 3.1 - On pose R^g) = Trace(g |H*(YJJ. pour tout ge^ . et
" ^ W Q

tout caractère 9 de degré 1 de T^ .

La notation est justifiée car le caractère virtuel de (f ainsi défini

est indépendant du représentant w de w . (cf. Deligne et Lusztig [DL3 1.8) .

Si T est un tore maximal rationnel de type w , on peut identifier 9 à un

caractère de TF . et écrire R^(9) pour R8 .

Avec les notations de 1 , 1 , on a :

Proposition 3.2 -

R;(g) » - [ rX(g) Da;(;c. 9. F^. Y^)J
x " ' " w7

t=CD

où D est l'opérateur différentiel défini par Df e t df/fdt et où p est

tel que F^W = w . La sonne porte sur les caractères ^ du groupe GF .

12
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Démonstration - On a, d'après le corollaire L2,

n ? C ( l ) D ; f ( % . 0. F^. Y^) = Z d^ç^ nt^ (1 - ? t'»)"1 .

où ^ parcourt les valeurs propres de F^ sur H*(Y.,) et où d -, n ^ estc w ^»y>y»
la dimension (au sens dim*) du sous-espace primaire de H*(Y.,). o associé

rflIU ^»y

à la valeur propre ? et où on a ry = inf [m^ l | ô = e } 7

Donc, pour t = oo , on obtient - n S d n rv . D'où :1 ^ X >»'» A

- [^X(g)D;C(X.e,Ff,Y^, »^ X(g) X(l)-1 0^^

»Trace(glH^(Y^)^)

Remarque 3.3 - D'après la démonstration précédente, on a :

^(9) = z ^ 6 î ^(S) ?c(l)'l •^ Y A»»0» n

et, pour tout m multiple non nul de np :

NS(8)(9) s î ^/rllj ̂ .Q.^^ ?c(l)'l •
n»A»

Nous exprimerons ceci en disant que R est la "limite pour m = 0 " de N"(6).

Si w = 1 . la variété Y, s'identifie à l'ensemble des points fixes de F

dans G/U , donc F agit trivialement sur Y i » et N^ô) = R9 .

4. - Variétés X^ -

Considérons la variété définie par :

X^ = [ x e G Ix'^xewB^]/ (B^nwB^w' 1 )

Nous pouvons identifier cette variété au quotient de Y.. par l'action de T^ ,

pour tout représentant w de w C£f. [DL] 1.8).

13
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La variété X est munie d'une action du groupe 6^ , et de F"1 , pour
p»n

tout m tel que ' w = w . La valeur de N.(Q) pour 8 = 1 est liée à 1 a

variété X^ :

F"1Proposition 4.1 - (^f. [D.L.] 1.9) - Si m est tel que w = w et si on
pm

choisit un représentant w de w tel que w = w , (ce qui est toujours

poss-ible, ^f. corollaire 0.2), on a, pour tout geÇ^ :

^(l)(g) = Trace(gFn1|^(X^ ^)) .

^(9) = Trace(g | H^(X^. ^)) .

Démonstration - N^l^g) = IT Î "1 I ^ N^g.t)
teTo

TWF
= Trace(g F" t H .̂ ^) ° )

T^
O1' ^(Y,,) 0 = ^(V1?^ (^^SR] 5-1 0) ' et V^^ \ ' Dtoù 1e P^"11^
énoncé. Le résultat sur R1 s'en déduit par "passage à la limite pour m»0 N,

ou directement d'après la définition de R° .

Corollaire 4.2 -

0) V1) est indépendant du représentant w de w choisi.

(ii) R^ est à valeurs entières (^f. [DL3 3.3).

Dans la suite, nous écrirons N"1 pour N^l)

Considérons la variété X des sous-groupes de Borel de G ; on a

X 2; G/Bp , cet isomorphisme étant défini sur (F . Les orbites de G dans X x X

sont en bijection avec les éléments du groupe de Weyl W , si on associe i w

14
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l'orbite du couple (B , ̂  ). Nous dirons que deux sous-groupes de Bore1 sont

en position relative w si leur orbite correspond à w . Nous noterons

B —ÏL- B' l'appartenance de (B,B') à Torbite correspondant à w . Avec

ces notations, l'application qui à wfiX associe le sous-groupe de Bore1 ^

définit un isomorphisme : X -SL-> [ B € X | B —w— ^ ] .

5. - Induction à partir d'un sous-groupe parabolique -

Soient P un groupe fini, U un sous-groupe distingué de P et L = P/U

On définit un opérateur P- qui associe à toute fonction f sur P à valeurs

complexes la fonction sur L définie par : (P..f)(x) = ÎU | T f(y) pour

tout xeL , où y parcourt l'image réciproque de x dans P .

Notons *P.. l'adjoint de P.. pour le produit scalaire défini dans 1,0 .

On a :

si x<eP : (\f)(x) = f (p(x) ) ,

si p désigne t'homomorphisme quotient P——^ L .

Nous pouvons appliquer ceci au cas où l'on considère 1 e groupe P des

points rationnels d'un sous-groupe parabolique rationnel de G , et 1e sous-

groupe distingué U de P , où U est 1 e radical unipotent de P . Nous

écrirons P.. et Y. pour P p et *P r. . Le quotient P^L^ est isomorphe
^ U U U" U'

à L , si L est un sous-groupe de Lévi rationnel quelconque de P . On

définit l'opérateur R. des fonctions centrâtes sur L dans tes fonctions

centrâtes sur G par :

R? = Ind^ ° \ •

L'opérateur *R^ défini par : *R^ = Pn o Res6? est t 'adjoint de R6 .

15
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L'omission de P dans ces notations est possible car ces opérateurs ne

dépendent pas du sous-groupe parabolique P admettant L comme sous-groupe

de Levi (^f. [L.5J 2.4).

Théorème 5.1 - Soit L le sous-groupe de Lévi rationnel contenant T d'un

sous-groupe parabolique rationnel P de G contenant B . Soit W. = N . (T )/T

le groupe de Weyl de L . C'est un sous-groupe parabolique de W . Si w € N . ( T ),
F"1 . wFpour tout m tel que w = w et pour tout teT , on a :

R^(1 ,__,N^(1.t)) = (g ,_> N^ç(g.t)) .

Corollaire 5.2 - Sous les hypothèses du théorème, si © est un caractère

de T^ , et si F G = 0 . on a :

^ ̂ i^ = <G(9)

Le corollaire se déduit immédiatement du théorème.

Le théorème et son corollaire sont des généralisations faciles de CDL] 8.2 ;

la démonstration est analogue.

Démonstration du théorème :

Considérons la variété Y. ; on peut la décomposer en réunion de sous-

variétés disjointes :

Y^ = -IL [ x e G Ix^/xcwU^ . xPx"1 = P'j/^n^) .

où P* décrit l'ensemble des sous-groupes paraboliques conjugués à P sous G .

En effet, il est clair que ces sous-variétés sont disjointes, et, d'autre part,
W -1 F

si ^nQ ^^w ' a10rs xpx est rationnel, donc conjugué sous G à P

(£f. 0.2).

16
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Nous noterons Y. p, la sous-variété indexée par P' dans cette décomposition.w 9 r
..r

Les actions de F et de T- préservent cette décomposition.

Si geG , l'application x ^__^ gx définit un isomorphisme de Y. p
W,r

sur Y. gp . Cet isomorphsime est compatible avec les actions de F"1 et de

T^ . On a, pour tout h dans (/ et tout teT^ :

Nl? ?("»!) = 21 (nombre de points fixes de (h^F"* dans Y., p.) .
W»b pi W»r

Or (h,t)Fm ne peut avoir de point fixe dans Y. n, que si h€P ' . Donc :
W»r

N1? .(h.t) = Z (nombre de points fixes de (h.^F"1 dans Y. p.) .w,b p.^ w,f

Si P' = g? , avec gcGF . le nombre de points fixes de (h^F*" dans Y. p.
W,r

est égal au nombre de points fixes de (g~ hg, ^F"1 dans Y- p . Donc :

N? p(h,t) = IP1"!'1 ^ , (nombre de points fixes de
W > G [geC^g^hg^PÎ ^

(g 'hg. t)F"1 dans Y^^p)

(car le normal isateur de P dans G est P ).

Remarquons alors que Y. p s'identifie à la variété analogue à Y. pour
W»r W

le groupe L , c'est-à-dire :

[ X € L IX 'VXCW^L)] / [(U^nLïo^nL):]

En effet :

Y^p = [ X € P x^.^ewU^/tU^n^) .

Or le radical unipotent Uo de P est inclus dans U r^U car 1 1 est
r 0 0

normalisé par w e L . Donc :

Y^p = [ x € L j x^/xcwU^/dJ^U^L)

= [ x € L l x • l . F x<sw.U^nL] / [ (UQnL)n w (U^L)3 .

d'où l'assertion.
17
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On voit d'autre part que si p = lueP , avec I€L et u^U^ ,

alors p et 1 ont même action sur Y. r> . Donc :W,r

N^^) = l^l'1 s r i p. ^L^'^' t) •w>u [geG^ g^hgeP^ WÏL

où g" hg est la composante de g" hg dans L . D'où le théorème.

6. - Fonctions de F-c1asse>

Soient H un groupe fini et < F > un groupe cyclique de générateur F

agissant sur H . On notera h <_> h l'action de F . On considère le produit

semi -direct P = H >i < F >• .

Définition 6.1 - On dit que deux éléments h et k de H sont F-conjugués

si les éléments hF et kF de P sont conjugués.

Notons que hF et kF sont conjugués dans F si et seulement s'ils sont

conjugués par un élément de H , car F(hF)F~ = h" (hF)h . Donc h et k sont

F-conjugués si et seulement s'il existe 1 € H tel que l.h. 1 s k .

Définition 6.2 - On appelle fonction de F-classe sur H une fonction sur H

constante sur les classes de F-conjugal s on.

Remarque 6.3 -

(i) On identifiera souvent de telles fonctions aux restrictions à HF

des fonctions centrales sur P .

18
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(ii) Si on prolonge une fonction de F-classe f sur HP , en une fonction

centrale f sur F par 0 en dehors de HF , on a :

<f!1 f2>H "l^^i {^2>r

où le produit scalaire est défini comme dans 1 , 0 .

(iii) Si f, et f^ sont deux caractères irréductibles de F dont les

restrictions à H sont irréductibles, alors :

___ ^(F) SL ^(") f^(h), s'il existe Sfe ̂  tel que
Z f^hF) f^(hF) = heH ^ -^

heH 1 " A "
0 sinon.

Cette propriété est démontrée dans le cadre des algèbres de Frobenius dans II»

2.11.

7. - Descente de Shintani

Définition 7.1 - On dira qu'un groupe G sur lequel agit un groupe cyclique

<F> vérifie la propriété de Lang pour F si :

(i) (^ est fini ;

(ii) l'application Lp : G _>G définie par g i_^g^/g est

surjective.

Considérons deux groupes cycliques < F > et <F '> agissant sur G ,

et supposons que G vérifie la propriété de Lang pour F et aussi pour F* .

Si de plus les actions de F et F' sur G commutent, alors G est stable

par F' , et G est stable par F . Cela a donc un sens de parler de classes
F F'de F'-conjugal s on dans G , ou de classes de F-conjugaison dans G
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Proposition 7.2 -

(i) Sous les hypothèses précédentes la correspondance

Lp,(h) <—^Lp (h"1) . où h^G ,

définit une bijection, notée Npyp, des classes de F'-conjugal son du groupe (f
p«

sur les classes de F-conjugaison du groupe G .

(ii) Si c est une classe de F'-conjugal s on de G , on a :

iG^llcl = IG^ lNp/p.(c)| .

Démonstration -

(i) Un calcul évident prouve que Lp,(h)eG si et seulement si
-1 F' FLp(h )e(a . La correspondance induit une application bien définie de G

dans les classes de F-conjugaison de G : en effet, si Lp,(h) = Lp,(k) ,
-1 F'alors hk est dans G , et, comme :

hk^^k'^/thk'''1)''1 = Lp(h'1)

les éléments Lp(h"1) et Lp(k'1) sont F-conjugués par un élément de G1"' .

D'autre part, l'application ainsi définie envoie deux éléments F'-conjugués
F F' Pde G sur la même classe de F-conjugaison de G ; en effet, si g&G ,

et si heG vérifie Lp.(h)eGF . alors g.Lp.(h) ^'g'1 = Lp.(hg"1). et

l'image de cet élément est la classe de Lp(gh"1) = Lp(h"1), car gef/ .

L'application Npyp. est bijective car son inverse est clairement Np,,p

(ii) Le membre de gauche de l'égalité est le cardinal de l'ensemble

des h^G tels que Lp,(h)f iC . et celui de droite est le cardinal de

l'ensemble des hcG tels que Lp(h" )eNp,p.(c). Ces deux ensembles sont

égaux, par définition de Np,p, .
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Définition 7.3 - On appelle descente de Shintani de GF à G^ , notée Sh-,r«

l'application de l'ensemble des fonctions de F'-dasse sur GF dans

l'ensemble des fonctions de F-classe sur G définie par :

S h p / F . ( f ) = f o N p . / p .

Remarques 7.4 -

(1 ) Dans le cas particulier où F = F' , l'application Shp,- est une

involution sur les fonctions centrales sur G .

(2) D'après 1a propriété (ii) de la proposition 7.2, Shp,p. est une

isométrie (le produit scalaire étant défini comme dans 1 , 0 ) .

Remarque 7.5 - On peut appliquer tout ce qui précède au cas où G est un

groupe algébrique connexe défini sur F , et où l'on considère les deux

endomorphismes de Frobenius F et F"1 .

Dans ce cas, la descente de Shintani Sh est une application des
_m ^ /F r

fonctions de F-classe sur G" dans les fonctions centrales sur G (car F

agit trivialement sur G ).

Par abus de notation, si ^C. est un caractère de çf xi < F> , nous

noterons Sh ^C la descente de Shintani de la fonction de F-classe sur G^
F^F

définie par : g __>X(gF).
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II - ALGÈBRES DE HECKE

1. - Algèbres de Hecke, algëbres génériques, spécialisation.

a) Algèbres de Hecke

Définition 1.1 - Soient W un groupe de Coxeter et S l'ensemble de ses

générateurs de Coxeter. Soit k un corps algébriquement clos de caractéris-

tique 0 , soit K une extension de k et soit x^ = [x , r cS ̂  un ensemble

d'éléments de K tels que x = x si r et s sont conjugués dans W .

Nous appellerons algèbre de Hecke de (W,x), notée H(W^x) la ktj<J-a1gèbre

ayant pour base des éléments (a ) .. et où la multiplication est définie

par :

(1)
^w ̂  = SA/ si 1 ( w w t ) = 1(w) + 1 ( w l )

^ = ^s^s + \ si 1(s) = 1 9

où 1 est la fonction longueur dans W .

Remarquons que la première relation implique que H(W^x) est unitaire

avec comme élément unité Télément a, .

En reprenant les notations de 1,4, nous noterons E 1a représentation

de permutation de G' sur X^ où X est la variété des sous-groupes de

Borel de G . C'est la représentation induite de la représentation triviale

de B^ . On note H l'algèbre commutante de G^ dans E . Elle a pour base

les opérateurs (T^) définis par :
weW^"

cm ——
pour x c X i T x » ^ y

[ y & X ^ l y -Ï— x3

(jcf. [BBKn IV, §2, exercice 22) car W^ paramètre les orbites de G^

dans X^x X^ .
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L'endomorphisme F agit sur XF , donc sur E , et on a FT = Tr Fm w '^
Nous noterons S Tordre de l'action de F sur W .

Proposition 1.2 - Ayec les notations précédentes, on a :

(i) (cf. [BU §5) Le groupe ^m est un groupe de Coxeter.

(ii) (£f. CBBK11 IV, §2, exercice 24) Si k = C et si on pose, pour

tout r6 S :

"r.m = ( B^ / ^F n ̂ F) > ' a10rs l'application de N(1^". ^)

dans H^ qui envoie a^ sur T est un isomorphisme d'algèbres.

b) Algèbre de Hecke générique

Soit ^ = {Xy, , r^S^ un ensemble d'indéterminées telles que X = X

si r et s sont conjugués dans W (on n'impose pas que X ^ X si r et s

ne sont pas conjugués). On appelle algèbre de Hecke générique l'algèbre

X= H(IU).

On pose ^ = kC)U ; par définition. 3C est une d)-a1gèbre.

Si w = r^r^ ... r^ est une décomposition réduite de w e W , on pose

X^ = Xp Xp ... Xy. . Ce monôme ne dépend pas de la décomposition réduite

de w choisie (cf. [BBK11 IV. §1. Proposition 5) . On pose ̂  ^ X .
w & W w

Soient K le corps des fractions de db et ÏÏ une clôture algébrique

de K . On pose % = 3î 8 ? . et on note d> ta clôture intégrale de
. - ^

db dans K .

Théorème 1.3 - Soit f un homomorphisme k-linéaire '3b .__^ k tel que la

k-algèbre % 8 k (où Ton fait de k une db -algèbre à Taide de f) soit
db
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semi-simple. Soit f : A __^ k une extension de f . Alors

% fi k = H(W, f(X^) a les mêmes invariants numériques que X et, pour tout
^ — —

caractère irréductible ^ de % sur K , on a :

(i) X(\)^ *> P^ tout w € w ;

(ii) l'application linéaire %^ : H(W, f(^)) —^ k définie par

;C2(a a ' 1 ) = ?(^ (aj) est un caractère irréductible de H(W, fpQ). On

définit ainsi une bijection entre les caractères irréductibles de M et

ceux de H(W, f(X^)).

Démonstration - voir [CIKl » 7.1 et 1 .11 et la démonstration de 3.1 ci-dessous.

Remarque 1.4 - Le théorème 1.3 s'applique au cas où Ton pose f(X^) = 1 pour

tout rcS . En effet, dans ce cas, l'algèbre H(W, f(>[)) est isomorphe à k C W 3

(car les relations (1) de 1 .1 deviennent les relations habituelles définissant

W) et est donc semi-simple.

Remarque 1.5 - Si SI m , i.e. si WF = W , le théorème 1 .3 s'applique aussi

au cas où Ton pose f(X ) = q" pour tout rcS . En effet, dans ce cas,

H(W. f(XJ) = HÎW^. f()[)) est isomorphe à H^ d'après la proposition 1.2,

car l B1" /(B^n rBFm)\ = q" ; or cette algèbre est semi-simple, comme algèbre

commutante d'un G^-module.

On notera (? le spécialisé f((P) = H q^^ .
m W 6 W

c) Algèbres produit semi-direct.

Soient A une k-algèbre et 6 un groupe agissant sur A

(on notera a i ^ > ̂  l'action de gcG) . On appelle produit semi-direct

de A par G , noté A x G l'algèbre engendrée par A et G avpc les relations

pour a c A , g« G g.a s ^.g .
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Soit <F> un groupe cyclique de générateur F agissant sur W par

automorphisme du graphe de Coxeter. Dans les cas où seS et s ne sont pas

conjugués (i.e. F est Tautomorphisme non trivial d'un graphe de type B^ ,

FA, ou G?), nous supposerons de plus que X - Xp . Alors on peut faire agir

F sur 36 par a = âp pour w & W .
" ' w

Théorème 1.6 - Soit f un homomorphisme k-linéaire ^ __^ k tel que la

k-algèbre (??XÏ<F>) fl k ^ H(W. f(^))^<F> soit semi-simple, et soit
• - ^
î : db ——> k une extension de f . Alors H(W, fQ()) >a<F> a les mêmes

invariants numériques que !S>^ <F> et pour tout caractère irréductible

•Y de %>3 < F> sur K , on a :

(i) ^(a F1)^^) pour tout i et tout w e W ;
A~ W

(ii) l'application linéaire Xf : H(W. f(^)) ^ < F> ___> k

définie par Xr(a F1 8 1 ) = 7( •/. (a^ F 1 ) ) est un caractère irréductible.

On définit ainsi une bijection des caractères irréductibles de % >o<F> sur

ceux de H(W. f(^()) ̂  <F> .

Démonstration - On démontre ce théorème par des arguments analogues à ceux

utilisés pour le théorème 1.3.

Ce théorème s'applique aux mêmes cas que le théorème 1.3 (cf. remarques

1.4 et 1.5) car si H(W. fp()) est semi-simple, alors H(W, f(^)) xi<F> est

aussi semi-simple, d'après 1e 1emme :

Lemme 1.7 - Soit A une algèbre semi-simple, et G un groupe fini agissant

sur A (par automorphisme s d'algèbre). Alors l'algèbre B = A >^G est semi-

simple.
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Démonstration - Par un argument classique, il suffit de voir que si M est

un B-module et si N est un sous-module de M , i1 existe un sous-B-module

supplémentaire de N dans M. ou, ce qui revient au même, un projecteur

B-1inéaire de M sur N . Comme A est semi-simple, il existe un projecteur

A-linéaire p de M sur N . Posons q = |Gl 2T gopog"1 . Il est immédiat
gêG

que q commute à l'action de G et est A-linéaire. Donc q est B-1inéaire.

Si n est un élément de N , on a q(n) = n car g"^(n)eN pour tout g^G ,

et donc g(p(g" n)) = g(g^ n) = n . Comme q(M)cN , on a bien construit un

projecteur B-1inéaire de M sur N .

2. - Produit scalaire dans tes atgëbres de Frobenius.

a) Algêbres de Frobenius.

Définition 2.1 - Une algèbre unitaire de dimension finie A sur un corps k

est dite de Frobenius pour une forme linéaire ^ : A _^ k si ta forme

bilinéaire (x,y) i—^ *? (xy) sur A est non dégénérée.

Pour une étude détaillée des algèbres de Frobenius, cf [CR2] §9,A et

[CRI] §61 et 62.

Si A est une algèbre de Frobenius pour la forme linéaire îl , on peut

définir un isomorphisme de A sur l'espace A* des formes linéaires sur A

par x i—> x* tel que x*(y) = ^ (xy). On peut alors munir A* de la forme

bilinéaire déduite par cet isomorphisme de la forme bilinéaire (x,y) ,_^ î l(xy).

Cette forme sera notée < , >^ . On a donc :
A

< x*.y*>^ = ^(xy) = x*(y) .

Remarque 2.2 • Si t ® , ) , ^ ] et (^ î i ^ i sont deux bases de A duales pour

la forme bilinéaire (x,y),__^ ft (xy), alors on a :

(i) Pour tout x e A : x = Z x*(f.)e. ;
i c i ' 1

(ii) pour tous ^ et ^ dans A* : < ̂  ,^> = S: y(e^) 4/( f . )
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Proposition 2.3 (cf. [CRU lerome 62.8) - Si M et N sont deux A-modules

irréductibles non isomorphes de caractères respectifs y et u/ , on a:

< ;c.^ = 0

Corollaire 2.4 - Soit A une algèbre semi-simple de dimension finie sur un

corps k et soit ^ 1e caractère d'une représentation de A sur k . On suppose

que A est une algèbre de Frobenius pour ^ . Alors, si ^ est un caractère

irréductible de A intervenant dans ?) avec la multiplicité n . on a :
r~

n^<^.^ = %(1) .

Démonstration - D'après la proposition 2.3, on a <;<, ?)>. = " < x » X >
«s « x ^

et, comme par définition ? = 1 , on a : < ̂  ,^> = X(l) .
/t

b) Application aux algèbres de Hecke

fl si w=l .
Dans la suite nous posons à = 5

w [o sinon.

Proposition 2.5 - L'algèbre % est une algèbre de Frobenius pour la forme

linéaire ? définie par ft(a^) = ^ (P. Les bases (X^ ÇP)'1 a^ et a ,
wsont duales.

Démonstration - Montrons par récurrence sur la longueur de w que pour tout w'

on a ^Vw'5 = ^^ww* • si ^ = 1 • 1e ^sultat est vrai par défini-
tion de ? car X^ = 1 . Supposons 1 ( w ) > l .

Soit seS tel que 1(ws) = 1 ( w ) - 1 . Supposons d'abord que l ( sw ' ) = 1 ( w ' ) + l ,

alors : a^. = a^ a^. . Remarquons que l'hypothèse faite sur sw' implique

27



F. DIGNE et J. MICHEL

que w f- w' et que ws f- (sw*)" . Par récurrence on obtient donc ^(a a , ) = 0 .

Supposons, au contraire, que l (sw') = 1 (w ' ) - l . On a alors :

\ ̂  = (V1) \s ̂  + h \s Sw' •

Cette fois l'hypothèse faite sur sw' entraine wsw' ^ 1 . Donc, par

récurrence :

^Vw') -^s-1) ^wsw' + ^s- ^s ^wsHsw") = ^^wW \ '

D'où le résultat.

On obtient par spécialisation le :

Corollaire 2.6 - Si î | m , l'algèbre H est une algèbre de Frobenius pour

la forme linéaire ? définie par ?(T^) = S^ Ç^ . Les bases

^^^^w.W et (\-l),^ sontdua1es-

L'algèbre H étant l'algèbre commutante du G^ -module E , ce dernier
r-m

ademt une décomposition en somme directe de H xG- -modules irréductibles de

la forme : (*' E•̂ .'•". ['l•'"l"ï.3 •
A

où X »_>. U est une bijection de l'ensemble H des caractères irréduc-m "Xjn m
r-m

tibles de H sur l'ensemble des caractères irréductibles de G qui inter-m

viennent dans E^ (cf. [BBK 2] §4.4). On a noté [X..,"] (resp. [ U . 3) uneni iii ^" m
représentation de H (resp. G^ ) de caractère ?C (resp. U^ ).m m 7-ni

< ^N
Corollaire 2.7 - Si â| m , pour tout caractère irréductible 7^ 6 H , on a

^ q-m1(w) ^ ^ ^ ^ , ̂  Ç ^ ^
^^W m w m w A m iïl ^-m
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Démonstration - En effet îi est le caractère du H -module E , car on voitm m
aisément d'après la définition de T que :

Tracer l EJ = 0 si w ^ 1 et Trace(l | E^) = dim E^ = 1X^1 = <F^

En appliquant 1e corollaire 2.4 et la remarque 2.2 (ii)» on en déduit le

résultat car la multiplicité de X-, dans E est U_ (1) d'après (») .
m m ^m

c) Produit scalaire dans l'algèbre produit semi-direct.

Soient A une algèbre de Frobenius pour la forme linéaire S et < F >

un groupe cyclique d'ordre S agissant sur A .

Alors A ̂  < F > est une algèbre de Frobenius pour la forme ? définie

par :

{ î i ' ( x ) = 0 si x€AF 1 avec 0 < i < < S

^'(x) = 5 t (x ) si x«A .

En effet, si ( ^LçT et (^lei sont des bases duales de A pour 1a

forme ^ .alors (e^0)^ ̂  j ̂  [o.î[ et ^"^i^i e I. j c. [0.5 L sont des

bases duales de A >^<F> pour la forme ^ .

Dans la suite, nous supposons k algébriquement clos.

Nous noterons — l'ensemble des caractères irréductibles de <F >

sur k . Si ^ est le caractère d'une représentation p : A >q < F > ——> End M

et si ^€ "E. alors ^ î défini par (-^Ç)(aF1) = X(aF 1 ) ^ (F1 ) pour tout

a e A est le caractère de 1a représentation de A x < F > dans M définie

par :
aF1,——^ j>(aF1) ^ (F 1 ) 6 End(M) .
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Proposition 2.8 - Soient cf et -^ deux caractères de A >^ <F> . Alors pour

tout j on a :

? c '̂) pctF-^)' J-1 S: «f.X?^^) •
161 S* S <•

Démonstration - D'après la remarque 2.2, le membre de droite vaut :

i'1 2: S: Z ^(e/) ^(F-^) ^(F-1') ^(F^
î<=- ici keCO^C i ^ i 3

or, pour tout k on a : 5'1 2^ ^(F'1') ^(F'3) = 5° d'où le résultat.

Corollaire 2.9 - Soient cy et 5^ deux caractères irréductibles de A > 4 < F > .

Alors on a :

, f û si^^e^l (? 'X^ i
1 <^(e,F) x t r ^ )^

1 6 1 [W^A^A^ ^{Ï^^-XÏÏ-W

où on a noté <f. la restriction de Cf à A .

Démonstration - Comme ^ et "̂  sont irréductibles, on a d'après 2.3 :

»-^.,.xï>,, ^'•'--"•^i^,,.^^' •
Si k = 1 , la somme de droite est nulle sauf si elle a un seul terme, d'où la

première partie du corollaire.

Si : [Ce Z |^= X ? ] = [^ . alors 1a proposition 2.8 devient :

^ c^.F3) ^fi)' rl ̂ ^ ^(Fj) ( 1 )

Remplaçant dans ( 1 ) pour j = 1 la valeur de <q,c{>«, donnée par ( 1 ) pour
fi

j s 0 on en déduit la deuxième partie du corollaire.
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Corollaire 2.30 - Soient cf et ^ deux caractères de A xî <F> dont les

restrictions cf. et KA à A sont irréductibles. On a alors :

(i) S cf(e.F) ^(F^f.) = 0 si y. ^ X. •
i el ' ' M A

(ii) Si (f. = ?C. , il existe un unique caractère ^ de < F > tel que

^P=X; Ï . et :
^ y(e^)^(F-^)= <c^.^ ^(F) .

Démonstration - On applique le corollaire 2.9 en remarquant qu'il existe au

plus un Se 3 tel que cp = X ^ , car il existe a e A tel que ^(aF) ^ ° •

En effet, la représentation de A de caractère Xn étant irréductible,

l'image de A par cette représentation se compose de tous les endomorphismes

de l'espace de la représentation. Il existe donc aeA tel que a et F

agissent de la même façon, et alors : ^(sn = X-(l) ^ 0 •

Remarque 2 . 1 1 - Si G est un groupe fini, alors l'algèbre C CG] est une

algèbre de Frobenius pour la forme linéaire définie par :

p(g) = 0 si g e G - [l] .

|^(1) = 1 .

Les bases (9)g, r e^ (9" Î Q ^ G sont dua1es- on Peut donc appliquer ce qui

précède au cas d'un groupe F = G ^ < F> (cf. I, remarque 6.3 (iii)).

Remarque 2 .12 - Si on applique 1 e corollaire 2.10 à l'algèbre H , on obtient :
^v ^

^1 ^m et ^m sont deux ^'^fl0^^®5 irréductibles de H X3 <F> (1'endomorphisme

F agissant sur H par conjugaison, cf. l,a)) dont les restrictions X et
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^ à H sont irréductibles, on a :

^ <- 'M W ..̂ .i ̂ -) • jv, ̂ «^o, ^ ̂  ^ ̂ .'

3. - Rationalité des caractères des algèbres de Hecke.

Théorème 3.1 - Supposons que M soit le groupe de Coxeter d'un système de

racines irréductible et réduit. Alors pour tout caractère irréductible y de 3€

et tout w e W , on a ^(a )67[X^ . sauf dans les cas suivants :

(i) W est de type G? et ^ est un des deux caractères de degré

2 de W . Alors ;<(aj€ 7 [>/^X^ X^ ] où S = [s.t].

(ii) W est de type E, et ^c est un des deux caractères de degré 512,

ou W est de type Eg et -^ est un des quatre caractères de degré 4096.

Alors ^c(a )€7[^], où on a posé X = X pour tout seS .

Démonstration - Ce théorème est une généralisation du théorème 2.8 de [BC] .

Nous allons utiliser un argument similaire.

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer que : y(a )eÇ(X^)

(resp. Ç( ^X X . . X . X . ) , Ç(^7)). En effet le polynôme caractéristique de la

multiplication par a dans W est unitaire à coefficients dans 7 L X 1 car

les relations de définition de % sont à coefficients dans 7 [5^ ] . Donc pour

tout w e W et toute représentation de H les valeurs propres de a sont

dans 7 C X 3 donc ^(a^)€ 1 [X] pour tout w . Si -^(a^)€Ç(5Q

(resp. 0(A^. X^). Ç(^X)) on en déduit que ^(a^)e 7[X]

(resp. 7[v^X X., X ,X.] , 7C \ / ?J ) car ces anneaux sont intégralement dos

(cf. appendice A.4).
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Notons que l'argument ci-dessus est celui utilisé dans la démonstration

du Théorème 1.3. (i).

Nous allons maintenant démontrer le théorème par récurrence sur le

rang de W ', égal à lS| .

D'après [BC] . sauf dans les cas (i) et (ii) les caractères irréductibles

de W dont déterminés par leurs restrictions aux sous-groupes paraboliques

propres de W . On en déduit par spécialisation (théorème 1.3) que la propriété

analogue est vraie pour % .

Soit -Y u" caractère irréductible de % différent des caractères cités en

(i) et (ii) ; alors, par l'hypothèse de récurrence, on a y.(\)^JL^ pour

tout w dans un sous-groupe parabolique propre.

Soit <r un élément du groupe de Galois de K sur Ç()Q ; alors -^<r et ^

ont même restriction à toutes les sous-algèbres paraboliques propres, donc sont

égaux. Donc ~^.(\}€ Ç(^) pour tout w e W .

Pour étudier les caractères cités dans (i) et (ii). nous allons utiliser 1e :

Lemme 3.2 - Soit w = s, ... s une décomposition réduite de w e W et soit f

une représentation de % de caractère ^ . Alors on a ^(a^)&^ pour

tout s e S (donc si on pose ^ç = Xf où f est comme dans la remarque 1 .4 ,

y (s ) ne dépend pas de l'extension T choisie de f) et on a :

n (^o<1) + ̂ i»72 , .W^ • ̂ i"72

de t ( f ( a )) = TT X, ° ( -1)
w i=l s!

n
Démonstration - en effet, on a : det( f (a^)) = TT det( f (a^ ) ) -

Or. comme (a, +1) (a. - X ) = 0 , les valeurs propres de f(à^ } sont
i i i

X^ ou -1 . On peut donc poser ^ (as. ) = a X^.-b et ^(1) = a + b où

a.beIN . Par spécialisation, on obtient a = ( X o ( s ^ ) + ^(^V2 et

b = (Xo(1) - ^o^i^72' dloù 1e résu1tat-
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Appliquons 1e temme 3.2 à l'élément de plus grande longueur w de W ,

dans le cas où W est de type G^, E,, ou Eg . Dans ces cas» Télément w

est dans le centre de W » donc ai, est dans le centre de X (en général.
-1 °on a a... a.,a.. = &w uiw P0"1' tout élément w de W . d'après la définition 1 .1

"o w "o o—o
et les propriétés de w (cf. [BBK 1] IV, § lEx.2)) . donc agit par un

scalaire dans toute représentation irréductible. On a donc :

(7C(a )/^(1))7CW = det(p(a )) .
"o / o

Distinguons 3 cas :

1 - Pour les deux caractères de degré 2 de W(G«) on a w - (st) »

X.(l) = 2 et X o(^) = 0 d'oû )C(a^ )/2 = t (X^)372 .
o

2 - Pour les deux caractères de degré 512 de W(.Ey) on a 1 ( w ) = 63,

^(1) = 512 et ; < o ( s ^ ) = 0 d'où ^(a^ )/512 = 9 X6372 où Q est une

racine 512^ de 1 qui doit être ^ 1 puisque ^-.(w ) est un entier

(car w^ = 1 ) .

3 - Pour les quatre caractères de degré 4096 de W(Eg), on a 1 ( w ) = 120.

;C (1 ) = 4096 et X (s) = 512 £ où é= 1 pour deux des caractères et & « -1

pour les deux autres. D'où ^(\, V4096 = 9 xt8^)15/2 où Q est une raciney WQ
^ggième ^ ^ ^ ^^ ç^g ^ ^ p^y. rationalité des caractères de W .

Puisque, dans chacun des cas ci-dessus, il n'y a que deux caractères de W

qui aient même restriction aux sous-groupes paraboliques propres, y . (a) doit

être dans une extension quadratique de Ç()[). D'après les calculs ci-dessus,

cette extension doit contenir V^X X. dans le cas 1 et ^TÏ dans les cas

2 et 3 . d'où le résultat.
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Théorème 3.3 - Supposons que W soit le groupe de Coxeter d'un système de

racines irréductible, et que < F > soit un groupe cyclique agissant sur % ,

l'action de F étant induite par un automorphisme du diagramme de Coxeter tel

que s soit conjugué à s pour tout se S . Soit % le caractère d'une

représentation f de % , invariante par F et irréductible.

(1) Si F agit par l'identité, alors il existe une extension de f à ?6xi<F^

dont le caractère 5c vérifie : î(a^F) = X(a^) V w e W .

(2) Si F agit par un automorphisme intérieur non trivial (i.e. W est de

type A , D^, ou Eç et F agit comme la conjugaison par a ,

automorphisme d'ordre 2), alors il existe une extension de p à %>4<F> dont
^ -v -1

le caractère % vérifie : ')€ (a-F) s il ^C(a a ) pour tout w c W , où on^ w y. w^ w
a posé 7\ = î X ?c avec :

^^

^ = ((^1) + ^(^ • 1 ̂ o»72 ^o(1)

où s est un élément quelconque de S (tous les éléments de S sont conju-

gués) et où % est comme dans le lemme 3.2.

Si W est de type D^ , , a est entier ; si W est de type A^

et si y. est le caractère de <S" correspondant à la partition (̂  ,...,o<y.).

alors : ^ ^«

2a^ = ^ ( J " z l 1 ] + n(n-l)/27- ^ v 2 / i 2 /

où (•<, ,...,o/.) est la partition duale de la partition ( << ^ ,..., o^).

Si W est de type E^ , a est entier sauf si f est une des deux représen-

tations de degré 64 auquel cas a « (36 ^ 9)/2 (dans ce cas 1 ( w ) = 36 ,/» "
X(,(s) = i 16 , et x^(l) = 64).
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(3) Si W est de type D^ et si l'action de F est d'ordre 2, ou si W

est de type D^ et l'action de F d'ordre 3 , il existe une extension de P

à ?1>4<F> dont le caractère vérifie x(\ F^e^CX] pour tout i .

Corollaire 3.4 - Plaçons nous sous les hypothèses du théorème 3.3, sauf que

le groupe de Coxeter W n'est plus supposé irréductible. Il est donc de la
n n.

forme TT W. où W. est un groupe de Coxeter irréductible et où F permute
i=l ^ 1

cydiquement les n_ copies de W. . Nous supposerons de plus que tous les

X (scS) sont égaux à X . Nous notons X. = H ( W _ , X). Alors il existe une
MR "w «^

extension de la représentation p. de % à ït ^ < F> dont le caractère ^

vérifie ^c (a F^cJCX17^] pour tout w € W et tout j . où c - 1 . saufw ^*
s'il existe i tel que (W^., F1. ̂ ) soit d'un des types suivants, auquel

cas Cy = 2 :

(a) E^ . X de degré 512 ;

(b) Eg . % de degré 4096 ;

(c) \ . % de degré 64 ;
0

(d) A -i * X correspondant à une partition ( o < _ ) de n telle que

, (^) - x ( ̂  , „„.„.
soit impair, si Ton désigne par (•<,) la partition duale de (o<^) .

De plus. si (W. F.;c) est de type (c) ou (d). alors ^(a^F^X172 . 7 [X ]

pour tout w c W .

Démonstration du corollaire - Si W est irréductible, il résulte clairement
2 2des théorèmes 3.1 et 3.3 ; l'assertion sur Eg et sur A , résulte de

l'assertion (2) de 3.3 et du fait que Ï(a^F) doit être entier sur 7 [X ] .
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Pour montrer le cas général, il suffit de démontrer le résultat quand
F F"'̂n=l . L'espace de la représentation f s'écrit V, + V, + . . . + ' V, ,

où Ton a écrit ç pour n, . Notons p, la représentation de 3P, sur V, ;

elle est F^ invariante. On peut lui appliquer le résultat pour le cas

irréductible.

On en déduit une extension ,̂ de f, à ?C, ^ < F^> . On obtient

alors l'extension désirée J de p en faisant agir F par la matrice :

/ o i . . . . . . . .ex
/ o i ...... o \

0 1 .. 0 \

\ 0 ......... 0 1

\^(F'») ......... 0 j

Cette extension a clairement les mêmes propriétés de rationalité que f, .

Démonstration du théorème 3.3 - le (1 ) est clair. Montrons le (2).

Remarquons que a est dans 1e centre de 36 car pour tout w on a :
^o

à a a" = a (cf. démonstration du lemme 3.2).w^ w w^ w^ww^ —

^
Donc si ? est une racine carrée du scalaire par lequel a aait

X "o «
dans la représentation f , alors on peut définir une représentation de Ï{^<P>

en faisant agir F par ft P(a ) ; en effet cet opérateur commute comme
„ x ^o

F à H et est de carré 1 . Et on a :

2 X ( l ) 2(^) = d e t ( P ( a ))'
7. f "o
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Appliquons le lemme 3.2 à w s w (ici tous les éléments de S sont conjugués

donc /'o(s-) est indépendant de i). Donc :

^2^(1) , ̂ "(1) + W) ̂  , x2^ • w
ft'

car X^l) s X ( l ) .

On a donc :

? 7 2a^
X(<^ )/ X-(l) = 5<x. = e x où 9 est une racine de l'unité d'ordre

^ ^
%(1). Comme >^(v^) = ^(1) = ^ (1)» on voit par spécialisation que Q = 1 .

d'où la valeur annoncée pour Sly . Il ne reste plus qu'à vérifier les^
assertions sur a .

0

Dans le cas de ^n+i » 1e fait ^ue ^ est entier ^sulte de (3)

ci-dessous.
^

Dans le cas de Eg la valeur de a^ peut être déterminée en examinant

la table des caractères de Eg donnée dans CFR] .

Dans le cas de (S^ , remarquons que (Xo(l) + ^o(s))/2 est le produit

scalaire de la restriction de ?C à 6^ avec le caractère identité de S^ ,

ce qui (j^f. par exemple [ZH"] 4 . 1 1 ) est encore la dimension du caractère de

(S^ associé au diagramme gauche de forme extérieure (<,,..., e\ ) et de

forme intérieure (/î, ,....û) = (2, 0 ,..., 0). D'après, par exemple,

[ZH] 4.16 et 6.5. on a donc :

(Xo(l) ^ ^o(s))/2 = ( n - 2 ) i de t ( l / (Xj - y ^ ) ! )

où x - = o ( . •4- r-j et y^ s p^ + r-i et où on a convenu que l/(x. - y.)! c 0

si x ,<y. j . On a donc :
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x,(x,-l) .. (x,-r ^(x^l) .. (x^-r) x^(x^-l) .. (Xg-r)

«r2 r-2

^pt1)^5) (n>2)!
————^————^

où nous avons développé tes polynômes en x. apparaissant sur chaque ligne

sauf la première et annulé par combinaison de lignes tous les termes sauf

ceux de plus haut degré. On peut encore appliquer ce procédé à la première

ligne et annuler tous les termes de degré au plus r-2 . Notons D. le
L

déterminant obtenu où il reste x- sur la première ligne. Alors le déterminant

à calculer vaut :

r T—
-. (Z i) D, + ( ^D . - (T n D + ( Z- i;n D , :D , -. (£ i ) D + ( ^- i j) D ^r+l i=l r I ^ K j ^ r r *

D , est un déterminant de Vandermonde et vaut donc TT (x. - x _ ) ;r-l - • i ji<J
on a D = (Z x.) D , car c'est l'opposé du coefficient de yr~ dans :

x!

x!

1

e 0

r
x!
x!

x!
1

x^ .

x^ .

1

r+l est

•+1

-' ... «?-'

• • •

.. ^

•• \

.. 1

1'opposé

«r1

"r
1

y"1

y'--1

y

/

y

l

du co

1

qui est un déterminant de Vandermonde.

r-l
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déterminant qui se calcule comme D et vaut donc :

(x, + ... + x + y) TT(y-xJ TT (x. - x.))
i ' i i <^ j w

et on trouve donc :

^i^T x? + i?j ̂ Dr-1 '
On a donc :

(Xo(l) + ^(s))/2 =C(n-2) ! /-n-x^] ^-TT (x^-Xj) [S xf + ̂  x^Xj

.Î ll Z x, + Z ij ] .
c i 1 l^i<J^r

Utilisant le fait que l(w^) = n(n-l)/2 et que :

X^(l) =[n! /TT x^ !3 ^ (x^-Xj)

on trouve donc :

2 a = 5: x2 + F x.x. - (r(r-H)/2)Z x^ + 2: ij .
^ i 1 i < j J i ' i < J

Nous allons calculer cette somme comme suit : En développant le membre de gauche

ci-dessous et en utilisant l'égalité précédente, on trouve

(2:(x, - T n ^ A a - Z x f . F i2
i • A- i i

Mais :
S (x. - i) = ̂  x , - S i = n+r(r-l)/2 - (r+l)r/2 = n-r
i 1 i i

donc : 4 a , = (n-r)2 + S x_ - F i
7e i 1 i

Remplaçant x. par sa valeur o^ + r-i , on trouve :

S x2 - Z i2 = S ̂  . 2rn - 2 T. i ̂  - r2 .
i ^ i i ' 1

donc 4 a = n2 + Z o<? - 2 S i ̂
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Pour terminer le calcul, il suffit d'utiliser l'identité :

^ (i-1) °<, = I ( )
i 1 i 2

Pour démontrer cette identité, on attribue la valeur i-1 aux cases de la
pmp
i ligne du diagramme de Young, et on remarque que le membre de gauche

s'obtient en sommant sur les lignes et celui de droite sur les colonnes.

Démontrons maintenant le (3) du théorème 3.3. Soit F l'image de F

dans Aut(36) ; il suffit de construire une extension -Ç^ de ^ à l'algèbre

3(^<lF> qui vérifie ^(a^ ?)&7[X3 , et. dans le cas \ , ^(a^'^eTCX].

a) Dans 1e cas de D , l'algèbre 3C ><<?•> est la spécialisée de l'algèbre

générique de B par l'application f définie par :

f(X^ ) = X si i ^ 1

f(X^) - 1

où le diagramme de B est •————•—— ... -
^ Vl • • • ^ s!

En effet on peut identifier le diagramme de D au diagramme :

^ Vl

et F à a 8 1 .s!

Comme les caractères irréductibles de l'algèbre générique de type B

sont à valeurs dans 7 L^ , on obtient le (3) du théorème dans ce cas.
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b) Dans le cas de D^ , notons r, s, t» u les réflexions élémentaires du

groupe de Coxeter, le diagramme étant :

t
r-s-"

"-u

et remarquons que 3^ x <T> est une sous-algèbre d'une algèbre de Hecke

de type F< de la façon suivante : Soit o-, (resp. <r?) 1'automorphisme

d'ordre 2 de 36 qui échange a et a. (resp. a. et a ) et laisse fixes les

autres générateurs ; on a F = <r, <r̂  , et l'algèbre 3^ xî < ? > est une

sous-algèbre de 3(>^ «r, , o-n > = ( 3€ xi< F>) x <o ,> , qui est la

spécialisée de l'algèbre générique de type F< par l'application f définie

par f (X^) = f(X^) = X , et f(X^_ ) = f (X^ ) = 1 , où 1e diagramme de F^

est :

s — r= ̂  — y^

La représentation F-invariante p a trois extensions à ?€ x < F > .

L'automorphisme (d'ordre 2) ç-5 opère sur ces trois extensions, donc laisse

Tune d'elles (notée ^ ) invariante. Cette dernière représentation s'étend

donc à l'algèbre ( 3C x <?>)>o^<r,> . Comme tous les caractères irréduc-

tibles de cette dernière algèbre sont à valeurs dans 7 [ X ] , on obtient le

résultat cherché.

4. - Degrés génériques.

Définition 4.1 - Soit -y un caractère de <% . O n appelle degré générique

de ^ l'élément de K suivant :

\- ̂ ^^ 'w'1 TC^^.i))-1 ,

(rappelons que ^ est 1e polynôme de Poincaré de K , c^. II. 1 , b).
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Le terme "degré générique" vient du fait que pour la spécialisation définie

par f(X^) = q1" pour toutes les réflexions fondamentales, on a, si Si m :

f(d^) = U^ (1)

(^f. corollaire 2.7 ; rappelons S que est Tordre de l'action de F sur W ) .

D'après le théorème 3.1, on a d^ € Q(^)ÇX^, X^. X^) si W est de

type G^ . d^fi Ç(N/X") si W est de type E^ ou Eg .et d e Q(X) sinon.

Dans le cas où X - X pour tout scS , on peut en déduire que d ç Ç[X]

car une fraction rationnelle en V7 qui ne prend que des valeurs entières

pour une infinité de valeurs entières de X dont une au moins n'est pas un

carré doit être dans ÇCX] . (C'est un lemme classique, pour un lemme plus

général, cf. appendice A.2).

La proposition suivante se déduit de la définition du degré générique :

Proposition 4.2 - Si X - X pour tout s e S . on a : d-, = X ̂  d' où o( et4
^-\ 7- X X

et où dy est un diviseur du polynôme y dans Ç [X] .

Démonstration - On a, dans ce cas

-<•<^' l"o)"'(%•.)^-,»•'<(>>^(w»).
Cette égalité entre polynômes en X donne immédiatement le résultat.

43



F. DIGNE et J. MICHEL

III - LES RESULTATS PRINCIPAUX

I. - N et descente de Shintani.

Nous conservons les notations des chapitres 1 et II. Rappelons que G

désigne un groupe réductif connexe défini sur F » et F 1'endomorphisme de

Frobenius correspondant. Si W est 1e groupe de Weyl de G , on désigne par ^

l'algèbre de Hecke générique de type W . Dans ce chapitre, nous supposerons

de plus que, pour tout s&S , on a X = X . Pour tout m multiple non nul

de Tordre S de l'action de F sur M , on note H., l'algèbre commutante dem
i-m

la représentation E de permutation de G' sur tes sous-groupes de Borel

rationnels sur F n, ; c'est l'algèbre spécialisée de % par l'application
q

X (__^q . L'endomorphisme F agit sur H par conjugaison dans l'anneau

d'endomorphismes de E . O n considère le produit semi-direct H >4<F> et

1e groupe G ^ > 4 < F > , o ù F est considéré comme d'ordre m . On considère

aussi le produit semi-direct %>a<F> , où F est Tautomorphisme de )t qui

est induit par l'action de F sur W . Cet automorphisme F est donc d'ordre S .

L'algèbre H >^<F> a comme quotient l'algèbre H x < F > . spécialisée de

V, >«F> par l'application X i—^ q"1 .

jn
Définition 1 .1 - Pour Te H nous notons S,, la fonction de F-dasse sur G'

définie par :
F"1Sj(g) = Trace(TgF I E ) , pour gcG

Avec les notations de 1 .4 , on a :

Proposition 1 . 2 - Pour tout w^W . on a N"1 = Sh „ S, .
——————— w F '̂/F 'w
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F"1Démonstration - Pour g fi G , on a : T gF(x) = S y , où

^^ïye.^ |y —w- gEy^ (X désigne la variété l̂es sous-groupes de Borel

de G , comme en 1 .4 ) . Donc :

Sy (g) = ̂  î x e X 1 ' |x —ÏL. g^ = ^ [ X À X 1 F x = x et x -̂ L g^]
w

Supposons que g = Lp(h) et soit g' = L Jh'1) (c_f. notations de 1 . 7 ) .

Alors :

S (g) = ̂  [ x e X ('"x = x et x - w . h"1 ^ E X ?
w

Posons y = hx , on obtient :

Sy (g) = ^{y^X| ^(h^y) = h^y et y -v!- ^j .

F"1 -1 -1 F"1 -1 F"'- F"1
Or (h y) = h y s'écrit h.' h , y = y , i.e. g y = y . Donc :

ST (9) = * [y€X^ Ig-^y = y j = N^g")

d'où la proposition, par définition de Sh
F^F

Théorème 1 . 3 - Soit m un multiple non nul de $ , et soit £ l'ensemble
^

des caractères irréductibles F-invariants de l 'algèbre H . Soit ^ unn 'm
^ >•ensemble formé d'une extension y de chaque "y € ^ à l 'algèbre H ' x<F>' ' m m m m

(c_f. II, 2 . 1 2 ) . Alors 1 1 existe pour chaque X G t une extension U-v de U
m ' ^ r̂r

à G" x3<F> tene que :

Pour T C H et g€G F , on a : S,(g) = 2l' ^ ( T F ) U.., (çF)
X€Ï. w ^rr

Démonstration - La trace de TgF sur E est égale à ta somme des traces des

restrictions de TgF aux composantes isotypiques F-invanantes. Soit ^ un

caractère irréductible de H ; 1a composante isotypique [X 1 a [U 3 est
lr '^m
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F-invariante si et seulement si x-6 Ï . Considérons un tel ^ , et soit ^

un opérateur sur [X.-3 tel que la représentation de H x<F> obtenue en
^V 1

faisant agir F par <ûp ait comme caractère X • Alors ( <p fl 1) o F

commute à H. Or le commutant de H est End^([U ]). Donc (^"1 a 1) o F

est de la forme 1 8 ^ i.e. F « ^ fi j . On obtient unfi représentation de

G^" x<F> sur [U ] en faisant agir F par j . En effet, on a

F1" = (^fl ^m = 1 . et ^m = 1 , donc }*" = 1 .

D'où le résultat, si Ton note U^ le caractère de cette représentation.
>m

2. - Le théorème principal.

Nous commençons par donner un paramétrage "indépendant de m " des

caractères de l'algèbre H '»4<F> qui interviennent dans l'énoncé du théorème

principal (théorème 2.3).

Soit î l'ensemble des caractères irréductibles ^-invariants de
— ^

l'algèbre générique ^ . Dans ta suite, nous fixons un ensemble Ï formé

d'une extension % à %ï<<F> de chaque caractère -^ € £ » et nous suppo-

sons que, pour tout %€Ï,, pour tout w e W , et pour tout i on a

^ (a^ îcyCX ^l , ce qui est possible d'après le corollaire II, 3.4.

Vc.
Pour tout m>D . multiple de S .on définit f : 7 [X ' 3 _^ C .
„ \i r in/c ,v

par f (X '*) « q x , et on appelle % (resp. -y. ) le caractère

Xy de H spécialisé de ^ par f (resp. le caractère de H.„>^<F> ̂
m

provient du caractère (5c)r du quotient H x<7> de H '>4<F>). On note
pin m ^

IL, le caractère de G x^F'» correspondant à % d'après le théorème 1.3.
^m '"
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Définition 2.1 - Soit ^ « ^ . nous posons :

k0|i - lui-1 €• Z /..r\ niSh°U « |wr1 £ X^wF) R1

y- w 6 w ° w

C'est une combinaison linéaire de caractères irréductibles à coefficients

dans (WF1 7 ; la notation Sh°U sera justifiée par le théorème 2.3. (1

On voit facilement en utilisant 1e corollaire II, 2.10 que :

dans (WF1 7 ; la notation Sh°U sera justifiée par le théorème 2.3. (ii).

R; ̂  ^W Sh0 U^ .

Remarquons que Sh° U est à valeurs rationnelles pour tout ^ , car ^

est à valeurs entières d'après ce qui précède» et îî est à valeurs entières

pour tout w c W (^f. I. 4.2).

Rappelons qu'un caractère irréductible V de GF est dit unipotent s'il existe

weW tel que V intervienne dans R" . Nous noterons Tl l'ensemble des

caractères unipotents de GF . D'après les définitions précédentes, un carac-

tère V est unipotent si et seulement s'il existe %d tel q"e

< Sh° U . . V > p ^ 0 .
% G-

Rappelons qu'une fonction centrale est dite uniforme si elle est combinaison

linéaire de caractères de Deligne-Lusztig. Les fonctions Sh° U^ forment

donc une base de l'espace des fonctions uniformes combinaisons linéaires de

caractères unipotents. De plus, on voit facilement que cette base est ortho-

normée (connaissant les produits scalaires de deux caractères de Deligne-

Lusztig). On a donc, en particulier :

Remarque 2.2 - Pour tout caractère V c U .et pour tout g&cE tel que la

fonction caractéristique de la classe de conjugaison de g sous G soit

uniforme, on a :
V(g) « E < Sh° U . . V> F (Sh° U )(g)

XeÏ x G' X

47



F. DIGNE et J.. MICHEL

Théorème 2.3 -

(i) Soit w & W et soit V un caractère irréductible de G1" . Alors les

valeurs propres de F" sur la composante isotypique de type V de H*(X^, (^)

sont égales à 5l» v» à une puissance positive de q" près, où c*/y est une

racine de l'unité» où î t u € {l» q ^ ] , et où ?y et cj^ ne dépendent que

de V .

De plus, s'il existe ^cfc tel que < Sh° U , V> r ^ 0 et c = 1 ,
2 2 G

alors ? „ = 1 ; si G est de type A ou Eg et s'il existe y,et tel

que c^= 2 et ^ Sh° U , V > ^ 0 alors ^ = q .

(ii) Si m est un multiple non nul de S , on a (cf. I, 7.5) :

Sh „, U-v = SI <Sh° U.. V > u^5 V
^/F "^m Veu x v

Démonstration - Avec les notations de (i), d'après [Ll] . 3.9, les valeurs

propres de F sur la composante isotypique considérée ne dépendent que de V ,

à une puissance entière de q^ près. Il existe donc un polynôme P .,e7lX3" » •
et une constante p^et , avec 1^1/U <q^ , tels que pour tout m multiple

de 5 » on ait :

( 1 ) < N : • V > , F ^ P W . V ( ^ ̂  •

(car le premier membre est ta trace de F"1 sur ^(^î^)-

D'autre part, d'après la proposition 1 .2 et le théorème 1.3 , on a :

(2) < -^ ^'V ̂  "î. -
Utilisant les bases duales de H données par la proposition II, 2.5 pour

faire 1e "produit scalaire dans l'algèbre H yi<F>" du membre de droite
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de (2) par % (cf_. I I , corollaire 2.10), on obtient :

^ ^1 ,-1(w) ^(F-1^)^ X(l)d^qV1 Sh^U^ .

car <y , % > = ^( l ï /d^q" 1 ) d'après la définition I I . 4.1 .m m ft ^,

En confinant avec l'égalité (1) . on obtient :

•̂"/F °V 'Y " (^(qm)) x(l)-l yffll w?W ̂ ^Vl) ̂ (^^

D'après II, corollaire 3.4 et II, proposition 4.2, on a donc :

(3) ^F^'^W^^ •

2 2où t.. -€Ç(X) et, de plus, si G est de type A ou Eg et si c = 2 ,

on a f^ €XÇ(X 2 ) .

D'après le corollaire II . 2.10, ( i i ) (^f. Remarque I I , 2.11), la fonction

de F-classe sur GF définie par g i—^ U-^ (gF) est de carré scalaire 1 .
x"1 pm

Comme Sh est une isométrie de l'ensemble des fonctions de F-classe sur G
F^F F

sur l'ensemble des fonctions de classe sur G (cf. Remarque I, 7.4 (2)) .

on a :

|<Sh U^ . V > p |$ l
F^F ^m G-

Remarquons que IG 1< Sh _ U^ , V > p est un entier algébrique, comme
F F^F ^m G-

somme de |G l termes, dont chacun est le produit d'une valeur d'un caractère
F F"1de G par une valeur d'un caractère de G "x<F> . D'autre part, si l'on

utilise l'égalité ( 1 ) pour deux valeurs m et m + 5 telles que P \,{^} etw, v
«.<

P v^ ) soient non nuls, on voit que p., est dans le corps engendré par

les valeurs des caractères de G » donc dans une extension cyclotomique fixée

de Ç .
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Prenons alors m multiple de Sc^ dans l'égalité (3). Les considérations

précédentes montrent que IG^ Sh ... U^ . V> c est un entier algébrique
, F"1/? "^m G'

de module inférieur à |G 1 dans une extension cyclotomique indépendante de m

Si o- est un élément du groupe de Galois de cette extension» on a :

< r < S h _ , U^ » V > p = < S h ^(U L^V^ .
F^F ^m (f F^F ^m G'

Cette dernière quantité est de module inférieur à 1 , pour les mêmes raisons

que précédemment. Donc tous les conjugués de IG |< Sh ^ U^ , V > p sont
F /F m G

de module inférieur à |G 1 . Or il n'y a qu'un nombre fini d'entiers algébri-

ques dans une extension fixée dont tous les conjugués sont de module inférieur

à une borne fixée.

Donc le membre de gauche de l'égalité (3) prend la même valeur pour une

infinité de valeurs de m multiples de î c . Comparant ces valeurs à Tune

d'entre elles m , on obtient :

(m -m)/J "^/Gy -1 ^/c
(4) P , ° -f,^° ") f^^ x) •

pour une infinité de valeurs de m .

En comparant la croissance asymptotique (quand m ———^ co ) des deux

membres de (4), on en déduit l'existence d'un entier ae7 tel que :

-a î / c
I/V = ^

d'où :
-a S/c

(5) ?v = q ^ V où ' ^ V ' = 1

Pour tout m multiple de îc^ tel que (4) soit vrai, on a :

(m-m)/ î "rAy -1 ln/c-^ ("o""1^70^
"v ^v,^0 x) ^.^ ^ 0 €(1 •
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. (V"0/<T .
Donc û/« = - 1 . Donc une des deux valeurs +1 ou -1 est prise par

(m -m)/J
û^.. u pour une infinité de valeurs de m . Soit £ cette valeur. On a

donc, pour une infinité de valeurs de m multiples de !c :

m/c^ m/c^, (m-m )a/c
(6) ^ ^ Î'^V.^ ^

m^/c -^^v
Posons c.. = ^ t w ( q ) q ^ c Ç ; ! •égalité (6) se réécrit :

•»y v»Ar

in/c^ ma/c^
^ î'^1 ' •

Deux fractions rationnelles égales pour une infinité de valeurs de la variable

étant égales, on a :

^.y (X) = cy.^ Xe

L'égalité (3) peut donc être réécrite :

ma/c^ y r
< :Sh^ U ^ . V > F = c « q ^^7"

F"1/? ^m G' v^ v

donc, d'après (5) :

(7) ' ̂  u^ • 'Y ~~ cv^ "^ •
Montrons maintenant que :

(8) Cy^ °<Sh°^ ,V^

En reportant dans (2) 1a valeur trouvée pour le premier membre de (3) (c^. (7)) ,

on obtient :

<-Aw ^ '•..<' " •
-•- ";• i-,2;. ":«").. •^ .^ '̂̂  • •
d'où (8). On en déduit la partie (ii) du théorème en combinant (7) et (8).
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Montrons la partie (i) : On a, d'après (5), p.. =? „ ^.. où
« -a5/c.y
"u = q rw . On a vu que û/,, est une racine de l'unité. Par définition

de ?.. (cjF. début de la démonstration) les valeurs propres de F° sur H*(X )

sont égales à p., à une puissance de q près. Il reste à vérifier les pro-

priétés annoncées de 5^ . L'inégalité l^lpy) < q implique ?yc[l, q^2 ] .

car c^ = 1 ou 2 . Si c- est non nul et c^= 1 , alors ÎL est une
r * 2 2

puissance de q" , donc vaut 1 . Si G est de type A ou Eç , et s'i l

existe ^e fc tel que c- ^ 0 et c^ = 2 , alors 5)., est une puissance

de q , qui est impaire d'après la remarque qui suit l'égalité (3), donc ÎL = q ,

d'où la partie (i) du théorème.

Remarque 2.4 - La démonstration ci-dessus est plus simple que celle indiquée

dans [DMll , qui utilisait des lemmes arithmétiques (que nous rappelons en

appendice). Cette simplification nous a été suggérée par Lusztig.

3. - Conséquences du théorème principal.

Nous poserons dorénavant c., =<Sh° U.- , V > r- . D'après le théorèmeV.TC TC ç»-
2.3, nous avons donc, pour tout m multiple non nul de S :

< sh n, ^ ' ^ r ^ v ùï^^ < P0"*" tout X^ et tout V ^ U .
^/F ^m G- "x "

N" = Z X ( T F) Z' c. , cj^ V . pour tout w<W ;
w X€f m w V^IJL/ vtx

et, "à 1a limite" :

R1 = L ?C(wF) 2- c., . V
w Xci ° V€U v^
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Corollaire 3.1 -

( 1 ) Sh ^ Uç ne dépend que de la valeur de m module S h , où h
F /F ^m

est le ppcm des ordres des û)y (V c U), et, pour m multiple de î h , on

' V/r "î. • ̂  °* •

(n) Si V c U est une composante de E, , alors c»?., = 1 .

Démonstration - Le (i) est évident. Montrons 1e (n) : on a :

(g ^—^ Tr(g ( E^ ) ) = N^ = N^ = R^ (ces deux dernières égalités car F agit

trivialement sur X,) . Donc en particulier : < N° V > r = < R1 V > _ ,
r r

i.e. : c j^Z^ ^(f) c., ) = (21 X ( F ) c» ), d'où le résultat car par
x& fc *' '/" -ÎL - • 'X

^ ^/
construction de ^ on a X. (F) = ?C-(F). (On retrouve ainsi le résultat/^» 0 o
de Lusztig C Ll] 3.10 a).

Corollaire 3.2 - Soient v et 4/6 è. Alors :

^ r1 si x= ^
^- c Y c .., = ^

VÉU v^ "^ 0 sinon

Démonstration - C'est une conséquence de fait que Sh est une isométrie
F"1/F

(cf. (4) dans la démonstration du théorème 2.4).

Corollaire 3.3 - Pour tout caractère V unipotent, on a : 2- c., ^ " 1
—————— x e £ "^

Démonstration - En effet 1e premier membre de l'inégalité est le carré de ta

norme de la projection de V sur le sous-espace ayant comme base orthonormée

l'ensemble des Sh° U .
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Corollaire 3.4 - Soit y un élément du groupe de Gatois de 0 sur Q . On a

(1) CY^ « cV.7C ^y

Oi) <r(c^) « c^ sauf si îly « q172 et e-Oy) « - ^ .

auquel cas v(^) « - cj
• (Tu _

Démonstration -

(i) Cela se déduit du fait que Sh° U est à valeurs rationnelles
r^

pour tout ^

(ii) On a : P^(q"1) <r (py)1"^ = o- (< N .̂ V > p) «<N^ | < r V > •

s P (q") (0. î^^
w. ^V ' ^ V

û'oû : P., v(q"1) = P (q1") et. en faisant m » 5 .on obtient :
w > ¥ w.^V

^(Py) s /s ' dloù 1e ̂ "^t.

Application au cas des groupes déployés.

Si G est déployé ( î « 1), Tautomorphisme ? est l'identité.
^ À p

donc î « c « ÎC . Nous écrirons U pour U-^ qui est un caractère de GX 7^
On a alors :

Corollaire 3.5 -

(i) N"; « F Y ( T ) S c c^ V pour tout m>l .
w î;€l ln w V<U '^ '

( 1 1 ) ^ '^y ^o^î sho u^ c^ ^Q^ ^ S y v t" x<l ° ^ x&e Q y^^ ••x
^s

^^î ^ .M. • ̂  .y pour tous ^ et v^c Ït .
^C'T vy'^
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Démonstration - Les énoncés (i) et (il) sont des traductions immédiates des

énoncés du paragraphe 2. Démontrons l'énoncé (iii) : L'application Sh-yp est

une involution et une isométrie, d'où

\\^ s<shr/'-^ •"^•"V^/FV ̂  \.X •

Or, par 3.1 (ii). on a c»>- = a».. s 1 , d'où le résultat...
^ ^

Exemple 3.6 - Produit de groupes linéaires.

Si G est un produit de groupes linéaires, alors Shp/c envoie chaque

classe de G sur son inverse (cf. IV, Cor 1.3, Ex. (i)) ; donc

^c/c U,. = ÏÏ^ = U- = U-, .et donc c» . = 5,, ., (on retrouve cj.. = 1 ,
r/F /C. A» y. X' '»?^ •»u•^, '^C

et Tl= {U^ |X6 ^J). d'où :

(i) ^^î^^^ •

(ii) ^^^^^ •

4. - Sous-groupes produits de groupes de type A .

Le but de ce paragraphe est de donner une formule pour N quand w est

dans un sous-groupe parabolique W - d e W sur lequel F agit trivialement.

et tel que le sous-groupe de Levi correspondant de G soit un produit de

groupes de type A . Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1 - Soient G un groupe fini. P un sous-groupe, et Ep une représen-

tation de P . Posons Ep » Ind^Ep) s C [G] fi Ep . et considérons lesG p p crp] '
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algèbres commutantes Hp = Endp(Ep) et Hg = Endp(Ep). Nous identifions Hp

à son image dans Hp par l'application i définie par i(h)(g fi x) s g 8 h(x)
/\ ^

pour heHp , geG , et xeEp . Si TTeHp (resp. ye Hp), nous noterons Uo

(resp. Uy ) le caractère correspondant de P (resp. G). Alors :
o

La multiplicité de U.. dans Ind6 IL. est égale à 1a multiplicité de T
H

dans R e s 0 y .Hp

Démonstration - On peut décomposer Ep et Ep sous la forme :

•̂  /.a t \ 3 » t î ( ] (i)ï eriç

^•/^/^'^ m

où [Y3 , [Uy] .C'n'3, [U 3 sont des modèles des représentations de

caractères ^ . U ^ , ' T T , U , respectivement.

De (2). on tire :

E ^ C C G ] 8 ( ®. [U^] aCir])^ ^ ^ [ "cîpj^3 ) 8 C1a
G C [P ] TTcHp " T^Hp C L P J

Décomposant en C LG3-modu1es irréductibles, on obtient :

^Ind0 Uy, U >.
CI:G3 9 [U ̂  ®, [U ]B C p

C L P ] 1r Y€HG ï

«Ind6 U - |U >
d'où : E. ^ r ru.] 8 ( 9, C r " • a LIT-)) .

G ïcflç Y TcHp

en tant que G xHp-module. En comparant avec ( 1 ) , on en déduit que

< Ind0 ILlU,̂
9 C " a [Tf] est muni d'une structure de Hp module irréductible

TTtHp
de type Y , d'où 1e lemme. ^
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Nous allons appliquer le lemme 4.1 à la situation d'un groupe algébrique

et d'un sous-groupe parabolique : Soit G un groupe algébrique réductif connexe

défini sur F : soit L un sous-groupe de Lévi rationnel d'un sous-groupe

parabolique rationnel P de G , et soit Ep (resp. E^) 1a représentation de

permutation de G sur l'ensemble des sous-groupes de Borel rationnels de G

(resp. la représentation analogue pour L). Nous poserons H,, = End c^r)
b gh b

et H^ = End p(E^). Soit W le groupe de Weyl de G et W. celui de L .

Rappelons (^f. II. 1.2 (ii)) que H. ^ H[}/ . ( x , ^ ). et que
^ F ^'scS

H^ <s H(W^ , (x^ ^) . ) où S (resp. S. ) est l'ensemble des générateurs

de Coxeter de W (resp. de W . ) . L'algèbre H. s'identifie naturellement

à une sous-algèbre de Hp . Nous noterons Uy (resp. Uy ) le caractère de G^"

(resp. de L ) correspondant au caractère Ï de Hp (resp. au caractère T de H. )

Proposition 4.2 - La multiplicité de Uy dans R0 U est égale à la multi-
H t L «T

p
pi ici té de TT dans Res- y , pour tous caractères -r et ^ comme ci-dessus.

"L

Démonstration - Soit Ep la représentation de P obtenue en étendant

trivialement au radical unipotent de P la représentation E. . On a

Ep = Ind^ Ep , car Ep est la représentation de permutation de P sur ses
PF

sous-groupes de Borel, de plus. End c(Eo) r^ H. . O n obtient donc immédiatementpF P L
1a proposition en appliquant le lemme 4 .1 .

Nous pouvons appliquer, sous les hypothèses précédentes, les résultats

de spécialisation du théorème II. 1.3 , car ^l^, ̂ ) et H(w[ , x,) sont

semi-simples comme algèbres commutantes de représentations de groupes finis.

Nous noterons t (resp. i. ) l'ensemble des caractères irréductibles de
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l'algèbre générique N(1^, X) (resp. H(w[ . X)) . D'après le théorème II. 3.1.

les caractères irréductibles de ces algêbres sont à valeurs dans 7 L)^ ] .

Pour tout m>0 . on définit ?^ : Zrx1 7 2 ] ̂  C par X^2 ,—., (^.n/72 •

Pour tout caractère %c^ (resp. t^) on note ^ le spécialisé Yf de ^

et on note U ,̂ le caractère de GF (resp. de L ) correspondant à x^

(cette notation est compatible, dans le cas où G est déployé avec les nota-

tions de 3.5).

Théorème 4.3 - Sous les hypothèses précédentes, et si. de plus, le sous-groupe

L est un produit de groupes de type A^ (déployés sur F ). alors :

Si wew^ .on a N^ =^ y^) u^ .

Démonstration - D'après 1e théorème I. 5.1. on a :

N"1 r = R? N";.w.G L w.L

Puisque L est un produit de groupes de type A^ , on a :

^.L'^, W^X •

En effet, ce résultat est vrai pour un produit de groupes linéaires (c_f. 3.6) :

or les variétés X ne dépendent que du type de W , et les caractères unipo-

tents d'un groupe de Chevalley fini se factorisent par le groupe adjoint du

même type (cf. [DL1]), donc la décomposition des fonctions centrales N^ en

caractères irréductibles ne dépend que du type de M .

On obtient donc :

<6 • ̂  ̂ w) ^ ̂

^-^^^"X >u^ \ •
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D'après la proposition 4.2, on a < R" U-, , U..,> - s multiplicité de Y?
n - ^ r G' •I

Gdans Res- \yy
1 '1

Cette dernière multiplicité est égale, d'après le théorème de spécialisation

(théorème II. 1.3). à la multiplicité de ^ dans la restriction de \y

de N(1^. ^) à H(w[ . ̂ ). D'où :

^W) < ̂  ̂  • ̂ F = ^w) •

d'où le résultat.

Corollaire 4.4 - Sous les hypothèses du théorème 4.3, on a :

^.G s ̂  ̂ w) u^ •

Corollaire 4.5 - Sous tes hypothèses du théorème 4.3, on a :

^ I^w) s l i1 existe ^&t/ te1 ̂  v = "y •Z %(V) Cy^ = ^
^€C ^ 0 sinon.

Démonstration - O n a : < • N î n | V > ^ ^ x ( T ^ r ) < < S h U^ | V > r .
^ GF >^€c %mv w F^F ïn,1 Y

D'où, en comparant avec 4.3 :

{^(T^) si V est de 1a forme U^ .

^ Ïm(V) S.^ =

^€^ 0 sinon.

car dans le cas où V = U , on a eu.. = 1 (cf. 3.1 ( i i ) ) .

On en déduit le corollaire, car les deux membres sont des polynômes

égaux pour une infinité de valeurs de la variable.
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5. - Application de la dési régularisation de X .

Soit s^ = (s, ... s ) une suite de réflexions fondamentales (i.e.

d'éléments de S c W ) , et soit X la variété formées des suites (B^ ...., B^)

de sous-groupes de Borel de G telles que la position relative de B̂ . avec

B. soit s. ou 1 , et que la position relative de B^ avec B^ soit
_ rïT.

s ou 1 . Pour g6G , nous poserons N^(g) = I xj I.

D'après CD3 , si s, ... s est une décomposition réduite de w ,

alors X est une désingularisation de l'adhérence de X dans la variétés "
X = G/B^.

L^mme5 .1 - N^=^ ^((1^ ̂  ) ... (1 ^ \ )F) (Sh^ U^^) si m est

multiple non nul de 5 .

Démonstration - En suivant le calcul de III, 1 .1 (remontée de Shintani de

F à F"1), on trouve que le membre de gauche vaut :

^(3 ^Trace(d.T^) ... (1 . T^) gF | E^ .

d'où le résultat, d'après I I I , 1.2.

Appliquons maintenant les résultats sur les variétés non singulières.

Etant complète et non singulière de dimension n , la variété X n'a de la

cohomologie qu'en degrés 0 à 2n , et les valeurs propres de F^ sur H^X , P, )

sont de module q . De plus, par dualité de Poincaré, si V est un

G^module irréductible, on a < V. H^X )> = <V , H2"'^ )> , où 7 désigne

1e dua1 de V . Donc, d'après le théorème de Lefschetz :

N^(g) = f: ( - 1 ) 1 TracetgF"1!^))

-Ï (-l)1 q^2 1 2: r^ V ( g ) .
1=0 \l€U ^6E^ ^
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où Ê . y est un ensemble de nombres complexes de module 1 tels que

( ? q )^cE. soient les valeurs propres de F^ sur H\X ) .
1 »V -«V

D'autre part. d'après le lemme 5.1 et le théorème principal, on a :

"l-L^ " ̂ i ̂ •<(• * V - " * V'..x'
En comparant avec la formule précédente, on obtient E. ., = [^vl ' et» en

comparant les deux expressions de < N"1 V > < "̂l/^ on obtient :

Lemme 5.2 -

<N"1 V> ^mls = F x((l + T ) ... (1 + T )F) c.
1 v X € & m s! ^n v t x

= Z (-l)1 q"1112 < V . H^X )?-
i=o c s-

Notons d'autre part que en développant le second membre dans l'égalité du

lemme 5.1 et en utilisant l'égalité (2) de la démonstration du théorème 2.3

on obtient :

N^ = Z (coefficient de (1 + T ) ... (1 + T ) sur T ) N"1 .
i w s! ^ w w

Or, d'après la démonstration du théorème 2.3, on a

< » C , V > ̂  ,-^ ,p^«,-) où P^IXJ .

Donc on peut écrire

< N ^ . V > ^mlj ^m15 ^s^^ où ^.V^"3
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Le 1emme 5.2 montre alors que :

PS^") ^/s s? (-1)1 q1"172 < V . H^(X,)> .

l/?Conne ÎL est une puissance entière de q , on obtient immédiatement :

Théorème 5.3 -
————— a» î/2

Posons ÎL = q où a., » 0 ou 1 . Alors :

(i) Le caractère V n*intervient dans H1 (X ) que pour i s a» mod. 2

( i i ) On a (-1)^ X av/ Z Ï((l + a )(1 + (1 + a )F) c»
XcS s! sn vlx

^V , 2i+a«
= Z X ' <V . H. v (X )> .

i«o c i

cette expression est donc un polynôme à coefficients entiers positifs.

Remarque - Comme c» est égal à en , on retrouve que

<V . H^'*(X^)> « <V . H^(X^)> en utilisant le lemne 5.2 et le fait

que 5c((l + a ) ... (1 + a )F. X) est égal a
1 'n

X" î((l + a^ ) ... (1 + a^ )F. X'1), ce qui provient du fait que [^(l+a^J^

est un ensemble de générateurs de H(W.X*1) vérifiant les mêmes relations

que 1(^)3^$ coure générateurs de H(W.X) « X
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6. - Dualité de Curtis.

Considérons 1 opérateur Dg (dualité de Curtis) sur les fonctions

centrales sur G » défini par :

Dg^-l)^6) 2: (-1)^ Rgo*Rg .
M

où Ton note ^-(H) le F. rang du groupe algébrique réductif H , et »}(H)

le F -rang semi-simple du groupe algébrique (non nécessairement réductif) H ;

dans 1a somme M parcourt un ensemble formé d'un sous-groupe de Lévi rationnel

de chaque sous-groupe parabolique contenant un sous-groupe de Borel rationnel

fixé (c^. [Cl , [A3 . [DM3]).

Théorème 6.1 - On a D^(0) « (-l)^^ R^(e) .

Démonstration - Nous donnons une démonstration de ce résultat en application

du théorème 2 de [DM3] . D'après ce théorème, 1e résultat est vrai si ta

"formule de Mackey" suivante est vérifiée :

*R6 o RÇ(0) « F R; t^) (M)
" ' x&îf ^

où M est un sous-groupe de Lévi rationnel d'un sous-groupe parabolique

rationnel P « MU . et où îf est un ensemble de représentants de

MF \ tx€6F |M^XT]/TF .

Lemme 6.2 - Si le caractère (virtuel) *R^ o R^(0) est combinaison linéaire

de caractères de Deligne-Lusztig de ff . alors la formule (M) est vérifiée.
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Démonstration - II suffit dans ce cas de voir que les deux membres de (M)

ont même produit scalaire avec tous les caractères Ry.(8') de M . Or :

< ^^W. ^.t0'^ F s <R^9 "S0 ^'t01^ F »

ce qui est égal (cf. [DL] 8.2 ou ci-dessus I. 5.2) à < R^(9). R^.(e')> p .
G

donc. d'après [DL] 6.8 au cardinal de l'ensemble E^ = [x^ I ̂ «T' et

W ? ̂ F •

D'autre part le produit scalaire de R^.tô') avec le membre de droite de (M)

est :

1: ^(^.RÏ^^F» Z iT'^ycM^T.Q) = (T ' . e ' ) î h lE l .
X6:f ^ • W xerf

où E^ =T•FxMF \E3/TF . avec £3 = [(x^eG^ME | ^(T.ô) «. (T' .0' )] .

l'action de T'EX^ sur E^ étant donnée par (x.y) , ( t>tm^ (mx. t'ym"1).

et celle de TF par (x,y) -̂JL^ (xt. y).

Il faut voir que E, et E. ont même cardinal. Or E^ s'envoie surjecti-

vement sur E^ (resp. sur E^ par (x.y) ,——^yx). et les fibres de ces deux

applications sont toutes de cardinal ^ ̂ ^F . D'où le 1emme.

Pour montrer que ^ o R^O) est contoinaison linéaire de caractères de

Deligne-Lusztig de ^ , nous allons raisonner par récurrence sur n(&). L/<

propriété est évidente si M=G , nous supposerons donc que M ^ G . Si M con-

tient un conjugué de T sous (f , on peut supposer que M contient T . et .

alors :

^RÇ(Q) = (^ R^) (R^O))
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On sait que ^R6 o R0 = Z RJ^J x^ o ad x o *R , .
X€Î(M) x' ̂

où ^(M) est un ensemble de représentants de M^îxt^nM contient un tore

maximal 1 /M (cf. [LS] 2.6). Donc, en appliquant l'hypothèse de récurrence

à M , on obtient 1e résultat. Si M ne contient pas de conjugué de T sous G ,

nous obtenons le résultat par le iemme suivant :

Lemme 6.3 - Sous l'hypothèse de récurrence, si M ne contient pas de conjugué

de T sous GF , alors *R^ R^(9) = 0 .

y*
Démonstration - Utilisons la formule du caractère pour Ry(0) (cf. [DL] 4.2).

Cette formule est équivalente aux deux formules suivantes :

RÇ(Q)(x) = S R^)0 (9)(x) ( 1 ) .
T € u

où s est la partie semi-simple de x et où °Ç est un ensentole de représen-

tants des classes de conjugaison dans Z(s)° des tores de Z(s)° conjugués

à T sous GF ; et : si s est dans le centre ZçE de (f et u est unipotent,

RÇ(9)(su) = Rf(l)(u) 6(s) (2) .

Nous utilisons aussi l'égalité suivante (cf. [DM3] proposition 4) :

si x^ (^ ?C) (x ) = (^Ï(S}0 ^ o Res0 ^)(x) (3) .
•' MoZts)" Zts)"

où y est un caractère quelconque de GF . et où s est la partie semi-simple

de x . En confinant (1 ) et (3), on obtient :

(^(R^entx) » Z ^t5)0 ^ ^° (Q) (X ) (!•) .
T'<^r MoZ(s)
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D'après l'hypothèse de récurrence, si Z(s)° ^ G (i.e. si s ffe ZG^, le

deuxième membre de ( 1 - ) est nul. Le seul cas à étudier est donc le cas où

s&ZG . Dans ce cas, d'après (2). pour tout élément unipotent u de f^ . on a :

(^S^^ÎX5") = ̂  ^s) (2 ' ) .

où f(u) = lu^'1 Z ^ Rf(l)(uv). car pour tout veuF , Télément uv est
v^

unipotent.

Calculons alors :

<*R;R?W .^(D^F

où Cf est un caractère de T . On obtient :

^ cp(s) ^ lf(u)12

scZG*" ueU1'

Choisissons un caractère ^f / 1 tel que la restriction de (f à ZG'^ soit

triviale (^f. remarque ci-dessous). Le produit scalaire calculé est nul car

*R^ Ry(^) et ^R-^l) n'ont aucun composant irréductible en commun : si y

intervient dans *R^ Rytl). alors ^ est un caractère unipotent, de même que
r F

tous les composants irréductibles de Ru X - or ^t^) ne contient aucun

caractère unipotent (cf. [DL] , démonstration de la proposition 8.2).

On en déduit que 2- |f(u)| = 0 . En particulier, pour tout élément u
ueu * ^ r

unipotent, on a. d'après (2 ' ) : (*R^ R^(Q))(su) = 0 . D'où 1e résultat.

Remarque 6.4 - Le choix d'un caractère ^ comme ci-dessus est toujours

possible, sauf si T = ZG . Dans ce cas, le tore T est nécessairement un

tore déployé, mais alors l'hypothèse du 1emme n'est pas vérifiée car M contient

un conjugué de T .
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Remarquons que nous avons exclu les groupes de Ree et de Suzuki de notre

étude. La plupart des résultats exposés sont vrais pour ces groupes, en parti-

culier le théorème 6.1, mais la démonstration donnée ici n'est pas valable :

il existe en effet dans ce cas un tore anisotrope T tel que TF = [1^ .

La formule de Mackey (M) que nous avons démontrée a été démontrée depuis

dans un cadre plus général (M est un sous-groupe de Levi rationnel d'un sous-

groupe parabolique non nécessairement rationnel) par Deligne et Lusztig

(jcf. [DL2] . 7 .1 ) .

Avant de donner des conséquences du théorème 6.1, précisons quelques

notations. Si -^ est un caractère irréductible de l'algèbre générique % ,

nous noterons y. fi sgn (par abus de notation) le caractère de 5Ç dont la

spécialisation au groupe W est v fi sgn (on a noté sgn 1e caractère
— i /^\

signature de 3t » c'est-à-dire donné par sgn(a ) = (-1) v / ; ce caractère

se spécialise en le caractère signature sgn de W ; c'est un caractère

F-invariant).

Pour tout caractère Y C ^ > i1 existe un signe é^ tel que, pour

tout w ^ W ,

(X^gn)o (wF) = (ï.o 8 sgn^(wF) è^ ;

^ - ^^en effet les deux extensions (y, fi sgn) et y. fi sgn de ( ̂ C fi sgn)

diffèrent a priori d'une racine de l'unité sur Télément wF , mais le choix
^jf

de ^ (cf. III.2) implique que cette racine de l'unité vaut - 1 .

Remarquons que nous pouvons choisir l'extension s^n du caractère

signature de X de façon que ?cfn(xF1) = sgn(x) pour tout x & ^C et tout i ,

car sgn est un caractère de degré 1 . De même, si nous notons ind le

caractère de H qui se spécialise en l'identité de W (on a 1nd(aJ = X1^) .
^>J ^^J •J

on peut choisir l'extension ind de façon que ind(xF ) = ind(x) pour

tout x c % et tout i . Dans 1a suite de ce paragraphe, nous supposerons

de tels choix faits.
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Corollaire 6.5 - Soit V un caractère unipotent de GF • On sait qu'il existe

un signe ^ s t 1 tel que V s ^ DçV soit un caractère irréductible.

Alors V est un caractère unipotent. De plus» pour tout caractère veè »
on a :

(D (-1)^ ^V.^V.^sgn.^ •

(ii) ^(Sh0^)^-!)^)^ Sh°U^^

Démonstration - Le théorème 6.1 montre immédiatement que V est unipotent.

On a : Sh° l) . IWl'1 F Ï,.(wF) R1 . Donc
7" w«N - "

(-l)^1') D^Sh0 l̂ ) . IMI-1 ^ ^wo sgn(w) ̂  .

car si T est de type w , on a (-l)^6) + r^ « sgn(w) . D'où

(-1)-(6) D,(Sh° U^) . IWI-^ J^ ̂ (îî^^ (WF) R; »^ Sh0 U^. ̂  .

d'où (ii).

Pour montrer (i). faisons le produit scalaire des deux membres avec V :

S.^ B sgn =<sho "x» sgn • ̂ F = <(-D "^^D^Sh0 U^). Y >^ .

ce qui est égal. puisque Dg est autoadjoint à (-l)0^0^,, Sh U . DpY> p .

donc à (-1)<^(%^CV•.^ • y G

Corollaire 6.6 - Avec les notations données avant le corollaire 6.5, on a :

^ Sjnd " ° ( resp-S.sgn " °) si v est distinct de I
(resp. de St) ;

(ii) ^.ind'1 et ^t.sgn^ •

(iii) Sh°U,,^I et Sh0 U^ . St ;
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(iv) c^ » 0 (resp. c^ = 0 ) si ^ est un caractère irréductible

de yt différent de ind (resp. sgn).

(seuls les énoncés (ii) et (iii) supposent que les choix de î îd et

de sgn ont'été faits comme indiqué précédemment).

Démonstration - La propriété (iii) est une conséquence immédiate de (i) et (ii).

La propriété (iv) est une conséquence de (i) et (ii)» et du corollaire 3.3.

F"1Rappelons que le caractère identité de G est U. . et que le caractère de

F"1 "î
Steinberg de G est U (pour m multiple de S ). Par définition de

m
Sh , on voit a priori que Sh U.^-». est un multiple de I , pour tout m

F"7F F^F ^m
r ^(multiple non nul de à ), et, qu'avec le choix fait pour ind , on a

Sh U.^. = I , ce qui donne bien les valeurs de c« - ^ annoncées.
F / F m *

Nous allons maintenant utiliser le fait que le duat de Curtis de I est

(-l)^6) st . D'après le corollaire 6.5, on a alors :

(1) (-^^S^.sgn^v.ind^sgn •

pour tout caractère unipotent V de G . O n obtient alors ironédiatement les

résultats sur c.,, en remarquant que &^ = 1 avec les choix faits pour

s^n et ind , d'où le corollaire.

Remarquons que le corollaire 4.5 appliqué avec w = 1 et V = I (resp. V = St)
<-u ^

montre que. si 6.6 (i) est vrai. on a c^ = sgn(F) (resp. c^^ = ind(F)),

donc que le résultat ( 1 i ) sur Cç,. (resp. Cj ^) ne dépend que du choix
^ . #-^j

de sgn (resp. de ind).

Remarque 6.7 - Si G est déployé, on peut retrouver facilement les résultats

6.6 en utilisant le fait évident que Shp.p 1 = 1 . d'où les valeurs de c., . , ,

et, d'après 6.5, les valeurs de c.. . On obtient 1 e résultat (iv) en utili-

sant 1e corollaire 3.5 (iii).

69



F. DIGNE et J . MICHEL

IV - DESCENTE DE SHINTANI DE G1" à ^

Les résultats du chapitre III montrent que l'étude de l'action de Shp,-

sur les caractères irréductibles de G donne des informations précises sur la

décomposition des R lorsque G est déployé. Le but de ce chapitre est

l'étude de l'application Shp.p , mais il sera plus commode de considérer

l'application que nous noterons Sh (ou Shp quand nous aurons besoin de

p
préciser le groupe) définie sur les fonctions centrales sur G par :

Sh (f) . f o H?/? , ^

où n est l'application définie sur les classes de conjugaison de G par :
F/F i

"F/F^ • W10 .
application qui a Davantage de fixer "presque toutes" les classes de G (voir

IV, 2.5 ci-dessous).

1. - Propriétés Générales.

Par définition, si gcc , g = h" . h alors np/p(c) est la classe de

h.h' = hgh , donc np/p permute les classes de G incluses dans une classe

de conjugaison géométrique. Pour étudier Sh nous devons donc paramétrer les

différentes classes de conjugaison de G qui sont dans une classe de conju-

gaison donnée de G . Si gcc , on écrira souvent np/p^s) pour n .p (c ) .

Proposition 1 .1 - Les classes sous G des éléments de G géométriquement

conjugués à xeG sont en bijection avec les classes de F-conjugaison

de Zg(x)/Zp(x)0 . La bijection induite par np/p sur ces classes est la multi-

plication par x .

Démonstration - Si geG et ^eG , alors g . geZp(x) . Il est facile de

voir que si l'on associe à 1a classe sous G de ^x la classe de F-conjugaison

de g" . g dans 2p(x) on obtient une application bien définie, et qui est
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injective. C'est une surjection par le théorème de Lang, car G est connexe.

En appliquant encore 1e théorème de Lang, on peut voir enfin que tes classes

de F-conjugaison de Zg(x) sont en bijection avec celles de Zg(x)/Zg(x)°

(cf^. par exemple [SB] E. I, 2.6). D'autre part. si y s ^ = h'Vh alors

^/pY = y s g^ , donc correspond à 1a classe de F-conjugaison de

g-VWg = x g-Vg .

c.q.f.d.

Coronaire 1.2 - Si la caractéristique est bonne pour G » l'action de np/p est

donnée par la multiplication par ta partie semi-simple de x sur les classes

de F-conjugaison de Zp(x)/Zp(x)° . En particulier n est l'identité sur lesb b F/F
classes unipotentes.

Démonstration - en effet, 1a partie unipotente de x est dans Zp(x)° si 1a

caractéristique est bonne (jçjF. [SB] , E, III 1.14). d'où 1e résultat.

Corollaire 1.3 - L'ordre de Sh est 1e plus petit i tel que x1 soit dans

1 a classe de F-conjugaison de 1 dans Zg(x)/Zp(x)° pour tout xeG^" .

Exemptes - (i) Si G est 1e groupe linéaire ou unitaire, les centralisa-

teurs de tous tes éléments sont connexes, donc Sh est

l'identité.
^

(ii) Si G est l'un des groupes Spp , SD . tes groupes de

composantes connexes des centralisateurs sont des groupes

d'exposant 2 , donc l'ordre de Sh est 2 (^f. IV, 3

ci-dessous).

Proposition 1 .4 - Si G et H sont des groupes algébriques connexes définis

sur IF et si f : G —^ H est un morphisme défini sur (F alors on a :

pour tout geG . f(n (g))<=n (f(g)).
F/F,G F/F.H
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Démonstration - si g = h^/h alors f(g) = ^(^(h))"1 car f commute

à F ; l'image par f d'une classe de conjugaison de G étant incluse dans

une classe de conjugaison de H , on en déduit le résultat.

Corollaire 1.5 - L'application n . est l'identité sur les classes semi-simples.

Démonstration - Si c est une classe semi-simple, sec et si T est un tore

maximal contenant s , on a ^/^(s) • s puisque T est un groupe abélien.

On applique alors 1 a proposition 1.4 au morphisme d'inclusion f : T c—^G

et on voit que np/pO est ^a classe de G qui contient

^/F. T^î = ̂ l^ = ^3 ' dloù 1e résu1tat-

Corollaire 1.6 - L'application Sh commute avec l'opérateur Dp

(Dualité de Curtis. cf_. III, 6).

Démonstration - Avec les notations de I, 5 il suffit de voir que Sh commute

aux opérateurs *P.. et Res6 pour tout sous-groupe parabolique rationnel P .

En effet, comme Sh est une isor-ôtrie, on en déduit que Sh commute aux

adjoints de ces opérateurs, i.e. à P.. et à Ind6 , donc aussi à R. et \^ ,

si L est un sous-groupe de Lévi rationnel de P . ce qui implique clairement

que Sh commute à Dp .

1 1 est facile de voir que Sh commute à *P.. (resp. à Res ) en

appliquant la proposition 1.4 au morphisme de projection f : P —^ L

(resp. au morphisme d'inclusion f : Pc—^ G).

Corollaire 1 .7 - Si G est un groupe déployé, on a, avec les notations de

III. 6.5 : O/y. = cj^ .
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Démonstration : Le dual de U^ étant (-l^C) U^g . on a d'après le

corollaire 1.6 : Dg(Sh U^) = (-l)^^ Sh u^g . et la même propriété est

vraie en remplaçant Sh par Shpyp . En remplaçant Shryp U par sa valeur

donnée dans III, début du paragraphe 3, on obtient donc :

^ ̂  S v ^V v) = (-^^^ ^ S y «son S v •vcu '^ v<u •^c 9

d'où ^ c^ û)y = (-l)8'^ c^.^g^ ^. . ce qui. d'après III. 6.5,

implique le résultat, car, comme le groupe est déployé, on a, pour tout

et tout •)(,€.Ï, et tout xe % . î.(xF) = X(x) , donc é ^ = 1 .

Proposition 1.8 - Soit m l'exposant de G et soit ? une racine primitive

m-ième de 1 . Le corps engendré par les coefficients < Sh y »cf> r »
F G

où ,̂ et (̂  parcourent les caractères irréductibles de G . est 1e sous-corps

de Ç(? ) fixé par les automorphismes ç-. : ̂  i_> S'1 pour les i tels

que x1" soit F-conjugué à 1 dans Zg(x)/Zp(x)° pour tout X € G .

En particulier, si F agit par l'identité sur Zp(x)/Zp(x)° pour

tout x^/ . cette dernière condition devient x^eZ^x)0 .

Démonstration - il est clair que < Sh ^ , Lf> c &Ç( Î ' ). D'autre part, on a
G

G a 1 ( Ç ( Ç )/Q) 2^ (7/mî) où t€(7/m7) agit par o- . Nous devons déterminer

pour quels t on a :

o-^( < Sh ̂  . cf > p) = < Sh ̂  . ̂  ̂  p
G G

Pour t6(7/m7)* , notons (). 1'endomorphisme des fonctions centrales

sur G défini par : ((JL f ) (x ) = f (x ). Si -^ est un caractère, on a :

(tt^)(9) = X(9 ) = ( o"t X)^ P0^ tout 9 € G ' et pour des fonctions

centrales quelconques f et f on a : < ̂  f , ̂  f > r- = < f , f > r
t L pi" pi"

t F F G G

car x ,_^ x est une bijection de G sur G .
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On a donc : < Sh ^c , (̂  > p = < (̂  Sh ̂  , ̂  (̂  p = < (̂  Sh ̂  . (T^ q > p
G G G

or : y. (< Sh v , cf > r) = < ̂ t (^x)» ^t ̂  F donc ^ faut ^éterm1ner

G G
pour quels t on a» pour tout caractère ^ :

^(^x) = ^f^x) » c'est-à-dire pour tout xeG1" : ̂ ^t = "F/F^-

Posons x = h"1.^ ; alors ^en ,_x donc ^x^e.^ x)1' . Donc, par
F/F F/F

la correspondance de la proposition 1 .1 , (np/^) correspond à l'image de

x dans Z^x^/Z^x1')0 . Or np/p^) correspond à l'image de ^t dans ce même

groupe. Il faut donc chercher pour quels t les éléments x et x sont

F-conjugués dans Z^^/Z^^0 = Zg(x)/Zç(x)° (cette dernière égalité car t

est premier a Tordre de x). Les éléments x et ^t étant dans 1e centre

de Zp(x), ils sont F-conjugués si et seulement si x est F-conjugué à 1 ,

d'où 1'énoncé.

Exemple - Dans les groupes Sp^ . SO^ , les groupes Zg(x)/Zç(x)° sont

d'exposant 2 et F y agit trivialement (cf. IV, 3). Donc pour tout i impair

et premier à l'exposant de G1" . on a : x^eZ^x)0 . Or l'exposant m de G

est pair, donc tous les ic(7/m7)* conviennent dans la proposition 1.8,

donc < Sh y . C f ? - r&Ç pour tous les caractères irréductibles ^ et cf .
G

2. - Descente de Shintani et fondeur de Lusztig.

Nous donnons ici un résultat qui généralise le théorème de FDM?] .

Rappelons la définition du fondeur de Lusztig (cf. [L4]) : soit L un

sous-groupe de Lévi rationnel d'un sous-groupe parabolique P (non nécessaire-

ment rationnel) de G et U le radical unipotent de P .
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On pose Y- s [ x lx" . xe U ] . Cette variété est munie d'une action

de G par multiplication à gauche et de L par multiplication à droite ;

d'où une structure induite de G x L -module sur la cohomologie H*(Y.., Ci).

Le foncteur de Lusztig R. associe à tout L -module virtuel M 1e G^module

virtuel M fl p (® (-1)1 H^(Yy)).

Le foncteur R^ généralise les fondeurs R^ (^f. I, 3.1) et R° (^f. I, 5).

* r P
On note R. le foncteur adjoint du foncteur R. , et on appellera

fonction de Green (cf. CDM41) la fonction définie sur les éléments unipotents

de GFxLF par :

(u.v) ,——>Q^(u.v) = Trace((u.v) lH^(Yy))

Rappelons qu'on a (cf. [DM4] prop. 3.1) :

Proposition 2.1 - Pour tout caractère ^ de G et tout élément 1 = tv

(décomposition de Jordan) de L , on a :

7 ( t\^

(^ x ) ( 1 ) = l^)0^'1 l2^)0^ T Q G ("•v'1) ^(tu)
U6Zç(t)^ ^

où Zp(t)° désigne l'ensemble des éléments unipotents de Zp(t)° .

Çn utilisant cette proposition nous allons démontrer :

Théorème 2.2 - Si la caractéristique est bonne pour G , on a :

^ o Shg = Sh^ o *R^

Démonstration - Soit 1 s tv la décomposition de Jordan d'un élément de i^ .

Pour calculer n ( 1 ) . posons t = î" . f où ï est dans un tore de Z . ( t ) °

et posons v « n" . n avec n € Z . ( t ) ° . O n a :
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tv = t n'1/!} = n"1!.^ ° (rn)'1.^-^) . donc :

n (tv) » ''(•fc n)(Tn)-1 ° ^(n^p V) T-1 = 'W1 '''(n^ v). t . ̂ (hp/rv) .

Si la caractéristique est bonne pour G (donc pour L), on a n v » v

(c^. corollaire 1.2), doncnpyy(tv) = t ^v et t'«•V est la décomposition de

Jordan de ny^(tv). On a de même np/y (tu) = t ^u pour tout ueZg(t)^ .

On a donc : ((Sh^ o *R^)(7<.)) ( 1 ) = (^ 7C)(t ''v) =

l^t^l-1 IZ,̂  J^^ ^^^^"'^

et d'autre part :

((^ o Shg)(^)) (1) . IZ^t^l-1 IZ^t^l 2- (Sh^)(tu) Q^^o (u.v)
ue^gtt)y L

- iz^r1 iz^t^i î x(t1") o^îio (".v)
" G' 'u

.ly.^l-'l^.^l^^^l.ulO^^..).

Le théorème résulte donc du 1emme suivant :

Lenroe 2.3 - Soient (u^^G^l^ un couple d'éléments unipotents et ffiL

tel que f"1.^ = iel(^ . Alors Q^u. ^v) = Q^" u.v).

Démonstration - il suffit (cf_. I. 1 ) de montrer que pour tout m > 0 tel que

• U « U on a :

(1 ) Trace^u.^F^lH^Yy)) = Trace^u.v)^ | H^(Yy)) .
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Le premier membre de (1) est 1 e cardinal de :

E = [ xcG Ix'Vx^U et u.^x ^v = x ] .

Posons x s y r~ ; on obtient :

E ^ {y t fG l^y^.^z^c^ et u.^y.vz"1" = y ]

car ^.^z/z/z...^^ .

Comme 2: normalise U on a encore :

E ^ [ y c G Ky^/yîz'^u et u.^y.v^yz"^

De même le deuxième membre de (1) est le cardinal de :

E' = [xeG | x^/x^U et ^" "•F x.v = x ]

et en posant x = ^ y on obtient :

E" ^ [ ycG | (y^/yjz"^^ et u/y.v = y z"1 J , d'où le lemme.

Corollaire 2.4 - Shg o R6 = R3 o Sh. .

Démonstration - C'est immédiat par adjonction.

Corollaire 2.5 - Pour toute fonction uniforme f , on a :Sh f = f .

Démonstration - II suffit de montrer la propriété pour un caractère de

Deligne-Lusztig R'(9). D'après 1e corollaire 2.4 on a :

Shg(RÇ(9)) = RÇ(Sh^(G))

Or Sh,(9) = 6 car, T étant un groupe abélien, n . est l'identité sur T
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3. - Les groupes symplectiques et orthogonaux.

On suppose ci-dessous que G est le groupe symplectique (resp. orthogonal

ou spécial orthogonal) d'un espace vectoriel V GL IF où V est un espace
q q

vectoriel sur F de dim 2n (resp. n) muni d'une forme h symplectique

(resp. quadratique) non dégénérée. On supposera de plus la caractéristique

bonne pour G , i.e. différente de 2 .

Notre but est d'étudier l'effet de n . sur les classes de G où

G = Sp? ou S0(h), mais nous déduirons le paramétrage des classes de S0(h)

de celui des classes de 0(h).

Rappelons les résultats de ISB3 , E, IV.2 ; ci-dessous on pose G = Spp

ou 0(h).

Proposition 3.1 -

(i) Soit x = su la décomposition en partie semi-simple et unipotente

de X € G . La classe de conjugaison géométrique de x est paramétrée par la

classe de s et par la classe de u dans Zg(s) .

(ii) Soit <^ l'ensemble des polynômes unitaires de F [ T J ,

réciproques au signe près, et qui ne sont pas produits de deux tels polynômes

(un élément de ^ est soit irréductible, soit produit de deux polynômes

irréductibles réciproques l'un de l'autre à une constante près).

Les classes d'éléments semi-simples de G sont paramétrées par la

donnée de :

( 1 ) une fonction m •^ ^K telle que :

(a) IL m(f) deg f « dim V
f^

(b) si f • T - 1 et G • Sp^ , alors m(f) est pair.

(2) si G - 0(h) et f » T - 1 , le type de la restriction de h au

sous-espace propre de l'élément pour la valeur propre + 1

(certains types seulement peuvent être obtenus).
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(ni) Soit s un élément semi-simple de G dont la classe est

paramétrée comme ci-dessus. Alors Zp(s) est F -isomorphe à :

TT G. où :
f6< f

(a) si f ^ T t 1 , on a G^ se (G^f))^89 f^2 où F permute

cycliquement les (deg f)/2 copies de Gl / ^ et est tel que
m{T)

^(f) (^degf) si f est irréductible et G^ GT^ (F^g ̂ )

sinon.

(b) si f = T t 1 alors G. as Sp ,^ (resp. 0(h-)) si G = Sp^

(resp. G = 0(h)) où h/, est la restriction de h au sous-espace propre de s

pour la valeur propre + 1 .

De plus si g = TT g^€Zç(s) . on a det(g) = det(g^) det(g-^)
fe^

(iv) Nous appellerons 1 l'ensemble des entiers impairs si G = Sp^ ,

et des entiers pairs si G = 0(h). On posera dans les deux cas J = ÎN - 1 .

Soit u un élément unipotent de G . La classe de conjugaison géométrique

de u est paramétrée par une partition î de dim V telle que, en notant r^(^)

le nombre de parties de 51 de longueur i , alors r.(î() soit pair pour

i dans I .

L'espace V . ( u ) = Kertu-l^/tKertu-l)3 '1 + (Im(u-l)n Ker(u-l)3)) est un

espace de dimension r . ( î>) sur lequel on définit une forme quadratique h(j)«j
naturellement associée à u pour tout jeJ .

La classe de conjugaison dans G de u est paramétrée par la donnée en

plus de S du type de ces formes, car les formes associées à deux éléments

u et u' sont de même type si et seulement si u et u' sont conjugués sous G

(tous les types de formes peuvent être obtenus si G = Sp? , seulement certains

pour 0(h)).
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(v) Le centralisateur dans G d'un élément u unipotent dont 1a

classe est paramétrée par (ft.h) est F-Isomorphe à :

K x [ ( T T Sp ^) x (TT 0(h(j)))]
ici ^^ j«J

où K est le radical unipotent de Zg(u). _

Si g = g.. x TT g, ^ Zp(u) on a :
K icH 1 u

i f1 si ^^ndet(g) ° »' det(gj' = i y
i6!N 1 [(- i)^ÎJ tels que g^ 0(h(j))°3 ^ G = 0(h).

Pour étudier n dans les groupes Sp^ (resp. SCKh)^ nous allons utiliser le

corollaire 1.2 : si x = su est la décomposition en parties semi-siirple et

unipotente de x , il faut étudier la multiplication par s dans Zg(x)/Zg(x)° .

Rappelons que les classes de conjugaison géométriques de S0(h) sont les classes

de conjugaison géométriques de 0(h) qui sont dans S0(h), et, si xeSO(h) ,

on a : Zo(^(x)° = Zso^)(x)° et Z^^(x) . [gcZ,,(^(x) tels que det(g) =1^.

Prenons x dans Sp^ (resp. dans 50(11)^ et posons G « Spg^

(resp. 0(h)).

On a d'après (i) : Zç(x) . Z; ^(u) .

D'où d'après (iii) : Z (x) » 'IT Zg (u,)
fÉy f

où u, est 1a composante de u dans G, .

D'où : Zg(x)/Ze(x)° . TT Zg (u^/Zç (Uy)°
T 6 f^ l T

Les centralisateurs des éléments de G1 étant connexes, on peut se

limiter à f » T ± 1 . Posons G^ = Gy , . u^ » Uj., et soit (^ , h^) la

classe de u^ dans G^ .
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Le groupe symplectique et un groupe unipotent étant connexes, on a

d'après (v) :

ZG (u+) / ZQ ("+)° ^ TT 0(h^(j)) / 0(h^(j))° .
+ + j & J

Faisant un raisonnement analogue pour G^ s Gy^ , u^ = Uy^ , etc...

on obtient : Zp(x) / Zp(x)°2; TT A(h.( j )) .A(h (j)) où. pour une forme
G 6 jé j -

quadratique h , on a posé : A(h) = 0(h)/0(h) ; c'est un groupe isomorphe

à 7/27 dont on notera 1 et -1 les éléments.

D'après les remarques faites sur le déterminant en (iii) et (v), on a,

si. G = 0(h) :

^(h)^) / ^(h^)0 = i1T (^ • 9e Tr (^^î)^^-")))
J" J&J ( 1 )

ayant un norabre pair de composantes (x^ ou x.) égales à -1 }.

y>,(^)
Remarquons que s induit 1 dans A(h^(j)) et (-1) J dans A(hjj))

(car il induit 1 dans 0(h^(j)) et -1 dans O(hjj)). D'autre part notons

que F n'agit pas sur Zç(x)/Zg(x)° car 1'isomorphisme de (v) est défini

sur F et F agit trivialement sur 0(h)/0(h)° .

Nous pouvons donc énoncer la :

Proposition 3.2 - Soit x^ où G = Sp^ (resp. S0(h)).

Les F-classes de Zg(x)/Zg(x)° sont en bijection avec

A = TT A(h ( j)) A(h (j)) (resp. avec les éléments de A qui ont un nombre
J € û ^

pair de conposantes non égales à 1). Si on paramètre les classes de conjugaison

sous G^" d'éléments conjugués géométriquement à x par les éléments de A

comme dans la proposition 1 .1 . (où x correspond à leA) alors n^ agit par

multiplication par :

TT (-1) ^ " € TT A ( h j j ) )
J € J J^J
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Notons qu'une conséquence de (1) est qu'une classe de conjugaison de 0(h) se

scinde dans S0(h) (en deux composantes) si et seulement si A est réduit

à ^13 (car on a seulement dans ce cas Zp(x)c S0(h)). Dans le cas contraire,

les classes de conjugaison de 50(1^ géométriquement conjuguées à x sont

paramétrées comme celles de Ot^ , donc on peut utiliser le paramétrage de

la proposition 3.1, (iv) pour elles. La proposition suivante compare ce dernier

paramétrage avec celui de 3.2.

Proposition 3.3 - Sous les hypothèses de la prop. 3.2 si A ^ (1] , soit y un

élément géométriquement conjugué à x paramétré par TT (x, . x , )<A . Alors,
J^J J 1

pour le paramétrage de la proposition 3.1, (iv)» la classe dans G de y

est paramétrée de la même façon que celle de x excepté que les formes h^(j)

(resp. h^(j)) pour j tel que x4 = -1 (resp. x" = -1) sont de type opposé

au type des formes correspondantes pour x .

Démonstration - Soit z«G conjugant x en y et soit u' la partie unipotente

dey . Par définition de V.(u) (^.proposition 3.1, (iv)), on voit que z envoie

V . ( u ) sur V.(u,) , et z envoie les formes h^(j) correspondant à x sur

les formes h^(j) correspondant à y .

Si zl. est l'application induite par z : VJu^) —> ^("-l.)» 1es forînes

correspondant à x et y sont équivalentes si et seulement si (det z^) est
i

un carré de ^ , i.e. (det i^'1 « 1 , ou encore àet(z\ . ^-t) = 1 .q j j J
c'est-à-dire si l'image de z"^^ dans A(h^(j)) est 1 .

Le même raisonnement est valable pour u^ . On en déduit 1e résultat

car l'image de z" . z dans A est Télément de A correspondant à la classe

de y .
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4. - Etude de Sh dans S1^ et_ SU^ .

Nous noterons G le groupe G1 muni d'une structure rationnelle sur F

telle que 1 ' on ait :

(A) G^GI^Fq) ou (B) G^U^)

Nous noterons G' le sous-groupe de G formé des éléments de déterminant 1 .

On a donc :

dans le cas (A) G \̂ ^n^ci) et dans 1 e cas (B) GIFS ^n^ 2^
q

On désignera par ^ :

dans le cas (A) , l'ensemble des polynômes de F^CT] unitaires irréductibles,

différents du polynôme T .

Dans le cas (B) , l'ensemble des polynômes de F ^[T3 unitaires q-réciproques
q

qui ne sont pas produit de tels polynômes (on appellera q-réciproque un poly-

nôme f s'il est réciproque à une constante près du polynôme dont les coeffi-

cients sont les puissances q-ièmes des coefficients de f).

Enfin on posera £ = 1 dans le cas (A) et E = -1 dans le cas (B).

Etudions d'abord les groupes de composantes connexes des centralisateurs

dans G' :

Proposition 4.1 - Soit X € G . Sa classe géométrique dans G' est l'intersec-

tion avec G' de sa classe géométrique dans G . Supposons que la classe de

x dans G soit paramétrée par l'application i/ de ^ dans l'ensemble des

partitions (telle que SI l^(t)| deg f = n).
fe^

Alors Zp, (x) /Zp, (x)° s'identifie canoniquement au groupe u^ des racines

d-ièmes de l'unité où d est le p.g.c.d. des cardinaux de toutes les parties

de tous les ^(f). L'action de F dans ce groupe de composantes connexes

correspond à l'élévation d'une racine de l'unité à la puissance £q .
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Démonstration - cette proposition est une conséquence des résultats de [SB],

E, IV 1.8 et 1.10 que nous allons rappeler.

(i) Soit s la partie semi-simple de x . Alors Zg(s) est F -isomorphe

à TT G i^ffM^Q f) nous avons noté G-(S) un groupe F -isomorphe

à Gin où F permute cydiquement les S groupes G1 de telle façon que

Ton ait : G^â)^ G1^(F ) dans le cas (A) et dans le cas (B) si l est

pair, et Gp(^) ^ U (F ^ . ) dans le cas (B) si S est impair).

Si geZp(s) correspond à TT g- alors det(g) = "TT" det(g^) .
u fcf • fef •

(ii) Soit u un élément unipotent de G1 paramétré par la partition ?

de n . Alors Zp, (u) est F-isomorphe à K xi TT G1 ^ , où rJR) est
"'n q icIN ^^^ . 1

1e nombre de parties de ft égales à i et où K est un groupe unipotent

connexe.

Si geZp, (u) correspond à g., . TT g, , alors det(o) = TT det(g.)1 .
"'n '' icIN 1 " iéîN 1

De (i) et (ii) on déduit :

(iii) Zç(x) est F -isomorphe à :

H X Ti G f^/f\\ (deg f) où H est un groupe unipotent
ffc3?.icH ^W 1 ^

et Zp,(x) est isomorphe à :

H >o£(9r JfiTTG /.,/f^(deg f) têts que TT (det ç, )1 . l î
T.I r^T^ fc^,i6lN T t 1 -î

En effet Zç(x) = Z^ / s \ ( " ) où x = su est ta décomposition de x en partie

semi-simple et partie unipotente.
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La première assertion de la proposition 4.1 résulte donc du :

Lemme 4.2 - La variété {(x, ..... xJcF^ tels que TT x^i = lî
- " M i ^

a p.g.c.d.(d^ ,..., d.) composantes connexes.

Démonstration - si les d, sont premiers entre eux, pour tout ^F , 1a variété
d '̂ q

d'équation TT x .̂ = S est connexe : on peut en effet compléter (d, ,..., d.)1 L l k
e^n une base de 7^ et par un changement de variables ramener la variété à :

î ( x ^ ,..., x ^ ) e ̂  tels que x^ = Ç j

D'autre part si d = p.g.c.d.(d^ ...., d.) la variété de l'énoncé s'écrit :

-LL [(x, ..... x . ) e (F^ tels que TT x,^ = Ï î . d'où le lemme.Ç&u^ K q ^ . i

On notera que d'après la démonstration du lemme, l'image de

^•iA9^62^ dans ^ est iej^ <let(^<)17d •

En particulier l'image de g = î) .1 est ^"^ qui est un générateur de p.

si ^ est un générateur de p^ . Pour voir l'action de F sur u. il suffit

donc de voir celle de F sur ^ , d'où la deuxième assertion de la proposition

4.1 .

Corollaire 4.3 -

Sous les hypothèses de la proposition 4.1, les classes de conjugai-

son de G' géométriquement conjuguées à x sont paramétrées par u., où

d' = p.g.c.d.(d, q - £ ) . L'action de n sur ces classes correspond à la multi-

plication par ^ ( x ) = TT ((-i)^ f f (0)) l^)!^' .
f6^î

Démonstration -

D'après la proposition 4 . 1 , deux éléments de Z p , ( x ) / Z p . ( x ) ° ^ [i

sont dans la même F-classe si et seulement s ' i ls diffèrent par une puissance
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d/d'-ième. On peut donc paramétrer les F-classes de u. , c'est-à-dire les

classes de G^ géométriquement conjuguées à x , par u.. en envoyant

Q ^d/d'n^u. sur S / .

L'action de iip/F sur ces classes correspond à la multiplication par l'image

de s dans u. (^f. prop. 1.2). Or si s = T^ s^, ^ on a
tcît ,i&IN '

det(s. ,) = ((-l)^9 f ftO))^^ . d'où le résultat.
T » 1

Corollaire 4.4 - L'ordre de Sh est r = p.g.c.d.(n. q -£ ) ; l'extension de Ç

engendrée par les < Sh ̂  , ̂ >g.F » où % et (̂  parcourent les caractères

irréductibles, est l'extension engendrée par les racines r-ièmes de l'unité.

Démonstration - d'après le corollaire 4.3 Tordre de Sh est le plus petit i

tel que pour tout xeG^ on ait ^ (x ) 1 = 1 . Or, quand x varie, ? (x )

parcourt toutes les racines r-ièmes de 1 (il suffit de considérer le cas d'un

seul polynôme de degré 1 associé à la partition [n] ). L'ordre de Sh est

donc exactement r .

De même, d'après la proposition 1.8, le corps engendré par les

<Sh -^ . Cf >..F est 1 e sous-corps de Ç ( Ç ) (où Ç est une racine primitive

de l'unité d'ordre l'exposant de G'1 ') fixé par Ç i——>> Ç"1 où i est tel

que ?|(x)1 '1 = 1 pour tout x c G ' ^ " , c'est-à-dire que i-1 est multiple de r ;

c'est donc bien 1e sous-corps engendré par tes racines r-ièmes de l'unité.

Sous les hypothèses de la proposition 4 .1 , nous allons préciser le paramétrage des

classes de conjugaison géométriquement conjuguées à x , une fois choisi un

isomorphisme :
Z6(s)2: ̂  G l l ' ( f) l ( d e 9 f ) '
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Pour tous n,S nous noterons u .. un élément unipotent réguliern» o

de G (S)^ et, pour a&F nous noterons z(a) l'élément

(t, F! ,..., F t ) € G (S) où t = diag(al"n, a ,..., a)^G1 . Nous noterons

enfin u . (a) Télément z(a) u - z(a)"1 .n, v ri » v

Proposition 4.5 -Soit xeG . Sous les hypothèses de la proposition 4 .1 , si s

est la partie semi-simple de x , si un représentant de la classe de x est

"•f^i^ "^(n.degf e t s i ̂  ^ tel que |.(f,)/ / 0 .

alors un représentant de 1 a classe de y géométriquement conjugué à x corres-

dant à Ç< u., est :

s • "^(f^). deg f^3) (f,,)^ ̂ '^(f^l^^T^)'^ f •

( (^qî^^-DD^f^/d'
s i a = S *

Démonstration - posons n = ^i(fj et S = deg f^ . Il faut vérifier que

u ^ ( a ) 6 G (S)^ . c'est-à-dire que z(a). z(a)" centralise u^ . ,

puis que, si z = z(a) . 1 T 1 . l'image de z z~ dans u. ,
(f . i )é^x IN - t(f^l)]

via Z g . ( x ) / Z ç , ( x ) ° est Ç .

On a z ( â ) p l { a ) ~ l = (t"1. F t, 1 ,.... 1)

et t"1 F t = ((a'1 • F a)1 '" , (a'^P a) ,..., (a'1.? a ) ) , qui est

un scalaire (et donc centralise u r ) si (a . a) = 1 .

Or F a = a ^ 6 ^ » donc l'hypothèse du théorème sur a garanti t 1 a condi-

tion ci-dessus, et d'après le corollaire 4.3, l'image de z z' dans u, . est

(a^.E a)"^ , ce qui vaut Ç par hypothèse.
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Proposition 4.6 - Dans le cas où G (5) 2; G1 (F ^) , si on note

T= [e(. ...., <»( ,^ une base du système de racines de G1 et u^

Thomomorphisme du groupe additif dans G1 correspond à la racine ^ , on

peut prendre :

F r^ -TT
"n S = ( V . ' V ..... V) OÙ V = T I U^( l ) .
-»» «(6N

F F^1
On a alors u r (a) = (v(a). v(a) ,..., v(a)) où

>("•u<,('n)-.^,1u-(" •
La démonstration est évidente.

5. - Etude de Sh dans les groupes de type G^ .

Nous supposerons que G est un groupe de type G^ en caractéristique

p ^ 2,3 . Nous utilisons la liste des classes de conjugaison et des centrali-

sateurs établie dans [CH] et [CHR] .

D'après IV, 1.2 et 1.5. les classes des éléments semi-simples et unipo-

tents sont invariantes par np/F. Les seules classes à considérer sont les

classes restantes dont le centralisateur n'est pas connexe, qui sont les classes

des éléments d'ordre 2p et 3p .

Proposition 5.1 - 1 1 y a 3 classes d'éléments d'ordre 3p qui ne sont pas

fixes par ny/p. Ce sont tes classes notées k^ ^ , k^ ^ ^ et k^ ^ ^ dans

[CHR] qui sont permutées circulai rement dans l'ordre indiqué ci-dessus.
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Démonstration - soit x un élément d'ordre 3p . On a d'après [CH] : x = h y

où h est un élément semi-simple d'ordre 3 dont 1e centralisateur H est

F -isomorphe à SI- si q s 1 (mod. 3) (resp. à SIL si q = -1 (mod. 3)) ,

et où y est un élément unipotent de H .

De plus on a :

Classe F (x ) r»H = classe r(x)
6 H'

Donc, pour étudier iiy. dans G sur ces classes, il suffit d'étudier iip/p

dans le groupe H . Nous poserons ^ = 1 si q = 1 (mod. 3) (resp. ^ = -1

si q = -1 (mod. 3)). Nous pouvons appliquer les résultats de IV, 4 :

Télément h est un élément central de H dont le polynôme minimal est de

degré 1 ; les classes considérées sont donc associées à une partition de 3 .

D'après le corollaire 4.3, l'application n laisse fixe toute la classe dont la

partition n'est pas la partition [3] , et dans ce dernier cas les classes

considérées sont paramétrées par les racines cubiques de 1 que nous noterons
A

[l,cu, ci) j (car p.g.c.d.(3, q-^) = 3 par hypothèse), et n est la permu-

tation circulaire définie par la multiplication par w .

?
D'après la proposition 4.5, les classes correspondant à 1 (resp. u), GJ )

sont h u-, , (resp. h u^ i(a), h u- ,(a )) où a q' = cj ; ceci permet

de les identifier aux classes énoncées dans 1a proposition.

Proposition 5.2 - Les deux classes d'éléments d'ordre 2p (notées k« ^

et k? - dans [CHR]) sont échangées par n .

Démonstration - nous noterons cf 1'homomorphisme de SI? dans G associé

à une racine À et u^ 1'homomorphisme du groupe additif dans G correspondant

!\ 1}
(on a u. (t) = ^,\ ). Nous noterons enfin îa,bî une base du système de

" [0 1 1
racines de G où b est la racine longue.
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Pour île F . posons : x(fl) = k u^(l) u^^(3)

/-l 0 \ /-l 0 \
où k = <f. ( 1 = tfo ^ 1 est un élément semi-simple dontb [o -iy 2a+b [o -i/
le centralisateur est le produit K « ^t^3^ ^Za+b^5^ •

D'après CCHJ , x(îi) appartient à la classe k^ 3 si ? est un carré

de t^ et à la classe k. . si ^ est un non-carré de ff^ . Ces deux classesq c. ,'» H
sont donc clairement géométriquement conjuguées. D'autre part on a :

H 1\ /l 1\
Z G ( X ( I ) ) = Z g ( k ) o Z ç ( u ^ ( l ) u^(l» = ^^bto J ^a+b (o J) •

elcomne: ^b^1?^ ^Za+b^^5 = [ l tk^ < tout élément de Zç(x) s'écrit

donc de façon unique :

< ^) "^(^ ",) -c/ i- ^'^ • t < - " -
Donc Z.(x)/Z.(x)0 est un groupe d'ordre 2 (correspondant aux deux valeurs

possibles de << ) qui a donc nécessairement deux classes de F-conjugaison,

et x ^ Zp(x)° , d'où le résultat d'après la proposition 1 .1 .

90



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

V - EXEMPLE DE G1^

Soient V un espace vectoriel de dimension n sur F , et E = V 9 F
q Fq q

On considère le groupe G = G1 (E), muni de la structure rationnelle sur F

définie par celle de E . Nous utilisons les notations du I, et, en particu-

lier, nous fixons un sous-groupe de Borel rationnel BQ = TQ IL . Nous allons

décrire les variétés X et Y. en termes de drapeaux.

^ - " Drapeaux, variétés X .

Définition 1 . 1 - Nous appelons drapeau dans l'espace E une suite

â)= (V, ...., V ) de sous-espaces où 0 c v, <- ... ç V s E .

Le stabilisateur d'un drapeau dans G est un sous-groupe de Bord,

et G agit transitivement sur l'ensemble des drapeaux. La variété des drapeaux

de E est donc isomorphe à la variété X des sous-groupes de Borel.

Définition 1.2 - On dit que (e,, e? »..., e ) est une base du drapeau

= (V^ ..... V^) si V.j est engendré par (e^ ..... e ^ ) .îb

La notion de position relative de deux sous-groupes de Bord donne par

transport de structure 1a notion de position relative de deux drapeaux. Soit ^r.

1e drapeau stabilisé par B^ , et soit (e, ,..., e ) 1a base de '3^

(déterminée à des constantes près) stabilisée par T^ . Le groupe de Wey1

W = N(T/J/T/. est isomorphe au groupe (5 des permutations de [e, ,..., e ? .

Proposition 1 . 3 - Deux drapeaux <2ï = ( V . ) et ^î> = (V " ) sont en position

relative w e W si et seulement si tes conditions équivalentes suivantes sont

réalisées :
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(i) II existe une base (e^ ,.... e^) de 1) telle que (e^. ,.... e . ^ )

soit une base de ^ ;

(ii) Pour tout i on a : w(i) = inf{ j | V^' ^ V^ et V^'cV^ ? .

Démonstration - Par définition, les drapeaux rib et 4ï sont en position w

si le couple (<A* , ^fc") est l'image par un élément de G du couple

(^ , ̂ g)' où ^o est 1e draPeau de base (^(1) ' • • • * ^(n)) '
d'où le (i) de la proposition.

Si (i) est vrai, alors (ii) est clairement vrai. Réciproquement, si (ii) est

vrai, définissons (e, ,..., e ) en prenant pour e^/,\ u" vecteur de

V" - V ' / .M ; alors (e.) est une base de 4> vérifiant (i).

D'après les définitions précédentes et la proposition 1.3, la variété X

est isomorphe à l'ensemble des drapeaux ^S) tels que 4> et dî soient en

position relative w . Les actions de (/ et de F sur X^ sont induites par

les actions naturelles de G^" et de F sur les drapeaux.

2. - Drapeaux avec données affines ; variétés Y, .

Définition 2.1 - On appelle donnée affine sur un drapeau db = (V^ ,..., V^).

un élément as 8 V . / V . , ayant toutes ses composantes non nulles.
i ^ 1 '1

II est clair que G agit transitivement sur l'ensemble des drapeaux avec

donnée affine. Le stabilisateur de (S>Q . àç.}. où a^ est une donnée affine

sur ^)^ est IL . Donc nous pouvons identifier 1 a variété des drapeaux avec

donnée affine au quotient G/IL. . Cette identification dépend du choix de

de (*Q . BQ).
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Définition 2.2 - On dit que (e^) est une base de (-db. a) si (e.) est une

base de ^ , et si l'image de (e^.) dans ® V . / V . , est égale à a .

Dans la suite, nous fixons la base (e°) de dt̂  de façon que les

vecteurs e. soient stables par F .

Définition 2.3 - On appelle positions relatives de drapeaux munis de données

affines les orbites de G dans l'ensemble des couples de drapeaux munis de

données affines.

Les positions relatives sont donc en bijection avec les doubles classes

UO\G/UO , donc avec N(1.).

Proposition 2.4 - Deux drapeaux avec donnée affine (^) , a ' ) et (db" . a")

sont en position weN(To) si et seulement s'il existe une base (e.) de

(^ . a ' ) telle que (t^. e,^) soit une base de (^>" . a"), où teL. est

tel que t" w soit une permutation de la base (e°) de (Î>Q , a..), et où

diag(t^ ,..., t^) est la matrice de t dans cette base.

Cette proposition est immédiate d'après tes définitions.

D'après les définitions précédentes et 1 a proposition 2.4, 1a variété Y. est

isomorphe à la variété des drapeaux avec donnée affine (db , a) tels que

(d) » a) et (jb, a) soient en position relative w . Les actions de F et

de G sur cette variété sont induites par les actions naturelles de F et de G

sur les drapeaux munis de données affines. L'action de T^ est définie par

(<>, a) ,_L> (4ï. t- a), où t a « (t^ a^). si a « ( a ^ ) e ® V^/v^ et

si teî^ a pour matrice diag(t^ ... t^) dans 1a base (e°).
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3. - Calcul de M"1 pour les éléments de Coxeter.

Dans ta suite, nous supposerons que w est un élément de Coxeter du

groupe de Weyl de G . Nous fixons pour w Télément dont l'action sur la

base (e.) est donné par (les éléments de Coxeter sont les n-cydes de (S ) :

'w(e9) = e9^ (i = 1 ..... n-1)

.«•;r f-""-1 •? •
On déduit aussitôt de la proposition 2.4 (où t est Télément

diag(l, 1 ,..., 1, (-l)"'1)) que deux drapeaux avec donnée affine ( $> , a ' )

et (3> » a") sont en position relative w si et seulement s'il existe une

base (e^) de (*>' . a ' ) telle que (e^. €3 ..... e^ , (-l)""1 e^) soit

une base de (â> , a").

Proposition 3.1 - Sous les hypothèses précédentes :

(i) La variété X est isomorphe à l'ensemble des droites de E qui

ne sont contenues dans aucun sous-espace strict défini sur IF . L'action de G

sur cette variété est la restriction de l'action naturelle de G sur les

droites de E .

(ii) La variété Y. est isomorphe à :

[e&E|D(e ) = (-!)"] .

où D est 1e produit de toutes les formes linéaires non nulles à coefficients

dans <F . L'action de G est donnée par l'action naturelle de G sur E .

Un élément t de T^" agit par e ,__^ t^e . si Ton identifie T^ a F^ en
q

envoyant diag(t, ,..., t ) sur t, .
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Démonstration - Soit ^ un drapeau de X . D'après la proposition 1.3, il

existe une base (e , ) de 4> telle que (e- ,.... e , e^) soit une base

de ^ . On a donc < e, ,..., e^ > = < e?, e.. ,..., e,^, > pour

F F""1
i = 1 ,..., n-1 . On en déduit par récurrence que (e,, e, ,..., e,) est

F F1 '1une base de jb . E n effet» si < e,, e, ...., e^ > est égal à

F F^ F1 F F F< e, ,..., e. > , alors < e,, e^ ...., e^ > = ^ e^, e^ ,..., e .̂ >

F F1
= < e^ ..... e^> . Donc < e^. e^ ,..., e^ > = < e^, e^ ...., e^ > .

F F"'1 ^Réciproquement, si (e,. e, ...., e,) est une base de îû » alors

db et t> sont en position relative w . On obtient alors Tisomorphisme

de (i) en associant à d> la droite <e,> . En effet, le sous-espace

< e, ,...» ^ e, > est stable par F car nécessairement

pn cn-1 F"'1
e,6<e, , . . . , ' e, > . Donc les vecteurs e, ,..., e, sont indépen-

dants si et seulement si le sous-espace F-stable qu'ils engendrent n'est pas

strictement inclus dans E , ce qui est clairement équivalent à la condition

donnée dans (i).

De même, si (jb, a) est un drapeau avec donnée affine de Y^ . il en

existe une base (f.) telle que (f?. f^ ..... f^, (-!)"" f^) soit une base

F F F " ' 1
de (*>. a). On voit par récurrence que (f,, f, ,.... f,) est une base

de (4>, a), car si F f, - f. € < f ,..., f^ > alors

F f^ - ̂  € < F^ ,.... F^ ̂  > s <f2 • • • • ' f•\ > ' comme

F F1
f^ - f^ c < f^ ..... f^ >. on obtient f ^ - f^ € < f^ ...., f^ > .

De plus. (F^. ' f ^ ..... Fn^) et (f^. f3 ..... f^. (-l)""1^) sont

deux bases de F (i>, a). Donc F f^ - (-l)"'1^ € < f^ ,.... f^>=

F F""1
^Pf, .....F f ,> .
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Réciproquement, si e € E vérifie F e-C-l)""1 ee< ̂  ..... F e > . il est
F F""clair que le drapeau avec donnée affine de base (e. e ..... e) est un

élément de Y. . Pour obtenir 1'isomorphisme du (ii). il suffit d'associer à

(à), a) comme ci-dessus le vecteur e » f^ .

Traduisons la condition sur e : Elle est équivalente à

de^e ..... Fn' e. ^e + (-l^e) = 0 . ce qui s'écrit detC^^ dette; ,

si on note Ce ] la matrice des vecteurs (e. EC ..... F e). Donc 1 a condi-

tion est équivalente à (det le^ = 1 . Or (det ce^'1 = (-1)" D(e).

F F""1

En effet det Ce3 est nul si et seulement si les vecteurs (e, e ..... e)

sont liés, c'est-à-dire, d'après la démonstration de (i). si et seulement s'ils

sont liés sur (F . Donc il existe une constante ceF telle que

det e = c TT f(e), où ^ est un ensemble de représentants des formes

linéaires non^uttes à coefficients dans Fq . module la multiplication par les

éléments de ^ . Elevons cette égalité à la puissance q-1 . on obtient :

(det e )^ =n (fte))^1 .

Or D(e) = ^T ( "Tr ^t(e)). Conme "TT ^ = -1 . que 1 tl = (q"-!)^-!)
fet ^ ^

et que (-i)^""1)7^"1) = (-1)" , on obtient le résultat. On peut identifier

comme annoncé T^E à F^ car si (t^ ..... t^)<s Tç . alors

^(tl ..... t,) = (\. ^3 ..... S,. S), donc (t^ ,.... t,) est dans ^

si et seulement si t, = F1" t, pour tout i ; donc t^€ÏF ^ et t^ détermine
l ' q

(t, ..... t ). D'où 1e (ii) de 1 a proposition 3.1 .

Soit G un caractère F^-invariant de F^ . Alors G est une fonction

de Fadasse car ©(x.y.^x'1) = Q(x) ô(y) 0(x"1 ) = 9(y) pour tout x et

tout y dans 1F\ . Alors © = Sh ^ 8 est a priori une fonction de
q F /r
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Fadasse sur F . Cette fonction est clairement multiplicative, donc est un
^q

élément de F* .
q'"

1 ^ n^ 1 —
Rappelons que 0 est défini par © (a q ) = 9(a' " ) pour tout acF

tel que a° -1 c Fx (ce qui est équivalent à aq -1 € Fx ). On a :

Proposition 3.2 - Soit Q un caractère de T^ (identifié à F^ ), tel que

F"- x q
9 = Q . Soit ® = Sh 9 , qui est un caractère de F . Alors,

p F"/^ q"1

po ur g € G :

N^(9)(g) = 9(-1)"1 (q"1-!)'1 2: e (D(x)) .

F"1où la somme porte sur [ xêE | D(x) ^ 0 et g x = x j .

Démonstration - On a. pour (g^eG^F* , N^g.t) = # f e e E j D ( e ) = (-1)"
Q ' '•

1 F " 1 I F " 1

et gt" e = e ] . d'après 1a proposition 3.1. Posons t = ̂  ^ ,

et f =Ç.Frt^••l , alors N^g.t) = ^ [e^E ( g1"1"^"^) = r^e et

D(e) « ( - l^ î^e'cE | g.^e' = e' .et D(e') = (-1)" f ^ . car

D^^e) = f D(e). Donc :

^(ô)(g) = l^l"1 ^ N^g.t) 9(t-1)
tc^

= (q"-!)"1 Z ^ ^[xeEf D ( x ) = (-1)" et gt'1. ̂ xj 9(T)

= (q"1-!)"1 ^ ^[x€E | D ( x ) = M^t ' et g F x = x ] ® ( t • )
t•€F.m___

« (q"'-l)'1 S: ® ( ( -1 ) "D(x)) .

F"1où la somme porte sur [ xeE | D(x) ^ 0 et g x ° x j . D'où le résultat,

car ® ((-!)")= e((-l)'").
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Corollaire 3.3 - Si 9, et 9^ sont des caractères linéaires (""'-invariants

de T^ (identifié comme précédemment à ff^ ^) tels que 9, = O? . (u/o Np ,p ).
X ^ n0 c!où ^ est un caractère de F , alors : q

N )̂ » N )̂ . (4/0 det)

Démonstration - L'hypothèse implique que si ©, = Sh _ „ 9, (i = 1,2)i pn^pm i

conine dans 3.2, on a © , = © y . (4/0 Np ,ç ). Donc

- - / q r'n
<5>l(D(x)) = ©^ (D(x ) ) v ( N p / p (D(x))). Or l'égalité g/ x = x s'écrit

q"1 ^
F"1 t n1" 1 1

matricienement Cx3. g = Cx] , donc dettex^ ~A = det(g)"1 .

d'où ((-!)" Dtx))^'"'1)^'1'1) = det(g)"1 .

Donc ^ ( N p / p (D(x))) = y (-1)"" y(det(g))"1 .
q"1 ^

Comme 9^(-l)m = 9^(-l)m u^-l)"" . on obtient le résultat d'après 3.2 .

Nous allons maintenant calculer N"^) précisément, dans le cas où 9

est F-invariant. Pour cela. rappelons le paramétrage des classes de conjugaison

de 6''.

Soit ^ l'ensemble des polynômes unitaires irréductibles différents

de X de F,.tX] , et soit 4 l'ensemble des partitions des entiers positifs.

On notera d(f) le degré du polynôme f et, pour vc^ on notera y le

nombre de parties de ^ , et ;y| la somne des parties de v . Les classes

de conjugaison de G sont en bijection avec l'ensemble des fonctions

y: ^ ——> <? telles que S l^(t)| d(f) = n . Avec ces notations :
f^

Théorème 3.4 • Soit 9 un caractère F-invariant de ff^ . Alors il existe

vf^F* tel que 9 =^ o N- yr et la valeur de N"(9) sur Télément geG1 '
q - n ^ q w

est donnée par : •
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(1) N;(6)(g) = q1^1"-!)-1 v(<let(g))-1 -n- "y'1 (i^<l(^)(J-"))
^ j»0

(2) ^(detg)-1^ q"" S 7T (-1)^) q^^Vi;;̂ )̂.
j=0 ie!L feî? L i( ') J

où la fonction V paramètre la classe de g comme indiqué ci-dessus. On a

noté J. l'ensemble des fonctions i : ̂  ___^ IN telles que i(f)^^)(f)

pour tout f et ^ i(f).d(f) > n-j ; et on a noté [^(X) le polynôme

(dit de Gauss) -{r (X"'1'1"'0-!)^1-!).
i=l

n-1 n, •
En particulier : (3) ^(Q){1) = -TT (q - q3)

J=l

Démonstration - II est clair que l'hypothèse sur 9 implique l'existence de ^/ .

D'après le corollaire 3.3, il suffit de calculer N7(9) pour 9 = 1 ,
F"1 w

c'est-à-dire de calculer ^[xcE I g< x = x et D(x) ^ o^ (^f. 3.2).

Rappelons que E = V 8 F . On fait de V un F [T]-modu1e en faisant
ff- H q

q
opérer T comme g . Etant donné un IF [T] -sous -module W de V , on notera j6(W)

le treillis des sous-modules de W ordonné par inclusion, et on pose :

r"1
Yy = [ x c W a F I g . x = x 1n c q "

q

w w W ' € ^ ( W ) - [W] w l

pin
Lemme 3.5 - X^ = [xe E 1 g. x = x et D(x) ^ 0 } .

En effet, le complémentaire dans Yy de l'ensemble de droite de l'égalité

ci-dessus est formé des xeY. . tels que D(x ) = 0 , c'est-à-dire des x de Y..

annulés par une forme linéaire non nulle à coefficients dans F , donc des xeY.,
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qui sont dans un hyperplan rationnel de E . Soit W un tel hyperplan et
r-m i c-mi

soit xeW tel que g* x « x ; on a donc g x = ' x€W pour tout i entier,

donc x6 / ^ g^W qui est un sous-espace rationnel invariant par g de E ,

donc de la forme W B F , où W 'e -C (V ) - [V?
^

Lenroe 3.6 - |X.,| = T u(W' .W) lY.,.1 où p est la fonction de Mbtnus
——— " W'63&(W) w

de ^(W).

Cela résulte de la formule d'inversion de Môbius-Rota (^f. [RO]) et de la

définition de Xy qui implique que Y.. est la réunion disjointe des X...

pour W ' € 3 C ( W ) .

Lemne 3.7 - l Y y l = q1" dim w .

En effet, appliquons le théorème de Lang à la restriction g' de g à W »
-1F"1

dans le groupe G1(W fi F ) : II existe h dans ce groupe tel que g' = h . h

On a alors : q

Yy = [ x c W fi ?q 1 h'^^hx) = x ] = ^ y e W f i Fq 1 y = y] = W fi IF ^ .
^ IFq ^^ q

Lenroe 3.8 - Si W = 9 M. est la décomposition du F CT3- sous -module W de V
——— i€l ^ q

en composantes primaires, alors IXyl = TT |)c, | .
" tel "i

En effet IY . ,1 est multiplicatif par rapport aux sommes directes de sous-

modules, et ^(W) = TT ^ (W. ) .
ici 1
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Lenyne 3.9 - Si M est un F [T]-sous-module isotypique de V ayant comme

unique quotient simple F [TJ/(f)sF ^ , où f € f est de degré d . alors

Pour W ' € X ( W ) , on a p ( W , W ) = 0 si W ^ fW

= ^ ' (W' / fW. W/fW) sinon,

où u' est la fonction de Mobius des F .-sous-espaces vectoriels de W/fW .
q

Démonstration - Cela résulte de la proposition 2 p. 349 de CRO] , car :

a) W i ^ > W + fW est une clôture au sens de Rota» i.e. une applica-

tion non décroissante, idempotente. telle que 1 ( ( W ' ) o W .

b) Le seul élément W de î (W) tel que ^ (W) = W est W .

Cela résulte du lemme de Nakayama (cf. [BBK 2J , §6, n° 2» cor. 3) car fM est

le radical de W . En effet, un sous-module maximal de W a un quotient simple,

donc annulé par f ,et d'autre part fW est l'intersection des sous-modules

maximaux le contenant, car le treillis des sous-modules contenant fW est

isomorphe au treillis des sous- F ^-espaces vectoriels de W/fW .
q

Lemme 3.10 (^f. [RO], p. 352) - La fonction de Mobius des sous- F -espaces

vectoriels d'un espace vectoriel W est :

("codim W)
p(W.W) = (- i )CodimW ^ 2 /

Démontrons maintenant le théorème. La composante primaire W de V de

quotient simple F CTJ/(f) est isomorphe à :

^(n e.
• F LT3/(f ') où les ê . sont les parties de i/(f).

101



F. DIGNE et J. MICHEL

Par les lenroes 3.6, 3.9, et 3.10, on a :

Ix 1 2: r n^-) d(f) ('H ly i
1 W r - ("1) q ^W' 1 »w [ W c X ( W ) ( w ' o f w j w

où c (W' ) est la codimension de W' / fW en tant que F ./^-sous-espace
q ^ /

de W/fW .

Or W/fM est de dimension ^â»(f) , et le nombre de F ./-.-sous-espaces

p^m] d,fN q

de W/fW de codimension i est [ . J (q v ;) ; d'où. d'après le

temme 3.7 :

IXJ = ̂ (f) (-l)1 q^ ̂  q^^d^ni-1) [^(f)] (q^^) (I)
" 1 = 0 L. 1 J

k-1 .
Posons e . (X ,Y) - TT (Y-X )e7 lX ] . On démontre facilement que :

K i=0

e.(X.Y) = S (-1)1 li 1 ( X ) X^7 Y^1
K i«0

fk+n . [kl f k 1
en utilisant la formule de récurrence L i J (X) = X ' Li i(X) + Li-li (X) .

D'où :

^l,^(f)(|^(f)l-».(f))^^«,d(f)^n,d(f)) ^

De (II) et du 1emme 3.8, on déduit immédiatement le (1 ) du théorème ; 1e (2)

se déduit de (I) et du fait que 1a division par q"1-! revient à la multiplica-

tion par (-l-q^q2"1-...) (on sait, d'après (1 ) que 1e résultat cherché est

un polynôme en q*").

Corollaire 3.11 -

(i) Si le nombre de fcf têts que iv(f)l ^ 0 est strictement plus

grand que 1 , alors \(9) s 0 . Sinon, si f est Tunique tel élément de ^ ,
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on a :
, ^(f)-l - .—

R;(g) » d(f) -rr (i - q1 ̂ )w i=l

(ii) Les valeurs propres ae F sur H^(X^) sont [q » i = 0 ...., n-lj

Démonstration - (i) II suffit de prendre 1a "limite pour m=0" de l'égalité (1 )

du théorème 3.4 (c_f. I, Remarque 3.3)

(ii) Cela résulte immédiatement de l'égalité (2) du théorème.

Nous allons déduire d'autres corollaires du théorème 3.4, en utilisant

la formule (ii) de III, 3.6 que nous rappelons .:

N: -^ Vw) ̂  (4) •

Lemme 3.12 - Les caractères irréductibles de H non nuls sur les éléments

de Coxeter sont ceux correspondant aux partitions (l0"1, i) ; un tel caractère

vaut (-l)"'1 q"1^'1) sur les éléments de Coxeter.

Démonstration - Le fait que les caractères cités valent (-l)""1 q1^1"1) est

assez facile à prouver. Les caractères correspondants de % sont les carac-

tères des puissances extérieures de la représentation naturelle de }€

(cf. [CIK] , 9). Cette représentation, correspond à la partition (1, n-1) et

sa puissance extérieure i-ème à la partition (1 , n-i).

Matriciellement Télément a , où s. est la k-ième réflexion élémentaire
^ K

agit par la matrice M. de dimension (n-1, n-1), dont les seuls coefficients
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non nuls sont : (M^), , = X si i ^ k

(^k.k-i = 1

(^k.ks -1

(^k.k.i = )(

La puissance extérieure i-ème de cette représentation est définie en faisant
1-i n"^opérer âç par X " M. A . . . A M. (i facteurs). Donc, si 21 ?, t est

k -K K i=0
le polynôme caractéristique de a dans la représentation naturelle, alors la

trace de a dans la puissance extérieure i-ème de cette représentation est

(-1)1 x"^"1)1^^ , . . Or. pour w de Coxeter. la matrice de a dans la

représentation naturelle est :

0 - X"-2 \

^Q . . . . . 0 - X"-2

0 X" " 2 0 . . 0 - X " " 2

X"-2 - X"-2

dont le polynôme caractéristique est S t1 x^11"2^""1 '1^ , d'où les valeurs
i=0

annoncées des caractères.

Montrer que ces caractères sont les seuls non nuls est plus difficile.

On peut recourir à un argument indirect : Selon [L2] les espaces propres de F

sur H*(ÎU sont disjoints comme représentations de G . En comparant avec (4) ,

on voit que les X(a ) doivent être des monômes en X , et par déformation

sont nuls ceux qui ne correspondent pas aux partitions (l"^1, i). Nous

n'utiliserons pas cette partie de l'énoncé 3.12.
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Proposition 3.13 • Le caractère U correspondant à la partition (l"'"'3,,])^w
vaut : r^i r î

U-,(9) - (-1)"-1-3 ^ ^ (-l)^ ̂ f) v 2 / .1 1( f )J (q^)
A ""J-l té^

Notons le cas particulier de la valeur de IL. sur un élément unipotent :

r i f^1}^(T-I)-I) 1 ^ ]
(q) - QL n-j J V H / H

Notons celle du caractère de Steinberg (j=l) :

U (g) = 0 si g n'est pas semi-simple,
^- n^f)l\

1 + Z- |i)(f)| S d(f) ;
= ( - 1 ) f6îî q^ ^ 2 /

si g est semi-simple.

Démonstration de 3.13 - Par le lemme 3.12, on connaît les valeurs des X^,(T )

dans la formule (4). On peut alors identifier l'égalité (2) du théorème 3.4

avec la formule (4), d'où le résultat.

Remarque 3.14 - cas où G est en position générale.

En utilisant la proposition 3.2, nous allons calculer les valeurs propres

de F" sur H*(Y.) dans le cas où 6 est en position générale, c'est-à-dire

si 9 n'est pas fixé par aucun élément du centralisateur de w dans W . On

sait (c_f. [DL] , Remarque 9 . 1 5 . 1 ) que dans ce cas ^(Y;,) est un G -module

irréductible concentré en degré 1 ( w ) = n-1 . On a donc :

N^Q) = ̂  R; ,

où ^ est l'unique valeur propre de F" sur H^Y. )c w 9
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En particulier,

îl — M ^ / û \ / 1 \ D ^ / I X * *Î < = N ^ ( Q ) ( 1 ) . R;(l)-

Or, d'après la proposition 3.2, on a :

--n . - - . - . . . - . n . n - "A

N2(e)(l) s ©(-l)" (q"-!)" 2^ n - Ô (D (X Î )
{xcF" I F x=x et D(x)^0j

Les éléments x qui interviennent dans cette sommation vérifient tous

D(x) = -1 . car si ^x = x . alors ^det^x])) = (-l)""1 det([x3).

c'est-à-dire det^xj)^1 = (-l)""1 . ou encore D(x) = -1 . En reportant, on

obtient donc :

N^(Q)(1) = eC-l)"'1 N^ ( l ) ( l ) . d'après 3.3 .

On obtient donc ? = ©(-l)""1 N^(1)(1)/RS(1) = ©(-l)""1 N^(1)(1)/R^(1)

r\
^(-l)"-1 q 1 2 ^ .

d'après l'égalité (1) du théorème 3.4 .

106



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani .

VI - GROUPES DE TYPE G

A partir des théorèmes généraux de III, de la table des carac-
tères de l'algèbre de Hecke d'un groupe de type G et de la table des valeurs de
Sh U ( 1 ) (cf. tables 1 et 2 ci-dessous), nous allons, dans le cas où G est de type
G , déterminer successivement la valeur des coefficients c ~, puis le nombre de
caractères unipotents, leurs dimensions, et les "valeurs propres" (D qui leur
sont associées.

Pour faciliter la lecture de ce qui suit. nous allons rappeler cer-
taines notations ainsi que les résultats qui nous serons utiles de III dont
nous donnerons la version simplifiée sous les hypothèses que G est déployé, et
que la constante c de II, 3.4 vaut 1 pour tout x e £ (ces deux conditions
sont évidemment vérifiées pour G de type G ) .

On note 6 l'ensemble des caractères de ^ = H ( W . X) et pour tout
X e £ on note x^ (resp. x^) le spécialisé de x à H ( W . q"*) (resp. à C [ w ] ) . On
note Uy le caractère de G^ N <F> correspondant à x dans E (cf. III.m m m ~~
1.3 et remarque précédant 3 . 5 ) , et on note simplement U pour U ; enfin on poseX X»

Sh°U = |W|~ 1 2: x ( w ) R1 (cf:. III. 2 . 1 ) .
x weW °

On note U l'ensemble des caractères unipotents de G . et pour v c 6/.
on note œ la racine de l'unité égale aux valeurs propres de F associées à V dans
la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig, à une puissance de q près. Alors
on a :

(A) Sh m . U = ï c u»" V où c - <Sh° U . V > F (cf. III. 2 . 3 )
m Ve^/ ' —

( B ) r ̂  y < 1 pour tout v € u (cf- m» ̂ ^Xec' * ~ "~

( C ) c . , . = c.. pour tous x. <> c 6 (cf. III. 3.5 ( i i i ) )
X* ^> —""
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( D ) pour tout o c GaKÇ/Ç). on a :

( i ) a ( û ) , , ) = y,, ( i i ) c,, = c. (cf. III. 3.4 ( i ) et ( i i ) )v °v v 9 ^ v»x —
( E ) si w est dans un sous-groupe parabolique de W produit de groupes de type
A . , alors :

( i . ) H1 = î x . ( w ) U
xe6 ''

^x(a^) s'il existe x e £ tel que V = U^
( i i ) î X(a^) c ^ ^ ^ ̂  ̂  ^5)

xe£ (^0 sinon —

( F ) Pour toute suite s = (s , . . . , s ) de réflexions élémentaires de W et
pour tout V e U . î x ( ( l + a ) . . . ( l + a ) ) c est un polynôme à coefficients

xe6 s! ^ vlx

entiers positifs (cf. III. 5.3 ; on a \^ = 1 puisque c = 1 pour tout x»

cf;. III. 2.3 ( i ) ) .

( G ) Posons 6 = {-ind} U {^yt} U ^( où nous avons noté ^injd (resp. ^yt} le ca-
ractère de ^ qui se spécialise en le caractère identité (resp. signature) de W.
Alors on a :

c = 0 si x e {ind, ^yi\ et V est distinct de l'identité etv , X
du caractère de Steinberg, St, et :

°Identité.x = ̂ .-^ et ^t.x = \^9n

Remarquons que les caractères unipotents qui ne sont pas dans la sé-
rie principale sont nécessairement cuspidaux, en effet, un caractère unipotent
est cuspidal s'il est orthogonal aux R pour w dans un sous-groupe parabolique
propre ; or, les sous-groupes paraboliques propres de G de type G étant de type
A , on peut appliquer ( E ) qui prouve que de tels R ne font intervenir que des
caractères de la série principale.

Les résultats que nous obtenons ci-dessous suggèrent les conjectures
qui seront développées au chapitre VII.Pour une table complète des caractères de
G . on peut se référer à l'article de Chang et Ree [ C H R ] ,

D'après ( G ) , pour déterminer les coefficients c , il suffit de nousv » X

108



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

limiter au cas OÀ V est distinct de l'identité et de St et où x c 6\

Théorème 1.1 : La. matrice, ^ymét^^ue c pou^. <», \ e 6' e^t :
———————— IV X

72/3 -1/3 1/3 0\

f-1/3 2/3 1/3 0

. 1/3 1/3 1/6 1/2

\ 0 0 1/2 1/2/

ou le^ô é^iément^ de. £' ^orut dan^ 1'o/idA.e. o, T, A, B (cf. table 1 ) .

Démonstration : Commençons par appliquer la propriété (F) :

Prenons s = (s, t). La table 1 donne :

(i) ^V.A + ^.B € 3N •

Pour s = (s, t, s, t) on obtient (i1) 9c + ç c 3N , ce qui, en utilisant (i)
— V ,A V ,o

donne :

(ii) 2c^ g c î .e t 6c^ ^ c ï .

Comme 6c ^ -6c /9 ^ -6/9 . (utilisant (i') et |c^ | ^ 1 ) . on a donc :

(iii) 6c,, . e IN .
V ,A

Utilisons maintenant la propriété (E) , (ii). Nous pouvons l'appliquer

avec w e (1, s, t}. On obtient :

si V = U^ ou Ug. c = c = ^V.A^V.B • et ^ .0 ' ̂  .T + 1 = ^U .A-'U .B ,
0 0 0 0 '

CU .0 = °U ,T '"1= "^U .A ^U .B '
T T T T

En combinant ces relations avec la symétrie de la matrice c (pro-u^» x

priété (0). et en posant a = c,, . , b s c,, - , c = c,, o = c,, . » la matrice
U..»A U_ , D U . » D U _ » A

A D A 0

des c.. peut s'écrire :
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/-l+2c+a+b -2+20+a+b 1-a-c l-b-c\

-2+2c+a+b -l-t-2c-»-a+b 1-a-c 1-b-c

1-a-c 1-a-c a c

\ 1-b-c 1-b-c c b

Les relations ( i ) . ( i i ) et (iii) deviennent :

( i " ) 3a+c e 3N . 3c+b c N
( i i " ) 2b e 2 , 2c e 1 ,
( i i i " ) 6a e 3N , 6c eIN .

On a donc 2c e 3N . d'où c c <0. 1/2. 1)

Si c = 1, comme Sh U est de carré scalaire l,on obtient Sh Un = U . ,B o A
ce qui est contredit par le fait que Sh u-d) = U.^î n'est vérifié pour aucuneB A
valeur de q > 1 .

Si c = 0, alors ( i " ) donne b c IN. Si b = 0, alors Sh U« a un
D

carré scalaire au moins égal à 2, ce qui est absurde. Si b = 1, on a
Sh U_ = U- ce qui est absurde car Sh U-(l) = U - ( l ) n'est vérifié pour aucune

B 0 0 D

valeur de q^ i .

On a donc c = 1/2 .Alors, par ( i " ) et ( i i " ) . on a b = 1 1/2 . Si
b = - 1/2 . alors Sh U« a un carré scalaire supérieur à 5/2, ce qui est

D

absurde. Donc b = 1/2 . et. par ( i " ) et ( i i i " ) . on a: a e (1/6. 1/2. 5/6) . Si
a s 5/6 , on a c > 1 , ce qui est impossible. Si a = 1/2 , on obtient
Sh°U s U^ . ce qui est contredit par le fait que Sh°U^(l) = U ^ ( l ) n'est véri-
fié pour aucune valeur de q. La seule valeur possible pour la matrice des c,U^.X
est celle annoncée dans le théorème.

Remarque 1.2 : Indiquons comment il est possible de simplifier la démonstration
du théorème 1.1 si q est assez grand ; la démonstration qui suit serait valable
pour tout q si l'on savait à priori que les coefficients c . . ne dépendent pas
de q.
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La fonction caractéristique de l'élément 1 étant uniforme (cf. [DL],

7.5), on a pour tout caractère unipotent V, en appliquant III. 2.2 :

(iv) V(l) = r c,, Sh°U (1 ) .
xe<S "x x

Les coefficients c^ étant de norme inférieure à 1 et de dénominateur inférieur

à |w| ont un nombre fini de valeurs possibles, donc, tout q assez grand appartient

à un ensemble infini de valeurs de q pour lequel les coefficients c,, sont
U^.X

constants, ce qui permet de considérer (iv) comme une égalité de polynômes en q

et d'identifier les coefficients (les valeurs U^(l) sont données par la table 1

(pour u •—• q, v »-*• q) et les valeurs Sh U (1 ) par la table 2). On obtient ainsi

des relations qui déterminent complètement les c., si l'on y rajoute les rela-
u^, X

fions déduites de III. 4.5.

Théorème 1.3 : ^ y. a- quc^Lne. co/iaoéè^e^ uru-poteruL^ cuspidaux., que. nou^s note/iort^i

U , U , U . , U . 2 . ^ < z mcLt/LLce. de^â c ou. V e^t -l'un. de. ce-4 ca/iac^te/ie^ e>t où+ ~ J J ', x

X e £' e^t :

-1/3 -1/3 1/3 0 \

-1/3 -1/3 1/3 0

1/3 1/3 1/6 -1/2

\ 0 0 1/2 -1/2)

ou. -/&-4 caA.acÂ.è/ios \ •Lndex.erut ^.e.^ co^.onn.e.^ dan^ ^.'o/id/ie. o, T , A, B, eÂ. ^Le.^ ca/iac-

tèyios CLL^pLdaux. V indexent ^.e>s ^one^ dan^ V'o/icL^e U , U o. U , U
J J'- ^

Démonstration : Si V est unipotent cuspidal, on obtient, par (E) :

'v) S.o = CV.. = -S.A -S.B •

D'après (ii). on a c e {-1. -1/2, 0. 1/2. 1 } . Pour que le carré scalaire de
0

Sh U soit 1, on voit qu'il doit exister deux caractères unipotents cuspidaux,
0

que nous noterons U et U , tels que c c {1 1 /2 } , les autres caractères uni-

potents cuspidaux vérifiant c = 0 . Ecrivons provisoirement U pour l'un des

caractères U^ ou U . D'après (i) et (iii). on a c c {1/6. 1/2. 5/6}.

1 1 1
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mais 5/6 est exclu car il donne un carré scalaire trop grand pour Sh U. . Si
c,. - = 1/2 , tenant compte de ( v ) , on voit qu'il n'y a aucune valeur de c..U , D U , A
telle que la propriété ( B ) soit vérifiée.

Donc c,. n = Ci, o = -1/2 . En écrivant que Sh U et Sh U sont or-U , B U , o A D

thogonaux. on obtient : 1/3 + z c,, . c,, n = 0 ,--
y ¥ t A ' » "

où V décrit les caractères unipotents cuspidaux. Ce qui s'écrit :

\,A + ̂ .A = 2/3 •

En tenant compte des valeurs possibles pour c . , on voit, qu'à la permutationU , A
près de U et de U , on a c , = 1/6 et c . = 1/2 . Si V est un autre ca-

+ * — '
ractère unipotent cuspidal, on a c = 0 et c e ( 0 , 1/3, 2/3), d'après ( i )V , o V , A
et ( i i i ) . Mais c = 0 est exclu car sinon V serait orthogonal à Sh U pourv » " X
tout x par ( v ) , donc à tous les caractères R , ce qui est impossible. D'autre •
part, d'après ( v ) , la propriété ( B ) est contredite si c , s= 2/3 • Comme le carrév , A
scalaire de Sh U vaut 1, il y a exactement deux autres caractères unipotents cus-
pidaux (qui vérifient c = 1/3 et c = 0 ) . Nous les noterons U . et U . 2 ,
d'où le théorème.

Corollaire 1.4 : Le.^ cU/ne/i^A-on^ de.^ ca/iactè/ie>s unÀ.potefbt'ô cu^pijdajLix. ^on>t :

U ( 1 ) =. q(q-l) 2 (q2^1}/2 . U ( 1 ) = q(q-l) 2 (q^q+l)^

U . ( l ) = U . 2 ( D ;e q(q2-l)2/3 .

Démonstration : C'est immédiat par application de ( i v ) .

Théorème 1.5 : Oh. a u = -1 . u = 1 , m = j , H) = j .
J J2

Démonstration : En utilisant ( D ) , ( i i ) et en inspectant les matrices des théo-
rèmes 1.3 et 1 . 1 , on voit que les caractères U et U sont invariants par tout
élément de Gal(&/0). Donc, d'après ( D ) , ( i ) , on a u c Ç et œ e Ç . Donc
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S^U }c >f+lt •1}- De mêrne» on voit q"® "u et u)y ont au plus deux con-
J 3

jugués distincts sous Gal(Ç/Ç). donc appartiennent à l'ensemble <îl, ±i. ±j. ±j2

Nous allons utiliser l'égalité :

(vi) V 1 ' = ^F/F V1) = ̂ V.x "V ̂  •'

pour x = B . cette égalité donne :

(q +l)(3o)y + o)y ) + q(3o)y - œ^ ) = -2(q+l)2 .

Compte tenu des valeurs possibles pour œ et œ , et de ce que q est entier
— +

positif, il faut que œ = -1 , et <*» = 1 .
— +

De même, en appliquant ( v i ) pour x = o » on obtient u-, + m = 1 .
"j • "j 2 •

En tenant compte des valeurs possibles de a et <D , la seule solution, à per-
"J "J2

mutation près de U et U.^ , est u» = j et œ = j2 ;nous supposerons que
"j "J2

le paramétrage U . et U . g , a été fait de telle façon que ces valeurs aient lieu.

Remarque 1 . 6 : D'après les théorèmes 1.1 et 1.3,la matrice des coefficients

^.x est égale à :

I 1

0

0

0

0

\0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 \

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2/3 -1/3 1/3 0 -1/3 -1/3 0 1/3

0 -1/3 2/3 1/3 0 -1/3 -1/3 0 1/3

0 1/3 1/3 1/6 1/2 1/3 1/3 1/2 1/6

0 0 0 1 / 2 1/2 0 0 -1/2 -1/2 /

où les lignes sont indexées par les caractères 1,-i^n ,o ,T .A »B » dans cet ordre

et les colonnes parles caractères U^ (identité). U (caractère de Steinberg).

u .u i0* .̂  * u • * u • 9 .u t0 ^ns cet ordre.O T A B J J ^ - - ' » -

Une interprétation de cette matrice sera donnée dans VII.1

(les caractères unipotents autres que U _ j et U seront associés à ^(Ç-)) .
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Table 1 : Caractères de l'algèbre de Hecke générique de G

élément

1

as

\

St ^ts

^ts

^st

Stst^tsts

Ststs

^stst

^tstst

Degré

générique

Spécialisé

u. v —^q

ind

1

u

v

uv

u v

2uv

2 2u v

3 2u v

u^3

uV

1

l

^gn.

1

-1

-1

1

-1

-1

1

-1

-1

1

u^3

6
q

0

1

u

-1

-u

2—u

u

u

u3

—u

-u3

2 2
q 1+UV+U V

U +UV+V

q(q +q •••l)
3

T

1

-1

V

—V

V

-V2

2
V

-V2

V3

3
—V

2 2
q1+UV+U V

" 2 2
U +UV+V

4 2q(q -t-q •t-1)
3

A(e=l) et B(e=-l)

2

u-1

v-1

e/uv

(v-l)u + (u-DeAiv

(u-l)v •»• (v-l)e/uv

-uv

u(v-l)e/uv

v(u-l)e/uv

—2uve/uv

uv(l+u)(1+v)(1+uv+c/uv)

2(u+v+c/uv)

2 2q(q-t-l) (1+eq^q )
2(2^e)

Polynôme de Poincaré 'P » (l+u)(l+v)(1+uv+u 2 v 2)
Dans cette table, on a posé u = X » v = X . Cette table a été déterminée

comme suit :

Les caractères de degré 1 sont déterminés par leur valeur sur a qui est -1 ou u
et leur valeur sur a qui est -1 ou v.

Pour les caractères de degré 2 : les vecteurs propres pour la valeur propre --'
de a et a ne sont pas colinéaires, sinon la représentation ne serait pas irr^duct.S K

blé. Dans une base formée de ces vecteurs propres, on a :

/-l S\ /v (̂
a »-» ( ) a, »—«• (
8 \ 0 u/ t IT -1J

où S ou T est non nul (sinon la représen-
tation ne serait pas irréductible).
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En tenant compte de la relation (a a )3 = (a a )3 on obtient :

ST s u •«• v •»• e/u7 .

Table 2 : Valeur des Sh°lUl) et JT^ ._____^___ ^ y

^gn a T A____BUfid

I 1Sh°U^(l) | 1 q6 q3 q3 q^q q^q2

St Btst Ststst

|T^| (q-1)2 q2-! q2-! q^q+l q^q+l (q+1)2

Ces tables sont obtenues comme suit : on a |T | = det(qp(w)-l) , où p est la

représentations de W sur X(To)aIR , et on a :

Sh°U (1) = |W|~1 Z X o ( w ) Rl(l) . et 1^(1) = ^i^i(w) ^ \ ,/\^F\ .
X ^^ w w p W
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VII - DÉCOMPOSITION DES DESCENTES DE SHINTANI ~ RÉSULTATS ET CONJECTURES

1.Préliminaires.

Lusztig ( [ L 5 ] , [ L 6 ] ) a montré que. pour q assez grand, l'ensemble U

des caractères unipotents de G{W } est paramétré par un ensemble de symboles
indépendants de q. Plus précisément, il existe des groupes finis r^. . . . . r̂  qui

ne dépendent que du type de G. tels que U soit en bijection avec
r

| Ĵ  / » î ( r . ) , où. pour un groupe fini F , on note :
i=l 1

/»î(D = { ( x . x ) l x e r . x e Z j . ( x ) } / r .

où r agit par conjugaison.

On notera U (ou U s'il n'y a pas d'ambiguïté qur q) le caractère unipotentc.q c
associé à c c ft){T^).

Nous appelerons famille de symboles un ensemble ft)(T) comme ci-dessus, et famille
de caractères unipotents l'ensemble des caractères paramétrés par une famille de

symboles.

Lusztig ( [ L 7 ] , [ L 8 ] , [ L 9 ] ) a de plus montré que. si q est assez grand.
pour un ensemble £ convenablement choisi d'extensions à // x <F> des caractères
irréductibles F-invariants de 7ï (£ vérifiant l'hypothèse de III. 2 ) . on a :

Si i c éT » il existe r et c c ^ ( F ) (dans le cas des groupes déployés c est donné

par U = U ) tels que :

( 1 ) Sh°U = r ( c . c « ) Ux c ' c ^ ( r )
où
( 2 ) { c . c ' } = r | z . . ( x ) | " 1 |z ( y ) ] ' 1 ïî8 x ) xt^y) .

{ g c r | g y e 2 y . ( x ) }
si c = ( x . x ) et c ' = ( y . 4») .
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Remarque 1.1 : L'égalité ( 2 ) peut se réécrire :

( 3 ) { ( x . x ) . ( y . 40} = £ ^) ( y . ) [ z (^(-1{ ( y ' . ^ ) r ( y . ^ ) . y'cz^x)} x ̂  « r .

où la somme porte sur tous les couples ^ y ' , 4 ' 1 ) conjugués sous r à ( y , 4 » ) » et tels
que y ' e Z p ( x ) .

Remarque 1.2 : Les groupes qui interviennent dans le paramétrage des caractères
unipotents des groupes de Chevalley simples appartiennent à l'ensemble :
«T,, (T, . ^ ; , (2/22)" (n ̂  0) } .

Dans toute la suite, nous supposons le groupe G simple. Les résultats pour
tous les groupes s'en déduisent.

Remarque 1.3 : Si l'on compare les résultats ( 1 ) et ( 2 ) ci-dessus avec le théo-
rème III» 2.3, on voit qu'il existe un ensemble £ d'extensions à ~R x <F>
des caractères irréductibles F-invariants de V tel que. si U = U ( c e ^ ( F ) ) .

on ait :
( 4 ) Sh-,^/- U- = Z <c. c ' } u)1" U .Fm/F ̂  ̂ (D " c ' c

pour tout m multiple non nul de 6 .

Définition 1.4 : Dans la suite, nous dirons qu'une famille de caractères unipo-
tents est exceptionnelle si elle contient un caractère U de la série principale
associé à un caractère \ non rationnel de l'algèbre de Hecke (cf. II, 3 . 1 ) ,
c'est-à-dire un caractère de degré 512 dans le cas d'un groupe de type E . ou un
caractère de degré 4096 dans le cas d'un groupe de type E . Les caractères d'une
telle famille sont paramétrés par /^(<T, ) .

Les résultats de Lusztig ( [ L 7 ] , [ L 8 ] . [ L 9 ] ) . d'Asai ( [ A S i ] ) et nos
méthodes ( c f . paragraphe 2, ci-dessous) permettent de vérifier la proposition
suivante (rappelons que u > . désigne la valeur à une puissance de q près de la
valeur propre de F associée au caractère V ; cf. III. 2 . 3 ) :
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Proposition 1.5 : Soit flï(T) une. f.csiuM.e. de. ^ymboJLe^ et ^oit c « (x. x) e ^(F).

SA. q e^t o-4-dej o/Lonjd, on. a :

(i) 5 .̂ G e^t dépJjoué et ^i. la. f.wtLU.e de. ca/iactèAe^ pa/iometn.ée. paA.

^(r) n.'e>5t pcb^ ey.c.e.ptionn.eJLLe., OÂJÛ/L^ ui = x(x) /x( l ) .

(ii) 5 .̂ Jja. {.amÀ^e pcbnjamétAé.e. pQA. /^(r) e^t ex.ce.ptionfte^ie., fUo/i^ :

fa»,, = X(x)/x(l) si x = 1 ,
"(>.. X)

"„ = i x(x)/x( l) sinon .
(x. x)

(iii) 5^ G n'e^t pa>s dép^Loy,é., on. a w.. = ^x(x)/x( l) .
c

(iv) Sou^ le>s hy.pothè^e>s de. (i) ou (iii), on. a, poun. tout

o c Gal(Ç/0) :

^(x.x) s= u(x. ^x) •

(v) Sou^ JLe^ ïïy.poVi.c.^e^ de. (iv), ^ e- dé^^-one. V'ex posant de. r, te^

cu^actè^e^ U (c c ^(r)) ^ont à. voJLeuL^ dan^ Ç [ ç ] ou ç e^t une. ^.acÀnc.

pninJL^À.ve. e ..--terne, de. t'unJLté.

Notons que (v) est une conséquence immédiate de (iv). D'après

la remarque 1 . 2 et (v), tous les caractères unipotents sont à valeurs dans

^^nl ou Ç^n est une raclne primitive 60-ème de l'unité. Dans la suite,

nous écn.<.ns (*i pour u» s'il n'y a pas d'ambiguïté sur la famille de caractères

paramétres pur /^(r) .

Il esb naturel de supposer qu'une décomposition analogue à celle de

la rem^rquô 1.3 est valable pour les descentes de Shintani de tous ICL caractères

unipotents. Divers arguments, dont. en particulier, le cas m^l et une conjecture

apparentée due à Kawanaka (cf. ci-dessous, paragraphe 4), nous ont amenés à :
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F"
conjecture 1.6 : (i) 5^ G e^t dépioué, JLcA CMacteAe^ unifiaient^ de. G ^ont

T-invaAÀ.ant^ et tout can.actèA.e. unLpotent U « de. G^' a une ex.ten^i.on 0 ^ à
C»q C»"

GF"1 x <F> telle. que. pou/L tout m ^ 1 :

<5) < ̂ /F "c,," = ̂  {c' c l } ^- t(a) "c'.q . -

où /»»(!•) e î̂  ^(2 ^amUIeL contenant c » et où f(m) est l'élément du groupe de Galois

, 2 4
Gal(Ç[Ç^] /^) défini par Ç^ -» Ç (Cet élément n'agit pas sur U^,

sauf si G est de type E,., si r-Q?ç > si m est congru à 2 ou 3 module 5 et si

c* " (g- »X ) °û ge est un élément d'ordre 5, auquel cas f(m) agit par la

conjugaison complexe).

(il) Si G n'c^t pOÀ ciépJjoué., pout tout m multiple, non nu-i de. ^, it

cx.^.^te. une. bi^e^^n • de^) cfaac.t&a.e^ unipotcnt^ de G ^un te^ eu-

^.actè/ic.^ unÀ-potent^ V-Anva/u-ant-î de. U teÂte. oue. tout caAacte^.e.

pm
unipotent ï-invaAÀjant • (U ) de. G cbLt une. ex-ten^ionm c,q

• (U ) à GF M <F> véAjLfJuant :n) c,q

(6) (±u) )" Sh „,, • ^ r ) = r {ct c ( } (±^^m "c» o t
c WF m c.q c,^(r) c c 'q

ou ft)(T ) eAt ta {jtsvuJJLe. contenant c.

Définition 1.7 ;

Sh°U s I {c . c ' ) U
ctq c ' e ^ ( r ) c tq

Pour les caractères unipotents de la série principale, cette défini-

tion coïncide avec celle de III» d'après l'égalité ( 1 ) ci-dessus.

Nous verrons au paragraphe 3 que si la conjecture 1 . 6 est vraie pour

m=l, les fonctions centrales Sh U sont valeurs propres de l'opérateur Sh pourc.q
la valeur propre h»
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2.Valeurs propres de F dans le cas d'un groupe de type E .

Nous allons montrer comment nos méthodes permettent de prouver la

proposition 1.5 dans le cas où G est de type E .6

Nous partons des faits suivants (lemmes 2.1 à 2.4) pour G quelconque

Lemme 2.1 : Le. te^me. de. pJju^s ba^ de-g^ié. en q dan^ 'la dimen^on de. IL . e^st de.
• \^-i X /

de.g/ié. constant quand (x,x) poA-cou/it une. {-canL'ULe. / ^ (F) , et >son coe.^^icÀ.ent vaut

x(l) / |Zj.(x)| .

Cela se vérifie cas par cas d'après les résultats de [L5] et [L6].

Lemme 2.2 : 5-L G e^t dép^oué., on a, pou^. tout q a^^e.^. g/iand :

(7) y( l ) |Z (x)|~1 = r { (x . y) , (y. < / ) } œ., ^ ( 1 ) | Z (y) |~1 .
(y. f)e/»ï(r) "(y. ^

poun. -toute. f.amiM.e. -indexée, pari /^(r) , et tout (x, y) e ^(r) teÀ. que U, -in-\ x, \ î

te^.vLenne. dan^ Jja. ^én.^-e. p^inc^.pcU.e..

Démonstration : On fait m=l dans ( 4 ) , et on prend les dimensions des deux membres.

On obtient une égalité de deux polynômes en q , dont les termes de plus bas degré

sont les deux membres de ( 7 ) ,
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Leimne 2.3 : ?Wi tourte. fjanJLJULe. flï(T), et tout (x. x) c ^(F) , on a :

(8) x (x ) | z (x)|~1 = r { ( x , x) . (y. 4')) <'(y)|z-(y)|-1 ;
(y,<')e^(r) r

Remarque : Si l'on prend les dimensions des deux membres de ^5},pour m=l, d'après

le lerome 2.1, on obtient (8), compte tenu de la valeur de u) donnée par la
(x.x)

proposition 1.5 (dans le cas où G est déployé et où la famille n'est pas excep-

tionnelle) .

Démonstration du lemme 2.3 : Utilisons la remarque 1.1 pour réécrire le membre

de droite de (8). en remarquant que dans (3), on a : 4»(y) = ^ ' ( y ' ) .

On obtient :

î ^ T'(x) x ( y ' ) < ' ' ( y 1 ) |Z (x)|-1 |Z (y ' ) |~1 .
y 'eZ^(x ) <»'cZj ,(y ' ) r r

La somme intérieure vaut 0 si y ' n'est pas conjugué à x sous Z - ( y ' ) , c'est-à-dire

si y' est différent de x. On obtient donc :

r 7'(x) x(x) ^ ' (x ) |Z,(x)r2 = x(x)|Z..(x)r1 .
^•cÇ(x) r r

d'où le résultat.

Lemme 2.4 (Lusztig, cf. [Ll], 3.33) : S^ V e>st un ca^.actè^ie. urbipotent de. L où L

e.^t un. ^ou>5-yioupe. de. Le.vJL d'un. Aou^-yLoupe. parabolique. /iat>Lonne>L de. G, et ^

<U . ̂ ^ ^ 0 0^^ û».. = ù» •
c

Démontrons maintenant la proposition 1.5 pour un groupe de type E .
0

D'après le lemme 2.4, on est ramené à étudier le cas où U est cuspidal, car pour

les autres caractères, on vérifie le résultat, car on connaît w « O n connaît

aussi h) si U intervient dans R où cox est l'élément de Coxeter de WUç c cox

(cf. [L2]), et on vérifie le résultat dans ce cas.
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Remarquons que si IL , intervient dans la série principale, on a\x. x /

x(x) = x(l) ; les égalités (7) et (8) ont donc même premier membre dans ce cas.

Egalons alors les seconds membres de ces égalités ; on obtient :

(9) r {(x. x) . (y. <Q} ^(D |z ..(y)!'1 (% - 4'(y)/4'(D) = o
(y^)e^(r) "(y.4»)

Nous savons de plus. d'après les remarques qui précèdent que les termes de (9)

sont nuls, sauf peut-être si (y, ^) est dans 6- » où

6 = Hy» 4») c ^(r)|U, est cuspidal et n'intervient pas dans R } .

Enfin, remarquons que le nombre de conjugués sous Gal(Ç/Ç) d'un caractère de 6-

est majoré par le nombre de caractères de 6. de même dimension. Les résultats de

[L5] montrent que 6 est inclus dans une famille paramétrée par ^(GTc) » et que les

caractères U de la dite famille vérifient c = 1 (cf;. II. 3.4). On en dé-

duit. d'après III. 2.3 (i) que X - 1 . pour tout U e 6 . Les considéra-

tions précédentes et le corollaire III, 3.4 (ii) montrent que le nombre de

conjugués sous le groupe Gal(Ç/Ç) de œ (pour U e 6 ) est majoré par le nombre s

de caractères de 6 de même dimension que U. Donc o> est une racine de l'unité

d'ordre t où •(I) ^ s.

Appliquons (9) avec x=l et X e <Sç -<-^}. ce qui est possible car

tous les caractères U/, » pour x e 5c -^^î interviennent dans la série prin-
v 1 » X / °

cipale.

Pour x=l. on a ( (1 . x ) . (y. <>) ) = ^ (1 ) x (y ) |Z^.(y)|~1 . donc (9) devient :

(10) r (^( i) |z (y)!"1)2 x(y) (".. - <'(y)/4'(D) = o .
(y.^cc:^ -(y.^)

D'après [L5] et ce qui précède, on a la table suivante :
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(y^) e \

(g^ »e)

(l.̂ i)

(gg.-P)

(g3.ej)

(g3^J2)

(^^

(g4.-1)

|Zj,(y)l

8

120

12

6-

6

4

4

«(y)

1

1

-1

j

j2

i

-i

«(1)

1

1

1

1

1

1

1

s

1

1

1

2

2

2

2

orores possj.oi.es

pour œ
"(y.^)

1 . 2

1 . 2

1 . 2

1 . 2 . 3 . 4 . 6

1 . 2 . 3 . 4 . 6

1 . 2 . 3 . 4 . 6

1 . 2 . 3 . 4 . 6

On a noté g et gj!, . deux transpositions qui commutent. On a noté g (resp. g )
un 3-cycle (resp. un 4-cycle) de (S- . Le centralisateur de g ĝ  est un groupe
diédral d'ordre 8, et on désigne par e le caractère de degré 1 de ce groupe qui
provient du caractère non trivial du quotient par le sous-groupe cyclique d'ordre
4. c'est-à-dire qui vaut -1 sur g et g. et 1 sur les éléments d'ordre 4.

Le centralisateur de gy est isomorphe à (X x CT , et on note -p le
caractère de ce groupe dont la restriction à Çf est irréductible de degré 2, et
la restriction à (T est le caractère non trivial de Ĝ  (en particulier

-P(gj = -1 ) .^2

Enfin, le centralisateur de g est le produit d'un groupe d'ordre 3
. 2 ,par un groupe d'ordre 2. et on note cj (resp. ej ) le caractère produit du carac-

tère non trivial du groupe d'ordre 2 par le caractère du groupe d'ordre 3 qui

vaut j (resp. j2) sur g ; de même. on note i (resp. -i) le caractère du groupe

engendré par g qui vaut i (resp. -i) sur g^.

Reportons ces valeurs dans (10) . On obtient :

d/8)2 xîg^hg^. .) - 1 ] + (1/120)2 ̂ ^(i. ̂  - 1 ! 4

- (1/12)2 ̂ ^(g,. -p)*1) - (1 /6 )2 ̂ ^(g,. cj) ' "(g,, cj2) + 1 ] +S3.3'

^ (1/4)2 X(g^)[»ç ^ '' "(ff . -i)^ = 0 ' pour tout x € ^5 ~ ^p/l} '
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Le cas x = 1 , et les limitations sur les ordres des h», . suffisent à conclure
que dans cette somme, tous les termes entre crochets sont nuls. Ceci donne les
valeurs des <*», . , à ambiguïté près entre (g . e j ) et (g . cj2) d'une part,
et entre (g » i) et (g , -i) d'autre part.

L'échange de ces caractères ne change pas les coefficients ( c , c ' ) ,
et on peut supposer que le paramétrage a été fait de telle sorte que les œ
aient les valeurs annoncées.

3.Conséquences de notre conjecture ; conjecture de Kawanaka.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que la conjecture 1 . 6 con-
firme une conjecture de Kawanaka ( [ K 2 ] remarque 4.4) , démontrée pour m premier à
(G l(cf^. [K3] ) , Pour cela, nous allons exprimer les différents opérateurs qui
interviennent dans une base commode de l'espace engendré par les caractères uni-
potents.

Fixons d'abord quelques notations :

Soit r un groupe fixé, paramétrant une famille (cf. II, 1 ) . et notons
M l'espace vectoriel complexe de base (U |c e / ^ ( r ) } . pour tout m multiple non nul de 6

^ ~̂
identifions M à l'espace engendré par les extensions U - (ou • ( U ) ) de lac , q m c , q
conjecture 1 . 6 .

Sur l'espace M , nous définissons les opérateurs linéaires suivants :
T(U ) = Z <c. c ' } U , .

0 c ' e ^ ( r ) c

Q(U ) = u» Uc c e
A^(U^) = °U , pour tout o c Gal(Ï/Ç) .

On écrit A pour ày si o est la conjugaison complexe.

Avec ces notations, et d'après la conjecture 1 . 6 , nous pouvons iden-
tifier l'opérateur Sh ni/p à l'opérateur Q" o A^/ \ oTo ft •ur Mda multiple de &)
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et, pour G déployé, Sh à l'opérateur Sh , o A , c'est-à-dire à ft o T o sT1 o à

Nous allons exprimer les opérateurs tî , T, et A dans une autre base

de M, plus commode que la base formée des U

Posons ^(F) = {(x,z) c Fxr |xz = zx) /F , le groupe r agissant par

conjugaison. Les ensembles ^(F) et A'(r) ont évidemment même cardinal. Si

(x. z) c ^(F) . on définit un élément e, , de M par :

^ -' = J>) x (2 ) "'x. X' •

Notons que si la famille paramétrée par ^(F) n'est pas exceptionnelle, les fonc-

tions centrales e, . sont à valeurs entières. En effet, leurs valeurs sont(x,z)

clairement des entiers algébriques, et elles sont invariantes par tout automor-

phisme de Ç , d'après 1.5 (iv).

Proposition 3.1 : On. a : T e, . = e, .1 ^. poum. tout (x, z) e /V(r) .( x, z / \ z » x /

Démonstration : Par définition de T et de e, » , on a :\x, z /

T e, . = ^ x ( z ) r { ( x . x ) . (y. ^ )} u, - =
(xl z) xcÇ(x) (y. ^)eftl(T) (yt v)

= JL- x (z ) i r ~^Tx) x C y ' ) lz (x) |~1 u .
XcZ^(x ) (y.«)c^(r) { ( y ' . ^ ' ) r ( y . ^ ) l y ' e Z ^ x ) } v y t T /

d'après la remarque 1.1. Echangeons les sommations, on trouve (en remarquant

que (y, <>) et (y ' , 4 » ' ) sont égaux dans ^(F) :

T e, . = î . ï~(7) r^ x ( z ) x ( y ' ) l z ( x ) | - 1 u .
(xl z) y 'ez^x) o'cÇry) xcz^x) vy t v }

[|Z..(x) n Z - ( z ) | si y ' et z~1 sont conjugués dans Z - ( x )
Or 1^ x (z ) x ( y ' ) =•!

XcZ..(x) (p sinon

D'où :

T e, , = I r T^Tx') |Z , (x) |~ 1 | Z - ( x ) n Z ( z ) | U ,
( x t 2 ) {y'-z-l dans Z ^ ( x ) ) ,'<Ç-y) r r r ( y ^ }

Or si x est un caractère de Z-.(z) conjugué à <>' sous Z ( x ) , on a ^ ' ( x ) = x ( x ) .
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Si on note xun caractère de Z-(z) tel que (z~1, x) soit conjugué à (y', ip') sous

Z-(x) , on obtient :

T e/ . = 2: , I ÏT;) (Z (x î l ^ lZ (x) n Z (z ) | U ^ .
(x* z) {y'-z-l dans Zj.(x)} xeÇîz) r r r (z • x )

Les termes de la somme ci-dessus ne dépendent pas de y ' . Comme on a :

^ {y 'eZj , (x) |y ' conjugué à z-1 dans Zj,(x)} = |Z^, (x) l |Z^,(x) n Zj,(z)F1 .

on obtient :

T e rv ^ == ^ 'x^30 "r.r-1 v ^ ' ^^ le ^sultat.(x î z) xezÇ(z) (2 ' x)

Proposition 3.2 : Suppo^on^ que. la. {.anuJJ.e. de. c.OA.a.cteA.e^ c.on.^JLdén.é.^, pa/Lamé.Vtée.

pa/L /^(r), ne. ^OAJL pa^ ex.c.e.pti.onn.eÀÀ.e.. Soi.t ç une. njucjLne. p^inujLJLve. e---<-ème. de.

V unJuté. et ^oJLt o V aLLtomon.pbJuwn.e. de. ç [ c ] teÀ. que. o ( c ) = C (cf. 1.5, ( v ) ) ;

cUo^, POUA. tout (x, z) c ^V(r) , on a :

A e / v = e , -h» . , où t 1 e^t J. '4jzve/ï.^e. de. t moduto e „o^ (x. z) ([x. z^ ) * r

0 ^x. z) = e(x. xz) •

On obtient facilement cette proposition d'après 1.5, (i). (iv) et (v) .

Remarquons que le groupe Gl (2) agit sur ^(F), l'action de

(a b) c Gl (2) étant définie par (x. z) —»• (x^. x^) pour tout (x. z) e /V(r )

(en effet, si (x, z) est un élément de ^(F). alors x et z commutent). D'après

les énoncés 3.1 et 3.2. on a la correspondance suivante entre éléments de Gl (T)

et opérateurs sur l'espace engendré par les caractères unipotents :

/o -i\ /i o\ 1 1 o\ k o\
— T , - . 0 . - . & , -.&

\ri o; [i i/ \o -i; [o t'I

Ceci permet de déterminer des relations entre opérateurs, telles que :

( 1 ) T o Q~1 o T o f t s û o f t o T

Remarque 3.3 : Soit t un entier inversible modulo e- . alors les éléments (x . z )

et (x, z) de ^(F) sont égaux (c'est une propriété des groupes ÇS" pour n < 8).
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On voit donc que la réprésentation de Gl (7) considérée ci-dessus se factorise

par une^représentation de PG1 (2/e 2). En particulier, on a : T o A = A o T .

et la relation (1 ) peut se réécrire :

(2) (t2 o T o Î2~1 o A ) o T = T o î î .

Si la famille de caractères est exceptionnelle, la proposition 3.2 est fausse,

mais on vérifie que la relation (2) est vraie, à l'aide des valeurs données dans

1.5 .

Proposition 3.4 : Le.^ deux. pn.o p^u-été.^ >sm.vant'z^ ^oruL équi.va.'iertte^s :

(i) La. c.onj.e.c^tLLne. 1.6 e.^t v/iaie. pouA. m=l .

(ii) La fion.cJLLon. centrale. Sh U e-^t vecteur. p^iop^e de. ^ o peA.atA.on Sh

PULLA ta vateuA pî.opn.e. (D , pouA tout c e /^ (F) .

Démonstration : L'assertion (i) se réécrit Sh . = îî o T o SI , c'est-à-dire

Sh = Sî o T o S!" o A . D'après (2) , cette relation est équivalente à

Sh o T = T o S2. c'est-à-dire à (ii) .

Remarque 3.5 : Dans le cas où G est de type G , nous verrons au paragraphe 4

que les assertions (i) et (ii) de la proposition 3.4 sont vérifiées. Les fonc-

tions Sh U., Sh U.2 . Sh U et Sh U ne sont autres que les fonctions Y , Y . Y ,

Y de [CHR] , dans cet ordre.

La relation Sh(Sh V) = œ Sh V peut dans ce cas se vérifier direc-

tement en utilisant les résultats de IV, 5 et la table de [CHR] (les fonc-

tions Sh V où V est cuspidal sont nulles "presque partout", en particulier sur

les classes de conjugaison dont la fonction caractéristique est uniforme, comme

on peut le voir en utilisant le fait que ces fonctions sont orthogonales aux

fonctions Sh U , ces dernières formant une base de l'espace des fonctions uni-

formes combinaisons linéaires de caractères unipotents).

Remarque 3 . 6 : Soit c une racine primitive e -ième de l ' u n i t é , et pour tout

t e (2/e-2) , soit o l'élément de G a l ( Ç [ < . ] . C>) défini par o ^ ( C ) = ^ . On a :
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o
o ( { (x . x) . (y. ^)» = <(x. x) . (yt. t(<'))) . Donc les coefficients (c. c ' }

sont rationnels si et seulement si pour tout t e (2/e-2) et tout (y. 4>) e ^(F),

t °t t t'on a (y , (<')) = (y» <Q. Cette condition équivaut à (x , z ) = (x, z) pour

tout élément (x, z) de 'V(F) où f désigne l'inverse de t module e? . D'après la

remarque 3.3, cette dernière propriété est vraie si et seulement si z et z

sont conjugués dans Zj.(x). Si r = <î^ avec 1 ^ n ^ 4 , l'exposant e? divise

12. donc t = t' module e (propriété vraie module 12). et les coefficients

(c. c ' } sont rationnels. Par contre, si F = (f . les coefficients (c. c ' ) ne

sont pas tous rationnels ; néanmoins les coefficients <c. c ' ) où U est dans la

série principale sont rationnels (comme la remarque 1.3 et les résultats de

III l'impliquent).

Nous allons maintenant étudier la conjecture de Kawanaka. Rappelons-
v

en l'énoncé : Kawanaka ( [K2] ) note t (x) la classe de conjugaison de G associée

a c Z - ( x ) / Z _ ( x ) ° (cf. IV proposition 1 . 1 ) . Puis. il pose
G G -—•"•

e = ppcm (exposants de Z (x) /Z (x)° |x c G } .e t appelle "admissibles" les entiers

premiers à e . Si t et m sont deux entiers inverses l'un de l'autre module e, on

dit que (t. m) est un couple admissible. On définit l'application tç, sur les

classes de conjugaison de GF par ty(x) = t ^(x) . où x est l'image de x dans
x

Z. (x ) /Z - (x ) ° .
G G

D'après IV. 1.1. on a donc ty = (np/F^

Si y c G^" s'écrit a~1. a . Kawanaka pose n^j(y) = classe de a. a"1 (dans G ).

On a donc n^ = D o N-m/p où D est l'application x —^ x~ sur les classes de

F —1
conjugaison de G . Enfin, Kawanaka pose Nç» = t^- o n -̂ , donc

N^ = (n /,.)" o D o N pm/c. - La conjecture de Kawanaka s'énonce alors :

Conjecture 3.7 ( [K2]4 .4) : 'POUA tout couple, odjru.^^.bie. ( t .m) ^ ^-out ca^.actè.^e

X i/ULejducJLLb^Le. Y-i/tva/ujant. de. G^* » •L^- ex^te. une. ex.ten.^i.on. \ de. x û G »< <F>

teÀJLe. que. J.1 application dé^in^e. pan. x —- X Î N ^ Î X Î F ) ^u^ ^ ^o^t un can.acteAe

^méductib^e.

128



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

Avec nos notations, la conjecture se traduit donc par :

L'application Sh o A o Sh-ni, envoie. ta {.onction, de. F-c/o^e restriction de.

X à G^ .F sur un caractère. -irréductible. de. G .

Nous pouvons donc, si la conjecture 1.6 est vraie, énoncer la conjecture de

Kawanaka sous la forme (pour les caractères unipotents) :

L'opérateur S = (îîoToQ oA) oAo^o A , . o T ofi permute, ta base. U de. M
f(,TTU C

a des racines de. l'unité. près.

D'autre part, on vérifie facilement cas par cas, pour les groupes de

Chevalley que l'exposant commun e des groupes Z (x) /Z (x)° est égal à l'expo-

sant commun des groupes r qui interviennent dans le paramétrage des caractères

unipotents (cf. ci-dessus paragraphe 1 ) .

Le calcul dans la base (e, .} permet de vérifier que si r est\ x, z )

l'un des groupes (Z/2Z)" . (T. ( T . C?. on a S Ï B 1 -3 4 5

En effet, un calcul simple montre que, dans la représentation de PGl»(2/e2)

associée (cf. 3.3), l'opérateur S correspond à la matrice

2 4 2

(tO+rn -m )'-tm +m tm-1 \

(l+n^-iD4)' - m2 m /

où (1+m -m ) * désigne l'inverse de (1+m -m ) module ç .

2 4 2 4Comme, module 60, on a t m * ! , (1+m -m ) • l et ro " l si m est inversible,

on voit que cette matrice vaut

r ° )\ 0 m /

dont l'image dans PGl^ (Z /e2 ) est l'identité.
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4.Démonstration de notre conjecture dans le cas des petits groupes r .

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer la conjecture 1 . 6 pour un

certain nombre de groupes déployés, en utilisant la base ( e , z)^* 2^ € ̂^
définie dans le paragraphe 3.

Asaî ([AS2UAS3],[AS4]) a récconcnt prouvé cette conjecture en toute

généralité, quand m-1.

Fixons une famille F de caractères unipotents de G paramétrée par
/»Kr). et soit M l'espace vectoriel engendré par ces caractères. Soient T, tl et A
les opérateurs sur M définis au paragraphe 3. Alors le cas m=l de la conjecture

1 . 6 est équivalent à :

(Sh^p)l^ = tî o T o ST .

La méthode que nous utilisons pour démontrer cette égalité est la suivante :
Soit M le sous-espace de M engendré par les caractères de F qui sont dans la
série principale. Les restrictions de Sĥ  et de ti o TotT1 à M^ sont égales

d'après le cas m=l de la remarque 1.3 si l'on suppose q assez grand pour que
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l'égalité (1 ) du paragraphe 1 soit vraie. Les opérateurs Sh , et ft o T o Q~1

étant des involutions, on en déduit que les restrictions de Sh . et de

î2 o T o ft à îîTtî (M ) sont encore égales. Enfin, supposons que la caractéristi-

0 0que est bonne pour G ; alors on a Sh Sh V = Sh V , si V est un caractère de la

série principale (cf. IV. 2.5), c'est-à-dire que la restriction de Sh , o A

à T(M ) est l'identité. Or, d'après la relation (2) de 3.3 (qui est vraie même

pour les familles exceptionnelles), que nous pouvons appliquer si nous supposons

q assez grand pour que la proposition 1.5 soit vraie, on a :

A = îî o T o t2 o T o t î o T . Donc la restriction de :

Sh , o î î o T o t T ^ - o T o t î o T à T(M ) est l'identité.

Comme f2= 1 et que la restriction de $2 à M est l'identité, on obtient l'égalité

des restrictions de Sh . et de îî o T o îî"^- à T(M ). Posons :

M' = M 4. smT^M ) + T(M ) . Si M'= M . on a démontré le résultat.

Pour r fixé, l'ensemble des symboles de ^(r) associés à des caractè-

res de la série principale dépend de G et de la famille de caractères considérée,

mais comprend toujours certains symboles dont nous donnons la liste ci-dessous.

Nous adoptons les mêmes notations pour ^(r) qu'au paragraphe 3 et que

dans [L9],

Proposition 4.1 : L ' en.'ôembte. de.^ ^ymbote.^ de. ftf{T) paramétrant de.^ ca.n.a.çJLan.e^ de.

i.a. ^éAÀ.e. pn.mcÂ.paÀ.e. c.on.ijLent :

(i) ( 1 , x ) pou^. tout x e ? -{^p/T.},

(ii) (g . l»x) P0^ toat X € Z . ou Z (g ) = <g > x Z (Ot a

Z =• G" , <T , G" . UT, pou^. r = T' . <r . (^ . G" /le.^pe.ct^veme/tt ) ,

(iii) (g^. l«x) pou^i tout x c Z . ou Zp tg^) = ^^ x 2^ ( On a

Z s CT , ^ , CT , DOUA r « (!' , ÎT. CT^ ^.e^pect^vement),3 1 1 2 3 4 5

(iv) (g' , x ) P^^ tout caAactèAe x de de.yté 1 d^.^tu\.^t de. ^^n de

Z ' » - 4 - < - ^ = G ^ ou ^ et ^Â. Z ' = Z ( g ' ) ( ytoupe de. Cux.e.teA de

^pe. B^,
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(v) (X, 1 ) pOiLH. tOUt X € F .

Remarque 4.2 : (i) Si F = CT? , l'espace M contient aussi IL ,, sauf

si la famille est exceptionnelle.

(ii) Si r = ff , l'espace M contient aussi U, » , sauf si

G est de type G^ .

(iii) Le groupe r = (T (resp. ^c) intervient seulement si G est

de type F (resp. E ) et pour une seule famille de caractères uni-

potents.

On obtient facilement, à partir de 4.1 la proposition suivante :

Proposition 4.3 : Le.^ ^ou^-e-^pace^ de. M co^me^ pondant aux. 'ôumbote.^ donnée dan^ô

4.7 ^ont enaendn.é.^ n.e^pe.ctÀ.vement pan. te^s ve.cteu^.^ >5ui.vant^ dan.^ la ba^e. {e. . }
l X , Z 7

(i) (e^ ^ -.^(x) e^ ^ | x c r - ( 1 ) } .

(ii) ̂  o)-6^^) '0^ -

(iii) {e(g3.gjo) + e(g3. 830) + e(g3. o ) ' 0 ' ^ t

(iv) {e^ 1) "(g,. ̂ ^9n{x} e^ x ) '^^- {lt ̂  .

(v) { Z e |x e r} .
zeZ^(x)

Démontrons alors le théorème annoncé :

Théorème 4.4 : S-i G e^t un yiou.pe. déploué en bonne. cjaAa.cté.^L^^LLque., d'un de.^

tupe^ B (n < 5). C (n < 5). D (n < 8). E-. E_. F , ou G_. et ^ q e-^t û^ejn ~ n ~ n " ~ 6 7 4 2

yiand pou^i que. Jja. p^.opo^-ti.on 1.5 et •l'égjCbU,té ( 1 ) du pa/iQ.yiaph.e. l ̂ 04-ent ^/icLLe^,

ato/i^ ta con^.e.ctu^ie 1.6 e.^t v/ta^.e. poun. m=l.

Démonstration : Nous allons montrer que sous ces hypothèses, on a M's M

De T e / * = e, i -i, et QTQ" e, . = e. _i »i. on déduit que M'(x, z) (z~1 , x A ) (x. z) (xz 1 . z -)

contient :
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(il) ^(l. 1) ~ ̂ (x) ^x. l)^ e r} *

(i") ^(1, 1) ~ ̂ (x) ® ( x , x)^ € r} •

Si on compare 4.3 (ii) pour o = 1 et ( i ') et (i") pour x = g , on voit que

e, , est dans M ' , donc :

(a) {e,- ., e, ., e, ,|x c T } C=M ' .( 1 . x ) ' (x, 1 ) ' (x. x)

Ceci suffit à prouver l'égalité M'= M si F = G"- .

En utilisant (a) et 4.3, (iii) avec o = 1 , on obtient :

(B ) ^3. 8|) £ "' •

Si F = CT , les propriétés (a) et ( B ) suffisent à prouver l'égalité M'= M .

En utilisant (a) et 4.3 (iv), on voit que e, , . est dans M' pour tout x e Z - .
^g^» x / <-

En appliquant T et S2 o T o t2 , on en déduit :

( Y ) ^g^)' e^ ^r ^g^g^)' ^g^g^)1 ^g^.g^)' e(g4.g4)' e(g2.g2g2)} c= M >

où nous avons supposé dans les notations que les représentants g-, g_, et g

2
sont choisis de façon que g*^ = g et que g- et g. commutent.

Les propriétés (a ) , ( B ) et ( y ) suffisent à prouver l'égalité M '= M pour

r = (T , d'où le théorème.4

Remarque 4.5 : Pour r = CT- , il est facile de vérifier que M' est engendré par

les vecteurs cités dans la démonstration de 4.4 et par :

( 1 ) e / , •»• e, . , e/ , ^ e, , ••• e, c.,
(e^, êg' ^2' ^ ^3- ̂  (g3• Se' ^3- e6)

(2) e, . * e e, i ' 1 - ® / \ *• e i 2\(eg, 63) (83, e.^ , 'g;,, 83) tgp, 63) teç. 83'

( 3 ) e, > * e, . , e, , <• e. , < e, c,,(63, gç' (gg. 63) tgç, g^' te^, Ke' (g^ r,0

( 4 ) '(85, ej> ' '(g^. gj) * '(g,, g^ •

(on obtient ( 1 ) en utilisant 4.3. (ii) avec o = g et (iii) avec o = g^ , et
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on en déduit ( 2 ) et ( 3 ) par application de T et de a o T o ft~1), les représen-
tants g , g , g étant supposés choisis de façon que g = g g .
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APPENDICE

Nous donnons ci-dessous les démonstrations des trois temmes arithmétiques

utilisés dans tDMl] pour démontrer le théorème principal du chapitre III

(théorème III, 2.3), ainsi que du lemrne (A4) utilisé dans la démonstration du

théorème II. 3.1.

Lemme A.1 - Soient P € 7 F X 3 et reZ-^O. l . - l^ . On suppose que P n'est

pas un monôme, alors l'ensemble des facteurs premiers de P^") (n e H) est

Infini.

Démonstration - Supposons que l'ensemble en question est fini, et notons-le

{p,, p? ,..., p. ] . O n peut supposer que r n'est divisible par aucun des p̂ . :

en effet, si p. divise r , alors p- divise le terme constant a de P .

Si a est nul, on peut remplacer P par P/X . Si a est non nul, on peut

remplacer P par P(rX)/pgcd(a . r), et aucun p. ne divise le terme constant

de ce polynôme.

Notons ^< . . ) . , . les zéros de P dans Tanneau des entiers
•j J 3 1 »• • • • K ,

p.-adiques.

On peut écrire :
^

P(X) = h . (X ) TT (X - e< ) ,
j=l

où h. est un polynôme à coefficients dans 7 , sans zéro dans 7 . Donc :

sup [v (h . ( x ) ) | x^î ? < œ , si on note v la valuation p^-adique. Ceci

montre que si la valuation de P(x) est assez grande, alors x est proche

d'un des o( ., , plus précisément, si m, s sup v_ (h,(x)), on a :
•J 7 'i

p!

Si v (P(x) )^ M^ . i1 existe j tel que V p ( x - < < ^ . ) ^ ( N ^ - m ^ / k ^ .

Or, par hypothèse, si n est assez grand, i1 existe i tel que v (Ptr"))^^.

On a donc montré qu'il existe des n, = (M, - m , ) / k _ et un rang n tels que :
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Pour tout n>n , il existe i et j tels que v (r" - o<'. .)>n. .

Remarquons que si v (r" - •<,j)^n^. et v (r"' - ^.j)^. , alors

v (r"'" - 1 ) > n. , car r est premier à p. . Cette dernière inégalité
n.

implique que n est congru à n' module l'ordre de r dans 7/p. î . Si on

choisit M. (donc n _ ) assez grand pour que cet ordre soit strictement supé-

rieur à N = Ç k , » on voit qu'il existe N progressions arithmétiques de

raisons strictement supérieures à N telles que tout entier au moins égal à n

appartienne à Tune d'elles, ce qui est impossible.

Lemme A. 2 - Soient P 6 Ç ( X ) - [ O j , y <£ C et re 7 - {0,1, -1] , tels que pour

tout nsIN - [ O J , P(r") ^n soit un entier algébrique. Alors :

(i) P C Q C X . X ^ J .
-a

(ii) Si a^ = in f [ae7 IX0 P€Ç [X^ , alors r 0 ^ est un entier

algébrique.

Démonstration - Ecrivons P sous la forme C/D où C et D sont des éléments

de 7 C X ] premiers entre eux. Il existe donc des polynômes h et k de 7 [ X 3 ,

et un entier 1 tels que hC + RD = 1 . Soit alors ^ un idéal premier de

l'anneau des entiers de Ç(f) divisant D(r11) et ne divisant pas Y ,

l'hypothèse montre que (P doit diviser C(r"), donc doit diviser 1 . Or, si D

n'est pas un monôme, d'après le lemme A.l, l'ensemble des facteurs premiers

des Dtr") est infini. D'où une contradiction. Donc P est un polynôme en X

et 1/X . On a donc : P(r11) ^n = r ° P^") (r o)r} . Soit f un idéal premier
-âp

tel que la valuation j>-adique de r soit inférieure à -1 . Alors 1 a
na a

valuation ^-adique de r P(r ) est au moins égale à n . O r X P = Q

est un polynôme de 0 E X ] à terme constant non nul. On a Otr") = rQ

Qtr") = rQtr'1"1) + q^l-r). Donc la valuation (p-adique de qjl-r) est

supérieure à n-1 pour tout n , ce qui est contradictoire. D'où le lemme.
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Lemme A. 3 - Soient P^ ( i€ l ) des polynômes de Ç [X.X^J . (^.). des

réels positifs, et rcî - [0,1,-ij , tels que pour tout neH - [0^ on ait

F P,(r")2 ^ = 1 ,
i c i 1 1

alors les P, sont des monômes, et Y. s r ^ •* .

Démonstration - Dans la somme ci-dessus, regroupons les termes de la façon

suivante : Nous dirons que i est équivalent à j si y. et Y. diffèrent' J
d'une puissance entière de r . Soit V l'ensemble des classes d'équivalence ;

on a :

^ Z Y" P,(r") = 1 pour tout n>l .
ce ̂  iéc 1 1

j" n (r11^

Ceci implique, à cause de l'indépendance linéaire des caractères de 7 , que

la somme sur chaque classe c est nulle, sauf pour la classe où les Y.

sont des puissances de r . Or, à une constante multiplicative près, 1a somme

sur une classe est de la forme :

ï ^ P,(r")2 .
i ce

où les j. sont des entiers. Une telle somme ne peut être nulle que si tous

les P. ( i ec ) sont nuls. Donc il n'y a qu'une classe dans ^G , et on peut
h,

poser Y , = r ' . On a :

nh_ _ >
I. r ' P.(r ) = 1 , pour tout n^.1

ce qui n'est possible que si les P. sont des monômes. On a alors :

-e,
P ^ ( X ) s a ^ X ' et h^ s 2e.j . d'où le résultat.
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Lemme A.4 - L'anneau 7CX.Y . V^XY'J est intégralement clos.

Démonstration - Posons Z = ^XY . Les anneaux 7 [ X » X"1. Z] et 7 [Y, Y"1, Z ]

sont intégralement clos. Montrons que leur intersection est 7[X, Y, s/Ï7 J .

On a :

(1) 7[X. X'1. Z] = 7[X. X"1. Y] 9 7 [X, X-^ 'Y] . Z .

(2) 7 C Y , Y"1. Z J = T C Y . Y"1, XJ 6 7[Y. Y"1, X ] . Z

II est clair que : 7 [ X . X'1, Y3 n 7 [Y. Y'1. X J = 7 [ X , Y ] . d 'où, d'après

(1) et (2) : 7[X, X'1, Z j n 7 C Y , Y"1. Z] = 7 [ X . Y J 9 7 [ X , Y 7 . Z = 7 [ X , Y . /x7].

L'anneau considéré est donc intégralement clos comme intersection d'anneaux

intégralement clos.
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