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QUELQUES RAPPELS ET CONVENTIONS

Toutes les variétés considérées seront lisses de classe C . Pour une

telle variété X , bX désigne le bord de X . "Variété close" signifie "variété

compacte sans bord". On note T X 1 ' espace tangent de X au point x ê X ,

et TX le fibre tangent de X .

Soit X une variété et Y c X une sous-variété. Cela signifie en particulier

que bX 0 Y = bY et que' Y coupe transversalement bX , C1 est-à-dire que, pour

tout y € bY , T Y et T bX sont en position générale dans T X . Le fibre
j j j

normal Ç de Y dans X est, par définition, égal au fibre quotient (TX|Y)/TY .

La condition de transversalité ci-dessus implique que l'on peut identifier C |bY

et le fibre normal de bY dans bX .

Soit maintenant f : Z -• X une application lisse telle que f'^bX) = bZ .

On dira que f est transverse à Y , si

(i) Pour tout y € Y H f(Z) et pour tout z € Z tel que f(z) = x ,

df^(T^Z) et T Y sont en position générale dans T X (en particulier,

Y H f(Z) = 0 si dim Z + dim Y < dim X) ;

(ii) Pour tout z ç bZ , df^(T^Z) et T (bX) sont en position générale

dans T X , où y = f ( z ) .

Si f : Z - X est transverse à Y c X , V = f'^Z) est une sous-

variété de Z et df : TZ -» TX induit un morphisme Ç -• Ç des fibres

normaux respectivement de V dans Z et de Y dans X , bijectif sur chaque

fibre.



§ 1 - STRUCTURES SPINORIELLES

Nous rappelerons ici quelques faits relatifs aux groupes Spin^ et

Spin° et aux structures correspondantes dans les fibres vectoriels. Pour plus

de détails, le lecteur peut se rapporter aux articles de Milnor [34] et de

Atiyah, Bott et Shapiro [5] .

1.1. Le groupe spinoriel réel Spin peut être défini pour n ̂  2 comme étant

le revêtement double non-trivial du groupe de rotations SO . On notera p la

projection Spin -* SO et p^ : BSpin^-» BSO^ l'application des espaces

classifiants induite par p . L'application p a pour fibre homotopique F

l'espace K(Z/2Z,l) .

Si Ç est un SO -fibre vectoriel, une Spin-structure dans Ç est une

réduction du groupe structural de ç relative à p . Deux Spin-structures dans

Ç sont équivalentes, si les réductions correspondantes du groupe structural sont

homotopes. Lorsque la base B de ( est un CW-complexe et f : B •*BSC^

une application classiûante de Ç , les classes d'équivalence des Spin-structures

dans € corcespondent bijectivement aux classes d'homotopie verticale d'appli-

cations g : B -* BSpin telles que p o g = f . Le fibre î admet une Spin-

structure si et seulement si la classe de Stiefel-Wnitney w_(( ) est nulle. Dans

ce cas, il existe une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence des

Spin-structures dans ç et le groupe [B,F] = H^B ; Z/2Z) .

1.2. Le groupe spinoriel complexe Spin0 s'identifie avec l'image réciproque

du sous-groupe SO x SO^ c SO 5 par la projection p : Spin 5 -• SO^ .

On définit la notion de Spin-structure dans un SO -fibre vectoriel comme
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précédemment à l'aide de la projection composée q :

Spin^-E^ SO^xSO^ 2^ SO^ .

Par ailleurs, la projection composée d :

Spin̂  JL» SO^ x SO^ î̂î  SO^

permet d'associer à chaque Spu^-fibré vectoriel $ un S0--fibré vectoriel

det Ç tel que la classe d' Euler e(det Ç ) réduite module 2 coïncide avec

w^(Ç) . Inversement, on vérifie que, si ç est un SO -fibre vectoriel et si x
y

est une classe de H (B ; Z) dont la réduction module 2 coïncide avec w (ç ) ,

il existe (au moins) une Spù^-structure dans ç telle que e(det ç ) = x .

L'homomorphisme diagonal SCL -* SO^ x SO^ c SO. représente l'élément

nul de ff^(SO^) = Z/2Z et donc se relève d'une manière unique en un homomor-

phisme SO^-• Spin^ . Il s'ensuit que tout SO-fibre vectoriel Ç possède une

Spu^-structure canonique telle que det 4 = ç .

Il existe un unique homomorphisme <p :

Spin^xSpin^-. Spin̂

compatible par q avec 1 ' homomorphisme standard

^n^m—— ^m

et compatible par d avec la multiplication
(^)SO^ x SO^ ^ SO

<p permet de munir la somme de Whitney de deux Spin^fibrés vectoriels Ç et

4^ d'une Spin0-structure teUe que det(ç ® ^ ) s'identifie avec det 4, 0., det ^ .,' — i '»' &
où det Ç et det ̂  sont considérés comme fibres complexes linéaires

(SO^ = U^) .

/x , \

On construit aisément ç> en utilisant la définition de Spin0 à partir des
algèbres de CUfford (cf. [5]).
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1.3. Comme il résulte de la définition de Spin0 » il existe une suite exacte :

1 —» Spin̂  ——» Spin̂  -d-^ SO^——» 1 .

Donc chaque section non-nulle de det 4 détermine une Spin-structure dans ç ,

compatible (par i) avec la Spu^-structure donnée.

1.4. On appelle Spin - (Spin0-) variété une variété orientée M dont le fibre

tangent stable (c'est-à-dire le fibre T M = T M ® 6^ où 0^ est le fibre trivial

de dimension N sufir-^mment grande) est muni d'une Spin - (Spin0-) structure.

On note O51^ et 0 pln les anneaux de cobordisme correspondant à ces

structures.

Remarque: Deux Spin - (Spin0-) structures équivalentes sur la même variété

close orientée définissent le même élément de O^P1" (n^" ) .

Remarque: Soit M" une Spin^variété. Comme det(ç® 6^ = det 4 ®^ det ©N =

=de tÇ , le fibre det T M" est bien défini.

Remarque: Le groupe 0 pln (O5^ ) peut être également défini à partir

des variétés M munies d'une Spin-tSpin0-) structure dans le fibre normal

stable VM . Comme rM e ^M est un Spin^fibré trivial, il est facile de

voir que det TM y det ^M .



§ 2 - SOUS-VARIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES

A chaque Spin0-variété M , on peut associer des sous-variétés carac-

téristiques V de codimension 2 , munies d'une Spin-structure canonique. La

situation est analogue en tout point à celle qui a été étudiée par Conner et Floyd

[21 ] dans le cadre des U-et SU-variétés.

2.1. Le lemme suivant est une conséquence de la transversaUté de R. Thom :

LEMME 1. Soient W une variété compacte et S = (E,p,W) un fibre vectoriel

lisse sur W . En particulier, E est une variété lisse dont le bord bE coïncide

avec p^tbW) . On n'exclut pas le cas où bW = 0 . Soit s : bW -* bE une section

lisse de sjbW transverse à la section nulle bW c bE .

Alors, il existe une section lisse S : W -> E de S. qui prolonge s et

qui est transverse à la section nulle W c E .

Démonstration. Voir Appendice 1 .

Soit M une variété close et 4 = (E,p,M) un fibre vectoriel lisse sur M .

Le lemme affirme l'existence d'une section S : M -» E de 4 transverse à la

section nulle M c E . Alors S"1 (M) = V est une sous-variété close de M . Le

fibre normal de M dans E s'identifie canoniquement avec 4 • La transversalité

fournit alors un isomorphisme J : Ç -+ j^^ , où C est le fibre normal de V dans

M , alors que j : V -» M est l'injection canonique.

DÉFINITION. On appellera sous-variété caractéristique de (M, 4) toute paire

(V,J) obtenue comme ci-dessus à partir d ' une section S . Lorsque cela ne peut

5
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entraîner de confusion, nous dirons, par abus de langage, que V est une sous-

variété caractéristique de (M,Ç) , sans mentionner J .

2.2. Supposons maintenant que M est une Spin0-variété close et que Ç est un

Spin^fibré. Pour toute sous-variété caractéristique (V,J) de (M,Ç) , on a une

décomposition j ^ r M = r V ® Ç , ce qui donne, à l*aide de J , une décomposition

j ^ T M = T V ® j ^ 4 . On peut donc munir TV d'une Spin^ structure et transformer

V en Spu^-variété.

2.3. Dans les hypothèses précédentes, supposons donné un isomorphisme K :

d e t r M - d e t Ç . On a alors detrV «>„ j^detÇ = j^detrM = j^det^ , ce qui

donne une tri vialisation de detrV , donc, en vertu. de 1.3, une Spin-structure

sur V .

On vérifie immédiatement que cette Spin-structure est définie d'une

manière unique à équivalence près par la Spin0-structure de M et par K .

2.4. Considérons plus particulièrement le cas où Ç = ^ ® ̂  .

LEMME 2. Soient M une variété close, (^=(E^,p^ ,M) ( i = 1 , 2 ) deux fibres

vectoriels lisses, € = ̂  e ^o = (E,p,M) la somme de Whitney de ^ M ^2 •

Supposons donnée une section lisse s : M •* E de a; transverse à la section

nulle M c E . Alors, il existe une section lisse s- : M -* E transverse à la

section nulle M c E^ telle que :

(i) la section s : M-* E de Ç définie par s(x) = (s^(x),s^(x)) € E c E ^ x E ^ ,

x € M , soit également transverse à la section nulle M C E du fibre 4 St

(ii) les sous-variétés caractéristiques correspondant aux sections s. et^

s.. se coupent transversalement.
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Démonstration. Voir Appendice 1 .

Dans les hypothèses du lemme 2, les sections s., s^ et s définissent

trois sous-variétés V , V et V de M . La variété V (a =1,2) est une

sous-variété caractéristique de (M.u; ) , alors que V est une sous-variété

caractéristique de (M,ç) . On notera j : V -> M , j : V -• M les injections

canoniques, Ç , C les fibres normaux et J . Ç •* j^ a: , J : Ç -* j^ç les

isomorphismes correspondant aux sections s et s .

On voit d'autre part que V coïncide avec l'image réciproque par sJV

de la section nulle de j ^ . Donc, V peut être considéréé^comme sous-variété

caractéristique de (Y^^J où ê^J^^* De même, V est une sous-variété

caractéristique de (V^,^) où Î^JÏ^I • On note i : V -* V les injections

canoniques, fi les fibres normaux correspondants, I : fi -• i"^ 4 les iso-

morphismes correspondants. Remarquons que, comme V et V^ se coupent

transversalement, on a des isomorphismes canoniques Ç = ^ ® ^ , ^ = i^ Ç ,

^=1^2- Avec ces identifications, 1^ : ^-i-4 i^^ = ̂ J^^ = ̂ J^2

coïncide avec la restriction J^ I V^ : i ̂  Ç^ -• i ̂  (j ̂  ̂ ) . De même,

^ : ^'4 i^2= i^ j^ l t•^ "^^^l coihcicte avec ^l^ • Enfin, J : C - » j * ç
coïncide avec 1^ © 1̂  = J^ | V © J | V .

Supposons maintenant que a; ec t*-̂  sont des Spin^ fibres et que M est

une Spn^-variété. Soit K : det r M-* det 4 = det &u <^ det o;̂  un isomorphisme.

Pour a = 1 , 2 , onal'équation T V Q ^ Î û = j T M qui donne, à l'aide de J ,

T V ^ ® j ^ o ; ^ = j ^ T M , donc de tTV^<» j^ det œ^ = j^ detr M et finalement,

à l'aide de K , detr V^ <^ j^ det o^ = j^ detÇ = j^ det o;^ ® j^ det u;̂  , où

a = 1 pour a = 2 et 5 = 2 pour a = 1 . Ainsi K détermine un isomorphisme

K ^ : de tTV^j^det^ = det 4^ .

Maintenant on voit que 1 ' on a défini sur V trois Spin-structures par le

procédé 2.3 : une à l'aide de K , V étant considérée comme sous-variété
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caractéristique de (M,ç), et deux autres à l'aide de K et K , V étant

considéré comme sous-variété caractéristique de (V , ( ) et (V ,^J .

PROPOSITION. Les trois Spin-structures coïncident.

Démonstration. En utilisant les identifications ci-dessus et à l'aide de J , on a

T V ® J * ^ ® J ^ ^ = J * T M , d'où :

(*) de tTVe- j^det a; (&,j^det ^=j*detrM-.C l u^ 46

Si l'on utilise l'isomorphisme K : det TM -• det ç = det us ^ det w
' C 2

(*) donne la première des trois Spin-structures ci-dessus.

D'autre part, on a : j^det rM = i^j^detr M = i*(detT V <8> det CJ =

=i^detTV^j^det<^ (à l'aide de J^) . L'identification 00 se transforme

donc en detrV®^ j^det ̂  =i^det rV^ et donne, à l'aide de K :

det TV^ -* det ̂  = j^det oj ^ la Spin-structure de V en tant que sous-variété

caractéristique de (V^ ,^) . Le fait qu'il s'agit de la même structure dans les

deux cas découle de la définition de K .

Même raisonnement pour V^ et K^ .

2_5. Soient maintenant M" une Spin^ variété close, ç = det TM , (V""2,^

une sous-variété caractéristique de (M,ç) et K : det TM -» det Ç = det TM

l'application identique. Alors, V est munie d'une Spin-structure bien définie
à équivalence près •

PROPOSITION. La classe de V dans 0^" ne dépend gué de la classe de M

dansû^.

Démonstration. Nous allons appliquer deux fois le lemme 1 .
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Soient d'abord (VQ'^ et (V , J ) deux sous-variétés caractéristiques

de (M,Ç) définies par deux sections Sy et s . On pose W = M x I ,

bW = (M x 0) U - (M x 1) . La variété V =(VQX 0) U - (V x 1) est une sous-variété

caractéristique de (bW,2 | bW) où S = pr^ ç = det TW . D'après le lemme 1

(cf. 2.1.), U existe une section S de 2 qui prolonge s = s^ U s. et qui est

transverse à la section nulle de S . Alors la variété S'^W) c w coupe bW

transversalement et S'^W) H bW = V . U existe une identification canonique

entre le fibre normal C de V dans M et la restriction sur V du fibre normal y

de S'^W) dans W . Avec cette identification, l'isomorphisme y ^ i^S (où

i : S'^W) •• W est l'injection) correspondant à S , prolonge J . Ceci permet

démunir S'^W) d'une Spin-structure qui prolonge celle de V , et donc d'obtenir

un cobordisme entre V,. et V .

Ainsi, la classe de cobordisme d'une sous-variété caractéristique de M

ne dépend que de M .

D'un autre côté, supposons que M = bW , où W est une Spin -variété,

S = det TW , ç = det rM et (V,J) est une sous-variété caractéristique de

(M,^) . Comme ci-dessus, on peut construire une sous-variété S" (W) c W munie

d'une Spin-structure telle que btS'^W)) = V , ce qui démontre la proposition.

U découle de ce qui précède que l'on peut définir un homomorphisme

homogène de degré - 2 , ô : r̂ 1" - o^" . Cet homomorphisme jouera un

rôle important par la suite.

2.6. Dans le cas qui nous intéresse, le fibre ç = det rM est un SCL-fibré.

La connaissance d'une sous-variété caractéristique de (M,ç ) détermine le

fibre Ç à isomorphisme près. Nous aurons besoin par la suite d'une affirmation

plus précise.
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Soient M" une variété close, ^ = (E,p,M) un SO^-fibré vectoriel lisse

sur M , V une sous-variété caractéristique de (M,$) correspondant à une

section s : M-* E de Ç , Ç = ( G , f f , V ) le fibre normal de V dans M , enfin

J •• C "*J*S l'isomorphisme canonique défini par s. On note DÇ et SÇ res-

pectivement l'espace du fibre en disques D et l'espace du fibre en cercles S ,

associés à Ç . L'espace Edr^Ç) du fibre ff^C au-dessus de DÇ est égal

par définition à {(v, t ) € DÇ x G | ir(v) = ir(t)} . U existe une section

ûû ; DÇ -* E(7r^Ç) du fibre v C définie par œ(v )= (v ,v ) qui est non-nulle

au-dessus de SÇ .

LEMME 3. Il existe un voisinage tubulaire U de V dans M , un difîéomor-

phisme h : DÇ -> U identique sur V et un morphisme strict (bijectif sur chaque

fibre) (H,h) : îr^Ç -> ^ |U qui prolonge J et tel que le diagramme

. H|SÇ
E(ff" 'Ç | SC) ——————^ E(Ç |bU)

A ^

o)|SC s|bU

se h^ ,bu

soit commutatif.

Démonstration. Voir Appendice 1 .

Le lemme entraîne bien que (V,J) détermine le fibre ^ à isomorphisme

près, car celui-ci est obtenu en recollant le fibre ^ |U avec le fibre trivial au-

dessus de W = M - int U , à l'aide de la section s |bU .

2.7. Revenons au cas où M" est une Spu -̂variété close et ç s= det TM" .

Le fibre det rW = det TM |W est trivialisé par la section non-nulle s |W ,

ce qui donne une Spin-structure sur W .

10
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Le difféomorphisme h : DÇ -• U définit sur DC une Spin0-structure.

On a r(DÇ) = ir^rV) ® TT^C , donc det T (DC ) = ir ̂ (det r V) 8/ TT^C . Ce fibre

s'identifie avec ir^Ç si l'on utilise la trivialisation de det TV définie dans

2.3 et 2.5. Par ailleurs, det T(SÇ) = det r(Dî)|SC = ir^Ç |SÇ est trivialisé

par œ|SÇ et on a donc une Spin-structure sur le bord b (DC)=SÇ . Le diagramme

du lemme 3 montre que 1 ' on a une identification bW" = - Sç en tant gué Spin"

variétés.

En conclusion, la donnée d'une sous-variété caractéristique (V,J) d'une

Spin0- variété close M permet de présenter celle-ci comme W" U^jg^ DÇ , où

W" est une Spin-variété de bord bW = - SÇ , SÇ étant munie d'une Spin-struc- ^

ture correspondant à la Spin-structure de V et à la section a; . Nous appellerons

présentation canonique de M cette présentation.

Remarquons pour terminer que, comme H prolonge J (cf. lemme 3), la

Spin-structure de V construite à partir de la Spin0-structure de M coïncide

avec la Spin-structure de V que l'on pourrait construire à partir de W U DÇ

en utilisant l'isomorphisme Ç -» i*(ff^C) , où i : V •• DÇ est l'injection

canonique.

1 1



§ 3 - VARIÉTÉS A DÉTERMINANT SPHËRIQUE

Nous introduisons ici, imitant en cela Conner et Floyd [2î] et Stong

[48 ] , chapitre VIII, une classe de Spin^variétés dont la présentation canonique

est particulièrement simple.

3.1. DÉFINITION. On appellera variété à déterminant sphérigue une paire

(M,<p) composée d* une-Spin0-variété compacte M et d'uninorphisme strict

(bijectif sur chaque fibre) ^ = (F,f) : det T M •* 17 où î? désigne le fibre

canonique au-dessus de l'espace projectif P-(C) .

On supposera toujours f lisse. Soit x^ 6 PjC) une valeur régulière

de f . Alors F^xJ = V est une sous-variété lisse de M , close si M est close.

PROPOSITION. S^ b M = 0 , V est une sous-variété caractéristique de (M.£) ,

ou^ Ç =det rM .

Démonstration. Soit ETÏ. 1 ' espace du fibre canonique Ty . On peut considérer

ET? comme 1 ' espace du fibre vectoriel ^ , où P est le fibre complexe linéaire

associé au C^-fibré (C2 - 0) -> P^(C) , (2^,2^) ̂  [ ZQ : z^ ] . Donc

Eî^O^-O) x€/C*, où l'action de C* est donnée par X - ( ( z Q , 2 ) , t ) =

((ÀZQ,Àz^) ,Àt) (X € C*, (ZQ,Z^) € C2-0, t € C ) . La projection

v : ET?^ P^(C) est alors définie par tr(((Zç,z^,t)) = [z^ : z ] , où

((zç,z),t) est la classe de ((zç,z^),t) dans le quotient En . On définit une

section c : P^(C) -* ET? ^ par €([zç : z^ ]) = ( ( Z Q , Z ^ ) , Z ^ ) . On voit tout de suite

que c est transverse à la section nulle P (C) c Eri et que e'^P (C)) = [ 1 : 0]

Soit maintenant <p = (F,f) : Ç -* r) le morphisme définissant la structure

de variété à déterminant sphérique de M , ç = ( E , p , M ) . O n a u n diagramme

12
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commutatif :

E F—————^ ET?.,

^ f , P/€)

On peut supposer que x^ = [1 : 0] . On définit alors une section s : M -» E de

$ comme étant l'unique section qui rende commutatif le diagramme :

E———F.____^

•1 " ! •
M f ^ P,(C) .

On voit d'abord que s'^M) = V . On voit ensuite que s est transverse

à la section nulle M c E . En effet, soit x € V . f ( x ) = X Q . Il faut prouver

que la projection de ds^ (TM^) sur la fibre ^ de Ç au-dessus de x est

surjective . Or, pour cela, il suffit, en vertu des diagrammes ci-dessus, de voir

que la projection de de^ • df^ (TNÇ sur la fibre (î^ de T^ est surjective.

Mais ceci est vrai puisque df^ : TM^ -* ftR^ïïxo est ^J®^®' xo étant

une valeur régulière, et la section w est transverse à la section nulle.

3.2. Remarquons maintenant que V a un fibre normal trivial (et trivialisé par df) .

Il en découle que M possède une présentation canonique (cf. 2.7.) particulière-

ment simple : On a DÇ = V x D2 , le bord b(DÇ) = SC = V x S1 est muni de la

Spin-structure-produit V x S 1 , oîi S1 désigne le cercle S6 muni de la

Spin-structure correspondant à la trivialisation w du déterminant det r(S ) =

»v*Q2\se2 (cf. 2.7.) .

Inversement, supposons que M est une Spin0-variété close, (V,J) est

une sous-variété caractéristique de (M,Ç) , ^ =detrM . Supposons également

13
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donnée une trivialisation ^ : Ç -• 9 du fibre normal Ç de V dans M , où

6 est le fibre trivial au-dessus d'un point. Le morphisme ^ induit une appli-
2 • ) ( • • ) ( • 2cation DÇ -* D6 et un morphisme strict v C •* w 6 . D e plus, on a un

diagramme commutatif :

E(ff^)__________, E(^62)

1 î
'| 1 '

DÇ ____________^ D62 .

En utilisant unesprésentation canonique de M correspondant à (V,J) , on

définit une application f : U -» D© et un morphisme strict $ = (F , f ) :
u ' )

4 | U -» TT 9 , tels que 1 ' on ait un diagramme commutatif :
A

E(Ç |bU)__J___^ EOr'^lse2)

î îs|bU o>

bu ^1^ ; se2

On peut donc définir une application T : M - M/W = U/bU -» DO^SÔ2 = P-(C)

et un morphisme strict (p = ( F , f ) : Ç -»TÏ. au-dessus de f . Pour terminer, il

suffit maintenant d'approcher f par une application lisse f identique à ? au voisi-

nage de V et la recouvrir par une application F pour obtenir un morphisme strict

^ ) = ( F , f ) : Ç -»îî définissant sur M une structure de variété à déterminant

sphérique.

3.3. En utilisant les variétés à déterminant sphérique, on construit maintenant

un groupe W0, de cobordisme analogue au groupe W(C,2) de [48] . On a égale-

ment un homomorphisme d'oubli W^ -* O^" , donc un homomorphisme composé

W^ -^ q^P1"0-^ n^P1" ^ que nous noterons également ô .
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§ 4 - UN PROJECTEUR O5^" —» W0

Nous allons construire dans ce paragraphe un homomorphisme

4> : ^pln -» W^ homogène de degré 0 , tel que ô o 4> = ô . Un tel homomor-

phisme a été construit dans le cadre des variétés faiblement complexes par Conner

et Floyd [ 21] . L ' homomorphisme que nous allons construire, plus commode,

est analogue à un autre homomorphisme, celui qu'utilise Stong dans [48] .

4.1. Soit M" une Spin^variété close, ç = d e t r M . Soit X = p r ^ 4 < 8 > pr^ .

C'est un fibre linéaire complexe au-dessus de M" x P(C) . On notera (P(M),I)

une sous-variété caractéristique de (M"xP (C),x) . Si l'on considère

M"xp^(c) munie de la Spn^-structure-produit, P(M) reçoit canoniquement une

Spin0-structure (cf. 2.2) . Notons i : P(M) - M x P (C) l'injection canonique.

Le fibre r(M x P^(€)) s'identifie à pr^ TM ® pr^ r(P^C)) . Or, on peut iden-

tifier r(P^(C)) avec T? ® rj . Fixons une telle identification. Alors,

T ( M X P ^ ( C ) ) = p r ^ r M ® pr^î?^ ® pr^r/^ . A l'aide de I , on obtient (cf. 2.2) :

i*T(MxP^(C)) = T(P(M))®i^x ,

donc :

i*pr^TM®i^pr^®i*pr^ = r(P(M)) ® i%r^ ̂  pr^^) ;

ou encore :

i *pr^ detïM ® i "pr^^ ®i ̂ pr^^ = det r(P(M)) ® i "^pr^ ç ® i ̂ pr^ T?^

et finalement :

det T (P(M)) = i^pr^ T?^ .

Donc, il existe un morphisme strict bien précis <p : det TP(M) - T? au-dessus

de f = p r ^ o i . Ainsi P(M) admet une structure de variété à déterminant sphérique.

15



5. OCHANINE

On voit immédiatement que la classe de (P(M),<p) dans W^ ne dépend

que de la classe de M dans ^p l n i ce qui nous donne un homomorphisme

ï : r*̂ 151" -» W^ homogène de degré 0 .

4.2. On peut prouver que ^ est un projecteur de ^^ul sur W0 en ce sens
que l'homomorphisme composé

...c oubli ^Spin0 ^ ^c
W^———————^ 11^ ——————^

est identique (en particulier, l'homomorphisme d'oubli est injectif). Pour cela,

on peut imiter la démonstration de Stong [ 48] , chapitre VÙI, ou bien utiliser

l'expression de <ï> en termes du groupe formel des cobordismes complexes

(cf. [18]) . Comme nous n'utiliserons pas ce résultat, nous n'en donnerons pas

de preuve.

4.3. Le reste du paragraphe est consacré à la démonstration de ô o 4> = ô .

Nous allons appliquer les résultats de 2.4. .

Soient M une Spin^variété close, 4 = det TM . Sur la variété M x P (C)

considérons deux fibres : <*î- = P^^i et ^ = X = pr- Ç ® pr^ 17. . Remarquons

d'abord que la variété M = M x {x,.} c M x P (C) peut être considérée comme

sous-variété caractéristique de (M x P (Œ), a;.) correspondant à une section s.

de o)_ (définie, par exemple, à l'aide de la section e de 3.1) . En appliquant

lelemme2, on obtient, comme dans 2.4, une variété V^ = P(M) caractéristique

pour (M x P (C), UL) . Nous avons vu plus haut que det r(M x P (C)) s'identifie

à pr*Ç 8» pr^ r] 8> pr^îî. = det a). ® det <*̂  . Notons cette identification K .

Si on note j - : V = M - » M x P ( C ) l'injection canonique, l'identification K :

det TV^ -» det ̂  , où ^ = 3^ , s'écrit K^ : det T V ^ -* J^pr^4 <» J^P^i st

= Ç . On voit immédiatement que K est simplement 1 ' identité.

V = V O V = M n P(M) est une sous-variété caractéristique de (M,ç ) et sa

16



INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISES

Spin-structure est celle que détermine K, . V est également une sous-variété

caractéristique de P(M) . L * identification K : det r P(M)-* det 4 ^ , où

$ 5 = 1 ûî. = i^pr^îî. , coïncide avec celle que l'on a décrit dans 4 .1 . La

variété V , munie de la Spin-structure correspondant à K« , représente donc

ô [P(M) ] . Il suffit alors d'appliquer la proposition de 2.4 pour obtenir :

PROPOSITION, ô o$= ô .

17



§ 5 - UN INVARIANT DU COBORDISME SPINORIEL

Toute Spin-variété close de dimension 8 n + 2 peut être considérée comme

sous-variété caractéristique d'une Spin—variété close de dimension 8 n + 4 . Ce

fait et l'existence en dimension 8n + 4 d'un analogue du théorème de Rokhiin sur la

signature iLoculo 16 permettent d'introduire, pour toute Spin-variété close V de

dimension 8n + 2, un invariant k(V) ç Z/2Z .

5 .1 . Nous avons besoin de connaître la structure du noyau de 1 ' homomorphisme

d'oubli ^pln-*^0, où Cî30 désigne l'anneau de cobordisme orienté. Le

théorème suivant est dû à Anderson, Brown, Peterson ([3], cf. [48] » ch. XI) :

THÉORÈME. Le noyau de 1 ' homomorphisme d'oubli O .̂101" •• tt coïncide avec

l'idéal engendré par la classe de S 1 dans O3^" = Z/2Z. Il est nul en dimen-

sions m ^ 1,2 mod8 et coïncide avec [S 1 ] - f^1" e^ [S1]2 - O^P1" respec-

tivement pour m = 8 n + 1 et m = 8 n + 2 .

Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n +2, n ̂  0. D ' après le

théorème ci-dessus, V x S 1 représente 0 dans ^0^ • II existe donc une

Spin-variété W8"44 compacte telle que DW8"44 = - (V x S 1 ) . Considérons alors

la Spin-variété W U (V x D ) = M. Comme nous l'avons vu dans 2.7, V est une

sous-variété caractéristique de M et la Spin-structure que détermine M sur V

est la structure initiale.

COROLLAIRE. Toute Spin-variété close V de dimension 8 n + 2 est une sous-

variété caractéristique d'une Spin—variété close M de dimension 8 n + 4.

18



INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISES

Remarque : Le même raisonnement s'applique aux Spin-variétés V de dimension

m ̂  0, 1 mod8.

5. 2. Dans [4t], nous avons démontré, dans le cadre des

SU-variétés, un théorème analogue au théorème de Rokhiin ([44]) sur la signature.

Le théorème suivant en est une conséquence immédiate :

THÉORÈME. Soit M une Spin-variété close de dimension 8 n + 4, n ̂  0. Alors,

la signature a(M)=Omodl6.

On trouvera une démonstration améliorée de ce théorème dans 1 ' appendice H.

Revenons à la situation de 5 • 1 . Soit W n une Spin-variété compacte telle

que bW^^-tVxS1 ) .

PROPOSITION. a(W8"'14) s Omod8.

Démonstration. S représente un élément d'ordre 2 dans fi^". Soit P

une Spin-variété compacte telle que bP = S 1 U S (réunion disjointe). Alors

b(W U W) = - (V x S 1 U V x S ̂  -b(V x P2). On peut donc former une Spin-variété

close (WUW)UVxP 2 de dimension 8n+4. D ' après le théorème ci-dessus,

a ((WUW) U VxP2) E o mod 16. Or. d'après le théorème d'additivité de la signa-

ture f6,40] , o ((WUW) UVxP2) = 2a (W)+o (Vx P2) s Omodiô. La proposition

en découle.

$. 3. Supposons maintenant que W' est une autre Spin-variété compacte

telle que bW* = - (V x S ). Alors, on peut former une Spin-variété close

M = W ' U - W . On a o(M)sOmodl6, donc (^W) 5 a(W) mod 16. Nous pouvons

donc donner la définition suivante :
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S. OCHANIHE -

DÉFINITION. k(V) = (o(W)/8) mod2 € Z/2Z, où W est n1 importe queUe Spin-

variété compacte teUe que bW = - (V x S 1).

PROPOSITION. k(V) ne dépend que de la classe de V dans n3^1" .

Démonstration. Supposons que V = bX où X est une Spin-variété compacte de

dimension 8 n + 3. Alors, si on pose W = - X x S 1 , b W = - V x § 1 . Par

ailleurs, a(W) = - a(X x S1) = 0. Donc k(V) = 0.

COROLLAIRE, k détermine un homomorphisme ^^n •* Z/2Z, noté également k.
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§ 6 - L'INVARIANT k D'UNE SOUS-VARIÉTÉ CARACTERISTIQUE

Dans ce paragraphe, l'invariant k d'une sous-variété caractéristique

d'une Spin0- variété est lié à la signature de celle-ci.

6. 1. Soit M" une Spin0-variété close, ç = det T M, (V,J) une sous-

variété caractéristique de (M, 4 ).

LEMME. V représente dans H ^(M ; Z) la classe duale (au sens de la dualité

de Poincaré) à la classe d' Euler e(ç).

Démonstration. Prenons une présentation canonique de M (cf. 2.7) : M = W U l*.

Le fibre ^ est trivialisé au-dessus de W. Il existe donc un isomorphisme

4^ q^ç , où 4 est un SO^-fibré vectoriel au-dessus de U/bU, construit à

l'aide de la section s qui sert à définir (V,J), et où q : M-• M/W = U/bU est

la projection.

On a un diagramme commutatit :

.̂
H2 (M ; Z) <——q——— H^U.bU ; Z)

i >. i
H^(M ; Z) <———— H^(U ; Z)

dans lequel les flèches verticales sont les isomorphismes de dualité. Comme

e(C) = q*e(f), il suffit de prouver que V représente la classe duale de e(()

dans U. Le diagramme du lemme 3 de 2.6 montre qu'il suffit de prouver que V

représente la classe duale à la classe e (^ J où ^ est construit à partir du

fibre ir*C sur DÇ à l'aide de la section fa?|SÇ.

Soit u € H (DC ,SÇ ; Z) la classe de Thom de C , entièrement déterminée

par la propriété <i u , f D , S ] > = 1 pour tout x € V, où
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S. OCHAHIHE

thv,+thv
thv » th(v^) = ̂ î ^^ = (Y^)(1-Y,Y^YÎY|-...) =

= Y^ + Y^ - Y^ + termes Y^ avec j ̂  2 .

On a donc :

o(P(M)) = <(thv^ ^.thv^-th^ thv^)L(MxP^(C)), [ M x P ( C ) ] > =

= <(1-th^UMLCM]) , puisque thv^ = v^ et L(P^(C))=1.

6_2^. Soit de nouveau M une Spin0- variété close de dimension m s 4 mod8,

(V,J) une sous-variété caractéristique de (M,{) où ç «detrM. Par une homotopie

régulière, on peut trouver un autre plongement de V dans M, disons V c M,

transverse à V. Alors la variété V H V est de dimension m - 4 2 0 mod8.

Nous allons noter cette variété V . V (auto-intersection de V).

PROPOSITION, (i) a(M) s a(V • V) mod8 .

(ii) g(a(M)-o(V-V))rood2=k(V).

Démonstration. Remarquons d* abord que d* après la formule Hirzebruch [24 ],

o(V -V) = (t^x • L(M), [M]> , donc a(M) - a(V-V) = (l-th^UM) [M] = a(P(M))

d'après la proposition de 6.1. Nous avons vu dans le § 3 et dans 4.3 que

P(M) » W U V x D2 où W est une Spin-variété compacte de dimension m = 4 mod8,

telle que bW = - (V x S1) ; donc c(P(M)) = o(W) + a(V x D2) = a(W) = 0 mod8

en vertu de la proposition de 5.2. Ceci prouve (i).

(ii) découle maintenant de la définition de k, puisque -(a (M) - o(V-V))
c(W)

SB 8 •

Exemple : Lorsque la dimension de M est 4, V-V est un ensemble fini de points

orientés, et o(V-V) est simplement le nombre algébrique de ces points, c'est-à-

dire le nombre d'auto-intersection de V dans M.
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INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

Se : ̂ x^^^'5^ est l'injection de la fibre au-dessus du point x.

Notons y € H^DÇ ,SÇ ; Z) la classe duale à la classe de V dans H ,(DÇ ; Z).

Le lemme résulte maintenant des égalités :

(i) u = y

(ii) e (^=u .

Preuve de (i) : Par définition de la dualité :

<i;y,[D^]> = <y,i,[D^]> = [V]-[D^3 = 1 .

Preuve de (ii) : ̂ ^(/^(S^O^ u suffît donc de vérifier e^^ = " ^Qw

le cas où C est le fibre trivial 9 au-dessus d'un point. Or, on a

DQ2/se2^P^C) et So^r donc e^ est le Sénérateur canonique de

H^P^C) ; Z). C.q.f.d.

PROPOSITION. Soit M une Spin^variété close de dimension ms0aod4,

ç = det T M. Soit P(M) c M x P (C) une sous-variété caractéristioue de

(MxP^(C) , pr^ç ® pr^) qui sert à définir 4> (cf. 4.1). Alors a(P(M)) =

(1-th2x)L(M)[M], o^ x = e ( ç ) e^ L(M) est la classe totale de Hirzebruch

du fibre tangent de M.

Démonstration. Nous utiliserons la formule de Hirzebruch [ 24 ], p. 86

("virtual index"). On a :

a(P(M)) = <thv . L(MxP^(C)), [MxP^(C)]> ,

où v est la classe de cohomologie entière duale à la classe de P(M) dans

1 ' homologie de M x P (C). D ' après le lemroe ci-dessus, v = e (pr*4 ) + e (pr*r< ).

Posons v.= e(pr^) = pr*x, v^=e(pr^J et exprimons thv en série formelle

en Y.=thv et Y^=thv^ :
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S. O C H A N I N E

6. 3. Aim de pouvoir utiliser la proposition ci-dessus pour le calcul de k,

nous allons démontrer maintenant une proposition qui permet de reconnaître les

sous-variétés caractéristiques.

Soit M une Spin^variété close, Ç =detrM. Nous avons vu dans 6.1

que les sous-variétés caractéristiques représentent la classe d'homologie duale

àlaclassed'Euler e(Ç) € H^M ; Z). Inversement,

PROPOSITION. Soit V une sous-variété orientée close de M, dont la classe

d'homologie entière est duale à la classe e(4). Alors V est une sous-variété

caractéristique de (M,Ç) .

Démonstration. On remarque d'abord que pour démontrer la proposition, il

suffit de trouver sur M un SO^-fibré vectoriel Ç Q tel que V soit une sous-

variété caractéristique de (M,Ç J. En effet, la proposition de 6.1 entraîne alors

qu'il existe un isomorphisme <p = (F,id) : ^•4 Ç et, si SQ : M-* EÇ/. est la

section qui définit V en tant que sous-variété caractéristique de (M,^), la

section s: M—°-> Eç- -r-^ E^ définit V en tant que sous-variété caracté-

ristique de (M.ç)-

Pour construire ç,., prenons un voisinage tabulaire U de V dans

M et un difféomorphisme exponentiel h : DÇ -* U identique sur V, où C est le

fibre normal de V dans M. On construit alors sur M' = W U DÇ (W = M - int U)
h

un SO^-fibré 4 en recollant v C avec le fibre trivial au-dessus de W ai' aide

de la section w (cf. 2.6). Par définition de jf, il existe une section s de Ç

qui coïncide avec w au voisinage de V et qui est non-nulle en dehors de V.

's est transverse à la section nulle de ç , puisque (i; est transverse à la section

nulle de ff*Ç . Donc V est une sous-variété caractéristique pour (M',^). En

transportant maintenant f sur M à l'aide du difféomorphisme M1 -» M, identique

sur W et exponentiel sur DÇ , on obtient le fibre recherché ^o.
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§ 7 - FORMULES DE PRODUIT POUR L'INVARIANT k

Nous allons calculer k(V) dans le cas où V est un produit de deux

variétés V x V .

f)
7.1 . Nous calculerons d'abord k((S ) ).

PROPOSITION. kCF2)^ I , ^à f 2 ^ S1 x S1 .

Démonstration. Considérons dans l'espace projectif P^C) une cubique non-

singulière C. Comme la classe de Chem c (P^(C)) réduite module 2 coïncide

avec w (P-(C)), P^C) peut être muni d'une Spin-structure pour laquelle

e(detr PJiC}) ^ c { P y ( € ) } (cf. 1.2). Par ailleurs, on sait que C représente

dans P^C) la classe 3u = c^(P^(C)), où u € H^P^C) ; Z) = Z est le généra-

teur canonique. D'après la proposition 6.3, C est une sous-variété caractéris-

tique de P^(C). Pour la Spin-structure que cela induit sur C, on a (cf. la

proposition 6.2 et l'exemple qui la suit) :

k(C) = -(o(PJC))-C-C) mod2 = -(1 - 9) mod2 = 1mod2 .
0 6 0

D'autre part, le genre de C est égal à (3-1^3"2) = i (cf. [47], p. 274).

Donc, C est difféomorphe au tore T . Il reste à prouver que la Spin-structure

de C est équivalente à celle de T . Or, T possède 4 Spin-structures

différentes (à équivalence près), puisque H^T2 ; Z/2Z) a 4 éléments, dont î2

9
et trois autres qui se prolongent sur le tore plein que borde T . Donc l'unique

Spin-structure sur C pour laquelle k(C) peut être non nul, est celle de î .

7.2. Pour donner une forme commode aux formules de produit pour k, intro-

duisons d'abord R , une Z/2Z-algèbre graduée, engendrée par trois éléments
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S. OCHANIHE

a, p , y de degrés 1,4,8 respectivement et soumis aux seules relations

a3 = o^ = 32 = 0 ^^ On voit tout de suite que R. « Z/2Z pour i = 0, 1, 2, 4

mod 8 et R^ = 0 pour i s 3, 5, 6, 7 mod8.

Soit x : ^pln ^ R^. l'hoœomorphisme de groupes défini par :

.([M])

a(M) mod2 , dim M s o mod8

k(M) , dim M = 2 mod8

k(MxS 1 ) , dim M = 1 mod8
o(M)/1ô mod 2, dim M s 4 mod 8
0 dim M s 3. 5<6, 7 mod 8 .

PROPOSITION, x est un homomorphisme d'anneaux.

Démonstration. Soient V^ et V^ deux Spin-variétés closes, V = V x V ,

d imV^n^, d imV^=n^ . L'égalité x(V) = x(V^) • x(V^) pour n ^ + n ^ ^ 1,2mod8

résulte facilement de la définition de R^, de la multiplicativité de la signature et

du fait que a (M ) s 0 mod2 pour une Spin-variété close M. Examinons le

reste des cas :

]_ n^ s o mod8, n^ s 2 mod8. Il existe une Spin-variété compacte W 2 telle

que b W = - V ^ x S 1 . Alors b(V^ x W) = V^ x V^ x S 1 , donc ^a(V^xW) mod2 =

= k(V^ x V^) = a(V^). ̂ mod2 = a(V^) • k(V^).

^ n^ = 0 mod8, n^ s 1 mod8. Même démonstration que 1, en remplaçant

V^ par V ^ x S 1 .

3_ n^ s 1 rood8, n^ = 1 mod8. La variété V^ x S 1 représente un élément du

noyau de O^31" -» n °̂ ; donc, d'après le théorème 5 .1 , V x S 1 est cobor-

dante à une variété M x S 1 x S 1 , où M est une Spin-variété close de dimension

En fait. R^ = K 0^ (pt) ® (Z/2Z) où KO^ (pt) est l'anneau de coefficients
de la K-théorie réelle (cf. 17.4 et 17.5).
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INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISÉS

n - 1 = 0 mod 8. U s'ensuit que k(V x S1) = k(M x S1 x S1) =

a(M) •k(S1 x S1) =a(M) mod2, d'après le cas 1 et la proposition 7.1. D'autre

part, soit Wç une Spin-variété compacte de dimension n^ + 2, telle que

bW,. = V x S1 U - (M x S 1 x S 1) et W. une Spin-variété compacte de dimension

n^ + 3, teUe que bW = - V x S1 x S1. Alors :

b(V^ x W ^ V ^ x V ^ x ^ U - (V^ xS 1 x S 1 x M) et

b(W xM) =- (V xS 1 x S 1 xM) .

Donc, en recollant - V x W-. avec W. x M le long de V x S1 x S1 x M, on

obtient une variété W telle que bW = - (V x V x 61). Donc :

k(V^ x V^) = ^ a(W) mod2 = ^ (-a(V^ x Wç) + a(W^ x M)) mod2 =

o(W )
= —g— • a(M) mod2 = k(V x S ' ) - a ( M ) = k(V x S ' ) •k (V.xS ' ) .

4_ n = 4 mod8, n^ = 5, 6 mod8. On raisonne exactement comme dans les cas

1 et 2 en tenant compte de ce que a(V ) s 0 mod2.

5_ n ^ 0 mod4, n^ ^ 0, 1, 2 mod8. Alors il existe une Spin-variété compacte

W, telle que b W = - V ^ x S 1 (cf. remarque 5.1). Si n . + ^ 5 2 mod8,

b(V^ x W) = - V^ x V^ x S1 et a(V^ x W) = 0, d'où x(V^ x V^) = 0 =x(V^)x(V^).

Si n^ +n^ = 1 mod8, b(V^ x S1 x W) = - V x V x S1 x S1 et a(V x S ^ x W ) =0,

donc x(V^ x V^) = k(V^ x V^ x S1) = 0 = x(V^) • x(V^).
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§ 8 - INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISÉS

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons donner une interprétation

homotopique de l'invariant k. Il se trouve que, pour une large classe de Spin-

variétés V""*' , k(V) coïncide avec divers invariants du type de 1 ' invariant de

Kervaire, construits à partir d'une forme quadratique sur H4"'*'1 (V ; Z/2Z) et

à valeurs dans Z/2Z.

Dans le paragraphe présent, nous donnons une axiomatique pour de tels

invariants et rappelons l'exemple principal - l'invariant de Kervaire-Brown [l6 3 •

8. 1. Soit K une fonction qui, à chaque Spin-variété close V de dimension

8n+2, associe un élément K(V) € Z/2Z.

DÉFINITION. On dira que K est un invariant de Kervaire (généralisé), pour les

pour les Spin-variétés, si K vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si V^ et V^ sont deux Spin-variétés closes de dimension 8n+2 et

que V = V^ U V^ est leur réunion disjointe, alors K(V) =K(V ) +K(VJ .

(ii) Si W est une Spin-variété compacte de dimension 8n+3, alors

K(b W) = 0.

(iii) Si V est une Spin-variété close de dimension 8n+2 telle que

H4"""1^ ; Z/2Z) = 0, alors K(V) = 0 .

(iv) Si M est une Spin-variété close de dimension 8n, on a :

K(T2xM) = a (M)mod2 , où T^S^S1 .

Les conditions (i) et (ii) impliquent que K induit un homomorphisme

^8n+2 ^ ' 2 ' / 2 2 ' que "o"s noterons également K.

<L2.. E.H. Brown a donné, dans [ 16], une méthode générale permettant de

construire des invariants du type de celui de Kervaire pour différentes classes de
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variétés (ou d'espaces de Poincaré). Nous allons rappeler très brièvement la

méthode de Brown. Le lecteur trouvera tous les détails dans [ 16 ] .

Pour deux CW-complexes X, Y, on note {X,Y} = lim [S^, S1 Y] le-»
groupe des classes homotopiques d ' applications stables X -» Y .

Brown démontre d'abord que {S2", K^} = Z/2Z, où K^ = K(Z/2Z, n).

Soit ^ € {S , K } 1 ' élément non-nul de ce groupe.

Soit maintenant X une variété close connexe, Ç son fibre normal dans

une sphère s2""^ , où m est assez grand. On note \ € {S2"""", T^ . K^}

l'image de S"*^ parl'homomorphisme^S2"'1'111^111.^-»^2^111,^.^}

induit par l'inclusion de la fibre S"1 c T4 .

PROPOSITION ([16]). Les formes quadratiques q : H^X ; Z/2Z) -» Z/4Z

associées à la forme bilinéaire du produit cohomologique, c'est-à-dire telles que

q(v + u) = q(v) + q(u) -*- j(v . u) [X ] , o^ j : Z/2Z c Z/4Z est l'inclusion,

correspondent bijectivement aux homomorphismes h : {S +m,TÇ -. K } -» Z/4Z

tels que h(X ) = 2.

Si h est un tel homomorphisme, la forme correspondante q est donnée par

1 ' application composée :

H"(X ; Z/2Z) = [X^K^] -» {X^} -A^ {S2"'"",^ . K^}JL^Z/4Z ,

où X'*' désigne la réunion de X avec un point, tandis que A désigne la S-dualité.

Soit 'J = {Y } un spectre multiplicatif (cf. [48]» chap. m). Ceci signifie,

en particulier, que l'on a fixé un morphisme ("unité") a : S - * ] f , où S = { S }

est le spectre des sphères. On supposera en plus que H (ï, ; Z/2Z) = Z/2Z et

que ^ est un spectre stable, c'est-à-dire que Y est (m-l)-connexe pour tout m

On note u € H (^ ; Z/2Z) la classe de Thom cohomologique.

Comme on l'a fait ci-dessus pour T{ , on peut définir pour chaque m un

élément ^{S2"'"11^ -.K } en utilisant le morphisme a. Les À déterminent
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un élément X € ?^(K) = lim ir_ (Y . K ).2ï\ n •» zn+m m n
m

PROPOSITION. ([163). Pour Qu'il existe un homomorphisme h : ^(K^) ^ Z/4Z

tel que h(X) = 2, il faut et il suffit que ^Sq^u^O, où x est l'anti-automor-

phisme de l'algèbre de Steenrod (cf. [32]).

Supposons maintenant que les hypothèses de cette proposition soient réunies

et choisissons un tel h.

Soit MG un spectne d'espaces de Thom MG , où G ^est un groupe de

Lie. Supposons que MG est Y-orienté (cf. [48], chap. III), c'est-à-dire que

l'on a fixé un morphisme MG -* }[ tel que le morphisme § -> MG ^ ̂ , où 5 -» MG

est défini par l'inclusion des fibres, coïncide avec a.

Alors, pour toute G- variété close X , l* homomorphisme composé :

{S2"™,Te . K^} ^ {S^ .̂MG^ K^} -. {S2"'""^ K^} ^ ? (̂K )̂ h^ Z/42

noté également h, est tel que h(X) s 2 et détermine donc une forme quadratique

q : H"(X ; Z/2Z) -» Z/4Z .

Pour de telles formes, Brown construit un invariant o(q) € Z/8Z qui géné-

ralise l'invariant d'Art des formes à valeurs dans Z/2Z. Il montre ensuite que,
r" r'

h étant fixé, a détermine un homomorphisme a. : 0 - - » Z/8Z, où 0_ est

le groupe de cobordisme correspondant aux G-variétés.

8. 3. Revenons au cas qui nous intéresse. Soit ^ le spectre multiplicatif

stable MSpin. Comme Sq4""*"2 = Sq2 Sq4" + Sq4"'*'1 Sq1 = Sq2 Sq4" + Sq2 Sq4""1 Sq1 =

Sq2(Sq4n ^ Sq4"'1 Sq1), x(Sq4n+2) = x(Sq411 + Sq4"-1 Sq1) x(Sq2). donc

xiSq4^2)^ = 0. car xtSq^u = (w. + w^u s 0 dans H t̂MSpin ; Z/2Z). Comme

nous 1 ' avons vu, cela implique l'existence d'un h : H« ^(K. < ; M Soin) -• Z/4Z

tel que h(X)=2, donc détermine un invariant o : 0^^"-* Z/8Z (ici M5=J).
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Tous les éléments de 0^^ sont d'ordre 2 (cf. [48], chap. XI). a prend

donc ses valeurs dans Z/22 c 2/82 et définit un homomorphisme O5^" ^ Z/2Zon+2
que nous noterons o également. Le fait que a soit un invariant de Kervaire

au sens de 8. 1 découle de ce que (iv) est vérifié pour tout h (cf. [17 ] , où l'on

donne une formule de produit pour a. beaucoup plus générale).

Remarque : L'invariant a. donne le principal exemple d'invariants de Kervaire

généralisés. L'auteur de ce travail ne sait pas si ce sont là tous les exemples

possibles d'invariantsTdë Kervaire.
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Ce paragraphe contient la démonstration du résultat principal.

Avec les notations introduites dans les paragraphes précédents, il affirme que

pour une large classe de Spin-variétés closes V de dimension 8n + 2 , k(V) = K(V)

quel que soit l'invariant de Kervaire généralisé K . Cette affirmation est vraie

en particulier pour les invariants de Kervaire-Brown définis en termes homotopiques.
y^- -9.--

Le résultat peut donc être considéré comme une généralisation du théorème de

V. A. Rokhiin [45 ] cité dans 1 ' introduction.

9.1. Démontrons d'abord un cas très particulier du théorème principal.

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8n + 2 , telle que

tous les nombres de Stiefel-Whitney w [V] = w^ ... w. [V] soient nuls. Alorsw ^ ^
k(V) = K(V) pour tout invariant de Kervaire K .

Démonstration. Comme tous les nombres de Pontriaguine P..CV] sont nuls (pour
sodes raisons de dimension), V représente 1 ' élément nul de û_ .Le théorèmeon+fc
«9

5.1 montre alors que V est Spin-cobordante à une variété T x M , où M

est une Spin-variété close de dimension 8 n . Alors, d'après 7.2 et (iv) :

k(V) = a (M) mod 2 = K(V) pour tout invariant de Kervaire K .

9.2. La proposition 9.1 montre que, si V et V^ sont deux Spin-variétés

closes ayant les mêmes nombres de Stiefel-Whitney et si k(V ) = K(V ) , alors

k(V.J = K(Vj . Il est donc très important de connaître 1 ' image de 1 ' homomorphisme

d'oubli 0 pln -» û , où SI est l'anneau de cobordisme non-orienté.
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Malheureusement, il n ' existe pas de description commode de cette image . Mais

on peut décrire un assez grand sous-anneau de cette image à 1 ' aide des résultats

de P. G. Anderson [4] . Voici un bref résumé de ces résultats.

Soient M"1 et N deux variétés closes. On écrira R(M,N) pour indiquer

qu'il existe un isomorphisme D : H^(M ; Z/22) -> H^N ; Z/2Z) de Z/2Z-

algèbres qui double les dimensions et tel que Dw.(M) == w (N) pour i ? 0 . En

particulier, R(M,N) entralhe H^^N ; Z/2Z) = 0 pour j ^ 0 .

Soit M une variété close, \ un fibre vectoriel réel de dimension 1 tel

que w(X) = 1 + w (M) . On pose alors g (M) = RP(X ^ 6") , espace de la projec-

tivisation du fibre À ® e^~, où 6" est le fibre trivial réel de dimension m .

De même, pour une U-variété close N , on pose h (N) = CP(£ ® ô"?) ,jn <L
où 4 est un fibre vectoriel complexe de dimension 1 tel que c(Ç ) = 1 - c (N) .

h (N) est un espace fibre sur N de fibre P (C) . h (N) admet donc une U-m m m
structure induite par la U-structure de N et celle de P (C) .m

Les résultats de P. G. Anderson dont nous aurons besoin se résument dans

la proposition suivante.

PROPOSITION ([4]). (i) Tout élément de Tor O50 est représenté par une réu-

nion disjointe de variétés de la forme g^ ,(M) et pour toutes les variétés M uti-

lisées dans cette réunion il existe une U-variété close N telle que R(M,N) .

(ii) R(M,N)==»R(g^(M),h^(N)) pour m s 0 et toutes variétés closes M, N dont

N est une U-variété.

(iii) R(M,N) ==^ N est cobordante en tant que variété non-orientée à M x M .

9.3. La classe de variétés V dont U sera question dans ce qui suit est définie

Cf. cependant la proposition 10.3 ci-dessous.
Une U-variété est une variété dont le fibre tangent stable est muni d ' une struc-
ture complexe.
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par la condition suivante :

Condition C. V est une variété close telle que les nombres de Stiefel-Whitney

w. ... w, [V] , où l'un au moins des i est impair, sont nuls.
l^ ^ r

On sait (et. [4tt], chapitre VU) que la condition C est équivalente aux

conditions suivantes :

Condition C' . La classe de V dans Cl contient une U-variété.

Condition C". La classe de V dans îî° contient un carré.

PROPOSITION. Toute Spin-variété close V8"'*'2 qui satisfait à la condition C

est cobordante en tant que variété non-orientée à une réunion disjointe

U h^ , , ( N ) , où les N sont des U-variétés closes telles que
a a

H23^^ ; 2/22) = 0 , pour j^ 0 .

Démonstration. Il existe une variété close M4"^1 telle que V est cobordante en

tant que variété non orientée à M x M . On voit tout de suite (cf. [4^, chap. Vin)

que, si ùî= (i ,... , i ) est une partition de 4n + 1 , w. ...w. [ M ] = w ...w [V].
• s i s

En particulier, comme w^(V) = 0 , tous les nombres w w. ... w. [M] = 0 pour
' ^ ^

toute partition (i^,...,Ç de 4n . Donc (cf. [48], chap. IX), M est cobordante

à une variété orientée P . P représente un élément de Tor O50 = O50 , donc,-MIT i ^n^ i
d'après la proposition 9.2 , P est cobordante à une réunion disjointe

U g^ +1^) et il existe des U-variétés N^ telles que R(M ,N ) . Donc,

dans C^ on a : [ P ] = S [g^ ^M^'} » o" W désigne la classe de p dans

f3^ . U en découle d'après 9.2 :

[V] = [P]2 = ̂ ^W2 - ̂ r^W -

et H Ï̂S^ ; 2/22) = 0 , puisque R(M^,N^) .

34



INVARIANTS DE KCRVAIRE GÉNÉRALISÉS

9.4. Soit N une U-variété close telle que H^^N ; Z/2Z) = 0 pour j ^ 0 .

Pour tout m , h (N) a une orientation canonique, induite par la U-structure.

LEMME. Soit m un nombre impair. Alors :

(i) h (N) admet une unique Spin-structure ;

(ii) h ( N ) est une sous-variété de h (N) dont la classe de Z/2Z-

hcmologie est duale à w^(h .(N)) .

Démonstration. Considérons la fibration p : h (N) - N . Le fibre tangent stable

de h^(N) est isomorphe à p^TN ® î? 8»^ p*^ ® 6 m) , où T) est le fibre linéaire

canonique sur h^(N) (cf. [49]) . On sait (cf. [27], chapitre XVI) que

H*(h^(N) ; Z/2Z) est un H*(N ; Z/2Z) -module libre (la structure de module

est donnée par l'homomorphisme p*) , de base l.o,...^111, où a = w (ry) .

Le produit dans H^(h (N) ; Z/2Z) est entièrement défini par la relation

^m+1 ^ ^m . p*^(N) ^ o . Donc, w(h^N)) = p*w(N) w(tï w^ p*ç) w^)"1 -

= p*w(N)(l + a + p*w^(N))(i + a)"1 . En particulier, w^(h^(N)) = (m + 1)0 = 0 .

Donc h^(N) admet une Spin-structure, unique puisque H1 (h (N) ; Z/2Z) = 0

(cf. 1.1) . Ceci prouve (i) .

Soit v € H^h^^N) ; Z/2Z) la classe duale à la classe d'homologie de

h^(N) , et soit i: h^(N) -^ h^^(N) l'inclusion. Par définition de la dualité, v

est entièrement définie par-la propriété <i*x,h ( N ) > = < v x , h (N)> , oùm m+1
x € H^h^^N) ; Z/2Z) , d = dim h^ (N) . On voit tout de suite, d'après la

description de H*(l^(N) ; Z/2Z) donnée ci-dessus, que v = a . Comme

w^(h^^ (N)) = (m + 2)tt = a , cela prouve (ii) .

9.5. Soit mS 1 .

PROPOSITION. L ' auto-intersection de h (N) dans h .(N) (au sens de 6.2)^^^———'—•"————— -———^—————^—— iQ —— m+i " 1
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coïncide avec h ,(N) .————^_——, ni—i

Démonstration. Considérons l'homotopie régulière t. : (C) -> P (C)—————-——. ^ ^ Q^-j
définie en coordonnées homogènes par ^([ZQ,... ,z^]) = ,ZQ, ... ,z^^ ,d-t)z^,tz ] .

ÎQ est l'injection canonique de P^(C). f^([zç,... ,z^j) = [z^, -»Zn,.^0,z^] .

On voit que f est transverse à P ( C ) c P^..(C) et que P (C) H f,(P (C)) =i ni iii*r* i m i m

- ̂ -^ •
Remarquons maintenant que h .(N) = CP(£ ® 6 m) est l'espace total dum+i l»

fibre associé au fibre S de fibre P.,.^(C) , où le groupe structural U de ç

n'agit que sur la première coordonnée ZQ : si X € U , l'action de \ sur

^-H^ ^^""éepar ^([zo'-^in+l^'^^^T-^m+l1 • Par conséquent,
cette action commute avec l'homotopie f. . Celle-ci définit donc une homotopie

régulière F^ : h^(N) -* h (N) teUe que P.. est l'injection canonique

h^(N)cn^(N) , F^ transverse à h^(N) et h^(N) H F^(h^(N)) = h^^(N) .

9.6. Nous sommes prêts maintenant pour la démonstration du théorème principal.

THÉORÈME . Soit V une Spin-variété close de dimension 8n + 2 qui satisfait

à la condition C. Alors, pour tout invariant de Kervaire K , on a : k(V) = K(V) .

Démonstration. En vertu de la proposition 9.3 et de la remarque faite au début

de 9.2, il suffît de prouver k(h^^(N)) = K(h—(N) ) où N est une U-variété

close de dimension (fin + 2) - (2r -*- 1) telle que H^^N ; Z/2Z) = 0 pour j S 0 ,

et où "^p^^O ®st munie de son unique Spin-structure (cf. le lemme 9.4) .

Comme H ^(r.^(N) ; Z/2Z) = 0 , K(h^^(N)) = 0 (propriété (iii) de K .

cf. 8.1) .

Soit x € H^^N) ; Z) la classe duale de la classe d'homoloeir

entière que représente h- (N) . D'après le lemme 9.4 , x réduite modulo 2
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coïncide avec ^O^r^^) • Donc, d1 après 1.2, n^^N) admet une Spin0-

structure pour laquelle e(det T "op.^)^ x • D'après la proposition 6.3,

h^ -(N) est une sous-variété caractéristique de ("^p^^)»^) »

^ = det T h^ ^(N) . Nous pouvons donc appliquer la proposition 6.2 . Comme

l'auto-intersection de h^ .(N) coïncide avec h^ (N) , on a :

k(h^^(N)) = g(a(h^N))-cr(h^(N)))mod2 .

Or, pour m pair, on a :

o(h^(N)) = ^(Pa(0) • ^(N) = <y(N) (cf. [20]) .

Donc :
k(h^(N)) = 0 = K(h^^^N)) C.Q.F.D.
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EN DIMENSION S 26

Par un calcul des relations de Wu, nous allons voir que la condition C

(cf. 9.3) est satisfaite pour toute Spin-variété close V8""*'2 où ns3.

10.1. Soit v = 1 + v . - » - . . . + v +... la classe totale de Wu définie par la—— 1 m
relation w = Sq v, w = = 1 + w + . . . + w +,.. étant la classe totale de Stiefel-

Whitney.

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n + 2. Alors,

v(V)=1^v^v^.. .^v^.

Démonstration. Les relations de Wu (cf. [27], chapJCVU) <v. •x,[v]> = (SqSc.Ev]),

x € H*(V ; Z/2Z), montrent que v^ = 0 pour i ̂  4n + 2. La relation d'Adem ^)

SqW^Sq21^1 donne <v^ • x. [V]> = <Sq1 Sq^x, [V]> = <v^ . Sq^x, [V]> .

Comme V est orientée, v. = w = 0, d'où v^ i=0 pour rS 0. De même,

Sq^^Sq^q^+Sq^^q1, d'où <v^ . x. [V]> = <Sq2Sq4^x, [V] > +

^Sq^Sq^.Ev]) ^^.Sq^x.CV^+^^.Sq^.Ev]) =0, puisque

v. , = 0 et v^ = w- + w = 0. Donc v, 2 = 0 pour r ̂  0. ^J

10.2. Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n + 2.

PROPOSITION. ^Si nas 3, V satisfait à la condition C.

Démonstration. Comme V est une Spin-variété, w = w^ = 0. L'emploi successif

de la formule de Wu ([8] , [36] p. 94)

SqV = S Ct'^Vt^tJ ^^Q i i-l J+t

1 2 4donne w^ = Sq w^ = 0, w- = Sq w., = 0, w = Sq w- = 0. La proposition en

découle pour n = 0 e t n = 1 . D

00 Nous utilisons la liste des relations d'Adem de [38] , chap. m.
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Examinons maintenant le cas n = 2. Soit w un monôme en w,, w,, w-,

W^Q, w^ , w^, w^, w^, w^, w^, w^, w^g qui contient au moins un w. avec

j impair. Si deg (w ) = 1 8 , w en contient obligatoirement au moins deux. On

voit tout de suite que les seules relations à vérifier sont : w - w « [ v ] = 0 et

w^Cv] =0.
Ona : w ^ w ^ [ V ] = (Sq^ . w^) [V] = Sq^w^) [V] + (w^ . Sq^)^]

= v^w^w^EV^w^Sq^w^V^ 0

puisque v. = 0 et Sq Sq = 0.

De même, w^ w^ [V] = (w^ . Sq1 w^ • w^[v] = Sq^w^ • w^ • w^)[v] +

+ (Sq1 Sq1 w^ . w^ • w^)[V ] + (w^ • w^ • Sq1 w^[V ] = 0

car, v - 0, Sq Sq = 0 et Sq w . = w - = 0 . Cela prouve la proposition pour

n = 2. D

Dans le cas n=3 , remarquons d'abord que si deg (w,.) = 26, si w [ v ] ^0

et si w contient un w. avec j impair, w contient w-, w , w „, w - ou w ^

puisque w - w = w ^ = w - = w- = 0. Nous allons énumérer les possibilités pour w .

(a) w contient w ç. Seule possibilité : w.çW-. Ona :

w^w^ [ v ]= (w^.Sq^Hv] = Sq^w^-w^Evî+tSq^^-w^Cv] = 0

car v ^ = 0 et Sq1 w^ç = Sq1 Sq^g = 0.

(b) w ne contient pas de w ç, mais contient un w,-. Deux possibilités :

w -^ i i» ^ t t s ^ - î ^ A ' On montre que w . -w [ v ] = 0 comme dans (a).

w ^ - w ^ . w ^ V ] = Sq^w^w^w^tV] + (w^ w^ . Sq^^Ev] +

+ ( S q t w ^ - w ^ - w ^ E v ^ = 0 car v^ = 0, Sq^^w^O, Sq^^ = Sq^q^^

=0.
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(c) w^ ne contient pas de w.ç, w -, mais contient un w ...

Deux possibilités : w 2 , ^ ^ •w- •w,. On a w^Jv^Sq^wJv]^

v-, •w.JV] =0, puisque v^' » 0 (cf. Proposition 10.1).

Ensuite, w ^ - w ^ . w ^ [ V ] = (Sq^^-w^ •w^)[V] =

= Sq^w^ • w^ •w^V] +w^ • w^[\^ + (w^ • Sq^ •w^)[V]

= w^.w^V]

car v = 0 et Sq w-= Sq1 Sq1 w, = 0 .

Comme la classe- v de V est égale à 1 + v, + Vg ^v-^ (Proposition 10.1),

w^v^+SqSg. Donc w^-w^[v] = v^-w^[V] + (Sq4Vg-w^)[V].

Le premier terme : v ^ - w ^ [ V ] = Sq1^)2^] = (Sq6w^)2[v] =

= Sq13(Sq6w^[V] = v^. Sq6Wy[V] = 0 puisque v^ = 0 .

Le second terme : Sq4^- w^[v] = Sq^Vg- w^^V] + (Sq3Vg• Sq^w2))^] +

+ (Sq2Vg. Sq^w^MCV] + (Sq1 Vg • Sq3(w^))[V] ^

^(Vg.Sq^w^MCvî .

On a : Sq^2) = Sq^2) = 0. Sq^w^^Sq^^Oq^w^O .

Sq^w^) = (Sq^)2, donc :

(Vg.Sq^MCv] = Sq^Sq2^)2) = (Sq4Sq2W7)2[V] = (Sq^Sq^^Sq^^CV] -

^v^.Sq^q^Cv^O , car v^ = 0 .

Donc : (w^.w^.w^[V]=(w^.Wy2)[V]-Sq4(Vg•W72)[v3=v^.Vg.w^[v3 =

= Sq\. w^)[V] = (v^. Sq^w^tV] + (Sq\- Sq^w^Cv] ^

+(Sq2v^•Sq6(w^)[V]+(Sq3v^.Sq5(w^2))[V]+(Sq\•Sq4(w^))[v3 = 0 .

car (v^. Sq^w^tV] = Sq4((Sq4w^2)[v] = (Sq2Sq4W7)2[V] =

=Sq13Sq2Sq4w^[v3 =(v^•Sq2Sq4w^[V] = 0. puisque v . = 0 ;
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Sq7^) = Sq )̂ = 0 ;

SqS )̂ = (Sq3 w^)2 = (Sq3 Sq3 v^)2 = (Sq5 Sq1 v^)2 = (Sq5 w^)2 = 0, puisque w^ = 0 ;

(Sq\- Sq^w^tv] = (v^2. (Sq^^Ev] = Sq13^- Sq2w^[v] =

= (v^<V4•Sq2w^)[v] = 0 .

(d) w ne contient pas de w ç, ^«s» W 1 - î » mais contient un w...
2 2Trois possibilités : w w. , w w- w-, w w- w, .

w^^w^Vl^Sq^w^.w^.w^Cv^+tSq^^.w^.w^Ev]^

•^II'^O'5011^^" o f car V 1 = ï o ' Sq^^Sq^w^O,

Sq w. = We = 0 .

De même, w^.w^.Wg[v] = Sq^w^. w^. Wg)[v] + (Sq^^-w^.Wg)[V] +

•*-(w^. w^-Sq^gîCv] = 0 , car v^Sq^^sO et Sq^g = Wç » 0

Enfin, w^.w^•w^[V]=Sq1(w^.w^.w^)[v]+(Sq1w^.w^•W42) [V] +

+(w^•w^•Sq1(w42))[V] = 0 , puisque v^ Sq^^ = 0 et Sq^2) = 0

(e) w ne contient pas de w g, w -, w „, w , mais contient un w-.

Quatre possibilités : W7*W12> ^^R'^» W 7 * w 6 t W 7 * W 4 •

On a vu, dans (c), que : w - - w < ^ [ v ] = 0 .

w^Wg.w^tV^^Sq^w^.w^.Wg.w^Ev] + (Sq^^. w^.Wg. w^[V] +

^(w^.w^.Sq^Wg.w^CV] = 0 ,

car v^ = Sq1 w- = 0 et Sq^Wg- w^) = w * w^ -•- w • w- = 0 .

w^-w^V^Sq^-w^V^v^-w^ = 0 .
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Enfin, w^w^[V] = Sq^Wy-w^.w^V] -h (Sq^ .w^ .w^)[v] +

+(1^.1^^^))^]= 0,

i "̂  "5
puisque v = Sq w-== 0 et Sq(w,) = 3 w - - w . = 0 .

Les cas (a) - (e) épuisent les possibilités, ce qui donne la démonstration

de la proposition.

COROLLAIRE. Pour toute Spin-variété close V de dimension 2, 10, 18 ou 26

et tout invariant de Kervaire K, k(V) = K(V).

10.3. Remarquons, pour terminer ce paragraphe, que l'affirmation de la

Proposition 10.2 devient fausse pour n = 4. Pour le prouver, rappelons une

proposition de Stong [48], chap. XI :

PROPOSITION. L'image de 1 ' homomorphisme d'oubli O^P1"—» n0 est composée

des classes de variétés closes M telles que w^[M] = 0 dès que w^ contient

w. ou w^.

Milnor [35] a démontré l'existence d'une variété close X de dimension 24

telle que tous les nombres de Stiefel-Whitney w [x] = 0 où w contient w ou

w», et telle que w 2 w , w,[x] ^ 0. Donc, d'après la proposition ci-dessus, la

classe de X dans 0^ contient une Spin-variété close X..

D'autre part, soit Z un représentant de 1 ' élément non-nul de tte =Z/2Z.

Le seul nombre de Stiefel-Whitney non-nul de Z est w^w^[Z].

Donc le seul nombre de Stiefel-Whitney non-nul de Z x Z est w, w,[ZxZ] . Il

existe par conséquent une Spin-variété close Y, dans la classe de Z x Z dans ^i '"
Soit V = X x Y . C'est une Spin-variété close de dimension 34 = 8 • 4 + 2. Or.

en calculant la diagonale A^(w- Wg w ) (où À : BOx BO-* BO correspond à la

somme de Whitney) et en tenant compte de ce que w (X ) = w (X ) = wJX ) = 0, on

voit que w 2 Wg w [V] = w 2 w^ w^[X ] • w^ w,[Y ] ^ 0, donc V est un contre-

exemple pour la proposition 10.1 en dimension 34.
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Le théorème 9.6 permet de démontrer quelques propriétés générales des

invariants de Kervaire.

11.1. Examinons de nouveau les petites dimensions.

PROPOSITION, (i) Soit K et^ K deux invariants de Kervaire en dimension

8n + 2, n S 3. Alors, pour toute Spin-variété close V de dimension 8n +2,

K^(V)=K^(V) .

(ii) II existe deux invariants de Kervaire K jst^ K^ en dimension

34 = 8 • 4 + 2 et une Spin-variété close V telle gué K (V) i K (V).

Démonstration : (i) découle immédiatement du corollaire 10.2.

Pour démontrer (ii), on va d* abord démontrer le lemme suivant :

LEMME. Soit V une Soin-variété de dimension 34, telle gué H17^ ; Z/2Z) = 0.

Alors, le nombre de Stiefel-Whitnev w 2 Wg w [V] = 0 .

Démonstration du lemme. Nous allons procéder en deux étapes.

a) ^WgW^[v ]=w^WgV^ [v ] .

En effet, ̂  Wg w^[v] = Sq^ w^ Wg w^)[v] + w^. Sq^^ Wg. w^[v3 ^

+w6•w7• sq1w8•w12 [v ]+w6•w7•w8• s (l1w^2tv]=w6w7 lw8• sc^1w12 [v ]

puisque v^ = Sq1 w^ = Sq1 Wg = 0 (cf. la démonstration de la proposition 10.2).

Comme Sq1 Wg = Sq1 w^ = Sq1 v^ = 0 et Sq^- = Sq2 Sq3 v =

= (Sq5+Sq4Sq1)v4 = 0.

on a : w^WgW^[v]=Sq2 (v^w^Wg.Sq1w^)[v3+(v^w^Sq2Wg.Sq1w^)[v3^

^(v^vWg.Sq^w^nv] .
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Le premier terme est nul puisque v- = 0.

Le second est nul puisque w.-Sq^g 6 H17^ ; Z/2Z).

Donc : w ^ W g W ^ [ V ] ^v^w^Wg-Sq^qtw^V] . Or, w^ = v^ + Sq4^,

d'où : Sq^qtw 5= Sq^qty .-hSq^qtsqSg, et, comme Sq^q^q^

= Sq Sq = Sq Sq et comme Sq Vp = w-. = 0, on a :o y

^^12^ = YW^Wg.Sq^q1^ .

En refaisant maintenant les transformations en sens inverse, on obtient la

démonstration de a). '

b) w^WgV^ [v ]=0 .

Remarquons d* abord que l'on a : Sq w- = Sq w- = 0,

Sq^w- = Sq3Sq3v =Sq5Sq1v^ = 0 ,

Sq^y = Sq5 Sq3 v^ = Sq5 Sq1Sq2v^ = (Sq2 Sq3 + Sq4 Sq1) Sq1 Sq2^ =

= Sq^Sq3 Sqt)Sq2 v^ = Sq2 Sq2 Sq2 Sq2 v^ = Sq2 Sq^Sq3 Sq1) v^ = 0 .

Donc Sq j(w2)=0, pour j = 1,2,3,4,5,6,7,9,10,11. Il en résulte que :

w?2 ̂  ̂ 2^ = (Sq6w7)2W8 [V] + (Sq^)2 Sq4Wg [V] .(Sq^^)2 Wg [V ] =

= (Sq6!^)2 Vg[v] ^ (Sq^^)2 v^V] = (Sq4Sq6w.7)2[V] + (Sq^^. V4)2[V] = 0 ,

car Sq^q .̂ Sq6w^.v^ € H17^ ; Z/2Z).

De même, ((Sq^)2. Sq4Wg )[V] = (^.(Sq4!^)2. Wg)[v] +

+ ((Sq1 Sq^)2. Sq2Wg)[V] + (Sq2Sq4w^)2Wg .

On a : Sqtsq^ = Sq1 Sq4Sq1 Sq2v = Sqt(Sq5-»-Sq2Sq3) Sq2v, =

= Sq1Sq2Sq3Sq2v^ = Sq1 Sq2Sq1 Sq2Sq2v^ =

= Sq1Sq2Sq1Sq3Sq1v^ = 0 .

car Sq1 Sq5 = 0 et Sq1 v • 0 .
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Pour (v^-(Sq wJ^g^V], on procède comme suit : Wg = Vg + v2 .

(v^. (Sq^/w^V] = (Sq2(v^ Sq^))2^] + (v^w^v^V] =

= (Vg.v^tSq^)2)^],

car Sq2^- Sq4w^ ç H17^ ; Z/2Z).

Enfin, (Vg. V4.(Sq4w^2)[V] = Sq8^. (Sq4w^)2)[v] =^q\. (Sq2Sq4w^)2)[v]

+ (Sq2V4• (Sq^w^Ev] + (v^- (Sq4Sq4w^2)[V] .

Le premier terme est nul, car Sq v , (Sq Sq wj = (v. Sq2Sq4wJ2

et v^. Sq2Sq4w^ 6 H^(V ; Z/2Z).

Le second terme est nul, car

(Sq\. (Sq3 Sq^)2)^] = Sq2^ • (Sq3 Sq4^)2)^:] +(v^ • (Sq1 Sq^q^)2) ,̂

v^O et (v^.(Sq1Sq3Sq4w^2)[V]=(Sq2Sq1Sq3Sq4W7)2[v3

avec Sq^qtsq^q ,̂ 6 H17^ ; Z/2Z).

Enfin, le troisième terme est nul, car (^•(Sq^^J^Cv] =

=(Sq2Sq4Sq4w^2[V], avec Sq2Sq4Sq4w^ € H17^ ; Z/2Z). Ceci démontre

le lemme.

Pour achever la démonstration de la proposition 1 1 . 1 , remarquons que si

K est un invariant de Kervaire en dimension 34, K^, défini par

K^(V) = K^( V) + w^Wg w^[V ], est également un invariant de Kervaire. En effet,

les propriétés (i), (ii) et (iv) de 8.1 sont évidentes, alors que (iii) résulte du

lemme que 1 ' on vient de prouver.

Par ailleurs, nous avons prouvé dans 10.3, l'existence d'une Spin-variété

close V de dimension 34, telle que w^WgW^V^O, donc K (V)^K (V).

Ceci démontre la proposition.
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11.2. Considérons maintenant les dimensions supérieures ou égales à 34.

PROPOSITION. Soient K^ .̂ et K^ deux invariants de Kervaire en dimension

8 n + 2 (n^ 4). Alors, il existe une classe P € H^^BO ; 2/22) appartenant

à l'idéal de H^(BO ; 2/22} engendré par les classes w^. , o^ j ï 3 n'est pas

une puissance de 2, telle que K (V) = KjV) + P[V] pour toute Spin-variété close

V de dimension 8n+2.

Démonstration. Soit 1 = ® I"1 l'idéal de H^(BO ; 2/22) engendré par les

classes ^^«p où J ^ ô ̂ st arbitraire. Chaque élément x.€ I8""1'2 détermine un

homomorphisme [V] -* x[V] de tt^^ dans 2/22. On a donc un homomorphisme

<p : I®"^^ Hom(0^ , 2/22).

Soit AcO^^ l'annulateurde ^(I8"4'2). Posons f = K ^ - K ^ . Le théorème 9.6

implique que f s'annule sur A, donc définit un homomorphisœe f : O^^/A -> 2/22.

De son côté, <p définit un homomorphisme 5 .: I8""1'2 -» Hom^l^/A, Z/2Z)

qui est bijectif, car ttg^ est un ^P^® vectoriel sur 2/22. Il existe donc

une classe ^ € I8""^2 teUe que ?(P^) = f , donc f(V) = P [V] pour toute Spin-

variété close V de dimension 8 n + 2 . L'existence de ft découle maintenant du

lemme suivant :

LEMME. L'image de w (r Si 0) par l'homomorphisme canonique

H*(BO ; 2/22) -!̂  H*(BSpin ; 2/22) est décomposable.

Démonstration : L'affirmation est vraie pour r = 0, puisque ^(wj =0. Supposons

déjà prouvé que ^(w ) est décomposable dans H^(BSpin ; 2/22) :
2^1

^(w ) = S a b , avec dega,, degb. > 0.
2^1 1 1 1 1

^r r
Alors Sq ^»(w ) = L Sq" ^(a) Sq^b,) est encore décomposable. Or, d'après

2 + 1 ij r r
la formule de Wu (cf. 10.2), Sq2 ^(w ) = ^>(Sq2 w ) = ^(w , 4- u) où

2^1 2^1 2^+'+^

u € H*(BO; 2/22) est un élément décomposable. Le lemme en découle.
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11. 3. Nous allons déduire maintenant de la proposition 11.2 l'invariance

homotopique des invariants de Kervaire. Pour donner à cette notion un sens précis,

remarquons d'abord que la notion de Spin-structure est une notion homotopique. En

effet, soit BSG l'espace classifiant des fibres sphériques de fibre S"1"1, et

soit BGSpin -> BSG la fibration de fibre K(Z/2Z, 1) induite par l'application

w^ : BSG^ - K(Z/2Z,2).

Si X est un CW-complexe et f : X-»BSG une application, f se relève

en une application F : X -• BGSpin qui rend commutatif le diagramme :

BGSpinc< ^-» i m

si et seulement si f^w^ = 0 dans H (X ; Z/2Z). Si cette condition est satisfaite,

il existe une bijection entre l'ensemble des classes d'homotopie verticale de tels

relèvements et H^X ; Z/2Z).

En particulier, il existe une unique classe d'applications BSpin -> BGSpin

qui rend commutatif, à homotopie près, le diagramme :

BSpin^————^ BGSpin^

i ^
BSO ____^ BSGm 7 m

où l'application BSO •* BSG, classifie le fibre en sphères associé au fibrem m
canonique sur BSO .

Soit maintenant V une variété orientée de dimension n et soit g : V -• BSOm
une application classifiant le fibre normal ç de V dans une sphère s"'*'"1

(m étant suffisamment grand). De ce qui précède, il résulte que 1 ' application

composée f : V —S-̂ . BSO —> BSG se relève en une application' m ' m
F : V -* BGSpin si et seulement si le fibre ^ admet une Spin-structure. De

plus, dans ce cas, il existe une bijection entre l'ensemble des classes d'homotopie

47



S. OCHANIHE

verticale de tels relèvements et l'ensemble des classes d'équivalence des Spin-

structures dans ( .

Soient maintenant V. et V^ deux variétés orientées closes et h : V -> M une

équivalence d'homotopie orientée. On note 4i et €5 les fibres normaux de V et

V dans une sphère S"̂  (on peut prendre le même m pour les deux variétés).

Soit enfin a ( i = 1 , 2 ) l'élément de ff (Tç.) représenté par la projectioni riTui i
S"4'"1 —L^ TÇ.. Spivak a démontré, dans un cadre plus général, qu'il existe une

équivalence d'homotopie b : S^J^Sth^J des fibres en sphères associés à ç et
y T'tt JL

h ^, unique à homotopieprès, telle que, pour l'application induite Tç. ——> T(h çj

-^ T^, on ait : (Tb)^ = c^ (cf. [12], p. 28).

Si f^ : V^-»BSG^ classifie le fibre S(iJ, f = f . h classifie le fibre ç-.

Soit F^ : V •* BGSpin un relèvement de l'application t : V - BSG . L'appli-

cation F^ détermine une Spin-structure sur la variété V^. Alors F. = F^ . n :

V^ -* BGSpin^ est un relèvement de f^ qui définit une Spin-structure sur V .

Nous dirons que c'est la Soin-structure induite par h et la Spin-structure de V^.

DÉFINITION. Nous dirons qu'une équivalence d'homotopie h : V •* V entre

deux Soin-variétés closes est une Spin-équi valence, si h est orientée et la Spin-

structure induite sur V par h et la Spin-structure de V^ est équivalente à la

Spin-structure de V .

PROPOSITION. Supposons qu'il existe une Spin -équivalence d'homotopie entre deux

Spin-variétés closes V e^ V- de dimension 8 n + 2, n îfc 0. Alors, pour tout

invariant de Kervaire K, onja K ( V ^ ) = K ( V ^ ) .

Démonstration : Les propositions 11.1 et 11.2 et l'invariance homotopique des

nombres de Stiefel-Whitney impliquent que, si la proposition est vraie pour un invariant

de Kervaire, elle est vraie pour tous les invariants de Kervaire.
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Notre tâche consistera donc à trouver un invariant de Kervaire qui satisfasse à la

condition K ( V ) = K ( V ) .

Soit EGSpin—L^ BGSpin le fibre y en sphères induit sur BGSpin parm ' • m ni m
la projection BGSpin^-» BSG^. On note MGSpin = Y l'espace de Thom de ce

fibre, c'est-à-dire le cône de l'application v . Comme d'habitude, les Y s'organi-

sent en un spectre multiplicatif Y = MGSpin et on a une Y-orientation MSpin -» ^

induite par les applications BSpin -» BGSpin .m m
La condition \ (Sq^^u pour le spectre Y (cf. 8.2) est vérifiée de la même

manière que pour MSpin puisque w = w = 0 dans la cohomologie de BGSpin

(cf. 8.3). Donc, il existe un homomorphisme € : ?g (K. ) -• Z/2Z tel que

£ (X) = 2. Il lui correspond, par la méthode de Brown, un invariant de Kervaire

K = a . Nous allons voir que K(V ) = K(V ). L'existence d'une Spin-équivalence

d'homotopie h : V^ -» V^ implique l'existence d'un diagramme commutatif (à homo-

topie près) :

^8n+2-Hn MGSpin

où Ta correspond au morphisme Ç — ^ h*4^-^^- au-dessus de h et où Tq.

correspond au morphisme q^ : S(çJ -» y recouvrant l'application F. : V. -* BGSpin

II en résulte un diagramme commutatif D (page suivante) qui prouve que les formes

quadratiques correspondant à € dans H4""*"1 (V ; Z/2Z) et H4"4"1 (V ; Z/2Z)

sont isomorphes, ce qui prouve K(V ) = K(VJ.

COROLLAIRE. Soit V une Spin-variété close de dimension 8n+2 telle que

H (V^ ; Z/2Z) = 0 . §̂  V est une variété close du même type d'homotopie, V^
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possède une unique classe de Spin-structures et K(V ) = K(Vj pour tout invariant

de Kervaire K.

Démonstration : Comme w^ est un invariant homotopique, w^(Vj =0. En plus,

H (V^ ; Z/2Z) = 0. Donc Vo possède une Spin-structure unique à équivalence près.

De plus, toute équivalence d'homotopie h : V -> V^ est une Spin-équi valence d'homo-

topie. Le corollaire découle maintenant de la proposition.
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§ 12 - CALCUL DE ^INVARIANT DE KERVAIRE DE CERTAINES

VARIETES ALGÉBRIQUES

Le théorème 9.6 permet de calculer les invariants de Kervaire pour des inter-

sections transverses d'hypersurfaces non-singulières de Pj^(C). On obtient ainsi

une généralisation et une nouvelle démonstration d'un résultat de Morita [37] et de

Wood [52] (cf. également [ l3 j ) .

12. 1. Soit Z [[. x. y^Q 1 ' anneau des séries formelles sur Z de deux variables

x et y. On considère dans Z[[x,y]] la série formelle f ( x , y ) = ( x + y ) / ( l + x y ) =

= (x + y)(l - xy + x^2 - . . .) . On vérifie immédiatement que l'on a :

(i) f (x ,y) == f (y,x)

(ii) f(f(x,y) ,z) = f(x,f(y,z))

(ui) f(0,x) = f(x,0) = x .

Autrement dit, f est un groupe formel sur Z (cf. [26]). On a f ( x , - x ) = 0 , donc

-x est l'élément inverse de x. On notera [x] la puissance n-ième de x dans

f c'est-à-dire l'unique série [x] € Z [[xj] telle que

[ xL i= - x , [ x ] = x , [x]^-t([x^,[x]j.

Ici m, n ç Z.

12' 2- Soient F^ , . . .,Fg c P^^g(C) s hypersurf aces non-singulières en

position générale et soit V = p n . . . n F . La variété V est de dimension

complexe n. Si g ( x ) € Z [ [ x ] ] , on notera S(g(x)) la somme de tous les coefficients

des termes x1 de g(x) où i^ n.

PROPOSITION. Soit n un nombre pair. Alors

s [x]d. y
^(V) = S^ / H ——— \ , o^ d^ est le degré de F..
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LxL
Démonstration : Remarquons d'abord que [x] .=dx+o(x), donc——— est bien

définie. Soit n le fibre canonique sur P (C) et soit u € H^P (C) ; Z) len+s n+s
générateur canonique. On a : c,(î))=u.

d. d.
Le fibre normal de P. dans P^gW est isomorphe au fibre T? 1 |P., où T) 1

désigne le produit tensoriel de d. exemplaires de T) . Donc le fibre normal Ç de V
d. d

dans P (C) est isomorphe au fibre i^(T? ® ... ® T? s), i : V -» P (C) étantn+s n+s
l'injection canonique. Donc, on a :

d. d
i*T(P^(C)) = T ( V ) ® i ^ ' © . . . O r / s) .

Si L(Ç ) désigne la classe totale de Hirzebruch du fibre 4 , on a :

^ (̂Pn+s^» 1 ^ (^ th(diu))un+1
T f\r\ ,'" _____n-hS____ 1 ,•»(• 1=1____________L(v) = 1 —s———d—— = d 1 ...n^1———n L(TÎ 1) (thu)

• i=1

où l'on a posé d = d . . . . d . La variété V représente dans H (P (C) ; Z) lai s n n+s
classe duale de du5. Donc, la formule û^yjv]) = <y,i .[V]> = <y, [P (OjOdu5)" n+s
= (d-u5^, [P (Œ)]> montre que

a(V) = <^ ^(d^u)^)"^1.^^)]).

.̂
Soit y c a un petit lacet fermé entourant l'origine et parcouru dans le sens

positif. Alors :
H th(d.u)

a(V) = —— (& i=1 . . du ,
2ffl ^ (thu)"^1

u étant considérée comme variable complexe.

Remarquons maintenant que [-x]^ = - [x]. , donc '•—d est une série paire.
s [x] x

Notons a-, les coefficients de H ^i :
23 i=1 x

n l̂ d, , r .x23 .
i=1 x j^o "J
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Comme th(a + b) = f ( tha . thb) , th(du) = [ thu] . , la substitution de x = thu dans

[x]. étant correcte puisque t h 0 = 0 . Il résulte que :

-"" - ̂  •2) (À J> ;̂ M - ^n (J, ̂  .

puisque, en posant t = t h u, on a :

1 Ç du 1 F dt . 1 , s i ? j s n
2111 ^ (thu)"-2^1 = 2ffi <î ("-^(l-t2) ^O. si 2j>n

12. 3. Nous avons besoin maintenant de mieux connaître les coefficients des

séries [x] .

PROPOSITION. Soit n € Z. Alors modulo 16 :

n(l - x2 + x4 - ...) = " , si n est pair
Wn^ r 1 + x

x l 2 2
n-^-lKx^+x6-...) = n-^"—1^- , si n est impair.

1 +x~

Démonstration. Remarquons d'abord que [x]^ = 2x/1+x = Omod2. Donc

[x^-iïLix^^OmodIÔ. Urésulteque fx]^^ = f(rx]^, [x? s

= [x] mod 16. Enfin, comme [x] = - [x] , il suffit de vérifier la proposition

pour n = 0,1,2,3,4,5,6,7,8.

n = 0,1. La proposition est évidente.
2 .. . [x^ 2n = 2. [x] =2x/1+x" , d'où4 ' ) ~ *"^/ • T A , U VU —y - ——————^

- x 1 + \

n = 4 . [x]^ = F[x]^]^ = 2([x]^- [x]^+ [x]^- ...) en vertu du cas n = 2.

Comme [ x ] = Omod2, [ x^ sOmodS pour i^3 . Donc, [x^ - 2[x] mod 16.

n=3. [x]^-f(-x,[x]^) = (-x+[x]^)( l +x[x]^) = -x + [x]^ - x^xî^mod 16.

54
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I^J-a 4 4^2 3-5x2 8x2

Donc —— —l^-1^ -24 =2JX- = 3--8^ .
x 1+x- 1+x" 1+x" 1+x-

n=8. [x]g=[[x]^ = 2[x^(l-[x:l^+...)s2|:x^modl6, puisque

[x]. = Omod4.

n = 5. On procède comme pour n = 3 , en utilisant [x]- = f(x,[x]^).

n = 7. On procède comme pour n = 3, en utilisant le cas n = 8 et

[x^=f(-x, [x]g) .
8[x]2

n = 6. En vertu du cas n = 3, [x], = [[x] ]^ = 3[x] -———^ =
——— 6 2 3 2 1+[x]^

= 3 [ x ] modiô, puisque [x ]^=0mod2 .

2 rx^Remarque : Pour n impair, n - 1 s 0 mod8. Donc —— = n mod8.

12. 4. Revenons à la situation de 12.2 : on suppose que V = F. H ... 0 F

où F. est une hypersurface de P .-(C) de degré d..l ni+s i

LEMME. Supposons que m > 1. Alors H^V ; Z/2Z) = 0 ̂

i^ : H^P (C) ; Z/2Z) -» H^V ; Z/2Z) est un homomorphisme injectif

(i : V -* P (C) est l'injection canonique).

Démonstration. Nous allons appliquer le théorème de Lefschetz sur les sections

hyperplanes. Soit M c p (C) une sous-variété lisse projective de P ,_(C)m^s m+s
(qui peut coïncider avec P -(€)). Supposons que F c p (C) est une hypersur-m"T's rn+s

face de P (C) définie par un polynôme homogène F(z/.,...,z _) de degré d.m+s u m+s
On considère le morphisme de Veronese v . : P (C)-* P..(Œ) (cf. [47], ch. I,

§ 5), où N est le nombre de monômes en Zç.,..., z de degré d. Par définition,

v . associe au point fz,. : ... : z ] de P .(C) le point de Px,(C) dont lesu u m^s m+s FN

coordonnées homogènes sont précisément tous les monômes en z/.,..., z . On

voit que F 0 M est isomorphe à l'intersection de v (M) avec l'hyperplan de P^tŒ)

55



S. OCHAHINE

correspondant au polynôme F(ZQ, ... ,z^g). Donc, pour démontrer le lemme, il

suffit de prouver que si M est une sous-variété algébrique non-singulière de P (C),

de dimension complexe m > 2, telle que H1 (M ; 2/2Z) =0, et si H est un hyper-

plan de P (Œ), alors H^H H M ; 2/2Z) = 0 et 1 ' homomorphisme de restriction

H^M ; 2C/2Z) ^ H^H H M ; Z/2Z) est injectif. Or, d'après le théorème de

Lefschetz (cf. [333» P-41) , on a i r ^ ( M , H n M ) = 0 pour r < m, donc rS2. Il

résulte que H^M.HÏÏM)^ pour r ^ 2 , d ' où le résultat. D

PROPOSITION. Soit^aeomme ci-dessus. V = F H ... H î - ou^ F. est de degré d..

On suppose que m = 4 n + 1 et n > 0 . Alors :

(i) Pour que V admette une Spin-structure, il faut et il suffit que

s * d, + ... + d mod 2 ;i s
(ii) Si cette condition est vérifiée, la Spin-structure de V est unique à équiva-

lence près.

Démonstration. Nous avons vu dans 12.2 que i*T(P (C)) = T(V)®i*(îî ^...©n s).m+s
Donc, w^(V) coïncide avec la réduction module 2 de la classe ^((m+s+l-d.-d^-... -

-d )u). Comme m+1 s 0 rood2, la proposition découle immédiatement du lemme. D
0

12. 5. Soit, comme ci-dessus, V une intersection transverse de s hyper-

surfaces non-singulières F ,... , F de P_.-(Œ), m = 4 n + 1 , n > 0 . On supposei 9 ID'T'S
que V est une Spin-variété. Comme V admet une structure complexe, V satisfait

à la condition C de 9.3. Le théorème 9.6 montre alors que K(V) = k(V) pour

tout invariant de Kervaire K.

PROPOSITION. Soit K un invariant de Kervaire et d = d ...d le degré de V.

Alors : (i) s^ d est impair. K(V) = d——1 mod2 ;

(ii) ^i d est pair. alors d e 0 mod4 ̂  K(V) = âil-tl} mod2.
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Démonstration. : Considérons d'abord le cas où d est impair. Comme d .. .d = d,

chaque d. est impair. Posons M = F H ... H F (si s = 1, on prend
1 6 S

M = P ^ (C)). La variété M est une variété close orientée de dimension

2(m + 1) = 8n + 4. Comme on a vu ci-dessus, F. est duale dans P (C) à lai ro+s
classe d u . Donc V est duale dans M à la restriction de la classe d. u sur M.

Or, w (M) est la réduction module 2 de la restriction sur M de la classe

(m + s + 1 - d^- d-, - ... - d ) u. Il résulte que M possède une Spin^structure

pour laquelle V est une sous-variété caractéristique (puisque m+s+1-d^-d^-.. .-d =
£, î S

= d. mod2). Comme V à une seule classe de Spin-structures, celle-ci est induite

par la Spin -structure de M (au sens de 2.5). On peut alors appliquer à M et V

la proposition 6.2 : k(V) = - (a(M) - a (V • V)) mod2.

Remarquons maintenant que l'on peut calculer a(V • V) de la manière suivante :

soit Fç. une hypersurface non-singulière de P (C) de degré d-. = d, et en posi-

tion générale avec V. Alors C T ( F Q n v ) = a ( F Q O . . . r i F ) = a ( V - V ) . En effet,

(T(FQ H ... 0 Fg) ne dépend que des degrés d.,... ,d (en vertu de la proposition

12.2). On aurait donc pu prendre pour V • V la variété V H V où V est obtenue

de F. H ... H F par une petite translation linéaire de F.. Ainsi

k(V) = ^ (a(F^ H ... 0 Fg) - O{FQ H F^ H ... H Fg)) mod2.

D ' après la proposition 12.2 :

i f / s Md.x / s [x]cl,\\
k(V) = ^ S . f n ———} - S , ( H ———^ mod 2

8 v "^Vi^ x 1 m""1 \i=0 x I I

ou encore :

^-ît^s^^-JI, M^)"1-12 •

D'après la proposition 12.3, si d est impair :
' ) *) ^ *7

[x]^ = dx - (d - l)g(x) où g(x) = x -x + x - ... (congruence module 16).
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Donc :

^ fx ] . = ^ (d. x - (d^Dgtx)) s d... .dx5'1 - r É . - , .s-7

i=2 "i 1=2 1 • 1 2 s l 1=2

car d — 1 = Omod8.
De même ,:

^ [x] s ( d... .dx5-1 - f l (d2-!)] gt^x5-2 ) d2 x2 =
i=0 "i - s Li=2

= d2 d .. dx^ 1 - ( l (d^-Dx5 g(x) ) .
' • s i=2 x

Ona :

^.s^ - sm^xs+1) = 1 -

S^gtxïx5"2) = S^(g(x)) = 1 , car m = 1 mod4 ,

^s^^ = s^ = ° -
Donc :

1 ^ 9 s 9 s d--1

k(V) = ^((l-d")d....d- S (d"-D)mod2 = E (-5—) niod2 .
0 ' i s i=2 1 i=1 °

II reste à remarquer que l'application d •—» Jd—:-! mod2 de (Z/16Z)* dans

Z/2Z est un homomorphisme. Ceci prouve (i).
s

Si d est pair, remarquons d'abord que la condition s = E d. montre qu'au
i=1 1

moins deux des d^ sont pairs. Donc d est divisible par 4 et s ̂  2. Sans perte

de généralité, on peut supposer que d. et d^ sont pairs. On construit alors, comme

ci-dessus, M = F H ... H F et on vérifie que a(V • V) = a(F 0 ... H F ) où

FQ est une hypersurface non-singulière de degré d en position générale avec

FrF2ï"-Fs' s s
Comme d est pair, s = E d = L d, mod2. Donc, la variété M est une

i=1 1 i=2 1

Spin-variété (la Spin-structure est unique à équivalence près en vertu de la proposi-

tion 12.4). Donc a(M)=Omod16 (et. théorème 5.2). Donc :

k(v) = 2^ mod2 = gS^( [x]^x]^...[x^)mod2.
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Deux cas se présentent :

1er cas : II existe un d pair parmi cL,.. .,d . Alors la proposition 12.3 implique—_^_——— p y S

que k(V) = 0. D'autre part, d = 0 mod8, donc ^ ' ^ mod2 = 0, et la proposition

est démontrée dans ce cas.

' ) ' )
2e cas : Seuls d^ et d^ sont pairs. Alors S^^^d ^d • • • ̂ ^d ^ 2 ̂ ^"^s

^s^'2^ = ̂ 2- • ̂ s W^3) mod 16- où ^x) = x - x3 . x5 - ... .

Comme d^d ... d est divisible par 8, il faut calculer ^+2^0^ ^ mod2-

Or :Or :

g^(x)3 = x3(1.x2^3 = x^t-l^^^x21). x3! ̂ (x81^8^2)^ .
^=0

Donc :

^W^ -= ̂ (^-^-^n^^) = (n+1)mod2•

Ainsi :
d2 d d ... d

k(V) = ' 2 J — — — ® (n 4- 1) mod2 .
0

Si d s d = 2 mod4, k(V) = (n + 1) mod2 = ^ ^ i/ mod2 .

Si d ^ = 0 m o d 4 , k(V) = 0 = d^-1^ mod2.

Enfin, si d = 2 mod4, d. = 0 mod4, k(V) = 0 = ̂ "^ 1^ mod2.

Donc. dans tous les cas, k(V) = d^n"> ' v mod 2.
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§ 13 - INVARIANT DE ROKHUN D'UNE SPIN-VARIÉTÉ CLOSE

DE DIMENSION 8 n + 3

Le théorème 5.2 permet d'associer à chaque Spin-variété close M de dimension

8 n + 3 telle que w [M] = 0 pour tout 0;= (i ,... ,i ), un élément p(M) € Z/16Z.
u» 1 S

On va voir, dans ce paragraphe, comment calculer p(M) à partir d'une Spin-variété

compacte que borde M.

0»— ^ -rat- -

13. 1. Soit M une Spin-variété close de dimension l B n + 3 , n ï 0. Le

théorème 5.1 montre que, pour que M représente zéro dans û5131" il faut et il

suffit que tous les nombres de Stiefel-Whitney de M soient nuls.

Supposons cette condition vérifiée. Soit W81144 une Spin-variété compacte telle

que b W = M . Alors, a(W) mod 16 ne dépend que de M. En effet, si W est une autre

Spin-variété compacte telle que bW = M, W U-W est une Spin-variété close de

dimension 8 n + 4 , donc, d'après le théorème 5.2, a(W U -W) = 0 mod 16, d'où

a(W) = o(W') mod 16.

DÉFINITION. p ( M ) = o ( W ) m o d l 6 ç Z/16Z. Le nombre p(M) est directement lié

a 1 ' invariant k étudié dans les paragraphes précédents.

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n + 2. Alors

p(V x S ) = 8k(V), j^u 8 est considéré comme étant l'unique homomorphisme de

groupes Z/2Z -• Z/16Z qui envoie 1 sur 8.

Démonstration. Soit W une Spin-variété close telle que bW = - V x S1. Par défi-

nition de k(V), k(V) = 0^ mod 2. Comme, par ailleurs, on a p(V) = -o(W)modl6,

la proposition résulte de ce que 8 = - 8 mod 16. D
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13. 2. Il est parfois difficile de trouver une variété W telle que bW = M et

qui admet une Spin-structure compatible avec la Spin-structure de M.

Soit W une Spin—variété compacte. Supposons que 1 ' on ait choisi une tri via-

lisation de det T W au-dessus du bord bW = M. Alors M admet une Spin-structure

correspondant à cette trivialisation (cf. 1.3) compatible avec la Spin-structure.

Supposons que le fibre det T W IbW est trivialisé par la section non-nulle s. Le

lemme 1 de 2.1 permet de trouver une section lisse S de det T W transverse à la

section nulle, qui prolonge s. Alors V = S" (W) est une sous-variété close de W

et l'on a une identification" canonique J : Ç -* j detT W où '? est le fibre normal

de V dans W et j : V •• W l'injection (cf. 2.1). Nous dirons, comme dans 2.1,

que V est une sous-variété caractéristique de W. On peut alors munir V d'une

Spin-structure, exactement comme on 1 ' a fait dans le § 2.

Soit V • V 1 ' autointersection de V dans W. C ' est une variété orientée close

de dimension 8 n.

PROPOSITION. p(M) = o(W) - a(V • V) + 8 k(V).

Démonstration. Soit W,. une Spin-variété compacte telle que bW,.=M. W/. peut

être considérée comme Spin -variété par affaiblissement de structure. Le fibre

det T W.. est trivial. On peut donc prolonger la section s du fibre det T W,. i bW/. en

une section non-nulle SQ au-dessus de W,.. Alors - W,. U W est une Spin-variété

et, en recollant (et en lissant) les sections S/, et S, on obtient une section S de

det T (-W.. U W) transverse à la section nulle. (V,J) est alors une sous-variété

caractéristique de (- W,. U W, ̂  ), 4 = det T (- W U W), et la Spin-structure sur V,

construite à partir de - W/. U W, est équivalente à celle que 1 ' on a construit ci-

dessus .

En appliquant la proposition 6.2 à - W ^ U W , on a ;-a(WJ + a(W) - a(V-V)mod 16 ;

= 8 k(V). Or, p(M) = o(Wj mod 16. La proposition en découle. D
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13. 3. Nous allons appliquer la proposition 13.2 au calcul de p pour certains

espaces lenticulaires. Soit n ^-0 et identifions la sphère S8""*"3 avec le sous-

ensemble S IzJ2^ 1 de C4"'1'2-

Si q est un nombre naturel, on définit une action de Z/qZ sur S8"'*'3 par

X(ZQ,...,Z^^) =(e2ff l /q2Q,...,e2ff l /qZ4^^), où X est le générateur de

Z/qZ. Soit L(q) l'espace quotient de cette action. On note v : S8"'*'3 •* L(q)

la projection canonique. L'application (z^,... » z^J -» [z^ : ... : 7. ] de

C4"'1'2 - 0 sur ^y,.^) détermine deux espaces fibres en cercles
Q«- .^ C*» - -*«.--

pg : S ' P4^•\^ ei P^ : ̂ ^^n+l^' et on a un diagramme commu-

tatif

S8^3—————^ L(q)

^X A
^1^

On sait que le fibre linéaire complexe associé à p est le conjugué du fibre

canonique 17 . On le note T? . Comme ff est de degré q sur chaque fibre, le

fibre linéaire complexe associé à p s'identifie avec T?1. Donc L(q) = S^^ =

^bDff i^ , où S^) et Dt?^) sont respectivement les espaces des fibres en

cercles et en disques associés à 17q. Il en résulte que r(L(q)) = p"^ r(P (C)) ©c 4n4"i
e P^ft^. Or T(P4n^.1?)) est isomorphe à (2n+l)(r/©T;). Le fibre T) étant orienté

de dimension 2 , admet une Spin -structure canonique telle que det rf = T] (cf. 1.2).

U en est de même de ? . Donc r(P (C)) admet une Spin^structure pour laqueUe

det T^^^W) = (T? ® îî)2""*'1 . Si on trivialise r^ ^ îf de la manière habituelle,

P^.(C) devient une Spin-variété dont l'orientation est opposée à celle qui est

induite par la structure complexe de P, (C) .^n+'i

Donc r(L(q)) admet une Spin^structure pour laquelle detr(L(q)) =

= p^ det T (P^^^)) ® P^ (^ q) s ' identifie à p^ ffi q).

Nous aUons construire des Spin-structures sur L(q).
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Premièrement, pour tout q, p^^) peut être trivialisé par la section w

(cf. 2.6). Notons S la Spin-structure de L(q) qui lui correspond.

Ensuite, pour q pair, le fibre î}^ admet une Spin-structure, puisque

c^^) = -q • c (r/) = 0 mod2. Donc, le fibre tangent stable T(D{T|q)) admet une

Spin-structure. On notera S/, la Spin-structure induite sur le bord b D(îj ̂ ) = L(q).

LEMME. (i) Pour q impair, L(q) admet une unique classe de Spin-structures

représentée par S ;

(ii) Pour q pair, L(q) admet deux classes distinctes de Spin-structures

représentées par S^ e]t S .

Démonstration. Comme S n est le revêtement universel de L(q),

v ^(L(q)) = Z/qZ. H^(L(q) ; Z/2Z) = (Z/qZ) <S> (Z/2Z). Donc :

0, si q est impair
H^Uq) ; Z/2Z) = {

Z/2Z, si q est pair.

Donc L(q) a une classe de Spin-structures pour q impair et deux pour q pair.

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que, pour q pair, les

structures S et S/, ne sont pas équivalentes.

Si la structure S se prolongeait sur Dffi^, le fibre p^ffi^ admettrait

une Spin-structure correspondante (au-dessus de D(îf ̂ ) ). Il en résulterait que

S^ induit sur la fibre S c Sfi^ = L(q) une Spin-structure qui se prolonge sur

le disque D (puisque P^ÎJ^ID coïncide avec r(D2)). Or, on sait (cf. 3.2)

que S induit la structure de S qui ne se prolonge pas sur le disque D

(puisque [S^ . ^O dans 0 pln). Cette contradiction prouve le lemme. D

PROPOSITION, (i) Pour tout q et la Soin-structure S^, oo-a, :

p(L(q)) = (q- 1) mod1ô.
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{il) Pour q pair et la Spin-structure SQ, on a : p(L(q)) = - 1.

Démonstration.

'(i) Nous aUons appliquer la proposition 13.2 avec M = L ( q ) , W = D ( T i q ) .

On a vu dans le § 2 que V = P^^W c D^) est une sous-variété caractéristique

de Dft^, si P^ffi^ est trivialisé par oî. Donc, comme k(V) == 0 (puisque

k(V) = K(V) et H4"^ (P^(C) ; 2/22.) = 0 ), p(L(q)) = a(W) - a(V . V) .

En utilisant 1 ' isomorphisme de Thom H^P (C) ; Z) - H4"'*'^?/q), S(îjq) ; 2),

on voit que 1 ' on peut identifier la forme de produit cohomologique sur

^4n+2^q^g^ ^ ̂  avec la forme Z x Z - * Z , (x ,y )» -» -qxy . Donc :

atDffi^atW)— 1 .

La variété V • V c V est duale à la classe e (ijcl) = - q • u et son fibre normal

est la restriction de î}^. Donc, on voit, comme dans la proposition 12.2, que
[x],

a(V-V) = S^ ( ———)• En vertu delà proposition 12.3, si q est pair :
[x]

^""T^ = S4n("~a7) = -qS^d-Àx4-...) = - q mod 16 .

De même, pour q impair :
[xi

^-T^ = S4n(-q-(q2-1)(x2-x4+x6-x8+...)) =-qmodl6.

Donc p(L(q)) = - 1 - (-q) = (q-1) mod 16.

(ii) Soit q pair. Alors la structure S,, se prolonge par définition sur

Dd^). Donc p(S(ï^q)) = p(L(q)) = c^D^)) mod 16 = - 1 mod 16. G
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§ 14 - VARIETES CLOSES DONT LA DEUXIEME CLASSE DE

STIEFEL-WMTNEY EST DUALE A UNE Z/2Z-SPHËRE

D'HOMOLOGIE OU A UNE ff - VARIÉTÉ.

Les théorèmes 6.2 et 9.6 permettent d'obtenir des renseignements précis

sur la signature d'une variété close orientée dont une Z/2Z-sphère d'homologie

ou une ff -variété plongées est duale à la deuxième classe de Stiefel-Whitney.

14. 1. Soit M une vaïlété close orientée de dimension 8rv+4, V une sous-

variété close de M duale à w-(M).

PROPOSITION. S^ n > 0, et si V est une 2/2Z-sphère d'homologie, c'est-à-

dire si H^(V ; Z/2Z) = H^S8""^ ; Z/2Z), alors a(M) = Omodiô.

Démonstration. Comme H\V ; Z/2Z) = 0, V est orientable. Choisissons une

orientation de V. Soit x € H^M ; Z) la classe duale à la classe de V. La

classe x réduite module 2 coïncide avec wJM). Il existe une Spin^structure

sur M telle que e ( d e t r M ) = x (cf. 1.2) et V est une sous-variété caractéris-

tique de (M, 4 ), Ç = det T M (cf. la proposition 6.3). La proposition 6.2 donne

o(M) = a(V-V) + 8k(V)mod 16. Or, comme H4"4'1^ ; Z/2Z) = 0, le théorème 9.6

implique k(V) = K(V) = 0, où K est un invariant de Kervaire quelconque.

Par ailleurs, H (V ; Z) est un groupe de torsion. En effet, la suite exacte

0 -* H^V ; Z) ® (Z/2Z) -̂  H^V ; Z/2Z) -» Tor (Z/2Z, H^V ; Z)) -» 0

implique H^V ; Z) ^ (Z/2Z) = 0, puisque H^V ; Z/2Z) = H^S8"^2; Z/2Z) = 0

(n> 0 !).

D'autre part, o(V-V) = thx . L(V)fv], où x € H^V ; Z) est la classe

d'Euler du fibre normal de V dans M (formule de Hirzebruch). Comme x est

d'ordre fini, cela donne o(V'V) = 0. Finalement, a (M) = 0 mod 16. D
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Remarque : Pour n = 0, on ne peut pas démontrer o(V-V) = 0. Comme la

seule Z/2Z-sphère d'homologie de dimension 2 est S , on obtient le théorème

de Kervaire-MiInor [29] cité dans 1 ' introduction : o(M) = S2 - S2 mod 16.

14. 2. Rappelons qu'une variété close V est une ir-variété si le complément

d'un point x/. € V est stablement parallélisable.

Soit M une variété close orientée de dimension 8 n + 4, V une sous-

variété close orientée de M duale module 2 à w^(M). On notera V • ... - V

( 4 n + 2 termes) l'autotntersection itérée de V. Comme V^- ... • V est de

dimension 0, on peut la considérer comme étant un nombre entier.

PROPOSITION. S^ V est une ff-variété et n > 0 , alors

a(M) = a^^ • (V • ... • V) modiô, ou^ a^^ est le coefficient de x4"4'2 dans

la série xthx.

x3 x5
Remarque : Comme tous les coefficients de argth x = x + -s- + -g" +... appar-

tiennent au sous-anneau Z/^v c ^ composé des tractions à dénominateur impair,

il en est de même de th x, donc de x th x. La congruence ci-dessus doit être

comprise comme égalité dans Z/^v/1ôZ/-v = Z/16Z.

Démonstration. Comme dans 14.1 , on construit sur M une Spin^structure

pour laquelle V est une sous-variété caractéristique.

Nous allons voir d'abord que k(V) = 0. Comme V est une v -variété, on

peut choisir une trivialisation stable de T (V - x^. Soit D un petit disque plongé

dans M, x^ € int D. La trivialisation stable de T (V - \^ induit une trivialisa-

tion stable de bD = S n"*'1, donc détermine un élément de ir« (SO) dans le

noyau de 1 ' homomorphisme J : ffg (SO) -» ffg . Or, on sait que ce noyau est

nul (cf. [1 ]). On peut donc prolonger la trivialisation stable de r(V - intD) en une
en

trivialisation IQ de rV . En particulier, la classe fî de V dans Oo 5 est nulle.
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La variété V est munie de deux Spin-structures : l'une (notons-la s.)

provenant de la Spin -structure de M , l'autre (s/.) provenant de la tri vialisation

IQ . Remarquons maintenant que l'on peut trouver une tri vialisation t. de TV

qui induit s . En effet, les Spin-structures SQ et s diffèrent par une appli-

cation g : V -» ]RP00 = K(Z/2Z,1) (cf. 1.1). Or, il existe une application f :
oc .1

]RP -> SO qui induit un isomorphisme sur les groupes H ( ; Z/2Z) . On peut

définir f , par exemple, en associant à toute droite e dans R" la rotation com-

posée de la réflexion dans. l'hyperplan orthogonal à e puis de la réflexion dans

l'hyperplan 0 x ]RP"~ c Rp" . L'application fg : V - > SO et la tri vialisation

ÎQ donnent une tri vialisation stable t de TV et on voit tout de suite que la

Spin-structure qui correspond à t. est équivalente a s , .

La nullité de k(V) découle maintenant de ce que :

a) Tous les nombres de Stiefel-Whitney de V sont nuls, et, en vertu du théorème

9.6, k(V) = K(V) pour tout invariant de Kervaire K ;

b) L'invariant de Kervaire K est nul pour toute variété V de dimension 8n+2

(n > 0) dont la Spin-structure provient d'une trivialisation stable de TV .

Le point b) a été démontré dans [2] pour un invariant K particulier,

mais tous les invariants de Kervaire coïncident pour de telles variétés en vertu

du théorème 9.6.

Calculons maintenant a (V-V) . Soit y 6 H^M ; Z) la classe d'Euler

e(detTM) et soit i : V - » M l'injection canonique. On a (formule de Hirzebruch) :

a ( V - V ) = <thi"y . L ( V ) , [ v ] > . Or, L(V) = 1. Donc a(V.V) = < t h i^y, [v'j > =

= < t h y , i ^ [V'J> = < t h y , [ M ] U y > = (ythy) [M] = a y4"''2^] =

^n^' - - v ) -

La proposition résulte maintenant de la proposition 6.2. C
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Pour permettre une utilisation explicite de cette proposition, nous avons

calculé les coefficients a. ^ mod 16 (cf. Appendice III). En particulier, on

obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Soit M une variété close orientée de dimension 8n+4 (n > 0) .

Supposons qu'il existe une ir-variété close V plongée dans M duale à

w (M) modulo 2 .

Alors, s^ n comporte plus de 3 unités dans sa décomposition binaire,

a(M) = 0 mod 16.

Exemple : Soit 8 n + 4 = 1812, n s= 226. La décomposition binaire de n est

11100010, doncr dans les hypothèses du corollaire, o(M) = 0 mod 16.
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§ i5. -UNE OPERATION COHOMOLOGIQUE FONCTIONNELLE

Nous construisons ici, dans un cadre assez général, une opération cohomo-

logique fonctionnelle qui, pour les Spin- et Spin^cobordismes, donne une opération

inverse à droite de l'opération ô de 2.5.

Pour le lang&ge des spectres, le lecteur peut consulter [48] et surtout

[5l], chap. I. Les spectres seront désignés par des lettres majuscules soulignées :

X , Y , etc.

15.1. Soit X un spectre arbitraire (non nécessairement multiplicatif). Les

applications e : S1 -. X -» X qui définissent X^ permettent de le considérer

comme un module à gauche sur le spectre des sphères S . En effet, on peut définir

par récurrence des applications f , . : Sp ^ X - X en posant :p,q q p+q

f^.n = S

K.^p-i^r31"16. ( p > 1 ) (

où sP^c : S^1 . S1 . X -< S^1 . X , est la suspension (p-l)-ièmede e .q q q+1 q
Les applications f définissent un accouplement (S,X) -+ X (cf. [51], chap. I) qui

transforme X en S-module à gauche.

15.2. Nous allons aussi considérer X comme un S-module à droite. Pour cela,

notons -1 : Sq-» Sq une application de degré -1 . On prend pour

^V^'Vo
1 ' application composée :

Y c:q r c<l x (-1)^-1 .çq x iqfp - XXp . S ——^S . Xp———————^S . Xp ————^ X^ ,

où T est la permutation des termes. On vérifie que les f définissent un accou-

plement (X.S)-^X qui transforme X en S-module à droite.
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II résulte pour ^(X) une structure de TT (S)-module à droite. Nous

allons toujours identifier ^(S) avec l'anneau a des homotopies stables des

sphères, ou encore avec l'anneau ft^ du cobordisme parallélisé.

15.3. Soit À € a. un élément arbitraire. On notera ^ l'homomorphisme

ÎT^(X)-* ff^X) donné par ^ (x)=x.À .

Soient Y un autre spectre et a : X -» Y un morphisme de spectres. Alors

on a évidemment le diagramme commutatif suivant :

.,(X) ———^———„ .̂ (X)

-l I-v ^ '
^(D————^^iW

qui exprime le fait que fp. est naturel en X .

15.4. La proposition suivante exprime le fait que fp. est stable en X .

PROPOSITION. Pour tout X , le diagramme suivant est commutatif :

^(X)————^————^^(X)s<! i5*^ ip ^
"^(SX) ————^———„ ^^(SX)

(cf. la définition de S^ dans [51], chap. I).

Démonstration. Soient x € f f . ( X ) un élément et f : ŝ "1 -» X un représentant^_^_____——————_———^^_ j^ ^ jy^

de x . Par définition de S^ , (-ij^^x est représenté par 1 ' application :

S 1 , s^ sb ) S1 . X = SX .m m

Par définition du produit, (.-i)"1^^1)" (s^x) .À est représenté par 1 ' application

composée :
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s^s^s^" ^.s^x ^ ^"^..x = sxm m+n m+n '

D'un autre côté, (-^x.À est représenté par :

çk+m çi+n b^À. y ^n m,n „
S A U —————————————————y, A A b ___________' \ Xm m+n

Donc, (-1) S^(x.X) est représenté par la même application que

(-l)"14' + '"(S^x).^ . En comparant les signes, on voit que S (x.\) = S (x).À ,

ce qui est équivalent à la commutativité du diagramme.

15.5. Par définition, si B est un CW-complexe pointé fini, on a X.(B) = ÎT.(X . B)
K K "̂

(cf. [5l], chap. I). L'opérateur de suspension :

Y^ ' \^
est donné par :

S t
l̂ (X.B) ——^ ff^^(S1 . X . B) __^ff^(X . SB) ,

o ù t : S - . X < . B - » X ^ S B est la permutation des termes. La proposition 15.4

montre alors que <p^ peut être considéré comme une opération homologigue stable.

15.6. Soit X un spectre arbitraire.

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif :

^(OX) ————^———^ ̂ i^

i . rv^ —^—. \^w
(cf. définition de w dans [51], cûaïLj).

Démonstration. Remarquons d'abord que si A est un espace pointé, il existe une

application p : SOA -» A donnée par p(s . e) = e(s) , où s € S1 et où e : S1 -» A
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est un lacet de OA . Les applications p : SfîX -» X définissent un morphisme de

spectres p : SGX -4 X et il est immédiat que 1 ' homomorphisme composé :

S p
^(OX) —^——» ^k+l^^ ""^^k+l̂

coïncide avec w . La proposition découle maintenant de la proposition 1.4 et de ce

que <p. est naturel en X .

15.7. On a, par définition, X\B) = w^(F(B,X)) (cf. [51], chap. I). L'opéra-

rateur de suspension côhômologique X + (SB) -> X (B) est donné par :

^
^-k-i^^'ï^ —^ ̂ -k-l^8^ —ÏL> ̂ -k^8'^ '

où ^ : F(SB,X) ^ ftF(B,X) est l'identification canonique. Il en résulte, en vertu

de la proposition 15.6 et de ce que <p. est naturel en ^ , que fp. peut être éga-

lement considéré comme une opération cohomologique stable.

15.8. Supposons maintenant que le spectre ̂  est multiplicatif. Cela suppose,

en particulier, que l'on a fixé un morphisme-unité i : S -> X , de sorte que nous

avons, pour les accouplements correspondants, le diagramme commutatif suivant :

Donc, dans ce cas, ç?^ peut être décrit comme multiplication à droite par l'élément

t X de ff.(X) . Il résulte de 1 ' associait vite du produit que :fr i ^

^ : ̂ (x)— ̂
est un homomorphisme de v (X)-modules à gauche.
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15.9. Nous utilisons par la suite les notations suivantes :

D'abord,! et 1̂  désigneront les segments [0,1] et [-1,0] pointés

respectivement par +1 et -1. 1=1 u 1̂  « [-1,1 ] est un espace libre (sans point-

base). Le cercle S sera canoniquement identifié avec I/bl et pointé par bl/bl.

Pour tout espace pointé A on posera

C A = A A I , C_A =

On vérifie que 1 ' identité

C A = A A l , C_A « A A I ^ .

A x I = A x I u A x I_

induit, par passage aux quotients, l'identité :

A A S1 =C^A UC^A.

De plus on a :
C A n C^A = A .

15.10. Soit \ç a. un élément arbitraire. Pour n suffisamment grand, on peut

représenter À par une application À : S"̂  -» S". On pose d'abord

Z^S^.CS^S^D"^1
n À + À

(c'est aussi le cône réduit de \) . Ensuite, on définit

^ ^AZ^S^U C S^"^.n+q n gq^ +

En particulier, on a une identification S1 A Z - Z^ . , ce qui fait de (Z^}^ ^ un

spectre 7^ .

Les applications canoniques j : S" -» Z^ et r : C S™ -» Z^ donnent

des morphismes de spectres :

j : S -» 7^ et r : C^(S A S1) -» 7^ .

1 5 . 1 1 . Le spectre ZÀ n'est pas multiplicatif. Néanmoins, il est commode de parler

de Z -modules unitaires à droite (ou, simplement, de 2^-modules), c'est-à-dire de

spectres ^ munis d'un accouplement (^,^ ) "> X P0111" l̂ "̂  1e diagramme suivant

est commutatif :
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Remarquons que J ^=0 dans vA^), car, pour n suffisamment grand, 1 ' application

composée
^n+i À .. ^n ^n ^ ^ÀS —r S ——•> z^

est homotope à 0. n en résulte que <p. est identiquement nul dans ^(][)-

J5_12. Dans le cas où Y est un spectre multiplicatif, pour construire une structure

de Z^-module dans ^, H suffit de se donner un morphisme de spectres c : ̂  -» ^

pour lequel le diagramme
S ——L-———. Y

est commutatif. En effet, l'accouplement composé

(̂ ) JL^ (^) -2E2â^ ^

définit alors une structure de Z -module dans Y.

15.13. Soit X un spectre arbitraire. On notera I^(^) le noyau de <p^: IT^(X) •* nj^}.

On vérifie immédiatement que I' est un foncteur covariant sur la catégorie des spec-

tres. n découle de 15.8 que si ^ est multiplicatif, T^{X) est un idéal à gauche de v^(X).

15.14. Soient ^ et ^ deux spectres (non-nécessairement multiplicatifs) et

f : X -» Y un morphisme de spectres. On supposera fixée dans J une structure de

Z^-module unitaire à droite. Dans ces conditions, nous allons définir un homomorphisme

T^:I^) ̂  ^(D/4^)

homogène de degré i+1 (où i est le degré de A).

Soit donc x un élément de ]^{X) et soit b : S"̂  -» X^ un représentant de

x. On choisit également un représentant pour À : \ : S"41 - S" . Considérons

1 ' application composée g :

^m+k .,n+i bA À ,, c;n m,n^ „ m+n ^ „.
s A s ———^ ^m A s ——^ ^m+n ————^ -m+n •

Nous aUons étendre g sur les cônes C^ (S"^ A S"^) de deux manières différentes.
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D'abord, prenons pour G l'application

CJS^A S"4-1) = S"^ A C (S"4-1) ̂ ^ x A Z^ Jîîîl^ Y A Z^ ̂  Y
• + m n m n m+n *

n est clair que la restriction de G sur S"1'̂  A S"^ coïncide avec g.

Ensuite, comme xêl^(^), si m et n sont suffisamment grands, il existe

une extension G^ : CjS"^ S"^) -» X^^ de 1̂  ^ . (b A À). Posons G =f . G 1

Là également, on voit que G prolonge g.

En recollant G^ et G_ le long de S"14^ A S"4'1, on obtient une application

(cf. 15.9) :

G r S ^ A S ^ A S ^ Y^.

DÉFINITION. Tt(x^\^^W/^\^^(ï) est la classe de l'élément (-^"[G]

^ ̂ i^'

1Z—H' Pour justifier cette définition, remarquons d'abord que T-(x) ne dépend

pas du prolongement G^. En effet, le remplacement de G' par un autre prolongement

G " conduit à une application G, : s""̂  A S"^ A S1 -» Y dont la classe'" i m+n
[G^]€ff^^(^) diffère de [G] par l'addition d'un élément de la forme f y ,

[20.y^k+î )-
Ensuite, si Fon remplace b par sa suspension

c.m+k+1 1 c"1-1^ lAb cl „ ^m „0 — o A o > o A X > X < ,m m+1 f

il est clair que 1 ' application correspondante

Ô î S ^ ^ A S ^ A S ^ Y ,m+n+1

est la suspension de G et définit donc le même élément de ir . .(^).

Enfin, remplaçons À : S"4'1 -» S" par sa suspension

c. . ç^1-1-1 c1 A c"-1-1 1 A À ^ e1 <-" c^1
•bÂ . b = b A b ————> S A S =S

L ' application G est alors donnée par

CO^A S"^1) = S"*^ A C (S"-^1) -. X A Z^ - Y A Z\ - Y ,+ + m n+1 m n+1 m+n+1
et peut s ' écrire aussi
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S^A C (S"4-^1) » S^A S1 A CS"^ X_A S\ Z^ - X^A Z^,, -» Y..A Z^ - Y_,_,+ + m n m n+l ni n+l m+n+l

Elle diffère donc par le signe (-1) de la suspension de G ( (-l)"1 provient de la

permutation S^A S1-» S1 A S"1^ et (-l)"1 de la permutation X^A S1-» S^X^).

De même, <5_ diffère par le signe (-1) de la suspension de G_ . Donc, dans

\ • i(X) on a [c] = (-1)k[G]. Or, pour la définition de T^(x), H faut prendre

(-^"[G], sil*onpartde À et (-D^^^C], si l'on part de SA.

En conclusion, T,(x) ne dépend ni du choix de G^ , ni du choix du représen-

tant b de x, ni de celui de À , ce qui justifie la définition de T-(x).

15^16. Supposons donnés : deux spectres arbitraires ^ et ^ , deux ^ -modules

Xi et Xa > deux "ïorpms111^ î<! : Si "* Xi et f2 :^2"> ^2 ' un ^lo^Phisme

h : X ^ ̂  et un morphisme de ^-modules H : ̂  -» ^ tels que le diagramme

Y ' Yl̂ ^ Xi"i .3 r
&2 ——•——» Xî

soit commutatif.

PRQPOSIT ION. Le diagramme suivant

te) —i—^ î+î iAi+W
^1 1"*[ T [

^) ———Ï-» ^^1(I2)/t2.^^1(S2)

est commutatif.

Démonstration évidente.

1 5 . 1 7 . Supposons que Y est un Z -module adroite. On peut munir SY de la struc-

ture de Z -module de la manière suivante : prenons pour

SY^AZ^ SY^
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1 ' application :

S^Y.AZ^ -^il^S^Y^SY^

ou f : Y A Z^ -» Y définit la structure de Z^-module dans Y.n,m n ni n+m ~~ —
Soient comme avant ^ un spectre, J un 7_ -module et f : ̂  -» ̂  un mor-

phisme de spectres. Comme sp. commute avec la suspension (cf. 15.4), l'opérateur S^

envoie Î^{X) dans I^(S^).

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif :

î ) ————, i^(X)/f,^i^

^Ï T ^
Î^(SX) ——SL-> Vi,2(SY)/stA^2(SS)•

Démonstration. C'est à peu près trivial, si l'on tient compte de ce que par définition

de la structure de 2^-module dans S^, on a le diagramme commutatif suivant :

(^m^n ———^ ^m+n

1 ^ X ^S A (Y A Z^ ———> S A Y,n' m+n

15.18. La proposition 15.17 entraîne, comme pour <p^ , que T^ peut être considéré

comme une opération homologique fonctionnelle stable.

Pour tout Z'^-module Y on peut définir une structure de Z^ -module dans

m en prenant pour

( ÎY^AZ^ OY^

1 ' application qui à i A z associe le lacet

t ^^(t)Az),

où f : Y A Z^ -* Y définit la structure de Z^-module dans Y . Par le mêmem,n m n m+n — —
procédé que dans 15.6, on peut alors prouver que T- commute avec l'opérateur de

lacets a; et en déduire (cf. 15.7) que T- peut être considéré également comme une

opération cohomologique fonctionnelle stable.
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15.19. Considérons maintenant le cas où ^ et ^ sont des spectres multiplicatifs

et où f : ̂  -» Y est compatible avec les produits. Nous avons déjà vu que Î^(X) est

un ff^ (^-module à gauche (cf. 15.13).. Par l'intermédiaire de f^, on transforme égale-

ment ff^(][) en un ff^)-module à gauche. De plus, f^«.Q<) est évidemment un ff^)-

sous-module de ff^(}[), de sorte que ^(ï,)/^^) est également un nj^)-modùle.

PROPOSIT 10 N^ L 'homomorphisme

T( : ̂ ) -^ ^(D/ÎA^)

est un homomorphisme de ff^(X)*modules à gauche gradués.

Démonstration évidente 4

15.20. Pour terminer ce paragraphe, nous allons voir de quelle manière T- dépend

de la structure de 7^ -module dans .̂ Pour cela, supposons, comme dans 15 .19 , que

f : X^ -» J est un morphisme de spectres multiplicatifs et que la structure de Z -module

dans }f est définie, comme dans 15.12, à l'aide d'un morphisme c : 7^ -* Y . Supposons

que sans changer f, X^ et ^, on remplace c par un autre morphisme c '..

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif ':

î )
T0 ^^ ^sT0'

Vi+î A^) \^ï)/^\^)
projection ^^ ^^projection

Vi+î V^ + f^®•'îi+1(X)

Démonstration. Il découle de la définition de T.. que T^x) - T0 (x) est représenté

(au signe près) par le produit de f x par une classe de iî. (Y) obtenue en recollant— 1+1 ~"
les deux applications :

^ ç;n+i n ^À n .,
c+s ——^ ^n ——^'n

et . . r r '~ -n+i ~ ^ c-n+i n ^A "n ^ „C_S - C^S ——> Z^ ——^Y^ ,

d'où le résultat.

78



§ 16. - DEUX CAS PARTICULIERS DE T- .

Dans ce paragraphe, on étudie deux cas particuliers des constructions du § 1

le cas des cobordismes spinoriels et le cas de la K-théorie. Le lecteur remarquera

1 ' analogie qui existe entre la construction de T- et la construction de 1 ' opération T

de Stong [48], ch. XI. Les propriétés de cette dernière constituent en fait la princi-

pale motivation pour 1 ' introduction de T- .

1 6 . 1 . Dans ce paragraphe, À désignera l'élément de Çî^^ïïAs) représenté

3 2par 1 ' application de Hopf S -» S . n nous sera commode d * avoir la description sui-

vante du spectre 7_ : On sait que l'espace projectif P^(C) est formé à partir de

P^(C) = S en y ajoutant une cellule D4 attachée à l'aide de l'application de Hopf

S3 -» S2. Donc, on peut poser Z^ = P^(€) et Z^ = S"1"2 A P^C). Par ailleurs, si

77- désigne le fibre complexe linéaire sur P-(€) tel que < c-(î7.), [P,(€)] > = 1 ,

on a une identification T(T}J = P^C). On peut donc poser Z^ ^(e"^2^^), où Q"1"2

est le fibre réel trivial de dimension m-2 sur P .,(€).

16.2. Notre premier exemple de T. sera celui où X = M Spin et Y^ = M Spin0 ,

spectres d'espaces de Thom, et où f : ̂  -» ̂  est le morphisme d'oubli induit par

l'injection de groupes Spin^ -» Spin^ (cf. 1.3) . . Remarquons que les spectre? ^

et ^ sont multiplicatifs. En particulier, dans ^.l'opération ^ coïncide avec la

multiplication par L^À à droite (cf. 15.8). On voit tout de suite que L^À = [S1 ] (cf. 3.2multiplication par L^À à droite (cf. 15.8). On voit tout de suite que L^À = [S1 ] (cf. 3.2)

16.3. Pour donner une structure de ^-module à droite dans M Spin0 il suffit

en vertu de 15.12. d? choisir un morphisme c : 7^ -» M Spin0 qui prolonge le mor-

phisme-unité L : § - M Spin0 . Pour cela, remarquons que le fibre ô""2 ^ T} a une

structure canonique de Spin^fibré vectoriel (cf. 1.2) . Donc, il existe une applica-

tion classifiante P^(<C) -» BSpin0 qui induit une application
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c : S""2 A P.(C) = T(9""2 ® TïJ -» MSpin0 des espaces de Thom. On obtient ainsi

un morphisme c : ̂  —4 MSpin0 , et, comme chaque c : T(9"~ © î^) -* MSpin0

préserve les fibres, le morphisme c prolonge t .

16.4. Posons 1̂  (M Spin) = I8^" . Les résultats du §15 nous conduisent à l'exis-

tence d'une opération
^ . ,Spin ^SP^/f nSP1"
' f^k ^ "k+2 ^'V^

qui dépend, en général, du choix que nous avons fait de c.

Le cas particulier qui nous intéresse plus spécialement est celui où k = 2 mod 8.

On sait (cf. 5.1) que'la multiplication par [S11 annule ^p l n » donc on a dans ce

cas I8^" = O8^" et T. est donc une application

T • Q^1" —^ n?1331"0/! ^pin
- T^ • "k ^ -k+2 ^"l^ •

16.5. Nous allons voir que dans le cas où k = 2 mod 8 , T- ne dépend pas en fait du

choix de c. D'après la proposition 15.20, pour le prouver, il suffit de prouver que le

sous-groupe f^ n^P1". Çî^^ de Cï3^ est nul. Pour ce faire, remarquons que c'est

un sous-groupe de torsion, car tous les éléments de R8131" sont d'ordre 2. Remarquons
c • c

ensuite que l'image de f^ O^P1"» Çl^^ par 1 'homomorphisme d'oubli Cî^" ^ 0^

est nulle. En effet, O8131"0 est engendré par [P^(€)] qui est nul dans o|° =0.

Notre affirmation résulte maintenant de ce que le noyau de O^P1" -» 0 .̂ est sans

torsion (cf. [48] , ch. XI).

16.6. L'homomorphisme T- admet aussi une description géométrique. Soient

v ç I8?1" un élément arbitraire et ^ une Spin-variété close représentant v.. La

variété Vk x 51 représente 0 dans O8131" » donc il existe une Spin-variété compacte

W^2 de bord bW = V x §1. Par ailleurs, en tant que Spin-variété, §1 = bD2. On

peut donc former une Spin— variété close M^2 = V x D2 u -W. On voit tout de suite

que M^2 représente T^(v).
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16.7. Le premier corollaire de cette description est que l'image de T. est

contenue dans wi^.2'/î*o^n (cf- la défimtion de w^ccr^pin dans 3-3 et

4.2) . En effet, la variété M^2 est une variété à déterminant sphérique.

Ensuite, on a ^[M^2]) = [V*^ (cf. 2.7 et 3.2) . . Comme l'homo-

morphisme ô est nul sur ^^^5" > 11 déû"̂  "" homomorphisme

-^A^T-"?1"
dont l'imagp est contenue dans I..151" (ceci résulte de la présentation canonique des

variétés à déterminant sphérique ( 2.7) . En conclusion, l'homomorphisme 5 est

l'inverse à gauche de T.. En particulier. T. est iryectif. n est également surjec-

tif, car la forme V x D u -W est la forme générale des variétés à déterminant sphé-

rique (cf. 2.7) . Nous avons démontré :

PROPOSITION. T. : I8131" -» W0 Q/^^3^" est un isomorphisme. L'isomorphisme

inverse 'à est induit par l'homomorphisme ô : W0 , -^ ^.pln .

16.8. On notera respectivement BO et BU les spectres qui définissent les K-

théories réelle et complexe. On a par définition, BU^ = BU, BU^ - = OBU et

les applications e. : S1 A BU.—>B\J. . sont construites à l'aide des équivalences

d'homotopie de Bott. Le spectre BO est construit d'une manière analogue.

Nous allons utiliser le fait qu'il existe des classes de Thom (orientations)

u5 : MSpin —^ BO
et

uc : MSpin0-^ BU.

construites à l'aide des algèbres de Clifford dans [5] (cf. [48 j, Ch. XI).

On notera ^ : BO—^ BU le morphisme de complexification. Les classes u5

et u0 sont telles que le diagramme

MSpin ——u-————^ BO

oublia ^ ^
c ^ -^ BU

est commutât if.
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16.9. L'existence des orientations u® et u0 permet de définir les nombres carac-

téristiques des Spin- et Spin - variétés respectivement dans la KO- et K-théories, de

la manière suivante :

Soit A un des deux anneaux Z ou Z/^. On notera, pour tout espace topo-

logique E, K^(E) = K^(E) (8> A et KO^(E) = KO*(E)<» A . Soient a€ KO^(BSpin) une

classe caractéristique et M" une Spin-variété close. On représente la classe de

cobordisme de M" par une application g : S""̂  —^ M Spin . Alors par définition, le

nombre caractéristique normal a^tc K0""(pt) est l'image de a par l'homomor-

phisme composé :
s 4^

KO (̂BSpinp) -i-> KÔ^(MSpinp)-^ KO^ (S""̂ ) - KO^" (pt),

où ^s est l'isomorphisme de Thom correspondant à u5.

Remarquons que en utilisant l'homomorphisme

, KO.(BSO) —,> KO. (B Spin),«/v j\»
on peut définir a [M"1 pour a€KO(BSO).

De la même manière, si M" est une Spin°-variété close et si a<6 K (BSpin0)

(ou a^€ K^(BSO)), U est possible de définir a^[M"] ç K~" (pt).

Les nombres caractéristiques ainsi obtenus sont des invariants du cobordisme

correspondant et définissent des homomorphismes

et
a:0^" -^ KO "̂ (pt)

a, : ̂ inc-̂  K "̂ (pt) .

Comme il résulte du diagramme 16.8, on a, pour a€ KO (BSO), le diagramme commuta-

tif suivant :

^pin ___ ^n ̂

'1 ^ |̂ *oubli

^^-"(ptL.n •^ — / '
où ^ est induit par le morphisme de complexitication ^ : BO -* BU .

A côte des nombres caractéristiques normaux, on peut considérer les nombres
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tangents, plus commodes pour les calculs.

Pour cela, considérons l'involution 1 : BSO -» BSO obtenue en classifiant

les fibres -y sur BSO(p) et en passant à la limite. Pour toute Spin-variété close

M" et tout a€ KO^(BSO), on pose a[M"1 = (I*a) [M"]^ . De même, pour toute

Spu^-variété close M" et tout a^ ç K^(BSO) on pose a^[M"] = (l'^)[M"'^ .

Bien entendu, les nombres tangents sont également des invariants du cobor-

disme correspondant.

Par la suite, tous les énoncés concerneront les nombres tangents, les nom-

bres normaux apparaissant comme outils dans certaines démonstrations.

16.10. La proposition suivante montre que dans certaines dimensions a [M"] et

a^ [M ] peuvent êtce exprimés comme nombres cohomologiques rationnels de M".

On notera ch : K~^ (pt) -» H*(S" ; Oî) l'homomorphisme composé

K^(pt)-^ K^S") -ÉL^S";®).

PROPOSITION (cf. r48"L ch. XlL a) Soit M" une Spin-variété close et aêKOjBSO).

Alors on a :

ch(^(a[M"])) [S"] == (ch(^(a)).À(M")) [M"],

oy AtM") désigne la Â-dasse rationneUe de M" correspondant à la série formelle

(VÎ/2)/shC/î/2) (cf. ci-dessous 18.3).

b) Soit M" une Spin-variété close et a-€KJ[BSO). Alors on a :

ch(a^ [M"]) [S"] = (ch a^ . Td(M")) [M"] ,

o^ Td(M") = e'^.ÂtM"), x = c^det T M").

Remarques. 1) n est facile de voir que b) ==» a) si l'on pose a. = «; (a) et si l'on

utilise le fait que pour une Spin-variété considérée comme Spin0-variété on a x = 0

et la commutativité du diagramme 16.9.

2) On sait que l'application K""(pt) -• 0) donnée par y i-̂  (ch y) [S"] est

nulle pour n impair et est une bijection de ^"(pt) = Z sur Z c Q pour n pair.
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De même, l'application K0~"(pt) -» ^ donnée par y i—î> ch(^(y))[s"] est nuUe pour

n ^ 0 mod 4, est une bijection de K0"""(pt) = Z sur Z c ® pour n = 0 mod 8 et est

une bijection de K0""(pt) = Z sur 2 Z c ̂  pour n = 4 mod 8. Ceci et la proposition

ci-dessus expriment entièrement les nombres a^l"") et a^[M"] respectivement

pour n = 0 mod 4 et n = 0 mod 2 en termes des nombres de Pontriaguine rationnels.

16.11. Nous allons maintenant appliquer les résultats du § 15 à la situation

^ : B^ -» B^ . Pour cela, il faut définir pour le spectre BU une structure de Z -module
a »\

(avec, comme toujours, c-ÀrCo. représenté par S -» S ). EiLvertu de 15.12, il suffit

de fixer un morphisme c : Z -» BU qui prolonge le morphisme-unité. Prenons donc
ç

pour c le morphisme composé 7^ —^ M Spin0 -U-^ By , où c a été défini dans l6.3.

On posera Ç = L^BO) . D'après le § 15, il existe un homomorphisme
T»:<o-^ ̂ ^/^^^

que l'on peut écrire aussi

T^ :^°——> K-^pDA^KO-^pt).

16.12. Le cas particulier qui nous intéresse est encore celui où k = 2 mod 8. On a

alors KO'^^pt) =0, donc 1̂ ° = KO'^pt) = v.(BQ) = Z/2Z. On a ensuite

K'^pt) = ̂ (By) = Z, et K0'"k"2(pt) = v^W) = Z. De plus,

^W^^ \^
est la multiplication par 2. n en résulte que T est un homomorphisme^

Z/2Z = tr^(TO) —3, ^+2(By)/^T^k+2(B^) = Z/2Z-

PROPOSmON. Pour k=2mod8, T. est indépendant du choix du morphisme

c : Z^ -^ BU.

î nDémonstration. Il suffit de voir que le sous-groupe ^ l1. . ir^(BU) =0. Or, c'est

évident, puisque l'homomorphisme ^ : ff.(BO) -^ \(By) est nul pour k = 2 mod 8.
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16.13. Nous allons maintenant utiliser la proposition 15.16.

PROPOSITION. Pour k = 2 mod 8, l'homomorphisme T est bijectif.

Démonstration. Posons dans 15.16: X. =MSpin, X, = BO, Y, =N180113°, Y^ = BU ,
———i^-—————————————————— —— j —————A———— ———^ ————— —— ^ —————*> —— 6 ———'•'

h = u5, H == u0, f., = f, f^ = ^ . Comme u° est un roorphisme de spectres multiplicatifs

et que par définition de S on a le diagramme commutatif

ZÀ

MSpnT--——^ B^i,

H est un morphisme de ^-modules. Compte tenu du diagramme commutatif 16.8, il

résulte de 15.16 que l'on a le diagramme commutatif suivant :

o^n _ZL^w^/f,<f

";j ' T H
\(BQ) ———î———> Vs^7^^^-

Pour démontrer la proposition^ il faut prouver que T ^0. Comme T^ est bijectif

(cf. 16.7), il suffit de prouver que u^. ^ 0 ou encore, en vertu de la proposition 16.10

qu'il existe une Spin^variété M^2 à déterminant sphérique telle que

TdO^2) \M^2} = 1mod2 .

Posons d'abord k = 2 . Soit M4 = S1 x D2 U -W4, où W4 est une Spin-variété

compacte telle que bW4 = (S1)3. Autrement dit, M4 représente T^([S1]2) (cf.16.6) .

On sait que la signature o(M4) E 8 mod 16, car l'invariant k(§1 x §1) == 1 (cf. 7.1).

Donc, p^M4)^4! = 8 mod 16. Par ailleurs, on a

T,,,M-).̂ .- .̂
9 c 4car x =0 pour toute Spin-variété à déterminant sphérique, puisque det T M est

la préimage du fibre TL sur P (Œ) (cf. 3 .1 ) . Donc TdtM^EM4] = 1mod2 .
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oâ

Supposons maintenant que k = 8 A+2 (A > 0). Il existe des Spin-variétés M

telles que ÀO^^rM8^") = 1 mod 2. En effet, il existe une SU-variété M telle que

ÀO^rM8] = 1 (cf. F21]). On peut donc poser M8^ (M8)^.

Prenons alors pour M^2 un représentant de ^([M8^] x [§1]2). Comme- T^

est un homomorphisme de ^^"-modules (cf.15.8), on a \U^2} = [M8^ ] x [M4!.

Alors

Tdd^2) fM^I = T^M8^ M^fM8^ M4! = (T^M8^ ® T^M^EM8^ M4!

^^^^^.T^M^EM4") s 1 mod 2.

16.14.. Nous arrivons maintenant au résultat principal de ce paragraphe. Soit comme

toujours A = Z ou A = Z / ^ \ .

THÉORÈME. Soient Vk (k = 2 mod 8) une Spin-variété close, M + un représentant

de T^CV^) e^ a€KO.(BSO) une classe caractéristique. Alors

^(aïEM1"'2] mod 2 çK^^pt) ®(Z/2Z)^ Z/2Z

coïncide avec

a^] € KO^(pt) = Z/2Z.

Démonstration. Il suffit bien sûr de prouver le théorème pour A = Z. Soit donc

a € KO(BSO). Nous allons d'abord construire des morphismes

a : M Spin —^ B^

et ___ „
"Î^IaT : M Spin'' —^ BU

correspondant aux classes ^(a) et ^(^(a)). Pour cela, représentons la classe

^(a) € KO^M Sping ) par une application MSping -» BO = BOg . C'est l'appUcation

ào . Ensuite, l'application composée :
£o a

S1 A MSpin^ 3^1, MSpingp -^ BO = BO^

correspond à une application a« - : MSping .-* CBO = BOg ^. En répétant ce

procédé on obtient pour tout q une application

Sq:MSpinq—^ BOq

86



INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISES

et l'on vérifie immédiatement que les a définissent un morphisme de spectres

5 : MSpin -» BO .

Le morphisme <) (a) : M S pin0 -» BU est défini de la même manière.

Remarquons que l'homomorphisme induit a.. : v. (MSpin) -» ff^(EO) coihcide

avec l'homomorphisme a introduit dans 16. y. De même, (î">"Ia) L. coïncide avec ^(a).

Enfin, le diagramme commutatif de 16.9 est induit par le diagramme commutatif

f i c ^ "̂k/CrMn" " 01 I

BO

l*
BU .

LEMME. ^ (a) : M S pin0 -^ By est un morphisme de ^ -modules à droite.

Démonstration. Pour a = 1 nous l'avons déjà vu dans 16.13, car on a alors ï"^aT= u0.

Nous allons donc supposer par la suite que a ÇKÔ(BSO). Il suffit de vérifier la commu-

tativité du diagramme :

MSpin^AZ^ Î2py2q > MSpin^

-î^î^p^j ^2^^ptôq

^p" ̂ q g2py2q > BU2p^2q = Bu'

ou f : (M Spin0 , Z^) -» MSpin0 et

g : (B^ , 7^ ) ——» BU

sont les accouplements définissant les structures de 7_ -modules dans MSpin et BU.

Premièrement, l'application ^aL ^ . f^ ^ représente l'élément

^(^(aKy^ x (e2^2 © r^)) ç^^^MSpin^ AZ^),

où y0 est le fibre canonique sur BSpin0 et où y0 x (9—" te 17^) est un fibre

sur BSpin0 x P (Œ). Dans l'algèbre de Hopf KO(BSO) on a

A(a) = a ® 1 + 1 8 > a + ^ b . ® c - ,

où b., c. ÇKÔ(BSO). Il en résulte que

^(a)(y^ x (e^-^îî^)) = ̂ ^(a(y^) ® 1 + 1 ® afe2^2®^) +Ç b^(^p) ̂ (e2^2®^^)

=^(a)(^p)®1,
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car le fibre e2^2 ® ̂  est stablement trivial en tant que fibre réel orienté

(l'homomorphisme irjBU) -» ir^(BSO) étant nul et compte tenu de ce que P-(Œ)=S2) .

Donc ?^2p+2q-'^p^q représente le produit ^(^(aK^p^u^e2^2®^).

Par ailleurs, l'application Z^ ^^^o « BU représente la classe de

Thom u^e^"2 ® T^), par définition même de c . Donc , g^ ^ . (5^) A 1) repré-

sente le produit

^(aXyjpM^u^e2^2®^),

par définition de l'accouplement g et compte tenu de ce que le produit

^p^^q -> ^p^q
correspond au produit tensoriel de fibres virtuels de dimension 0.

En conclusion, on a (à homotopie près) :

Wp^q ° ̂ p^q = 82p,2q ° ({^ A 1)»
ce qui prouve le lemme.

Le diagramme qui précède le lemme, le lemme lui-même et la proposition 15.16

entraînent la commutativité du diagramme (k = 2 mod 8 ) :

^m ^W^/f^"

^[ ^^
\(BQ) -^L^ W^^k^^-

Comme ^ est bijectif (proposition 16.13), les remarques précédant le lemme montrent

que ^(a^M^^nK^ coïncide avec a (V^ ] y . La classe a€KO(BSO) étant ici

arbitraire, on peut la remplacer par I*a (cf.16.10). Le théorème découle alors de

la définition des nombres caractéristiques tangents.

1 ^ < ' ^ g > • L'intérêt du théorème 16.14 réside dans le corollaire suivant :

PROPOSITION. So^ a€KO^(BSO) et supposons fixé n ^0. Les propositions suivantes

sont équivalentes :

a) Pour toute Spin-variété close V8"'*'2 on a dans KO'".8""'̂ ) = Z/2Z :
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a[v] =k(V) (o^ k(V)€Z/2Z est Invariant défini dans 5.3) .

b) Pour toute S pin "variété cjose M à déterminant sphérique on a dans

^""V) « A : ̂ [M8"^] « o(M)/8 mod 2.

Remarque. On a toujours o (M) = 0 mod 8 (cf. 5. 2) ce qui justifie l'énoncé de b).

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théorème 16.14 et de la définition de k

en termes de signature.



§ 17. - QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CLASSES CARACTÉRISTIQUES

QUI MESURENT L'INVARIANT k

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer quelques propriétés des classes

a € KO (BSO) équivalentes aux propriétés a) et b) de 16.15, mais plus faciles à

vérifier.

1 7 « 1 . Commençons par un résultat technique :

PROPOSITION. Soit M41" une Spin^variété close à déterminant sphérique et soit

V41" une sous-variété caractéristique de P.(C) x M (cf. 2.1), c'est-à-dire duale
f\

au fibre det r(P (C) x M) = r^ ^ det TM . Alors pour tout multi-indice w , on a :

PO,̂  = 2p^ [M] .

Démonstration. Posons u = c (î? ) ® 1 et x = 1 <8> c.(det TM) . On a u = x = 0 ,

car det T M est sphérique. Si p désigne la classe totale de Pontriaguine et si

j : V -» P (C) x M est l'injection canonique, on a :

P(V) = J*(p(M)/p(r^ det TM)) =

= J%(M)/(1 +(2u+x)2)) =

= J%(M)(l-4ux)) .

Donc p^(V) = ĵ (M) - 4uxp^^(M)) .

Si l'on pose p* = p.(M) - 4uxp.^.(M) , on a :

P^EV] = <j*p^[v]> = <p^,^[v]> =

= <PL.[P^(C)XM3 U(2u+x)> =

= ((2u+x)pL) [P^(C)XM] .

Or, on a : (2u + x) p^ = (2u + x) p^, (M) (car x = u = 0) .
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Donc :

P^[V] = <2up^(M), [ P ^ ( C ) x M ] >

4. <xp^(M), [P^ (C)xM]> =

= 2p^[M] . c.q.f.d.

17.2. Nous allons tirer de 17.1 quelques conséquences.

D'abord, désignons par K5^" c C^131" l'ensemble des classes x telles que

a[ x ] = 0 pour tout a € KO(BSO) . Il est clair que K^10 est un sous-groupe de

^Spin (on (a^ un idéal)-; 'Considérons l'homomorphisme :

w;— r^/K^"

défini par u —» ô([P^C)] .y) + K^" .

Si y ç f ^spln c w!+4 (autrement dit, si y est représenté par une Spin-

variété), on a :
y ——— y.+K^"

où , pour tout multi-indice a;, on a : p^ [y' ] = 2p^ [y] (cf.17.1), donc également

a [y' ] = 2a [y^ pour tout a € KO(BSO) puisque dans les dimensions divisibles par 4 ,

a [y j est une combinaison linéaire rationnelle des pu; [y ] (cf. remarques 16.10). En

conclusion, y <—» ô(P (C).y) induit un homomorphisme :

a c . w0 / f r^1" ____» rn^^/k^P1" \ s> (2./2Z)^ • ^Sn-^^^Sn^ ^Bn^71' ôn^ ^ VZ/2A) •

De la même manière, posons K81^ c Cl la préimage de K^" par l'homo-

morphisme d'oubli ^su -» ^^pln • II est clair que l'on a une injection :

r^/K^———1.———— ^Pin/K^" .

Ensuite, Tor ̂ 1^ c K^j^ » car» nous venons de le voir, si a <= KO(BSO) ,

a [y 1 est une combinaison linéaire de nombres de Pontriaguine, qui sont nuls pour

y € TorCÎ^^ . On sait ([50]) que 1 ' homomorphisme "^j—4 ^^/Tor est

surjectif. Donc ^u -4 ^^îî^ln1^ 1 'est également et, finalement, on obtient :
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PROPOSITION. L'homomorphisme d'oubli induit un isomorphisme :

i • O50 /K?0 ___^ ..Spin/^Spin1 • "Bn̂ n̂.̂  "Bn-Ht̂ Sn^ •

II existe aussi un homomorphisme p analogue à ^c et l'on a un diagramme

commutatit :

Wu /f 0^ ^u //.SU y.,SU ̂  cw/^\
"8n+4 / ̂  " 8n+4 ————————> { " 8n+4 / K8n+4) ® (2/2Ï)

oubli ^ i® 1

^/^ss ^ . ̂ ^ss^^
''7.3. Nous aUons voir quel'homomorphisme pu est surjectif. Rappelons que Wu

possède une structure d'anneau commutatif relativement à un produit ^ (différent de

celui de 0^) (ct.II.l)1'. Cet anneau est isomorphe à l'anneau de polynômes

^^^é'^^W"^ ' °" ^"^i^^l • u ®st possible de choisir une base

x^,y^,yg,... pour W^<8» (2/22) pour laquelle d y^ = y^_^ (n^2^ où d désigne

1 ' homomorphisme composé (cf. n. 1 ) :

U _^ybli——, U ô SU oubli U
4n -^n "4n-2 ^n-2 •

On sait (cf. [21] , [48] , ch.X) que l'homomorphisme ô : W^ .-^ft^. est8n+6 8n+4
surjectit. Si A € Wg^ est un monôme en x^,y^,yg,y^,..., on a :

soit a) A = B * y^^ (n ̂  2) , B € W^ ;

soit b) A = x^ * C , C ç W ^ . .

Dans le premier cas, ôA = ôB . y^^ € K^ (cf.u.i, formule pour

d(x * y) et utiliser l'injectivité de ^sv. ̂  W^ ) .

Dans le second cas, ô(x^ *C) = ô4> (x^jC) = ô(x .C) (cf. 4.3) .

Comme les monômes en x^.y^.y^,... engendrent additivement W1^, 8> (2/22) ,

t "cf. U.1" renvoie au numéro 1 de l'Appendice H.
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y »——» ^ ( [p^Ol .y j+K^

induit une surjection :

^—— ̂ /G^2/2^ •
et F on obtient :

PROPOSITION. L ' homomorphisme p , et donc aussi |SC , sont surjectifs.

17.4. Rappelons que si ^-^n^ » on a ^W s ° mod ô • De ""ême, si x € ^g^ »

on a o(x) = 0 mod 16 . ( 11.6) .

On fixe un indice n € 1̂  .

THÉORÈME. Soit a € KO (BSO) une classe caractéristique. Les propositions

suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute Spin-variété close V8"4'2 , on a dans KO'"'8""'̂ ) = 2/22 :

a[v] =k(V) ;

c 8n+4b) Pour toute Spin "variété close M à déterminant sphérique, on a dans

K^-V^A :

^(a)!^8"^] = a(M)/8mod2 ;

8n+4c) Pour toute U-variété close M à déterminant sphérique, on a dans

K^-V^A :

^(a^M8"^] = o ( M ) / 8 m o d 2 ;

d) Pour toute SU-variété close N8"4'4 , on a dans KO8"'" )̂ = A :

atN8"^] = a ( N ) / l 6 m o d 2 ;

e) Pour toute Spin-variété close N8"^ , on a dans KO^^tpt) = A :

aiN8""^] = a ( N ) / t 6 m o d 2 .

93



S. OCHANINE

Démonstration. Nous avons vu a) ^==> b) dans 16.15.

b) ==> c) est évident ;

c) =» d) découle de la proposition 17.1 de la surjectivité de ^u et de ce q-je

^ : K(^&^4(pt) -» K^8"'4 !̂) est la multiplication par 2 ;

d) =^ e) découle de ce que i ® 1 est un içomorphisme (cf. proposition 17.2) ;

e) => b) découle de la proposition 17.1 et de ce que ^ : KO"8""^) -» K"8"""̂ )

est la multiplication par 2 .

17.5. Supposons fixé n € K .

PROPOSITION. Soit a € KO^(BSO) une classe caractéristique satisfaisant à l'une

des conditions a) - e) de 17.4 (et donc aussi aux quatre autres). Alors :

0 Pour toute Spin-variété close V8^1 , on a dans K0"'8n'•1(pt)=2/22 :

a[V] = k(VxS" 1 ) ;

g) Pour toute Spin-variété close P8" , on a dans KO"8"^) = A •
————— A

a[P] s a(P) mod2 . '

Démonstration. Pour prouver f) , il suffit de voir que aCv8"4'1 ] = aCv8"4'1 x S1 ] .

L ' affirmation est évidente pour a = 1 , car 1 [V8"4'1 x S 1 ] = 1 [V8""1'1 ] . 1 ['§ 1 ] =

^[v n+ ] , puisque lE^1]^ (seul nombre caractéristique non nul !). Supposons

donc que a € KO (BSO) et que

Aa = a 8 > 1 + 1 ® a - » - S b . < & > c .

où ^ , c^ € KO^(BSO) , A étant la diagonale de l'algèbre de Hopf KO (BSO) . Alors
on a :

a [ V x ^ 1 ] = a tv î . lCS^+lCv^aCg^+SbJvî .cJ^ 1 ] = a[v] ,

car l E s 1 ] ^ ! et aCs1]^^1:!^ le fibre tangent rS1 étant trivial.

De la même manière, on démontre que a[p8" x ?1 x S 1 ] = a[P8"] . g) découle

alors de ce que k(P8" x S1 x g1) = c^P8") mod 2 (cf. 7.2) .

+ Les points a), e), f) et g) signifient que a "mesure" x (cf. 7.2) dans les dimensions
entre 8n et 8n -»• 7 .
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§18. - SYSTÈMES GÉNÉRATEURS ET SUITES MULTIPLICATIVES

DE MRZEBRUCH

Nous abordons maintenant l'étude des classes caractéristiques a € KO.(BSO)

qui satisfont aux conditions a) - g) de 17.4 et 17.5 .

18.1. Les classes de Pontriaguine ff. € KO (BSO) peuvent être définies (cf. [2]) de

la manière suivante :

Soit \ l'application composée :

KO (BSO(2n+l)) ^ > K (BSO(2n+l)) —L-^ K.CBT")A A -A-
où j est induite par l'injection T" c-̂  S0(2n+l) du tore maximal. On a

K (BT") = A [[t.,... ,t ]] , où t. = TÏ - 1 . L ' homomorphisme x est injectif et son

image est composée des éléments de K (BT") qui sont invariants sous l'action du groupe

deWeyl W(SO(2n+l)) qui agit sur A[[t.,...,t ]] par permutation des t. et par

conjugaison t. »—» F = T? - 1 . Donc KO (BSO(2n+l)) = A [[ff ,... ,ir 1] , où

v. € KO (BSO(2n+l)) est 1 ' unique élément tel que :

X(^) = a^^,...,t^) ,

a. désignant le i-ème polynôme symétrique élémentaire. Enfin KO (BSO) =

= lim KO^(BSO(2n+D) = A [[ff^,... ]] .

Il est utile de connaître ch(^ (ff.)) . Par définition de v. , on a :

ch(^(^)) = ch(^(t^F^...,t^+^)) = o^(e \e 1-2,.. .,e \e "-2) =
2 2= c,(u.,... ,u ) + termes de degré supérieur = p. •*• termes de degré supérieur.

Ici u. = c,(t.) . Donc, pour tout multi-indice <ri, on a :

ch(^(ir^)) = P^... .

Par exemple, si M m est une Spin^variété close et si ce = (i ,... ,i ) est de

degré m (c'est-à-dire que \w\ = i -» - . . . + i = m) , on a :i s
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^JEM41"] =pjMJ ,

comme il résulte de 16.10 .

18.2. On dit que a € KO. (BSO) est de filtration F(a) ^ k , si pour toute application

f : B -• BSO d'un CW-complexe fini de dimension S k - 1 , on a: f a = 0 .

Andersen, Brown, Peterson ([3j, cf. [48.1, chap. XI) ont calculé la filtration

des ff^ :

PROPOSITION.

r 8n , si | &u 1 = 2n
w l 8 n + 2 , si \w\ = 2 n + 1 .

Il découle de cette proposition qu ' aucune classe a de la forme ^ X v
|«j|^2n+1 a) aî

(À. , € A ) ne peut satisfaire aux conditions du théorème 17.4, car on aurait alors

F(a) ^ 8n + 2 ; or, d'après 17.5, on doit avoir a[P8"] = a(P8") mod 2 pour toute

Spin-variété close P . En posant P8" = P- (H) on obtient une contradiction.

Nous allons donc chercher les classes a de la forme :n

lA^"'"""61'-
Nous allons également exiger que ces classes satisfassent à certaines conditions de

multiplicativité qui trouveront leur justification dans la proposition 18.7 ci-dessous.

18.3. Soit comme toujours A = Z ou A = 2(^\ .

DÉFINITION. Un système générateur sur A est une paire de suites O.L , (*^,... ;

^ ,^t ,... d'éléments de KO (BSO) telles que :

1° ^=1 , ^=0 ;

2° û). et ^. sont de degré i , c ' est-à-dire de la forme 2 À ff ^ (X ç. A )
|a?| = i
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INVARIANTS DE KERVAIRE GÉNÉRALISÉS

3° Si A désigne la diagonale dans l'algèbre de Hopf KO.(BSO) , on a :

A 0; . = Z W. ̂  W.
i+j=k 1 J

et

Aa = S (h;, <8> ^1- +^. ̂  a; ) .
K i+j=k 1 J 1 J

Pour abréger, on notera (a; ,̂ i ) le système générateur 0^,0;,...;^,^,... .

Pour tout système générateur (a? ,^) , on posera a = w^ + ̂  . , et notre

travail va consister maintenant à décrire les systèmes (w ,^) qui conduisent à des

classes a satisfaisant aux conditions de 17-4.

18.4. Considérons d'abord la suite (w) . De telles suites sont engendrées par les suites

multiplicatives de Hirzebruch (cf. [24], chap. I, § l) .

Soit A une A -algèbre. Une suite multiplicative S sur A est une suite de

polynômes sur A : S^ = 1 , S^(x^), S^(x^,x ),..., S^(x^,.. .,x^),... telle que :

a) S (x ,... ,x ) est un polynôme homogène de degré n , x. étant considéré

comme étant de degré i .

b) La relation (1 + x + x + ...) (1 + y + y + ...) = 1 + z + z- + ...

entraîne pour tout k ̂  0 :

S . ( z , . . . , z . ) = S S _ ( x , . . . , x ) S ( y , . . . , y ) .
K ' " i+j=k 1 ' 1 J ' 3

Une suite multiplicative S est entièrement définie par sa série caractéristique

P(x) = S S,(x,0,...,0) .
î O 1

La condition a) entraîne que P(0) = 1 . Inversement, toute série formelle

sur A telle que P(0) = 1 engendre une suite multiplicative par un procédé classique

(cf. [24]).

Le logarithme R(x) de la suite S est par définition la série formelle inverse

de la série Q(x) = x/P(x2) . Comme Q(x) = x+o(x) , R(x) est bien définie sur A
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et l'on a R(x) = x +o(x) . De plus, comme Q(-x) = -Q(x) , on a aussi R(-x) = -R(x) .

Il est clair que, comme P(x) , R(x) détermine entièrement la suite S . De

plus, toute série formelle R(x) sur' A telle que R(x) = x + o(x) et R(-x) = -R(x)

engendre une suite multiplicative S sur A .

Soit A = A . Il est évident que toute suite (&o) d'éléments de KO.(BSO) qui

satisfait aux conditions :

1° (̂  = 1 ;

2° ùi. est de degré i ;

3° û w == S '6):® a?. ,
i+j=k 1 3

correspond à une suite multiplicative sur A , S , telle que pour tout i , on ait :

^ = S^,...,r) .

Et inversement, toute suite (w) définie de cette manière à partir d'une suite multipli-

cative S sur A , satisfait aux conditions 1° - 3° ci-dessus.

lîLi. Soit (<*i,^) un système générateur sur A .

PROPOSITION. Si pour n ^ 0 les classes a^ = (»s^ + ̂ ^ satisfont aux conditions

du théorème 17.4, alors pour tout n s 0 et tout x ç ^u , on a :

^(a^)[x] = or(x) mod 2 .

Démonstration. Posons v = x^ * x^ = 9 [P^(C)]2 - 8 [P^(C) ] (dans tt^) . On a

a(v) = -8 , donc p^[v ] = -24 . On a également Td[v ] = 1 . Donc :

^(D[v] = 1 ,

^(d)!^] = Omod2 , pour d € KO (BSO) .

Considérons maintenant le produit y = v ^ x € W » . . Par hypothèse,

^(a^)[y] 2 a(y)/8 = a(x) mod 2 . U reste donc à vérifier que :

^(a^)[y] s ^(m^)[x] mod2 .
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Compte tenu des formules 18.3 pour Au), et A a et des filtrations de w. et

ti. données par la proposition 18.2, on a :

^(a^)[y3 = ^(a^Ev^x] = ^)[v.x] = ^d)[v] . ̂ (^)[x] +

+ ̂ )[v] . ̂ ((^)[x] + ̂ (^)[v] . ̂ (<^)[x3+^)[v] . ̂ (^)[x] -

:E^(w^}Wmod2 ,

car ^(oî^)[v] = ^(^)[vj = 0 mod 2 .

COROLLAIRE. Dans les mêmes hypothèses, si S est la suite multiplicative sur A

correspondant à la suite (w) , on a :

S^(p^...,p^)[M8"] = a(M)mod2

pour toute U-variété M " à déterminant sphérigue.

Démonstration.' On a, compte tenu de 18.1 :

ch(^(o)^)) = ^S^^)»--.,^^)) = S ( p , p ) + t e r m e s de degré
supérieur.

Donc : S^(p^...,p^)[M8"] = ch(^(^^))[M8"] .

Le corollaire découle maintenant de ce que F(^ ,) ̂  8n+2 , de la2n+l
proposition 16.10 et la remarque 2 qui la suit.

18.6. Nous allons maintenant décrire toutes les suites multiplicatives S qui possèdent

la propriété décrite dans le corollaire 18.5.

Soit donc S une suite multiplicative sur A .

PROPOSITION. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1° Pour tout n ̂  0 et toute U-varî  M8" à déterminant sDh^p,o»p. onja. :

S^(p^...,p^)[M8"] E a(M)mod2 ;
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2° Pour tout n^ 0 et toute variété orientée N n , on a :

S^(p^...,p^)[N4"] » a(N)mod2 ;

3° Si l'on écrit le logarithme R(x) de^ S sous la forme

R(x) = nS) -& X2n+1 ' ̂  'Tmj

on a, pour tout n ^ 0 , r = 1 mod 2 .

Démonstration. Posons, pour abréger, pour une variété orientée V :

s(v)= s s,(p-Iv),...,p,(v))e H"(v;y\) et s[v]^<s(v),[v]> e y\ .
j^o J • 3

LEMME. Pour tout n^ 0 , on a r =S[P^(C)] .

Démonstration. Soit P(x) la série caractéristique de S . Pour toute série f(x) ,

on désignera par x .(f(x)) le coefficient de x1 dans f(x) . Comme la classe totale de

Pontriaguine p(P^ (C)) = (1 + u2)2"'*"1 , où u = c (î;^) , on en déduit que :

^Zn^3 =x2n(p(x2)2n+1) •

La formule de Lagrange pour l'inversion des séries nous donne le coefficient b de

X2"'1'1 dans la série inverse de Q(x) = x/P(x2) :

b ~ — — fc2£ûM^b - 2.i 5 ̂ 2n.2 -

où y est un petit lacet entourant l'origine dans C et parcouru en sens positif. En

développant, on a :

b . — — S XP(X2)2IW2 (^-^'^dx =2ffi ï ^2n+2 p^2)2

, -L £ ( P^1 ...^x2)2^1)' ,
2ffi S l ^2rH.1 2 ,̂ x2"

y

. —,£(^-2n. )-p^1dx .
2ffl <-' 2n+1 x21"'1
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-AI ̂ (POy1 - -gît S[P^C)J c.q.f.d.

Revenons à notre proposition. Les implications 2° ==> 1° et 2° ==;> 3° sont

évidentes. Pour démontrer 3° ==» 2° , il suffit de remarquer que :

(^°/Tor)^(Z/2ï) = (Z/22)[P^(CLP^(C),...,P^(C),...]

et appliquer le lemme.

U reste à prouver 1° ==> 3°. Soit V8" une sous-variété de P-(C) x P (C) x

P (C) duale au fibre T? ® det ^P^(C) 8' det rP (C) . Dans les notations de

4.1, on a V8" = P(P (t) x P^(C)) et il existe sur V8" une structure de U-variété

à déterminant sphérique.

Posons : u = c {rf ) 8> 1 <& 1

x^ = 1 <8> c^(P^(C)) (8> 1

x^ = 1 «> 1 «> c^(P^(C))

S^ = 1 ® S(P^(C)) » 1

S^ = 1 ^ 1 <^ S(P^(C)) .

D'après les formules classiques de Hirzebruch, on a :

S[V] = < Q ( u + x ^ + x ^ ) . S ^ .S^,[P^(C)xP^(C)xP^(C)]> ,

car S(P.(C)) = 1 . La formule de Taylor appliquée à Q(u + x. + x ) au point x. + x

donne : Q(u + x + x ) = Q(x^ + x^) + uQ'(x + x^) , puisque u2 = 0 .

Donc :

S[V] = < u Q ' ( x ^ + x ^ ) . S ^ .S^, [P^(C) xP^(C)xP^(C)]> .

Si Q'{x^ 4- x^) = 2q^ x^ x^ (q ç A ) , on a :

S[V] = Sq^ <c^(P^(C))1 S(P^(C)), [P^(C)]> 2 mod 2 .

Or, comme Q(x) = x + o(x ) , on a : Q'(x) = 1 -t-o(x) , donc :

S c L - x ^ s Q'(2x) = 1 mod 2 .
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U s'ensuit que :

S[V] s <S(P^(C)), [P^(C)]>2 = S[P^(C)]mod2 .

En particulier, cela est vrai pour S » L -suite multiplicative de Hirzebruch

pour le calcul de la signature. Donc a(V) 5 1 mod 2 .

Si 1° est vrai, on obtient :

1 = a(V) = S[V] = S[P^(C)] = r^mod2 ,

ce qui prouve 1° ==^ 3°.

J8^. Pour terminer ce paragraphe, nous allons démontrer'une propriété des systèmes

générateurs qui justifie dans une certaine mesure leur introduction.

PROPOSITION. Soit (fjû,fi) un système générateur sur A . Supposons que la suite

multiplicative S qui correspond à la suite (<ri) satisfait aux conditions de la propo-

sition 18.6. Alors, a. x € W^, y € W^^ , on a :

^(a^)[y * x] = ^(a^[y] .<T(x) mod 2 .

Démonstration. Comme ^(a^^) s'exprime en nombres de Pontriaguine rationnels

de y *x (cf. 16.10), et comme y * x = y . x+2[V4]dy.dx (cf. n.1) , on a :

^^n+m^^^^^n-Hn^^ • par ameurs» ^s formules 18.3 pour Afaî. et

A^A. donnent :

^^m^-^ = ^(^2m)[y•x^^2n+2m^1)^ =

= ^(^^^•^(^^^^^^^^•^^-l)^^

+ ̂ n+l^-^^^ + ̂ ((AÎ2n^^y^^^2m)[^ 5

5 ^n^-^) mod2 »

car ^(^^)[x] = a(x) mod 2 par hypothèse, et ^(^^n+^Ey] s o(y) s 0 mod 2 en

vertu de la propriété 2° de la proposition 18.6 et de ce que a = 0 mod 8 sur W0

8n+4
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§ 19. - SUITES MULTIPLICATIVES SUR AUt]/!2^

A chaque système générateur (o),^) , on associe ici une suite multiplicative

sur une extension quadratique de A . Le résultat principal de ce paragraphe

décrit toutes les suites ainsi obtenues qui correspondent aux systèmes générateurs

pour lesquels les classes a satisfont aux conditions de 17.4.

19.1 . Soit comme toujours^ ̂  = Z ou A = Z/ v . On pose A a:A[t]/t2 = 0
' )

(ou A = C [ t ] / t = 0 ) . Nous allons d'abord considérer les suites multiplicatives
A A

sur A . Soit S une telle suite. Chaque S (x ,...,x ) s'écrit d'une manière

unique comme

l̂ ' • • • ̂  = ̂ l ' • • • ̂  ̂  T^ - • • ̂  -l '

où S^ et T^ sont des polynômes homogènes de degré n su? A . On vérifie immé-

diatement que la suite S : SQ,S. ,... est une suite multiplicative sur A .

Il existe un homomorphisme d'anneaux A -OL"» A qui envoie ^ + ô . t sur ft .

Il est clair que S^ est obtenu de S^ en appliquant a aux coefficients. U en décou-

le que le logarithme R(x) de S est obtenu à partir du logarithme R(x) de S en

appliquant a aux coefficients. Donc, on peut écrire :

R(x) = R ( x ) + B ( x ) t ^

où B(x) est une série sur A . Comme R(x) = x + o(x) et R(-x) = -R(x) , on a

B(x) = o(x) et B(-x) = -B(x) .

Nous allons calculer en fonction de R(x) divers objets associés à la suite S

Calculons d'abord la série Q(x) inverse de R(x) . Soit Q(x) = C(x) + D(x) t . On a :

x = Q(R(x)) = C(R(x) + B(x)t) -h D(R(x) + B(x)t)t =

= C(R(x))+C'(R(x)).B(x)t+D(R(x))t , car t2 = 0 .
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On obtient donc les équations :

C(R(x)) = x

'C^x^x) = -D(R(x)) ,

d'où
rC(x) = Q(x)

ID(X) = -Q'(x)B(Q(x)) ,

où Q(x) est la série inverse de R(x) . Finalement :

Q(x) = Q(x)-Q'(x).B(Q(x))t .

Pour la série caractéristique de S , on a : ^
p^A v/^\ ____x______ x / - . Qj(x)B(Q(x))t^P(x ) = x/Q(x) = Q^.Q,(^B(Q(x))t = Qîx) (^ Q^xr^ =

- P^i^^y^ •

Remarquons que cette série est paire, donc la formule obtenue définit bien une

série P(x) . Enfin, pour calculer â^(x , . . . , x ) , il faut prendre le produit :

H P(^ ,
i=1 1

qui est une série symétrique en ^,... j3^ , et l'exprimer en fonction des

^=o^,...,^) (cf. [24^, chap. 1, § 1). On obtient, en posant

Q'(x)B(Q(x)) 2j .
Q(x) "j£l ̂  •

T^x^....^) ^^jSj(x^...^)S^(x^...,x^) ,

où s.(x ,... , x _ ) est le polynôme de Newton correspondant au polynôme symétrique

(^ + ... + ̂  (avec, comme ci-dessus, x^ = o^2 ... ,^) ).

1^.2. Soit S une suite multiplicative sur A . On pose :

^=S^,...^) et ^=T^,...^) .
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On a : o;^, ̂  € KO^(BSO) . Il est évident que (œ,^) est un système générateur

sur ^ . Inversement, à tout système générateur (ù^) , on peut associer une suite

multiplicative S sur A = A [ t ] / t 2 = 0 .

L'existence de cette bijection est la raison principale pour l'introduction des

suites multiplicatives sur A .

19.3. ^us allons voir maintenant une autre application des suites multiplicatives

sur A .

Si M est une Spn^-variété close et si a; est un multl-indice de degré n ,

il est facile de calculer ^.(^[M4"] puisque ce nombre coïncide avec p [M4"]

(cf. 18.1). La situation est plus compliquée lorsque 4 | oî | < dim M . Nous nous

proposons de calculer :

s^^),...,,^))^4""4],
4n+4 c~où M est une Spin -variété close à déterminant sphérique.

Soit f(x^,... ,x^) un polynôme homogène sur ^ . Supposons que f soit de

degré n et que nous voulons- calculer î(^.(l̂ L ... .^(\)) [M41144] . D'après 16 .10

et la remarque 2 qui suit la proposition 1 6 . 1 0 .

^(^...^(^[M4"^ = chf(^(^),...,^(^))Td(M)[M4n+4] .

Pour calculer ch f(^(ir^),... ,^(ir^)) , introduisons :

r(z^...,z^) = f(o^,...^),...,a^,...,z^)).

Alors, cl) t(^.(^),..., ̂ (^)) est obtenue en exprimant

^ "1 ""l "N ""N v -? -5
e + e -2,...,e +e - 2) en fonction des p^ = a (u^, ...,u )̂ (cf. 18.1) .
i. i., ^

Soit z ... z., un monôme de ?. On a :

(e\^2^...(e\^2^-.

^1 ^N ^ ^1 2is-^ïu^ 2^1 ^N
~ u^ ...u^ +^ u^ •••"5.^ ( ^ ) "s+1 •••"N + termes de degré supérieur

^l ^ N 1 3 0 ^l ^N= u^ ...u^ -t-^ 2; u^ ĵ- (u^ ...u^ ) + termes de degré supérieur.
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Donc, pour obtenir ch t(^(v ),..., ^(»J) , H faut exprimer

r(u;,...,u^ ^ u; ̂  î'(u^....u^...

2 • 2en fonction des p. = a.(u.,... ,ikj) .
c 4n-+4Remarquons maintenant que pour une Spin -variété M à déterminant

sphérique, on a :

chf(^(ff^),. . . ,^(^))Td(M)[M] = chf(^(^),...,^(i^))ÂCM)[M] ,

car Td(M) = e^1^ ™^2 Â(M) (cf.16.10) et, comme dim M est divisible par 4

et que ch f(^(»J,..., ̂ ( f f)) est une combinaison rationneUe.de classes de

Pontriaguine, seules les puissances paires de c-(det TM) entrent dani l'expression.
^

Or, comme M est à déterminant sphérique, c.(det TM) = 0 .

Ensuite, on a :

Â(M) = i - ^ p ^ ( M ) + .. . '= 1-^S u^ ... .

Donc, pour calculer ch f(^(ffj,. ..,^(ff^))Td(M)[M] , il faut évaluer sur [M]

la classe obtenue en exprimant

^-^î"^^'—^
•) ' 2

en fonction des p^ = a^(u^,. . . ,u^) .

Posons en particulier f = S . Il est clair alors que S(^,(irJ,..., ̂ ( w MM4"'^4 ]n n "" i '» n
est obtenu en évaluant sur [M ] la classe obtenue en exprimant

^-^-"^("ro) •
S S S o S

où Q(x) est la série inverse du logarithme de S , en fonction des p. . Or, on a :
1 A *î

(-"^"^^^^--"^-^^^^-^^(Qfr) •

^.--À^^^.0"-

S^^),...,^».))^4"44] = S«^(p^...^)S^_,(M)[M] .
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En comparant avec la formule pour T de 19.1, on a :

PROPOSITION. SoU S une suite multiplicative sur A e^ M4"4-4 une Spin^variété

à déterminant sphérique. Alors, on a dans /' '-&• Q = Q :

S^^^),...,^^))^4^] = T^,..,p^)[M4n+41 ,

o^ S = S 4- T.t est la suite nultiplicative sur A = Q[t]/t2 = 0 ayant pour logarithme

R(x) = R(x) - ̂  R(x)3t .

J9_^. Soit (o^) un système générateur et soit S la suite multiplicative sur A

qui correspond à (<n) .

PROPOSITION. S^ S satisfait aux conditions de la proposition 18.6. pour que l'on
au ^n^^ a(x)/8 mod 2 PO^ tollt x 6 W^ , il faut et il suffit que l'on ait.

f iourn^ 1 , ^(a^z^] = 0 mod 2 , o^ z^ est le générateur (sur Z^)

décrit dans H. 3 .

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque o(z ) = 0on"+"4
(cf.n.5) . Supposons que ^(Q^Q^'Ï ^ 0 m o d 2 (n ^ 1) .

On a W^<»Z^ ^^E^»^'^»--^ - Soit x € W^^ un monôme en

x^, z^, Zg, . . . . Alors, on a :

go^ a) x est divisible par l 'un des 7. ; alors x = z. ^ y = z . y .

D'où a(x) = 0 et ^(a^)[x] = 0 (nombre de Pontriaguine rationnel !) ;

soit b) x est divisible par l'un-des Zg^^ ; alors x = z ^y . Donc

^n^3 = ^(am)l:z8m44:!o(y) s 0 = <^(x) mod 2 , en vertu de la proposition 18.7 ;

soit c) x est divisible par v = x * x ; alors x = v * y et on a :

^(^M = ^0)[v].o(y) = a(y) = o(x)/8 mod 2 , en vertude18.7, et de ce que

^ ^0^^ = ^^^^(^^[v] s O m o d 2 , ^(D[v] = l mod 2 et o(v) =-8 (cf.18.5).
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Comme Wg^ est engendré sur Z/^v par les monômes des types a)-c) , la

proposition en découle.

19.5. La proposition 19.4 nous indique la nécessité de savoir calculer ^(a )[z« ]

Soit A une A -algèbre arbitraire et soit S une suite multiplicative sur A .

Nous allons calculer S[z« .J Ç A .

Rappelons que Z g ^ est représenté par la sous-variété v de

P^(C) x P^(C) x P^(C) ( n < s l ) duale au fibre T^ <is> ̂  <& ̂  . D'après les formules

classiques de Hirzebruch^:"

s[v8n+4] =

= <Q(u+v+w).S(P^(C))<» S(P^(C))<» S(P^(C)), [P^(C)xP^(C)xP^(C)]>^

où u == c {-n ) ^> 1 <& i ; u2 = o ,
v = 1 <& c (r, ) <s&' l ; v3 = 0 ,

w = 1 <» 1 <» c^(î^) ; w4""^ = 0 .

On a :

S(P^(C)) = 1 ;

S^ = 1^S(P^(C))^ 1 = P(v2)3 = (^)3 = 1 + r ^ v 2

(où R(x) = x + ̂  x3 + ...) ;

S,- I^StP^C))^^)4"'1 .

Déplus, on a :

Q(u+v+w) = Q(w)+Q•(w)(u+v)+Q^(2uv+v2)4-Q^uv2 .• 2
Donc :

Q(u-hv+w) .S .S

= [r^Q* (w)uv2 +^lïll uv2 + termes non divisibles par uv2 ] ( ̂ -r ) 4n+1

Comme l'orientation de P^(C) est 1 ' opposée de celle de P(C) , il résulte que :
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s[v3 = -«^•(w).^)^)4""1, [p^(c)]> =

.-^S(r^(w).y)^^=

y

- -_ ^(rQ.(R(x))^-2^£iïll)£ll2^
~ 2ffi J v 1 v w/ 2 / ^4n+1

y

où l'on a posé w = R(x) .

En dérivant Q(R(x)) = x successivement trois fois, on obtient :

Q'(R(x)r= R^ ,

Q"(R(x)) = - R"^, ,
(R'(x))3

Q".(R(X)) = 3(R l t(x))2-R<«(x)R•(x)
(R'(x))5

Donc :

^^-^^^^•3(R^^(R'(x)r x"

. __L g 1 ^"(xJi^R'txii^R-'txHR^x))3 _dx_
21ri ^ 2 (R-(x))6 x4^1(R^x))6 x4

_ _1_ L 1 / R"(x) v ' dx - _2_ a 4n-h1 , R"(x) . dx
' 2vi â 2 (R'(x))3 x4^1 - 2ffi 3 2 ^R,^ ,4n+2

1 ^ 4n->-1 / 1 v ' dx
= '2ffi ^ 4 (R'(x))2 x4^2 =

1 . (4n-i-l)(2n+1) , 1 . dx
" -2)rl J 2 (R-(x))2' x4"^ =

, (4n^1)(2n^1) <__1__.
2 4n+2 (R-(x))2 '
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PROPOSITION. Soit S une suite multiplicative sur une A-algèbre A et soit

R(x) son logarithme . Alors, pour tout n ^ 1 , on a :

S[z 3 ^ , l̂)(2n l̂) ,____.
Lçn44j 2 4n+2 (R.tx))2' •

Exemple. Le logarithme de la suite multiplicative de Hirzebruch L est

R(x) = argth x . Donc :

°^ -^^ - -^^x^((l-x2)2) - 0 ,

ce que nous savions déjà (cf. U. 5) .

COROLLAIRE. Soit S une suite multiplicative sur A et soit R(x) son logarithme.

Alors, pour tout n^ 1 , on a :

S^(^),...,^(^))[z^] = -^22±Dx^ ((^)2) .

Démonstration. Soit S la suite multiplicative de logarithme R(x) = R(x) - — Rtx)3.!

sur A ^ C C t J / t ^ O . On a :

^ ^ = 1 ^ -5 = r\ \ 1 + T R(X) t) =

(R ' (x))" (R ' (x) - ç R(x)2 R ' (x)t)2 (R ' (x))2 4

''(R^2'^^ t •

Donc, en vertu de la proposition 19.5 et de la proposition 19.3 :

^Bn^3 = s[28n+4]+T2n^(P1——P2n+1)^z8n44] • t =

,^^^l4n^^^^^^

= s[z8n^:l+s2n(^(1^1)>•••t^(ff2n))k8n442 -
d ' où le résultat.

19.6. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce paragraphe.
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THÉORÈME. Soit (o;,^) un système générateur sur A et soit S = S+ T.t Ja

suite multiplicative sur A = A [ t j / t =0 qui lui correspond. On note

R(x) = R(x) + B(x) t le logarithme de S .

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1° Pour tout n ̂  1 , on a :

a) r = 1 mod 2 ,

b) X4^2(^B1^) 'i^n^"^)^^2 ;(R'(xn *»n+^ K {xj

2° Pour tout n s 0 , la classe a = ce- +^ „ satisfait aux conditions du

théorème 17«4.

R(x) 2
Remarque, x, ^((p,^ 0 ) est divisible par 8 dans A , puisque

S2n(^{ïï^t"î^{ïï2n}}[z6n^€ h (cf- le corollaire 19.5).

Démonstration. Calculons ^ (a )[zo ^] :

^n^Sn^ = ^^l^—^n»^^3 +

+ T2n^(^(l^1)>•••t^(ï^2n^1))[z8n^J •

On a :

S (<. (ff ) ^ (îr ))[z J - (^^n l̂) (( R(x))2v
2nv < r^1 / ' •"y y•xv2n / ; L Z8n-^4J " 8 ^+2 "^(xy7 /

(corollaire 19.5).

Pour calculer :

T2n^(v^}ï-î^(v2rH^[^^'} = T2n^1(p1—>P2^1)[z8n^^ -
A

appliquons la proposition 19.5 à la suite S :

çr» - _ (4rH_l)(2n+T) . 1 x
^^n^t- - - — — — 3 ^ ^ ^ ( - ^ p ) •

Or,

1 1 1
(R'(x))2 (R'txï-hB^^t)2 ~ (R'(x))2 R'(x)

1 1 1
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d'où :

^n^ = S[z^].(4n.l)(2n.l)x^(-^) .

Donc, la condition b) est équivalente à la contition to(a )[z« , J = 0 mod 2•v n ôm"4
On a maintenant :

2° => a) en vertu de la proposition 18.5 et de la proposition 18.6.

2°=»b) car ^(z^-0 î

a) Se b) ==> 2° en vertu de la proposition 19.4.
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§20.-CALCUL EXPLICITE DES CLASSES a—-————-—-—-----—-——————-————-—— n

Dans ce paragraphe, nous allons décrire toutes les suites multiplicatives S

sur A[t ] / t =o qui satisfont aux conditions a) et b) de 19.6.

20.1 Remarquons d'abord que le nombre

S2n(^(ff1)•••••^('^2n)^z8n^

ne dépend module 2 que de R(x) mod 2 . Il en résulte que :

l^^)2^2

ne dépend que de R(x)mod2 . Comme R(x) satisfaite a) de 19.6 si et seulement

si R(x) = x/1+x2 mod 2 , et comme (x/1+x2)1 = (i-x^/d+x2)2 , a) entraîne :

5 ^«^ë})2) £ î ^)2) = î^n^)2) s

= çx^H^+x^d^^x4*-...)) s ç((2n+l)+2.2n+(2n-l))

= n mod 2 .

Il nous faut maintenant rechercher les séries B(x) sur A telles que

B(x) = o(x) , B(-x) = -B(x) et

X4^(-^^) ^ nmod2 (n ̂  1) .
4n+2 (R'(x))3

Cette dernière condition ne dépend que de B(x) mod 2 et de R(x) mod 2 . On peut

donc l'écrire, en posant R(x) = argth x :

x^^(B'(x)(l+x2)3) =nmod2 (n s? 1) ,

ou encore :

x^^(B(x)) + x^^^(B(x)) + x^_^(B(x)) + x^B(x)) = n mod 2 .
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Posons q^ = x^^(B(x)) + x^^(B(x)) mod 2 € Z/2Z .

On a : q ^ = x (B(x)) ,' puisque B(x) =o(x) . Il est évident que si B(x) satisfait

à la condition b) de 19.6, pour la suite q^,q ,... , il n'y a que deux possibilités

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...
q 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

ou

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...
q^ 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 . . . .

On peut donc répartir les séries B(x) satisfaisant as- b) en deux types :

1 type : QQ = X3(B(X)) =E 1 mod 2

U type : q^ = xjB(x)) = 0 mod 2 .

x3 x^+x1 7
Par exemple, la série B (x) = ——5- 4-———-?— est du premier type,

' 1+x~ 1 + x 1 0

^ 7 9
alors que B^(x) = ———-? est du second type.

1 + x

L'intérêt de considérer les deux types réside dans ce que, si B(x) et B(x)

sont deux séries du même type, on a :

B(x) - B(x) - S a . (x4^1 + x4^3) , a. € y\ .
i^1 1 1

Inversement, si B(x) satisfait à la condition b) de 19.6 et si

S cUx^x4^3). a, € A
i^l 1 1

est une série arbitraire, la série :

B(x) = B(x)- Sa.tx^^x4^3)
i^l 1

satisfait également à b) et appartient au même type que B(x) .

Nous venons de démontrer :

PROPOSITION. Pour que la suite multiplicative S sur A = A [t ]/t2 = 0 satisfasse

aux conditions du théorème 19.6, il faut et il suffit que :
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a) R(x) = x/1 + x2 rood 2 ;

b) Modulo 2 on ait : B(x) = J—+2_t__^ s a. (x4^1 + x4^3)
1+x" 1 +x 1 0 i^l 1

7 9
ou B(x) s -^——z- + S a (x4^1 + x4^3) , où a, 6 A sont des coefficients

1 + x 1 0 1^1 x ""• l ————————————

arbitraires.

20.2. U est facile de décrire explicitement les polynômes S (module 2) qui

correspondent aux logarithmes R(x) donnés par la proposition 20.1.

D'abord, on a : S^,.. .,x^) = L^,.. .,x^) mod 2 , où L est la suite

de Hirzebruch pour la signature. En effet, le logarithme de L est argth x = R(x) mod 2.

Pour calculer T^(x^,. . . ,x^) U faut, en vertu de 19.. 1, calculer module 2 les

coefficients de la série ^Wi^W) ;

Pour Q(x), on a :

Q(x) . thx . S (-1)^1 -2%^ B^ . S x23-1 mod 2 .
J^1 w)' 3 JS1

Nous aUons calculer Q'^P^^ mod 2 pour B = B , B = B et

B = x 1+1 4- x414'3 . Remarquons d'abord que si D'(x) = B(x)/x , D(0) = 0 , on a :

W^W -. D(Q(x))' .
Q(x)

Par ailleurs, U est clair que D(x) = B(x) mod 2 , donc :

Q'WB^X)) , B(Q(x)) ^^

U nous sera utile de savoir que : —r-\ + x Q(x) = 1 mod 2 . En effet,

fe•.fe•,f„(-""'wB,x^l•^«2) •
Donc :

x ^ ^
-5TT + xQ(x) s S x- + S x" = 1 mod 2 .
wv / J^O j^l
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On en déduit, par exemple, que :

(W-^xr1 ^-^(^ ^xQ(x)) .-̂

1) B = B^ .

Q'(X)B1(Q(X)) - ^(Q(X» . l(_9l2lL,Qi2^!±Q^7) .
Qî") x x 1+Q(x)2 1+Q(x) 1 6

= ^((^.x+CKx)8^7) ,

car

-3^ =argthQ(x) .x et ̂ l.1^̂  . 1 ^__ . Q(,)8,7 ^
1+Q(x)2 1+Q(x) 1 6 x 1+Q(x) 1 6

Par ailleurs,

C^x+Qtx)^7 = 1 ((Q(x)x)2 + (Q(x)x)8) = hs x^-hS X23"'3) = x3 + x7

3^1 j^1

Donc,

Q'(x)B(Q(x)) ,
———^5——— - x ^ x mod2 .

2) B = B^ .

Q' (x)B(Q(x) ) B(Q(x)) oM7^^^9 1 ^\8
————^—— = —2—— s ' ( QW •*• Qtx) ) ^ ,1 Q(x) ^

QM x x ^^)16 - ? i^Q(x)1 6 "

= x6 mod 2 .

Donc :
Q'(x)B^(Q(x)) _ ^

x mod 2 .
Q(x)

3) B(x) = x4^1 + x4^3 .

Q^)B(Q(x)) , B(Q(x)) , Q(x)41^1 ^ Qtx)4^3 , Q(x)4^2

Q(x): x x ^2 •

Donc. si on prend : B(x) = S a.{\41^ + x41'1'3) , on a :
i^1 '
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Q^^ = ^S ^Q(x)^ , J^^^
X 1— i x

Comme la série Q(x) est inversible, quand S a. x214'1 parcourt 1 ' ensemble des
i^1 A

séries f(x) sur A telles que f(x) =o(x) et f(-x) =-f(x) , f(Q(x)) parcourt le

même ensemble, la réduction module 2 de (f(Q(x)))2 parcourt 1 ' ensemble des séries

de la forme ^ ̂  x4^2 (^ ç Z/2Z) , alors que f^Qtx^/x2 parcourt 1 ' ensemble

des séries S ^3. x41 (B. € Z/2Z) .
i^ 1 1 1

Nous avons démontré- :

THÉORÈME. Pour gué la suite multiplicative S sur A = A [t]/t2 = 0 satisfasse

aux conditions du théorème 19*6. il faut et il suffit que :

a) Pour tout n =- 0 , on ait :

S^,...,x^) = L^,. . . ,x^)mod2 ;

b) II existe une série ^ p. x41 (fi. ç A) telle que :

soit pour tout n ^ 1 on ait :

T/x^,...^) s^^(x^x^,...,x„.^(x3^x^+x3)L^(x,,x^...,x^)+

+ ̂  "i ̂ (x! • - •"A-^l •X2• - 'V^ •

soit pour tout n ̂  1 on ait :

T^,...,x^) = (x^x^x^x^L^(x^x^...,x^^

+ ̂  ̂ i ̂ l - - -^^n-^l > X2T - ̂ W •

2^. Explicitons les classes a^ € KO(BSO) <8 (Z/2Z), n ^ 2 , qui correspondent

aux suites S décrites dans 20.. 2. On a d'abord :
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^ 1

L^) = x^

L^(x^,x^) s x ^ + x ^

L^(x^ ,x^,x^) 5 x^

L^,x^,x^,x^) = x^+x^x^ + x ^ + x ^ (cf. [24], chap. I, § 1).

Ensuite, on a :

s^(x^) = x^

s^(x^,x^) = x^

s^^.x^.x^) = x ^+x^x^+x^

s^(x^,x^,x^,x^) = x^ (cf. [36], § 16, p. 188) .

Pour les suites du premier type, on obtient :

T^) = ̂

T^,x^) s x^+^3^ x^ 03^ € Z/2Z)

T^x^.-.x^) = x^+x^+^x^+^x^ , (^^,^6ï/2Z) .

Pour les suites du second typô , on a :

T^(x^) = x^ ,

T^(x^,x^,x^) £ x^ 4 - x^x^+x^+^^x^ 03^ € Z/2Z)

T5(x^,...,x^) = x^+x^x^+x^+^^x^+^x^ , 03^,^€2/2Z)

Pour les classes a € KO(BSO) 8>(Z/2Z) , on obtient :

1 type.

a^ = 1 + ̂

^ = ̂ ^^l^
a^ = ir̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ + ir̂  ^ ̂ ^^ + ̂ ^
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BO = 1 ̂

a, = IT^+^+^'V^I^

^ = \ + ̂ "1 + ̂  + ̂  + ̂ 2 + '3^ + 'l'I + W3^ + ̂ 2^
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APPENDICE I- DEMONSTRATION DES LEMMES 1, 2 et 3

A 1 ' aide du théorème de transversalité de Thom, on démontre ici les trois

lemmes du § 2.

I. 1. Soit W une variété compacte, S = (E,p,W) un fibre vectoriel lisse sur W,

S : W -> E une section lisse de 3. .

On considère 1 ' espace 3 des applications lisses F : W -» E qui coïncident

avec S, au voisinage du bord b W, avec la C -topologie^et le sous-espace

r c 3 des sections lisses de £ qui coïncident avec S. au voisinage de bW.

Par ailleurs, soit G le groupe des difféomorphismes de W identiques au

voisinage de bW. On définit une action de G sur 5 par g(F) = F o g, F 6 5 ,

g € G.

PROPOSITION. Soit fi c 3 un sous-ensemble dense de 5 . On suppose que 0 est

G-invariant, c ' est-à-dire que si g € G, g(f^) c ft. Alors r H f* ^ 0 .

Démonstration. On sait (cf. [46] , chap. II, lemme 2) que toute application

W -* W proche de 1 ' identité et identique au voisinage de b W appartient à G. Il

existe donc un voisinage U de S, dans 3 tel que si F € U , p o F € G. Comme

Ci est dense dans 5 , il existe un F € U Pi 0 . dF : TW -» TE est alors un

morphisme injectif, W est compact et F: W '» P(W) est une bijection. Donc F

est un plongement et p | F(W) : F(W) -* W est un difféomorphisme. Notons alors

g = (p o F) , et soit S = g(F) = F o g. Comme 0 est G-invariant, S € Î2. Par

ailleurs, p o S = i d , donc S ê F , d'où rHO ^0.

I. 2. Démonstration du lemme 1 .

Avec les notations de 2 .1 , posons M = b W , $ = S | M . Choisissons un

collier M x [0,1 ] = U c W du bord bW. On notera ff : U -* M la projection
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M X [0,1] -» M. Comme v est C -homotope (dans U) à l'application identique,
w 4

il existe un difféomorphisme R : E(ff Ç ) -> p (U) tel que le diagramme

soit commutatif. La structure du fibre p : E(ff ç) -» U peut être décrite comme

suit : E(ïï ç) = E(ç) x [0,1 ] et la projection p coïncide avec p^x id , où

p/. : E(4 ) •* M est la projection de ç .

Soit maintenant À : [0,1] -> [0,1] une application de classe C00 teUe que

X ( t ) = 1 pour t € [0,1/3] et X(t) = 0 pour t e [2/3,l]. On définit alors une

section S. : W -» E par :

0 , w € W - U
1V / l R(X(t) s(m), t ) , w = ( m , t ) 6 U = M x [0,1]

S/w) . {

S. est une section lisse de H qui coihcide avec s sur le bord b W et qui est

transverse à la section nulle au voisinage de bW (dans M X [0,1/3]).

On applique maintenant la proposition I. 1 à W, E, S et 0, où C est

le sous-espace de 7 des applications W - » E qui coïncident avec S au voisinage

de bW et qui sont transverses à la section nulle de S. Pour ce faire, on remarque

d ' abord que ft est G-invariant. Le théorème de transversalité de Thom implique

que 0 est dense dans 3 , donc G vérifie les hypothèses de 2.1 et , si

S € r 0 0 , S prolonge s et est transverse à la section nulle. C.Q.F.D.

I. 3. Nous avons besoin maintenant d ' une autre conséquence de la proposition 1 . 1 .

PROPOSITION. Soit M une variété close, V c M une sous-variété close.

$ = (E,p,M) un fibre vectoriel lisse sur M. Alors il existe une section lisse

s : M -» E de ç transverse à la section nulle de ^ et à V c M c E.
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Démonstration. Soient 0 et 0^ les sous-espaces de 1 ' espace 3 des applica-

tions lisses F : M -* E, composés des applications transverses respectivement à

la section nulle et à V c E. D'après le théorème de transversalité de Thôm, 0

et 0^ sont des ouverts denses de 3 . Il s'ensuit que 0 = 0 0 0 est un ouvert

dense de 3. Déplus, 0 est manifestement G-in variant, où G est le groupe des

difféomorphismes M -» M. En appliquant la proposition 1.1 (avec pour S la sec-

tion nulle), on voit. que 0 contient une section s de ^ . C.Q.F.D.

I. 4. Démonstration du lemme 2.

Dans les notations de 2.4, on considère M = s (M) c E . Le fibre

ô ^ = p ^ o ^ a pour espace E, pour base E . Soit q sa projection. De même,

soit q^ : E -» E^ la projection du fibre 6 = p* ci. On pose V = M U M. La

proposition-1.3 appliquée à M^ , V^ et 6 ^ ' M ^ , implique l'existence d'une section

? : M -» E(6 , 1 M ) transverse à la section nulle M et à V c M . On pose

s^ = q^ o s, où s est l'application composée

s, s'
M ———^ M^ ———^ E ( 6 ^ | M ^ ) c E ( ô ^ ) = E .

On voit tout de suite que s^ est une section de w et que s = (s ,sJ. On va

montrer que Sy satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme 2.

D'abord, on a un diagramme commutatif :

E(ô^) q2 ^ E^q' ! 1 p 2
* p ^
M^ ———2——^ M

les deux flèches horizontales étant des difféomorphismes. Comme ^ est transverse

à M , il en découle que s^ est transverse à M c E^.

Ensuite, soient M^ = s^(M), V^ = M^ H M, \7 = ?(M ) H M . On voit tout de

suite que : p^(\7) = q^(S(M^) H M^) = q^(M^) H M) = M^ H M = V . Comme S est
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transverse M cE(6 I M ) et V c M ^ coupe transversalement V . Donc,

puisque p jM est un difféomorphisme, V^ coupe transversalement V .

Enfin, comme M coupe M transversalement (dans Ej, le fibre normal

de V dans M s'identifie à a: | V . Donc, le fibre normal de V dans

E(ô I M ) s'identifie au fibre (h: ® t e ; J | V . Soit x € MHs(M) . Alors

x = q (x) € q (M H s(M)) c M H M - V . Comme s(M) coupe transversalement V

dans E(6 | M ), T (s(M)) se projette surjectivement sur (a; ® w ) \ {x} , donc

sur 1 ' espace normal de M dans E. U en résulte que s est transverse à M. C.Q.F.D

I. 5. Le reste de l'appendice est consacré au lemme 3. La démonstration que

nous en donnons ici nous a été communiquée par L.C. Siebenmann.

Soit M une variété close, 4 = (E,p,M) un fibre vectoriel lisse sur M,

(V,J) une sous-variété caractéristique de (M, 4) correspondant à une section

s : M -» E.

On choisit d'abord un voisinage tabulaire U. de V dans M et une rétrac-

tion lisse r : U -» V. Comme r est C°°-homotope à l'identité (dans U ), U

existe un isomorphisme lisse Ç |LL ^ r (ç |V). A 1 ' aide de cet isomorphisme, on

construit une rétraction de fibres vectoriels lisses p=(R,r): ç |U - » ç | V qui

donne lieu à un diagramme commutatif :

E(ç |l^) ——R——^E(ç |V)

' [ , i -
U^ ——-———» V

où R est un isomorphisme sur chaque fibre p~ (x), x € U,, et est identique

sur E(ç|V)c E(ç |L^).

PROPOSITION. Il existe un voisinage LL c U de V dans M tel que Rs soit

un plongement de LL dans E(4 |V).
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Démonstration. Comme s : M -> E est transverse à la section nulle, la projection

T M | V -» Ts(M)|V —* ç |V

est surjective sur chaque fibre et a pour noyau le sous-fibre TV. Il en résulte que

T M | V -̂  Ts(M)|V dR »T E(g |V) I V

est un isomorphisme sur chaque fibre.

On en déduit par continuité que, pour un voisinage compact \J. c U de V

dans M, le morphisme d(Rs) |LL :

TU^ ^ds ) Ts(U^) dR ) T E ( 4 | V )

est bijectif sur chaque fibre. Comme R s |V = id et que U^ est compact, R s 1 U«

est un plongement. C.Q.F.D.

I. 6. Démonstration du lemme 3.

En utilisant 1 ' isomorphisme J : C -* ç |V et la proposition 1.5, on construit

d ' abord un diagramme commutatif
RO

D($ |U) ——iL^ D C
p! [ '

U r ^ V

dans lequel r est une rétraction lisse d'un voisinage U c V de V dans M, R^

est une application induite par le morphisme J~ o p : 4 | U •• C , et tel que q = R,. s :

U - D C soit un difféomorphisme identique sur V c u.

On définit ensuite une application lisse Q: E ( ^ | U ) - * E ( f f ^ C ) c D C x E C

par Q(y) = (R^s(x), R (y)), où y € E(4 |U) et x = p ( y ) . On voit d ' abord que Q(y)

est bien dans E(ir*C) puisque TT(RQS(X)) = rps(x) = r(x) et v R (y) = rp(y) = r(x).

Ensuite, on a un diagramme commutatif :
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E($ IL)) Q ^ E(ff*C)

"l , 1"
U q , DC

où ir' est la projection du fibre f f^Ç. En effet, si y € E(<JU), ir'Q(y) =

=w'(RQs(x),R^(y))=R^s(x)=q(x) et qp(y) = q(x) . Comme l'application

R ; E(^ |U^) •+È(4 |V) (cf. 1.5) détermine un morphisme bijectif sur chaque fibre,

Q détermine un morphisme 4 )U -^ f f^Ç inversible sur chaque fibre, donc inversible

puisque q est inversible.

Enfin, si x € U, Q-s(x) = (R^xLR^x)) = (q(x),q(x)) = «;(q(x)). Donc le

diagramme

E(î |U) Q , E( f f^Ç)
Î

t] .

U q , DC

est commutatif.

On voit donc que si (H, h) est le morphisme f f^C - ^ |U inverse de (Q,q),

(H, h) satisfait aux conditions du lemme 3.

Remarque : La démonstration ci-dessus n'utilise pas le fait que le 4 est un

SC^-fibré. Le lemme 3 reste donc vrai pour un fibre vectoriel 4 arbitraire.
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Dans cet appendice, nous démontrons le théorème 5 2. La démonstration est

celle de [41 ] simplifiée par l'utilisation de la structure multiplicative de W et

par l'introduction d'une extension quadratique A de 1 ' anneau de polynômes Z[u],

inspirée par la lecture de 1 ' article [ 18 ] de V. M. Buchstaber.

II. 1 . Nous nous placerons d'abord dans le cadre des U-variétés, c'est-à-dire

de variétés compactes M dont le fibre tangent stable TM est muni d'une structure

complexe.

Soit U le groupe unitaire. Il existe une suite exacte 1 -» SU "» U -•

U -* 1 , analogue à la suite 1.3, dans laquelle d associe à chaque matrice

unitaire son déterminant. Il est donc possible de refaire pour les U-variétés toutes

les constructions que l'on a faites dans les § § 1 - 4 pour les Spin^variétés. En

particulier, on peut construire le groupe W à partir de U-variétés à déterminant

sphérique et des homomorphismes ô : 0 -•0 ^ , ft : 0 - » W pour lesquels

ô o€> = ô .

Nous avons également des homomorphismes d'oubli 0 -» W -» G qui

permettent de définir un homomorphisme d : W -* W ^ qui rend commutatit le

diagramme

n0 ——^ o^m . m-2

î l
w" ——, ̂  -m ' m-2

Si M et N sont deux U-variétés à déterminant sphérique, M x N n'a pas cette

structure a priori. De fait, il est impossible de définir une structure d'anneau

dans W pour laquelle W -• 0 est un homomorphisme d ' anneaux. On peut
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cependant munir W d ' un produit -N- pour lequel W a une structure simple :

PROPOSITION (cf. [48.], chap. VIII, X).

(i) Pour x,y € W , on pose x -^ y = ^(x • y), o u ^ x - y désigne le produit

de x jrt y dans 0 . Alors (W ,•)(•) est un anneau commutatif.

(ii) On^ x ^ y ^ x . y + i y ^ d x - d y , o^ [V4] = [P^(C)]2 - [P^(Œ) ]

(11 égalité doit être comprise comme égalité dans t î . , ) -

(m) d(x ^-v) = dx ' v.-h.x ' dv - [P.(C)1 dx»dy (toujours dans ^ u ) .
, | . •7T

Soit M21" une U-variété close. On notera s [M] le nombre caractéristique

de Chern correspondant au polynôme symétrique t^ + ... t^ (N grand). Comme

s [MJ est un invariant du U-cobordisme, on peut correctement parler de s (z) ,

Où Z€^ .

THÉORÈME (cf. [4tf], chap. X). L'anneau (W^,^) est isomorphe à l'anneau

de polynômes Z L X ~ , y ^ , y g , . . . ] ,ou x ^ = [ P ( < I ; ) ] et où y^ € W^, sont des classes

de cobordisme telles que s.(y^) = m(i)m(i+l).

Ici m(i) = p, si i est une puissance d'un nombre premier p et m(i) = 1

si i n ' est pas une puissance d ' un nombre premier.

II. 2. Soit 2f^\ le sous-anneau de Q formé des fractions à dénominateur

impair. Nous allons construire une base de l'anneau de polynômes W <& Z /^v .

LEMME. Soit x - = [P,(C)] et z,. € W^. (i ^ 3) des éléments de Vl^ tels que—__—_—. ——. ^ ^ —. ^^ ^ ———^__—_—_-_—— .̂

s ( z ~ ) = î m ( i ) m ( i + l ) . Alors x^, z^., i ^3 , est un système de générateurs libre

de l ' anneau de polynômes W .
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Démonstration. Il suffit de prouver que, pour tout i ^ 3 :

^i = îy2i^î(x2fy6fyQÏ"9fy2^2)

t étant un polynôme sur Z (par rapport à ^ !). Or, comme x-,y- (i > 3)

engendrent W^, z^ = \ y-. + f(x^,y,,... y y ^ J » À € Z et f un polynôme sur Z.

s.(y^.) = m(i)m(i+l). Donc, il faut prouver que s.(f(x^,y,,... ,y^ .J) == 0, ou

encore que s. s'annule sur les éléments décomposables de W . pour i ^ 3. Soit

a, b € W0 ; dega,b>0, a -x- b 6 W^. . Alors s.(a-x-b) = s.(ab) + s.^V^adb) .

s.(ab) = 0 puisque s. s ' annule sur les éléments décomposables de 0 . De même,
s^V^da-db) = 0 car soit deg (da) > 0 , soit deg (db) > 0 .

PROPOSITION. Soit ̂  = [P,(C)], z^ € W^ (i ^ 3) dés éléments tels que

s.(z.,.) = a. m(i)m(i+l) o^ a. est un nombre entier impair. Alors x^,z^, (1^3)

est un système de générateurs libre de 1 ' anneau de polynômes W ® Z/^.

Démonstration. Soit x^, y^. (i ^ 3) le système de générateurs du théorème II. 1.

Alors s.(z^. - (a. - 1) y-.) == m(i) m(i+l). En vertu du lemme, z^. - (a_ - 1) y-,

(i S 3) forment avec x- un système de générateurs libre de W . Comme& T'
a - 1 s 0 mod 2, il en résulte que x^, Zy (i ̂  3) forment un système de généra-

teurs libre de W^ <8> (Z/2Z). Comme le Z/^-module W^ ® Z/-v est de type fini

en chaque dimension et que Z/2Z est le corps des résidus de 1 ' anneau local Z/^v,

il s'ensuit que x^, z^. ( i ^ 3) est un système de générateurs libre de W ^ Z/^v

(comme il résulte par exemple de la proposition 2. 8 de [7 ]).

II. 3. Considérons 1 ' espace projectif P- (C). Le fibre tangent stable

r P^ (C) est isomorphe à (2r+l)r/ où 77 est le fibre canonique sur Py (C).

On peut donc munir P^ (C) d'une U-structure correspondant à 1 ' isomorphisme

(réel) T P^ (C) ï (r + I)TÎ ® rT? . On notera P^ (C) la U-variété obtenue. On

définit des éléments de W de la manière suivante :
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^ = [P^WJ ;

z^ = ^(^^^^n^^- n s 1 ;

^n = ̂ ^r^ x ̂ s^^ ns 1 î

où r et s sont choisis de manière à avoir r,s S i, r + s = 2n, ( n) = 1 m(^ 2
4rsi n n ' est pas une puissance de 2 et { ^ ) ^ 2 mod 4 dans le cas contraire ;

^-2 = ^n (n s 2 ) •

Nous allons voir que x-, z^. (i ̂  3) est un système de générateurs libre

de W^Z^).

LEMME. Soient X e^ X deux U-variétés closes de dimension 2n ^ 2n .

On pose M = X xX , Alors, si n et n^ > 2, on a :l & ——— —— ^ — ^ ——>

(i) s^[M] = (-l^tn+Dc^M] e^

(ii) s^d[M] = (-^)n~' lc^[M], o^ n=n^+n^ .

Démonstration. (i) Par définition de ^ (cf. 4.1) , $([M]) est représenté par

une sous-variété caractéristique P(M) de (M x P (€),ç) où

Ç = pr^det TM » pr^r, . On notera j : P(M) -» M x P (C) l'injection,

c^=pr^(M), u=pr^(î7). Alors, c(P(M)) = f (c{M) c{P ̂ {(L)) / c(^) =

^^(^yj^y) . Donc. s^[M]=<j\,P(M)>, où v = s^ (c(M)) + (2u)" +

+ (-(c -»-u) + (c. •<-u) -...)". On a noté ici s/ v(c(M)) la classe caractéristique

de Chern correspondant à t" + ... + t" On a u" = 0. D'autre part, P(M) est

duale à c -»- u. Donc :

s^î>[M^ = ((c^Ks^MH^-^-KjMc^u)2...)"), MxP^(C)> =

= <s^(c(M)),M> •.(-^"(C^^EMXP^C):) ^(-^(C^U^EMXP^OÎ :

= (-l)"(n-H)c^[M] . car s^[M] = 0 .
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(il) d [M] est représentée par une sous-variété caractéristique V de

(M,$), ç = d e t r M . Soit j : V-» M l'injection. Alors c(V) = j^(c(M)/1+c ),

où c < = c . ( M ) . Comme V est duale à c., on a

Vl^] = <c^^)(c(M))+c^1(-1^c^c^...)n-1),M> =

= <C^S(^(C(M)),M> ^M^c^M] .

La classe c, s/ .v (c(M)) correspond au polynôme t" + ... + t" + 2; t" t . =

= s/ v(c(M))+s/ . .v(c(M))« Or, s [M] = 0 puisque M est décomposable. De

même, s^^ [X^ ̂ ] = s^[X^ s,[X^ + s^ ] s^[X^ = 0 (cf. [36],

lemme 16.2), puisque d imX, ,X^^ 4.

PROPOSITION. Le système x^, z-. (i S 3) défini ci-dessus est un système

de générateurs libre de W0 » Z/^ .

Démonstration. Nous allons appliquer la proposition II. 2 :

^en) = (-^"^Dc^EP^tOxp^tc)] =

= (4n+l) (^) c^ [P^(Œ)] c^[P^(Œ)] .

L'orientation de P^(C) diffère par (-l)17 de celle de P (Œ). Donc

cfEP^C^^c^LP^C))^-.^. Demême, c^ [P^(C)] = (-l)5.

D'où s^(z^) = (4n+l)(^) . Le choix de r est tel que [4n) est un multiple

impair de m(4n) m(4n+l).

On montre de la même manière que s. ^(z« ^) est un multiple impair de

m(4n+2) m(4n+3).

^n-î Sn-^ = c? ̂ r^ x ̂ s^ = (42^) est un m{llt^le ̂ ^ cie

m(4n-l)m(4n). Demême, s^ (zg^J = - (4n+2) =-(2n+l)(4n+l) multiple impair

de m(4n+l)m(4n+2) = m(4n+l).
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II. 4. La signature a définit un homomorphisme additif a : W -» Z. Notons

a, : Wu-» Z l'homomorphisme composé W11 d » V^ -°—^Z .
I TT "?v w

LEMME. S^ x, y € W^ , on a :

or (x^y) = a(x) a(y) - 2a^(x) a^(y)

^(x^.y) = a^(x) a(y)+a(x) CT^(y) .

Démonstration. C ' est une conséquence immédiate de la proposition U. 1 , puisque

atV^-aEP^C):! =- 1-.

Considérons 1 ' anneau Z[t,u] où t est une variable de degré 0 et où

u est de degré 2. L* idéal (t +2) de Z[t,u] est homogène. On peut donc

définir un anneau gradué A = Z [ t , u ] / ( t +2).

On définit également un homomorphisme additif (p : W -* A par

<p(x) = (cr(x) 4-a^(x)t)u" , où x € W^ .

PROPOSITION. <p est un homomorphisme d ' anneaux gradués.

Démonstration. On a, pour x € W° et y € W^ :

(p(x)<p(y) = (aCx^a^tKa^+a^y^u"""11 =

= (a(x)a(y)+(a^(x)a(y)-^a(x)a^(y))t-^a^x)a^y)t2)un•H n =

= L(a(x) o(y) - 2a^(x) a^(y)) + (a ^(x) a(y) +o(x) a^(y))t ] u"4'"1 =

= <p(x ^ y)

en vertu du lemme ci-dessus.

II. 5. Nous allons calculer <p sur les éléments du système de générateurs

construit dans II. 3.

131



S. OCHANINE

PROPOSITION. <p(x ) = 2 tu

^Sn^ = OT "^ 1

^n-^ = of n ^ 2 •

Démonstration. On a d [P <.(€)] = 2. Donc <p(xJ = (o(P.(C)) + 2t)u = 2 tu .

Pour calculer <P(zg^), rappelons que aï ([MJ) = (1 - [thc (M) J2) L(M)[M]

(proposition 6. 1). Dans le cas qui nous intéresse, M = P^C) x P^ (C),
^ .̂

c (M) = u + u ^ où u - pr c (î)).
• 9 9 ^"1 -^""o2

Ona : [thc^M)J^[th(u^u^]"=(^^ ^^z) . Sil'onpose thu^=X^,

[ t h c ^ ( M ) ] 2 = X ^ - 4 X ^ X ^ + X ^ - t - 3 X ^ X ^ - ^ termes X^ X^ où i ou j est impair,

ou i > 2.
. u 3 -1, pour i =0 , 2

Comme (thu / ( —— ) [P^C)] = {
• 1 ' ' 0 , pour d'autres valeurs

, "2 4n+1 . . 1 , pour j pair ^ 4n
et ^ (-tîÂ-) ^^n^^- """2 ' 0 , pour d'autres valeurs ,

il en résulte que ^(zn.,^) = - 1 - (- 1 +4 - 1 -3) = 0. D'où <p(z« ^) = 0 .

Enfin, ^^-^^n^^l^n-^^112"'1-0- car a ̂ n^ =

Q

== a d(z^^) = ad (z^) = 0, puisque dz. est représenté par une SU-variété.

II. 6. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal.

THÉORÈME ([21 3, cî. [481, chap. X). L'image de 1 ' homomorphisme d'oubli

^^iL coïncide avec l'image de d : W^ - W^ .

PROPOSITION. Soit M une SU-variété close de dimension 8n + 4, alors

a(M) = Omod 16 .

Démonstration. Comme il résulte du théorème ci-dessus, il suffit de prouver que

<P(W^^) c 16 A ^ . Comme d'autre part, x^, z^ (i ^ 3) engendrent W^ <8> 2 / v
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(proposition H. 3), il suffit de prouver que (p(A) s o mod 16 pour tout monôme A

en x^, z^. (i ^ 3) de degré 8n -»- 6.

Soit donc A un tel monôme. On a trois possibilités :

(i) A est divisible par 24., 9» alors <p(A) = 0 .

(ii) A est divisible par z« ^, alors ^(A) = 0 .

(iii) A est divisible par x^ -^ x^ * x-, alors <p{A} € 16 A puisque

(ptx^- 16 tu3.

Ceci achève la démonstration.

THÉORÈME (cf. 5.2). Soit M une Spin-variété close de dimension 8 n + 4 ,

n > 0. Alors la signature o(M) = 0 mod 16.

Démonstration. Considérons l'injection canonique SU c SO^ w Comme————.—«—— -. ^ ^

w i(SU_) = 0, cette injection se relève en un homomorphisme SU -> Spin- .i m m 6m
Ainsi, chaque SU-variété a une Spin-structure canonique, ce qui donne un homomor-

phisme 0 -• 0 pl . Le théorème résulte maintenant de la proposition ci-dessus

et du théorème de WaU [?o] : 1 ' homomorphisme O5^ -* O^^/Tor est surjectif

pour m = 8 n + 4 , n ^ O .
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Pour utiliser la proposition 14. 2, il faut connaître les coefficients a,4n+2
de x dans la série formelle xthx modulo 16 . Dans cet appendice, nous

calculons ce coefficient.

Nous utiliserons les propriétés des nombres de Bernoulli telles qu ' elles

sont présentées dans [10] . Le lecteur peut se rapporter également à l'Appen-

dice B de [36 ], mais il lui faudra alors changer légèrement de notations.

m. 1. Par définition ([l0], chap. V), on a :

7——, -Bo^t^t2....

PROPOSITION ([10]).

(i) Pour tout n ^ 0, B est un nombre rationnel ;

(ii) BQ = 1, B^ = - 1 , B^ = 0, fiour i > 0 ;

(ni) Pour tout n ̂  2, orLâ. : 1 + nB^+(^ ) B^ + ... ̂ (^) B^ = 0 ;

(iv) SI S^(n) désigne la somme I1" + 2"1 + ...^(n-t)"1 , (n, m > 1), on a :

(m.1)S,(n) - (m.1 )nB^ (^) n^ . (^ B^ . ... .

où l'on pose B = 0, pour j < 0.

00 o2r/.2r v
PROPOSITION. x thx = 2 ", V^ ," 1/ B x" .
s======= r=1 ( 2r) ! 2r

R R

Démonstration. On a d'abord ^-y = ^y -h y = 1 + ^ (2y)2 •<- 5^ (2y)3 +

D'autre part. x t h x = -^^ - .̂  . En substituant y = x et y = 2x dans la

formule précédente et en tenant compte de ce que B-. = 0 pour j > 0, on

obtient la démonstration.
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in. 2. Etudions d ' un peu plus près les nombres By .

LEMME. Pour tout r > 0, 2B a un dénominateur impair.

Démonstration^ Pour r impair, cela découle de la proposition ci-dessus, (ii).

Supposons-le démcntré peur r < 2m. En vertu de (iii) :

^n, - - m (2 + (2œ+1 )2B1 + ( T1 ) 2B^ ... . ( 2^; ) 2B .̂,) ,

le terme de droite ayant un dénominateur impair par hypothèse.

PROPOSITION. S^ m = 2 mod 4 ̂  m > 2, on a 2B = 5 mod 8, la congruence

étant comprise comme égalité dans Z/^/8Z/^\ = Z/8Z .

Démonstration. Posons n = 4 dans la formule (iv) de ni. 1. : (m+l)S (4)=
= ("^)4^ ^ (^) 64 B^ ^ ... puisque B^ = B^ = ... = 0. Commues

2B ont un dénominateur impair, S (4) = 4B mod 32, ou encore 2B^ 5—^— mod 16.

Or, S (4) = 1"1 + 2"1 -h 3"1 = 1 + 3"1 mod 32 (car m > 6). Si m = 4r -»• 2,

1 + 3"1 = 1 + (81)^ • 9 = 10 mod 16. Donc S (4) = 10 mod 16 et 2B = 5 mod 8.

m. 3. Soit v : C -» Z U {+00} la valuation 2-adique du corps C

.n-l
PROPOSITION . Pour n ^ 1, v ( ——) = a(n) - 1 ^ 0 ,

9U. 0((") est le nombre d * unités dans le développement binaire de n.

Démonstration. Si pour a 6 Q, [a] désigne la partie entière de a, on a

v(n!) = [^ + [^ ^ [§] ^ ...

1 2 rSoit n = a , . + û 2 ^û^Z - t - . . . + a 2 avec a. = 0 ou 1 . Alors :
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n+v(n!) = a,.+ a 21 + a^2^ ... + a 21'+u i ^ r

+a +a ̂ ^...^a 2^~1+

+o^ +...+o^2^•2+

-h ar

À-h ^ ^ a t^1-
r'= 0^(2-1) + a^-l) -h ... + a^(2^'h1-1) = 2n - a(n) .

^n-l.
Donc : v(n !) = n - a(n) et v(—~) = a(n) - 1 .

m. 4. Ainsi S^^ 20((n)^ • A^ où A^ ç Z/^. On^a étudier A^ mod 8.

Soit q € Q . On notera {q} le produit des nombres naturels impairs $ q :

{q} = 1 . 3 . 5 . ... . (2S+1) où 2s + 1 < q < 2s + 3.

PRCPOSITION. A^= {n} {j'} {^} . . .{^} ou. ^ s n < 2k+1.

Démonstration. Par définition de A , A"1 est le plus grand diviseur impair de

n ! . Donc, comme n ! = {n} . 2 { " } . 4 {^} ... . ̂  { ̂ } où ^ < n < 2^ .

ona : A^1 = {n} { j } ... { ̂ } .

PROPOSITION. Soit <p : {0,1}3 -^ (2/8Z)* la fonction définie par :

<p(0,0,0) = <P(0,0,1) = <p(0,1,0) = 0 ( 1 , 1 , 1 ) = 1 ,

^ (0 ,1 ,1 ) = <?(1,0,0) = 3 ,

0(1,0,1) = 0(1,1,0) = 7 .

Alors, si n = a^ + a^ 2 1 + ... + a^ 2^ (^ = 0 , 1 ) ,

A^ = ^(a^,a^aQ)<p (a^os^, e^) ^(a^,a^,^)...

... ̂ r^-l^r^ <o(o 'Qr>ar-1^<o^o>otar ) mod 8 •

Démonstration. On remarque d'abord que la fonction m -» {m } mod 8 est périodique

de période 8, comme il résulte de ce que 1.3 .5 .7 = 1 mod 8. Pour

N s= 6 + 2 y + 4^ mod 8 (^, y,ô = 0, l), on a alors (N)" 1 = ç(^,y,ô) mod 8.
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Pour le voir, on fait un calcul direct :

N m o d 8 { N } m o d 8 { N ^ m o d S o (^ ,y ,6 )

1 1 . 1 1

2 1 1 1

3 3 3 3

4 3 3 3

5 7 7 7

6 7 7 7

7 1 1 1

0 1 1 1

1 p
On a donc pour n = c^ + a.. 2 + ... + a 2 :

^}-1= ^n"1»^^1....^-5»'1.
= ^"^^s+r0^ mod 8-

in. 5. Soit n > 6 un nombre naturel tel que n = 2 mod 4 , et soit a le

coefficient de x" dans la série x th x.

PROPOSITION.

a) a(n) ï 5, alors a = 0 mod 16

b) û((n) = 4, alors a = 8 mod 16

c) a(n) = 3, alors a . - 12 mod 16

et si n = 21^1 +2^ 2, r^ 3, a = 4 mod 16

si n = 28 + 2^ + 2, s-1>rS.3, a = 12 mod 16

. s j n = 2 ^ - ^ 6 , r ^ 4 , a = 4 mod 16 .

d) Crfn) = 2, alors a, ^ 14 mod 16 e^ a „ = 10 mod 16

et si n = 21' + 2, r^ 4, a = 2 mod 16 .
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^"(O" - 1) 2"Démonstration. On a vu que a = —-;——• B = - —y B mod 6, puisque n ^ 6.

La proposition III.2 donne a = - 5 . 2 0 ' n / 1 . A mod 16, puisque a(n)^2 et

9"-1

v(^—) = a(n)- 1 ^ 1 .

a) et b) en découlent immédiatement.

Pour c) : 14 = 1 1 1 0 (ou 1 1 1 0 désigne le développement binaire).

Donc a^ = - 5.4.A^ =U2A^ = 12(p (1,1,0) ^ (1,1,1) o(0,1,1).0(0,0,1) =

s 12.7.1.3.1 = 12 mod 16 .

De la même manière a^, = 12î0 (0,1,0) <p( l ,0 ,1) tp( l , 1,0) . ^(0,1,1) ç?(0,0,1) =

=12.1.7.7.3.1 = 4 mod 16 puisque 26= 1 1 0 1 0 .

Tous les autres cas s ' analysent de la même manière. Par exemple, si

n = 2 ^ + 6 , r ' î4 , on a n == 1 0 ... 0 1 1 0 .
S 2

Donc a^-= 1293 (1 ,1 ,0) (p (0 ,1 ,1) ço (0,0,1)^)( 1,0,0) ç?(0,1,0) ^(0,0,1) e

= 1 2 . 7 . 3 . 1 . 3 . 1 . 1 s 4 mod 12, car y (0,0,0) = 1 .

Pour d) : a ( n ) = 2 , donc a = -5.2.A mod 16 5 6A mod 16.

Le reste de la démonstration se fait comme dans c).

Terminons cet appendice par une liste des 16 premières valeurs de

a mod 16 :

n 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66

a 14 10 12 2 4 4 8 2 4 12 8 4 8 8 0 2n
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