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INTRODUCTION

Après les travaux de Hasse sur l'arithmétique ders formes quadratiques
sur les corps de nombres algébriques, c'est H. Wrtî qui a fondé la théorie algé-
briques des formes quadratiques sur un corps quelconque, le cas particulier de la
,caractéristique 2 étant étudié par C . Ar.f quelques années plus tard. Le discrimi-
nant et l'algèbre de Clifford sont des invariants des formes quadratiques ;
C . T . C . Wall combine ces deux invariants en un seul en introduisant, pour un corps,
le groupe de Brauer gradué. Pour suivre le développement de la théorie algébrique
des formes quadratiques sur un corps, le lecteur peut consulter les livres de
T . Y . Lam et F. Lorenz cités dans la bibliographie.

En ce qui concerne la théorie des formes quadratiques sur un anneau quel-
conque, elle a été développée d'une part par H. Bass, d'autre part par A . Micali
et O . E . Villamayor. Le premier, dans des notes du Tata Institute de 1967» a généra-
lisé les constructions de C . T . C . Wall au cas des anneaux à l'aide des suites exactes
de la K-théorie algébrique. Utilisant la notion de fondeur cofinal pour les espaces
hyperboliques et les algèbres d'endomorphismes de modules projectifs 2/(2)-gradués
il construit ainsi un homomorphisme du groupe de Witt d'un anneau A 'dans le groupe
de Brauer-Wall (ou groupe de Brauer gradué) de A .

Dans le même temps, A . Micali et O . E . Villamayor étudient les algèbres
de Clifford des modules quadratiques sur un anneau et construisent l'image du groupe
de Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall. Dans un article ultérieur, H. Bass
étudie les liens entre algèbres de Clifford et norme spinorielle (K-théorie du groupe
orthogonal développée aussi par A. Bak).

Dans ce fascicule, les deux premiers chapitres sont consacrés à la cons-
truction explicite des deux invariants d'une forme quadratique : discriminant et
algèbre de Clifford. Les chapitres 5 et 4 concernent des problèmes algébriques liés
à des questions classiques de géométrie sur les espaces euclidiens et les sphères.

Plus précisément le but du premier chapitre est d'étudier la catégorie
des modules quadratiques sur un anneau commutatif arbitraire, d'introduire le
groupe de Witt-Grothendieck et le groupe de Witt et de donner quelques illustrations
à l'aide de cas simples pris parmi les corps ou certains anneaux, par exemple aux
paragraphes 1 1 , 15> 14 et Î 5 .

Dans le chapitre 2 , nous définissons l'algèbre de Clifford et montrons
que l'algèbre de Clifford d'une somme orthogonale est le produit tensoriel gradué



des algèbres de Clifford de chaque facteur. Ensuite nous étudions en détail la
structure de module de cette algèbre. Les paragraphes 2.4 et 2 . 5 décrivent le
groupe des extensions quadratiques de A dans les cas gradué et non gradué ,
groupe qui sert à définir le discriminant. La présentation s'inspire directement
des travaux de O . E . Villamayor et A. Micali et de l'article de C . Small cité dans
la bibliographie. Les paragraphes suivant commencent par des rappels, réduits au
minimum, sur les algèbres d'Azumaya (ou centrales séparables). Ensuite, nous étu-
dions le centre et la séparabilité de l'algèbre de Clifford et de sa composante
homogène de degré 0, suivant le rang module 2 du module quadratique. Ensuite on
étudie particulièrement les algèbres de quaternions qui permettent au dernier para-
graphe de décrire, de façon très précise, la loi de groupe dans le groupe de
Brauer-Wall, c'est à dire la relation entre l'algèbre de Clifford d'une somme or-
thogonale et celle de chaque facteur. Le groupe < lt(A.) est l'image r'n groupe r'e
Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall de A .

Dans le chapitre 5 , nous rappelons les résultats de Eckmann et ¥hitehead
sur les r-produits vectoriels dans l'espace euclidien (R et cherchons les modules
quadratiques sur un anneau dans lequel 2 est inversible qui possèdent un r-produit
vectoriel, la réponse étant pratiquement complète. Ensuite nous construisons les
variétés de Stiefel algébriques et étudions la factorialité de l'anneau de la
sphère sur un corps. Nous donnons ainsi une solution simple à un problème de R .
Fossum (résolu de façon indépendante et compliqué par Ogama). Ensuite nous faisons
des remarques sur un analogue algébrique de la parallélisabilité des sphères topo-
logiques . • • .

Le quatrième chapitre est consacré aux invariants de Steifel-Whitney
des modules quadratiques sur un anneau semi-local ( c f . [ 4 4 ] ) . Le cas des corps est
dû à A. Deizant et Schariau et celui des anneaux locaux à E. Hornix. Nous en donnons
ici une construction plus simple à plusieurs égards.

Tout au long de ce travail, nous nous sommes efforcés d'utiliser des
méthodes élémentaires dans la résolution des problèmes abordés. De plus, nous
avons utilisé, de façon systématique, les méthodes d'algèbre commutative.

Qu'il nous soit ici permis de remercier tous ceux qui ont collaborés à
la bonne mise en forme de ce travail. Nous remercions également Madame <J. CELLIER
et Monsieur J. MEYRAN, du secrétariat Mathématique de l'Université de Montpellier II,
pour tout le travail matériel fourni en vue de la préparation de ce fascicule.

A . MICALI - Ph. REVOY
Montpellier, le 25 Novembre 1979.



LE GROUPE DE WITT

Tout anneau est commutatif à élément unité, tout morphisme d'anneaux est
unitaire et tout module est unitaire. Désignons par Ann la catégorie des anneaux,
par Mod celle des modules et par Mod(A) celle des A-modules, où A est un
anneau fixé.

1 . 1 . APPLICATIONS QUADRATIQUES.

Soient A un anneau et M et N deux A-modules. On dira que q : M -̂  N
est une application A-quadratique si les conditions suivantes sont vérifiées :
A Q 1 ) pour tout ( a , x ) ê A x M , q(a x) = a2 q ( x ) ; A Q 2) l'application
cp : M x M -» N définie par ( x , y ) ̂  q(x+y) - q ( x ) - q ( y ) est A-bilinéaire, néces-
sairement symétrique. On dira que cp est l'application A-bilinéaire symétrique
associée à q.

Si q : M -> A est une application A-quadratique, on dira aussi que q
est une forme A-quadratique et que cp : M x M -̂  A est la forme A-bilinéaire symétri-
que associée à q.

Considérons la catégorie C dont les objets sont les quadruplets ( A , M , q , N ) ,
où ( A , M ) et ( A , N ) sont des objets de Mod et q : M -* N est une application
A-quadratique ; les morphismes sont les triplets ( f , g , h ) : ( A , M , q , N ) -)• ( A ' , M ' , q ' , N ' ) ,
où ( f , g ) : ( A , M ) -̂  ( A ' , M ' ) et ( f , h ) : ( A , N ) ^ ( A ' , N ' ) sont des morphismes de Mod
rendant commutatif le diagramme :

q

M ' -"> N '

II est clair que si ( f , g , h ) : ( A , M , q , N ) ̂  ( A ' , M ' , q ' , N ' ) est un morphisme
de C le diagramme

MxM -> N

gxg

M'xM'

est commutatif, où cp (resp. c p ' ) est l'application A-bilinéaire (resp. A'-biliné-
aire) symétrique associée à q (resp. q ' ) .
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Réciproquement, la commutativité de ce dernier diagramme n'entraîne pas,

en général, que ( f ,g ,h ) : ( A , M , q , N ) ->- ( A 1 , M ' , q ' , N 1 ) soit un morphisme de C. Par

contre, il en est bien ainsi si l'homothétie définie par 2 dans N ' est injective.

Ceci nous dit que, engénéral, on a

Hom« ( ( A , M , q , N ) , (A* .M' ,q' ,N ' ) ) c Hom (A,A ' ) x Hom ( M , M ' ) x H o m ( N , N ' ) .

Si l'on fixe l'anneau A, on notera C(A) la sous-catégorie de C dont

les morphismes sont de la forme ( id . ,g ,h) : ( A , M , q , N ) -» ( A , M ' , q , N ' ) , où g et h
A

sont des applications A-linéaires rendant commutatif le diagramme :

q
M ————————> N

,| |.
l q' l
M' ————————> N '

Si de plus, on fixe aussi le A-module N, on notera C(A,N) la sous-caté-

gorie de C(A) dont les morphismes sont de la forme ( i d - » » g» i^-M-) : ( • ^ • » M » q » N ) -»
( A , M ' , q , N ) , i.e., g est une application A-linéaire rendant commutatif le diagramme

M ———ë-———> M'

En vue de simplifier l'écriture, on notera ( f ,g ) = (f ,g, id ), g =
= (id , g, id ) et ( M , q ) = ( A , M , q , N ) C Ôb C(A,N) si aucune confusion n'est à

A •!•'
craindre.

Soient (M,q ) et ( M ' , q ' ) deux objets de C ( A , N ) . On définit

(M,q) J. ( M ' , q ' ) = (M ® M ' , q © q ' ) , où q ® q' : M ® M' -^ N est l'application

A-quadratique définie par ( x , x ' ) h » q(x) + q ' ( x ' ) . Les injections canoniques

j : M < - > M ® M' et j ' : M ' < - ^ M © M ' nous fournissent des morphismes de C(A,N)

rendant commutatif le diagramme ,

1x1'
M x M' ————————> (M © M' ) x (M ® M' )

•><

0" " .

où îp" est l'application A-bilinéaire symétrique associée a l'application A-quadra

tique q ® q ' , i.e.^ cp"( (x ,x ' ), ( y , y ' ) ) = cp(x ,y) + c p ' ( x ' , y ' ) , quels que soient
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x,y, C M et x ' , y ' ê M ' où cp (resp. c p ' ) est l'application A-bilinéaire symétri-
que associée à q (resp. q 1 ) . De plus, quels que soient g : (M,q) -» (M",q") et
g' : ( M ' . q ' ) -> (M" ,q" ) , morphisme de C(A,N) rendant commutatif le'diagramme

gxg'
M X M' —————————> M" X M"

0^ ^

où cp" est l'application A-bilinéaire symétrique associée à q " , il existe un
unique morphisme g" : ( M , q ) J. ( M ' , q ' ) ̂  ( M " , q " ) de C ( A , N ) rendant commutatifs
les diagrammes :

On dira que ( M , q ) J L ( M ' , q ' ) = (M ® M ' , q © q' ) est la somme orthogonale
des objets ( M , q ) et ( M ' , q ' ) . Nous venons de démontrer que la somme orthogonale
( M , q ) _ L ( M ' , q ' ) est un ob.iet initial, donc l'objet initial (à isomorphisme près)
de la catégorie suivante : les objets sont les couples de morphismes de C ( A , N ) ,
( ( M , q ) -̂ > ( M " , q " ) , ( M ' , q 1 ) ^ > ( M " , < 1 " ) ) » rendant commutatif le diagramme

gxg'
MxM' ————————> M"xM"

où q?" est l'application A-bilinéaire symétrique associée à q" et où les morphismes
h : ( g ,g ' ) -> (g , ë ! ) sont les morphismes h : ( . îv( ' ,q") -» (M",q, ' ) de C(A,N) tels

que h o g = g^ et h o g' = g '̂ .

Pro-position 1 .1 .1 . La somme orthogonale munit C(A,N) d'une structure naturelle

de catérogie monoîdale à ob.iet nul.

En effet , définissons les fondeurs 1 : C(A,N) x C(A,N) '» C ( A , N ) ,

( ( M , Q ) , ( M ' , q ' ) ) l^ (M,q) l ( M ' , q ' ) et T : C(A,N) x C(A,N) -. C(A,N) x C ( A , N ) ,
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( ( M , q ) , ( M ' , q ' ) ) ^ ( (M ' ,q ' ) , (M, q) ) (fondeur transposition)». Il est trivial de véri-

fier qu'il existe des isomorphismes naturels _L o (j_ x Id-,) ^J- o (idp, xj.) et
^ _ o T w JL. De plus, si l 'on considère le fondeur F : C ( A , N ) -» C ( A , N ) x C ( A , N ) ,

( M , q ) >-» ( ( M , q ) , o ) , où 0 est l 'objet nul de C ( A , N ) , alors il existe un isomorphis-
me naturel -L o F {v Id-. La proposition est donc démontrée.

1.2. APPLICATIONS QUADRATIQUES ET PUISSANCES DIVISEES

Pour tout A-module M, désignons par F" (M) le sous-A-module des éléments
homogènes de degré 2 de l'algèbre r (M) des puissances divisées . Cet
A-module est solution du problème universel suivant : il existe une application
A-quadratique Y ; M -» I " ( M ) telle que pour toute application A-quadratique
q : M -^ N, il existe une application A-linéaire et une seule q : F (M) -^ N rendant
commutât if le diagramme :

M ————3————> N

r ^ ( M ) -

Pour le construire, on procède comme suit. Soient M un A-module, T (M) = M <X> M,
(e ) la base canonique du A-module libre A et R le sous-A-module de
^x ê M

A X T (M) engendré par les éléments de la forme
(e - e - e , - x < )̂ y)
' x+y x y' J /

(e - a2 e , 0) ,' ax x' / '
CM')où x,y € M et a € A. Notons r^(l) = A' / x T (M)/R le A-module quotient et

Y : M *» A ; x T (M) —^-> F (M) l'application (évidente) composée. Montrons
que y ; M -^ r - ( M ) est une application A-quadratique. En effet , Y(ax) = c{e » C > ) =
= c ( (e - a e , 0) + (a e , 0 ) ) = a Y( : x : )> quels que soient a C A et x € M.

De plus, y(x+y) - y(x) - y(y)= ^x+y ~ ®x ~ %' °^ = c^ex+y ~ ®x ~ %' " x <8 y^ +

+ (o, x 0 y ) ) = c(o, x 0 y) , quels que soient x,y € M. Ceci nous dit que l'appli-

cation MxM -> r^(M) définie par (x ,y) (-> vC^y) - Y( x ) - v(y) es^ A-bilinéaire.

Soient maintenant q : M -» N une application A-quadratique et

cp : MxM -^ N l'application A-bilinéaire symétrique associée à q. Il existe une
unique application A-linéaire g : T ^ ( M ) -» N qui rend commutatif le diagramme



MxM -> N
-̂1

Ny ^
T^(M)

où la flèche verticale est canonique. D'autre part, il existe une application
( •M\

A-linéaire f : A -+ N donnée par E a e h* S a q (x ) , donc une unique
x ê M x x x € M x

application A-linéaire fxg ; A 1 ' x T (M) "> N vérifiant (fxg) (e , y 0 z) =

= q(x) + cp(y,z) , quels que soient x,y,z € M. Comme (fxg) (R) = 0, il existe une

unique application A-linéaire q : F (M) -» N telle que le diagramme

(v\} fxg

A^7 x T^(M) ——————> N
1 ^

/ ' q

^(M)'

soit commutatif. Donc, le diagramme

-> N

q

r^(M)

est commutatif. Pour montrer l'unicité de q vérifiant q o Y = q.» il suffira de

démontrer que l'ensemble { y ( x ) } /, engendre F (M) en tant que A-module et pourxtjyi c.

ce faire, il suffit de voir que quels que soient x,y,z C M , on a c(e ,y <^> z) =

= y(x) + v(y+z) - v(y) - Y (z ) .
Une autre construction de F (M) consiste à passer par les puissances

(M)"D 1^ ^^-,-,-1 A »»,^^-,i1 Q /-l o A ' /symétriques. En effet, désignons par R le sous-A-module de A

dré par les éléments de ]a forme

S^(M) engen-

(e - e - e , - x V y )' x+y x y' " '

(e - a2 e , 0),1 a x x '
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où x , y 6 M et a Ç A , par r ( M ) = A ' / x S (M)/R le A-module quotient et
/•«T \ '- <-

Y î M -> A x S . , ( M ) ̂  r ( M ) l'application (évidente) composée où S ( M ) désigne
la deuxième puissance symétrique du A-module M et V le produit symétrique. Il
est clair que Y ; M -* r ( M ) est une application A-quadratique et que F ( M ) est
encore solution du problème universel posé au début.

1 . 5 . EXTENSION DES SCALAIRES

Soient A un anneau, q : M -* N une application A—quadratique,
cp : MxN -»• N l'application A-bilinéaire symétrique associée à q et R un sous-
A-module de M. On dira que q est constante modulo R si la relation x s y
(mod R ) , avec x , y ê M , entraîne q ( x ) = q ( y ) . Les assertions suivantes sont de
vérification immédiate : ( i ) 'q est constante modulo R si et seulement si quels
que soient x € M et y ̂  R on a q(x-t-y) = q ( x ) ; ( i i ) si q est constante
modulo R , alors q( y ) = 0 pour tout y ̂  R ; (iii) si q est constante modulo
R on a c p ( x , y ) = 0, quels que soient x ç M et y ê R ; ( i v ) si c p ( x , y ) = 0
quels que soient x € M et y ê R et si l'homothétie définie par 2 dans N est
injective, alors q est constante modulo R.

Soit donc q : M -̂  N constante modulo R et définissons q : M/R -» N
par x H q ( x ) , où x ê M/R désigne la classe de x C M modulo R. Il est clair
que q est bien définie et est une application A-quadratique ; q est l'unique
application A-quadratique rendant commutatif le diagramme

q
M —————————> N
I ^

M / R ^

où la flèche verticale est l'application A-linéaire canonique. Si cp : (M/R) x

X (M/R) -» N est l'application A-bilinéaire symétrique associée à q, alors

cp(3E,7) = cp(x,y), quels que soient x,y é M/R.

Pour toute application A-quadratique q : M "> N, on définit le noyau de

q comme étant le sous-A-module de M défini par Ker(q.) = {x | x é M, q(x) = 0

et cp(x,y) = 0, V y ^ M}, où cp est l'application A-bilinéaire symétrique associée

à q. Pour chaque y ê M, considérons l'application A-linéaire cp : M -» N définiey ^^
par x ^ cp(x,y). Il est clair que Ker(q) = {x | x 6 M, q(x) = 0} 0 ( \ Ker(cp ,) .

y 6 M y

Si l'homothétie définie par 2 dans N est injective, l'équation 2q(x) = cp (x) = 0

entraîne q(x) = 0, i.e., Ker(q) = f l Ker(cp ).
y € M y
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Les assertions suivantes sont encore faciles à établir : (v) q : M ^ N
est constante module R si et seulement si R c: Ker(q) ; (vi) si q : M -> N est
constante module R et si q : M/R -> N est l'application A-quadratique obtenue
par passage au quotient, alors Ker(q) = Ker(q)/R.

Lemme 1.5 . î . Soient q : M -> N une application A-quadratique et cp : MxN "» N

l'application A-bilinéaire symétrique associée à q. Pour toute famille ( x . ) . ç
d'éléments de M et pour toute famille (a.) . , : à support fini d'éléments de A,^ i i^l
on a q( S a. x . ) = Z a. q(x.) + S a. a. î p (x . , x . ) , où 2 désigne la

î I z ' î I z z {i,j} ' J ' J ~ {i,j} ———————
somme étendue aux sous-ensembles { i , j } de^ 1 à deux éléments.

On peut supposer, dans la démonstration, que 1 est un ensemble fini et,
par récurrence sur le nombre d'éléments de I, que 1 a deux éléments. Mais dans
ce cas, on a trivialement q(a^ x^ + a x ) = a q(x ) + a q(x ) + a a cp(x ,x ).

Lemme 1 .3.2. Soient L un A-module libre, ( e . ) . ^ une base de L sur A .e_b.

N ^n. A-module. Pour toute famille (v^ . )^ • ) ç i i d î ̂ m^s de N telle que
y . • = y . . quels que soient i, j € I, il existe une unique application A-quadrati-ij ji —————————— —————
Que q : L "̂  N vérifiant les conditions q(e . ) = y. . pour tout i € I ej^ c p ( e . , e . ) =

= Y- - Pour tout ( i , j ) 6 1x1, .̂ cp : L x L -s- N est l'application A-bilinéairej_j
symétrique associée à q.

En effet, pour tout x = S a. e. G L on a q(x) = E a q(e ) +
iêl 1 1 i€l i i

+ 2 a. a. cp(e. ,e.) = S a. a. y . . , d'où l'unicité de q.
{i,j} ' J z 3 (i,j) € M " J 1J

En ce qui concerne l'existence de q, on commence par munir I d'une struc-
ture d'ensemble totalement ordonné. Pour toute famille ( y . . ) d'éléments de N'
telle que y = y . ^ pour tout ( i , j ) ê 1x1, il existe une famille (y! .) d'élé-

ments de N vérifiant les conditions y ' . = y. . pour tout i € I et y! . + y'.. =
y. . pour tout (i,j) ^ 1x1, i ^ j. En effet, il suffit de choisir y ; . = y . . si:L^ ^ ^-J
i < J, V[- = 0 si i > j et y^ = y^.

Considérons maintenant l'application A-bilinéaire iff : LxL -» N définie
par ( e . , e . ) ^ y ! . et soit q : L -• N l'application A-quadratique définie par

x ^ i ! r(x,x) . Il est évident que q (e. ) = i ) f (e . ,e . ) = y! . = y. . pour tout i € I et
que <p(e^e^) = î(e^) - î(e^) - q(e^) = *(e^,^) + *(e^) = y^ + y^ = y^,

pour tout ( i , j ) € 1x1, i ^ j.

Théorème 1 .5.5. Soient f : A -» A' un morphisme de Ann _e_b. q : M ~» N une appli-
cation A-quadratique. Il existe une unique application A'-quadratique
q ' : A ' < 8 > M -» A ' <8 N rendant commutât if le diagramme :
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f ^> id,, id,,

A ' 0 ^ M --> A' 0 N

L'unicité de q' est triviale. En ce qui concerne l'existence, la démons-

tration sera faite en deux étapes, où l'on examinera d'abord le cas libre.

Supposons donc que M soit un A-module libre de base (e . ) . ^ et posons

y. . = q.(e. ) pour tout i € I et y . . = c p ( e . , e . ) pour tout (i,j) € 1x1, i ^ j,

où cp est l'application A-bilinéaire symétrique associée à q. D'après le lemme

1.5.2., il existe une unique application A*-quadratique q' : A' 0. M -^ A ' 0 N
A A

vérifiant les conditions q ' ( 1 ' 0 e.; ) = 1 ' 0 y^. pour tout i € I et cp ' ( l ' 0 e,;,

î '

y . . pour tout i € I et cp' (1 ' 0 e. ,

' e . ) = 1 ' 0 y. . pour tout (i,j) ^ 1x1, i ^ j, où cp' est l'application
J ^-J

A*-bilinéaire symétrique associée à q'. Si x = S a. e. € M, on a 1 ' 0 x =
i€l z 1

S f(a^) (1 e . ) , donc q ' ( l ' 0 x) f (a.) f(a,)(l ' 0 y,,)j , U-^-LI^ ^ . \ « < - y A ^ — --- j - ^ a , / - L ^ a , _ / v i ^ • J _ _ /

d.j) e ixi l ;1 1J
i€l

= 1 ' <S a. a. y . . = 1 ' 0q(x) , i.e., q ' ( l ' 0 x ) = 1 ' 0q(x) pour tout
( i , j ) €1x1 i j it]

x € M.
Le A-module M est maintenant quelconque et écrivons-le comme quotient

d'un A-module libre L :
S

-> M ->0

D'après le cas libre, il existe une unique application A'-quadratique
q' : A' 0, Lo A • A ' 0 N rendant commutatif le diagramme :A

f 0 id,

1

\
>

A' 0 L —————————> A' 0 N
A A

L ——————————————————-> 1

^

\

f 0

»

id,,

Si maintenant on note R ' = Ker ( A ' 0. L —^ê A ' 0 M ) , il est clair que q' est

constante module R ' , ou encore, R ' c: Ker ( q ' ) . Par passage au quotient, il existe
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une unique application A'-quadratique q' : A' ^. M -> A ' <8. N rendant commutatif
A A

le diagramme :
id^. 0 g

0 ———> R' ———> A' 0. L ———————> A' ^ M ————> 0
A ^ A

^0 ^^'

^ /-^A' <S> N l"A

II s'ensuit que pour tout x C M , q ' O ' ^ x ) == 1 ' <S> q (x) .

1.4. FORMES ET APPLICATIONS QUADRATIQUES NON DEGENEREES

Soient q : M -» N une application A-quadratique, îp : MxN -» N l'applica-
tion A-bilinéaire symétrique associée à q et d : M ^ Hom (M,N) l'application

A-linéaire définie par x 1-4 (y ^ c p ( x , y ) ) . On dira que l'application A-quadratique

q : M ^ N est non dégénérée si l'application A-linéaire d : M -* Hom ( M , N ) est
injective et que q est strictement non dégénérée si d : M -*Hom.(M,N) est un

isomorphisme de A-modules.
Il est clair que toute application quadratique strictement non dégénérée

est non dégénérée, mais la réciproque est,en général, fausse. En effet , il suffit
de considérer le cas où A est un corps, M un A-espace vectoriel de dimension in-

-x-
finie et q : M -» A une forme quadratique non dégénérée. L'application d : M -» M

-x- 4r

est injective mais, toujours, non surjective car M est beaucoup "plus gros" que

M.
Une autre remarque est la suivante : si M est un A-module projectif de

type fini et fidèle et q : M ^ N une application A-quadratique strictement non
dégénérée, en tout point p 6 Spec(A), on a ijr(^ = 1 » i.e., N est nécessairement
de rang 1. Si l 'on impose tout simplement que M est projectif de type fini (non

nécessairement fidèle), alors on a r^(p) s 1 pour tout p ^ Spec(A).

Proposition 1.4.1. Soit q : M -» N une application A-quadratique, où M est un

A-module de présentation finie. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i)

l'application A-quadratique q : M -» N est non dégénérée (resp. strictement non

dégénérée) ; (ii) pour tout idéal premier ^ âê. A, l'application A-quadrat ique

q : M -^ N est non dégénérée (resp. strictement non dégénérée) ; (iii) pour tout
b t' p

idéal maximal m .̂ A, l'application A^-quadratique q^ : M^ -> N^ est non

dégénérée (resp. strictement non dégénérée).

On note îp : MxM -> N l'application A-bilinéaire symétrique asé.ociée à

q et d : M -» Hom ( M , N ) l'application A-linéaire définie par x K (y p c p ( x , y ) ) .
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cl
La suite exacte de A-modules 0 -> Ker (d ) - " M —c2—> Hom ( M , N ) -> Coker (d ) -*

-^ 0 et le fait que M soit de présentation finie, nous donnent la suite exacte de

^n,
A -modules 0 -> Ker(d ) -> M ———> Hom (M ,N ) -* Coker (d ) -> 0, i.e., Ker(d ) =

m '
= Ker(d ) et Coker(d ) = Coker(d ). Ceci étant vrai, quel que soit m idéal

m in
maximal de A, on en déduit que (iii) => (i). L'implication (ii) => (iii) est trivia-

le et (i) => (ii) est facile à établir.

Proposition 1.4.2. Soit q : P -^ N une application A-quadratique, .oà P est un

A-module pro.iectif de type fini et Hom^(P,N) est plat. Les conditions suivantes

spnt équivalentes : (i) 1'application A-auadratiaue q : P -^ N est strictement

npn dégénérée ; (ii) pour tout idéal premier p d .̂ A, l'application (y?)-

quadratique q/ : P/^ p -» ïî/p y est strictement non dégénérée ; (iii) pour tout

idéa:L maximal m de. A, l'application (A/^-quadratique q/ : p/m P -> N/m N est

strictement non dégénérée.

Il suffit de remarquer que, comme P est projectif de type fini, pour

tout idéal premier p de A, il existe un isomorphisme de (A/P)-modules

(A/P) ^ Hom^(P.N) ^ H o m / ( P/p P, N / » » N ) .

on ^marque que si P est projectif de type fini et fidèle et si

Hom^(P,N) est plat, alors N est lui-même plat. En effet, comme P est projectif

de type fini et fidèle, il existe un A-module projectif de type fini Q tel que

P<^ Q = L soit libre (cf. [51) . Comme Hom (P,N) ^ P* <^ N est plat, il en est

de même de Q* <^ P* 0^ N, donc si L = A^\ alors I/^ est un A-module plat et,

par suite, N est lui-même plat. Ainsi, dans la proposition 1 .4 .2 . , si l'on suppose

P fidèle, il suffira de supposer que N soit plat.

1.5. PRODUIT TENSORIEL D'APPLICATIONS QUADRATIQUES

Théorème 1 . 5 . 1 . Soient q^ : M^ -> N^ (i = 1 , 2 ) deux application A-quadratiques
e! ^ (llêa-B.. ̂  ) l'application A-bilinéaire symétrique associée à q (resp. q ).

Il existe une unique application A-quadratique q : M ^ M " > N 0 N vérifiant

les conditions q(x^ 0 x^) = 2 q^ (x^ ) 0 q^(x^) e^ tp(x ^) x y 0 y ) =

=^ ( ^ , y ^ ) <g'q^(x^,yJ, quels que soient x^ ,y^ € M^ ^ x . y é M , ^_ çp est

l'application A-bilinéaire symétrique associée à q.

L'unicité d'une telle application quadratique vérifiant les conditions
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imposées, est triviale. En ce qui concerne l'existence, on commence par étudier

le cas où M et ]VL sont libres et après, on passe au cas général.

Supposons donc que M et M soient des A-modules libres et soient

(e ) ^ une base de M et (f ) ^ une base de M-. On définit une famille
i î I 1 J J^J 2

^(i^k,^ dléléments de ^ \ ̂  de la façon suivante : ^i.jUk,^) =

= cp^(e^e^) ^cp^(f^f^) si ( i , j ) ^ ( k , A ) et y^^ ̂ ^ = 2 q^ (e^) <^ q^(f^)

si ( i , j ) = ( k , - & ) , où ( i , j ) ^ IxJ et (k, A) ê IxJ. D'après le lemme 1.5.2 . , il

existe une unique application A-quadratique q : M, ^. M? ^ N, <& N? vérifiant

les conditions q(e. < 8 > f . ) = y / . . \ / . .\ pour tout (i,j) ê IxJ et îp(e. <8 f . ,
1 J \ 1 » J / » \ 1 » J/ -L J

e^ (8> f A^ = yf • •') fk A') ^-uels ^-ue so:i-ent ( i> j )» (k ,^ ) ê IxJ, (i,j) ^ (k,A) , où

cp est l'application A-bilinéaire symétrique associée à q. Il est facile de vérifier

que l'application A-quadratique q satisfait les conditions du théorème.

Supposons maintenant que M. et ]VL soient quelconques et écrivons les

comme quotients de modules libres L, ©t L? respectivement :

Si ^ .
0 ^ R, -> L, ———> M, -> 0 , 0 -* R,, ^ L, ————> M, ^ 0

< 2. |
.,' -.J^l .2-^ ^2

-\ ^N3

D'après le cas libre, il existe une unique application A-quadratique q' :

L ^ L -* N <^ N- vérifiant les conditions du théorème. Or, si l'on désigne
1 A 2 1 A 2

par R - Im(R, <X, L. + L ® .R -^ L (^. L ) , il est clair que R C K e r ( q ' ) , donc par
l A <- I A d. \ A <—

passage au quotient, il existe une unique application A-quadratique q : M, ^ M ,̂ -»

-^ N, ^ N rendant commutatif le diagramme :
i A <-

S. ^ gp
0 -f R -> L ^ L^ ———————^ M^ <^ M^ -» 0

q' ,- q

v L--^
^ ^ ̂

Ceci achève la démonstration du théorème.

On notera q = q, <^ q^ et on dira que q est le produit tensoriel
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des applications A-quadratiques q et q . De plus, on posera

( A , M ^ , q ^ ) ^ (A, M^q^) = (A,M., \ ̂ , q-, < ^ q ^ , N^ ^ N^ ) .

Les démonstrations des propositions 1 . 5 . 2 . et 1 . 5 . 5 . sont triviales :

Proposition 1 .5.2. Quels que soient ( A , M , q , N ) , ( A , M ' , q ' , N ' ) ^fc. ( A , M " , q " , N " )

ob.-iets de C(A) on a des isomorphismes ( A , M , q , N ) (X ( A , M ' ,q ' , N ' ) ^A
( A , M ' , q ' , N ' ) ^ ( A , M , q , N ) e^ ( ( A , M , q , N ) ^, ( A , M ' , q 1 , N 1 ) ) <^, ( A , M " , q " , N " ) ^

•"• A A

^ ( A , M , q , N ) ^ ( ( A , M ' , q ' , N ' ) ^ ( A , M " , q " , N " ) ) .

Supposons que 2 soit inversible dans l'anneau A et considérons l'appli-
cation A-quadratique i : A ^ A définie par o. \-> ^ a .

Proposition 1 .5.^. Pour tout ob.-iet ( A , M , q , N ) ^e. C tel que 2 soit inversible
dans A, il existe des isomorphismes ( A , M , q , N ) ^ ( A , A , i , A ) ^ ( A , M , q , N ) ^_
( A , A , i , A ) 0 ( A , M , q , N ) ^ ( A , M , q , N ) .

Proposition 1.5.4. Soient q. : P. - ^ N . ( i = 1 , 2 ) deux applications A-quadrati-

ques où P et P sont des A-modules pro.iectifs de type fini. ^J_ q _e_fc. q sont

non dégénérées (resp. strictement non dégénérées), alors q 0 q est non dégéné-
rée (resp. strictement non dégénérée).

En e f fe t , désignons par q = q ^> q et par cp (resp. cp , cp ) l'appli-
cation A-bilinéaire symétrique associée à q (resp. q , q ) » A isomorphisme près,
on a d = d 0 d , d 'où le résultat.

Proposition 1.5.5. Quels que soient ( A , M , q , N ) , ( A , M ^ ,q^ , N ' ) e^_ ( A , M , q , N ' )

ob.iets de C(A). on a un isomorphisme ( A , M , q , N ) ^ ( (A,M. ,q , N ' ) 1. (A,M^,q^ , N ' ) ) ^A 1 i f. c.
w ( A , M , q , N ) 0^ (A ,M^,N ' ) 1 ( A , M , q , N ) (^ (A,M^ ,q^ , N 1 ).

La démonstration (facile) est laissée au lecteur.

On appelle A-module bilinéaire et on note (M, îp) un couple formé d'un

A-module M et d'une forme A-bilinéaire symétrique cp : MxM - > A. Les morphismes

de A-modules bilinéaires se définissent aisément et on peut, comme pour les formes

quadratiques définir la somme orthogonale de deux modules bilinéaires. On peut

aussi supposer, plus généralement qu'on a des modules M munis d'une application

A-bilinéaire symétrique cp : MxM -* N où N est un A-module (qui n'est pas nécessai-

rement l'anneau A) ; de tels objets sont notés ( M , c p , N ) .

Définissons le produit tensoriel de deux objets (M,cp ,N) et ( M ' , c p ' , N ' ) .

Soit, en effet , u : M x M ' x M x M'- -> N ® N ' l'application qui à ( x , x ' , y , y ' )

associe l'élément cp(x ,y) ^ c p ' ( x ' , y ' ) . Cette application est A-linéaire par rapport

à chaque.'variable x , x ' , y et y' et induit donc une application



(M <S> M') X (M <S> M' ) -> N <S> N', qu'on notera cp 0 cp' et qui vérifie

(cp ® cp' ) (x <E> x' , y <^ y' ) = cp(x,y) <2> cp(x' ,y' ) ; c' est une application A-bilinéaire

symétrique. Si N = N' = A, N 8. N' ^ A et cp 0 cp' est une forme A-bilinéaire
A

symétrique sur le A-module M <2>. M' .

Le produit tensoriel de modules bilinéaires possède les propriétés d'asso-

ciativité et de commutativité à isomorphisme près, ainsi que de double distributivi-

té par rapport à la somme orthogonale.

Nous allons maintenant voir les relations entre produit tensoriel d'appli-

cations bilinéaires et d'applications quadratiques. Un corollaire immédiat de 1 . 5 . 1 .

est le suivant :

Corollaire 1 .5.6. Soient (M,q,N) e_b. (M' ,q ' ,N ' ) deux ob.iets de C(A). L'appli-

cation A-bilinéaire symétrique associée à leur produit tensoriel est le produit ten-

soriel des applications A-bilinéaires associées à (M,q,N) et à (M' ,q ' ,N ' ) .

Soient maintenant (M,q,N) un objet de C(A) et (M' ,cp ' ,N ' ) un module

A-bilinéaire ; nous allons montrer qu'ils possèdent un produit tensoriel qui est

un objet de C(A). On a, en effet, le théorème suivant :

Théorème 1 .5.7. Il existe une application Quadratique unième q : M <S> M ' -> N <8) N '

dont l'application A-bilinéaire symétrique associée cp vérifie les conditions sui-

vantes : q ( x 0 x ' ) = q ( x ) < 8 ) c p ' ( x ' , x ' ) et cp(x 0 x' , y 0 y' ) = q p ( x , y ) 0 c p ' ( x ' , y ' ) ,

Quels que soient x,y dans M et x ' , y ' dans M'.

La démonstration se fait comme pour 1 . 5 . 1 . ; l'unicité est claire et

l'existence se démontre en supposant d'abord les modules libres puis en passant au

cas général.

Corollaire 1 .5 .8 . Soient (M,q,N) .e_b. (M' ,q ' ,N ' ) deux objets de C(A) et notons

cp ^fc cp' les modules A-bilinéaires associés. Le produit tensoriel de (M,q,N) et

^e. (M',q ' ,N') est aussi le produit tensoriel de (M,q,N) et de cp' (resp. de cp

et de (M' ,q ' ,N ' ) ) .

Il suffit de comparer le théorème précédent et le théorème 1 . 5 . 1 . pour

obtenir le corollaire.

1.6. PUISSANCES EXTERIEURES ET DETERMINANT

Soit f une forme A-bilinéaire sur le A-module M. Les puissances exté-

rieures de f se définissent classiquement ainsi : si n est un entier naturel et

x , . . . , x , y,,...,y sont 2n élémen-ts de M, nous posons à (x ,...,x ; y.,...,y ) =1 n 1 n î 1 n 1 n
dét(f(x.,y.)).^. .^ . C 'es t une fonction multilinéaire et alternée par rapport aux

x. d'une part, aux y _ d'autre part ; A induit donc une forme A-bilinéaire sur

/^M, notée A^, teile^ue
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A11 f (x^ A . . . A x ^ ^ A . . . A y ^ ) = A ^ ( x ^ , . . . , x ^ ; y.,,...,y^). Si f est symétrique,

A f l'est aussi ; si f est alternée ( i .e . , f ( x , x ) = 0 pour tout x dans M ) ,

A f n'est pas toujours alternée : si n est pair, A f est symétrique et si n

est impair, A f est alternée car A^x, A. . .A x , x, A . . . A x ) , déterminant d'une
1 n 1 n

matrice alternée d'ordre impair, est nul.

Supposons f symétrique ; l'application A-linéaire d associée à A^,
A^

qui va de A M dans Hom (A^A) est l'application composée

A^ A (Hom^(M,A)) ——û—> H o m ( A ^ . A ) , où t^ est l'application naturelle

^ ^••^n'-^ Â . - . A x^ |-»dét (^(^))^ ^^) . Si M est projectif de type

fini, t est un isomorphisme de sorte que, quand d : M -^ Hom ( M , A ) est un iso-

morphisme de A-modules, il en est de même de d
A^

Supposons maintenant que 2 est inversible dans A : il y a bijection

entre formes A-bilinéaires symétriques et formes quadratiques donné par f ^

h» (q^. : x t-^ f ( x , x ) ) et q f-» cp comme il a été déjà vu plus haut. On peut donc

définir de façon naturelle les puissances extérieures d'une forme quadratique : A^

est la forme quadratique définie sur le A-module A"]̂  qui est associée à la forme

A-bilinéaire symétrique A^cp ) et par construction d ^ A^d ). Si q est
q A^ q

strictement non dégénérée, les puissances extérieures de q sont strictement non
dégénérées.

Si 2 n'est pas inversible, il n 'est pas toujours possible de définir

raisonnablement les puissances extérieures d'une forme quadratique. Ainsi, si

l'anneau A est de caractéristique 2, une A-forme bilinéaire symétrique ne provient

d'une forme quadratique que si elle est alternée. C'est donc impossible en général

pour A (cp ) , si n est pair. Cela suggère cependant de .chercher quelque chose si

n est impair. Pour cela nous utilisons une remarque due à A. GROTHENDIECK, à savoir:

Lemme 1.6.1. Soient A = 2[X. .] , 1 < i ^ j S n et à le déterminantn ij n ———————————

Si n est impair, il existe un élémentA =
n

P de An — r

2X,,

^2

^

^n-l

^n

teln ———

n

^2 • •

^22 • •

^ • •

^n-r-
^n • • •

que À =
-— n

ij

• ^n

• ^n

• ^n

. X ,n-1 n

2Xnn

2Pn
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En réduisant modulo 2, on trouve que A est le déterminant d'une matrice

alternée d'ordre impair, donc 0.

Supposant n impair, nous allons construire la puissance extérieure

n d'une forme quadratique sur un A-module quelconque.

Théorème 1 .6.2. Soient (M,q) un ob.iet de C(A,A) et n un entier impair

II existe sur A M une forme quadratique et une seule, qu'on notera A q, telle

^e. : (i) A^x^ A . . .A x^) = P^(x ), 1 < i ^ j < n, ̂  x^ = q(x^) ^ x^ . =

= cp(x ,x ), si i ^ j ; (ii) cp = t o A11 cp .
1 J A q n q

L'unicité de A q est claire, puisque les conditions (i) et (ii) permet-

tent de calculer la valeur de A q sur tout élément de A M.

Pour démontrer l'existence de A^, considérons la suite exacte de

A-modules, 0 - > R - » A - ^ M - ^ 0 où l'on note (e ) ,:, la base canonique de A ,

supposée totalement ordonnée. Définissons sur A A une forme quadratique q

par q(e A . . .A e ) = P (q(x . ) , c p ( x . , x . ) ) et cp(e A. . .A e , e A. . .A e )=
XJ! \ n 1 1 J 1 J ^ \ -^ ^

= dét (cp(x. ,y . ) ) ^ . .< où x < ... < x , y < ... < y . Dans la suite
-L j i — i, j — il, i n i n

exacte 0 - » R ' - > A^A ) -> A^ -^ Q, le sous-module R ' est engendré par les élé-

ments de la forme (e - ae ) A e A . . . A e et (e - e - e ) A e A . . .Ae ,ax x x^ x^ v x+y x y7 x^ x^

où x,y,x ,...,x sont dans M et a dans A. Il est facile de vérifier que R'

est contenu dans le noyau de q car, par exemple, q((e - ae ) A e A. . .Ae ) =
ax x x^. x2 n

= q(e A e A . . .A e ) + a q(e A . . .A e ) - a cp(e A . . .A e , e A . . .A e ) = 0.ax x^ x / " x x "ax x x x2 n n n n
C M ^

D'autre part, les éléments de R ' sont orthogonaux à tous les éléments de A et

il ne reste plus qu'à calculer q((e - e - e ) A e A . . .A e ) = q(e A e A..
' x+y x y' x x / •Lv x+y x

. . A e ) + q ( e A . . . A e ) + q ( e A e A . . . A e ) - c p ( e A e A . . . A e ,
x x x V -x^ x x+y x^ xn n " 2 n " 2 n

e A e A . . . A e ) - c p ( e A e A . . . A e , e A e A . . . A e ) + ç p ( e A e A
x x^ x^ x+y x^ x^ y x^ \ x ^

...A e , e A e A . . .A e ), si bien qu'il s'agit de montrer que q(e A e A...
X V X X . L I N •y.L-rr yx^ y x^ x^ x+y x^

...A e ) = q(e A e A . . .A e ) + q(e A e A . . .A e ) + cp(e A e A . . .A e ,
x x x^ x y x x x x^ xn 2 n - 2 n 2 n

e A e A . . .A e ), résultat qui exprime le caractère quadratique de l'applica-

tion x i-̂  q (e^ A e^ A. . .A e ). Comme Ker q =) R ' , la forme quadratique q passe
"i- n
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au quotient en une forme quadratique q' : A M -» A qui vérifie, par construction,

les conditions (i) et (ii).

Supposons maintenant donnés deux modules M et M munis de formes
A-bilinéaires symétriques, notées respectivement f et f . Alors leur somme

. \ 1 L.
orthogonale f = f.—L f sur M. © 1VL a, pour n10111® puissance extérieure,

A f w -~^J—^_ A f (^) A f . C'est une conséquence immédiate de la décomposi-

tion A11 (M © M ) ^ © A^ M 0$ A^ M , où <8) = 0^.
Pl+P^n

II existe une formule analogue pour les formes quadratiques » a savoir :

A211^-!. ,•)-(! ^2rv ^A2^-^1 q-)-L(l A2^-8)^ q^A 2 3 , , ,). La dé-
r=0 q s=0 q

monstration se fait de la façon suivante : il faut tout d 'abord vérifier l'orthogo-
nalité vis-à-vis de la forme quadratique A + ( q j ^ q ' ) des couples de sous-modules

PI Pa <li qs
A M. <8) A M? et A M <S> A M? où p + p = q +q = 2h+1 et p ^ q ce qui

est clair car ceci est dû aux formes A-bilinéaires symétriques. Ensuite on calcule
la restriction de A21^1 ( q j ^ q ' ) à A21^ <8> A2^"1'^^ , par exemple, et cela
se fait sans difficultés à l'aide des formules (i) et (ii) du théorème précédent.
Notons que si 2 est inversible dans A, la formule signalée s'écrit tout simple-

ment A ( q J _ q ' ) ^ J- ( A q 0 A q ' ) , d u fait de la formule correspondante pour

les formes A-bilinéaires symétriques.

On peut faire des constructions analogues pour les applications quadra-
tiques (ou A-bilinéaires symétriques), quand le A-module des valeurs N est pro-
jectif de type fini et de rang 1 ; la puissance extérieure n est alors à

n
valeurs dans <S> N. Notons aussi que si q est strictement non dégénérée, il en
est de même pour A q telle qu'elle a été définie par le théorème 1.6.2.

En théorie des formes bilinéaires symétriques entières définies, on dis-
tingue les formes de type I et les formes de type II, ces dernières provenant de

formes quadratiques strictement non dégénérées. Le théorème précédent dit que si
f est une forme bilinéaire symétrique entière de type II, alors A f est de
type II, si n est impair.

On va maintenant définir le déterminant d'un A-module quadratique (objet

de C ( A , A ) ) . Supposons d'abord que P soit le A-module libre A et soit q :

: A -> A la forme quadratique définie sur A . Si ^•^K:-^» es^ une base de A

et ^e1\'<••<•r^ ^a ^ase duale, la matrice de l'application d est la matrice

( c p ( e . , e . ) - .^ dont le déterminant A est inversible dans A car d esti j l^o., j-ai q



un isomorphisme. Si (f .)i<-.<^ est une autre base de A , le déterminant A ' =
= d é t ( c p ( f . , f . ) ) , , ^ . .<_ est égal à & au carré d'un élément inversible de A1 J 1—1» J—31 p
près et on appelle déterminant de q la classe de A dans u(A)/U ( A ) .

Si q et q' sont deux formes quadratiques strictement non dégénérées
sur des modules libres A et A , le déterminant de qj—q' n'est autre que le
produit dans le groupe U(A)/U ( A ) des déterminants de q et de q' précédemment
définies, car la matrice associée à q-Lq' dans une base réunion d'une base de

, r» o
A et d'une base de A est de la forme ( ) , où D et D , sont deux

0 D . n n
n'

matrices d'ordre n et n' respectivement.
La généralisation au cas non libre se fait de la façon suivante : soit

( P , q ) un objet de C ( A , A ) et supposons P projectif de type fini et deiang
constant n. On considère alors l'objet (A^, A^ ) et on appelle déterminant
d-e ( P , q ) la classe d'isomorphisme de ( A P , A <p ) . Si P = A , A P ̂  A et si
{ e . , . . . , e } est une base de P, e A . . . A e est un générateur de A P et
A cp (e A . . . A e , e A . . . A e ) est le scalaire A vu plus haut. La forme biliné-
aire symétrique Â cp est déterminée, à isomorphisme près, par la donnée du sca-
laire A à un carré près. Si maintenant ( P , q ) et ( P ' , q ' ) sont deux objets de
C ( A , A ) projectifs de type fini et de rangs constants respectifs n et n ' , la
formule qui donne la puissance extérieure d'une somme orthogonale montre que
d é t ( ( p , q ) . L ( P ' , q ' ) ) est le produit tensoriel d é t ( p , q ) ̂  d é t ( p ' , q ' ) .

Si P n'est pas de rang constant, on s'y ramène aisément en décomposantml'anneau A en un produit fini d'anneaux A = . n , A . tel que P ̂  A . soit de
— m

rang constant n sur A . ( c f . 1 . 1 0 . ) . On a alors ( P , q ) w J- (P <2> A . , q . ) , où1 1 ^ A i i
q. est la restriction de q à P ̂  A . . Le déterminant de ( P , q ) n'est autre que
la somme orthogonale des dét(P <̂ > A . , q . ) . Ceci est un cas particulier du fait que,
étant donnée une fonction continue r de Spec(A) dans N et un module biliné-
aire ( ? , f ) , où P est projectif de type fini et f symétrique, on sait définir
le module bilinéaire ( A P, A f) de la façon suivante. Comme les valeurs prises
par la fonction rang de P et par la fonction r sont en nombre fini, il existe
un nombre fini d'idempotents e , . . .,e deux à deux orthogonaux de somme 1 tels
que sur A e . , P est de rang constant n . et r prend la valeur m . . Alors

1 p m . m .
(A 1'?, fff) = J_ ( A ^ e . , A ^ - f e . ) . Il suffit d'appliquer ce résultat à la fonction

i=l 1 1

r = r et au module bilinéaire déduit de ( P , q ) (si n. = 0 et m . = 0,
( A 0, A 0) n'est pas autre chose que Ae. muni de la forme bilinéaire symétrique
naturelle g ( a e . , b e . ) = a b e . ) .
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Le déterminant d'un espace hyperbolique h ( P ) ( c f . 1 . 7 . ) est une forme

"P . "Pbilinéaire symétrique sur le A-module A p <^) A p*, canoniquement isomorphe à

A, car A P-̂  w ( A p ) " ^ . Il est donc donné par un élément de u(A)/U ( A ) est un
calcul utilisant la multiplicativité du déterminant montre que ce déterminant n'est

autre que (-Î ) = 1 - 2e, où e est l'idempotent tel que P <̂ > Ae est de rang
impair et P 8. A ( î - e ) est de rang pair.A

1 . 7 . ESPACES HYPERBOLIQUES ET REFLEXIVITE

Soient A un anneau, M et N deux A-modules et q : M © Hom ( M , N ) -» N
l'application A-quadratique définie par ( x , f ) f-> f ( x ) . Si cp est l'application
A-bilinéaire symétrique associée à q , on a î p ( ( x , f ) , ( y , g ) ) = (f+g)(x+y) - f ( x ) -
- é?(y) = f(y ) + ë^} f quels que soient x , y C M et f , g € Hom ( M , N ) . On dira que
( A , M © Hom ( M , N ) , q , N ) , en tant qu'objet de C, est l'espace hyperbolique définiA
par M et N et on le note h ( A , M , N ) ou simplement h ( M , N ) et h ( M , A ) = h ( M ) ,
si aucune confusion n'est à craindre.

Considérons l'application A-linéaire d : M © Hom ( M , N ) -̂  Hom (M ©
m A A

©Hom ( M , N ) , N ) w Hom ( M , N ) © Hom (Hom ( M , N ) , N ) canoniquement associée à cp. Etu-
dier 1'injectivité ou la bijectivité de d revient à étudier ces même propriétés
pour l'application A-linéaire c : M - > H o m . ( H o m . ( M , N ) , N ) définie x »-> ( g »-> g ( x ) )

'et il est clair que Ker(c ) = f \ K e r ( g ) .
u>1' g € Hom^(M,N)

Dans l'étude de la non dégénérescence d'un espace hyperbolique, on voit
apparaître une notion de réflexivité relative. On dira qu'un A-module M est
N-réflexif, où N est un A-module, si l'application A-linéaire c : M -̂

-* Hom.(Hom ( M , N ) , N ) est un isomorphisme de A-modules. Ainsi, une condition néces-A A
saire et suffisante pour que l'application A-quadratique q : M © Hom. ( M , N ) -» N
soit non dégénérée est que Ker(c ) = 0 et une condition nécessaire et suffisante
pour que l'application A-quadratique q : M © Hom ( M , N ) -* N soit strictement non
dégénérée est que M soit N-réflexif.

Soit u : M -> Hom ( M , N ) un isomorphisme A-linéaire et u :

: Hom (Hom ( M , N ) , N ) - » H o m . ( M , N ) l'isomorphisme transposé défini par f <-> f o u .
Si l'on considère 1'isomorphisme composé Q = ( u) o u : M -> Hom (Hom ( M , l ) , N ) ,
on a le lemme suivant :
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Lemme 1 . 7 . 1 . Pour que a co'incide avec le morphisme canonique c , il faut
et il suffit que l'application A-bilinéaire cp : M x M -> N définie par ( x , y ) ̂
h - » u ( x ) ( y ) soit symétrique.

En effet, comme u est un isomorphisme, pour chaque g Ç Hom ( M , N ) , il
existe un élément unique y € M tel que g = u ( y ) , donc c ( x ) : Hom ( M , N ) -> NM , N A
est l'application A-linéaire donnée par u ( y ) » - > u ( y ) ( x ) = cp ( y , x ) . Calculons main-j. -̂i u
tenant û^x). Or, l'application ( u)~ : Hom ( M , N ) -> Hom (Hom ( M , N ) , N ) est définie
par f H> f o u~ , où (f o u~ ) ( g ) = f(u~ ( g ) ) pour tout g € Hom ( M , N ) . Donc, si
g = u ( y ) , (f o u " ' ) ( g ) == f ( u " 1 ( u ( y ) ) ) = f ( y ) . Comme c. ( x ) = ( t u ) - 1 ( u ( x ) ) = u ( x ) o u-1 ,
alors o ' ( x ) ( u ( y ) ) = u ( x ) ( u ( u ( y ) ) ) == u ( x ) ( y ) = cp ( x , y ) . Le lemme est ainsi démontré.

On remarque que si S est une partie multiplicative de A et si M et
N sont deux S~ A-modules (resp. des (A /l) -module s , 1 étant un idéal de A ) , alors
Hom ( M , N ) = Hom . ( M , N ) (resp. Hom ( M , N ) = Hom / ( M , N ) ) . Ainsi, la N-réflexivité

S A _^
de M en tant que A-module équivaut à la N-réf-lexivité de M entant que S A-
module (resp. (A/I)-module), ce qui fournit de nombreux exemples de couples ( M , N ) ,
où M est N-réflexif.

Il nous sera plus utile de remarquer les faits suivants : si M , M, et
M^ sont des A-modules N-réflexifs, alors M © M . , , Hom ( M , N ) et tout facteur
direct de M sont des A-modules N-réflexifs. Cela nous montre, en particulier, que
pour que tout A-module projectif de type fini soit N-réflexif, il faut et il suffit
que A lui-même soit N-réflexif, condition équivalente à Hom ( N , N ) ̂  A , i . e . , NA
est un A-module fidèle dont tout endomorphisme est une homothétie. Cette condition
est vérifiée, en particulier, si N est un A-module projectif de type fini et de
rang 1 ; dans ce cas, réflexivité (ou A-réflexivité) et N-réflexivité coïncident.

Proposition 1 . 7 . 2 . Soit ( M , q , N ) un oh/jet de C ( A ) , où q : M -> N est' strictement
non dégénérée. Alors M est un A-module N-réflexif.

Pour démontrer la proposition, il suffira maintenant d'utiliser le lemme
1 . 7 . 1 , en prenant pour application A-linéaire u : M - » H o m . ( M , N ) l'application
x \-^ (y < ^ c p ( x , y ) ) , où cp : M x M -̂  N est l'application A-bilinéaire symétrique asso-
ciée à q . En effet, comme q est strictement non dégénérée, u est un isomorphis-
me, donc c -n-r = ( u) o u est un isomorphisme et M est bien un A-module
N-réflexif.

Les démonstrations des propositions suivantes sont laissées à la charge
du lecteur.

Proposition 1 . 7 . 5 . Si M, , 1VL, N sont des A-modules, il existe un isomorphisme
^e. C ( A ) , h(M^ ® M ^ , N ) ̂  h(M^ , N ) J - h ( M ^ , N ) .
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Proposition 1 . 7 . 4 . Soient A -> A ' un morphisme d'anneaux et M et N deux
A-modules. Si l'homomorphisme naturel A ' (8 Hom ( M , N ) ̂  Hom . , ' ( A 1 <» M , A ' <̂  N)A A A A A
est un isomorphisme de A ' -modules, alors il existe un isomorphisme de C"( A ' ) .
A ' «. h ( M , N ) w h ( A ' <8> M , A ' <̂  N ) .A A A

On remarque que l'hypothèse de 1 . 7 . 4 . est vraie si M est un A-module
projectif de type fini et pour tout changement d'anneau de base A -̂  A ' ou alors
si M est un A-module de présentation finie et A -> A ' est plat.

1 . 8 . GROUPE DE WITT-GROTHENDIECK ET GROUPE DE WITT.

La définition générale des groupes de Witt et de Witt-Grothendieck que
nous souhaitons donner, nous oblige à nous limiter à certains objets de C ( A , N ) . Nous
sommes amenés, à cause de 1 . 7 . , à supposer que N vérifie la condition Hom ( N , N ) ̂  A
de sorte que les A-modules projectifs de type fini soient N-réflexifs. Pour que
l'espace hyperbolique d'un tel module soit dans la catégorie que nous considérons,
nous appellerons C ' ( N ) la sous-catégorie pleine de C ( A , N ) dont les objets ( M , q )
sont tels que q est strictement non dégénérée et le module sous-jacent M est
de la forme P, ® H o m . ( P ^ , N ) , où P, et P sont deux A-modules projectifs de
type fini. La somme orthogonale de deux objets de C ' ( N ) est encore un objet de
C ' ( N ) et comme les classes d'isomorphismes d'objets de C ' ( N ) forment un ensemble
E ( N ) , on peut donner la proposition et définition suivantes :
Proposition et Définition 1 . 8 . 1 . L'ensemble E ( N ) muni de l'opération induite -par
la somme orthogonale est un monoîde abélien avec élément neutre dont le groupe
universel est appelé groupe de Witt-Grothendieck de N et noté W G ( N ) .

C'est une conséquence immédiate des considérations précédentes et des
isomorphismes d'associativité et de commutativité de 1 . 1 . 1 .

Remarquons que si N est un A-module projectif de type fini et de rang
1 , les objets de C ' ( N ) sont de la forme ( M , q ) , où M est projectif de type fini
car Hom ( P , N ) w P* <2> N est alors projectif.A A

Rappelons que le groupe universel d'un monoîde abélien E est l'objet
initial de la catégorie dont les objets sont les couples ( G , u ) où G est un
groupe abélien et u : E -> G- un homomorphisme de monoîdes de E dans G et les
morphismes f : ( G . , u ) -> (G , u ) , les homomorphismes de groupes abéliens
f : G, -» G qui font commuter le triangle :

"1^7 G,

E 1 f
'̂ ^



La construction du groupe universel de E , K ( E ) , se fait en considérant dans ExE
la relation d'équivalence (x , x ) ~ (y , y ) s'il existe z € E tel que, dans E ,
x + y + z = x + y + z ; si E est régulier, on peut simplifier z dans cette
équation. L'ensemble quotient E x E / ~ muni de la loi de composition induite par
celle de E est un groupe abélien et 1'homomorphisme naturel t : E ->K(E) est
l'application t qui à x dans E associe à la classe de ( x , û ) . Tout élément de
K( E ) s'écrit t ( x ) - t ( y ) avec x , y ç E , c'est à dire comme différence de deux
éléments de E.

La définition du groupe de Witt fait intervenir les espaces hyperboliques.
Dans w o ( N ) , les images des classes d'isomorphismes des espaces h ( M , N ) , où M =
= P, © Hom (P , N ) avec P , P projectifs de type fini, engendrent un sous-groupe
H( N ) de W&(N) et le groupe de Witt W ( N ) est, par définition, le quotient
W&(N) / H ( N ) . Si N = A , on obtient respectivement le groupe de Witt-Grothendieck
et le groupe de Witt de l'anneau A. Ces groupes possèdent alors une structure sup-
plémentaire. En effet, le produit tensoriel de deux objets de C' ( A ) est un objet
de C ' ( A ) , ce qui donne la proposition suivante :

Proposition 1 . 8 . 2 . Le produit tensoriel induit sur le groupe WG(A) une structure
d'anneau commutatif qui possède un élément unité si 2 est inversible dans A.
Le groupe H ( A ) est un idéal de Wû(A) et W ( A ) est un anneau commutatif.

La première partie de la proposition provient de 1 . 5 . ; l'élément unitép
est la classe de ( A , q ) , où q ( a ) = \ a pour tout a ê A .

Pour la seconde, il suffira de démontrer que, si ( P , q ) est un objet
de C' ( A ) et h ( M ) est un espace hyperbolique, alors ( ? , q ) ̂  h ( M ) est encore^ -"•un espace hyperbolique. En effet, soient Q! : P -> î1* 1'isomorphisme de A-modules
induit par la forme quadratique q et 0 : P <̂  (M © M-^) -̂  (P <̂ > M ) © (P^ <̂ > M^-)
l'isomorphisme de A-modules défini par x <2> (y+f) l - ^ x < S > y + Q ? ( x ) < ^ > f , où x € P,
y 6 M et f 6 M^-. Il est clair que 0 : ( P , q ) ^>. h ( M ) ̂  h ( ? <S> M ) est un isomor-A A
phisme dans la catégorie C ' ( A ) .

Les anneaux ci-dessus construits possèdent des propriétés fonctorielles
simples. En effet, on a :

Proposition 1 . 8 . 5 . L'anneau de Witt-Grothendieck (resp. L'anneau de Witt) est un
fondeur covariant défini dans la catégorie des anneaux commutatifs à valeurs dans
la catégorie des anneaux.

Soit, pour cela, f : A -> A ' un morphisme d'anneaux et ( M , q ) un objet
de C ' ( A ) . Alors ( A ' 0 M , q ' ) , où q ' : A ' >̂ M -̂  A ' est la forme quadratique obte-A A
nue de q par extension de l'anneau des scalaires ( c f . théorème 1 . 5 . 5 . ) , est un
objet de C ' ( A ' ) . Donc, f induit un morphisme naturel Wû(f) : W û ( A ) - ^ W G ( A ' ) .
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Etant donné que si P est un A-module projectif de type fini, il existe un iso-
morphisme, dans C ' ( A ' ) , A ' ̂  h ( p ) w h ( A ' <̂  P ) , WG(f) passe au quotient et
induit donc un morphisme d'anneaux W ( f ) : W ( A ) - > W ( A ' ) . Ceci démontre la propo-
sition.

Le problème de l'extension des scalaires pour WG-(N) et W ( N ) est
moins simple, dans le cas général. Si N est un A-module pour lequel WG-(N) et
W ( N ) sont définis et si f : A -> A ' est un morphisme d'anneaux, il n'est pas sûr
que WG( A ' (^ N) et ï ( A ' ^ N) soient définis, car la condition Hom ^ ( A . ' <&! N ,
, A ' (^. N) w A ' n'est pas entraînée par Hom ( N , N ) w A , comme on le voit dans
l'exemple suivant : A = k [ X , Y " j est l'anneau des polynômes en les indéterminées
X et Y et à coefficients dans un corps k, A ' = k et N = AX + AY.

Cependant si N est projectif de type fini et de rang 1 , alors A ' ̂  N
l'est en tant que A'-module. On obtient, comme ci-dessus, deux homomorphismes
naturels de groupes abéliens de WG( N ) dans W&(A' <S>. N) et de W ( N ) dans
W ( A ' ̂  N ) .A

Soient maintenant ( M , q ) un objet de C ' ( N ) et ( P , q * ) un objet de
C ' ( A ) . Leur produit tensoriel est un objet de C ( A , N ) . De plus, les isomorphismes
Q : M- > Hom ( M , N ) et o1' : P-» Hom ( P , A ) induits par q et q ' respectivementA A
donnent un isomorphisme Qt 0 0' : M <S> P -> Hom ( M , N ) <S> Hom ( ? , A ) qui s'identifie
canoniquement à Hom (M 0 P»N). Comme cet isomorphisme n'est autre que l'applica-
tion linéaire de M <S> P dans Hom (M <8> P , N ) induite par q <& q ' , cela montreA A A
que le produit tensoriel de ( M , q ) et de ( P , q ' ) est un objet de C ' ( N ) .

On vérifie sans difficultés que cela induit une application de WG(N) x
X WG-(A) dans WG-(N) qui est biadditive, car/le produit tensoriel commute à la
somme orthogonale. De plus, l'associativité du produit tensoriel montre que cela
donne sur W&(N) une structure de W&(A)-module, unitaire si Wû(A) est unitaire.
Tout ceci passe au quotient par le sous-groupe des espaces hyperboliques. Ainsi,
W ( N ) se trouve muni d'une structure naturelle de w(A)-module : si h est un
espace hyperbolique de C ' ( N ) (resp. C ' ( A ) ) et ( M , q ) un objet de C ' ( A ) (resp.
C ' ( N ) ) , h ® ( M , q ) est un espace hyperbolique de C ' ( N ) , comme -le montre une démons-
tration analogue à celle de la proposition 1 . 8 . 2 .

Soient maintenant N et N' deux modules pour lesquels les groupes de
Witt-Grothendieck et de Witt sont définis et supposons que N soit projectif de
type fini et de rang 1 . Alors WG(N0 N ' ) et W(N ̂  N ' ) sont définis. En effet
Hom^ (N (^ N ' , N ̂  N ' ) =" Hom ( N , N ) ^ H o m ^ ( N ' . N ' ) ̂  A . Si maintenant ( M , q ) et
( M ' , q ' ) sont des objets de C ' ( N ) et C ' ( N ' ) respectivement, leur produit tenso-
riel est un objet de C ' ( N ̂  N ' ) car l'application linéaire associée à cet objet
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P : M ^ > M ' -* Hom (M <2> M ' , N <^. N ' ) est le produit tensoriel de ^ : M -^ Hom ( M , N )

et de ^ : M' -> Hom ( M ' , N 1 ) en identifiant Hom (M ^, M ' , N ^ N ' ) et
A A A A

Hom ( M , N ) ^> Hom ( M ' , N ' ) . On obtient ainsi une application biadditive de W & ( N ) x
A A A

X W G - ( N ' ) dans WG-(N ^ N ' ) qui se trouve, à cause de l'associativité du produit

tensoriel dans C(A), être WG(A)-bilinéaire et induit donc un homomorphisme de

WG(A)-modules de W û ( N ) ^r_^\ W G ( N ' ) dans W & ( N 0 N ' ) .

Les même propriétés sont vraies avec les groupes de Witt : il existe une

application W(A)-bilinéaire de ï (N) x W ( N ' ) dans ï (N ^ N ' ) induite par le
A

produit tensoriel, si N ou N ' est projectif de type fini et de rang 1, donc une

application W(A)-linéaire ï (N) ^(.\ W ( N ' ) -^ W ( N <^> N ' ) .

Cependant, l'application naturelle ainsi obtenue, W ( N ) ^ j - ^ » ^ W ( N ^ ) ->

- » W ( N (^> N*) = W ( A ) , où N est projectif de type fini et de rang 1, n'est pas
A

nécessairement un isomorphisme.

Supposons que 2 soit inversible dans A et qu'il existe un A-module

projectif P de-type fini et de rang 1 tel que N = P <S> P. Alors, l'application

q : P - ^ N , x H ^ - x ^ ) x est une application quadratique strictement non dégénérée

et on a un isomorphisme~de W(A)-modules W ( A ) -^ W ( N ) donné par (M.q) t-» (M <^> P,
, q <^) q ) . Ceci nous montre que W ( N ) est un W ( A ) - module libre de rang 1 .

La plus grande partie des notions introduites dans ce paragraphe peut être
répétée pour certaines catégories de modules munis d'une application bilinéaire. Nous

nous restreindrons ici au cas le plus simple et considérons la catégorie Bil(A)

dont les objets sont les couples ( M , î p ) , où M est projectif de type fini et

cp : M x M -^ A une forme A-bilinéaire symétrique strictement non dégénérée et dont

les morphismes u : (M,cp) -» ( M ' , c p ' ) sont les applications linéaires u : M -> M '

telle que cp' (u (x ) ,u(y) ) = c p ( x , y ) , x et y parcourant M. La somme orthogonale

et le produit tensoriel de deux objets de Bil(A) sont encore dans Bil(A) ; de

plus, Bil(A) possède un élément unité, à savoir, le module bilinéaire (A,i-i) où

\i. est la multiplication de l'anneau A. On peut donc associer à Bil(A) un anneau

unitaire en Cïisidérant le monoîde abélien des classes d'isomorphismes d'objets de

Bil(A) muni de l 'opération induite par la somme orthogonale . Ce monoîde a un

groupe universel dans lequel le produit tensoriel induit une structure d'anneau com-

mutatif dont l'élément unité est la classe de (A, M , ) . On notera Bil(A) cet anneau
et on a alors le théorème suivant, compte tenu des notations et conditions exposées

dans ce paragraphe :

Théorème 1.8.4. Le produit tensoriel d'une application quadratique et d'une forme

bilinéaire symétrique induit sur W û ( N ) une structure de Bil(A)-module unitaire.
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Le résultat est clair dès qu'on a vérifié que le produit tensoriel de
( M , q , N ) et de ( P , c p ) où q et cp sont strictement non dégénérées, est une ap-
plication quadratique strictement non dégénérée, résultat qui provient du résultat
analogue sur les formes bilinéaires symétriques. Naturellement, si 2 est inversible
dans A , il y a identité entre applications bilinéaires symétriques et applications
quadratiques ; Bil(A) n'est autre que l'anneau de Witt-Grothendieck de A et on
retrouve sur Wû(N) la structure de W&(A)-module déjà vue. C'est un cas particu-
lier du résultat suivant :

Proposition 1 . 8 . 5 . Le fondeur Qui a un ob.-iet ( M , q , N ) ê. C(A) associe le module
bilinéaire (M,cp , N ) restreint à C' ( A ) , induit un homomor-phisme d'anneaux de
WG(A) dans BilOi).

C'est une conséquence de 1 . 5 . 6 . ; ce morphisme n'est pas nécessairement
•unitaire car WG-(A) n'a pas nécessairement d'élément unité.

La structure de WG(A)-modules sur les groupes abéliens WG(N) s'obtient
alors à l'aide des deux résultats précédents par restriction des scalaires.

On pourrait aussi développer un formalisme analogue pour les groupes et
anneaux de Witt mais nous nous abstiendrons de le faire.

1 . 9 . RETOUR AUX ESPACES HYPERBOLIQUES

Soit ( M , q , N ) un objet de C(A) ; notant -q : M -> N l'application qua-
dratique définie par x t - > - q ( x ) , on cherche à quelles conditions on a un isomorphis-
mes dans C ( A ) , ( M , q , N ) J _ ( M , - q , N ) = ^ h ( M , N ) .

Si M est N-réflexif, ce que nous supposerons désormais, l'application
quadratique de h ( M , N ) est strictement non dégénérée. Il est donc nécessaire que
q soit elle-même strictement non dégénérée. Nous montrons ici que la réciproque
est vraie dans les cas suivants : 2 est inversible dans Hom ( N , N ) ou M est
projectif.

Lemme 1 . 9 . 1 . Soit ( M , q , N ) un ob.-iet de C ( A ) . Il existe une application A-biliné-
aire B : M x M -> N telle que q ( x ) = B ( x , x ) pour tout x € M dans les cas sui-
vants : 1 ) l'homothétie de rapport 2 est inversible dans N ; 2) M est projectif ;
5) M. est somme directe d'un module projectif et d'un module Hom ( M ' , N ) , où M '
est projectif et pour toute application quadratique q ; N -̂  N , il existe une appli-
cation bilinéaire cp : N x N -> N telle que q ( y ) = cp ( y , y ) pour tout y é N.

Dans le premier cas on prend B ( x , y ) = ^-(q(x+y) - q ( x ) - q ( y ) ) , x et y
parcourant M.
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Pour le .second cas, soit M, un supplémentaire de M tel que L = M ® M,

soit libre. On prolonge alors q sur L par 0 sur M. et il suffit de montrer

le résultat pour M libre. Soit ( e . ) . / - une base de M et supposons l'ensemble

d'indices 1 totalement ordonné. On pose B (e . ,e . ) = q(e.) pour tout i € I,

B(e. ,e .) = îp(e. ,e .) si i < j et B ( e . , e . ) = 0 si i > j, où cp : M x M -* N
— J — J — J

est l'application A-bilinéaire associée à q. Alors B satisfait aux conditions

demandées.

Dans le troisième cas, M = M, ® H o m ( M ? , N ) et on peut, comme dans le second

cas, supposer H et M libres, donc 1-1 ^ A^, M ^ ^ } et M = A ; ©IT^.

On suppose les ensembles d'indices 1 et J totalement ordonnés. Si ( © . ) . / -

est une base de M. , on pose B ( e . , e . ) = q(e. ) pour tout i ^ I, B (e . , e . ) = c p ( e . , e . )

si i < j et B ( e . , e . ) = 0 si i > j , B ( e . , y . ) = c p ( e . , e . ) pour tout i 6 I et
. > ± ^ / \ 1 J 1 J

y . dans le j facteur de N , B (y . ,e . ) = 0 pour y . dans le j facteur de
J J 1 J

^ J ) et i € I, B(y^,y.) = cp(y^,y . ) si i < j et B(y^,y.) = 0 si i > j où

y. (resp. y . ) est dans lé î 6 (resp. j161110) facteur de N . Il reste finalement

à définir B sur les paires (x . , y . ) où x . et y . sont dans le 3 facteur
, , J J J J

de N . Dans ce cas, considérons la restriction de q à ce facteur : c 'est une

forme quadratique q. : N -^ N pour laquelle il existe, par hypothèse, une forme

A-bilinéaire cp . : N x N -> N telle que q.(y) = <P . (y»y ) pour tout y € N. On
<3 J J

définit alors B(x . , y . ) = c p . ( x . , y . ) . Il est facile maintenant de vérifier que
J J J 3 J

B(x,x) = q(x) pour tout x C M.

LermnR 1 .9.2. Soit ( M , q , N ) un ob.jet de C(A) , où q est strictement non dégénérée.

S'il existe une application A-linéaire f : M -» M telle que c p ( x , f ( x ) ) = q (x )

pour tout x 6 M, alors ( M , q , N ) J. ( M , - q , N ) ^ h ( M , N ) .

En effet, soient U et V les deux sous-modules suivants de M ® M :

U = { ( x , x ) | x ê M} et V = { ( y - f ( y ) , - f (y ) ) | y ê M}. Il est facile de voir que

U et V sont deux sous-modules supplémentaires de M © M car l 'équation ( x , y ) =

( z , z ) + ( t - f ( t ) , - f ( t ) ) a, pour tout couple ( x , y ) , la solution unique z = y +

+ f(x-y) et t = x-y. Calculons ( q ± - q ) ( ( z , z ) + ( t - f ( t ) , - f ( t ) ) ) = q(z+t - f ( t ) ) -

- q ( z - f ( t ) ) = q ( t ) + c p ( t , z - f ( t ) ) = c p ( z , t ) . Soit alors Q' : M -^ Hom ( M , N ) l'iso-

morphisme associé à q, i.e., o ' (x ) (y) = c p ( x , y ) pour tout ( x , y ) é M x M. L'appli-

cation de M © M = U C V dans h ( M , N ) qui à ( z , z ) + ( t - f ( t ) , - f ( t ) ) associe le

couple ( z . Q ^ t ) ) est un isomorphisme de modules. De plus, o^t^z) = î p ( z , t ) =

= (q J. - q ) ( ( z , z ) + ( t - f ( t ) , ( f ( t ) ) ) ; c 'est donc un isomorphisme dans C ( A ) .
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Nous pouvons maintenant démontrer le résultat souhaité, à savoir :

Pro-position 1 . 9 . 5 . Soient M un module N-réflexif et q : M -̂  N une application
quadratJQue. Supposons l'une des deux conditions suivantes réalisées : ( 1 ) 1'homothé-
tie de apport 2 est inversible dans N ; ( 2 ) M est pro.-jectif. Alors les -propriétés
suivantes sont équivalentes : i) q est strictement non dégénérée ; ii) il existe
un isomorphisme ( M , q , N ) . L ( M , - q , N ) = - h ( M , N ) .

Comme on l'a déjà remarqué, ii) => i) si M est N-réflexif car l'appli-
cation linéaire de M © M dans H o m . ( M , N ) © Hom ( M , N ) associée à q J- -q a pourA A
matrice ( ) et pour que ce soit un isomorphisme, il est nécessaire et suffi-
sant que o en soit un.

En sens contraire, i) => ii) : en vertu des hypothèses, soit B : M x M -* N
une application A-bilinéaire telle que B ( x , x ) = q ( x ) . Comme l'application A-linéaire
^ : M ~ ^ H o m , . ( M , N ) induite par q est un isomorphisme, on sait que pour toute
application A-bilinéaire F : M x M -> N , il existe une application f- : M "* N
telle que pour tout ( x , y ) 6 M x M , on ait F ( x , y ) = c p ( x , f ( y ) ) . Prenant alors
F = B , on voit que l'application A-linéaire f = f vérifie, en particulier,
c p ( x , f ( x ) ) = q ( x ) . On est alors dans les hypothèses du lemme 1 . 9 . 2 . et on en conclut
1'isomorphisme ( M , q , N ) ± ( M , - q , N ) w h ( M , N ) .
Remarque. On n' a pas utilisé le cas 5) du lemme 1 . 9 . 1 . dont l'intérêt réel n'est
pas évident. Si l'on ne suppose pas 2 inversible dans A et si l'on s'intéresse
aux couples ( M , N ) , où Hom ( N , N ) w A , il sera nécessaire de supposer M projectif,
auquel cas il sera aussi nécessaire de supposer N projectif de type fini et de
rang 1 pour qu'il soit possible que Hom C M , N ) ,et M soient isomorphes. En effet,A
on ne voit guère quels sont les modules N non projectifs qui vérifient en plus
de Hom ( N , N ) w A , la condition 5) du lemme 1 . 9 . 1 .A

La proposition précédente permet de donner une définition un peu différente
du groupe de Witt de N. Soit pour cela E ( N ) l'ensemble (tes classes d'isomorphismes
d'objets de C ' ( N ) et soit dans E ( N ) la relation suivante : ( M , q ) ̂  ( M ' , q ' ) si
et seulement si il existe P. et P^, A-modules projectifs de type fini tels que
( M , q ) J . h ( P ^ ) - ( M ' . q ' ) ! h ( P ^ ) .

Il est facile de voir que c'est une relation d'équivalence dans E ( N ) , com-
patible avec la loi d'addition induite par la somme orthogonale. Ainsi l'ensemble
quotient E ' ( N ) = E(N)/~ hérite d'une structure de monoîde abélien avec élément
neutre.
Proposition et Définition 1 - . 9 . 4 . Le groupe universel du mcno'ide'abélien E ' ( N ) . est
le groupe de Witt de N, W ( N ) . Si 2 est inversible dans A ou-si N est un module
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pro.iectif de type fini et de rang 1 , E ' ( N ) est un groupe abélien et co'incide donc
avec W ( N ) .

En effet, la définition donnée plus haut montre que l'application naturelle
de E ( N ) dans w ( N ) passe au quotient par la relation d'équivalence ~ et ainsi
on a un homomorphisme de E ' ( N ) dans W ( N ) . Comme les éléments de w ( N ) sont dif-
férence d'image d'éléments de E ( N ) , ils sont de même différence d'image d'éléments
de E ' ( N ) . On a donc une application naturelle du groupe universel de E ' ( N ) dans
W ( N ) . Inversement, l'application composée E ( N ) - ^ E ' ( N ) - ^ K ( E ' ( N ) ) , groupe universel
de E ' ( N ) , induit un homomorphisme de groupes abéliens de M(î(N) dans K ( E ' ( N ) ) qui
est nul sur le sous-groupe de WG-(N) engendré par les espaces hyperboliques. Par
passage au quotient, on obtient ainsi un homomorphisme naturel de W ( N ) dans K ( E ' ( N ) ) .
Une vérification facile, laissée au lecteur, montre que ces deux homomorphismes sont
inverses l'un de l'autre.

La seconde affirmation est une conséquence immédiate de la proposition
1 . 8 . 1 . En effet, dans les hypothèses du lemme 1 . 9 . 2 . , on a ( M , q ) J- ( M , - q ) a!" h ( M ) ,
donc dans E ' ( N ) , la classe ( M , q ) a pour opposée la classe de ( M , - q ) et E ' ( N )
est donc un groupe abélien.

Corollaire 1 . 9 . 5 . Dans les hypothèses de la proposition précédente, si -1 est un
carré dans A , en -particulier si 2 = 0 dans A , W ( N ) est un groupe abélien dans
lequel tout élément est d'ordre 2.

En effet, si -1 = a , alors l'homothétie de rapport a dans M est un
isomorphisme de ( M , q ) sur ( M , - q ) , d'où le résultat annoncé.

1 . 1 0 . L'HOMOMOKFHISMË DE DIMENuIùN

Rappelons certains faits bien connus d'algèbre commutative (c f . [^ J ch. 2 ) .
Si A est un anneau commutât if et unitaire, on appelle spectre de A et on note
Spec(A) l'ensemble des idéaux premiers de A muni de la topologie de Zariski, dans
lequel une base d'ouverts est formé des D - ( p | j p C S p e c ( A ) , f f- ( » } , où f € A..
Pour cette topologie, Spec(A) est quasi compact. A tout A-module M projectif de
type fini, on associe une fonction de Spec(A) dans ' 3 . , la fonction rang, définie
par : 1^(1?) = l® rang du A -module libre de type fini M ̂  A . C'est une fonctionn ^ p A p
continue, ce qui équivaut à localement constante, vue la topologie de S p e c ( , A ) . L'en-
semble C(Spec(A), 2) est un anneau pour les opérations somme et produit des fonc-
tions. On a alors les propriétés évidentes suivantes : r,, ̂  ,, = r,_ + r,_ etjyi w N M î»
r ^ .- = r .r , quels que soient M et N , A-modules projectifs de type fini.

A
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Si f : A "•> A ' est un homomorphisme d'anneaux et p un idéal premier

de A ' , f ( 1p) est un idéal premier de A. On en déduit une application continue

Spec(f) : Spec (A ' ) - > S p e c ( A ) , d 'où un homomorphisme naturel d'anneaux de

C(Spec(A), Z') dans C(Spec (A ' ) , Z'). Si M est un A-module projectif de type fini

on a, si r , .<-. : Spec A ' -> Z", la relation r , ^ = r o Spec(f ) .
A w. i"l A •"• i-i i-lA A

Soit K (A) l'anneau de Grothendieck des classes de A-modules projectifs

de type fini. Alors r induit un homomorphisme naturel r : K (A) -^C(Spec(A) , ^),M o
fonctoriel en A, en ce sens que si f : A -> A ' est un homomorphismes d'anneaux,

on a le carré commutatif :

K^(A) ————T-———>C(Spec(A), Z)

K ( f ) Spec(f)

K (A') ————T-————> C (Spec (A ' ) , 2)

La flèche r est surjective. En effet, si g € C(Spec(A), 2), comme

Spec(A) est quasi compact, g(Spec(A)) est un ensemble fini et, comme les fonctions

constantes sont naturellement dans r(K (A)) , on peut translater g de sorte que

g(Spe'c(A)) soit constitué d'entiers positifs ou nuls r < r < ... <r . Soit

alors X. = g (r.), i = 1 , . . . , p . Les X. forment une partition de Spec (A) en

parties ouvertes et fermées et il existe donc, dans A, des idempotents e . , l̂ î p,

deux à deux orthogonaux et de somme 1 tels que X. = Spec(A e . ) . Il suffit alors

p r.
de prendre M = .©. (A e . ) z et on a bien r = g.

Dans le cadre des applications quadratiques, considérons (M,q) un objet

de C'(N), où N est projectif de type fini. Nous pouvons lui faire correspondre

la classe de M dans le groupe de Grothendieck K -(A) et on obtient ainsi un

homomorphisme de 'groupes abéliens de WG(N) dans K (A) qui est un homomorphisme

d'anneaux commutatifs, si N = A (notons que K (A) est unitaire, mais que WG(A)

ne l'est pas toujours). Cet homomorphisme est fonctoriel en ce sens qu'on a le

diagramme commutatif :

W G ( N ) ————————> K^A)

W G ( f ) . K ( f )

W G ( A ' <^, N) — — — — — > K y ( A ' )
A o

On appellera homomorphisme de dimension, et on notera dim 1'homomorphis-

me composé W û ( N ) ~* K (A) "̂  C(Spec(A), J) ; si N = A c'est un homomorphisme
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d'anneaux. Il est fonctoriel en A, i.e., on a le carré commutatif de groupes

abéliens (resp. d'anneaux, si N = A) :

W G ( N ) ————^ m ————>C(Spec(A),^)

W G ( f ) Spec(f)

w
W G ( A ' <^N) ———^m————>C(Spec(A') , ^)

On a un homomorphisme naturel de coupes abéliens de K (A) dans W û ( N )
défini de la façon suivante : à M, on associe la classe dans W & ( N ) de l'espace

hyperbolique h ( M , N ) . L'image de K (A) est le sous-groupe noté H(N) en 1.8. et
le conoyau de cet homomorphisme est donc le groupe de Witt W ( N ) . On a ainsi la

suite exacte de groupes abéliens K (A) -* WG-(N) -> W ( N ) -> 0. Il n'est pas nécessaire
ici de supposer que N soit projectif de type fini et de rang 1.

Regardons maintenant l'image par l'application dim du sous-groupe H ( N )
formé par les espaces hyperboliques . Il s'agit donc d'étudier la fonction

^ ® Hom.(M,N)' qui nlest autre que ^ + '"Hom.dt.N) et comme ^^'^ w w* ̂
A A

a même rang que M, r / \ = 2 r . Comme de plus, l'application r : K (A) -*

-»C(Spec(A), Z') est surjective, l'image de H ( N ) par l'application dim est le
sous-groupe C(Spec(A), 2 ^) de (î(Spec(A), 2'). On a ainsi un homomorphisme naturel

de W ( N ) dans le groupe quotient C(Spec(A), Z')/C(Spec(A), 2 s) et celui-ci est

isomorphe à C(Spec(A), ï/ 2 ^). L'homomorphisme composé w ( N ) -^C(Spec(A) , '2/ 2 '2)
est appelé dimension modulo 2.

Soit alors Ip(A) l'ensemble des éléments idempotents de l'anneau A :
c'est un anneaucommutatif et unitaire si l 'on munit des lois de compositions

e + e ' = e + e ' - 2 e e ' (somme booléenne) et e .e ' = e e ' , le produit dans l'anneau
A. Cet anneau est isomorphe à l'anneau des fonctions continues de Spec(A) dans
Z/ 2 2? par l'intermédiaire de l'ensemble des parties de Spec(A) qui sont, à la

fois, ouvertes et fermées. En effet , à e C Ip(A) on associe X = { p j l p ê Spec(A) ,
e f. K»} et l'image de e dans l'anneau local A » qui est idempotent, est 0 si
p f- X et 1 si ^ € X . On peut donc associer à e 6 Ip (A) , la fonction continue

de Spec(A) dans Z/ 2, 'S égale à 0 sur [ x et à 1 smr X . On a donc, pour

chaque module projectif N de type fini et de rang 1, un homomorphisme de dimen-

sion modulo 2, dim? : W ( N ) -^ Ip(A) dont les propriétés fonctorielles, vis à vis
de l'extension des scalaires, sont claires.
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De plus, si N = A, œt homomorphisme est un homomorphisme d'anneaux.
Dans le cas général, le noyau, noté W ( N ) , est un sous-W(A)-module de w ( N ) .
Si N = A, c'est un idéal de W ( A ) . On a le diagramme commutatif :

W G ( N ) ———>K (A) ———T-———>C(Spec(A), ^)

dim \Y
W ( N ) ———————2-———————>C(Spec(A), 2T/(2)) = Ip(A) .

Le noyau de l'application composée dim^ o n : W G ( N ) -* Ip(A) sera noté WG (N)
et l'application dim : W G ( N ) -^ K (A) —^ C(Spec(A), ^) restreinte à WG (N)
permet de définir une application, notée 7 dim : WG (N) - > C(Spec(A) , J). De plus,o
si P est un A-module projectif de type fini, -§- dim ( h ( P , N ) ) = r-p et comme l'ap-
plication r est surjeotive, il en est de même de -^ dim. Notons W G ( N ) = Ker(-^- dim);
on a la suite exacte de groupes abéliens : 0 -^^(N) -^ WG (N) ' 2 diI]a> C(Spec(A),
^) -> 0.

1 . 1 1 . DECOMPOSITIONS ORTHOGONALES

Désormais, on appellera A-module quadratique tout couple ( P , q ' ) , où P
est un A-module projectif de type fini et q : P -» A est une forme quadratique
strictement non dégénérée^. que nous dirons aussi non dégénérée, si aucune confusion
n'est à craindre. Notons Quad(A) la catégorie des A-modules quadratiques, notée
C " ( A ) dans 1 . 8 . , qui est la seule catégorie dans laquelle nous travaillerons désor-
mais.

Lemme 1 . 1 1 . 1 . Soient A un anneau. ( P , q ) un A-module quadratique, P' un sous-
A-module de P et q ' la restriction de q jî, P' . Les conditions suivantes sont
équivalentes : ( i ) ( P ' , q ' ) est un A-module quadratique, i . e . , P' est projectif
_e_fc. q ' est non dégénérée ; ( i i ) ( P ' , q ' ) est un facteur orthogonal de ( ? , q ) .

Il est évident que ( i i ) => ( i ) . Montrons que ( i ) => ( i i ) . Soient, à cet
effet, j : P'<-^ P l'injection canonique et »' : P' ̂  P'* (resp. a : P ̂  P^-)
l'isomorphisme A-linéaire défini par q ' ( r e s p . q ) . Alors l'application A-linéaire
o''~ o j o û? vérifie ( © ' ' ' o j o o") o j = id , , donc P' est un facteur direct

— i tde P. Si P" = Ker (© / t o j o ») et q" est la restriction de q à P " , on a
( P , q ) w ( P ' , q ' ) J L ( P " , q " ) .

Il est clair que dans ce lemme, on peut oublier la projectivité des
modules P et P' et ne retenir que la non dégénérescence des formes quadratiques
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q et q ' .

Théorème 1 . 1 1 .2. Soient A un anneau local d'idéal maximal ai et (P,q) un

A-module quadratique, (i) Sj_ 2 est inversible dans A, (P,q) possède une base or-

thogonale . (ii) SJ_ 2 € m, (P,q) est de rang pair et possède une décomposition

orthogonale en somme de "plans (sous-modules de rang 2).

Supposons que 2 est inversible dans A. La démonstration se fait par réc-

curence sur le rang n du A-module P, le résultat étant clair pour n = 1 . Suppo-

sons n > 1 et considérons le k-espace quadratique k <X>. P, où k = A / est le

corps résiduel de A. Comme la forme quadratique étendue q' : k 0 P -> k est non

dégénérée, il existe au moins un vecteur x € k (2> P tel que q ' (x) ^ 0. Mais x

peut s'écrire sous la forme x = 1 ^ e avec e € P et q 'O <8 e ^ ) est la classe

de q(e ) dans k. Cela signifie qu'il existe un vecteur e^ € P tel que q (e^ )

soit inversible dans A. La restriction q" de q au sous-A-module A e^ de P

est donc non dégénérée et, par suite (P,q) est la somme orthogonale de (A e,, q")

et d'un A-module quadratique (P ' ,q ' ) de rang n-1. D'après l'hypothèse de récur-

rence, il existe une base orthogonale {e ,...,e^} de ( P ' , q 1 ) donc {e^,e^, . . . ,e^}

est une base orthogonale de (?,q).

Si 2 n'est pas inversible dans A, on considère une base {e ,...,e }

de P, n ̂  2, et soit ( tp (e . ,e . ) ) ^ . . ^ la matrj ce de q relativement à cette

base, où cp est la forme A-bilinéaire symétrique associée à q. Comme q est non

dégénérée, cet te matrice est inversible donc il existe au moins un couple d'indices

(i,j) tel que cp (e . , e . ) f. m. Comme cp(x,x) = 2q(x), on a i ^ j; on peut supposer

que i = 1 et j = 2. La restriction q' de q au sous-A-module P' = A e ®

/2 q(e ) cp(e ,e )\
® A e a pour matrice ( | » qui est inversible. Ceci nous

2 V cp(e^) 2 q(e^) )

montre que (P,q) ^ (P ' ,q ' ) -L (P11 , q")» où q" est la restriction de q à P'-l-

et le rang de P'-t- est n-2. Pour le début de la récurrence, il suffit de remarquer

que si n = 0, il n'y a rien à démontrer et qu'on ne peut pas avoir n = 1 , car

2 € m.

Si A est un anneau local dans lequel 2 est inversible et si a est

un élément inversible de A, on notera < a > le A-module quadratique (A,q), où

q : A ^ A est de la forme quadratique définie par x ^ a x . Si a^ , ... ,a^ sont

des éléments inversibles de A, < a, > 1 . . . 1 < a > est le A-module quadratique1 ïi n o
(A^q), où q : A11 -> A est de la forme quadratique définie (x^ , . . . ,x^ ) ^ ̂  ^i*

Le théorème 1 . 1 1 . 2 . nous dit que tout A-module quadratique de iang n est de la

forme < a > J- . . . -L <à >, où a , .. . ,a sont des éléments inversibles de A.
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On dira qu'une A-algèbre commutative A ' est fidèlement plate si A ' est
un A-module plat et si pour tout A-module M , la condition A ' ̂  M = 0 entraîne
M = 0. Ceci équivaut encore à dire qu'une suite de A-modules M ' "> M -> M" est
exacte si et seulement si la suite de A'-modules A ' ̂  M ' "* A ' ^. M -> A ' ̂  M"A A A
est exacte. On dira aussi que A ' est une extension fidèlement plate de A. On a
les propriétés suivantes : ( i ) Pour qu'un A-module P soit projectif de type fini
il faut et il suffit que le A'-module A ' ^. P soit projectif de type fini.A
( i i ) Pour qu'une application A-linéaire f : M -> N soit un isomorphisme, il faut
et il suffit que l'application A'-linéaire id 8) f : A ' <» M •* A ' ̂  N soit un
isomorphisme. (iii) Soient P un A-module, q : P •* A une forme A-quadratique et
q' : A ' ̂  P "* A ' la forme A'-quadratique obtenue par extension des scalaires.A
Alors ( ? , q ) est un A-module quadratique si et seulement si ( A ' ^. P, q ' ) est
un A'-module quadratique.

Soit { f , , . . . , f } un ensemble d'éléments de A engendrant l'idéal A ,
S , . = { 1 , f . , f . , . . . , t . , . . . } la partie multiplicative engendrée par f . et
1 -1 1 1 1

A.. = S,. A l'anneau des fractions de A à dénominateurs dans S . La A-algèbre
i i inA ' = II A est appelée une extension de Zariski de A.

i=l i
Si A ' est une extension de Zariski de A , alors A ' est une extension

fidèlement plate de A. En effet, il est évident que A ' est un A-module plat,
car les A , , le sont. Soit, de plus, M un A-module tel que A ' <8> M = 0. Ceci

f! A

équivaut à dire que M = 0 (i = 1 , . . . , n ) , donc, pour tout idéal maximal m de A ,
M = 0. Le lemme de glotalisation nous dit alors que M = 0.

Le théorème précédent nous permet d'énoncer la proposition suivante :
Proposition 1 . 1 1 . 5 . Soient A un anneau et ( ? , q ) un A-module quadratique, où
P est un A-module projectif de type fini et de rang constant, ( i ) Si 2 est inver-
sible dans A , il existe une extension de Zariski A' à^ A telle que A ' ^) ( ? > q )
possède une base orthogonale, ( i i ) Si 2 n'est pas inversible dans A , il existe
une extension de Zariski A ' d_e. A telle que A ' '^A'P,^.) = (^-' ^A p'^) a une
décomposition en somme orthogonale de sous-modules quadratiques libres de rang 2
et tels que dans chaque sous-module, il existe au moins un vecteur x tel que
q ' ( x ) est inversible dans A ' .

La démonstration se fait par récurrence sur le rang n de P. Supposons
d'abord que 2 est inversible dans A. Pour chaque idéal maximal m de A , il existe,
dans le A -module quadratique A •S». ( P , q ) une base orthogonale, en particulier,
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un vecteur -m , x ç P, s f. m tel que ^(-m) soit inversible dans A . Ceci

m m

signifie que pour chaque idéal maximal m de A, il existe un élément f f- m -

ici, f = s q(x ) - tel que dans P = A ® P» il existe un élément y avec
m m

^ (y^) inversible dans A, . L'idéal de A engendré par les f n'est contenu
m m

dans aucun idéal maximal de A, donc il est égal à A et, par suite, il existe une

sous-famille finie f ,...,f qui oigendre A. Soient x. € P l'élément associé

à f^ tel que q (x . ) soit inversible dans A (i = 1 , ... ,p), A ' = IT A et
i p i i=1 i

x = (x. ) € A' <2> P = & Pô . On a q ' (x) = (q (x. ) ) qui est inversible dans A ' .
1 A i=l ^ ^ 1

Comme 2 est inversible dans A, donc dans A ' , la restriction Q' de q' à A ' x

est non dégénérée, donc (A' <S) P, q ' ) = (A' x, Q ' ) . L ( P " » Q " ) , où P" est un
A

A'-module projectif de rang n-1. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe une

extension de Zariski A" de A ' telle que A" ^ P" admet une base orthogonale

(e , . . . , e } . En posant e = 1 <g) x ê A" 0 , (A' <8 P) ^ A" 0. P, on voit que {e ,e ,...
^ n i A A A 1 < -

„ . . ,€ } est une base orthogonale de A" ^ P. Il reste à remarquer que A" est une ex-
tension de Zariski de A, par transitivité des extensions de Zariski.

Dans le cas où 2 n'est pas inversible, la démonstration se fait de façon

analogue. En effet, pour chaque idéal maximal m de A, il existe un élément

f ^ m et une décomposition orthogonale de A,, ^ (P»q) en somme de sous-modules
m "m A

libres de rang 2. Comme les f engendrent l'idéal A, il existe une sous-famille
P

finie f ,...,f qui l'engendre. On pose alors A' = II A,, , A.p <^> (?,q) =
1 P . . I . I . A

n/2 n/2 p 1=1 " ?
= ± (P. .,q. .), donc A ' < ^ ( P , q ) ^ -1- ( n (P. . ,q. . ) ), où fi P est un

j=1 1J 1J A j=l i=l 1J ^ i=1 1J

P
plan de A' ^). (?,q) (j = 1,.. . ,n/2). De plus, dans chaque n P. ., il existe un

A i=1 1J

vecteur x . tel que q ' ( x . ) soi't inversible dans A' et pour cela il suffit de
J J

prendre dans chaque P . . (1 ^ i < p) un vecteur x . . satisfaisant à la condition
1J ^-J

voulue dans A,, . La démonstration s'achève à l'aide du lemme suivant :
i

Lemmp 1 . 1 1 . 4 . Soient A un anneau, (P,q) un A-module quadratique, où P est

un A-module projectif de type fini et de rang constant pair et m un idéal maximal

de A. Il existe un élément f de A n'appartenant pas à m et une décomposition

orthogonale de A (^ (P»q) en somme de sous-modules libres de rang 2 et telle
î A

que dans chaque plan, il-^existe au moins un vecteur x avec q.p(x) inversible

dans A,,.

Si 2 f- m, A ^>. (P»q) a une base orthogonale {e ,...,e } avec
m A 1 n
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x.
e . = ^ — , x . 6 p , s . ^ m et q(x. ) f. m (i = 1 , . .. ,n). Il suffit alors de prendre
I n i 1

f = n s. q(x.) et les éléments e ,...,e forment une base orthogonale de
i=1 z 1 1 n

A,, ^ (?»q)» d'où le résultat voulu.

Supposons maintenant que 2 ê m : il existe dans A (^ P des éléments
m A

x. y.
e. , f . ( i =1 , . . . , n ) , e. = —1- , f. = — avec x . , y. ê P, s . , t. f. tn et tels que
II I S . l t . 1 1 1 1

A <S> (P»q) soit la somme orthogonale des plans ( P . » q . ) (i = 1 , . . . , ~), où

P. = A e. © A f. et q. est la restriction de q à P.. De plus, q^ (e . ) est

inversible dans A . Soit alors d. = 4 q(x.) q(y.) - c p ( x . , y . ) (i = 1 , . .. ,77),

où cp est la forme A-bilinéaire associée à q. Comme la restriction de q, à P.
n/2"

est non-dégénérée, d. f. m (i == 1, . . . ,n) et il suffit de prendre f = n s . t .d . q(x. )
i ^ i i i i

pour obtenir un élément qui n'est pas dans m et tel que les sous-A,,-modules

A,, x. (B Ar. y. de Ar, ̂  P sont des plans non dégénérés deux à deux orthogonaux.

Ainsi, A,, ^. (P»çi) est bien la somme orthogonale de sous-modules libres de rang 2
i A

et tels que dans chacun d'eux il existe un élément x avec q.p(x) inversible

dans A,,.

Proposition 1 . 1 1 . 5 . Soient A un anneau et (P,q) un A-module quadratique où P

est un A—module pro.iectif de type fini fc l de rang constant pair. Il existe une

extension fidèlement plate A' de A telle que A ' <^. (P,q) soit un A'-espace
A,

hyperbolidue.

D'après la transitivité des extensions fidèlement plates, on peut suppo-

ser (cf. Proposition 1 . 1 1 . 5 . ) que P est un A-module libre de rang 2, de base
? ?

{e ,e } avec q(e ) ê u (A) . On a q(x e + y e ) = a x + b x y + c y , a = q(e ) €

€ U(A) , b = q(e ) , c = cp(e ,e ) et b2 - 4 ac ê u (A) . Alors A' = A[t"] avec t2 +
—1 —1

+ a b t + a c = 0 est une -extension quadratique de A (cf . 2 .4 . ) ; A' est une

A-algèbre fidèlement plate. Notons q' = A ' < .̂ P •^ A ' la forme A'-quadratique ob-
' ?

tenue par extension des scalaires. On a q ' ( t ( ^ ) e . + 1 ^ e ^ ) = a t + b t + c = 0

et si l'on prend f, = t ^ e, + 1 <8> e^ comme vecteur faisant partie d'une base det i d. ^
A' ^ P en tajit que A'-module, on a q ' (x f + y f ) =• b' x y + c ' y = y(b' x +

+ c' y) avec b ' , c ' Ç A ' e t b ' € u(A') . Il suffit maintenant de modifier f^ pour

achever la démonstration.

On voit que, en fait, dans le cas général, il faut faire une extension de

Zariski puis une suite d'extensions quadratiques. ' .

Remarquons que si P est un A-module de rang impair, quitte à faire une
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extension de Zariski de A , on peut supposer que P est un A-module libre ayant
une base orthogonale, {e^ , . . . , e ^ } . Soient alors a^ = <l(e^_^ )q(e^) ( i = 1 , . . .
. . . , n ) et A ' = A[ J""^ » . . . » , / - a ] . On voit que A ' ̂  ( P , q ) est la somme
orthogonale d'un A-espace hyperbolique et d'un A'—module libre de rang 1 .

1 . 1 2 . GROUPES ET TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Soit ( P , q , N ) un objet de C ' ( N ) , où N est projectif de type fini et
de rang 1 . Une application linéaire s de P dans P sera appelée transformation
orthogonale de ( P , q , N ) si pour tout élément x de P, q ( s ( x ) ) = q ( x ) . Comme q
est strictement non dégénérée, s est un automorphisme de A-modules . En effet, s
conserve l'application bilinéaire symétrique cp associée à q et on a le diagramme
commutât if :

dp ————ï.—————> g (p ^)
A
A

S t

P ————2—————> Hom ( P , N )

Si s et s ' deux transformations orthogonales de ( P , q > N ) , s o s' et
. s . sont encore des transformations orthogonales ; id est aussi une transforma-
tion orthogonale. L'ensemble des transformations orthogonales de ( ? » q , N ) est donc
un sous-groupe du groupe linéaire de P qu'on appellera groupe orthogonal de
( P , q , N ) et qu'on notera Q ) ( P , q ) (ou ® ( q ) , ou ( ? > ( ? ) ) .
Exemples. 1 . 1 2 . 1 . Une homothétie x t-̂  Âx est dans ( 3 ) ( P , q ) si et seulement si^ = 1 .
1 . 1 2 . 2 . Supposons que N = A et soit x € p un élément tel que q ( x ) Ç U ( A ) .
Alors la transformation t : P -> P définie par y ̂  y-x q ( x ) c p ( x , y ) est une
transformation orthogonale appelée transvection de vecteur x. Si 2 est inversible
dans A , ( P , q ) ̂  ( A x , q i )-L ( P ' , q ' ) , car la restriction de q à Ax est stricte-
ment non dégénérée ; t a alors la décomposition t = - id © i^-n» e^ û'est c'oncx . x x̂ •L
la symétrie par rapport à l'hyper-plan orthogonal à x.

1 . 1 2 . 5 . Le groupe orthogonal d'une somme ( ? , q ) - L ( P ' , q ' ) contient un sous-groupe
isomorphe au produit direct ® ( P ) x 0 ( ? ' ) : c'est le sous-groupe formé des matrices
s 0
L , ) , où s et s ' sont deux transformations orthogonales de P et P' respecti-
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vement.

1 .12.4 . Soit h ( P , N ) un espace hyperbolique. Alors ( Z ) ( h ( p , N ) ) contient un

sous-groupe isomorphe au groupe linéaire de P. En effet , si u : P -^ P est un

automorphisme de P, (u ) ( f ) ( u ( x ) ) = f (u ( u ( x ) ) = f ( x ) , donc la matrice

/u 0 \
M(u) = ( + -, l est une transformation orthogonale de h ( P , N ) . L'application

[ 0 ' (u-1) ;

u ^ M(u) est un isomorphisme de CK(P) dans ( l ) ( h ( P , N ) ) .

On appelle î ) (n ,A) le groupe orthogonal de l'espace hyperbolique h(A ).

L'inclusion naturelle cp de h(A11) dans l^A11'^), p >- 0, obtenue en identifiant

A11 au sous-module de A11^ dont les p dernières coordonnées sont nulles, induit

/u 0 \
une injection de d) (n ,A) dans <D(n+p ,A) , u l-» ( j . On -appelle

V ° ^(AP) /

groupe orthogonal général et on note ® ( A ) , la limite inductive des groupes o(n ,A)
munis des homomorphismes cp . Tout groupe orthogonal d 'un module quadratique (P,q)n, p
se plonge dans d) (A) . En effet, (P,q) est toujours facteur orthogonal d 'un espace
h(A11), car si p © p' ^ A11, on a 1'isomorphisme (P,q) X (P,-q)i- h ( P ' ) w h(A11).

1.12.5. Déterminant d'un automorphisme orthogonal. Si A est de caractéristique

2 et si ( P » q ) est un A-module quadratique, la forme bilinéaire symétrique cp as-

sociée est alternée : le groupe orthogonal < Z ) ( P » q ) est un sous-groupe du groupe

des transformations linéaires qui laissent cp invariante. Or, on sait(cf. ( l o i »
par exemple) que le déterminant d'un tel automorphisme est 1. Le déterminant d'une

transformation orthogonale est donc toujours égal à 1 dans ce cas.

Daiffis le cas général, si s € d)(P) est si n est un entier, A s est un
automorphisme de la puissance extérieure n , ( A P, A cp) . En particulier, l'homo-
thétie de rapport dét(s) laisse dét(p ,q) invariant. On a donc (dét s) = 1 et

le déterminant d'une transformation orthogonale est une racine carrée de l'unité.

Si 2 est inversible dans A, on a un isomorphisme naturel entre le groupe u.p(A)
des racines carrées de l'unité de A et le groupe Ip(A) des idempotents de A

par u ^ -5-0-u) et e 1-» 1-2e, u ê M^(A) et e ê Ip(A) . On obtient donc par l'ho-

momorphisme déterminant, un homomorphisme de î ) (P»q) dans Ip(A). Son noyau est

le groupe spécial orthogonal de (P,q) et nous verrons, au chapitre 2, comment on

peut se passer de l'hypothèse 2 inversible pour définir cet homomorphisme (cf .

2.8.14.) .



Si 2 est inversible dans A , le déterminant d'une transvection t estx
égal à - 1 , comme le montre la décomposition de t en -id ® id/ ^J<.
Rappelons le théorème suivant ( c f . [ 1 7 ] ) :

Théorème 1 . 1 2 . 1 . Si A est un cor-ps. le groupe orthogonal d'un A-module Quadrati-
que ( P , q ) est engendré -par les transvections. De façon -précise, _sj_ n est la
dimension de P sur A , toute transformation orthogonale est produit d'au -plus n
transvections, excepté dans le cas où ( P , q ) ̂  h ( ( J / ( 2 ) ) ) .

1 . 1 3 . THEOREME DE SIMPLIFICATION DE WITT

Avant de passer au théorème de Vitt, nous allons démontrer le lemme
suivant :

Lemme 1 . 1 5 . 1 . Soit x un élément unimodulaire du A-module quadratique ( P , q ) tel
que q ( x ) = 0. Si q est strictement non dégénérée, il existe un élément y _de_
P tel que q ( y ) = 0 ,e_b. c p ( x , y ) = 1 . Le sous-module engendré par x _e_b_ y est
strictement non dégénérée et isomorphe à l'espace hyperbolique h ( A ) .

En effet, comme x est unimodulaire ( i . e . , il existe f ê P tel que
f ( x ) = 1 ) , il existe z € p tel que c p ( x , z ) = 1 , car q est strictement non dégé-
nérée ; il suffit alors de prendre y = z - q ( z ) x et il est clair que le sous-
module engendré par x et y est libre de rang 2 . La restriction q ' de q à

0 1ce sous-module est strictement non dégénérée, car la matrice de d , est ( )
cpl 1 0

en prenant pour base du dual la base duale de [ x , y } . L'isomorphisme de h ( A ) sur
(Ax © Ay, q ' ) s'obtient en envoyant 1 sur x et 1 sur y. Le couple { x , y }
s'appelle alors une paire hyperbolique.

Une question naturelle se pose quand on définit le groupe de Witt-Grothen-
dieck d'un anneau A : le mono'ide abélien E ( A ) des classes d'isomorphismesde modu-
les quadratiques est-il simplifiable ? En d'autres termes, ce mono'ide s'injecte-t-il
dans son groupe universel W G ( A ) , c'est à dire,est-ce que deux modules quadratiques
( P - i » q . - t ) et (P , q ? ) qui ont même classe dans W G ( A ) sont isomorphes ? La réponse
générale ne peut être que négative ; il y a cependant des cas importants où le
résultat est vrai, à savoir si A est un corps ou un anneau semi-local.

Dire. que ( P ^ , q ^ ) et ( ? ^ , q ^ ) ont même classe dans W G ( A ) signifie
qu'il existe ( P , q ) objet de C ' ( A ) tel que (P^ , q ^ ) JL ( P , q ) ̂  ( ? , q ) ± ( P , q ) ,
et le problème est de savoir quand on peut simplifier cet isomorphisme par ( ? , q ) .
Il est équivalent de dire qu'on peut simplifier quand ( P , q ) est un espace hyper-
bolique puisqu'on peut rajouter ( ? , - q ) aux termes de 1'isomorphisme et que h ( p ) ̂
^ ( P » q ) -t- ( ? , - q ) . On peut alors supposer que P est libre de type fini car il
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existe P' projectif de type fini tel que P © P' ^ A11 et donc h(p) « L h ( P ' ) w

w h(A11). Comme h(An) est somme orthogonale de n espaces h ( A ) , il suffit fina-

lement de montrer qu 'on peut simplifier par le plan hyperbolique h ( A ) . Identifiant

les deux modules quadratiques E = (P ,q )-L h (A) et E^ = (P^ ,q^)J - h ( A ) , on

voit que le problème de la simplification consiste à montrer que le groupe orthogo-

nal d 'un module quadratique opère transitivement sur l'ensemble des paires hyperbo-

liques.

Théorème 1 .13.2. Le groupe orthogonal d 'un module quadratique sur un cor-ps A

opère t.ransitivement sur l'ensemble des paires hyperboliques.

Soient [,x,y} et { x ' , y ' } deux paires hyperboliques dans un module

quadratique E et soient P et P' les plans hyperboliques correspondants.
Nous allons montrer qu'il existe toujours o- ê © ( E ) tel que o-(x) = x ' . C 'es t clair

si x et x ' sont dépendants car x' = ax et il suffit de prendre pour o l'iden-
tité sur l'orthogonal de P, o(x) = x' et o(y) = a" y. Si x et x' sont indé-

pendants et si c p ( x , x ' ) n 'est pas nul, on note R le plan hyperbolique Ax © Ax'

et on prend pour or l 'identité sur R-1- , or(x) = x' et o^x ' ) = x. Si x et x'

sont indépendants et c p ( x , x ' ) = 0, il existe z dans E tel que c p ( x , z ) et
< p ( x ' , z ) sont tous deux non nuls. Remplaçant z par z + ex avec un c convena-

ble^ on peut supposer que q (z ) = 0 . On peut donc envoyer d'abord x sur z puis

z sur x' par des transformations orthogonales, d 'où le résultat voulu.

On suppose désormais que x = x' et y' s'écrit alors y' = y+z. Si

q ( z ) est non nul, la transvection t : E—^ E définie par. t (u) = u-zq (z ) cp (u , z )

laisse x invariant car c p ( x , z ) = 0 et envoie y sur y' car q ( y ' ) = c p ( y , z ) +

+ q (z ) = 0 . Si q (z ) est nul, z est un élément de P-^- et il existe t dans P-^-

tel que Az ® At est un plan hyperbolique R ; P J. R est isomorphe à h(A ) et

il suffit de trouver une transformation orthogonale de P J. R qui conserve x et

envoie y sur y+z. Il est facile de vérifier que o- : P A-R -» P A- R définie par

o(x) = x, or(y) = y+z, o'(z) = z et ^( t ) = t-x répond bien à la question, d 'où le

théorème.

Notons que si la dimension de E est supérieur à 2, on peut se restrein-

dre aux transformations du groupe spécial orthogonal.

En effet , si besoin est, on peut composer la transformation o trouvée
d'après le théorème précédent avec une transvection qui se réduit à l'identité sur

P ' , c'est à dire définie par un vecteur z de P'-^- tel que q (z ) ^ 0.

Dans le cas d 'un anneau semi-local, on a le théorème suivant :



Théorème 1 . 1 5 . 5 . Soient A un anneau semi-local et ( P , q ) un A-module quadrati-
que. Le groupe orthogonal de ( P , q ) o-père transitivement sur l'ensemble des paires
hyperboliques. Si le rang de P est su-périeur ou égal à 5 , le groupe spécial or—
thogonal opère aussi transitivement sur les -paires hyperboliques.

La seconde assertion est, comme pour les corps, une conséquence immédiate
de la première. En ce qui concerne la première question, soit B = A/Rad A ==

n
;= . n . A/m., où m. décrit l'ensemble fini des idéaux maximaux de A . Soient p et
p ' deux paires hyperboliques dans P, p . et p ! les paires déduites de celles-ci
par extension des scalaires à A/m. et on suppose pour l'instant que le rang de P
est supérieur ou égal à 5. Alors il existe dans chaque P <8 A/m. une transfor-A 1
mation orthogonale o , qui envoie p . sur p ! et qu'on peut supposer être produit
d'un nombre pair de transvections, ce qui permet de supposer que ce nombre est in-
dépendant de l'idéal maximal m . et o . = n t . Posons alors x = (x . ) €

^ 1 1 J=l ^J J ±f3 1

€ P (g) B w n P <̂  A/m.. On a q - ( x . ) = ( q , / ( x . . ) ) € u ( B ) ; on peut remonterA _ _, A 1 -D J A/m l , j
1 2q

x . dans P en y . et q ( y . ) est inversible dans A . Soit alors o = II tj 3 j ^ y^
Si l'on pose p = { x , y } et p ' = { x ' , y ' } , on a ^ ( x ) = x' (mod R a d ( A ) . P ) et
^y) = y ' (mod R a d ( A ) . P ) si bien qu'on est ramené à démontrer le théorème pour
deux paires { x , y } et [ x ' , y ' } telles que x = x ' et y = y ' (mod R a d ( A ) . P ) . On
a alors q ( y - x ' ) = - < p ( y , x ' ) € u ( A ) et on vérifie que t , ( x ' ) = y et que
t _ ( y ) = x , donc on peut supposer que x = x' . On écrit alors y' == y + ax + t
avec t € (Ax © Ay) , où a = -q ( t ) puisque q ( y ' ) = 0. Soit alors E la trans-
formation (introduite par Eichler dans le cas d'un corps ; cf. f^^l) définie par :
E ^(x) = x , E^(y) = y - x q ( t ) + t , E ^ ( z) = z + c p ( z , t ) x , si z ç (Ax © Ay)"*" .
Il est immédiat de vérifier que E , est orthogonale et que E (y + ax + t) = y."c t
Comme E , ( x ) = x , la démonstration est achevée dans ce cas. Si le rang de P n'est
pas supérieur ou égal à 5 , on se ramène tout d'abord au cas où P est de rang
constant en décomposant A en un produit d'anneau semi-locaux indécomposables et
il ne reste plus que le cas où P ̂  Ax C Ay w Ax' ® Ay' ; il suffit d'envoyer
x sur x' et y sur y' pour obtenir le résultat annoncé.

Corollaire 1 . 1 5 . 4 . Si A est semi-local, le mono'ide E ( A ) des classes d'isomor-
•phismes de modules quadratiques s'injecte dans le groupe de Witt-Grothendieck de A .

C'est la réponse à la question que nous nous sommes posés au début du
paragraphe.

Dans le cas des corps, le théorème de Witt ramène la classification des
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formes quadratiques à celle des formes dites anisotropes. Un A-module quadratique

( P , q ) , où A est un corps, sera dit anisotrope si le seul vecteur x tel que

q ( x ) = 0 est le vecteur nul. Sinon P est dit isotro-pe ou encore, on dit que q

représente 0. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1 .15.5. Si A est un corps, tout A-module quadratique ( P , q ) "possè-

de une décom-position orthogonale (P ,q ) w h(A ) _L ( P ' , q ' ) , où ( P ' , q ' ) est aniso-

tro-pe. La classe d ' isomor-phisme de ( P ' , q ' ) et l 'entier r ne dépendent que du

module ( P , q ) .

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de P sur A.

Elle est claire si le rangde P est 1 ou 2. Si le rang de P est supérieur à 2

et P anisotrope, c'est terminé et r = 0. Si q représente 0, le lemme 1 .15.1 .

montre que ( P , q ) w h(A)J_ (P" ,q" ) et (P" ,q") a, d'après l'hypothèse de récurren-

ce, une décomposition du type voulu, d 'où la décomposition orthogonale annoncée.

^ r?
Si on a (P, q) w h(A ) -L (P^' , q^' ) w h(A ) J, (P^ ,q? et r^ r , par exemple

^9 ^i r ~^
r^ < r ^ , h(A ) w h(A ) J. h(A 2 1 ) et d'après le théorème de simplification,

r?-i. ^?~^1
h(A ) i. (P^,qp ^ (?-, ' ,q^ ') . Mais comme (P^' ,qp est anisotrope, h(A ) = 0,

donc r.= r et ( P ' » q ' ) w ( P ' » ç i . ' ) » d 'où la proposition. L'entier r s'appelle

1'indice de (? ,q) .

Notons que l'image de (P ,q ) dans le groupe de Witt de A est la même

que celle de ( P ' , q ' ) . Ainsi, le groupe de Witt d 'un corps A peut être défini

comme l'ensemble des classes d'isomorphismes de modules quadratiques anisotropes.

T . 1 4 . AUTOUR DU SATZ 7 DE ¥ITT

L'existence, pour un A-module quadratique sur un anneau local de carac-

téristique résiduelle différente de 2, d 'une base orthogonale (cf . 1 . 1 1 . ) , montre

que l'anneau de Witt-Grothendieck W & ( A ) est le quotient de l'anneau de groupe

^[U(A)/U ( A ) ] par l'idéal engendré par les éléments de la forme (a +. . .+a ) -

- ( b . + . . . + b ) , où les a. et b . sont dans U ( A ) et où la barre désigne lal n o i i
classe module U ( A ) . De plus, les formes quadratiques <à . , . . . , a > : A -> A eti n

n ^ ?
< b . , . . . , b > : A -> A définie respectivement par ( x , , . . . , x ) h» S, a x et1 n -'- " 1 n i==1 i in <?
( x , , . . . , x ) h> .2 b. x. ont même classe dans le groupe de Witt-G-rothendieck.

Remarquons que cette dernière assertion est naturellement équivalente à dire que

les A-modules quadratiques (A , < a . , . . . , a > ) et (A , <b , . . . ,b >) sont isomor-

phes, d'après le théorème de simplification pour les formes quadratiques (cf . 1 .15 . ) .
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Nous voulons montrer ici que l'idéal noyau de l'homomorphisme
?

2[u(A)/U (A)1 -> WG-(A) est engendré (en tant que groupe abélien) par les éléments

de la forme (a. + a?) - (K + b^) et pour cela, nous allons montrer un résultat

dû à Witt.

Soit (P,q) un A-module quadratique, B = ^e. , . . . ,e } et B' = {e ' , . . . ,e ' }

deux bases orthogonales de (P,q). On dira que B et B' sont contiguës s'il

existe une suite de bases orthogonales B = B, B. ,...,B = B' telle que B.
o 1 p i+l

ne diffère de B. que par deux éléments au plus. Notons que la contiguïté est

une relation d'équivalence sur l'ensemble des bases orthogonales de (P,q).

Proposition 1 . 1 4 . 1 . Deux bases orthogonales d'un A-module quadratique (P,q) sur

un anneau local A de caractéristique résiduelle différente de 2 sont contiffliës.

Soit n le rang de P ; le résultat est clair si n ^2. Supposons-le

vrai pour n-1 et soient B et B' deux bases orthogonales de P sur A,

B = {e ,...,e } et B' = [e ' , . . . ,e ' } . Parmi les bases contiguës à B, choisissons

B == [e ,...,e } l'une des bases dans lesquelles e' est combinaison linéaire du

plus petit nombre p de vecteurs de B. Alors p= 1 . En effet, si p était égal

à 2 et e' = a e + a. e , par exemple, alors le sous-A-module A e, © A e- de P

posséderait une base orthogonale f e ' , e " } et la base orthogonale [ e 1 , e " , e ^ , . . . , e }

serait contiguë à B, contredisant la minimalité de p. Supposons donc p > 2 et

soit e' = a, e. +...+ a e . Comme q (e ' ) est inversible, l'un des a. au moins
1 1 1 t) p 1 i

-P ? —
est inversible car sinon q(e ' ) = .E, a .q (e . ) serait dans l'idéal maximal m de

A. Supposons donc a,, . . . ,a f- m et a ,,...,a € m. Alors q = p. En effet, si

cela n'est pas le cas, on considère le vecteur e" = a, e + a e ; q(e") est

inversible dans A et A e, ® A e a une base orthogonale de la forme [e" ,e"} .

Alors {e", e » * * * ' ® ,, e", e ,...,e } est une base orthogonale contiguë à
1 c. P—1 P P~^1 ^-

B et e' = e" + a^ e^, +...+ a , e ,, ce qui contredit la minimalité de p.1 1 2 2 p-1 ,p-1

On a donc q = p, c 'est à dire que tous les a. sont inversibles. Considérons

alors les trois vecteurs f = a^ e + a ,̂ e , f = a^ e + a, e et f = a e +

+ a^ e^ . Dans ces conditions, l'un des trois éléments q(f,), q(tp) ou q(f^) est

inversible, car sinon, la somme q(f. ) + q ( f ^ ) + q( t^) serait aussi dans m et
? ? —

comme 2 est inversible'dans A, il en serait de même de a. q(e ) + a ^ ' q ( e ) +
0 ? 9 9 ' —

+ a q(e ). Or, q(f ) = a q(e ) + a q(e ) Ç m, donc a^ q ( e ^ ) € m et par suite

a, € m ce qui est impossible comme on l'a vu plus haut.

Supposons donc q(f,,) f- ro ; A e ® A e possède une base orthogonale

[f ,f_} et dans la base ff , f_, e ,...,e } contiguë à B, e' = f + a e + ..

.. + a e n'est combinaison linéaire que de p—1 vecteurs ce qui contredit la

minimalité de p. On a donc montré que p = 1 , c 'es t à dire que B est contiguë
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à une base B" = [e^, e^,... ,e^}. Mais alors {e^,...,e^} et {e", . . . ,e"} sont

deux bases orthogonales d 'un même module quadratique de rang n-1, l'orthogonal

dans P de A e ' . D'après l'hypothèse de récurrence, ces deux bases orthogonales

sont contiguës, ce qui entraîne que B" et B' le sont aussi, d 'où le résultat
voulu.

L'argument est encore valable pour les modules quadratiques sur les anneaux
semi-locaux dans lesquels 2 est inversible.

Proposition 1 .14.2. Le noyau de 1 ' homomorphisme ^T^AÎ/U^A) ] -» W G ( A ) est

engendré par les éléments de la forme (a^ + a?) - (B + ^ ) tels que les A-modules

quadratiques <a >-L ^^ et ^^ "̂  ̂ ^ sont isomorphes (éléments du type Cf ) .

On a vu plus haut que le noyau de cet homomorphisme était engendré par les

éléments o = (a^ + . . .+ a^) - (^ + . . .+ b^), où a . , b . 6 u (A) et les formes

quadratiques ( x ^ , . . . , x ^ ) h> ̂  a. x. et (y , . . . , y ) ^ .E b . y . sont isomor-

phes. Dans (P ,q ) = <à,> J. ... J, <à >, 1'isomorphisme précédent signifie que nous

avons deux bases orthogonales B = {e , . . . , e } et B' = [f , . . . , f } avec q ( e . ) =

= a. et q ( f . ) = b . . D'après la proposition précédente, il eciste une suite B = B,1 J J o
B, , . .., B = B' de bases orthogonales telles que B. ne diffère de B. que

par deux éléments au plus. A B. est associé un élément u. de Z'[u(A)/u^(A.) ]
/ . \ / . \ n / . \

comme suit : si B. = [e ^.. . .e }, u. = .2, q(e ) , de sorte que u = a +. . .1 n i j=l j p 1
• ..+ a et u = b +. ..+ S . Alors a = u - u = ? (u - u , ) . Or, parn p 1 n o p i=0 i i+1 •'•

définition u.-u. est du type û - . On a donc bien montré que les éléments du

type o/ engendrent le noyau de l'homomorphisme ^UÎAÎ/U^A) ] -=> W G ( A ) .

Remarquons que dans aucune des deux propositions précédentes, nous
n'avons utilisé le théorème de simplification.

En caractéristique 2, il existe un résultat analogue à la proposition

1 . 1 4 . 1 , signalé dans un article de I. Kaplansky et R. Shaker (cf. [25.]). Nous sup-

poserons pour simplifier que A est un corps de caractéristique 2 bien que le

résultat soit vrai pour un anneau local de caractéristique, résiduelle 2. Soient

alors (P,q) un A-module quadratique,? = (P,,q,) J. ... JL (P ,q ) et P 'i 1 n n
= (P. . '»çi . ' )JL ... - L ( P ' > q ' ) deux décompositions orthogonale.s de (P ,q) en somme

de plans (i.e., sous-modules de dimension 2 ) . On définit, comme au paragraphe précé-

dent, une équivalence entre P et P ' en d^ant que Pe t P ' sont contiguës

s'il existe une suite P = P , P , . . . , P = P ' de décompositions orthogonales

de (P,q) et si l 'on passe de P . à P . . en changeant au plus deux éléments

de la décomposition orthogonale P .. On a alors :



Proposition 1 . 14 .5 . Si A est un corps de caractéristique 2, deux dé corn-positions

orthogonales d'un A-module quadratique sont contiguës.

Rappelons tout d'abord que dans un A-module quadratique (P,q) pour que

deux vecteurs x et y engendrent un plan facteur orthogonal de P, il faut et il

suffit que cp(x,y) soit non nul. Cela provient de ce que la forme bilinéaire sy-

métrique cp associée à la forme quadratique q est alternée.

La démonstration se fait par récurrence sur le rang 2n de P, le résultat

étant clair pour n ^2 . On supposera donc le résultat vrai pour le rang 2n-2 et

il suffit, d'après l'hypothèse de récurrence, de montrer qu'il existe une décompo-

sition orthogonale P" = (P' ,q ')-L (P^.q")-^ ... L C P " » ^ " ) équivalente à

P = (P.,qJ-L (P^^)-L ... -L (P^^i)- pour œla' soit te^f^} une base de P^

et {e'.,f.} une base de P'. pour lesquelles on imposera cp (e . , f . ) = <p(e'.,f.) = 1 ,
J <J J 1 1 J 3

1 ^ i, j ^ n. Considérons e' : il existe un indice i et un vecteur x = e. ou

f . tel que c p ( e ' , x ) ^ 0. Quitte à permuter les P. puis e et f , on peut sup-

poser que x = f , . Cela signifie que e' = a e + b f + p + . . .+ p avec a et

b dans A, a ^ 0 et p. Ç P. pour i > 2. On peut changer de base dans P

(i .e. , remplacer e par e -h b a" f ^ ) et supposer que e^' = a e^ + p^ +. . ,+p^.

Posons alors e^ = e^ + a"1 (p^ + . . .+ p^), 2 ^ k ^i. Le sous-espace P^

= A e, ® A f, est un sous-espace non dégénéré de P -L P qui s'écrit donc

plT J- ^ ;p est (ionc ^^a1611^ à la décomposition P'^-L P— JL P^ . . . - L P^

et e' s'écrit alor^ a e / + ? „ + . . . + p . Considérant maintenant P,

= A e © A f , o n peut continuer et ainsi on trouve finalement une décomposition

R -L ... JL R équivalente à P avec R - A e 1 ' ® A f., c 'est à dire avec

e' = a e 1 ' . Quitte à remplacer f par a f , on suppose e '̂ = e^ . Alors f^'

s'écrit ^ e + f + q^ + ... + q , où q. ê R. pour i ^ 2. Posant alors

f^ = a e^ + f + q +...+ q , 2 < k < n, on peut à l'aide de A e^' ® A {w

trouver une suite de décompositiorB orthogonales équivalentes à P dont l'aboutisse-

ment est P,'.L ... J.P^ avec P'j1 = P '̂ .

Corollaire 1 . 14 .4 . Soit E l'ensemble des classes d'isomor-phismes de A-modules

quadratiques de rang 2. Le groupe W&(A) est le quotient du groupe libre 1

par le sous-groupe H engendré par les éléments de la forme [P ] + [P?] - [P^] -

- [ P ] tels que P^-L P - P 1.P avec [P^] € E ( i = 1 , 2 , 5 , 4 ) .

On n'a malheureusement pas de critères simples permettant de savoir si

deux formes de rang 4 sont équivalentes. Il est bien entendu nécessaire que
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invariants d'Arf et algèbres de Clifford soient les mêmes mais cela n'est pas

suffisant (cf. 2.7.).

1.15. GROUPES DE WTTT D ' U N CORPS DE CARACTERISTIQUE 2

Si A est un corps de caractéristique 2, l'existence d'une décomposition

d'un module quadratique en somme orthogonale de plans (modules quadratiques de rang

2) montre que WG-(A) est un quotient du groupe abélien Ï où E(A) est l'en-

semble des classes d'isomorphismes de plans (cf. 1 . 1 4 . 4 ) . Nous donnons ici, en nous

inspirant de [$5 ], une présentation de WG-(A) et de W(A) par générateurs et

relations.

Si (P,q) est un A-module quadratique où A est un corps de caractéris-

tique 2 et si cp est la forme A-bilinéaire symétrique associée à q, alors

cp(x,x) = 2q(x) nous dit que cp est alternée et (?,q) se décompose en somme ortho-

gonale de plans (cf. 1 . 1 1 . 2 ) et tout plan possède une base /e »e } avec
? ?

<p(e,,e ) = 1 et q(x e + y e ) = ax + xy + by avec a,b € A.

Lemmft 1 . 1 5 . 1 . L'ensemble E(A) des classes d'isomorphismes de modulœquadratiques

de rang 2 est en bi.tection avec l'ensemble quotient de A x A modulo la relation

d'équivalence engendrée par :

(1 ) ( a ,b ) ~ (b ,a)

(2) (a ,b) ~ (À, ' Q'^b)

(5) (a ,b) - (a + 0 + bP^b)

^_ a . b ,P Ç A et a € A - [o}.

Il y a une surjection naturelle de A x A sur E(A) obtenue en associant
0 k

au couple (a,b) la forme quadratique q/ ^\ : A -> A définie par q/ N,(xe +

+ y®^) = ax + xy + by . Les relations (l), (2) et .(5) sont manifestement néces-

saires. Pourvoir qu'elles sont suffisantes, considérons deux couples (a,b) et

(c,d) qui ont même image dans- E(A). Cela signifie que les formes q/ \ et

q/ \ sont isométriques et donc qu'il existe des scalaires X , p,, À ' et p,'

tels que q^b/^l + ̂  = ^(a.b) ̂ '^ + ̂ ^ = d. et ^(a.b)^ + ^2 '

, ^.'e + |A'e^) = 1 ; cette dernière égalité équivaut à Â.(J-' - \ ' |i = 1 car cp/ , \

est une forme alternée et que le groupe symplectique Sp cp/ - , \ est le groupe

spécial linéaire S^(A). Notons alors, utilisant (2) puis (5). que l'on a

(a ,b) - (aX2 , }A~2) ~ (a\2 + \n + bÀ"2^)2, bÀ~2) = (c, bÀ~ 2 ) , en supposant À

non nul. Utilisant (l), on a (a,b) ^ (b^. , c) et un calcul facile donne f,- =
—1 ? ?

= À ' e + p,'e - ^.'.f + (\~ e^ ) , d 'où en appliquant q, d = bÂ." + À ' + CÂ. ' .



On trouve à l'aide de (5) avec P = À ' , (bu, ^c) ~ (b^-2 + \ ' + cA '^c ) ~ (d,c) ^

'~ (c,d) ce qui achève la démonstration.

Proposition 1 . 1 5 . 2 . Le groupe WG(A) est le quotient du groupe abélien libre G

de base A x A par le sous-groupe 1 engendré par les éléments :

(1) (a ,b) - (b,a)
(2) (a ,b) - (ac^2, bu--2)

(5) (a ,b)-(a + P + b^.b)
(4) (a ,b) + ( c ,d ) - (a+c, d) - (c,b+d)

n n
En effet, il suffit de montrer que si (5) -L qy v. . =" -L q /^ ^ \ >

n n — —
alors .S, (a. ,b. ) = .S (c . ,d . ) modulo 1 et le résultat se démontre par récur-

rence sur n. Pour n = 1 , c 'est le lemme précédent ; soit n > 1 et supposons que

le résultat est vrai pour n -1 . L'isomorphisme (5) signifie que l'on a un module

quadratique (P,q) et deux bases symplectiques (e , . . . ,e ,f ,. . . ,f } et {e ' , . .

.., e ' , f,',..., f ' } de sorte que q restreinte à {e. , f . } (resp. [e'.,f'.}) est

q. -, \ (resp. q/ , \ ) . Après renumérotation des { e . , f . } , on peut écrire

r r
e' = .S g. avec g. ê Ae. ® Af. - {0}. Appliquant q, on a c - q(e ' ) = .S a.

avec q(g.|) = ». . On a, avec des P. convenables, .X, (a. ,b.) = . Z (^.,0.) +

n \
+ S (a\,b.) module I, du fait du lemme précédent. Une application répétée de

i=r+1 ^ 1

r r

(4) montre que .X; (@i. , P. ) = (c , 0 ) + .E (e" , @ ! ) mod I. Considérons mainte-

nant le vecteur f,' tel que cp(e,',f") = 1 et q(f") =0 . ; du fait de cp(e ' , f ) =

= 1 , f - f" est dans l'orthogonal de P" = Ae' © Af". Appelons P'.' le sous-

espace de P donnant (<y;, 3 ! ) , 2 ^ i ^r ; en décomposant f selon les P"
n n

et les P., i > r, on a f = fj' + .^ h.. En utilisant ( l) , .S (a. ,b.) =

= (q(f"),c ) + .2^ (»', ^.) + I:. (a. ,b. ) ; on isole alors les P", i ^2 , tels. \ i—<— i i r+l 1 1 i

que h. ^ 0 et, en raisonnant comme pour e' avec le lemme 1 . 1 5 . 1 et la relation
n n

(4 ) , on trouve que .S ( a . , b . ) = ( c , , d ) + .E ( r . , s . ) . Par construction même
n .
jL q/ \ est une décomposition orthogonale de (P ' ) . D'après le théorème de
i=2 ^i^i7 'n n

simplification de Witt, .-~ q/ \ al .—-, q/ , . i \ .i.-in 1.1 N i /p f i=2 ~ { T . , C . ) i=2 • ' - ( c . y d . ) et l'hypothèse de recurren-
n n :L :L

ce nous donne .I? ( r . ,s . ) =; .S (c . ,d . ) modulo I, ce qui achève la démonstration

de la proposition.
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Remarquons que pour obtenir le groupe de Witt de A, il suffit d 'a jouter

à 1 l'élément (0 ,0) dont l'image dans W G ( A ) est la forme hyperbolique de rang

2. De plus l'application ^ : A x A ~> W ( A ) qui au couple ( a , b ) associe la classe
de q/ , \ dans W ( A ) est tF-bilinéaire (symétrique). En effet ( a ,b ) + (a ,c ) =

= (0 ,b) + (a ,b+c) = (0 ,0) + (a ,b+c) modulo 1 et donc dans W ( A ) , i |y(a,b+c) =

= ^ (a ,b ) + i | r(a,c) . Ainsi la proposition 1 .15 .2 peut se traduire par : W ( A ) est le

groupe universel pour les applications [F -bilinéaires symétriques ^ de A x A

dans les (T-espaces vectoriels vérifiant ^(ax ,b0' ) = ^(a,b), t(a,b) =
?

= ^(a + P + bf3 , b) et ^ (a ,b ) + ^ ( c , d ) = i(r(a+c,b) -+- t ( c ,b+d) . La deuxième relation

peut du fait de l'additivité de ^ s'écrire i|?(a,b) = ^(a ,ab ) ; la troisième est

une conséquence de la biadditivité de <|f. En effet < | r (b ,c ) = ^(b ,a + a + c) = ^ (a ,b )

+ i)r(a+c,b) = i(r(b + d+d,c) = ^ ( c , d ) + t ( c ,b+d) , soit finalement ^ (a ,b ) + i l r (c ,d) =

= t(a+c ,b) + \ |r(c,b+d). On a ainsi là proposition suivante :

Proposition 1 . 1 5 . 5 . Le groupe de Witt W(A ) est la solution du problème universel
posé par les applications D'-bilinéaires symétriques t : A x A -> G- où G est un

?
[F -espace vectoriel, qui vérifient les conditions <|r(a,b) = ^(a,ab ) et ^r(a,b) =

— p _p •̂ -
^{a.G/ , b» ), quels que soient a et b dans A et 01 ç. A .

La démonstration de la proposition 1 .15.2 . s'apparente à celle de 1.14.5.

1.16. ANNEAU DE WITT D ' U N ANNEAU DE PRUFER

Soit (P ,q ,N) un objet de C ( N ) , où N est un A-module projectif de

type fini et de rang 1. On a :

Lemme 1 . 1 6 . 1 . Pour que- (P,q,N) soit un espace hyperbolique, il faut et il suffit
qu'il existe un facteur direct M de P tel que la restriction de q a_ M soit
0 et que M = [y|y € p, <p(x,y) = 0 , Vx € M} .

La condition est bien nécessaire car si ( P , q , N ) a" h ( P ' , N ) alors le

sous-A-module P' de P satisfait aux conditions exigées de M. Pour montrer la

suffisance, considérons un supplémentaire M' de M dans P ; on note i l'injec-

tion naturelle de M dans P,p (resp. p ' ) la projection de Hom (? ,N) sur

Hom ( M , N ) (resp. Hom ( M ' , N ) ) . Par hypothèse p o d o i est un isomorphisme de

A-modules car d : P -> Hom (P ,N) en est un. Il en résulte que M' est isomorphe

à H o m . ( M , N ) et si z = x + f € P, q ( z ) = F ( x , f ) + q ( f ) , où q est la restric-A - o o
tion de q à M ' et où F est une application bilinéaire de M X H o m . ( M , N ) dans

A
N qui induit par f »-> (x ^ F ( x , f ) ) un automorphisme de Hom ( M , N ) . Quitte à chan-

A
ger l'identification de M et de Hom ( M , N ) , on peut supposer que F (x , f ) = f ( x ) .

On a vu dans le lemme 1.9.1. qu'il existe une application-bilinéaire



i(r : M' x M ' - ^ N telle que < | r ( f , f ) = -q ( f ) ; soit alors a : M' -> Hom ( M ' , N ) w N

l'application linéaire induite par i(r telle que + ( f , g ) = f ( °{g ) ) ; on a q ( f ) +

+ f ( o r ( f ) ) = 0 par construction de 0(. Soit alors M" le sous-module de P formé

des éléments ^(f) + f où f décrit M ' ; c'est un supplémentaire de M et on a

q(x + ^(f) + f ) = f ( x ) + f ( c < f ) ) + q ( f ) = f ( x ) . L'application ( x , f ) »-» x + a ( f ) + f

de h ( M , N ) dans P est 1'isomorphisme cherché.

Supposons maintenant que A soit un anneau de Prufer, c'est à dire un
anneau intègre dans lequel tout idéal de type fini est projectif ; on désigne par
K son œrps des fonctions et soit N un A-module projectif de type fini et de
rang 1 , i.e., un idéal de type fini de A. Ilexiste un homomorphisme naturel de
W(N) dans W(N 'X. K) qui est, quand on choisit un générateur de N <S> K, isomor-
phe à W(lC). On a alors la proposition suivante :

Proposition 1 .16.2. L ' homomorphisme naturel de groupes abéliens w ( N ) -^ W ( N <8> K)

est in.tectif.

Il suffit de montrer que si ( M , q , N ) et ( M ' , q ' , N ) sont tels que

( M , q , N ) <8 K et ( M ' , q ' , N ) 0 K sont isomorphes, alors ( M , q , N ) et ( M ' , q ' , N ) ont

même classe dans le groupe de Witt de N. Pour cela, considérons (M,q ,N) .L

-L ( M ' , - q ' , N ) = ( ? ,q ,N) dont l'image dans W ( K ) est 0 : il s'agit de montrer que
(?,q,N) est un espace hyperbolique. Or, (?,q,N) ^K^h^K) et P s'identifie

•x- A

à un sous-A-module de V © V . On a la suite exacte de K-espaces vectoriels

0 -> V ^ V ® V* 'S V* ^ 0. Soit alors M' l'image de P dans V* par la
projection p ; M' est un A-module de type fini sans torsion donc projectif et
on en déduit la suite exacte scindée de A-modules

0 -> p n V ^' P ^' M' -» 0 .

On peut alors appliquer le lemme précédent à M = P D V, ce qui démontre la
proposition.

Considérons le cas où N = A ; si B est un sous-anneau intermédiaire
entre A et K, B est de Prufer et du fait de la proposition précédente, on a les
inclusions naturelles W(A) -̂» W(B) <— '̂ W(K) . Si maintenant m est un idéal maxi-
mal de A et A l'anneau local de A en m, W(A) <-> W(A ) <-» W(K) et la
question se pose de savoir si W ( A ) coïncide avec n ï(A ) dans W ( K ) , où

m (= Max(A) m

Max(A) désigne l'ensemble des idéaux maximaux de A. La réponse est affirmative et

on a la proposition suivante :

Proposition 1 .16.5 . L'homomorphisme naturel de groupes abéliens W ( A ) ->
-> ,. H / , \ W ( A ) est un isomorphisme.m € Max(A) ^ ——————————^————
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Le lecteur pourra consulter [22], pour la démonstration. En fait, un

résultat analogue à celui de la proposition 1.16.5. est encore vrai dans le cas
où A est un anneau semi-héréditaire (cf . [25]).

En général, si A est un anneau intègre de corps de fractions K, l'homo-
morphisme naturel de groupes abéliens W ( A ) -> W ( K ) n'est pas injectif. Ainsi, si
A est régulier et noéthérien intégre, le noyau de W ( A ) -> W ( K ) est un nilidéal

de W ( A ) (cf . [15]). Par contre, si A .est un anneau local régulier complet et

noéthérien avec 2 inversible, alors W ( A ) -» ï (K) est injectif (cf . [15]).

1.17. EXEMPLES

Nous rassemblons ici un certain nombre d'exemples d'anneaux de Witt .

1 .17.1 . L'anneau de Witt d'un corps K quadratique ment clos

Si K est quadratiquement clos et de caractéristique différente de 2,

U(K)/U (K) est réduit à un élément et la proposition 1 .14 .2 . montre que l'homo-

morphisme Z = Z[u(K)/U ( K ) ] -> WG(iC) est un isomorphisme d'anneaux, inverse de

l'homomorphisme dim : WG(K) -> Z (cf . 1 .10 . ) . En caractéristique 2, on voit encore
que E(A) est réduit à un élément si bien que WG(K) s'identifie encore à Z
par l'homomorphisme -3- dim. On en déduit immédiatement que W ( K ) = (o) en caracté-
ristique 2 et <&/(2) dans le cas contraire.

1.17.2. L'anneau de Witt d'unopr-ps K ordonné maximal

On sait que le groupe U"(K)/U (K) est alors réduit à deux éléments,

classes de -1 et de +1. Le noyau de l'homomorphisme ^[u(K)/U (K) ] -^ WG(K) de

1.14.2. est manifestement réduit à (o) , de sorte que WG(ïC) est isomorphe à

L ©^ avec pour produit (s , t ) o ( s ' , t 1 ) = (ss' + t t ' , st' + s ' t ) , ce qui n'est

autre chose que la loi d'inertie. L'homomorphisme naturel WG(iC) -> W ( K ) n'est alors

pas autre chose que la signature ^[(s,!)] = s-t car le sous-groupe formé par les

espaces hyperboliques est le sous-groupe diagonal H = [(s, s) | s € E,} et W(lC)

s'identifie en tant qu'anneau à Z.

1.17.5. Cas de l'anneau des entiers

L'anneau de Witt de Z s'obtient à l'aide de l'homomorphisme Z -» (R

qui fournit un homomorphisme injectif W(Z') ^ W(lR) w ^ (cf. [51]);donc W(J) est un
idéal de Z. Comme tous les modules quadratiques sur Z de rang inférieur ou égal

à 8 sont hyperboliques sauf celui fourni par la matrice de Milnor ( cf. [28]), on

voit que W(^) w Q Z".
Des considérations analogues permettent le calcul de W(i^) et de tout
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corps de nombres ainsi que celui de l'anneau de ses entiers algébriques (cf. [26]).

1.17.4. L'anneau de Witt d'un corps C , ( 2 )

Soit K un corps et supposons que toute, forme quadratique sur K a plus

de deux variables représente 0 ; le corps K est dit C . (2 ) . Cela équivaut à dire

que toute forme quadratique non dégénérée à deux variables représente tout élément

non nul de K et en particulier l'élément unité. Nous distinguons deux cas suivant

la caractéristique de K.

(i) Le corps K n'est pas de caractéristique 2

On voit alors aisément, par récurrence sur le rang de la forme quadrati-

que q que q est équivalente à la forme <1>J- ... J- <1>.L. <dét q> . Ainsi les

deux homomorphismes dim : WG(K) -^ '2 et dét : W&CK) -> UÎKVU^K) suffisent à

déterminer les formes quadratiques sur K, c 'est à dire 1'homomorphisme de groupes

abéliens u = (dim,dét) : WG(K) ^ Z ® udO/U^K) est injectif. D'autre part, il

est bien clair que u est surjectif et le produit dans WG-(K) est donné par

^2. ^(m^ , a ^ ) . ( m ^ , a ^ ) = (m^,a^ .a^ ) .

Considérons maintenant l'anneau de Witt de K : deux cas sont à considé-

rer. Supposons d'abord que -1 ê U (K). L'anneau de Witt est le quotient de WG(K)

par l'idéal des formes hyperboliques, sous-groupe cyclique infini engendré par

H = <1>X <-1> dont l'image par u est (2 ,T) . On a donc W(K) w Z/(2) ©

©udcVu^K).

Si -1 n'est pas un carré dans K, W&(K) est le quotient de ^ <B

©udcVu^K) par le sous-groupe engendré par (2,^T). Comme (2,^T) + (2 , -1) =
i~)

= ( 4 ,T ) , W ( K ) est un quotient de -Z/4^ © u(K)/U ( K ) . En fait on a la suite exacte

non scindée de groupes abéliens : 0 -» W (K) - î - W ( K ) -» Z/(2) où o? est l'homomor-

phisme de dimension modulo 2. Le groupe W (K) s'identifie à u(K)/U (K) et la

somme dans W ( K ) = W (K) x Z/(2); ( a , l ) + ( b , l ) est (^ab,0).
0 s.d.

(ii) Le corps K est de caractéristique 2

Notant H l'espace hyperbolique de dimension 2 sur K, on voit que

comme dans le premier cas toute forme quadratique q s'écrit H J. H .L ... .J«H.

,L A(q) où A(q) ê E(K) est déterminée de manière unique par q. De plus l'ensem-

ble E(K.) se trouve naturellement muni d'une loi de groupe abélien de la façon

suivante : soients q, et q deux éléments de E(K-) et posons q * q^ =
1 ^ 1 c-

= A(q,JL q.^)* On a donc comme dans ( i ) , deux homomorphismes de groupes abéliens

-2- dim : WG(K) -^ L et A : WG(K) -» E(K) qui suffisent à déterminer WG(K) : c 'est

le groupe abélien somme directe de £ et de E( iC) . L'élément neutre de E(K) étant
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H , le groupe W ( K ) s'identifie naturellement à E ( K ) . Intéressons-nous maintenant

au groupe E ( K ) . Les éléments de E ( K ) correspondent aux formes quadratiques

q/ N (c f . 1 .15. ) et 1.15.2. montre que q/ N * q/ x = q/ N . On voit donc
\ ' f Q - } U > a, / U » u ) \ l > a-+ D )

que E(K) est un quotient du groupe additif de K par le sous-groupe H formé

des éléments a tels que q / , \ w H , . A l'aide de 1 . 1 5 . 1 . » on voit immédiatement
? \ • >sJ '

que H = [ x + x | x € K } = 1f»(K) où () est 1 ' homomorphisme de groupes abéliens

^ : K -> K défini par ^ï(x) = x + x . Le groupe E(K) est donc le groupe K/i(l> K

que nous retrouverons au chapitre 2 comme groupe des extensions quadratiques de K.

L'invariant A ( q ) est l'invariant d'Arf de q (cf . 2 .6 . ) .

Les résultats que nous venons d'obtenir peuvent être obtenus directement

à partir de 1.15. dans le cas particulier des corps parfaits de caractéristique 2.
Comme un corps fini est G , ( 2 ) , les résultats présents s'appliquent à eux.

1 . 1 7 . 5 . Anneau de Witt d'un corps et d'un anneau fini

On sait que tout corps fini K est G , , donc G ( 2 ) , d'après le théorème

de Warning-Chevalley (cf . [9]). Dans tous les cas, WG(K) ^ t ® ̂ /(2). Pour W ( K ) ,

on a les trois cas suivants :

(i) Gard K = 0(2) : W ( K ) ^ E(K) = Z/(2).
(ii) Card K = t(4) : ï(K) w Z/(2) © Z/(2) .

(iii) Gard K = 5(4) : W ( K ) w ^/(4) .

Dans le premier cas, K est parfait de caractéristique 2 ; dans le second cas,

-1 6 U (K) et dans le troisième -1 f. U ^ ( K ) .

Soit maintenant A un anneau fini : c'est un anneau semi-local dont le
radical est niipotent , c 'est donc un produit d'anneaux locaux complets de corps

résiduels finis. Soient alors r. le nombre des idéaux maximaux m de A tels
que Gard (A/m) = 0 ( 2 ) , r^ le nombre de ceux pour lesquels Gard (A/ro) ^ 1 ( 4 ) et

r^ celui de ceux pour lesquels Gard (A/m) = 5(4) . Alors W & ( A ) (resp. W ( A ) ) est

le produit des WG(A/m) (resp-. des W(A/m)) où m parcourt l'ensemble fini des

idéaux maximaux de A, si bien que :
r + r + r r + r + r

W G ( A ) - Z 1 2 5 © (t/(2)) 1 2 5"

W(A) - ('Z^))15 ® W(2))^ + r2
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2. ALGEBRES DE CLIFFORD

2.1 . DEFINITIONS

Soient A un anneau, M un A-module et q : M -^ A une forme quadratique

sur M. L'algèbre de Clifford de l 'objet (M,q ) est, par définition, le quotient de

l'algèbre tensorielle T(M) par 1'idéal bilatère l(q) de T(M) engendré par

les éléments x <8 x - q(x) 1 m / , , , \ » où x parcourt M. On la note c (M,q ) = T(M)/l(q) .

Il est clair que dans la définition de l'algèbre de Clifford de ( M , q ) ,

on n'est pas tenu à supposer que M soit projectif et q non dégénérée. Aussi,

les objets (M,q) où M est un A-module et q : M -> A est une forme quadratique,

seront aussi appelés modules quadratiques, si aucune confusion n'est à craindre.

Remarquons que si q est la forme nulle, c(M,q) est l'algèbre extérieure
A(M). L'algèbre C(M,q) est la solution du problème universel suivant : onconsidère
les couples (E,o?) où E est une A-algèbre associative et unitaire et Qf : M -» E
une application A-linéaire telle que Q^x) = q(x) 1 . L'algèbre C ( M , q ) et l'ap-hj
plication p de M dans C ( M , q ) , composée de l 'injection naturelle de M dans

T ( M ) et de la sirrjection n de T(M) sur C ( M , q ) , est un objet initial de la

catégorie formée des paires (E,û ' ) . Notons qu'on a dans c ( M , q ) , p ( x ) = q (x) l / \

par construction et, pour tout couple (x ,y) d'éléments de M, p ( x ) p ( y ) + p ( y ) p ( x ) =

= cp(x,y) 1?/, . \ , îp étant la forme A-bilinéaire symétrique associée à q. Si p
• 'q /

est injective, on identifiera M à son image par p dans C ( M , q ) (en général, P

n'est pas injective). On dira que p : M -^ C ( M , q ) est l'application A-linéaire"

canonique.

Soit P ' : M -» c ( M , q ) l'application A-linéaire définie par x ^ - p (x ) :

on a ( p ' ( x ) ) = q(x) 1 / \ et on obtient ainsi, d'après la propriété universelleC(,M,q;
de c ( M , q ) un homomorphisme qu'on notera o' de c ( M , q ) dans elle-même. CommeL>
le couple (c(M,q), P ' ) est aussi solution du problème universel posé ci-dessus,

CT est un automorphisme, involutif puisque a ( p ( x ) ) = - p ( x ) , qu'on appelleL> L»
automorphisme -principal. De même, soit D = c ( M , q ) l'algèbre opposée de c ( M , q ) ,

-x-
c 'est à dire que D a même groupe abélien sous-jacent mais que sa multiplicatim.

est définie par x - ^ y = y x , x et y parcourant D. L'application p : M -» D

vérifie la condition p ( x ) ^ p ( x ) = q(x) 1 , d 'où un homomorphisme T de c ( M , q )

dans C(M',q) qui est un isomorphisme, donc un antiautomorphisme de c ( M , q ) appelé

l'antiautomor-phisme -principal. Ces deux isomorphismes o et T
0
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proviennent d'applications analogues définies sur T^M) et qui laissent globale-
ment invariant l'idéal l ( q ) .

Le caractère universel de C ( M , q ) entraîne un certain nombre de proprié-
tés fonctorielles. Ainsi, soit u : ( M , q ) -> ( M ' , q ' ) un morphisme de modules qua-
dratiques et p ' : M ' -> c ( M ' , q ' ) l'application canonique. On a ( p * o u ( x ) ) 2 =
= q ' ( u ( x ) ) ^ ( ^ i ^ . . ) = ^(x) ^(jyp , y et l'application p ' o u : M -> c ( M ' , q ' )
induit donc un unique homomorphisme de A-algèbres c ( u ) de C ( M , q ) dans C ( M ' , q ' ) .
Il est évident que C(id^ J = id/^ . ; si v : ( M ' , q ' ) ^ ( M " , q " ) est un second
morphisme de modules quadratiques, on obtient deux homomorphismes de C ( M , q ) dans
c ( M " , q " ) , à savoir , c ( v ) o C ( u ) et C ( v o u) qui coïncident du fait de l'uni-
versalité de C ( M , q ) . Ceci nous montre que C : ( M , q ) |-> C ( M , q ) est un fondeur de
la catégorie des A-modules quadratiques dans la catégorie des A-algèbres associa-
tives .

De plus, soit ( M , q ) la limite inductive d'une famille ( M . , q . ) . / : de
A-modules quadratiques. L'assertion donnée ci-dessus montre que la famille des
algèbres ( c ( M . , q . ) ) . ç munie des homomorphismes c ( u . . ) induits par les
ĵ : ̂  "^ M-) pour cha^ue i ̂  J forme un système inductif. Alors C ( M , q ) s'iden-

tifie à la limite inductive des algèbres C ( M . , q . ) .

Soit maintenant A -» A ' un homomorphisme d'anneaux (commuta tifs). La
A'-algèbre C ( A ' <̂  M , q ' ) où q ' : A ' <8> M - » A ' est la forme A'-quadratique ob-
tenue de q par extension des scalaires, s'identifie naturellement à la A'-algèbre
A ' ̂  C ( M , q ) .

L'algèbre tensorielle T ( M ) est graduée sur (N par T^M) = 0 M, mais
l'idéal l ( q ) n'est pas homogène pour cette graduation. Cependant, graduons T ( M )
sur 2/2 J en posant T ( M ) = ® T233 ( n ) et T, ( M ) = ® T2̂ 1 ( M ) . Alors

0 p>0 ' • p>0
l'idéal l ( q ) est homogène car x <S> x - q ( x ) 1^ ^ ̂  T ( M ) (x € M) et c ( M , q ) se
trouve ainsi graduée sur Z/2Z, : c ( M , q ) = C ^ ( M , q ) © C ( M , q ) = C ® C , C ( M , q ) est
une sous-algèbre de c ( M , q ) , la sous-algèbre engendrée sur A par les produits
p ( x ) p ( y ) , x , y € M et p ( M ) est contenu dans le A-module C ( M , q ) .

Remarquons que o et T -automorphisme et antiautomorphisme principaux-
respectent la graduation. En particulier o = id © - id_ . Notons que ( M , q ) (-»

c co C1
h» c ( M , q ) est un fondeur de la catégorie des A-modules quadratiques dans la catégo-
rie des A-algèbres associatives graduées sur Z/2/Z, les morphismes étant les homo-
morphismes de degré zéro. Il suffit, pour cela, de remarquer que si u est un
morphisme de modules quadratiques, de ( M , q ) dans ( M ' , q ' ) , c ( u ) est un morphisme
d'algèbres graduées, homogène de degré zéro. En particulier, si l'on note C ( u )



la restriction de C(u) à C (M,q) et en restreignant le codomaine de C (u) à
o o

C (M' ,q ' ) , alors on a C (id/,. J = id / x et C (v o u) = C (v) o C (u).
o o \. M, q y ^ \, M, q / o o oo

Ainsi, (M,q) (-> C (M,q) est aussi un fondeur de la catégorie des A-modules qua-
o

dratiques dans la catégorie des A-algèbres associatives.

Notons encore que i'extension des scalaires est compatible avec C ,

c'est à dire que C (A' <8> M, q') s'identifie naturellement à A ' <S> C (M,q).o A A o

2.2. PRODUIT TENSORIEL GRADUE ET ALGEBRE DE CLIFFORD D'UNE SOMME

Soient E = E ® E. et F = F ® F. deux A-algèbres associatives,
0 \ 0 1 A

graduées sur Z/(2) . Le produit tensoriel gradué de E par F, noté E <2> F, est. la

A-algèbre associative graduée sur %/(2) dont le A-module sous-jacent est E <8» F,

gradué par (E <S> F) = (E 0 F ) C (E^ ® F^ ) et (E 0 F ) ^ = (E^ ® F^ ) © (E^ 0 F^)

et dont la multiplication est donnée, QJ.T les éléments homogènes x ê E . , x ' € E . , ,

y ç. p. , y' C F . , , par (x <S) y) (x' 0 y ' ) = (-1 ̂  (xx ' ) 0 (yy ' ) , où ® désigne le
J ^

produit tensoriel sur l'anneau A.

Le produit tensoriel E ̂  F peut être aussi muni d'une structure de

A-algèbre graduée sur TL/(2) , en posant (x <^> y) (x ' < ^ y ' ) = (xx ' ) ® (yy ' ) , où

x,x' ê E et y,y' ^ F et en graduant E ® F comme ci-dessus. Notons que si E.

(ou F ) est réduit à 0, E < 8 > F et E < ^ ) F coïncident en tant que A-algèbres

graduées sur Z/{2}. De même, en caractéristique 2, le produit tensoriel gradué

et le produit tensoriel ordinaire coïncident. Remarquons enfin que si x est dans

E et y dans F , on a, dans E é F, (x <» 1 ) (l <» y) = x <8> y et (1 <8> y) (x <S> 1 )=

= -x <8 y. Les images canoniques de E et de F dans E <8 F ne commutent donc pas,

en général.

Proposition 2 . 2 . 1 . L'algèbre de Clifford de la somme orthogonale de deux modules

quadratiques est le -produit tensoriel' gradué des algèbres de Clifford de chaque

conrposante.

Soient (M,q) et (M' ,q ' ) deux modules quadratiques, D le produit ten-

soriel gradué C(M,q) à C(M ' , q ' ) et P l'application de M ® M' dans D définie

par P(x,x ') = x <S? 1 + 1 <8 x ' . Nous voulons montrer que (D,p) est la solution

du même problème universel que C((M,q)-L (M ' ,q ' ) ) . Soit donc E une A-algèbre

associative et a : M ® M' -> E une application linéaire telle que ( cy ( x , x ' ) )

= (q(x) + q ' ( x ' ) ) 1 . Considérant les restrictions de a à M et a M' respecti-

vement, on en déduit deux homomorphismes de A-algèbres QL : c(M,q) -> E et

^ ^ a . ^
Qf . : C ( M ' ,q ' ) ^ E et soit P : C ( M , q ) <^ C ( M ' ,q ' ) -» —————> E <8> E ————> E
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l'application A-linéaire composée, où M- est la multiplication de E. En prenant

pour multiplication sur le A-module c(M,q,) ^ c (M ' ,q ' ) la multiplication du

produit tensoriel gradué, (3 est un homomorphisme de A-algèbres. Pour cela, il

suffit de vérifier que P( (x Q? x ' ) (y ^> y ' ) ) = p(x ® x ' ) • P(y <» y ' ) , où x,y € c(M,q)

et x ' , y ' ê c (M ' ,q ' ) sont des éléments homogènes. On a donc à vérifier que

(^(x')^) ̂  ̂  ̂ ^,) ^(y,) ^ ̂  ̂ (^ ̂  'B,(y'\ ,^.,
- O / , \ n O/ \

il suffit de montrer que a (y) ^ , ( x ' ) = (-1) v x / w ô',,.(x') » ( y ) , pour
ri ri J'1 ri

tout x ' € Ç(M' ,q ' ) et y ê c(M,q). Comme M engendre c(M,q) en lant que A-algè-

bre, il suffit de vérifier la relation ci-dessus pour x ' € p ' ( M ' ) et y ê p(M),

où p : M -> c(M,q) et p' : M' -> c (M ' ,q ' ) sont les applications A-linéaires
? ? ?

canoniques. Mais alors, on sait que (®(y ,x ' ) ) - (»(y,o)) - (o{o,x ' ) ) =cp ( ( y ,0 ) ,

(0 ,x ' ) ) = 0, où çp est la forme A-bilinéaire symétrique associée à la forme qua-

dratique q.L q' : M ® M' -> A, (x ,x ' ) »-̂  q(x) + q ' ( x ' ) , ce qui est exactement la

relation demandée.

Le résultat précédent fournit des renseignements sur la structure de

module de l'algèbre de Clifford de certains modules q^aadra tique s.

Pro-position 2.2.2. Soit (M,q) un module quadratique, libre de type fini et pos-

sédant une base orthogonale (e . ) , 1 ^ i ^n ; c(M,q) est un module libre de type

fini et une base de C(M,q) est formée des éléments p(e. ) ... p(e. ), où
1 \

î îs i <. . .< i < n. L'application p est injective et le module C(M,q) est

isomorphe à l'algèbre extérieure de M.

La démonstration se fait par récurrence sur n. S.i n = 1 , ï(M) s'iden-

tifie à l'anneau des polynômes A[x] et l(q) est l'idéal principal engendré par
?

X - q(e,). Ainsi, C(M,q) est un A-module libre de rang 2 dont une base est formée

de 1 et de p(e,) . Supposons le résultat vrai pour n-1 et soit M' le sous-module

engendré par e ,...,e '. On a (M,q) = (M', q| )jL (A e , q| ) et en appli-i n— i [l'i il |A, y

quant la proposition 2 .2 .1 . , c (M,q) en tant que A-module, s'identifie à
C(M' ,q |^ , ) <8) c(A e , q| ). Les résultats voulus sont clairs en appliquant l'hypo-

• n ^ n •
thèse de récurrence à C(M',qi.,,) et (le cas où le module est de rang 1 ) à

C(A V ^A e^-

Corollaire 2.2.5. Soient A un corps et (M,q) un A-module quadratique, où M

est de dimension finie n sur A. Alors, c(M,q) est un A-espace vectoriel de

dimension finie égale à 2 .



En effet , si A est de caractéristique différente de 2, la proposition

s'applique directement, même si la forme quadratique est dégénérée. En caractéris-

tique 2, la chose se complique légèrement car le module quadratique ( M , q ) est la

somme orthogonale de fois facteurs : son radical M. , un sous espace vectoriel t/L

sur lequel la forme quadratique est une application semi-linéaire de ]YL dans A
2 2vis-à-vis de l'isomorphisme x h-> x de A sur son sous-corps A et un troisième

]VL sur lequel la forme quadratique est non dégénérée. Ainsi ( M , q ) = 1 ( M . , q . )
" j=1 1 1

et il suffit de regarder ce qui se passe sur chaque M . . Pour M. ,q . = 0 et

C(M, ,q, ) est l'algèbre extérieure A(]yr ) . Pour ]VL, il existe une base orthogonale

(toute base l'est '.). Reste 1VL qui est somme orthogonale de sous-espace de rang

2. Il suffit donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. L'algèbre de Clifford d 'un A-module quadratique ( M , q ) libre de

rang 2 est un A-module libre de rang 4.

En effet , c'est le quotient de l'algèbre tensorielle à deux générateurs
e, et e par l'idéal engendré par les éléments (a e + b e^,) - q(a e + b e )

avec a et b dans A, soit finalement par les éléments e - q(e ) , e - q(e ) ,

et e. e + e e - cp(e ,e ) , où cp est la forme A-bilinéaire symétrique associée

à q_. On considère le A-module E == A dont on note {e ,e ,e ,e } la base canoni-
que et on définit sur E une structure de A-algèbre associative en posant :

(i) e est élément unité de E ; (ii) e, = q ( e , ) e , e^ = ^(s^) s » e1€? = ^
0 ' \ \ 0 d d 0 ' ~ - '

et ï e = cp(e ,e ) e - e . On a (a e. + b e?) = q(a e, + b e )e , donc

l'application p de M dans E qui à a e, + b e associe a e. + b e induit

un homomorphisme de A-algèbres de C ( M , q ) dans E. Inversement si Qt : M -> D est

une application A-linéaire telle que (o"(x)) = q (x ) 1 -r. , pour tout x € M, où

D est une A-algèbre associative à élément unité, on définit P : E -» D, ^(e ) = 1 ,
p ( e . ) = o?(e. )(i=1 ,2) et P(e )=^(e ) a(e ) . Il est immédiat de vérifier que P est

un homomorphisme de A-algèbres, donc E est isomorphe à l'algèbre de Clifford de

( M , q ) . Ceci nous montre bien que ( l , e , , e ,e ,e } est une base de l'algèbre de

Clifford c ( M , q ) . De plus, [ l , e , e } est une base de C ( M , q ) et [e ,e } est

une base de C . ( M , q ) . Donc, en particulier, on a un isomorphisme de A-modules

C , ( M , q ) w M, dès que M est un A-module projectif de type fini et de rang 2.

2.5. STRUCTURE DE MODULE DE L'ALGEBRE DE CLIFFORD

Le but de ce paragraphe est de donner dans un cas général des renseigne-

ments sur le A-module C ( M , q ) (cf . [10]). Comme cette méthode s'applique à d'au-
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très algèbres, sans complications excessives, nous avons donné les démonstrations
dans le cadre le plus général.

Soient M un A-module et x 6 M. On note e : T(M) -> T (M) la multi-
plication à gauche par x, i.e., e (u) = xu pour tout u ê T ( M ) , où x u désigne
le produit de x par u dans l'algèbre tensorielle T ( M ) . Désignons +1 ou -1
par e.

Lemme 2 . 5 . 1 . Soit f € Hom (M,A) = M*. Il existe une unique application A-linéaire

j^ d .̂ T(M) dans T(M) telle Que : (i) j^( l) = 0 ; (ii) j^ o e^ + e e^ o ^ =

f ( x ) 1 / \ , pour tout x dans M. De -plus, f »-> j,. est une a-p-plication A-linéaire

^e. y[* dans Hom ( ï ( M ) , T ( M ) ) ; ^j_ T^(M) désigne le module des éléments de T(M)

de degré au plus égal à n, j6 (T ( M ) ) c: T . ( M ) . ^j_ f ^ g sont des éléments

^e.' M^, ^ o j^ + e j^ o ^ = 0 ^ (^)2 = 0.

En effet , la condition (ii) s'écrit j.p(x u) = - e x j.p(u) + f ( x ) u pour
x dans M et u dans T ( M ) . Comme (i) détermine j6 sur T (M) et que (ii)
montre que j est connu sur T (M) si l 'on connaît ses valeurs sur T , ( M ) ,i n n—1
l'application j,. se trouve déterminée et de manière unique par les deux condi-
tions, en raisonnant par récurrence sur l'entier n. On a clairement alors
3e (T (M)) c: T (M) pour la même raison. De plus, si g = a f + a f , a. € A,

f. ê M*, j et a j + a f vérifient les condition (i) et (ii), donc sont
1 g 1 -L A <- I -^

égales. La dernière affirmation se démontre différemment suivant e : si e = 1 ,

02 °e.= - 4 ° \ ° 4 + f(x) 4= <- 4 ° \+ !^ 1 T(M) ) ° 4 = ̂  ° (^2-
Comme ( j j (1 ) = 0 , (j .) est nul sur T(M) puisquç T(M)-linéaire à gauche.

Remplaçant alors f par f+g, on obtient j , , o j + j o j , . = 0 .

Dans le cas e = -1 , le résultat est clair pour les éléments de degré
0 car j,, o j ( 1 ) = 0. Le résultat général s'obtient par récurrence sur n.

En effet, supposons que j^ o j = j o j,. sur T .(M) et soit v = xu ê T (M).

On a (j;1 o 3~^)(v) = x (j;1 o j^)(u) + f(x) j^1 (u) + g(x) j;1 (u) et

(jg1'- ° J^Kv) = x (^ o j^Xu) + g(x) j^(u) + f(x) jg1

récurrence, on déduit le résultat cherché.
( j ' o 3f ) ( v ) = x ( j . o j ) ( u ) + g( x ) j^. ( u ) + f ( x ) j ( u ) . De l'hypothèse de

On remarque que les conditions(i) et (ii), jointes au fait que j6 (x) =
= f (x ) 1rp(^) PO^11' x Ç M signifient que j6 est l'unique (- e) - dérivation de
T(M) dans T(M) qui prolonge f. On en déduit aisément que j^ est nulle sur la



65

sous-algèbre de ï (M) engendrée par le noyau de la forme linéaire f .

Soit maintenant F : M x M "» A une forme A-bilinéaire. On note Fx
l'élément de M^ défini par F (y) = F (x ,y ) et j 6 l'application j ® dex .r , x s
T(M) dans T ( M ) associée à F suivant le lemme 2 .5 .1 . On a alors le lemme
suivant :

Lemme 2.3.2. Il existe une application A-linéaire \ et une seule de T ( M )

dans T(M) telle que : (i) ^ 0 ) = 1 ; (ii) ^ o e^ = (e + j6 ) o \6 .

De -plus. ^ est une bi.-lection de T ( M ) sur T(M) qui commute avec les j€ ,

f ^ M*, qui respecte la filtration de T(M) et qui induit l 'identité par passage

au gradué associé à T ( M ) . Si G est une seconde forme A-bilinéaire, Xe o A.6

= ^Q. .êl xc e su l'identité de T ( M ) .

L'existence et l'unicité de X se démontrent comme dans le lemme 2.5.1.
pour j^ , à partir de (i) et (ii). En particulier, pour x € M et u 6 T ( M ) , on

a ^-n/x u) = x ^(u) + j6 (^(u)) . Montrons que X e et j6 commutent. Pour ce
-r J J , X J ? r î

faire, on procède par récurrence sur le degré. C 'es t vrai en degré 0 car

J^. o ^p 0 ) = J^ 0) = 0 et \ o j^. ( 1 ) = Xe (o) = 0. Supposons-le vrai jusqu'au

degré n-1 et soit v = xu, de degré n avec x € M et u € T , ( M ) . Alors,n-1
^ o j^. (v) = ̂  o (j^ o e^)(u) = ?4 o(-e e^ o j^ + f (x) 1^))(u) =

= - e X^ o e^ o j^ (u) + f(x) À^ (u) = - e (e^ + j^) o ̂  o j^ (u) + f(x) ^(u).

D'après l'hypothèse de récurrence, on a Xe o j6 (v) = - e e o j6 o ^.e (u) +
- c i X I r

+ f(x) \^ (u) - e j^ o ^ o ̂  (u) = (f(x) 1^) - ^ ^ o j? (^(u)) + j^ o

o 4^ o ̂  (u) = (j^ o e^ o ^) (u) + ^ o j^^ o X^ (u) . ̂  o (e^ + j;^) o

o ^.-p (u) = j o À. o e (u) = j o ^ ( v . ) , d'où le résultat annoncé.
i- I r X I j

Les autres assertions se démontrent aisément : \ respecte la filtration

de T(M) à cause de la formule qui donne Xe (x u ) , x ç M, en utilisant ^(l ) = 1 .

Pour voir que \ induit l 'identité sur le gradué associé qui est T ( M ) lui même,

il suffit de montrer que si u est homogène de degré n, À.6 (u) - u est de degré
r

inférieur ou égal à n-1, ce qui se démontre par récurrence sur le degré de u ;
ceci est vrai si n = 0 car Xe ( 1 ) = 1. Supposons-le vrai pour n et soit

v = x u , x 6 M où u est homogène de degré n. On a Xe (v) - v = X e (x u) -
r s

- x ̂  (u) + x À^ (u) - x u = j6 (\6 ( u ) ) + x ( X 6 (u) - u ) . Or, d'après le lemme

2.5.1., le degré de j (X ( u ) ) est inférieur ou égal à n-1 et, d'après l'hypo-

thèse de récurrence, il en est de même de celui de À.6 (u) - u. Donc le degré de

^F ̂  " v est inférieur ou égal à n. Ceci montre que X e est une bijection de
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T(M) dans T ( M ) .

Pour la dernière assertion, \ est clairement l'identité car j

est l'application nulle et la condition (ii) signifie que Xe est T(M)-linéaire

à gauche ; comme ^ (1 ) = 1 , ^ = 1 r n / i u r \ . Soit G une seconde forme A-bilinéaire.
o o i-^i-U

On vérifie aisément que \_ o ^- vérifie les mêmes conditions (i) et (ii) que
r Cr

\- -, d 'où leur égalité, en utilisant le fait que \- et j commutent. Remarquons
if +Lr r 1

qu'alors ( ^ e ) ~ = ^€ . Ceci achève la démonstration du lemme.
if —r

Soit (p une forme A-bilinéaire alternée sur le A-module M. On notera

R(M,<p) la A-algèbre T(M)/l(cp), où l(cp) est 1 ' idéal bilatère de ï(M) engendré

par les éléments x y - y x - îp(x,y), x et y parcourant M. Cette algèbre possède

des propriétés fonctorielles analogues à celles de l'algèbre de Clifford d'une

forme quadratique, que nous ne donnerons pas ici (cf. [58']).

Notons cependant que si cp est la forme nulle, l'algèbre R(M,<p) est

l'algèbre symétrique S (M) du A-module M. Signalons le complément suivant au

lemme 2.5.1. où q désigne une forme quadratique sur M et çp une forme alternée :

Lemme 2.5.5. So-it f € M-^-. L'idéal l(q) est stable par l'application j. e^_
—1

l'idéal l(<p) est stable par j

En effet, la condition (ii) du lemme 2.5.1. montre que l'ensemble des

éléments u de l(q) (resp. l(q?)) tels que j (u) € l(q) (resp. j (u) -6 l(<y))
?

est un .idéal à gauche. Il suffit donc de montrer que pour u = (x -q(x)) v

(resp. u = ( x y - y x - cp (x ,y ) ) v ) , où v est dans T ( M ) , j,, (u) € l(q) (resp.

J^(u) ê I (y ) ) .

Regardons le premier cas : j (u) = j o e ,p e (v) - q(x) j (v) =

= (- e o j,. o e + f(x) Im^ o e ) (v) - q(x) j (v) et enappliquant à nouveau
X I X l \ i ' i / X < 1 ^ A

la condition (ii) du lemme 2.5.1. , on trouve j/. (u) = (x - q(x)) j,. (v) € l (q) .

La démonstration est identique dans le second cas.

Soit F une forme A-bilinéaire sur M. On notera F la forme A-biliné-

aire définie sur M par F(x,y) = F(x,y) - F(y,x). On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.5.4. L'application X applique l'idéal l(^) sur l'idéal l(q') où

q' est la forme quadratique sur M définie par x l-> q(x) - F(x,x). L'application

A." applique l'idéal l(<p) sur l'idéal l(<P') ^L ^ est la forme alternée
r ^

V - F .
•• ^

Comme À. est une bijection dont l'inverse est ^_n» il suffit de

montrer que À. ( l ( q ) ) est contenu dans l (q ' ) (resp. À. ( ^ ( < p ) ) c l ( < p ' ) ) . Comme.

l (q ' ) (resp. l ( < P ' ) ) est stable par j1 (resp. j^1 ), l'ensemble des u de T(M)
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1 —1
tels que X (u) Ç l(q' ) (resp. A. (u) ê l ( < P ' ) ) est un idéal à gauche d'après

la condition (ii) du lemme 2.5.2. Il suffit donc de considérer, dans le premier
cas, X ( (x - q(x)) v) et dans le second, X ((x y - y x - îp(x,y)) v). Or,

X^ ((x2 - q(x)) v) = 4 ° \ ° \ (v) - q(x) 4 (v) = (e^ + ^F.x^ ° 4 (v) -

- q(x) 4 (v) = ̂  o e^ - q(x) 1,^) ^ (v)) . (e^ o^ ^ ̂  o e^(v)).
1 1 ?

Le second terme est, par définition de j^ , F ( x , x ) I m f ^ » donc X ( (x -q(x))v) =

= (x2 - q ' ( x ) ) X^ (v) .

Dans le second cas, calculons X o (e o e - e o e ) . D'après le lemme-b x y y x

2.5.2., c 'est ((e^ + j^) o (e^ ^ ̂ ) - (e^ . ̂ ) o (e^ . j^)) o A;1 =

= ^x ° 'y - ̂  ° ̂  ° ^F1 + ^x ° ^y - .̂y ° ̂  ° S^^y 0

0 ^x - ^FÏX 0 ey) ° ̂  car ^ ° 4 = ̂  ° 4 • Mais on a 'x ° ̂ y - .̂y °

0 ^ = - ̂  (x) ^(M) ' - F ( y ï x ) ^(M) et 'y ° ^x - ^F.x ° ^ = F ( x ? y ) ^(M) '

donc \~ ( (x y - y x - q? (x ,y ) ) v) = (x y - y x - < P ' ( x , y ) ) ^ (v) et le'lemme est

ainsi démontré.

Le lemme 2.5.4. peut s'énoncer ainsi :

Lemme 2.5.4 ' . L'a-p "pli cation X induit, par passage aux quotients, un isomor-phis-

me de A-modules filtrés entre C ( M , q ) et c ( M , q ' ) ; l'application X induit.
par passage aux quotients, un isomor-phisme de A-modules filtrés entre R(M,q?) et

R ( M , c p ' ) .

On sait que C ( M , q ) et R(M,<p) sont des A-algèbres filtrées par la fil-

tration induite par la filtration canonique de ï(M) et les algèbres graduées

associées sont engendrées sur A par l'image de M ; ce sont des quotients de

T ( M ) . Comme p ( x ) = q(x) (resp. p ( x ) p (y ) - p ( y ) p (x ) = q ? ( x , y ) ) dans C ( q ) (resp.

R ( M , c p ) ) , où p : M -» C ( M , q ) (resp. p : M - » R ( M , ( p ) ) est l'application A-linéaire
canonique, ces algèbres graduées sont quotients de A(M) et de S(M) respective-

ment. On a alors le résultat suivant :

Théorème 2.5.5. Supposons que le A-module M soit libre ou bien que 2 soit inver-

sible dans A. Alors, pour toute forme quadratique q sur M et pour toute forme

alternée cp sur M, il existe un isomor-phismè de A-modules filtrés de C ( M , q ) sur

A(M) et de R(M,(p) sur S (M) .

Montrons que, dans les conditions du théorème, il existe F : M x M -» A,

A-bilinéaire telle que l 'on ait F(x ,x ) = q(x) dans le cas d'une forme quadratique

q et qu'il existe G : M x M -» A telle que G(x ,y) - &(y ,x ) = <p(x ,y) dans le

cas d'une forme alternée <p sur M. Si 2 est inversible dans A, il est clair qu'il
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suffit de prendre F(x ,y ) = -^ (q(x+y) - q (x ) - q ( y ) ) et & ( x , y ) = -^ <? (x ,y ) , x et

y parcourant M. Si M est libre, soit ( x . ) . ç. \ une base de M et ordonnonsi i ^ J
totalement l'ensemble des indices J. Posons alors F ( x . , x . ) = q (x . + x . ) - q ( x . ) -

- q ( x . ) si i > j , F ( x . , x . ) = q ( x . ) pour tout i ê I et F ( x . , x . ) = 0, sinon ;

et û(x ,x ) = îp(x ,x ) si i > j et &(x ,x ) = 0, sinon. Dans le second cas,
1 3 - i J i .)

on a bien G = <P ; dans le premier cas, F( Z a. x. , F a x ) =
i€j z z i€j i i

= Z a2 F(x ,x.) + E a. a . (F(x . ,x . ) + F(x,,x. )) et q ( S a x ) =
içj i i i i<j i J i J .) i j_ ç j i i

?
= E a^ q(x^) + î: a^ a F (x^,x ) , où F (x^ ,x ) = q (x^+x . ) - q(x^) - q ( x . )

i ̂ J i J
est bien égal à F ( x . , x . ) + F ( x . , x . ) , donc q(x) = F (x ,x ) pour tout x dans M.

^- J J ^-
Le lemme 2.5.4'. nous donne alors le résultat. Notons que A(]V[) et S (M) sont

des algèbres filtrées et graduées, donc que les isomorphismes du"théorème précédent

induisent des isomorphismes de A-modules gradués entre Gr c ( M , q ) et A(M) (resp.

Gr R(M,q?) et S ( M ) ) .

Corollaire 2.5.6. Dans les hypothèses du théorème précédent, les algèbres graduées

associées à c ( M , q ) et à R(M,(p) sont respectivement isomorphes à A(M) et S ( M ) .

Corollaire 2.5.7. Supposons M libre et soit ( e . ) . ^ une base de M avec Ji i t J
totalement ordonné. Alors c(M,q) est un A-module libre dont une base est consti-

tuée des produits p(e. ) ... p(e. ) pour toute suite strictement croissante d'in-
^ \

dices i, < ... < i . En particulier c(M,q) est une A-algèbre fidèle et l'appli-

cation canonique p : M ^ C(M,q) est in.iective.

Notons F11 l'image dans C ( M , q ) de la filtration de T(M) : A = F° c

c F1 c . .. c F11 c F^1 c ... On a la suite exacte 0 -» F11"1 ^ F11 -^ F^F31"1 ^ 0

et F /F est, d'après le corollaire 2.5.6., isomorphe à A M. Chaque F est

libre (démonstration par récurrence sur n, à l'aide de la suite exacte précédente)

et une base de F s'obtient en ajoutant à une base de F un système de repré-

sentants R de F module F . La réunion des R • est une base de C(M,q) car
n n

la filtration F est exhaustive. Il suffit donc de voir que les images des

p(e . ) ... p ( e . ) pour i < ... < -i forment une base de F module F
^ ^ \ n . .

Or, À . _ ( e . . . e ) = e . . . e + r , o ù r est de degré inférieur ou égal àF i. i î  i n nî n 1 n ^ . __ __
n-1. En passant à C ( M , q ) et A ( M ) , on a À ( p ( e . ) ... p ( e . ) ) = e. ... e. .,

_ ' ^ \ ^ ^
où les e. sont les images des e. dans C(M,q) et le produit, le produit exté-

rieur. Vu les résultats bien connus sur la base de l'algèbre extérieure d'un module
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libre, le corollaire est démontré.

Dans le cas d'un module plat, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.8. Soient (M,q) un A-module quadratique où M est un A-module

•plat. Alors, C(M,q) est une A-algèbre plate et l'application A-linéaire canonique

P : M -> C(M,q) est in.iective.

Il suffit de remarquer que M est limite inductive de modules libres

et d'appliquer le corollaire précédent.

2.4. EXTENSIONS QUADRATIQUES

Soient A un anneau commutât if à élément unité, B une A-algèbre associa-

tive à élément unité et B la A-algèbre opposée de B. La loi de composition

(b <8 c°)z = b z c avec b € B, c° 6 B° et z 6 B fait de B un B <S? B°-module

à gauche, où le produit tensoriel est pris sur A. On dira que B est une A-algèbre

sé-parable si B est un B <8 B -module projectif. Comme la multiplication

M . : B <SS> B° i-» B, b <8> c° ^ b c est B <8> B°-linéaire, si B est un B <^> B°-module

projectif, il est nécessairement de,type fini.

On dira qu'une A-algèbre B est une extension quadratique de A si B

est une A-algèbre séparable et si B est un A-module projectif de type fini et de

rang 2.

Une conséquence immédiate de cette définition est qu'une extension quadra-

tique B de A est une algèbre commutative : il suffit pour cela de le voir loca-

lement. En effet, B est engendrée sur A par un seul élément car 1-n(= ^ / » ) es^

élément de base du A-module B.

Ezemples. 2 . 4 « 1 . Supposons que A est un corps : B est une A-algèbre de rang 2.

Si B est sans diviseurs de zéro, c 'est un corps, extension séparable de A. Si

B a des diviseurs de zéro, B est sans radical, donc sans éléments niipotents et

s'identifie au produit A x A. Dans les deux cas B possède un œul A-automorphisme

distinct de l'identité.

2.4.2. Supposons que A est un anneau local d'idéal maximal m. Alors B = A[x]

avec x = bx + c avec b et c dans A et B est une extension quadratique

de A si B / est une extension quadratique du corps A/m. Or, dans le cas d'un

corps, la séparabilité signifie que l'équation a son discriminant non nul. Donc

une condition nécessaire est que b + 4 c ^ CT. Si 2 est inversible dans A, B

peut s'écrire A[y] avec y = Q! f. m (on prend y = x - —) ; si 2 est dans l'idéal
—1

maximal de ,A, alors b f. m et, en posant z = b x, on a B = A[z] avec

z - z + cr == 0 et a ê A. Le cas où 2 est inversible peut se ramener à celui-là
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en posant z = - x + -5- et on a alors 1 - 4 » f- m. Il s'agit donc de vérifier la

séparabilité de A[z] avec z = z - o? et 1 - 4 ^ ^ m ; soit donc B <^> B =
? ?

= A[z,t'| avec z = z - a et t = t - a. On montre aisément que l'élément

e = (1 - 4 û?)~1 ( (1 - 2 cQ - (z + t) + 2 z t) vérifie e2 = e, n ( e ) = 1 et

Ker(p.)e = 0. Ceci montre que B s'identifie, en tant que B 0 B-module, à (B <^> B)e
et est séparable sur A.

Pour tout entier n > 0, considérons l'ensemble A(n) = (a | a é A,
1 - n a € u(A)}. La loi de composition a + b = a + b - n a b , a,b C A ( n ) , munit

A(n) d'une structure de groupe abélien d'élément neutre 0 ; A ( û ) = A4', le groupe

abélien additif sous-jacent à A. L'application (p : A ( 2 ) *-> A(4 ) définie par x ^>

»-» x - x est un morphisme de groupes abéliens dont le noyau Ip(A) est le groupe

des idempotents de l'anneau A. Si G(A) désigne le conoyau de cet homomorphisme,

on a la suite exacte de groupes abéliens 0 r-> Ip(A) - > A ( 2 ) S A ( 4 ) -» &(A) -^ 0. Le
caractère fonctoriel de Ip, . (n) et G est facile à établir.

On a ainsi une application de A(4) dans l'ensemble û(A) ûes classes

d'isomorphismes d'extensions quadratiques de A définie par a t-» A[x] avec x =
x + a et la discussion précédente montre que si A est local, cette application

est surjective. Cherchons maintenant à quelle condition a et a ' , éléments de

A(4) , ont la même image dans 2(A). Il s'agit, si B = A[x] avec x = x-a, de
? ?chercher y = Qf x + P, tel que B = A [ y ] et y = y - a ' é A . O r , y - y = ( 1 -

0 l~)

- (» + 2 0) ) x + P - ^ + a 0' et comme on veut que B = A[y], Q' doit être inver-

sible et ^ = 1 - 2^soit ^ € A ( 2 ) . On voit donc que a et a ' , éléments de A ( 4 ) ,

ont même image dans 2(A) si et seulement si il existe ^ € A(2 ) tel que a' - a ==

= (0 - 3 ) (1 - 4 a). On en déduit un isomorphisme de groupes abéliens &(A) ^» 2(A).

2.4.5. Soit A -» A' un homomorphisme d'anneaux commutatifs à élément unité.

A' <8. B est une extension quadratique de A ' si B l'est de A. La réciproque

est vraie si A' est une extension fidèlement plate de A.

Au sujet des extensions séparables d'un anneau, on a le résultat suivant
(cf. [54 ]) : une A-algèbre commutative et séparable, qui est un A-module projectif

de type fini et fidèle et de rang n, peut être plongé dans une extension galoisienne

de A, projective de type fini et de rang n ! . Appliquant ceci à une extension
quadratique de l'anneau A, on obtient :

Proposition 2.4.4. Etant donnée une extension quadratique B d'un anneau A, j_]_
existe un seul A-aut omorphisme o- ^e_ B linéairement indépendant de l'identité

et l'anneau des invariants B ' = {x|x ê B et cj(x) = x} coïncide avec A.

Cette propriété peut se voir directement de la manière suivante : locale-
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pour tout idéal premier p de A, il existe un voisinage (affine) de ^ dans

Spec (A) au dessus duquel B a la forme annoncée. Si o : B ^ B est un A-automôr-

phisme linéairement indépendant de l'identité, il est déterminé par cr(x) = ®x + 0,

<y ç u(A) et (°(x)) = o(x) - a, d 'où, après calculs et en utilisant le fait que

I - 4 a ê u ( A ) , ^(x) = 1 - x. Ceci montre l'existence et l'unicité de o.

Ceci permet de définir la norme N : B -» A sur B par N ( x ) = x o(x) :
0

c'est une forme quadratique sur le A-module B car N ( c x) = c N(x) si c € A

et N(x + y) - N(x) - N ( y ) . = x o(y) + y o(x) dépend linéairement de x et de y.

Il est facile de voir que c'est une forme non dégénérée : on regarde localement
2 2 2

et si B = A[x] avec x = x - a, N ( » ' + ^ x ) = » + o? P + a 3 a pour matrice
2 1

( ) de déterminant -(1 - 4 a ) , qui est inversible.

On définit, de même, la trace Tr : B -^ A sur B par Tr(u) = u + o(u)
qui est une application A-linéaire de B dans A et surjective comme on le voit

localement. Un invariant intéressant est le noyau de la trace X(B) : on a la suite
Trexacte de A-modules 0 -» X(B) -> B ———>A *-> 0 ce qui montre que B s'identifie,

en tant que A-module, à A ® X(B) et que X(B) est un A-module projectif de type
2

fini et de rang 1, isomorphe à A B.

Exemples. 2 .4.5. Si 2 = 0 dans A, x(B) = Ker Tr = {x j x 6 B, o(x) + x = 0} =

= f x | x 6 B, o(x) = x} = B = A, donc B est un A-module libre de rang 2. Ainsi
. 2 2

toute extension quadratique B de A s'écrit A[x] avec x = b x - c et b -
2 -1 2 - 2

- 4 c = b ç U ( A ) , d 'où , en posant y = b x, B = A[y^] avec y = y - b c-.

L'ensemble des classes d'isomorphismes d'extensions quadratiques de A est en

bijection avec A module la relation d'équivalence a ~ b si et seulement si
^

il existe un élément c ê A tel que a - b = c + c . Notons que cette situation

ressemble au cas local et qu'on aurait pu supposer seulement que 2 est dans le

radical de Jacobson de l'anneau A.

2.4.6. Dans le cas général, soient x et x ' dans X(B) : o(x x ' ) = c r ( x ) C T ( x ' ) =

= (_x) ( -x ' ) = x x ' , donc x x ' € B = A. On obtient ainsi une application A-bili-

néaire X ( B ) x X(B) - ^ A , c 'est à dire^, une application A-linéaire notée p, :

: X(B) <S> X(B) -> A. Pour montrer que c'est un isomorphisme, nous allons regarder
localement. Soit B = A[t") avec t ^ t - Q ? et 1 - 4 » ç u (A) . On a Tr(at + b) =

= at + b + a(l - t) + b = a + 2 b, donc x(B) = {b ( l - 2t) | b € A} . L'applica-

tion M- envoie b ( l - 2t) <S> b ' ( l - 2t) sur b b ' ( l - 2t)2 et (1 - 2t)2 = 1 -

- 4( t - t ) = 1 - 4 a, soit ^ est surjective, donc c'est un isomorphisme.
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2.4.7. Supposons maintenant que 2 € U ( A ) : 1'automorphisme a de l 'extension

quadratique B de A vérifie o = id . On a donc la décomposition id =B B

id + o id - a
= ——-—— + ——-—— de l'identité de B en somme de deux idempotents orthogo-

id-n + a ^-n - a <j
naux et B est somme directe de Ker (——^——) = X(B) et de Ker (—-———) = B ==

= A 1 -n . La multiplication de B est alors donnée par l'application [ i . On a la

formule b b ' = (a ,x) (a', x ' ) = (aa' + ^ (x 8) x ' ) , a x ' + a' x ) , où a et a' sont
2

dans A et x et x' dans x(B) . On a alors o(a,x) = (a, -x), N ( a , x ) = a -

- p. (x <S> x) et Tr (a,x) = 2a.

Inversement, soit P un A-module projectif de type fini et de rang 1

et p, : P <SS> P -> A un isomorphisme de A-modules. Le A-module B = A ® P est muni

d'une structure de A-algèbre par (a,x) ( a ' , x ' ) = (a a' + (i(x <8 x ' ) , a x ' + a ' x)

et S est une extension quadratique séparable de A car 2 est inversible dans
^

A. Localement, B est la forme A[x] avec x € U(A).

2.4.8. Structure de groupe sur l'ensemble 2(A). Soient B et B' deux exten-

sions quadratiques de A. L'algèbre C = B <^> B' est une extension galoisienne de

A de groupe de Galois G =" Z/2Z x 'Z/2'2 formé de l'identité, a ^ id, id_ <S» a
D -D D D

et <7-8) CT , . Comme G- possède trois sous-groupes (distingués) isomorphes à ' Z / 2 ' 3 ,
B B

C possède trois sous-extensions quadratiques B, B' et l'anneau des invariants de

<j (S) a qu'on notera B * B' . Il est clair que la classe d'isomorphisme de B * B'
B B

ne dépend que de celles de B et de B', donc que la loi * est une loi de com-

position interne commutative sur l'ensemble û(A). L'anneau B = A x A ayant

comme unique A-automorphisme linéairement indépendant de l'identité cr(a,b) = (b,a)

pour a et b parcourant A, est une extension quadratique de A et un calcul

trivial montre que B * B (et B * B) est isomorphe à B.

Pour montrer l'associativité de la loi *, considérons trois extensions

quadratiques B , B et Ï> ; (B * B ) * B est, dans D = B <S> B 0 B , l'anneau

des invariants du sous-groupe de Galois engendré par or <8 cr <8> id et
^ ^ ^

(a <S> id ) ® o en notant que o „ - n'est autre que la restriction à
^ \ ^ ^ ^

B ^ B ^ d e a 0 id_ (ou de id_ 0 o ). Ainsi, (B, * B ) * B_ = (B, 0 B. <^
i ^ B^ B^ B, B^ 1 ^ j \ <-

TJ

® B-) où H est le sous-groupe formé des éléments id.-, CT ^ o 0 id , o 0
5 D B^ B^ B^ B^

<S> id_ <8 (7 et id_ <8 a <8 o . O n voit bien ici que cette condition est
^ ^ ^ ^ B^

invariante par permutation de B,, B^ et B , d'où l'associativité. On a donc sur
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l'ensemble û(A) une loi de composition interne qui en fait un groupe abélien.

Considérons maintenant B ^ B ; en tant que B-algèbre c 'est isomorphe

à B[e] avec e = e, donc cela contient les trois extensions quadratiques de A
p

suivantes: B <8 1 , 1 0 B et A[e] avec e = e. Nécessairement, on a B * B ="
SK A [e] ^-A x A. Ceci montre que dans le groupe 2 (A), tout élément est d'ordre

2.

La propriété suivante est claire : 2 est un fondeur covariant défini

dans la catégorie des anneaux commutatifs unitaires à valeurs dans la catégorie des

groupes abéliens. De plus, comme il a été vu ci-dessus, la classe de B est t ou-

.lours dans le noyau de 1 ' homomor-phisme û(A) -» 2(B).

Exemples. 2.4.9. Si A est un corps de caractéristique différente de 2, 2(A)

s'identifie au groupe U(A)/U (A)quotient du groupe multiplicatif des éléments non

nuls de A par le groupe des carrés de ces mêmes éléments. En effet, une extension
p

quadratique de A est un anneau B = A[x] avec x = a, a ^ 0 et a est déter-

miné à un carré près car si A[y] =1- A[x") et y2 = b ê A, y = ox et Q2 a = b.

De plus, A[x] * A[x' ], x = a, x ' = a' , est l'anneau A[x <8> x ' ] avec (x 0 x' )2 =

= a a ' .

2 .4 .10 . Si A est un anneau de caractéristique 2, on a vu que si B est une

extension quadratique de A,B est de la forme A[x] avec x + X + Q ' = 0, a € A.

Si A[x') et A [x ' ] sont isomorphes et x' + x ' + cf' = Q, comme Tr(x) = Tr (x ' ) =

= 1 , x - x' € A et x ' = x + a et on a aisément o'1 = Q' + a + a • . Ainsi, notant

p l'homomorphisme de A dans A défini par ^)(a) = a + a2, on a 2(A) = A/^î A.

2 . 4 . 1 1 . Supposons que A est un anneau local. On a vu que 2(A) est l'ensemble

quotient de l'ensemble A(4) par la relation d'équivalence a' ~ a si et seulement

si il existe b € A(2) tel que a' - a = (b - b2) (1 - 4a). Or, si B = A[x]

avec x = x - a et B ' = A [ x ' ] avec' x ' = x ' - a ' , a , a ' € A (4 ) , B * B' se

calcule aisément : B * B' = A[t] avec t = - (2x < S > x ' - x ® 1 - 1 0 x ' ) et t 2 =

= t - ( a + a ' - 4 a a ' ) . D e plus, la relation d'équivalence entre éléments de A(4)

vue en 2.4.2. est exactement la relation d'équivalence module le sous-groupe H

de A(4) formé des éléments b - b où b ê A (2 ) . Ainsi 2 (A) s'identifie au

quotient û(A) de A(4) par H. En caractéristique 2, A(4) ^ A, A(2) =^ A et

on retrouve le résultat précédent. Si, par contre, 2 est inversible dans A, A(4)

(resp. A (2 ) ) s'identifie à u(A) par a t-s* 1 - 4a (resp. b ^ 1 - 2b) et dans

cette identification ^ est l'élévation au carré. Ainsi, 2 (A) (=û(A)) s'identifie

à U(A)/U (A), comme pour un corps de caractéristique différente de 2.

2 .4 .12 . Le groupe 2 (j) est réduit à zéro. En effet, si B est une extension
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quadratique de 2', B = ^[x] avec x ^ b x + c ^ ^ et b 2 - 4 c inversible
2

c'est à dire, b - 4 c = ± 1. Seul le cas + 1 est possible car tout carré est

congru à 0 ou 1 module 4. De plus, b est impair, b - 2 n+1 et c = n ( n + l ) .

On a donc B = Z[x] avec x + (2 n+1 )x + n(n+1 ) = 0 soit (x + n ) ( x + n + 1 ) = 0 .
Posant y = x + n + 1 , y(y - 1) = 0. Donc B = ^[y] avec y2 == y.

On aurait pu remarquer que pour toute extension quadratique non triviale B de '3
(i.e., B non nécessairement séparable sur J et B ^ 2 r x ^ ) , K = Q < S > B

est un corps extension quadratique de d^. Mais alors B s ' injecte dans K et

même, dans la clôture intégrale de 1 dans K. Or, l'anneau des entiers d 'un corps

quadratique n'est jamais séparable sur 2' car il y a toujours au moins un nombre
premier qui se ramifie.

2.4.Î5. Le grou-pe P(A). On considère les paires (P ,») , où P est un A-module

projectif de type fini et de rang 1 et o? un A-isomorphisme de P <8 p sur A.

Deux paires (?,») et ( P ' , » ' ) sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme
t>-i

u : P ->> P' de A-modules tel que le diagramme

est commutatif. On appelle P(A) l'ensemble des classes d'isomorphismesde ces
objets.

Soient (P,^) et ( P ' , ^ ' ) deux objets comme ci-dessus. Alors Q, = P <8 P'

est un A-module projectif de type fini et de rang 1 et il existe un isomorphisme

naturel de Q ^ Q avec A défini à l'aide de ^ et ^ . Soit, pour cela, la

idp <S> T (S> id , a <g) a'
flèche composée ^ : P <8> P' < g ) p 0 p ' ———————————~-——> p (g) p <g> p' 0 p' —————>

-^ A ^ A -» A, où y, est la multiplication de A et T la transposition des

facteurs dans le produit tensoriel. Il est clair que (Q,^) dépend, à isomorphisme

près, de (P,®) et de ( P ' , © ^ ' ) .et on définit ainsi sur l'ensemble P(A) une loi

de composition interne qui en fait, de façon évidente, un groupe abélien. L'élément

neutre est la paire (A,M«) et tout élément est son propre-inverse car si (Q,Ç)

est le produit (P,^) (P,o') l'isomorphisme de A-modules » de Q == P <S> p avec A
est aussi un isomorphisme de ( Q , @ ) avec (A,(Ji).

Le groupe P(A), qui dépend fonctoriellement de A, s'exprime aisément
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en fonction de groupes mieux connus.

Proposition 2 . 4 . 1 4 . Pour tout anneau commutatif à élément unité A, on a la suite

exacte de groupes abéliens u(A) -» U(A) =» P(A) ^ Pic(A) "̂  Pic(A), ^_ à

désigne la multi-plication par 2, f l'application définie par a (-> (A, a n ) et T

l'application qui à la classe de (P,») associe la classe de P dans Pic(A),

groupe des classes d'isomorphismes de A-modules pro.-jectifs de type fini et de rang 1 .

Il est clair que T est un homomorphisme de groupes et que 2 o T = 0.

Inversement si P € Ker(2), '.ela signifie que P 0 P est isomorphe à A ; choisis-

sant un isomorphisme 01 particulier, on obtient une pair (P,o0 qui donne un

élément de P(A) dont l'image est P dans Pic(A). Reste à regarder le début de

la suite exacte. On a T o f = 0 par construction et si (P,Cf) = 0,P est libre

et isomorphe à A ; choisissant un isomorphisme particulier, P = Ae et en posant

a = cf(e <S> e) , on a immédiatement f(a) = (P,»), d'où l'exactitude en P(A). Reste

à voir l'exactitude en U(A). Si f(a) = (A,|J.) cela signifie qu'il existe b € U(A)

tel que le diagramme

b id, 0 b id
A A

A <8> A ————————————> A <S) A

est commutatif. Cela signifie que a = b € U (A) , d'où le résultat.

La suite exacte, d-dessus construite, peut encore s'écrire sous la

forme 0 -» U/U (A) -> P(A) -^ Pic (A) -» 0, où Pic est le groupe des éléments

d'ordre 2 dans Pic. Notons que tous ces groupes sont des espaces vectoriels sur

Z/(2) , donc que la s-iite exacte est sciendée, en tant que suite exacte de ^/(2)-

espaces vectoriels.

Proposition 2 . 4 . 1 5 . Soit A un anneaucommutatif à élément unité. L'application

2(A) -^ P(A) définie par B h» (x(B), (i) est un homomorphisme de groupes abéliens,

fonctoriel en A. Si 2 est inversible dans A, cet homomorphisme est un isomor-

phisme et si 2 = 0 dans A, il est nul.

Il est clair que (x(B), ^) définit un élément de P(A). Montrons que

l'application B *-> (,X(B), lui-) est un homomorphisme de groupes. Soient pour cela

B et B' deux extensions quadratiques de A. Comme X(B) et X ( B ' ) sont facteurs

directs respectivement de B e t de B' , x(B) < S > X ( B ' ) s'identifie à un facteur

direct de B <8) B' . De plus, (o ® o' ) (x <S> x ' ) = a(x) <S> a' (x ' ) = (-x) <S> (-x' ) = x <^> x' ,
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si x é X ( B ) , x ' € X ( B ' ) . Cela montre que x ( B ) ® x ( B ' ) est un sous-module de
B * B ' et comme o est la restriction de < T ® id , à B * B ' ,
ĝ ,, g , ( x ̂  x ' ) = o^(x) (g) x ' = -x <» x ' et X ( B ) ̂  X ( B ' ) s'identifie à un sous-
module de X(B * B ' ) . On voit alors facilement qu'on a , en fait, l'égalité et que
( X ( B ) , p . ) ( x ( B ' ) , ^ ' ) est égal à ( x ( B * B ' ) , n ^ ) car ^ n'est autre que la
restriction à X ( B ) de la multiplication de B , d'où là première assertion. Si
2 est inversible, l'homomorphisme de groupes est entait un isomorphisme à cause de
2 . 4 . 7 . Si 2 = 0, X ( B ) = î° = A 1 , donc ( x ( B ) , ^) est l'élément neutre de P ( A ) .

Les propositions 2 . 4 . 1 4 . et 2 . 4 . 1 5 . nous donnent un procédé de calcul
de ^ ( A ) , si 2 est inversible dans A .

2 . 4 . 1 6 . L'algèbre de Clifford c ( B , N ) . On a vu que la norme, qu'on notera N ,
d'une extension quadratique B est une forme quadratique non dégénérée sur le
A-module B. On notera C l'algèbre de Clifford de ( B , N ) . D'après des résultats
de S . . 5 . , c'est un A-module projectif de type fini et de rang 4 et c'est la somme
directe de (C ) et de (c ) qui sont chacun de rang 2. Comme B ̂  C est in-
jectif et que B s'identifie à un facteur direct de (c ) , B et (c ) sont desB 1 B 1
A-modules isomorphes. Notons aussi que B est un anneau unitaire et que N(1 ) = 1 .o B
Donc, si u ê ( C ) est l'image canonique de 1 , on a u = 1 dans C . Ainsi
l'application C -> C définie par x h» u x est un isomorphisme de A-modules qui,
comme u est de degré 1 , réalise un isomorphisme de ( c - ) sur (c ) .B o B 1

On pourrait alors montrer que (c ) est isomorphe à B en tant que
A-algèbre. Nous allons cependant procéder différemment. Soit C = B[CT] l'algèbre
associative tordue sur B du groupe ^/(2) , c'est-à-dire C = B © B o en tant
que A-module avec pour multiplication (b , b C T ) ( b ' b ' a) = (b b ' + b c ? ( b ' ) ,
(b^b^ + b^ b ' ) o ) , soit ob = o ( b ) o pour tout b € B. L'algèbre C contient B
comme sous-algèbre et elle est Z/(2)-graduée par C = B 1 et C, = B o . Soit u
l'application de B dans C définie par u ( b ) = b o. On a alors ( u ( b ) ) =
= (b ̂ (b °) = N ( b ) 1 et il en découle l'existence d'un homomorphisme u : C -̂  C
qui est surjectif car C est engendré en tant que A-algèbre par B o. Comme les
deux A-modules sous-jacents à C et C sont projectifs de type fini et de même_ B
rang, u est un isomorphisme.

Nous allons montrer maintenant que C = B[o] est isomorphe à l'algèbre
des endomorphismes du A-module B. En effet, soient C ' = End ( B ) et f : B © B o ->
-̂  C ' l'application définie par f(b 1 ) = a et f(b a) = p. o <7 où p, désigne
la multiplication par b dans B. C'est une application A-linéaire injective car,
si f(b^ + b^o) = o , avec ^»b ^ B , cela signifie b id + b o = Q dans End ( B ) ,
ce qui implique b = b - 0. Cela se voit localement. En effet, si A est local,



B = A[x] avec < ? ( x ) = 1-x et b id + b o- = 0 équivaut à b + b = 0 eti B '- c?
b x + b (1 - x ) = 0, soit b (l-2x) = b (l-2x) = 0. Or, x = x-a avec 1-4a inver-
sible dans A et comme (l-2x) = 1-4a, 1-2x est aussi inversible dans B. Ceci
nous dit que b. = bp = 0. C'est un homomorphisme d'algèbres comme on le vérifie
aisément en vérifiant, par exemple, que f ( ( b < 7 ) ( b ' o)) = f(b < ? ( b ' ) ) et f(b b ' ) =
= f ( b ) f ( b ' ) . Pour voir que c'est un isomorphisme, il suffit de le voir localement,
c'est à dire qu'il suffit de montrer que c'est un isomorphisme module tout idéal
maximal. Mais alors on a un homomorphisme injectif et deux espaces vectoriels de
même dimension, c'est donc un isomorphisme. On remarque, à cet effet, que si m
est un idéal maximal de A , (A/"*) <^» B est une extension quadratique du corps A/m.

-c*
2 . 4 . 1 7 . De 1'homomorphisme naturel 2(A) -» P(A) et de la suite exacte de
groupes abéliens, 0 ̂  U/U ( A ) -̂  P(A) S Pic ( A ) -> 0, on déduit la suite exacte

p o f
0 «̂  2' ( A ) *-» 2(A) -———> Pic^(A) où il se trouve que 2 ' ( A ) est le sous-
groupe de 2(A) formé des extensions quadratiques libres en tant que A—module. De
plus, on obtient un homomorphisme naturel t : 3 ' ( A ) <-» U/U ( A ) , qui est un isomor-
phisme si 2 est inversible dans A alors qu'en caractéristique 2 , 2 ' ( A ) ̂  Q , ( A ) et
1 = 0 . Il est intéressant de savoir quand t est injectif (ou ce qui revient au
même, f) ; c'est le cas, par exemple 2 étant nul, si A est intégralement clos.
Cela montre par exemple que 2(A) est fini si A est un anneau d'entiers algé-
briques. En effet, le théorème des unités montre que U/U ( A ) est un groupe fini
et, comme Pic(A) est fini, 3(A) l ' e s t .

2 . 5 . EXTENSIONS QUADRATIQUES GRADUEES

Soient A un anneau commutât if à élément unité et B une A-algèbre
graduée sur ^/(2), i . e . , B est un A-module gradué sur 2/(2), B = B © B véri-
fiant B . B - c: B . . , où i+j est calculé module 2. Si B est une extension qua—i J i+j
dratique de A (dans le sens du § 2 . 4 . ) » on dira que B est une extension quadra-
tique graduée de A .

Une conséquence de la définition est que B , qui est une sous-algèbre
de B, et B. sont des A-modules projectifs de type fî-ni et que A . 1-p est contenu
dans B et en est, en fait, facteur direct. Ainsi B est un A-module projectifo i
de type fini de rang inférieur ou égal à 1 .
Exem-ples. 2 . 5 . 1 . Soit B une extension quadratique de A ; posant B = B et
B = ( o ) , on obtient une extension quadratique (trivialement) graduée de A .

2 . 5 . 2 . Soit ( P , H . ) un élément de P(A) et B l'extension quadratique A © P
dont la multiplication est définie à l'aide de ^ ( c f . 2 . 4 . 7 . ) ; posant B == A
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et B = P, on définit sur B une structure d'extension quadratique graduée de A.

Comme B. est un A-module projectif de type fini et de rang inférieur
ou égal à 1 , on peut lui associer un idempotent e de A en le définissant loca-
lement par e = 1 en p ê Spec A si A. ®, ( B , ) est non nul et e = 0 en!p A 1
p € Spec A si A ® ( B ) est réduit en 0. On notera e ( B ) l'idempotent ainsi
construit ; on a aisément les résultats suivants : e ( B ) = 0 si et seulement si
B est trivialement graduée et e ( B ) = 1 si et seulement si B est de la forme
A <B P, avec B = A et B = P car alors "B est A-projectif de rang 1 et
B ^ A 1 - .o B

On remarque que si e ( B ) = 1 , alors 2 ̂  ^», i . e . , 2 ç U ( A . ) . En effet,
il suffit de s'intéresser à B = A <8 B : c'est une extension quadratique de

P ^ A ^
A, , donc un A.-module libre de rang 2 et (B ) . ^ 0, soit B = A-Tx] avec x =
= a € U ( A - ) où x est un générateur de (B ) . La séparabilité de l'équation
2 r ^ ,x = a implique que 2 est inversible dans A . En conséquence, si e est un
idempotent associé à une extension quadratique B, 2e ê u(Ae) , comme on le voit
aisément par un raisonnement local.

Soit maintenant B une extension quadratique graduée et o l'unique
A-automorphisme non trivial de B. Alors o respecte la graduation de B. En
effet, il suffit de le montrer localement. Supposons donc A local. Si 2 est dans
l'idéal maximal de A , B. = ( o ) et le problème ne se pose pas ; si 2 est inversi-
ble dans A et B ^ ( o ) , alors B = A[ x ] avec x2 = a € u ( A ) et d°x = 1 . On

. vérifie immédiatement que <J = id ® - id respecte la graduation de B.B B,o 1
Soient maintenant B et B' deux extensions quadratiques graduées de

A

A et <J et cr' leurs seuls A-automorphismes non triviaux : B <8 B'
est une A-algèbre .graduée, non nécessairement commutative et a 0 o' un A-auto-

A

morphisme qui respecte la graduation de B <S> B ' . On en déduit que B * B ' =
= (B <8> B ' ) est encore une extension quadratique graduée de A . Ainsi la loi
* induit sur l'ensemble des classes d'isomorphismesd'extensions quadratiques gra-
duées de A une loi de composition interne, associative et commutative. On vérifie
bien qu'il y a un élément neutre, l'anneau A x A , muni de la graduation triviale et
ayant comme unique A-automorphisme non trivial, la transposition.

On note 2^(A) le groupe ainsi défini ; comme le montre l'exemple 2 . 5 . 1 . ,
2(A) apparaît comme un sous-groupe de 2^( A ) .

Proposition 2 . 5 . 5 . La suite de groupes abéliens 0 te» ^(A) -> 3^(A) ^ Ip(A) est
exacte et l'image de 2?(A) est l'ensemble des idempotents e tels que 2e est
inversible dans Ae .



Pour montrer la première partie, il faut montrer que si e(B) et e(B ' )

sont les idempotents associés aux extensions B et B' , alors à B * B* est as-

socié e(B) + e(B ' ) . Pour cela il suffit de regarder localement. Si e(B) = e(B' ) =

= 0, B <8 B' est trivialement gradué et il en est donc de même de B * B' . Pour

le second cas, supposons e(B) = 1 et e(B' ) = 0 ; cela implique que 2 est inver-

sible dans A et on a B = A[x] avec x = a, d x = 1 et B' = A [x'] avec

x' = a' , d° x' = 0 . On a alors B * B' = A[x 0 x' ] avec d°(x 0 x' ) = 1 , donc

e(B * B ' ) = e(B) + e(B ' ) . Si e(B) = e(B ' ) = 1 rien de changé à la situation anté-

rieure sinon que B' = A [x'] avec d°x' = 1 . Alors B * B' = A [x <S> x ' ] et

d (x <X) x ' ) = d x + d x' = û. Le noyau de 1'homomorphisme e n'est autre que 2(A)

car dire que e(B) = 0 signifie que B est munie de la graduation triviale, d'où

la suite exacte annoncée.

Pour voir que l'image par e est bien le sous-groupe de Ip(A) annoncé,

il suffit de considérer l'extension quadratique B = A x A graduée par (A x A) =

= {(a,b) | e(b - a) = 0} • et (A x A). = {(a,-a) | (l-e) a = 0}. Il est facile

de voir que B est une extension quadratique graduée de A en utilisant le fait

que 2e est inversible dans Ae ; on a alors bien e(B) = e.

On remarque que si B et B' sont deux extensions quadratiques graduées,

alors B <^> B' n'est pas nécessairement une A-algèbre commutative. Ainsi, supposons
a

2 inversible dans A et soient a et a' dans u(A), B = A [x] avec x = a,

d°x = 1 , B' = A [x' ] avec x ' = a' , d°x' = 1 . Alors B <S» B' est l'algèbre de

Clifford du A-module quadratique (A x A,q) où q : A x A -> A est la forme qua-
? ?

dratique définie par ( x , x ' ) h » a x + a ' x ' et B - ^ - B ' sa somposante de degré 0,

A [t] avec t = - a a ' .

On définit de la même façon que dans le cas non gradué un groupe Î ^ ( A )

des paires (P,o') où P est un A-module projectif de type fini et de rang 1 ,

gradué sur 2/(2) et o/ : p <8 P -^ A un isomorphisme de A-modules gradués (A trivia-

lement gradué) (cf. [52]). On a alors la suite exacte de groupes abéliens 0 *-̂

-> P(A) -> P^(A) ^ Ip(A) -^ 0, car la flèche P (A) -> Ip(A) est surjective.

On peut de la même façon que dans le cas non gradué définir un homomorphis-

me de 2,(A) dans P,.(A) qui est l'homomorphisme nul si 2 = 0 et un isomorphis-

me si 2 est inversible dans A (cf. 2 . 4 . 1 5 . ) .

Nous allons montrer que les groupes C^A) et P (A) opèrent naturellement

sur W(A) et WG(A). Pour cela nous recherchons d'abord le groupe u(Bil(A)) des

éléments inversibles de l'anneau Bil(A). De 1'homomorphisme d'anneaux dim :

Bil (A) ->C(Spec(A), '2), on déduit qu'un élément o/ de Bil(A) est inversible si

et seulement si dim a € C(Spec(A), {± 1 } ) w Ip(A). On a donc un homomorphisme
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dim : u (Bi l (A) ) -> Ip(A) dont on vérifie immédiatement qu'il est surjectif. Soit

alors U (Bi l (A)) le noyau de cet homomorphisme : on a la suite exacte de groupes

abéliens 0 ^ U ^ ( B i l ( A ) ) -» u (Bi l (A)) -» Ip(A) ^ 0 et U (Bi l (A)) est le sous-

groupe formé de paires (P,o0 avec P projectif de type fini et de rang 1 et ^

une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur P. Deux éléments (P,cf) et

( P ' , e y ' ) ont même image dans Bi l (A) s'il existe un module bilinéaire (M,<î5) tel

que (p,a)J. (M,(p) w ( P ' , ^ ' ) - L (M, (p) . Il en résulte en prenant les déterminants,

que (P,») et ( P ' , 0 ^ ' ) sont isomorphes. Ceci montre que le groupe U (Bi l (A))

s'identifie au groupe P(A) défini en 2.4. et la suite 0 -^ P(A) -^ u (Bi l (A)) -•

-> Ip(A) -> 0 dégroupes abéliens est exacte. Alors il est facile de montrer que

u(Bi l (A)) s'identifie au groupe P^(A) défini ci-dessus.

Du fait de la structure de Bil(A)-module définie sur W & ( A ) et sur w ( A )

(cf . 1 .8 .4 . ) , on a une action naturelle de P^(A) et de P(A) sur ces deux groupes

abéliens. Elle se décrit, dans le cas de P(A) , de la façon suivante : à une paire

( ( F , » ) , ( M , q ) ) , onassocie le module quadratique (P Q^ M, q ' ) où q' : P 0 M ->> A
est donnée par q ' ( x <^ y) = û^x 0 x) q(y) (on notera a q la forme quadratique

q ' ) . Si A est un corps, P(A) ^ u(A)/U (A) et l'opération de t^AÎ/U^A) sur

WG-(A) et W ( A ) consiste en la multiplication de la forme quadratique par un sca-
laire.

2.5.4. Notons une propriété de l'opération de P(A) sur W&(A) concernant

l'algèbre C : quels que soient le module quadratique ( M , q ) et l'élément (?,»)

de P(A) , C (P < 8 M , û ? q) ^ C ( M , q ) . Cela se montre aisément (comme dans 2 .5 . ) en
0 2p 2p

remarquant que les algèbres T (M) = © ( ® M) et T (P 0 M) = © (<S> (î/ggip))
0 p ^ O ° p > 0

sont isomorphes et que dans cet isomorphisme les traces des idéaux l(q) et 1(0' q)
se correspondent.

2.6. ALGÈBRES D'AZUMAYA ET ALGÈBRES DE CLIFFORD

Soient A un anneau commutatif à élément unité, B une A-algèbre asso-

ciative et B son algèbre opposée. On dira que B est une A-algèbre d'Azumaya

si B est un A-module projectif de type fini et fidèle et si 1'homomorphisme

naturel B <S> B° -^ End (B) défini par b <S> c° ^ (z (^ b z c) est un isomorphisme
A A

de A-algèbres.

Au vu de cette définition, un certain nombre de propriétés sont claires :

si B est une A-algèbre d'Azumaya et A '-> A ' un homomorphisme d'anneaux, A ' ^ B
A

est une A'-algèbre d'Azumaya. Inversement, si A ' <S> B est une A'-algèbre d'Azumaya

et si A -»A ' est fidèlement plat, alors B est une A-algèbre d'Azumaya. Si B



et C sont deux A-algèbres d'Azumaya, B <S> C en est une. Un exemple important
est le suivant : soit P un A-module projectif de type fini et fidèle. Alors
End ( P ) est une A-algèbre d'Azumaya. Il suffit de vérifier la seconde condition
car on sait que B = End ( p ) est isomorphe à P 0 P* au moyen de l'homomorphisme
P <̂  P* -» End^ ( P ) défini par x 0 f ̂  (y H> f ( y ) x ) . Alors B° =- End (P^-) et
B <̂ > , B ° = End ( ? ) <̂  End (P^) s'identifie à End (P 0 P*). Il est alors facile de•"• A A A A A .̂
montrer que ce dernier isomorphisme n'est autre que l'isomorphisme B Câ B ->
-» End ( B ) , en identifiant End ( ? ) à P <̂ > P̂  par l'isomorphisme déjà cité :
pour cela on peut procéder localement en prenant une base dans P, la base duale
dans P-S d'où des bases dans End ( P ) , End ( P ^ ) , End (P <8> P*) et on vérifie qu'el-A A A
les se correspondent dans l'homomorphisme B <8> B -o End ( B ) .A A

Les propriétés suivantes sont bien connues ( c f . [5 ] , [ 5 2 ] , [ 1 1 ] chapi-
tre II, Exercice 15 et suivants, § 5 ) .

2 . 6 . 1 . Le centre d'une A-algèbre d'Azumaya s'identifie à l'anneau A. Le résultat
est bien connu pour l'algèbre des endomorphismes d'un module projectif de type fini
et fidèle. Dans le cas général, si x est dans le centre de B , x <̂ > 1 est dans

gO
le centre de B <8. B ^ End ( B ) , c'est à dire une homothétie, ce qui montre que x
est un scalaire.

2 . 6 . 2 . Les idéaux bilatères d'une algèbre d'Azumaya B sont tous de la forme
1 B où 1 est un idéal de A . Ainsi, soit f : B -> C un homomorphisme d'algè-
bres où B est d'Azumaya et C est fidèle en tant que A-module, alors f est
injectif.

2 . 6 . 5 . Supposons que A eet un corps. Une A-algèbre B de rang fini est d'Azu-
maya si et seulesent si B est une A-algèbre centrale simple.

2 . 6 . 4 . Soient C une algèbre et B ' une sous-algèbre de C qui est une A-algèbre
d'Azumaya ; on notera G = {x | x é C , xy = yx, V y € B} le commutant de B dans
C qui est une sous-algèbre de C . Alors C s'identifie en tant qu'algèbre, au

-n
produit tensoriel B ̂  C .

2 . 6 . 5 . Les automorphismes d'une algèbre d'Azumaya peuvent être décrits comme
suit : si A est un corps, le théorème de Skolem-Noether dit que tout automorphis-
me d'une algèbre centrale simple est intérieur. Dans le cas général, n'existe une
suite exacte de groupes [ l } -> Int Aut ( B ) -> Aut(B) -» P i c ( A ) , où Int Aut(B)
est le groupe des automorphismes intérieurs de l'algèbre d'Azumaya B et où T
est défini de la façon suivante : si u C A u t ( B ) , on note P = { x | x 6 B , y x =
= x u ( y ) , V y € B } . Alors P est un sous-A-module de B et c'est un A-module
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projectif de type fini et de rang 1 , libre si et seulement si u est intérieur.

On définit f(u) comme étant la classe de P dans Pic(A).

Soit P un A-module projectif de type fini et h(P) l'espace hyperbo-

lique de P, i.e., h(P) = (P ® P*, q) où q : P ® P* -» A est la forme quadrati-

que définie par (x,f) h» f (x ) . On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.6.6. L'algèbre de Clifford de h(P) est isomorphe à l'algèbre des

endomor-phismes de A-module de l'algèbre extérieure A(p) de P. De plus, il

s'agit d'un isomorphisme de A-algèbres graduées sur Z/(2).

On remarque, tout d 'abord, que A(p) est une A-algèbre graduée sur'
<» 2p oo. 2p+1

ï/(2) par A(p) = © A (p) et A(p) = è A (p) et que E n d ( A ( p ) ) , en
0 p-0 1 p=0 A

tant que A-algèbre, est graduée sur Z/(2) par End ( A ( p ) ) . = [f | f ( A ( p ) . ) c
A i j

c A(p) , J, i = 0 , 1 , où i + j est calculé module 2. C 'es t de cette graduation-là
iij

qu'il s'agit dans l'énoncé du théorème. Passons maintenant à sa démonstration.

Soient x € P et f 6 P*. On note ^ : A(p) ^ A(p) la multiplication

à gauche par x et d : A(p) -» A(p) la dérivation qui prolonge la forme linéaire

f, c 'est à dire, si x, , . . . ,x sont des éléments de P, \i (x A ... A x ) =

= x A x^ A ... A x^ et d (x A ... A x ) = F (-1^^ f ( x . ) x. A ... A x. A ...

. .. A x . Notons alors L : P ® P"̂  «°» End (A(p)) l'application A-linéaire définie
il A ^

par (x,f) h> L(x,f) = [L + d . Un calcul facile montre que (L(x,f)) = f(x)id-^/ \ :

oh regarde ce qui se passe sur les générateurs x, A ,.. A x de A(p).

Du fait de la propriété universelle de l'algèbre de Clifford, L se prolonge en

un homomorphisme d'algèbres noté cp : c(h(P)) -»End(A(p)) qui respecte les

Z/(2)-gradua fions, car d° p, = d° d = 1 .

Pour montrer que <p est un isomorphisme, il suffit de procéder locale-

ment. On peut donc supposer P libre et soient C®-) -^^ une base de P et

(e î ) .^ .^_ la base duale. Identifions les e. avec leur image dans c(h(p)). Si

H est une partie de I = [ l , . . . ,n} , on notera e le produit, dans c(h(p)),
H

des e . , i é H, rangés dans l'ordre croissant et e* le produit correspondant desi H
e î . On notera, de plus, f le produit des e. dans A (p )^ i ç H, H' le complé-

1 n 1
mentaire de H dans I et x = e e* e € c(h(P)). Si H,K,L sont trois

parties de I, (p (x ) ( f ) = 6. si K ^ L et <p (x J(t-) = e f si K = L,
i. n,ls. L P n,K L H

e étant égal à +1 ou -1 suivant H et K. En effet, notons que <p (e )(f ) =

= e f „ si A et B sont deux parties de I, disjointes, et 0 sinon.

Ainsi si K = L, Vp^.K^) = e f^ donc (pp(e^ e^.)(f^) = e <pp(e^)(-f^) = e ' id ,̂



d'où l'un des résultats voulus. Si, par contre, L diffère de K, q? ( e ' ) ( f ) estP K L
soit nul, soit un f avec Gard J < n. Comme œ ( e * ) ( f ) est nul, on a bien 0<-' P 1 J
dans tous les cas. Ceci montre que cp : c ( h ( P ) ) - > E n d ( A ( p ) ) est surjectif et comme
il s'agit de modules projectifs de type fini et de même rang, à savoir 2 n , si n
est le rang de P, cette surjection est un isomorphisme.

Le fait que cet isomorphisme soit gradué, nous renseigne sur' C ( h ( P ) ) .
En effet, C ^ ( h ( P ) ) ̂  End^(A(p)^) x End^(A(p)^) et z(c ( h ( P ) ) ) ^ A x A. Rappelons
que z ( c ) est l'anneau A car A est le centre de End ( A ( p ) ) . Soit maintenant
B le commutant de C ( h ( p ) ) _ dans c ( h ( p ) ) . Il s'agit de chercher dans End ( A ( p ) )
le commutant de la partie homogène de degré 0. Les éléments de End ( A ( p ) ) étant
représentés par des matrices 2x2 du fait de la décomposition A ( p ) = A ( p ) ®

o P (x p À. o A. o C f Ç
<S> A(p ) , on cherche { ( ) | ( ) ( ) = '( ) ( ) V \ € E n d . ( A ( p ) ) ,

Y ô y ô O p b O ^ v ô A o

V (JL € End(A(p) } . il est immédiat de voir que ce commutant est formé des matrices
a 0

( ) où Q et ô sont des homothéties, c'est à dire que c'est le centre de la
0 ô
partie homogène de degré 0, pourvu que P soit toujours de rang strictement
positif. Notons ici que C = c ( h ( p ) ) .

Une aIgèbre d ' A zumaya est une A-algèbre projective de type fini de centre
A et séparable. Un produit d'algèbres séparables est séparable et la séparabilité
se conserve par extension plate ; si A -> A ' est une extension fidèlement plate et
si A ' ^) B est séparable et projective de type fini, alors B est une A-algèbre
séparable et projective de type fini.

On déduit du théorème précédent, le résultat suivant :

Théorème 2 . 6 . 7 . Soit ( P , q ) un A-module quadratique de rang -pair non nul. Alors
C ( ? , q ) est une A-algèbre d'Azumaya et, en -particulier^son centre est égal à A.
De plus. C ( P , q ) est une A-algèbre séparable. son centre est une extension quadra-

C
tique de A et le commutant C ° _de_ C ( P , q ) dans C ( ? , q ) est le centre z(c )

o ——— •L/ —————————— o
d .̂ C ^ ( P , q ) .

C'est une simple traduction du théorème 2 . 6 . 6 . et des remarques qui le
suivent. En effet, il existe une extension fidèlement plate A ' de A telle que
A ' ^. ( P , q ) est un espace hyperbolique de rang strictement positif. En conséquence,
A ' <8̂  C ( P , q ) ̂  C ( A ' ̂  ( ? , q ) ) est l'algèbre des endomorphismes d'un A-module pro-
jectif de type fini, donc une A'-aIgèbre d'Azumaya ; C ( P , q ) est donc une A-algè-
bre d'Azumaya car A ' est A-fidèlement plate. Les résultats sur C ( P , q ) décou-
lent aussi des résultats du théorème 2 . 6 . 6 . sur A ' <̂  C ( P , q ) .A o
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Théorème 2.6.8. Soit ( P , q ) un A-module Quadratique de rang impair, somme ortho-

gonale d 'un espace hyperbolique h ( P * ) et d 'un A-module quadratique (Au,q") libre

de rang 1 avec q"(u) = -1 : (i) l'algèbre C = C (P ,q ) est isomorphe à l'algèbre

des endomor-phismes d 'un A-module pro.tectif de type fini ; (ii) l'algèbre C = C ( P , q )

est le produit tensoriel de C et du centre z (c ) de_ C qui est une extension
quadratique de A.

Remarquons tout d'abord que 2 est inversible dans A car P est de rang
impair et soit (P ,q) = h ( P ' ) .L(Au,q") . On identifie les éléments de P à leurs

images dans C ( P , q ) . Si x 6 h ( P ' ) et cp est la forme A-bilinéaire symétrique

associée à q, <p(x ,u ) = 0 donc xu + ux = 0 dans c (P ,q ) . De plus, (xu) =

== (xu) (xu) = - x u = q ( x ) . Considérons l'application A-linéaire a : h ( p ' ) -^

-> C ^ ( P , q ) définie par x ^ xu. Comme (a(x)) 2 = q(x) pour tout x € h ( P ' ) , a se

prolonge en un homomorphisme de A-algèbre Q' : c ( h ( P ' ) ) -> C . Cet homomorphisme

est surjectif car C est engendré sur A par les produits (x + au)(y + bu),

x,y é h ( P ' ) , a,b € A, c'est à dire xy + bxu - ayu - ab. Il suffit de montrer que

xy est dans a ( c ( h ( P ' ) ) ) , ce qui est évident,, car xy = (xu) (yu) . Comme a est

surjectif et que c ( h ( P ' ) ) et C (P ,q) sont des A-modules projectifs de type fini

et de même rang, Q est un isomorphisme. Le théorème 2.6.6. nous dit alors que

C est bien l'algèbre des endomorphismes du A-module projectif . A ( p ' ) . On aurait
pu montrer que a est injectif en utilisant la propriété 2.6.2. des algèbres
d'Azumaya.

Pour montrer la deuxième partie du théorème, remarquons, d'après la pro-C
priété 2.6.4. des algèbres d'Azumaya, que C w C <8, C . Comme C et C sont

o A o C
des A-modules projectifs de type fini et fidèles, il en e^st de même de C ° qui,

pour des questions de rang, est un A-module projectif de type fini et de rang 2 ;

c'est donc une A-algèbre commutative et comme ,C a pour centre A, c'est le centre

de C. Pour voir que c'est une extension quadratique de A, il suffit de montrer que

c'est une A-algèbre séparable et pour cela il suffit de le montrer si ^ est local :

P' est alors libre et on peut prendre dans h ( p ' ) une base orthogonale f e ,...
\ 2 2 '. .. »e^} avec e^ = 1 si i S n , . e . = -1 si j ^ n+1 . L'élément x = u e . .

.. e commute à chaque e. et à u donc c'est un élément du centre de c ( P , q ) .
2 ?

On voit aisément que x = -(e ... e ) . Par récurrence sur p, on montre que

* o p(p-1) ^ 2n(2n-1)
(e^ ... e^)2 . (-1) 2 q ( e ^ ) ... q(e^) , donc x2 = (-1) -^——L + n+1 = - 1 .

Ainsi, B = A ® A x est une extension quadratique de A qui est dans le centre de

C ( P , q ) . Pour voir que c'est le centre, il suffit de remarquer que C <8 B s'iden-
o A

tifie à C car u ainsi que chaque e. est produit de x et d'un élément de
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C ( ? » q ) » à savoir, x e . . . e- = u et x(u e, . . . ê . . . . e ) = (-1 ) q ( e . ) e . ,o 1 2n 1 i n 1 1
i = 1 , . . . , n . Comme d x = + 1 , B est une extension quadratique graduée, non
triviale sur Z/(2). Notons qu'on peut montrer que, quel que soit le module qua-
dratique ( M , q ) , C ( ( M , q ) - L ( A e , q ' ) ) w C ( M , q ) si q ' ( e ) = - 1 , ce qu'on a démontré
dans le cas particulier où ( M , q ) est hyperbolique.

On peut alors énoncer le théorème suivant :
Théorème 2 . 6 . 9 . Soit ( P » q ) un A-module quadratique de rang impair. Alors :
( i ) C ( P , q ) est une A-algèbre d'Azumaya ; ( i i ) C ( P , q ) est isomorphe à
C ( P , q ) ̂  Z, où Z est son centre ; Z est une extension quadratique de A. C ' esto A
aussi le commutant de C ( P , q ) dans c ( P , q ) . Le centre Z est gradué sur ^/(2)
où Z = A et Z. est un A-module pro.tectif de type fini et de rang 1 .

Dans les théorèmes précédents, on a supposé que les modules étaient pro-
jectifs de type fini et de rang constant. Dans le cas général, on considère la
fonction e : Spec(A) -» ^/(2) qui à un point |) associe le rang du A-module P
module 2. Alors {^» | e ( p ) = 1 } définit un idempotent e de A , d'où une décompo-
sition en produit d'anneaux A = Ae x A ( 1 - e ) et une décomposition en somme direc-
te de modules P = Pe © ? ( l - e ) où pe est un Ae-module projectif de rang impair
et P(l-e) un A(1-e)-module projectif de rang pair. On a alors C ^ ( P , q ) =A
= C (P e , qe) x C / v ( P ( l - e ) , q ( l - e ) ) et les théorèmes des paragraphes précé-Ae AU -e)
dents s'appliquent aux modules quadratiques ( P e , qe) et ( P ( 1 - e ) , q ( l - e ) ) .

Soit ( P , q ) un A-module quadratique de rang pair non nul et C = C ( P , q ) .
On pose X ( C ) = {x | x Ç C , x z + z x = 0, V z 6 C, } . En fait, cela signifie que
x est dans X ( c ) si x commute à C et anticommute à C , . On a donc, si o
est l'automorphisme principal de C , o = id ® - id , x ( c ) = {x | x € C , yx =
= x ^ ( y ) , V y ê C } , ce qui montre que X ( c ) °est un A-module projectif de type fini
et de rang 1 ( c f . 2 . 6 . 5 . ) . On voit, en général, que ' x ( c ) est contenu dans le

C
commutant C ° de C dans C , c'est à dire, z(C ) . Dans le cas hyperbolique,

( K °\X ( c ) est formé de matrices ( ) et la condition d'anticommutation avec CV o n/
donne À. + p, = 0. Il en résulte que X ( c ) est exactement égal à x(z(C ) ) ( c f .
2 . 4 . ) .

Soit maintenant ( P ' , q ' ) un second A-module quadratique de rang pair
non nul et considérons l'algèbre de Clifford de la somme orthogonale ( P , q ) J L . ( P ' > q . ' ) .
D'après 2 . 2 . , c'est le produit tensoriel gradué de C = C ( P , q ) et de C ' = C ( P ' , q ' ) .
Comme C est une A-algèbre d'Azumaya et qu'elle s'identifie à une sous-algèbre de
C ® C ' , d'après 2 . 6 . 4 . , on a C ® C ' ̂  C <8 C^ où C^ est le commutant de C dans
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C 0 C". On a, de même, C <8 C ' ^ C^ <S> C ' et C^ et C^ ne dépendent que de C
et de C ' .

Soit, dans C <8) C ' , le sous-module x (c ) 0 P' engendré par les éléments
de la forme x 0 y ' , x C x ( c ) , y' € p ' . On a (x ^ y ' ) 2 = x2 0 y '2 car x est de

degré 0, soit x <S> y ' = ^(x) q ' ( y ' ) . Sur x (c ) <S> p' , on a ainsi une forme quadra-

tique non dégénérée, d 'où on déduit un homomorphisme de c (x (c ) (8' P ' , \i q ' ) dans

C <8 C ' . Notons que les éléments de X ( c ) ^> P' commutent à C : si y € p,

(x 0 y ' ) ( y 0 1) = - x y <8> y ' car d°y = d° y ' = 1 et (y ® 1 ) (x 0 y » ) = y x ® y'

et ces deux éléments de C ® C ' sont égaux, car xy + y x = 0. En conséquence, les

images de C(x (c ) 0 P ' , ^ q ' ) et de C dans C <S> C ' commutent. Comme ce sont deux

algèbres d'Azumaya, ainsi que C ^ C ' y C ^ C ' ^ C ' ^ C ^ X ^ ^ P ' y i j . q ^ ^ D où D

est une A-algèbre projective et de rang 1, donc isomorphe à A. On a donc C <^ C ' ^
^ C ^ C ( X ( C ) <S P ' , (i q ' ) .

Mutatis mutandis, C 0 C ' ^ c ( x ( c ' ) 0 P, ^' q) 0 C ' et de plus, chacun

de ces isomorphismes est un isomorphisme d'algèbres graduées sur 3/(2) . On peut
alors énoncer le résultat suivant :

Théorème 2.6.10. Soient C e^_ C ' deux algèbres de Clifford de modules quadra-
tiques de rang -pair non nuls. Il existe une algèbre de Clifford C ' telle que
C <8> C ' est isomorphe à C ® C^ , isomorphisme d'algèbres graduées sur ^/(2).

Soient C = C ( P , q ) et C ' = c ( P ' , q ' ) deux algèbres de Clifford de

modules quadratiques de rang quelconque > 0. On s'intéresse au commutant de la

partie^homogène de degré 0, (c <8) C ' ) , somme directe de C ^) C ' et de C ^> C-*
o . o o 1 1 '

Ce commutant est donc contenu dans celui de C <S> C ' qui n 'est autre que
C ^ C ' o / o

C 0 C ' . Il y a alors trois cas distincts à considérer : P et P' sont tous

deux de rang pair, tous deux de rang .mpair, l 'un de rang pair, l'autre de rang

impair. Dans les trois, nous allons voir que le commutant de (c <S> C ' ) est le
C C ' o

produit C * C ' dans le groupe 2 (A) est extensions quadratiques graduées.

C C ' .
(i) P .e_t, P' sont de rang mir. On sait que C ° et C ' ° • sont les centres

respectifs de C^ et C ' et commutent dans C ® C ' . Le commutant de (c 0 C ' )

est donc une sous-extension quadratique (trivialement graduée) de z(c ) <8 z ( c ' ) ,

distincte de z ( C ^ ) et de Z ( C ' ) car si z(c ) commute à C ' , elle ne commute
pas à C^ donc pas à C^ 0 C '̂ . Il s'ensuit que (c 0 C ' ) a pour commutant l'ex-

tension quadratique composée de z(C ) et de Z ( C ' ) .o o
(ii) P ^t, P' sont de rang impair. Si P est de rang impair, soit x(c) =

= {x | x € C ^ , xy = yx, V y € C} = C^ n Z ( c ) - z(C.) . On a ici C ° = z (c ) =
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C'
= A ® Z ( C ) , e-t, de même, C ' ° = z (c ' ) = A ® z ( C ' ), . Comme z (c ) et Z ( C ' ) sont

graduées non trivialement, la partie homogène de degré 0 de z(c) 0 Z ( C ' ) n'est

autre que z (c ) * z ( C ' ) . Or, (P ,q) -L ( P ' , q ' ) est de rang pair, donc le commutant

de (C 0 C ' ) est une sous-algèbre de z (c ) <8 Z (C . ' ) concentrée en degré 0 et

cela ne peut donc être que z (c ) * z ( C ' ) .

(iii) p de rang pair et P' de rang impair. Remarquons que 2 est inversible
. C C '

dans A et qu'on a les décompositions C ° = Z(C ) = A ® x(c) et C ' ° w z ( c ' ) =

= A ^ X ( C ' ) où X ( C ) est formé d'éléments de degré 0 et X ( C ' ) d'éléments de
C . C '

degré î . Le produit tensoriel gradué C ° <S> C ' 0 est, en tant qu'algèbre, le pro-

duit ordinaire. Il est clair que x(c) < S > X ( C ' ) commute non seulement à C ^) C '

mais aussi à C ® C ' . En effet , (x ^ x ' ) (y 0 y' ) = - x y <8) x ' y ' et

( y ^ y ' K x ^ x ' ) = y x <8> y ' x ' , car d°x' == d°y' = 1 et x y + y x = 0 , x ' y ' = y ' x ' .

Le commutant de x(c) < 8 x ( c ' ) ne peut donc être que A ® (x(c) ® x ( c ' ) ) , où le
(C è C ' ) C C '

second terme est homogène de degré 1. On a encore ici (c ® C ' ) = C -x- C '

On a déjà vu que si P est un module projectif de rang strictement positif,

C ( h ( P ) )
c ( h ( P ) ) est l 'extension quadratique triviale de A. Soit maintenant (P ,q)

un A-module quadratique, où P n'est pas nécessairement fidèle ; on veut lui associer
une extension quadratique graduée de A. Quand P est fidèle, il suffit de prendre

C (P ,q )
l'extension C(P,q) . Dans le cas général, ajoutons à (P,q) un espace hyper-
bolique h(M ) où M est de rang strictement positif. Alors on sait associer à

C
(P»q.)-Lh(M) une extension quadratique graduée : le c ommutant C où C =

= c ( ( ? , q ) J L h ( M ) ) . Il s'agit de voir que cela ne dépend pas de l'espace hyperbolique

h(M) et soit C ' = C ( ( P , q ) J L h ( M ' ) ) où M' est un second module projectif de

type f ini et de rang strictement positif. Considérons alors D = C ( ( P , q ) J L h(M)J,h(M')) :

D w C <S> c ( h ( M ' ) ) w C ' (^ c ( h ( M ) ) . Comme les extensions quadratiques associées à h(M)
et à h ( M ' ) sont l'extension triviale et comme l'extension associée à un produit

tensoriel gradué est l 'extension produit dans le groupe 2p(A) d'après la discussion
D C D C '

qui suit 2 . 6 . 1 0 . , on a les isomorphismes D ° ^ C ° et D ° ̂  C ' °. Cela montre

C
que C ° ne dépend pas du choix du module projectif de type fini M mais du module
quadratique (P ,q ) et en fait seulement de sa classe dans le groupe de Witt de A.

Cet invariant que nous appellerons discriminant gradué de (P ,q) définit une appli-

cation de ï (A) dans le groupe 3 (A) des extensions quadratiques graduées de A.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :
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Théorème 2 . 6 . 1 1 . L'application oui à un A-module quadratique ( P , q ) associe la
classe d'isomorphisme dans le groupe 2 ( à ) de l'extension quadratique graduée
C

c induit un homomorphisme (discriminant gradué) de groupes abéliens d : W ( A ) -+
•^^(A) dont la restriction à W (A) est un homomorphisme (discriminant ordinaire)
d ; W ( A ) -> 2(A).. De plus, d _e_fc. d sont des homomorphismes sur.tectifs.

En effet, d^ est surjectif d'après 2 . 4 . 1 6 , donc d l'est aussi car
le diagramme

0 ^ W^(A) ^ W ( A ) ———^-> Ip(A)

d do |

0 -. 2(A) ^ 2 (A) —e——> Ip(A)

est commutatif, où r désigne l'application rang module 2. Il est clair que les
images de W ( A ) et de 3^(A) dans Ip(A) sont égales car c'est le groupe des
idempotents e tels que 2e est inversible dans Ae . Comme d est surjectif,
d l'est aussi.

Comme on l'a vu en 2.5.4., si (P,^) € P(A), pour tout module quadratique
( M , q ) , C^ (P 0 M , a q ) ^ C ^ ( M , q ) . En conséquence, si (M,q) est.un module de rang
pair, d^(M,q) = d ^ ( p ( ^ M , c y q ) quel que soit (P,a) dans P(A). Supposons mainte-

nant que A est un corps de caractéristique différente de 2 : le discriminant gra-
dué est alors un couple formé d'un élément de iKAVu^A) et d 'un entier module 2.

C

tique.

Dans ces conditions, soient q? et i)r deux formes quadratiques non dégéné-
rées de rang pair. Comme 2 est inversible dans A, 2(A) et P(A) sont isomorphes

et le théorème 2.6.10. s'exprime de la façon suivante : C((pj. t) ^ c(<p) <8> c(d(q?)i|r)^
^ C ( d ( t ( r ) (p) 0 C ( f ) .

En caractéristique 2, d se réduit à d . Comme 3(A) w A/p A, d ( ( p , q ) )

est un scalaire déterminé à un élément de la forme a + a2, a € A, près. L'invaria
d est alors appelé invariant d'Arf (cf . 2 .4 .10) .
est un scalaire déterminé à un élément de la forme a + a 2, a € A , près. L'invariant

2 . 7 . ALGEBRES DE QUATERNIONS

On appelle algèbre de quaternions. l'algèbre de Clifford d'un module
de rang 2. D'après les théorèmes de structure des algèbres de Clifford, une algèbre
de quaternions C est une algèbre d'Azumaya de rang 4 en tant que A-module.



89

Si (?,q) est le A-module quadratique correspondant à C, la sous-algèbre C (P ,q)

de C est une algèbre commutative de rang 2, extension quadratique de A et

C . (P ,q ) s'identifie à P en tant que A-module.

Considérons l'antiautomorphisme principal T de C : c 'est l'identité

sur C. = P et un automorphisme sur C . Comme T n'est pas l'identité car C

n'est pas commutative, la restriction de T à C ne peut être que a l'unique
o

automorphisme linéairement indépendant de l'identité de C . Soit alors o l'au-

tomorphisme principal id <B - id et notons z ̂  z l'antiautomorphisme involu-l. G,
o '

tif <7 o T (= T o <7 ) qui est la somme directe o ® - id . Si 2 est inversible
0 0 G.

dans A, C (P,q) = A î ® X(c) et o = i d ® - id^/p\. L'algèbre c(P,q) est

somme directe de x(c) ^ C, et de A ï . , et l'antiautomorphisme z H z s'écrit
1 L<

id . ® - id / \ Qv „ . Les éléments de x(c) © C. sont appelés quaternions purs.
C 1

Dans le ©.s général, si z ê C(P,q), le produit zz est dans A. En effet,

zz = (z^ + z ^ ) ( o ( z )- z ^ ) = z o(z )- z^ + z^ o(z )- z z^ = N (z )- q(z ) car
o

z z = z <7(z ) comme le montre le calcul local suivant : on prend P libre de
0 l l 0 r) r^

base {e,,e?} de sorte que e, = a, e^ = b et e e + e e = 1 . On a C = A 1 ®

® A e^ e et a(a + P e e ) = a + P(l - e e ) et il suffit de vérifier la rela-

tion z z. = z. <?(z ) pour z = e. e- et z. = e ou bien z = e-. On a
o 1 1 o o 1 2 1 1 1 2

(e^ e^ = e^ e^ ) = e^ a(e^ e^) et (e^ e^ = e^ e^ = e^ e^ = e^ e^ ) =

= e o(e. e ) . Le produit z z est appelé norme réduite de z et noté N r d ( z ) .

Comme z »•» z est un antiautomorphisme et que Nrd(z) € A 1 est dans le œntre

de C, on a Nrd(zz') = ( z z ' ) ( z z ' ) = z ( z ' z ' ) z = Nrd(z) Nrd(z') . La norme réduite

est une forme quadratique Nrd : C -> A non dégénérée car le A-module quadratique

(C , Nrd) est la somme orthogonale des deux A-modules quadratiques (C ,N- ) et
0 °o/A

(P, -q). C 'es t une forme quadratique de discriminant 1 car C et C, (=P) sont
o 1

de rang pair et ont même discriminant gradué ; (P,-q) est de rang 2 et donc son

discriminant gradué est C (P,-q) w C (P,q). De même, le discriminant de

(C^, N^ /^) est C^ (cf. 2.4.16.).

Lemme 2.7.1 . La forme quadratique ^Trd de l'algèbre de quaternions c(h(p)) où

P est un A-module -pro.iectif de type fini et db rang 1 , co'incide avec la forme qua-

dratique dét : C(h(?)) ^ A obtenue en identifiant c(h(p)) avec l'algèbre des

endomor-phismes de ^(P).
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La démonstration se fait aisément à l 'aide du cas local. Soit [e ,e } la
base naturelle de h(P) d 'où une base p , e ,e ,e e } de C ( h ( p ) ) . Dans l 'isomor-

/ O 0\/ 0 0\
phisme C ( h ( p ) ) -̂  End ( A ( p ) ) , e donne la matrice ( ) et e la matrice

\ 1 O/ "
/O 1 \
( ) . L'image de l'élément cy 1 + P e + y e + 6 e e est donc la matrice
\0 0 î ' '-

et e
\ 1 O / "

\0 0r ' }\ @ o/ + 6 )
de déterminant @(^ + ô) - P y. Or, Nrd(a 1 + p e + Y e + ô e e ) =

= N^ (a 1 + 6 e^ e^) - q(3 e^ + y e ) = Q<o' + ô) - P y, d ' o ù le lemme.
o/A

Soit maintenant C une algèbre de quaternions et supposons que C =
= C ( P , q ) = C Î P ' . q 1 ) . On a donc deux normes réduites définies sur C associées

respectivement à (P ,q ) et à ( P ' , q ' ) . Alors on a le lemme suivant :

Lemme 2.7.2. La. norme réduite d'une algèbre de quaternions C ne dépend pas du

module, quadratique, mais seulement de la classe d'isomor-phisme de l'algèbre C.

Cela revient à dire que les normes réduites Nrd : C = C ( P , q ) -> A et

Nrd , : C = C ( P ' , q ' ) -» A coïncident. Or, remarquons tout d'abord que si A -» B

est un homomorphisme d'anneaux oommutatif s, Nrd : c(B <S> P, q ) -> B est l 'extension
à B de la forme quadratique Nrd sur C ( P , q ) . De plus, il existe une extension

fidèlement plate A ' de A telle que A' ^ . (P ,q) ^ h ( A ' ) et A ' <S> ( P ' , q ' ) ^
A A

^ h ( A ' ) . Ceci nous donne, par extension des scalaires, deux isomorphismes u :

: A ' <^ C -» M ^ ( A ' ) et u' : A ' ® C ^ M ? ( A ' ) qui transportent chacun la norme

réduite correspondante sur le déterminant dét : M ^ ( A ' ) - A ' . De plus, cp ^ u' o u~1

est un automorphisme de M ? ( A ' ) et puisque A ' est une extension fidèlement plate

de A, Çp est un automorphisme intérieur. Ainsi comme îp o u = u ' , on a dét (u(t (S>
0 z ) ) = dét (cp o u(l 0 z ) ) = dét ( u ' ( l <S> z ) ) , pour tout z dans C. Comme

dét (u ( î <8 z ) ) -est exactement 1 0 Nrd ( z ) , on a bien Nrd ( z ) = Nrd ( z ) , pour
tout z € C.

Ce lemme a la conséquence importante suivante :

Proposition 2.7.^. Soient (P ,q) .ejb, ( P ' , q ' ) deux A-modules quadratiques de

rang 2 tels que C ( P , q ) ^ c ( P ' , q ' ) ^ C ( P , q ) ^ C ( P ' , q ' ) . Alors (P ,q) e^ (?' , q ' )

ont même classe dans le groupe de Witt-Grothendieck de l'anneau A.

En effet , d'après le lemme 2 .7 .2 . , c (P ,q ) et c ( P ' , q ' ) ont la même norme
réduite, ce qui donne 1'isomorphisme de A-modules quadratiques (P.-q) L

± (C ( P , q ) , N )-^ ( P ' , - q ' ) - L ( C ( P ' , q ' ) , N, ) . Comme C (P ,q) et C ( P ' , q ' )
0 'o/A ° ^/A ° °



91

sont des extensions quadratiques isomorphes, elles ont même norme. On a donc l'éga-

lité [(P,-q)] = [ (P ' ï -q ' ) ] , dans W&(A) , d'où l'assertion annoncée.

Notons que la réciproque n'est pas vraie : si [ (P ,q)] = [ ( P ' , q ' ) " | dans

W G ( A ) , alors les extensions quadratiques C (P ,q) et C ( ? ' , q ' ) sont égales dans

le groupe 2(A) , donc ces algèbres sont isomorphes. Pour C(? ,q ) et c ( P ' , q ' ) , il

existe un A-module quadratique (P" ,q" ) , que l 'on peut supposer hyperbolique, tel

que ( P , q ) - L (P" ,q") ^ ( P ' , q ' ) - L (P" ,q") et on a donc un isomorphisme d'algèbres

graduées sur ^/(2) , C ( P , q ) ® c ( P " , q " ) ^(P ' .q ' ) < S ) C ( P " , q " ) où le <â peut être

remplacer par le produit tensoriel ordinaire car (P" ,q" ) est hyperbolique. Nous

ne pouvons pas en conclure 1'isomorphisme entre C ( P , q ) et c ( P ' , q ' ) car il n 'y

'a pas, en général, de théorème de simplification pour les algèbres d'Azumaya. Cepen-

dant, si A est un anneau local (ou même semi-local), il y a simplification, d'après

le théorème de Skolem-Noether, et la réciproque de la proposition précédente est

vraie. Supposons que la caractéristique résiduelle de A diffère de 2 ; si q •
2 / 2 2A -» A est la forme quadratique définie par ( x , y ) H> a x + b y , q est non dégé-

nérée de rang 2 et on notera (a~l~) la classe, dans le groupe de Brauer de A,A p
de l'algèbre de quaternions C = C(A ,q) . Comme on l'a vu au début de 2.7. , C est

somme orthogonale de A 1 et de C , sous-module formé des quaternions purs, car

2 est inversible dans A. Si z € C , z = - z i = - N r d ( z ) . Comme A est local,

/a b
on voit immédiatement que si C w (—A—) , (C ,Nrd ) w <-a>JL<-b>-L < ab > . Soit

+
alors P' le aous-module libre de rang 2 engendré par les deux derniers vecteurs et

q' la restriction de la forme quadratique - Nrd à P' de sorte que (P ' ,q ' ) w

^<b>-L<—ab>. L'injection naturelle i de P' dans C vérifie par construction

(i(z)) = q ' ( z ) et cela induit un homomorphisme de C ( P ' , q ' ) dans C qui est un

isomorphisme de A-algèbres. Cela signifie que dans le groupe de Brauer de A ,

/a ,b \ /b, -ab\ /a, -ab^ - / , ,
V * ) = \ — . — — ) = ' '~A—— / • on a un ^^Itat analogue si A est un anneau quel-

conque dans lequel 2 est inversible. Soit (x,^i) et (x',ii ') deux éléments de P(A)

et notons (P,q) le module quadratique suivant- : P = X © X ' et q ( ( x , x ' ) ) =

= \i(x 0 x) + (i'(x' 0 x ' ) . L'algèbre C = c(P,q) est somme de A 1 et de C où
_ _ ______ _ L> +

C_^ w (X, -^),L(X', - p . ' ) JL (X0X ' , ^ < 8 > p / ) ) , où (i désigne la restriction de ^

à la diagonale .Qn vérifie alors, comme plus haut, que c( (X,i^) ,L (X' ,(!')) w C((x,ii)X-
_L (X 0 X ' , -^ ® p.')) .

D'après les remarques précédentes, on voit que <à>J»<b> w <c>-L <d>

si et seulement si ab = cd (module U (A) ) et (^-2—) = ('̂ —) • Ceci nous permet
A A

d'énoncer le théorème suivant :

Théorème 2.7.4. L'anneau de Witt-Grothendieck d 'un anneau local A dans lequel
2 est inversible est le quotient de l'anneau de groupes ^[UÎAVU^A) ] par l'idéal
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engendré par les éléments a + b - c - d, _o^_ a, b, c, d € u ( A ) , a b = c d dans
iKAVu^A) e^_ (a-^) = (•^-Ld-) dans le groupe de Brauer de A.

Dans le même ordre d'idées, on a la proposition suivante :

Proposition 2.7.5. Soit A un corps, (i) ^j_ (P ,q ) est un A-module quadratique

de rang 4. tel que c (P ,q) = 0 dans Br(A) ^fc. z(c ( P , q ) ) = 0 dans û(A), alors

(?,q) est hyperbolique, (ii) Soient (P ,q) 1̂ ( P ' , q ' ) deux A-modules quadrati-
ques de rang 5 tels que C (P ,q ) w C ( P ' , q ' ) e_fc, C ( P , q ) w C ( P ' , q ' ) . Alors (P ,q)

et ( P ' , q ' ) sont isomorphes.

Dans le premier cas, soit (P ,q ) = (P, ,q . )JL (P?,q^) une décomposition
orthogonale en somme de A-modules quadratiques de rang 2. En caractéristique 2,
C ( P , q ) = M (A) = C ( P ^ , q ^ ) ® C(P ,q ) , l'anneau des matrices carrées d'ordre 4 .

Comme C(P^ ) ^ C(P^ )° et que C(P^ ) 0 C(P^ )° = End^(c(P^)) = M/A),

on a C(P ,q ) ^ C(P ,q ). De plus, indépendamment de la caractéristique, 0 =

= z ( C ^ ( P , q ) ) = C ^ ( P ^ , q ^ ) ^ C (P^,q^) dans le groupe û(A) des extensions quadra-
tiques, donc C (P ,q ) = C (P ,q ) et la proposition précédente permet d 'affirmer,

en caractéristique 2, que (P ,q ) et (? ,q ) sont isomorphes, donc que (P,q)
est hyperbolique.

En caractéristique différente de 2, il faut montrer que (? ,q ) et
(P^»-q^) sont isomorphes. Or, M (A) = C(P ,q ) = C(P ,q ) À c(P ,q ) = C(? ,q ) 0
® C ( P ^ , d(q^. ) q^) . Comme C^(P^ ,q^ ) = C^(P^ ,q^) et C^ÎP^,^) = C (P^, a q^) pour

tout a € U ( A ) , on a C ( P ^ . , q ^ ) ^ C(P^, d(q^ ) q^) et C^(P^ ,q^ ) ^ C (P^, d(q ) q ) ,

donc ( P ^ , q ^ ) w (P^, d(q^ ) q^). Si (P^ ,q^ ) = <a>-L <b>, d(q^ ) = - a b module

U^A) alors (P^ ,q^) = (P^ , d(q^ ) q^ ) == - a b (<a>-L<b>) =<-a>.L<-b>= (P , -q )
ce qui achève la démonstration de (i).

En ce qii concerne l'assertion (ii), A est de caractéristique différente
de 2 car P et P' sont de rang impair. On a, de plus, C(P ,q ) = C (P,q) <8>

o
<S> z ( c ( P , q ) ) où C (P,q) est une A-algèbre centrale séparable de rang 4 et z ( c ( P , q ) )

est somme directe de A 1 et de x(c) . On a un isomorphisme donné par la multipli-

cation C ^ ( P , q ) w Q (P ,q) < 8 X ( C ) ainsi que C (P,q) w C (P ,q) < 8 > X ( c ) . Ainsi on a

les deux décompositions C (P ,q) = A 1 ® P ® x(c) et C , ( P , q ) = x(c) ® P et les

décompositions correspondantes pour ( P ' . q ' ) . Comme Z ( c ( P , q ) w z ( c ( P ' , q ' ) ) , X(c )

et X ( C ' ) sont isomorphes. Soit <à,>-L<à?> J-<à > une décomposition orthogonale
de (P ,q ) et e , , e ,e les éléments correspondants de P. Alors P 0 x(c) est
l'espace vectoriel de base [e,, e , e e , e e }. On voit que C (P ,q) est une

algèbre de quaternions, c'est l'algèbre de Clifford de l'espace quadratique

<- a, a?> JL <- a a^>. La norme réduite de œtte algèbre est la forme quadratique

<1>l<a^ a^>-L<à^ a>-L<à a^>. Si [f^ , f^ , f } est une base orthogonale de



( P ' , q ' ) et q ' ( f ^ ) = a^ (i = 1 , 2 , 5 ) , le théorème de simplification de Witt appli-

qué aux algèbres C nous dit qu'il existe un isomorphisme de A-modules quadra-

tiques <à^ a^>-A.<^ a^>-L<à^ a^> ^ <à^ a^>JL<à^ a->-L <à_ a'> . L'isomor-

phismes z (c (P ,q ) ^ z ( c ( P ' , q ' ) ) entraîne que a a a = a' a' a' ( m o d U ^ A ) )

et en multipliant les deux membres de 1'isomorphisme ci-dessus par a a a , on
obtient un isomorphisme de (P,q) sur ( P ' , q ' ) .

2.8. LE GROUPE DES CLASSES D'ALGÈBRES DE CLIFFORD

Une A-algèbre associative S, graduée sur 3/(2) sera dite triviale
s'il existe deux A-modules projectifs de type fini P et P tels que S soit

isomorphe, en tant qu^lgèbre graduée, à l'élgèbre End (p ® P ) et si, de plus,
P^ ® P^ est fidèle.

Lemme 2.8.1. Soit S une A-algèbre triviale et R une A-algèbre graduée sur
^ / (2 ) ' Alors. S <S> R grb S <8 R sont isomor-phes en tant qu'algèbres graduées.

On se ramène aisément au cas où P, et P sont de rang constant.

Si P^ ou P est réduit à 0, le résultat est clair car S, = 0 , c 'est à dire que

S est trivialement graduée. On les supposera donc tous deux non nuls. Dans ce cas,
S^ s'identifie à E n d ( P ^ ) x End(P^) et son centre à A x A, c'est à dire à l'an-

/À ° \ /x °\neau des matrices 1 j avec À et p, dans A. On note x(s) = {( | |
1 0 |j, / \ o -À )

| ^ Ç A } , qui est un A-module libre de rang 1 , de générateur e = id ® - id
1 ^2

et on a e s^ = (-1 )1 s .e si s. ê S. (i = 0 , 1 ) . Notons alors R ' la sous-

algèbre graduée de S 0 R somme directe de R ' = 1 0 R et de R ' = x(s) <8> R0 o 1 1
dont les éléments sont de la forme 1 < ^ r + € ^ r , r . ê R . ( i = 0 , l ) . Elle est

isomorphe à R par r^ + r^ ^ 1 <8> r + e <^> r car e2 = 1 ̂  et e <S> 1 com.-nute
à 1 <8> r . De plus, S 0 1 et R ' commutent dans S 0 R. En effet , c'est bien clair

pour les éléments de S et de R ' et pour S et R ' . Il reste à montrer que
(s ® 1 ) (e <8> r ) = (e 0 r ) ( s 0 1 ). Or, le premier membre est s € (8 r et le

second - e s, <S> r car d°r = d°s = 1 . Comme s. e = - e s pour tout s € S ,

on a bien l'égalité voulue. De plus, S ® R est bien engendré par les images de

S <8 1 et de R ' , ce qui montre 1'isomorphisme cherché.

Lemme 2.8.2. Le produit tensoriel gradué de deux algèbres triviales est une algè-

bre triviale.

C'est bien clair vu le lemme 2.8.1. et 1'isomorphisme End (p) 0

^A ^^A^'^ w ^^^ (8^ p ' ) » où P et P' sont des A-modules projectifs de

type fini.
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Soient ( P , q ) et ( P ' , q ' ) deux A-modules quadratiques. On dira que les
algèbres C = C ( P , q ) et C ' = c ( P ' , q ' ) sont équivalentes s'il existe deux algè-
bres triviales S et S ' telles que C <̂ > S ̂  C ' <S> S ' , isomorphisme d'algèbres
graduées sur 3/(2).

Théorème 2 . 8 . 3 . Le produit tensoriel gradué induit sur l'ensemble des classes
d'équivalence d'algèbres de Clifford de A-modules quadratiques une loi de composi-
tion interne qui en fait un 'groupe abélien. L'élément neutre est la classe des al-
gèbres de Clifford triviales et l'opposé de la classe de C ( P , q ) est la classe de
C ( P , - q ) .

Pour voir qu'on a bien une loi de composition interne, il faut montrer
que si C, et C ' sont équivalentes de même que C et C ' , alors C <S> C est
équivalente à C ' <S> C ' . Or, l'hypothèse signifie qu'il existe des algèbres trivia-
les S^ , S^' , Ŝ  et Ŝ  telles que C^ <8> S ^ C ' <8) S ' et C À S - C ' 0 S' et"
donc par associativité et commutativité du produit tensoriel gradué (c 0 C . ) <8>
0 (S^ 0 S^) w (C^ 0 Cp è ( S , 0 S?. Comme S <» S et S' <» S. sont triviales,
d'après le lemme 2 . 8 . 2 . , on a bien l'équivalence voulue.

L'associativité et la commutativité de la loi de composition interne ainsi
définie proviennent des propriétés analogues du produit tensoriel gradué. La classe
des algèbres de Clifford triviales (équivalentes à une algèbre triviale) -non vide
car elle contient les algèbres de Clifford des espaces hyperboliques - est bien
élément neutre. En effet, si C est équivalente à une algèbre triviale, C <8 S w S '
avec S et S' triviale et si D est une algèbre de Clifford, D ® S ' =" (D 0 . C ) 0
0 S, c'est à dire que la classe de D égale la classe de D 0 C.

Soient maintenant C = C ( P , q ) et C ' = C ( P , - q ) ; C. <8 C = C ( P , q ) 0
® C ( P , -q) = c ( ( P , q ) l . ( P , - q ) ) = C ( h ( p ) ) est une algèbre triviale, donc la classe
de C ' est l'opposé de la classe de C . Ainsi l'ensemble de ces classes d'équiva-
lence est bien un groupe abélien pour la loi induite par le produit tensoriel gradué.

On notera %(A) le groupe ainsi obtenu, appelé groupe des classes d'al-
gèbres de Clifford. Il dépend fonctoriellement de A. En effet, soit . A -> B un'
homomorphisme d'anneaux, C une A-algèbre de Clifford et C = B <8 C la B-algèbre
de Clifford obtenue par extension des scalaires. Comme l'image d'une algèbre triviale
est triviale, l'équivalence se conserve par extension des scalaires. De plus,
B 0 (C ® C ' ) ̂  (B <8> C ) ' 0 (B 0" C ' ) ce qui montre que l'application de ît(A)A A A Js A
dans M ( B ) ainsi obtenue est un homomorphisme de groupes abéliens. C ' est donc un
fondeur covariant défini dans la catégorie des anneaux commutatifs et unitaires à
valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.
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Théorème 2.8.4. Le fondeur qui à un A-module quadratique associe son algèbre de

Clifford. induit un homomorphisme de groupes abéliens du groupe de Witt W ( A ) dans
le groupe ï t (A) , qui est sur.-iectif.

Le résultat provient de ce que l'algèbre de Clifford d 'un espace hyperbo-

lique est une algèbre triviale et que l'algèbre d'une somme orthogonale est le pro-

duit tensoriel gradué des algèbres de Clifford des deux facteurs. Si ( P , q ) et

(P^ ,q^) ont même classe dans^le groupe ï ( A ) , ( P ^ , q ^ ) ± h(R^ ) ^ (? q ) 1 h(R )
et C ( P ^ , q ^ ) ^> S^ w C ( P ^ , q ^ ) 0 S^ où S^ et S sont les algèbres triviales

C ( h ( R ^ ) ) et c ( h ( R ^ ) ) , d 'où l'homomorphisme noté C de ï(A) dans M ( A ) , surjec-
tif par construction.

Notons que C dépend fonctoriellement de A, c'est à dire que si
f : A -» B est un homomorphisme d'anneaux, on a le carré commutât if :

W(A) ————Iû-)————>W(B)

°A

M(A) ———^————>^(B)

En d'autres termes, C : ¥ -» M est une transformation naturelle de fondeurs.
C

Soient C une algèbre de Clifford et C ° l'extension quadratique gra-
duée associée à C.' Montrons que si C et C ' sont deux algèbres de Clifford équi-

. C C '
valentes, C et C ' ont même classe dans le groupe 2 (A) des extensions qua-

dratiques graduées. Pour cela il suffit de montrer que si S est une algèbre triviale
C

le commutant de (c 0 S) dans C 0 S est isomorphe à C °. On peut toujours

supposer que S = End^(P^ © P^) où' P^ et P^ sont projectifs de type fini et

fidèles : S a pour commutant son centre, l'algèbre des matrices

^^p, ° ° \
où À. et |j. parcourent A. Une démonstration analogue à celle

0 p.id^ |
^

CA \->

qui suit le théorème 2 .6 .10. montre que le commutant de (c 0 s) est C ° * z(s )
C - o o

isomorphe à C °. Il en résulte que si C et C ' sont deux algèbres de Clifford équi-
G C '

valentes, C et C ' sont isomorphes en tant qu'algèbres graduées sur 2/(2).Qr,le
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C C '
commutant de ( c <^ C ' ) dans C ® C ' est le produit C ° * C ' ° . Comme si Co ^
est une algèbre triviale, C est l'élément neutre de p ( A ) , on a la proposition
suivante :

Proposition 2 . 8 . 5 . L'application qui à une algèbre de Clifford C associe l'ex-
C

tension quadratique graduée C induit un homomor-phisme du groupe M ( A ) dans le
groupe 2 ( A ) , qui est sur.-jectif.

La surjectivité est claire. En effet, 1'homomorphisme composé W ( A ) ->
-> M ( A ) -> 2 ( A ) n'est autre que le discriminant gradué ( c f . théorème 2 . 6 . 1 1 . ) qui
est surjectif. On déduit, de 1'homomorphisme M ( A ) -> 3 ( A ) , un homomorphisme de
tt(A) dans Ip(A) en composant avec l'application e : 3 ( A ) -* I p ( A ) . Notons
que si C = C ( P , q ) , l'idempotent e associé à C est caractérisé par la propriété
suivante : C ( l - e ) est une A(l-e)-algèbre d'Azumaya et C e est une Ae-algèbre
d'Azumaya.

On désignera par ^ ( A ) le noyau de 1'homomorphisme %(A) ̂  Ip(A) :
c'est l'ensemble des classes d'algèbres de Clifford des A-modules quadratiques de
rang pair, ou encore l'image dans îî(A) du sous-groupe W ( A ) de W ( A ) . Les algè-
bres intervenant dans M ( A ) sont des algèbres d'Azumaya. On a le diagramme commu-
tatif

0 ^ » ( A ) ^ » ( A ) ^ Ip(A)

0 -̂  S(A) ^ 3^(A) -. Ip(A)

où les deux lignes sont exactes. De plus, le noyau de 'M ( A ) •-> 2(A) est le mêmeo
que celui de M ( A ) "» ^ ( A ) .

Considérons maintenant C et C ' deux algèbres de Clifford équivalentes
dont la classe est dans M ( A ) . Cela signifie que C et C ' sont deux A-algèbres
d'Azumaya et qu'il existe deux algèbres triviales S et S' telles que C <8 S w
^ C' <8 S ' . Le lemme 2 . 8 . 1 . et la définition des algèbres triviales montrent qu'il
existe P et P ' , A-modules projectifs de type fini et fidèles et un isomorphisme
d'algèbres C <8> End ( P ) w C ® End ( ? ' ) . On voit donc que la classe, dans le groupe
de Brauer B r ( A ) , d'une algèbre de Clifford d'un A-module quadratique de rang pair
ne dépend que de la classe de cette même algèbre dans le groupe M ( A ) . On définit
ainsi une application B : M ( A ) - > B r ( A ) , qui n'est pas, en général, un homomorphisme
de groupes. En effet, les algèbres C ® C ' et C ̂  C ' ne sont pas, en général,



équivalentes dans le groupe de Brauer de A. Notons tout de suite que P(M (A))

est contenu dans Br^(A), le sous-groupe des éléments d'ordre 2 du groupe de Brauer.

En effet, si C est une algèbre de Clifford, G est isomorphe à C par l'antiau-

tomorphisme principal, soit C ® C ^ C 0 C 0 ^ End ( c ) , donc 2 P(c ) = 0 dans
A

Br(A). Cependant, on a le résultat suivant :

Théorème 2.8.6. La restriction de l'application 0 au noyau de 1'homomorphisme

M (A) -î» 3(A) est un homomor-phisme in.iectif de groupes abéliens.

Que cette restriction est un homomorphisme, cela provient du théorème

2 . 6 . 1 0 . (théorème <8> = 0). En effet, si C € Ker(M (A) -^ 2(A)), x(c) est trivial
A A 0

et C 0 C ' s'identifie à C <S> C ' , donc 3(c 0 C ' ) = P(C 0 C ' ) = P(c) + P ( C ' ) . Pour

voir que 3 est injectif, il faut montrer que si C est dans le noyau de 1'homo-

morphisme % (A) -» 2(A) et si ^(c) = 0, alors C est équivalente à une algèbre

triviale.

Pour cela, considérons une A-algèbre D graduée sur ^/(2) qui est, soit

une algèbre de Clifford dont la classe est dans le noyau de 1'homomorphisme

% (A) -»3(A), soit une algèbre triviale End (P ® P^) où chacun des P. est pro-
o A i {- i

.jectif de type fini et fidèle. Dans J'un et l'autre cas le commutant de D est

le centre z(D ), extension quadratique triviale de A. Soient alors e et e
o \ d

les deux idempotents de z(D ), A-linéairement indépendants avec l'élément unité

de D. Alors, z ê D si et seulement si e . z = z e. (i = 1 ,2) et z € D si
o i l 1

et seulement si e. z + z e. = 1 (i = 1 , 2 ) . En effet, il suffit de le montrer

pour les algèbres triviales, car par extension fidèlement plate, l'algèbre de Clif-r-

ford d'un module quadratique de rang pair peut être rendue triviale et les idempo-

tents considérés plus haut sont conservés par extension. Or, dans la représentation

/ 1 0\
matricielle de End (?, © P ^ ) , e et e sont représentés par les matrices) \

A , \ 0 0 /
/O 0 \ /Q/ °\

et f \ . Si z = z + z , , z . ê ' D . ( i = 0 , l ) , o n a z = / \ et
[o 1 ; o 1 i i ° [ o ^

z = / v \ et il suffit de calculer e . z . - z . e . et e . z . + z . e . pour
1 ^ 6 0 j i j j i i J J i

conclure.

Soit donc C une algèbre de Clifford telle que C ê Ker(M (A) ^ û(A))

et P(c) = 0. Il existe deux A-modules projectifs de type fini et fidèles P et Q

et un isomorphisme <p : C 0 End (?) w End (Q) d'algèbres graduées sur ^/(2) •
A A

Soient e et e les deux idempotents de z ( C ) w A x A. Le A-module Q est
o 1 o

somme directe de Q = e Q et Q, = e, Q et End (Q) w End (Q ® Q , ) . Graduons
o o i l A A O '

End (?) trivialement et End (Q) à l 'aide de la décomposition Q = Q. ® Q ;
A A o 1

C (^ End (?) étant muni de la graduation produit tensoriel, on voit que cp est un
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isomorphisme gradué. Il suffit pour cela d'appliquer l'assertion ci-dessous
(C 0 End^(P))^ ^ C^ <8> End^(P), (c <g) End^(p))^ ^ C^ End^(P). Or, les éléments

de C^ commutent à e et e , donc aussi œux de C <8> End (?) et cp(c <^

^End^(P)) c (End^(Q))^. Les éléments de C^ vérifient e^ z + z e. = z °(i = 0 , 1 ) ,
donc ceux de C^ <S> End^(p) vérifient la même relation ; on a ainsi (p(c 0
®End^(P)) c (End^(Q))^ et, par suite <p est un isomorphisme gradué. Cela montre
que la classe de C est nulle dans le groupe M ( A ) , d 'où le théorème.

Théorème 2.8.7. Tout élément de «(A) a un ordre diviseur de 8 et tout élément
de M (A) a un ordre diviseur de 4.

En effet , si C est un élément de Ï((A) (resp. » ( A ) ) , 4 C (resp. 2 c)
est dans le noyau de 1'homomorphisme X(A) -^ 3^(A) (resp. M (A) -» 3(A)) . Comme
ce noyau est un sous-groupe du groupe de Brauer dont tous les éléments sont d'ordre
2, 8 C = 0 (resp. 4 C = o).

Exemples. 2.8.8. Soit k un corps C ^ ( 2 ) . On a vu (cf . 1 .17 .4 . ) que l'homomor-
phisme W ( k ) -» 3^(k) est un isomorphisme, donc M(k) s'identifie à 2 (k) et
^(k) à 2(k). 2

2.8.9. Si k est un corps ordonné maximal, W ( k ) s'identifie à 1 par 1'homo-
morphisme signature. Le groupe M(k) est donc un quotient de 2', dont. tout élément
est d'ordre 8 au plus : c'est donc un quotient de I/ 8 .̂ Comme l'algèbre de Clifford

de la forme quadratique - x^ - x^ - x2 x2 n'est pas une algèbre de matrices
sur k, car isomorphe à M^) (cf. [57]), où Ci est le corps des quaternions
.construit sur k, M(k) est isomorphe à Z/ 8 .̂

Théorème 2.8.10. Soient (p ,q) ^t_ ( P ' , q ' ) deux A-modules Quadratiques de rang
-EâiîL» C e_t. C ' leurs algèbres de Clifford et B ' el B' les extensions cmadrati-
ç\ues ^o^ e^- ^o^ correspondantes. Il existe alors un isomorphisme de A-algè-
bres graduées sur Z/(2) , (c ® C ' ) 0 C(B,.N) 0 C ( B ' . N ' ) w C <8> C ' <S> C ( ( B , N ) - L ( B ' , N ' ) ) .

Rappelons que N et N ' désignent les normes des algèbres B et B'
qvJ. sont des formes quadratiques non dégénérées et C ( B , N ) et C ( B ' , N ' ) sont des
algèbres de classe nulle dans le groupe de Brauer de A car isomorphes à End (B)

et End^(B') respectivement (cf. 2 .4 .16.) . Ainsi, le théorè-me signifie que dans le
groupe de Brauer de A, @ ( C ® C ' ) - (P(c ) + Ç ( C ' ) ) est la classe de l'algèbre de
Clifford de (B,N)-L ( B ' , N ' ) .

Pour démontrer ce résultat, remarquons que l'invariant X associé à
C(P ,q ) , P de rang pair, et celui associé à l'extension quadratique B = z(C ) sont
les mêmes (cf. 2 .6.10.) . De même, on a X ( c ( B , N ) ) w x(B) et les applications
V. : X ® X -^ A sont les.mêmes dans les deux cas. Appliquant le théorème 2.6.10.



plusieurs fois de suite, on a les isomorphismes suivants en notant (JL (resp. ÏL , )

la restriction de M- : X ( c ) <S> x(c) ^ A (resp. |j,' : X ( C ' ) ( S ) X ( C ' ) -^ A) à la diago-
nale : C ® C" 8' C ( B , N ) ^ C ( B ' , N ' ) ^ C <2) C ' ( P ' (^ X ( c ) , q'p; ) 0 C ( B , N ) 0

(^ C ( B ' , N ' ) w C ® ( C ' 0 C ( B , N ) ) 0 C ( B ' , N ' ) ^ C 0 C 1 0 C ( B 0 X ( C ' ) , N i ) ^
<8) C ( B ' , N ' ) ^ C «> C ' 0 ( C ( B , N ) 0 c ( B ' , N ' ) ) et le dernier terme n'est autre que
C(B,N)1 ( B ' , N ' ) ) .

Remarquons encore que cette dernière algèbre est équivalente à une algè-

bre de quaternions, d'après le théorème 2.6.10. , à savoir, C ( B 0 x ( c ' ) , N ii, ) où
C(B ' 0 X ( C ) , N * ï ). c

L>

Supposons que les A-modules quadratiques (P ,q ) et ( P ' , q ' ) sont de
rang impair et soient C = C ( P , q ) et C ' = C ( P ' , q ' ) . Les algèbres C ( P , q ) ,

C ^ ( p ' , q ' ) et C 0 C ' = C ( ( P , q ) < - L ( P ' , q ' ) ) sont toutes trois d'Azumaya. De plus,

C ^P^q. ) et C ( P ' , q ' ) sont deux sous-algèbres de C 0 C ' qui commutent, donc
C <S> C ' = C ( ( P , q ) ± ( P ' , q ' ) ) ^ C^(P ,q ) <8> C ^ ( P ' , q ' ) <8> D où D est une A-algèbre

centrale séparable de rang 4. Soit alors D ' = A ® (x(c) <S> 1 ) © (l < 8 x ( c ' ) ) ®

® (x(c) ( S ) X ( C ' ) ) . Il est clair que c'est une sous-algèbre de C <^> C ' et que c'est

l'algèbre de Clifford de (x(c ) , ji ) J-. ( x ( c ' ) , il,-) car x(c) et x ( c ' ) sont
t> L'

formés d'éléments de degré un. De plus, cet A-module quadratique est muni d 'une

forme quadratique non dégénérée car 2 est inversible dans A, puisque (P ,q) est un

A-module quadratique de rang impair. De plus, D ' commute à C (P ,q) et à C ( P ' , q ' ) «
Comme D ' et D • sont de même rang, elles sont égales et on a C ( ( p , q ) J _ ( P ' , q ' ) ) ^
w C ^ ( P , q ) < S > C ^ P ' , q ' ) 0 C ( X ( C ) , ^) -L ( x ( c ' ) , ^ . )) .

Supposons maintenant (p ,q ) de rang pair et ( P ' , q ' ) de rang impair ;
C ^ ( P ' , q ' ) est une sous-algèbre d'Azumaya de C ( ( p , q ) - L ( p ' . q ' ) ) , donc ( c < â c ' ) R5

^ C ^ ( p ' , q ' ) ( g ) C . Les éléments de P < 2 > x ( c ' ) sont de degré 0 dans C <â C ' et °
commutent à C ^ P ' . q ' ) . De plus (y ^x')2 = - y2 x ' 2 = - q(y) ^. ( x « ) pour tout

y € p et x ' € X ( C ' ) . On a donc (c ® C ' ) =" C (?' ,q ' ) <S> c(P <8> x(C ' ) , - q ^ . ) .

La loi de groupe dans Î^(A) se décrit comme suit. Désignons par N(A)

le sous-groupe de 5^(A) noyau de l'homomorphisme M (A) ^ 2(A) qui s'identifie par

restriction de l'application 0 à un sous-groupe du g-oupe de Brauer de A. On a la
suite exacte de groupes abéliens 0 ^ N ( A ) -^ M (A) ^ û(A) -^ 0, non scindée , en

général. Un élément de Ï^(A) apparaît comme un couple (c ,B) où C est la classe

de l'algèbre de Clifford dans le groupe de Brauer de A et B l'extension quadra-

tique Z ( C ^ ) . Notons pour B et B' dans 2(A), B U B' la classe, dans le groupe

Brauer de A, de C ( ( B , N ) J - ( B ' , N « ) ) . Dans ces conditions, si (c,B) et ( C ' , B - )

sont deux éléments de S^(A), leur somme est, d'après le théorème de 2.8.10.,
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(C + C ' + B U B ' , B * B ' ) .

Notons que ceci permet -de décrire aisément le groupe 2 M (A) . En effet ,

comme le montre la formule ci-dessus, 2 U (A) est le sous-groupe de N ( A ) forméeo
des classes, dans le groupe de Brauer de A, des algèbres C ( ( B , N ) J - ( B , N ) ) = B U B

où B décrit le groupe 2(A) . Il apparaît clairement que 2 Ït (A) est dans l'inter-

section de N ( A ) avec le noyau de l'homomorphisme naturel Br (A) -* Br (A[i]) où

i = -1 . En effet , (B,N)-L- ( B , N ) devient, par oc tension des scalaires de A à

A[i], un espace hyperbolique, puisque -1 y est un carré et ( B , N ) isomorphe à

(B,-N) . Ce sous-groupe est formé de quaternions car B U B = C ( B , N ) <S> c ( B , N ) ="
a- C ( B , N ) <^ C(B <^ X ( B ) , N ï ) . Il est clair aussi que l'application qui à B ê 2(A)

associe B U B ê 2 M (A) est un homomorphisme dégroupes. On a donc un homomorphisme

surjectif de 2(A) •dans 2 M ( A ) , dont le noyau contient le noyau de l'homomorphisme

naturel 2(A) ^ P(A) . En effet B U B est la classe de l'algèbre de quaternions

C(B ® X ( B ) , N p- ) qui est nulle si ( x ( B ) , |j^) est l 'élément 0 de P(A) car

C ( B , N ) =be End ( B ) . Supposons maintenant 2 inversible dans A. On sait que le A-module

quadratique ( B , N ) est somme orthogonale de ( A , m ) et de ( x ( B ) , - U'-n) • Ainsi on a

BUB' = C ( ( B , N ) J L - ( B ' , N ' ) ) = C ( ( A , m ) J . ( A , m ) J L ( x ( B ) , -^ ) -L(x(B ' ) , -^. )) ^ C( (A,m)JL(A^i))<8

(à C ( ( X ( B ) , - ^ ) J - ( X ( B ' ) , - i^ .^C^A.nO-L ( A , m ) ) 0 C ( ( X ( B ) , ^) 3 - ( x ( B « ) ,^. ) )

car l'invariant X de ( A , m ) J- ( A , m ) est (A, ,-m). L'algèbre de Clifford de
(A,m)J - ( A , m ) est triviale car (A,m)J. ( A , m ) = (A[i], N) .et A[i] est une exten-

sion séparable de A car 2 € U ( A ) . Donc B U B' est la classe de l'algèbre de

Clifford C ( ( X ( B ) , ÏU-L ( x ( B ' ) , i ^ , ) ) . 0n définit ainsi une application de û(A) X

X ^(A) dans Br (A) dont les propriétés sont entièrement analogues à celles des

symboles locaux (cf . [50]» Ch. XIV) : 1'a.nti symétrie (ici symétrie car dans Br (A)

tout élément est d'ordre 2 ) , B U - B = 0, en notant -B l'extension quadratique
associée à (x (B) , - (ip), ainsi que la biadditivité de B U B' par rapport à B et

B ' . En effet , rappelons (cf . 2 .7 .5 . ) que si (x ,^) et ( x ' , ^ ' ) sont.deux, éléments

de P(A) , C((X,^) -L ( X ' , j i ' ) ) w C ( ( X , ^ ) -L (X (E> X ' , - M- ^ 11')). Il s'ag'it alors de
montrer que si (x ,p - ) , (x ' , | j - ' ) et (x",[i") sont trois éléments de P (A) , C ( ( X , ^ ) - L

- L ( X ' , Ï L ' ) ) <S> c((x, i l ) -L (X", i i" ) ) est équivalente dans le groupe de Brauer à

c( (x , iL) -L (X' (8 X", |JL' 0 n 7 7 ) . Or, appliquant le théorème <S> = 0, la première algèbre

est isomorphe à c( (x,^)-L ( x ' , n ' ) ) 0 c( (X, ï ) . (x ^ X ' , - ^ ^ ^ ) JL (x",,ï").

(X <^> X ' , - [L 0 (j,' )) soit l'algèbre de Clifford du A-module quadratique de rang 4

(X, ï)-L ( X ' , i i ')-L ( X ' , - ï ' ) ± (X 0 X ' ® X", - ^ <8> ^' ^ ^") = (X,;i) J-(X <g) X ' 0

<^> X", - (i (8 n,' 0 M,") JL. h ( x ' ) . Comme c ( h ( x ' ) ) est triviale, cela nous donne, dans .

le groupe de Brauer, c(x,j]L) J. (x ® X ' <8> X", - 4 ^ p,' 0 p,")) qui est, d'après la

remarque ci-dessus, isomorphe à C ( ( X , ^ ) -L (X <2> X ' <8) X" ® X, (JL 0 p,' 8) |i".(S) ^) ) . •

soit, comme (X ^ X, p -<^> (i)est l'élément neutre de P (A) , C ( X , ^ ) J _ ( x ' 0 X" ,^ ' ^ ^" ) ) ,
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d'où la biadditivité du symbole.

Soient B, B' et B" trois extensions quadratiques de A, N, N ' et N"

leurs normes ; montrons que B U B' + B U B" = B U (B' * B") dans N(A) c Br (A) .
Or, B U B ' = C ( ( B , N ) - L ( B ' , N ' ) ) est égale, d'après le théorème 2 .6 .10, à la classe

de C(B ^ X ( B ' ) , N (J, ') que nous abrégerons en c(B X ' ) . Il s'agit donc de montrer

que C(B X ' ) + c(B X") = c (B(x ' 0 X " ) ) ou encore que D = C (B X ' ) ® C ( B X") est

équivalente à l'algèbre C(B(x ' < ^ X " ) ) . Si b ê B, x ' é X ' , x" € X" et u désigne

l'élément unité de B, (b x ' <^> u x")2 = N(b ) i ^ ' ( x ' ) ii"(x") = N ( b ) p,'(g) |j" (x ' ® x") .

Le sous-module de D engendré par les éléments b x' <X> u x" est B(x' 0 X " ) , donc

D contient la sous-algèbre c(B(x' 0 X " ) ) . Notons que D est graduée sur ^/(2)

et C ( B ( X ' < 8 > X " ) ) est formée d'élémen-tede degré 0 car d°(b x ' ) = 1 et

d°(u x") = î , donc D w C ( B ( X ' ® X " ) ) <2> D ' où D ' est une A-algèbre de rang 2

donc une A-algèbre commutative et c'est le centre de D . C'est une extension qua-

dratique .séparable de A , car D est une algèbre de Clifford. Or, c(B X) <^> C (B X")
=" C(B X ' _ L B(X <S> X" ) ) a un discriminant trivial, donc D' = A x A est l'exten-o
sion quadratique triviale de A. Il s'ensuit que C(B X ' ) <8) c(B X") w c(B(x' <2>
0 X")) 0 C, où C. est une algèbre d'Azumaya qui contient l'extension quadratique

triviale D' . Alors C. est une algèbre d'endomorphismes, car si e est l'un des
idempotents non triviaux de D ' , C, = C e © C (l-e) et ces deux A-modules projec-
tifs sont de rang 2 et End (C, e) est un A-module projectif de rang 1 , donc'-' j î
End^ (C^ e) = A. Il s'ensuit que C w End (c e) , d'où la biadditivité du symbole

B U B ' . Ceci montre bien que l'application 2(A) -*• N ( A ) définie par B ^ B U B
est un homomorphisme dégroupes abéliens.

On remarque'que si 2 = 0 dans A, <8> = <8>, donc B U B ' = 0 dans Br ( A ) ,
quels que soient B et B' dans 2(A).

Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 2 . 8 . 1 1 . Soit A un corps de caractéristique différente de 2. Alors
2 M (A) s'identifie à Br (A[i")/A) qui est isomorphe au quotient de A^" par
^-x-x- .̂ ^-x-x- ^ sous-groupe du isyou-pe des éléments inversibles, formé des sommes de deux
carrés.

La dernière assertion de la proposition est un résultat élémentaire de
cohomologie ; si R est un groupe abélien sur lequel opère un groupe cyclique fini
G, la cohomologie est périodique module 2 et H (G,R) est isomorphe au quotient de

. R par le sous-groupe N(R). Ainsi, en prenant R = ACi]* et G = Gal(A[i']/A), on

a H^G.ACi]^) w AVN(A[ip-) et H^G.ACi]*) est exactement le groupe de Brauer
relatif Br^(A[iVA).
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En ce qui concerne la première affirmation, notons que 2 ^ (A) esto
un sous-groupe de Br (A) formé des classes d'algèbres de quaternions B U B.

?
Si B = A[x] avec x == a, ( B , N ) est le module quadratique <1>J-<-a> et

B U B l'algèbre de Clifford c(<1> JL <-a>) <S> c(<1> J-<-a>) w c(<1>-i<-a>) <S>

<^ C(<a>-L <-1>), d'après 2 .6 .10. La classe de B U B dans Br (A) est donc l'al-

gèbre de quaternions (—L—). Il est facile de voir qu'on a un homomorphisme sur-

jectif dans A* dans 2 X (A) donné par a »-» ( a ?" ). On en détermine le noyau en

se rappelant qu'une algèbre de quaternions sur un corps est une algèbre de matrices
si et seulement si sa norme réduite représente 0. Comme Nrd ( a ? ) = <|> X <|> J-

-1' <-a>J-,<-a>, cette forme représente 0 si et seulement si a est une somme de
deux carrés. On a donc bien d'isomorphisme 2 ^ (A) w A * / A * * + A.**.

Proposition 2.8.12. ^j_ A est un cor PS C ( 2 ) , la sur.-jection W ( A ) S. »(A) est
un isomor-phisme.

Rappelons qu'un corps C (2) est un corps dans lequel toute forme quadra-

tique à plus de quatre variables représente 0. Pour un corps C ( 2 ) , cas particu-

lier de celui-ci, on a vu que W ( A ) -» 3 (A) est un isomorphisme, ce qui montre

que W ( A ) -» M(A) en est un. Dans le cas qui nous occupe, les éléments de W ( A )

sont représentés par les classes d' isomorphismes de formes anisotropes, cbnc par des

classes d'isomorphismœ de formes de rang inférieur ou égal à 4. Supposons d'abord
que A est de caractéristique 2 et soient (P ,q ) et ( P ' , q ' ) deux A-modules

quadratiques de même rang tels que C ( P , q ) et C ( P ' , q ' ) ont même classe dans

M ( A ) . Alors (P,q)J- ( ? ' , q ' ) w H ± (P" ,q") où q" est anisotrope de rang 0, 2

ou 4 et H un espace hyperbolique. L'algèbre de Clifford de ' (P" ,q") est triviale

dans le groupe »(A) car C ( ( P , q ) _ L ( P ' , q ' ) ) = c(P ,q) 0 . c ( P ' , q ' ) est 0 dans

%(A) . Comme (P" ,q") est de rang 0,2 ou 4, CP",q") est hyperbolique (c f . 2 . 7 . 5 . ) ,

donc q ® q' est hyperbolique et q isomorphe à q' (2 = 0 dans A ) .

Supposons maintenant A de caractéristique différente de 2. On considère
le module quadratique (P ,q ) 1 ( p ' , - q « ) ^ R -L(P",q") où H est un espace hyperbo-

lique et q" une forme anisotrope de rang pair inférieur ou égal à 4. On suppose

que P et P' sont deux espaces vectoriels de même dimension inférieure -ou égale

à 4 et que c (P ,q) et c ( P ' , q ' ) ont même classe dans- Ï i(A). Il s'agit maintenant

de montrer que (P",q") = 0 dans W ( A ) , en montrant que C(P" ,q" ) = 0 dans Î<(A) ,

ce qui revient au même que de montrer que C ( ( P , q ) _ L (P ' , -q 1 ' ) ) = 0 dans Î^(A) . En

dimension 1 ,2 ,5 , on sait bien que si C ( P , q ) . = C ( P ' , q ' ) dans M ( A ) , (P ,q) et ( P ' , q ' )

sont isomorphes (cf. 2.7. ). On suppose donc P et P.' de dimension 4 : C(? ,q ) w

^ C ( p ' , q ' ) et Z (c^ (? ,q ) ) w z ( c ^ ( P ' , q ' ) ) puisque A est un corps. On a donc
d(q) = d ( q ' ) et le discriminant gradué de q" est nul. Maintenant calculons

C(P",q") : d'après les résultats précédents c(P",q") = C(P,q.) + c ( P ' , - q ' ) +



+ (^M^LL) ^ ^^ C(P , -q ' ) = C ( P , q « ) + ( " l ? d ^^ ) , on a C(P" ,q") =
A A

= C(P,q) + C ( P ' , q ' ) + C^^^')) = o puisque C(P,q) = C ( P ' , q ' ) dans Br^(A)
et d(q) = d(q') dans 2(A). Maintenant, si la dimension de P" n'est pas nulle,
elle est 2 ou 4. Quand elle vaut 2, d(q') = 0 entraîne q" hyperbolique. Quand
elle vaut 4, il suffit d'appliquer la proposition 2.7.5. pour voir que q" est
hyperbolique. On a donc (?,q)l (P ' ,q ' ) w H, espace hyperbolique, ce qui signifie
que (?,q) et (P ' ,q ' ) ont même image dans W(A)..

Les exemples classiques où s'applique 2 . 8 . 1 2 . sont ceux des corps locaux :
corps de séries formelles à corps résiduel fini et corps p-adiques, obtenus par
complétion d'un corps de nombres suivant une valuation discrète.

On a le diagramme commutatif de groupes abéliens avec les lignes et les
colonnes exactes

0 0

i i
N(A) = N ( A )

i l
0 ———> » (A) —————> M(A) Ip(A)

Ip(A)
l l

û(A) ——————>2,(A0 ———> û(A) ——————>2^(A)i i
0 0

où N(A) est un sous-groupe de Br (A) .

Cela permet d'avoir des renseignements sur ^ à partir de la connaissance
du groupe de Brauer et du groupe des extensions quadratiques. Ainsi si A est l'an-
neau des entiers d 'un corps de nombres, Br (A) est fini (cf . [21]). De même, on
a vu en 2.4.17. que ^(A) était fini ; on peut donc énoncer la proposition suivante:

Proposition 2.8.13. Le groupe M(A) de l'anneau A des entiers d 'un cor-ps de
nombres est fini.

Si K est un corps p-adique, 2(K) = K-^/K* est fini avec 4 éléments si la
caractéristique résiduelle diffère de 2 et avec 8 éléments dans le cas contraire
(cf . [51]). De plus Br(K) w Q/Z', donc Br (K) ^ ^/(2) , ce qui montre que M (K) a

respectivement 8 ou 1 6 éléments et que M ( K ) w W ( K ) a respectivement 16 ou 52 élé-
ments .

On peut de la même façon calculer le nombre d'éléments de M ( K ) et de
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W ( K ) pour un corps de séries formelles K sur un corps fini.

2 . 8 . 1 4 . Comme nous l'avons signalé en 1 . 1 2 . , on peut définir un homomorphisme,
noté dis, de ® ( P , q ) dans le groupe I p ( A ) . Cet homomorphisme est défini ainsi :
pour o ç ® ( P , q ) , C(o-) est un automorphisme de l'algèbre d'Azumaya gradué C ( P , q ) .
Ainsi C ( o ) induit un automorphisme tC 0) de l'extension quadratique C ° .
On définit alors, localement, un idempotent noté dis ( c ? ) par : (dis ̂ ^n = 0

C '
si ( t ( ^ ) ) ^ est l'identité de C ° localisé en P, P € Spec ( A ) et (dis(q))^ = 1
dans le ©.s contraire. Le fait que cela induise un homomorphisme de groupes provient
immédiatement de C(<7 o < ï ' ) = c(^) o c ( < ï ' ) . Le composé de dis et de l'homomorphis-
me naturel e •-» 1-2e de Ip(A) dans p.,, ( A ) , groupe de racines carrées de A ,
est l'homomorphisme dét : ® ( P , q ) ̂  M ' ? ( A ) . On voit, par exemple, que dis ( - 1 ? )
est le rang de P modulo 2 ; si P est de rang impair, donc y € A , dis est
surjectif. Si x -ê P et q ( x ) € u ( A ) , la transvection t (c f . 1 . 1 2 . 2 ) a pour
discriminant 1 et dis est encore surjectif : la démonstration se fait localement.
Le groupe spécial orthogonal S ® ( P , q ) est défini dans le cas général, 2 inversible
ou pas, connu étant noyau de l'homomorphinme dis.



5. PRODUITS VECTORIELS ET VARIETES DE STIEFEL

5.1. PRODUITS VECTORIELS REELS

Soient (H le corps des nombres réels, E = 1R11 un iR-espace vectoriel de

dimension n muni, d 'un produit scalaire, noté ( | ) . On dira qu'une application

(R-linéaire u : A E -» E est un produit vectoriel sur E si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

PV 1) Orthogonalité : quels que soient x et y dans E, (u(x A y) | x) = 0 ;

PV 2) Théorème de Pythagore : quels que soient x et y dans E, ||u(x A y) ||2 +

+ (^y) = IH| ||y|| , où ||x|| = /(x|x) désigne la norme du vecteur x. Le théorème
suivant est bien connu (cf. [57]) :

Théorème 5.1.1. Les seules dimensions de E pour lesquelles il ociste un produit

vectoriel sur E s^fc. n = 1, 5, 7, où l 'on suppose n > 1 .

Dans [18], Eckmann a défini la notion de r-produit vectoriel, où r est
.un entier vérifiant la condition 1 < r "Si-1. Précisément, on dira qu'une applica-

tion R-linéaire u : A E -> E est un r-produit vectoriel sur E si les conditions

suivantes sont vérifiées : PV 1r) Ortho^onalité : quels que soient x , . . . , x
dans E, (u(x^ A ... A x^) | x^) = 0 ; PV 2r) Déterminant de Qram : quels que

soient x ^ , . . . , x ^ dans E, ||u(x^ A ... A x ^ ) | | 2 = dét ( ( x j x . ) ^ ^ . . < ) .

Théorème 5 . 1 . 2 . Les seules valeurs de r ^_b. n pour lesquelles il existe un .
r-produit vectoriel sur E sont les suivantes : 1 ) r = 1 _e_fc_ n pair ;
2) r = 2 ^ n = 7 ; 5 ) , r = 5 e^ n = 8 ; 4 ) r = n - 1 .

Voyons comment, dans une certaine mesure, ce théorème se réduit au précé-
dent et pour cela, nous allons établir le théorème de .réduction :

Théorème 3 . 1 . 3 . (théorème de réduction). S'il existe sur le ^-espace vectoriel
euclidien E = R un. r-produit vectoriel, alors il existe sur F = R11"1 un. (r-1 )-
produit vectoriel.

En effet, écrivons E = F © F1 , donc A11 E = © ( Ap F 0 Aq• F) ^ A^ ©
p+q=r

r—1
© A F et il est clair maintenant que la restriction du r-produit vectoriel

u : A E -> E sur E à A F est un (r-1) produit vectoriel sur F.

En appliquant successivement le théorème de réduction, il existe un
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2-produit vectoriel sur (R11"1^ , donc n-r+2 == 1, 5,7. Or, pour n-r+2 = 1 , le

produit vectoriel doit être nul, car r = n+1 . Pour n-r+2 = 5, soit r = n-1, le

r-produit vectoriel existe toujours. Dans le dernier cas, n-r+2 = 7 , on a n = r+5.

Des considérations sur les variétés de Sti-efel, montrent (cf . [57]) que l 'on ne

peut pas avoir r > 4, donc r = 1 , 2, 5. Pour r = 1, il est nécessaire et suffi-

sant que n soit pair ; pour r = 2, n = 7 et pour r = 5, n = 8. Pour la cons-

truction de ces différents produits vectoriels, on renvoie à la bibliographie citée.

5.2. PRODUIT VECTORIEL ALGEBRIQUE

Soit A un anneau dans lequel 2 est inversible et (v ,q ) un A-module
quadratique. Pour x et y dans V, on note (x | y) l'élément -^ - cp (x ,y ) =-Kq(x+y)-

- q(x) - q ( y ) ) et on appelle déterminant de Qram des r vecteurs x , . . . , x de

V l'élément de A, g(x^ , .. ., x^) = dét ( (xjx .) ) ^ ̂  .^ (où <p est la
forme A-bilinéaire symétrique associée à q) .

Une application linéaire u : A V ^ V est un r-produit vectoriel sur V
si elle satisfait aux deux conditions suivantes, pour x , ..., x parcourant

V : (P V r 1 ) : cp(u(x A . . . A x ) , x . ) = 0 et ( ? V r 2 ) : q(u(x A ... A x ) ) =
g ( x ^ , ..., x^).

La problème algébrique dont nous allons parler ici est le suivant : pour
un entier r donné, à quelles conditions sur ( V , q ) existe-t-il sur V un r-pro-

suit vectoriel ? "On peut toujours supposer V de rang constant n et l'entier r

sera supposé compris strictement entre 0 et n. Notons tout d'abord les propriétés

élémentaires suivantes dont la vérification est laissée au lecteur :

Proposition 5.2.1. (i) Si f : A -* A ' est un homomorphisme d'anneaux et u un^

r-produit vectoriel sur (V,q) , 1 ' 0 u est un r-produit vectoriel sur (A' <S> V ,q ' )
A

où q1 : A ' <3. V -> A ' est la forme quadratique étendue, (ii),Soient u un_ r-produit
vectoriel sur (V,q) e^_ x € V tel que q(x ) = 1 . L'orthogonal (V,q ' ) d_e_
A x -possède un (r-1 )—produit vectoriel u' défini par u'(y., ..., y ) =
= u(x^, y^ , ..., y^), pour y^ , ..., y _^ parcourant V . (iii) Soient u ^n
r-produit vectoriel sur (v,q) avec r = 2p+1 ^_fc a un élément inversible de A.
Alors (V, aq) possède un r-produit vectoriel u' = a^u.

Nous cherchons donc p^r quels couples ( r , n ) , 0 < r < n, il n.'y a pas de
module quadratique de rang n possédant un r-produit vectoriel et, dans le cas con-

traire, à quelles conditions supplémentaires sur (v ,q ) il y a effectivement un

r-produit vectoriel. Ainsi, si r = 1 , il est nécessaire que n soit pair mais il

y a une condition supplémentaire. Si r = 2 , le rang n de V doit être 5 ou 7.

Or, l'assertion (i) de la proposition ci-dessus montre que si un couple (r ,n) convient
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pour un anneau A, alors il existe un corps algébriquement clos pour lequel ( r ,n)

convient aussi. On peut alors appliquer (ii) au module quadratique ainsi obtenu;

donc quel que soit l'entier k plus petit que r, le couple (r-k, n-k) convient.

Ceci montre que si ( r , n ) convient et si r est supérieur à 2, (2, n-r+2) convient.

L'étude du cas r = 2 conduit alors aux deux possibilités n = r+1 et n = r+5.

Dans le premier cas, il existe toujours des modules quadratiques convenables ; dans

le second cas, on trouve bien des modules quadratiques de rang 8 muni d 'un 5-produit

vectoriel. Brown et Gray (cf . [14]) ont montré que si r = 4 et n = 9, il n'exis-

te pas de produits vectoriels sur un corps algébriquement clos, donc sur un anneau

commutatif à élément unité, d'après (i) de la proposition 5.2.1.

Lemnifi 3.2.2. Il existe sur (V,q) un 1 -produit vectoriel si et seulement si il

existe un automorphisme u de (V,q) telque u + id ,̂ = 0.

En effet , d'après (P V 1 ) et (P V 2 ) , si (v,q) a un 1-produit vecto-

riel, c'est une application linéaire u : V «=» V telle que q ( u ( x ) ) = q(x) et

ç p ( x , u ( x ) ) = 0 pour tout x dans V. On a donc u € ®(v) et, en polarisant la

seconde relation, c p ( x , u ( y ) ) + c p ( u ( x ) , y ) == 0 pour x et y parcourant V. Comme

u est automorphisme de çp, on a îp (x ,u (y ) ) == <p(u~ ( x ) , y ) , donc <p(u(x ) + u~ (x ) , y )=

=• 0 quels que soient x et y dans V, d 'où u + id = 0 car y est non dégé-

nérée.
p

Inversement, si u 6 Q)(v) et u = - id , une vérification facile montre
que u : V -> V est un 1-produit vectoriel sur (v,q).

Soit alors B l'extension quadratique de A, A [X ] / (A+1) . Dans les con-

ditions du lemme 5.2.2., on munit V d'une structure de B-module par (a+b i)(x) =

= a x + b u(x), où i désigne l'image de X dans B et on voit aisément que V est

un B-module projectif de type fini. En effet, soient pour cela <p : V -> A des

formes linéaires, en nombre fini, et x- des éléments de V tels que x =

= T. cp . (x ) x pour tout x dans V. Posons ^ (x) = ^- (<p (x) - i çp ( u ( x ) ) ) ;
k 's- K k K k.

on vérifie immédiatement que i|y, : V ^ B est une forme B-linéaire et que,
quel que soit x dans V , x = S i j f ( x ) x .

k k k

Soit maintenant l'application h : V x V -» B définie par h(x,y) =

= ^ (cp(x,y) + i cp(x,u(y))). Il est facile de voir que h est une forme hermi tienne

non dégénérée vis-à-vis de l'involution de B , a + i b ^ a - i b , o ù a et b sont

dans A. Notons que h(x,x) = -^ cp(x,x) = q(x), pour tout x ê V.

Inversement, si V est un B-module projectif de type fini et h : VxV °» B
une forme hermitienne non dégénérée, notons Re(h) : VxV -» A l'application A-bili-

néaire définie par Re(n)(x,y) == -^(h(x,y) + h(y,x)) et Im(h) : V x V ^ A celle
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définie par Im(h)(x,y) = — (h(x,y) - h(y,x)), de sorte'que h(x,y) =Re(h)(x ,y)+

+ i Im(h) (x,y). L'application q : V ^ A définie par x H h(x,x) est une forme

quadratique non dégénérée sur le A-module V et la forme A-bilinéaire symétrique

cp associée à q n'est autre que 2Re(h). Il est clair aussi que Im(h) est une

forme alternée non dégénérée. Considérons alors l'homothétie du B-module V, u :

V -» V, x ^ i x qui est une application A-linéaire. On a ,q(i x) = h(i x, i x) =

= -i2 h(x,x) = q(x) et cp(x, i x) = Re(h) (x, i x) = h(x, i x) + h(i x, x) =. 0

quel que soit x dans V. Ainsi u vérifie les conditions du lemme 5.2.2. et dé-

finit sur l'espace quadratique (V,q) un 1-produit vectoriel. On a ainsi démontré

la proposition suivante :

Proposition 5.2.3. Soit (V,q) un A-module quadratique. Pour que (V,q) possède

un 1-produit vectoriel, il est nécessaire et suffisant qu'il existe sur V une

structure de AÇit-module pro.lectif (i = -1 ) et une forme hermitienne non dégéné-

rée h : V x V -» A[i~] telle que q(x) = h(x,x) -pour tout x € V. ^e_ 1 -produit

vectoriel est alors la multiplication par i.

On remarque que, comme le rang V sur A est le produit du rang de V

sur A[i] par le rang de A[i] sur A, il est nécessaire que le rang de V soit

pair.

Dans le cas d'un corps (ou d'un anneau local) la proposition se simplifie

comme suit- : pour que (V,q) possède un 1-produit vectoriel, il faut et il suffit

qu'il existe un A-module quadratique (V, ,q, ) tel que (V,q) fc< ("V,,q,)J- (V ,q,). .

L'application u : V, © V, -» V, ® V, est alors donnée par u(x ,x ) = (x , -x ).

En effet, si (V ,q ) w ( V , , q , ) J, (V , q , ) , V application u indiquée plus? 1 1 1 1 p
haut vérifie bien u = - i^d-rr. Inversement, s'il existe u € ®(v) telle que u +

+ id = 0 , on procède par récurrence sur la dimension de V » Si V est de rang 2

et si x est un vecteur tel que q(x) ^ 0, (x,u(x)} est une base orthogonale de

V et (V,q) w (A x, q j ) »L (A u(x), q j / \ ) ; les deux facteurs de la décompo-

sition orthogonale sont isomorphes et l'application orthogonale u a bien la forme

annoncée. Si dim V > 2, on choisit un vecteur x tel que q(x) ^ 0 et on consi-

dère W = A x ® A u ( x ) ; V = W - L V et comme u (V ' ) c V ' , la restriction v de.
p

u à V est un élément de ®(V) tel que v = - id , et il suffit alors d'ap-

pliquer l'hypothèse de récurrence à V , si bien que (V, q i , ) w ( V , q ' ) J- ( V , q ' ) .

^ , q ^ ) est alors (^ ,q^' ) -L (A x ,q ^ ^) et u a

pliquer l'nypotnese de récurrence a V ' , si Dien que {\l ' , q^n^ \ v . , q ; - n , v , q ,

L'espace quadratique cherché (V ,q ) est alors ( V , q ' ) _ L ( A x , q i ) et u a

bien la forme annoncée.

Avant d'étudier les cas r = 2 et r = 5 , nous allons montrer que si
r = n-1, il existe toujours un r-produit vectoriel pourvu que ( V , q ) vérifie une
condition supplémentaire simple.



Supposons tout d'abord qu'il existe sur le A-module quadratique (v ,q )

de rang n, un (n-1)-produit vectoriel u et définissons une application (f :

V11 -> A par ( x ^ , . . . , x^) ^ (u(x^ A ... A x^ ) |x^). C 'es t une application n-liné-

aire et alternée, à cause de (P V 1 ) et (P V 2) et elle induit une application

A-linéaire tir : A V -> A. Un calcul local montre que i(f est un isomorphisme de

A-modules. En effe t , V possède dans ce cas une base orthogonale ( e . ) ^. car
2 est inversible ; de plus, ^(e A ... A e ) =-- (u(.e A ... A e , ) ( e ) et comme

u(e A ... Ae ) est orthogonal à tous les e. pour i ^ n-1, u(e A ... A e ):

= a e^ , où a est un scalaire. On a alors ^(e A . .. A e ) = a q(e ) et d'après
p

[ P V 2 ) , a q(e )= q(e ) ... q(e ) , donc finalement ^(e A ... A e ) est in-n i n — l 1 n'

versible dans A et (i|/(e^ A . . . A e^) )2 = q(e^ ) ... q(e ) = det( (e . |e .) ). Ainsi

^ est un isomorphisme et on a, de plus, la formule ( t ( f ( x A ... Ax ) ) 2 = g(x

» . . , x^) = dé t ( (x jx . ) ) ^ ^ ^ . ^ pour toutefamille ( x . ) de n éléments de V.

Comme 2 est inversible dans A, nous utiliserons, dans ce chapitre, la
notion de déterminant d 'un A-module quadratique ( V , q ) suivante : c'est le couple
( A V , f ) , où f : A V < S > A V -> A est 1'isomorphisme composé des applications

A-linéaires id 0 A^d ) : A11 V 0, A11 y -» A11 V <8> A11 V^ et tr : A11 V <S> A^ ^
A V '•P A A A

-* A (d : V ^ V* étant l'isomorphisme induit par cp) .

Le déterminant est alors dit trivial s'il existe un isomorphisme P :
A V <-> A tel que le triangle

n n p(g) p

A11 V 0 A V ————————————> A <8. A
-ct A

soit commutatif, où ^ est la multiplication de l'anneau A. Il est alors clair

que dans notre situation le diagramme ci-dessus commute en prenant ^ = ^ . Ainsi,

s'il existe sur (v ,q) un (n-1)-produit vectoriel, le déterminant de (v,q) est
trivial.

Réciproquement, supposons ce déterminant trivial et soit 3 : A^ -> A

l'application A-linéaire qui fait commuter le triangle ci-dessus. Notons e l'élé-
ment 0 (1 ) ; à e, on associe l'application d~ o t de A1'"1 y dans V
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n-1 t <définie par A V > V* ————> V, où d est 1'isomorphisme induit

par q et t 1'isomorphisme défini par e, i.e., t (x A ... A x , ) ( x ) =e e 1 n — i n
= e-^x A ... A x ). Montrons que l'application d o t est un (n-1 )-produit

vectoriel sur ( V , q ) . On a bien (d o t (x A ... A x ) | x . ) =

= t^(x A . . . A x _ ) (x . ) = 0 car x A . . . A x _ A x . = 0 dans A^. Pour véri-
fier la seconde condition, on raisonne localement et il suffit de montrer que si
je . , . . . ,e } est une base orthogonale de (v,q), q(d o t (e A ... A e )) =

= q(e^ ) . . . ^(^-j ) • Or, comme (d^ o t (e A. . .A e _ ) |e. ) = 0 si 1 < i ^ n-1 ,

d;1 o t^ A ... A e ^ ) = a e^ et t^ A . . . A e^ ) = b ^ où {^ , . . ., ̂ }

est la base duale de la base J e , , . . . , e } et a et b des éléments de A. Etant

donné que d (e^) = (q(e ) ) e , on a q(d~ o t (e A ... A e ) ) = a q(e ) =
2 -1

= b (q(e ) ) . Comme le diagramme

p _-i
est commutatif, b = q(e ) . . . q ( e ) , donc q(d o t ( e A . . . A e ) ) = q(e ) . .
. . q ( e _ „ ) . On a ainsi démontré la proposition suivante :

Proposition 3 . 2 . 4 . Le A-module quadratique ( V , q ) de rang n possède un (n-1)-
produit vectoriel si et seulement si son déterminant est trivial.

Notons que pour tout anneau A et pour tout entier n > 0, il existe des
A-modules quadratiques vérifiant la condition demandée : il en est ainsi de A11n p
muni de la forme quadratique ( a . , . . . , a ) 1-» . 2 a . .

5 . 5 . ALGEBRES CAYLEYENNES ET PRODUIT VECTORIEL

Le produit vectoriel classique dans (R (resp. tR ) est intimement lié
à l'algèbre des quaternions (resp. des octonions). Cette situation n'est pas parti-
culière aux réels et nous voulons montrer ici comment la méthode employée en topo-
logie ( c f . [ 1 " ) ) , combinée à des résultats sur certaines algèbres, donne des



résultats presque complets sur l'existence de 2- et 5-produits vectoriels.

On appelle algèbre cayleyenne sur A un couple ( E , s ) où E est une
A-algèbre non nécessairement associative à élément unité e et s un autiautomor-
phisme de E telqae x + s ( x ) et x s ( x ) sont dans Ae quel que soit x dans
E.

Comme s ( e ) - e , s(x + s ( x ) ) = x + s ( x ) pour tout x € E , donc s2 est
l'identité de E , si bien que s est une antiinvolution de E qu'on appelle
conjugaison de E et qu'on note x K x . Les propriétés élémentaires de ces algè-
bres sont données dans [ 1 2 ] , Chapitre III, et nous ne ferons que rappeler celles
que nous utiliserons. En général, x ̂  xî est une forme Ae-quadratique notée
Ng : E -̂  Ae , appelée norme (cayleyenne) et l'application x ̂  x + x une forme
Ae-linéaire Tr : E ̂  Ae appelée trace, qui n'est autre que le produit scalaire
induit par la norme de x avec l'élément unité e de E. Tout élément u de E
vérifie l'équation du second degré X2 - Tr(u) X + N-(u) e = 0 à coefficientsJiidans Ae .

Exemples. 5 . 5 . 1 . L e couple formé d'une extension quadratique B de A et de son
unique A-automorphisme non trivial ( c f . 2 . 4 . ) est une algèbre cayleyenne ; la norme
N^ n'est autre que la norme de B considérée comme extension galoisienne de A .

5 . 5 . 2 . Soit C = C ( P , q ) une algèbre de quaternions sur A et s : z i-> z l'anti-
automorphisme involutif de C (cf . 2 . 7 . ) . Alors ( c , s ) est une algèbre cayleyenne
dont la norme est la norme réduite. Cet exemple se généralise aisément au cas d'une
algèbre d'Azumaya (centrale séparable) de rang 4.

5 . 5 . 5 . Soient ( E , s ) une A-algèbre cayleyenne, Y ê A et F = E ® E. Définissons
sur F une multiplication par ( x , y ) ( x ' , y ' ) = (x x' + y y ' y , y x ' + y' x) et
posons t ( x , y ) = ( x , - y ) . Alors le couple ( F , t ) est une algèbre cayleyenne et on
a les résultats suivants ( c f . [ 1 2 ] ) : ( i ) E s'identifie à une sous-algèbre cay-
leyenne de F. ( i i ) Le A-module quadratique (F , N ^ ) est somme orthogonale de
( E , N g ) et de ( E , Y Ng) ; la norme N est non dégénérée si et seulement si N
l'est et y est inversible dans A . (iii) F est associative si et seulement si
E est associative et commutative. (i v ) F est alternative ( i . e . , quels que soient
x,y é F , x y = x(x y) et y x = (y x ) x ) si et seulement si E est associative.
Ici, du fait de 1'antiinvolution t , F est alternative si et seulement si x^ =
= x(x y) pour x et y parcourant F.

5 . 5 . 4 . Soit C une A-algèbre centrale séparable de rang 4 munie de son antiinvo-
lution naturelle et Y un élément inversible de A. On-appelle algèbre d'octonions
l'algèbre cayleyenne construite à partir de C et de y suivant le procédé de
l'exemple précédent. C'est donc une algèbre alternative, cfe rang 8 en tant que module,
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et sa norme cayleyenne N est une forme quadratique non dégénérée et multiplica-

tive en ce sens que N(-xy) = N(x) N(y) pour x et y parcourant C (cf. [12 "]).

Il existe une réciproque partielle à ce résultat (cf. [29]) qui s ' énonc'e

ainsi :

Proposition 5.5.5. Soit E une A-algèbre non nécessairement associative à élément

unité, qui est un A-module -pro.iectif de type fini. Si E est munie d'une forme

quadratique q : E ^ A multiplicative et non dégénérée, alors E est une A-algèbre

cayleyenne alternative.

Soit x € E et désignons par u la multiplication par x à gauche

(ou à droite). Du fait de la multiplicativité de la forme quadratique q, on a les

deux relations suivantes : q(u (y)) = q(x) q(y) et îp(u (y),y) = <p(x, l ) q(y) quel

que soit l'élément y de E, où <p est la forme A-bilinéaire symétrique associée

à q. En polarisant par rapport à y les deux relations, on a cp(u (y), u ( y ' ) ) =

= q(x) cp(y,y ' ) et îp(u^(y), y' ) + îp(u^(y' ), y) = cp(x ,1 ) îp(y,y ' ) quels que soient

y et y' dans E. Posons y' = u (z) dans la seconde égalité et utilisons alors

la première relation ; on obtient la relation <y((u o u - cp(x,1 ) u + q(x) id )x x x hj
(z ) , y) = = 0 quels que soient y et z dans E. Comme q est non dégénérée, cela

signifie que u o u - c p ( x , l ) u + q(x) id = 0 . On a donc x = c p ( x , l ) x - q(x),x x x hj
ce qui entraîne aussi u == <p(x,1 ) u - q(x)id.,, donc u o u = u et ceci signi-

x3 x x x x2

fie exactement que E est une algèbre alternative.

Pour voir que E est une algèbre cayleyenne, il faut trouver l'antiauto-
p

morphisme de conjugaison. L'équation x = c p ( x , 1 ) x - q(x) nous incite à poser

x = -x + cp(x,1 ). Il est immédiat de vérifier que x i-> x est une involution liné-

aire et il reste à voir que c 'es t bien un antiautomorphisme (comme E est un A-

module projectif de type fini, il ,existe au plus une antiinvolution qui fait de E

une algèbre cayleyenne (cf. [ 12 ] ) . Remarquons tout d'abord que x x = x x = q(x)

par définition de x, donc îp(x,y) = x y +' y x. AJnsi cp(x,y) = x y + yx et

cp(x y, 1 ) = x y + x y. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de montrer que

cp(x,y) = îp(x y, l), quels que soient x et y dans E. Or, calculons cp((x y)y ,y) .

D'une part, c 'es t égal à q(y) <p(x y, l) = q(y) v(x y , t ) et d'autre part, coi-mne E

est alternative, (x y)y = x(y y) = x q(y), c 'es t égal à <p(x,y) q(y). Comme q(y) =

== q.(^)» pour tout couple (x,y) d'éléments de E, (cp(x,y) - îp(x y, 1 ) ) q(y) = 0.

Fixant x, nous souhaitons montrer que la forme A-linéaire ^ : E <-> A définie par

y i^ cp(x,y) — cp(x y,1 ) est nulle. Pour cela on raisonne localement : E est alors

un module libre qui possède une base e . , 1 ^ i < n, avec q (e . ) inversible dans

A. Or» ^ (e . ) q(e . ) = 0 , donc ^ (e . ) = 0 pour chaque i et ^ est identiquement



nulle, ce qui démontre le résultat.

Les algèbres cayleyennes alternatives vont nous fournir des exemples de

2- et 5- produits vectoriels. Nous supposons désormais 2 inversible dans A et soit

C une algèbre alternative cayleyenne qui est un A-module projectif de type fini-

et dont la norme N est non dégénérée. On appelle C le sous-A-module de C formé

des z de C tels que z = - z ; c'est l'orthogonal de l'élément unité de C

et l 'on a la décomposition orthogonale de A-modules quadratiques ( C , N ) =

= (A 1 , N j , ) «L (C , N j ) . Remarquons que si x et y sont dans C , N ( x ) =
— ? ~^~ —

= x x = - x et 2(x|y) = cp(x,y) = x y + y x = - ( x y + y x ) . On a alors :

Proposition 5.5.6. (i) Sur le A-module quadratique (C , N | „ ) , il existe un
+ IC,. —————————

2-produit vectoriel u donné .par u(x A y) = x y + ( x | y ) , pour x _e_fc_ y parcou-

rant C , (ii) Sur le A-module quadratique ( C , N ) il existe un 5-produit vecto-

riel v donné par v(x A y A z) = x(y z) - x (y | z ) + y ( z | x ) - z ( x | y ) , pour x ,y
et z parcourant C.

Pour ( i ) , la démonstration est une simple vérification. On notera encore
N la restriction de N à C . Remarquons que l'application (x,y) ^ x y + (x |y)

est, pour l'instant, simplement une application A-bilinéaire de C "x C dans C
2 i + +

Elle est en fait alternée car x + (x |x) = - N ( x ) + N(x) = 0, étant donnée que
x 6 C^_ ; en conséquence, u(x A y) = - u(y A x) . Or, u(x A y) = x y + (x |y) = îy' +

+Cx77) = y x + ( x j y ) = y x + (y |x) = u(y A x) = -u(x A y ) , donc u(x A y) ê c ce

qui montre que u est bien une application A-bilinéaire alternée de C x C dans+ +
C . Il suffit maintenant de montrer que (u(x A y ) | x ) = 0 et N(u (x A y ) ) =

= N(x) N(y) - (x |y) quels que soient x et y dans C . En effet , (u(x A y ) j x ) =
= y(x u(x A y) + u(x A y)x) = ^ (x(x y + ( x | y ) ) + (x y + (x | y ) ) x) = -^(x(x y + y x)+

+ 2x(x |y ) ) = 0 car 2 ( x | y ) = -(x y + y x) et, de même, N ( u ( x A y ) ) = (x y +

+ (x |y) ) (y x + (x |y)) = (x y)(y x) + (x |y) (x y + y x + (x |y) ) = (x y)(y x) - (x|y)2 .

Comme C est alternative, on a aussi (x y ) ( y x) = x y x = x y = ( - N ( x ) ) ( - N ( y ) ) =
= N(x) N ( y ) , d 'où le résultat voulu.

En ce qui concerne (ii), la vérification est un-peu plus longue (cf.[59]).

Montrons que v, manifestement A-trilinéaire, est alternée. En effet , v ( x , x , z ) =

= x(x z) - z (x | x ) et comme x(x z) = (x x )z = N ( x ) z = (x- |x)z , on a v ( x , x , z ) = 0.

De même v(x ,y ,x) = x(y x) - 2x(x |y) + y ( x | x ) = x(y x) - x(x y + y x) + y (x |x ) =
= - x(x y) + y(x |x) = 0 et la dernière assertion se vérifie aussi facilement. Véri-

fions maintenant que (x |v(x A y A z ) ) = 0. Or, on a 2 (x |v (x A y A z ) ) =
= cp(x, x(y z ) ) - (p(x, x y ( y , z ) ) = N(x) (cp(l , y z) - < p ( y , z ) ) = 0, .d'après ce qu'on

a vu dans la démonstration de la proposition 5.5.5. Comme v est alternée, on a,
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de même, ( y | v ( x A y A z ) ) = ( z ( v ( x A y A z ) ) = 0 et en développant, on obtient les
relations : ( y [ x ( ^ z ) ) = 2 ( x [ y ) ( z | y ) - N ( y ) ( x | z ) et ( z | x ( y z ) ) = N ( z ) ( x | y ) . Il
nous reste à calculer N ( v ( x A y A z ) ) . D'après les calculs précédents, v(x A y A z)=
= x(y z) + t , où t est orthogonal à v(x A y A z ) . Ainsi, . N ( v ( x A y A z ) ) =
= ( v ( x A y A f ) | x ( y z ) ) = N ( x ( y z ) ) - ( x ( y | z ) l x ( y z ) ) + ( y ( z | x ) | x ( y z ) ) - ( z ( x | y ) (
| x ( y z ) ) et les deux formules ci-dessus jointes à la multiplicativité de la norme
nous donnent N ( v ( x A y A z ) ) = N ( x ) N ( y ) N ( z ) - N ( x ) ( y | z ) 2 - N ( y ) ( z | x ) 2 -
- N ( z ) ( x | y ) 2 + 2 ( x | y ) ( y | z ) ( z [ x ) soit, comme N ( x ) = ( x | x ) ,

( x | x ) ( y | x ) ( z | x )

N ( v ( x A y A z ) ) = ( x | y ) ( y | y ) ( z | y )

( x | z ) ( y | z ) ( z | z )

ce qui achève de montrer que v est un 5-produit vectoriel.

Nous allons voir qu'inversement, étant donné un 2 (resp. un 5)-produit
vectoriel sur un module quadratique, il existe toujours (resp. localement) une al-
gèbre cayleyenne alternative qui lui correspond. Cela nous permettra ensuite de
montrer que le rang n du module correspondant est 5 ou 7 si r = 2 , 4 ou 8 si
r = 5 .

Soit donc ( V , q ) un A-module quadratique possédant un 2-produit vecto-
riel u ; u .est une application linéaire de A V dans V telle que ( u ( x A y) |

| x) = 0 et q ( u ( x A y ) ) = q ( x ) q ( y ) - ( x | y ) quels que soient x et y dans
V. Soit alors B le module A © V muni de la forme quadratique non dégénéréep
N : B "> A dnnée par N ( ( a , x ) ) = a + q ( x ) . S-̂ r B , nous définissons la multipli-
cation ( a , x ) ( b , y ) = (ab - ( x | y ) , ay + bx + u(x A y ) ) , dont ( 1 , 0 ) est l'élément
unité. Un calcul facile montre que N ( ( a , x ) ( b , y ) ) = N ( a , x ) N ( b , y ) du fait des pro-
priétés du produit vectoriel u. Ainsi B vérifie les hypothèses de la proposition
5 . 5 . 5 . : c'est donc une algèbre alternative cayleyenne dans laquelle B coïncide
avec V et on a u(x A y) = x y + ( x | y ) pour x et y dans V . On a donc la pro-
position suivante :
Proposition 5 . 5 . 7 . Pour pue ( V , q ) possède un 2--produit vectoriel, il faut et
il suffit qu'il existe une algèbre alternative cayleyenne B telle que ( V , q ) ^° B
muni de la norme cayleyenne ; le produit vectoriel est alors donné -par la formule
u(x A y) = x y + (x | y ) .

Le fait que B est une algèbre alternative montre que 1'on a
u(x A u(x A y ) ) = x ( x | y ) - y q ( x ) quels que soient x et y dans V. En effet,
u(x A y) = x y 4- ( x [ y ) , donc u(x A u(x A y ) ) = x u(x A y) = x(x y) + x ( x | y ) et,
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comme B est alternative, on écrit x(x y) -= x y = - q (x ) y car x est dans B

Cela donne par polarisation en x, u(x A u(y A z ) ) + u(y A u(x A z ) ) = x ( y | z ) +

+ y ( x | z) - 2 z ( x | y ) . Si l 'on cherche alors à quelle condition B est associative,

on trouve qu'il faut que u(x A u(y A z ) ) - u(y A u(x A z ) ) = y ( x | z ) - x ( y | z ) , pour

( x , y , z ) parcourant B . Utilisant la relation ci-dessus, on a :

Corollaire 3.3.8. Pour que B soit associative, il faut et il suffit que le

produit vectoriel u vérifie la formule du double produit vectoriel, à savoir

u(x A u(y A z ) ) = y ( x [ z ) - z (x |y ) , quels que soient x,y _e_b_ z dans V.

Pour préciser encore les modules quadratiques (V,q) qui possèdent un

2-produit vectoriel, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.9. Soit E une algèbre alternative cayleyenne dont la norme est
non dégénérée. Si E est un module -pro.iectif de type fini et de rang constant,

• ce rang est 1 , 2 , 4 ou 8. Si E n'est pas associative, le rang est 8 et si E n'est
•pas commutative, le rang est 4 ou 8.

Nous ne démontrons le résultat que si 2 est inversible dans A (pour le

cas général, le lecteur pourra consulter [29 "j) . Dans ce cas, E est somme orthogo-

nale de A 1 et de E^ et l'application linéaire u : E < - » E définie par

u (y) = x y vérifie u = -N(x) 1 pour tout x é E . On obtient ainsi un homo--x- ,x Hj +
morphisme p : E -» End (A) qui vérifie la relation ( p ( x ) ) = -N(x) pour tout

Y ê E r il se prolonge donc en un homomorphisme d'algèbres p : c(E ,-N) -> Efiû (E)
/ + A

qui fait de E un C(E ,-N)-module à gauche.

Si E est de rang impair 2q+1, E est de rang pair 2q et C =C(E ,-N)

est une A-algèbre centrale séparable. On a donc une décomposition End (E) ^ p(c)0D

où D est le commutant de p ( c ) dans End ( E ) , d 'où l'égalité (2q+1 )2 = h 22(l

où h est le rang de D en toi que A-module. La-seule solution possible est q = 0

et le rang de E est 1.

Si E est de rang pair 2q, E est de rang impair 2q-1 et C (E ,-N)

est centrale séparable. On a une décomposition analogue à celle du cas impair et

End (E) ^ p(c (E , -N)) 0 D où D est le commutant de p ( C (E , -N)) dans End (E) .
/ 2 2 ( a — 1 ' ) o + A

On a donc l'égalité (2q) = h 2 -1 / dont les seules solutions sont q = 1 et

h = 4, q = 2 et h = 4, q = 4 et h = 1 , d'où les rangs 2, 4 et 8 possibles

pour E. Il est facile de voir (cf. Exemples 3 . 3 . 1 . , 3.2.2. et 3.3.4.) que ces rangs

sont effectivement atteints. Pour les résultats concernant associativité et commu-
tativité, on se reportera à [29^|.

Corollaire 3 . 3 . 1 0 . Soit (v,q) un A-module quadratique de rang constant qui

possède un 2-produit vectoriel. Alors V est de rang 3 ou 7 ; V est de rang 3 si
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et seulement si la formule du double -produit vectoriel est vraie.

C'est une conséquence de la proposition précédente appliquée à B = A ® V .
On remarque que, d'après la proposition 5 . 2 . 4 . , un module quadratique de

rang 5 possède un 2-produit vectoriel si et seulement si son déterminant est trivial.

Dans le cas de rang 7» il existe un homomorphisme de C ( v , - q ) dans
End (A ® V ) . Comme le rang de V es-t impair, C ( v , - q ) w C ( v , - q ) 0 D où D est-"• o A
l'extension quadratique centre de c ( v , - q ) . D'autre part, les rangs de C ( v , - q )
et de End (A ® V) sont égaux et ce sont des algèbres centrales séparables ; elles
sont donc isomorphes et D est l'extension quadratique triviale de A . On sait que
C ( V » - q . ) e"b C ( V , q ) sont des A-algèbres isomorphes, donc C ( V , q ) et End (A^/")
sont nécessairement isomorphes. La condition portant sur le centre de C ( v , - q ) signi-
fie, puisque 2 est inversible dans A , que le déterminant de ( v , q ) est trivial
(cf . 5 . 2 . ) . On a donc :

Proposition 5 . 5 . 1 1 . Une condition nécessaire -pour qu'un module quadratique ( v , q )
de rang 7 possède un 2-produit vectoriel est que son déterminant soit trivial et
que son algèbre de Clifford C soit de classe nulle dans le groupe de Brauer de
A. Si A est un corps, la condition est suffisante.

La première assertion vient d'être démontrée. Pour la seconde, c'est une
conséquence directe du fait que la norme d'une algèbre alternative cayleyenne de
rang 8 sur un corps est de la forme q 0 q 0 q où q, , ^ et a sont des for-
mes quadratiques de rang 2 qui représentent 1 , donc ( v , q ) possède un 2-produit
vectoriel si et seulement si (v,q)J-<1> = q 0 q 0 q . Or, d'après [ 4 1 ] , une
forme de rang 8 est de la fprme q, 0 q 0 q si et seulement si discriminant et
algèbre de Clifford sont triviaux. Il suffit alors d'en regarder la conséquence
sur ( v , q ) . Les remarques qui suivent 5 . 2 . 1 . montrent que :

Corollaire 5 . 5 . 1 2 . Pour que le module quadratique ( v , q ) possède un 5-produit
vectoriel, il est nécessaire que le rang de V soit 4 ou 8.

Dans le cas de rang 4» 5 . 2 . 4 . donne la condition nécessaire et suffisante
pour l'existence d'un 5-produit vectoriel.

Proposition 5 . 5 . 1 5 . Soit ( V , q ) un module quadratique qui -possède un 5 -produit
vectoriel u. S'il existe e dans V tel que q ( e ) est inversible, alors il
existe sur V une structure de A-algèbre cayleyenne alternative dont la norme cay-
leyenne est proportionnelle à q.

Notons que si v : V x V x V - > V est l'application trilinéaire définie
par v ( x , y , z ) = u(x A y A z) + x ( y | z ) - - y ( z | x ) + z ( x | y ) , on a q ( v ( x , y , z ) ) ==



= q(x) q(y) q ( z ) du fait des axiomes (.P V 1 ) et (P V 2 ) . Considérons mainte-

nant V l'orthogonal de Ae dans V, muni de la forme quadratique q(e) q ;

V possède un 2-produit vectoriel u' : (x ,y ) j«"> u(x A e A y) . Considérons alors

sur B = A ® V la structure d'algèbre alternative cayleyenne associée au 2-produit

vectoriel u' de V. Il est immédiat de vérifier que, en identifiant V = Ae ® V ' '

avec B, la norme cayleyenne s'identifie à q(e) q ce qui est le résultat annon-

cé. Si A est un corps, il est donc nécessaire et suffisant que q soit de la

forme q. 0 q^ <8> q où les q. sont des formes de rang 2. Dans ce cas, Brown et

Gray (cf. [14")) ont montré qu'il existe sur (v,q 0 q ® q ) deux 5-produits

vectoriels non isomorphes ; c'est ce qui leur permet ensuite de montrer que pour

r = 4 et n = 9 > il ïi-'y a pas de produits vectoriels.

5.4. VARIETES DE STIEFEL ALGEBRIQUES

Soit ( P » q ) un A-module quadratique où P est un module projectif de

type fini et notons q l'élément de la composante homogène de degré 2, S?(P*),

de l'algèbre symétrique du dual de P, canoniquement associé à la forme quadratique

q de cp l'élément de ~P* 0 P* associé à la forme A-bilinéaire symétrique asso-

ciée à q.

Soient alors r un entier positif et A (P) l'algèbre symétrique de

P^ ® ... ® P-S où chaque P. est une copie de P. On désigne par J (P ,q) l'idéal

de A (?) engendré par les éléments q.-1 , 1 ^ i < r et < P . . , 1 ^ i ^ j ^ r, où

q. est-l ' image de q dans S (P*) et (p. . l'image de cp dans P* <8> P"^, sous-i ^ l i j i A j
A-module de A (P) .

On appelle variété de Stiefel d'ordre r/ de ( P » q ) et on note V (P ,q)

la A-algèbre quotient A (P)/J (P,q) .

Exemple 5.4.1. Supposons P libre de rang n et soit ( e . ) , ^ . ^ une base

de P. Posons, pour i ^ j , a . . = c p ( e . , e . ) et a . . = q ( e . ) . On voit facilement

que V (P,q) = A[x. .] avec l ^ i ^ n . l ^ j ^ r et les relations
r 1J n .

S a . . x x . . = 1 , pour h = 1 ,..., r. et 2 S a. . x : x +
î î<j<h 1J lh 1J i=1 lz lh lk

^â a^xih x^= ° pour h ''kl
1^J^l
^J

Si B est une A-algèbre commutative, on note U ( P » q ) l'ensemble des
r,B

r-uples ordonnés (x , . . . , x ) d'éléments de P 0 B vérifiant ( q 0 B ) ( x ) = 1
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pour 1 < i ^ r et (cp 0 B ) ( x . » x . ) = 0, si i ^ j .
1 J

Théorème 3.4.2. (Théorème fondamental). Il existe une bi.-jection naturelle entre

Hom^_^(V^(P,q),B) ^ \,^'^'

Se donner un homomorphisme de A-algèbres de V (?,q) "dans B revient

à se donner un homomorphisme de A (P) dans B nul sur l'idéal J ( ? ,q ) , c'est-

à-dire, r homomorphisme s i|f. : P -» B de A-modules tels que : (i) S ^ ( ^ . ) ( q ) = 1 ,

i = 1 , ..., r ; (ii) (^ ® t _ ) ( c p ) = 0, i , j - 1 , . . . ,r et i ^ j . Comme P est
projectif de type fini, Hom (?*,B) est naturellement isomorphe à P 0 B et soit

x. l 'élément de P 0 B associée à tjr . par cet isomorphisme. La condition (i)
-L A 1

équivaut à (q ® B) (x . ) = 1 ; il suffit pour le voir de regarder ce qui se passe si
P est libre. Soit ( e . ) ^ ^ . ^ une base de P et (x. ) . < : . < : la base duale;

q s'écrit ^ a X .X + . S a. . X. , avec a., = cp(e ,e ) et a = q ( e ) .
1^j<^<ïi 'Jk J k 1=1 11 i Jk T v j' k' ii ^ i7 '

L'homomorphisme i)r. est donné par les b . = ^ . ( x . ) et l 'élément x . , associé à
n z J i J i

t. , est E b .(e . 0 1 ) . On a alors (q 0 id_ ) (x ) = S a b b et
J-1 J J B ^ 1^<k<n ^k ^ k

S ^ ( ^ . ) ( q ) = ^-> a b . b , d ' où le résultat. On montre de la même manière que
" 1 1 <j^^i JK J k

la 'condition (ii) est équivalente à (cp <8) B) (x. ,x . ) = 0, si i ^ j.

Avant d'énoricer des corollaires du théorème fondamental, donnons la défi-

nition suivante.'Si B est un anneau, sur'le B-module libre B11 de rang n, onn ^
appelle produit intérieur la forme quadratique ( b . , . . . , b ) \-> .E b . On a alors :i n i==1 i
Corollaire 5.4.5. Soit B une A-algèbre commutative et supposons que 2 ê u (B)
et que Hom (V ( p , q ) , B ) soit non vide. Alors P <S> B possède un facteur or-

thogonal libre de rang r sur lequel la restriction de q 0 B est le produit
intérieur.

Comme Hom (v ( ? ,q ) ,B) est non vide, il existe dans P <S> B des élémentsA—alg r A
x, , . . . , x qui forment un système orthonormé vis-à-vis de la forme quadratique

q (8> B. Comme 2 est inversible dans B, le sous-B-module M qu'ils engendrent est

libre de rang r et la restriction de q <8> B à ce sous-module est le produit in-

térieur, qui est une forme non dégénérée ; M muni de ce produit intérieur est donc
facteur direct orthogonal de P <8> B.

Corollaire 5.4.4. ^J_ 2 ç u(A) et si r > sup r (^ î ) , alors V (?,q) = JO} .
fï € Spec(A) p r

Rappelons que r (^) est le rang de A,-module libre P. = P <E), A .
, • p , ^ ^ A ^

Dans les hypothèses du corollaire supposons V (P ,q ) non réduit à 0. Il existe

alors une A-algèbre commutative B telle que Hom. (v ( ? , q ) , B ) est non videA—alg r



à laquelle on peut appliquer le corollaire '5.4.5. .

En tout point de Spec(B) , le rang de P ® B. est donc supérieur ou égal

à r ce qui est impossible puisque r est supérieur au rang de P. Ceci démontre
le corollaire.

L'hypothèse 2 inversible est nécessaire. En effet , si A est un corps

de caractéristique 2 et ( P , q ) un A-module quadratique qui représente 1 ( i .e . ,

il existe x, x € p, tel que q (x) = 1 ) , alors V ( P , q ) est non vide quel que
r ,A

soit l'entier r car le r-uple (x, ..., x) en est un élément, étant donné que

cp(x ,x) = 2q(x) = 0. Ainsi V (? ,q) n 'est pas résuit à {0}.

Si (P ,q ) est un A-module quadratique et r < sup r ( ^ » ) , V (?,q)
p € Spec(A) p r

n'est pas résuit à {0}, car il existe un corps k et un homomorphisme d'anneaux

u : A -^ k tel que P 0 k soit de rang supérieur ou égal à r. Il est clair que,

si'par exemple k est pris algébriquement clos, V n ( P , q ) est non vide et
V^.(P,q) non réduit à {o} .

Corollaire 5.4.5. Sup-posons P de lang constant n, 2 inversible dans la A-algèbre

commutative B et Hom (V ( ? , q ) , B ) non vide. Alors (P <S> B, q 0 B) est iso-^ A—aig n A, —————
mor-phe à B muni du -produit intérieur et il y a une bi/jection entre

Hom (V (?,q),B) et le groupe ® (B) des automor-phismes de B11 muni du produit
intérieur.

Comme nous sommes dans les hypothèses du corollaire 5.4.5. , et que P est

de rang n, P ® B possède un facteur orthogonal libre de rang n, donc lui est

égal, d 'où le premier résultat. La bijection entre V (P ,q ) et (D (a) se définit

comme dans le ŒLS topologique. Soient (x , . . . , x ) un élément fixé de V (P ,q )i n n, B
et u € ® ^ ( B ) . Alors (u(x ) , ..., u(x ) ) est élément de U ..(P,q). Réciproque-

ment, à ( y , , ..., y ) élément de If (? ,q) on associe la matrice des y . dans

la base de P <8> B formée des x. qui est visiblement un élément de (Z) (B ) .
A i n

Notons enfin des propriétés fonctorielles bien claires de V . Soit

u : (?,q) "> ( P ' , q ' ) un morphisme de A-modules quadratiques et u : P'^- -» P^-. On

en déduit un homomorphisme A (u) 'de A-algèbres de A ( ? ' ) dans A (?) ; si les

A-modules P et P' sont projectifs defype fui, alors A (u) envoie J ( P ' , q ' )

sur J (P ,q) car q == q' o u , d 'où par passage aux quotients, un homomorphisme

de A-algèbres V (u) : V ( ? ' , q ' ) -» V (P ,q ) . Onvérifie aisément que V est un

fondeur contra variant de la catégorie des A-modules quadratiques, dont le module

sous-jacent est projectif de type fini dans la catégorie des A-algèbres commuta tive s.

La variété de Stiefel V (P,q) se comporte bien vis-à-vis de l'extension

des scalaires. Ainsi, il est immédiat de vérifier que si A ->A ' est un homomor-
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phisme d'anneaux, V (P ^ A ' , q ' ) s'identifie naturellement à V (P ,q) <8 A ' , car

un résultat analogue est vrai pour l'algèbre symétrique A (P <8) A ' ) , o ù q' :
p (g) A' -» A' est la forme A'-quadratique étendue.

À
Dans les mêmes hypothèses que ci-dessus, appliquons le théorème fondamen-

tal à B = V (P ,q) supposé non réduit à [0}. Ainsi Hom (V ( P , q ) , V ( P , q ) )

est en bijection avec V / JP) ; à l'identité de V (P ,q) correspond donc

une famille ordonné (x^ ^, ..., x ) de r vecteurs orthonormés de P ® V ( P , q ) .

Soit alors B une A-algèbre commutative et i|f : V (P ,q ) <-» B un homomorphisme de

A-algèbres ; il induit une application id <S> ^ : P <S> V (P ,q ) -^ P <8> B et la

famille ordonnée des r vecteurs y. = (id S> i(0(x. ) est un élément de V ( ï^q) .

C 'es t exactement l'élément de V g(P,q) associé à * suivant le théorème de 5 ^ 4 . 2 .

Supposons maintenant V^(P,q) non réduit à 0 et considérons la famille ordonnée
des vecteurs (x^^ , ..., x^ ^ ) de P 0^ V^ (P ,q ) associée à l'identité
de -̂1-1 ^p>(1^ comme on vient de le voir pour V (p,q).Ne considérant que les r
premiers vecteurs, on a un élément de V / ^ ( P , q ) , c 'est à dire, du fait de

» ^ » q /
5 .4.2. , un homomorphisme naturel qu'on notera 9 : V (P ,q ) - > V ( P , q ) . On noterar,1 r r+1

^ L- : ^T.^»^) "> v i ( P » ^ ) » l'homomorphisme composé 9 = 9 o ... o 9- ^>K r r+K r,k r+k-1 ,1 r,1
défini si ^ n ^ » ^ ) est non réduit à 0. Remarquons que Q est susceptible
d'une définition directe à partir des considérations du début de ce paragraphe.

Pour toute A-algèbre commutative B, 9 induit une application T

de ^Valg^r+k^^^ dans ^A-alg^r^^10 par \ ̂ w = cp ° ^ k r t

D'après le théorème fondamental, 9 définit une application qu'on notera 9 :

^r+k B^'^ ^ ^r B^^^" L'uti:l-isation de la définition de 9 montre que cette

dernière application 9^ ^ n'est autre que la projection naturelle qui à la famille

(y.) » • • • » y^> Y . > . . . » y-pn/-) de r+k vecteurs orthonormés de P <S> B associe
la famille (y , , ..., y ) formée des r premiers.

La relation vue plus haut entre V ( P , q ) et V (P ,q ) peut s'exprimerr r+k
de manière géométrique si l 'on suppose 2 inversible dans A. Soit alors P' le

sous-V (P,q)-module de P 0 V (P ,q) engendré par les vecteurs (x . )i < • < •

D'après le corollaire 5.4.5., P' est facteur orthogonal du V (P ,q)-

module quadratique P <8> V (P ,q ) . Appelons P" l'orthogonal de P' et soitA r r r
V (P" ,q) la variété de Stiefel d'ordre k associée au V (P,q)-module quadratiqueK. r r
F;.

Théorème 5.4.6. V , ( P , q ) s'identifie canoniquement à V (P" ,q ) .



Considérons l ' injection naturelle de A (P) dans A (p ) . Elle identi-

fie A^^(P) à l'algèbre symétrique S ( p \ ( M ^ © ... ® M ) où M. est une copie

du A^(P)-module projectif P 0^ A^(p) .L ' idéal J ( p , q ) ( e n fait, son image dans

^^(P)) est contenu dans J (P ,q )ce qui donne l'homomorphisme naturel 9 :

; V^(P»q ) ^^k^»^' Ainsi V^/P^) apparaît comme un quotient de l'algèbre
symétrique C = S .̂ (p^)(^ e ... ® T^) où T^ est le V^(P,q)-module projectif

p^ ̂  V^(P,q) ^ (P <^ A^.(P)) <^ (p^ V^(p,q) par un idéal dont les générateurs sont

les images dans C des générateurs de J (P,q),c'est à dire ici les cp
r+k i,r+h

1 < i <. r, î <. h ^ k, les q^ - 1 , 1 < h < k et les cp^ ^ ̂  , 1 < ̂  < h^<k

Or, en tant que fonction sur P^ <8> V ( P , q ) , cp. est la forme linéaire y ^
^ (cp 0 V^ . (P ,q ) ) (x^ ^ ,y ) . Ecrivons (p <S> V^(p ,qL q < 8 V ^ ( P , q ) ) comme somme ortho-

gonale de (P^, q^) et de (P^, q^) ; passer au quotient par les images des

^i r+h revient en fait à se Placer dans l'orthogonal de P ' , c'est à dire, que

^T+^î>f^ est (luotient de l'algèbre C ' = S^ /p JM) où M est la somme directe

de k copies du dual de P". Du fait de la décomposition orthogonale de
p ^A v^^ p > q^ q (8> ^r ^ p ? q ^ est solmlle de (l' € S2(P'*) et de q" 6 S2(P"^) et
l'image de q' est nulle dans C ' . Ainsi l'élément q , donne dans C ' l'élément-L n . \ r-m
q^ ^, image de q^. ê S (p"^) dans la h1®111® copie de S^P"*). De la même façon

onvoit que les cp^^ ^^ ont pour image dans C ' , l'image dans le produit tenso-

riel de la h copie de P" par h copie de P" de la forme bilinéaire symé-

trique associée à la forme quadratique q". Ainsi V , (?,q) s'identifie bien àr r+k
V^. ^).

Géométriquement,cela signifie que si B est une A-algèbre, V ( P , q ) ->
r+k » B

"> ^ gVP,< l ) est une fibration dont la fibre au-dessus d'un point x de V (P ,q)

est de la forme V B^r^r^ où B est ^^i^erée comme une V (P.q)-algèbre au
moyen de x.

Exemples,3.4.7. Supposons que (?,q) est l'espace hyperbolique de A ; V (P ,q)
est l'anneau de l'hyperbole A[x,y] avec x y = 1. Si (P,q) est r'espace hyper-

bolique d'un module projectif P de type'fini et de rang constant, on peut décri-

re de façon analogue V . ( P , q ) : S (P*) est l'anneau S (P ) 0 S (P*) en identi-• A A o • A A o
fiant P à son bidual et l'idéal J . (P,q) est engendré par les éléments x <8> f -
- f ( x ) , x € p^, f ê î>* . En effet , la forme quadratique q, élément de S (P-^-) w

w S^(P^) © P ^ <^ P^ (BS^) n'est autre que le triple, (o, a, o) où a est le

générateur canonique de P^ 0 P^, i.e., si u : P 0 P* ^ A est 1'isomorphisme

u(x <8) f ) = f (x ) , a = u ^ Q ) . Ainsi x <8> f = f (x) (y par définition même de a et
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comme a - 1 = q -1 est le générateur de J (P,q), x 0 f - f(x) = f (x)(a - 1 ) est

dans J (P,q). Comme les éléments x 0 f engendrent P 0 P^, on a "bien le ré-

sultant annoncé.

Graduons maintenant S (P^") sur '2 par d x = 1 s i x ê p - [0}, et ^

d°f = -1 si f ê p-x- - [0} . Alors J , ( P , q ) est un idéal homogène et V (? ,q) est

naturellement muni d'une graduation sur ' Z . L'anneau gradué V (P ,q) s'identifie à

la somme directe graduée © (P n), où P~ = P*, avec le produit P x

X P ^-P 0(n+m). En effet, s ( P ) = ® (P ® n) » (P* ® m) et soit
o o A ^^ o om,n^0

u = x 0 . . . 0 X 0 f, 0 . . . 0 f un élément de P n 0 P^ m ; si n > m,
I n 1 m . o o

n
u == f (x, ) . . . f (x ) x , 0 . . . 0 x module J. (?,q) ; si n = m, u = II f . ( x . )

I I m m m+1 n 1 . . i i

et si n < m , u = f. (x ) . . . f (x ) f 0 ... 0 f module J ( ? ,q ) , ce qui

montre 1'isomorphisme annoncé de V,(P,q) avec ® (P ).
n ê Z' °

5.4.8. Soit P un A-module projectif de type fini et de rang 1 muni d'une forme

quadratique non dégénérée q ; donc 2 est nécessairement inversible dans A. Le

corollaire 5.4.4. montre que seul V (P,q) n'est pas réduit à 0. Cet anneau est

le quotient de S (P^") par l'idéal principal (q-1 ) et, en fait, V, (?,q) n'est

autre que l'algèbre de Clifford du module quadratique (P,q). Considérons, en effet,

l'application naturelle p de P dans V, (P,q) composée, de P î  p^- .-» S (P"^) -*

2 V (P,q) où » est 1'isomorphisme induit par q et n la projection de S (P*)
I p A

sur V (P,q) == S (P*)/(q-t). Un calcul local facile montre que (p ( x ) ) = q(x) l ,

donc que p se prolonge en un homomorphisme naturel C ( p ) de C(?,q) dans

V (P,q). Comme P est projectif de rang 1 et que q est un générateur du module

libre de rang 1 , S (P"^), V (P,q) en tant que module est isomorphe à A ® P*, ou

encore du fait de o' à A © P. Il est clair que C(p ) est un isomorphisme de

A-algèbres et que V (?,q) est une extension quadratique de A.

Supposons maintenant que (?,q) est un espace quadratique de rang n, 2

étant toujours inversible et soit r < n : P' ^ r < 1 >. Ainsi (? 0 V^.(P,q),

q 0 V (P ,q ) ) ^ r < 1 ^(P^., q^) et (A11?, A\) ̂  V^(P,q) ^ ( A11"1^, A^q^),

en passant aux puissances extérieures. Prenons en particulier r = n-1 : P " i es^

projectif de type fini et de rang 1 , donc on a 1'isomorphisme ( A P,A q)0. V ^ ( P > q ) w

w ^"-1 ' ^-" 1 ^ " L'exemple précédent montre que V (P,q) n'est autre que le
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produit tensoriel V (P ,q) ' <8 B, où B est l'extension quadratique de A,

C{^,h\).

5.5. ANNEAUX FACTORIELS ET SPHERES

Rappelons qu'un anneau factoriel est un anneau de Krull dont le groupe

des classes d'idéaux divisoriels est nul ou encore, dont tout idéal divisoriel est

principal (cf . [15]). On a alors les propriétés suivantes : (i) un anneau de Krull

A est factoriel si et seulement si A[X] l 'est ; (ii) si S est une partie

multiplicative de A et A est factoriel, S A est factoriel ; (iii) réciproque-

ment si S A est factoriel et A est de Krull et si S est engendré dans des

éléments p. tels que les idéaux A p. soient premiers, alors A est factoriel

(théorème de Nagata).

Enfin nous utilisons aussi le résultat suivant : on suppose que A est

une k-algèbre graduée sur (N, où A = k est un corps. Si A est de Krull et s'il

existe une extension k ' de k telle que A ^ k ' est un anneau factoriel, alors

A est factoriel.

Considérons un corps k et F ê k[X , ..., X ] un polynôme homogène du

second degré qui représente une forme quadratique non dégénérée et de rang n. On

peut alors considérer deux k-algèbres, A,, = k[X , ..., X ]/(F(X , . . . ,X ) ) et

A^ = k[X^ , ..., X^] / (F (X^ , . . . ,X^) -1 ) , Les résultats concernant la factcrialité

de ces algèbres sont presque tous connus et nous allons les rappeler et les complé-

ter, résolvant ainsi une question posée par R. FOSSUM(cf. [20];voir [59] pour une

solution indépendante de la nôtre). Nous aurons besoin de la proposition suivante :

Proposition 5.5.1 . Soient k un cor-ps et k ' une extension quadratique sépara-

blé de k. Le noyau de 1 'homomor-phisme naturel W ( k ) -> W ( k ' ) est le sous-Bil(k)-

module engendré par la classe dans W ( k ) d_^ k-module quadratique ( k ' , N , ) .

C 'es t un résultat dont on trouvera la démonstration en caractéristique

différente de 2 dans [50] et qui résulte du lemme suivant :

Lemme 5.5.2. Soit 'F une forme quadratique anisotrope sur k telle que F ,

représente 0. Alors F a une décom-position orthogonale F J_ F où F est une1 d. i —————
forme de rang 2 -proportionnelle à N , .•«. k

Nous démontrerons ce lemme en supposant k de caractéristique 2, la

démonstration générale en étant une copie. Le corps k ' est de la forme k[x] avec
? ? ?

x + x + a = 0 et N , (u + v x ) = u + u v + a v , u,v ê k. Dire que F , repré-

sente 0 signifie qu'il existe des vecteurs or et j3 dont les composantes sont
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•-)
dans k tels que F (» + x Ç) = 0. On a donc F(^) + x îp(o^) + x F(^) = 0,

soit :

F((y) + a F(0) = 0

cp(<^,(3) + F((3) = 0

Comme ni 0', ni P ne sont nuls, F(o?) et F(@) diffèrent de 0 ; o; et Ç sont

linéairement indépendants et le plan qu'ils engendrent est non dégénéré car

cp(o?,Ç) ^ o. On a donc une décomposition orthogonale F = F. \^ F où F est la

restriction de F au plan k ^ © k 0. Il suffit de voir maintenant que F est
? ?

proportionnelle à N ,. En effet F (u ^ + v a) = F(P) (u + u v + a v ) =

= F(p) N , (u + v x) ce qui est le résultat souhaité.k

La proposition 5 . 5 . 1 . se démontre maintenant de la façon suivante : soit

F une forme quadratique anisotrope sur k telle que F , est hyperbolique ; on

voit alors que F est de la forme N , <8 0 où 0 est une forme bilinéaire symé-k
trique non dégénérée en appliquant le lemme 5.5.2. et en raisonnant par récurrence

sur le rang de F. Nous utiliserons le cas particulier suivant du lemme 5.5.2. :

Corollaire 5.5.3. Soit F une forme quadratique anisotro-pe de rang 4. Il existe

une extension quadratique sé-parable k' de k telle que F , est hyperbolique

si et seulement si le discriminant de F est trivial.

Si F, , est hyperbolique, F^ N , ® 0 a son discriminant trivial cark k
0 est de rang 2. Si le discriminant de F est trivial, F^<a>-L<b>-^< c>-^-

-L < d > avec ab = cd en caractéristique différente de 2. Si k' = k(/- ab),

F , est hyperbolique. En caractéristique 2, cela signifie que F = F _L F où

F. et F^ ont même invariant d'Arf a. Il suffit alors de prendre k' = k[-i^ (a)]=
^

= k[x] avec x + x + a = 0.

Proposition 5.5.4. Si n >. 5 ou si n = 4 et le discriminant de F est non

trivial, alors A- est factoriel.
Jj

Ene^fet, dans l'un et l'autre cas, il existe une extension quadratique

k' de k telle que F 0 k' représente 0 donc, quitte à faire un changement de

variables linéaires, F s'écrit Y Y^ + G-(Y , .. ., Y ) où G- représente une'forme

non dégénérée à n-2 variables. Si n ̂  5, n-2 >5 et G est irréductible dans

k[Y,, Y^, ..., Y ] ; si n = 4, G est aussi irréductible, car sinon G pourrait

s'écrire Y^ Y et F <S> k' serait hyperbolique, ce qui est impossible à cause

du corollaire 5.5.5. Dans l'algèbre A. <8 k', l'image y de Y. est donc un

élément premier. Si on localise par rapport à la partie multiplicative S =

= {,1 f Y 4 f y.» » • • • » V^ f • • •} » on obtient un anneau de polynômes en y , y , . . . , y

localisé par rapport à y., donc un anneau factoriel. Appliquant le théorème de



Nagata, on en déduit que A est factoriel.

Si n <5, il n'est bien entendu pas question que A. soit factoriel ;

si n = 3, on sait (cf. [46]) que A est factoriel si et seulement si la forme

quadratique F n'a pas de zéro non trivial dans k. Dans le cas contraire il est

bien clair que A. = k[x, y, z] avec la relation x y = z , ne peut pas être fac-

toriel. Reste le cas où n = 4 et où le discriminant de F vaut 1 . Alors le ré-

sultat est le suivant : A n'est pas factoriel.
F

En effet, en caractéristique différente de 2, A est de la forme
? 9 ?

k[x , x , x , x ] avec la relation x + a x + b(x + a x2) = 0. Soit alors

k' = k[w] avec w = - a. On a Ay <^ k' ^ k ' [y^ , y^, y y ] avec y^ - y y ^

= 0, où y^ = x^ + w x^, y^ == x^ - w x^, y - -b(x + w x ) et y - x - w x .

Dans A <8 k ' , on a les deux idéaux premiers de hauteur 1, P = (y , y ) et

^2 = ^2 ' y^ qui sont non P1'11'103^1^ et engendrent le groupe des classes d'idéaux

de A-<8> k'. L'idéal P P a pour interxection avec A l'idéal engendré par

2 2 2 2
x^ + a x^, x + a x , x x + a x x et x x - x x qui est un idéal premier

divisoriel puisque P, et P le sont et que A <8, k' est entier sur A '.

L'anneau A-p, n'est donc pas factoriel. D'après [20], le groupe des classes de divi-

seurs de A,-, est 2.

En caractéristique 2, F s'écrit, dans une base convenable, X, + X X +

? ? 2
+ a Xp + b(x,, + X X + a X ). Notant x. l'image de X-. dans A-p, on voit comme

? ? 5 ?
plus haut que l'idéal (x, + x x + a x , x '+ x x + a x , x x + a x_ x . , x ,x ,+i 1 d 2 . ) 5 4 4 1 5 2 4 1 4
+ x x~ + x x ) est un idéal premier de hauteur 1 non principal ce qui montre

encore que A-p, n'est pas factoriel. En caractéristique 2, le discriminant est

l'invariant d'Arf.

Etudions maintenant la k-algèbre A ' . Soit F(ï,, ..., Y , T) = F(ï , ..
2 -"î 1 n 1

.., Y ) - T et considérons l'anneau S A^ où S est la partie multiplicative

formée des puissances de t, image de T dans A~. Considérons alors l'homomorphis-

me çp : k[X , . .., X ] -» S" A^ défini par îp (x . ) = y. .1 , où y. est l'image

de Y . dans Ay. On a cp(r(x , ..., X ) ) = t~ P(y , ..., y ) = 1 donc cp passe

au quotient en un homomorphisme injectif de A ' dans S A'~. Il est alors facile
s F

de voir que A.'[X,X~ ] s'identifie à S~ A~ en envoyant X sur t. Si F est
F -b ' . .

irréductible dans k[X , .... X ], c 'est à dire si n> 2 ou si n = 2 et F ne
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représente pas 0, t est un élément premier de A~. La factorialité de A-p, équi-
vaut dans ce cas à celle de A~ . Donc si n ŝ  4 ou si n = 5 et dét F ̂  -1 , A ' ,J r
est factoriel ; si n = 5 et dét F = - 1 , A— ne peut pas être factoriel. Ainsi

2 2 2par exemple R [ x , y , z] avec x + y + z + 1 = 0 n'est pas factoriel.

Reste le cas où n = 2. Si F ne représente pas 0, il ne faut pas que
F représente 0, c'est à dire que F représente 1 . Par contre si F représente
0, A-p = k[z,y] avec x y = 1 est factoriel. On obtient ainsi la proposition sui-
vante :

Proposition 5 . 5 . 5 . A- est factoriel sauf dans les deux cas suivants : ( i ) n = 5
et dét F = -1 ; ( i i ) n = 2 et F représente 1 sans représenter 0.

' Remarquons que si n = 1 , A ' est soit un corps, soit le produit de deuxr
exemplaires de k, soit les nombres duaux en caractéristique 2.

Nous supposons maintenant que A est un anneau factoriel de corps deps
fractions K et que ( ? , q ) est un A-module quadratique de rang n et nous nous
intéressons à la factorialité de la A-algèbre V ( P , q ) . Or, S = A - [ o ) est engen-
drée par des éléments premiers, aussi bien dans V ( ? , q ) que dans A . La factoria-
lité de V ( P , q ) est donc entraînée par celle de V ( P , q ) ® K ̂  V (P <» K , q 0 K) =
= A ' . Notons, de plus, comme A est factoriel, que la condition dét ( q <8> K) = -1
équivaut à la condition dét q = - 1 . On a alors :

Proposition 5 . 5 . 6 . Soit A un anneau factoriel. La A-algèbre V , ( P , q ) est un
ann-eau factoriel si le rang de P est ^ 4 ou s'il est égal à 5 et dét q ̂  -1 .

La proposition 5 . 5 . 6 . permet d'étudier la factorialité de V ( ? , q ) pour
r > 1 . En effet, V ( P , q ) est de la forme V ( ? " _ . , q " _ - , ) sur l'anneau V _ . ( P , q ) .
On déduit donc aisément de la proposition précédente, le corollaire suivant :

Corollaire 5 . 5 . 7 . Soit A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible et
( p , q ) un. A-module quadratique de rang n. Alors V ( P , q ) est factoriel si r ̂  n-5.

^j_ ' r = n-2 1̂ dét(q) =/-I , ' V ^ ( ? , q ) n'est pas factoriel.

On suppose donné un A-module quadratique ( P , q ) muni d'un r-produit
vectoriel u (et donc 2 est inversible dans A ) et considérons la variété de
Stiefel V ( P , q ) et l'espace quadratique ( ? <S) V ( ? , q ) , q <S> V ( P , q ) ) muni du
produit vectoriel u déduit de u. Si l'on considère le vecteur y = u(x A . . .
. . . A x ) le (r+1)-uple (x , . . . , x , y ) est une famille ordonnée de (r+1)-
vecteurs orthonormés de P (^. V ( ? , q ) et définit donc un homomorphisme ^ :
V i ( P » ^ ) "^ V ( P » l ) . Comme les r premiers vecteurs de ce (r+1)-uple sont les
x . , 1 ̂  i ̂  r , on a le triangle commutât if



^(p^)
^(f'i) ——————£————————> V^(P ,q)

sX /^r,1

V^(P,l)

et on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 5.5.8. Pour que le A-module quadratique (P,q) possède un r-produit

vectoriel, il est nécessaire que 1'homomorphisme de A-algèbres e : V (P,q) •*
r,1 • r

V . ( ? » q ) possède un inverse à gauche.

La variété de Stiefel V ^ ( P , q ) d'un A-module quadratique ( P , q ) , avec
2 inversible dans A , est l'équivalent algébrique naturel de la sphère topologique.
Il est donc intéressant, par analogie avec le cas topologique, de s'intéresser au
V^(P,q)-module des A-dérivations de la A-algèbre V ( P , q ) qui est l'équivalent du
fibre tangent à la sphère. On a alors :

Proposition 5 . 5 . 9 . Le V (P,q)-module D des A-dérivations de V ( P , q ) est
1' orthogonal dans (P <̂  V^ ( ? , q ) , q <8 V ( P , q ) ) du sous-espace v ( ? , q ) x .

Une A-dérivation de V ( P , q ) provient d'une A-dérivation de S (p*)
nulle sur q. Il suffit alors d'écrire ce que cela signifie pour obtenir la propo-
sition. En conséquence D^ est un V (p)-module projectif de type fini.

La proposition précédente permet de montrer deux résultats partiels.

Proposition 3 . 5 . 1 0 . Soit k un oprps de caractéristique différente de 2. q une
forme quadratique non dégénérée de ran^ n ^_b. R = k[X , . . . , X ] /(q(x . . . X )-1 )
la sphère algébrique. Alors le R-module des k-dérivations de R est un R-module
libre de rang n-1 si q représente 0.

La proposition 5 . 5 . 1 0 . est conséquence des deux lemmes suivants dont le
premier est bien oonnu :

Lemme 5 . 5 . 1 1 . Soit A un anneau, n un entier et { e , . . . , e } la base canoni-
que de A . Pour un élément unimodulaire x _de_ A11, les conditions suivantes sont
équivalentes ; ( i ) tout supplémentaire de A x est libre ; ( i i ) il existe un A-
automorphisme f : A11 ̂  A11 tel que f ( x ) = ̂  b . e . avec b inversible dans A.



128

Lemme 3 .5 .12 . Soit dans A un élément unimodulaire x = S a. e . . Pour que
i=1 1 1

A x ait un su-pplémentaire libre, il suffit que l'un des n vecteurs x - a. e.—————— i i
soit unimodulaire.

La condition du lemme 5.5.12. peut se dire de la façon suivante : l'idéal

engendré par n-1 des a. est égal à A. Supposons donc que l 'on ait la relation
n

1 = a b + E a. "b. et définissons l'application linéaire f de A dans A11

1 1 i=5 1 1

par f ( e ^ ) = (a + 1 ) e ^ + » e^ , f ( e^ ) = e^ + e^ , f (e .) = ^ b . e^ + e . pour j > 5,

où o? et À. sont des scalaires qu'on choisira par la suite.

L'application f est un automorphisme de A car sa matrice a pour dé-

terminant 1. La première-composante de f ( x ) est c == a. (cy + 1 ) + o, +
n n

+ 2 a . ( X b.) ; utilisant la relation a, b. + S a. b . = 1 , on obtient c =
j=5 J J . ' ' j=5 J J

= a,(a + 1 - ^ b ) + \ + a^. On choisit alors \ = 1 - a et a = (1 - a?)b - 1 ,

si bien que c = 1 ; appliquant le lemme 5 . 5 . 1 1 . , on obtient le résultat annoncé.

Montrons maintenant que le lemme 5.5.12. entraîne la proposition 5.5.10.

D'après la proposition 5 .5 .9 .» il suffit de montrer qu'il existe une base de

k <8>- R dans laquelle le vecteur x a des composantes (y, , . .., y ) telles que

n-1 des y. engendrent R en tant qu'idéal. Or, comme q représente 0, on peut,
en changeant de variables, mettre q sous la forme q^Y , ..., Y ) = Y Y +

+ q ' ( Y , ..., Y^) ; R est la k-algèbre k[y^ , y^, y , ..., y^] avec y^ y^ +
+ 1'(y f • • ' f y ) = 1 e^ X11 = ^y-i ' ^ o » • • • » y ) • II es^ bien clair maintenant que
l'idéal engendré par y . , y^, . . . » y dans R est R tout entier, d 'où la propo-

sition.

Corollaire 5 . 5 . 1 5 . Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et q une

forme quadratique non dégénérée sur k11. Soit R == k[X , .. ., X ] /(q(x , . . . ,X )-1 )

et D le R-module des k-dérivations de R. Alors D ® D est un R-module libre de

rang 2(n-1) .

En effet , du moment que n >. 2, il existe une extension quadratique k '

de k telle que q <8> k ' représente 0. Alors D 0 k' = D ® D est un R <8> k ' -

module libre de rang fi-1 , d'après la proposition 5.5.10.. En tant que R-module ,

D ® D est donc libre de rang 2(n-1). Si n = 1, D est réduit à 0.

Nous allons encore donner un résultat sur le fibre tangent. On suppose

toujours 2 inversible dans A et soit E une A-algèbre alternative cayleyenne dont

le module s.ousjacent est projectif de type fini et dont la norme cayleyenne N est

une forme quadratique non dégénérée (cf. 5 .5. ) . Soit alors R la A-algèbre V,(E,N).
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Proposition 5 . 5 . 1 4 . Le R-module des A-dérivations de R est isomorphe à iï •X» K

Pour cela, montrons tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 5 . 5 . 1 5 . Soit E une A-algèbre non nécessairement associative à élément
unité e , munie d'une forme Quadratipue multiplicative q : E =-> A telle que
q ( e ) = 1 . Alors, pour tout élément x inversible dans E , l'orthogonal de x dans
E est isomorphe, en tant que A-module, à l'orthogonal de l'élément unité e.

En effet, comme q est multiplicative, q(x~ ) = ( q . ( x ) ) et q ( x ) est
inversible dans A . De plus, î p ( x , y ) == q ( x ) c p ( e , x y ) , donc l'application y ̂  x y
est un isomorphisme de l'orthogonal de x sur l'orthogonal de e .

La proposition 5 . 5 . 1 4 . découle du lemme précédent car le R-module cherché
est l'orthogonal dans (E <S. R , N <8> R ) de x -, » élément inversible, car de norme
1 . Comme l'orthogonal de e dans ( E , N ) est le sous-module E , on a le résultat
annoncé.

Corollaire 5 . 5 . 1 6 . Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et q
une forme quadratique non dégénérée de rang n qui représente 1 . Alors le module
des dérivations de V , ( k , q ) est libre dans les deux cas suivants : ( i ) n = 4
et le discr-i minant de q est 1 ; ( i i ) n = 8, le discriminant de q est 1 et
l'algèbre de Clifford c(k , q ) est une algèbre de matrices.

En effet, dans les deux cas on peut appliquer la proposition 5 . 5 . 1 4 . car
il existe sur k une structure de k-algèbre cayleyenne alternative dont la norme
est q.

Supposons que ( ? , q ) soit un A-module quadratique de rang 2. La proposi-
tion 5 . 5 . 9 . dit que le A-module des dérivations de V ( P , q ) est le sous-V ( ? , q ) -
module de (P <3 V , ( P , q ) , q <8 V . ( ? , q ) ) , orthogonal de x . Comme on l'a vu dans1 i 5
l'exemple 5 . 4 . 8 . , cet orthogonal est naturellement isomorphe à A p 0 V ( ? , q ) .
On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 5 . 5 . 1 7 . ]^, V. ( P. q ) -module des A-dérivations de V. ( P , q . ) , _ o j ^ ( ? , q ) est -
un module quadratique de rang 2^, est isomorphe à A P ̂  V ( P , q ) .

En particulier, si A est un corps, ce module des dérivations est tou-
jours libre.
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4. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

4 .1 . INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on montre comment il est possible de.généraliser aux

anneaux semi-locaux, la construction des invariants de Stiefel-Whitney des formes

quadratiques sur un corps de caractéristique différente de 2, faite par <J. Milnor

dans [55]. Chronologiquement, c 'est A. Deizant (cf. [^ô]) qui est l'initiateur de

cette construction. Soit F un corps dans lequel 2 ^ 0, F sa clôture séparable

et G le groupe de G-alois de F sur F. Faisant opérer G trivialement sur Z/2 'S,
--x- 2 -*

on a la suite exacte de G-modules 0 -» Z/2 Z" °» F -» F *-» 0 qui donne les iso-

morphismes suivants, à l'aide de la suite exacte longue de cohomologie :

H1 (G, Z/2 1} w F^/F-^-2

H 2 (G , Z/2 ^) ^ Br^(F) .

Ceci dit, considérons l'anneau de cohomologie H-^G,^/^ Z") et soit

ÎÏ(G,^/2 J) l'anneau ST H^G,^ ^) dont on notera H-^(G,^/2 Z') le groupe des
1=0

éléments inversibles : ce sont des éléments qui s'écrivent 1 + ^-j h. , h. ê
i=1 1 1

ê H^G,;!̂  Z') et qui se multiplient à l'aide du cup-produit. L'invariant de Stiefel-

Whitney d'une forme quadratique est défini à l'aide d'un homomorphisme de groupes

abé liens w : WC(F) '̂  H^CG,;?/^ J) donné sur les formes de rang 1 par w(< a >) =

= 1 + a, a ê H (G,Z/2 ^) ^ F-^/F-^ . Si r\ est un élément de WG(F), on écrit w(îl) =
00 v

= 1 + S W . ( T ] ) et w (ïl) est appelée la i classe de Stiefel-Whitney de TI.
i=1 1 ^

La première classe est liée au discriminant et la seconde à l'algèbre de Clifford.

W . Schariau a étudié systématiquement cette construction dans [47") et, en parti-

culier, le problème de 1'injectivité de w qui avait été résolu par A. Deizant dans

le cas des corps de nombres algébriques (cf. [16 ] ) .

En 1970, J. Milnor s 'est intéressé à la question dans le cadre de la

K-théorie algébrique (définition de K (F) pour un corps F, n > 2) dans [55]n ?
et a posé les notations suivantes : soit k^(F) = S ^ ^(F^/F* )/I = ® ^n^

/ n^N

où I est l'idéal de S_/^ (F*/F^" ) engendré par les éléments de la forme x.1-x,
tai C- ta

x 6 F - { 0 , 1 } . Soit alors k (F) l'anneau produit ïï k (F) et k^(F) le
n ê jN n

groupe des éléments inversibles de k (F). Il est facile de voir maintenant que,

comme a U (1-a) = 0 dans H^G.Z^ ^) (cf. [50], ch. XIV, Prop. 4) , il existe



un homomorphisme naturel d'anneaux de k^.(F) dans H (G, 2/2 2?), qui induit un
homomorphisme cp de k.^.(r) dans H (û,Z/2 2'). J. Milnor définit alors (cf . [55 ],
lemme 5 .1 . ) un homomorphisme de groupes abéliens que nous noterons w ' : WG-(F) ->
-J> k^(r) de sorte que le triangle

w&(r) k_(F)

est commutatif, en posant w ' ( < a >) = 1 + a et c'est l'homomorphisme " w ' qui
devient alors la base de la construction des invariants de Sti efel-Whitney.

Notre but est de construire des remplaçants pour k^.(F) et k^(F) dans
le cas des anneaux semi-locaux, en nous inspirant d'une construction analogue pour
les anneaux locaux faite par E. Hornix dans [24]. Nous aurons tout d'abord besoin
de certaines propriétés des formes quadratiques sur les anneaux semi-locaux, puis
nous donnerons l'anneau qui jouera le rôle de k^.(F) et nous justifierons ce choix
à l'aide de résultats techniques simples.

4 . 2 . MODULES QUADRATIQUES SUR LES ANNEAUX SEMI-LOCAUX

Nous nous restreignons pour toute la suite au cas des anneaux semi-locaux
indécomposables, ce que nous omettrons de préciser ; les énoncés et démonstrations
sont plus simples et le lecteur pourra sans difficultés"retrouver le cas général.
Dans notre cas les modules projectifs de type fini sont de rang constant, donc
libres. Une généralisation facile des résultats de 1 . 1 1 . , dans le cas local est
donnée par la proposition suivante :

Proposition 4 . 2 . 1 . Tout module quadratique sur un anneau semi-local A est somme
orthogonale de modules quadratiques de rang 1 , i . e . , possède une base orthogonale,
si 2 est inversible dans A et de rang 2 dans le cas contraire.

Pour pouvoir définir des invariants de Stiefel-Whitney, il est nécessaire
de posséder un analogue de Satz 7 de Witt qui a été établi pour les anneaux locaux
dans 1 . 1 4 . Une démonstration analogue peut se faire dans le cas semi-local, ce qui
donne le résultat suivant :
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Pro-position 4.2.2. (i) Si 2 est inversible dans A, deux bases orthogonales d'un

module quadratique sont équivalentes, (ii) Si 2 n'est pas inversible dans A, deux

décompositions d'un module quadratique en somme orthogonale de modules de rang 2

sont équivalentes.

A partir de cette proposition on a des corollaires immédiats :

Corollaire 4.2.5. (i) Si 2 est inversible dans A, l'anneau de Witt-G-rothendieck

de A est isomorphe au quotient de l'anneau de groupe 2'fu(A)/U (A) ] par l'idéal

engendré -par les éléments (a+b) - (c+d), où a, b, c, d -parcourent u(A) et où

les formes quadratiques < a > - L < b > et < c > -L < d > sont isomor-phes. (ii) Si

2 n'est -pas inversible dans A, soit E(A) l'ensemble des classes d'isomor-phismes

de modules quadratiques de rang 2. Le grou-pe WG-(A) est le quotient du groupe

libre '2 par le sous-groupe engendré -par les éléments (CP>»] + [P-,1)- ( [P-z ] +

+ [P^]) ^_ P^ é E(A) .el P^-L P^- P^P^.

La démonstration de la proposition 4.2.2. utilise le fait que A/Rad A

est un produit fini de corps et comme on sait remonter des bases orthogonales ou

plus généralement des décompositions orthogonales de A/Rad A à A, on se ramène

au cas où les décompositions orthogonales considérées coïncident module le radical.

La démonstration est alors calquée sur celle du cas local (cf. 1 . 1 4 . ) . On peut ra-

jouter à la proposition précédente la précision suivante, qui nous servira par la

suite : deux décompositions orthogonales sont équivalentes par une suite de trans-

formations admissibles du type P j L - P . ^ P ' - L P ' où P D P ' = A x et où x estx i J i J 1 1
unimodulaire, ou encore, Ax est facteur direct dans P. et dans P'.

Pour poursuivre,.nous avons besoin d'étudier de plus près les formes qua-

dratiques de rang 2. On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Soit (P,q) un A-module quadratique de rang 2. (i) II existe x € P

tel que q(x) é u(A) ; (ii) il existe y ê P tel que cp(x,y) = 1 , P = Ax © Ay e_b_

q(y) f. m, pour tout idéal maximal m ^e. A tel que Card (A/î") ^4 .

Par réduction module le radical de A, on se ramène au cas où A est un

corps. Si A diffère de 2/22' et Z/5 '2, il existe toujours une .base {x,y} de

P avec q(x) q(y) cp(x ,y ) non nul. Si A == Z/2 ' Z , il n 'y a que deux formes qua-?
dratiques à isomorphisme près, à savoir, ,q(ae,+ be^) •= ab et q(ae + be ) = a +

+ ab + b . Pour la seconde, toute base convient et pour la première il existe un

seul vecteur x tel que q(x) / 0, d'où la restriction A/m./ '3/2 J. Si A/m = Z/5 ;

et si q est hyperbolique, il n'y a que deux droites portant des vecteurs non iso-

tropes et elles sont orthogonales, d'où la seconde restriction, A/m / 3/5 Z'.
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Cela signifie que si q : A -^ A est une forme quadratique non dégéné-

rée, il existe une base {e ,e^} telle que q(xe + ye ) = ax + xy + by2 avec

a inversible dans A et b n'est dans aucun des idéaux maximaux m de A tels

que Card(A/m) >5 . On a donc q(xe^ + ye^) = a(x2 + x.ya"1 + ab(ya~1 )2) et comme

q est non dégénérée, 1 - 4 ab = cp(e ,e )2 - 4 q(e ) q(e ) est inversible. Cela

signifie qu'en prenant pour base de A , e et a e , q(xe + y(ae^) ) = a(x2 + xy +
2 '3

+ ab y ). Considérons maintenant la A-algèbre B = A[t"] avec t -"t + ab = 0. Il
est clair que B est une extension quadratique(séparable) de A (cf . 2 .4 . ) et

que q(xe + y(ae ) ) = a N / (x 1 + y t ) . Inversement soit B une extension qua-

dratique de A. A a, élément inversible de A et à B, on associe naturellement

une forme quadratique non dégénérée q sur A en posant sur B, q ( z ) = a N / ( z ) .

On a donc une surjection de l'ensemble u(A) x 2(A). sur l'ensemble E(A) des

classes d'isomorphismes de modules quadra-tiques de rang 2. Il est facile d'établir

sous quelles conditions deux couples (a ,B) et ( a ' , B ' ) ont même image dans E ( A ) .

En effet, on a 1'isomorphisme de A-algèbres C (B, a N / ) w B et donc il est né-o -D/A
cessaire que B = B' dans 2(A). Ensuite, pour que a N / ^ a' N / il est néces-

saire et suffisant que a et a' appartiennent à la même classe dans le groupe

U(A) /Ng/^ (u (B) ) où N g / ^ ( u ( B ) ) est le sous-groupe de u ( A ) , image de u(B) par
1 ' homomorphisme N - / . .

Ceci nous amène à chercher le groupe û(A) des extensions quadratiques

de l'anneau semi-local A, comme l'a montrée la discussion précédente. Rappelons,
tout d'abord, le lemme suivant (cf . [ 6 ] ) :

Lemme 4.2.5. Soient A un anneau semi-local, a ê A .e_b. 1 un idéal de A tel
que aA + 1 = A. Il existe alors v ê I tel que 'a + v € u (A) .

Lemme 4.2.6. Le groupe 2(A) des extensions quadratiques de A est isomorphe
au groupe G-(A) défini en 2.4.

En effet , une extension quadratique B de A est un A-module projectif
2 5

de type fini et de rang 2, donc B = A[t] avec t - b t + c = 0 et b - 4 c € u (A) .

En appliquant le lemme 4.2.5. à b et à l'idéal 1 = 2A,' on obtient h
dans A tel que b + 2h € u (A) . Considérons alors z = ( t+h)(b+2h)~ 'et B = A[z]

2
avec z - z + d = 0. Ceci nous montre que 1'homomorphisme de groupes abéliens

cp : A(4 ) -» 2(A) défini par cp(a) = A[z] avec z - z + a = 0 est surjectif.
On vérifie alors comme dans 2.4.2. que cet homomorphisme a pour noyau l'image de

A(2) dans A(4) par l'application naturelle x h x - x .

Ceci nous permet de remplacer l'application considérée plus haut de

U(A) x 2(A) dans E(A) par une application de u(A) x A(4 ) dans E ( A ) . Comme
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il y a une certaine indétermination sur l'élément dont on a besoin dans A ( 4 ) » il

est possible de chercher à quelle condition un tel élément peut être pris dans U(A).

On a alors le lemme :

Lemme 4.2.7. ^J_ a C A(4) , il existe b ê u(A) D A(4) tel que a ^ b ont

même image dans G-(A) = 2(A) si et seulement si a n'est dans- aucun des idéaux

maximaux m de A tels que Card(A/m) < 5.

En effet, dire que a et b ont même image dans G-(A) signifie qu'il

existe c ê A(2) tel que b = a + ( c - c ) ( l - 4a). On se ramène en faisant le

quotient module le radical de A au cas où A est un corps et il faut alors mon-

trer qu'il existe c ê A(2) tel que a + (c-c )(l-4a) ^ 0. Si a = 0, il existe

toujours un élément c tel que 1-2c ^ 0 et c-c ^ 0 à condition que Card(A)> 5.

Notons que l'application surjective de u(A) x 2(A) dans E (A) induit

une application de u(A) x 2(A) dans le sous-groupe Br (A) des éléments d'ordre

2 dugroupe de Brauer de A en associant à (a,B) la classe de l'algèbre des qua-

ternions c(a N / ). De plus, cette application est biadditive .(cf. 2.8.). Remarquons

que l'on peut dans cette discussion remplacer u(A) par le groupe quotient

uCAVu^A) car (B,a N / ) ^ (B,ab N / ) quel que soit b inversible dans A.

Nous noterons alors [a,B] pour a Ç n(A), B ê 2(A), la classe de l'algèbrep
C(a N / ) dans Br (A) . On a 1 'homomorphisme de groupes abéliens de (u(A)/U (A))<8

®5 2(A) dans Br (A). Si A est un corps, on obtient des symboles locaux (cf.

[50]» Ch. XIV, § 2 et § 5). Supposons que a € u(A) n A (4 ) . On note a° l'image de

a élément de A(4) dans &(A) = 2(A), c 'est à dire, la A-algèbre B = A[t"l avec

t - t + a = 0 . 0 n a alors le résultat suivant : [a,a°) = 0 dans Br (A) car

a N /. w N /. et la classe de C(N / ) dans Br (A) est nulle.

4.5. INVARIANTS DE STIEFEL-WHITNEY D 'UN PLAN

Nous nous intéressons, comme au paragraphe 4.2., aux applications biaddi-

tives f de I^AVu^A) x ^(A) dans un groupe abélien G telles que f(a,a°) = 0

pour tout a dans u(A) n A(4 ) . On désigne par h (A) le groupe universel défini
?

par les couples (û,f) : c 'est le quotient de (u(A)/U (A)) ̂  2(A) par le sous-
w

groupe engendré par les éléments a <8» a où a décrit u(A) n A(4 ) . Si 2 est
p

inversible dans A, 1'homomorphisme t : 2(A) = &(A) ^ u(A)/U (A) défini par

t(a°) = 1-4a est un isomorphisme et h^(A) est isomorphe au quotient de (u(A)/

/U (A)) <8> (u(A)/U (A)) par le sous-groupe engendré par les éléments a <S> 1-4a =

= x ® 1 -x avec x = 4a et x(l-x) ç u(A). On retrouve ainsi, quand A est un

corps de caractéristique différente de 2, le k^ introduit par <J. Milnor (cf. [55 3).
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Nous allons déduire de la relation ( 1 ) : f (a ,a ) = 0 quelques conséquen-

ces. L'inverse de a dans A(4 ) étant a' = -a(l-4a)~ , on a f(-a(l-4a) ,a )=0

soit, (2) : f ( l -4a , a°) = f (-T,a°) . Soient maintenant a et b dans u(A) n A(4)

et supposons qu'il existe c dans u(A) D A ( 4 ) tel que c° = a * b (on note *

la loi de composition dans ^ (A) ) . On a,du fait de ( 2 ) , f ( - ( l -4aob) ,c°) = 0 soit,

en utilisant la biadditivité de f et la relation ( l ) , (5) : f ( l -4a ,b°) =

= f ( l -4b , a°). Supposons, par exemple, tous les corps résiduels A/m distincts

de 2/2 ^ et de Z/5 .̂ Le lemme 4.2.7. nous dit que tout élément de 2(A) est

de la forme a° où a ê u(A) D A ( 4 ) . En notant encore t l'application naturelle

de 2(A) dans I^AVu^A), la relation (5) s'écrit : ( 5 ' ) : f ( t ( B ) , B ' ) = f ( t ( B ' ) , B )

pour tout couple ( B , B ' ) d'éléments de 2(A) . Remarquons que les relations (2) et

(5) n'entraînent pas engméral ( l ) . En effet , si 2 = 0 dans A, t est l'homomor-

phisme nul et les relations ( 2 ) , (5) et ( 5 ' ) sont trivialement vérifiées.

Pour définir les invariants de Stiefel-Whitney d 'un module quadratique,

nous considérons un quotient g^.(A) de l'algèbre symétrique S /^ ( (u(A) /U ( A ) ) ©

® 2 ( A ) ) par un idéal homogène 1 dont nous préciserons un systèmecfe générateurs

au fur et à mesure. Comme 1 est homogène, g .̂ (A) sera gradué sur (N : g^(A) =
00

= ® g (A) et on pose g (A) = II g (A) le complété de l'anneau g^(A) pour
n € [N n n=0 n

la filtration associée à cette graduation. L'invariant de Stiefel-Whitney sera la

donnée d'un homomorphisme de groupes abéliens -w : WG-(A) -> u(g ( A ) ) , groupe des
60 "

éléments inversibles de g (A), qui s'écrira w(?,q) = 1 + Z w.(?,q) . Du fait
n i=l 1

des résultats du paragraphe 4.2. , il suffira de définir l'image par w des modu-

les quadratiques de rangs 1 et 2 et de vérifier, en prolongeant la définition de

w à W&(A) tout entier par additivité, que ce prolongement ne dépend pas de la

décomposition orthogonale choisie. D'après 4 .2 .2 . , il suffira d'étudier les modules

quadratiques de rang 4 si 2 n'est pas inversible et ceux de rang 2 dans le cas

contraire.

Si 2 est inversible dans A, pour tout a ç u ( A ) , on définit la classe^ _-i -i
de q : A -à A, x ^ ax , comme étant w(q ) = 1 + t (a) où t~ est 1'isomorphis-

me réciproque de t : 2(A) -> uCAVu^A) et t""1 (a) est la classe dans 2(A) de

l'algèbre de Clifford de la forme quadratique q . En rang 2, on a w(q^J» q^) =

== (1 + t'^a^O + t'^b)) = 1 + 1 " (ab) + t~ (a).t"" (b) et nous verrons plus loin,
en regardant directement (i.e. sans hypothèse sur 2) le cas des modules quadratiques

de rang 2, que w(q J. q , ) ne dépend pas de la base orthogonale choisie.

On suppose maintenant que tous les corps résiduels A/m ont plus de trois
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éléments et on ne fait aucune hypothèse sur 1'inversibilité de 2 dans A. Soit
0

(A ,q) un module quadratique de rang 2 et fe ,e } une base dans laquelle q

s'écrit q(xe^ + ye^) = ax + xy + by = a N / (x.1 + a" y t) avec a,b € u ( A ) ,

ab € A(4) et B est l'extension quadratique (ab) (on sait, d'après le paragra-

phe 4.2. , qu'une telle base existe toujours). On pose alors w(A , q ) ) = 1 + ^T +
+ (ab)° + a.(ab)°.

Il est nécessaire de vérifier que cette définition coïncide avec celle

donnée dans le ŒLS où 2 est inversible et il faudra ensuite montrer que w( (A , q ) )
ne dépend que de q.

Pour cela, nous allons commencer à imposer des relations dans g^.(A), la

première étant : ( l ) a . a° = 0 pour tout a dans u(A) D A ( 4 ) . Comme on l'a vu
au début de ce paragraphe, cela implique les relations (2) : 1-4a.a° =~T.a° et

(5) : 1-4a.b = 1-4b.a . De plus, si 2 est inversible dans A, nous imposons la

relation (4) : -1 = t (-1), c'est à dire que nous identifions ^T € I^AVu^A)

avec la classe dans 2(A) de l'algèbre B = A[i] avec i2 + 1 = 0 . Ainsi, si 2

est inversible dans A, -1 + (ab)° est la classe dans 2(A) de A[z] avec
? G? o

z + 0-4ab) = 0 ; si q(xe^' + yep = a 'x + b ' y où [e ' , e '} est une base or-

thogonale pour q, le terme de degré 1 de w ( q ) donné plus haut est t ~ 1 ( a ' b ' ) .
Le calcul du discriminant de q, suivant les deux bases [e,,e^} et { e ' , e ' } , donne

a ' b ' = -0-4ab), soit l'égalité -1 + (ab)° = t~ ( a ' b ' ) d 'où la cohérence pour le
premier terme w . ( q ) .

Il faut maintenant comparer les seconds invariants t~ ( a ' ) . t ~ ( b ' ) et

a.(ab) . Pour montrer qu'ils sont égaux, nous sommes amenés à imposer dans g (A)

la relation (5) : B.B' = t ( B ) . B ' = t ( B ' ) . B pour tout couple ( B , B ' ) d'éléments

de 2(A). Avec les notations précédentes t~ ( a ' ) t~ ( b ' ) = a ' . t" ( b 1 ) = a ' .

.1 ( -a 'b ' ) = a ' . ( a b ) . Il s'agit donc de montrer que a . (ab)° = a ' ( a b ) ° ; comme q

est proportionnel à N / pour B extension quadratique de A, a' = a N / ( z )

avec z € U(B) et il suffit de montrer que N / ( z ) . B = 0 dans g^.(A) ce que
nous ferons plus loin.

Remarques, (i) Les relations (2) et (5) donnent dans g^(A) la relation ( 5 ' ) :

B.B = t ( B ) . B = -1.B pour tout élément B de 2(A) . (ii) La relation (5) a une

justification algébrique simple : le second invariant w (q) est lié à l'algèbre
de Clifford et ce que l 'on souhaite obtenir en faisant le produit de deux extensions

quadratiques dans g^.(A) c 'est la classe de l'algèbre de Clifford C ( ( B , N )J_

l ( B ' , N g , ) ) . On doit avoir la formule w ^ ( ( P , q ) l ( P ' , q ' ) ) = w^( (P ,q) ) + w^( (P',q-) ) +

+ w ^ ( ( P , q ) ) w ^ ( ( P ' , q ' ) ) et on sait que dans Br^(A) , C ( ( ? , q ) JL ( P ' , q ' ) ) - = C ( P , q ) .+

+ C ( P ' , q ' ) + C ( ( B , N g ) J . ( B ' , N ^ ) ) . Ainsi on a C ( ( B , N g ) . L ( B ' , N ^ , ) ) = C ( B , t ( B ' ) î ^ ) =



= C ( B ' , t ( B ) N , ) (cf . suite au théorème 2 .8 .12. ) , ce qui explique la relation (5 ) .

Notons que l'homomorphisme 2(A) 0 2(A) -^Br ( A ) , induit par l'application
B x B' (^ C ( ( B , N ) 1 ( B ' , N , ) ) , se factorise de deux façons différentes par l'ho-

momorphisme de groupes abéliens : (u(A)/U ( A ) ) <8 3(A) î- Br ( A ) , a ® B i-» [a,B).
Nous avons alors le carré commutatif :

t <8) id ,,., ^ ,
2 ( A ) ^ 3 ( A ) ———————^————> (^AÎ/U^A)) ^ 2(A)

^(A) ^ t | f

2(A) 0- (UCAVU^A)) ——————————> B r f l )

II nous reste à montrer maintenant que N / ( z ) . B = 0 dans g (A) si
z ç U ( B ) . Notons que cela montrera du même coup que la définition donnée plus haut
pour w ( q ) ne dépend pas de la base je ,e } choisie.

En effet, changer de vecteur e revient à remplacer a par a ê u(A)
tel que a N- ^ a N , c 'est à dire, o ? = a N - ( z ) et w B = a B + N ( z ) .B où

-D -D r> B
z 6 U ( B ) . Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 4.5.1 . Si tous les corps résiduels A/m sont dfférents de ' S / 2 . 'S , Z/5 J,

et Z/5 ^ alors pour tout élément B ^e_ 2(A) et pour tout z inversible dans
B» on a N^(z)".B = 0 dans g^.(A).

Supposons d'abord Tr / ( z ) inversible et B = A[z]. Si y =

= ^(^B/A^2^"1 » B = A^] avec y ^ - y + d ^ O et d = T ^ B/A^ Z ^~ 2 N B/A^ Z ^ est in~
versible. On a donc N / ( z ) . B = d .N = 0 car B = d°.

•» n

Dans le cas général, soit B = A[x] avec x - x + a = 0 , a € u(A) n A(4)

et z = a + P x tel que ^ /A^) = Q/ + Q / P + a P est inversible. Soient h -dans

A(2) et y dans B tels que x = (1 - 2h.)y + h ; alors B = A[y] avec y2 - y +

+ (a-h+h )(l-2h)=0.Posant d = N g / ^ ( y ) , on a d.B - 0 d'après le cas précédent si
a-h+h2 ç U(A) et donc N / ( z ) . B = N / ( y z ) . B .

On va montrer que, dans"les conditions du lemme, il existe h tel que

B = A[yz] avec Tr(yz) € u(A) et a-h+h2 € u(A) : appliquant à nouveau le premier

cas, on en déduird le lemme. Or, yz = (» + @ ( l - h ) ) y - d P(l-2h) et Tr(yz) =
= a + ^(1-h) - 2d Ç(l -2h) . L'élément h cherché doit donc satisfaire'aux- conditions



suivantes : (i) 1-2h € u(A) ; (ii) a-h+h2 ê u(A) ; (iii) » + ^0-h) € u(A) ;

(iv) Qf + 3(1-h) - 2dP(l-2h) € u(A) avec d = (a-h+h2)(1-2h)~2 et Q', 3 ê A tel

que o^ + Q'P + a 0 ê u(A). Pour trouver h dans A, il suffit de le trouver dans

chaque corps résiduel. Supposons donc que' A est un corps de caractéristique 2 :

(iii) et. (iv) sont les mêmes et (i) est automatiquement vérifiée.Pour (ii), il

suffit de prendre h = 0 ou 1 et il est clair que l'une des deux valeurs convient

pour (iii) car on ne peut avoir à la fois Q4-9 et o/ nuls. En caractéristique dif-

férente de 2, la condition (ii) exclut deux valeurs de h ; les autres conditions

en excluent une. Il suffit donc que le corps considéré ait plus de cinq éléments,

d'où la restriction signa.lée dans le lemme.

Remarques, (i) La réciproque de ce lemme est claire : soit a € "!j(A) tel que

a.B = 0. Du fait de l'homomorphisme de (u(A)/U (A)) <S- 2(A) dans le groupe de

Brauer de A, C(a N / ) = 0 dans Br (A). Ainsi, les formes quadratiques a N-/.

et N /. ont même discriminant et même algèbre de Clifford et sont donc isométri-

ques. Il en résulte que a == N / . ( z ) pour un z ê u(B).

(ii) Nous venons de voir que l'invariant de Stiefel—Whitney d'un espace

quadratique de rang 2 est bien défini. La suite de la proposition 2.7.5. nous dit

alors que si w(Q) = - w ( Q ' ) , Q et Q' sont isométriques.

4.4. L'INVARIANT DE STIEFEL-WHITNEY POUR UN ESPACE QUELCONQUE

Dans le paragraphe précédent, nous avons défini w(P,q) pour tout

A-module quadratique (P,q) de rang inférieur ou égal à 2 ; en vertu de 4.2.2.,

c 'est suffisant si 2 est inversible dans A. Dans le cas général, il est néces-

saire de montrer que si (?,q) = (P. ,q. ) -L (?^,q^) = (P>j',^') L (P^.q^) est un

A-module quadratique de rang 4, w(P,,q,) w(P ,q ) = w(P ' ,q ' )w(? ' , ,q') et ainsi

w(P,q) sera défini sans ambiguïté. On sait que l'on peut toujours se ramener au

cas où P. n P' = Ax où x est unimodulaire et q(x) inversible dans A. Soit

alors { e . , f . } (resp. [e'.,f'.} une base de P. (resp. P'.) fournie par le lemme
1 1 j J J

4.2.4. On suppose, vu ce qui précède, que e' = e. et on a alors f = f + a(e. -

- 2q(e ) f.) + p avec p^ ê p Supposons tout d'abord que q(p?) soit inversible

dans A. On peut alors choisir p = e et e - 2q (e^)f^ peut être pris comme

e' car il est bien orthogonal à e - e' et à f et, de plus, q(e ' ) =

= q(^)(l-4q (e^)q( f^ ) ) C u(A). Posons ^ = (q(e^)q(f^) )° et ô^ = (q(e^)q(fp? €

€ G(A) = 2(A) et soit P définie par ô ' = ô o ^ (et 6 ' = 6 o P car ô o 6 =

= ̂  o op. On trouve P = (0-40^ )"1 q(e^ )q(e^) + aq(e^ ) - a^e^ )2)0 et on a

w(P^ ,q^ ) = 1 + ^T + 6^ + q(e^ )ô^ , w(p^,q^) = 1 + ~^ + ô^ + q(e^)ô , w(p^ ' ,q ' ) =
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= 1 + ^ T + Ô ^ o (B + q ( e ^ ) ( ô ^ o 0) et w(P^,qp = 1 + "̂T + 6^ o P + q(ep(ô^ o 3).

Calculons w(P^ , q ^ ) w(P ,q^) - w ( p ^ , q ^ ' ) w(P^,qp dans g^.(A). Comme il

s'agit d 'un anneau gradué, on regarde en chaque degré, ici 2, 5, ou 4. Remarquons

que q ( e ^ ) ô = q ( e _ ) ô et en degré 2 on a P ( ô o ô o P + q(e ) q ( e _ ) ) soit en

utilisant la formule ( 5 ) , P(1-4Ô )q(e )q(e )'. Or P n 'est autre que l'extension
p l 1 c.

quadratique B = A[z] avec z - z + 0 = 0 et pour montrer que P.u = 0, il suffit
de voir que u = N / ( v ) , v € A[z]. Or, N (b+cz) = b2 + bc + 3c2 et on a donc à

résoudre b + bc + c @ = 0-40.)q(e ) q ( e ^ ) dont une solution est donnée par b =

= -(1-40.) aq(e ) et c = 1-46. . En degré 5, on a 3(ô o 6 o P + ^T)q(e ) q ( e ' ) .

Du fait de la nullité du terme de degré 2, ceci est égal à P(ô o ô o P + ^T)ô o

o 6 o 3 ce qui fait 0 d'après la formule ( 5 ' ) . En degré 4, on-trouve P(ô. o ô o

o 0) q ( e . ) q ( e ' ) soit P q ( e , ) q ( e ' ) q ( e , ) q ( e ' ) . Pour queœ-terme s'annule, nous

imposons une nouvelle relation (6) : (a) = -1 a pour tout a € u (A) . Ceci donne,

en particulier, (a ^ = a (t> ) pour a et b parcourant u(A) et montre que le

terme de degré 4 est nul.

Pour montrer que l 'on peut toujours supposer q ( p ^ > ) inversible, nous

allons démontrer le lemme suivant, avec les notations introduites ci-dessus :

Lemme 4.4.1 . Il existe x = x + x , x. € p . ( i = 1 , 2 ) vérifiant les conditions :

(i) q(x^ + p^) € u(A) ; (ii) le sous-module P" engendré par e. et f + p +

+ x + x est non dégénéré et cp(e ,x ) = 0 ; (iii) y = x - a(e - 2q(e )f ) € P' ;

(iv) ,q(y) € U(A).

En admettant ce lemme, (?,q) s'écrit (P",q")j. (P" ,q") . Les résultats

ci-dessus s'appliquent aux couples de décompositions orthogonales de ( P » q ) »

( P ^ q ^ ) - L (P^) et (P ; ' , q^ ) JL(P^q^) , ( P ^ , q ^ ) ± (P^-q? et (?',',q;')-L (P^ ,q^)
car q(x^ + p^) 6 u ( A ) , q(y) € u(A) et f^' = ( f ^ + x^ ) + (x^ + p^) =^' + y. On

a donc w(P ,q ) w(? ,q ) = w ( P ' , q ' ) w(P* , q ' ) ; reste à démontrer le lemme. La con-

dition (ii) donne x^ = e^ - 2 q ( e ^ ) f ^ et 1-4q(e ) q ( f ^ + x^ + x + p^) ê u (A) .

Pour (iii), y étant toujours orthogonal à e = e ' , on a la seule condition

cp(y, f ) = 0, soit cp(x ,p ) + (o'-a)(l-4ô ) ( t -2aq(e ) ) = 0. Pour trouver x, on est,

comme on l 'a déjà vu, ramené au cas où A est un corps. Si A est de caractéris-

tique 2, (P" ,q") est toujours non dégénérée, x = <s e et on a alors le système des

trois relations :

( 1 ) cp (x^ ,p^ ) = a - a

(2) q(p^) + q(x^) ^ a - »

(5) (a-^)2 q ( e ^ ) + q(x^) ^ 0.
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Si p = 0, on prend a = ^ et x ç P tel que q(x ) ^ 0. Si P ^ 0, soit

x' € P tel que cp(x ' ,p ) = 1 . La relation (1 ) donne x = (a-oQx' + \ p et on

obtient alors deux inéquations F,(^,a-o0 ^ 0 et F (\,a-e') ^ 0 où F, et F

sont deux polynômes quadratiques : il est alors facile devoir que si Card(A) > 2,

le système possède toujours une solution, d'où 0' et ^. En caractéristique diffé-

rente de 2, on a trois inéquations qui possèdent une solution pourvu que A ait

au moins 6 éléments.

Pour résumer, nous avons obtenu le résultat suivant : soit A un anneau

semi-local dans lequel ou bien 2 est inversible, ou bien pour tout idéal maximal

m de A, Card(A/in) / 2, 5 et 5. Alors il existe un homomorphisme w : W&(A) -»

^u(g-,(A)) où g_(A) est le complété de l'anneau gradué g (A) = S_A- -(u/U^A) ®
I " 0 W/ <- /&

®2(A)) / I et où 1 est l'idéal de l'anneau S / (v/V (A) © 2(A)) engendré par

les éléments de la forme :

0) a.a pour a parcourant U(A) H A(4) ;

(4) 3T - t~1 (^T) si 2 € U(A) ;

(5) B.B' - t(B).B' pour B et B' parcourant 2(A) ;

(ô) a - -1 .a pour a parcourant u(A).

L'homomorphisme w est fonctoriel. En effet, si A t-» B est un homomorphisme

d'anneaux semi-locaux et si A vérifie les conditions indiquées plus haut, alors

B les vérifie aussi. De plus, comme U/U et 3 sont des fondeurs de la caté-

gorie des anneaux commutatifs à élément unité dans celle des groupes abéliens, il

existe un morphisme naturel de g-(A) dans ë-W et il est clair que l'applica-

tion qu'on en déduit de u(g (A)) dans u(g (B)) fait commuter le diagramme :

W G ( A ) ————————————> W G ( B )

u(g^A)) ————————————>IJ(g^B)) .

p
Remarques, (i) En caractéristique 2, t : 2(A) -•» U/U (A) est l'application nulle

et on a B.B' = 0 quels que soient B,B' ê û(A). Ainsi, w.(P,q) = 0 pour tout

A-module quadratique (?,q) et pour tout i ^5. Dans le cas d'un corps, on obtient

des classes de Stiefel-Whitney sans supposer le corps parfait (cf. [47]).

(ii) Si t : 2(A) ^ U/U^A) est surjectif, (6) peut être supprimé. En

effet, nous avons besoin de B.a = B -î a. Or, si a = t (B ' ) , une application'*ré-

pétée de (5) et ( 5 ' ) donne la relation voulue.
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