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INTRODUCTION

Aprés les travaux de Hasse sur 1l'arithmétique des formes quadratiques
sur les corps de nombres algébriques, c'est H. Witt qui a fondé la théorie algé-
briques des formes quadratiques sur un corps quelconque, le cas particulier de la
caractéristique 2 étant étudié par C. Arf quelques années plus tard. Le discrimi-
nant et 1'algeébre de Clifford sont des invariants des formes quadratigues ;

C.T.C. Wall combine ces deux invariants en un seul en introduisant, pour un corps,
le groupe de Brauer gradué. Pour suivre le développement de la théorie algébrique
des f ormes quadratiques sur un corps, le lecteur peut consulter les livres de

T.Y. Lam et F. Lorenz cités dans la bibliographie.

En ce qui concerne la théorie des formes quadratiques sur un anneau quel-
conque, elle a été développée d'une part par H. Bass, d'autre part par A. Micali
et 0.E. Villamayor. Le premier, dans des notes du Tata Institute de 1967, a généra-
lisé les constructions de C.T.C. Wall au cas des anneaux & l'aide des suites exactes
de la K-théorie algébrique. Utilisant la notion de foncteur cofinal pour les espaces
hyperboliques et les algdbres d'endomorphismes de modules projectifs ZV(2)—gradués
il construit ainsi un homomorphisme du groupe de Witt d'un anneau A <dans le groupe

de Brauer-Wall (ou groupe de Brauer gradué) de A.

Dans le méme temps, A. Micali et 0.E. Villamayor étudien$ 1les algdbres
de Clifford des modules quadratiques sur un anneau et construisent 1'image du groupe
de Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall. Dans un article ultérieur, H. Bass
étudie les liens entre algdbres de Clifford et norme spinorielle (K-théorie du groupe

orthogonal développée aussi par A. Bak).

Dans ce fascicule, les deux premiers chapitres sont consacrés & la cons-
truction explicite des deux invariants d'une forme quadratique : discriminant et
algeébre de Clifford. Les chapitres 3 et 4 concernent des problémes algébriques liés

4 des questions classiques de géométrie sur les espaces euclidiens et les sphéres.

Plus précisément le but du premier chapitre est d'étudier la catégorie
des modules quadratiqueé sur un anneau commutatif arbitraire, d'introduire le
groupe de Witt-Grothendieck et le groupe de Witt et de donner quelques illustrations

34 1'aide de cas simples pris parmi les corps ou certains anneaux, par exemple aux

paragraphes 11, 13, 14 et 15.

Dans le chapitre 2, nous définissons l'algébre de Clifford et montrons

que l'algebre de Clifford d'une somme orthogonale est le produit tensoriel gradué



des algébres de Clifford de chaque facteur. Ensuite nous étudions en détail la
structure de module de cette algébre. Les paragraphes 2.4 et 2.5 décrivent le
groupe des extensions quadratiques de A dans les cas gradué et non gradué ,
groupe qui sert & définir le discriminant. La présentation s'inspire directement
des travaux de 0.E. Villamayor et A. Micali et de l'article de C. Small cité dans
la bibliographie. Les paragraphes suivant commencent par des rappels, réduits au
minimum, sur les algdbres d'Azumaya (ou centrales séparables). Ensuite, nous étu-
dions le centre et la séparabilité de l'algdbre de Clifford et de sa composante
homogéne de degré 0, suivant le rang modulo 2 du module quadratique. Ensuite on
étudie particuliérement les algébres de quaternions qui permettent au dernier para-
graphe de décrire, de fagon trés précise, la loi de groupe dans le groupe de
Brauer-Wall, c'est & dire la relation entre 1'algdbre de Clifford d'une somme or-
thogonale et celle de chaque facteur. Le groupe 'R(A) est 1'image ¢ sroupe de

Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall de A.

Dans le chapitre 3, nous rappelons les résultats de Eckmann et Whitehead
sur les r-produits vectoriels dans 1l'espace euclidien En et cherchons les modules
quadratiques sur un anneau dans lequel 2 est inversible qui possédent un r-produit
vectoriel, la réponse étant pratiquement compléte. Ensuite nous construisons les
variétés de Stiefel algébriques et étudions la factorialité de 1l'anneau de la
sphére sur un corps. Nous donnons ainsi une solution simple & un probléme de R.
Fossum (résolu de fagon indépendante et compliqué par Ogama). Ensuite nous faisons
des remarques sur un analogue algébrique de la parallélisabilité des spheéres topo-
logiques.

Le quatriéme chapitre est consacré aux invariants de Steifel-Whitney
des modules quadratiques sur un anneau semi-local (cf. [447). Le cas des corps est
a8 & A. Delzant et Scharlau et celui des anneaux locaux & E. Hornix. Nous en donnons

ici une construction plus simple & plusieurs égards.

Tout au long de ce travail, nous nous sommes efforcés d'utiliser des
méthodes élémentaires dans la résolution des problémes abordés. De plus, nous

avons utilisé, de facon systématique, les méthodes d'algébre commutative.

Qu'il nous soit ici permis de remercier tous ceux qui ont collaborés a
la bonne mise en forme de ce travail. Nous remercions également Madame J. CELLIER
et Monsieur J. MEYRAN, du secrétariat Mathématique de 1'Université de Montpellier II,

pour tout le travail matériel fourni en vue de la préparation de ce fascicule.

A. MICALI - Ph. REVOY
Montpellier, le 23 Novembre 1979.



1. LE GROUPE DE WITT

Tout anneau est commutatif & élément unité, tout morphisme d'anneaux est
unitaire et tout module est unitaire. Désignons par Ann la catégorie des anneaux,
par Mod celle des modules et par Mod(A) celle des A-modules, ou A est un

anneau fixé.

1.1. APPLICATIONS QUADRATIQUES.

Soient A un anneau et M et N deux A-modules. On dira que q : M =+ N
est une application A-quadratique si les conditions suivantes sont vérifiédes :
A Q1) pour tout (a,x) € A x M, qla x) = R a(x) ; A Q 2) 1'application
@ : MxM->N définie par (x,y) p a(x+y) - a(x) - a(y) est A-bilinéaire, néces-

sairement symétrique. On dira que ¢ est l'application A-bilinéaire symétrigue

associée & q.

Si q : M > A est une application A-quadratique, on dira aussi que q
est une forme A-quadratique et que ® : M x M > A est la forme A-bilinéaire symétri-
que associée & q.

Considérons la catégorie C dont les objets sont les quadruplets (A,M,q,N),
ou (A,M) et (A,N) sont des objets de Mod et q : M -» N est une application
A-quadratique ; les morphismes sont les triplets (f,g,h) : (4,M,q,N) » (4',M',q',N'),
ou (f,g) : (A,M) > (A',M') et (f,h) : (4,N) - (A‘,N') sont des morphismes de Mod

rendant commutatif le diagramme :

q
My —>

N

g h
v ' ~
MI _ﬁﬂN’

I1 est clair que si (f,g,h) : (A,M,q,N) =+ (A',M',q',N') est un morphisme
de C 1le diagramme

M —F—— y

est commutatif, oi ¢ (resp. ®') est l'application A-bilindaire (resp. A'-biliné-

aire) symétrique associée & q (resp. q').



Réciproquement, la commutativité de ce dernier diagramme n'entraine pas,
en général, que (f,g,h) : (4,M,q,N) = (4',M',q',N') soit un morphisme de C. Par
contre, il en est bien ainsi si 1l'homothétie définie par 2 dans N' est injective.

Ceci nous dit que, engénéral, on a

Homg, ((a,M,q,N), (a',M',q',N")) 2 Hom, = (a,4") x HomA(M,M') x HomA(N,N').
Si 1l'on fixe 1l'anneau A, on notera C(A) la sous-catégorie de C dont
les morphismes sont de la forme (idA,g,h) : (4,M,q,N) » (A,M',q,N'), o geth
sont des applications A-linéaires rendant commutatif le diagramme :

q
M —>N

g h

- q' N

MI —-——$N|
Si de plus, on fixe aussi le A-module N, on notera C(A,N) 1la sous-caté-
w ¢ (AM,q,N) -

(A,M',q,N), i.e., g est une application A-linéaire rendant commutatif le diagramme:

gorie de C(A) dont les morphismes sont de la forme (idA’ g, id

M ——g————> Ml
\;\\\\ K//4;r
H
N

En vue de simplifier 1'écriture, on notera (f,g) = (f,g,idN), g =
= (idA’ g, idN) et (M,q) = (4,M,q,N) € b C(A,N) si aucune confusion n'est &
craindre.
Soient (M,q) et (M',q') deux objets de C(A,N). On définit
(M,q) L (M',q') =(M®N', ¢®q'), o ¢g®q' : M®N' >N est l'application
A-quadratique définie par (x,x')m q(x) + q'(x'). Les injections canoniques
J: Mo MNO®N et j' : M'< MM nous fournissent des morphismes de C(A,N)
rendant commutatif le diagramme .
%3
MxM —> (M®N') x (MeM)

0~ G

ou " est l'application A-bilinéaire symétrique associée i 1l'application A-quadra-

tique q ®q', i.e.,0"((x,x'), (y,5")) = o(x,y) + ¢'(x',y'), quels que soient



T

Xy, €M et x',y' €M' ou o (resp. @') est l'application A-bilinéaire symétri-

que associée & q (resp. g'). De plus, quels que soient g : (M,q) » (M",q") et
g': (M',q') > (M",q"), morphisme de C(A,N) rendant commutatif le’ diagramme

gxg'
Mx M ———> N" x M"
N
N
0~ "
AN
AN
N\ 4
N

N

ol " est l'application A-bilinéaire symétrique associde & q", il existe un
unique morphisme g" : (M,q) L (M',q') » (M",q") de C(a,N) rendant commutatifs
les diagrammes :

On dira que (M,q)L (M',q') = (M ® MU', ¢ ® q') est la somme orthogonale
des objets (M,q) et (M‘,q'). Nous venons de démontrer que la somme orthogonale
(M,q) L (M',q') est un objet initial, donc 1l'objet initial (& isomorphisme prés)
de la catégorie suivante : les objets sont les couples de morphismes de C(A,N),

1
((M,q) B> (m,q"), (M',q') —E—> (M",q")), rendant commutatif le diagramme

gxg'
Mml -——ﬁ M"XM"

0~ "

o @" est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q" et ol les morphismes
h: (g,g') = (g1,g{) sont les morphismes h : (',q") = (M?,q?) de C(A,N) tels
que h o g = g, et hog'-= g{

Proposition 1.1.1. La somme orthogonale munit C(A,N) d'une structure naturelle

N

de catérogie monoidale & objet nul.

En effet, définissons les foncteurs L : C(4,N) x C(4,N) - ¢(a,N),
((m,Q),(M",q")) » (M,q) L (1',q") et T : €(4,N) x C(4,N) - C(a,N) x C(a,N),
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((M,q),(M',q')))» ((m*,q'),(M,q)) (foncteur transposition). I} est trivial de véri-
fier qu'il existe des isomorphismes naturels | o (J_x Idc)’g.l.O(IdC X_L) et

yofl ~ L. De plus, si 1'on considére le foncteur F : C(A,N) - C(a,N) x C(4a,N),
(M,q) - ((M,q),O), ou O est 1l'objet nul de C(A,N), alors il existe un isomorphis-

me naturel L oF =~ Idc. La proposition est donc démontrée.

1.2. APPLICATIONS QUADRATIQUES ET PUISSANCES DIVISEES

Pour tout A-module M, désignons par F2(M) le sous-A-module des éléments
homogénes de degré 2 de l'algébre I'(M) des puissances divisées . Cet

A-module est solution du probléme universel suivant : il existe une application

A-quadratique vy : M - FZ(M) telle que pour toute application A-quadratique
g : M~ N, il existe une application A-linéaire et une seule a : F2(M) - N rendant

commutatif le diagramme :

Pour le construire, on procéde comme suit. Soient M un A-module, TZ(M) =M Qk M,

(ex) €n la base canonique du A-module libre A(M) et R le sous-A-module de
X
A(M) X Tz(M) engendré par les éléments de la forme

(ex+y me e - X ® y)
2
(e, — 8% en 0)

ou x,y €M et a € A. Notons FE(M) = A(M) X T2(M)/R le A-module quotient et

M)

Y : M= A X TZ(M) — r (M) 1l'application (évidente) composée., Montrons

2
que vy : M Fz(M) est une application A-quadratique. En effet, vy(ax) = c(ea x,O) =
= c((ea x a2 e 0) + (a2 ey 0)) = a2 v(x), quels que soient a € A et x € M.
De plus, y(x+y) - v(x) - ¥(y)= C(ex+y - ey ey 0) = 0((ex+y me e, ~x® y) +

+ (0, x®y)) =c(0, x®y), quels que soient x,y € M. Ceci nous dit que 1'appli-
cation MxM - F2(M) définie par (x,y) b y(x+y) - y(x) - v(y) est A-bilinéaire.

Soient maintenant q : M - N une application A-quadratique et
@ : MXM -» N 1'application A-bilinéaire symétrique associée & q. Il existe une

unique application A-linéaire g : TZ(M) - N qui rend commutatif le diagramme



V. 7
1, (M)

ou la fléche verticale est canonique. D'autre part, il existe une application

A-lindaire f : A(M) = N donnée par L a e p b a_ a(x), donc une unique

x€e€m * % x €M
()

application A-linéaire fxg : A X TZ(M) - N vérifiant (fxg) (ex, y ® z)’=
= q(x) + o(y,z), quels que soient x,y,z € M. Comme (fxg) (R) = 0, il existe une

unique -application A-linéaire q: FZ(M) - N telle que le diagramme

(M) fXg
A X TZ(M) —_— N
A
7
[¢] 7 ’
L
o a
v -
r,(m)

q
M —>N
A
//
Y =
- q
V] ,

est commutatif. Pour montrer 1l'unicité de q vérifiant q o y = q, il suffira de

démontrer que 1'ensemble {y(x)}xeM engendre FZ(M) en tant que A-module et pour
ce faire, il suffit de voir que quels que soient x,y,z € M, on a c(ex,y ® z) =
= v(x) + v(y+z) - v(y) - v(2).

Une autre construction de FZ(M) consiste & passer par les puissances
symétriques. En effet, désignons par R le sous-A-module de A M X SZ(M) engen-

dré par les éléments de la forme
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ou x,y €M et a €A, par Fz(M) = A(M) x SZ(M)/R le A-module quotient et

Y: M- A 1) X SZ(M) - Fz(M) 1l'application (évidente) composée ou S.(M) désigne

2
la deuxidme puissance symétrique du A-module M et V le produit symétrique. Il
est clair que Yy : M = FZ(M) est une application A-quadratique et que F2(M) est

encore solution du probléme universel posé au début.

1.3. EXTENSION DES SCALAIRES

Soient A un anneau, q : M - N une application A-quadratique,
@ : MXN -+ N 1l'application A-bilinéaire symétrique associée & q@ et R un sous-
A-module de M. On dira que q est constante modulo R si la relation x =y
(mod R), avec x,y € M, entraine q(x) = q(y). Les assertions suivantes sont de
vérification immédiate : (i) q est constante modulo R si et seulement si quels
que soient x €M et y €R ona q(x+y) =a(x) ; (ii) si q est constante
modulo R, alors q(y) =0 pour tout y €R ; (iii) si q est constante modulo
R ona ¢(x,y) =0, quels que soient x €M et y €R ; (iv) si o(x,y) = 0
quels que soient x €M et y € R et si 1'homothétie définie par 2 dans N est

injective, alors q est constante modulo R.

Soit donc q : M » N constante modulo R et définissons q : M/R -» N
par X m q(x), o % € M/R désigne la classe de x € M modulo R. Il est clair
que q est bien définie et est une application A-quadratique ; q est 1'unique

application A-quadratique rendant commutatif le diagramme

M/R”

ol la fldche verticale est l'application A-lindaire canonique. Si @ : (M/R) x
x (M/R) » N est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q, alors

#(x,¥) = o(x,y), quels que soient X,y € M/R.

Pour toute application A-quadratique q : M - N, on définit le noyau de
q comme étant le sous-A-module de M défini par Ker(d) = {x | x €M, q(x) =0
et o(x,y) =0, Yy €M}, o @ est l'application A-bilinéaire symétrique associée

4 q. Pour chaque y €M, considérons 1'application A-lindaire ¢ : M - N définie

y
par x b @(x,y). Il est clair que Ker(q) = {x | x €M, q(x) =0} N (/\ Ker(wy) .
y €M

Si 1'homothétie définie par 2 dans N est injective, 1'équation 2q(x) = wx(x) =0

entraine q(x) =0, i.e., Ker(q) = f’\ Ker(p ).
y €M ¥



Les assertions suivantes sont encore faciles & établir : (v) qQ: M=N
est constante modulo R si et seulement si R C Ker(q) ; (vi) si g : M- N est
constante modulo R et si q : M/R = N est l'application A-quadratique obtenue

par passage au quotient, alors Ker(g) = Ker(q)/R.

Lemme 1.3.1. Soient q : M= N une application A-guadratigue'et @ : MxXN -» N

'application A-bilinéaire symétrique associée & q. Pour toute famille (xi)iEI

d'éléments de M et pour toute famille (ai)iGI 4 support fini d'éléments de A,

ona o & a, x,) = alx;) + T a a e(x;,x.), ob T désigne la
i€r *+ 1 1€I {i,3p * Y J {i,3}

somme étendue aux sous-—ensembles {i,j} de I & deux éléments.

On peut supposer, dans la démonstration, que I est un ensemble fini et,
par récurrence sur le nombre d'éléments de I, que I a deux éléments. Mais dans

- 2 2
ce cas, on a trivialement q(a1 X +a, x2) = a] q(x1) + a q(xz) +a, a, m(x1,x2).

Lemme 1.3.2. Soient L un A-module libre, (ei)ieI une base de L sur A et

- : Vg2
N un A-module. Pour toute famille (yij)(i ) € IxI d'éléments de N telle que

yij = yji quels que soient i,j € I, il existe une unigue application A-guadrati-
que q : L = N vérifiant les conditions q(ei) =y;, Dour tout i €1 et ¢(ei,ej)=

=¥;; Dour tout (i,5) € IxI, oi ® : L x L » N est 1'application A-bilindaire
symétrique associée & q.

En effet, pour tout x = £ a, e, €L ona q(x) = T a2 ale,) +
. ii . i i
i€l i€1

+ z a, a w( e.) = b3 a. a,y.., d'ou 1l'unicité de q.
{i,5p * %3 (i,5) € xx * 9 1
Ence qui concerne l'existence de q, on commence par munir I d'une struc-

ture d'ensemble totalement ordonné. Pour toute famille (yi.) d'éléments de N

telle que yij = yji pour tout (i,3) € IxI, il existe une famille (yij) d'é1é-

ments de N vérifiant les conditions y!, = y.. pour tout i € I et y!. + y'.. =
ii ii ij Ji

yij pour tout (i,j) € IxI, i % j. En effet, il suffit de choisir yij = yij si

i<j, y;j =0 si 1i>]j et yii = V40

Considérons maintenant 1l'application A-bilinéaire ¢ : LxL = N définie
par (ei,e.)|4 yij et soit q : L - N 1'application A-quadratique définie par
- B T .
x P 4(x,x). Il est évident que q(ei) = W(ei,ei) =y}, =v;; pour tout i €I et
= - - = = vt [
e @(e,e,) = ale;+es) - aley) q(ej) 'J'(ei,ej) +¥egiey) = yis v vy = vy
pour tout (i,j) € IxI it 3.

Théoréme 1.3.3. Soient f : A - A' un morphisme de Ann et gq : M » N une appli-
cation A-quadratigue. Il existe une unique application A'-quadratique

q' : A' ®A M - A' ®A N rendant commutatif le diagramme :
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L'unicité de q' est triviale. En ce qui concerne l'existence, la démons-

tration sera faite en deux étapes, ol l'on examinera d'abord le cas libre.

Supposons donc que M soit un A-module libre de base (ei)i€1 et posons

Vii = q(ei) pour tout i €1 et Viy = w(ei,ej) pour tout (i,j) € IxI, i # J,

ol ¢ est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q. D'aprés le lemme

1.3.2.,, i1 existe une unique application A-quadratique q' : A' 81 MaA Sk N

vérifiant les conditions q'(1' ® ei) =1'® y;; pour tout i €I et 9'(1'® ei;

iI'® ej) =1'Q® yij pour tout (i,j) € IxI, i # j, ou ®' est l'application

A-bilinéaire symétrique associde & q'. Si x = I a; e €M, ona 1'®x =
i€l
= % fla.) 1" ®e.), donc q'(1' ® x) = b fla,) fla.)(1'® y,.) =
i€r  * * (1,3) € Ix1 * J 1
=1'Q® bN aja,y,5 =1 ® q(x), i.e., (1" ® x) =1' ® q(x) pour
(i,3) € IxI 47
x €M,

tout

Le A-module M est maintenant quelconque et écrivons-le comme quotient

d'un A-module libre L :

g
L M >0
\\
.
qo ~ q
N E

D'aprés le cas libre, il existe une unique application A'-quadratique

qé : A! ﬁk L =A"' €k N rendant commutatif le diagramme ;

q
L o >N
f ® id i
i L f® 1dN
v Qé V)
1 R T e = A
A Sh L ' A Qh N
. . ' ' 1'Qg
Si maintenant on note R' = Ker (A @k L —

A ®, M), il est clair que q) est

constante modulo R', ou encore, R' C Ker (qé). Par passage au quotient, il existe



une unique application A'-quadratique q' : A’ ®A M-A' ®A N rendant commutatif

le diagramme :

idA‘ g
0 —/>R' > A @h L —A! @h M—>0
1 ‘/’
a4, _-q!
v L///
1
A @h N

I1 s'ensuit que pour tout x €M, ¢'(1' ® x) = 1' ® q(x).

1.4. FORMES ET APPLICATIONS QUADRATIQUES NON DEGENEREES

Soient q : M =» N une application A-quadratique, ¢ : MxN -» N 1'applica-
tion A-bilinéaire symétrique associde 3 gq et d_ : M =~ HomA(M,N) l'application
A-linéaire définie par x m (y v @(x,y)). On dira que l'application A-quadratique
g : M =N est non dégénérée si l'application A-lindaire d_: M - Hom, (M,N) est

~ A
injective et que q est strictement non dégénérée si dcp : M -»HomA(M,N) est un

isomorphisme de A-modules.

I1 est clair que toute application quadratique strictement non dégénérée
est non dégénérée, mais la réciproque est,en général, fausse. En effet, il suffit
de considérer le cas oi A est un corps, M un A-espace vectoriel de dimension in-
finie et q : M » A une forme quadratique non dégénérée. L'application d_: M = M*
est injective mais, toujours, non surjective car M* est beaucoup "plus gros" que
M.

Une autre remarque est la suivante : si M est un A-module projectif de
type fini et fideéle et gq : M - N une application A-quadratique strictement non
dégénérée, en tout point Pp € Spec(A), on a rN(p\ =1, i.e., N est nécessairement
de rang 1. Si 1'on impose tout simplement que M est projectif de type fini (non

nécessairement fiddle), alors on a rN(p) <1 pour tout P € Spec(a).

Proposition 1.4.1. Soit q : M = N une application A-guadratigue, o M est un
A-module de présentation finie. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i)
l'application A-quadratique q : M = N est non dégénérée (resp, strictement non
dégénérée) ; (ii) pour tout idéal premier p de A, llapplication A -quadratique
q. : M_ >N _ est non dégénérée (resp. strictement non dégénérée) ; (iii) pour tout
'péal Eaximgl m de A, l'application Am—guadratigue qm H %m - Qm est non

£ o2z

dégénérée (resp. strictement non dégénérée).

.

On note ¢ : MxM = N 1l'application A-bilinéaire symétrique as@ociée &

q et d¢ M- HomA(M,N) l'application A-lindaire définie par x b (y m o(x,y)).
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[o§
La suite exacte de A-modules O - Ker (dcp) - n —2— HomA(M,N) - Coker (dcp) -
>0 et le fait que M soit de présentation finie, nous donnent la suite exacte de

m
Am—modules 0~ Ker(d(P)m - Mm —_ HomAm (Mm,Nm) - Coker(dcp)m -0, i.e., Ker(dqa?m =
= Ker(d ) et coker(ad ) = Coker(dcp ). Ceci étant vrai, quel que soit m idéal
¢m ®'m n
maximal de A, on endéduit que (iii) = (i). L'implication (ii) = (iii) est trivia-

le et (i) = (ii) est facile & établir.

Proposition 1.4.2. Soit gq : P - N une application A-quadratique, ot P est un
A-pod rojectif de type fini et HomA(P,N) est plat. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (1) l'application A-guadratique q : P » N est strictement

¢

non dégénérée ; (ii) pour tout idéal premier P de A, llapplication (4/p)-

quadratigue q/P : P/pp-N/pN est strictement non &générée ; (iii) pour tout

idéal maximal m de A, l'application (A /w-gquadratique q/m : P/m P o N/mN est

s

strictement non dégénérée.

Il suffit de remarquer que, comme P est projectif de type fini, pour
tout idéal premier Pp de A, il existe un isomorphisme de (A/P)—modules
® H ~ P/Pp P N).
Y(A/P) A omA(P,N) HomA/p( /P P, N/PN)

on ceuwarque que si P est projectif de type fini et fiddle et si
HomA(P,N) est plat, alors N est lui-m8me plat. En effet, comme P est projectif
de type fini et fideéle, il existe un A-module projectif de type fini Q tel que
P®A Q =L soit libre (cf. [5‘]) Comme HomA(P,N) ~ P* ®A N est plat, il en est

*o p . (1) (1)
de méme de Q ®A P ®A N, donc si L = A , alors N est un A-module plat et,

par suite, N est lui-méme plat. Ainsi, dans la proposition 1.4.2., si 1'on suppose
P fidele, il suffira de supposer que N soit plat.

1.5. PRODUIT TENSORIEL D'APPLICATIONS QUADRATIQUES

Théoréme 1.5.1. Soient q. : M, » N, (i =1,2) deux application A-quadratiques
_—— = i i i

et ®, (resp. cp2) l'application A-bilinéaire symétrique associée & 4 (resp. q2).

Il existe une unique application A-quadratique q : M1 \29A M2 - N1 ®A N2 vérifiant

les conditions q(x1 ® x2) =2 q1(x1) ® q2(x2) et q)(x1 ® x,, ¥, ® y2) =
= i et € D
w1 (x1 ,y1) ® q)2(x2,y2), quels que soient x1 ,y1 € M1 et x2,y2 M2, ou ¢ est

l'application A-bilindaire symétrique associde & q.

L'unicité d'une telle application quadratique vérifiant les conditions



imposées, est triviale. En ce qui concerne l'existence, on commence par étudier

le cas ou M, et M, sont libres et aprés, on passe au cas général.

1 2
Supposons donc que M1 et M2 soient des A-modules libres et soient
(ei)iél une base de M1 et (fj)jEJ une base de MZ' On deflnlt une famille
(y/. - d'éléments de N, & N de la fagon suivante : . =
(1,3 (x, 2)) 1T ¢ V(1,30 (x, 2)

= legie ) way(e,ry) si (5,3) £ (G 8) ety oy gy =2 q.(e;) ®a,(f))

si (i,3) = (x, &), ou (i,j) € IxJ et (k,%) € IxJ. D'aprés le lemme 1.3.2., il

existe une unique application A-quadratique q : M1 Gk M2 - N1 QA N2 vérifiant

s _ LY €
les conditions q(ei ® fj) Y(1,3),(1,3) PO tout (i,j) € IxJ et cp(ei Q}fj y

’
_ . . ¢ .o N

ek ® fz) y(l,J),(k,L) quels que soient (l,J),(k,l) IxJ, (lyJ) # (kyl)y ou

¢ est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q. Il est facile de vérifier

que l'application A-quadratique q satisfait les conditions du théoréme.

Supposons maintenant que M1 et M2 soient quelconques et écrivons les

comme quotients de modules libres L, et L respectivement :

1 2
& &
0O - R - L —>M >0, 0 =R, > L —>u >0
\\ N
N 0\\
g S0 LN 4 "~ qu
Y Yy

N, N,

D'aprés le cas libre, il existe une unique application A-quadratique q'

L1 gk L2 - N1 &A N2 vérifiant les conditions du théoréme. Or, si 1l'on désigne

= ‘ ‘ i i c '
par R Im(R1 @k L, + I, ﬁh R, =L, @A L2), il est clair que R < Ker(q'), donc par

passage au quotient, il existe une unique application A-quadratique q : M1 8@ M2 -
>N, & N rendant commutatif le diagramme :

1582
. 8 %8
nd _—
0 R - L &L, M, ®N, -0
-
'
' v
q ca
v /,’/
N & N,

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

On notera q = q ® 9, et on dira que q est le produit tensoriel
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des applications A-quadratiques 9 et 9y- De plus, on posera

(Am 0,8 ) © (4, My,0,,N,) = (A,M, & M,, q ®q,, N

Les démonstrations des propositions 1.5.2. et 1.5.3. sont triviales :

1 w N2).

Proposition 1.5.2. Quels que soient (A,M,q,N), (A,M',q',N') et (A,M",q",N")

objets de C(A) on a des isomorphismes (A,M,q,N) ® (A,M',q',N') o

A
(aur,q',w) @, (a,M,q,8) et ((A,M,q,N) & (4,1',q",7')) ® (A,M",q",N") ~

~(a,M,q,N) &, ((4,M',q',N') ® (4,M",q",N")).

Supposons que 2 soit inversible dans l'anneau A et considérons 1'appli-
cation A-quadratique i : A @ A définie par a v ¥ a2.
Proposition 1.5.3. Pour tout objet (A,M,q,N) de C tel que 2 soit inversible
dans A, il existe des isomorphismes (4,M,q,N) N (4,4,i,4) ~ (4,M,q,N) et
(4,4,1,8) ®, (4,M,q,N) ~ (&,M,q,N).

Proposition 1.5.4. Soient qi : Pi -’Ni (1 = 1,2) deux applications A-gquadrati-

ques ou P1 et P2 sont des A-modules projectifs de type fini. Si a4, et q, sont

non dégénérées (resp. strictement non dégénérées), alors q1 ® a4, est non dégéné-

rée (resp. strictement non dégénérée).

En effet, désignons par q = 9 ® 9 et par ¢ (resp. @ ¢2) 1l'appli-
cation A-bilinéaire symétrique associée & q (resp. a5 qz). A isomorphisme prés,
on a d¢ = dtp1 ® 4 2, d'ou le résultat.
Proposition 1.5.5. Quels gue soient (A,M,q,N),(A,M1 ,q1,N') et (A,Mz,qz,N')
objets de C(A), on a un isomorphisme (A,M,q,N) @k ((A,M1,q1,N’) 1,(A,M2,q2,N')) s

~ (a,M,q,0) ® (A,M,q,,8") L (4,M,q,N) ® (4,1,,9,,N").
‘ La démonstration (facile) est laissée au lecteur.

On appelle A-module bilinéaire et on note (M,) un couple formé d'un
A-module M et d'une forme A-bilindaire symétrique ¢ : MxM — A. Les morphismes
de A-modules bilinéaires se définissent aisément et on peut, comme pour les formes
quadratiques définir la somme orthogonale de deux modules bilindaires. On peut
aussi supposer, plus généralement qu'on a des modules M munis d'une application
A-bilindaire symétrique @ : MxM = N oh N est un A-module (qui n'est pas nécessai-

rement 1'anneau A) ; de tels objets sont notés (M,w,N).

Définissons le produit tensoriel de deux objets (M,¢,N) et (M‘,¢’,N').

Soit, en effet, u : M X M' x M x M" 9N 81 N' 1'application qui & (x,x',y,y')
associe 1'élément o(x,y) @ '(x',y'). Cette application est A-lindaire par rapport

a4 chaque.variable x,x',y et y' et induit donc une application



21

(M Gh M') x (M Sk M') > N Qh N', qu'on notera ¢ ® @' et qui vérifie
(P®o0)(x®x', y¥y') = o(x,y) ®p(x',y') ; c'est une application A-bilinéaire
symétrique. Si N = N' = A, N 8k N'~ A et @ ®¢' est une forme A-bilinédaire

symétrique sur le A-module M Qk M'.

Le produit tensoriel de modules bilinéaires possede les propriétés d'asso-
ciativité et de commutativité & isomorphisme prés, ainsi que de double distributivi-
té par rapport & la somme orthogonale.

Nous allons maintenant voir les relations entre produit tensoriel d'appli-
cations bilinéaires et d'applications quadratiques. Un corollaire immédiat de 1.5.1.
est le suivant :

Corollaire 1.5.6. Soient (M,q,N) et (M',q',N') deux objets de C(A). L'appli-

N

cation A-bilinéaire symétrique associée & leur produit tensoriel est le produit ten-

soriel des applications A-bilinéaires associées 3 (M,q,N) et & (M',q',N').

Soient maintenant (M,q,N) un objet de C(A) et (M',9',N') un module
A-bilinéaire ; nous allons montrer qu'ils possédent un produit tensoriel qui est

un objet de C(A). On a, en effet, le théoréme suivant :

Théoreme 1.5.7. Il existe une application quadratique unigue q: M 81 M' - N Qh N'
dont 1'application A-bilindaire symétrique associée ¢ vérifie les conditions sui-
vantes : q(x®x') = a(x) ®@'(x',x') et (x®x', y®y') =o(x,y) ® ' (x',y'"),
quels que soient x,y dans M et x',y' dans M'.

La démonstration se fait comme pour 1.5.1. ; l'unicité est claire et
l'existence se démontre en supposant d'abord les modules libres puis en passant au

cas général.

Corollaire 1.5.8. Soient (M,q,N) et (M',q',N') deux objets de C(A) et notons

¢ et @' les modules A-bilinéaires associés. Le produit tensoriel de (M,q,N) et

de (M',q',N') est aussi le produit tensoriel de (M,q,N) et de @' (resp. de @
et de (M',q',N')).

I1 suffit de comparer le théoréme précédent et le théoréme 1.5.1. pour

obtenir le corollaire.

1.6. PUISSANCES EXTERIEURES ET DETERMINANT

Soit f une forme A-bilinéaire sur le A-module M. Les puissances exté-
rieures de f se définissent classiquement ainsi : si n est un entier naturel et
KpseeesXs Fyseoos¥y sont 2n éléments de M, nous posons Af(xi,...,x
aet(flxy g sma
X, d'une part, aux y £ d'autre part ; A
AN, sotée A°f, telleJque

L Tyeeeey,) =
. C'est une fonction multilinéaire et alternée par rapport aux

. induit donc une forme A-bilinéaire sur
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£lx, NeoNxg, 2 AL A yn) = Af(x1,...,xn ; y1,...,yn). Si f est symétrique,

Af 1'est aussi ; si f est alternée (i.e., f(x,x) = 0 pour tout x dans M),
A n'est pas toujours alternée : si n est pair, A%f est symétrique et si n
est impair, A"t est alternée car I\Hf(x1 AN X X, JATINAN xn), déterminant d'une
matrice alternée d'ordre impair, est nul.
Supposons f symétrique ; l'application A-linéaire d n associée & Anf,
Af

qui va de AW dans HomA(/\nM,A) est l'application composée

d

g n tn
Ay —— A (HomA(M,A)) —_—> HomA(AnM,A), ou t, est l'application naturelle

£, AL AT b (x
n

A A 3
1 xn)-'det (£.(x.))

1 i s, 5= n)' Si M est projectif de type
fini, tn est un isomorphisme de sorte que, gquand df : M AHomA(M,A) est un iso-

morphisme de A-modules, il en est de méme de d/\nf .
Supposons maintenant que 2 est inversible dans A : il y a bijection

entre formes A-bilinéaires symétriques et formes quadratiques donné par f

P (qf : x b f(x,x)) et q k@, comme il a été déja vu plus haut. On peut donc

définir de fagon naturelle les puissances extérieures d'une forme quadratique : /\nq

est la forme quadratique définie sur le A-module ™ qui est associée & la forme

A-bilindaire symétrique /\n(q)q) et par construction d == A%(a ). Si q est
Aq

strictement non dégénérée, les puissances extérieures de q sont strictement non
dégénérées.

Si 2 n'est pas inversible, il n'est pas toujours possible de définir
raisonnablement les pﬁissances extérieures d'une forme quadratique. Ainsi, si
l'anneau A est de caractéristique 2, une A-fovme bilinéaire symétrique ne provient
d'une forme quadratique que si elle est alternée. C'est donc impossible en général
pour An(wq), si n est pair. Cela suggére cependant de chercher quelque chose si

n est impair. Pour cela nous utilisons une remarque due & A. GROTHENDIECK, & savoir:

Lemme 1.6.1. Soient A = Z’[Xij], 1=i=<j=n et An le déterminant
n

2X1 1 X1 PREEEE X1 n
X‘l > 2X22 e X2n
X Ryg ooe Xy ,
An = e s e e e e e e e . Si n est impair, il existe un élément
Xipat Font ot Factn
X1 n X2n o 2Xnn

P de An tel que An 2Pn
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En réduisant modulo 2, on trouve que An est le déterminant d'une matrice
alternée d'ordre impair, donc O.
Supposant n impair, nous allons construire la puissance extérieure

iéme .
n d'une forme quadratique sur un A-module quelconque.

Théordme 1.6.2. Soient (M,q) un objet de C(A,A) et n un entier impair .

Il existe sur AnM une forme quadratique et une seule, gqu'on notera A?q, telle

;o (1) A% AL A = =i<j< 3 = =
que : (1) q(x1 vee xn) Pn(xij), 1 ; J n, ou %, q(xi) et xij
=o(x,,x.), si 1 £33 (ii) o =t oA @.

i’ A n q

q
L'unicité de Anq est claire, puisque les conditions (i) et (ii) permet-

tent de calculer la valeur de Anq sur tout élément de A"M.

Pour démontrer 1'existence de Anq, considérons la suite exacte de
A-modules, O =R = A(M) - M >0 ol 1l'on note (ex)XEM’ la base canonique de A(M)

’

supposée totalement ordonnée. Définissons sur AnA(M) une forme quadratique gq

gle. A.Ae )= ole A...A A ANe )=
par q(eX1 . exn) Pn(q(xi), q>(xi,xj))i<j et cp(eX1 . exn, ey1 ... eyn)

- aé ) <...< <..<y. i
aét (cp(xi,yj))1 <i, ou x X ¥ y,+ Dans la suite

j =<n, 1
' n,, (M nM ' < <14
exacte 0 »R' = A (A ) > A M -0, le sous-module R est engendré par les é1é-

ments de la forme (e - ae ) ANe AL Ne et (e -—e -—e ) Ae A he
ax x X b x y X

2 n x+y 2 *n
ol x,y,xz,...,kn sont dans M et a dans A. Il est facile de vérifier que R'

..

est contenu dans le noyau de q car, par exemple, E((eax - aex) Ne Alhe ) =

*2 *n
- 2 - -
= A A A A A - A A A =
= q(eaX e, Nhe ) + a q(eX s ) - a cp(eaX cehe e N e, ) = 0.
2 n n n n
D'autre part, les éléments de R' sont orthogonaux & tous les éléments de A(M) et
. 1 3 - - A AL A =q A A
il ne reste plus qu'a calculer q((ex+y e ey) eX2 - eXn) q(ex+y ex2 ..
A q AL A q A Ao A - A AL A
ey )+ q(eX ceNel )+ q(ey ey Nehe ) cp(ex+y e, e,
n n 2 n 2 n
e Ne A, ANe )-o9p(e Ae A.ANe ,e Ne A . ANe )+ole Ne AL,
x %, X X+y x, x 7y x, X, x x,
A A AL A i bi 1y 'agi q A AL,
e eXn, ey ex2 e eXn), si bien qu'il s'agit de montrer que q(eX+y ex2

A =q A AL A q A AL A ) A A LA
L Ae ) q(eX e, Muhe ) + q(ey e, M.Ae )+ cp(ex e, M.he
n 2 n 2 n 2 n

’

e Ne ALLA e, ), résultat qui exprime le caractére quadratique de 1'applica-—
n

tion x P q (ex A e, AN e, ). Comme Ker g DR', la forme quadratique gq passe

4 n
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au quotient en une forme quadratique q' : AnM - A qui vérifie, par construction,

les conditions (i) et (ii).

Supposons maintenant donnés deux modules M1 et M2 munis de formes

A-bilinéaires symétriques, notées respectivement f et f_. . Alors leur somme

iy 2
orthogonale f = f1.L f2 sur M, ® M2 a, pour n*ome puissance extérieure,
P P
A~ p—:%—:h At £, @A 2 f, - C'est une conséquence immédiate de la décomposi-
17527
P1 P2 N
. n - ® .
tion N (M1$M2)~ ) A M1®I\ M, , ob ® ®A
P1+P2=n

I1 existe une formule analogue pour les formes quadratiques, 2 savoir :
h h
A2h+1(q_Lq,) ~ (L 2T o ® A2(h-r)+1 q-)_L(,L A2(h—s)+1 . ® 228 © ). La dé
— q — q
r=0 =0
monstration se fait de la fagon suivante : il faut tout d 'abord vérifier 1'orthogo-

A2h+1(

nalité vis-a-vis de la forme quadratique ql.q') des couples de sous-modules

N N T } i
M, M, et M, M, ok p, +p,=q+d, =2htl et p, # q, ce qui
est clair car ceci est di auX formes A-bilinéaires symétriques. Ensuite on calcule

la restriction de A2h+1 (el q') & Aer1 ® A2(h_r>+1M2, par exemple, et cela

se fait sans difficultés & 1'aide des formules (i) et (ii) du théordme précédent.

Notons que si 2 est inversible dans A, la formule signalée s'écrit tout simple-
n

ment K (q_lq')~ féb (A" ® AT '), du fait de la formule correspondante pour

les formes A-bilinéaires symétriques.

On peut faire des constructions analogues pour les applications quadra-
tiques (ou A-bilinéaires symétriques), quand le A-module des valeurs N est pro-

jectif de type fini et de rang 1 ; la puissance extérieure n*°"® est alors &

n
valeurs dans ® N. Notons aussi que si q est strictement non dégénérée, il en

est de méme pour Anq telle qu'elle a été définie par le théordme 1.6.2.

En théorie des formes bilindaires symétriques entidres définies, on dis-
tingue les formes de type I et les formes de type II, ces derniéres provenant de
formes quadratiques strictement non dégénérées. Le théoréme précédent dit que si
f est une forme bilinéaire symétrique entiére de type II, alors A f oest de

type II, si n est impair.

On va maintenant définir le déterminant d'un A-module quadratique (objet

de C(A,A)). Supposons d'abord que P soit le A-module libre A" et soit gq :
: An - A 1la forme quadratique définie sur An. Si (ei)1ﬁﬁﬁh’ est une base de An

' . ' . . .
et (ei)1555h la base duale, la matrice de l'application dq est la matrice

(w(e,,e.) . dont le déterminant A est inversible dans A car d est
i’ = q

=i,
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un isomorphisme. Si (fi)1<ﬁ5h est une autre base de An, le déterminant A' =

= d.ét(cp(fi,fj))1{i i<n est égal & 4 au carré d'un é1lément inversible de A
L

prés et on appelle déterminant de q 1la classe de 4 dans U(A)/UZ(A).

Si q et q' sont deux formes quadratiques strictement non dégénérées
sur des modules libres An et An', le ‘déterminant de gl g' n'est autre que le
produit dans le groupe U(A)/UZ(A) des déterminants de q et de q' précédemment
définies, car la matrice associde & q .l q' dans une base réunion d'une base de

n n' Dn 0
A" et d'une base de A est de la forme ( ), ouD et D

n t sont deux
0 D

matrices d'ordre n et n' respectivement.

La généralisation au cas non libre se fait de la fagon suivante : soit
(P,q) un objet de C(A,A) et supposons P projectif de type fini et de mng

constant n. On considére alors 1l'objet (AnP, A%wq) et on appelle déterminant

de (P,q) 1la classe d'isomorphisme de (AnP,Aan). si P=4A", A"Pa~A et si

{e1,...,en} est une base de P, e, A...A e, est un générateur de AP et

A%wq(e1 AN e & AN en) esl le scalaire A vu plus haut. La forme biliné-
aire symétrique Anmq est déterminée, & isomorphisme prés, par la donnée du sca-
laire A & un carré prés. Si maintenant (P,q) et (P',q') sont deux objets de
C(A,A) projectifs de type fini et de rangs constants respectifs n et n', la
formule qui donne la puissance extérieure d'une somme orthogonale montre que

aét((p,q) L (P',q')) est le produit tensoriel dét(P,q) ® dét(P',q').

Si P n'est pas de rang constant, on s'y raméne aisément en décomposant
m
l'anneau A en un produit fini d'anneaux A = 131 A, tel que P 8& A, soit de
= 1 o 1
rang constant ni sur Ai (ef. 1.10.). On a alors (P,q) ~ L (p @k Ai,qi), ou
i=t
9 est la restriction de q & PW Ai. Le déterminant de (P,q) n'est autre que
la somme orthogonale des dét(P 81 Ai,qi). Ceci est un cas particulier du fait que,
étant donnée une fonction continue r de Spec(A) dans N et un module biliné-
aire (P,f), ou P est projectif de type fini et f symétrique, on sait définir
le module bilinéaire (ArP, Arf) de la fagon suivante. Comme les valeurs prises
par la fonction rang de P et par la fonction r sont en nombre fini, il existe
un nombre fini d'idempotents e1,..”ep deux & deux orthogonaux de somme 1 tels
que sur Aei,P est de rang constant n, et r prend la valeur m. Alors
P m, m,
(ArP, Arf) =1 (A lPei, A lfei). I1 suffit d'appliquer cerésultat & la fonction
i=1
r =7, et au module bilinéaire déduit de (P,q) (si n, =0 et m =0,
(AOO, AOO) n'est pas autre chose que Aei muni de la forme bilinéaire symétrigue

naturelle g(aei, bei) = abei).
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Le déterminant d'un espace hyperbolique h(P) (cf. 1.7.) est une forme
Tp P
bilinéaire symétrique sur le A-module A P ®A A “P*, canoniquement isomorphe &

r r
A, car A Pox ~ (A PP)“". I1 est donc donné par un élément de U(A)/Uz(A) est un

calcul utilisant la multiplicativité du déterminant montre que ce déterminant n'est
T

autre que (-1) P_ 1 - 2e, ou e est 1l'idempotent tel que P ®A Ae est de rang

impair et P ®A A(1-e) est de rang pair.

1.7. ESPACES HYPERBOLIQUES ET REFLEXIVITE

Soient A un anneau, M et N deux A-modules et q : M @ HomA(M,N) >N
1'application A-quadratique définie par (x,f)+ f(x). Si ¢ est l'application
A-bilinéaire symétrique associée & q, on a o((x,f),(y,g)) = (f+g)(x+y) - £(x) -
- g(y) = f(y) + g(x), quels que soient x,y €M et f,g € HomA(M,N). On dira que

(A, M ® HomA(M,N),q,N), en tant qu'objet de C, est 1'espace hyperbolique défini
par M et N et on le note h(A,M,N) ou simplement h(M,N) et h(M,A) = h(M),

si aucune confusion n'est & craindre.

A A
& HomA(M,N),N) ~ HomA(M,N) @ HomA(HomA(M,N),N) canoniquement associée & @. Etu-

Considérons 1'application A-linéaire d : M © Hom,(M,N) - Hom, (M &
®

dier 1'injectivité ou la bijectivité de d_ revient & étudier ces méme propriétés

pour 1'application A-linéaire cyy M- HomA(HomA(M,N),N) définie x v (g g(x))
’

) = /\ Ker(g).

g € HomA(M,I\])

et il est clair que Ker(cM’N

Dans 1'étude de la non dégénérescence d'un espace hyperbolique, on voit
apparaitre une notion de réflexivité relative. On dira qu'un A-module M est

N-réflexif, oi N est un A-module, si l'application A-linéaire : M-

M, N
-)HomA(HomA(M,N),N) est un isomorphisme de A-modules. Ainsi, une condition néces-

saire et suffisante pour que l'application A-quadratique q : M & HomA (M,N) >N

soit non dégénérée est que Ker(cM N) = 0 et une condition nécessaire et suffisante
N

pour que l'application A-quadratique gq : M €9HomA(M,N) = N soit strictement non
dégénérée est que M soit N-réflexif.

it : 3
Soi u M—)Hox;lA

: HomA(HomA(M,N),N) :HomA(M,N) 1'isomorphisme transposé défini par f » f o u.

Si 1'on considére 1'isomorphisme composé & = (tu)_1 ou:M :HomA(HomA(M,N),N),

(M,N) un isomorphisme A-lindaire et Y

on a le lemme suivant :
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Lemme 1.7.1. Pour que @ coincide avec le morphisme canonigue CM N’ il faut
I

et il suffit que l'application A-bilinéaire @, ¢ M x M >N définie par (x,y) »
P u(x)(y) soit symétrique.

En effet, comme u est un isomorphisme, pour chaque g € Hom (M,N), il
existe un é1ément unigue y € M tel que g = u(y), donc CM N(X) : HomA(M,N) >N
est 1l'application A-lindaire donnée par u(y) + u(y)(x) = ¢u(y,x). Calculons main-
tenant o(x). Or, 1'application (tu)_1 : HomA(M,N) - HomA(HomA(M,N),N) est définie
v (f o u_1)(g) = f(u_1(g)) pour tout g € HomA(M,N). Donc, si
g=u(y), (fou)(e) = £(u™ (u(y)) = £(y). come a(x) = ("W)™ ((x)) = u(x) o™,
alors o(x)(u(y)) = u x)(u_1(u(y))) =u(x)(y) = ¢u(x,y). Le lemme est ainsi démontré.

par £+ f o u_1, 0

On remarque que si S est une partie multiplicative de A et si M et
N sont deux S_1A—modules (resp. des (A/I)-modules, I étant un idéal de A), alors
HomA(M,N) = Homs_1A(M,N) (resp. HomA(M,N) = HomA/I(M,N)). Ainsi, la N-réflexivité
de M en tant que A-module équivaut & la N-réflexivité de M entant que S_1A-
module (resp. (4/I)-module), ce qui fournit de nombreux exemples de couples (m,N),
o M est N-réflexif.

I1 nous sera plus utile de remarquer les faits suivants : si N, M1 et

M2 sont des A-modules N-réflexifs, alors M1 o M2, HomA(M,N) et tout facteur
direct de M sont des A-modules N-réflexifs. Cela nous montre, en particulier, que
pour que tout A-module projectif de type fini soit N-réflexif, il faut et il suffit
que A lui—méme soit N-réflexif, condition équivalente & HomA(N,N) ~ A, i.e., N
est un A-module fidéle dont tout endomorphisme est une homothétie. Cette condition
est vérifiée, en particulier, si N est un A-module projectif de type fini et de

rang 1 ; dans ce cas, réflexivité (ou A-réflexivité) et N-réflexivité coincident.

Proposition 1.7.2. Soit (M,q,N) un objet de C(A), o q : M -» N est strictement

non dégénérée. Alors M est un A-module N-réflexif.

Pour.démontrer la proposition, il suffira maintenant d'utiliser le lemme
1.7.1, en prenant pour application A-linéaire wu : M - HomA(M,N) l'application
xbk (y po(x,y)), ob ® : Mx M >N est 1l'application A-bilinéaire symétrique asso-
cide & q. En effet, comme ¢ est strictement non dégénérée, u est un isomorphis-
me, donc CM,N = (tu)-1 o u est un isomorphisme et M est bien un A-module
N-réflexif.

Les démonstrations des propositions suivantes sont laissées & la charge

du lecteur.

Proposition 1.7.3. Si M1, M2, N sont des A-modules, il existe un isomorphisme

de C(a), n(u, ®mu,,n) ~ n(y,,N) L n(w,,N).
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Proposition 1.7.4. Soient A - A' un morphisme d'anneaux et M et N deux

A-modules. Si 1'homomorphisme naturel A' ek HomA(M,N)l: HomA,(A' Gh M, A' %k N)

est un isomorphisme de A'-modules, alors il existe un isomorphisme de C(A').
1 ~ 1 - '
AT ® h(M,N) h(a ® M, A ®A N).

On remarque que l'hypotheése de 1.7.4. est vraie si M est un A-module
projectif de type fini et pour tout changement d'anneau de base A - A' ou alors

si M est un A-module de présentation finie et A = A' est plat.

1.8. GROUPE DE WITT-GROTHENDIECK ET GROUPE DE WITT.

La définition générale des groupes de Witt et de Witt-Grothendieck que
nous souhaitons donner, nous oblige & nous limiter & eertains objets de C(A,N). Nous
sommes amenés, & cause de 1.7., & supposer que N vérifie la condition HomA(N,N) ~ A
. de sorte que les A-modules projectifs de type fini soient N-réflexifs. Pour que
1l'espace hyperbolique d'un tel module soit dans la catégorie que nous considérons,
nous appellerons C'(N) 1la sous-catégorie pleine de C(A,N) dont les objets (M,q)
sont tels que q est strictement non dégénérée et le module sous-jacent M est
de la forme P1 @ Hom (P2,N), ol P1 et P

A 2
type fini. La somme orthogonale de deux objets de C'(N) est encore un objet de

sont deux A-modules projectifs de

C'(N) etcomme les classes d'isomorphismes d'objets de C'(N) forment un ensemble

E(N), on peut donner la proposition et définition suivantes :

Proposition et Définition 1.8.1. L'ensemble E(N) muni de 1'opération induite par

la somme orthogonale est un monofde abélien avec él1ément neutre dont le groupe

universel est appelé groupe de Witt-Grothendieck de N et noté WG(N).

C'est une conséquence immédiate des considérations précédentes et des

isomorphismes d'associativité et de commutativité de 1.1.1.

Remarquons que si N est un A-module projectif de type fini et de rang
1, les objets de C'(N) sont de la forme (M,q), ou M est projectif de type fini

car HomA(P,N) ~ p¥ @k N est alors projectif.

Rappelons que le groupe universel d'un monoide abélien E est 1l'objet
initial de la catégorie dont les objets sont les couples (G,u) ou G est un
groupe abélien et u : E - G un homomorphisme de monoides de E dans G et les
morphismes f : (Gl,u1) - (G2’u2)’ les homomorphismes de groupes abéliens

f G1 - G2 qui font commuter le triangle :
u
1/‘7(':}1
|
%GZ
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La construction du groupe universel de E, K(E), se fait en considérant dans EXE
la relation d'équivalence (x1,x2) A'(y1,y2) s'il existe z € E tel que, dans E,
X, + y2 + 2z = X, + ¥y + 2z ; si E est régulier, on peut simplifier z dans cette
équation. L'ensemble quotient E x E / ~ muni de la loi de composition induite par
celle de E est ungoupe abélien et 1'homomorphisme naturel t : E -»K(E) est
l'application t qui & x dans E associe & la classe de (x,0). Tout élément de
K(E) s'éerit t(x) - t(y) avec x,y € E, c'est & dire comme différence de deux
éléments de E.

La définition du groupe de Witt fait intervenir les espaces hyperboliques.
Dans yg(N), les images des classes d'isomorphismes des espaces h(M,N), ow M =
= P1 ® HomA(PZ,N) avec P1,P2 projectifs de type fini, engendrent un sous-groupe
H(N) de WG(N) et le groupe de Witt W(N) est, par définition, le quotient
we(N) / H(N). Si N = A, on obtient respectivement le groupe de Witt-Grothendieck
et le groupe de Witt de 1l'anneau A. Ces groupes possédent alors une structure sup-
plémentaire. En effet, le produit tensoriel de deux objets de C'(A) est un objet

de C'(A), ce qui donne la proposition suivante :

Proposition 1.8.2. Le produit tensoriel induit sur le groupe WG(A) une structure

d'anneau commutatif gui posséde un é1ément unité si 2 est inversible dans A.

Le groupe H(A) est un idéal de WG(A) et W(A) est un anneaucommutatif.

La premiére partie de la proposition provient de 1.5. ; 1'élément unité
est la classe de (A,q), ou q(a) = % 8’ pour tout a € A.

Pour la seconde, il suffira de démontrer que, si (P,q) est un objet
de C'(A) et n(M) est un espace hyperbolique, alors (P,q) Gk h(M) est encore
un espace hyperbolique. En effet, soient o : P -» P*¥ 1'isomorphisme de A-modules
induit par la forme quadratique q et B : P Sk(M @& M¥) - (p ®, M) ® (p* @k M*)
1'isomorphisme de A-modules défini par x ® (y+f) Px® y + a(x) ® £, ou x € P,
y€EM et f € M*, Il est clair que B : (P,q) Qi n(M) > n(p Sk M) est un isomor-

phisme dans la catégorie C'(A).

Les anneaux ci-dessus construits possédent des propriétés fonctorielles

simples. En effet, on a :

Proposition 1.8.3. L'anneau de Witt-Grothendieck (resp. L'anneau de Witt) est un

foncteur covariant défini dans la catégorie des anneaux commutatifs & valeurs dans

la catégorie des anneaux.

Soit, pour cela, f : A - A' un morphisme d'anneaux et (M,q) wun objet
de C'(4). Alors (A’ 81 M,q'), o q' : A gk M - A' est laforme quadratique obte-
nue de q par extension de l'anneau des scalaires (cf. théoréme 1.3.3.), est un

objet de C'(A'). Donc, £ induit un morphisme naturel WG(f) : wa(a) - WG(A').
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Etant donné que si P est un A-module projectif de type fini, il existe un iso-
morphisme, dans C'(A'), A' 81 h(P) ~ n(a' xk P), WG(f) passe au quotient et
induit donc un morphisme d'anneaux W(f) : W(A) - W(A'). Ceci démontre la propo-
sition.

Le probléme de 1'extension des scalaires pour WG(N) et W(N) est
moins simple, dans le cas général. Si N est un A-module pour lequel WG(N) et
W(N) sont définis et si f : A »A' est un morphisme d'anneaux, il n'est pas sfr
que WG(A' xk N) et w(a' gk N) soient définis, ?ar la condition HomAl(A' uk N,
, A' 81 N) ~ A' n'est pas entrainée par HomA(N,N) ~ A, comme on le voit dans
1'exemple suivant : A =k [X,Y] est 1'anneau des polyndmes en les indéterminées

X et Y et & coefficients dans un corps k, A' =k et N = AX + AY.

Cependant si N est projectif de type fini et de rang 1, alors A' Xk N
1l'est en tant que A'-module. On obtient, comme ci-dessus, deux homomorphismes
naturels de groupes abéliens de WG(N) dans WG(A' ®, N) et de W(N) dans

1
w(a' ®, ).

Soient maintenant (M,q) un objet de C'(N) et (P,q') un objet de
C'(A). Leur produit tensoriel est un objet de C(A,N). De plus, les isomorphismes
o M- HomA(M,N) et o' : P~ HomA(P,A) induits par 4 et gq' respectivement
donnent un isomorphisme &¢® @' : M Sk P - HomA(M,N) @k HomA(P,A) qui s'identifie
canoniquement & HomA(M 8h P,N). Comme cet isomorphisme n'est autre que 1'applica-
tion linéaire de M Sk P dans HomA(M Sk P,N) induite par q ® q', cela montre

que le produit tensoriel de (M,q) et de (P,q') est un objet de C'(N).

On vérifie sans difficultés que cela induit une application de WG(N) x
X WG(A) dans WG(N) qui est biadditive, car.le produit tensoriel commute & la
somme orthogonale. De plus, l'associativité du produit tensoriel montre que cela
donne sur WG(N) une structure de WG(A)-module, unitaire si WG(A) est unitaire.
Tout ceci passe au quotient par le sous-groupe des espaces hyperboliques. Ainsi,
W(N) se trouve muni d'une structure naturelle de W(A)—module : 81 h est un
espace hyperbolique de C'(N) (resp. C'(A)) et (M,q) un objet de C'(A) (resp.
¢ (N)), h GK(M,q) est un espace hyperbolique de C'(N){ comme le montre une démons-—
tration analogue & celle de la proposition 1.8.2.

Soient maintenant N et N' deux modules pour lesquels les groupes de
Witt-Grothendieck et de Witt sont définis et supposons que N soit projectif de
type fini et de rang 1. Alors We(N ®, N') et W(N ®A N') sont définis. En effet
Hom, (N®, N', N®, N') = HomA(N,N) 8, HomA(N\',N') ~ A . Si maintenant (M,q) et
(M',q') sont des objets de C'(N) et C'(N') respectivement, leur produit tenso-

riel est un objet de C'(N ﬁi N') car 1'application linéaire associée a cet objet
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B : M ®A M' = HomA(M ®A M', N ®A N') est le produit tensoriel de @ : M - HomA(M,N)
et de &' : M' -»HomA(M',N') en identifiant HomA(M ®A ', N ®A N') et

HomA(M,N) ®A HomA(M',N‘). On obtient ainsi une application biadditive de WG(N) x

x WG(N') dans WG(N ®A N') qui se trouve, & cause de 1l'associativité du produit
tensoriel dans C(4), &tre WG(A)—bilinéaire et induit donc un homomorphisme de

WG(A)-modules de WG(N) %G(A) WG(N') dans WG(N ®A N').

Les méme propriétés sont vraies avec les groupes de Witt : il existe une
application W(A)-bilinéaire de W(N) x W(N') dans W(N ®A N') induite par le
produit tensoriel, si N ou N' est projectif de type fini et de rang 1, donc une

application W(A)-lindaire W(N) ®W(A) w(n') > w(n ®A N').

Cependant, 1'application naturelle ainsi obtenue, W(N) ®W(A) W(N¥*) -
- W(Nw ®A N*) =W(A), ol N est projectif de type fini et de rang 1, n'est pas

nécessairement un isomorphisme.

Supposons que 2 soit inversible dans A et qu'il existe un A-module
projectif P detype fini et de rang 1 tel que N =P ®A P. Alors, l'application
a, PN, x % x®x est une application quadratique strictement non gégénérée
et on a un isomorphisme-de W(A)-modules W(A) = W(N) donné par (M,q) v (M ®A P,

, 4 ® qo). Ceci nous montre que W(N) est un W(A)- module libre de rang 1.

La plus grande partie des notions introduites dans ce paragraphe peut 8tre
répétée pour certaines catégories de modules munis d'une application bilinéaire. Nous
nous restreindrons ici au cas le plus simple et considérons la catégorie BA(A)
dont les objets sont les couples (M,), ou M est projectif de type fini et
® : MXx M ~>A une forme A-bilinéaire symétrique strictement non dégénérée et dont
les morphismes u : (M,p) = (M',p') sont les applications lindaires u : M = M'
telle que @'(u(x),u(y)) = o(x,y), x et y parcourant M. La somme orthogonale
et le produit tensoriel de deux objets de Bil(A) sont encore dans Bil(A) ; de
plus, Bil(A) posséde un élément unité, & savoir, le module bilinéaire (A,p) ol
p  est la multiplication de 1l'anneau A. On peut donc associer & BA(A) un anneau
unitaire en cmsidérant le monoide abélien des classes d'isomorphismes d'objets de
Bil(A) muni de 1'opération induite par la somme orthogonale . Ce monoide a un
groupe universel dans lequel le produit tensoriel induit une structure d'anneau com-
mutatif dont 1'é1lément unité est la classe de (A,u). On notera Bil(A) cet anneau
et on a alors le théoréme suivant, ompte tenu des notations et conditions exposées

dans ce paragraphe :

Théoréme 1.8.4. Le produit tensoriel d'une application quadratique et d'une forme

bilinéaire symétrique induit sur WG(N) une structure de Bil(A)-module unitaire.
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Le résultat est clair dés qu'on a vérifié que le produit tensoriel de
(M,q,N) et de (P,9) ol q et ¢ sont strictement non dégénérées, est une ap-
plication quadratique strictement non dégénérée, résultat qui provient du résultat
analogue sur les formes bilinéaires symétriques. Naturellement, si 2 est inversible
dans A, il y a identité entre applications bilinéaires symétriques et applications
quadratiques ; Bil(A) n'est autre que l'anneau de Witt-Grothendieck de A et on
retrouve sur WG(N) 1la structure de WG(A)-module déji vue. C'est un cas particu-

lier du résultat suivant :

Proposition 1.8.5. Lefoncteur qui a un objet (M,q,N) de C(A) associe le module

bilindaire (M,e ,N) restreint & C'(A), induit un homomorphisme d'anneaux de
WG(A) dans Bil(a).

C'est une conséquence de 1.5.6. ; ce morphisme n'est pas nécessairement
unitaire car WG(A) n'a pas nécessairement d'élément unité.

La structure de WG(A)-modules sur les groupes abéliens WG(N) s'obtient
alors & l'aide des deux résultats précédents par restriction des scalaires.

On pourrait aussi développer un formalisme analogue pour les groupes et

anneaux de Witt mais nous nous abstiendrons de le faire.

1.9. RETOUR AUX ESPACES HYPERBOLIQUES

Soit (M,q,N) un objet de C(A) ; notant -q : M » N 1l'application qua-
dratique définie par x b —q(x), on cherche & quelles conditions on a un isomorphis-
mes dans C(4), (M,q,N) L (M,-q,N) > n(m,N).

Si M est N-réflexif, ce que nous supposerons désormais, l'application
quadratique de h(M,N) est strictement non dégénérée. Il est donc nécessaire que
q soit elle-méme strictement non dégénérée. Nous montrons ici que la réciproque
est vraie dans les cas suivants : 2 est inversible dans HomA(N,N) ou M est
projectif.
Lemme 1.9.1. Soit (M,q,N) un objet de C(A). Il existe une application A-biliné-
aire B : M x M >N telle que q(x) = B(x,x) pour tout x € M dans les cas sui-
vants : 1) 1'homothétie de rapport 2 est inversible dans N ; 2) M est projectif ;

3) M est somme directe d'un module projectif et d'un module HomA(M’,N ), ou M'

est projectif et pour tou® application quadratique qO : N =N, il existe une appli-

cation bilinéaire 9, N x N=>N telle que qo(y = mo(y,y) pour tout y € N.

)
Dans le premier cas on prend B(x,y) = +(q(x+y) - a(x) - q(y)), x et y

parcourant M.
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Pour le second cas, soit M, un supplémentaire de M tel que L =M@ M1

soit libre. On prolonge alors g sur1 L par O sur M1 et il suffit de montrer
le résultat pour M 1libre. Soit (ei)i€I une base de M et supposons 1l'ensemble
d'indices I totalement ordonné. On pose B(ei,ei) = q(ei) pour tout i € I,
B(ei,ej) =fp(ei,ej) si i<j et B(ei,ej) =0 si i>j, oh ®:MxM=N
est l'application A-bilinéaire associée & q. Alors B satisfait aux conditions
demandées.

Dans le troisiéme cas, M = M, @ Hom(Mz,N) et on peut, comme dans le second

1

cas, supposer H1 et M2 livres, donc M1 = A\I), M2 = A(J) et M = A(I) 5] N(J).

On suppose les ensembles d'indices I et J totalement ordonnés. Si (ei)iEI
est une base de M, , on pose B(ei,ei) = q(ei) pour tout i € I, B(ei,ej) = ¢(ei,ej)
si i<j et B(ei,ej) =0 si i>}, B(ei,yj) = cp(ei,ej) pour tout i € I et

(3)

N
e

y. dans le jleme facteur de N me facteur de

s B(yj’ei) =0 pour V5 dans le j©
J)

N

.iéme

) _ Cs < _ . N
et i €1, B(yi,yj) w(yi,yj) si i j et B(yfyj) 0 si i>J ol
Vs (resp. yj) est dans 1é i®™® (resp. j ) facteur de N'°’/. Il reste finalement

(3)

4 définir B sur les paires (xj,y.) oW x., et y. sont dans le ;1 facteur

J) ’ °
. Dans ce cas, considérons la restriction de q & ce facteur : c'est une

de N(
forme quadratique qj : N = N pour laguelle il existe, par hypothése, une forme
A-bilindaire @, : N x N » N telle que qj(y) = cpj(y,y) pour tout y € N. On
définit alors B(x.,y.) = wi(x.,yj). I1 est facile maintenant de vérifier que

B(x,x) = q(x) pour tout x € M.

Lemme 1.9.2. Soit (M,q,N) un objet de C(A), ol g est strictement non dégénérée.

S'il existe une application A-linéaire f : M - M telle que o(x,f(x)) = q(x)
pour tout x € M, alors (M,q,N) L (M,-q,N) =n(mM,N).

BEn effet, soient U et V 1les deux sous-modules suivants de M ® M :

U={(x,x) | x €M} et V= {(y-71(y), -f(y)) | y € M}. Il est facile de voir que

U et V sont deux sous-modules supplémentaires de M ® M car 1'équation (x,y) =
(z,2) + (t-£(t), -f(t)) a, pour tout couple (x,y), la solution unique z =y +

+ f(x-y) et t = x-y. Calculons (q 1 -q)((z,z) + (t-£(t), -f(t))) = q(z+t - £(t)) -
- q(z-£(t)) = q(t) + o(t,z - £(t)) = o(z,t). Soit alors o : M = HomA(M,N) 1'iso-
morphisme associé & q, i.e., @(x)(y) = o(x,y) pour tout (x,y) € M x M. L'appli-
cation de M ®M = U @®V dans h(M,N) qui & (z,z) + (t-f(t), -£(t)) associe le
couple (z,2(t)) est un isomorphisme de modules. De plus, o(t)(z) = o(z,t) =

=(ad -a)((z,2) + (t-£(t), (£(t))) ; c'est donc un isomorphisme dans C(A).
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Nous pouvons maintenant démontrer le résultat souhaité, & savoir :

Proposition 1.9.3. Soient M wun module N-réflexif et q : M » N une application

guadratique. Supposons 1'une des deux conditions suivantes réalisées : (1) 1'homothé-

tie de mpport 2 est inversible dans N ; (2) M est projectif. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes : i) q est strictement non dégénérée ; ii) il existe

un isomorphisme (M,q,N) L (M,-q,N) = h(M,N).

Comme on l'a déja remarqué, ii) ® i) si M est N-réflexif car 1'appli-
cation linéaire de M ® M dans HomA(M,N) 5] HomA(M,N) associée & qd -g a pour
)

. o . . . . . . .
matrice (O o et pour que ce soit un isomorphisme, il est nécessaire et suffi-

sant que & en soit un.

En sens contraire, i) ® ii) : en vertu des hypotheéses, soit B : M x M = N
une application A-bilinéaire telle que B(x,x) = q(x). Comme 1'application A-lindaire
& : M- HomA(M,N) induite par q est un isomorphisme, on sait que pour toute
application A-bilinéaire F : M x M - N, il existe une application fF : M =N
telle que pour tout (x,y) € M x M, on ait F(x,y) = m(x,fF(y)). Prenant alors
F = B, on voit que l'application A-linéaire f = fB vérifie, en particulier,
o(x,f(x)) = q(x). On est alors dans les hypothéses du lemme 1.9.2. et on en conclut

1'isomorphisme (M,q,N).L (M,-q,N) =~ h(M,N).

Remarque. On n'a pas utilisé le cas 3) du lemme 1.9.1. dont 1'intérét réel n'est
pas é¥ident. Si 1l'on ne suppose pas 2 inversible dans A et si 1l'on s'intéresse
aux couples (M,N), ol HomA(N,N) ~ A, il sera nécessaire de supposer M projectif,
auguel cas il sera aussi nécessaire de supposer N projectif de type fini et de
rang 1 pour qu'il soit possible que HomA(M,N) ,et M soient isomorphes. En effet,
on ne voit guére quels sont les modules N non projectifs qui vérifient en plus

de HomA(N,N) ~ A, la condition 3) du lemme 1.9.1.

La proposition précédente permet de donner une définition un peu différente
du groupe de Witt de N. Soit pour cela E(N) 1'ensemble &s classes d'isomorphismes
d'objets de C'(N) et soit dans E(N) 1la relation suivante : (M,q) ~ (M',q') si
et seulement si il existe P, et P2, A-modules projectifs de type fini teis que

(M,q) L n(p,) > (0',q") L n(p,).

Il est facile de voir que c'est une relation d'équivalence dans E(N), com—
patible avec la loi d'addition induite par la somme orthogonale. Ainsi 1'ensemble
quotient E'(N) = E(N)/~ hérite d'une structure de monoide abélien avec élément

neutre.

Proposition et Définition 1.9.4. Le _groupe universel du mcnoide abélien E'(N) est

le groupe de Witt de N, W(N). Si 2 est inversible dans A ou'si N est un module




35

projectif de type fini et de rang 1, E'(N) est un groupe abélien et coincide donc
avec W(N).

En effet, la définition donnée plus haut montre que 1'application naturelle
de E(N) dans W(N) passe au quotient par la relation d'équivalence ~ et ainsi
on a un homomorphisme de E'(N) dans W(N). Comme les éléments de W(N) sont dif-
férence d'image d'éléments de E(N), ils sont de méme différence d'image d'éléments
de E'(N). On a donc une application naturelle du groupe universel de E'(N) dans
W(N). Inversement, l'application composée E(N) - E'(N) 4 K(E'(N)), groupe universel
de E'(N), induit un homomorphisme de groupes abéliens de WG(N) dans K(E'(N)) qui
est nul sur le sous-groupe de WG(N) engendré par les espaces hyperboliques. Par
passage au quotient, on obtient ainsi un homomorphisme naturel de w(N) dans K(E'(N)).
Une vérification facile, laissée au lecteur, montre que ces deux homomorphismes sont

inverses 1'un de 1l'autre.

La seconde affirmation est une conséquence immédiate de la proposition
1.8.1. Bn effet, dans les hypotheses du lemme 1.9.2., on a (M,q) L (M,-q) = n(M),
donc dans E'(N), la classe (M,q) a pour opposée la classe de (M,-q) et E'(N)

est donc un groupe abélien.

Corollaire 1.9.5. Dans les hypothéses de la proposition précédente, si -1 est un

carré dans A, en particulier si 2 = 0 dans A, W(N) est un groupe abélien dans

lequel tout élément est d'ordre 2.

En effet, si -1 = a2, alors 1l'homothétie de rapport a dans M est un

isomorphisme de (M,q) sur (M,-q), d'ol le résultat annoncé.

1.10. L'HOMOMOKYPHISME DE DIMENG1ON

Rappelons certains faits bien connus d'algébre commutative (cf. [11 J,ch. 2).
Si A est un anneau ommutatif et unitaire, on appelle spectre de A et on note
Spec(A) l'ensemble des idéaux premiers de A muni de la topologie de Zariski, dans
lequel une base d'ouverts est formé des D, = {p|p € Spec(a), £ £ p}, ob f €&,
Pour cette topologie, Spec(A) est quasi compact. A tout A-module M projectif de
type fini, on associe une fonction de Spec(A) dans 7., la fonction rang, définie
par : rM(p) = le rang du Ap—module libre de type fini M Gh A . C'est une fonction
continue, ce qui équivaut & localement constante, vue la topologie de Spec(A). L'en-
semble C(Spec(A), %) est un anneau pour les opérations somme et produit des fonc-

tions. On a alors les propriétés évidentes suivantes : =r +7r_ et

™wen= M Ty
I

M @k N = rM.rN, quels que soient M et N, A-modules projectifs de type fini.
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Si f : A2 A' est un homomorphisme d'annedux et P un idéal premier
de A', f_T(p) est un idéal premier de A. On en déduit une application continue
Spec(f) : Spec(A') - Spec(A), d'ou un homomorphisme naturel d'anneaux de
C(Spec(A), Z) dans C(Spec(A‘), Z). Si M est un A-module projectif de type fini

r_ o Spec(f).

on a, si Spec A' = Z, la relation Ty 8l M= T

U
Soit KO(A) 1'anneau de Grothendieck des classes de A-modules projectifs
de type fini. Alors Ty induit un homomorphisme naturel r : KO(A) - C(spec(4), 2),
fonctoriel en A, en ce sens que si f : A 2 A' est un homomorphismes d'anneaux,
on a le carré commutatif :

K, (4) —L > ¢(spec(a), 2)

Ko(f) Spec(f)

I" v
> C(Spec(A'), 2)

KZ(A')
La fldche r est surjective. En effet, si g € C(Spec(4), 2), comme
Spec(A) est quasi compact, g(Spec(A)) est un ensemble fini et, comme les fonctions
constantes sont naturellement dans r(KO(A)), on peut translater g de sorte que
g(spec(4a)) soit constitué d'entiers positifs ou nuls T, < T, <...<r_. Soit
alors X, = g_1(ri), i=1,...,p. Les Xi forment une partition de Spec(A) en
parties ouvertes et fermées et il existe donc, dans A, des idempotents ei, 1<i=p,
deux & deux orthogonaux et de somme 1 tels que Xi = Spec(A ei). I1 suffit alors
D r.
de prendre M = 121 (a4 ei) * et on a bien Ty = &
Dans le cadre des applications quadratiques, considérons (M,q) un objet
de C'(N), oi N est projectif de type fini. Nous pouvons lui faire correspond}e
la classe de M dans le groupe de Grothendieck KO(A) et on obtient ainsi un
homomorphisme de groupes abéliens de WG(N) dans KO(A) qui est un homomorphisme
d'anneaux commutatifs, si N = A (notons que KO(A) est unitaire, mais que WG(A)
ne 1l'est pas toujours). Cet homomorphisme est fonctoriel en ce sens qu'on a le

diagramme commutatif :

we(a' e, N) ——> KO(A')

On appellera homomorphisme de dimension, et on notera dim 1'homomorphis-

me composé WG(N) = KO(A) - C(Spec(A), Z) ; si N =A c'est un homomorphisme
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d'anneaux. Il est fonctoriel en A, i.e., on a le carré commutatif de groupes
abéliens (resp. d'anneaux, si N = A) :

i
20 > ¢(spec(a), 2)

we(w)
we(£) Spec(f)

1 Vg
We(a' ®,N) —4m . e(spec(a'), 2)

On a un homomorphisme naturel de groupes abéliens de KO(A) dans WG(N)
défini de la fagon suivante : & M, on associe la classe dans WG(N) de 1l'espace
hyperbolique h(M,N). L'image de KO(A) est le sous-groupe noté H(N) en 1.8, et
le conoyau de cet homomorphisme est donc le groupe de Witt W(N). On a ainsi la
suite exacte de groupes abéliens KO(A) -'WG(N) —>W(N) - 0. Il n'est pas nécessaire

ici de supposer que N soit projectif de type fini et de rang 1.

Regardons maintenant 1'image par 1'application dim du sous—groupe H(N)
formé par les espaces hyperboliques . Ils'agit donc d'étudier la fonction

. fl ~ M* ®
LIPS HomA(M,N)’ qui n'est autre que r, + rHomA(M,N) et comme HomA(M,N) u* @, N

- ' i 5 . -
rh(M,N) =2 Ty Comme de plus, l'application r : KO(A)

= C(spec(A), Z) est surjective, 1'image de H(N) par l'application dim est le

a méme rang que M,

sous-groupe C(Spec(A), 2 2) de @(Spec(A), Z). On a ainsi un homomorphisme naturel
de W(N) dans le groupe quotient C(Spec(A), Z)/C(Spec(4), 2 2) et celui-ci est
isomorphe & C(Spec(A), Z/ 2 Z). L'homomorphisme composé W(N) i C(Spec(A), Z/ 2 Z)

est appelé dimension modulo 2.

Soit alors Ip(A) 1'ensemble des éléments idempotents de 1'anneau A :
c'est un anneaucommutatif et unitaire si 1'on munit des lois de compositions
e: e' =e+e' -2ee' (somme booldenne) et e.e' =e e', le produit dans 1l'anneau
A. Cet anneau est isomorphe & 1'anneau des fonctions continues de Spec(A) dans
7/ 2 Z par l'intermédiaire de l'ensemble des parties de Spec(A) qui sont, & la
fois, ouvertes et fermées. En effet, 4 e € Ip(A) on associe Xe = {p|p € Spec(a),
e ,@ p} et 1'image de e dans 1l'anneau local A, qui est idempotent, est 0 si
p ﬁ Xe et 1 si pE Xe’ On peut donc associer & e € Ip(A), la fonction continue
de Spec(A) dans 2/ 2 7 égale & O sur CXe et & 1 ar Xe. On a donc, pour
chaque module projectif N de type fini et de rang 1, un homomorphisme de dimen-
sion modulo 2, dim2 : W(N) = Ip(a) dont les propriétés fonctorielles, vis & vis

de 1l'extension des scalaires, sont claires.
| ’
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De plus, si N = A, ®t homomorphisme est un homomorphisme d'anneaux.
Dans le cas général, le noyau, noté WO(N), est un sous-W(A)-module de W(N).

Si N = A, c'est un idéal de W(A). On a le diagramme commutatif :

we () >k (4) —~X— c(spec(a), 2)
dim \V4
w(m) 2 > ¢(spec(4), #/(2)) = 1p(a) .

Le noyau de l'application composée dim2 o m: WG(N) = Ip(A) sera noté WGO(N)
et 1'application dim : WG(N) - KO(A) r > C(Spec(A), Z) restreinte & WGO(N)
permet de définir une application, notée <+ dim : WGO(N) - C(spec(A), ). De plus,

si P est un A-module projectif de type fini, ¥ dim (h(P,N)) = Tp et comme 1'ap-
plication r est surjective, il en est de méme de } dim. Notons WG(N) = Ker(} dim);
on a la suite exacte de groupes abéliens : O = WG(N) ~ WGO(N) 1/2 dim, C(spec(a),
z) ~ 0.

1.11. DECOMPOSITIONS ORTHOGONALES

Désormais, on appellera A-module quadratique tout couple (P,q), ou P

est un A~module projectif de type fini et q : P 2 A est une forme quadratique
strictement non dégénérée, que nous dirons aussi non dégénérée, si aucune confusion
n'est & craindre. Notons QEQQ(A).la catégorie des A-modules gquadratiques, notée
C'(A) dans 1.8., qui est la seule catégorie dans laquelle nous travaillerons désor-

mais.

Lemme 1.11.1. Soient A un anneau, (P,q) un A-module quadratique, P' un sous-

N

A-module de P et q' la restriction de q & P'. Les conditions suivantes sont

équivalentes : (i) (P',q') est un A-module guadratique, i.e., P' est projectif

et q' est non dégénérée ; (ii) (P',q') est un facteur orthogonal de (r,q).

I1 est évident que (ii) = (i). Montrons que (i) = (ii). Soient, & cet
effet, j : P'*> P 1'injection canonique et o' : p' Spx (resp. o : P> P¥)
1'isomorphisme A-linéaire défini par q'(resp. q). Alors 1l'application A-linéaire

L tj o @ vérifie (0'71 o tj 0@ o j=id donc P' est un facteur direct

P’
de P. Si P" = Ker (&' LS joe@ et q" est la restrictionde q & P", ona

(P,q) ~ (2',q") L (P",q").

I1 est clair que dans ce lemme, on peut oublier la‘projecfivité des

modules P et P' et ne retenir que la non dégénérescence des formes quadratiques
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qetaq'.
Théordme 1.11.2. Soient A un anneau local d'idéal maximal m et (P,q) un

A-module guadratique. (i) Si 2 est inversible dans A, (P,q) possiéde une base or-

thogonale. (ii) Si 2 €m, (P,q) est de rang pair et posséde une décomposition

orthogonale en somme de plans (sous—modules de rang 2).

Supposons que 2 est inversible dans A. La démonstration se fait par réc-
curence sur le rang n du A-module P, le résultat étant clair pour n = 1. Suppo-
sons n =1 et considérons le k-espace quadratique k ®A P, ol k = A m est le
corps résiduel de A. Comme la forme quadratique étendue q' : k ® P >k est non
dégénérée, il existe au moins un vecteur x € k ®A P tel que q'(x) ;é 0. Mais x
peut s'écrire sous la forme x =1®e, avec e €EP et q'(1 ® e1) est la classe
de q(e1) dans k. Cela signifie qu'il existe un vecteur e, € P tel que q(e1)
soit inversible dans A. La restriction q" de g au sous-A-module A e, de P
est donc non dégénérée et, par suite (P,q) est la somme orthogonale de (A ey q")
et d'un A-module quadratique (P',q') de rang n-1. D'aprés 1'hypothése de récur-
rence, il existe une base orthogonale {e2,...,en} de (P',q') donc {e1 ,e2,...,en}

est une base orthogonale de (P,q).

Si 2 n'est pas inversible dans A, on considdre une base {e’ ,...,en}

de P, n=2, et soit (cp(ei,ej))1 <i, j<n la matrice de g relativement 4 cette

base, ou ¢ est laforme A-bilinéaire symétrique associée & q. Comme ¢ est non
dégénérée, cette matrice est inversible donc il existe au moins un couple d'indices
(i,3) tel que (p(ei,ej) £ m, Comme o(x,x) =2q(x), ona i # j; on peut supposer

i J

que i =1 et = 2. La restriction q' de g au sous-A-module P' = A e (52}

2.q(e))  wley,ey)
> @& pour matrice , qui est inversible. Ceci nous
vle;re,) 2 ale,)

D Ae

montre que (P,q) ~ (?',q‘) 1 (p'L, q"), o q" est la restrictionde q & P'L
et le rang de P'L est n-2. Pour le début de la récurrence, il suffit de remarquer
que si n =0, il n'y a rien & démontrer et qu'on ne peut pas avoir n =1, car
2 €m,

Si A est un anneau local dans lequel 2 est inversible et si a est
un élément inversible de A, on notera < a > le A-module quadratique (A,q), ou
q: AP A est de la forme quadratique définie par x ¥ a x2. Si apreeer) sont
des éléments inversibles de A, < a >1...1< an> est le A-module quadratique
(4™,q), ob g : A" > A est de la forme quadratique définie (x1 ,...,xn) - 151 aixi.
Le théoréme 1.11.2. nous dit que tout A-module quadratique demng n est de la

forme < a1> L... L <an>,ot1 a, ,...,an sont des éléments inversibles de A.
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On dira qu'une A-algebre commutative A' est fidélement plate si A' est
un A-module plat et si pour tout A-module M, la condition A’ Gh M = 0 entraine
M = 0. Ceci équivaut encore & dire qu'une suite de A-modules M' =M - M" est
exacte si et seulement si la suite de A'-modules A' Gk M' =4’ %k M -A' Gk M"

est exacte. On dira aussi que A' est une extension fidélement plate de A. On a

les propriétés suivantes : (i) Pour qu'un A-module P soit projectif de type fini
il faut et il suffit que le A'-module A' Qh P soit projectif de type fini.

(ii) Pour qu'une application A-linéaire f : M = N soit un isomorphisme, il faut
et il suffit que l'application A'-linéaire idA‘ ®f : A' Qk M =A' @h N soit un
isomorphisme. (iii) Soient P wun A-module, q : P * A une forme A-quadratique et
q' : A’ Qk P =2 A' 1la forme A'-quadratique obtenue par extension des scalaires.
Alors (P,q) est un A-module quadratique si et seulement si (A' ® P, q') est

A
un A'-module quadratique.

Soit {f1""’fn} un ensemble d'éléments de A engendrant 1'idéal A,
Sf = {1, fi, fi, ey f?, ...} la partie multiplicative engendrée par fi et
i
Af = S;1 A 1'anneau des fractions de A & dénominateurs dans Sf . La A-algébre
i i i
n
A' = 11 Af est appelée une extension de Zariski de A.
i=1 i

Si A' est une extension de Zariski de A, alors A' est une extension

fidélement plate de A. En effet, il est évident que A' est un A-module plat,

car les Af le sont. Soit, de plus, M un A-module tel que A' @h M = 0. Ceci

i
équivaut & dire que Mf =0 (i=1,...,n), donc, pour tout idéal maximal m de A4,
Mm = 0. Le lemme de glo%alisation nous dit alors que M = O.

Le théordme précédent nous permet d'énoncer la proposition suivante :

Proposition 1.11.3. Soient A un anneau et (P,q) un A-module quadratique, ol

P est un A-module projectif de type fini et de rang constant. (i) Si 2 est inver-

sible dans A, il existe une extension de Zariski A' de A _telle que A' Qk(P,q)

posséde une base orthogonale. (ii) Si 2 n'est pas inversible dans A, il existe

une extension de Zariski A' de A telle gue A' Sk(P,q) = (&' 81 P,q') a une

décomposition en somme orthogonale de sous-modules guadratiques libres de rang 2

et tels que dans chaque sous-module, il existe au moins un vecteur x 1el que

q'(x) est inversible dans A'.

La démonstration se fait par récurrence sur le rang n de P. Supposons
d'abord que 2 est inversible dans A. Pour chaque idéal maximal m de A, il existe,

dans le Am-module quadratique Am 81 (P,q) une base orthogonale, en particulier,
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X
m m ca s . .
un vecteur _Sm » Xy €p, sm ﬁE m tel que qm(—-sm) soit inversible dans Am' Ceci

signifie que pour chaque idéal maximal m de A, il existe un élément fm gm -

ici, f = Sm q(xm) - tel que dans .Pf = A, ®A P, il existe un élément v, avec
m m

£ - L'idéal de A engendré par les fm n'est contenu

m

dans aucun idéal maximal de A, donc il est égal & A et, par suite, il existe une

<:1f (ym) inversible dans A
m

sous-famille finie f1,...,fp qui engendre A. Soient x5 € Pf 1'é1ément associé

i P
a £, tel que ap (x ) soit inversible dans Ay (i=1,...,p), A' = T A, et
i i=1 i
x = (x ) (S ® P = E P, . Ona a'(x) = (qf (xi)) qui est inversible dans A'.

i
Comme 2 est inversible dans A, donc dans A', la restriction Q' de q' & A'x
est non dégénérée, donc (A’ ®A P, q') =(a" x, Q') L (P",Q"), o4 P" est un
A'-module projectif de rang n-t. D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe une
extension de Zariski A" de A' telle que A" ® , P" admet une base orthogonale

A

g = 1 ®x €A" ®A' (At ®A P) ~ A" ®A P, on voit que {e1 1851

+..,e_} est une base orthogonale de A" ® P. Il reste & remarquer que A" est une ex-
tension de Zariski de A, par transitivité des extensions de Zariski.

{e2,...,en} . En posant e

Dans le cas ob 2 n'est pas inversible, la démonstration se fait de fagon
analogue. En effet, pour chaque idéal maximal m de A, il existe un élément
fm ,@ m et une décomposition orthogonale de Af ®A (P,q) en somme de sous-modules

m
libres de rang 2. Comme les fm engendrent 1'idéal A, il existe une sous-famille
b
finie f,',...,fp qui 1'engendre. On pose alors A' = II Af v Ay ® (P,q) =
1

i=t A
n/2 n/2
= L (P..,q..), donc A' ® (P,q)~ L ( H (P 3% )), ol R P est un
jm o HTH A 3= it i=t

b
plan de A' ®A (P,q) (j = 1,...,n/2). De plus, dans chaque II P, iy’ il existe un
i=1
vecteur x. tel que (x ) soit inversible dans A' et pour cela il suffit de
prendre dans chaque (1 <i <p) un vecteur xi,j satisfaisant & la condition
voulue dans Af . La demonstration s'achéve & l'aide du lemme suivant :
i

Lemme 1.11.4. Soient A un anneau, (P,q) un A-module guadratique, o P est

un A-module projectif de type fini et de rang constant pair et ®m un idéal maximal

de A. Il existe un élément f de A n'appartenant pas & m et une décomposition

orthogonale de Af ®A (P,q) en somme de sous-modules libres de rang 2 et telle
que dans chaque plan, il.existe au moins un vecteur x avec qf(x) inversible

dans A

£

Si 2 #m, AL ®A (P,q) a une base orthogonale {e1 ,...,en} avec
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e, =5, % € p, s £m et q(xi) #m(i=1,...,n). I1 suffit alors de prendre
n
f =1 s, q(xi) et les éléments SEERETL forment une base orthogonale de

1
Ag @k (P,q), d'ou le résultat voulu.

Supposons maintenant que 2 € m : il existe dans Am Qh P des éléments

X. v. .
; 1 _ %
ei’fi (i =1,...,n), e, = 5 , fi = ti avec X, ¥; €p, s ti ﬁ m et tels que
Am Gh (P,q) soit la somme orthogonale des plans (Pi,qi) (i =1,..., %), ol
Pi = A e, ? A fi et a9y est la restriction de q & Pi' De plus, (e.) est

. . . _ 2 . . n
inversible dans Am. Soit alors di =4 q(xi) q(yi) - ¢(xi,yi) (1 = 1,...,2),

oW ¢ est la forme A-bilindaire associée & q. Comme la restriction de C a P
) n/2
est non-dégénérée, di ﬁ m(i=1,...,n) et il suffit de prendre f = T sitidi q(xi)
i=t
pour obtenir un élément qui n'est pas dans m et tel que les sous-Af-modules

i

Ap X & Af 5 de A, Qk P sont des plans non dégénérés deux & deux orthogonaux.

Ainsi, Af 81 (P,q) est bien la somme orthogonale de sous-modules libres de rang 2
et tels que dans chacun d'eux il existe un élément x avec qf(x) inversible

dans Af.

Proposition 1.11.5. Soient A un anneau et (P,q) un A-module quadratique ou P

* est un A-module projectif de type fini e¢. de rang constant pair. Il existe une

extension fidélement plate A' de A telle que A' %k (P,q) soit un A'-espace
hyperbolique.

D'aprés la transitivité des extensions fiddlement plates, on peut suppo-
ser (cf. Proposition 1.11.3.) que P est un A-module libre de rang 2, de base

{91,62} avec q(e1) €U(A). ona q(xe +y e2) =a x2 +bxy+c y2, a = q(e1) €

1
€ U(A), b = q(ez), c = <p(e1,e2) et b2 - 4 ac € U(A). Alors A' = Alt] avec 2 4

1 1

+a bt+a c=0 est une extension quadratique de A (cf. 2.4.) ; A' est une

A-algebre fidelement plate. Notons q' = A' Qk P = A' 1la forme A'-quadratique ob-

tenue par extension des scalaires. On a q'(t ¥e +1 e2) =.a t2 +bt+c=0

1

et si 1'on prend f1 =t® e, + 1® e, comme vecteur faisant partie d'une base de

A' ® P en tant que A'-module, on a q'(x £, +y f2) =b' xy +c' y2 =y(v' x +
+c'y) avec b',c' €A' et b' € U(A'). Il suffit maintenant de modifier f, pour

achever la démonstration.

On voit que, en fait, dans le cas général, il faut faire une extension de
Zariski puis une suite d'extensions quadratiques.

\

Remarquons que si P est un A-module de rang impair, quitte & faire une
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extension de Zariski de A, on peut supposer que P est un A-module libre ayant
une base orthogonale. {e1,...,e2n+1}. Soient alors a; = q(e2i_1)q(e2i) (i=1,...
...,n) et A" =A[,f S e N an]. On voit que A' %h (P,q) est la somme
orthogonale d'un A-espace hyperbolique et d'un A'-module libre de rang 1.

1.12. GROUPES ET TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Soit (P,q,N) un objet de C'(N), o N est projectif de type fini et
de rang 1. Une application linéaire s de P dans P sera appelée transformation
orthogonale de (P,q,N) si pour tout élément x de P, q(s(x)) = q(x). Comme q
est strictement non dégénérée, s est un automorphisme de A-modules . En effet, s
conserve l'application bilinéaire symétrique ¢ associée & q et on a le diagramme

commutatif :

a
- %
P > HomA(P,N)
A .
s t
S

\ a
p —2% Hom, (P,X)

Si s et s' deux transformations orthogonales de (P,q,N), s os' et
,sf1 sont encore des transformations orthogonales ; idP est aussi une transforma-

tion orthogonale. L'ensemble des transformations orthogonales de (P,q,N) est donc
un sous-groupe du groupe linéaire de P qu'on appellera groupe orthogonal de

(P,q,N) et qu'on notera 0(P,q) (ou 0(q), ou 0o(P)).

Exemples. 1.12.1. TUne homothétie x » Ax est dans O(P,q) si et seulement si
2

AT =1,
1.12.2. Supposons que N = A et soit x € P un é1ément tel que g(x) € U(4).
Alors la transformation tx : P> P définie par y v y-x q(x)_1 w(x,y) est une

transformation orthogonale appelée transvection de vecteur x. Si 2 est inversible

N

dans A, (P,q) ~ (Ax,qlAX)_l~ (P',q'), car la restriction de q & Ax est stricte-

ment non dégénérée ; tX a alors la décomposition tx = - idA @ idP, et c'est donc
: bq
la symétrie par rapport & 1'hyperplan orthogonal & x.

1.12.3. Le groupe orthogonal d'une somme (P,a) l_(P',q’) contient un sous-groupe

isomorphe au produit direct 0(P) x @(P') : c'est le sous-groupe formé des matrices
s 0

(O S,), ol s et s' sont deux transformations orthogonales de P et P' respecti-
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vement.

1.12.4. Soit h(P,N) un espace hyperbolique. Alors @(h(P,N)) contient un
sous-groupe isomorphe au groupe linéaire de P. En effet, si u: P2+ P est un
automorphisme de P, t(u-1)(f)(u(x)) = f(u-1(u(x)) = f(x), donc la matrice

u 0
M(u) = t( 4 est une transformation orthogonale de h(P,N). L'application
0 u

u = M(u) est un isomorphisme de GL(P) dans O(h(P,N)).

On appelle ®(n,A) le groupe orthogonal de 1'espace hyperbolique h(An).

L'inclusion naturelle ®, p de h(An) dans n(A™P), p 2 0, obtenue en identifiant
’

A" au sous-module de An+p dont les p derniéres coordonnées sont nulles, induit

u 0
une injection de @(n,A) dans ®(n+p,A), u . On appelle

0 idh(AP)

groupe orthogonal général et on note O(A), la limite inductive des groupes O(n,A)

munis des homomorphismes L Tout groupe orthogonal d'un module quadratique (P,q)
’

se plonge dans Q(A). En effet, (P,q) est toujours facteur orthogonal d'un espace

n(a™), car si P®P' ~ A", on a 1'isomorphisme (P,q) L (P,-q) L h(P') ~ n(a™).

1.12.5. Déterminant d'un automorphisme orthogonal. Si A est de caractéristique

2 et si (P,q) est un A-module quadratique, la forme bilindaire symétrique o as-
sociée est alternde : le groupe orthogonal O(P,q) est un sous-groupe du groupe
des transformations linéaires qui laissent ¢ invariante. Or, on sait(cf. [0 ],
par exemple) que le déterminant d'un tel automorphisme est 1. Le déterminant d'une

transformation orthogonale est donc toujours égal & 1 dans ce cas.

Dams le cas général, si s € 0(P) est si n est un entier, s est un
automorphisme de la puissance extérieure niéme, (AP, Anw). En particulier, 1'homo-
thétie de rapport dét(s) laisse aét(P,q) invariant. On a donc (dét s)2 =1 et
le déterminant d'une transformation orthogonale est une racine carrée de 1l'unité.
Si 2 est inversible dans A, on a un isomorphisme naturel entre le groupe uE(A)
des racines carrdes de 1l'unité de A et le groupe Ip(A) des idempotents de A
par ubk F(1-u) et et 1-2e, u € uz(A) et e € Ip(A). On obtient donc par 1'ho-
momorphisme déterminant, un homomorphisme de ®(P,q) dans Ip(A). Son noyau est
le groupe spécial orthogonal de (P,q) et nous verrons, au chapitre 2, comment on
peut se passer de 1'hypoth&se 2 inversible pour définir cet homomorphisme (cf.
2.8.14.).
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Si 2 est inversible dans A, le déterminant d'une transvection tx est

< N . s s ® i .
égal a 1, comme le montre la décomposition de tx en 1dAX ld(Ax)J'

Rappelons le théoreme suivant (cf. [17]) :

Théoréme 1.12.1. Si A est un corps, le groupe orthogonal d'un A-module quadrati-
que (P,q) est engendré par les transvections. De facon précise, si n est la

dimension de P sur A, ftoute transformation orthogonale est produit d'au plus n

transvections, excepté dans le cas ou (P,q) > h((Z/(Z))Z).

1.13. THEOREME DE SIMPLIFICATION DE WITT

Avant de passer au théoréme de Witt, nous allons démontrer le lemme

suivant :

Lemme 1.13.1. Soit x un é1ément unimodulaire du A-module quadratique (P, el

)
que q(x) = 0. Si q est strictement non dégénérée, il existe un élément y de

P tel que q(y) =0 et o(x,y) = 1. Le sous-module engendré par x et y est

strictement non dégénérée et isomorphe & 1'espace hyperbolique h(a).

*
En effet, comme x est unimodulaire (i.e., il existe f € P tel que
f(x) =1), il existe z € P tel que ®(x,z) =1, car q est strictement non dégé-
nérée ; il suffit alors de prendre y = z - q(z)x et il est clair que le sous-

module engendré par x et y est libre de rang 2. La restriction q' de q &

0 1
ce sous-module est strictement non dégénérée, car la matrice de d@- est ( )
1 0
en prenant pour base du dual la base duale de {x,y}. L'isomorphisme de h(A) sur
*
(ax ® Ay, q') s'obtient en envoyant 1 sur x et 1 sur y. Le couple {x,y}

s'appelle alorsune paire hyperbolique.

Une question naturelle se pose quand on définit le groupe de Witt-Grothen-
dieck d'un anneau A : le monoide abdlien E(A) des classes d'isomorphismesde modu-
les quadratiques est-il simplifiable ? En d'autres termes, ce monoide s'injecte-t-il
dans son groupe universel WG(A), c'est & dire,est-ce que deux modules quadratiques
(P1,q1) et (Pz,qz) qui ont méme classe dans WG(A) sont isomorphes ? La réponse

générale ne peut 8tre que négative ; il y a cependant des cas importants ou le

résultat est vrai, & savoir si A est un corps ou un anneau semi-local.

Dire que (P1,q1) et (Pz,q2) ont méme classe dans WG(A) signifie
qu'il existe (P,q) objet de C'(A) tel que (P1,q1) L (P,q) ~ (P2,q2) 1 (p,q),
et le probléme est de savoir quand on peut simplifier cet isomorphisme par (P,q).
I1 est équivalent de dire qu'on peut simplifier quand (P,q) est un espace hyper-
bolique puisqu'on peut rajouter (P,—q) aux termes de 1'isomorphisme et que h(P) ~

~ (P,q).L (P,—q). On peut alors supposer que P est libre de type fini car il
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existe P' projectif de type fini tel que P @ P' ~ A" et donc n(pP) Ln(p') =~

~ h(An). Comme h(An) est somme orthogonale de n espaces h(A), il suffit fina-
lement de montrer qu'on peut simplifier par le plan hyperbolique h(A). Identifiant
les deux modules quadratiques E, = (P1,q1)JL h(A) et E, = (Pz,qz).L h(A), on .
voit que le probléme de la simplification consiste & montrer que le groupe orthogo-
nal d'un module quadratique opére transitivement sur 1l'ensemble des paires hyperbo-

liques.

Théoréme 1.13.2. Le groupe orthogonal d'un module guadratique sur un corps A

opére transitivement sur 1l'ensemble des paires hyperboligues.

" Soient {x,y} et {x',y'} deux paires hyperboliques dans un module
quadratique E et soient P et P' les plans hyperboliques correspondants.
Nous allons montrer qu'il existe toujours o € O(E) tel que U(X) =x'., C'est clair
si x et x' sont dépendants car x' = ax et il suffit de prendre pour © 1'iden-
tité sur 1'orthogonal de P, o(x) =x' et o(y) = a—1y. Si x et x' sont indé-
pendants et si m(x,x') n'est pas nul, on note R le plan hyperbolique Ax @ Ax'
et on prend pour O 1'identité sur R+ , o(x) = x' et o(x') =x. Si x et x'
sont indépendants et w(x,x’) = 0, il existe 2z dans E tel que w(x,z) et
o(x',z) sont tous deux non nuls. Remplagant 2z par =z + CX Avaec un C convena-—
ble, on peut supposer que q(z) = 0. On peut donc envoyer d'abord x sur =z puié

z sur x' par des transformations orthogonales, d'olu le résultat voulu.

On suppose désormais que x = x' et y' s'éerit alors y' = y+z. Si

q(z) est non nul, la transvection t,t E-E définie par. tz(u) = u-zq (z)_1¢(u,z)
laisse x invariant car ¢(x,z) = O et envoie y sur y' car aly") = o(y,z) +

+ q(z) = 0. Si q(z) est nul, z est un élément de PL et il existe t dans Pk
tel que Az ® At est un plan hyperbolique R ; PL R est isomorphe & h(Az) et

il suffit de trouver une transformation orthogonale de P L R qui conserve x et
envoie y sur y+z. Il est facile de vérifier que 0 : PLR » PL R définie par
o(x) = x, o(y) = y+z, 0(z) =z et o(t) = t-x répond bien & la question, d'ol le

théoreéme.

Notons que si la dimension de E est supérieur & 2, on peut se restrein-

dre aux transformations du groupe spécial orthogonal.

En effet, si besoin est, on peut composer la transformation 0 trouvée
d'aprés le théoréme précédent avec une transvection qui se réduit & 1l'identité sur

P', c'est & dire définie par un vecteur z de P'd tel que q(z) £ 0.

Dans le cas d'un anneau semi-local, on a le théoréme suivant :
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Théoréme 1.13.3. Soient A un anneau semi-local et (P,q) un A-module quadrati-

que. Le groupe orthogonal de (P,q) opeére transitivement sur 1'ensemble des paires

hyperboliques. Si le rang de P est supérieur ou égal & 3, le groupe spécial or—

thogonal opére aussi transitivement sur les paires hyperboliques.

La seconde assertion est, comme pour les corps, une conséquence immédiate

de la premiére. En ce qui concerne la premiére question, soit B = A/Rad A =
n

= iE1 A/mi, ol m décrit l'ensemble fini des idéaux maximaux de A. Soient p et
P

par extension des scalaires & A/mi et on suppose pour 1l'instant que le rang de P

' deux paireshyperboliques dans P, P et pi les paires déduites de celles-ci

est supérieur ou égal & 3. Alors il existe dans chaque P 8h A/mi une transfor-
mation orthogonale 9. qui envoie p, sur pi et qu'on peut supposer &tre produit

d'un nombre pair de transvections, ce qui permet de supposer que ce nombre est in-
2

dépendant de 1'idéal maximal m, et o, = 1 t . Posons alors x. = (x. .).
i i . X, . i,j’1i
n J=1 1,J
~ ® . ) = )) € ;
€p Qh B 121 P ® A/lll:,L On a qB(xJ) (qA/mi (Xi,J)) U(B) ; on peut remonter
= 24
x., dans P en y. et q(y.) est inversible dans A. Soit alors o = I t_ .
J J J 3=1 yj

Si 1'on pose p = {x,y} et p' = {x',y'}, ona o(x) =x' (mod Rad(A).P) et

o(y) =y' (mod Rad(A).P) si bien qu'on est ramené & démontrer le théordme pour
deux paires {x,y} et f{x',y'} telles que x =x' et y=y' (mod Rad(A).P). On
a alors q(y-x')-= ~p(y,x') € U(A) et on vérifie que ty_x,(x') =y et que
tx_y(y) = x, donc on peut supposer que x = x'. On écrit alors y' =y + ax + t
avec t € (Ax 2 Ay)L , ou a = —q(t) puisque q(y') = 0. Soit alors Et la trans-
formation (introduite par Eichler dans le cas d'un corps ; cf. [45]) définie par :
Et(x) =x , Et(y) =y -xq(t) +t, Et(z) =z + @(z,t)x, si z € (Ax ® Ay)J'.

I1 est immédiat de vérifier que Et est orthogonale et que Et(y +ax + t) =y.
Comme Et(x) = x, la démonstration est achevée dans ce cas. Si le rang de P n'est
pas supérieur ou égal & 3, on se raméne tout d'abord au cas ou P est de rang
constant en décomposant A en un produit d'anneau semi-locaux indécomposables et
il ne reste plus que le cas o P~ Ax @ Ay ~ Ax' ® Ay' ; il suffit d'envoyer

x sur x' et y sur y' pour obtenir le résultat annoncé.

Corollaire 1.13.4. S3i A est semi-local, le monoide E(A) des classes d'isomor-

phismes de modules quadratiques s'injecte dans le groupe de Witt-Grothendieck de A.

C'est la réponse & la question que nous nous sommes posés au début du

paragraphe.

Dans le cas des corps, le théoréme de Witt raméne la classification des
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formes quadratiques & celle des formes dites anisotropes. Un A-module quadratique
(P,q), ou A est un corps, sera dit anisotrope si le seul vecteur x tel que
q(x) = 0 est le vecteur nul. Sinon P est dit isotrope ou encore, on dit que q

représente 0. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.13.5. Si A est un corps, tout A-module quadratique (P,q) possé-

de une décomposition orthogonale (P,q) ~ nh(AT)L (P',q'), ou (P',q') est aniso-

trope. La classe d'isomorphisme de (P',q') et l'entier r ne dépendent que du

module (P,q).

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de P sur A.
Elle est claire si le rangde P est 1 ou 2. Si le rang de P est supérieur & 2
et P anisotrope, c'est terminé et r = 0. Si q représente 0, le lemme 1.13.1.
montre que (P,q) ~ h(aA)L (P",q") et (P",q") a, d'aprés 1l'hypothése de récurren-

ce, une décomposition du type voulu, d'ol la décomposition orthogonale annoncée.
r
Si ona (P,q)~ h(a 1) 1 ( ,q1) h(a 2) l_(Pé,qé) et T, # r,, par exemple

r
r, < r2, h(A 2)’s h(A )L n(a i 1) et d'aprés le théortme de simplification,
T r_ -r
2 21
na? L (pya3) ~ )

( 1
1
donc r=7, et (P ,q1) ~ (P',qz), d'ol la proposition. L'entier r s'appelle

1'indice de (P,q).

q;). Mais comme (P',q{) est anisotrope, h(A =0,

Notons que 1'image de (P,q) dans le groupe de Witt de A est la méme
que celle de (P',q'). Ainsi, le groupe de Witt d'un corps A peut &tre défini

comme 1'ensemble des classes d'isomorphismes de modules quadratiques anisotropes.

1.14. AUTOUR DU SATZ 7 DE WITT

L'existence, pour un A-module gquadratique sur un anneau local de carac-
téristique résiduelle différente de 2, d'une base orthogonale (cf. 1.11.), montre
que 1'anneau de Witt-Grothendieck WG(A) est le quotient de 1'anneau de groupe

?[U(A)/UZ(A)] par 1'idéal engendré par les éléments de la forme (51+

L) -
- (E1+...+5n), ol les a, et Db, sont dans U(A) et ou la barre désigne la
classe modulo UZ(A). De plus, les formes quadratiques <é1,...,an> : An > A et
<b1,...,bﬁ> : An - A définie respectivement par (xi,...,xn)la i%1 a; Xi et
(X1""’Xn) k>ig1 bi xi ont méme classe dans le groupe de Witt-Grothendieck.
Remarquons que cette derniére assertion est naturellement équivalente & dire que
preea>) et (47, <o,

phes, d'aprés le théordme de simplification pour les formes quadratiques (cf. 1.13.).

les A-modules quadratiques (An, <a ,bn>) sont isomor-



Nous voulons montrer ici que 1'idéal noyau de 1'homomorphisme
Z[U(A)/U2(A)] - WG(A) est engendré (en tant que groupe abélien) par les éléments
de la forme (5,1 + 52) - (51 + 1‘)2) et pour cela, nous allons montrer un résultat
dd & Witt.
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Soit (P,q) un A-module quadratique, B = {e1,...,en} et B' = {e{,...,eﬁ}

deux bases orthogonales de (P,q). On dira que B et B' sont contiguds s'il
— '
1,...,Bp =B telle que Bi+1

ne differe de Bi que par deux éléments au plus. Notons que la contiguité est

existe une suite de bases orthogonales Bo =B, B

une relation d'équivalence sur 1l'ensemble des bases orthogonales de (P,q).

Proposition 1.14.1. Deux bases orthogonales d'un A-module guadratique (p,q) sur

un anneau local A de caractéristique résiduelle différente de 2 sont contigués.

Soit n 1le rang de P ; le résultat est clair si n =<2, Supposons-le

vrai pour n-1 et soient B et B' deux bases orthogonales de P sur A,

B = {e1,...,en} et B' = {e;,...,eg}. Parmi les bases contiguds & B, choisissons

B = [51,...,5n} 1'une des bases dans lesquelles e{ est combinaison linéaire du
plus petit nombre p de vecteurs de B. Alors p= 1. En effet, si p était égal
&2 et e{ = a, 51 + a252, par exemple, alors le sous-A-module A 51 D A 52 de
posséderait une base orthogonale {e{,eg} et la base orthogonale [e;,

serait contigué & B, contredisant la minimalité de p. Supposons donc p > 2

soit ey = a 51 +oot Al e . Comme q(e{) est inversible, 1'un des a, au moins
P -

est inversible car sinon q(e{) = i§1 aiq(ei) serait dans 1'idéal maximal m de

A. Supposons donc a1,...,aq ﬁ m et a .,ap € m. Alors q = p. En effet, si

MREEE . =
cela n'est pas le cas, on considére le vecteur e? =a; e + ap e q(e?) est
inversible dans A et A 51 DA e a une base orthogonale de la forme {e?,e;}.
Alors {e?, Ezr""e 10 e;, ep+1,...,5n} est une base orthogonale contigug &

[N ] =
B et ey =ef +a, e, t...ta

p-1
On a donc q = p, c'est & dire que tous les ay sont inversibles. Considérons

e , ce qui contredit la minimalité de p.
.p-1

alors les trois vecteurs f + a

178 % T Az Cg ty =85 85 T &y 6y 37 %

f =a,e,+a, e et f =a, e
+ a, 52 . Dans ces conditions, 1l'un des trois éléments q(f1), q(fz) ou q(f3)

inversible, car sinon, la somme q(f1) + q(fz) + q(f3) serait aussi dans m et
. 2 - 2. /=

comme 2 est imversible dans A, il en serait de méme de 2} q(e1) + a, q(ez) +

2 - 2 - 2 - € 2

+ az q(ej). or, q(f1) = a2.q(e2) + ag q(eB) m, donc  aj

a, €m ce qui est impossible comme on 1l'a vu plus haut.

Supposons donc q(f ) ﬁ m; A 51 D A 52 posséde une base orthogonale

1 [
{fj,fB} et dans la base {TB, £11 Bzree
.+ a ep n'est combinaison linéaire que de p-1 vecteurs ce qui contredit la

,En} contigué & B, e' =f, +a_ e

minimaEité de p. On a donc montré que p =1, c'est & dire que B est contigusd

q(g1) €m et par suite

1 3 5% %

e5,§3,...,5n}

est
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4 une base B" = {e{, e ,e;}. Mais alors {eé,...,eﬁ} et {eg,...,e;} sont

;'2‘, .
deux bases orthogonales d'un méme module quadratique de rang n-1, 1'orthogonal
dans P de A e1'. D'aprés l'hypothése de récurrence, ces deux bases orthogonales
sont contigués, ce qui entraine que B" et B' 1le sont aussi, d'ol le résultat
voulu.

L'argument est encore valable pour les modules quadratiques sur les anneaux

semi-locaux dans lesquels 2 est inversible.

Proposition 1.14.2. Le noyau de 1'homomorphisme Z[U(A)/UZ(A)] > WG(A) est

engendré par les é1éments de la forme (51 + 52) - (b
> et <b1>-|- <b

1 + ‘52) tels que les A-modules

5 > sont isomorphes (éléments du type a2),

On a vu plus haut que le noyau de cet homomorphisme était engendré par les

quadratiques <a1>-|- <a 2

é1éments o = (a1 P an) - »(b1 oot bn)’ ol ai,bi € U(A) et les formes

n n
. 2 2 .
quadratiques (x1 ye e ,Xn) [ i=21 a:.L Xi et (y1 yeen ,yn) P 351 bj yj sont isomor-

phes. Dans (P,q) = <a1> L L <an>, 1'isomorphisme précédent signifie que nous

avons deux bases orthogonales B = {e1,...,en} et B' = ({f, ""’fn} avec q(ei) =
=a, et q(fj) = b,j' D'aprés la proposition précédente, il «iste une suite BO = B,

B1 yeeey Bp = B' de bases orthogonales telles que B, ne différe de B, que

i+ i
par deux éléments au plus. A Bi est associé un élément uy de Z[U(A)/Uz(A)]

(1) (1) 5 (1) -
b si - = .z = A, e
oqmme suit : si Bi [e1 , ,en }, ui 32 q(ejp_"), de sorte que up a1+
cuetoal et uP = b1 oot bn . Alors o = uo - up = §=O (ui - ui+1). Or, par
définition u U est du type 9. On a donc bien montré que les éléments du
type o, engendrent le noyau de 1'homomorphisme Z[U(A)/U2 (a)]~ Wwe(A).

Remarquons que dans aucune des deux propositions précédentes, nous

n'avons utilisé le théoréme de s implification.

En caractéristique 2, il existe un résultat analogue & la proposition
1.14.1, signalé dans un article de I. Kaplansky et R. Shaker (cf. [25]). Nous sup-
poserons pour simplifier que A est un corps de caractéristique 2 bien que le
résultat soit vrai pour un anneau local de caractéristique résiduelle 2. Soient
alors (P,q) un A-module quadratique,f". = (P,,q1)_l_ e ) (Pn,qn) et P ' =
= (P{,q{)_L _I_(Pl'l,qr'l) deux décompositions orthogonales de (P,q) en somme
de plans (i.e., sous-modules de dimension 2). Ond&finit, comme au paragraphe précé-
dent, une équivalence entre P et P ' en dsant que Pet P ' sont contigués
s'il existe une suite P 0 = P, P 1 ,...,Pm =P de décompositions orthogonales
de (P,q) et si 1l'on passe de PP,

en changeant au plus deux éléments
de la décomposition orthogonale P 5 On a alors : '
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Proposition 1.14.3. Si A est un corps de caractéristique 2, deux décompositions

orthogonales d'un A-module quadratique sont contiguss.

Rappelons tout d'abord que dans un A-module quadratique (P,q) pour que
deux vecteurs x et y engendrent un plan facteur orthogonal de P, il faut et il
suffit que to(x,y) soit non nul. Cela provient de ce que la forme bilinéaire sy-

métrique ¢ associde & la forme quadratique q est alternée.

La démonstration se fait par récurrence sur le rang‘ 2n de P, le résultat
étant clair pour n =< 2. On supposera donc le résultat vrai pour le rang 2n-2 et
il suffit, d'aprés l'hypothése de récurrence, de montrer qu'il existe une décompo-

*
sition orthogonale P" = (P{,q,l').l. (P‘fz‘,q'z').l. e b (P;x’q;) équivalente &
P = . . i
(P1,q1),L (P2,q2).L 1 (Pn,qn) Pour cela, soit {ei,fi} une base de P,

1’

et {eé,fs} une base de P:_] pour lesquelles on imposera <p(ei,fi) = w(eé,fs)

1 =1, j =n. Considérons e1' : il existe un indice i et un vecteur x = e, ou
fi tel que (p(e," X ) ;é 0. Quitte & permuter les Pi puis e et f1 , on peut sup-
poser que X = f1 . Cela signifie que e1' =ae + b f1 TPy teelt P, avec a et

b dans A, a ;é 0 et b € Pi pour i =2 2. On peut changer de base dans P1
-1 ,

| par e, + b a f1) et supposer que e = a € + Py te..tD .

(k) -1 (2)

1

=e +a (p2 Fauut pk), 2 <k Sn. Le sous-espace P, ' =

= A e,fz) @ A f,l est un sous-espace non dégénéré de P‘I'L P2 qui s'écrit donc

(i.e., remplacer e

Posons alors e

P1(2)J, Péz) ;P est donc équivalente & la décomposition P(Z)J. P§2)_\. P3 oo A Pn

1
et e1‘ s'écrit alors a e1(2) +Pg toeee D Considérant maintenant P1(3) =

= A e1(3) @ A f1 , on peut continuer et ainsi on trouve finalement une décomposition
R1.L 'LRn équivalente & P avec R, = A e1n DA f1 , c'est & dire avec

1
-1
1' =a e1(n) . Quitte & remplacer f1 par a f1, on suppose e1‘ = e1(n). Alors f1'
(n) N E LS
1 + f1 + q2 + ..+ qn, ou qi Ri pour i = 2. Posant alors

e

s'éerit & e

(k)

f1 =ae1(n) +f1 + 4, Fooot qk, 2 <k <n, on peut & 1l'aide de Ae1' ®ATf

(x)
1
trouver une suite de décompositiors orthogonales équivalentes & P dont l'aboutisse-

ment est P;'_L _LP; avec P;‘ = P1'

Corollaire 1.14.4. Soit E 1'ensemble des classes d'isomorphismesde A-modules
E

quadratiques de rang 2. Le groupe WG(A) est le quotient du groupe libre 2

par le sous-groupe H engendré par les éléments de la forme [P1] + [P2] - [P3] -

- [P4] tels que P, L P, = PB_LP4 avec [Pi] €E (1 =1,2,3,4).

On n'a malheureusement pas de critéres simples permettant de savoir si

deux formes de rang 4 sont équivalentes. Il est bien entendu nécessaire que
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invariants d'Arf et algébres de Clifford soient les mémes mais cela n'est pas
suffisant (cf. 2.7.).

1.15. GROUPES DE WTTT D'UN CORPS DE CARACTERISTIQUE 2

Si A est un corps de caractéristique 2, 1l'existence d'une décomposition
¢'un module qﬁadratique en somme orthogonale de plans (modules quadratiques de rang
2) montre que WG(A) est un quotient du groupe abélien Z(E(A)) o E(A) est l'en-
semble des classes d'isomorphismes de plans (cf. 1.14.4). Nous donnons ici, en nous
inspirant de [53 ], une présentation de WG(A) et de W(A) par générateurs et
relations. "

Si (P,q) est un A-module quadratique oi A est un corps de caractéris-
tique 2 et si @ est la forme A-bilindaire symétrique associée & g, alors
w(x,x) = 2q(x) nous dit que ¢ est alternée et (P,q) se décompose en somme ortho-
gonale de plans (cf. 1.11.2) et tout plan posséde une base {91,e2} avec

ele, e, ) =1 et q(x e, +y e ) = ax2 + Xy + by2 avec a,b €A.
1772 1 2

Lemme 1.15.1. L'ensemble E(A) des classes d'isomorphismes de modules quadratiques

de rang 2 est en bijection avec 1'ensemble quotient de A x A modulo la relation

d'équivalence engendrée par :

(1) (a,b) ~ (b,a)

(2)  (a,b) ~ (s, @°D)

(3) (a,p)~(a+ B+ bB2,b)
oh a,b,B €A et €4 - {0}

2

Il y a une surjection naturelle de A X A sur E(A) obtenue en associant
au couple (a,b) la forme quadratique 9a,b) * A2 -»'A  définie par q(a’b)(xe1 + '
+ ye2) = ax2 + Xy + by2. Les relations (1), (2) et (3) sont manifestement néces-
saires. Pour wir qu'elles sont suffisantes, considérons deux couples (a,b) et
(c,d) qui ont méme image dans” E(A). Cela signifie que les formes Ua,b) et
q(c,d) sont isométriques et donc qu'il existe des scalaires A, p, A' et p!'

- ' e, ) = A
tels que q(a,b)(le1 + ue2) c,q(a,b)(k,e1 + W 62) d‘ et w(a,b)( e, + me,

1

est une forme alternée et que le groupe symplectique Sp w(a

, Ae, + u'e2) =1 ; cette dernidre égalité équivaut & Ap' - A'p =1 car w(a b)
’

b) est le groupe

’
spécial linéaire S£2(A). Notons alors, utilisant (2) puis (3) que 1'on a
- - - =2
(a,b) ﬁf(akz, bA 2) N(a)\z + Ap + bA 2(Au)2, bA 2) = (c, PA"7), en supposant A
-2
non nul. Utilisant (1), on a (a,b) ~ (br , ¢) etun calcul facile donne f, =

2
= A’e1 +p'e, = A+ (hf1e , d'ou en appliquant gq, d = A2 4 At 4 cArl,

2)
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On trouve & 1l'aide de (3) avec B =1', (b u._2,c) ~ (AT s o) ~ (d,e) ~

~ (c,d) ce qui achdéve la démonstration.

Proposition 1.15.2. Le groupe WG(A) est le quotient du groupe agbélien libre G
de base A x A par le sous-groupe I engendré par les éléments :

(1) (a,b) - (b,a)

(2)  (a,b) - (ad?, b072)

(3) (a,b)-(a + 8+ bBZ,b)

(4) (a,b) + (c,a) - (a+c, d) - (c,b+d)

n n
En effet, il suffit de montrer que si (5) - Ua b,y = 4 e ,a.)
i=t i i=1 i74

(ci,di) modulo I et le résultat se démontre par récur-

g s

n

alors i§1 (ai,bi) =,z

rence sur n. Pour n =1, c'est le lemme précédent ; soit n >1 et supposons que

le résultat est vrai pour n -1. L'isomorphisme (5) signifie que 1'on a un module

preenaf )l et fef, .
1 1 1 : P! | 1

cerely f1,...,fn} de sorte que q restreinte & {ei,fi} (reSp. {ej,fj}) est

quadratique (P,q) et deux bases symplectiques {e1 reeere s

q(a. b.) (resp. q(c_’d‘)). Apres renumérotation des {ei,fi} , on peut écrire

IIM"S

e1' lEJ g, avec g, EAei @Afi - {0}. Appliquant gq, on a ° = q(e )
(

n r
avec ]\) .. On a, avec des Bi convenables, i§1 (ai,bi) ;5 (eo,8, ) +
a ,b

i modulo I, du fait du lemme précédent. Une application répétée de
—r+1 |

T r
(4) montre que i§1 (G’i,Bi) = (01,61) +,5
nant le vecteur f;‘ tel que cp(e%',f'{) =1 et q(f%‘) = B1

=1, f1' - f;’ est dans 1'orthogonal de Pa‘ = Ae1' GBAfa’. Appelons P'i' le sous-

espace de P donnant (a!, B'), 2 =i <r ; en décomposant f1' selon les P;

n
et les P, i>r, ona f3 =1} + 22 h.. En utilisant (1), i (ai,bi)

(@i , ﬁi) mod I. Considérons mainte-

; du fait de o(e! el 1) =

by 1 n
= (q(f;‘),c1) +,5 (O']!_, Bi) + (ai’bi) ; on isole alors les Py, i =2, tels

que hi # 0 et, en raisonnant comme pour e1’ avec le lemme 1.15.1 et la relation

n n
(4), on trouve que i§1 (ai'bi) = (c1,d1) +.5 (ri,si). Par construction méme

L q(r s.) est une décomposition orthogonale de (P1' )'L . D'aprés le théoréme de
- I .

n n
i mplificati ; iy L
simplification de Witt, i=2 q(r,,ci) = i=2 q(c.,d.) et 1l'hypothése de récurren-
1 .
n

n
= 5 . N . .
ce nous donne i—§2 (ri,si) ;5 _(ci'di) modulo I, ce qui acheve la démonstration

de la proposition.
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Remarquons que pour obtenir le groupe de Witt de A, il suffit d'ajouter
4 I 1'élément (0,0) dont 1'image dans WG(A) est la forme hyperbolique de rang
2. De plus 1l'application ¥ : A x A » W(A) qui au couple (a,b) associe la classe
Ua,b) dans W(A) est Fz—bilinéaire (symétrique). En effet (a,b) + (a,c) =
= (0,b) + (a,b+c) = (0,0) + (a,b+c) modulo I et donc dans W(A), ¥(a,b+c) =

= ¥(a,b) + ¥(a,c). Ainsi la proposition 1.15.2 peut se traduire par : W(aA) est le

de

groupe universel pour les applications Eé-bilinéaires symétriques ¢ de A x A
dans les Gé-espaces vectoriels vérifiant t(axz,bc?) = ¥(a,b), ¥(a,b) =

= ¥(a + B + bﬁz, b) et ¥(a,b) + ¥(c,d) = ¥(a+c,b) + ¥(c,b+d). La deuxiéme relation
peut du fait de 1'additivité de ¢ s'écrire ¥(a,b) = W(a,abz) ; la troisiéme est
une conséquence de la biadditivité de . En effet ¥(b,c) = ¥(b,a + a + ¢) = ¥(a,b)
+ ¥(at+c,b) = ¥(b + d+d,c) = ¥(c,d) + ¥(c,b+d), soit finalement ¥(a,b) + ¥(c,d) =

= ¥(a+c,b) + ¥(c,b+d). On a ainsi ld proposition suivante :

Proposition 1.15.3. Le groupe de Witt W(A) est la solution du probldme universel

posé par les applications Ué—bilinéaires symétriques ¢ : A XA =G ou G est un

Fz—espace vectoriel, qui vérifient les conditions ¥(a,b) = W(a,abz) et ¥(a,b) =

- *
*(ao?, ber 2), quels que soient a et b dans A et o €A .

La démonstration de la proposition 1.15.2. s'apparente & celle de 1.14.3.

1.16. ANNEAU DE WITT D'UN ANNEAU DE PRUFER

Soit (P,q,N) un objet de C(N), ou N est un A-module projectif de
type fini et de rang 1. On a :

Lemme 1.16.1. Pour que: (P,q,N) soit un espace hyperbolique, il faut et il suffit

qu'il existe un facteur direct M de P tel que la restriction de q & M soit

0 etaue M={yly €P, o(x,y) =0, ¥ € M}.

La condition est bien nécessaire car si (P,q,N) = h(P',N) alors le
sous-A-module P' de P satisfait aux conditions exigées de M. Pour montrer la
suffisance, considérons un supplémentaire M' de M dans P ; on note i 1'injec-
tion naturelle de M dans P,p (resp. p') la projection de HomA(P,N) sur
HomA(M,N) (resp. HomA(M',N)). Par hypoth&se p o dcp 0o i est un isomorphisme de
A-modules car d¢ : P> HomA(P,N) en est un. Il en résulte que M' est isomorphe
4 HomA(M,N) et si z=x+f €P, q(z) = F(x,f) + qo(f), ol a, est la restric-
tionde g & M' et oW F est une application bilinéaire de M x HomA(M,N) dans

N qui induit par f p (x b F(x,f)) un automorphisme de HomA(M,N). Quitte 4 chan-

A

On a vu dans le lemme 1.9.1. qu'il existe une application bilinéaire

ger 1l'identification de M et de Hom,(M,N), on peut supposer que F(x,f) = f(x).
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¥ : M x M >N telle que ¥(f,f) = -qo(f) ; soit alors o : M' - HomA(M‘,N) ~ N
l'application linéaire induite par ¥ telle que ¥(f,g) = f(o(g)) ; on a qo(f) +
+ f(a(f)) = 0 par construction de @. Soit alors M" 1le sous-module de P formé
des éléments &(f) + £ oh f déerit M' ; c'est un supplémentaire de M et on a
alx + e(f) + £) = f(x) + £(e(£)) + qo(f) = f(x). L'application (g,f) b x+ of)+f

de h(M,N) dans P est 1'isomorphisme cherché.

Supposons maintenant que A soit un anneau de Priifer, c'est & dire un
anneau intdgre dans lequel tout idéal de type fini est projectif ; on désigne par
K sonwrps des fonctions et soit N un A-module projectif de type fini et de
rang 1, i.e., un idéal de type fini de A. Ilexiste un homomorphisme naturel de
w(N) dans W(N Qk K) qui est, quand on choisit un générateur de N 81 K, isomor-

phe & W(K). On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.16.2. L'homomorphisme naturel de groupes abéliens W(N) - w(w QkK)
est injectif.

11 suffit de montrer que si (M,q,N) et (M',q',N ) sont tels que
(M,q,N) ® K et (M',q',N) ®K sont isomorphes, alors (M,q,N) et (M',q',N) ont
méme classe dans le groupe de Witt de N. Pour cela, considérons (M,q,N) L
A (M',-q',N) = (P,q,N) dont 1l'image dans W(K) est O : il s'agit de montrer que
(P,q,N) est un espace hyper}zolique. or, (P,q,N) ®AK =n(V,K) et P s'identifie

4 un sous-A-module de V &V . On a la suite exacte de K-espaces vectoriels

0 -V i v e V* S V* - 0. Soit alors M' 1'image de P dans V* par la
projection p ; M' est un A-module de type fini sans torsion donc projectif et
on endduit la suite exacte scindée de A-modules

6 »pnv 3 p B w s o0.
On peut alors appliquer le lemme précédent & M =P N V, ce qui démontre la
proposition.

Considérons le cas ou N = A ; si B est un sous-anneau intermédiaire
entre A et X, B est de Priifer et du fait de la proposition précédente, on a les
inclusions naturelles W(A) (== W(B)C—»‘ W(K). Si maintenant m est un idéal maxi-
mal de A et A, 1'anneau local de A en m, W(aA) e W(Am) ey W(K) et la

question se pose de savoir si W(A) coincide avec n W(A ) dans W(K), ou
m
m € Max(4)

Max(A) désigne 1'ensemble des idéaux maximaux de A. La réponse est affirmative et

on a la proposition suivante :

Proposition 1.16.3. L'homomorphisme naturel de groupes abéliens W(A) -

-

m € MQX(A) W(Am) est un isomorphisme.
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Le lecteur pourra consulter [22], pour la démonstration. En fait, un

résultat analogue & celui de la proposition 1.16.3. est encore vrai dans le cas

ol A est un anneau semi-héréditaire (cf. [237).

En général, si A est un anneau intégre de corps de fractions K, 1'homo-
morphisme naturel de groupes abéliens W(A) > W(K) n'est pas injectif. Ainsi, si
A est régulier et noéthérien intégre, le noyau de W(A) - W(K) est un nilidéal
de W(a) (cf. [15]). Par contre, si A  est un anneau local régulier complet et

noéthérien avec 2 inversible, alors W(A) -» W(K) est injectif (cf. [15]).

1.17. EXEMPLES
Nous rassemblons ici un certain nombre d'exemples d'anneaux de Witt.

1.17.1. L'anneau de Witt d'un corps K gquadratiquement clos

Si K est quadratiquement clos et de caractéristique différente de 2,
U(K)/U2(K) est réduit & un é1ément et la proposition 1.14.2. montre que 1'homo-
morphisme Z = Z[U(K)/UZ(K)] > WG(K) est un isomorphisme d'anneaux, inverse de
1'homomorphisme dim : WG(K) >z (cf. 1.10.). En caractéristique 2, on voit encore
que E(A) est réduit & un élément si bien que WG(K) s'identifie encore & &
par 1'homomorphisme dim. On en déduit immédiatement que W(K) = (O) en caracté-

1?
ristique 2 et #&/(2) dans le cas contraire.

1.17.2. L'anneau de Witt d'un orps K ordonné maximal

On sait que le groupe U(K)/U2(K) est alors réduit & deux éléments,
classes de -1 et de +1. Le noyau de 1'homomorphisme Z[U(K)/Uz(K)] > We(K) de
1.14.2. est manifestement réduit & (0), de sorte que WG(K) est isomorphe &

Z ®2 avec pour produit (s,t) o (s',t') = (ss' + tt', st' + s't), ce qui n'est
autre chose que la loi d'inertie. L'homomorphisme naturel WG(K) - W(K) n'est alors
pas autre chose que la signature Oo[(s,t)] = s-t car le sous-groupe formé par les
espaces hyperboliques est le sous-groupe diagonal H = {(s,s) I s €r} et W(K)

s'identifie en tant qu'anneau & Z.

1.17.3. Cas de 1l'anneau des entiers

L'anneau de Witt de & s'obtient & 1'aide de 1l'homomorphisme Z - R
qui fournit un homomorphisme injectif W(Z) » W(R) ~ Z (cf. [5%]);donc W(Z) est un
idéal de Z. Comme tous les modules quadratiques sur Z de rang inférieur ou égal
34 8 sont hyperboliques sauf celui fourni par la matrice de Milnor (cf. [28]), on
voit que W(Z’) ~ 8 Z.

Des considérations analogues permettent le calcul de W(Q) et de tout
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corps de nombres ainsi que celui de 1'anneau de ses entiers algébriques (cf. [26]).

1.17.4. L'anneau de Witt d'un corps 01(2)

Soit K wun corps et supposons que toute forme quadratique sur K & plus
de deux variables représente 0 ; le corps K est dit C1 (2). Cela équivaut a dire
que toute forme quadratique non dégénérée & deux variables représente tout é1ément
non nul de K et en particulier 1'élément unité. Nous distinguons deux cas suivant

la caractéristique de K.

(i) Le corps K n'est pas de caractéristique 2

On voit alors aisément, par récurrence sur le rang de la forme quadrati-
que q que q est équivalente & la forme <I>L ...l <I>L <dét ¢ . Ainsi les
deux homomorphismes dim : WG(K) -2 et dét : WG(K) - U(K)/UZ(K) suffisent &
déterminer les formes quadratiques sur K, c'est & dire 1l'homomorphisme de groupes
abéliens u = (dim,dét) : WG(K) » Z $U(K)/U2(K) est injectif. D'autre part, il
est bien clair que u est surjectif et le produit dans WG(K) est donné par

m, m
(m1 ,51).(m2,§2) = (m1m2,a12.321).

Considérons maintenant l'anneau de Witt de K : deux cas sont & considé-
rer. Supposons d'abord que -1 € U2(K). L'anneau de Witt est le quotient de WG(X)
par 1'idéal des formes hyperboliques, sous-groupe cyclique infini engendré par
H = <1>L <-1> dont 1'image par u est (2,7). On a donc W(K) =~ z/(2) ®
o U(K)/Uz(K).

Si -1 n'est pas un carré dans K, WG(K) est le quotient de 2@
QU(K)/U“Z(K) par le sous-groupe engendré par (2,71). Comme (2,-1) + (2,—_1.) =
= (4,7), W(K) est un quotient de 2/47 @ U(K)/UZ(K). En fait on a la suite exacte
non scindée de groupes abéliens : 0 = WO(K) - w(K) it z/(2) ou & est 1'homomor-
phisme de dimension modulo 2. Le groupe WO(K) s'identifie & U(K)/UZ(K) et la

somme dans W(K) =WO(K) x z/(2); (a,1) + (B,1) est (=ab,0).
s.d.

(ii) Le corps K est de caractéristique 2

Notant H1 1'espace hyperbolique de dimension 2 sur K, on voit que
comme dans le premier cas toute forme quadratique q s'éerit H1_L H1..L J.H1
L A(a) ou A(q) € E(X) est déterminée de manidre unique par q. De plus 1'ensem-
ble E(K) se trouve naturellement muni d'une loi de groupe abélien de la fagon

suivante : soient q1 et q deux éléments de E(K) et posons q1 * q2 =

Il

A(q1J. q2). on a donc comme dans (i), deux homomerphismes de groupes abéliens
dim : WG(K) »Z et A : WG(X) » E(K) qui suffisent & déterminer WG(XK) : c'est
le groupe abélien somme directe de & et de E(K). L'élément neutre de E(K) étant

(NS
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H1, le groupe W(K) s'identifie naturellement & E(K). Intéressons-nous maintenant
au groupe E(K). Les éléments de E(K) correspondent aux formes quadratiques

* — .
U a) (cf. 1.15.) et 1.15.2. montre que Up,a) ¥ 91,b) = U1, a4p)" OB vOit done

que E(K) est un quotient du groupe additif de K par le sous-groupe H formé

des éléments a tels que ) ~ H1. A 1'aide de 1.15.1., on voit immédiatement

91 ,a
2 b
que H = {x + X ‘x €K} = p(K) ou P est l'homomorphisme de groupes abéliens
Lt 2
p: K->K défini par p(x) = x + x°". Le groupe E(K) est donc le groupe K/p K
que nous retrouverons au chapitre 2 comme groupe des extensions quadratiques de K.

L'invariant A(q) est 1'invariant d'Arf de q (ef. 2.6.).

Les résultats que nous venons d'obtenir peuvent &tre obtenus directement
4 partir de 1.15. dans le cas particulier des corps parfaits de caractéristique 2.

Comme un corps fini est 01(2), les résultats présents s'appliquent & eux.

1.17.5. Anneau de Witt d'un corps et d'un anneau fini

On sait que tout corps fini K est C,, donc 01(2), d'aprés le théortme

1’
de Warning-Chevalley (cf. [9]). Dans tous les cas, WG(K) ~ 2z ® 2/(2). Pour W(X),

on a les trois cas suivants :

(i) card K = 0(2) : W(k) = E(X) = z/(2).
(ii) Ccard K =1(4) : W(kK) =~ z/(2) ® z/(2).
(iii) card X = 3(4) : W(K) ~ z/(4) .

1l

Dans le premier cas, K est parfait de caractéristique 2 ; dans le second cas,
-1 € UZ(K) et dans le troisidme -1 £ UZQK).

‘.

Soit maintenant A wun anneau fini : c'est un anneau semi~local dont le
radical est nilpotent , c'est donc un produit d'anneaux locaux complets de corps
résiduels finis. Soient alors r, le nombre des idéaux maximaux m de A tels
que Card (A/m) = 0(2), T,
5 celui de Ceux pour lesquels Card (o/m) = 3(4). Alors WG(A) (resp. W(4)) est
le produit des WG(A/m) (resp. des W(a/m)) ou m parcourt l'ensemble fini des

le nombre de ceux pour lesquels Card (A/m) = 1(4) et

idéaux maximaux de A, si bien que :

r, + T, + T r, + T, + T,
wea)~z ' 2 Ce@w()' ?* 7

r, + 2r
W)~ 2/(0) 7 e (/) |2
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2. ALGEBRES DE CLIFFORD

2.1. DEFINITIONS

Soient A un anneau, M un A-module et q : M - A une forme quadratique

sur M. L'algtbre de Clifford de 1'objet (M,q) est, par définition, le quotient de

1'algébre tensorielle T(M) par 1'idéal bilatére I(q) de T(M) engendré par

les éléments x ® x — q(x) 1 )’ oW x parcourt M. On la note C(M,q) = T(M)/I(q).

(M
Il est clair que dans la définition de 1'algébre de Clifford de (M,q),

on n'est pas tenu & supposer que M soit projectif et g non dégénérée. Aussi,

les objets (M,q) oW M est un A-module et g : M - A est une forme quadratique,

seront aussi appelés modules quadratiques, si aucune confusion n'est & craindre.

Remarquons que si q est la forme nulle, C(M,q) est 1l'algébre extérieure
AM). L'algtbre C(M,q) est la solution du probléme universel suivant : onconsidére
les couples (E,a) o E est une A-algtbre associative et unitaire et @ : M = E
)2 = q(x) 1E' L'algébre C(M,q) et 1l'ap-

plication p de M dans C(M,q), composée de 1'injection naturelle de M dans

une application A-lindaire telle que o(x

T(M) et de 1la surjection mde T(M) sur C(M,q), est un objet initial de la
catégorie formée des paires (E,®). Notons gqu'on a dans C(M,q), p(x)2 = q(x)1C(M,q)
par construction et, pour tout couple (x,y) d'éléments de M, p(x)p(y) + p(y)o(x) =
= o(x,y) 1C(M,q)’ ¢ étant la forme A-bilinéaire symétrique associdée & q. Si p

est injective, on identifiera M & son image par p dans C(M,q) (en général, p
n'est pas injective). On dira que: p : M - C(M,q) est 1l'application A-linéaire -

canonique.

Soit 'p' : M -» C(M,q) 1'application A-linéaire définie par X i» - o(x) :
2
1 -
ona (p'(x))" = a(x) 1C(M,q)
de C(M,q) un homomorphisme qu'on notera o, de C(M,q) dans elle-méme. Comme

C
le couple (C(M,q), p') est aussi solution du probléme universel posé ci-dessus,

et on obtient ainsi, d'aprés la propriété universelle

UC est un automorphisme, involutif puisque UC(D(X)) = - p(x), qu'on appelle

automorphisme principal. De méme, soit D = ¢(M,q)° 1'algdbre opposée de C(M,q),

c'est 4 dire que D a méme groupe abélien sous-jacent mais que sa multiplicatbn

est définie par x * y =y x, x et y parcourant D. L'application p : M =D
vérifie la condition p(x) * p(x) = q(x) 1D, d'ou un homomorphisme T de C(M,q)
dans C(M;q)o qui est un isomorphisme, donc un antiautomorphisme de C(M,q) appelé

1l'antiautomorphisme principal. Ces deux isomorphismes % et T
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proviennent d'applications analogues définies sur TYM) et qui laissent globale-

ment invariant 1'idéal I(q).

Le caractére universel de C(M,q) entraine un certain nombre de proprié-
tés fonctorielles. Ainsi, soit u : (M,q) » (M',q') un morphisme de modules qua-
dratiques et p' : M' -» C(M',q') 1l'application canonique. On a (p' o u(x))2 =
= 1 = t ] 5 t' ] : 1 1

a'(u(x)) To(nr,qt) a(x) To(ur,qr) ©F 'application o' ou : M - c(M',q")
induit donc un unique homomorphisme de A-algetbres c(u) de c¢(M,q) dans c(M',q').

I1 est évident que C(id( ) = idc(M Q) si v: (M',q') » (M",q") est un second
i

M,q)
morphisme de modules quadratiques, on obtient deux homomorphismes de C(M,q) dans
c(M",q"), & savoir, C(v) o Cc(u) et C(v ou) qui coincident du fait de 1'uni-

versalité de C(M,q). Ceci nous montre que C : (M,q) > C(M,q) est un foncteur de

la catégorie des A-modules gquadratiques dans la catégorie des A-algdbres associa-

' De plus, soit (M,q) la limite inductive d'une famille (Mi’qi)iEI de
A-modules quadratiques. L'assertion donnée ci-dessus montre que la famille des
algébres (C(Mi’qi))iGI munie des homomorphismes C(uij) induits par les
uij : Mi =M, pour chaque i < j forme un systéme inductif. Alors C(M,q) s'iden-
tifie & la limite inductive des algébres C(Mi’qi)'

Soit maintenant A - A' wun homomorphisme d'anneaux (commutatifs). La
A'-algébre C(A' ® M,q') ou q' : A ® M > A' est la forme A'-quadratique ob-
tenue de q par extension des scalaires, s'identifie naturellement & la A'-algtbre

A’ ®A c(M,q).

n
L'algébre tensorielle T(M) est graduée sur I par T (M) = ® M, mais
1'idéal I(q) n'est pas homogene pour cette graduation. Cependant, graduons T(M)
2
sur 2/2Z en posant TO(M) - @ 7°P (M) et T1(M) = @& T p+1(M). Alors
=0 =

1'idéal I(q) est homogéne car x ® x - q(x) T M) € TO(M) (x €M) et c(M,q) se
trouve ainsi graduée sur £/2%Z : C(M,q) = CO(M,q) & 01(M,q) =C, ® Cys CO(M,q) est
une sous-algdbre de C(M,q), la sous-algébre engendrée sur A par les produits

p(x) p(y), x,y €M et p(M) est contenu dans le A-module 01(M,q).

Remarquons que GC et T -automorphisme et antiautomorphisme principaux-

respectent la graduation. En particulier OC = idC D - idC . Notons que (M,q)l*
o 1

b» C(M,q) est unfoncteur de la catégorie des A-modules quadratiques dans la catégo-

rie des A-algtbres associatives graduées sur Z/ZZ, les morphismes étant les homo-

morphismes de degré zéro. Il suffit, pour cela, de remarquer que si u est un

morphisme de modules quadratiques, de (M,q) dans (M',q'), C(u) est un morphisme

d'algebres graduées, homogéne de degré zéro. En particulier, si 1'on note Co(u)
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la restriction de C(u) a CO(M,q) et en restreignant le codomaine de Co(u) EY

CO(M',q'), alors on a Co(id( )) = id ) et Co(v ou) = Co(v) 0 Co(u).

M,q ¢, (M,q
Ainsi, (M,q) = CO(M,q) est aussi un foncteur de la catégorie des A-modules qua-

dratiques dans la catégorie des A-algdbres associatives.

Notons encore que 1'extension des scalaires est compatible avec C ,
o

c'est & dire que C (A' ®A M, q') s'identifie naturellement & A' ®A CO(M,q).
o
2.2. PRODUIT TENSORIEL GRADUE ET ALGEBRE DE CLIFFORD D'UNE SOMME

Soient E = EO L3 E1 et F = Fo ] F1 deux A-algebres associatives,

gradudes sur Z/(Z) Le produit tensoriel gradué de E par F, noté E®F, est. la

A-algébre associative graduée sur z/(z) dont le A-module sous-jacent est E®F,
gradué par (E ® F)O = (EO ® FO) @ (E1 ® F1) et (E® F)1 = (Eo ® F1) @ (E1 ® FO)

et dont la multiplication est donnée, suir les é1éments homogénes x € Ei’ x' € Ei"
sat
yE€F,, vy € Fj" par (x ®y) (x' @ y') = (1) (xx') ® (yy'), o ® désigne le
J

produit tensoriel sur l'anneau A.

Le produit tensoriel E ® F peut 8tre aussi muni d'une structure de
A-algdbre graduée sur %/(2), en posant (x ®y) (x' ® y') = (xx') ® (yy'), ob
x,x' €E et y,y' €F et en graduant E®F comme ci-dessus. Notons que si E1
(ou F1) est réduit & 0, E®F et E®TF coincident en tant que A-algebres
graduées sur Z/(Z) . De m@me, en caractéristique 2, le produit tensoriel gradué
et le produit tensoriel ordinaire coincident. Remarquons enfin que si x est dans
E, et y dans F,, ona, dans EQ;F, (x®1) (1 ®y) =Ax®y et (1®y) (x®1)=
= -x ® y. Les images canoniques de E et de F dans E ® F ne commutent donc pas,

en général.

Proposition 2.2.1. L'algébre de Clifford de la somme orthogonale de deux modules

gquadratiques est le produit tensoriel gradué des algdbres de Clifford de chaque

composante.

Soient (M,q) et (M',q') deux modules quadratiques, D 1le produit ten-
soriel gradué C(M,q) éC(M‘,q') et p 1l'application de M ®M' dans D définie
par A(x,x') = x®1 + 1 ® x'. Nous voulons montrer que (D,p) est la solution
du méme probléme universel que c((M,q) & (M',q')). Soit donc E une A-algdbre
associative et @ : M ® M' » E une application lindaire telle que (a(x,x’))2 =
= (q(x) + q'(x")) g Considérant les restrictions de @ & M et & M' respecti-
vement, on en déduit deux homomorphismes de A-algébres OIM : ¢c(M,q) » E et

¢ ® o

'

a, : Cc(M',q') »E et soit B : C(M,q) ® c(M',q') -

» > B
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l'application A-linéaire composée, ol p est la multiplication de E. En prenant
pour multiplication sur le A-module C(M,q,) ] C(M',q’) la multiplication du
produit tensoriel gradué, 8 est un homomorphisme de A-algébres. Pour cela, il
suffit de vérifier que B((x @ x')(y®y')) =B(x®x'")' By ®y'), o x,y € ¢c(M,q)
et x',y' € ¢(M',q') sont des éléments homogénes. On a donc & vérifier que
(_1)do(x')do(Y)

&, (1) a,(y) o, (x) &, (5') = o,(x) & (1) o, () &, (y)

M M , i.e.,

o ) o () - (D W)
il suffit de montrer que oy y) M'(X ) = (-1) orM,(x ) aM(y), pour

tout x' € ¢(M',q') et y € ¢(M,q). Comme M engendre C(M,q) entant que A-algd-
bre, il suffit de vérifier la relation ci-dessus pour x' € p'(M') et y € p(M),
ot p: M->C(M,q) et p' : M' - cCc(M',q') sont les applications A-linéaires
canoniques. Mais alors, on sait que (G(y,x'))2 - (Of(y,O))2 - (@(O,X'))2 = ¢((y,0),
(0,x')) =0, ot @ est la forme A-bilindaire symétrique associée & la forme qua-
dratique q4 q' : MO M' >4, (x,x') - q(x) + q'(x'), ce qui est exactement 1la

relation demandée.

Le résultat précédent fournit des renseignements sur la structure de

module de l'algebre de Clifford de certains modulesquadratiques.

Proposition 2.2.2. Soit (M,q) un module quadratique, libre de type fini et pos-

sédant une base orthogonale (ei), 1=4i=<n; C(M,q) est un module libre de type

fini et une base de C(M,q) est formée des éléments p(ei ) ... p(ei ), ou
) 1 q

1 < i <..< iq <n. L'application p est injective et le module C(M,q) est

isomorphe & 1'algébre extérieure de M.

.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Si n =1, T(M) s'iden-
tifie & 1'anneau des polyndbmes A[X] et 1I(q) est 1'idéal principal engendré par
X2 - q(e1). Ainsi, C(M,q) est un A-module libre de rang 2 dont une base est formée
de 1 et de p(e1). Supposons le résultat vrai pour n-1 et soit M' 1le sous-module

7 . — ' i -
engendré par e,,...,e .. Ona (M,q) = (m', qlM,).L (A eyr Ay en) et en appli

quant la proposition 2.2.1., C(M,q) en tant que A-module, s'identifie &

C(M',qIM,) ® c(A e, qlA e ). Les résultats voulus sont clairs en appliquant 1'hypo-
n

thése de récurrence & C(M',qlM,) et (le cas ol le module est de rang 1) &

C(A en, qlA en).

Corollaire 2.2.3. Soient A un corps et (M,q) un A-module guadratique, ou M

est de dimension finie n sur A. Alors, C(M,q) est un A-espace vectoriel de

. . e 2 s n
dimension finie égale & 2.
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En effet, si A est de caractéristique différente de 2, la proposition
s'applique directement, méme si la forme quadratique est dégénérée. En caractéris-
tique 2, la chose se complique légeérement car le module quadratique (M,q) est la
somme orthogonale de tois facteurs : son radical M1, un sous espace vectoriel M

2

sur lequel la forme quadratique est une application semi-linéaire de M2 dans A
R . . 2 RN
vis-a-vis de 1l'isomorphisme xt>x de A sur son sous—corps A et un troisiéme

N sur lequel la forme quadratique est non dégénérée. Ainsi (M,q) = 1 (Mi’qi)
i=1
et il suffit de regarder ce qui se passe sur chaque Mi’ Pour M1,q1 =0 et

C(M1,q1) est 1l'algébre extérieure A(M1). Pour M,, il existe une base orthogonale
(toute base 1'est !). Reste M3 qui est somme orthogonale de sous-espace de rang

2. I1 suffit donc de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.4. L'algdbre de Clifford d'un A-module quadratique (M,q) libre de

rang 2 est un A-module libre de rang 4.

En effet, c'est le quotient de l'algébre tensorielle & deux générateurs
e et e, par 1'idéal engendré par les éléments (a e
avec a et b dans A, soit finalement par les éléments ef - q(e1), eg - q(% ),

2
+ Db e2) - q(a e, +be )
et e e, +e, e - m(e1,e2), ou ¢ est la forme A-bilindaire symétrique associée
4 q. On considére le A-module E = A4 dont on note {eo,e1,e2,63} la base canoni-
que et on définit sur E une structure de A-algébre associative en posant :
. i s 2 2 _
(1) e, est élément unité de E ; (ii) € = q(e1) € € = q(ez) €1 €13 = €3
2
et 2, € = ¢(e1,e2) €, = €3 - ona (a e + b e2) = q(a e, + b e2)eo, donc

l'application p de M dans E qui a a e, + b e, associe a e+ b €, induit

un homomorphisme de A-algébres de C(M,q) dans E. Inversement si & : M - D est
une application A-linéaire telle que (ot(x))2 = q(x) 1p » pour tout x €M, ou

D est une A-algdbre associative & é1ément unité, on définit B : E - D, B(eo) = 1D’
B(e,) = ale )(i=1,2) et Ble;)=o(e)) ole,

un homomorphisme de A-algébres, donc E est isomorphe & 1l'algébre de Clifford de

). Il est immédiat de vérifier que B est

(M,q). Ceci nous montre bien que {1,e1,e2,e1e2} est une base de 1'algébre de
Clifford C(M,q). De plus, {1,e1e2} est une base de CO(M,q) et {e1,e2} est
une base de CW(M,q). Donc, en particulier, on a un isomorphisme de A-modules
C1(M,q) ~ M, dés que M est un A-module projectif de type fini et de rang 2.

2.3. STRUCTURE DE MODULE DE L'ALGEBRE DE CLIFFORD

Le but de ce paragraphe est de donner dans un cas général des renseigne-

ments sur le A-module C(M,q) (cf. [10]). Comme cette méthode s'applique & d'au-
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tres algébres, sans complications excessives, nous avons donné les démonstrations
dans le cadre le plus général.

Soient M un A-module et x € M. On note et T(M) - T(M) la multi-
plication & gauche par x, i.e., ex(u) = xu pour tout u € T(M), ot x u désigne
le produit de x par u dans l'algébre tensorielle T(M). Désignons +1 ou -1

par e.

Lemme 2.3.1. Soit f € HomA(M,A) = M*¥, Il existe une unique application A-linéaire
i de T(M) dams T(M) telle aue : (i) Ji(1) =0 ; (if) j; oe +tee o=

f(x) 1T(M , pour tout x dans M. De plus, fi> jf est une application A-linéaire
de M* dans HomA(T(M), T(M)) ; si Tn(M) désigne le module des éléments de T(M)

de degré au plus égal & n, j; (Tn(M)) c Tn—1(M)' Si f et g sont des éléments
de' ¥, 520 3 we it o gl -0 et (3% -0

En effet, la condition (ii) s'éerit j;(x u) = - e x jg(u) + £(x) u pour
x dans M et u dans T(M). Comme (i) détermine j; sur To(M) et que (ii)
montre que j; est connu sur Tn(M) si 1l'on connait ses valeurs sur Tn_1(M),
1l'application j; se trouve déterminée et de maniére unique par les deux condi-

tions, en raisonnant par récurrence sur l'entier n. On a clairement alors

e . .
; c =
Je (r (M) crT _1(M) pour la méme raison. De plus,si g a, f1 + a, f2, a; €4,

£, €M%, i€ et a, i +a. £%  vérifient les condition (i) et (ii), donc sont
i g 1 f1 2 f2

égales. La derniére affirmation se démontre différemment suivant e : si e =1,
142 o A A a1 142

(30)7 0oy == dpoe 0 dp + £(x) 3y = (- 3p 0 ey + £(x) 159) 0 3p = e 0 (3p)

Comme (j})2(1) =0, (j})z est nul sur T(M) puisque T(M)-linéaire & gauche.

Remplagant alors f par f+g, on obtient j} o j; + j; o j; = 0.

Dans le cas e = -1, le résultat est clair pour les éléments de degré
0 car j;1 0 jé1 (1) = 0. Le résultat général s'obtient par récurrence sur n.
Lo =1 -~ =1 ) _
En effet, supposons que Jf o Jg = Jg ° Je sur Tn-1(M) et soit v = xu € Tn(M).

ona (37 0 37 =x (57 0 7)) + 2(x) 37 () 4 e() 57 (w) et

(j;1 o j;1)(v) =X (,jé1 o j;1)(u) + g(x) j;1(u) + £(x) j;1(u). De 1'hypothése de

récurrence, on déduit le résultat cherché.

On remarque que les conditions(i) et (ii), jointes au fait que j; (x) =

= f(x) 1T(M) pour x € M signifient que j; est 1'unique (- ¢) - dérivation de

T(M) dans T(M) qui prolonge f. On en déduit aisément que est nulle sur la

.€
Je
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sous-algtbre de T(M) engendrée par le noyau de la forme linéaire f.

Soit maintenant F : M x M » A une forme A-bilinéaire. On note F

€ ' . . . €
F,x l'application J de

1'é1ément de M* aéfini par Fx(y) = P(x,y) et J F
T(M) dans T(M) associée & F_ suivant le lemme 2.3.1. On a alors le lemme

X

suivant :

Lemme 2.3.2. I1 existe une application A-linéaire A; et une seule de T(M)

e e € €
H i N = H ii A = N A .
dans T(M) telle que : (i) P (1) =1 3 (i1) POy (eX + JF,X) oA
De plus, X; est une bijection de T(M) sur T(M) qui commute avec les j; ,
f € M*, gui respecte la filtration de T(M) et qui induit 1'identité par passage

: e _
rpole =

au gradué associé & T(M). Si G est une seconde forme A-bilinéaire, A

€ € .
_ N s s ]
Ap,g &t A, esell'identité de (M)

L'existence et 1'unicité de K; se démontrent comme dans le lemme 2.3.1.
pour jg , & partir de (i) et (ii). En particulier, pour x € M et u € T(M), on

€ € .€ e € .€
= A . t .
a KF(X u) = x XF(u) + JF’X( F(u)) Montrons que Ay et jo commutent. Pour ce
faire, on procéde par récurrence sur le degré. C'est vrai en degré 0 car
€ e .€ e e € o
= = A = = - '

Jg © AF (1) Jf (1) 0 et F o g (1) AF (O) 0. Supposons-le vrai jusqu'au
degré n-1 et soit v = xu, de degré n avec x €M et u € Tn—1(M)' Alors,
e e € e e

j =\ = - =
XF o Jg (v) PO (gf o ex)(u) Ao o(-e e 0 g+ £(x) 1T(M))(u)

€ .€ € .€ A € .€ e
=-elgoe o (u) + f(x) AF (u) = - ¢ (eX + JF’X) o AF o Js (u) + £(x) AF(u)-

D'aprés 1'hypothdse de récurrence, on a A; 0 j; (v) = - ¢ e o j; 0 A; (u) +

e e €
+ f(x) AF (u) - ¢ px 0 dp 0 A o

P (W = (£(x) "o

€ e .€ ‘e € .€ € .€
j = A j A =
0dpy © AF (u) (Jf oe o F) (u) + Jgodp 0t (u) Jg © (e

e e
- ) ( je
y “eego° ig) (p(u) + B}
+38 D)o
X F,x
€ o AE(v), d'ou le résultat amoncé.
e O %y

Les autres assertions se démontrent aisément : X; respecte la filtration

> € e _
o AF (u) = i o AF o eX(u) =

de T(M) & cause de la formule qui donne X; (x u), x €M, en utilisant K;(1) =1,

Pour voir que A; induit 1'identité sur le gradué associé qui est T(M) 1lui méme,

il suffit de montrer que si u est homogéne de degré n, A; (u) = u est de degré

inférieur ou égal & n-1, ce qui se démontre par récurrence sur le degré de u ;

ceci est vrai si n = 0 car A; (1) = 1. Supposons-le vrai pour n et soit

v=xu x €M oh u est homogtne de degré n. On a A; (v) = v = X; (x u) -
€ € € € €
- A - - A A —u ). ' pre
X AF (u) + X P (u) X u JF,x ( P (u)) + X( P (u) u ) Or, d'apres le lemme
2.3.1., le degré de j; « (A; (u)) est inférieur ou égal & n-1 et, d'apres 1'hypo-
’
thése de récurrence, il en est de méme de celui de A; (u) - u. Donc 1le degré de
AS (v) - v est inférieur ou égal & n. Ceci montre que A est une bijection de

F F
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T(M) dans T(M).

Pour la derniére assertion, Ag est clairement 1'identité car jg x
’
est 1l'application nulle et la condition (ii) signifie que Az est T(M)-linéaire

4 gauche ; comme lz (1) =1, AS . Soit G une seconde forme A-bilinéaire.

=1
9 T(M)
On vérifie aisément que AF o AG vérifie les mémes conditions (i) et (ii) que

A;+G' d'ol leur égalité, en utilisant le fait que l; et j; commutent. Remarquons
qu'alors (A;)—1 = AfF . Ceci achéve la démonstration du lemme.

Soit ¢ une forme A-bilinéaire alternée sur le A-module M. On notera
R(M,p) 1la A-algébre T(M)/I(¢), ou I(®) est 1'idéal bilatdre de T(M) engendré
par les éléments x y - y x - (x,y), x et y parcourant M. Cette algdbre possdde
des propriétés fonctorielles analogues & celles de l'algdbre de Clifford d'une

forme quadratique, que nous ne donnerons pas ici (ef. [38]).

Notons cependant que si ¢ est la forme nulle, 1l'algébre R(M,W) est

1'algebre symétrique SA(M) du A-module M. Signalons le complément suivant au

lemme 2.3.1. ol q désigne une forme quadratique sur M et ¢ une forme alternée :

Lemme 2.3.3. Soit f € M*, L'idéal 1I(q) est stable par 1'application j; et
1'idéal I(e) est stable par j;1

En effet, la condition (ii) du lemme 2.3.1. montre que 1l'ensemble des
éléments u de I(q) (resp. I(p)) tels que j} (u) € 1(q) (resp. j;1(u) € 1(9))
est un idéal & gauche. Il suffit donc de montrer que pour u = (x2 -q(x)) v
(resp. u=(xy -y x - o(x,y)) v), ou v est dans T(M), j} (u) € 1(q) (resp.
57 (W) €1(e)).

Regardons le premier cas : j; (u) = j}'o e o ex(V) - a(x) j; (v) =

N

X
A A .
= (- e 0 Jpoe + £(x) 1T(M) o ex) (v) - q(x)13f (v) e; enapp11q$ant 4 nouveau
la condition (ii) du lemme 2.3.1., on trouve ig (u) = (x° - q(x))jf (v) € 1(q).

La démonstration est identique dans le second cas.

Soit F une forme A-bilinéaire sur M. On notera T 1la forme A-biliné-

aire définie sur M par F(x,y) = P(x,y) - F(y,x). Oon a alors le résultat suivant :

Lemme 2.3.4. L'application A; applique 1'idéal I(a) sur 1'idéal 1I(q') ol

q' est la forme quadratigue sur M définie par x b q(x) - F(x,x). L'application
A-

FN
@ -F .

applique 1'idéal 1(9) sur 1'idéal I(e') ou ® est la forme alternée

Comme A; est une bijection dont 1'inverse est I\ , i1 suffit de

-F

montrer que A; (1(q)) est contenu dans I(q') (resp. Ml (z(e)) € 1(9')). Comme

F
1(q') (resp. I(9')) est stable par j} (resp. j;1), 1'ensemble des u de T(M)
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tels que X; (u) € 1(q') (resp. h;1 (u) € I(9')) est un idéal & gauche d'aprés
la condition (ii) du lemme 2.3.2. Il suffit donc de considérer, dans le premier

cas, X; ((x2 - q(x)) v) et dans le second, K;1 ((xy -y x -o(x,y)) v). or,
X; (=2 - a(x)) v) = l; oe oe. (v) - q(x) l; (v) = (ex + j;,x)z o k; (v) -
A Al 1
0 dp o+ Ip 5 © o) (Ap(¥)).

- a(x) Ay (V) = (e o0y = a(x) 1) O () + (e,

P 1 1 2
Le second terme est, par définition de JF,X , F(x,x) 1T(M)’ donc XF ((x —q(x))v) =
2 1
= (x -a'(x) Ay (v).
. -1 ' N
Dans le second cas, calculons AF o (eX o ey ey o ex). D'aprés le lemme
-1 -1 =1 =1 -1
1} -— -
2.3.2.; c'est ((ex + JF,X) 5 (ey + JF,y) (ey + JF,y) o (ex + JF’X)) o AF =
-1 -1 =1 -1
= - A i - A -
(eX oe -e o eX) oAy (ex ° dp = Jp,y ° ex) o AL (ey o

1

.€ Pl el
[} - o
X JF,y JFyy

=1 . -1 .€ .€ .€
- A = i
°© Jpyx = I,y © ey) ohg car jpo =3, 0 - Mais on a e
=1 .
X v o) = T F(y,x) 1T(M) et e 0dp =gy 08, = P(x,y) 1T(M)’
donc 5;1 (xy-yx-0lx,y) v)=(xy-yx-0(xy) k§1 (v) et le 'lemme est

ainsi démontré.
Le lemme 2.3.4. peut s'énoncer ainsi :

. . 1. . . )
Lemme 2.3.4"'. L'application kF induit, par passage aux quotients, un isomorphis-

me de A-modules filtrés entre C(M,q) et C(M,q') ; l'application 1;1 induit,

par passage aux quotients, un isomorphisme de A-modules filtrés entre R(M,w) et
R(M,9').

On sait que C(M,q) et R(M,p) sont des A-algébres filtrées par la fil-
tration induite par la filtration canonique de T(M) et les algdbres gradudes
associées sont engendrées sur A par l'image de M ; ce sont des guotients de
T(M). Comme p(x)2 = q(x) (resp. o(x) p(y) - o(y) p(x) = ®(x,y)) dans C(q) (resp.
R(M,9)), ou p : M - C(M,q) (resp. p : M >R(M,p)) est l'application A-lindaire
canonique, ces algébres graduées sont quotients de A(M) et de S(M) respective-

ment. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.3.5. Supposons que le A-module M soit libre ou bien que 2 soit inver-

sible dans A. Alors, pour toute forme quadratique q sur M et pour toute forme

alternée ¢ sur M, il existe un isomorphismé de A-modules filtrés de C(M,q) sur
AM) et de R(M,p) sur sS(M).

Montrons que, dans les conditions du théoréme, il existe F : M x M - A,
A-bilinéaire telle que 1'on ait F(x,x) = q(x) dans le cas d'une forme quadratique
q et qu'il existe G : M x M = A telle que G(x,y) - G(y,x) = @(x,y) dans le

cas d'une forme alternée ¢ sur M. Si 2 est inversible dans A, il est clair qu'il
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suffit de prendre F(x,y) = %+ (a(x+y) - a(x) - a(y)) et alx,y) = F olx,y), x et
y parcourant M. Si M est libre, soit (xi)i € &
totalement 1'ensemble des indices J. Posons alors F(xi,xj) = q(xi + xj) - q(xi) -

une base de M et ordonnons

-q(x.) si i>}, F(xi,xi) = q(xi) pour tout i €I et F(xi,xj) = 0, sinon ;

et G(xi,x,) = ¢(xi,xj) si 1> 3 et G(xi,xj) = 0, sinon. Dans le second cas,
on a bieﬁ Elz ® ; dans le premier cas, F( z a. x, , T a. X,) =
: . ii . ii
i€J i€J
2
= 2 aSF(x,x.)+ = a. a, (F(x.,x.)+PF(x.,x)) et q (2 a, x, ) =
;€7 ¢ i1 i<j i73 773 371 s eg 1

= ié} ai q(xi) + i:; a; aj Fq(xi,xj), ou Fq(xi’xj) = q(xi+xj) - q(xi) - q(xj)
est bien égal & F(xi,xj) + F(Xj’xi)’ donc q(x) = F(x,x) pour tout x dans M.
Le lemme 2.3.4'. nous donne alo¥s le résultat. Notons que A(M) et S(M) sont
des algébres filtrées et graduées, donc que les isomorphismes du-théoréme précédent
induisent des isomorph&smes de A-modules gradués entre Gr C(M,q) et A(M) (resp.

Gr R(M,p) et s(M)).

Corollaire 2.3.6. Dans les hypotheses du théoréme précédent, les algdbres gradudes

assocides & C(M,q) et & R(M,p) sont respectivement isomorphes & A(M) et S(M).

Corollaire 2.3.7. Supposons M libre et soit (ei)i €3

totalement ordonné. Alors C(M,q) est un A-module libre dont une base est consti-

une base de M avec J

tuée des produits p(ei ) e D(ei ) pour toute suite strictement croissante d'in-
1 q

dices i1 <...< iq. En particulier c(M,q) est une A-algdbre fiddle et 1'appli-

cation canonique o : M » C(M,q) est injective.

Notons Fn 1'image dans C(M,q) de la filtration de T(M) : A=F C

1 1

cr c...cPcr c ... ona la suite exacte 0 - F°

- Fn - Fn/Fn_1 -0

-1 N ) . N
et Fn/Fn est, d'aprées le corollaire 2.3.6., isomorphe & A, Chaque P oest
libre (démonstration par récurrence sur n, & l'aide de la suite exacte précédente)

et une base de F" s'obtient en ajoutant & une base de Fn_1 un systéme de repré-
sentants Rn de e modulo Fn-1. La réunion des Rn' est une base de C(M,q) car
la filtration ' est exhaustive. Il suffit donc de voir que les images des

-1

p(ei ) e p(ei ) pour i1 < ... <'-in forment une base de Fn modulo Fn .
1 n .

or, A; (ei . ein) = ei1 cee e H T, olt T, est de degré inférieur ou égal &

n .
n-1. En passant &  C(M,q) et A(M), on a A; (p(e. ) eo.p(e. ) =e. ...e. |,
1 1y 4 1h

ou les g;. sont les images des e, dans C(M,q) et le produit, le produit exté-

rieur. Vu les résultats bien connus sur la base de l'algdbre extérieure d'un module
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libre, le corollaire est démontré.

Dans le cas d'un module plat, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.8. Soient (M,q) un A-module quadratique ou M est un A-module

plat. Alors, C(M,q) est une A-algtbre plate et 1'application A-linéaire canonique
p: Mo C(M,q) est injective.

I1 suffit de remarquer que M est limite inductive de modules libres

et d'appliquer le corollaire précédent.

2.4. EXTENSIONS QUADRATIQUES

74 2

Soient A un anneau ommutatif & élément unité, B une A-algdbre associa-
tive & élément unité et B° 1la A-algébre opposée de B. La loi de composition
(b®c%z.=bzc avec b EB, c° €B° et z €B faitde B un B ® B -module
a4 gauche, ou le produit tensoriel est pris sur A. On dira que B est une A-algebre
séparable si B estun B® B®-module projectif. Comme la multiplication
w: B® B° B, b ® ° BPbc est B® Bo-linéaire, si B est un B ® B°-module

projectif, il est nécessairement de type fini.

On dira qu'une A-algébre B est une extension quadratique de A si B

est une A-algébre séparable et si B est un A-module projectif de type fini et de

rang 2.

Une conséquence immédiate de cette définition est qu'une extension quadra-
tique B de A est une algébre commutative : il suffit pour cela de le voir loca-
lement. En effet, B est engendrée sur A par un seul élément car 1B(= 1A) est

élément de base du A-module B.

Exemples. 2.4.1. Supposons que A est un corps : B est une A-algebre de rang 2.
Si B est sans diviseurs de zéro, c'est un corps, extension séparable de A. Si

B a des diviseurs de zéro, B est sans radical, donc sans éléments nilpotents et
s'identifie au produit A X A. Dans les deux cas B posséde unseul A-automorphisme

distinct de 1'identité.

2.4.2. Supposons que A est un anneau local d'idéal maximal m. Alors B = A(x]
avec x2 =bx +c avec b et ¢ dans A et B est une extension quadratique

de A si B/mB est une extepsion quadratique du corps A/m. Or, dans le cas d'un
corps, la séparabilité signifie que 1l'équation a son discriminant non nul. Donc

une condition nécessaire est que b2 + 4 c ﬁ m, Si 2 est inversible dans A, B

peut s'éerire Aly] avec y2 =afm(on prend y = x - %) ; si 2 est dans 1'idéal
maximal de A, alors b £ met, en posant z =b x, ona B = A[z] avec

z -z+a@=0 et o €A, Le cas ol 2 est inversible peut se ramener & celui-la



en posant z = - x + % et onaalors 1 -4 o fm Il s'agit donc de vérifier la
séparabilité de A[z] avec 22 =z-@ et 1 -4 afm; soit donc B®B =
= Alz,t] avec 22 =z - 0o et t2 =t - @. On montre aisément que 1'élément

- PRI 2
c=(1-40’)1 (1 -20) -(z+1t) +2 2z t) vérifie ¢ =-¢, ule) =1 et
Ker(p)e = 0. Ceci montre que B s'identifie, en tant que B ® B-module, & (B ® B)e
et est séparable sur A.

Pour tout entier n = 0, considérons 1'ensemble A(n) = {a | a €A,

1 -na €U(A)}. La loi de composition a+b=a+b-nab, a,b€A(n), munit
A(n) d'une structure de groupe abélien d'élément neutre 0 ; A(0) = A+, le groupe
abélien additif sous-jacent & A. L'application ¢ : A(2) ) A(4) définie par x »
» X - x2 est un morphisme de groupes abéliens dont le noyau Ip(A) est le groupe
des idempotents de 1'anneau A. Si G(A) désigne le conoyau de cet homomorphisme,
on a la suite exacte de groupes abéliens 0 » lp(A) ->A(2) gA(4) - G(A) - 0. Le

caractére fonctoriel de Ip, .(n) et G est facile & établir.

On a ainsi une application de A(4) dans 1'ensemble 2(A) des classes

(o 2
d'isomorphismes d'extensions quadratiques de A définie par a p Alx] avec x =
x + a et la discussion précédente montre que si A est local, cette application

2

est surjective. Cherchons maintenant & quelle condition a et a', éléments de
A(4), ont la méme image dans A4). Il s'agit, si B = A[x] avec x2« = x-a, de
chercher y = @ x + B, tel que B = Aly] et y2 =y -a' €A, Or, y—y2= 1 -

- (et 2 B)) x+ B - 32 + a Oﬂz et comme on veut que B = Aly], @ doit 8tre inver-
sible et @ =1 - 28 soit B € A(2). On voit donc que a et a', éléments de A(4),
ont méme image dans YA) si et seulement si il existe B € A(2) tel que a' - a =

= (B - 52)(1 -4 a). On en déduit un isomorphisme de goupes abéliens G(A) S 2(a).

2.4.3. Soit A - A' un homomorphisme d'anneaux commutatifs & élément unité.
A’ ®A B est une extension quadratique de A' si B 1l'est de A. La réciprogue
est vraie si A' est une extension fidélement plate de A.

Au sujet des extensions séparables d'un anneau, on a le résultat suivant
(cf. [54 ]) : une A-algébre commutative et séparable, qui est un A-module projectif
de type fini et fiddle et de rang n, peut &tre plongé dans une extension galoisienne
de A, projective de type fini et de rang n ! . Appliquant ceci & une extension

quadratique de l'anneau A, on obtient :

Proposition 2.4.4. Etant donnée une extension quadratique B d'un anneau A, il

existe un seul A-automorphisme O de B linéairement indépendant de 1'identité

a
et 1l'anneau des invariants B = {x]x €B et U(X) = x} coincide avec A.

Cette propriété peut se voir directement de la maniére suivanté : locale-
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ment, B = A[x] avec x2 -x+a=0 et 1 -4a €U(A). Localement signifie que
pour tout idéal premier P de A, il existe un voisinage (affine) de p dans

Spec (4) au dessus duquel B a la forme annoncée. Si © : B B est un A-automor-
phisme linéairement indépendant de 1l'identité, il est déterminé par o(x) = ox + B,
o € U(A) et (G(x))2 =0o(x) - a, d'ol, aprés calculs et en utilisant le fait que

1 -4 a €vU(a), o(x) =1 - x. Ceci montre l'existence et l'unicité de o.

Ceci permet de définir la norme N : B~ A sur B par N(x) = x U(X) :
c'est une forme quadratique sur le A-module B car N(c x) = 02 N(x) si c €A
et N(x +y) - N(x) - N(y).= x o(y) + y o(x) dépend linéairement de x et de y.
I1 est facile de voir que c'est une forme non dégénérée : on regarde localement
et si B = A[x] avec X =z - a, N(e+ Bx)= &+ o B+a 32 a pour matrice
(1 2a) de déterminant -(1 - 4 a), qui est inversible.

On définit, de méme, la trace Tr : B > A sur B par Tr(u) = u + o(u)
qui est une application A-linéaire de B dans A et surjective comme on le voit

localement. Un invariant intéressant est le noyau de la trace X(B) : on a la suite
exacte de A-modules 0 = X(B) - B e

>A » 0 ce qui montre que B s'identifie,
en tant que A-module, & A ® X(B) et que X(B) est un A-module projectif de type
fini et de rang 1, isomorphe & ﬁ?B.

Exemples. 2.4.5. Si 2 =0 dans A, X(B) = Ker Tr = {x | x €B, o(x) + x = 0} =
= {x l x € B, 0(x) = x} = Ba = A, donc B est un A-module libre de rang 2. Ainsi

. , 2
toute extension quadratique B de A s'éerit Alx] avec x =bx -c et b2 -

-4 c = b2 € U(A), d'ol, en posant y = b_1 x, B = A[y] avec y2 =y - ‘bn2 c.
L'ensemble des classes d'isomorphismes d'extensions quadratiques de A est en
bijection avec A modulo la relation d'équivalence a ~ b si et seulement si
il existe un élément c € A tel que a - b =c + 02. Notons que cette situation
ressemble au cas local et qu'on aurait pu supposer seulement que 2 est dans le

radical de Jacobson de 1l'anneau A.

2.4.6. Dans le cas général, soient x et x' dans X(B) : o(x x') = o(x)o(x') =
= (-x) (=x') = x x', donc x x' € 8° = A. On obtient ainsi une application A-bili-
néaire X(B) x X(B) - A, c'est & dire,une application A~linéaire notée by ®

H X(B) ® X(B) - A. Pour montrer que c'est un isomorphisme, nous allons regarder
localement. Soit B = A[t] avec P t-o et 1 - 4 o €U(A). On a Tr(at + b) =
=at+b+a(l -=t) +b=a+2Db, donc X%(B) ={b(1 -2t) | b € A}. L'applica-
tion u, envoie b(1 - 2t) ® b'(1 - 2t) sur b b'(1 - 2t)2 et (1 - 2t)2 =1 -

- 4(t - t2) =1 -4 o, soit Ky est surjective, donc c'est un isomorphisme.
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2.4.7. Supposons maintenant que 2 € U(A) : 1l'automorphisme o de 1'extension

quadratique B de A vérifie o = idB. On a donc la décomposition idB =

idB + 0 id_ -0
= Tyt de 1'identité de B en somme de deux idempotents orthogo-

idB + 0 idB -0 5
naux et B est somme directe de Ker (—2——) = X(B) et de Ker (——2—-—) =B =
=A 1B' La multiplication de B est alors donnée par l'application by On a la
formule b b' = (a,x) (a',x') = (aa' + kg (x®x'), ax'+a'x), ob aeta' sont

2
dans A et x et x' dans X(B). On a alors o(a,x) = (a, -x), N(a,x) =a° -

- by (x®x) et Tr (a,x) = 2a.

Inversement, soit P un A-module projectif de type fini et de rang 1
et p: P®P A un isomorphisme de A-modules. Le A-module B = A ® P est muni
d'une structure de A-algdbre par (a,x) (a',x') = (aa' + w(x®x'), a x' +a' x)
et B est une extension quadratique séparable de A car 2 est inversible dans

2
A. Localement, B est la forme A[x] avec x € U(a).

2.4.8. Structure de groupe sur 1'ensemble D(A). Soient B et B' deux exten-

sions quadratiques de A. L'algébre C = B ® B' est une extension galoisienne de

A de groupe de Galois G = Z/2Z x Z/2Z formé de 1'identité, oy ® iy, idg ®oc
ag

et 0B®

1
B Comme G posséde trois sous-groupes (distingués) isomorphes 3 2/22,
¢ possdéde trois sous-extensions quadratiques B, B' et l'anneau des invariants de
%5 ® GB’ qu'on notera B * B'. Il est clair que la classe d'isomorphisme de B * B'
ne dépend que de celles de B et de B', donc que la loi * est une loi de com-
position interne commutative sur 1'ensemble 2(4). L'anneau Bo =A x A ayant
comme unique A-automorphisme linéairement indépendant del'identité o(a,b) = (b,a)
pour a et b parcourant A, est une extension quadratique de A et un calcul

trivial montre que B * BO (et Bo * B) est isomorphe & B.

Pour montrer l'associativité de la loi *, considérons trois extensions

. . * * = ® '
quadratiques B,, B, et B3 ; (B,' B2) B3 est, dans D =B, ®3B, ® B3’ 1'anneau
des invariants du sous-groupe de Galois engendré par % ] OB ® idB et
1 2 3
. , RN

(cB ® 1dB ) ® UB en notant que OB xp B est autre que la restriction &

1 2 3 1 2

* ; i insi * * - ®
B1 B2 de OB ® 1dB (ou de 1dB ® GB ). Ainsi, (B1 B2) B3 (B,' B2 ®

1 2 1 2

®B )H ou H est le sous-groupe formé des éléments id_, 0. ®o, ®id_ , o ®

3 D B1 5 :B3 B1
® id ®o0 et id, ® o, ®0_ . On voit bien ici que cette condition est

5 E3 B1 B2 B3

invariante par permutation de B1 , B2 et B3, d'olu l'associativité. On a donc sur
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1'ensemble D(A) une loi de composition interne qui en fait un groupe abélien.

Considérons maintenant B ®A B ; en tant que B-algébre c'est isomorphe
3 Ble] avec 92 = e, donc cela contient les trois extensions quadratiquesde A
suivantes: B® 1 , 1 ® B et Afe] avec e2 = e. Nécessairement, ona B ¥ B =
>~ A [e]l>A x A. Ceci montre que dans le groupe 2(A), tout élément est d'ordre
2.

La propriété suivante est claire : 2 est un foncteur covariant défini

dans la catégorie des anneaux commutatifs unitaires 3 valeurs dans la catégorie des

groupes abéliens. De plus, comme il a été vu ci-dessus, la classe de B est tou-

jours dans le noyau de 1'homomorphisme 2(A) - 2(B).

Exemples. 2.4.9. Si A est un corps de caractéristique différente de 2, 2(A)
s'identifie au groupe U(A)/UZ(A)quotient du groupe multiplicatif des éléments non
nuls de A par le groupe des carrés de ces mémes éléments. En effet, une extension
quadratique de A est un anneau B = A[x] avec x2 =a, a ;é 0 et a est déter-
miné & un carré prés car si Afy] =~ Alx] et y2 =b €A, y=ox et 6 a = b.

De plus, A[x] * A[x'], X = a, %2 = a', est 1'anneau A[x ® x'J avec (x ® x')2 =

=aa'.,

2.4.10. Si A est un anneau de caractéristique 2, on a vu que si B est une

extension quadratique de A,B est de la forme A[x] avec x2 +x+0 =0, ¢ €A,
5i Alx] et A[x'] sont isomorphes et %% 4 x + o' =0, comme Tr(x) = Tr(x') =
=1, x -x'" €A et x'"=x+a et ona aisbment o' =& + a + a~. Ainsi, notant

P 1'homomorphisme de A dans A défini par Ppla) = a + a2, ona 2(A) =A/p A,

2.4.11. Supposons que A est un anneau local. On a Vvu que 2(A) est 1l'ensemble
quotient de 1'ensemble A(4) par la relation d'équivalence a' ~ a si et seulement

si il existe b € A(2) tel que a' - a = (b - b2) (1 - 4a). or, si B = 4afx]

2 ,
avec x =Xx -a et B' =A[x'] avec x‘2=x' -a', a, a' € A(4), B * B' se
calcule aisément : B * B' = A[t] avec t=- (2x®x' - x®1-1®x') et 2 =
=t-(a+a'"-4aa'). De plus, la relation d'équivalence entre éléments de A(4)

vue en 2.4.2. est exactement la relation d'équivalence modulo le sous-groupe H

de A(4) forné des éléments b - b ou b € A(2). Ainsi 2 (A) s'identifie au
quotient G(A) de A(4) par H. BEn caractéristique 2, A(4) >4, A(2) =4 et

on retrouve le résultat précédent. Si, par contre, 2 est inversible dans A, A(4)
(resp. A(2)) s'identifie & U(A) par at>1 - 4a (resp. b= 1 - 2b) et dans
cette identification p est 1'élévation au carré. Ainsi, 2 (4A) (=G(A) s'identifie

N

2 . ‘
a U(A)/U (A), comme pour un corps de caractéristique différente de 2.

2.4.12, Le groupe 2 (2) est réduit & zéro. En effet, si B est une extension
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quadratique de Z, B = Z(x] avec x2 +bx+c=0 et b2 - 4 ¢ inversible,

c'est & dire, b2 -4 c=%1. Seul le cas + 1 est possible car tout carré est
congrua O ou 1 modulo 4. De plus, b est impair, b = 2 n+l et c¢ = n(n+l).
On a donc B = Z[x] avec e +(2nt1)x + n(nt) =0 soit (x +n)(x+n+1) =0.

Posant y=x+n+1,y(y-1)=0. Donc B = Z[y] avec y2=y.

On aurait pu remarquer que pour toute extension quadratique non triviale B de Z
(i.e., B non nécessairement séparable sur 2 et BZ7Z x 2), K = @ ®, B
est un corps extension quadratique de Q. Mais alors B s'injecte dans K et
méme, dans la cldture intégrale de Z dans K. Or, l'anneau des entiers d'un corps
quadratique n'est jamais séparable sur Z car il y a toujours au moins un nombre

premier qui se ramifie.

2.4.13, Le groupe P(A). On considére les paires (P,o), ot P est un A-module
projectif de type fini et de rang 1 et @ un A-isomorphisme de P ® P sur A.
Deux paires (p,®) et (P',a') sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme

uz: P e P' de A-modules tel que le diagramme

A

est commutatif. On appelle P(A) 1'ensemble des classes d'isomorphismesde ces
objets.

Soient (P,o) et (P',o') deux objets comme ci-dessus. Alors Q = P ® P!
est un A-module projectif de type fini et de rang 1 et il existe un isomorphisme
naturel de Q® Q avec A défini & 1'aide de @ et &', Soit, pour cela, la

idP®'r® idP, o® o
>P®P®P' @ p! —m>

fléche composée B : PR P' @ PQ P’

-»A®A 5 A, ou ¢ est la multiplication de A et T la t;’ansposition des
facteurs dans le produit tensoriel. Il est clair que (Q,B) dépend, & isomorphisme
pres, de (P,@) et de (P',0') et ond&finit ainsi sur 1'ensemble P(A) une loi
de composition interne qui en fait, de fagon évidente, un groupe abélien. L'élément
neutre est la paire (A,n) et tout élément est son propre inverse car si (Q,®)
est le produit (p,o) (P,a) 1'isomorphisme de A-modules & de Q =P ®P avec A

est aussi un isomorphisme de (Q,B) avec (A,u).

Le groupe P(A), qui dépend fonctoriellement de A, s'exprime aisément
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en fonction de groupes mieux connus.

Proposition 2.4.14. Pour tout anneaucommutatif 3 élément unité A, on a la suite

exacte de groupes abéliens U(A) 3 U(a) ES P(a) 5 pic(a) 5 Pic(4), ol S

désigne la multiplication par 2, f 1'application définie par at> (A, a u) et T

1'application qui & la classe de (P,o&) associe la classe de P dans Pic(A),

groupe des classes d'isomorphismesde A-modules projectifs de type fini et de rang 1.

Il est clair que T est un homomorphisme de goupes et que 2 o T = 0.
Inversement si P € Ker(2), +ela signifie que P ® P est isomorphe & A ; choisis-
sant un isomorphisme @ particulier, on obtient une pair (P,a) qui donne un
é1ément de ©(4) dont 1'image est P dans Pic(A). Reste & regarder le début de
la suite exacte. Ona T o f = 0 par construction et si (P,a) = 0,P est libre
et isomorphe & A ; choisissant un isomorphisme particulier, P = Ae et en posant
a =ole ®e), on a immédiatement f(a) = (P,a@), d'oh 1'exactitude en P(A). Reste
4 voir 1'exactitude en U(a). Si f(a) = (A,n) cela signifie qu'il existe b € U(A)
tel que le diagramme

b 1d ® b 1d
———————————-———> A®A

A

est commutatif. Cela signifie que a = b2 € UZ(A), d'ou le résultat.

La suite exacte, ci-dessus construite, peut encore s'écrire sous la

forme O = U/U2(A) > P(A) » pic,(A) = 0, ou Pic, est le groupe des éléments

2 2
d'ordre 2 dans Pic. Notons gque tous ces groupes sont des espaces vectoriels sur
2/(2), donc que la site exacte est sciendée, en tant que suite exacte de 2/(2)-

espaces vectoriels.

Proposition 2.4.15. Soit A un anneaucommutatif 3 é1ément unité. L'application

n(a) » P(A) définie par B e (X(B), w) est un homomorphisme de groupes abéliens,

fonctoriel en A. Si 2 est inversible dans A, cet homomorphisme est un isomor-

phisme et si 2 =0 dans A, il est nul.

I1 est clair que (X(B), w) définit un élément de P(A). Montrons que
1l'application B & (X(B), w) est un homomorphisme de groupes. Soient pour cela
B et B' deux extensions quadratiques de A. Comme X(B) et X(B') sont facteurs
directs respectivement de B et de B', X(B) ® X(B') s'identifie & un facteur

direct de B ® B'. De plus, (9 ®0') (x®x') =0(x) ®c'(x') = (-x) ® (-x') = x ® x',
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si x € X(B), x' € X(B'). Cela montre que X(B) ® X(B') est un sous-module de

B * B' et comme est la restriction de UB ® idB, 4 B * B',

o
B * B'
o5 x B,(x ®x') = GB(x) ®x' = -x®x' et X(B) ®X(B') s'identifie & un sous-
module de X(B * B'). On voit alors facilement qu'on a, en fait, 1'égalité et que
(x(3), w)(x(3"), u') est égala (X(B*3B'), uy 4 5
restriction & X(B) de la multiplication de B, d'oh la premidre assertion. Si

) car u n'est autre que la

2 est inversible, 1'homomorphisme de goupes est enfait un isomorphisme & cause de
o )
2.4.7.812=0, X(B) =B =41, dmnc (X(B), u) est 1'élément neutre de P(A).

Les propositions 2.4.14. et 2.4.15. nous donnent un procédé de calcul
de Q(A), si 2 est inversible dans A.

2.4.16. L'algebre de Clifford C(B,NB). On a vu que la norme, qu'on notera N

d'une extension quadratique B est une forme quadratique non dégénérée sur le

B)

A-module B. On notera CB 1'algébre de Clifford de (B,NB). D'aprés des résultats
de 2.3., c'est un A-module projectif de type fini et de rang 4 et c'est la somme
directe de (CB)O et de (CB)1 qui sont chacun de rang 2. Comme B - C est in-
jectif et que B s'identifie & un facteur direct de (CB)1’B et (CB)1 sont des
A-modules isomorphes. Notons aussi que B est un anneau unitaire et que N(1B) =1.
B’ on a u2 =1 dans CB. Ainsi
l'application CB - CB définie par x » u x est un isomorphisme de A-modules qui,

sur (CB)1'

Donc, si u € (CB)1 est 1'image canonique de 1

comme u est de degré 1, réalise un isomorphisme de (CB)O

On pourrait alors montrer que (CB)o est isomorphe & B en tant que
A-algdbre. Nous allons cependant procéder différemment. Soit C = B[o] 1'algébre
associative tordue sur B du groupe 2/(2), c'est-a-dire  C = B ® B O en tant
que A-module avec pour multiplication (b1,b2 c)(b{,bé o) = (b,b! + b a(bé),

(] 2

(b1bé + b, b{) o), soit ob = 0(b) o pour tout b € B. L'algdbre C contient B

comme sous-algébre et elle est Z/(E)—graduée par CO =B1 et 01 =B o . Soit u
1l'application de B dans C définie par u(b) =Db o, On a alors (u(b))2 =
= (b o)(b o) = N(b) 1y et ilen découle 1'existence d'un homomorphisme u : Cg = C
qui est surjectif car C est engendré en tant que A-algdbre par B 0. Comme les
deux A-modules sous-jacents & CB et C sont projectifs de type fini et de méme
rang, u est un isomorphisme.

Nous allons montrer maintenant que C = B[o] est isomorphe & 1'algébre
des endomorphismes du A-module B. En effet, soient C' = EndA(B) et f: B®B O

> C' 1'application définie par f(b 1) =w et f(b o) =p

b b
la ‘multiplication par b dans B. C'est une application A-linéaire injective car,
si f(b1 + b20) =0, avec b,,b, € B, cela signifie b, 1dB +b,0 =0 dans EndA(B),

ce qui implique b1 = b2 = 0. Cela se voit localement. En effet, si A est local,

0 0 ol By désigne



B = A[x] avec o(x) = 1-x et b, id_ + D0 =0 équivaut i b+ Db, =0 et

b x + b2(1—x) = 0, soit b1(1—2x) = b2(1-2x) = 0. Or, X = x-a  avec 1-4a inver-
sible dans A et comme (1-2x)2 = 1-4a, 1-2x est aussi inversible dans B. Ceci
nous dit que b1 = b2 = 0. C'est un homomorphisme d'algébres comme on le vérifie
aisément en vérifiant, par exemple, que f£((b 0)(b' o)) = £f(b o(b')) et £(b b') =
= f(b)f(b'). Pour voir que c'est un isomorphisme, il suffit de le voir localement,
c'est & dire qu'il suffit de montrer que c'est un isomorphisme modulo tout idéal
maximal. Mais alors on a un homomorphisme injectif et deux espaces vectoriels de

méme dimension, c'est donc un isomorphisme. On remarque, & cet effet, que si m
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est un idéal maximal de A, (A/m) 8k B est une extension quadratique du corps A/m.

2.4.17. De 1'homomorphisme naturel 32(4) £ P(A) et de la suite exacte de

groupes abéliens, 0 = U/UZ(A) - P(a) 8 pic A) » 0, on déduit la suite exacte

pof 2(
0 = 2'(a) -~ 2(a) ——> Pic2(A) o il se trouve que 2'(A) est le sous—
groupe de 2(A) formé des extensions quadratiques libres en tant que A-module. De
plus, on obtient un homomorphisme naturel t : D'(A) - U/UZ(A), qui est un isomor-
phisme si 2 est inversible dans A alors qu'en caractéristique 2, 2'(4) = Q(A) et
t = 0. I1 est intéressant de savoir quand t est injectif (ou ce qui revient au
méme, f) ; c'est le cas, par exemple, 2 étant nul, si A est intégralement clos.
Cela montre par exemple que D(A) est fini si A est un anneau d'entiers algé-
briques. BEn effet, le théortme des unités montre que U/UZ(A) est un groupe fini

et, comme Pic{A) est fini, 2(A) 1'est.

2.5. EXTENSIONS QUADRATIQUES GRADUEES

Soient A un anneau commutatif & élément uwnité et B une A-algdbre
graduée sur 2/(2), i.e., B est un A-module gradué sur 2/(2), B = Bo b B, véri-
fiant Bi Bj c Bi+j’ ol i+j est calculéd modulo 2. Si B est une extension qua-
dratique de A (dans le sens du § 2.4.), on dira que B est une extension guadra-

tique graduée de A.

Une conséquence de la définition est que Bo’ qui est une sous-algébre

de B, et B sont des A-modules projectifs de type fini et que A. 1 est contenu

1 B

dans BO et en est, en fait, facteur direct. Ainsi B1 est un A-module projectif

de type fini de rang inférieur ou égal & 1.
Exemples. 2.5.1. Soit B une extension quadratique de A ; posant BO =B et

B1 = (0), on obtient une extension quadratique (trivialement) graduée de A.

2.5.2. Soit (P,u) un élément de P(A) et B 1'extension quadratique A ® P

N

dont la multiplication est définie & 1'aide de p (cf. 2.4.7.) ; posant BO = A
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et B1 = P, on définit sur B une structure d'extension quadratique gradudede A.

Comme B1 est un A-module projectif de type fini et de rang inférieur
ou égal & 1, on peut lui associer un idempotent e de A en le définissant loca-
lement par e =1 en P € Spec A si Ap Qh (B1) est non nul et e =0 en
p € Spec A si AP Gk (B1) est réduit en 0. On notera e(B) }‘idempotent ainsi
construit ; on a aisément les résultats suivants : e(B) =0 si et seulement si
B est trivialement graduée et e(B)v= 1 si et seulement si B est de la forme
A®P, avec BO =A et B1 = P car alors 'Bo est A-projectif de rang 1 et
BO = A 1B.

On remarque que si e(B)p =1, alors 2 £ 9, i.e., 2 €U(A,). En effet,
il suffit de s'intéresser & B_= A 8& B : c'est une extension quadratique de
Ay p)1 £ 0, soit By
—a €y(a.) ou x est un générateur de (B )1. La séparabilité de 1'équation

2 p

x~ = a implique que 2 est inversible dans A . En conséquence, si e est un

donc un Ap-module libre de rang 2 et (B = AP[X] avec x° =

idempotent associé & une extension quadratique B, 2e € U(Ae) , comme on le voit

aisément par un raisonnement local.

Soit maintenant B une extension quadratique graduée et o 1l'unique
A-automorphisme non trivial de B. Aloré o respecte la graduation de  B. En
effet, il suffit de le montrer localement. Supposons donc A local. Si 2 est dans
1'idéal maximal de A4, B1 = (0) et le probldme ne se pose pas ; si 2 est inversi-
ble dans A et B, # (0), alors B = A[x] avec x2 =a €U(A) et a%°=1. On

vérifie immédiatement que o = idB ® - idB respecte la graduation de B.
o 1

Soient maintenant B et B' deux extensions qua&ratiques graduées de
A et o et o leurs seuls A-automorphismes non triviaux : B é B!
est une A-algdbre graduée, non nécessairement commutative et o ® ¢' wun A-auto-
morphisme qui respecte la graduation de B é B'. On en déduit que B * B' =
-(rep)°®°

* induit sur 1l'ensemble des classes d'isomorphismes d'extensions quadratiques gra-

est encore une extension quadratique graduée de A. Ainsi la loi

dudes de A une loi de composition interne, associative et commutative. On vérifie
bien qu'il y a un élément neutre, l'anneau A x A, muni de la gaduation triviale et

ayant comme unique A-automorphisme non trivial, la transposition.

On note DZ(A) le groupe ainsi défini ; comme le montre 1'exemple 2.5.1.,

2(A) apparait comme un sous-groupe de 22(A).

Proposition 2.5.3. La suite de groupes abéliens 0 = 2(4) - DQ(A) |4 Ip(A) est

exacte et 1'image de 32(A) est 1'ensemble des idempotents e tels que 2e est

inversible dans Ae .
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Pour montrer la premidre partie, il faut montrer que si e(B) et e(B')
sont les idempotents associés aux extensions B et B', alors & B * B' est as-
socié e(B) ¥ e(B'). Pour cela il suffit de regarder localement. Si e(B) = e(B') =
=0, B é B' est trivialement gradué et il en est donc de méme de B ¥ B', Pour
le second cas, supposons e(B) =1 et e(B') =0 ; cela impliqge que 2 est inver-
sible dans A et ona B = A[x] avec x2 =a,d%x=1 et B' =4 [x'] avec
x'2 =a', d° x' = 0. On a alors B * B' = Alx ® x'] avec do(x ® x') =1, donc
e(B*B') =e(B) ¥ e(B'). Si e(B) = e(B') =1 rien de changé & la situation anté-
rieure sinon que B' = A [x'] avec a%' =1. Alors B * B' =4 [x ®x'] et
do(x ®x') = a% + a%" = 0. Le noyau de 1'homomorphisme e n'est autre que 2(A)
car dire que e(B) = 0 signifie que B est munie de lagraduation triviale, d'ou

la suite exacte annoncée.

Pour voir que l'image par e est bien le sous-groupe de Ip(A) anunoncé,
il suffit de considérer l'extension quadratique B = A x A graduée par (4 x A)O =
= {(a,b) | e(b -a) =0} et (ax A)1 = {(a,-a) | (1=e) a = 0}. I1 est facile
de voir que B est une extension quadratique graduée de A en utilisant le fait

que 2e est inversible dans Ae ; on a alors bien e(B) = e.

On remarque que si B et B' sont deux extensions quadratiques gradudes,
alors B é B' n'est pas nécessairement une A-algébre commutative. Ainsi, supposons
2 inversible dans A et soient a et a' dans U(A), B = A [x] avec x2 = a,
a° =1, B' =4 [x'] avec x‘2 —a', a%' = 1. Alors B é B' est 1l'algebre de
Clifford du A-module quadratique (a4 x A,g) ol g : AxXA->A est la forme qua-
dratique définie par (x,x') ma x2 + a'x'2 et B ¥ B' sa somposante de degré O,
A [t] avec t2 =-aa'.

On définit de la méme fagon que dans le cas non gradué un groupe FE(A)
des paires (P,¢) ou P est un A-module projectif de type fini et de rang 1,
gradué sur Z/(Z) et @: P®P - A un isomorphisme de A-modules gradués (A trivia-
lement gradué)(cf. [32]). On a alors la suite exacte de groupes abéliens 0 »

- P(a) - PZ(A) -» Ip(A) - 0, car la fléche PZ(A) - Ip(A) est surjective.

On peut de la méme fagon que dansle cas non gradué définir un homomorphis-
me de DZ(A) dans FE(A) qui est 1'homomorphisme nul si 2 = 0 et un isomorphis-

me si 2 est inversible dans A (cf. 2.4.15.).

Nous allons montrer que les groupeé P(A) et FE(A) opérent naturellement
sur W(A) et WG(A). Pour cela nous recherchons d'abord le groupe U(Bil(A)) des
éléments inversibles de 1l'anneau Bil(A). De 1'homomorphisme d'anneaux dim :

Bil (A) - C(Spec(A), ), on déduit qu'un élément o de Bil(A) est inversible si
et seulement si dim @ € C(Spec(A), {* 1}) ~ Ip(A). On a donc un homomorphisme
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dim : U(Bil(A)) - Ip(A) dont on vérifie immédiatement qu'il est surjectif. Soit
alors UO(Bil(A)) le noyau de cet homomorphisme : on a la suite exacte de groupes
abéliens 0 - UO(Bil(A)) > U(Bil(4)) » Ip(A) » 0 et Uo(Bil(A)) est le sous—
groupe formé de paires (P,a) avec P projectif de type fini et de rang 1 et «
une forme bilindaire symétrique non dégénérée sur P. Deux éléments (P,o) et
(P',e') ont méme image dans Bil(A) s'il existe un module bilindaire (M,$) tel
que (P,e) L (M,9) ~ (P',0') L (M,p). I1 en résulte en prenant les déterminants,
que (P,e) et (P',¢') sont isomorphes.Ceci montre que le groupe UO(Bil(A))
s'identifie au groupe P(A) défini en 2.4. et la suite 0 -» P(A) » U(Bil(A)) =
- Ip(A) = 0 de groupes abéliens est exacte. Alors il est facile de montrer que

U(Bil(A)) s'identifie au groupe PZ(A) défini ci-dessus.

Du fait de la structure de Bil(A)-module définie sur WG(A) et sur W(a)
(cf. 1.8.4.), on a une action naturelle de P2(A) et de P(A) sur ces deux groupes
abéliens. Elle se décrit, dans le cas de P(A), de la facon suivante : & une paire
((p,e), (M,q)), onsssocie le module quadratique (P® M, q') oh q' : POM =» A
est donnée par q'(x ®y) = ox ® x) q(y) (on notera @ q la forme quadratique
q'). Si A est un corps, P(a)~ U(A)/U2(A) et 1'opération de U(A)/UZ(A) sur
We(A) et W(A) consiste en la multiplication de la forme quadratique par un sca-

laire.

2.5.4. Notons une propriété de l'opération de P(4) sur WG(A) concernant
1l'algébre CO : quels que soient le module quadratique (M,q) et 1'élément (P,q)

de P(a), CO(P ®M,aq) ~ CO(M,q). Cela se montre aisément (comme dans 2.3.) en
2p 2p
remarquant que les algébres T (M) = ® (®M) et T (P®M) = & (® (MP))
° p=0 ° p=0

sont isomorphes et que dans cet isomorphisme les traces des idéaux I(q)‘ et 1(o q)

se correspondent.

2.6. ALGEBRES D'AZUMAYA ET ALGEBRES DE CLIFFORD

Soient A un anneau commutatif & é1ément unité, B une A-algébre asso-
ciative et BO son algébre opposée. On dira que B est une A-algébre d'Azumaya
si B est un A-module projectif de type fini et fidéle et si 1'homomorphisme
naturel B @k B® > EndA(B) défini par b ® e® - (zpbzc) estun isomorphisme
de A-algébres.

Au vu de cette définition, un certain nombre de propriétés sont claires :
si B est une A-algtbre d'Azumaya et A - A' un homomorphisme d'anneaux, A' @h B
est une A'-algébre d'Azumaya. Inversement, si A' 8k B est une A'-algebre d'Azumaya

et si A - A' est fidelement plat, alors B est une A-algdbre d'Azumaya. Si B
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et C sont deux A-algébres d'Azumaya, B 81 C en est une. Un exemple important
est le suivant : soit P un A-module projectif de type fini et fidéle. Alors

EndA (P) est une A-algtbre d'Azumaya. Il suffit de vérifier la seconde condition
car on saitque B = EndA(P) est isomorphe & P Sh P* au moyen de 1'homomorphisme
P ®A p* - Bnd, (p) défini par x® £ » (ym» f(y)x) . Alors B0 ~ End, (P*) et
B &, B = End, (P) ®, End, (P¥) s'identifie & End, (P & P¥). Il est alors facile de
montrer que ce dernier isomorphisme n'est autre que 1l'isomorphisme B 8k B -

- EndA(B), en identifiant EndA(P) 4 P ® P*¥ par 1l'isomorphisme déja cité :

pour cela on peut procéder localement en prenant une base dans P, la base duale
dans P*, d'oh des bases dans EndA(P), EndA(P*), EndA(P ® P¥) et onvérifie qu'el-

les se correspondent dans 1l'homomorphisme B gh B° » EndA(B).

Les propriétés suivantes sont bien connues (ef. [s 1, [52], [11] chapi-

tre II, Exercice 13 et suivants, § 5).

I

2.6.1. Le centre d'une A-algebre d'Azumaya s'identifie & 1l'anneau A. Le résultat
est bien connu pour 1l'algebre des endomorphismes d'un module projectif de type fini

et fidele. Dans le cas général, si x est dans le centre de B, x ® 1 o est dans

B
le centre de B 81 B° ~ EndA(B), c'est & dire une homothétie, ce qui montre que x
est un scalaire.
2.6.2. Les idéaux bilatdres d'une algébre d'Azumaya B sont tous de la forme

IB ob I est un idéal de A. Ainsi, soit f : B - C un homomorphisme d'alge-
bres o B est d'Azumaya et C est fidele en tant que A-module, alors f est
injectif.

2.6.3. Supposons que A est un corps. Une A-algébre B de rang fini est d'Azu-

maya si et seulement si B est une A-algdbre centrale simple.

2.6.4. Soient C wune algébre et B . une sous-algebre de C qui est une A-algebre
d'Azumaya ; on notera CB ={x | x€c, xy =yx, Vy € B} le commutant de B dans

C qui est une sous-algebre de C. Alors C s'identifie en tant qu'algeébre, au

produit tensoriel B ﬁh .
2.6.5. Les automorphismes d'une algébre d'Azumaya peuvent &tre décrits comme

suit : si A est un corps, le théoréme de Skolem-Noether dit que tout automorphis-
me d'une algébre centrale simple est intérieur. Dans le ms général, il existe une
suite exacte de groupes {1} - Int Aut (B) = Aut(B) 5 Pic(A), oy Int Aut(B)
est le groupe des automorphismes intérieurs de l'algébre d'Azumaya B et ol T

est défini de la fagon suivante : si u € Aut(B), on note P = {fx | x€B, yx-=

=xu(y), Yy € B}. Alors P est un sous-A-module de B et c'est un A-module



82

projectif de type fini et de rang 1, libre si et seulement si u est intérieur.

On définit T(u) comme étant la classe de P dans Pic(a).

Soit P un A-module projectif de type fini et h(P) 1'espace hyperbo-
lique de P, i.e., n(P) = (P®P*, q) o q : P®P* 5 A est la forme quadrati-

que définie par (x,f) m» f(x). On a alors le théoréme suivant :

Théordme 2.6.6. L'algdbre de Clifford de h(P) est isomorphe & 1l'algibre des
endomorphismes de A-module de 1'algdbre extérieure A(P) de P. De plus, il

s'agit d'un isomorphisme de A-algebres graduées sur Z/(Z).

On remarque, tout d'abord, que A(P) est une A-algdbre gradude sur’

c 2p 0 2p+]
2/(2) par A(P)O = ® A (P) et A(P)1 = ® A (P) et que EndA(A(P)), en
p=0 p=0

tant que A-algébre, est graduée sur 2/(2) par EndA(A(P))i = {r | f(A(P)j) c

c A(P)i+j}, i=0,1, o i+ J est calculé modulo 2. C'est de cette graduation-1a

qu'il s'agit dans 1'énoncé du théordme. Passons maintenant & sa démonstration.
Soient x € P et f € P*¥, On note byt A(P) » A(P) 1a multiplication

4 gauche par x et d_ : A(P) » A(P) 1la dérivation qui prolonge la forme linéaire

f

f, c'est & dire, si x T sont des éléments de P, ux(x Ao A xn) =

1770 1

n )
- A A A A - _p )i A A A
x A x, cee Nxy et df(x1 - xn) i§1 (-1) f(xi) X, A ki v

ooo A'Xn . Notons alors L : P ® P* » EndA(A(P)) 1l'application A-linéaire définie

par (x,f) b L(x,f) = Wy + doe Un calcul facile montre que (L(x,f))2 = f(x)idA(P):

f
oh regarde ce qui se passe sur les générateurs e ALoo A X, de A(P).

Du fait de la propriété universelle de l'algebre de Clifford, L se prolonge en
p ¢(n(P)) ~ End(A(P)) qui respecte les

2/(2) -graduations, car a° by = a° do = 1.

Pour montrer que wP est un isomorphisme, il suffit de procéder locale-

un homomorphisme d'algébres noté ¢

ment. On peut donc supposer P 1libre et soient (ei)1<ﬁ<h une base de P et
' o . .
(ei)1555h la base duale. Identifions les ei avec leur image dans C(h(P)). Si

H est une partie de I ={1,...,n}, on notera ey le produit, dans c(n(p)),

des e i € H, rangés dans 1l'ordre croissant et eﬁ le produit correspondant des

ei. On notera, de plus, fH le produit des e, dans A(P), i €H, H' 1le complé-
mentaire de H dans I et xp K= % X ey, € ¢(n(p)). si H,K,L sont trois

’
XH,K)(fL) =0.si K£ZL et wP(xH,K)(fL) =efy si K= L;

e étant égal & +1 ou -1 suivant H et K. En effet, notons que ¢P(eA)(fB

parties de I, @y (

=e f si A et B sont deux parties de I, disjointes, et O sinon.

A UB
. . . — - * _ ’ 8 — 1 .
Ainsi si X = L, ¢P(eK,)(fL) = e £ done q;P(eI eK,)(fL) = ¢ ¢P\eI*)(fI)‘— € 1dA(P)’
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d'ol 1'un des résultats voulus. Si, par contre, L differe de KX, ¢P(SK')(fL) est
soit nul, soit un fJ avec Card J <n. Comme wP(e§)(fJ) est nul, on a bien O
dans tous les cas. Ceci montre que ¢P : C(h(P)) - End(A(P)) est surjectif et comme
il s'agit de modules projectifs de type fini et de méme rang, & savoir 2 n} si n

est le rang de P, cette surjection est un isomorphisme.

Le fait que cet isomorphisme soit gradué, nous renseigne sur C (h(P)).
En effet, Co(h(P)) ~ EndA(/\(P)O) x End, (A(P),) et Z(Co(h(P)))“ A x A. Rappelons
que Z(C) est 1'anneau A car A est le centre de EndA(A(P)). Soit maintenant
B le commutant de Co(h(P)). dans C(h(P)). Il s'agit de chercher dans EndA(A(P))
le commutant de la partie homogene de degré 0. Les éléments de EndA(A(P)) étant
représentés par des matrices 2x2 du fait de la décomposition A(P) = A(P)O ®

o B8 o B A O A0 o B
® A(P, ), on cherche {( s )1 ( 6) ( ) = ( ) ( 6) ¥ A € Bnd (A(P) ),
v v 0w 0 By

Vu€ End(A(P)1} . Il est immédiat de voir que ce commutant est formé des matrices

o 0
( ) oW @et & sont des homothéties, c'est & dire que c'est le centre de la
(O]

partie homogéne de degré 0, pourvu que P soit toujours de rang strictement
positif. Notons ici que C = C(h(P)).

Une algébre d'Azumaya est une A-algébre projective de type fini de centre

A et séparable. Un produit d'algébres séparables est séparable et la séparabilité
se conserve par extension plate ; si A - A' est une extension fidelement plate et
si A' 82 B est séparable et projective de type fini, alors B est une A-algeébre
séparable et projective de type fini.

On déduit du théoréme précédent, le résultat suivant :

Théoréme 2.6.7. Soit (P,q) un A-module gquadratiquede rang pair non nul. Alors

C(P,q) est une A-algébre d'Azumaya et, en particulier,son centre est égal & A.

De plus, CO(P,q) est une A-algébre séparable, son centre est une extension quadra-

C
tique de A et le commutant C 0
de ¢ (P,q).

de CO(P,q) dans C(P,q) est le centre Z(CO)

C'est une simple traduction du théoréme 2.6.6. et des remarques qui le
suivent. En effet, il existe une extension fidélement plate A' de A telle que
A' 81 (P,q) est un espace hyperbolique de rang strictement positif. En conséquence,
A' ® c(p,q) =~ c(a’ ® (P,q)) est 1'algdbre des endomorphismes d'un A-module pro-
jectif de type fini, donc une A'-algébre d'Azumaya ; C(P,q) est donc une A-alge-
bre d'Azumaya car A' est A-fidélement plate. Les résultats sur CO(P,q) décou~

lent aussi des résultats du théoréme 2.6.6. sur A' 81 ¢ (p,q).
o
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Théoréme 2.6.8. Soit (P,q)  un A-module guadratique de rang impair, Somme ortho-

gonale d'un espace hyperbolique h(P') et d'un A-module gquadratique (Au,q") libre

de rang 1 avec q"(u) = -1 : (i) 1l'algebre CO = CO(P,q) est isomorphe & 1l'algébre

des endomorphismes d'un A-module projectif de type fini ; (ii) 1'algébre C = c(P,q)

est le produit tensoriel de CO et du centre 2Z(C) de C gqui est une extension

quadratique de A.

Remarquons tout d'abord que 2 est inversible dans A car P est de rang
impair et soit (P,q) = n(P') L (Au,q"). On identifie les éléments de P & leurs
images dans C(P,q). Si x € n(P') et ¢ est la forme A-bilindaire symétrique
associde & q, w(x,u) =0 donc xu + ux = 0 dans C(P,q). De plus, (xu) =
= (xu)(xu) = - x2u2 = q(x). Considérons 1'application A-linéaire e : h(P') =
- CO(P,q) définie par x v xu. Comme (a(x))2 = q(x) pour tout x € h(P'), @ se
prolonge en un homomorphisme de A-algébre o : C(h(P')) » C . Cet homomorphisme
est surjectif car CO est engendré sur A éar les produits (x + au)(y + bu),
x,y € h(P'), a,b € A, c'est & dire xy + bxu - ayu - ab. Il suffit de montrer que
xy est dans &(C(n(P'))), ce qui est évident, car xy = (xu)(yu). Comme & est
surjectif et que C(h(P')) et CO(P,q) sont des A-modules projectifs de type fini
et de méme rang, @ est un isomorphisme. Le théoréme 2.6.6. nous dit alors que
CO est bien 1'algébre des endomorphismes du A-module projectif. A(P'). On aurait
pu montrer que & est injectif en utilisant la propriété 2.6.2. des algdbres

d'Azumaya.

Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme,cremarquons,d'aprés la pro-
priété 2.6.4. des algébres d'Azumaya, que C =~ CO Gh ¢ ° . Comme C0 et o C sont
des A-modules projectifs de type fini et fideéles, il en est de méme de C ° qui,
pour des questions de rang, est un A-module projectif de type fini et de rang 2 ;
c'est donc une A-algébre commutative et comme C0 a pour centre A, c'est le centre
de C. Pour voir que c'est une extension quadratique de A, il suffit de montrer que
c'est une A-algébre séparable et pour cela il suffit de le montrer si A est local :

P' est alors libre et on peut prendre dans h(P') une base orthogonale { EEEE

...,e2n} avec ei =1 i i=<n, e'j =-1 si j2 n+l. L'élément x = u e -

e e commute & chaque e et & u donc c'est un élément du centre de C(P,q).
. 2 2 .

On voit aisément que x = -(e e, ). Par récurrence sur p, on montre que

1 """ T2n

) =i 2n(2n-
CR )2 = (-1) Big__l ale,) ... q(ep), done x° = (-1) _212__11 + n+l

= -1,

Ainsi, B = A ® A x est une extension quadratique de A qui est dans le centre de
C(P,q). Pour voir que c'est le centre, il suffit de remarquer que CO 8& B s'iden-

tifie & C car u ainsi que chaque e est produit de x et d'un élément de
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CO(P,q), 3 savoir, x e, ... e, =u et x(u L éi veoe ) = (-1t q(ei)ei,

1 2n n

i=1,...,n. Comme a° x = +1, B est une extension quadratique graduée, non
triviale sur Z/(2). Notons qu'on peut montrer que, quel que soit le module qua-
dratique (M,q), CO((M,q).L (Ae,q')) =~ c(M,q) si q'(e) = -1, ce qu'on a démontré

dans le cas particulier ou (M,q) est hyperbolique.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théordme 2.6.9. Soit (P,q) un A-module quadratique de rang impair. Alors :

(1) CO(P,q) est une A-algdbre d'Azumaya ; (ii) C(P,q) est isomorphe i
CO(P,q) 81 Z, o Z estson centre; Z est une extension quadratique de A. C'est

aussi le commutant de CO(P,q) dans C(P,q). Le centre 7 est gradué sur 7 /(2)

ou Z0 =A et Z1 est un A-module projectif de type fini et de rang 1.

Dans les théorémes précédents, on a supposé que les modules étaient pro-
jectifs de type fini et de rang constant. Dans le cas général, on considére la
fonction e : Spec(A) =» Z/(2) qui & un point P associe le rang du A-module P
modulo 2. Alors {p | e(p) = 1} définit un idempotent e de A, d'ob une décompo-
sition en produit d'anneaux A = Ae X A (1—e) et une décomposition en somme direc-
te de modules P = Pe ® P(1-e) ol Pe est un Ae-module projectif de rang impair
et P(1-e) un A(1-e)-module projectif de rang pair. On a alors CA(P,q) =

=Cy (Pe, gqe) x C )(P(1—e), q(1-e)) et les théorsmes des paragraphes précé-

dents s‘appliquentAél;emodules quadratiques (Pe, qe) et (P(1-e),q(1-e)).

Soit (P,q) un A-module quadratique de rang pair non nul et C = C(P,q).
On pose X(C) = {x | x€C, xz+2zx=0, Yz € C1}. En fait, cela signifie que
x est dans X(C) si x commute & CO et anticommute & C1. On a donc, si ©
est l'automorphisme principal de C, 0 = id, @ - id, , x(c) = {x |x€c, yx =
=xo0(y), Yy €}, ce qui montre que X(C) %est un Almodule projectif de type fini
et de rang é (ef. 2.6.5.). On voit, en général, que ‘X(c) est contenu dans le

[¢]

commutant C de CO dans C, c'est & dire, Z(CO). Dans le cas hyperbolique,

A0
%x(¢) est formé de matrices (, et la condition d'anticommutation avec C
0 p

donne A + p = 0. Il en résulte que X(C) est exactement égal & X(Z(Co)) (ef.
2.4.).

1

Soit maintenant (P',q') un sec¢ond A-module quadratique de rang pair
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non nul et considérons 1'algébre de Clifford de la somme orthogonale (P,q) ) (P',q').

D'aprés 2.2., c'est le produit tensoriel gradué de C = ¢(p,q) et de C' =c(P',q').

IS

Comme C est une A-algébre d'Azumaya et qu'elle s'identifie & une sous-algeébre de

c®c', d'aprés 2.6.4., ona C®C' =C®C, ol C, est le commutant de C dans
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C®C'. On a, de méme, C®C' =C, ®C' et C
et de C'.

« et Cl ne dépendent que de C

IS

Soit, dans C ® C', le sous-module X(C) ® P' engendré par les éléments
de la forme i@y', x € X(¢c), y' €P'. On a (X®y')2 - X ®y'2 car x est de
degré 0, soit x® y' = p(x) q'(y'). Sur X(c) ® P', on a ainsi une forme quadra-
tique non dégénérée, d'ol on déduit un homomorphisme de C(X(C) ® P', w q') dans
c® C'. Notons que les éléments de X(C) ® P' commutent & C : si y € P,
(x®y'")Ny®1) =-xy®y' car doy=do y' =1 et (y®1)(x®y') =y x®y'
et ces deux éléments de C é’ C' sont égaux, car xy + y x = 0. En conséquence, les
images de C(X(C) ® P', p q') et de C dans C é C' commutent. Comme ce sont deux
algtbres d'Azumaya, ainsi que C ® c', C®C ~c® c(x(c) ®P', uq')®D ou D
est une A-algeébre projective et de rang 1, donc isomorphe & A. On a donc C é) cr =
~¢®c(x(c) ®Pp', pq').

Mutatis mutandis, C® C' =C(X(C') ® P, u' q) ® C' et de plus, chacun
de ces isomorphismes est un isomorphisme d'algebres graduées sur Z/(Z). On peut

alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.6.10. Soient C et C' deux algtbres de Clifford de modules guadra-

tiques de rang pair non nuls. Il existe une algebre de Clifford C) telle gue

C®C' est isomorphe & C ® C) , isomorphisme d'algebres graduées sur Z/(2).

Soient C = C(P,q) et C' =C(P',q') deux algdbres de Clifford de
modules quadratigues de rang quelcongque > 0. On s'intéresse au commutant de la
partie homogéne de degré 0, (C ® C')O , somme directe de Co ® C(’) et de (’J1 ® C;

Ce commutant est donc contenu dans celui de Co ®(C‘O qui n'est autre que
c . C
c®° ®c °.mn y a alors trois cas distincts & considérer : P et P' sont tous
deux de rang pair, tous deux de rang impair, l'un de rang pair, l'autre de rang
impair. Dans les trois, nous allons voir que le commutant de (C ® C')o est le

C c'

prodquit ¢ °*¢' °©

dans le groupe QZ(A) est extensions quadratiques graduées.

C'
et ¢ °
respectifs de CO et Cé) et commutent dans C ® C'. Le commutant de (C ® C')O

[¢]

(1) P et P' sont de rang pair. On sait que C sont les centres

est donc une sous-extension quadratique (trivialement gradué_e) de Z(CO) ® Z(C(‘)),
distincte de Z(Co) et de Z(C(‘)) car si Z(Co) commute & C1’, elle ne commute
pas & C, donc pasa C, ®Cy . I1 s'ensuit que (C® C‘)O a pour commutant 1'ex-
tension quadratique composée de Z(CO) et de Z(Cé).

(ii) P et P' sont de rang impair. Si P est de rang impair, soit X(C) =

= fx | x€ Cp» xy = yx, Yy €C} = ¢, N z(c) = z(c)1. Onaici € ©°=23(c) =
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!
=A® z(c)i et, de mdme, c'c °_-z(c') =a® z(c')1. Comme Z(C) et Z(C') sont
graduées non trivialement, la partie homogéne de degré 0 de 2(C) ® z(C') n'est
autre que z(c) * z(c'). or, (P,q) L (P',q') est de rang pair, donc le commutant
de (c® C‘)O est une sous-algébre de 2(C) é 7(C') concentrée en degré 0 et

cela ne peut donc &tre que z(c) * z(c').

(iii) P de rang pair et P' de rang impair. Remarquons que 2 est inversible
) € c'
dans A et qu'on a les décompositions C © = Z(Co) =A®x(c) et ¢ °= z(c') =

= A®X(C') ou X(C) est formé d'éléments de degré O et X(C') d'éléments de
C . c!

degré 1. Le produit tensoriel gradué ¢ °®c' ©

est, en tant qu'algébre, le pro-
duit ordinaire. Il est clair que X(C) ® X(C') commute non seulement & CO ® C'0
mais aussi & ¢, ® C{. En effet, (x®x')(y®y') =-xy ®x'y' et
(y®y ) (x®x') =y x®y" x', car d%' =d%"' =1 et xy +yx =0, x'y' = y'x'.
Le commutant de X(C)}@ X(C') fe peut donc &tre que A @ (X(c) ® X(c')), ou le

. (c®c) ¢ c
second terme est homogene de degré 1. On a encore ici (C ® C') °_¢%ecr O

On a déja vu que si P est un module projectif de rang strictement positif,

C
c(n(p)) ° est 1'extension quadratique triviale de A. Soit maintenant (P,q)
un A-module quadratique, ol P n'est pas nécessairement fidele ; on veut lui associer
une extension quadratique graduée de A. Quand P est fideéle, il suffit de prendre

¢ (P,q)
1'extension C(P,q) ° . Dans le cas général, ajoutons & (P,q) un espace hyper-

bolique h(M ) ou M est de rang strictement positif. Alors on sait associer a

c
(P,q)_L h(M) une extension quadratique graduée : le commutant C ° ou ¢ =

= C((P,q)_L h(M)). Il s'agit de voir que cela ne dépend pas de l'espace hyperbolique
h(M) et soit C' = c((P,q)L h(M')) ou M' est un second module projectif de

type f ini et de rang strictement positif. Considérons alors D = C((P,q)l h(M)J.h(M'»:
D= C é c(n(M')) = ¢ é c(n(M)). Comme les extensions quadratiques associées a h(M)
et & h(M') sont l'extension triviale et comme 1'extension associée & un produit
tensoriel gradué est 1'extension produit dans le groupe QZ(A) d'aprés la discussion

D C D c'
qui suit 2.6.10., on a les isomorphismes D O ~c % et Do~

c
que C ° ne dépend pas du choix du module projectif de type fini M mais du module

0. Cela montre

quadratique (P,q) et en fait seulement de sa classe dans le groupe de Witt de A.

Cet invariant que nous appellerons discriminant gradué de (P,q) définit une appli-

cation de W(A) dans le groupe QZ(A) des extensions quadratiques graduées de A.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 2.6.11. L'application qui & un A-module quadratigue (P,q) associe la

classe d'isomorphisme dans le groupe QZ(A) de 1l'extehsion quadratique graduée
C
c©

- DZ(A) dont la restriction & W (A) est un homomorphisme (discriminant ordinaire)

induit un homomorphisme (discriminant gradué) de groupes abéliens d : W(A) -

o
do : WO(A) > 92(A). De plus, d et d, sont des homomorphismes surjectifs.

En effet, dO est surjectif d'aprés 2.4.16, donc d 1l'est aussi car

le diagramme v r
0 - W (a) - W(a) —2> 1(a)

1 d d
o

0 - 2(a) = 2,(a) —=—= 1p(a)
est commutatif, ol T, désigne l'application rang modulo 2. Il est clair que les
images de W(A) et de DZ(A) dans Ip(A) sont égales car c'est le groupe des

idempotents e tels que 2e est inversible dans Ae . Comme dO est surjectif,

d 1l'est aussi.

Comme on l'a vu en 2.5.4., si (P,a) € P(A), pour tout module quadratique
(M,q), c, (Pp® M,aq)NCO(M,q). En conséquence, si (M,q) est.un module de rang
pair, dO(M,q) = do(P ® M, g) quel que soit (P,o&) dans P(A). Supposons mainte-
nant que A est un corps de caractéristique différente de 2 : le discriminant gra-

dué est alors un couple formé d'un élément de U(A)/Uz(A) et d'un entier modulo 2.

<@, m mod 2) car ¢ © =

nfn-1)
Ainsi on a d(< a1>.|. .L<an>) = ((-1) a,

= A 10 ﬂ’A(e1 e en) ou €ps cees € est une base orthogonale du module quadra-
tique.

Dans ces conditions, soient ¢ et ¥ deux formes quadratiques non dégéné-
rées de rang pair. Comme 2 est inversible dans A, 2(A) et P(A) sont isomorphes
et le théoréme 2.6.10. s'exprime de la fagon suivante : C(wj_ﬁ) ~ C(p) ® c(a(p)¥)~
~ c(a(v) @) ® c(v).

En caractéristique 2, d se réduit & do' Comme 2(A) =~ A/p A, a((r,q))
est un scalaire déterminé & un élément de la forme a + a2, a € A, prés. L'invariant

d est alors appelé invariant d'Arf (cf. 2.4.10).

2.7. ALGEBRES DE QUATERNIONS

On appelle algeébre de quaternions, l'algébre de Clifford d'un module

de rang 2. D'aprés les théorémes de structure des algébres de Clifford, une algébre

de quaternions C est une algébre d'Azumaya de rang 4 en tant que A-module.
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si (P,q) est le A-module quadratique correspondant & C, la sous-algdbre CO(P,q)
de C est une algébre commutative de rang 2, extension quadratique de A et

C1(P,q) s'identifie & P en tant que A-module.

Considérons l'antiautomorphisme principal T de C : c'est 1l'identité
sur C1 =P et un automorphisme sur Co. Comme T n'est pas 1'identité car C
n'est pas commutative, la restriction de T & Co ne peut &tre que o 1'unique
automorphisme linéairement indépendant de 1'identité de CO. Soit alors % 1l'au-

tomorphisme principal idC @ - idC et notons z M z 1'antiautomorphisme involu-

o) 1

tif 0,07 (=7 o GC) qui est la somme directe o @ - idc . 8i 2 est inversible

¢
1
= & X =id, ® - i . L'alge
dans A, CO(P,q) Aico X(C) et © 1dA ldX(C) L'algdbre C(P,q) est
somme directe de X(C) @ C1 et de A 1C et 1'antiautomorphisme z b z s'derit

ldA 10 e - ldX(C) ® 01 . Les éléments de X(C) @ C1 sont appelés guaternions purs.

Dans le ms général, si z € C(P,q), le produit zz est dans A. En effet,

22z = (zo + 21)(0(20)- ZI) =z 0(z )- 22

+ 2z
o o 1

1 o(zo)- 2,2 = NCO(ZO)— q(z1) car
zoz1 = z10(zo) comme le montre le calcul local suivant : on prend P 1libre de

2 2
base {e1,e2} de sorte que e =a, e2=b et e, e2+e2 e =1. 0On a CO=A1®

DA e & et oo+ B e, ez) - o+ 8(1 - e e2) et il suffit de vérifier la rela-
i = o = = i =
tion Zo z1 z1 (zo) pour z0 e1 e2 et z1 e1 ou bien z1 e2. On a
1= e,le,

2 2
= e
2
est appelé norme réduite de z et noté Nrd(z).

(e1 92)e1 = e1(e2 e1) = e t'-'(e1 e2) et (e1 e2)e2 =e, e e1) =
= e, C!(e1 62) . Le produit =z z

Comme 2z b z est un antiautomorphisme et que Nrd(z) € A 1 est dans le entre
de C, ona Nrd(zz') = (z2')(zz') = 2(2'2')z = Nrd(z) Nrd(z'). La norme réduite
est une forme quadratique Nrd : C » A non dégénérée car le A-module quadratique

) et
o/A

(P, =q). C'est une forme quadratique de discriminant 1 car ¢ et c, (=P) sont

(C, Nrd) est la somme orthogonale des deux A-modules quadratiques (CO’NC

de rang pair et ont méme discriminant gradué ; (P,-q) est de rang 2 et donc son
discriminant gradué est CO(P,-q) ~ CO(P,q). De méme, le discriminant de

(Co’ NCO/A) est C_ (cf. 2.4.16.).

Lemme 2.7.1. La forme quadratique Nrd de 1l'algtbre de quaternions C(h(P)) ou

P est un A-module projectif de type fini et & rang 1, coincide avec la forme qua-
dratique dét : C(h(P)) » A obtenue en identifiant C(h(P)) avec 1'algibre des
endomorphismes de A(P).
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La démonstration se fait aisément & 1'aide du cas local. Soit {81,62} la
base naturelle de h(P) d'ol une base {1,e1,92,e1 e2} de C(h(P)). Dans 1'isomor-

0 0

phisme C(nh(P)) - End (A(P)), e

1 donne la matrice (

) et e2 la matrice
1 0

+ Y e, + 8 e & est donc la matrice

0 1
< j . L'image de 1'élément o1 + B e,

o 0

@ Y
de déterminant e(& + 8) - B y. Or, Nrd(o1 + Be, + ye. +8 e e ) =
1 2 1 72
B o+ 6
= N (@1 +6e, e.) - q(B e, +ve.) =ela+ §) - By, d'olh le lemme.
CO/A 1 72 1 2 .

Soit maintenant C wune algébre de quaternions et supposons que C =
= ¢(P,q) = C(P',q'). On a donc deux normes réduites définies sur C associées

respectivement & (P,q) et & (P',q'). Alors on a le lemme suivant :

Lemme 2.7.2. La norme réduite d'une algébre de quaternions C ne dépend pas du

module.quadratique, mais seulement de la classe d'isomorphisme de 1l'algébre C.

Cela revient & dire que les normes réduites NrdP : ¢ =0C(P,q) »A et
NrdP, : C = C(P’,q‘) - A coincident. Or, remarquons tout d'abord que si A = B
est un homomorphisme d'anneaux mmmutatifs, Nrd : c(B Sk P, qB) - B est 1'extension
4 B de la forme quadratique Nrd sur C(P,q). De plus, il existe une extension
fidélement plate A' de A telle que A' ®A(P,q) ~ n(A') et A ®, (p',q') ~
~ h(A'). Ceci nous donne, par extension des scalaires, deux isomorphismes wu :
;A 8h C = M2(A') et u' : A' Gh C = MZ(A‘) qui transportent chacun la norme
réduite correspondante sur le déterminant dét : MZ(A') = A'. De plus, = u' o u

1
est un automorphisme de MZ(A') et puisque A' est une extension fidélement plate
de A, ¢ est un automorphisme intérieur. Ainsi comme ® o u =u', on a dét (u(L ®
®z)) =aét (@ o u(t ®z)) =aét (u'(1 ® z)), pour tout z dans C. Comme

aét (u(1 ® z)) -est exactement 1 ® Nrd_(z), on a bien Nrd

P P(z) = NrdP,(z), pour
tout z € C. )

Ce lemme a la conséquence importante suivante :

Proposition 2.7.3. Soient (P,q) et (P';q') deux A-modules gquadratiques de
rang 2 tels que C(P,q) ~ C(P',q') et C (P,a) ~cC (P',a'). Alors (P,q) et (P',q")

ont méme classe dans le groupe de Witt-Grothendieck de l'anneéu A.

En effet, d'aprés le lemme 2.7.2., C(P,q) et C(P',q') ont la méme norme

réduite, ce qui donne l'isomorphisme de A-modules quadratiques (P,—q)J_

L (e (p,a), 1, /A)‘N (',-a") L (c (2',q"), Nc/ ). Comme € (P,q) et C (P',q')
0 o/A
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sont des extensions quadratiques isomorphes, elles ont méme norme. On a donc 1'éga-

1ité [(P,-q)) = [(P',-q')], dans WG(A), d'ou 1'assertion annoncée.

Notons que la réciproque n'est pas vraie : si [(P,q)] = [(P',q')] dans
WG(A), alors les extensions quadratiques CO(P,q) et CO(P',q') sont égales dans
le groupe 2(A), donc ces algdbres sont isomorphes. Pour C(P,q)_ et c(p',q'), il
existe un A-module quadratique (P",q"), gue 1'on peut supposer hyperbolique, tel
que (P,q) L (p",q") =~ (P',q") L (P",q") et on a donc un isomorphisme d'algdbres
graduées sur 2/(2), ¢(P,q) é c(p",q") =c(p',q") é c(p",q") ou le é peut &tre
remplacer par le produit tensoriel ordinaire car (P",q") est hyperbolique. Nous
ne pouvons pas en conclure 1l'isomorphisme entre C(P,q) et C(P',q') car il n'y
‘a pas, en général, de théoréme de simplification pour les algébres d'Azumaya. Cepen-
dant, si A est un anneau local (ou méme semi—local), il y a simplification, d'apreés
le théoréme de Skolem-Noether, et la réciproque de la proposition précédente est
vraie. Supposons que la caractéristique résiduelle de A différe de 2 ; si q :
22 54 est la forme quadratique définie par (x,y) b a X+ b y2, g est non dégé-
nérée de rang 2 et on notera (ézﬁ) la classe, dans le groupe de Brauer de A,
de 1l'algébre de quaternions C = C(Az,q). Comme on 1l'a vu au début de 2.7., C est

somme orthogonale de A 1 et de C+, sous-module formé des quaternions purs, car

C
2 est inversible dans A. Si =z € C+, z2 =-2z2z=- Nrd(z). Comme A est local,

¢ )= <a>Ll<p>L<ab>. Soit
+

alors P' le sous—module libre de rang 2 engendré par les deux derniers vecteurs et

on voit immédiatement que si C =~ (QXE) R (C+,Nrd

q' la restriction de la forme quadratique - Nrd & P' de sorte que (P,q") =
~ < b > <-ab>. L'injection naturelle i de P' dans C vérifie par construction
(i(z))2 = q'(z) et cela induit un homomorphisme de C(P',q') dans C qui est un

isomorphisme de A-algdbres. Cela signifie que dans le groupe de Brauer de A,

- (a,

A—ab) . On a un résultat analogue si A est un anneau quel-

conque dans lequel 2 est inversible.Soit (X,u) et (X',u') deux éléments de P(A)

(D) - (Rezaby

et notons (P,q) le module quadratique suivant : P = X ® X' et q((x,x’)) =

- wx®x) + p(x' ®x'). L'algébre C = C(P,q) est somme de A 1C et de C+ ol

c,~ x, -m)d &', ) L (X®X', w®p')), o p désigne la restriction de p

4 la diagonale.on vérifie alors, comme plus haut, que C((X,n) L(X',5')) ~ c((X,n) L
L xex, -udu)) . o
D'aprés les remarques précédentes, on voit que <>k <> ~ <> L <>

si et seulement si ab = cd (modulo U2(A)) et (ézh) = (EKQ) . Ceci nous permet

d'énoncer le théoréme suivant :

Théoreme 2.7.4. L'anneau de Witt-Grothendieck d'un anneau local A dans lequel

2 est inversible est le quotient de 1'anneau de groupes Z[U(A)/U2(A)] par 1'idéal
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engendré par les éléments a + b-c-d, ou a, b, c, d €U(A), a b =c d dans
U(a)/v¥(a) et (28) = (%2%) dans le aroupe de Braver de A.

Dans le méme ordre d'idées, on a la proposition suivante :

Proposition 2.7.5. Soit A un corps. (i) Si (P,q) est un A-module guadratique
de rang 4, tel que C(P,q) = 0 dans Br(A) et Z(CO(P,q)) =0 dans 3(A), alors
(P,q) est hyperboligue. (ii) Soient (P,q) et (P',q') deux A-modules quadrati-
ques de rang 3 tels que CO(P,q) ~ CO(P',q') et c(pP,q) ~ c(P',q'). Alors (P,q)
et (P',q') sont isomorphes.

Dans le premier cas, soit (P,q) = (P,| ,q1).1. (P2,q2) une décomposition
orthogonale en somme de A-modules quadratiques de rang 2. En caractéristique 2,
¢(P,q) = M4(A) = C(P1 ,q1) ® C(P2,q2), l'anneau des matrices carrées d'ordre 4 .
Comme C(P,,q,) ~ C(P,,q,)® et aue c(p,,q,) ®C(P,,q,)° = End,(C(P,q,)) = ¥

4
ona C(P,,q )=~ C(P ,q2). De plus, indépendamment de la caractéristique, 0 =

= - *
= a(c (p,q)) = ¢ (P,,q,) * C_(P,,q,

tiques, donc Co(P1 ,q1) = CO(P2,q2) et la proposition précédente permet d'affirmer,

(4),
) dans le groupe 2(A) des extensions quadra-

en caractéristique 2, que (P1,q1) et (Pz’qZ) sont isomorphes, donc que (P,q)
est hyperbolique.

En caractéristique différente de 2, il faut montrer que (p ,q1) et
(P2,-q2) sont isomorphes. Or, M4(A) =¢(P,q) = C(P1,q1) ® C(P2,q2) = C(P1,q1) ®
®C(P2, d(q1) q2). Comme CO(P1,q1) = Co(PZ’qZ) et CO(P2,q2) = o(P2’ a q2) pour
tout a € U(A), ona C(p,q,) ~ C(p,, d(q;) a,) et ¢ _(P,q) ~cC (B, d(q,) 1),
donc (P1,q1) ~ (PZ, d(q1) q2). Si (P1,q1) = <a>d <>, d(q1) = -a b modulo
w?(a) alors (2,,3,) = (B, agy) qp) = -ab (@>L<>) =<a>Ll<w>=(p, -g)

ce qui achdve la démonstration de (i).

En ce qui concerne 1l'assertion (ii), A est de caractéristique différente
de 2 car P et P' sont de rang impair. On a, de plus, C(P,q) = CO(P,q) ®
® z(c(P,q)) ol CO(P,q) est une A-algdbre centrale séparable de rang 4 et 2(C(P,q))
est somme directe de A1 et de X(C). On a un isomorphisme donné par la multipli-
cation C1(P,q) ~ CO(P,q) ® X(C) ainsi que CO(P,q) ~ C1(P,q) ® x(C). Ainsi on a
les deux décompositions CO(P,q) =A1®P®X(C) et C1(P,q) =X%X(C) ®P et les
décompositions correspendantes pour (P',q'). Comme Z(C(P,q) ~ Z(C(P',q')), X(C)
et X(C') sont isomorphes. Soit <a,> -L<32> l<a
de (P,q) et er €585
1'espace vectoriel de hase {92 93, e3 e1, e1 ez}. On voit que CO(P,q) est une

> une décomposition orthogonale

3

les éléments correspondants de P. Alors P ® X(C) est

algébre de quaternions, c'est 1l'algébre de Clifford de l'espace quadratique

< <
a, a2>_L a,

<> L4 <a, a2>.L<a2 a,> .L<a3 a

a3>. La norme réduite de ®tte algébre est la forme quadratique

> st {f1, £ fB} est une base orthogonale de
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(P',q') et q'(fi) = ai (i =1,2,3), le théoreme de simplification de Witt appli-
qué aux algébres C nous dit qu'il existe un isomorphisme de A-modules quadra-
2>J-<1(a) a >l <a 8> ~ <al ap> -L<a2' a,j'.>_I <a% a;> . L'isomor-
phismes z(c(p,q) =~ z(c(P',q')) entratne que  a, a2 a3 = a1' a2‘ a3' (mod Uz(A))
et en multipliant les deux membres de 1'isomorphisme ci-dessus par a; a, a3, on

tiques <a1 a

obtient un isomorphisme de (P,q) sur (P',q').

2.8. LE GROUPE DES CLASSES D'ALGEBRES DE CLIFFORD

Une A-algebre associative S, graduée sur 7/(2) sera dite triviale
1 et P
isomorphe, en tant qu*mlgébre gradude, & 1'élgebre EndA(P
P, ) P2 est fid&le.

s'il existe deux A-modules projectifs de type fini P tels que S soit

2

, < P2) et si, de plus,

Lemme 2.8.1. Soit S une A-algdbre triviale et R une A-alg®bre gradude sur

Z/(2). Alors, S®R et S ®R sont isomorphes en tant qu'algébres gradudes.

On se raméne aisément au cas ol P1 et P2 sont de rang constant.
Si P1 ou P2 est réduit & 0, le résultat est clair car S1

S est trivialement graduée. On les supposera donc tous deux non nuls. Dans ce cas,

=0, c'est & dire que

So s'identifie & End(P1) X End(PZ) et son centre & A X A, c'est & dire & 1'an-

A0 ]
neau des matrices ( ) avec A et u dans A. On note X(S) ={( |
0 [ 0 =i
| A € A}, qui est un A-module libre de rang 1, de générateur e = idP o - idP
. 1 2
et ona e si = (-1)1 sS.e si si € Si (:i. = 0,1). Notons alors R' 1la sous-
ATd

algebre graduée de S ® R somme directe de R(') =1 ®R et de R1’ =Xx(s) ® R1 ,
o
dont les éléments sont de la forme 1 & rot+e ® T, T, € Ri (i = 0,1). Elle est

isomorphe & R par r + 7T, w 1®r +e®r car €2 =1, et ¢ ®1 comnute
o .

241®r . De plus, S®1 ;t R' commutent dans S ® R. En effet, c'est bien clair
pour leg éléments de S et de R' et pour S1 et R'o. I1 reste & montrer que

(s‘l ®1)(e ® r1) = (e ® r])(s1 ®1). Or, le premier membre est s, e®r, etle
second - € s, ® r1 car d T, = dos1 = 1 Comme sy e=-¢ S, pour tout s, € S1,
on a bien 1'égalité voulue. De plus, S ® R est bien engendré par les images de

S®1 et de R', ce qui montre 1'isomorphisme cherché.

Lemme 2.8.2. Le produit tensoriel gradué de deux algébres triviales est une algdé-

bre triviale.

C'est bien clair vu le lemme 2.8.1. et 1l'isomorphisme EndA(P) ®A

A\l ~
®A EndA(P) EndA(

type fini.

P ®A P'), ou P et P' sont des A-modules projectifs de
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Soient (P,q) et (P',q') deux A-modules quadratiques. On dira que les
algébres C = C(P,q) et C' = C(P',q') sont éguivalentes s'il existe deux algée-
bres triviales S et S' telles que C é s~ C' é S', isomorphisme d'algebres
graduées sur 2/(2).

Théoréme 2.8.3. Le produit tensoriel gradué induit sur 1'ensemble des classes

d'équivalence d'algeébres de Clifford de A-modules guadratiques une loi de composi-

tion interne qui en fait un groupe abélien. L'é1ément neutre est la classe des al-

gtbres de Clifford triviales et 1'opposé de la classe de C(P,q) est la classe de
¢(p,-q).

Pour voir qu'on a bien une loi de composition interne, il faut montrer
que si C1 et C{ sont équivalentes de méme que 02 et Cé, alors C1 ® C2 est
dquivalente & C{ ® Cé. Or, 1l'hypoth&se signifie qu'il existe des algdbres trivia-

1, S 1 ® >~ (0t 1 ENo [ :
les S1 , S1 3, et S2 telles que 01 S C ® S et C -] S 02 6? 82 et

donc par a35001at1v1te et commutat1v1te du prodult tensorlel gradue (C1 ® CZ) ®

® (s1 ®s ) ~ (c' ®c') ® (s' ®s'). Comme S, ®52 et s ®Sé sont triviales,

d'apres le lemme 2.8.2., on a bien 1'équivalence voulue.

L'associativité et la commutativité de la loi de composition interne ainsi
définie proviennent des propriétés analogues du produit tensoriel gradué. La classe
des algebres de Clifford triviales (équivalentes & une algdbre triviale) -non vide
car elle contient les algebres de Clifford des espaces hyperboliques - est bien
é1ément neutre. En effet, si C est équivalente & une algebre tr1v1ale, c ® S ~ 3!
avec S et S' triviale et si D est une algtbre de Clifford, D ® s ~ (p ® c) ®
® S, c'est & dire que la classe de D égale la classe de D é C.

c(P,q) et ¢' =c(p,—q) ; C®C =C(P,q) ®

C(h(P)) est une algébre triviale, donc la classe

Soient maintenant C
® C(Pf 'Q.) = C((P,Q) -L (P?_q))

de C' est 1l'opposé de la classe de C. Ainsi 1l'ensemble de ces classes d'équiva-

1]

lence est bien un groupe abélien pour la loi induite par le produit tensoriel gradué.

On notera x(A) le groupe ainsi obtenu, appelé groupe des classes d'al-

gébres de Clifford. Il dépend fonctoriellement de A. En effet, soit. A »B un’

homomorphisme d'anneaux, C une A-algébre de Clifford et CB =3B @h C la B-algebre
de Clifford obtenue par extension des scalaires. Comme 1'image d'une algébre triviale
est triviale, 1'équivalence se conserve par extension des scaiaires. De plus,

B 8% (C ék c') = (B @k C)'é% (B 8& C') ce qui montre que l'application de H(4)

dans ¥(B) ainsi obtenue est un homomorphisme de groupes abéliens. C' est donc un
foncteur covariant défini dans la catégorie des anneaux commutatifs et unitaires a

valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.
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Théoréme 2.8.4. Le foncteur gui & un A-module guadratigue associe son algébre de

Clifford, induit un homomorphisme de groupes abéliens du groupe de Witt W(A) dans

le groupe H(A), qui est surjectif.

Le résultat provient de ce que l'algébre de Clifford d'un espace hyperbo-
lique est une algébre triviale et que l'algébre d'une somme orthogonale est le pro-
duit tensoriel gradué des algdbres de Clifford des deux facteurs. Si (P1,q1) et
(P2,q2) ont Téme classe dans le groupe w(a), (P1,q1)J_ h(R1) ~ (P2,q2) 1 h(RZ)
et C(P1,q1) ® S1 ~ C(P2,q2) ® 52 ol S1 et 82 sont les algdébres triviales
C(h(R1)) et C(h(RZ)), d'ol 1'homomorphisme noté C, de W(A) dans M(A), surjec-

tif par construction. .

Notons que CA dépend fonctoriellement de A, c'est & dire que si

f : A>B est un homomorphisme 4'anneaux, on a le carré commutatif :
w(a) —“Lﬁ—> Ww(B)

Gy s

\'4 v

H(A) ———uﬁﬂ———> H(B)

En d'autres termes, C : W = ¥ est une transformation naturelle de foncteurs.

Soient C une algébre de Clifford et C O 1'extension quadratique gra-

duée associde & C. Montrons que si C et C' sont deux algebres de Clifford équi-

c c'
valentes, C O et ¢ © ont méme classe dans le groupe 32(A) des extensions qua-
dratiques graduées. Pour cela il suffit de montrer que si S est une algebre triviale

N ~ C
le commutant de (C ® S)o dans C ® S est isomorphe & C °. on peut toujours

supposer que S = En_dA(P1 L2 P2) ol P1 et P2 sont projectifs de type fini et

fidéles : SO a pour commutant son centre, 1l'algébre des matrices

Ad
1dP 0
1
o A et u parcourent A. Une démonstration analogue & celle
0 wid
F
qui suit le théoréme 2.6.10. montre que le commutant de (c® S)O est ¢ © Z(So),
[
isomorphe & C ©, 11 en résulte que si C et C' sont deux algdbres de Clifford équi-
C c'

valentes, C © et 0! ° sont isomorphes en tant qu'algébres graduées sur ZV(Z)Dr,le
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C c!

commutant de (C ® C’)O dans C ® C' est le produit € ° * ¢' © ., Comme si ¢

est une algeébre triviale, C © est 1'é1ément neutre de ?Z(A), on a la proposition
suivante :
Proposition 2.8.5. L'application gui & une algebre de Clifford C associe 1l'ex~

c
tension quadratique graduée C ® induit un homomorphisme du groupe H(A) dans le

groupe DZ(A), qui est surjectif.

La surjectivité est claire. En effet, 1'homomorphisme composé W(A) -
> H(A) = DZ(A) n'est autre que le discriminant gradué (cf. théordme 2.6.11.) qui
est surjectif. On déduit, de 1'homomorphisme ¥(A) - 32(A), un homomorphisme de
M(A) dans Ip(A) en composant avec l'application e : 32(A) - Ip(A). Notons
que si C = C(P,q), 1'idempotent e associé & C est caractérisé par la propriété
suivante : C(1—e) est une A(1—e)-algébre d'Azumaya et Coe est une Ae-algébre

d'Azumaya.

On désignera par uO(A) le noyau de 1'homomorphisme M(A) = Ip(A) :
c'est 1l'ensemble des classes d'algebres de Clifford des A-modules quadratiques de
rang pair, ou encore 1'image dans H(A) du sous-groupe WO(A) de W(A). Les alge-
bres intervenant dans HO(A) sont des algébres d'Azumaya. On a le diagramme commu-

tatif

o ~» H(a) - HA) - 1Ip(a)

o - 3(a) = 31 - mHa) ,

ol les deux lignes sont exactes. De plus, le noyau de 'MO(A) - 2(A) est le méme
que celui de H(4) =~ 92(A).

Considérons maintenant C et C' deux algebres de Clifford équivalentes
dont la classe est dans ¥ (A). Cela signifie que C et C' sont deux A-algdbres
d'Azumaya et qu'il existe geux algtbres triviales S et S' telles que C é 5 ~
~ ! é S'. Le lemme 2.8.1. et la définition des algdbres triviales montrent qu'il
existe P et P', A-modules projectifs de type fini et fidéles et un isomorphisme
d'algdbres C ® EndA(P) ~CQ® EndA(P'). On voit donc que la classe, dans le groupe
de Brauer Br(4), d'une algtbre de Clifford d'un A-module quadratique de rang pair
ne dépend que de la classe de cette méme algebre dans le groupe MO(A). On définit
ainsi une application B : ”O(A) - Br(A), qui n'est pas, en général, un homomorphisme

a

de groupes. En effet, les algtbres C® C' et C®C' ne sont pas, en général,
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équivalentes dans le groupe de Brauer de A. Notons tout de suite que B(HO(A))
est contenu dans Brz(A), le sous-groupe des éléments d'ordre 2 du groupe de Brauer.
En effet, si C est une algebre de Clifford, C est isomorphe & c® par l'antiau-
tomorphisme principal, soit C® C=~ ¢ ® ¢°~ EndA(C), donc 2 B(C) = 0 dans

Br(A). Cependant, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.8.6. La restriction de 1l'application B au noyau de 1'homomorphisme

HO(A) - 2(A) est un homomorphisme injectif de groupes abdliens.

Que cette restriction est un homomorphisme, cela provient du théoreme
2.6.101 (théortme ® = é)) En effet, si C € Ifer(lio(A) > 2(4)), x(¢) est trivial
et C®C' s'identified C®C', donc B(C®¢C') = B(Cc®C') = 8(c) + B(C'). Pour
voir que B est injectif, il faut montrer que si C est dans le noyau de 1'homo-
morphisme HO(A) = 2(A) et si B(C) =0, alors C est équivalente & une algdbre
triviale.

Pour cela, considérons une A-algdbre D graduée sur Z/(2) qui est, soit
une algébre de Clifford dont la classe est dans le noyau de 1'homomorphisme
uO(A) - 2(A), soit une algdbre triviale End, (P

AN
jectif de type fini et fideéle. Dans 1'un et l'autre cas le commutant de DO est

@ P2) ol chacun des Pi est pro-

le centre Z(DO), extension quadratique triviale de A. Soient alors e1 et e2
les deux idempotents de Z(DO), A-linéairement indépendants avec 1'élément unité
de D. Alors, z € D0 si et seulement si eiz =z ei (i = 1,2) et z € D1 si

et seulement si ei Z + z ei =1 (1 = 1,2). En effet, il suffit de le montrer

D
pour les algdbres triviales, car par extension fidélement plate, l'algebre de Clifs
ford d'un module quadratique de rang pair peut 8tre rendue triviale et les idempo-

tents considérés plus haut sont conservés par extension. Or, dans la représentation

1 0
matricielle de End (P1 @ PZ)’ e, et e sont représentés par les matrices( )

o o A 1 2 . o o o
et (o 1).Si z=zo+z1,zi€Di (i =0,1), on a zo:(o B) et
z1 = (cﬁ) z> et il suffit de calculer e zj - Zj ei et e:.L zj + Zj ei pour
conclure.

Soit donc C wune algébre de Clifford telle que C € Ker(xo(A) - D(A))
et B(C) = 0. Il existe deux A-modules projectifs de type fini et fidéles P et Q
et un isomorphisme ¢ : C ® EndA(P) ~ EndA(Q) d'algébres graduées sur 7/(2) .
1 o
somme directe de QO = eo Q et Q1 = e1 qQ et EndA(Q) ~ EndA(QO @ Q1). Graduons
EndA(P) trivialement et EndA(Q) 34 1'aide de la décomposition Q = QC ] Q1 H

Soient eo et e les deux idempotents de JAQY )~ A x A. Le A-module Q est

c® EndA(P) étant muni de la graduation produit tensoriel, on voit que @ est un
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isomorphisme gradué. Il suffit pour cela d'appliquer l'assertion ci-dessous

(c® EndA(P))o ~C, ® EndA(P), (c® EndA(P))1 ~c ® EndA(P). Or, les éléments

de C commutent & e et e donc aussi ®ux de C0 ® EndA(P) et cp(Co ®

® EndA(P)) c (EndA(Q))o' Les éléments de €, vérifient e, z+ze =3 (1 =0,1),
donc ceux de %@ hd@)v&ﬁﬁﬂlaﬁmrﬂﬁhn;maamm Nq@

® EndA(P)) c (EndA(Q))1 et, par suite @ est un isomorphisme gradué. Cela montre

que la classe de C est nulle dans le groupe H(A), d'oh le théoréme.

Théoréme 2.8.7. Tout élément de H(A) a un ordre diviseur de 8 et tout élément

de HO(A) a un ordre diviseur de 4.

En effet, si C est un élément de H(A) (resp. NO(A)), 4 C (resp. 2 C)
est dans le noyau de 1'homomorphisme H¥(A) ~ DZ(A) (resp. KO(A) - 3(A)). Comme
ce noyau est un sous-groupe du groupe de Brauer dont tous les éléments sont 4'ordre
2,8C=0 (resp. 4C=0).

Exemples. 2.8.8. Soit k un corps 01(2). on a vu (cf. 1.17.4.) qué 1'homomor-
phisme W(k) = 32(k) est un isomorphisme, donc ¥(k) s'identifie & Dz(k) et
uo(k) a 2(x).

2.8.9. Si k est un corps ordonné maximal, W(k) s'identifie & Z par 1l'homo-
morphisme signature. Le groupe M(k) est donc un quotient de Z, dont tout élément
est d'ordre 8 au plus : c'est donc un quotient de 2/ 87. Comme 1'algdbre de Clifford

de la forme quadratique - xf - xg - x2 - xi n'est pas une algébre de matrices
sur k, car isomorphe & MZQH) (cf. [37), o @ est le corps des guaternions
construit sur k, ¥(k) est isomorphe & 32/ 82.

Théordéme 2.8.10. Soient (P,q) et (P',q') deux A-modules quadratiques de rang

pair, C et C' leurs algeébres de Clifford et B’ et B' les extensions quadrati-

ques Z(Co) et Z(Cé) correspondantes. Il existe alors un isomorphisme de A-algeé-
bres gradudes sur 2/(2), (¢ ®c') ® ¢(B,N) ® ¢(B',N') ~ ¢ ® ¢' ® ¢((B,N) L (B',N')).

Rappelons que N et N' désignent les normes des algébres B et B'
qui sont des formes quadratiques non dégénérées et C(B,N) et C(B',N') sont des
algébres de classe nulle dans le groupe de Brauer de A car isomorphes a EndA(B)
et EndA(B') respectivementh(cf. 2.4.16.). Ainsi, le théordme signifie que dans le
groupe de Brauer de A, B(C ®C') - (8(C) + B8(C')) est la classe de l'algtbre de
Clifford de (B,N)d (B',N').

Pour démontrer ce résultat, remarquons que 1l'invariant X associé a
¢(P,q), P de rang pair, et celui associé & 1'extension quadratique B = Z(Co) sont
les mémes (cf. 2.6.10.). De méme, on a X(C(B,N)) =~ X(B) et les applications
p:X®X > A sont les m8mes dans les deux cas. Appliquant le théoréme 2.6.10.
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plusieurs fois de suite, on a les isomorphismes suivants en notant :LC (resp. EC,)
la restriction de p : X(C) ® X(C) » & (resp. w' : X(c') ®X(C') »A) & la diago-
nale : C® ' ® c(an) ®c(B',N')=c®c'(p ® Xx(C), q'ic ) ® ¢(B,N) ®
®c(B',N')~Cc®(C'® C(B,N))A® c(B',N') ~c®c'®c(B®x(c'), N ;C,) ®

® ¢(B',N') =¢c ®C' ® (C(B,N) ® ¢(B',N')) et le dernier terme n'est autre que
c(B,N) L (B',N")).

N

Remarquons encore que cette dernidre algébre est équivalente & une algeé-
bre de quaternions, d'aprés le théoréme 2.6.10., & savoir, C(B® x(c'), N EC') ol
c(B' ® x(c),N* EC ).

Supposons que les A-modules quadratiques (P,q) et (P',q') sont de
rang impair et soient C = ¢(P,q) et ¢C' =c(P',q'). Les algdbres CO(P,q),
Co(p',q') et ¢®c¢c' =c((P,q)& (P',q')) sont toutef trois d'Azumaya. De plus,
COEP,q) et CO(P',q') sont deux sous-algebres de C ® C' qui commutent, donc
c®c' =c((p,a) L (p,a%)) ~ ¢ (Pq) ® CO(P',q‘) ®D ou D est une A-algtbre
centrale séparable de rang 4. Soit alors D' =A ® (X(C) ® 1C‘) D (1C ® x(c')) &
® (x(c) ® X(€')). Il est clair que c'est une sous-algebre de C ® C' et que c'est
1'algdbre de Clifford de (X(C), EC)L (x(c"), ILC,) car X(c) et X(C') sont
formés d'éléments de degré un. De plus, cet A-module quadratique est muni d'une
forme quadratique non dégénérée car 2 est inversible dans A, puisque (P,q) est un
A-module quadratique de rang impair. De plus, D' commute & CO(P,q) et & CO(P',q').
Comme D' et D sont de méme rang, elles sont égales et on a C((P,q) L (P',q')) =~
~c (p,a) ®c (P',q") ®c(x(c), wy)L (x(c'), by )).

Supposons maintenant (P,q) de rang pair et (P',q') de rang impair ;
CO(P',q’) est une sous-algébre d'Azumaya de CO((P,q) L (p',q')), donc A(C ® C')O ~
~ CO<P',q') ® C. Les éléments de P ® X(C') sont de degré 0 dans C®C' et
commutent & CO(P',q'). De plus (y ®Ax‘)2 = - y2 X% - - a(y) EC' (x') pour tout
y€P et x' €X(¢'). On a donc (c®c')o=-co(P',q')®c(P®x(c'), -qﬁc,).

La loi de groupe dans ﬂO(A) se décrit comme suit. Désignons par N(A)
le sous-groupe de NO(A) noyau de 1'homomorphisme HO(A) - 2(4) qui s'identifie par
restriction de l'application B & un sous-groupe du goupe de Brauer de A. On a la
suite exacte de groupes abéliens 0 » N(A) - HO(A) ~» 2(A) » 0, non scindée , en
général. Un élément de MO(A) apparait comme un muple (C,B) ol C est la classe
de 1l'algébre de Clifford dans le groupe de Brauer de A et B 1'extension quadra-
tique z(co). Notons pour B et B' dans 2(A), BUB' la classe, dans le groupe
Brauer de A, de C((B,N)-L (B’,N')). Dans ces conditions, si (C,B) et (C',B')

sont deux éléments de HO(A), leur somme est,d'aprés le théoréme de 2.8.10.,
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(c+c" +BUB', B*B').

Notons que ceci permet .de décrire aisément le groupe 2 NO(A). En effet,
.comme le montre la formule ci-dessus, 2 NO(A) est le sous-groupe de N(A) formée
des classes, dans le groupe de Brauer de A, des algébres C((B,N)L (B,N)) =B UB
oW B décrit le groupe 2(A). Il apparait clairement que 2 HO(A) est dans 1'inter-
section de N(A) avec le noyau de 1'homomorphisme naturel Brz(A) - BrZ(A[i]) ol
i2 = -1. En effet, (B,N)J- (B,N) devient, par tensjion des scalaires de A &
A[i], un espace hyperbolique, puisque -1 y est un carré et (B,N) isomorphe &
(B,-N). Ce sous-groupe est formé de quaternions car B U B = C(B,N) é) C(B,N) ==
~ ¢(B,N) ® ¢(B® X(B), N EB). I1 est clair aussi que 1'application qui & B € 2(4)
associe BUB €2 KO(A) est un homomorphisme de groupes. On a donc un homomorphisme
surjectif de 2(A) dans 2 ﬁO(A), dont le noyau contient le noyau de 1l'homomorphisme
naturel 2(A) » ©(A). En effet B UB est la classe de l'algdbre de quaternions
c(B®x(B), N E.B) qui est nulle si (X(B), u.B) est 1'élément 0 de P(A) car
C(B,N) = EndA(B). Supposons maintenant 2 inversible dans A. On sait que le A-module

quadratique (B,N) est somme orthogonale de (A,m) et de (X(B), - E,B) Ainsi ona
BUB' = ¢((B,N)L(B',N"))=¢((a,m)L (a,m) L(x(B), hg) A= (X(B'), -y, )) o((am) L (am)®

® c((X(B), - fy) L (X(B"), - iy, )= c((a,m) L (4,m)) @ c((X(B), ) L (X(B'),0ig,))

car 1'invariant X de (A,m)d (A,m) est (4, -m). L'algébre de Clifford de
(4,m) L (A,m) est triviale car (4,m)L (4,m) = (a[i], N) et A[i] est une exten-
sion séparable de A car 2 € U(A). Donc B UB' est la classe de 1l'algebre de
cliffora c((x(B), EB)_L (x(8'), E_B,)).On définit ainsi uneapplicationde 2(4) x

x 2(A) dans Br2(A) dont les propriétés sont entiérement analogues & celles des
symboles locaux (cf. [50], Ch. XIV) : l'antisymétrie (ici symétrie car dans BrZ(A)
tout élément est d'ordre 2), B U - B = 0, en notant -B 1'extension quadratique
associée & (X(B), - E.B), ainsi que la biadditivité de B U B' par rapport & B et
B'. En effet, rappelons (cf. 2.7.3.) que si (X,u) et (X’,p.') sont deux éléments

de P(A), ofx,p) L (x', ) ~c((X,w) L (X®X', - u®p')). I1 s'agit alors de
montrer que si (X,u), (X',p') et (X",u") sont trois éléments de P(a), c((x,p)L
L(x, w)) ®c((X,m) L (Xx",n")) est équivalente dans le groupe de Brauer i

c((x,p) & (x' ® x", m) Or, appliquant le théoréme ® = é), la premiére algebre
est isomorphe & C((X,p) L (X',u")) é) c((x,p). (X®X', - w®p') L (x",4").
(x®x', - LLTI-L'-)) soit 1l'algebre de Clifford du A-module quadratique de rang 4

(K B L@, s)L @, -B)LEexex, -wew ®u) = (X,5) LE®X' ®
@I, - p®p' ®p")L n(x'). Comme C(h(X')) est triviale, cela nous donne, dans

le groupe de Brauer, C(X,p) L (X ® X' ® X", - u® ' ® p")) qui est, d'apres la
remarque ci-dessus, isomorphe & C((X,p) L (X ®@ X' ® X" ®X, pO®p ® o' ® u))
soit, comme (X ® X, u ® west 1'é1ément neutre de P(4), c(x,u)] (x' ® X",W)),
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d'ol la biadditivité du symbole.

Soient B, B' et B" +trois extensions quadratiques de A, N, N' et N"
leurs normes ; montrons que B UB' + B UB" =B U (B' * B") dans N(a)cC Brz(A).
or, B UB' = ¢c((B,N)L (B',N')) est égale, d'aprés le théoréme 2.6.10, & la classe
de C(B®X(B'), Npu') que nous abrégerons en C(B X'). Il s'agit donc de montrer
que C(B X') + C(B X") = C(B(X' ® X")) ou encore que D = C(B X') ® ¢(B X") est
équivalente & 1'algébre C(B(X' ® X")). Si b € B, x' €X', x" € X" et u désigne
1'élément unité de B, (b x' ® u x“)2 =N(b) p'(x') w(x") = N(b) @w® p" (x' ® x").
Le sous-module de D engendré par les éléments b x' ® u x" est B(X' ® X"), donc
D contient la sous-algtbre C(B(X' ® X")). Notons que D est graduée sur %/(2)
et C(B(X' ® X)) est formée d'élément de degré O car d°(b x') =1 et
a°(u x") = 1, donc D ~ o(B(X' ® X")) ® D' oh D! est une A-algtbre de rang 2
donc une A-algébre commutative et c'est le centre de Do' C'est une extension qua-
dratique séparable de A , car D est une algdbre de Clifford. Or, C(B X) ® C(B X") =
~ ¢(BX'L B(X®X")) a un discriminant trivial, donc D’O =A XA est l'exten-
sion quadratique triviale de A. Il s'ensuit que c(BXx')® c(Bx")~ c(B(x'®
®Xx") ®c, ou C,

triviale Dé. Alors C

est une algebre d'Azumaya qui contient 1l'extension quadratique
1 est une algébre d'endomorphismes, car si e est l'un des

idempotents non triviaux de Dé, C1 = C1 e ® 01(1—e) et ces deux A-modules projec-

tifs sont de rang 2 et EndC (C1 e) est un A-module projectif de rang 1, donc
End (c, e) =A. 11 s‘ensult que C, ® End (¢

C1 1 1 AT
B UB'. Ceci montre bien que 1'application D(A) -» N(A) définie par Bw BU B

e), d'ol la biadditivité du symbole

est un homomorphisme degroupes abéliens.

On remarque’que si 2 =0 dans A, ® =®, donc B UB' =0 dans Brz(A),
‘quels que soient B et B' dans D(A).

Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 2.8.11. Soit A un corps de caractéristique différente de 2. Alors

2 NO(A) s'identifie & Br2(A[i]/A) qui est isomorphe au quotient de A* par

A*¥* 4+ A¥*  sous-groupe du groupe des éléments inversibles, formé des sommes de deux

carrés.

La derniére assertion de la proposition est un résultat élémentaire de
cohomologie : si R est un groupe abélien sur lequel opére un groupe cyclique fini
G, la cohomologie est périodique modulo 2 et H (G,R) est isomorphe au quotient de

.RG par le sus-groupe N(R). Ainsi, en prenant R = A[i]¥ et G = Gal(A[i]/A), on
a HZ(G,A[i]*) ~ A%/N(A[iT*) et HZ(G,A[i]*) est exactement le groupe de Brauer
relatif Br,(Ali/4). ' '
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En ce qui concerne la premiére affirmation, notons que 2 )(O(A) est
un sous-groupe de Brz(A) formé des classes d'algebres de quaternions B U B.
Si B = A[x] avec x2 = a, (B,NB) est le module quadratique <I>J1 <—a> et
BUB 1'algtbre de Clifford C(<1>.L <-a>) ® (<> L<g>) = c(<a>l<sa>) ®
® ¢(<a> L <-1>), d'aprés 2.6.10. La classe de B U B dans Br2(A) est donc 1'al-
gébre de quaternions (%‘;—1) I1 est facile de voir qu'on a un homomorphisme sur-
jectif dans A* dans 2 )lo(A) donné par a w» (QA‘.LL) On en détermine le noyau en
se rappelant qu'une algébre de quaternions sur un corps est une algébre de matrices
si et seulement si sa norme réduite représente 0. Comme Nrd (53—1‘&_—1) =<i>La>L
A <—a>.L<—a>, cette forme représente 0O si et seulement si a est une somme de

deux carrés. On a donc bien d'isomorphisme 2 NO(A) ~ A*/A** + AX%,

Proposition 2.8.12. Si A est uncorps 02(2), la_surjection W(a) 5 H(A) est
un isomorphisme.

Rappelons qu'un wrps C2(2) est un corps dans lequel toute forme quadra-

tique & plus de quatre variables représente 0. Pour un corps 01 (2), cas particu-
lier de celui-ci, on a vu que W(A) - 32(A) est un isomorphisme, ce qui montre
que W(4) » H(A) en est un. Dans le cas qui nous occupe, les éléments de W(A)
sont représentés par les classes d'isomorphismesde formes anisotropes, donc par des
classes d'isomorphismes de formes de rang inférieur ou égal & 4. Supposons d'abord
que A est de caractéristique 2 et soient (P,q) et (P',q') deux A-modules
quadratiques de méme rang tels que C(P,q) et C(P',q') ont méme classe dans
>H(A). Alors (P,q) L (P',q')~H_L (P",q") ohu q" est anisotrope de rang 0, 2

ou 4 et H un espace hyperbolique. L'algebre de Clifford de " (P",q") est triviale
dans le groupe ¥(4) car c((P,q) L (P',q')) = ¢c(P,q) éC(P',q') est O dans
H(A). Comme (P",q") est de rang 0,2 ou 4, (P",q") est hyperbolique (cf. 2.7.5.),

N

donc g ® g' est hyperbolique et q isomorphe & q' (2 =0 dans A).

Supposons maintenant A de caractéristique différente de 2. On considere
le module quadratique (P,q) L (P',-q') ~H L(P",q") ol H est un espace hyperbo-
lique et q" une forme anisotrope de rang pair inférieur ou égal & 4. On suppose
que P et P' sont deux espaces vectoriels de mdme dimension inférieure -ou égale
a 4 et que C(P,q) et C(P',q') ont méme classe dans: R(A).' Il s'agit maintenant
de montrer que (P",q") = O dans W(A), en montrant que C(P",q") = O dans ¥(A),
ce qui revient au méme que de montrer que C((P,q) L (P',-q")) =0 dans ¥(A). En
dimension 1,2,3, on sait bien que si C(P,q) = C(P',q') dans ¥(a), (P,q) et (P',q")
sont isomorphes (cf. 2.7. ). On suppose donc P et P' de dimension 4 : C(P,q) =~
~ ¢(P',q') et Z(CO(P,q)) ~ Z(CO(P',q')) puisque A est un corps. On a donc
a(q) = d(q') et le discriminant gradué de q" est nul. Maintenant calculons

c(P",q") : d'aprdés les résultats précédents C(P",q") = C(P,q) + C(P',-q') +
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C(P,q') + (i:.‘ﬂ.‘&)_)’ on a C(P",q") -

A
0 puisque C(P,q) = C(P',q') dans Brz(A)

+ (Q&ﬂlziiﬁll) et comme C(P,-q')
_ o(p,q) + o(p,q1) + (*lalialatd

et d(q) = d(q') dans 2(A). Maintenant, si la dimension de P" n'est pas nulle,

elle est 2 ou 4. Quand elle vaut 2, d(q') = 0 entraine q" hyperbolique. Quand
elle vaut 4, il suffit d'appliquer la proposition 2.7.5. pour voir que gq" est
hyperbolique. On a donc (P,q) L (P',q') ~ H, espace hyperbolique, ce qui signifie
que (P,q) et (P',q') ont méme image dans w(a).

Les exemples classiques ol s'applique 2.8.12. sont ceux des corps locaux :

corps de séries formelles & corps résiduel fini et corps p-adiques, obtenus par

complétion d'un corps de nombres suivant une valuation discréte.

On a le diagramme commutatif de groupes abéliens avec les lignes et les

colonnes exactes

n(a) = N(a)
l L
0o —> uO(A) —> H(a) —> 1Ip(4)

l |

0 —> 2(a) —> 2 (A) —> 1p(a)
| l
0 0

o N(A) est un sous-groupe de BrZ(A).

Cela permet d'avoir des renseignements sur H & partir de la connaissance
du groupe de Brauer et du groupe des extensions quadratiques. Ainsi si A est 1l'an-
neau des entiers d'un corps de nombres, BrZ(A) est fini (cf. [21]). De méme, on

a vu en 2.4.17. que 2(A) était fini ; on peut donc énoncer la proposition suivante:

Proposition 2.8.13. Le groupe H(A) de 1'anneau A des entiers d'un corps de

nombres est fini.

Si K est un orps p-adique, 2(K) = K*/K*2 est fini avec 4 éléments si la
caractéristique résiduelle différe de 2 et avec 8 éléments dans le cas contraire
(cf. [51]). De plus Br(K) ~ @/7, donc Br2(K) ~ 7/(2), ce qui montre que ﬁo(K) a
respectivement 8 ou 16 éléments et que H(K) ~ W(K) a respectivement 16 ou 32 é1é-
ments.

On peut de la méme fagon calculer le nombre d'éléments de M¥(K) et de
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W(XK) pour un corps de séries formelles K sur up corps fini.

2.8.14. Comme nous l'avons signalé en 1.12., on peut définir un homomorphisme,
noté dis, de 0(P,q) dans le groupe Ip(A). Cet homomorphisme est défini ainsi :
pour o € 0(P,q), C(0) est un automorphisme de 1'algébre d'Azumaya gradug c(p,q).

Ainsi C(o) induit un avtomorphisme t(0) de 1'extension quadratique C © .

[§

On définit alors, localement, un idempotent noté dis (o) par : (dis (0))p
C
si (t(O))p est 1'identité de C ° localisé en P, P € Spec (A) et (dis(qu =1

0

dans le @s contraire. Le fait que cela induise un homomorphisme de groupes provient
immédiatement de C(0 o0 0') = ¢(0) o ¢(0'). Le composé de dis et de 1'homomorphis—
me naturel et 1-2¢ de Ip(4) dans uz(A), groupe de racines carrées de A,

est 1l'homomorphisme dét : ®(P,q) - UQ(A)- On voit, par exemple, que dis (-1P)
est le rang de P modulo 2 ; si P est de rang impair, donc % € A, dis est
surjectif. Si x € P et q(x) € U(a), la transvection ty (ef. 1.12.2) a pour
discriminant 1 et dis est encore surjectif : la démonstration se fait localement.
Le groupe spécial orthogonal SO0(P,q) est défini dans le cas général, 2 inversible

ou pas, connu étant noyau de 1l'homomorphisme dis.
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3. PRODUITS VECTORIELS ET VARIETES DE STIEFEL

3.1. PRODUITS VECTORIELS REELS

Soient (R 1le corps des nombres réels, E = R" un R-espace vectoriel de

dimension n muni, d'un produit scalaire, noté ( | ). On dira qu'une application

R 2 . . . . .
R-linéaire u : A" E » E est un produit vectoriel sur E si les conditions sui-

vantes sont vérifiédes :

PV 1) Orthogonalité : quels que soient x et y dans E, (u(x Ay) | x) =0 ;
PV 2) Théordme de Pythagore : quels que soient x et y dans E, [u(x A y)”2 +

+ (le)2 = ”X”2 ”y”z, ol ”x“ =J3x]x) désigne la norme du vecteur x. Le théoréme

suivant est bien connu (cf. [577) :

Théoréme 3.1.1. Les seules dimensions de E pour lesquelles il xiste un produit

vectoriel sur E sont n =1, 3, 7, ob 1'on suppose n =1,

Dans [18], Eckmann a défini la notion de r-produit vectoriel, o r est
un entier vérifiant la condition 1 <r <n-1. Précisément, on dira qu'une applica-

ot T . . . s
tion R-linéaire u : A" E - E est un r-produit vectoriel sur E si les conditions

suivantes sont vérifides : PV 1r) Orthogonalité : quels que soient Xypeees X,
dans E, (u(x1 Ao A Xr> | xi) =0 ; PV 2r) Déterminant de Gram : quels que
2
A = dé
e g A AN =g (Gl < ).

Théoréme 3.1.2. Les seules valeurs de r et n pour lesquelles il existe un

soient x,,...,x_  dans E, Ju(x

j=<r

r-produit vectoriel sur E sont les suivantes : 1) r =1 et n pair ;

2) r=2 et n=733) r=3 et n=8;4) r=n-.

Voyons comment, dans une certaine mesure, ce théoréme se réduit au précé-

dent et pour cela, nous allons établir le théoréme de réduction :

Théoréme %.1.3, (théordme de réduction). S'il existe sur le R-espace vectoriel
n-1

euclidien E = R" un r-produit vectoriel, alors il existe sur F =R un  (r-1)-
produit vectoriel. :
En effet, écrivons E=F ®F , donc A E= & (AP roaArF)~AFo
p+q=r
2] Ar-1 F et il est clair maintenant que la restriction du r-produit vectoriel
u Ar E->E sur E 3a Ar"1 F est un (r-1) produit vectoriel sur F.

En appliquant successivement le théoreme de réduction, il existe un
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2-produit vectoriel sur mn'r+2, donc n-r+2 =1, 3,7. Or, pour n-r+2 =1, le

produit vectoriel doit &tre nul, car r = n+l. Pour n-r+2 = 3, soit r = n-1, le
r-produit vectoriel existe toujours. Dans le dernier cas, n-r+2 = 7, on a n = r+5.
Des considérations sur les variétés de Stiefel, montrent (cf. [57]) que 1'on ne
peut pas avoir r 24, donc r =1, 2, 3, Pour r =1, il est nécessaire et suffi-
sant que n soit pair ; pour r =2, n=7 et pour r =3, n =8, Pour la cons-

truction de ces différents produits vectoriels, on renvoie & la bibliographie citée.

3.2. PRODUIT VECTORIEL ALGEBRIQUE

Soit A un anneau dans lequel 2 est inversible et (V,q) un A-module
quadratique. Pour x et y dans V, on note (x| y) 1'élément + o(x,y) = +(a(x+y)-

- a(x) - a(y)) et on appelle déterminant de Gram des r vecteurs x .,x_ de

17" r
Ry _oax N
V 1'élément de A, g(x1, ey xr) = dét ((xilxj))1 <i, =7 (ou @ est la

forme A-bilinéaire symétrique associée & q).

P r . .
Une application linéaire wu : A V -V est un r-produit vectoriel sur V

si elle satisfait aux deux conditions suivantes, pour x1, .y xr parcourant
V:(PVri1): :p(u(x1 Ao A Xr), xi) =0 et (PVITX2): q(u(x1 AL A xr)) =

glx,s ooy x).

La probléme algébrique dont nous allons parler ici est le suivant : pour
‘un entier r donné, & quelles conditions sur (V,q) existe-t-il sur V un r-pro-
suit vectoriel ? On peut toujours supposer V de rang constant n et 1l'entier r
sera supposé compris strictement entre 0 et n. Notons tout d'abord les propriétés

é1lémentaires suivantes dont lavWrification est laissée au lecteur :

Proposition 3.2.1. (i) Si f : A= A' est un homomorphisme d'anneaux et u un

r-produit vectoriel sur (V,q), 1' ® u est un r-produit vectoriel sur (A' ® v,q')

ou q' : A @k V - A' est la forme gquadratique étendue. (ii) Soient u un r-produit

vectoriel sur (V,q) et X €V tel que q(xo) = 1. L'orthogonal (V',q') de
A X posséde un (r-1)-produit vectoriel u' défini par u'(y1, veey ¥ ) =

r-1
= u(xo, Ty eees yr_1), pour Yy weer Yoy parcourant V', (iii) Soient wu un
r-produit vectoriel sur (V,q) avec r = 2p+! et a un élément inversible de A.
Alors (v, aq) possede un r-produit vectoriel u' = aPu.

Nous cherchons donc prr quels couples (r,n), 0<r<mn, il n'y a pas de
module quadratique de rang n p.ssédant un r-produit vectoriel et, dans le as con-
traire, & quelles conditions supplémentaires sur (V,q) il y a effectivement un
r-produit vectoriel. Ainsi, si r =1, il est nécessaire que n soit pair mais il
vy a une condition supplémentaire. Si r =2, le rang n de V doit &tre 3 ou 7.

Or, l'assertion (i) de la proposition ci-dessus montre que si un couple (r,n) convient
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pour un anneau A, alors il existe un corps algébriquement clos pour lequel (r,n)
convient aussi. On peut alors appliquer (ii) au modulg quadratique ainsi obtenu,
donc quel que soit 1'entier k plus petit que r, le couple (r-k, n-k) convient.
Ceci montre que si (r,n) convient et si r est supérieur i 2, (2, n-r+2) convient.
L'étude du cas r = 2 conduit alors aux deux possibilités n = r+! et n = r+5.
Dans le premier cas, il existe toujoufs des modules quadratiques convenables ; dans
le second cas, on trouve bien des modules quadratiques de rang 8 muni d'un 3-produit
vectoriel. Brown et Gray (cf. [14]) ont montré que si r =4 et n =9, il n'exis-
te pas de produits vectoriels sur un corps algébriquement clos, donc sur un anneau

74 2

commutatif & élément unité, d'aprés (i) de la proposition 3.2.1.

Lemme 3.2.2. Il existe sur (V,q) un 1-produit vectoriel si et seulement si il

existe un automorphisme u de (V,q) telque u2 + idV = 0.

» En effet, daprés (PV 1) et (PV2), si (V,q) a un 1-produit vecto-
riel, c'est une application linéaire u : V =V telle que q(u(x)) = q(x) et
¢(x,u(x)) =0 pour tout x dans V. On a donc u € ®(V) et, en polarisant la
seconde relation, ®(x,u(y)) + @(u(x),y) =0 pour x et y parcourant V. Comme
u est automorphisme de @, on a ¢(x,u(y)) = w(u-1(x),y), donc @(ulx) + u-1(x),y)=
= 0 quels que soient x et y dans V, d'ou u2 + idV =0 car ¢ est non dégé-
nérée.

Inversement, si u € 0(V) et u2 = =id_, une vérification facile montre

que u: V =V estun t-produit vectoriel sur (V,q).
Soit alors B 1l'extension quadratique de A, A[X] /(£+1). Dans les con-

ditions du lemme 3.2.2., on munit V d'une structure de B-module par (a+b i)(x) =
=ax+b u(x), ol i désigne 1l'image de X dans B et on voit aisément que V est

un B-module projectif de type fini. En effet, soient pour cela Pyt V - A des

formes linéaires, en nombre fini, et X des éléments de V tels que

= £ @ (x) X
k k
on vérifie immédiatement que wk : V> B est une forme B-lindaire et que,

X
pour tout x dans V. Posons ¥ (x) =4 (¢ (x) - 1o (u(x))) ;

k k k

quel que soit x dans V, x = 5 wk(x) X, -

Soit maintenant 1'application h : V x V - B définie par h(x,y) =
=+ (e(x,y) + i o(x,u(y))). I1 est facile de voir que h est une forme hermitienne
non dégénérée vis-a-vis de 1l'involution de B, a + i bwa - i b, ol a et b sont

dans A. Notoms que h(x,x) = & o(x,x) = q(x), pour tout x € V.

Inversement, si V est un B-module piojectif de type fini et h : VxV = B
une forme hermitienne non dégénérée, notons Re(h) : VXV - A 1'application A-bili-

néaire définie par Re(u)(x,y) = ¥(h(x,y) + h(y,x)) et Im(h) : VxV =» A celle



I (a(x,y) - n(y,x), de sorte que h(x,y) = Re(n)(x,y)+

+ i Im(h) (x,y). L'application q : V = % définie par x b h(x,x) est une forme

définie par Im(h)(x,y) =

quadratique non dégénérée sur le A-module V et laforme A-bilindaire symétrique
@ associée & q n'est autre que 2Re(h). Il est clair aussi que Im(h) est une
forme alternée non dégénérée. Considérons alors l'homothétie du B-module V, u :
V-V, xm»ix gui est une application A-linéaire. On a q(i x) = h(i x, i x) =
= —i? h(x,x) = q(x) et o(x, i x) =Re(h) (x, i x) =nh(x, i x) + n(i x, x) =0
quel que soit x dans V. Ainsi u vérifie les conditions du lemme 3.2.2. et dé-
finit sur l'espace quadratique (V,q) wun 1-produit vectoriel. On a ainsi démontré

la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit (V,q) un A-module quadratique. Pour gue (V,q) possdde

un t-produit vectoriel, il est nécessaire et suffisant qu'il existe sur V wune

structure de A[iJ-module projectif (i2 = -1) et une forme hermitienne non dégéné-

rée h: VxVeoali] telle que aq(x) = h(x,x) pour tout x € V. Le 1-produit
vectoriel est alors la multiplication par i.

On remarque que, comme le rang V sur A est le produit du rang de V
sur Afi] par le rang de A[i] sur A, il est nécessaire que le rang de V soit
pair.

Dans le cas d'un corps (ou d'un anneau local) la proposition se simplifie
comme suit' : pour que (V,q) posséde un 1-produit vectoriel, il faut et il suffit
qu'il existe un A-module quadratique (V1,q1) tel que (V,q) = (V1,q1)J-(V1,q1).

L'application u : V, ® v, vy ® Vv, est alors donnée par u(x1,x2) = (x2, -x1).

En effet, si (V,q) =~ (V1,q1) J_(V1,q1), Yapplication u indiquée plus
haut vérifie bien u2 = - id_. Inversement, s'il existe u € o(V) telle que u2 +

v

+ idv = 0, on procéde par récurrence sur la dimension de V. Si V est de rang 2
et si x est un vecteur tel que q(x) # o, {x,u(x)} est une base orthogonale de

~ . 4 -
Vv et (V,q)~ (4 x, q, x) J.(a u(x), 1y u(x)) ; les deux facteurs de la décompo
sition orthogonale sont isomorphes et l'application orthogonale u a bien la forme
annoncée. Si dim V > 2, on choisit un vecteur x tel que q(x) # 0 et onconsi-
dere W = Ax ® Au(x) s V=WALV' et comme U(V')S V', la restriction v de
u & V' est un élément de O(V') tel que v2 = - idV, et il suffit alors d'ap-
pliquer 1l'hypothése de récurrence & V', si bien que (vr, qlV') ~ (V{,q{).L(V{,q{).
L'espace quadratique cherché (V1,q1) est alors (V{,q{)_L (A x,qlA x> et u a

bien la forme annoncée.

Avant d'étudier les cas r =2 et r = 3, nous allons montrer que si
r = n-1, il existe toujours un r-produit vectoriel pourvu que (V,q) vérifie une

condition supplémentaire simple.
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Supposons tout d'abord qu'il existe sur le A-module quadratique (v,q)
de rang n, un (n—1)—produit vectoriel u et définissons une application o :

7o A par (x1,..., Xn) P (u(x,I AN xn_1)lxn). C'est une application n-liné-
aire et alternde, & cause de (P V1) et (PV2) et elle induit une application
A-linéaire ¥ : A"V 5 A. Un calcul local montre que ¢ est un isomorphisme de
A-modules. En effet, V possiéde dans ce cas une base orthogonale (ei)1SﬁSh car

2 est inversible ; de plus, 'b(e1 AN A en) = (U(e1 ALl A en_1)len) et comme
u(e1 AL, Aen_1) est orthogonal & tous les e, pour i =<n-1, u(e1 AN en_1)=

=ae , ou a est unsalaire. On a alors 'b(e1 AL A en) =a q(en) et d'apres

(pv2), 32 q(en)= q(e1) - q(en_1), donc finalement vlr(e1 AL A en) est in-

versible dans A et (W(e1 Ao A en))2 = q(e1) - q(en)

I

det((ei\ej)). Ainsi

¥ est un isomorphisme et on a, de plus, la formule (W(x1 AN Axn))2 = g(x1,...

= ast((x,| o i 616 .

, Xn) ae ((Xijxj))1 <i, jsn POV toutefamille (xi) de n éléments de V
Comme 2 est inversible dans A, nous utiliserons, dans ce chapitre, la

notion de déterminant d'un A-module quadratique (V,q) suivante : c'est le couple

(An V,f), o f : My Qk AV 5 A est 1'isomorphisme composé des applications

A-linéaires id  ® ANa ) : " v® AV ST ATyx et tr: AVO AV
Anv [} A A A

- A (d¢ : Vo V¥ étant 1'isomorphisme induit par ®).
Le déterminant est alors dit trivial s'il existe un isomorphisme B8 :
AV A tel que le triangle

B®8
n n
AV Sh Av > A @k A

Y %4

soit commutatif, ol p est la multiplication de 1l'anneau A. Il est alors clair
que dans notre situation le diagramme ci-dessus commute en prenant B = % . Ainsi,
s'il existe sur (V,q) wun (n-1)-produit vectoriel, le déterminant de (V,q) est

trivial.

Réciproquement, supposons ce déterminant trivial et soit B : AV -4

l'application A-linéaire qui fait commuter le triangle ci-dessus. Notons e 1'é1é-

1

-1 . . . . -1 = ) :
ment B (1) ; & e, on associe l'application dcp o te de N V dans V
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-1
t d
définie par ATV v —E—> v —F—> vy, o 4, est 1'isomorphisme induit
. . o ) A A _
par g et t_  1'isomorphisme défini par e, i.e., te(x1 . xn_1)(xn)
= e*(x1 AL A xn). Montrons que 1'application a'o t, estun (n-1)-produit

-1
. . A A =
vectoriel sur (V,q). On a bien (dw o ‘ce(x1 . xn_1)|xi) .

_1)(xi) =0 car %, AN X4 A X, = 0 dans A™. Pour véri-

fier la seconde condition, on raisonne localement et il suffit de montrer que si

= A A
te(x1 eee X

-1
A A =
{61,...,en} est une base orthogonale de (V,q), q(d(p o te(e1 ... en_1))

-1
= A A = i <i -
q(e1) ... ale _1). Oor, comme (dcp o te(e ... ?n—1)‘ei) 0 si 1 <i<n-1,

1

( AL A = A A = v
d, ot (e, .. en-l) ae et tp(e1 ... en_1) be ol {é1,...,en}

est la base duale de la base {e1,...,en} et a et b des éléments de A. Etant
-1 -1 -1 2
3 = Ao A = =
donné que d¢ (en) (q(en)) e, ona q(dw o te(e1 o en_1)) a q(en)

2 -1
=D (Q(en)) . Comme le diagramme

BR®8B

Fyve Ny S A® A
A A

2 -1
4 - A A =
est commutatif, b = q(e1) e q(e ), donc q(d ot (e1 e e 1)) q(e1)..

. q(en_1). On a ainsi démontré la proposition suivante :

Proposition 3.2.4. Le A-module quadratique (V,q) de rang n posséde un (n—1)—

produit vectoriel si et seulement si son déterminant est trivial.

Notons que pour tout anneau A et pour tout entier n > 0, il existe des

A-modules quadratiques vérifiant la condition demandée : il en est ainsi de A"

3 2
muni de la forme quadratique (a1, ey an)ld igﬁ ai .

3.3. ALGEBRES CAYLEYENNES ET PRODUIT VECTORIEL

Le produit vectoriel classique dans 33 (resp. R7) est intimement 1ié
4 l'algébre des quaternions (resp. des octonions). Cette situation n'est pas parti-
culiére aux réels et nous voulons montrer ici comment la méthode employée en topo-

logie (cf. [1 ]), combinée & des résultats sur certaines algébres, donne des
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résultats presque complets sur l'existence de 2- et 3~ produits vectoriels.

On appelle algébre cayleyenne sur A un couple (E,s) ou E est une

A-algdébre non nécessairement associative & élément unité e et s un autiautomor-
phisme de E telque x + s(x) et x s(x) sont dans Ae quel que soit x dans
E.

Comme s(e) = e, s(x + s(x)) = x + s(x) pour tout x € E, donc 32 est
1'identité de E, si bien que s est une antiinvolution de E qu'on appelle
conjugaison de E et qu'on note x # x . Les propriétés élémentaires de ces alge-
bres sont données dans [12], Chapitre III, et nous ne ferons que rappeler celles
que nous utiliserons. En général, x » xx est une forme Ae-quadratique notée
N, : E » Ae, appelée norme (ﬁayleyenne) et 1l'application x P x + X une forme

E
Ae-linéaire Tr : E » Ae appelée trace, qui n'est autre que le produit scalaire

induit par la norme de x avec 1'élément unité e de E. Tout élément u de E
vérifie 1'équation du second degré X2 - Tr(u) X + NE(u) e =0 & coefficients

dans Ae.

Exemples. 3.3.1. Le couple formé d'une extension quadratique B de A et de son
unique A-automorphisme non trivial (cf. 2.4.) est une algébre cayleyenne ; la norme

NB n'est autre que la norme de B considérée comme extension galoisienne de A.

3.3.2. Soit € = C(P,q) wune algtbre de quaternions sur A et s : zp z l'anti-
automorphisme involutif de C (cf. 2.7.). Alors (C,s) est une algdbre cayleyenne
dont la norme est la norme réduite. Cet exemple se généralise aisément au cas d'une

algtbre d'Azumaya (centrale séparable) de rang 4.

3.3.3. Soient (E,s) une A-algdbre cayleyenne, Yy € A et F = E ® E. Définissons
sur F une multiplication par (x,y)(x',y') =(xx'"+vyy¥y'y, yx' +y' x) et
posons t(x,y) = (X, -y). Alors le couple (F,t) est une algdbre cayleyenne et on
a les résultats suivants (cf. [12]) : (i) E s'identifie & une sous-algdbre cay-
leyenne de F. (ii) Le A-module quadratique (F'NF) est somme orthogonale de
(E,NE) et de (E,v NE) s la norme NF est non dégénérée si et seulement si NE
1'est et vy est inversible dans A. (iii) F est associative si et seulement si
E est associative et commutative. (iv) F est alternative (i.e., quels -que soient
x,y € F, x2y =x(xy) et y 2 = (y x)x) si et seulement si E est associative.
Ici, du fait de 1l'antiinvolution t, F est alternative si et seulement si x2y =

=x(x y) pour x et y parcourant F.

3.3.4. Soit C une A-algébre centrale séparable de rang 4 munie de son antiinvo-

lution naturelle et Yy un élément inversible de A. On-appelle algébre d'octonions

1l'algébre cayleyenne construite & partir de C et de ¥y suivant le procédé de

1l'exemple précédent. C'est donc une algébre alternative, & rang 8 en tant que module,



et sa norme cayleyenne N est une forme quadratique non dégénérée et multiplica-

tive en cesens que N(xy) = N(x) N(y) pour x et y parcourant C (cf. [127).

I1 existe une réciproque partielle & ce résultat (cf. [ 29)) qui s'énonce

ainsi

Proposition 3.3.5. Soit E une A-algdbre non nécessairement associative & élément

unité, qui est un A-module projectif de type fini. Si E est munie d'une forme

guadratique q : E = A multiplicative et non dégénérée, alors E est une A-algebre

cayleyenne alternative.

Soit x € E et désignons par uy la multiplication par x & gauche
(ou & droite). Du fait de la multiplicativité de la forme quadratique q, on a les
deux relations suivantes : q(ux(y)) = q(x) q(y) et w(ux(y),y) = o(x,1) a(y) quel
que soit 1'élément y de E, ou @ est la forme A-bilinéaire symétrique associée
% q. Bn polarisant par rapport & y les deux relations, on a w(ux(y), ux(y’)) =
ax) o(y,y) et olu (y), v') +oluly'), v) =olx1) e(y,y') aquels que soient

y et y' dans E. Posons y' = ux(z) dans la seconde égalité et utilisons alors

la premidre relation ; on obtient la relation fp((uX ou - o(x,1) u o+ q(x) idE)
(z), y) =0 quels que soient y et z dans E. Comme ¢ est non dégénérée, cela
signifie que u_ou_ - o(x,1) w, o+ a(x) idE = 0. On a donc x2 =o(x,1) x - q(x),
ce qui entraine aussi uXa = @(x,1) u, - q(x)idE, done u_ou = ux2 et ceci signi-
fie exactement que E est une algtbre alternative.

Pour voir que E est une algébre cayleyenne, il faut trouver l'antiauto-
morphisme de conjugaison. L'équation X = @(x,1)x - q(x) nous incite & poser
% = —x + @(x,1). I1 est immédiat de vérifier que x - x est une involution liné-
aire et il reste & voir que c'est bien un antiautomorphisme (comme E est un A-
module projectif de type fini, il ,existe au plus une antiinvolution qui fait de E
une algtbre cayleyenne (cf. [12]). Remarquons tout d'abord que x X = x x = q(x)
par définition de X, donc @(x,y) = x y + y X. Ainsi @(x,y) = x y + 7x et
o(xy, 1) =x vy + x y. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de montrer gue
o(x,y) = o(x y,1), quels que soient x et y dans E. Or, calculons o((x y)¥,¥).
D'une part, c'est égal & q(y) o(x y,1) = o(y) o(x y,1) et d'autre part, camme E
est alternative, (x y)¥ = x(y ¥) = x a(y), c'est égal & @(x,y) a(y). Comme qa(y) =
= q(¥), pour tout couple (x,y) d'éléments de E, (o(x,y) - o(x y, 1)) aly) = 0.
Fixant x, nous souhaitons montrer que la forme A-linéaire ¢ : E » A définie par
v o(x,y) - o(x y,1) est nulle. Pour cela on raisonne localement : E est alors
un module libre qui posséde une base e., 1 =1 <n, avec q(ei) inversible dans

A. Or, w(ei) q(ei) = 0, donc ¢(ei) = 0 pour chague i et ¥ est identiquement
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nulle, ce qui démontre le résultat.

Les algebres cayleyennes alternatives vont nous fournir des exemples de
2- et 3- produits vectoriels. Nous supposons désormais 2 inversible dans A et soit
C une algébre alternative cayleyenne qui est un A-module projectif de type fini
et dont la norme N est non dégénérée. On appelle C+ le sous-A-module de C formé
des z de C tels que 2z = - 2z ; c'est 1l'orthogonal de 1'élément unité de C

et 1'on a la décomposition orthogonale de A-modules quadratiques (C,N) =

(A 1, N‘A 1) J_(C+, NIC ). Remarquons que si x et y sont dans C+, N(x) =
+

- 2 - -
=X X =-X et 2(x|y) = w(x,y) =Xy +yx=- (x y+y x). On a alors :

Proposition 3.3.6. (i) Sur le A-module quadratique (c+,N]C ), il existe un

2-produit vectoriel u domnné par u(x Ay) =x y + (x|y), pour x et y parcou-

rant C+. (ii) Sur le A-module gquadratique (C,N) il existe un 3-produit vecto-
riel v domnné par v(x Ay Az) = x(J z) - x(ylz) + y(zlx) - z(x|y), pour x,y
et 2z parcourant C.

Pour (i), la démonstration est une simple vérification. On notera encore
N 1la restriction de N & C+. Remarquons que l'application (x,y) bk xy + (x]y)
est, pour l'instant, simplement une application A-bilinéaire de C+'x C+ dans C.

Elle est en fait alternde car x° + (xlx) = - N(x) + N(x) = 0, étant donnée que

x € C+ ; en conséquence, u(x Ay) = -u(y Ax). or, ulx Ay) =xy + (x]y) = xy +
+x[y) =7 % + (xly) =y x+ (ylx) =uly A x) = -u(x Ay), donc u(x Ay) € c, ce

qui montre que u est bien une application A-bilinéaire alternée de C+ X C+ dans

C+. I1 suffit maintenant de montrer que (u(x A y)]x) =0 et Nu(zxAy)) =
= N(x) N(y) - (xly)2 quels que soient x et y dans C_ . En effet, (ulx A y)x) =
=3xuxAy) +ulx Ay)x) =4 (xxy + (xly) + (xy+ (xly) x) = 3x(x 5y + vy x)+
+2x(x|y)) =0 car 2(x|ly) = -(x vy + y x) et, de méme, N(u(x Ay)) = (x y +
P ) Gxr Gly) =GR+ E&y+yx+ () = &G0 - &y
Comme C est alternative, on a aussi (x y)(y x) = x y2 X = X2 vy = (=N(x))(-n(y))=

= N(x) N(y), d'ou le résultat voulu.

En ce qui concerne (ii), la vérification est un: peu plﬁs longue (cf.[59]).
Montrons que vV, manifestement A-trilinéaire, est alternée. En effet, v(x,x,z) =
= x(X z) - z(x|x) et comme x(X z) = (x X)z = N(x)z = (x|x)z, ona v(x,x,z) = 0.
De méme v(x,y,x) = x(¥ x) - 2x(x|y) + yxlx) =x(7 x) - x(xy + 7 x) +ylxlx) =
= - x(x y) + y(x|x) = 0 et la dernidre assertion se vérifie aussi facilement. Véri-
fions maintenant que (x|v(x A yNz)) =0.0r, ona 2(x]v(x Ay Az)) =
=o(x, x(y 2)) - o(x, x ®(y,2)) = N(x) (o(1, ¥ 2) - @(y,2)) = 0, d'apres ce qu'on

a vu dans la démonstration de la proposition 3.3.5. Comme v est alternée, on a,
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de méme, (Ylv (x ANy Az)) = (zlv(x Ay Az)) =0 et en développant, on obtient les
relations : (y|x(¥ 2)) = 2(x|y)(zly) - N(y) (x]z) et (z|x(7 2)) = n(z)(x|y). 11
nous reste & calculer N(v(x Ay A z)). D'aprds les calculs précédents, v(x A y A z)=
=x(y z) +t, ob t est orthogonal & v(x Ay A z). Ainsi, N(v(x Ay Az)) =

= (v(x Ay A ) [x(F 2) = 0(x(F 2)) - (x(y]2) Ix(§ 2)) + (y(z|x) [x(F =) - (alxly)]
lx(§ z)) et les deux formules ci-dessus jointes & la multiplicativité de la norme
nous donnent N(v(x Ay A z)) = N(x) N(y) N(z) - N(x) (ylz)2 - N(y) (z]x)2 -

- W(2) (x9)? + 2(xly)(y]2)(zlx) soit, comme N(x) = (x|x),

(x]x) (ylx)  (zlx)
N(v(x Ay Az)) = (xly)  Gly)  (zly)

(x]2) (vlz) (z]z)

ce qui achéve de montrer que v est un 3-produit vectoriel.

Nous allons voir qu'inversement, étant donné un 2 (resp. un 3)-produit
vectoriel sur un module quadratique, il existe toujours (resp. localement) une al-
gebre cayleyenne alternative qui lui correspond. Cela nous permettra ensuite de
montrer que le rang n du module correspondant est 3 ou 7 si r =2, 4 ou 8 si
r =73,

Soit donc (V,q) wun A-module quadratique possédant un 2-produit vecto-
riel u ; u est une application lindaire de AV dans V telle que (u(x A y)l
| x) =0 et qlulx Ay)) =a(x) aly) - (x\y)2 quels que soient x et y dans
V. Soit alors B 1le module A ®V muni de la forme quadratique non dégénérée
N : B - A donée par N((a,x)) = a2 + q(x). Syr B, nous définissons la multipli-
cation (a,x)(b,y) = (ab - (x]y), ay + bx + u(x Ay)), dont (1,0) est 1'élément
unité. Un calcul facile montre que N((a,x)(b,y)): N(a,x) N(b,y) du fait des pro-
priétés du produit vectoriel wu. Ainsi B vérifie les hypotheses de la proposition
3.3.5. : c'est donc une algeébre alternative cayleyenne dans laquelle B+ coincide
avec V et ona u(x Ay) =xy+ (x|y) pour x ety dans V. On a donc la pro-

position suivante :

Proposition 3.3.7. Pour que (V,q) posséde un 2-produit vectoriel, il faut et

il suffit qu'il existe une algebre alternative cayleyenne B telle que (V,q) == B+

muni de la norme cayleyenne ; le produit vectoriel est alors donné par la formule

wx Ay) =xy+ (x|y).

Le fait que B est une algébre alternative montre que l'on a
uw(x Aulx Ay)) = x(x|y) - vy a(x) quels que soient x et y dans V. En effet,
wx Ay) =xy+ (xly), done ulx Aulx Ay)) =xulx Ay) = x(xy) + x(x]y) et,



comme B est alternative, on écrit x(x y) = x2y =-gq(x) y car x est dans B .
Cela donne par polarisation en x, u(x Au(y A z)) +uly Aulx A z)) = x(ylz) +

+ y(x| 2) - 2z(x|y). Si 1'on cherche alors & quelle condition B est associative,
on trouve qu'il faut que u(x Au(y A z)) - uly Aulx A z)) = y(x|z) - x(y]z), pour

(X,y,z) parcourant BB. Utilisant la relation ci-dessus, on a :

Corollaire 3.3.8. Pour que B soit associative, il faut et il suffit que le

produit vectoriel wu vérifie la formule du double produit vectoriel, & savoir

ulx Auly AN z)) = y(x‘z) - z(xly), quels que soient x,y et 2z dans V.

Pour préciser encore les modules guadratiques (V,q) qui possédent un

2-produit vectoriel, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.9. Soit E une algébre alternative cayleyenne dont la norme est
non dégénérée. Si E est un module projectif de type fini et de rang constant,

. ce rang est 1,2,4 ou 8. 31 E n'est pas associative, le rang est 8 et si B n'est

pas commutative, le rang est 4 ou 8.

A Nous ne démontrons le résultat que si 2 est inversible dans A (pour le
cas général, le lecteur pourra consulter [29]). Dans ce cas, E est somme orthogo-
nale de A 1E et de E, et 1l'application linéaire u ot E » E définie par

UX(Y) =xy vérifie u = -N(x) 1y pour tout x € E+. On obtient ainsi un homo-

morphisme o : B, = End (A) qui vérifie la relation (p(x))2 = -N(x) pour tout

A
¥ € E+ ; i1 se prolonge donc en un homomorphisme d'algdbres p : C(E+,—N) - EﬁdA(E)

qui fait de E un C(E+,—N)—modu1e 4 gauche.

Si E est de rang impair 2qg+1, E+ est de rang pair 2q et C =C(E+,—N)
est une A-algébre centrale séparable. On a donc une décomposition End (E) ~ p(c)ep
o D est le commutant de p(C) dans EndA(E), d'ol 1'égalité (2q+1)2 = n 224
ou h est le rang de D entant que A-module. La .seule solution possible est q =0
et le rang de E est 1.

Si E est de rang pair 2q, E+ est de rang impair 2q-1 et CO(E+,—N)
est centrale séparable. On a une décomposition analogue & celle du cas impair et
EndA(E) ~ E(CO(E+,-N)) ®D ou D est le commutant de E(cO(E+,-N)) dans EndA(E).
On a donc 1'égalité (2q)2 =h 22 a-1) dont les seules solutions sont q =1 et
h=4,qg=2 et h=4,qg=4 et h =1, d'ou les rangs 2, 4 et 8 possibles
pour E. Il est facile de voir (ef. Exemples 3.3.1., 3.2.2. et 3.3.4.) que ces rangs
sont effectivement atteints. Pour les résultats concernant associativité et commu-

tativité, on se reportera & [29].

Corollaire 3.3.10. Soit (V,q) un A-module quadratique de rang constant qui

posséde un 2-produit vectoriel. Alors V est derang3 ou 7 ; V est de rang 3 si
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et seulement si la formule du double produit vectoriel est vraie.

C'est une conséquence de la proposition précédente appliquée & B = A ® V.,

On remarque que, d'aprés la proposition 3.2.4., un module quadratique de

rang 3 posséde un 2-produit vectoriel si et seulement si son déterminant est trivial.

Dans le cas de rang 7, il existe un homomorphisme de C(V,-q) dans
EndA(A ® V). Comme le rang de V est impair, C(V,-q) =~ CO(V,-q) 81 D ou D est
l'extension quadratique centre de C(V,—q). D'autre part, les rangs de CO(V,—q)
et de EndA(A ® V) sont égaux et ce sont des algdbres centrales séparables ; elles
sont donc isomorphes et D est 1l'extension quadratique triviale de A. On sait que
CO(V,-q) et CO(V,q) sont des A-algtbres isomorphes, donc C (V,q) et EndA(AGV)
sont nécessairement isomorphes. La condition portant sur le centre de C(V,-q) signi-
fie, puisque 2 est inversible dans A, que le déterminant de (V,q) est trivial ‘

(cf. 3.2.). On a donc :

Proposition 3.3.11. Une condition nécessaire pour qu'un module quadratique (V,q)

de rang 7 posséde un 2-produit vectoriel est que son déterminant soit trivial et
que son algébre de Clifford C0 soit de classe nulle dans le groupe de Brauer de

A. Si A est un corps, la condition est suffisante.

La premiére assertion vient d'&tre démontrée. Pour la seconde, c'est une
conséquence directe du fait que la norme d'une algeébre alternative cayleyenne de
rang 8 sur un corps est de la forme q1 ® q2 ® q3 ol 4 q2 et 03 sont des for-
mes quadratiques de rang 2 qui représentent 1, donc (V,q) possdéde un 2-produit‘
vectoriel si et seulement si (V,q) L <1> = a4y ® 4y ® A Or, d'apres [417, une
forme de rang 8 est de la fprme q ® q, ® q3 si et seulement si discriminant et
algebre de Clifford sont triviaux. Il suffit alors d'en regarder la conséquence

sur (V,q). Les remarques qui suivent 3.2.1. montrent que :

Corollaire 3.3.12. Pour gque le module gquadratique (V,q) posséde un 3-produit

vectoriel, il est nécessaire que le rang de V soit 4 ou 8.

Dans le cas de rang 4, 3.2.4. donne la condition nécessaire et suffisante

pour l'existence d'un 3-produit vectoriel.

Proposition 3.3.13. Soit (V,q) un module quadratique qui posséde un 3-produit

vectoriel wu. S'il existe e dans V tel que q(e) est inversible, alors il

existe sur V une structure de A-algébre cayleyenne alternative dont la norme cay-

leyenne est proportionnelle & q.

Notons que si v : VXV XV eV est l'application trilinéaire définie

par v(x,5,2) = w(x Ay Az) + x(yle) - y(zlx) + 2(xly), ona a(v(x,y,2)) =
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= q(x) a(y) q(z) du fait des axiomes (P V 1) et (P V 2). Considérons mainte-
nant V' 1'orthogonal de Ae dans V, muni de la forme quadratique q(e)-1 q ;

V' possdéde un 2-produit vectoriel u' : (x,y) b u(x A e Ay). Considérons alors

sur B =A®V' la structure a'algébre alternative cayleyenne associée au 2-produit
vectoriel u' de V'. Il est immédiat de vérifier que, en identifiant V = Ae® V'
avec B, la norme cayleyenne s'identifie & q(e)—1 q ce qui est le résultat annon-
cé. Si A est un corps, il est donc nécessaire et suffisant que q soit de la
forme q ® 9, ® q3 ou les a9 sont des formes de rang 2. Dans ce cas, Brown et
Gray (cf. [14]) ont montré qu'il existe sur (V,q1 ® a, ® q3) deux 3-produits
vectoriels non isomorphes ; c'est ce qui leur permet ensuite de montrer que pour

r=4 et n=9, il n'y a pas de produits vectoriels.

3.4. VARIETES DE STIEFEL ALGEBRIQUES

Soit (P,q) un A-module quadratique o P est un module projectif de
type fini et notons q 1'élément de la composante homogéne de degré 2, S2(P*),
de l'algébre symétrique du dual de P, canoniquement associé & la forme quadratique
qg de @ 1'élément de P* €k P* associé i la forme A-bilindaire symétrique asso-
cide & q.

Soient alors r wun entier positif et Ar(P) l'algébre symétrique de
P¥ @ ... ® P, ol chaque P, est une copie de P. On désigne par Jr(P,q) 1'idéal
de Ar(P) engendré par les éléments qi—1, 1 <i<r et ¢ij’ 1<i<j<r, ou
q; est-l'image de q dans Sz(P;) et ;5 1'image de ¢ dans P¥ ® Ppx,

*, sous-
A7)
A-module de Ar(P).

On appelle variété de Stiefel d'ordre r. de (P,q) et on note Vr(P,q)
la A-algeébre quotient Ar(P)/Jr(P,q) . '

Exemple 3.4.1. Supposons P 1libre de rang n et soit (ei)1 < <gq use base
de P. Posons, pour i £ s aij = w(ei,ej) et a;; = q(ei). On voit facilement
que Vr(P,q) = A[xij] avec 1 <i<n, 1 =<j<r et les relations
n .
_ _ b .

1<§§%5h aij xih xij =1, pour h=1,...,r. et 2 5:; ay xih xik +

+ 2 a..x. x., =0 our h # k.

154y 19 b K ? g

1Sj=n

it
Si B est une A-algdbre commutative, on note U _(P,q) 1l'ensemble des

r-uples ordonnés (x1,..., xr) d'éléments de P 8k B vérifiant (q ®'B)(Xi) =1
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pour 1 <i<r et (¢® B)(Xi’xj) =0, si i#j.

Théordme %.4.2. (Théordme fondamental). Il existe une bijection naturelle entre

HomA—alg(Vr(P’q)’B) ﬂ UI‘,B(P’q).

Se donner un homomorphisme de A-algebres de Vr(P,q) ‘dans B revient
a4 se donner un homomorphisme de A (P) dans B nul sur 1'idéal Jr(P,q), c'est-
a-dire, r homomorphismes ¢i : P - B de A-modules tels que : (i) S2(Wi)(q) =1,
i=1, «ou, r; (ii) (¢i®¢.)(<p) =0, i,j=1,...,r et i # j. Comme P est
projectif de type fini, HomA P*,B) est naturellement isomorphe & P Qk B et soit
X 1'é1ément de P ® B associée & wi par cet isomorphisme. La condition (i)
équivaut & (q ® B)(xi) =1 ; il suffit pour le voir de regarder ce gqui se passe si

P est libre. Soit (ej)1 < 3 < une base de P et (X.) la base duale;

jM=sj=n

2 § (e1e) (o))

g s'éerit P a, XX + .4 a. . X ,avec a, =¢le_ e et a.. =aqle.).
1<i<c<n jk Tk 1o ii i Jjk J Tk ii i

L'homomorphisme wi est donné par les bj = wi(Xj) et 1'é1ément X associé &

. n

v, est = b.le.®1). ona alors (q® idB)(x.) = = a, b.b et

1 =1 94 Voigsesa Y

SZ(wi)(q) = z a, b, by, d'oh le résultat. On montre de la méme manidre que
1Siksn 9° Y

la condition (ii) est équivalente & (@ ® B)(Xi’xj) =0, si i % J.

Avant d'énoacer des corollaires du théordéme fondamental, donnons la défi-

s . s . n
nition suivante. Si B est un anneau, sur' le B-module libre Bn de rang n, on

appelle produit intérieur la forme quadratique (bT,...,bn)ye i§1 bi . On a alors :

Corollaire 3.4.3. Soit B une A-algdbre commutative et supposons que 2 € U(B)
et _que HomA-alg(Vr(P’q>’B) soit non vide. Alors P 8k B posséde un facteur or-
thogonal libre de rang r sur lequel la restriction de q ® B est le produit

intérieur.

Comme HomA—alg(Vr(P’q)’B) est non vide, il existe dans P 8k B des éléments
Xyy eoey X qui forment un systeme orthonormé vis-a-vis de la forme quadratique
1 r
q ® B. Comme 2 est inversible dans 3B, le sous-B-module M qu'ils engendrent est
libre de rang r et la restrictionde q ® B & ce sous-module est le produit in-
térieur, qui est une forme non dégénérée ; M muni de ce produit intérieur est donc

facteur direct orthogonal de P 8k B.

Corollaire 3.4.4. Si 2 € U(A) et si r> sup

rP(p), alors Vr(P,q) = {o}.
p € Spec(A)
Rappelons que rP(p) est le rang de A _-module libre Pp =P 8% Ap.

0. Il existe

Dans les hypothéses.du corollaire supposons Vr(P,q) non réduit i
alors une A-algébre commutative B telle que HomA_alg (Vr(P,q),B) est non vide
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& laquelle on peut appliquer le corollaire 3.4.3. .

En tout point de Spec(B), le rang de P Sk B. est donc supérieur ou égal

4 r ce qui est impossible puisque r est supérieur au rang de P. Ceci démontre

le corollaire.

L'hypothése 2 inversible est nécessaire. En effet, si A est un corps
de caractéristique 2 et (P,q) un A-module quadratique qui représente 1 (i.e.,
il existe x, x € P, tel que q(x) =1), alors bf,A (P,q) est non vide quel que
soit 1l'entier r car le r-uple (x, ..., x) en est un élément, étant donné que
o(x,x) = 2q(x) = 0. Ainsi Vr(P,q) n'est pas résuit a {0}.

Si (P,q) est un A-module quadratique et r < sup rP(p), Vr(P,q)

p € Spec(A)
n'est pas résuit & {O}, car il existe un corps k et un homomorphisme d'anneaux
u: A -k tel que P @k k soit de rang supérieur ou égal & r. Il est clair que,
si par exemple k est pris algébriquement clos, U (P,q) est non vide et

r,k
Vr(P,q) non réduit a {O}.

Corollaire 3.4.5. Supposons P de mng constant n, 2 inversible dans la A-algebre

commutative B et HomA_alg(Vn(P,q),B) non vide. Alors (P 81 B, ¢ ® B) est iso-

N n . P s . .. .
morphe & B muni du produit intérieur et il v a une bijection entre

. n ) .
et _le groupe
HomA_alg(Vn(P,q),B) et le groupe On(B) des automorphismes de B~ muni du produit

intérieur.

Comme nous sommes dans les hypothéses du corollaire 3.4.3., et que P est

de }ang n, P 81 B posséde unfacteur orthogonal libre de rang n, donc lui est
égal, d'ol le premier résultat. La bijection entre Uh'B(P,q) et wn(B) se définit
comme dans le as topologique. Soient (x1,...,x ) un élément fixé de Un,B(P’q)

et u € On(B). Alors (u(x1), . u(xn)) est élément de Un,B(P’q)' Réciproque-

=}

ment, & (y1, . yn) é1ément de Un B(P,q) on associe la matrice des y. dans
’

la base de P Sk B formée des X qui est visiblement un é1ément de ®n(B).

Notons enfin des propriétés fonctorielles bien claires de Vr' Soit
u e (P,q) - (P',q') un morphisme de A-modules quadratiques et tu : P'* - P*¥, On
en déduit un homomorphisme Ar(u) -de A-algébres de Ar(P‘) dans Ar(P) ; si les
A-modules P et P' sont projectifs detype fhi, alors Ar(u) envoie Jr(P',q‘)

' o u, d'ou par passage aux quotients, un homomorphisme

sur Jr(P,q) car q =g
de A-algebres Vr(u) : Vr(P',q') - Vr(P,q). Onvérifie aisément que V. estun
foncteur contravariant de la catégorie des A-modules quadratiques, dont le module

sous-jacent est projectif de type fini dans la catégoriedes A-algebres commutatives.

La variété de Stiefel Vr(P,q) se comporte bien vis-a-vis de 1'extension

des scalaires. Ainsi, il est immédiat de vérifier que si A - A' est un homomor-



phisme d'anneaux, Vr(P @k A',q') s'identifie naturellement & Vr(P,q) @k A', car
un résultat analogue est vrai pour l'algébre symétrique Ar(P @2 A'),oh q'

P ek A' » A' est la forme A'-quadratique étendue.

N

Dans les mémes hypothéses que ci-dessus, appliquons le théoréme fondamen-
tal & B = Vr(P,q) supposé non réduit a {O}. Ainsi HomA-alg(Vr(P’q)’ Vr(P,q))

est en bijection avec )(P) ; & l'identité de Vr(P,q) correspond donc

v
r,V (P,q

une famille ordonné ( ) de r vecteurs orthonormés de P Qth(P,q).

X X
1,0’ °°°7 “r,r
Soit alors B une A-algébre commutative et ¢ : Vr(P,q) ~ B un homomorphisme de

A-algeébres ; il induit une application idP ® ¢ : P Qk Vr(P,q) > P Qk B et la
famille ordonnée des r vecteurs v, = (1dP ® ¢)(xi,r) est un élément de Ur,B(P’q)‘

C'est exactement 1'élément de Ur B(P,q)associé 4 t suivant le théoréme de 3.4.2.
’

Supposons maintenant Vr (P,q) non réduit & O et considérons la famille ordonnée

+1

\

des vecteurs (x ) de P 81 Vr+1(P,q) associée & 1'identité

de

1,r417 0% xr+1,r+1

Vr+1(P,q), comme on vient de le voir pour Vr(Rq),Ne considérant que les r

premiers vecteurs, on a un élément de \ (P,q), c'est & dire,du fait de
V., (Pha)

3.4.2., un homomorphisme naturel qu'on notera 8 . : Vr(P,q) - Vr+1(P,q). On notera
’

: : i s 8 =
er,k Vr(P,q) - Vr+k(P’q)’ 1'homomorphisme composé rk er+k—1,1 0 ... 08

défini si Vr+k(P,q) est non réduit & 0. Remarquons que ©

r,1’
£,k est susceptible
d'une définition directe & partir des considérations du début de ce paragraphe.

Pour toute A-algébre commutative B, 6 induit une application ?

~ r,k
de HomA_alg(V (P,q),B) dans HomA_alg(Vr(P,q ,B) par er’k(m) =9 o er’k .

D'aprés le théoréme fondamental, 3} K définit une application qu'on notera 6
’

r,k
r+k ) B
r,k °

Y. . . . z . . .
Ur+k,B(P’q) - Ur,B(P’q)' L'utilisation de la définition de © montre que cette

r,k
derniére application Or Kk n'est autre que la projection naturelle qui & la famille
. ’
(y1, ey yr, yr+1, .y yr+k) de r+k vecteurs orthonormés de P @k B associe

la famille (y1, ceey yr) formée des r premiers.

La relation vue plus haut entre Vr(P,q) et V (P,q) peut s'exprimer

r+k
de manidre géométrique si 1'on suppose 2 inversible dans A. Soit alors P; le
sous—Vr(P,q)—module de P 81 Vr(P,q) engendré par les vecteurs (xi,r)1 <i<p
D'aprés le corollaire 3.4.3., P; est facteur orthogonal du Vr(P,q)—
module quadratique P Qh Vr(P,q). Appelons P; 1'orthogonal de P; et soit
Vk(P;,q) la variété de Stiefel d'ordre k associée au Vr(P,q)—module quadratique

P".
T

s . s ) R "
Théoréme 3.4.6. Vr+k(P’q) s'identifie canoniquement & Vk(Pr’q)'
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Considérons 1'injection naturelle de Ar(P) dans A (P). Elle identi-

r+k

. s 1 N fas ® ® N .

fie Ar+k(P) a l'algebre symétrique SAr(P)(M1 e Mk) ou Mi est une copie
*

du Ar(P)-module projectif P €k Ar(P).L'idéal Jr(P,q)(en fait, son image dans

) , )
Ar+k(P)) est contenu dans Jr+k(P,q)ce qui donne 1'homomorphisme naturel 8

: V.(P,q) »V
T r+k
symétrique C = SVr(P,q)(T1 ®...0 Tk) ol Ti est le Vr(P,q)-module projectif

r,k :
(P,q). Ainsi Vr+k(P’q) apparalt comme un quotient de l'algebre

x iz .
P Qh Vr(P’q) ~ (p 81 Ar(P)) Gkr(P) Vr(P,q) par un idéal dont les générateurs sont

les images dans C des générateurs de J (P,q)c'est & dire ici les @

r+k i,r+h’
<i=< <h < - <h < =< <h =<
1 <i r, 1 h =k, 1les qr+h 1,1 h =k et les wr+h1, r+h2’ 1 h1 h.2 k
Or, en tant que fonction sur Ph ® Vr(P,q), mi,r+h est la forme linéaire y v

e (p® Vr(P,q))(xi r,y). Ecrivons (P ® Vr(P,q), q® Vr(P,q)) comme somme ortho-
’
gonale de (P;, qé) et de (P;, q;) ; passer au quotient par les images des
wi r+h revient en fait & se placer dans 1'orthogonal de P;, c'est & dire, que
’

Vv_  (P,q) est quotient de 1'algdbre C' =35

(M) oh M estla somme directe
r+k

v.(P,q)
de k copies du dual de P;. Du fait de la décomposition orthogonale de
2 2
1 1% n "%
P Gk Vr(P,q), q® v, (P,q) est somme de ay €S (Pr ) et de al €s (Pr ) et

1'image de q; est nulle dans C'. Ainsi 1'élément 4y donne dans C! 1'élément

. h
q; n’ image de q; € SZ(P"*) dans la pteme copie de Sz(P;*). De la méme fagon
y r

onvoit que les ont pour image dans C', l'image dans le produit tenso-

cPr+h1,r+h2
riel de ia h*°"° copie de P; par nteme copie de P} de la forme bilindaire symé-
trique associée & la forme gquadratique q;. Ainsi Vr+k(P’q) s'identifie bien &

" "
v, (B, al). ,

Géométriquement,cela signifie que si B est une A-algetbre, b}+k B(P,q) -
’

- Ur B(P,q) est une fibration dont la fibre au-dessus d'un point x de Ur B(P,q)
’ ’
est de la forme hk B(P;,q;) oW B est considérée comme une Vr(P,q)—algébre au
’

moyen de X,
Exemples,3.4.7. Supposons que (P,q) est 1'espace hyperbolique de A ; V1(P,q)
est 1'anneau de 1'hyperbole A[x,y] avec xy =1.Si (P,q) est 1l'espace hyper—
bolique d'un module projectif Po de type fini et de rang constant, on peut décri-

. * ' % ; L
re de fagon analogue V1(P,q) : SA(P ) est l'anneau SA(PO) ®, SA(PO) en identi

fiant PO 4 son bidual et 1'idéal Jl(P,q) est engendré par les éléments x @ f -

- f(x), x € P, £ € Pg . En effet, la forme quadratique g, élément de SZ(P*) ~
% )% 1 s s,

~ S2<Po) P ®, P¥ ® SZ(PO) n'est autre que le triple, (0, @, 0) ol a est le

générateur mnonique de P Qk PZ, i.e., si u: P0 8k PZ > A est 1'isomorphisme

w(x®f) = £(x) , o =ul(1). Ainsi x ® f = £f(x)e par définition méme de o et
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comme @ -1 =q -1 est le générateur de J1(P,q), x®f - f(x) = f(x)(@=-1) est

1 \
sultant annoncé.

dans J,(P,q). Comme les éléments x ® f engendrent Po ®A P:;, on a bien le ré-

Graduons maintenant S (P*) sur Z par dox =1 si x € PO - {O}, et‘

a° =1 si f€ P - {o}. Alors J1(P,q) est un idéal homogdne et V1(P,q) est
naturellement muni d'une graduation sur Z. L'anneau gradué V1 (P,q) s'identifie &
la somme directe graduée ® (P ® n), ol P_1 = P*¥, avec le produit P ®mn
n€g © o o o
® ®
wp ®7,p ®lm) oo effet, S (P) = @ (P T @ (px®T) et soit
° 0 A m,n>  ° °
' ® ®
u=x, ®...0x ®f ®...®f un élément de P %@ px m;si n>m,
1 n 1 m . o °

. n
uEf1(X1) Lo f(x) x ® ...®xn modulo J1(P,q) ; si n = m, uEiE1 fi(xi)
et si n<m, u=s f1(X1) fn(xn) fn+1 ® ... ®fm modulo J1(P,q), ce qui
®n)

montre 1l'isomorphisme annoncé de V1(P,q) avec D (PO

n €7
3.4.8. Soit P wun A-module projectif de type fini et de rang 1 muni d'une forme
quadratique non dégénérée q ; donc 2 est nécessairement inversible dans A. Le
corollaire 3.4.4. montre que seul V1(P,q) n'est pas réduit & 0. Cet anneau est
le quotient de SA(P*) par 1'idéal principal (gq-1) et, en fait, V1(P,q) n'est
autre que l'algebre d‘e Clifford du module quadratique (P,q). Considérons, en effet,

1'application naturelle p de P dans V1(P,q) composée. de P8 p* o SA(P*) z

3 V1(P,q) ou @ est 1'isomorphisme induit par q et ™ la projection de SA(P*)
sur V1(P,q) = SA(P*)/(q—1). Un calcul local facile montre que (p(x))2 = q(x)1,

donc que p se prolonge en un homomorphisme naturel C(p) de C(P,q) dans
V1(P,q). Comme P est projectif de rang 1 et que q est un générateur du module
libre de rang 1, SQ(P*), V1(P,q) en tant que module est isomorphe & A ® P¥, ou
encore du fait de @ & A ® P. Il est clair que C(p) est un isomorphisme de

A-algebres et que V1(P,q) est une extension quadratique de A.

Supposons maintenant que (P,q) est unespace quadratique de rang n, 2
étant toujours inversible et soit r <n : PI" ~r <1 >, Ainsi (P ®A Vr(P,q),

n n ~ n-r n-r
a®v (Pq))~ r<1>L(pr, qu) et (NP, Aq) ® V. (P,a)~ (K7PI,Nq),

en passant aux puissances extérieures. Prenons en particulier r = n-1 : P;'l 1 est

projectif de type fini et de rang 1, donc on a l'isomorphisme(AnP,Anq)®A v 1(1:,(1) ~

). L'exemple précédent montre que Vn(P,q) n'est autre que le

~ "
(B! s a

"
n-1
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produit tensoriel Vn

(P,q)'@l B, ou B est 1l'extension quadratique de A,
c(a"p, A%).

1

3.5. ANNEAUX FACTORIELS ET SPHERES

Rappelons qu'un anneau factoriel est un anneau de Krull dont le groupe
des classes d'idéaux divisoriels est nul ou encore, dont tout idéal divisoriel est
principal (cf. [13]). On a alors les propriétés suivantes : (i) un anneau de Krull
A est factoriel si et seulement si A[X] l'est ; (ii) si S est une partie
multiplicative de A et A est factoriel, ST'A est factoriel H (iii) réciproque-
ment si S—1A est factoriel et A est de Krull et si S est engendré dans des
é1éments p; tels que les idéaux A p; soient premiers, alors A est factoriel

(théoreme de Nagata).

Enfin nous utilisons aussi le résultat suivant : on suppose que A est
une k-algebre graduée sur [N, ol Ao =k est uncorps. Si A est de Krull et s'il
existe une extension k' de k telle que A @k k' est un anneau factoriel, alors

A est factoriel.

Considérons un corps k et F € k[X1, veey Xn] un polyndme homogéne du
second degré qui représente une forme quadratique non dégénérée et de rang n. On

peut alors considérer deux k-algtbres, Ap = k[X1, cees Xn]/(F(X1""’Xn)) et

Ap = k[X1, cees Xn]/(F(X,;~~-,Xn)-1). Les résultats concernant la factorialité
de ces algeébres sont presque tous connus et nous allons les rappeler et les complé-
ter, résolvant ainsi une question posée par R. FOSSUM(cf.[20);voir [39] pour une

solution indépendante de la ndtre). Nous aurons besoin de la proposition suivante :

Proposition 3.5.1. Soient k un corps et k' une egtension quadratique sépara-
ble de k. Le noyau de 1'homomorphisme naturel W(k) - W(k') est le sous-Bil(k)-

module engendré par la classe dans W(k) du k-module gquadratique (k',N ,).

C'est un résultat dont on trouvera la démonstration en caractéristique

différente de 2 dans [30] et qui résulte du lemme suivant :

Lemme 3.5.2. Soit "F une forme quadratique anisotrope sur k telle gque Fk'

représente 0. Alors F a une décomposition orthogonale F1,L F2 ou F1 est une

forme de rang 2 proportionnelle & Nk"

Nous démontrerons ce lemme en supposant k de caractéristique 2, la

démonstration générale en étant une copie. Le corps k' est de laforme k[x] avec
2 .
X rx+a=0 et Nk,(u +V X) = W2 +uv+av, uv €k, Dire que F . Tepré-

sente O signifie qu'il existe des vecteurs o et B dont les composantes sont
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dans k tels que Fk,(a +x 8) =0. On a donc F(e) + x ¢(a,8) + < 7(8) = 0,
soit :

0

F(o) + a F(B)

o(e,8) + F(B) =0

Comme ni @, ni B ne sont nuls, F(®) et F(B) différent de 0 ; @ et B8 sont
linéairement indépendants et le plan qu'ils engendrent est non dégénéré car
¢(e,8) # 0. On a donc une décomposition orthogonale F = F1J, F2 ow F, est la

1

restriction de F au plan k & @k B. Il suffit de voir maintenant que F1 est

proportionnelle & N, ,. En effet F1(u 8 +va =F(8) (u2 +uv+a v2) =

= F(B) Nk,(u + v x) ce qui est le résultat souhaité.

La proposition 3.5.1. se démontre maintenant de la fagon suivante : soit
F une forme quadratique anisotrope sﬁr k telle que Fk‘ est hyperbolique ; on
voit alors que F est de la forme Nkl ®P ou @D est une forme bilindaire symé-
trique non dégénérée en appliquant le lemme 3.5.2. et en raisonnant par récurrence

sur le rang de F. Nous utiliserons le cas particulier suivant du lemme 3.5.2.

Corollaire 3.5.3. Soit F une forme quadratique anisotrope de rang 4. Il existe

une extension quadratique séparable k' de k telle gue Fk' est hyperbolique

si et seulement si le discriminant de F est trivial.

L]
Si P,
@ est de rang 2. Si le discriminant de F est trivial, Fe<a>L <4< L

L<d> avec ab = cd en caractéristique différente de 2. Si k' = k(/= ab),

est hyperbolique, F ~ Nk’ ® @ a son discriminant trivial car

Fk‘ est hyperbolique. En caractéristique 2, cela signifie que F = F1Jh F2 ol
F1 et F2 ont méme invariant d'Arf a. Il suffit alors de prendre k' = k[1§1(a)]=

= k[x] avec x2 + X +a=0.

Proposition 3.5.4. Si n=25 ousi n=4 et le discriminant de F est non

trivial, alors A.F est factoriel.

En &€fet, dans 1'un et l'autre cas, il existe une extension quadratique
k' de k telle que F ® k' représente 0O donc, quitte & faire un changement de

variables linéaires, F s'éerit Y, Y. + G(Y3’ . Yn) ol G représente une ‘forme

1 72
non dégénérée & n-2 variables. Si n =5, n-2 23 et G est irréductible dans
k[Y1, Yy ey Yn] ; si n =4, G est aussi irréductible, car sinon G pourrait
s'écrire Y3 Y4 et F ® k' serait hyperbolique, ce qui est impossible & cause

du corollaire 3.5.3. Dans l'algeébre AF 8& k', 1'image vy de Y1 est donc un

é1ément premier. Si on localise par rapport & la partie multiplicative S =

2
= {1, yl, y1, ey y?, ...}, on obtient un anneau de polyndmes en y1, y3,..., yn

localisé par rapport & vy donc un anneau factoriel. Appliquant le théoréme de
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Nagata, on en déduit que AF est factoriel.

Si n <3, il n'est bien entendu pas question que AF soit factoriel ;
si n =3, on sait (cf. D16]) que AF est factoriel si et seulement si la forme
quadratique F n'a pas de zéro non trivial dans k. Dans le cas contraire il est
bien clair que AF = k[x, Vs z] avec la relation x y = 22, ne peut pas &tre fac-
toriel. Reste le cas ob n =4 et ol le discriminant de F wvaut 1. Alors le ré-

sultat est le suivant : AF n'est pas factoriel.

En effet, en caractéristique différente de 2, AF est de la forme

37 x4] avec la relation xf + a xg + b(xg + a xi) = 0. Soit alors

2
LI = - L1 ' - =
k' = k[w) avec w~ =-a. On a AL ® k k [y1, Vo Vs y4] avec y,y, - V¥, =

k[x1, X, X

=0, ou y1 = x1 + W x2, y2 = x1 -w x2, y3 = —b(x3 + W x4) et y4 = x3 -w x4.

Dans AF 8% k', on a les deux idéaux premiers de hauteur 1, P1 = (yj, y3) et
P2 = (y2 , y4) qui sont non principaux et engendrent le groupe des classes d'idéaux

L} 1 4
de AF 8% k'. L'idéal P1 P

, & pour interxection avec AF 1'idéal engendré par

x2 + a x2 x2 + x2 X, X, +ax, x, et x x X i est idéal i
) 27 *3 a 4 % %3 a > Xy 2 ¥3 x1 4 qui est un ideal premier
divisoriel puisque P1 et P2 le sont et que AF 8& k' est entier sur AF;

L'anneau AF n'est donc pas factoriel. D'aprés [207, le groupe des classes de divi-

“seurs de AF est 2.

2
En caractéristique 2, F s'écrit, dans une base convenable, X1 + X1 X2 +

2 2 2 Ve ) .
+a X5+ b(X3 + X%, X +aX ). Notant x; 1'image de X, dans Ap, on voit comme

3% 4

. 2 2. 2
Vs
plus haut que 1'idéal (x1 + X, x2 + a X5 x3 + x3 x4 + a x4, x1 x3 +a x

est un idéal premier de hauteur 1 non principal ce qui montre

5 x4, x1x4+

+ X, X + x3 x4
encore que AF n'est pas factoriel. En caractéristique 2, le discriminant est

1'invariant d'Arf.

Etudions maintenant la k-algdbre Aj. Soit 'F(YT, I T) = F(Y1,

ey Yn) - T2 et considérons 1'anneau S_1 AF ou S est la partie multipiicative
formée des puissances de t, image de T dans mﬁ. Considérons alors 1'homomorphis-—
-1

A . X s
me @ : k[X1, ey Xn] - S AF défini par @(Ki) = yi«t y oy, estl'image
-2
de Y, dans Ay. Ona go(F(Xl, xn)) =t F(y1, yn) =1 donc ¢ passe
au quotient en un homomorphisme injectif de Aﬁ dans S_1 AF. I1 est alors facile

de voir que A'];‘[x,x"] s'identifie & S Ay en envoyant X sur t. Si P est

irréductible dans k[X1, ey Xn], c'est & dire si n>2 ou si n-=2 et F ne
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représente pas 0, t est un élément premier de m;. La factorialité de A% équi-
vaut dans ce cas & celle de Ay . Donc si n=24 ousi n=3 et dét F £ -1, Aﬁ
est factoriel ; si n=3 et dét F = -1, Aﬁ ne peut pas 8&tre factoriel. Ainsi

par exemple R[x, y, z] avec x2 +y +2 +1 =0 n'est pas factoriel.

Reste le cas o n = 2. Si F ne représente pas 0, il ne faut pas que
F représente 0, c'est & dire que F représente 1. Par contre si F représente
o, Aﬁ = k[x,y] avec x y =1 est factoriel. On obtient ainsi la proposition sui-

vante :

Proposition 3.5.5. A} est factoriel sauf dans les deux cas suivants : (i) n=73

et Aét P =-13 (i1) n =2 et F représente 1 sans représenter O.

" Remarquons que si n =1, Aﬁ

exemplaires de k, soit les nombres duaux en caractéristique 2.

est soit un corps, soit le produit de deux

Nous supposons maintenant que A est un anneau factoriel de corps des
fractions K et que (P,q) est un A-module quadratique de rang n et nous nous
intéréssons & la factorialité de la A-algdbre 7V, (P,q). Or, S = A - {O} est engen-

1
drée par des éléments premiers, aussi bien dans V1(P,q) que dans A. La factoria-
1ité de V1(P,q) est donc entrainée par celle de V1(P,q) ®A K ~ V1(P® K, ¢ ®K) =
= Aé. Notons, de plus, comme A est factoriel, que la condition dét (q ® K) = -1

équivaut & la condition dét g = -1. On a alors :

Proposition 3.5.6. Soit A un anneau factoriel. La A-algébre V1(P,q) est un

anneau factoriel si le rang de P est =4 ou s'il est égal & 3 et dét g # -1,

La proposition 3.5.6. permet d'étudier la factorialité de Vr(P,q) pour
r > 1, En effet, Vr(P,q) est de la forme V1(P;_1, q;_1) sur 1l'anneau Vr_1(P,q).
On déduit donc aisément de la proposition précédente, le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.7. Soit A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible et

(p,q) un A-module guadratique de rang n. Alors Vr(P,q) est factoriel si r < n-3.

Si r=n-2 et aét(q) =,_1,‘vr(}_>,q) n'est pas factoriel.

On suppose donné un A-module quadratique (P,q) muni d'un r-produit
vectoriel u (et donc 2 est inversible dans A) et considérons la variété de
Stiefel Vr(P,q) et 1'espace quadratique (P ® Vr(P,q), q® Vr(P,q)) muni du
produit vectoriel u déduit de u. Si 1'on considdre le vecteur y = u(x

AN xr,r) le (r+1)-uple (X1,r’ ,
vecteurs orthonormés de P @k Vr(P,q) et définit donc un homomorphisme ¢ :

1,r
ceer X r,y) est une famille ordonnée de (r+1)-

Vr+1(P,q) - Vr(P,q). Comme les T premiers vecteurs de ce (r+l)-uple sont les

X5 1 =1 =r, onale triangle commutatif
’
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v,.(P,q)
v.(p,q) > v (P,q)
er,1 v
v
Vr+1(P’q)

et on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.5.8. Pour gue le A-module guadratique (P,q) possdde un r-produit
: Vr(P,q) -

vectoriel, il est nécessaire que 1'homomorphisme de A-algdbres ©

r,1
- Vr+1(P,q) posséde un inverse & gauche.

La variété de Stiefel V1(P,q) d'un A-module quadratique (P,q), avec

2 inversible dans A, est 1'équivalent algébrique naturel de la sphére topologique.
Il est donc intéressant, par analogie avec le cas topologique, de s'intéresser au
V1(P,q)—module des A-dérivations de la A-algdbre V1(P,q) qui est 1'équivalent du
fibré tangent & la sphére. On a alors :

Proposition 3.5.9. Le V (P,q)-module D des A-dérivations de V1(P,q) est

1' orthogonal dans (P Sk V1(P,q), q® V1(P,q)) du soué—espace V1(P,q) x11.

Une A-dérivation de V1(P,q) provient d'une A-dérivation de SA(P*)
nulle sur q. I1 suffit alors d'écrire ce que cela signifie pour obtenir la propo-

sition. En conséquence D1 est un V1(P)—module projectif de type fini.
La proposition précédente permet de montrer deux résultats partiels.

Proposition 3.5.10. Soit k wun orps de caractéristique différente de 2, q wune

forme quadratique non dégénérée de rang n et R = k[X1,...,Xn] /(q(x1""’xn)-1)

la sphere algébrique. Alors le R-module des k-dérivations de R est un R-module

libre de rang n-1 si q représente O.

La proposition 3.5.10. est conséquence des deux lemmes suivants dont le

premier est bien connu :

Lemme 3.5.11. Soit A un anneau, n un entier et {e1, e, en} la base canoni-

n . . n cps .
que de A . Pour un élément unimodulaire x de A, les conditions suivantes sont

équivalentes : (i) tout sﬁpplémentaire de A x est libre ; (ii) il existe un Am

n
automorphisme f : An - An tel que f(x) = i§1 bi ei avec b1 inversible dans A.
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n

Lemme 3.5.12. Soit dans An un élément unimodulaire x = T a; e.. Pour que
i=t
A x ait un supplémentaire libre, il suffit que 1l'un des n vecteurs x - a, e

i i
soit unimodulaire.

La condition du lemme 3.5.12. peut se dire de la fagon suivante : 1'idéal

engendré par n-1 des a; est égal & A. Supposons donc que 1l'on ait la relation
n

1= a1b1 + Z a; bi et définissons l'application linéaire f de A" dans A"
i=3

par f(e1) = (o +1)e

+ o e s f(ez) =e +e,, fle.) =A b, e, + ej pour j =3,

1 2 J i
ou o et A sont des scalaires qu'on choisira par la suite.

L'application f est un automorphisme de A" car sa matrice a pour dé-

terminant 1. La premidre composante de f(x) est c = a1(a +1) + a, +

n n
+ £ a.(M b.) ; utilisant la relation a, b1 + Z a.b. =1, on obtient ¢ =
=3 =3 J
= a1(a +1 =A b1) + A+ ay- On choisit alors A =1 - a, 2)b1 -1,
1 ; appliquant le lemme 3.5.11., on obtient le résultat annoncé.

et a=(1 -a

si bien que ¢ =

Montrons maintenant que le lemme 3.5.12. entralne la proposition 3.5.10.
D'apres la proposition 3.5.9., il suffit de montrer qu'il existe une base de

kn 8% R dans laquelle le vecteur a des composantes (y1, ey yn) telles que

X
11
n-1 des vy engendrent R en tant qu'idéal. Or, comme gq représente O, on peut,
en changeant de variables, mettre q sous la forme qfY1, el Yn) = Y1 Y2 +

1 . - &
+q (YB’ veey Yn) ; R est la k-algebre k[y1, Vo1 Yzr eees yn] avec y, ¥, +

' _ _ . . .
+ q (y3, ey yn) =1 et Xy = (y1, Yor =ees yn). I1 est bien clair maintenant que
1'idéal engendré par Yyo Yzroeees ¥y dans R est R tout entier, d'ou la propo-

sition.

Corollaire 3.5.13. Soit k wun corps de caractéristique différente de 2 et q une

forme quadratigque non dégénérée sur k. Soit R = k[X1, vees Xn] /(q(X1,...,Xn)—1)

t D le R-module des k-dérivations de R. Alors D ®D est un R-module libre de

@

rang 2(n-1).

En effet, du moment que n =2 2, il existe une extension quadratique k'
de k telle que q ® k' représente 0. Alors D 8% k' =D®D est un R 8& k'-
module libre de rang n-1 , d'aprés la proposition 3.5.10.. En tant que R-module ,
D®D est donc libre de rang 2(n-1). Si n =1, D est réduit & O.

Nous allons encore donner un résultat sur le fibré tangent. On suppose
toujours 2 inversible dans A et soit E une A-algébre alternative cayleyenne dont
le module sousjacent est projectif de type fini et dont la norme cayleyenne N est

une forme quadratique non dégénérée (cf. 3.3.). Soit alors R la A-algdbre V1(E,N).
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On a :

Proposition 3.5.14. Le R-module des A-dérivations de R est isomorphe & M+ @hlﬁ

Pour cela, montrons tout d'abord le lemme suivant :

N

Lemme 3.5.15. Soit E une A-algebre non nécessairement associative & élément

unité e, munie d'une forme guadratique multiplicative gq : E - A telle gue

q(e) = 1. Alors, pour tout élément x inversible dans E, 1l'orthogonal de x dans

E est isomorphe, en tant que A-module, & 1'orthogonal de 1'élément unité e.

En effet, comme ¢q est multiplicative, q(x_1) = (q(x))—1 et q(x) est
inversible dans A. De plus, ¢(x,y) = q(x) (e, x—1y), donc l'application y b x_1y

est un isomorphisme de 1l'orthogonal de x sur 1l'orthogonal de e.

La proposition 3.5.14. découle du lemme précédent car le R-module cherché

est 1'orthogonal dans (B @h R, N®R) de , é1ément inversible, car de norme

X
1M
1. Comme 1'orthogonal de e dans (E,N) est le sous-module E+, on a le résultat

annoncé.

Corollaire 3.5.16. Soit k un corps de caractéristique différente de 2 et ¢

une forme guadratigue non dégénérée de rang n gui représente 1. Alors le module

des dérivations de V1(kn,q) est libre dans les deux cas suivants : (i) n=4¢4

et le discriminant de g est 1 ; (ii) n =8, le discriminant de q st 1 et

1'algebre de Clifford C(kn,q) est une algebre de matrices.

En effet,dans les deux cas on peut appliquer la proposition 3.5.14. car
il existe sur kn une structure de k-algebre cayleyenne alternative dont la norme

est q.

Supposons que (P,q) soit un A-module quadratique de rang 2. La proposi-
tion 3.5.9. dit que le A-module des dérivations de V1(P,q) est le sous-V1(P,q)-
module de (P ® V1(P,q), q® V1(P,q)), orthogonal de x,, .
1'exemple 3.4.8., cet orthogonal est naturellement isomorphe 2a A2 P Qk V1(P,q).

Comme on l'a vu dans

On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 3.5.17. Le V1(P,q)—modu1e des A-dérivations de V1(P,q),o_t,\ (P,q) est-

un module quadratique de rang 2,est isomorphe & A2 P Qk V1(?,q).

En particulier, si A “est un corps, ce module des dérivations est tou-

Jjours libre.
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4. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

4.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on montre comment il est possible de.généraliser aux
anneaux semi-locaux, la construction des invariants de Stiefel-Whitney des formes
quadratiques sur un corps de caractéristique différente de 2, faite par J. Milnor
dans [35]. Chronologiquement, c'est 4. Delzant (cf. [16]) qui est l'initiateur de
cette construction. Soit F un corps dans lequel 2 # 0, F sa clBture séparable
et G 1le groupe de Galois de F sur F. Faisant opérer G trivialement sur z/2 27,
on a la suite exacte de G-modules O = Z/2 Z = ﬁ* % F* - 0 qui donne les iso-

morphismes suivants, & 1l'aide de la suite exacte longue de cohomologie :

H1(G, 7/2 7) ~ F*/F*2

HZ(G_, Z2/2 7) ~ BrZ(F)

Ceci dit, considérons 1l'anneau de cohomologie H*(G,Z/Z Z) et soit

E(G,ZVZ Z) 1'anneau T H'(G,Z/2 %) dont on notera H**(G,Z/2 7) le groupe des
i=0

0o
éléments inversibles : ce sont des éléments qui s'écrivent 1 + 2 h,, h, €

€ Hl(G,Z/Z Z) et qui se multiplient & 1'aide du cup-produit. T'invariant de Stiefel-

N

Whitney d'une forme quadratique est défini & 1l'aide d'un homomorphisme de groupes

abéliens w : WG(F) » H**(G,2/2 Z) donné sur les formes de rang | par w(<a >) =

=1 +a,ac€ H1(G,Z/2 7) ~ F*/F*z. Si M est un élément de WG(F), on écrit w(m) =
oo

= 1+ 2 wi(n) et wi(n) est appelée la i°™®  classe de Stiefel-Whitney de M.

i=t
La premiére classe est liée au discriminant et la seconde & l'algébre de Clifford.

W. Scharlau a étudié systématiquement cette construction dans [47] et, en parti-
culier, le probléme de l'injectivité de w qui avait été résolu par A. Delzant dans
le cas des corps de nombres algébriques (cf. [16]).

N

En 1970, J. Milnor s'est intéressé & la question dans le cadre de la
K-théorie algébrique (définition de Kn(F) pour un corps F, n =2) dans [35]
et a posé les notations suivantes : soit k,(F) =8 (F*/F*Z)/I = ® k (F)
* 2/2 7 ey ™

ou I est 1'idéal de SZ/Z Z(F*/F*Z) engendré par les éléments de laforme x.1-X,
x € F - (0,1}, Soit alors kﬁ(F) 1'anneau produit Il kn(F) et k**(F) le

n €N
groupe des éléments inversibles de kn(F). Il est facile de voir maintenant que,

comme a U (1-a) = 0 dans H2(G,Z’/2 2) (cf. [50], ch. XIV, Prop. 4), il existe
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*
un homomorphisme naturel d'anneaux de k*(F) dans H (G,ZVZ 7), qui induit un
*¥%
homomorphisme ¢ de k**(F) dans H (G,2/2 7). J. Milnor définit alors (cf. [35 ],
lemme 3.1.) un homomorphisme de groupes abéliens que nous noterons w' : We(F) -

- Xk (F) de sorte que le triangle

1
— ()
™
p)

H**(G,z/z Z)

wa(r)

est commutatif, en posant w'(<a >) =1 + a et c'est 1'homomorphisme w' qui

devient alors la base de la construction des invariants de Stiefel-Whitney.

Notre but est de construire des remplagants pour k*(F) et k**(F) dans
le cas des anneaux semi-locaux, en nous inspirant d'une construction analogue pour
les anneaux locaux faite par E. Hornix dans [247]. Nous aurons tout d'abord besoin
de certaines propriétés des formes quadratiques sur les anneaux semi-locaux, puis
nous donnerons l'anneau qui jouera le rdle de k*(F) et nous justifierons ce choix

N

4 l'aide de résultats techniques simples.

4.2. MODULES QUADRATIQUES SUR LES ANNEAUX SEMI-LOCAUX

Nous nous restreignons pour toute la suite au cas des anneaux semi-locaux
indécomposables, ce que nous omettrons de préciser ; les énoncés et démonstrations
sont plus simples et le lecteur pourra sans difficultés-retrouver le cas général.
Dans notre cas les modules projectifs de type fini sort de rang constant, donc
libres. Une généralisation facile des résultats de 1.11., dans le cas local est

donnée par la proposition suivante :

Proposition 4.2.1. Tout module quadratique sur un anneau semi-local A est somme

orthogonale de modules quadratiques de rang 1, i.e., posséde une base orthogonale,

si 2 est inversible dans A et de rang 2 dans le cas contraire.

Pour pouvoir définir des invariants de Stiefel-Whitney, il est nécessaire
de posséder un analogue de Satz 7 de Witt qui a été établi pour les anneaux locaux
dans 1.14. Une démonstration analogue peut se faire dans le cas semi-local, ce qui

donne le résultat suivant :
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Proposition 4.2.2. (1) Si 2 est inversible dans A, deux bases orthogonales d'un

module quadratique sont équivalentes. (ii) Si 2 n'est pas inversible dans A, deux

décompositions d'un module guadratique en somme orthogonale de modules de rang 2

sont équivalentes.

A partir de cette proposition on a des corollaires immédiats :

Corollaire 4.2.3. (1) Si 2 est inversible dans A, 1l'anneau de Witt-Grothendieck

de A est isomorphe au quotient de 1'anneau de groupe Z[U(A)/U2(A)] par 1'idéal

engendré par les éléments (a+b) - (c+d), ou a, b, c, d parcourent U(A) et ol
les formes quadratiques <a >Ll<b> et <c>L<d> sont isomorphes. (ii) Si
2 n'est pas inversible dans A, soit E(A) 1l'ensemble des classes d'isomorphismeg
de modules quadratiques de rang 2. Le groupe WG(A) est le quotient du groupe
Libre Z(E(A)) par le sous-groupe engendré par les éléments ([P1] + [P2])— ([P3]+
+ [P4]) o P, € E(A) et P4 P, = P -LP4.

3

La démonstration de la proposition 4.2.2. utilise le fait que A/Rad A
est un produit fini de corps et comme on sait remonter des bases orthogonales ou
plus généralement des décompositions orthogonales de A/Rad A & A, on se raméne
au cas ol les décompositions orthogonales considérées coincident modulo le radical.
La démonstration est alors calquée sur celle du cas local (ef. 1.14.). On peut ra-
jouter & la proposition précédente la précision suivante, qui nous servira par la
suite : deux décompositions orthogonales sont équivalentes par une suite de trans-
formations admissibles du type PiJ_ Pj ~ Pi_l- P:]. ol Pi n Pi =Ax et ol x est

unimodulaire, ou encore, Ax est facteur direct dans Pi et dans P‘i.

Pour poursuivre, .nousavons besoin d'étudier de plus preés les formes qua-

dratiques de rang 2. On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Soit (P,q) un A-module quadratique de rang 2. (1) Il existe x €P

tel que q(x) € U(A) ; (ii) il existe y € P tel que o(x,y) =1, P = Ax ® Ay et
q(y) £ m, pour tout idéal maximal m de A tel que Card (A/m) =4,

Par réduction modulo le radical de A, on se raméne au cas o A est un
corps. Si A differe de 2/2 Z et Z/B Z, 1l existe toujours une base {x,y} de
P avec q(x) q(y) o(x,y) non nul. Si A= Z/2 Z, il n'y a que deux formes qua-
dratiques & isomorphisme pres, & savoir, q(ae1+ bez) =ab et q(ae1 + be2) = a2 +
+ ab + b2. Pour la seconde, toute base convient et pour la premiére il existe un
seul vecteur x tel que q(x) # 0, d'oh la restriction A/m £ Z/2 7. 5i A/m=12/3 7
et si q est hyperbolique, il n'y a que deux droites portant des vecteurs non iso-

tropes et elles sont orthogonales, d'ou la seconde restriction, A/m £ 7/3 7.
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<

Cela signifie que si q : A2 ~» A est une forme quadratique non dégéné-
rée, il existe une base {e1,e2} telle que q(xe1 + ye2) = ax + Xy + by avec
a inversible dans A et b n'est dans aucun des idéaux maximaux m de A tels
que Card(A/m) > 3. On a donc q(xe1 + yez) = a(x2 + x.ya_1 + ab(ya—1)2) et comme
q est non dégénérée, 1 - 4 ab = w(e1,e2)2 -4 q(e1) q(e2) est inversible. Cela
signifie qu'en prenant pour base de Az, e, et ae,, q(xe1 + y(ae2)) = a(x2 + Xy +
+ ab y2). Considérons maintenant la A-algdbre B = A[t] avec t2 -t +ab =0. I1
est clair que B est une extension quadratique(séparable) de A (cf. 2.4.) et
que q(xe1 + y(aez)) =a NB/A(X 1B +y t). Inversement soit B une extension qua-
dratique de A. A a, élément inversible de A et & B, on associe naturellement
une forme quadratique non dégénérée q sur A2 en posant sur B, q(z) =a NB/A(Z).
On a donc une surjection de 1l'ensemble U(A) X D(A) sur 1l'ensemble E(A) des
classes d'isomorphismes de modules guadratiques de rang 2. Il est facile d'établir
sous quelles conditions deux couples (a,B) et (a',B') ont méme image dans E(A).
En effet, on a l'isomorphisme de A-algebres CO(B, a NB/A) ~ B et donc il est né-
>a' N

cessaire que B = B' dans 32(A). Ensuite, pour que a N il est néces-

B/A B/A
saire et suffisant que a et a' appartiennent & la méme classe dans le groupe
U(A)/NB/A(U(B)) ol NB/A(U(B)) est le sous-groupe de U(A), image de U(B) par

' .
1'homomorphisme NB/A'

Ceci nous améne & chercher le groupe D(A) des extensions quadratiques
de 1l'anneau semi-local A, comme l'a montrée la discussion précédente. Rappelons,

tout d'abord, le lemme suivant (cf. [ 61) :

Lemme 4.2.5. Soient A un anneau semi-local, a € A et I wun idéal de A tel

que aA + I = A. I1 existe alors v € I tel gue ra + v € U(A).

Lemme 4.2.6. Le groupe D(A) des extensions quadratiques de A est isomorphe

au groupe G(A) défini en 2.4.

En effet, une extension quadratique B de A est un A-module projectif

de type fini et de rang 2, donc B = A[t] avec t2 -bt+c=0 et b2 - 4c € U(4).

En appliquant le lemme 4.2.5. & b et & 1'idéal I =24, on obtienf h
dans A tel que b + 2h € U(A). Considérons alors sz = (t+h)(b+2h)'1 et B =4A[z]
avec z? -2z +d = 0. Ceci nous montre que 1'homomorphisme de groupes abéliens
® : A(4) » 92(A) défini par ¢(a) = Alz] avec 22 -z+a=0 est surjectif.

On vérifie alors comme dans 2.4.2. que cet homomorphisme a pour noyau 1'image de

A(2) dans A(4)_ par l'application naturelle x b x - xg.

Ceci nous permet de remplacer l'application considérée plus haut de
U(A) x 2(A) dans E(A) par une application de U(A) x A(4) dans E(A). Comme
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il y a une certaine indétermination sur 1'élément dont on a besoin dans A(4), il
est possible de chercher & quelle condition un tel élément peut 8tre pris dans U(A).

On a alors le lemme :

Lemme 4.2.7. Si a € A(4), il existe b € U(A) N A(4) tel que a et b ont
méme image dans G(A) = 2(A) si et seulement si a n'est dans aucun des iddaux
maximaux m de A tels que Card(A/m) <3,

En effet, dire que a et b ont méme image dans G(A) signifie qu'il
existe c¢ € A(Z) tel que b =a + (c - 02)(1 - 4a). On se raméne en faisant le
quotient modulo le radical de A au cas oi A est un corps et il faut alors mon-
trer qu'il existe ¢ € A(2) tel que a + (c-cZ)(1—4a) £0.851i a =0, il existe

toujours un élément c tel que 1-2c £ 0 et c—c2 £ 0 & condition que Card(a)> 3.

Notons que 1'application surjective de U(A) x 2(A) dans E(4A) induit
une application de U(A) x 2(A) dans le sous-groupe Brz(A) des éléments d'ordre
2 dugroupe de Brauer de A en associant & (a,B) la classe de l'algébre des qua-
ternions C(a NB/A)' De plus, cette application est biadditive {cf. 2.8.). Remarquons
que 1'on peut dans cette discussion remplacer U(A) par le groupe quotient
U(A)/Uz(A) car (B,a NB/A) ~ (B,ab2 NB A) quel que soit b inversible dans A.
Nous noterons alors [a,B] pour a € U(A), B € 2(A), la classe de l'algdbre
c(a NB A) dans Brz(A). On a l'homomorphisme de groupes abéliens de (U(A)/U2(A))8h
8% 2(A) dans Brz(A). Si A est un corps, on obtient des symboles locaux (cf.
[503, Ch. X1V, § 2 et § 5). Supposons que a € U(A) N A(4). on note a® 1l'image de
a élément de A(4) dans G(A) = D(A), c'est & dire, la A-algébre B = A[t] avec
t2 -t +a=0.0na alors le résultat suivant : {E,ao) = 0 dans Brz(A) car

a N ~ N

B/4 et la classe de C(NB/A) dans Br,.(A) est nulle.

B/A 2

4.3, INVARIANTS DE STIEFEL-WHITNEY D'UN PLAN

Nous nous intéressons, comme au paragraphe 4.2., aux applications biaddi-
tives f de U(A)/UZ(A) P S(A) dans un groupe abélien G telles que f(E,ao) =0
pour tout a dans U(A) N A(4). On désigne par hZ(A) le groupe universel défini
par les couples (G,f) : c'est le quotient de (U(A)/Uz(A)) 8@ 2(A) par le sous—
groupe engendré par les éléments a ® a® ou a déerit u(a) n A(4). si 2 est
inversible dans A, 1'homomorphisme t : 2(A) = G(A) -~ U(A)/UZ(A) défini par
t(ao) = T:Z; est un isomorphisme et hZ(A) est isomorphe au quotient de (U(A)/

/UZ(A)) 8% (U(A)/UZ(A)) par le sous-groupe engendré par les éléments a ® 1-4a =

=X ®1-x avec x =4a et x(1-x) € U(A). On retrouve ainsi, quand A est un

corps de caractéristique différente de 2, le k, introduit par J. Milnor (c£.[353).

2
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Nous allons déduire de la relation (1) : f(g,ao) = 0 quelques conséquen—
ces. L'inverse de a dans A(4) étant a' = —a(1-4a)-1, on a f(-a(1-4a)~1,ao)=0
soit, (2) : £(1=4a, a°) = £(-7,a°). Soient maintenant a et b dans U(A) n A(4)
et supposons qu'il existe c¢ dans Uu(a) n A(4) tel que ® = ao * p° (on note *
la loi de composition dans D(A)). On a,du fait de (2), f(=(1-4ao0b),c®) = 0 soit,
en utilisant la biadditivité de f et la relation (1), (3) : £(1-4a,b°) =
= f(T:ZE, ao). Supposons, par exemple, tous les corps résiduels A/m distincts
de Z/2 Z et de 273 Z. Le lemme 4.2.7. nous dit que tout élément de 2(A) est
de la forme a°’ ou a € U(A) N A(4). En notant encore t 1'application naturelle
de 2(A) dans U(A)/U2(A), la relation (3) s'éerit : (3') : £(¢(B),B') = £(¢(8'),B)
pour tout couple (B,B') d'éléments de 2(A). Remarquons que les relations (2) et
(3) n'entrainent pas engénéral (1). En effet, si 2 =0 dans A, t est 1'homomor-

phisme nul et les relations (2), (3) et (3') sont trivialement vérifides.

Pour définir les invariants de Stiefel-Whitney d'un module quadratique,
nous considérons un gquotient g*(A) de 1l'algébre symétrique SZ/Z Z((U(A)/UZ(A)) <]
® D(4A)) par un idéal homogdne I dont nous préciserons un systéme & générateurs
au fur et & mesure. Comme I est homogeéne, g*(A) sera gradué sur WO : g*(A) =

00
= ® g (A) et onpose g (A) = 1T g (A) le complété de 1'anneau g*(A) pour
né€n ° n n=0 ©°
la filtration associée & cette graduation. L'invariant de Stiefel-Whitney sera la
donnée d'un homomorphisme de groupes abéliens w : WG(A) - U(gﬂ(A)), groupe des

é1éments inversibles de gn(A), qui s'écrira w(P,q) = 1 +-'Zi wi(P,q). Du fait
i=

des résultats du paragraphe 4.2., il suffira de définir 1'image par w des modu-
les quadratiques de ranés 1 et 2 et de vérifier, en prolongeant la définition de
w & WG(A) tout entier par additivité, que ce prolongement ne dépend pas de la
décomposition orthogonale choisie. D'aprés 4.2.2., il suffira d'étudier les modules
quadratiques de rang 4 si 2 n'est pas inversible et ceux de rang 2 dans le cas
contraire.

Si 2 est inversible dans A, pour tout a € U(A), on définit la classe
de g :A -4, xk ax2, comme étant w(qa) =1 + t-1(é) ou £ est 1'isomorphis-
me réciproque de t : 2(A) - U(A)/Uz(A) et t7 (2) est la classe dans 2(A) de
1'algébre de Clifford de la forme quadratique qa. En rang 2, on a w(qaj. qb) =
= (1 + t—1(5))(1 + t_1(b)) =1 + t_1(gf) + t_1(£).t_1(5) et nous w®rrons plus loin,
en regardant directement (i.e. sans hypothese sur 2) le cas des modules quadratiques

de rang 2, que w(q 1 a ) ne dépend pas de la base orthogonale choisie.
a b

On suppose maintenant que tous les corps résiduels A/m ont plus de trois
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é1éments et on ne fait aucune hypothése sur 1'inversibilité de 2 dans A. Soit
(Az,q) un module quadratique de rang 2 et {e1,e2} une base dans laquelle ¢
s'écrit q(xe1 + ye2) - ax® 4 Xy + by2 =a Ny A(x.1 + a-1y t) avec a,b € U(4),
ab € A(4) et B est 1l'extension gadratique (ab)® (on sait, d'aprés le paragra-
phe 4.2.; qu'une telle base existe toujours). On pose alors w(AZ,q)) =1+ T+

+ (ab)° + a.(ab)°.

I1 est nécessaire de vérifier que cette définition coincide avec celle
donnée dans lea@s ol 2 est inversible et il faudra ensuite montrer que w((Ae,q))

ne dépend que de q.

Pour cela, nous allons commencer & imposer des relations dans g*(A), la
premidre étant : (1) 3 . a’ =0 pour tout a dans U(A) N A(4). Comme on 1l'a vu
au début de ce paragraphe, cela implique les relations (2) : T:Z;.ao =_:T.ao et
(3) : T:Z;.bo = T:Zg.ao. De plus, si 2 est inversible dans A, nous imposons la
relation (4) : = t_1(:T), c'est & dire que nous identifions € U(A)/UZ(A)
avec la classe dans 2(A) de 1l'algtbre B = A[i] avec %4 = 0. Ainsi, si 2
est inversible dans A, -1 + (ab)O est la classe dans 2(A) de Afz] avec
z2 + (1-4ab) =0 ; si q(xe{ + yeé) = a'x2 + b'y2 ol {e;, eé} est une base or-
thogonale pour q, le terme de degré 1 de w(q) donné plus haut est t_1(§TET).
Le calcul du discriminant de q, suivant les deux bases {e1,e2} et {e{,eéb donne
a'b' = —(1-4ab), soit 1'égalité -1 + (ab)o = t-1(a'b') d'olu la cohérence pour le

premier terme w1(q).

I1 faut maintenant comparer les seconds invariants t—1(§').t_1(5') et
5.(ab)o. Pour montrer qu'ils sont égaux, nous sommes amenés & imposer dans g*(A)
la relation (5) : B.B' = t(B).B' = t(B').B pour tout couple (B,B') d'éléments
de 92(A). Avec les notations précédentes t_1(5') t-1(5') = 5'.t—1(5‘) =a'.
.54(:2757) = a'.(ab)®. Il s'agit donc de montrer que 2.(ab)® = 3'(ab)® ; comme q
est proportionnel & NB A pour B extension quadratique de A, a' = a NB/A<Z)
avec 3z € U(B) et il suffit de montrer que ﬁ;;;?ZT.B = 0 dans g*(A) ce que

nous ferons plus loin.

Remarques. (i) Les relations (2) et (5) donnent dans g,(A) 1la relation (5') :
B.B = t(B).B = -1.B pour tout élément B de 2(A). (ii) La relation (5) a une
justification algébrique simple : le second invariant w2(q) est 1ié & 1'algébre

de Clifford et ce que 1l'on souhaite obtenir en faisant le produit de deux extensions
quadratiques dans g,(A) c'est la classe de l'algtbre de Clifford C((B,NB)J_
J_(B',NB,)). On doit avoir la formule w2((P,q).L (p',q")) = w2((P,q))+ wz((P3qﬁ) +
+ w1((P,q)) w1((P',q')) et on sait que dans Brz(A), c((p,q) L (P',q")) = c(P,q) +
+c(p',q") + C((B,NB) L (B',Né)). Ainsi on a C((B,NB).\. (B‘,NB,)) = C(B,t(B')NB) =
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= C(B',t(B)NB,) (cf. suite au théordme 2.8.12.), ce qui explique la relation (5).
Notons que 1'homomorphisme 2(4) 8@ 2(4) - BrZ(A), induit par l'application
Bx B' b C((B,N )L (B‘,NB,)), se factorise de deux fagons différentes par 1'ho-

B .
momorphisme de groupes abéliens : (U(A)/UZ(A)) 8& 2(4) £ Br,(A), 2 ® B = [a,B).

2
Nous avons alors le carré commutatif :

t ® id
2() ®, 2(a) A (u(a)/P () @, 2(a)

f
2a) @, (U(a)/1*(a)) ————> 5r,(2)

I1 nous reste & montrer maintenant que NB/A z).B = 0 dans g, (4) si
z € U(B). Notons que cela montrera du méme coup que la définition donnée plus haut

pour w(q) ne dépend pas de latase {e1,e2} choisie.

En effet, changer de vecteur e revient & remplacer a par o € U(A)

1

tel que a Ny ™o Ny, c'est & dire, @ = a NB(z) et @B =aB+ NBiz).B ol

z € U(B). Nous avons alors le lemme suivant :
Lemme 4.3.1. Si tous les corps résiduels A/m sont dfférents de 3/2 7, 2/3 7%,
et 2/5 7, alors pour tout é1ément B de 2(A) et pour tout =z inversible dans

B, on a NB/Az ).B =0 dans g, (4).

Supposons d'abord TrB/ (z) inversible et B = A[z]. Si y =

-1 -2 .
= z(TrB/A(z)) , B =A[ly] avec y_ -y+d=0 et i = TrB/A(z) NB/A(Z) est in-
versible. On a donc NB/AIZ).B =d.N=0 car B=4d".
N
Alx] avec P -x+8= 0, a €U(a) n a(4)
et z =0+ B x tel que NB/A(Z) = 02 + B +a 82 est inversible. Soient h -dans
A(2) et y dans B tels que x = (1 - 2h)y + h ; alors B = Aly) avec y2 -y +

+ (a-h+h2)(1-2h)"2=o.Posant a = NB/A(y
2
a-h+h” € U(A) et donc QB/A(Z).B = NB/A(yz).B .

Dans le cas général, soit B

), ona d.B =0 d'aprds le cas précédent si

On va montrer que, dans les conditions du lemme, il existe h tel que
B = A[yz] avec Tr(yz) € U(A) et a-h+h® € U(A) : appliquant & nouveau le premier
cas, on en déduiru le lemme. Or, yz = (@ + B(1-h))y - 4 8(1-2h) et Tr(yz) =

= o+ B(1-h) - 2d 8(1-2h). L'élément h cherché doit donc satisfaire aux conditions
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(iv) e + B(1-h) - 2d81-2h) € U(A) avec d = (a-h+h2)(1-2h)'2 et o,B €A tel
que 02 + aB + a 82 € U(A). Pour trouver h dans A, il suffit de le trouver dans
chaque corps résiduel. Supposons donc que A est un corps de caractéristique 2 :
(iii) et (iv) sont les mémes et (i) est automatiquement vérifide.Pour (ii), il
suffit de prendre h =0 ou 1 et il est clair que 1l'une des deux valeurs convient
pour (iii) car on ne peut avoir & la fois o+8 et @ nuls. En @ractéristique dif-
férente de 2, la condition (ii) exclut deux valeurs de h ; les autres conditions
en excluent une. Il suffit donc que le corps considéré ait plus de cing é1léments,

d'ol la restriction signalée dans le lemme.

Remarques. (i) La réciproque de ce lemme est claire : soit a € U(A) tel que
a.B = 0. Du fait de 1'homomorphisme de (U(A)/Uz(A)) 8% 2(A) dans le groupe de
Brauer de A, C(a NB/A) = 0 dans Brz(A). Ainsi, les formes quadratiques a NB/A
et NB/A ont méme discriminant et méme algeébre de Clifford et sont donc isométri-

ques. Il en résulte que a = NB/A(Z) pour un z € U(B).

(ii) Nous venons de voir que 1'invariant de Stiefel-Whitney d'un espace
quadratique de rang 2 est bien défini. La suite de la proposition 2.7.3. nous dit

alors que si w(Q) =w(Q'), @ et Q' sont isométriques.

4.4. L'INVARIANT DE STIEFEL-WHITNEY POUR UN ESPACE QUELCONQUE

Dans le ﬁaragraphe précédent, nous avons défini w(P,q) pour tout
A-module quadratique (P,q) de rang inférieur ou égal & 2 ; en vertu de 4.2.2.,
c'est suffisant si 2 est inversible dans A. Dans le cas général, il est néces-
saire de montrer que si (P,q) = (P1,q1) A (P2,q2) = (P{,q{),L (Pé,qé) est un
A-module quadratique de rang 4, w(P1,q1) w(PZ,q2) = w(P{,q;)w(Pé,qé) et ainsi
w(P,q) sera défini sans ambiguité. On sait que 1'on peut toujours se ramener au
cas ol P1 n P{ = AX ou x est unimodulaire et q(x) inversible dans A. Soit
alors {ei,fi} (resp. {eé,fﬁ} une base de Pi (resp. P') fournie par le lemme
4.2.4. Onsuppose, vu ce qui précéde, que e{ =e et on a alors f{ = f1 + a(e1 -
- 2q(e1) f1) +p, avec p, € P,. Supposons tout d'abord que q(p2) soit inversible
dans A. On peut alors choisir Py, = € et e, - 2q (ez)f2 peut &tre pris comme
e, car il est bien orthogonal & e, =e et & f] et, de plus, q(eé) =

|
= ale,)(1-4q (e,)a(r,)) € U(A). Posons &, = (q(ei)q(fi))o et 8= (q(es)q(fg)f €

€6(a) = 2(A) et soit B définie par 8/ =8 o8 (et 6y =8, 08 car 8, 08, =

= 6] 063). 0n trouwve B = ((1-48)7" ale;)a(e,) + aale;) - a%a(e,)?)° et ona

w(Paa ) =1+ =1 + 6, + q(e1)61, w(Pyya)) =1 + -1 + 6, + q(ez)51, w(Pr,qr) =
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=1+ 1+ 8, 08B+ qie1)(51 o B) et w(Pé,qé) =1+ -1+ 6, 0B + qfeé)(éz o B).

Calculons w(P1,q1) w(P2,q2) - w(P{,q{) w(Pé,qé) dans g,(A). Comme il
s'agit d'un anneau gradué, on regarde enchaque degré, ici 2, 3, ou 4. Kemarquons
que —T__)B _r_; 6, et en degré 2 on a 6(61 08,08+ ETE:TE(;;Y) soit en
utilisant la formule (5), 3(1-461)q e1)q e2). Or B n'est autre que 1'extension
quadratique B = A[z] avec z° -z + B =0 et pour montrer que B.u = 0, il suffit

de voir que u = N (v), v € alz]. or, Nﬁ’A (b+ez) = b2 + be + Bc2 et on a donc &
)/

B/A
résoudre b> + be + %8 = (1—461)q(e1)q(e2) dont une solution est donnée par b =
= ;(1-461) aq(e1) et c= 1-48, . En degré 3, on a B(61 o 62 o B+ -1)q(e ) (e ).

Du fait de la nullité du terme de degré 2, ceci est égal & 3(61 o 62 o B+ —1)61 o

62 0o B ce qui fait O d'aprés la formule (5'). En degré 4, on frouve 5(61 o 62 o

o B) q(e1) qué) soit B q(e 5 qfe q(e ) ( Pour que ce ®rme s'annule, nous
imposons une nouvelle relatlon (6) : (a) = —1 a pour tout a € U(A). Ceci donne,
en particulier, (52)5 = a (52) pour a et b parcourant U(A) et montre que le

terme de degré 4 est nul.

Pour montrer que 1l'on peut toujours supposer q<p2) inversible, nous

allons démontrer le lemme suivant, avec les notations introduites ci-dessus :

Lemme 4.4.1. 1]l existe x = X, + Xy, X € Pi (i = 1,2) vérifiant les conditions :

(1) alx, + p)) €U(a) ; (ii) le sous-module P} engendré par e, et f +p, +

= 2q(e1)f1) € P ;

1

+ X+ X est non dégénéré et w(e1,x1) =0; (dii) y = x - a(e
(iv) aly) €u(a).

En admettant ce lemme, (P,q) s'éerit (P?,q?)J_(PE

ci-dessus s'appliquent aux couples de décompositions orthogonales de (P,q),
(Bra,) L (py50,) et (Byha) L (Py,a8), (Byhar) L (Pysa3) et (Py,ay) L (Ph,q%)
car q(x, + p,) €U(A), aly) €v(a) et £} = (£, +x)+ (x, +p,) =1 + 7. On

a donc w(P1,q1) w(Pz,qz) = w(P{,q{) w(Pé,qé) ; reste & démontrer le lemme. La con-
dition (ii) donne X, = e - 2q(e1)f1 et 1-—4q(e1)q(f1 R p2) € ua).
Pour (iii), y étant toujours orthogonal & e, = e{, on a la seule condition

o(y, f{) = 0, soit (p(x2

comme on 1'a déja vu, ramené au cas ou A est un corps. Si A est de caractéris-

1

,qg). Les résultats

,pz) + (aha)(1—461)(1—2aq(e1)) = 0. Pour trouver x, on est,

tique 2, (P? q") est toujours nondégénérée, X =@e et on a alors le systéme des

trois relatlons :

(1) :P( 2!?2) =a -«
(2)  alpy) +alx,) fa-2o
(3)  (a-8)° ale,) + alx,) £ o.
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Si p, = 0, on prend a =& et x, € P, tel que q(x2) £ 0. si P, #£ 0, soit

x' € P2 tel que w(x',pz) = 1. La relation (1) donne x2 = (a-d)x‘ + A P, et on
obtient alors deux inéquations Fi(h,a-d) £0 et F2(K,a—&) £0 ol F1 et F2
sont deux polyndmes quadratiques : il est alors facile de wir que si Card(A) > 2,
le systéme posséde toujours une solution, d'oh @ et A, En caractéristique diffé-
rente de 2, on a trois inéquations qui possddent une solution pourvu que A ait

au moins 6 éléments.

Pour résumer, nous avons obtenu le résultat suivant : soit A un anneau
semi-local dans lequel ou bien 2 est inversible, ou bien pour tout idéal maximal
m de A, Card(a/m) #£2, 3 et 5. Alors il existe un homomorphisme w : WG(A) =
2
ASCAOK

- U(gn(A)) ol gﬂ(A) est le complété de 1'anneau gradué g*(A) =3
(U/UZ(A) ® 2(A)) engendré par

® 2(A))/I et oi I est 1'idéal de l'anneau S

les é1éments de la forme :

7/2 2

(1)  a.a® pour a parcourant U(A) N A(4) ;

— 1

(4) =1 -t7 (A1) si 2 €U(a) ;
B.B' - t(B).B' pour B et B' parcourant 2(4) ;
(6) 52 - .a pour a parcourant U(A).

L'homomorphisme w est fonctoriel. En effet, si A » B est un homomorphisme
d'anneaux semi-locaux et si A vérifie les conditions indiquées plus haut, alors
B les vérifie aussi. De plus, comme U/U2 et 2 sont des foncteurs de la caté-
gorie des anneaux commutatifs & élément unité dans celle des groupes abéliens, il
existe un morphisme naturel de gﬁ(A) dans gﬂ(B) et il est clair que 1l'applica-

tion qu'on en déduit de U(g"(A)) dans U(gﬁ(B)) fait commuter le diagramme :

wa(a) EE— WG(B)

0(g,(8) ———————> (g, (5))

Remarques. (i) En caractéristique 2, t : 2(4) - U/U2(A) est l'application nulle
et on a B.B' = 0 quels que soient B,B' € Q(A). Ainsi, wi(P,q) = 0 pour tout
A-module quadratique (P,q) et pour tout i =3, Dans le cas d'un corps, on obtient
des classes de Stiefel-Whitney sans supposer le corps parfait (cf. [47]).

(ii) si t : 2(a) - U/U2(A) est surjectif, (6) peut &tre supprimé. En
effet, nous avons besoin de B.§2 =B -1 a. or, si a = t(B'), une applicatioﬂ'ré—

pétée de (5) et (5') donne la relation voulue.
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