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LA METHODE DES MARTINGALES APPLIQUEE A L'ETUDE DE

LA CONVERGENCE EN LOI DE PROCESSUS (%)

par

Rolando REBOLLEDO (#*)

INTRODUCTION

Depuis de nombreuses années, plusieurs chercheurs ont étudié la
convergence en loi des processus par des méthodes "fonctionnelles", c'est-a-dire
en utilisant Tes méthodes élaborées par PROKHOROV, SKOROKHOD et autres dans les
années 50.

D'un autre cdté, ces derniéres années ont connu 1'essor de la Théorie
des Martingales et de la Théorie Générale des Processus.

La convergence en loi des processus est d'une utilité trés grande dans
de nombreuses branches des Probabilités Appliquées. La Théorie des Martingales
a son tour s'est révélée étre un auxiliaire trés efficace dans de nombreux
problémes théoriques concernant la structure des processus. Cette théorie est
certainement aujourd'hui 1'unedes plus riches parmi les domaines de recherche en
Probabilités.

Le but de cet article est de montrer comment la Théorie des Martingales
peut servir a analyser la convergence en loi des processus.

Le point de départ de cette recherche a été le Théoréme de DONSKER ou
Principe d'Invariance. Si (gn ; neN) egt une suite de variab]gs aléatoires
indépendantes équidistribuées de moyenne nulle et de variance o~ < =, la suite

1 [nt] .
T g, s converge en loi vers un
oVn k=0

de processus (Mn ; n¢N), ol Mn(t) =

un mouvement Brownien. Si 1'on considére les tribus En . o(gk H k;i[ht}), il
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est facile de remarquer que le processus Mn est une martinga]e[dilcarré
intégrable dont le processus croissant associé est la fonction —;—- qui converge
vers t - le processus croissant associé du mouvement Brownien - quand n tend
vers 4w,

La question naturelle qui se pose alors est : é&tant donné une suite de
martingales locales, localement de carré intégrable, (Mn : neN), sous quelles
conditions sur la suite (< Mn,Mn >; néN) des processus croissants associés
on peut avoir la convergence en loi de (Mn ; neN) ?. Cet article apporte une
réponse a cette question dans certains cas. L'auteur a également étudié la
question réciproque de la précédente obtenant des résultats sur la compacité
&troite des lois de la suite (<MNMn>;n€NL

L'article est divisé en trois grandes parties. La premiére contient des
rappels et des compléments sur la Théorie des Martingales. Dans la deuxiéme
partie, on trouvera les principaux résultats théoriques. D'abord, nous donnons
un critére de compacité étroite relative adapté & nos besoins (II.1.3), puis
nous établissons une série d'inégalités pour les martingales locales. Le
troisiéme paragraphe de la deux{éme partie discute le probléme de la compacité
étroite relative ; le quatriéme traite de la caractérisation des points limites
d'une suite de lois étroitement relativement compacte ; le cinquiéme, généralise
cette étude & plusieurs dimensions.

Finalement, dans la troisiéme partie, nous étudions quelques applica-
tions : aux martingales & temps discret ; & 1'approximation des diffusions ; &
1'étude de la convergence en loi des martingales dans les processus ponctuels.
Dans cette derniére application nous é&tudions notamment quelques exemples :

processus de Cox d'un type particulier et un modéle de files d'attente.






I - RAPPELS ET COMPLEMENTS

I.1 - PRELIMINAIRES

Nous commengons par fixer quelques notations concernant la Théorie
Générale des Processus et la Théorie des Martingales. Nous suivons pour cela les
oeuvres classiques [5], [6], [18].

1. GENERALITES

Sur un espace mesurable (Q,f;’o) on considére une filtration

FO = (£} ; t€R,), c'est a dire une famille croissante de sous-tribus de E°

telle que ,;.o =V Eg. Nous dirons que F® est continue a droite, si

tER
0 0 0 * 0 . P
l;'ﬂ= N Es = l;'t pour tout t &R . Nous notons P (ou P(F~)) 1la tribu prévi-

s>t
sible relative & F° sur o x ]R+, c'est & dire la tribu engendrée par les appli-

cations X : @ xR~ [-=,=] telles que pour tout t €R,, o> X(u,t) est

Eg—mesurable (on dit que X est Fo—adaptée) et pour tout w &9, t > X(w,t) est
continue a gauche.

Si P est une probabilité sur (Q,Eo), nous notons E (resp. F) la tribu
complétée de ;—'0 pour P (resp. la filtration complétée de F° pour P et ren
due continue & droite). Nous avons ainsi que F satisfait aux conditions habi-
tuelles de DELLACHERIE ([5],[6]).

Un processus X est une application de @ x R_ dans [-=,=] telle que
pour tout té]RJr 1'application w » X(w,t) soit Eo—mesurame ; la trajectoire
en weqn de X est 1'application t -+ X(w,t). D'aprés la coutume nous suppri-
mons 1'écriture de « lorsqu'il n'y a pas danger de confusion. Nous identifierons
par ailleurs les processus P-indistinguables ([5],[6]), c'est-a-dire nous
écrirons X=Y pour deux processus dés que 1'ensemble

V) {w €9 : X(w,t) # Y(w,t)} est P-négligeable. Nous dirons donc qu'un
téR,
processus X est P-continu a droite et pourvu de limites & gauche lorsque X
est P-indistinguable d'un processus Y dont les trajectoires vérifient ces
propriétés (comme i1 est habituel, nous abrégerons en disant que "X est ¢.a.d.
1.a.9."). Pour un tel processus nous notons X(t-) la limite & gauche au point
t €R, et nous adoptons la convention X(0-) = 0 ; Te saut au point t €R,_ sera
noté  AX(t) = X(t) - X(t-). Par ailleurs, un processus P-mesurable est dit
prévisible.



Un temps d'arrét de la filtration F est P-p.s. égal & un temps d'arrét
de (Ft+ ; teR ) Si X est un processus et T un F-temps d'arrét, nous notons
XT le processus arrété défini par X' (t) = X(Tat), (t €R,). Lorsque X est une

classe de processus sur 1'espace probabilisé filtré (%, E,P), nous noterons
)=(]°C (resp. )=(0, resp. )=(C) Ta classe des processus X pour lesquels il existe une
suite (Tn ; neN) de temps d'arrét - appelée suite localisante - croissant
P-p.s. vers += telleque X" EX pour tout né&N (resp. X(0) =0 P-p.s.,
resp. X indistinguable d'un processus d trajectoires continues et nul &
1'origine). Par ailleurs nous adoptons les notations classiques de DELLACHERIE pour
les intervalles stochastiques : si S, T sont deux temps d'arrét,
[s:T] = {(wst) 2 xR, : S(w) <t<T(w) Y3 les intervalles
[s,T[C, IS.T[L, I S,T[L sont définis d'une maniére analogue.

Nous désignans par \=I+[]F,]P] 1'ensemble des processus croissants A,
F-adaptés, P-p.s. nuls a 1'origine, continus & droite et tels que
E(A (=)) <+~ . Nous 1'appellerons 1'ensemble de processus croissants intégrables,
et on notera V[F,P] =V [FP] - vV [FJP] 1'ensemble des processus & variation
intégrable.

2. MARTINGALES, MARTINGALES LOCALES, INTEGRALE STOCHASTIQUE
Toutes les martingales que nous considérons sont c.d.d.1.a.g. Nous
désignons par M[IF,]P_] 1'ensemble des martingales uniformément intégrables sur
(o, E, F, P) []F,]P] désigne 1'ensemble des martingales M sur (q,EJF/P)
vérifiant sup ]E(Mz(t)) < o (on dit que M est de "carré intégrable").

Toute M e MIOC[F,IP] s'écrit de maniére unique comme M = M(0)+M Cmd

avec MCe M]OCEF,]P] appelée la partie continue de M et Md qui vérifie
FEi i T2

M € M]OC ﬂF,]P] pour toute N €M OCHF,]P] Si M°=0 on dit que M est une

martingale locale somme compensée de sauts (s.c.s.).

Toc

Si MéM [FJP], <M,M> désigne 1'unique processus prévisible (et
continu) de =1°C [F,P] - appelé processus croissant associé - tel que

M2 - <M,M> soit une martingale locale. Ceci permet de définir par "polarisation"
le processus prévisible <M,N>¢ ¥1°c [IF,IP] lorsque M et N appartiennent a

I‘;I10C[]F,IP:]. A tout couple M,N €& M]OC[IF,]P] on associe le processus [M,N] défini

par [M,N](t) = <MO,NS>(t) + = aM(s) oN(s), (t€R,). On dit que M et N
O<s<t

sont orthogonales si et seulement si [M,N] = 0 ou de facon équivalente lorsque



MNS> =0 et M et N n'ont pas de discontinuité communes ; ou encore, si et
seulement si MNGM]Oc FP] .

Rappe]ons que si Ve V10C []F,]P] il existe un et un seul élément prévisible
v de v OCUF,]P] - appelé projection duale prévisible de V - tel que
V- Ve M]OCI]F,P], (V regoit ega]ement le nom de compensateur prévisible de V). I1
est bien connu que M, NCMZ’ 0C[IF,IP:[ si et seulement si [M,NJeV ﬁc[}F,lP] et dans
ce cas on peut définir <M,N> = [M NT.

Si X est un processus positif et A un processus croissant (non néces-

sairement adapté), on peut définir pour tout t €R,, pour tout we 9,

)

XeA(w,t) = I X(w,>s)A(w,ds) ol 1'intégrale est prise au sens de Stieljes-
0

Lebesgue. Nous notons X,A Te processus (X.A(t) ; t¢R,).
Soit McM'O[FP] et pe[l,=[, on definit

LP[MP] = (X previsible : (x°. [0.M)P/2 v [FP]

si MeMTCER] ; L2MP] s'ecrit egalement
LEMP] = (X prévisible : XC.<MM> € V, [FP])

Sio MEMOCFRPT, LP1OCMp] = L1TOCMP] pour tout pe [1he[.

2,1oc

Rappelons que Me F.Pr] = I‘;lloc[lF,]P] et que d'autre part toute martingale conti-

nue nulle en 0 appartient a gllocﬂF,]P] . Avec nos notations, une martingale M
continue nulle en 0, telle que E(M°(t)) < =, pour tout te€R,, n'est pas un

214 2 . Toc
element de M_[FJP] mais de M. [FP].

Nous avons en général que si MGI\J]OCHFJP], les inclusions suivantes sont

vérifiées : Lp’]OC[M,]P]C Lq’]oc[M,IP] pour touts p,q€[l,»[ tels que gq<p.

Nous sommes maintenant en position de formuler la définition générale de
1'intégrale stochastique ([18], chap. V). Soit M e M OCFP] et xel!*19C [mp]
on définit 1'intégrale stochastique de X par rapport a la martingale locale M
comme 1'unique élément, noté X.M, de M]OCEF,IPJ qui vérifie pour toute
NeMOCFP] 1'egalite

X.M,N] = X. [M,N]

(Lorsque Mél‘gzﬂF,]P] et XGLZ[M,]P], 1'intégrale stochastique canstruite ci-dessus
coincide avec celle de la définition classique qui fait intervenir les processus

<iy.>).



Rappelons, pour terminer, qu'une semi-martingale (relativement @ F etP)
est un processus X qui s'écrit X=M+V ol Méig]ocﬂFJP] et V est un processus
a variations finies. Cette décomposition de X n'est pas unique mais la partie
martingale continue MC de M est indépendante de la décomposition, c'est
pourquoi on la note X6. Si X et Y sont deux semi-martingales, on définit Te

processus  [X,Y] par [X,Y](t) =<XS,Y> (t) + & aX(s)aY(s),(teR,).Evidenment,

s<t
si X et Y sont deux processus & variations finies, ils sont en particulier des
semi-martingales avec X%=Y“=0 et [X,Y] = 1 aX(s) aY(s).

S<.
Nous verrons maintenant une autre facon de décomposer les éléments de
M]OC [F.P]. Auparavant, introduisons quelques notations.
Soit M une F-martingale locale nulle en 0, ¢ > 0. On considére les
processus croissants suivants :

af(M) = (a®(M,t) 5 t€R,), o°(M) = (c°(M,t), teR,)

ou
(1) N.E(Mat) = sz_t IAM(S)“[l AM(S)[>€]
(2) F(Mt) =z (AM(s)>2 I[IAM(S)|>€] , t€R,).

s<t

On montre comme dans [19 1 que aE(M) est localement intégrable. Cette
propriété nous permet de définir le processus & variation localement intégrable
RE=(AE(t) ; tER,), ou :

(3) A%t)=SEtAWs)I[MWS”>ﬂ, (teRry)
et son compensateur F-prévisible EE , ainsi que le compensateur F-prévisible
A(M) de a(M). ‘
On pose
(4) W = AS-RS, ME=M-TE

Si M est localement de carré intégrable, alors o°(M) est Tocalement
intégrable et on peut définir son compensateur F-prévisible T&(M).

Si X est un processus continu a droite, on note * e processus
( sup |X(s)| 5 teR,).
s<t

Nous avons alors la propriété suivante :



3. LEMME (e-décomposition).
Soit MEMIC[FP] et soit 0. Alors M€ M 1°C[F P et

sup|aM®(s)|< 2e. Par ailleurs
s<t

(1) E((M-M9)%(T)) = E((F)%(T)) < ZE(HM,T))

pour tout T temps d'arrét fini.

Si M est quasi-continue a gauche (c'est-a-dire si M n'a que des sauts

totalement inaccessibles [5]), alors M® et M°® sont orthogonales,

sup [aME(s)|<e et [M®,M°]= o%(M).

<t
= Si Méhzllg’]oc [FJP], nous avons en outre que
(2) E((F°)%(T)) <2 E(HM,T))< E E(55(M,T))
(3) E(<WM > (T)) <3 E(c5(M,T))
— -
(4) E(M5,F° > % (1)< E([ME,ME]5(T)) <4cE(GE(M,T))

pour tout T temps d'arrét fini.

Démonstration : La premiére partie a été entiérement démontrée (pour e=1)
par MEYER dans [19]. On se raméne par arrét au cas o M est une martingale
uniformément intégrable nulle en 0 et A® est & variation intégrable. Eb
est alors & variation intégrable et Me est une martingale uniformément
intégrable.

P ‘ +
Définissons les processus A- par

Ty = ol c
Af(t) = N (4M(9))7 I1 sy [»e] (LER,)

Alors,

A= AT-AT et of(M)=At4A”

Par conséquent,

et puisque |A®|<a®(M), nous avons

~
|ASRE] < [A%] + [R%] < of(M) +°aE(M)



Or ae(M)JZE(M) est un processus croissant, il s'en suit que
= (ARG < af(M) + GE(m)

De cette inégalité et de la définition du compensateur prévisible d'un
processus découle alors 1'inégalité (1)
On remarque que en un temps totalément inaccessible T on a

(4) AFET) = 8A5(T) = M) I 7y o]

(5) AM(T) = aM(T) Ty awery| < o]

En un temps prévisible T on a .
(6) SME(T) = a(AS-AS)(T) = AM(T) I[]AM(T)‘>€] - E=T'(AM(T)1[|AM(T)|>E])

E
€ -
(7)oM) M) Ty o) - B O Ty < )
Si M est quasi-continue & gauche, M ne posséde que des sauts totale-
ment inaccessibles et A® est continu. Donc les expressions (4) et (6) (resp.
(5) et (7)) coincident et 1'on déduit que [aM®(t)|<e pour tout teR,. Par

ailleurs,

[ W (1) = zt<AW(s))2 R OCUR I

, (t€R
S < s<t 1 ( +)

))[>e
c'est-a-dire [M°,M°] = o%(M)

Dans ce cas d'autre part, M° et M® n'ont pas de discontinuités
communes ce qui entraine 1'orthogonalité de ces martingales locales car M°
est une somme compensée de sauts.

Supposons Méigz’]ocﬁF, Fl. Montrons d'abord que

=

(8) IE(a (M T))f_e BK “(M,T)) pour tout temps d'arrét fini T.
Nous avons 1'inégalité élémentaire suivante

ui‘[wsunj u—IUAM )>e] * (SERY

d'ol 1'on déduit

Larmy < S oty

£



et (8) en découle par définition de w(M) et de T°(M).

L'inégalité (3) est un peu plus longue & démontrer. On se raméne par arrét
au cas M de carré intégrable et nulle en O.

Soit (Tn;ne]N) une suite de F-temps d'arrét a graphes disjoints,
épuisant les sauts de M, chaque Tn étant soit prévisible,soit totalement
inacessible. Nous décomposons [M®, W] sous la forme

(e, 7= sPast,

Pty =

T . si(t) =
Tnprévisib1es n [Tnit]

b U I
T, tot. inacc. n [:Tnit:l

_ WE 2 .
U, = (a MA(T )" (neN, téR,).
D'aprés (4) on déduit que Si < g%(M) et par suite, pour tout temps
d'arrét fini T,
(9) E(S(T)) <E(5°(M,T))

Si T est un temps prévisible, remarquons que

E
F Er.

E U =E (Al"l(T))2 I[]AM(T)|>e1 - (]E—T-(AM(T)IUAM(T)PE] ))2
E

nm

< 2F TT(am(T))? 7 o) (o] = 2 E T4 o5(M,T)

Or, pour tout tEIR+ :

£
~ -T -
(10) sP(ty = .= E Ny 1
T, prév. - n [Tnit]
<ot E_Tn-Ao’E(M T) I < 265(M,t)
T, prév e e = o AT
(3) découle alors de (9) et (10).
Finalement
*
MM (t)e 5 [ M(s)|[aM%s)]
s <t
<2 1 |a WE(s)] (teR,)

s<t



D'aprés (5) et (7) i1 est facile de voir que

T |aME(s)] < af(Mt) +TE(Mt), (tER,)
s<t

Par conséquent
t[aME(s)| < 27%5(Mt) (tER,)

s<t
et o~
(Y N < e T '
1,70c

Nous rappelons que toute MeM

[FJP] dont 1'amplitude des sauts est
uniformément bornée appartient & M2 Toc

]:F,]P] Nous étudierons maintenant une

famille de surmartingales exponentielles liées a ce type de martingales locales.

4. LEMME
Soit MeMZ’loc[F,P] telle que |aM(t)] < c (IP-p.s.) pour tout
té]R+, ol c est un réel str1ctement positif. Soit [0 +->IR+ la fonction

définie par QC(A) (3c) (exp(3xc) = 1 = 3xC),A élR (*)

Alors pour tout A€R,_ le processus E_[M] = (E_[MI(t) ; t€R,) est
une surmartingale positive, ol :

EA[MI(t) = exp(AM(t) = B (1) <M,M> (t)) (t€R,)

Démonstration : NEVEU [23] donne une démonstration de ce lemme pour les
martingales & temps discret (c.f. également [21]) ; nous 1'étendrons au cas
présent. Nous utiliserons la propriété suivante valable pour toute sous-tribu B
de F et toute variable aléatoire U telle que [U] < 3c (c>0) :

B B
(1) E (exp ) < exp[ﬂ YE U ] (1€R,)

(voir [23] lemme VII-2-8).
N 2

On remarque, par ailleurs que Qc()\) =*)‘T + o(>\2) au voisinage de

1'origine.

Nous définissons par récurrence une suite (T _; n€N) de temps d'arrét

n
d'arrét :

(%) : Quand cet article était achevé, 1'auteur a appris que LEPINGLE a montré dans
[14] un résultat meilleur : om peut remplacer 2.(1) par

c'z(exp(Ac) - 1-2c).



Topp = InFLE>T o [M(t) - M(T)[>c) (inf @ = +)

I1 est clair que Tn 4+ o p.s. car sinon M posséderait un saut

d'amplitude supérieure & ¢ sur 1lim Tn'
n
Pour tout né&N, [M(Tn+1) - M(Tn)l < 2c et d'aprés le lemme VII-2-8
de [23], (Et[Ml(Tn) ; n€N) est une surmartingale positive par rapport a la

filtration (E; ; neN).

Tn
Posons, pour tout té]R+,

v(t) = inf{neN : t<Td
c'est un temps d'arrét de (I;:Tn ; n€N), et Tv(t)

Pour tout té]R+, h>0, nous avons

est un temps d'arrét de F.

"'I

F
t(exp [A(M(t+h)-M(t))- D (1) (<MM>(t+h)-<M,M>(£))]) =gtV z), ou

U= expDI(Erh)-M(T g q)) =P () (MM (bh) =cMaMs (T )]

V= exp[A(M(Tv(t+h)_1)—M(TV(t))) OV MM (T gy q) —<M,M>(T\)(t)))]
7 = expDN(T t)) -M(t)) - B.(x )(<M,M>(Tv(t))—<M,M>(t))].
Or,

_|.|

F
£, b1
Etvz) sEtvzE (Bl

mais, 1'espérance conditionnelle de U & 1'intérieur de la parenthése du second

membre est inférieure ou égale & 1, car |M(t+h)'M(Tv(t+h)—1)| <c et (1)

s'applique.
Donc,

Rl

F £,
E-twz) <EYvz) etz E vy

Or V = EE‘[M](T (t+h)- /E [M] )s la propriété de surmartingale de

(Eé‘[_M](Tn) ; néN) et le fait que v(t) est un temps d'arrét de (Er 5 neN)
n
entrainent que
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F
Ey
E V(M y <

Par conséquent,

F F

E-Y(uwz) < E 42)

E
Montrons pour terminer que ]E't(Z) < 1. Pour cela nous remarquons que

IM(T, () - M(E)] MCT 1)) = MCT gy )]+ MOy g) = MCE) |-

E
Par conséquent (1) s'applique et ]E't(Z) <1l =

<
< 3¢

I.2 - AIDE-MEMOIRE SUR QUELQUES ESPACES REMARQUABLES

1. L'ESPACE C

Nous désignerons par C=6(1R+,]R) 1'espace des fonctions continues définies
sur lR+ et & valeurs dans R, muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. La métrique,

X sup |x§‘t) -y(t))
N T+ sup [x()-y(1)] ° (xy €C)

[0.N]

est compatible avec la dite topologie et elle rend C polonais. Posons, pour
tous xEC, s >0, NélN*,

wg(x,s) = sup [x(s) = x(t)]
| t-s]<6

t,s € [0,N]

L'espace C([0,1], R) a été largement étudié (PROKHOROV [30],
SKOROKHOD [38], BILLINGSLEY [1], PARTHASARATY [28]). Notamment, on dispose'd'une
bonne caractérisation de familles relativement étroitement compactes de probabili-
tés définies sur la tribu borélienne de cet espace. Cette caractérisation a été
étendue & C par STONE [39]. Nous notons B(C) Ta tribu borélienne de C.



2. PROPOSITION

Soit m = (Pn ; néN) une suite de probabilités sur (C,B(C)). TT

est tendue si et seulement si pour tous, e, n > 0, NeN*

(1) il existe a > 0 tel que pour tout ncN

P ({x€C = [x(0)] > a}) <n

(2) il existe 6 > 0 et noc—‘]N tels que pour tout n > ngys

P(x€C 1 W(x,8) > e}) <n

3. L'ESPACE D

Nous noterons D=D(]R+JR) 1'espace des fonctions continues a droite et
limitées a gauche, définies sur ]R+, a valeurs dans R, muni de la topologie de
Skorokhod sur tout compact. Précisons cette topologie. Une suite (xn ; n€N)
converge vers x dans D si et seulement si pour tout neN i1 existe une suite
(Aﬂ ; n&N) d'applications strictement croissantes et continues de R, dans
lui-méme vérifiant

_ . An(t) = AN(s)

1im [ sup Iln(t)'tl + sup | log ! ]= 0

nteo L tER, s#t
et

Timoosup [x(8)-x (AN(£))] = 0
nte  te[0,N] nen

I1 est possible d'introduire une métrique pp Sur D compatible avec
la topologie définie ci-dessus et le rendant polonais. Cela a été fait notamment
dans [13]. Comme dans le cas des fonctions continues; on a étudié largement les
mesures définies sur D([0,1] , R) muni de sa tribu borélienne. STONE, dans [39],
a élaboré une méthode qui permet d'étendre @ D les critéres de compacité étroite
relative de familles de probabilités connus dans le cas classique. Posons, pour
tous x &D, ¢ > 0, n€ N,

Wg(x,ﬁ) = inf  max sup [x(s)-x(t)|>»
(t;) O<is<n t, j<s,tety

ou 1'inf est pris sur 1'ensemble des partitions finies {to,...,tn} de
[0;N] verifiant :



ti-t'

i1 > &, i=1, 2,...,n.

Nous notons B(D) 1la tribu borélienne de o.
4. PROPOSITION
Soit = (Pn; néN) une suite de probabilités sur (D, B(D)). =
tendue si et seulement si pour tous e, n > 0, N en*

[
1%l
(ad

|

(1) i1 existe a > 0 tel que pour tout né&N

PdxeD: sup [x(t)] >a}) <n

té[0,N]

(2) il existe & >0 et noé]N tels que pour tout n>ng.

Pn({xeD : w'[‘)(x,s) > €e}) <n

On peut également étendre a D d'autres critéres classiques (notamment
les Théorémes 15.3 et 15.4 de [1]). On obtient ainsi le lemme suivant :

5. LEMME
Soit n= (Pn ; Nn€N) une suite de probabilités sur (D,B(D)). Pour que
m soit tendue i1 suffit que les propmetes suivantes soient vérifiées pour tous
e, n > 0, NeN*

(1) i1 existe a > 0 tel que

sup P ({x €D : sup x(t)] > a}) <n s
néN €0, N]

(2) i1 existe 8g 0 < 50<N, et o &N, tels que

sup an({xé D: sup ‘|x(t)-x(s)| >e}) <n;
n>n S,t<60

(3) i1 existe 60 >0 et neN tels que

sup P ({x€D: sup [ x(t)-x(s)| > e}) <n 3
n >n §,<s<t<N
(4) i1 existe 8y > 0 et n, € N tels que
sup P({x€D : sup sup  min(|x(t)- x(tl)\;\x(t)-x(tz)l) >¢e}) <n
n>n <t <N t,<t<t .
2 Y 2 177="2
lt |i‘52



6. REMARQUES
1). Si x €D est une fonction vérifiant pour tout t ER,_1'inégalite
|ax(t)] < ¢, ol ¢ est une constante positive, alors (cf PARTHASARATY [28], VII
lemme 6.4).
wg(x,s) <2 wg(x,a) + c, pour tout N GIN*, § > 0.

2). Sinm= (Pn ; n€N) est une suite de probabilités sur (D,B(D))
vérifiant les hypothéses 2.(1) et 2.(2), nous dirons que = est C-tendue. En ce
cas, = est (D-) tendue et si P est un point d'adhérence de «, alors
P(C)=1.

3). Pour tout w €D, soit X(w,t) = w(t), (t€R). Posons
52 -0 o (X(s) 5 s<u), (teR,), IB°=(E=32 ; téR,). Si P est une probabilite sur
(D,Q(B;i il existe un ensemble Tp CR, contenant 0 et de complémentaire
négligeable pour la mesure de Lebesgue, tel que X(.,t) est continue pour tout
t éTp. Par ailleurs, t€ T_ si et seulement si P({wé&D : X(w,t)#X(w,t-)}). I en
découle que la tribu complétée de §° pour P coincide avec la complétée de
B(D). Notons B(P) cette tribu et B(P)=(§t(P) ; teR,) la filtration B°

complétée et rendue continue & droite.

Ces notations seront en vigueur tout le long du présent article.

7. L'ESPACE D;

Nous désignerons par Dz=Dg(]R+,R) 1'ensemble des fonctions croissantes,
continues a droite, nulles en 0, définies sur 1R+ et & valeurs dans R. A tout
élément x de Dg on lui associe une mesure de Stieljes b, sur la tribu

borélienne B(R,) de R, . Pour tout NEN*, nous notons pN+(x,y) la distance de
0

Lévy des restrictions de u et b, @ ([0,N], B([0,N])) (x,¥ C—D;). Cette

métrique est construite comme suit. Si F est un fermé de [0,N],F®  est

1'ensemble des t € [0,N] pour lesquels la distance & F est inférieure &

e(e > 0). Alors, pour tous X,y € D;, pN+(x,y) est le plus petit nombre e > 0
0

tel que 1 (F) < uy(Fe) +e et u(F) <u (F) +e  pour tout F fermé de

y
[0,N].

13
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Ensuite, on définit

N
p L (xsy)
=1 D +
o +(x,y) = I NTTN (X’yéDO)
N=12" 1+, (X5¥)
0 +
DO

La métrique o + rend 1'espace Dz polonais. Par ailleurs une suite
(xn ; néN) converge vgrs x dans D; si et seulement si (xn(t) ; Nn€N)
converge vers x(t) pour tout point t de continuité de x.

Les ensembles de la forme {x éD; : x(N) < bN’ pour tout NE& N*} , ol
bN ; N>1) est une suite de constantes positives, sont compacts d'aprés le
théoréme de Helly. Nous obtenons ainsi le lemme suivant :

8. LEMME

Soit == (Pn ; N€N) une suite de probabilités sur (D;, Q(D;)).
Pour que = soit tendue i1 suffit que la condition suivante soit vérifiée : pour
tous n > 0, NEN', il existe by > 0 tel que poun tout né€N,

Pa({XEDG © X(N) > by}) < n.

9. QUELQUES NOTATIONS SUPPLEMENTAIRES

Si (Pn ; n€N), P sont des probabilités sur (D,B(D)), nous noterons
Pn n—f; P la convergence étroite de (Pn 3 n€N) vers P.
Lorsque (X_ 3 né&N), X sont des processus & trajectoires dans D

n
définis non nécessairement sur le méme espace de probabilité, nous écrirons

Xn —I%X lorsque i(Xn) -[](:—M>Z(X), ol la notation .f(Y), pour un processus Y

défini sur un espace probabilisé quelconque, représente la l1oi de Y. De méme,

nous dirons que la suite (Xn ; néN) est (D-, C-, D;—) tendue si
+

(X(xn) ; n €N) est une suite (D-, C-, DO—) tendue.



IT - CONVERGENCE EN LOI DES MARTINGALES LOCALES

IT.1 - GENERALITES

Nous dégageons d'abord certaines propriétés générales de la convergence en
loi de martingales locales. Dans les paragraphes suivants nous étudierons plus
particuliérement la convergence en loi vers des martingales continues.

1. On considére maintenant un espace probabilisé complet (a,EP) et une
suite (]Fn ; néN) de filtration satisfaisant aux conditions habituelles. En
général nous étudierons la convergence en loi de processus définis sur (o,E,P)
mais la limite sera définie sur un autre espace probabilisé complet (qa'.JE'JP')
muni d'une filtration F' satisfaisant aux conditions habituelles (cet espace sera
le plus souvent 1'un des espaces canoniques D ou C munis des tribus étudiées
au n° 1.2.6.3)’ ayant comme probabilité la loi limite).

2. PROPOSITION

Soit (Xn ; n€N) une suite de processus telle que chaque Xn soit une
martinga]e sur (Q,I;'JFn,]P), (neN); soit X une semimartingale sur
(e',E'JF JP'). On désigne par TX 1'ensemble des t&R,_~ pour lesquels les
projections canoniques de D sur R (I.2.6) sont continues hors d'un ensemble

négligeable pour la loi de X.

Alors Xn;é?m X si et seulement si

>(1) La suite (Xn ; néN) est D-tendue et

(2) H.X ( ) = ‘X > H.X(«) pour toute fonction en escalier H définie sur

R, & va]eurs dans R, continue a gauche, nulle en dehors d'un compact,

possédant toutes ses discontinuités dans T

X

(Les intégrales H. X et H.X étant définies comme H. Mn+H )
H.M + H.V, respectivement, ol M € M]OC[F P, MeM]OC[}' P, VoV sont a

variations finies définissw(,E,F,P) et (o',E'JF',P') respectivement, et
adaptés).
Démonstration : I1 suffit de remarquer que la condition (2) est

équivalente a

2') Pour tout (t,,...,t)e ™ et pour tout (al,...,am)e R",
1 m X

m .
T al X(t.)

i=1 !



D'aprés le Théoréme de CRAMER-WOLD ([1], Théoréme 7.7), (2') est & son
tour équivalente a ’

(2") (X ()5 oaX () -r% (X(ty)s- s X(t,))

m
pour tout (tl,...,tm) €Ty-

Or Xn%;z X si et seulement si (1) et (2") sont vérifiées, d'aprés
[1] Theoreme 5.1 et 15.1 (c.f. également [28]). X

En utilisant un artifice di a STROOCK et VARADHAN [40] nous pouvons
maintenant donner une condition suffisante pour avoir la compacité étroite relatiw
de la suite (%(Xn) 3 n€N) de la proposition précédente.

3. PROPOSITION
Soit (Xn ; n€N) une suite de processus telle que pour tout né&N,
Xn soit une semimartingale sur (Q,E,Fn,]P).
Supposons que pour tout NEN' et pour tout e, n > 0,

(1) i1 existe a=a(N,m) O tel que
sup P[ syp _ Ix () > al]<n
neEN te EO,N], n I

(2) i1 existe 6= (e,n) >0 et Ny €N tels que pour toute suite
; n€N), ol chaque T, &st un ]Fn-temps d'arrét borné par N (n&N), on ait

(T

n
sup P sup |xn(s)-xn(Tn)'l>g <
n>n, Tni S< Tn+6
se¢(o,N]

Alors la suite (,,%(Xn) ; NEN) est tendue.

Demonstration : Soient e, n >0 et NEN* fixes. L'hypothése (1)
représente la condition (1) du lemme I.2.5. vérifions que 1'on a également
1.2.5. (2), 1.2.5 (3), 1.2.5 (4).

I.2.5 (2) découle de (2) ci-dessus en posant Tn=0 pour tout néN.

Pour vérifier 1.2.5 (3), i1 suffit de remarquer que, si
60=5(€/2, n/2), 1'inégalité

[Xp(£) X, (8) [ <IX(E) = X (N=s o) [+]X (N=5) = X, ()]

entraine (en posant Tn=N—6O pour tout néN).



17

| A

sup P[ sup | X (t)-X (s)]>e] <2 sup P[ sup | X (s)-X, (N=8.)[>e/2 ].
n>n,  N-g <s<t<N n>n, N-g<s< N

<n

Vérifier 1.2.5 (4) exige un peu plus de travail. Définissons, par récur-
rence les suites suivantes de temps d'arrét, (pour tout néN) :

T =0
n . n
TH o= Anfle>T0 L X (8)-X (Th )] > /23

(inf P = +=).

Ces suites vérifient T;-l(w) < Tg(w) pour tout weq tel que
Tg_l(w) <o (n,mEN), et v (¥) = inflme N : ™ o<t< Tg} définit pour chaque
neM, teR, un (E

m-1 —
=n,n ; mMEN)-temps d'arrét.
m

Posons,
A(N,n,u,e) = {wé€q : sup  Suwp min{|X (£)-X (t) [ ]X (£)-X (to)] > €}
ty<tysN teft),t,)]
lt)-tol< u

(u>0, neN ; N et ¢ étant fixés depuis le début de la démonstration).
Nous devons montrer que

(3) Tim Tim P(A(N,n,u,e)) = 0
Uyl n4te

Fixons neN et soit o & A(N,n,u,e). Alors i1 existe T(w)e-[il,tzj
tel que [Xn(T(m))-Xn(t1)|>a et |Xn(T@u))-Xn(t2)|>e
nous avons alors

e<!xn(T<w)>-xn(tl)I:lxn(uw))-xnnﬁn(tl)_l(m))|+|xn<t1)—xn(T$n(t1)_1<w))|
<IXp(T(w)) xn(Tﬂn(tl)_l(w)l +e/2

d'ol 1'on déduit que

n n n
t]. <T\)n(t1)(w) _A_T(w) , et T\)n(tl)(w) éTV(T(w))-l(w)'
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D'autre part
e<|xn<T(w))—xn<t2)1:1xn(uw))-xnuﬂn(”_lu))|+|xn(T3n(T)_1(m))-xn<t2>\
<e/2 4 |xn(T$n(T)_1<w>) X, (t5)]

D'oll 1'on déduit que

n
T(w) < T\)n(T)(w) <t

Par conséquent

(4) T ) = T (yagle) < v

Posons, pour tout néN,

.10 < N}

N _ n_-n
Ay = 1nf{Tm Tm_ m-1

1

Alors, (4) entraine que
ANsn,UE) < {w € 9 ¢ Aﬂ(w) < u}

Pour terminer la démonstration, montrons que

(5) lin Tim P[a) < u] = 0
us0  n
. n
Remarquons que si E(n,m,u) = {w € Q : T;(m) - T:I_l(m) <U, Tm-l(‘”) < N3,

“((n,m) G]Nz, u€R,) nous avons :
PLE(n.m,u)] <P[ sup | X, (t) - X (Tn_;)[>e/2 ]
n n
Tn-1 A N<t T AN+

Par conséquent d'aprés (2)

(6) Tim Tim P[E(n,m,u)] =0  (meN).
uv0 n :
or, (7) Pl <u ] =1P[81 E(n,m,u)]
m=

Fixons k& N. Nous avons

E(nom,u) = ((Y E(nm,u)y NATR <) U
1 m=1

U ({u1 (num,u)} N (T, 3 ND)
m=

Cs

m
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D'ol

© N k

U E(num,u) < (T <N U (U E(n,m,u))
m=1 m=1

et K

N -
Pla, <u] < ]P['TE<N] + P( L=)1 E(n,m,u))
c'est-a-dire, en vertu de (6),
(8) 1im WP[Aﬁw] < Tim P[T] <N, pour tout k € M.
uvo n n

La démonstration sera terminée si nous montrons que nous pouvons
passer a la limite en k au second membre de (8) et que cette Timite est 0.

Nous avons, en conditionnant par {TE <N},

(9)  NSE[TR[TL <]

|v

n_.n n
z ) E[T.-T._1[T <N]
r

\%
— o
[ES]

n_.n n
) P[T-T._q > 8|T <N]

pour tout & >0

Soit n > 0, d'aprés (6) nous pouvons choisir 5O>0 et
o €N tels que

P[E(n,T,8)] < n/2 pour tous n > g, 0 <6< ettout reN.

Par conséquent, (9) entraine :
(10) N> (k-1) (1 - —AL2
- P[Tp <N ]
Choisissons k, > 1 tel que k,-1 > [2—:]
Alors

n
(11) ns)uﬁ ]P[TkLN] <n pour tout k> k,. @
- 0



4. REMARQUES
1) La proposition précédente reste valable si 1'on remplace la phrase
"pour tout né€ N, X, soit une semi-martingale sur (n,l;',]Fn,lP)" par "pour tout

neN, Xn soit un processus & trajectoires c.a.d.l.a.g. ]Fn-adapté".

2) Si pour tout né&N, ]Fn=lF out F vérifie les conditions habituelles,
on voit aisément que la proposition précédente reste valable si 1'on remplace
la condition (2) par

(2') i1 existe §=§e,n) > 0 tel que pour tout T temps d'arrét borné de
F, on ait

sup P sup |Xn(3‘)-Xn(T)|>e <n
neN |T<s<T+s

Le Temme suivant sera souvent utilisé par la suite.

5. LEMME
Soit (Xn ; n €N) une suite de processus sur (q,E,P) telle que chaque

X soit une ]Fn-surmartinga]e (resp. ]En-martingﬂe).

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

e
(1) L(X) —> P
Nteo

(2) Pour tout teR,, la suite (X-r{(t) ; neN) est équi-intégrable.

Alors , le processus canonique "X .sur (D,B(P),P) est une B(P)-sur-
martingale (resp. B (P)-martingale).

Démonstration : Montrons le lemme pour les surmartingales. D'aprés la
définition de 1a filtration B(P), i1 suffira de montrer que pour tout s,téR+,
s <t, pour toute partition O=u0 <Up<...<USs et toute fonction continue
bornée h sur ]Rm+1,

(3) JD h(X(uo),...,X(um))X(t)dP < JD h(X(uo),...,X(um))X(s)dP

Notons TP 1'ensemble des u €R, pour lesquels X(.,u) est P-p.s.

+
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continue.TP est dense dans R+ et contient 0.
Or,pour tout ueR _,X(u) est intégrable par rapport & P,car si(uk 5 keN) est
une suite de TP telle que uk¢u lorsque k4w,

j\X(u)\dPﬁ Tim, inf S\X(uk)\dP
Mais (1) et (2) entrainent que pour tout ke IN:
S\X(uk)\dP= 11m§\x(uk)\dPn
L'intégrabilité de X par rapport & P entraine,en particulier,qu'il suffit de
prouver (3) pour ui,s,teTb(le cas général en découle par une application é&lémen-
taire du Théoréme de 1a Convergence Dominée de Lebesgue).

Or,(3) est satisfaite par toutes les probabilités Pn,ou PnaZ(Xn).Pour termi-
ner,montrons que 1'on a

(4) Sh(X(uo),...,X(um))X(t)dPn — gh(X(uo),...,X(um))X(t)dP

Soit Ne IN,posons YN(t)=[(-N)vX(tj]AN.La fonction h(X(uo),...,X(um))YN(t) est
bornée et P-p.s. continue,1'hypothése (1) implique

(5) J h(X(ug) o X(up) y(t)dP L ——s Jh(X(uo),...,X(um))YN(t)dP

Finalement,1'hypothése d'équi-intégrabilité nous permet de conclure en obte-
nant (4) a partir de (5) par passage & la limite en N.

I1.2 - INEGALITES FONDAMENTALES.

Nous allons maintenant déduire quelques inégalités fondamentales qui nous
permettrons par la suite d'étudier la compacité étroite relative des lois des
martingales.Nous nous plagons toujours sur un espace probabilisé filtré (,E,F,P)
satisfaisant aux conditions habituelles.

Le résultat suivant a &té demontré par LENGLART dans [11],[12] .
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1. PROPOSITION

Soit X un processus F-adapté, positif, a trajectoires dans D et Y un
processus croissant, nul en 0, a trajectoires continues & droite et F-adaptée,
tels que

(1) E(X(T)) <E(Y(T)) pour tout temps d'arrét T fini de F. Alors, pour
tout temps d'arrét T de F et pour tout ¢ > 0, )

(2) P(sup_ X(s) > ¢) < LE(Y(T)).
s<T

En outre, si Y est F-prévisible, on a pour tout temps d'arrét T, pour tous
e; n>0

(3) P( sup_X(s) > &) < LE(Y(T) A n) + P(Y(t) > n)
s <T €
Démonstration : Voir [12] théoréme 1 et le lemme qui le précéde. Dans [‘12]
Lenglart démontre (2) sous 1'hypothése Y prévisible, le lecteur vérifiera que
cette hypothése n'intervient que dans la démonstration de (3), (2) étant entrainée
par la seule condition (1) (c'est d'ailleurs sous cette forme que (2) est obtenue
dans la Thése de Lenglart [11]).

2. PROPOSITION
Soit X un processus F-adapté, positif, a trajectoires dans D et Y un_

processus croissant nul en 0, & trajectoires continues a droite, F-adapté, et tel
que JaY(t)| < ¢ pour tout t€R (c>0). '

Supposons que X et Y vérifient 1'hypothése 1.(1). Alors pour tous
e, n >0 et tout temps d'arrét T fini de F,

(2) P( sup X(t) > Ff)'_\%IE(Y(T) A (q#c)) + P(Y(T) > n)
4T =
Démonstration : La propriété énoncée :i'est qu'une iégére modification de la
proposition précédente et nous suivons le méme schéma de démonstration.
D'aprés 1. (2), si e > 0 est donné et T est un temps d'arrét fini
quelconque.

P(sup X(t) = e) <LE(V(T))
Tt 47T
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Or, si n est un autre nombre strictement positif,
P( sup X(t)>e) =P( sup X(t)>e, Y(T)< n) + P( sup X(t)>e, Y(T)>n)

t<T t<T t<T

i]P(IIY(T)<n| sup X(t)>e) + P(Y(T)>n)
=t <T

Soit S=inf{t>0 : Y(t)>n} (inf P=+=x).
S AT est un temps d'arrét fini et par ailleurs

I sup X(t) < sup X(t)
MMl ™7 77 =T as

Par conséquent,
P( sup X(t)>g)i§1£(v(TA5))

t<TaS
Or,
Y(TAS)<Y(T) A (n+c)
Alors,
P( sup X(t)e)< E(Y(T) Alnve)) + POV(T)on). @
t<
3. REMARQUE
Soit Mg b=4§’ loc F.JP] et posons M¥(t) = sup|M(s)|, tER,. ST T est

un temps d'arrét fini de F, nous avons que s<t

]E(M(T)Z)iIE( MM (T)) = E(<M,M>(T)) < E(M(T)?)

Le proposition 1, entraine alors que pour tout temps d'arrét S de F, et
pour tout e,n > 0,

(1) P(M*(S)>¢) iiz E(<M,M>(S) An)+ P(<MM>(S)> 1)

(2) PM,M](S)>¢) é]E(<M,M>(S)/\n) + P(<M,M> (S) > 1)

A

Si  sup ]AM(t)\ < C, o0 c est une constante positive, alors
téR
+

sup |aM(t)] <c. Soit n >0 et T =dinf{t>0 : M(t) > n}. (inf P = +=).
t C‘]R&r " n "
Alors? [O,TA] , le processus M° est borné par n+c et |aM %T)liZC(n'PC) pour

tout temps d'arrét TiTn-
Nous avons ainsi que pour toute> 0 et tout temps d'arrét T fini de F,
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P(<M,M>(T)>e) = P(<M,M>(T)>=, T_:ATn) + P(MM(T)>e, T > Tp)
< P(<M,M>(T) > ¢ , TiTn) +P(T>Tn)

<P(MM(T) >y TLT ) + P(M*(T) > n)

(car P(T>T ) =P(M(T) = n))

Or,d'aprés la Proposition 2,

P(MN(T) 5 ey T<T )< LEMHMZA2c(nre) + 12) + PH(T) > n)
Par conséquent,
(3) P(MM(T) - e)< 2 E(MH(T)? g (2c(nic) + n'3) + 2(M(T) > n)

4. PROPOSITION

Soit M un &iément de h__dg’mc[}',]P]. Alors, pour tous T,e,z,u

strictement positifs, pour tout A, positifs,

(1) P( sup ; [M(t)] >2e) < 2exp(-re+ QZE()\);)+]P(<ME>,MF"> (M >1)

=tz

+P(_ sup |ﬁ‘5<t$|ze)

<t<

< 2exp( -het By (1)) + P(MEME 5 (T) 2 g) + P(FE, Wo(T) > 1)

+ :121£(<M‘5,ﬁ5 > (T) Aw)

(ol ﬂZg est la fonction définie dans le lemme I-1. 4).-

En particulier, si [aM(t)| < &£ pour tout t €R,, alors les deux inégalités
suivartes sont vérifiées

(2) P( sup |M(t)|>e) 4 2exp(-de +B,(A)g) + P(<M,M>{T) > 1)
O<teT &

2
(3) P(O WP M(t)| > e(14(3 E))) < 2exp(- 5= ) + P(<MM(T) 2 <)

2ts

(ol n est la fonction réelle définie par n(t) = t'z(et-l-t-tz/Z), t €R).
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Démonstration : Soient T,e, ;é»RI * A € R, D'aprés le lemme I-1.3,

M=ME + W et

(4)

Or,
(5)

(*)

Or

(6)

P( sup [M(t)| > 2) <P( sup [M(t)| > ¢) +P( sup [ME(t)| > ¢)
OitiT OitiT OitiT

Etudions le premier terme du membre droit de cette inégalité
P(_sup [ME(t)] > ¢) =P( sup [ME(t)] 2 e, <M, M5 (T) 2 1) +
0<t<T 0<t<T

+P( sup [ME()] > e, <M, MES(T) <i)
0<t<T

P( sup [MP(t)] > e <M, oS (T) > o) < PR, ME5 (T) > 1)

0<t<i
Pour majorer 1'autre terme, introduisons la surmartingale X =E¥% [MF]

(voir 1.1.4) et étudions d'abord P( sup Mi(t) > e, <yf s Ef >(T) < z).
0<t<T

<

P( sup  ME(t)>e,<M*, M5 5(T)<z) =P( sup _ X(t) > exp(re-B ) £} M*,M5>(T)<z)
O<t=<T 0O<t<T ¢

P( sup X(t)_iexp(xe-ﬂzg(X) )

<t

X est une surmartingale positive telle que X(o) = 1, donc E(X(T)) < 1.
En appliquant 1'inégalité de Doob on obtient

P( sup _ M(t) > e, <ME, ME 5(T)< ) <exp(-aet B, (A)c)
0<t<T , &

En répétant 1'argument précédent pour -ME, il résulte

P sup [ME(t)] > e, <MOM° 5(T) < £) < 2exp(-re+ B, (M)c)
O<t<T™ - &

De (4), (5) et (6) on déduit la premiére inégalité de (1). Pour la deuxiéme,

il suffit d'appliquer la remarque 3 (inégalité (1)) a la martingale locale Fﬁ,
et nous obtenons

(7)

P( sup [FE(t)] > ¢) < P(FEHE(T) > u) + LECEEI > (T) A
O<t<T €

{*) On rappelle que, en général, | Mg(t)l <2t pour tout teR,.
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Lorsque |aM(t)| < ¢ pour tout teR,, alors M=ME,T1£= 0 et 1'inégalité (2)
s'obtient de Ta méme maniére que (1) en introduisant la surmartingale Eé[l‘-ﬂ.
Pour montrer (3), i1 suffit d'utiliser (2) en remplagcant ¢ par e(l+n(3‘%)) et

€
A par =,
par - |

5. REMARQUES :
1)Si MéglocﬂFJP] , alors pour tous A, £€R_, T,e, ¢ > 0.
P( sup [M(t)| > )< 2exp(-ae+D_(1)g) + PLM,M(T) > ),
0<t J 5
- 2

d'aprés 3(2). Si 1'on fait tendre ¢ vers 0, ﬂg(x) tend vers 32— pour tout

A€ R, . Par conséquent

2
P( sup [M(t)] > c) < 2exp(-de + 3 ¢) + P(MM>(T) > )

0<t J
Or, le minimum de exp(-re + % r) est atteint pour Ao= E et il s'en suit
2
(1) P( sup [M(t)] > ¢) < 2exp( - 5=) + PM,M>(T) > )
2 €)= z >
0<t<T

2) Les inégalités 3.(3) et (1) ci-dessus ont &té annoncées dans un cas
particulier dans [32], lorsque le processus <M,M> est dominé par une fonction
croissante g de ]R+ dans R,.

II.3 - CRITERES DE COMPACITE ETROITE RELATIVE

Nous considérons un espace probabilité complet (o,E.P) et une suite

(F_ 5 n€N) de filtrations satisfaisant aux conditions habituelles.

n

1. PROPOSITION
Soit (Mn ; n €N ) une suite de processus telle que pour tout né€ N,

Mn€ M(Z},loc []Fn,IP]. Supposons que pour tous e, n > 0, N C—’IN*,
1) il existe a > 0 tel que

sup P[<M ,M_>(N) > a] <n
n€N C nn

2) existent noélN et § >0 tels que pour toute suite (Tn ; n€EN),

ol chaque Tn est un ]Fn—tem)s d'arrét borné par N (neN), on ait

sup IP]:<Mn,Mn>(Tn+cS) =M M (T) > el <n
n>n
Z"
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Alors (<M ,M > ;5 n¢N) ([:Mh’Mn] 3 n€EN et (M 5 ne¢N) sont D-tendues.

Démonstration : (<Mn’Mn > 3 n€éN) est D-tendue par application directe de
la proposition II-1.3. Nous allons appliquer la méme proposition & (Mn ; néN)

et (]:Mn,Mn 15 né€N).

Soit (T " néeN) une suite de variables aléatoires bornées, telle que chaque

T, soit un lF tempszd]ﬁgret Posons LnEt) = Mnan+t) (T ) s —n t En,Tn+t’
(NeN, teRr,). L M6 P], on & = (G, , 3 t€R,) et
<Ll (8) = <M M > (T 4t) =M M (T ), [LLJE)=[M M (T )= M (T )

(n€N, téR,).
Appliquons d'abord la remarque II-2.3 & Mn et [_M s ], (n €N). Nous avons
les inégalités suivantes pour tous né€N, NeN* ,a,b>0.
1
(3) P( sup |M t)|>b E{M M >(N)Aa) +PM ,M>(N)> a)
0<teN Y n n’n

(4) P([MMT(N) >b) < %]E(< MM >(N) A a)+ Pl Mn,l‘;In>(N) > a)

Soit n > 0, choisissons a>0, d'aprés (1), tel que
sup P(<M_ Mn>(N) >e) <n/2
néN
et choisissons bl,b2> 0 tels que a/bi <n/2 et a/b2 <n/2.

De (3) et (4) on déduit alors

sup P( sup [M (t)| > b;) <n et supP([M ,M1(N)>b,) <n.
néEN 0<t<N " 1 SEAR ol 2

C'est la condition (1) de la Proposition II.1.3 pour les suites (Mn ; N€N)
et (I:Mn,Mn T; nEN). Montrons que la condition (2) de II.1.3 est également
vérifiée. D'aprés 1'hypothése (2) ci-dessus, si e, n > 0 sont donnés, il existe
o €N et & >0 tels que si cl/ez < n/2

(5) sup P(<L sl >(8) > ¢q) < n/2
n>ng
Appliquons maintenant la remarque I11.2.3 & Ln(nino), nous avons

1
P( sup L(t)] »e) < E(<L ,L >(8)Acqy) +P(<L L > (8) > ¢q)
Oitiéln | —52 n’n 1 n’n !

z/e2 +n/2
n

In A
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C'est a dire

sup P( sup M (s) - M (T)] >¢€) <n
n>n, To<s<T+s

se[0,N ]

De méme, si cz/e < n/2, existent noé N et 6 >0 tels que 1'inégalité
(5) soit vérifiée en remplacant £y par g,. I1 s'en suit, d'aprés I1.2.3(2), que
pour tout n>n.,

P([Mn,Mn](Tn+<s) - MM 1) > ) =1P([Ln,Ln](<S) > €)

Stolet n/2 <n
La proposition est ainsi démontrée. L
2. THEOREME

Soit (My; néN) une suite de processus telle que pour tout né€ N,
M e MZ 10C []FJPJ

Si (<Mn,Mn > 3 neN) est C-tendue (%), alors (Mn ; nEN) et

(]:Mn > M1 5 n€N) sont D-tendues.

Démonstration : (<Mn,Mn> ; n€N) est en particulier D-tendue et
d'aprés la Proposition I.2.4, pour tous n > 0, Né]N*, il existe a > 0 tel que
sup IP(<M Mn>(N) >a) <.
neN
Nous avons ainsi 1'hypothése (1) de la proposition précédente.
D'autre part, si (T ; n€N) est une suite de variables aléatoires
bornées telle que chaque T soit un an-temps d'arrét, TniN’ (neN) alors pour
tous NEN* ,neN, , n>0:

2N :
(1) IP(<Mn,Mn>(Tn+<S) -<Mn,Mn>(Tn) > e)i]P(WC (<Mn,Mn>) > e),

pour tout & € JO,N[.

Mais puisque (<M n >3 neN) est C-tendue, existent nOGIN et
§E€JO,N[ tels que

2N

sup P(W c (<Mn,Mn>) > ¢) < n/2.

(%) Cette hypothése n'entraine pas Ta condinuité de <M M > pour tout neN, elle
exprime Seulement la situation envisagée dans la Remarque n® 2.6.2).



D'ol 1'on déduit & 1'aide de 1'inégalité (1) la condition (2) de la proposi-
tion précédente. W

3. COROLLAIRE
Soit (Mn ; néN) une suite de processus telle que pour tout né€N,

M€ Mz’locﬂ-'n,]P] et sup [aM (t)| < c , ol c_ est une constante positive.
= t€R, n n n

_— =

Si (<Mn,Mn >3 neN) est C-tendue et c,v0 lorsque nte , alors
(M, s N€N) et ([Mn,Mn']; néN) sont C-tendues.

Démonstration : D'aprés le Théoréme précédent, (Mn 5
([Mn,Mn'], n€N) sont D-tendues. D'autre part,|A|:Mn,Mn](t)|

néN) et

2 .
<c, (neN, teR,)
d'aprés la définition de [,] et nous aurons les inégalités suivantes (voir
Remarque 1.2.6.1)) :

N N

(1) WEM L6) < 2N L6) + ¢,

(2) WY (MM T,6) < 2WN([M M T,6) + 2
C'Lln>'nd?”/ = =D L2 'nd ? n’

pour tout § > 0, n¢N, NEN*.

Puisque Mn(O) =0 = [Mn,Mn](O), (neN), la condition (1) de la
Proposition I.2.2 (cf. Remarque 1.2.6.2)) est vérifiée par les lois de
(Mn ; neN) et (U\1n,Mn] 3 néN). Pour obtenir la condition (2) de I.2.2., il
suffit d'appliquer la Proposition 1.2.4 et les inégalités (1) et (2) ci-dessus.m

4. COROLLAIRE
Soit (Mn ; néN) une suite de processus telle que pour tout n¢éN,

2, o
M"G“Jo 106@_—’],0] et [<M .M >(t) - <MM >(s)] <g(|t-s|), (t,s R,), o0 g est

une fonction de R, dans lui-méme, croissante et g(u)+0 gquand u+0.
Alors (Mn ; neN) et ([Mn,Mn:[ ; n€éN) sont D-tendues. Si en outre
sup |AMn(t)| < Cps (n€N), ol (cn ; n€N) est une suite de constantes décrois-
R 2

sant vers zéro lorsque nt~ , alors (M ; n€N) et (|:Mn,Mn]; neN)  sont
C-tendues et si P est un point d'adhérence de (?f(Mn) ; néN), alors P est la
loi d'une martingale (locale) & trajectoires continues.

Démonstration : La condition imposée & la suite (<Mn,Mn>; n€N) entraine
1'eéquicontinuité de cette suite et elle est en particulier C-tendue. On applique

29
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alors le Théoréme 2, puis le corollaire 3 lorsque sup ]AMn(t)I < ¢, (néN).

Supposons cette derniére condition vérifiée et soit P tn pointd'adhérence de
(i(Mn) ; n€N). P est une probabilité sur (D,B(D)) portée par C. Considérons
1'espace probabilisé filtré complet (D, B(P), B(P),P) construit dans la
Remarque 1.2.6.3), et soit X = (X(t) ; té']R+) le processus canonique

X(w,t) = w(t), pour tous wé&D, téR,. X est un processus & trajectoires conti-
nues P-p.s. Nous montrerons qu'il est une (B(P), P)-martingale.

Pour tous néN, AélR+, Eé [Mn:[ est une surmartingale positive (c.f.
0

Lemme I.1.4), donc pour tout te€R,
A A
E(Eco[Mn](t)) <1, car ECO[Mn](o) =1
et 1'hypothése faite sur les processus <Mn,Mn> entraine < Mn,Mn > (t) < g(t) et

(1) E(exp(aM, (t))) < exp(ﬂco(k) g(t))s (A,t€R,, n€N)

L'inégalité (1) entraine 1'équi-intégrabilité de la suite (Mn(t) ; N€EN),
pour tout tG]R+) et d'autre part, les processus Mn seront des martingales
(non seulement des martingales locales localement de carré intégrable). Soit
(Mnk; k€N) une sous-suite de (Mn ; n€N)  telle que I,(an.ﬁj P.

I1 suffit d'appliquer le lemme II.1.5 a cette sous-suite pour conclure. W
5. DEFINITION

Soient (Xn ; n€N) et (Yn ; n€N) deux suites de processus & trajec-
toires dans D, définis sur le méme espace probabilisé (,EJP). Nous dirons que
ces suites sont C-contiglies si pour tout NEN*, 1a suite (pg(Xn,Yn) ; n€N)
converge vers zéro en probabilité. (%)

Par ailleurs nous noterons la convergence en probabilité (selon P) a
1'ajde des symboles " _P;; " ou 'P-lim".

Remarquons que si (Xn ; néN) et (Yn ; n€N) sont C-contigiies et

Xn———; X ol X est un processus atrajectoires dans D(ou C) alors

rg;m
Y, = X (c.f. [1], Theoréme 4.1).
oo

N
(*) ec(xy) " élﬁg,mlx(t)'y(t” s {(x,y) € D),



6. COROLLAIRE
Soit (Mn ; néN) une suite de processus telle que, pour tout

neNn, Mn € Pz'l(z)’]ocﬂl-;,l}’]. Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

1) I1 existe une suite (cn ; n€N) de constantes positives telle que
¢,t0 lorsque nte et

P(w € : i1 existe teR, tel que ]AMn(t)I >c ) —>0
Nt

2) I1 existe une fonction g de R, dans lui-méme, croissante, telle
que g(u)+0 gquand ui0 et

P({ve @ : existent s, teR, tels que |<M ,M >(t) - <M .M >(s)]

> g(|t-s)|)—=0
Ntoo

Alors (Mn ; néN) est C-tendue et si P est un point d'adhérence

de (Z(Mn) ; Nn€N), alors P est 1a loi d'une martingale continue.

Démonstration : L'hypothése (2) entraine en particulier que pour tous
NeN*, s > 0,

P(HE(<M M >,0) >9(8)) ——0
Nteo
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et puisque g(8)+0 si 6+0, on déduit que (<Mn’Mn >; neN) est C-tendue et par

conséquent (Mn ; neN) est D-tendue.

Soit S = inf{t>0 : IAMn(tH >c § (inf @ = 40), néN. S~ est un
Fn—temps d'arrét. Sur 1'intervalle stochastique [[O,Sn[ , les sauts de Mn sont
d'amplitude inférieure a cn(né]N) et nous avons pour tous e, & > 0,

NeN*, neN,

P(WE(M ,8)>¢) = P(HN(M ,6)>c, S <N) + P(HA(M ,6)> e, S,> N)

> €)

N
<P(S, <N) + P(2u(M ,6) + ¢

Puisque Tim ]P(SniN) =0 et Tim ¢, = 0, 1'inégalité précédente
ntwo Nteo
entraine que (Mn ; n€N) est C-tendue d'aprés les Propositions 1.2.2, 1.2.4

(cf. Remarque I1.2.6).
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La condition (2) entraine également

(3) P({u€q : il existe tE€R_ tel que <Mn,Mn>(t)>g(t)})__;0
Nto

Soit U, = inf{t>0 ;<Mn,Mn >(t)>g(t)}, (inf P = +=), n€N. Pour tout

neN, Un est un temps d'arrét prévisible de an et il existe donc une suite
(Unm ; meN) de Fn-temps d'arrét que Unm<Un pour tout m sur 1'ensemble

{Un>0} et U, *Up quand miw .
De (3) on'déduit que P(UniN)—> 0 pour tout NEN
Ntoo
; néN) de la suite double (Unm ; neN) telle que

* .
. 11 existe alors une

ous-sui
sous-suite (Unm,\

P(U_ <N)—-0. Posons Tn =U » (n€&N). Nous aurons

MMy n 4w My

(4)  <M_sM >lw,t) <g(t) pour tous (w, t) C—'[[O,Tn]] , neN.

c
Pour tout néN, soit Nn = (ﬂnn) ". Nous avons pour tous ¢ > 0, N€N,
néN

N N
PoRIN M )>e)< Pl BN M )>e, T 5N, S >N) + BT <N) +P(S, <N).
suc
0r¥1'ensemble {T,>N, S>N} ona N =M, donc
N .
(5)  Pog(N,oK)>e) <P(T <N) +P(S <N)

et cette inégalité entraine que (N_; ngN) et (Mn, ncN) sont C-contigies.

n
D'autre part, 1'inégalité (4) entraine que pous tous né€N, teR,,

<Nn,Nn >(t) <g(t). Les sauts de Nn étant d'amplitude inférieure ou égale a

2cn, nous pouvons construire les surmartingales E;c[Nn] (xéR +, neN) et nous

obtenons comme dans le corollaire 4 1'inégalité

(6) E(exp(AN (t))) <exp(By. (1) 9(t))s (A, tER,, NEN).
o

On en déduit 1'équi-intégrabilité de la suite (Nn(t) ; n €N) pour tout
t 61R+, et chaque processus’ Nn est une martingale (non seulement unemartingale
locale localement de carré intégrable).

Soit P Tla limite étroite d'une sous-suite (Zgj(Mn ) 5 k€N), alors

%(Nn )¢i) P par C-contiguité et i1 suffit d'appliquer le lemme II.1.5 & la
k ki
sous-suite (zf’(Nn ) 5 kEN) pour conclure. &
k



7. REMARQUE
Soit Mél;dg’]ocﬂ-',]P], od F est une filtration sur (q,E,P) satisfai-
sant aux conditions habituelles. Supposons sup |aM(t)|<c ol c est une cons-
t€R

tante positive. Nous allons compléter la Remarqug I1.2.3 par une derniére
inégalité concernant les processus <M,M> et [M,Ml. Puisque

sup [A[M,M](t)\ icz et E([MM](T)) = E(<M,M>(T)) pour tout temps d'arrét
téR

fini T, la Proposition I1.2.2. entraine que pour un tel temps et pour tous

€ n>0,
(1) P(HM(T) >e) < DE(IMI(T) A (Pn)) + PO (T) > )

D'autre part, <M,M> étant prévisible ne charge pas les temps d'arrét
totalement inacessibles. Soit T un temps d'arrét prévisible, nous avons
ET- =V F ol (Tn ; néN) est une suite de temps d'arrét annongant T.

neN T
n
Soit S un temps d'arrét tel que M = Mse I‘;I(Z)EF,IP]. Alors, pour tout néN
ETn B o ETn B o
E (M (T) -<FA>(T)) =E “([E](T) - [(RE]T,))

En passant & la limite en nt= et en remarquant que <M,M>(T) est

I;‘T_-mesurable (cf [5], IV T 20) nous obtenons,

(2) A<F,F>(T) JET (a[FF(T))

Si 1'on remplace S par une suite localisante quelconque (Sn ; N€N)
de M, on obtient 1'égalité précédente pour toutes les martingales arrétées
Mo '

Si 1'on fait tendre n vers +% nous obtenons la propriété (2) pour la
martingale locale M.

On en deduit |a<h,Ms(t)] < c© Torsque [AM(t)|< c (teR).

8. PROPOSITION
Soit (Mn ; n€éN) une suite de processus telle que pour tout n€ N,

Mné Mg’]ocﬂFWJP]. Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) 11 existe une suite (cn ; néN) de constantes positives telle que

c,t0 quand nte et sup [aM (t)]<c . (n¢N) ;
teR,
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(2) pour tous n>0, NEN*, i1 existe a>0 tel que
sup LM ,M J(N)>a) < n
ne N RI: n’n

(3) pour tous e, n>0, NEN*, existent noe]N et 6>0 tels que pour
toute suite (Tn ; n€N), ol chaque Tn est un an—temps d'arrét borné par
N(néN), on ait :

sup P([M M 1(T *+s) - MM T(T)>e) <
n>ng

Alors, ([Mn,Mn'_[; néN), (<Mn,Mn> ; nEN) et (Mn ; néN), sont C-tendues. (En

particulier, les hypothéses (2) et (3) sont vérifiées lorsque (]:Mn,Mn] 5 néN)
est C-tendue).

Démonstration : La suite ([Mn,Mn] ; neN) est D-tendue d'aprés la
Proposition II.1.3. Soient NGN*, n>0, choisissons a>0 d'aprés (2) tel que

sup P( [Mn,Mn](N) >a) < n/2
néeN 2
c +a
Soit b>0 tel que < n/2, alors 1'inégalité (1) de la Remarque
précédente entraine que
(4) sup ]P(<Mn,Mn>(N)>b) <.

néN

Soient maintenant ¢,n>0, N N, (Tn 5 n€N) une suite telle que pour

tout néN, Tn soit un an-temps d'arrét borné pér N. On choisit &>0 et o
d'aprés (3) de fagon d avoir

sup P([M M 1(T#8) = MM (T )>2) < n/2
n>n
— 0

ol ¢>0 est tel que ¢/e < n/4.

Puisque cnw quand nte , il existe Ny EN tel que cﬁ <
pour n2xn,. Soit alors n2=n1\/ Ny en introduisant les martingales locales Ln
de la démonstration de la Proposion 1 de ce paragraphe et en Teur appliquant

1'inégalité (1) de la Remarque 7, on obtient

(5) sup ]P(<Mn,Mn>(Tn+<S) - <Mn,Mn>(Tn)> €) <n
n>n,
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De (4) et (5) on déduit que (<Mn,Mn>; n€N) est D-tendue, mais puisque

sup a<M_,M >(t)<c2(n N), 1'hypothése (1) entraine que «M ,M >; néN) est
t &R n-n - n n-n

C-tendue (c.f. Remarque I.2.6.2), Propositions 1.2.4 et [.2.2). I1 suffit alors
d'appliquer le corollaire 3 pour conclure. W

9. REMARQUE
L'hypothése sup IAMn(t)I <Cps cn¢0 lorsque n4e qui est intervenue
téR

dans les corollaires 3, 4+et la Proposition 8 peut étre affaiblie au moyen d'un
argument de C-contigliité (comme nous avons par exemple fait dans le corollaire 6).
La méthode consiste a fabriquer une suite (Nn ; néN) C-contigiie de

(Mn ; NEN) et telle que chaque Nn soit une martingale locale vérifiant :

sup [aN (t)[<c ol c 40 quand nte.
tE€R,

Lorsque 1'on procéde ainsi, on n'a pas forcément la C-contigiité des
suites (<r-1n,Mn>; néEN) et (<Nn,Nn>; né&N). Dans certains cas cette derniére
propriété nous sera d'une trés grande utilité. La définition suivante nous donne
le moyen de construire des suites (Nn ; n€N) vérifiant la propriété sur les
sauts mentionnés ci-dessus et telles que 1'on ait la C-contigliité de (Nn ; NnEN)
avec (Mn B 1_1('—1\1) et de (<Nn,Nn>; néN) avec (<Mn,Mn>; n¢€N).

10. DEFINITION
Soit (Mn 3 NEN) une suite de processus telle que pour tout neN, Mn

est une (Fn—martingale locale, localement de carré intégrable, nulle en O.

Nous dirons que (Mn) vérifie la condition de raréfaction asymptotique
des sauts si pour tout té]R+, et tout >0

T N~ ]P
(1) <ﬁ;,ﬁ;> (t) + [ﬂﬁ,ﬁﬁ]*(t) ;T)WO (convergence en probabilité)

Nous dirons que (Mn) vérifie la condition forte des raréfactions
asymptotiques des sauts si pour tout téR+

(2) TEMt) 250 (voir 1.1.3).
n+ e

Nous dirons que (Mn) vérifie la condion de Lindeberg si pour tout

(3) E(oe(Mn,t)) —— 0 (voir I.1.3)
Nte
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15. LEMME

Soit (Mn) une suite de processus telle que chaque Mn soit une

Fn-martingale locale localement de carré intégrable, nulle en O.
1) La condition de Lindeberg entraine la condition forte de raréfaction
asymptotique des sauts et celle-ci entraine la condition de raréfaction asympto-

tique des sauts. Si les Mn sont quasi-continues & gauche, ces deux derniéres
conditions cofincident.

2) Si (Mn, n&e N) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des
sauts, alors pour toute suite (ck, k € N) de constantes positives décroissant
vers zéro, existent une sous-suite (Mn ; KEN) et une suite (Nk, keN) telle

k
que chaque Nk est une ]Fn -martingale locale nulle en 0 & sauts uniformément
k
bornés par y et les suites (M

et (Nk) (resp. (<Mnk,Mnk>) et

)
"k
(<Nk,Nk>)) sont C-contigiies.

Démonstration :
1) Puisque lE(aE(Mn,t)) =]E('3€(Mn,t)) (n¢N), teR,), Ta premiére
implication est claire.
Supposons “éa(Mn,t)_I_P_> 0, (t(-']R+). Alors Te Lemme I.1.3 et la

© Nt
Proposition II.2.1 entrainent que

- P o P
<Me W >(t)m: 0 et [M;,Mi ]*(t) > 0  pour tout t€R,

2) On remarque d'abord que, par définition, (I.2.1)
0 f_‘pc(xs}/) < 19 (X’.Y) € D x D.

Par conséquent, pour deux suites (Xn, neN) et (Y, néN) de
processus & trajectoires dans D,

P
Pl ¥) > 0 €S ElelXpYy)) - 0

Soit ck¢0 quend kt= et posons ey = ck/2. Pour tout k&N, tout
néN

N £ £k ey &g S _fk % P
pC(<Mn,Mn>, MM >)i<Mn ,Mn >(N) + 2<Mn ,Mn >"(N) = 0

neo
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et
N £k =€
ot MKy = ¥y Eo
Nte

d'aprés I1.2.1.
Donc pour tout kéN,

€k ko, k
e(k’n)ﬂE(pC(Mn’En )) +l‘-:(Q(:(<‘\/|n’Mn>’<-M—n ’Mn >)) n:ao 0

Choisissons une suite d'entiers (nk 3 keN) telle que

efkon) < o
K 2

€
Posons N, =M ™ , (k€ N).

k

(Mn ) et (Nk) satisfont alors les propriétés requises dans 1'énoncé.®
k
12. COROLLAIRE
Soit (Mn ; neN) une suite de processus telle que pour tout

2,loc
neN, M €M E[F P

Si (Mn ; n€N) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des
sauts, alors pour tout e>0 les suites (Mn 3 NEN) et (Mi 3 néN)  (resp.

(<Mn,Mn>; neN) et (<M;,M;>; néN) ; resp. (]:Mn,Mn] ; neN) et
([M;,_M;] ; néN) sont C-contigiies.

Si en outre (<Mn,Mn> ; neN) est C-tendue, alors (Mn ; neN) et
(MM,>M, ] neN) sont C-tendues.

Démonstration : Le fait que pour tout >0 les suites (Mn ; NéEN) et
(M7 5 n€N) (resp. (<M sM, >3 neN) et (<MZME > néN) sont C-contigiles est

contenu dans la démonstration du Lemme précédent. Montrons la C-contiguité de
(MM, Ts n€N) avec (M,M'] ; nel).

Remarquons que pour toute martingale locale M localement de carré
intégrable, et tout >0, nous avons

M,M] - ([M,M57 [ME,M°]) = 2[M°,M°].

Soit SE(M) = [M%,M%]+ [MF,M°].
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Nous avons
([mM] - s*(m)* < 2w, m]*
La condition de raréfaction des sauts entraine alors, 'd'une part,

que [Mi,ﬁ;]*(t) P 0 pour tout t¢R, en vertu de la Proposition I11.2.1.
Nteo
D'autre part, on a que la suite (SE(Mn) ; n€N) est C-contigiie de

(M .M] 5 nem).
De la relation ci-dessus on obtient la C-contiguité des suites

([Mn,M’n] ; neN) et (Se(Mn) ; neN). Par conséquent ([Mn,Mn] ; n€EN) et

([M7.M° ] 5 néN) sont C-contigiies.
D'aprés le Théoréme 2, (Mn ; néN) est D-tendue. Si cette suite
vérifie la condition de raréfaction asymptotique des sauts, alors tout point
d'adhérence P de (i(Mn) ; NEN) est porté par C (i.e. (M 5 nEN) est
C-tendue). En effet, soit P 1la limite étroite d'une sous-suite convergente
de (j/(Mn) ; néN) ; nous appliquons & cette sous-suite le Lemme 11, en choisis-
sant arbitrairement une suite (cn ; néN)CR, telle que cn¢0 quand nte .
Nous aurons ainsi que la suite (Nk ; kéN) fabriquée dans le Lemme 11 vérifie

;{(Nk) Sp, or (Nk ; kEN) est C-tendue. IT en découle que P(C) = 1.
ke

D'autre part, ([Mn,Mn] s néN) est D-tendue d'aprés le Théoréme 2.
Soit Q la limite étroite d'une sous-suite convergente M(ﬂdn ,Mn ])) ; kKEN).
. k Tk

Supposons vérifiée la condition de raréfaction asymptotique des sauts. Nous
appliquons le Lemme 11 & la suite (Mn ; kéN) en choisissant une suite
k

arbitraire (cn ; néN)CR+ telle que cn¢0 quand nt~ ; appelons
c

Nl=mn’l , 2¢N, la suite construite dans ce Lemme. ([NR,NJL] ;0¢N) est
k

C-contiglie de (<Mn ,Mn >3 0 &N) et elle est par conséquent C-tendue.
ke ke

D'aprés le corollaire 3, la suite ([NQ,NR]; 2 €N) est C-tendue.

D'aprés la premiére partie de la démonstration, ([NQ,NQ]; 2eN)

et ([M .M T;2eN) sont C-contigies.
ke ke

I1 s'en suit que
. e

2NN > @
2 hoo

Donc Q(C) =1 car ([N,,N.]; 2¢N) est C-tendue. [ |
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Dans le théoréme suivant nous nous proposons d'étudier le comportement des
lois des processus croissants associés, lorsque 1'on sait que la suite des Tois
des martingales. lTocales est tendue.

13. THEOREME )

Soit (Mn ; néN) une suite de processus telle que Mnel\__ll
pour tout neN.

1) Si sup  sup ]AMn(t)\ic (ceR,) et _si (M ;5 neN)
néN téR+

2,1o0c
o

LR

est D-tendue, alors (<M ,M >; néN) et (]:Mn,Mn] ; neN)
sont D;-tendues.

2) Si sup IAMn(t)\i cp» 00 c v0 guand nt= et (M
teR
+
D-tendue, alors (M ; neN), (<M .M >;neN) et ([Mn,Mn] ; neN)
sont C-tendues.

n 3 NEN) est

3) Si (Mn ; n€N) est D-tendue et vérifie 1la condition de raréfac-
tion asymptotique des sauts, alors (Mn ; neN), (<Mn,Mn>; neN)
et ([M .M 1 s neN) sont C-tendues.

Démonstration :

1) D'aprés la proposition I.1.4, pour tout n>0 et tout NGN*, nous
pouvons choisir a>0 tel que

sup P(sup M (t)] > a)< n/4
neN telo,N]

2
Soit maintenant b>0 tel que EC—(C—‘L—E'—)—J'a— < n/2, appliquons 1'iné-

galite II.2.3 (3). Nous obtenons

(1) sup P(<M M >(N) b) <n
neN

+
(<Mn,Mn >3 n€N) est donc Do-tendue.

De méme, si 1'on choisit d>0 tel que gin, 1'inégaliteé
I1.2.3.(2) entraine

(2) nsgp]N ]P([Mn,Mn}(N) >d) < 2n

+
donc ([Mn,Mn], neN) est D -tendue.
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2) Si (M_; néN) est D-tendue et sup [aM (t)| < c_ ol c 40
/ n teR n Z"n n
quand nte  alors (Mn ; néN) vérifie 1.2.4.(2) Tet i1 suffit d'appliquer Tes

remarques 1.2.6.1) et 1.2.6.2) pour conclure que (Mn 5 néN) est C-tendue.

Nous montrerons que (<Mn,Mn>; néN) est C-tendue, le Corollaire 3
entrainera alors que ([Mn,Mn]; n€éN) est C-tendue.

Or, pour tout néN, T'amph'tude des sauts de <Mn,Mn > est uniformé-
ment bornée bar cﬁ. 11 suffira alors de montrer que (< Mn’Mn >3 néN) est
D-tendue (en vertu de la Remarque I.2.6). Nous appliquons la Proposition 1 ;
1'hypothése(i) de cette proposition est vérifiée par la suite (< Mn’Mn >3 neN)
en vertu de 1'inégalité (1) ci-dessus. Montrons que 1'hypothése 1.(2) est
également satisfaite.

Soient €, n>0, NC-N*, (Tn; néN) une suite telle que chaque Tn

soit un F -temps .d'arr‘é"c et T, <N. En introduisant Tes processus L = et les
filtrations Gn de la Proposition 1 et en leur appliquant 1'inégalité II1.1.3(3)
nous obtenons

(3) ]P(<Mn,Mn >(Tn+<s) S <MM > (Tn) >e) <

1

<
— €

2 2y
]E(Oiilfj . M (T #t) = M (T )] A 2¢ (c#e) + c

ZIP(Oiiug San(Tn+t) -m (T 55 )

pour tous néE N,6§,z>0. c

n
. T _n 1.9
Soient alors ¢ tel que 223 et n €N tel que — <3

Choisissons ensuite n, €N et 6§ ¢ 10,N[ tels que

sup POHEN (M ,5.)>c) < /4
nz_n2

Nous aurons que

sup P(  sup M (T +t) - M (T )| > ) <n/2
n>n, 0<t=s, nn nn

Par conséquent, si no=n1V Nys

(4) ;C.‘u>pn lP(<Mn,Mn>(Tn+ao) -<Mn,Mn>(Tn)>e) <n
=0



I1T s'en suit que (<Mn,Mn >; ncN) est D-tendue.
3) Soit (,f(Mn ) 5 k€N) une sous-suite convergente quelconque de
k p
({(Mn) ; ngN). Soit P la limite étroite de (z’i(Mnk) 3 kEN). ST (c 5 neN)

est une suite de ]R+ telle que cnw quand nte, nous pouvons trouver une sous-
suite (Mn ;2 €6N) de (Mn ; k€N) C-contigue d'une suite (N, ; 2€N) telle
k

k&
que N € MZ’]OC [F_ JP] et sup [aN (t)]| <c , pour tout g & N. (Voir
2= =0 Mk 1) -2
Lemme 11). Alors j)(Nl) € P, mais (NJL 3¢ N) est C-tendue et par conséquent
Qoo
P(C) =1, (Mn ; neN) est donc C-tendue.

Soit (X(<Mn ,M 5 5 kéN) une sous-suite convergente quelconque

k

n
k
de (,f(<Mn,Mn > 3 neN) (qui est Dg-tendue d'aprés 1)). Nous construisons une

suite ( Nl ;2€ N) comme ci-dessus & 1'aide du Lemme 11. D'aprés 2),
(< Nl,Nl >3;2¢N) est C-tendue, mais par un argument de C-contiguité, nous
aurons également que :Z(< N’L,N2>) £ Q, 00 Q estla Timite étroite de

2o

<M M
ety

est C-tendue.

nk>) ; kéN). On en déduit que Q(C) = 1 et que MM nelN)
Pour terminer, ([Mn,l\‘ln] ; néN) est C-tendue en vertu du
Corollaire 12. B

Nous cldturons ce paragraphe avec un corollaire important sur les
martingales Tocales continues, qui se déduit directement du théoréme précédent
et du Corollaire 3.

14. COROLLAIRE
Soit (Mrl ; néN) une suite de processus telle que Mnc—‘l*z’lloc[ll;'l,lPl

pour tout ne¢N. Pour que (Mn 3 n€N) soit C-tendue il faut et il suffit que
« Mn’Mn >3 néN) soit C-tendue.

I1.4 PROBLEMES DE MARTINGALES ET CONVERGENCE EN LOI. UN THEOREME DE LA LIMITE
CENTRALE POUR LES MARTINGALES LOCALES.

Nous considérons toujours un espace probabilisé complet (Q,EJP) et une
suite (]Fn ; néN) de filtration satisfaisant aux conditions habituelles.

1. PRELIMINAIRES, NOTATIONS
1) Soit de& N*. Appelons Q(IR+, le) 1'ensemble des applications de lR+
dans R qui sont continues en 0, continues & droite et pourvues de limites a
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a gauche sur R, -{0}. La norme euclidienne sur R est notee [[. 1. 11 est clair
que 1'on a

d d
D(R,R™) = (D(R,.R))
Sur [=)(1R+,]Rd) nous allons considérer deux topo1og1’es‘:

(T1) : La topologie de Skorokhod sur tout compact.
C'est-a-dire, une suite (xn ; n€N) converge vers x dans
Q(]R+,Rd) au sens de (T1) si et seulement si pour tout NEN* i1 existe une
suite (An ; néN) d'applications strictement croissantes et continues de ]R+
dans lui-méme vérifiant

N N

. N M (H) ()

1im | sup | xn(t)-t| + sup]]og—T— [l=0

nte [teR, s#t
et N

Timsup [[x(t)-x (A (t)) ] = O.

nte t € [0,N]

L'espace Q(]R+,Rd) muni de la topologie (T1) sera noté D(]R+,]Rd)
ou 04(1).

I1 existe une métrique o  sur Dd(l) compatible avec sa topologie
et le rendant polonais (cf. [13]). (1)

(T2) : La topologie produit de (D(]R+,R))d.

On voit aisément que ces deux topologies ne coincident pas. La
topologie (T2) est moins fine que (T1). Nous notons Dd(2) ou (D(R+,R))d
1'espace D(]R+,]Rd) muni de la topologie (T2). La métrique

. . 1
0 (x,y) = Z(.j= 0 (x1,y1) ol x=(x1,..,,xd), Y= (Y aeeasy )
d i=1 PD
D7 (2)
compatible avec (T2) et rend Dd(2) polonais.

Cependant les tribus boréliennes respectives vérifient :

8(0%(2)) = B(04(1)) = (B%) @Y (c.f. 1.2.6.3)).

Supposons que Pn, P sont des mesures de probabilité définies sur

e
(Dd(l)), (ne N). Nous avons que si P - P au sens de la topologie étroite
e nte
associée a& (T1), alors P_ > P au sens de la topologie étroite associée a (T2).
N4te

Notons ¢ 1'espace produit (C(R,.R)

oo

)4 = c®,RY). ST (x, 1 nel)

est une suite de Q(R+,]Rd) qui converge au sens de (T2) vers un élément x de
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Cd, alors (xn ; neN) converge uniformément vers x (c.f.[1]). I1 en résulte
que (xn ; néN) converge au sens de (T1l) vers x.

On montre alors (comme dans [1], p. 151) que si P(Cd)=1 et

e
Pn -~ P au sens de (T2), alors Pn S P au sens de (T1).

Nteo N4e

2) On vérifie facilement que les applications

f,9 : D2(2) > D

f(X,y) = x+y
g(x.y) = xy .+ (x.y) €D?(2)
ne sont pas continues. Par contre elles sont continues comme applications de
p2(1) dans D.
Cette remarque entraine que si (Xn ; neN) et (Yn ; neN) sont deux
suites de processus telle que ((Xn,Yn) ; neN) soit Dz(l)—tendue, alors

(Xn+Yn ; neN) et (XnYn ; néN) sont D-tendues. Par contre, si (Xn ; neN)
et (Yn ; néN) sont D-tendues, on peut montrer que ((Xn,Yn) ; néN) est

D2(2)-tendues mais on n'aura pas nécessairement (Xn+Yn ; ngN), ou

(Xn Yn ; neN), D-tendue. Cependant, si (Xn ; néN) est D-tendue et
2
(

(Y. 5 neN) est C-tendue, alors ((Xn’Yn) ; Nn€N) est D7(1)-tendue et

n
(Xn+Yn 5 né€N) et (Xn Yn ; n€N) sont D-tendues.

3) Pour tout weD, on pose w'(t) = supt [w(s)], (teR,)
S <

L'application W owt de D dans D est continue.

En effet, supposons que woo>owW dans D. Alors, pour tout
nte
NéN*, il existe une suite (Aﬁ ; néN) d'applications strictement croissantes

et continues de R+ dans lui-méme vérifiant

. N (E)-2(s)
Tim | sup  [A (t)-t] + sup [log S | 1=0
nte [t E€R, s#t
et
Tim sup | w (AN(£)-w(t)] = 0.
nte t €[0,N]
N N
or, n(in(t)) = sup ug(s) | = supl wy(ap(u))]

S
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et sup |w:(>\ﬁ(t))-w*(t)|

t ¢ [0,N]

| A

N
teslfg,N] fégl w (ap(u)) - w(u) |

| A

N
A (t)) - w(t
te‘SLfS,N]‘ wo (A () - w(t)]

* *
donc WooowW dans D.
nte

Remarquons d'autre part que si (Zn 5 néN) est une suite de processus,
a trajectoires dans D, qui converge en loi vers un processus Z et si

(un ; n €N) est une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers
une constante «, alors (Zn,cxn) % (Z,a). Cette propriété résulte directement de
nte

[:1] Théroéme 4.4. Elle entraine que, sous les hypothéses précédentes,

O‘nZn +~ o Z car 1'application (w,a) - a wde D xR dans D est continue.
nte

Voici une application importante de ces deux derniéres remarques. Soient
Z 3 negN) et (Y ; neN) deux suites de processus a trajectoires dans D,
n - n
telles que

(1) (Z_ ; neN) et (Yn ; neN) sont C-contigiies ;

(2) zn%z
nteo

n

Alors (Zr21 ; neN) et (YE ; néN) sont C-contigiies.

En effet, soit Ne]N*. D'aprés (1), nousavons que

< .
@ = (Zn-Yn)*(N) ~ 0. (1) et (2) entrainent que Yy % Z . Nous aurons ainsi que
P Mo - . nte
Z: i Z* et Y: é 7*. par conséquent o z* E 0 et o V¥ ]») 0. En parti-
N4eo Nte non Nteo non N4eo
; P
Ter 0, 200> 0
nte
* P
a Y (N) - O
T ne

I * * P
On en déduit que o Zn(N) +oap Yn(N) n:w 0.

2 2.\ % * Y:(N),(nGIN).

Or (Zo-YO)*(N) < ap Zp(N) + a

Donc (Zg ; neN) et (Yﬁ ; n€N) sont C-contigiies.



Nous introduisons maintenant un ensemble d'applications remarquables.

4) Nous noterons l=\+(= é+[D,D]) 1'ensemble des applications A de
D x ]R+ dans R telles que :
(1) Pour tout we& D, A(w,.) est une fonction croissante continue
& droite sur R _-{0}, continue en 0 (donc A(w) D) ;

(2) pour tout teR, , A(.,t) est Qi—mesurab]e (c.f. 1.2.6.3)) ;

(3) 1'application we (w,A(w,.)) de D dans 02(1) est continue.

Un élément A de A'

est alors un processus croissant adapté sur
(D,B(D), BO), mais il jouit également de bonnes propriétés topologiques. Dans la
suite nous ferons souvent 1'abus de langage qui consiste & supprimer "w" ou

"t" dans 1'écriture de A(w,t) selon la propriété qui nous intéressera de
souligner. Ainsi nous é&crirons ({\(t) 5 téR,), lorsque nous regarderons 1'aspect
processus de A ; nous écrirons A(w), (we€ D), 1'élément A(w,.) de D. On
remarque que 1'application A de D dans Tui-méme est continue.

Remarquons par ailleurs que 1'application (w,w') - w2-w' de 02(1) dans
D est continue. Par conséquent, 1'application F : D > D, F(w) = w2-A(w,.),
(weD), est continue.

D'autre part, pour tout teR,, A(.,t) est une fonctionnelle sur D. Elle
n'est pas continue en général car les projections canoniques X(.,t) de D dans
R ne le sont pas, mais elle est continue lorsque X(.,t) 1'est. En particulier,
A(.,t) est continue sur C. De méme, si P est’une probabilité sur (D,B(D)),
A(.,t) est continue pour tout t appartenant & 1'ensemble Tp introduit dans
1.2.6.3).

45

L'ensemble A* sera appelé 1'ensemble des fonctionnelles croissantes sur D.

Nous noterons A (= é\[D,D]) 1'ensemble des applications V : D x R, >R,
qui s'écrivent comme une différence V=A1-A2 ol Al’A2€ é+ et telles que

1'application w - (w,¥(w,.)) de D dans 02(1) est continue. Cet ensemble
sera désigné comme 1'ensemble des fonctionnelles a variations finies sur D.

Voici 1'un des principaux résultats de ce paragraphe.

2. PROPOSITION
Soient A€ /=\+, (Mn ; n€N) une suite de processus telle que

Mné MZ,]oc [Fn,]PJ, pour tout n&N. Supposons que les hypothéses suivantes soient

vérifiées :

(1) I1 existe >0 tel que pour tout t€eR,,
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’/\/* ]])
WE WE € WE 7o
<BELWE > () + [Mn,Mn] (t) N

(2) i1 existe une fonction croissante, continue & droite,

a :R+ +R+ telle que

A(w,t) < a(t) pour tout (w,t)e D xR_;

(3) la suite (Z\(Mn) ; neN) est C-tendue, (od A(Mn)=(A(Mn,t); te]R+),
néN)

(4) les suites (<Mn,Mn>; n N) et (A(Mn) ; néN) sont C-contigiies.

Alors la suite (Mn ; néeN) est D-tendue et tout point d'adhérence P

de (%(Mn)/né]N) vérifie les propriétés suivantes :

2,10c

Y

«M ’Mn

n

My

AG\:IlOE []B(P),P], le processus canonique X appartient a

B(P),P], <X,X>=A et sup |aX(t)|<2e P-p.s.
teR,
Démonstration : Les hypothéses (3) et (4) entrainent que
> 3 n€N) est C-tendue. Le Théoréme II1.3.2 entraine alors que

; neN) est D-tendue.

Soit P la limite étroite d'une sous-suite convergente (x(Mn ) s kéN)
k

de (i(Mn) ; néN). Puisque 1'application wwr A(w,.) de D dans Tui-méme est
continue, (I(A(Mn )) 5 kéN) converge étroitement vers la loi image PA_I de P
par A. Mais 1'hypl(§thése (4) entraine alors que

.

e s.]
<M M >) > PA
% M ™7 Ko

PA™*(X(0) = 0) = P(A(0)=0) > 1im sup IP(<Mn ’Mn > (0) =0) =1 car 1'ensemble
k k Tk

{webD:

X(w,0) = 0} est fermé (X(.,0) étant continue sur D car tout é&lément

de D est supposé continu au point 0 par définition).

Par conséquent A(0) = 0 P-p.s. D'autre part 1'hypothése (3) entraine que

A est & trajectoires dans C, P-p.s. L'hypothése (2) entraine 1'intégrabilité de
A(t), pour tout 1:€-]R+ (par rapport & P) et par conséquent, la suite
(Un ; nEN) ol Un = inf{t>0 : A(t)> n} (inf § = +=), n€N, est une suite

U
(B(P),P)-localisante pour A, i.e. A "e v, C]jB(P),P] pour tout néN. Donc

Acyl°

C

»C

B(P),P].
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Posons N, = M: (k€N), ot >0 est déterminé par 1'hypothése (1).
k
D'aprés (1) et les inégalités II.2.3, les suites (Nk ; keN) et (Mn 5 kEN)
k

(resp. (<N ,N, >; keN) et (<M ,M >3 kéN)) sont C-contiglies. Par
k*7k nC N

conséquent
p e
(5) LN > P
ot nte
(6) LNz § pATL
ke

Soit n>0 et définissons pour tout k¢N
Sk = inf{t>0 :<Nk,Nk> (t)>a(t) + n}, (inf @ =x).
Sk est un temps d'arrét prévisible de IFn , 11 existe alors une suite
(Sk ; m¢N) annongant Sk (k¢ N). Puisque (< Nk’Nk l><; kéN) et
m

(A(Mn ) ;5 keN) sont C-contiglies 1'hypothése (2) entraine, pour tout NENF
k

P(S, <N) > 0

koo
I1 existe alors une sous-suite T, =S

keN, de (S, ; méN) telle

k kmk’ km

que pour tout NeN*

(7) ]P(TkiN) - 0
k4o
Or puisque Tk< Sk, sur 1'intervalle stochastique [O,Tkﬂ nous avons

<NsN >(t)  <a(t) +n (keN).
T

Posons Lk = Nkk(ke]N). D'aprés (7), (Lk ; keN) vérifie les propriétés
suivantes :

(8) (Lk ; kKEN) et (Nk ; kéN) sont C-contigiies ;

(9) S Lol >3 k€N) et (<Nk,Nk>; k€ N) sont C-contigies.

Par conséquent, en vertu de (5) et (6),

. e
(10) L) > P
kte
(11) YeL.Ls) S Pl
k*7K k4o
D'autre part,
(12) sup [ALk(t)|iZe, pour tout keéN,
teR

+
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(13) Ll () <alt) +n, (Kot)eNx R, .

D'aprés I.1.4. nous avons alors pour tous ), t6R+, ke N,

]E(exp(ALk(t)-(ng(A) <Ll > (1)) <1
et donc (en vertu de (13)),

(14) E(exp(h L (1)) < exp(B,_(3)(a(t) +n))
(keN, (1,t)eR?)

De (14) on déduit :

(15) Chaque processus Lk est une martingale (non seulement locale)

et la suite (Lk(t) 5 kKEN) est équi-intégrable pour tout téR, et

(16) Chaque processus Li - <Lk,Lk> est une martingale et Ta suite
(le((t) - <Lk,Lk> (t) 5 keN) est équi-intégrable pour tout t<~]R+.

De (10) et (15) on déduit, en vertu du Lemme II.1.5, que X ‘est une
B(P)-martingale. Montrons que 1'amplitude des sauts de X est P-p.s. bornée par
2 €

Soit NEN*. Alors,
(17) P( sup _|aX(t)] > 26) < P(H(X,8) > 2¢) pour tout &>0.
te [0,N]

On montrera que 1im W
540
Pour tout couple (w,w') € D x D, nous avons

E(X,é) < 2¢ P-p.s.

| Wl(w5) = W (W' 58)| < 208 (waw ), (£50).

Et puisque toute boule ouverte pour la topologie uniforme sur tout
compact est encore une boule ouverte pour la topologie de Skorokhod sur tout
compact, nous avons que si

Ng(w,d) > 2¢ + 4n (n>0),

alors w est un point intérieur de 1'ensemble

D(8.m) = (weD : Wi(w,6)> 2¢ + 2n)
0
Désignons par D(8,n) 1'intérieur de D(s,n). Posons,
P =L (L)s k €N. Alors



N

R06) > 2¢ + 4n) < P(B(s,m))

P(W

[A

o]
Timinf P, (D(s,n))
k

| A

1|1;m inf Pk(D(é,n))

Or, pour tout keN, les sauts de X sont d'amplitude inférieure a 2¢
Pk—p.s. et nous aurons en vertu de 1.2.6.1),
PL(D(8:n)) < P (WD(X,8) > n)

Mais (Pk ; ke N) est D-tendue, par conséquent, si >0 est donné,

existent koé N, 60>0 tels que

Pk(wg(x,a) >n) <t pour tout & < 859 k> ko

D'ol
N

P(wC(X,é) > 2e + 4n) < pour tout & < 8oe

Nous pouvons ainsi construire une suite (<Sk ; keN) telle que

N 1y 1
P(Hp(X,5,) > 2 + ﬁ)—}?

. s ~n . yN 1
Soit B = 1;m inf {wé€D : NC(w,ak) >2e + —Z-E}

P(B) =0 et si wgB, Tim W\(w,s) < 2.
§40 C -

On en déduit, d'aprés (17), que pour tout NGN*) sup [aX(t)] < 2e
t € [0,N]

P-p.s. ; par conséquent sup |aX(t)| < 2e P-p.s.
téR

D'autre part, P(X(0) =0) > Tim sup Pk(X(0)=0) = 1. Donc X(0) =0
P-p.s. k

Si 1'on défiwit maintenant, pour tout néN,

Vo= inf(t>0 @ X(t) >n}  (inf B = +x),

alors Vn¢+m P-p.s. car X est P-intégrable, chaque Vri est un B(P)-temps
d'arrét et X(w,t) < n+2e pour tout (w,t)€ D:O,Vn]] . Par conséquent
)
x " é‘lgli [B(P),P] pour tout neN, i.e. XeM(Z),]oc B(P),P].

Pour terminer, montrons que X2—A est une (B(PLP)-martingale.

L'application F : w » w2-A(w,.) de D dans lui-méme est continue. I1
s'en suit que (P|< F'1 ; k€EN) converge étroitement vers PF'l. D'aprés (8) et la
définition de (Nk, k€ N) nous avons que %(F(Mn )) § PF'l. Or, d'aprés (4),
k k

too

49
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les suites (F(M ) 5 k€N) et (M -<M M >; kEN) sont C-contigies et en
nk nk nk nk

vertu de (9), i1 en est de méme pour Tes suites (F(Mn ) 5 KEN) et
K .
(Li— <Lk,Lk >3 k€N) (voir Remarque 1.3) ci-dessus).

Par conséquent,
e -
$ prt

2
(18) (Lk -<Lk,L .

>)
"
(16) et (18) entrainent que X est une (]B(PF_I), PF'l)—martinga1e en vertu

du Lemme II.1.5 ; c'est a dire XZ—A est une (B(P),P)-martingale. W

3. COROLLAIRE

Soient A C—A+, (Mn ; n€N) une suite de processus telle que
2,1oc - . ips .
Mneril ﬁFn,IP], pour tout neN. Supposons que (Mn ; n€N) vérifie la condi

tion de raréfaction asymptotique des sauts et que les hypothéses (2) a (4) de la

Proposition 2 soient satisfaites.

Alors 1a suite (M ; neN) est C-tendue et tout point d'adhérence

P de (X(Mn) ; neéN) vérifie les propriétés suivantes :

AGV]OC[]B(P),P], le processus canonique X appartient &

=+,C
M B (P).P] et <X,X>= A.

Démonstration : I1 suffit d'appliquer la Proposition 2 et le Corollaire
11.3.12.

4. REMARQUE
Nous rappelons ci-dessous un résultat classique qui constitue une
légére modification du célébre théoréme de caractérisation du mouvement Brownien de
KUNITA et WATANABE. Nous renvoyons le Tecteur a [27] ou [11] pour 1'exposé de la
démonstration.
Soit (9,E.P) un espace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions

habituelles. Me I;’Iloc@-',]P] et <M,M>=A, o A est une fonction croissante
continue de IR+ dans ]R+, nulle & 1'origine, si et seulement si

(1) M(t)-M(s) est indépendante de E, pour tous s, teR,, s<t

(2) M est un processus gaussien, continu, centré, de covariance
K(s.t) = A(s at), (s.t) € RC.

IT s'en suit que pour toute fonction A vérifiant les propriétés
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précédentes, i1 existe une et une seule probabilité P sur (D,B(D)) portée par
C telle que le processus canonique X appartienne a MlocﬂB(P),Pl et

<X,X >= A. Nous en déduisons le théoréme suivant.

5. THEOREME
Soit (Mn ; néN) une suite de processus telle que M, € hzdg’]oc[ll-',]l’]
pour tout neN. Soit A une fonction croissante continue de JR+ dans Tui-méme,

nulle a 1'origine. Supposons que les hypothéses suivantes soient satisfaites :

(1) (Mn ; néN) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des
sauts

P
(2) pour tout te€R,, <Mn,Mn >(t) > A(t).
Nte

Alors (:Z(Mr-\) ; néN) converge étroitement vers une loi gaussienne P
portée par C, de covariance K(s,t) = A(saAt), (s,t)e IRE ; le processus canonique
X appartient a M°C [B(P).P ] et <X,X>=A.

Démonstration : L'hypothése (2) entraine 2.(4). En effet, si NeN* et
>0 sont donnés, on peut choisir une subdivision {t ,t;,....t.} de [0,N],

0 = to<ty <>t = N telle que A(tk+1) - A(tk) < e/4 pour tout
k = 0,...,m-1. Alors pour tout neN,

oL(A,A) < e/2 + Xf_[A(t,) = A(t,)]s (neN)
et

Pog(AgR) > €) < 3fg POIA(t)-AL) | > ey
(ot An =<Mn,Mn >, néN).

D'autre part, les hypothéses 2.(2) et 2.(3) sont trivialement satisfai-
tes et la condition de raréfaction asymptotique des sauts nous permet d'appliquer
la corollaire 3 ; nous obtenons que I = (l@n) ; neéN) est C-tendue. D'aprés ce
corollaire tout point d'adhérence P de 1 vérifie les propriétés :

X € Mloc B(P),P], <X,X >= A. La remarque 4 entraine alors que P est une Tloi
gaussienne de covariance K(s,t) = A(sAt), (s,t) élRi. On en déduit que 1'adhé-

e
rence de T est constituée d'une unique probabilité P et i(Mn) - P. |
Nteo

Nous allons maintenant étudier les lois de semi-martingales.
Auparavant remarquons que si Z=Z(0) + M + V est une semi-martingale relativement
a une filtration F, alors Z s'écrit également Z = Z(0) + M+ V ol

ﬁ”:,lg,]oc I}'JP] et V est a variations finies. Cette décomposition, qui n'est pas
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unique, est une conséquence immédiate du Lemme I.1.3.

6. LEMME
Soit (Xn ; n€N) une suite de semi-martingales telle que pour tout

neN, X =X (0) +M +V oi M€ lgngocﬂFn,]Pl, V, est a variations finies

et Xn(O) = xn(xneR) pour tout né€N.

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) la suite (xn ; néN) est bornée dans R.

(2) (<Mn,Mn >; n€éN) et (Vn ; n€éN) satisfont aux conditions (1)

et (2) de Ta Proposition II.1.3. (En particulier lorsque
(<M sM, >3 neN) et (Vn ; néN) sont C-tendues).

Alors la suite (X ; néN) est D-tendue.

Démonstration : La démonstration découle directement de la Proposiion
11.1.3, des inégalités établies dans la démonstration de la Proposition II.3.1 et
des inégalités triangulaires sur R. R

7. Nous rappelons qu'une F-semi-martingale

(1) Z=172(0) +M+V

oi V¢ \__I1°C|:F,]P] est appelée spéciale (c.f. [18]).

Ces semi-martingales admettent une décomposition canonique unique de la

loc

forme (1) avec V prévisible, Mel‘=4o [FJP]. Si dans cette décomposition canonique

M est en outre localement de carré intégrable, nous dirons que Z est trés
spéciale.
8. DEFINITION

Soient A & §+, V un élément ]B°-prév1's1'b1e de A, xeR. Nous noterons
Prob(x,A,V) 1'ensemble des probabilités P sur (D,B(D)) pour Tesquelles
Ace \41?2 [B(P),F, Veg]oc[]B(P),P] et le processus canonique X est une
(B(P),P)-semi-martingale trés spéciale de décomposition X = X(0) + M + V avec
M(—'Ldg’]oc [B(P),P], <M,M>= A et X(0) = x P-p.s. (on dira que P est une
solution du probléme de martingales (x,A,V)).

Voici le deuxiéme résultat fondamental de ce paragraphe.

9. THEOREME

0
Soient Aéé\+, V. un élément B-prévisible de A, (Xn ; n€N) une suite
de semi-martingales telle que pour tout négN, Xn=Xn(0) + Mn + Vn avec
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2,1oc 5 s . B
Mnél‘;l0 F ], Vn a variations finjes sur tout compact et Xn(O) =X, (xnélR)‘

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) Il existe >0 tel que pour tout téR,,
—€ =€ ,E\‘?* P
<Mo MO ()4 [Mn,Mn] (t) n:mo

(2) i1 existe une fonction a croissante, continue a droite, de R

dans Tui-méme, telle que

A(w,t) < a(t), pour tout (w,t) € Dx R,

(3) lasuite (A(X) ; n€N) est C-tendue et (V(X) 3 neN) vérifie
les hypothéses II1.1.2(1) et II1.1.3(2) (hypothéses qui sont en
particulier satisfaites lorsque

(V(X,) 5 n€N) est C-tendue) ;

(4) les suites ( Mn,Mn>; nelN) et (A(Xn) ; n€éN) (resp. (Vn 3 n€N)
et (V(Xn) ; néN) sont C-contigiies.

(5) la suite (xn ; n€N) converge vers un point x de R.

Alors (X, ; neN) est D-tendue et tout point d'adhérence P de
(,C(Xn) ; néN) appartient & Prob(x,A,V). En outre Ta martingale M de la
(B(P),P)-décomposition canonique du processus (canonique) X ne posséde que des

sauts d'amplitude inférieure ou égale & 2e.

Démonstration : Les hypothéses (3) et (4) entrainent que les suites
(<Mn,Mn>; néN) et (Vn ; néN) vérifient 1'hypothése 6.(2). L'hypothése (5)
ci-dessus entraine 6.(1) et nous en déduisons que (Xn ; néN) est D-tendue.

Posons Pn =f(Xn), né€N. Soit P la limite étroite d'une sous-suite
convergente (Pn ; kEN).

k e .1

Remarquons que z>(<Mn ’Mn > - PA

k "k Kte
(d'aprés (4) et du fait que A€é+). On en déduit, comme dans la Proposition 2
que A€ VIS [B(P),P]. ‘

De méme, X(V_ ) S PV
" ke
P(V(0) = 0)>Tim sup P(V_(0) =0) =1, i.e. V(0) =0 P-p.s.
k k

1 et on en déduit que

D'autre part, V(w,.) étant a trajectoires dans D pour tout
weD, V(w,t) est fini pour tout t fini. Puisque V est B-prévisible et il
s'écrit comme différence de deux éléments de é’: V est alors un élément de
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Z]OCEB(P),P]. En effet car la suite Un = inf{t>0 : V(w,t) >n} (inf P = +=),

nEN, est une suite de B(P)-temps d'arrét prévisibles croissant vers +«

quand ntw. Donc il existe une double suite (Unm 3 (n,m) é]NZ) de IB(P)-temps

d'arrét telle que pour tout néN, (Unm’ méN) annonce Un' Sur chaque intervalle

stochastique [[O’Ukm]] , (k<n, 2 <n), V est borné par n, (néN). Soit

Sn = igﬁ Ukz’ (neN). Cette suite de temps d'arrét croit vers += et pour tout
2<n

nem, V" e VB(P).P]. Clest-a-dire, Ve V'°[B(P),P].

Définissons Tes applications suivantes de D dans lui-méme :

How) = Ho(s) = WVl )ox 5 d(w)= 3 (wsn) = B (w0 )2

n - A(w,.)

H(w) = H(w,.) = w-V(w,.) - X 3 J(W) = J(w,.) = H(w,.)2 - A(w,.) (w €D, neN).
Ces applications vérifient la propriété suivante : si (wn ; n€N)
converge vers w dans D, alors (I:In(wn) ; néN) (resp. (jn(wn) ; neN))
converge dans D vers l:I(w) (resp. J(w)).
Par conséquent, d'aprés [1], Théoréme 5.5, nous aurons que

o _ e - . e s_
6) p AL S P et p o S R
k "k kte k "k ktew

or,

et (4) entraine que (R (X ) 5 n€N) et (M
conséquent

N n€éN) sont C-contiglies. Par

(7) £ ) S oph

D'autre part,

2

Jp) = B M) = (v V(X))

+ 2Mn(vn-\'/(xn)) weMoMos = A(X)

De (4) nous déduisons que pour tout NE€N,
2

sup [V (t) - V(X _,t)| - O, et
telonN " n Nte
| \ P
sup L<M M s (t) - AX.,t)| > 0
t < [O,N] nen n Nt

Puisque (Mn ; kéN) converge en loi et que la différence
k
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—\;(Xn ) tend vers zéro en probabilité (selon la métrique de C), nous aurons
k k
(voir 1.3))

Yy

P
Mo (t)(V(t) - V(X_,t))] >0
tsép[O,Nl| nk( J(p (8 - U n ))lkm

2

Par conséquent, (J (Xn ) 5 kEN) et (Mn
k k

-<M_ ,M >3 kéN)
i "k

"k
sont C-contiglies et

(8) LM -em M5y S P

Maintenant, les hypothéses (1) et (2) nous permettent de construire, comme

dans la Proposition 2, une suite de processus (Lk ; k€N) vérifiant les
propriétés suivantes :

(9) L, €M1 ], sup [al(t)] < 2e
k t€R,
(10) (Lk ; kKEN) et (Mn ; kéN) sont C-contigies ;
k
(11) (< Lk,Lk>; kéN) et «M_,M >3 keN) sont C-contiglies.
" Mk

(12) pour tout té€R, les suites (L, (t) 5 kéN) et

+ k

(le((t) -<Lk,Lk>(t) ; kEN) sont équi-intégrables.

De (7), (10),(12)on déduit en vertu du Lemme II.1.5 que le processus
canonique X est une (]B(PH_I), Pﬁ_l)-martingﬂe. Procédant comme dans la
Proposition 2, la propriété (9) entraine que sup |aX(t)] iZe,PH_l-p.S. et

teR
+

X € bﬁg’]oc LB(PFl-l), Pi“i-l ] .

I1 s'en suit que X-V-x est un élément de M§,1oc

B(P),P] que nous
notons M et qui en outre vérifie sup [aM(t)]| < 2 .
t €R

Pour compléter la démonstratioﬁ, il suffira de montrer que <M,M>= A.
D'aprés (8), (10), (11), (12) et en vertu du Lemme II.1.5, le processus
canonique X est une (B(PJ ), Pj_l)-martingﬂe. C'est-a-dire

WA = ()(-V-x\,2 - A est une (B(P),P)-martingale. Puisque Ae!loz B(P),P], nous

aurons aiors <MM>= A,
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10. REMARQUES
1) Si au 1ieu de 1'hypothése 9(1), la suite (Mn ; n€N) vérifie la
condition de raréfaction asymptotique de sauts, alors la martingale M de la
Proposition 7 est & trajectoires continues. D'autre part si (0(Xn) ; néN) est
C-tendue, alors V GglocﬁB(P),P] pour tout point d'adhérence P de

(X(X,) 3 nem).
2) Lorsqu'il y a unicité (en loi) des solutions au probléme de
martingales (x,A,V), le Théoréme 9 entraine la convergence étroite de

(XIXn) ; néN) vers la solution P de ce probléme (car P est ence cas le seul
point d'adhérence de la suite (:f(Xn) ; nEN)).

3) Si V=0 dans le Théoréme 9, nous obtenons un critére qui sert a
étudier la convergence en loi de semi-martingales vers une Timite martingale.

I1.5 LE CAS MULTIDIMENSIONNEL
Nous allons étudier une version multidimensionnelle du Théoréme I1.4.9.

Les techniques utilisées dans la démonstration sont exactement les mémes, la seule
difficulté étant la complexité des notations. Aussi nous essaierons de les
simplifier autant que possible : la presque totalité de ce paragraphe est consacré
a 1'explication de notations et a la généralisation & plusieurs dimensions des
définitions de base de la Théorie de Martingales.

Comme dans les paragraphes précédents, nous considérons un espace
probabilisé complet (o,E,P) et des filtrations F}Fn(né-N), satisfaisant aux
condions habituelles.

Dans ce qui suit, d et k sont deux entiers > 1.

1. Convention de notation pour 1'espace D(R+JRd)

Dans la paragraphe précédent nous avons introduit 1'espace
D(R+JRd) muni de la topologie de Skorokhod sur tout compact, et nous avons adopté
la notation abrégee Dd(l) pour cet espace. A présent, pour simplifier 1'écriture,
nous supprimerons le "1" de cette notation, i.e. Dd représente 1'espace
Dd(l) tout le long de ce paragraphe.
Chaque élément wé& Dd s'écrira

w1

d
w

ol les w' sont les fonctions composantes.
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Pour éviter toute confusion, nous réservons la notation
x(r)(xélR, réN) pour "x & la puissance r". Par contre x" clest la r-jeme
composante du vecteur xé]Rd (15. r<d).

Le produit scalaire usuel sur RY est note (.1.) et ||. || désigne
la norme (euclidienne) qu'il engendre.

On définit 1'application X : DcI X ]R+aRd par

X(w,t) = w(t) = | - c ) et R, (%)

Nous introduisons alors les tribus suivantes sur Dd
- la tribu borélienne de Dd, soit Q(Dd) 3
- les tribus BY = o(X(s) 5 s<t) (t€R,) ; on note B° = (BY ; t&R,).

On a que g,?, et E=3(Dd) sont identiques.
Puis, comme dans I.2.6. 3), on a que pour toute probabilité P sur

(Dd,g(Dd)) il existe un ensemble T, R _ plein pour la mesure de Lebesgue tel

que X(.,t) soit continue pour tout téTP (c.f. [1]). De méme t eTp si et

seulement si P{wé Dd

: X(wst) # X(w,t.)}) = 0. On note - B(P) 1la tribu B(D)
(qui est égale a gg) complétée pour P et de méme B(P) = (gt(P) ; teR,)
désigne la filtration B° complétée et rendue continue a droite. D'aprés ce qui

précéde, chaque tribu Qt(P) pour t éTP est engendrée par la famille

h(X(uO),...,X(um)) de variables aléatoires sur (Dd,Q(P),P), ol h est une

fonction continue bornée sur (Rd)m+1 et les ensembles {ugs--esupd constituent
des subdivisions de 1'intervalle [0,t] telles que '

0 = Ug<Up<.oew<Up = t, uié TP’ i=0,...,m (le point 0 appartient a TP)

Et Bt pour t6R+ s'obtient comme B

* On supprimera 1'écriture de "w" dans X(w,t) Torsqu'il n'y a aura pas de

risque de confusion.



58

2.MATRICES
Nous identifierons 1'espace des matrices réelles de d x k compo-
santes avec 1'espace de au moyen de 1'application
(a9 5 1<i<d, 1<j<k) > (x" 5 1<r<dk) on x" =a'd si

r = i+(j-1)d.

Cela nous permet de donner un sens aux "applications c.a.d.l.a.g.
a valeurs dans 1'espace des matrices réelles de d x k composantes". Ce sont
simplement des éléments de D(R+, ﬁk). Cependant nous conserverons 1'écriture

matricielle lorsqu'il sera question de s'en servir comme opérateur de Rk

dans
Rd. En ce sens, nous noterons tA la matrice transposée d'une matrice A ; le

produit de matrices sera simplement noté par juxtaposition.

3. PROCESSUS
Nous dirons que Z est un processus vectoriel d-dimensionnel &
trajectoires c.a.d.1.3.g. (resp. continues) si Z est (indistinguable d')
une application mesurable de (q,E) dans (Dd,g(Dd)) (resp. (Cd,g(cd)).
Si Z désigne une classe de processus unidimensionnels TF-adaptés
a trajectoires c.a.d.1.a.g., i1 est clair que & ;d si et seulement si chaque
composante 21(1_ii_id) de Z appartient a Z.

11 est facile de voir que 1'on a dans ces conditions (;1“)d =

(;d)loc’ la denniére classe étant constituée des processus Z pour lesquels il

existe une suite localisante (Tn ; néN) de F-temps d'arrét tels que

z néig. Nous pouvons ainsi généraliser des notations comme M]OCEFJP], etc.

1
M _
soit M= . |emFp]).

M

mlml 2] Lt
On notera [M,M] le processus : :

w1 [ m]
C'est un processus a trajectoires dans Ddd. I1 vérifie que
Mt - [T € (u' ¢ FF p]) %

ce qui est équivalent & dire que pour tout ¢ & Rd,
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(o[ME Mo) = (o] MM]e) = (o|MZ - (o] M.M]6) € M OC[F P

c'est-a-dire, [(6]M),(a|M)] = (o|[M,M]e).

Si Mé(MZ’]OC[jF,]P])d on peut également définir le processus matriciel
<M,M > comme le compensateur prévisible-composante par composante- du processus
[M,M]. On remarque que <M,M> € (Z]OCDF,]P])dd mais que pour tout 6 ¢ RrY,

(6] M,M>0) € VI OC[F.P].
4. LES ESPACES A ET A"
Nous introduisons maintenant 1'espace QJ'[Dd,Dk]
des applications A : Ddx R++ ]Rk, telles que : pour tout w € Dd,

Alw,.) € Dd et toutes ses composantes sont croissantes ; pour tout téR

o_ o R W d d+k
A(.,t) est Et mesurable ; 1'application w»@(w“» de D- dans D

o
est
continue.

On note g[Dd,Dk] 1'ensemble des différences V=A;-A, ol
AR ﬁ=\+[Dd,Dk] et tels que 1'application w»( " )de 0d dans DIk est
continue. V(W)

5. DEFINITIONS
Nous dirons qu'un élément A de lé[Dd,Ddd] est de type positif (ou
défini positif ou elliptique) si pour tout 6 <& Rd, (6]|Re) € §+[Dd,D].
(Pour un tel é]é?ment nous aurons que la diagonale appartient a
é\+[Dd,Dd] et d'autre part Al - A‘ﬁ).

si ae apd,pdd)

est de type positif, V un élément Bo—prévisib]e
d

de A[D ,Dd] et x&R", nous noterons Prob(x,A,V) 1'ensemble des probabilités
P sur (Dd,Q(Dd)) vérifiant :

(1) A BRI et ve v B(P),P])

(2) X-V-x € (H2>1°C [B(P),P])"

(3) <M,M>=A ol M= X-V-x,

X @étant le processus canonique défini dans le n® 1 ci-dessus.

6. REMARQUES
1) Soit (Zn ; néN) une suite de processus a trajectoires dans
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d

0% definis sur (%,EP), Z =[. |(né€N).

Supposons que chaque Zn soit une ]Fn-semi-martinga1e vectorielle

(ou simplement un processus Fn-adapté), néN. On voit aisément que la proposi-

tion II.1.3 se généralise au cadre ci-présent de la facon suivante
Si pour tout NeN® et pour tous, e, n>0,
(1) i1 existe a=a(N,’7) >0 tel que

sup P[ Sup lIZn(t)H >al <n

ncN telo,N]

(2) i1 existe 6=8(e,n)>0 et noéN tels que pour toute suite

(Tn ; néN), ol chaque Tn est un ]Fn-temps d'arrét borné par
N (n€N), on ait
sup [ sup 12,(s) - 2, (1)1l > } <n
n>ng TniSiTn + 6
s € [0,N]

Alors la suite (Zn ; néN) est Dd—tendue.

Ceci découle - comme dans II.1.3 - du critére de compacité étroite
rélative de suites de lois sur Dd analogue a I.1.5.

Or les conditions (1) et (2) ci-dessus sont vérifiées si et seulement

si chaque suite de composantes (Z:] ; néN) vérifie II1.1.3(1) et
11.1.3.(2), (1<i<d).

Nous étudierons maintenant la propriété analogue du Lemme II.1.5.

2) Soit (Mn ; n€N) une suite de processus telle que chaque M soit

une an-martingale d-dimensionnelle.

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(2) Pour tous tER,, 1<i<d, 1a suite (M;(t) ; neN) est
équi-intégrable.

Alors le processus canonique X sur (Dd,g(Dd),P) est une
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B(P)-martingale d-dimensionnelle .

La démonstration de cette propriété est entiérement analogue a celle ‘
du lemme II.1.5., elle se sert de la caractérisation de la filtration B(P) dis-
cutée au n° 1 ci-dessus et du fait que 1'on a

[Ddh(x(uo),...,x(um)) Y;‘(t)dPn N [Dd h(X(ug)s--->X(u ) Y;‘(t)dP

pour tous s, teTp, O0<s<t, 1<i<d, neN, toute partition

0= Ug<Uj<.vo<u =5 00 u; & TP(Oiiim) ; toute fonction continue bornée

hosur @™ 00 o= (M) (nEN) et Yi(t) = [(-N)VX ()] AN

3) Soient U,Vé(l‘g]OCEF,]P])d. Nous pouvons définir [U,V] par
"polarisation" et nous dirons que U et V sont orthogonales si UtV (ou VtU)

appartient a (MO]OCEF,]PI)dd, c'est-a-dire si [U,V] = 0. Cela est encore équiva-
Tent a dire que pour tout (i,j) & {1,...,d}2, < (U1)C,(V‘])C >=0 et U' et
W n'ont pas de discontinuité commune.

Cette remarque nous permet de voir que toute martingale locale de
(I{_1]°C[]F,P:[)d se décompose en une somme d'une martingale locale continue et d'une
martingale locale somme compensée des sauts (orthogonale & la premiére) toutes
les deux construites composantes par composantes.

IT n'en est pas de méme 1‘orsqu'on veut définir M_E et M pour
Mé(rj]oc EFJP]}d et ¢>0. Dans ce cas i1 peut y avoir des discontinuites
communes & (M1_)E et (MJ)e pour i#j. Evidemment ce probléme ne se pose pas
Torsque M est a composantes M orthogonales deux a deux.

Cependant, i1 n'est pas difficile de réaliser une construction directe
dans RY de W et M®  en suivant un schéma analogue & celui du Lemme-I.1.3.
Supposons Me (h;lo]}',]P])d pour simplifier et introduisons, comme dans I1.1.3, le

processus
GS(M,t) -= Sét HAM(S)” IE ” AM(S)” >V€] (t61R+)

(M) = (@ (M,t), tER,) est un &lément de VI°C[FF].

On en déduit que le processus (vectoriel) A® ol

RO = MO T syl s 0 (PR
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est un élément de (Z]OCEF,IP])d et i1 existe IS son compensateur prévisible.
Quitte & arréter M, on peut supposer A® & variation intégrable (i.e.
E(Jm || dA® (s)|] )<=). Alors W® = AF -‘XEE(MO[]E,]P])d. On pose M°® = M-M°.
° Si T est un temps totalement inaccessible.
BT = MO Ly o] €F
Si T est un temps prévisible,

F
€ =T-
MT) = M) Tyl < o) TE @I 1wy < )

Donc,

(1) [|aMTt) || < 2 pour tout té€R,.

Par application de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on a pour tous
teR,, s €AY,

(2)  lagelM ()] <2 [le]]e.

Si Me(l;‘lgl_TF,P])d, on a que le processus o (M)=(c"(M,t) ; teR,) est
un élément de (Z]OC[IF,IP])dd, ol

€ _ t
] (M,t) = sit (AM(S)) (AM(S)) I[ ”AM(S)” S €1

Remarquons que oe(M) est de type positif car pour tout 6 & Rd
€ - (2) . loc
9 M = I 8 |aM I v F.JP|.
(8]a"(M) ) sio(l (s)) [I|AM(5)||>E]E- [F.p]
. i _re€ ii i (2) ‘
Soit ' (t) =[c°(M,t)] sét (aM'(s)) 1[ M (s)]] >€]

(1<i<d) 7la diegonale de o°(M,t).
On montre comme dans le lemme I.1.3 que pour tout temps d'arrét fini T
et tous i,jé& {1,...,d},

(3) E(<(®)', 7)"> (1) < 3EE (1))
(4)  Ee)’, () (1) < 4 EEEMLT) < EEE()

D'autre part Tes inégalités de KUNITA et WATANABE ]:18] entrainent que
(5) 100F) . ()31 < o)L o) VAL, o 9y V2

(6) |« ()T, (®)3s|<(<F) T, ()1 ) V2 (@), @)d>)L/2



De toutes ces relations nous obtenons la propriété suivante :
Soit (Mn ; Nn€N) une suite de processus telle que chague Mn

appartient a (I:IZ’]OC[}' ;]P])d. Soit e>0 et supposons que pour tout tER,,

o n
HE HE £ ME P - .
(7) <Mn,Mn> (t) + S(Mﬂ,Mn)(t) n:m 0 (0 é&tant la matrice nulle)
ol S(MS,MS)(t) est la matrice de composantes

—n-n o
ey TE * . .
(M) 'S (1% (1), 124, j<d.
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Alors Tles suites (Mn ; néN) et (Mz ; néN)  (resp. <Mn,Mn>; neN)

et (<[«1_;,M;>; n¢N)) sont cd-contiglies (resp. Cdd—contigu'es), c'est-a-dire
P € ME P
o 4(M M) 5 0 (resp. p gy (<M M >, <MLME 5) S 0)
Cd et Cdd n’>'n —n’—n fhes

En outre, la condition (7) est vérifiée lorsque

(8) ”EyE(Mn,t) P 0, pour tout tER,.
N4

On remarque que si les Mn sont quasi-continues & gauche, alors

MM T= o"(M) et sup flaM (t)[| <2 (neM).
€R,
® -N

N N N
(0 alxay) = Eyeg 276 gxan)/ (10 g (xa))) o Lyxay) -

d
= sup [ x(t)-y(t)][ 5 xs ye D)
t ¢ [0,N] ,
D'abord, la condition (7) entraine que pour tout t€R,, 1<i<d,
(9) <), @) B oo
" n Nte

et par conséquent (M:] ; nEN) et ((Mﬁ)i ; néN) sont C-contigiies (d'aprés
les inégalités 1I.2.3). On en déduit 1la C -contiguité de (Mn ; n€éN) et
(M‘f1 ; NEN).

Ensuite d'aprés (6), pour tout NeN*, 1<, j<d, néeN,

<ﬁ€i, ﬁe‘j t <
teSlﬁS,N]I n) e (M)T> ()] <

(<), ()T > M2 ey, )T ()2
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tout né€N, X, =X (0) +M +V  ou M € (M [jF,]PJ) sV €Y

et puisque
(s <), e S )F ) eI F )t ey > ¢

nous avons pour 1<i, j<d

P

Nnte
On en déduit la Cdd-contigu'ité de (< Mn’Mn > 3 n¢N) et

(€ M.ME >3 néEN).

i ey e\J
pc(< MnsMn >s < (Mn) s (Mn) >) 0

Si (8) est vérifiée, alors (7) découle de (3) et (4), des inégalités
II.2.1 et de (6).

Enfin, la derniére remarque de la propriété est évidente, (i1 suffira
d'observer que pour toute martingale locale d-dimensionnelle, somme compensée

de sauts, soit M, ona [MM] = x (aM(s)t (am(s))).
s<o0

7. DEFINITION
Soit (Mn 3 n€N) une suite de processus telle que chaque

M € 2 1OCEF ’]p]) . Nous dirons que (Mn ; néEN) satisfait 1a condition de

raréfaction asymptotique des sauts (resp. condition forte de raréfaction
asymptotique des sauts) si pour tout >0, té€R,

P
5
Nteo

WME ME € W€
<HELME 5 (t) + S(MELFE) (t) 0

(resp. 'B’E(Mn,t) P 0).
n4te
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le principal résultat
de ce paragraphe.
8. THEOREME
soient Ae A[D%,099] de type positif, V un element B°-prévisible

de é[Dd,Dd_], (Xn ; néN) une suite de processus d- dimensionne]s telle que pour

2,1oc an,IP])d

Toc

et X (0) = x, (x €R%).

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) I1 existe e>0 tel que pour tout té]R+,
E WE € mE P
<Mn,Mn> (t) + S(Mn,Mn)(t) n?w 0




(2) 11 existe une fonction a : R, »]Rg _dont chaque composante
a' est croissante continue & droite et A”(w,t) < a1(t), pour tout
w,t) € 9% R, 1<i<d.

(3) Les suites (I.\ﬁ(Xn) ; néN) sont C-tendues et les suites

(\.Ij(Xn) néN) vérifient les hypothéses I11.1.3. (1) et II.1,3.(2) (qui sont en

particulier satisfaites Torsque les suites V(X ) 5 ne€N) sont C-tendues) pour
n 2 SETEEs) PR

tout i €{1,...,d}.

. (4) Les suites (<M MI> 5 nel) et (AJ(X ) 5 nEN) (resp.
(V:] ; néN) et (\71(Xn) ; néN) sont C-contiglies pour tous i,jc{1,...,d}.

(5) La suite (xn ; n€N)  converge dans ]Rd Vers  X.
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Alors ()(n ; n€N) est Dd-tendue ; tout point d'adhérence P de

(£(X ) 3 neN) appartient & Prob(x,A,V) et P( [[aM (£)]] < 2¢) = 1,

n
o, M= X-V-x.
En particulier, si au lieu de (1) la condition de raréfaction

asymptotique des sauts est vérifiée, alors P(Cd) = 1.

sup
t ert

Démonstration : La démonstration de ce Théoréme est maintenant

entiérement analogue & celle du Théoréme II.4.9. Aussi nous nous contenterons

d'indiquer les principales étapes‘et prendrons pour simplifier xn=x=0, (n€N).

1°). (3) et (4) entrainent que pour tout i(l<i<d) (X:] ; néN)
vérifie I1.1.3(1) et II1.1.3.(2) (voir démonstration du Théoréme I1I1.4.9.,
Proposition II.3.1. et appliquer les inégalités triangulaires. Par conséquent,
d'aprés la Remarque 6.1), (Xn ; Nn€N) est D-tendue.

2°). On pose P, = t(f(Xn) (neN) et on choisit une sous-suite

(Pn ; r€EN) convergente étroitement, de Timite P. (4) et le fait que
r
A€ g[Dd,Ddd] et V€ L\[Dd,Dd] entrainent que
:(/,(<M WM >) —e> P;\-l
M Ny )
e .
Lo,y S ot
rorte

On en deduit que A € (L°°B(P).P1)% et vey'C@(p),P]) .
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3°). On introduit les applications :

w=V(w,.)

Hw) = H(w,.)
Hew,.) HOw, )-A(ws.), (wedd).

J(w) = J(w,.)

Hoepdspd, g pd s pdd,

Ces applications étant continues, il vient

. _ . s _ e .
PnHlsPHletP b Syl
r Yoo Ny rheo

Puis on montre que (I:I(Xn) ; néN) et (M 3 néEN) (resp.
- ty -
r) s reN) et (Mnr Mnr <IVInr’Mnr> ; reN)) sont Cd—contigﬁes (resp.

. n
(3(x,

Cdd—contig'u'es). (Voir Remarque 9 ci-dessous).

Par conséquent,

e .1
EAUNSER
r rste
Yoo ooemomsy epil
n n n n ->
r r r r rheo

o N _ME -
4°). Ensuite on pose Nr—MJn (r&N).

L'hypothése (1) entraine (voir remarque 6) que (Nr ; néN) et (Mn

r

(resp. (< Nr’ Nr >; réN) et (< Mn ,Mn >3 réN)) sont Cd—contigijes (resp.
ror

Cdd-contigijes).

3 TEN)

Soit n>0. Définissons pour tout réN, tout i {1,...,d},
Sy = inf(t>0 t <NLND> (t)> a' (t) + )
(inf @ = +=).

Et soit S = inf s,

Sr est un temps d'arrét prévisible de ]Fn , il existe alors
. r

une suite (Srm ; mEN) annongant Sr(ré]N). Les hypothéses (4) et (2) entrainent

*
que pour tout NEN

P(S,<N) - 0
r <
rte

IT existe alors une sous-suite Tr:Srm , réN, telle que pour

tout NEN', P(T < N) - O.
rte



Sur [[0,T.] ona que <N:‘,N:‘ > (wst)< a'(t) +n pour l<icd.

On pose r

On montre ensuite, comme dans II.4.2, que (L;(t) ; réN) est
équi-intégrable pour tous i & {1,...,d}, te R+. D'aprés ce qui préceéde,
(Lr ; réN) et (Mn ; réN) sont Cd—contigu'es 5 (< Lr"‘r >3 réN) et
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r
(<M, »M >;reN) sont Cdd—contigijes. En outre, sup ||a Lr(t)HiZE, (reN).
r r teR,
Par conséquent,
. e _s_
() 5ot
r
rte
Z’,(Lr tLr- <Ll >) § 37! (Voir Remarque 9 ci-dessous)

rte

Onapplique alors la Remarque 6.2) et on obtient que P & Prob(0,A,V).

Pour montrer que sup |[aM(t)|| < 2e ,P-p.s., on montre que
teR,
sup  [lax(t)]l < Zs,PI-'i-1 p.s.
teR,

Pour cela on procéde comme dans II.4.2 en introduisant

Wxe) = sup IX(0)-X(s)I] 5 (>0, NENY)
¢ [t-s|<6
t,s € [0,N]
W (X,8) inf max sup I X(s)-x(t) |l
D

(t'i) O<izn ty j=s,t<ty

ou 1'inf est pris sur 1'ensemble des partitions finies ({t ,...,t } de [0,N]

vérifiant :
N

0= t0<t1<...<tn

. *
ti-ti-l >8 , 1 =1,2,...,n (6>0, NEN").

9. REMARQUES

1) Dans les étapes 3°) et 4°) on se sert de Ta Remarque II.4.1.3.)
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N t
pour montrer que (J(Xn ), réN) et (Mn Mn - <Mn ’Mn >3 réN) (resp.

r r r r r

ty ; réN) et (L Y ; T€EN)) sont Cdd—contigijes.
n. n, r r

En effet, pour avoir la propriété pour les deux premiéres suites, il
suffira de montrer que pour tous 1,J é-{l,::.,ds, tout NeN¥, 1'expression (ol

nous avons écrit n.=n  pour simplifier) S;J(N) ou
s = -V oo o)+ oo -V xo* o
# T 00) - vy emn s TR ) )

converge vers zéro en probabilité quand n#te. N
Le premier et le second terme de S;J(N) convergent vers zéro en
probabilité quand nte, ceci découle de 1'hypothése 8.(4) et du fait que

(Xn ; n€EN) (en réalité (Xn ; rEN)) converge en loi (voir 11.4.1.3))
r P
Le dernier terme de S;J(N) converge vers 0 en probabilité quand

nte en vertu de 8(4).
Quant au troisiéme terme, on écrit d'abord

SRR

W) V= ) - vy W)+ v;(OJ(xn)-vf‘)

(2) (T - V) <

<OTOC) = VIR (O (R (I x)-v) o).
Puis on remarque que (V;

en 1oi (considérées comme sous-suites) et 1'hypothése 8.(4) permettent d'utiliser
la Remarque II.4.1.3).

; NEN) et (Vj(Xn) ; nEN) convergent

On procéde de la méme fagon pour montrer la C-contiglité de

Y 3 r€N). On décompose M;M%-L;L; sous la forme (1)

Moo reN) et (L

n n
r r

et on obtient une inégalité analogue & (2) permettant d'utiliser la Remarque
11.4.1.3).

2) S'il y a unicité (en loi) des solutions au probléme de martihga]es
(x,A,V), le Théoréme 8 entraine la convergence étroite de (zmxn) ; neN) vers

(M

la solution P de ce probléme.

Nous appliquerons cette remarque dans le chapitre III ol nous étudierons
1'approximation des diffusions dans Rd. Pour 1'instant nous nous bornerons a
dégager une version multi-dimensionnelle du Théoréme Central Limite du
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paragraphe II.4. Pour cela, nous considérons un élément A€ A [Dd ddj

positif de la forme :

de type

AU (w,t) = 0 si id,

AT (w,t) = AT(t), (1<i.j<d, ter,, wend),

00 Ai est une fonction croissante continue de R dans lui-méme,
A'(0) = 0 (1<i<d).
Une généralisation immédiate du Théoréme de KUNITA et WATANABE ([10],
voir également [27]) permet d'assurer qu'il existe une seule P ¢ Prob(0,A,0)
telle que P(Cd) = 1. Le processus canonique

il

est alors une (B(P),P) mar‘tmga]e gaussienne continue, centree, telle que pour
1;63, 1 est indépendante de XJ et 1a covariance de X' est
(s t) = S/\t) (1<i, j<d, s,tCR+).

10. COROLLAIRE
Soit A un élément de I=\[D T de 1a forme 9.2).(1). Soit
(Xn ; néN) une suite de semi-martingales vectomeHes telle que pour tout
NEN X (0) =0 et X =M +v  avec M€ (M'O°F P])%, v a variations finies,

ddd

vérifiant Tes hypothéses suivantes :

(1) (Mn ; néN) satisfait la condition de raréfaction asymptotique

des sauts ;
(2) pour tout i € {1,...,d}, tout t 61R+,

ii i
<M MO >(t) > A(t) s
nn nte

(3) pour tous i,j {1,...,d}, i#j, NeN¥,

: i P
sup [<M_,M)>(t)] > 0
tefo,Ny MO N4

(4) pour tous i,j € (1,...,d}, NENF,
sup Vi Boo
t€ [0,N] Nt
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0 e
Rlors Z(X) 5 P oi PE Prop(0,A,0) et P(c) 1.
nte
(P est Ta loi d'une martingale vectorielle continue, gaussienne, a

composantes deux a deux indépendantes et centrées).

11. REMARQUE
Nous avons séparé 1'hypothése de la C-contigiiité de
(<Mn,Mn >; néN) et (A(Xn) ; neN) en deux conditions ((2 et (3)) dans le
Corollaire 10. En effet, puisque Al est une fonction croissante continue et que
le processus <M;,M; > sont croissants, 1'hypothése (2) entraine que
sup |<M1,Mi >(t) - Ai(t)| P 0. par contre, nous ne pouvons espérer une
teonN M nte
te]]e §1mp1if1cation quand.j1 s'agit d'écrire la C-contiguité de
(<M:],Mg] >3 n€eN) et de (A”(Xn) ; néN) pour i#j, car les processus

(<M;,Mﬂ >3 n&N) ne sont pas croissants. Aussi on voit 1'importance de travailler

avec des suites de martingales locales (Mn ; néN) o0 les composantes sont deux
a deux orthogonales.

L'orthogonalité des composantes simplifie également 1'hypothése de
raréfaction asymptotique des sauts. En effet, nous verrons que dans ce cas
1'hypothése 10(1) est satisfaite si et seulement si chaque composante vérifie la
condition de raréfaction (unidimensionnelle) des sauts. Prenons une martingale
locale vegtorie]]e M, localement de carré intégrable M(0) = O, dont les compo-
santes M' sont orthogonales. Alors tout temps de saut T de M est un temps
de saut d'une seule composante. Si 1'on se donne une suite (Tn ; nEN) de
temps d'arrét épuisant les sauts de M, on peut la séparer en d suites

i
(T,

pour tout =>0,

; nEN) (1<i<d), ol (T; ; néN) épuise les sauts de M'. Nous avons ainsi,

, (W CMT) T ey e]) = TR iy

siTeTp, (1<i<d, n€N).

Par consequent,

co.d B P U R .
(2) Abeny ApL ot ATt = o tM(s) I: [aM(s) 5]
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3
) 0 si Jj#n
A = o Ag(t) = '
d 5 aM'(s) I- i , si =i
Al L MENTE i (s)]oe] J

(1<i<d, teR)).
IT en découle que
e - p€_pe. .d
M A=-A Ty

N _pf € : .
1 Ly, ot Li'Ai A1. (1<i<d) s

(3) <ME,ME>= 2?=1<L1,L1.> car <L1.,LJ.> est l1a matrice nulle.

On remarque que les composantes de L1. sont égales a

. (0 si j#i
L] ={ (1<i, j<d)

Me si =1
Et
(4)

0, si k#i ou J#i
ki _
<L1.,L_i> =

<ME, (MH)E>, si k=j=i
(1<, §ok<d)

De_méme on peut montrer que S(Me,ﬁg) est la matrice de composantes

A ey Y
Si = [MH® (7)™

Considérons maintenant une suite (Mn ; n€N) de martingales locales
vérifiant les conditions précédentes et supposons que pour tout i=1,...,d,

i
My

que (<M:‘,M:]>; néN) est C-tendue. Alors ([(M:‘)e, (M:])E] ; N€N) est

; néN) satisfait la condition de raréfaction asymptotique des sauts et

D-tendue pour tout >0 (Corollaire II.3.12 et Théoréme II.3.2)et cette suite
vérifie en particulier la condition I1I1.3.8.(2). Or, d'aprés 1'hypothése faite sur
les sauts, Sﬁ(Mn)(t) L4 0 ({eR,.) et d'aprés les inégalités de

nte
KUNITA et WATANABE,
-yl i 1/2 3 wire11/2
(5) S350 < T e T2 [of)E, )<

I1 est alors facile de déduire que Sij(Mn)(t) L 0 en vertu de
Nte



P

11.3.8.(2) et du fait que <(W) (W) (t) 5 0 (teR,).
nte
On aura alors que S(MEME(t) B 0 (teR,) et de (4)
Nte

et (3) on obtient finalement que (Mn 3 néN) satisfait la condition de raréfac-
tion asymptotique des sauts.

12. COROLLAIRE
Soit (Mn ; néN) une suite de processus vectoriels telle que

pour tout né¢N, M € (Mg,loc

EFn,lP])d et ses composantes sont orthogonales.

Supposons que pour tout i=1,...,d, les hypothéses suivantes
soient vérifides :

(1) (M:] ; néN) satisfait 1a condition de raréfaction asymptotique

des sauts ;

(2) <M:],M:] >(t) }:» A](t), pour tout te€R_, ou A" est une

fonction croissante continue de R, dans lui-méme, A1(0) = 0.

Alors (Mn ; n€N) converge en loi vers une martingale vectorielle
gaussienne continue (canonique) dont les composantes sont indépendantes. La
fonction A" est le processus croissant associé a la i-iéme martingale

composante (1<1i<d).

Lorsque A1(t) =t pour tout ‘cé]R+ tout 1i=1,...,d, on obtient
ainsi un critére de convergence en loi vers le mouvement Brownien d-dimensionnel.
Nous avons démontré ce corollaire dans [35] par d'autres méthodes,

sans passer par le Théoréme 8. 11 y a &té appliqué a 1'étude statistique d'une
famille de processus ponctuels.
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IIT - QUELQUES CAS PARTICULIERS

ITI.1 - THEOREMES LIMITES CENTRAUX POUR LES MARTINGALES A TEMPS DISCRET

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit (Q,!;'o) un espace mesurable et soit e = (QI?] ; meN)  une

filtration discréte sur cet espace. Nous supposons EO = gg.

Un processus croissant t = (t(t), t(—]R+) continu & droite, nul a
1'origine et en escalier est appelé un changement de temps discret de 6% si pour

tout té]R+, 2(t) E N et est un temps d'arrét de 6°. Nous supposerons toujours

t(w) = 1im 1t(t) = 4.
theo o o
Nous désignerons par G ., 1la filtration G~ "changée de temps",

c'est-a-dire GC.¢ = (QS (t) ; t€R,). S A = (A(m) ; meN) est un processus

(& temps discret ou suite) G%-adapté, Aot = (A(r(t)) ; téR,) est 6°,r-adapté.

Soit P une probabilité sur (n,l::o). Comme d'habitude nous complétons
toutes les tribus et nous supprimons le "," dans nos notations. On voit aisément
que la filtration Go.t satisfait aux conditions habituelles.

2. LEMME

Soit 1 un changement de temps discret de @ vérifiant en outre la
condition at(t) =0 ou 1 pour tout teR,. v

Tout processus A = (A(m) ; mEéN) G-prévisible est changé par «
en un processus Aot, Got-prévisible si et seulement si t est Got-prévisible.

Démonstration : ¢ est en fait un processus ponctuel non explosif.
Désignons par (Tn s n€N) la suite de ses temps de saut.

T0=0

T =1im T = 4
o n n
(wst) = n sur []:Tn,TnHI[,'(néN).

La tribu prévisible P(@G) sur @ x N est engendrée par les ensembles
de la forme E x {n} (néN), ou E €6 ;.

Si 1t est Gor-prévisible, chaque temps d'arrét Tn (néN) est
prévisible. Posons F, = gr(t) (téR,) s F = (gt ; teR,). 11 est clair que

Ep= Cu(r ) = G, (neN) et que tout &lément B de i s'écrit comme une réunion
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disjointe :

(1) B = ﬁ G, N (T y<t<T 1}, 00 G €& (n€EN)

D'autre part, la tribu ET _ est engendrée par les ensembles de la forme
n

BN {t<Tn} ol Begt. D'aprés (1) i1 s'en suit que ET est engendrée par les

ensembles de Ta forme G ;N (Topst<T 3 G €6 4. Or

{Tn—lit<Tn} = {1(t) = n-1}1 € (=3n-1 et par conséquent ETn' = (=5n—1 = ETn—l.

Montrons que 1'application 1 : @ x R, > axN e« P(F)/P(G)-mesurable ;
c'est équivalent & prouver que tout A G-prévisible est changé par t en un

processus A.t (@ot-prévisible). Soient n¢N, E€ (=;n- Si T est un temps

1-
d'arrét de F notons

T(w) si wcE
TE(w) = {
+o0 Si W 4 E.

Alors,

T (Exin})

{(w,t)EE x R, : weaq, Tn(“’)it<Tn+l(“’)} =

B H:(Tn)E ’ (Tn+1)E['
Or, puisque EC—ET et que Tn est prévisible,
n-
- pN
[[(Tn)E, (Tn+1)EI[C— PY(F) (c.f. [5], III.T 49), donc < est P(F)/P(G)-mesurable.
Réciproquement, si tout A G-prévisible est transformé par t en un
processus Aot F-prévisible, alors <t Tui-méme est F-prévisible car il est le
processus changé de temps de 1'identité sur N. W

Nous noterons ©o(G) 1'ensemble de changements de temps discrets o
de @ tels que a8(t) =0 ou 4 pour tout tER, et 8 est God
prévisible.

3. LEMME

Soit A = (A(m) ; méN) une suite strictement croissante,

G-prévisible, A(0) = 0, A(m) < » pour tout mé€N et A(x) = Tim A(m) = +,
Soit 6 le processus défini par 6(t) = inf{meN : A(m+l>t}, (t€R,). Alors
0 €0(G).
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Démonstration : Puisque A(.+1) est G-adaptée, 6(t) est un
Go0-temps d'arrét pour tout t€ R,. D'autre part o est croissant, continu a droite
et 1'amplitude des sauts de ¢ est égale @ 1 car A n'est pas constant pour deux
entiers consécutifs (c.f. [5], IV, T 43, 45). Appelons (Tn ; Né€N)  1la suite
d'instants de saut de o. Nous avons que To=0 et T =wcar 6(0) =0,

o(t) < = pour tout téfR+. Par ailleurs, on a les relations

8(A(n)) = n, A(e(t)+l)>t>A(e(t)) et %+1=A(NTM&H = A(n+l) (neN JGRQ.
Montrons que chaque Tn est un temps d'arrét Got prévisible. En effet,
définissons la suite

1 , 5
U = Tn+(1— ﬁ)(Tn+1'Tn) sur (T <=} et U =« sur (T ==}. D'aprés

m
les relations précédemment établies, Tn+1 est gn-mesurab1e et chaque Um est
ng-mesurab1e (ol Et = ge(t)’ teR,). D'autre part,

TniUmiTm-l et Um<Tn+1 sur (0<Tn+1<w}.

Donc, d'aprés [5], IT1I.T.16, Um est un temps d'arrét de F.

Puisque la suite (Um/\m ; m>1) annonce T le lemme est démontré. 1

n+l’

4. Considérons maintenant une suite (Gn ; néN) de filtrations
(complétes) sur (q,E,P), vérifiant les conditions du n® 1 ci-dessus.
mn= @nm];méﬂ)y

Soit (Mn ; n€N) une suite de processus tel que chaque
Mn = (Mn(m) ; mMEN) soit une Gn-martingale vérifiant en outre

(1) EM(m) <= pour tout méN,

Nous avons alors la proposition suivante :
5. PROPOSITION

Soit A une fonction croissante continue définie sur R_, A(0) = 0.

Sous les hypothéses du n° 4, supposons qu'il existe une suite (en 3 NEN)  de
processus telle que pour tout neN, en soit un élément de O(Gn) et que en
outre
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o (t) G
n =n,k-1 , 2 P
1 b E I 0,
(1) k=1 (gn,k [‘En,k‘ > El) n:oo
pour tous t€]R+, e>0 3

6 (t) G .
(2) by E=1 E—n’k 1 gi,k 1.4 A(t), pour tout t("]R+(*)

N4te

(00 £\ =M (k) - M (k-1), k=1, neN).

Alors <Mn°6n 5 néN) converge en Toi vers une martingale gaussienne
continue, de processus croissant associé A.

Démonstration : On voit aisément que pour tout néN, la suite

N Gn.k-1 2 o L
A, = (A (m) 5 mEN ) ol Ap(m) = ):"‘2_1 E" nk S1 mEN est G -prévisible
2

et Mn—An est une Gn-martinga1e. C'est-a-dire An est Te processus croissant
(prévisible) associé & la martingale Mn' D'aprés le théoréme d'arrét de D0OOB,
Mn°en et Mnoen - Anoen sont des Gnoen—martingales. D'aprés le Lemme 2,

An"en est Gnoen—prev1s1b1e et nous aurons donc que <Mnoen,Mnoen> existe et il

est égal @ A o6 . I1 en découle en outre que M o6, € P;Ig’]oc Eﬁnoen,]P] (c.f.[18])

Nous avons ainsi que 1'hypothése (2) ci-dessus représente 1'hypothése
I11.4.5 (2) pour la suite (Mnoen ; néN). De méme on voit facilement que
1'hypothése (1) ci-dessus représente 1'hypothése forte de raréfaction asymptotique
des sauts pour (Mn"en ; n€éN). On applique alors le Théoréme II.4.5 et on achéve
ainsi la démonstration. W

6. La proposition contient déja - & titre de corollaire - un bon nombre de
résultats classiques (Théoréme de DONSKER ou Principe d'Invariance, Principe
d'Invariance pour les Martingales a temps discret, etc...). Cependant, on peut
améliorer encore ce résultat en relachant un peu les hypothéses sur les change-

ments de temps.

Conservons les notations de la Proposition 5 mais, cette fois ci la suite
(en ; n€EN) sera fixé par la définition

en(t) = inf{meN : An(m+1)>t}, (n€N, teR,), ol (An ; neN)

est la suite introduite dans la démonstration de 5.

(*) Pour simplifier 1'écriture nous conviendrons dans tout ce paragraphe que
les sommes du type ZE=1("') sont nulles.



D'autre part, nous supposerons A(t) = t, (t(—R+) pour simplifier.
Nous avons ainsi le lemme suivant.

7. LEMME

Soit (Tn 5 n€N) une suite de processus telle que pour tout néN,

" soit un changement de temps discret quelconque de (Bn. Si Tes hypothéses
5.(1) et 5.(2) sont vérifiées par (Tn ; n€éN), alors elles sont également
vérifiées par (en ; N€N).
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G
~ Lo _peen,k-1 2
Démonstration : L,k = E 5n,k et
G
3 - =n,k-1 2 -
fak TE T En I e (] i) (220 (k) €N
Remarquons d'abord que pour tout Ng N*, la suite Zﬁ = max g
(né€N) converge en probabilité vers zéro. kiTn(N)
En effet, ZN < sup A(A ot )(t) et par conséquent pour tout
n =t n°'n
t € [0,N]
€,6>0,
P2V se) < POWNA ot ,6) > ¢)
n - C'"'n°'n’
Or, puisque An”n(t) LS A(t) = t (té']R+) et que A est une fonction
N4teo
croissante continue, nous aurons DE(AnoTn,A) 4 0 pour tout KEN*. 11 s'en
n4te
. N P N ’
suit que wc(AnOTn,a) n:w NC(A,G).
Par conséquent,
Tim sup P(Z>e) < Tim P(HN(A,8) ><) = 0

n §v0
D'autre part, pour tous N, KEN* nous avons

(1) lm P(e, (N)+1 > 7 (N+K)) = O

puisque AnoTn(N+K) £ N+K et que en(N) + 1 > t(N+K) 'si et seulement si

Nt
Anorn(N+K) < N.
Montrons maintenant que Anoen(t) ]R t pour tout t€R+.
Nteo

Or,
An°en(t)it<An°en(t) +z
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et pour tout NENF, sup

“n,e (t)+1 Lo car
te [0,N] "*°n nt

©

P( su 4 > e) =P( max Lo > €)
té[:g,N_'[ N6 (t)+1 keo (N)+1 K

<P(z

ﬂ*l > £, 8 (N)+L <« (N+1)) + P(o (N)+1 > < (W+1))

<P(Z

2*1 > e) +P(o, (N)+1 > © (N+1))

pour tous >0, n€N.

On en déduit ainsi que sup |Anoen(t)'tl E 0 et que les
t € [0,N] nte
suites (Anoen ; néN) et (Anorn ; néN) sont C-contiglies.

Pour terminer, montrons que 1'hypothése 5.(1) est satisfaite par la
suite (en, n€N). Or ceci est une conséquence immédiate de (1), du fait que
5.(1) est satisfaite par (en ; neN) et de 1'inégalité :

p(N)+L T, (N+1) .
k=1 Tk n) i]P(Zk=1 Tk > 00 en(N)+1 < Tn(N+1))

+ )P(en(N)+1 > rn(N+1))

zn(N+1) .
<P(r cn’k>n) +P(o (N)+1 > © (N+1))

pour tous e, n> 0, n€N, N EN*.

8. REMARQUE
Soit A une fonction continue croissante quelconque définie sur lR+,
telle que A(0) = 0 et A(x) = =. Remplagons la suite (en ; n€N) du Temme
précédent par (vn ; nEN)  ou

vp(t) = 6, (A(t)) = inf{ meN - A (mt1) > A(t)} (n€N, t€R,).

Supposons que (rn ; neN) vérifie 5.(1) et 5.(2) avec la fonction
A introduite ci-dessus. On peut montrer alors que (\)n ; néN) satisfait
5.(1) et 5.(2) en répétant la démarche suivie dans la démonstration du Lemme 7.
Le seul point qui nécessite étre modifié est la propriété 7.(1). En effet, pour
établir 7.(1) nous avons utilisé la croissance stricte de 1'identité sur |R+.
Avec une fonction A qui n'est pas nécessairement strictement croissante i1 faut
procéder d'une fagon différente. Pour tous N, ré]N*, il existe



Ky.p >0 tel que A(Neky ) - A(N) > 2™". Puisque par hypothése

] P
An°[n(N+KN,r) n:w A(N+KN,r)’ nous aurons que

(1') Tim Py, (N+1 > 1, (MK =0

))
Nteo N.r

En remplacant 7(1) par (1') (resp. N+1 par N+K la démonstration du

Lemme 7 s'étend donc au cas présent.

N,r)

Supposons en outre que chaque An est strictement croissant et que
An(oo) = +~. Dans ce cas, 8, est prévisible d'aprés le Lemme 3 et puisque A est
une fonction continue, Vi est Gnovn—prévisime, (n @ N). On voit aisément que
A\)n(t) =0 ou 1 pour tout te)RJr et que \)n(w) = o car An(m) <o pour tout
neN. Par ailleurs, 1'hypothése An(w) =« (n€EN) entraine que \)n(t)<ch pour tout

teR_. I1 résulte alors que vy & o(Gp) pour tout neN.
Le rdle de la suite (vn ; neN) sera éclairé par le théoréme sujvant :
9. THEOREME

Soit (Mn ; n€éN) une suite telle que chaque M = (Mn(m) ; MEN)

n
soit une Gn-martinga1e 3 temps discret vérifiant Mn(O) =0,

G
EME < e on 05, - M (m)-M (m-1)((n,m)€ NP,
nm

E(M(m)) < =, (NEN) et I o M

m=1

Soit A une fonction continue croissante définie sur ]R+ telle que
A(0) =0 et A(») ==«

Supposons qu'il existe une suite (rn s n€N) de processus telle que
chaque " soit un changement de temps discret de Gn et que

o Gkl 2

P
1 b I 0
(1) k=1 F (Enk [Ign’kln]) e

pour tous té]R+, e>0 3

T, (t)

@

Gnk-1 2

E gn,k

]E A(t), pour tout 'célR+
Nteo

Alors (Mno’[n ; NEN) et (Mno\)n
martingale gaussienne continue, de processus croissant associé A.

((v, 5 neN) étant définie par :

; n€N) convergent en Toi vers une

v (t) = infmell : A (m+1)>A(t)}, neN, teR, oi (A, 5 n€N)

n
est Ta suite définie dans 5).

79
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Démonstration : D'aprés 7 et 8 ("n 5 néN) vérifie 5.(1) et 5.(2) et
puisque v, € o((Gn) pour tout neN, nous obtenons le résultat pour (Mn°"n ; néN)
en appliquant la Proposition 5. Nous ne pouvons appliquer ni la Proposition 5 ni
le Théoréme 11.4.5 a (Mn‘;z’n ; néN) car bien que chaque MnoTn soit une

Gno‘cn-martinga1e d'aprés le Théoréme d'arrét de DOOB, <Mn°Tn’ Mn°Tn> est en

Tn(') Egn,k-l

général différent de D=1

g% K (ce dernier processus n'est pas

nécessairement GnoTn-prévisiMe). Nous montrerons plutdt que (Mnofn ; Nn€N)

converge en 1oi par un argument de changement de temps. Nous notons
Ln=Mn°"n (n€N).
Supposons d'abord A(t) =t (té]R+) pour simplifier. Introduisons la
suite de processus croissants et continus a droite (¢n 3 néN), ol
¢n(t) = An(rn(t)), (téR+, néN)

Nous avons que ¢>n(t) LS t pour tout té]R+, d'ol
Nteo
pg(q;n,A) :]P’ 0 pour tout NeN*. 11 s'en suit que (Ln°¢n ; n¢N) converge en
Nteo
loi vers la méme limite que celle de la suite (L

et Théoréme 4.1).

o 3 NEN) (c.f. [1], sec. 17

Or Ln°¢’n = Mn"Tn pour tout néeN. Donc (Mnorn ; néN) et

(M oV

hovn 3 n¢eN) possédent Ta méme limite en loi.

La démonstration est ainsi terminée lorsque A est 1'identité sur ]R+.
Soit A une fonction croissante continue quelconque vérifiant les
conditions de 1'énoncé. Soit B son "inverse a droite", c'est-a-dire

B(t) = inf{scR, : A(s) > t} (t€R,)
+ +

B vérifie les propriétés suivantes : B(0) = 0 ; B(t) < =
pour tout 1:<€]R+ car A(») = +» ; B est continue & droite et strictement
croissante car A est continue ; A(B(t)) =t pour tout téR_ mais
B(A(t)) =t si et seulement si t est un point de croissance stricte de A.

Pour simplifier, supposons que A posséde un seul intervalle de
constance I = [a,b] (c'est une restriction anodine). Sur cet intervalle la
martingale gaussienne continue (canonique) de processus croissant associé A est
égale d sa valeur en a, c'est une conséquence de la définition méme de processus
croissant associé & une martingale continue.

Posons Ty = TnoB (néN). Chaque 'T‘n est un changement de temps discret

de & et lasuite (%, ; n€N) verifie (1) et A T®D t, (ery).
Nte
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Par conséquent, d'aprés le premiére partie de cette démonstration

(M o7

not, 3 neN) converge en loi vers un mouvement Brownien canonique.

En appliquant encore les résultats de [1] sec. 17, nous obtenons que
(MnanoA ; n€N) converge en Toi vers une martingale gaussienne (canonique)
continue de processus croissant associé A.

Nous aurons terminé si nous montrons que (MnoTn ; NEN) et

(M oT, oA, n€N) sont C-contigiies. Or, pour tout t #la,bf, M oTEA(t) =

MnoTn(t), (néN). La C-contigiité sera alors établie si 1'on prouve que

—_ P
sup M oT LA(t) - M ,T(t)]> O
ter ™D n 2h nteo

Or pour tous teél, neEN

IM 0T oA(t) = Mot (£)] < [M 0T oA(t) - M o 0A(a)]
+|Mno?noA(a) - MnoTn(t)I
c'est-a-dire, puisque MnanoA(a) = Mnorn(a),

(3) sup [MnoTnoA(t)'MnoT

t)] < sup M 0T oA(t)-M
tel non

Theh@) |
tel

n( n

+ sup Mot (t) - M ot (a)]
te 1. n°n n°'n
Le premier terme du second membre de (3) converge en probabilité vers 0
car (MnJ?H°A ; néN) converge en loi vers une martingale continue qui est égale
a sa valeur au point a€ I sur tout 1'intervalle I.
11 reste & montrer que le second terme du second membre de (3) tend vers

0 en probabilité. Pour cela, notons

U (t) = M or (tra)-M ot (a), V, (t)=A ot (t+a)-A ot (a) (n€N , teR,).

Chaque Un (resp. uﬁ-vn) est une martingale par rapport a la filtration

F= € (art) 3

nécessairement un processus prévisible).

télg), et _Un(O) = 0. (Remarquons encore que v, n'est pas

D'autre part,

() sup sup [V (t)-V (s)] + O
t<b-a O<sc<t Nt

d'aprés (2) et du fait que A est constante sur 1.
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De (4) on déduit que pour tout >0
(5) P(sup [aV (t)]>e) ~ 0.
t<b-a nte
Si T est un temps d'arrét fini quelconque de TF, nous avons

(6)  E(UA(T)) =E(V,(T))
Soient n,e,y>0. Alors

(7)  P(sup U (t)[>n) =P( sup [U (t)|>n, sup [aV (t)]<e) +
t <b-a t<b-a t<b-a

+P(sup (U (t)[>n,

sup [AVn(t)|>e)
t<b-a t<b-a

<P( sup (U (t)|>n, sup [aV (t)|<e) + P( sup | &V (t)]>e)
t<b-a t<b-a t<b-a
Appelons @(n,e) = {wéq : sup |AVn(m,t)| < el}s Uz(t) = sup |Un(t)|.
t<b-a s<t

De (6) et de I1.2.2. on déduit que
() P({u’;w-a)mmQ(n,eni,,%E({vnw—a)A(m)umn,g))

+P((V (b-a) > v} A a(ne))

Finalement de (5), (7), (8) et du fait que Vn(b-a) B 0 nous obtenons
Nteo
b-a) B 0. m
n Noo

10. PROPOSITION
Nous conservons les notations du Théoréme précédent et supposons que

les hypothéses suivantes sont satisfaites :

G
_ 2 ® n,m-1 2 _
(1) Mn(O) =0, E(Mn(m)) < @, Zm=1 E En,m = +oo
2
avec g o= M (m) - M (m-1) #0 ((n,m)e&N") 3
(2) (Mnovn ; néN) vérifie la condition de raréfaction asymptotique

des sauts ;

(3) (v,

(canonique) continue de processus croissant associé A.

; néN) converge en loi vers une martingale gaussienne

Alors, pour tout té’R+,

Ano\)n(t)



83

Démonstration : D'aprés le Théoréme I1.3.13, les hypothéses (2) et (3)
entrainent que la suite (An""n ; néN) est C-tendue. Soient Ne N*

e,n>0, 11 existe (n_,6.) ¢ Nx R} tel que

(4) ]P(w'g(ANovn,és) > ¢€) < n pour tous n>ng

6
Mais d'autre part, si mC ) URLE 52 = A (m)-A (m-1),

tn, n,m n n

(5) P Sup oy (t) > e)< POHNA ov 1) > )

¥,
teo.N ™"
pour tous Ne¢ ]N*, €,86>0, néN (voir démonstration du lemme 7).

Donc P En"h(t) > ¢e) <n pour tout n >Ny i.e.

(t esul%,NJ

sup Tn.k 1.3 0 pour tout N(—N*.
ki"n(N) *" Nt

De méme sup C = sup 4 ]E 0, car
te [O,N] n,\)n(t)+l n,k

vy(N)+1 < v (2N) (NENF).

Or, 1'hypothése (1) entraine, pour tout t€1R+, neN

Apovg(t) < A(t) < A ov (t) + En,vn(t)+1
Par conséquent sup | Anc\)n(t)-A(t)l L 0 pour tout 1% I |
t € [0,N] nte

11. En appliquant la Remarque II1.4.8.3) nous pouvons obtenir &galement
des théorémes centraux Timites pour des semi-martingales a temps discret. Plus
précisément, nous travaillerons avec des semi-martingales spéciales (dans la
terminologie de MYER) ou de quasi-martingales (dans celle de FISK, OREY, RAO).
C'est-a-dire nous considérons une suite (Xn ; néN) de processus & temps discret
tels que Xn est Gn-adapté et

G
(1) D EE™D (0 (m)-X (m1))] < =, (neN).

Chaque Xn se décompose alors de fagon unique comme
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G
Tkl (k)X (k-1)),

(2) Xn=Xn(0)+Mn+Vn, ol Vn(m) = I n n

si m>1, Vn(O) =0, et Mn est une Gn-martinga1e, (néN),
Nous supposerons en outre que Xn(O) =0 pour tout néN et
(3) ]E(Mn(m)z) < =, pour tous n, méEN (ce qui est en particulier

vérifié lorsque ]E(Xn(m)-Xn(m-l))2 <@ 3 mEN).

Posons En,m = Mn(m) - Mn(m-l)
= X _(m)-X_(m-1) - Eg"’"“l(x (m)-X_(m-1)) ((n,m) € N°)
“n n n n ’
et
0 si m=0
A (m) = (n €N)
n G
ZE:l g okl r21,k siom>1

Si A est une fonction croissante continue et telle que A(0)=0, nous
définissons la suite (\)n 3 néN) comme dans le Théoréme 9 :

vn(t) = inf{me N : A (m+l) > A(t)) (inf @ = +eo)

Nous conservons ces hypothéses et notations dans le Théoréme suivant

12. THEOREME

1) Soit (e, ; néN)e 1 o(G.) telle que
- n IN o
e (t) G )
n =n,k-1, 2 _ P
(1) DT E (gn,k I|-€n,k>€]) n:m 0,

pour tous t G]R+, e>0 ;

(2)  A.e (t) B A(t), pour tout téR, ;
nn N4 - +
6, (t)

G
=n,k-1
(3) o |E

i P
(Xn(k)-Xn(k—l))\n:co 0, pour tout te€R, .

Alors (Xngen ; néN) converge en loi vers une martingale gaus-

sienne continue, de processus croissant associé A.
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2) Supposons en outre Enm #0, An(oo) = += pour tous n,m¢N et

Supposons qu'il existe une suite de processus (Tn ; néN) telle que

chaque L soit un changement de temps discret de (Gn vérifiant (1), (2), (3)

ci-dessus. Alors (Xnorn

martingale gaussienne continue, centrée de processus associé A.

; neN) et (Xno\)n 5 néN) convergent en loi vers une

Démonstration :

1) L'hypothese (3) entraine en particulier que

sup |Vn09n(t)| £ 0 pour tout NeN*. Donc (Xnovn 3 néN) et
t ¢ [0,N] Nteo
(M ov._ 5 néN) sont C-contigiies et le résultat découle de la Proposition 5.

n-n

2) Comme avant, (Xn”n ; neN) et (MnoTn ; néN) sont C-contigles.
On applique le Théoréme 9 et on obtient que (Xno‘l’n ; n€N), (Mn"Tn ; n€N) et

(M oV

hovp 3 néN) convergent en 1oi vers une martingale gaussienne continue, de

processus croissant associé A. Pour terminer nous montrerons que (Mn°"n 3 néN)
et (Xn"\’n 3 néN) sont C-contigiies. Pour cela nous prouverons que 1'hypothése

1) (3) est vérifiée par (\)n ; néN).

D'aprés 8.(1'), pour tous N, ré]N*, il existe K v 0 tel que

N,
(4) ]P(\)n(N)+1 > Tn(N+KN,r)) : 0
Nto

Gn,k-1

Posons B (m) = zj_, E (X (k)= (k=1)), ((n,m) € NF).

Bn est croissant en m pour tout néN.

Alors, pour tous teR,, >0, NeN* tel que N > t, nous avons
P(B,ov,(t) > ¢ ) =1P(Bnovn(t) >e s v (N+L < Tn(N+KN,r‘))
+P(Bovy(£) > e5 v (N)+1> o (NHKy 1))

5]P(Bnorn(N+KN’r) > e ) +]P(vn(N)+1 > Tn(N+KN,r))

R P
Or, par hypothése B ot (N+KN,r) n:

0

0 et en appliquant (4) on déduit
que :
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13. Comme nous disions au n° 6, la Proposition 5 généralise déja un
grand nombre de résultats concernant le Principe d'Invariance pour les Martingales
Discrétes. Remarquons que si (’[n ; n€éN) est une suite de fonptions croissantes
en escalier, continues & droite, telle que ‘rn(O) =0, A‘rn(t) =0 ou 1 et
Tn(w) = += (n€N, téR+) ; alors T, € ((Gn) pour chaque n¢N. I en est ainsi

en particulier pour r (t) = [t], (neN, ter,) ou [u] désigne la partie

entiére de 1'élément u de R. Nous énongons maintenant un corollaire immédiat
de la Proposition 5, Corollaire qui a donné lieu & une intéressante application
dans la Thése de 3éme Cycle de Mademoiselle Nelly MAIGRET. Fixons d'abord
quelques notations.

Nous disposons d'une seule filtration discréte G = (gm ; mé N)
compléte pour P.M = (M(m) ; méN) est une G-martingale telle que M(0) =0
et E(M(m )z)< o pour tout mé&N. On pose &y = M(m) - M(m-1), meN*. Nous avons
ainsi le

14. COROLLAIRE

Soit A une fonction croissante continue définie sur R+, A(0)=0.
Supposons qu'il existe une suite (bn ; néN) de réels strictement positifs,
telle que bn‘rw‘ quand nte et que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

G
1 _[nt] 3k-1,.2 P
(1) = It BT (s 1 ) > 0,
b721 k=t kD led > b’
pour tous téR+, e>0 3
(2) 1 z[”tj Egk'lgz P A(t), pour tout teR
b2 k=1 K o /e POMTEONL +
n

) - 1
Alors la suite (M, ; neN), oi M (t) = 5 M(nt]) (neN, t€R,),

converge en loi vers une martingale gaussienne continue, centrée, de processus

croissant associé A.

Le Tecteur est invité a consulter [16] ol ce corollaire a été
appliqué par Melle MAIGRET dans Te contexte suivant :

(H1) (E,E) est un espace mesurable ol la tribu E est a base
dénombrable. (Q,E,(]P; 3 XEE), (Zn ; néN)) est une chaine de Markov a ensemble
d'états E, apériodique, récurrente Harris positive (]:16]), de probabilité inva-
riante p et de transition w. Pour toute probabilité X sur (E,g),lPA
(resp. ]E)‘) désigne, comme il est coutume, la distribution de la chaine (resp.



1'espérance par rapport a ]P)\) lorsque » est la probabilité initiale. Si )\
est Ta masse unité au point x€E nous ferons 1'abus de langage qui consiste
a remplacer A par x dans les notations précédentes.

(H2) Soit F wune fonction mesurable de E2 dans R de carré
y.n-intégrable (*), telle que

2

J ) Fd(u o n) =0 et u @ n({(x,y)EE" : F(x,y) # 0}) > 0.
E
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I1 existe alors une fonction bornée _E:-mesurable de E dans R vérifiant

1'équation de Poisson (c.f. [16]).

(H3) On suppose que % est de carré u-intégrable.

La filtration Go = (gr?\ ; méN) est la filtration naturelle associée

& (z, ; mE€N), c'est-a-dire g; = (Z, 5 k<m) (meN). Nous supposons

probabilité sur (E,g). Dans un tel contexte on définit deux processus a temps
discret, Gk-adaptés, M = (M"(m) ; mEN) et XA = (X)‘(m) ; mEeN), ol

g0 = E et on note G" la filtration complétée pour ]Px , o0 A est une

M (m) = ooy [F(ZepoZ) + 2(Z) - R (T ) - iz )

x*(m) = fy_y F(Z,_15Z,)» (mEN)

N. MAIGRET a montré que M est une (GX,P'A)-martingale, vérifiant
M 0) =0 et EA(M*(m)Z) < pour tout méN. Si 1'on définit A(t)=C(F)t
(t€R,), ol

C(F) = JEZ W(dxT(x,dy) F2(x,y) + 2 JEzﬁ(dX)n(X,dy) F(x.y) 2(y)

et si 1'on pose b = Vo (neNYy, b,=1, alors les hypothéses du Corollaire 14

sont vérifiées par MA, (bn ; néN) et A.

(*¥) w @ m est la mesure sur (Ez,gz) définie par u © w(A) =_/2 IA(x,y)u(dx)
m(x,dy). D'autre part =F(x) =j;: F(x,y)n(x,dy),nJL(x)=_/E£(y)n(x,5y), (x¢€E).
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Si nous désignons par B e mouvement Brownien canonique, la martingale

gaussienne continue centrée, canonique, de processus croissant associé A défini
ci-dessus posséde la méme loi que V C(F) B, c'est pourquoi nous la représentons
sous cette forme dans 1'énoncé suivant.

15. THEOREME (N. MAIGRET [16])
Sous Tles hypothéses (H1), (H2), (H3), la suite (ME ; néN)
(resp. (Mﬁ ; n€EN)) converge en loi vers la martingale JE?FSB (resp. pour
p-presque tout x € E), ol Mﬁ(t) = ﬁL-M“ ([rt]) (resp. Mﬁ(t) = éL~MX([ht])) pour
tous néN, te€R,. n " ,
En outre (M) 3 nEN) et (X 5 n€N) (resp. (M? 5 neN) et

X

(Xn ; néN)) sont C-contiglies relativement a PX (resp. relativement & Px

pour p-presque tout x€E), ou Xﬁ(t) = g; XA([ht]) (resp. Xﬁ(t) = ﬁi X ([nt]))
pour tous né€N, tER,.

Par conséquent,

Xt % C(FB et

N4
X:(‘ n"i \C(F)B, pour u-presque tout x¢E.

16. REMARQUE
Si & est une filtration discréte sur (2,EP) et
X=(X(m) ; méN) un processus a temps discret adapté & cette filtration et tel que
E(X(m)) < » pour tout méN, nous pouvons écrire :

(1) X =X(0) +M+R
o0 M=(M(m) ; m&N) est une G-martingale et R un processus G-prévisible
définis par

gm-l
M(0) = 0, M(m) ~ M(m-1) = X(m)-E X(m), (m > 1)

gm—l
R(0) = 0, R(m)-R(m-1)=E" X(m)-X(m-1), (m > 1)

La décomposition (1) permet alors de ramener aux cas &tudiés dans ce
paragraphe 1'étude de "Principes d'Invariance" pour des suites de processus a
temps discret plus généraux (en particulier "amarts", 'mixingales", suites
-mélangeantes", etc...). La méthode consiste a retrouver sur les parties martin-
gales les hypothéses de nos théorémes ci-dessus, puis on imposera des conditions

garantissant la C-contiguité de la suite de processus avec la suite de martingales.
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IIT.2 - APPROXIMATION DES DIFFUSIONS

Dans tout ce paragraphe nous adopterons la présentation des diffusions
-déja classique- de STROOCK et VARADHAN ([407).

1. HYPOTHESES DE BASE. NOTATIONS.

On désigne par C°k°(Rd) (resp. CE(Rd)) 1'ensemble des fonctions réelles

sur Rd (deN*), indéfiniment dérivables & support compact (resp. n fois
continuement dérivables et dont les dérivées jusqu'ad 1'ordre n sont bornées).

Pour simplifier nous écrirons Cb(Rd) pour Cg(Rd).
Soit L : C‘;(Rd) > Cb(Rd) 1'opérateur différentiel défini par
' . 2 .
1. d ij 3 f d i of
(1) (LF)(x) = 5 25 5 a " (x) ——= (x) + 1;_¢b (X) == (x)
IR ax' axd 1=1 ax!
ou :
(2) Les coefficients (a"?.; 1<i, j<d) sont bornés, continus, et pour
tout xeRd, la matrice a(x) = (au(x) ; 1<i, j<d) est définie
positive ;

(3) Les coefficients (b' ; 1<i<d) sont bornés, continus.
Nous adoptons ici toutes les notations et conventions du paragraphe
IT.5. On définit alors les applications suivantes sur D(R+, ]Rd) xR+ :

(4) A, - J at(u(s))ds, 1<1, j<d
0

Aw,t) = (A (w,t) 5 1<i, 3<d), wend, ter (¥

(5) B (w,t) =J bi(w(s))ds, 1<1<d
0

B(w,t) = (B1(w,t) ; 1<i<d), w D

s té‘]R+.

2. LEMME

Avec les notations précédentes, A est un &lément de A[Dd,Ddd ] de
type positif, Be A[DI,D%. -

En outre, existen’g des constantes positives Cl’CZ telles que pour
tous s, teR,, wed®, 1<i, j<d,

(*) Nous rappelons que pour simplifier 1'écriture nous notons Dd

1'espace
DR,, RY), c.f. 11.5.1) .



90

(W A t) - AY(ws) | <gftes]
(2)  [BY(w,t) - B (w,s)| < cplt-s].
Démonstration : Soient we Dd, (wn ; néN) une suite quelconque

convergeant vers w dans Dd. Soit M'N*. Alors i1 existe une suite ()‘n ; neN)
d'applications strictement croissanteget continues de R+ dans lui-méme vérifiant

A (t)-2 (s
(3) 1im [ sup \ A (t)-t] + sup\]og %| 1=0
nte teR+ s#t
et
4 1im sup wit)-w (x.(t))]| = 0.
@ T s (0]
wi(t)
wi(t)
A (w,t)
Posons Z(w,t) = Aty | e rEND ity e 0d R,
a1 (w,t)
A% (w, t)
TORS)
Montrons que
5 sup Z(w,t) - Z(w_,x (t))| - O.
By 1700 - 2o -

Pour cela, i1 suffira de montrer que pour tout 1<i, j<d

6 A w,t) - A (2))] > 0
© s Wt s8]
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Or’ Ty .
(A1) - A ) (1) | =
t .. A (t .
= 1] e Mntsnyas - jo"( ) a3 (s 2

A

RE i LAY
|a(u(s)) - a"(w,(s))| ds + la'J(w (s))]ds
0 t

Soit ¢y une borne supérieure de tous les coefficients au, nous
avons alors

tZ"[B,m\ A t) AT (w0 <

< [ laBwsn-a St snles + ¢ 58 Pt

[0,N]

Puisque (wn 3 néN) converge vers w dans Dd, (wn(s)'; n éN)

converge vers w(s) dans r¢ pour tout s &€ [0,N] sauf sur un ensemble de

mesure de Lebesgue nulle. D'autre part les coefficients a'd sont continus, donc

]a”(w(s)) - a13(wn(s))| ~ 0 presque partout dans [0,N] et puisque la suite
nte
est bornée par 2c1, nous obtenons, d'aprés le Théoréme de la Convergence Dominée

de Lebesgue : N » N
[“1a83mis)) - a¥usnles - o
o] N4t

D'autre part, par hypothése sup ]xn(t)-tl - 0,
t €[0,N] Nte

Par conséquent (6) en découle et

Z(w,t) = Z(w _,\ (t -+ 0.
g ) N

En outre, i1 est évident que pour tout téR+, A(.,t) est

gz-mesurable, et que pour tout wé& Dd, A(w,.) est & variationsfinies sur tout

compact. d d
D'une maniére analogue on montre que B ¢ A[D",D°] (on utilise
la méme suite (xn, né&N) vérifiant (3) et (4)).

Par ailleurs A est de type positif car pour tout o éRd,

(s1400s10) = [ (piuisneyss, weo),



et (6la(x)e) > 0 pour tout x GiRd d'aprées 1.(2).

Finalement, les inégalités (1) et (2) ci-dessus sont immédiates, elles
sont une conséquence de la bornitude des ad et o (1<i, j<d), &

3. PROBLEMES DE MARTINGALES ET DIFFUSIONS

Nous dirons qu'une probabilité P sur (Dd, g(Dd)) est la Toi d'une
diffusion au sens large associée & 1'opérateur L de 1.(1) et partant de
d _.
XER™ si

d

(1) P(c%) =1, P(weD? : w(0) = x}) =1

(2) Pour toute féfcm(Rd), le processus Hf sur (Dd
k

B(P),P) est une martingale, ol
t

W (w,t) = F(w,t)) - F(w(0)) - J (LF) (w(s))ds
0

((w,t) ¢nd

:B(P),

<R,).

Divers auteurs ont montré que pour qu'une probabilité P sur
(04,8(0%)) verifie (1) et (2) i1 est nécessaire et suffisant que P(c%) = 1
et P Prob(x,A,B). (c.f. [40] , [29]). En outre, STROOCK et VARADHAN ont prouvé
dans [40] 1le résultat d'unicité suivant :

Sio (a5 1<, j<d) et (b3 ; 1<j<d) vérifient les
hypothéses 1.(2) et 1.(3) et si pour tout xéle la matrice a(x) est
définie positive * , alors il existe une unique loi PX portée par C

appartenant & Prob(x,A,B). Dans ces conditions i1 existe un et un seul processus

de diffusion associé & L et ce processus est fortement Markovien.

Nous en déduisons le principal résultat de ce paragraphe. Comme
d'habitude nous considérons un espace probabilisé complet (2,E,P) muni d'une
suite (Fn ; néN) de filtrations satisfaisant aux conditions de DELLACHERIE.

4. PROPOSITION

On suppose que les hypothéses 1.(2) et 1.(3) sont satisfaites et que

en outre a(x) est définie positive pour tout x& R-.

(%) elliptique au sens de [?9], i.e. (ela(x)e) > 0 pour tout 6¢€ R% non nul.
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Soit (Xn ; n€éN) une suite de semi-martingales d-dimensionnelles ol
. B 2,1oc d £y 10C d d
pour_tout néN, X = x +M +B . M€ (M* -[F P])", B €(V [F P])", x €R.

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) (M

sauts

s neN) satisfait la condition de raréfaction asymptotique des

(2) les suites (MIM>;neN) et (AJ(X ) ; neN) (resp. B] ; neN)

et (B1(Xn) ; néN)) sont C-contigiies pour tous, i,k € {1,...,d}.
(3) la suite (xn ; neN) converge dans Rd vers X.

Mors Z(x) § P, on P(cd)Aet P € Prob(x,A,B).
—_— n Ntoo X X - X =

Démonstration : D'aprés le Lemme 2, A& Q[Dd,Ddd] est de type positif;

B é-é[bd,Dd]:_Puis, les inégalités 2.(1), 2.(2) entrainent 1'équicontinuité des
familles (A9(w,.) ; wedd, 1<i, j<d), B (w,.) 5 weDd, 1<i<d) d'ou 1'0n
déduit en particulier que A et B sont des éléments Bo—préyisib]es de

d dd
]

Q[D ,D et :A[Dd,Dd], respectivement. On en déduit également que les suites

(A1J(Xn) ; neN), (51(Xn) ; néN), sont C-tendues pour tous i,j € {1,...,d}.

D'autre part, puisque A1le,0) = 0 pour tout we:Dd, 1<i, j<d, 1'inégalité
2.(1) entraine que

AY(w,t) < Cp, pour tous weDd, 1<i, j<d, tER,.

La proposition découle alors directement du Théoreme I1I.5.8, de la
Remarque II.5.9.2) et du résultat d'unicité de STROOCK et VARADHAN cité au
n° 3 ci-dessus. M

5. Nous allons déduire maintenant quelques corollaires importants de la
proposition précédente.
Commengons par étudier quelques cas d'approximation des diffusions sur
R. Les hypothéses suivantes seront en vigueur par la suite :

(1) a est une fonction continue et bornée, a(x) > 0 pour tout x€ R ;

A(w,t) =J a(w(s))ds, weD, teR,.

0 t

(2) b est une fonction réelle continue et bornée ; B(w,t) = J b(we)ds,
WeD, t €R,. °



Nous considérons sur (a,E,P) une suite de filtrations discrétes

i neN, 6= (5,

Soit (Zn ; neN) une suite de processus a temps discret définis sur
(2,EP) telle que pour chaque né€N, Zn soit une Gn-semi-martingale trés
spéciale (II.4.7, III.1.11). '

Nous supposons que pour tout néN,

(3) 7,(0) = x, €R.

(6 ; méN), ol toutes les tribus sont supposées complétes.

n

Soit (hn ; N€N) une suite de réels strictement positifs telle que
hn+0 si n4= . On pose par définition

(@) X(6) = (LMD Ey o = Gypyyp 7 (N, tER,)
n

et o= (B, 45 teR), X, = (X,(t) 5 t€R), (neN)

n

Finalement, introduisons la notation suivante :
2

AZn(m) = Zn(m) - Zn(m-l), (n,m)& N-.

Par convention, ) = 0.

0
Ipoq (oen

6. COROLLAIRE
Supposons satisfaites les hypothéses suivantes :

[t/hn] Gnom-1, 2 P
Imep  E (Enm 1T &g ! > e]) e

(1) 0

G
pour tous >0, t€R,, ol g = AZ (m)-E " 1 8Z,(m), (n,m) €N,

n,m
G -
@) E""Laz (m) = b b(Z(m-1)) + ny(men)

pour tout (n,m) GNZ, ol Tla suite (nl(m,n) 3 (n,m) éNz) vérifie

L Iny(m,n) | o pour tout NEN*
m<[N/h ] Nte

(=;n m-1 2
(3)  ET (a7, ()¢ = b a(Z,(m-1)) + nymom)

pour tout (n,m) éNz, ol (nz(m,n) i (n,m) € Nz) vérifie
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b |n2(m,n)] 4 0 pour tout NeNF
m<[N/h ] ERS '“"‘_

(4) X, > X XER.

nteo
Alors i(xn) § Px oa Px est 1'unique solution du probléme de
Nteo

martingales (x,A,B) portée par C.
Démonstration : Chaque Zn se décompose sous la forme

Z = xn+Ln+Vn

G
=n,k-1
Vn(m) = I E AZn(k)

Gn k-1

Ly(m) = 2 (AZ, (K)E 8Z,(K)) = ey By g

(voir I11.1.11), et par hypothese, E(L (m)?) <= pour tous n,mé N.
Le processus croissant associé a la martingale Ln est

m

G
8y k-1 2
k=1 £

E n

A (m) =z k> M EN

D'aprés le Lemme III.1.2., le processus (An([t/hn]) ; t€R,) est
Fn—prévisiMe. Nous avons alors que

X =><n+Mn+Bn

n
- 2,loc )
avec M () = Ln([t/hn]), M, €M F.P]
-1 PR
B (t) = Vn([t/hn]), B, E Y OCEFH,P] et est F -prévisible ;
<Mn,Mn > (t) = An( [t/hn])
~e [E/h] Gk 2

SEMst) = 3,y Gk I Je, (loe)

e>0, téR+, néN.

Par conséquent, 1'hypothése (1) est équivalente & la condition forte de
raréfaction asymptotique des sauts pour la suite (Mn ; n€N). Pour conclure la
démonstration nous allons prouver que (3) et (2) entrainent, respectivement, la

C-contiguité de (<M Mo n&N) avec (A(X ) 5 néEN) et de (Bn ; n€éN) avec
(B(Xn) ; NEN). On pgurra ainsi appliquer la = Proposition 4.
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Notons In,m

In,o = ﬂs néN.

[(m-1)h, mh ], m>1, nEN.

Sur les intervalles In,m’ Xn(t) = Zn(m—l),

par conséquent

[t/ ]
(5) AXst) =2 " ha(Z (me1)),
(6) B(X»t) = 5, " h, b(Z (m-1)), t€ R, nEN.

Nous aurons alors pour tout N& N*,

|B,(t) - B(X»t)] M Ing (m.n) |
sup t) - B(X ,t)| <t _ nqa(m,n) |,
t é [O,Nl n n m=1 1
d'ol découle la C-contigiiité de (Bn ; neN) avec (é(Xn) ; néN) en vertu
de (2).
Appelons Un le processus défini par

[t/hn] ]Egn,k—l

7 Ut =5, (82, (k))?, neN, teR,.

R quTu (6) - At < ™ |
sup - s < I m,n
te[O,N] n n m=1 2
et on déduit la C-contiguité de (Un ; néN) avec (A(Xn) ; n€N) en vertu
de (3). '
Or,
t/h] G
n =n,k-1 2 2
Up(t) -<M M > (t) = 5y E [(az, (k)" - &, ]
7L B 2
=5y CETT A2 (k) t €R, nEN.

Soit ¢ > 0 une borne supérieure de 1a fonction b, alors

&n,k-1 2 2

(E 82, (k)2 < @ 02+ 2¢ n(kon)| + (ng (ki)

On en déduit que pour tout N €N,
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2 2
sup U (t)- <M ,M > (t)|<c® N/h_ h" +
te[o.N] " n’'n nn
IV, ]

Vh]
+(2C + Zg=1 | ﬂl(k’n«)”'(zk:l ﬂl(k’n-)l)
et puisque [N/hn]hg + 0, T'hypothése (2) entraine alors la C-contiguité de
nte
(Un ; n€N) avec (<Mn,Mn>) ; néN).
7. REMARQUE
Nous avons énoncé le Corollaire 6 avec la condition forte de raréfac-

tion asymptotique des sauts par commodité d'écriture. En fait, on peut remplacer
1'hypothése 6.(1) par la condition de raréfaction (non forte) :

[t/h ] 6 G
=n,m-1 2 =n,m-1 2
(D) gy TEDT - (E o))
[s/h] 6 G G
=n,m-1 =n,m-1 =n,m-1 P
tsup [z TEMTE (o T (e, BT S0
s<t 4o
pour tout t¢& ]R+, e>0 odr
z =g I 151 =g I s (n,m)éNz.
n,m n,m " [ lan,m|>sl n,m nm [ |€n,m|i€]

8. Nous allons étudier maintenant des processus de saut non explosifs du
type suivant. On se donne une suite (Tm, m > 1) de variables aléatoires
strictement positives sur (q,E,P) telle que

(1) Tm(“’) < Tm+1(w) pour tout weQ, tel que Tm(w) <=, meNF,

(2) 1im Ty = t=P-p.s.
n

(c'est un processus ponctuel non-explosif selon la terminologie de ([3]).

On pose T0=0, et on considére une suite (X ; m > 1) de variables

m
aléatoires a valeurs dans un ensemble dénombrable E<CR tel que 0 €E. On

appelle £ Ta tribu de toutes les parties de E, on pose ‘X0=0 et on suppose
(3) ]E(X;) < e pour tout m > 1.
Le processus de sauts pur est alors défini par

(4)  X(wst) = X(w) si T (w) <t<T ().

Le suite ((Xm,Tm) 3 m > 1) constitue alors un cas particulier de
processus ponctuel marqué au sens de JACOD ([8]). Nous Tui associons la mesure
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aléatoire de sauts sur (]0,=[ xR, B(]0,»[ x R)) portée par ]0,=[ x E,
définie par

(5) W(w,dt,dx) = 3 e

m1 (Tl X (o) (T8 T[T )] (0 €9)

qui est en fait une mesure de transition positive de (a,E) sur (R,B(R))
(sa désigne la mesure de Dirac au point a).

Supposons X adapté & une filtration F satisfaisant aux conditions
habituelles. Une mesure aléatoire n sur (]0,=[ x R, B(]JO,»[ xR)) est
prévisible si pour toute application Y : @ x [O,w[ x R+ R, P x B(R)-mesurable
et positive, le processus nY défini par

t
(V) @) = [ V(sax) n(ads.a0),
R0
(v €9, tER,) est prévisible. (c.f. [8]).

JACOD montre dans [8] qu'il existe une et une seule mesure aléatoire
prévisible , (& une modification sur un ensemble P-négligeable prés) telle que
pour toute application Y vérifiant les propriétés précédentes, on ait

(6) ]E(LR £ s(dt.d) = IE(LR Yn(zt,x) o(dt,dx))

(comme 1,y est en fait porteée par ]0,~[ x E).

Cette mesure v 'est appelée la projection duale prévisible de y. I
existe une version de v telle que v({t} xR) <1 (c.f. [8], Prop. (2,3)).

JACOD donne également une expression explicite de v Torsque les tribus
F ne sont pas nécessairement complétes mais vérifient

(1) Ey=EN G

[[[ep}

g = o(X(s) 5 s <t) 5 (tER,),

Eo étant une tribu quelconque.

Soit T = Tm-Tm_1 (m ¢ N), et soit Gm(m,dt,dx) une version réguliére

de la loi conditionnelle de (Tm+1’ Xm+1) par rapport a ng (m €N) ; et on
pose H (w,dt) = Gm(w,dt,]R). Alors sous 1'hypothése (7),

G (dt-T .d
(8) v(dt,dx) = I (4% T2 4X)

—_— 1
m>0 Hm([t-Tm,oo]) I:Tm <t < T

m+1]



(c.f. [8], Proposition (3.1)).

Nous allons appliquer ces mesures de la facon suivante. Soit f wune
fonction borélienne de ]R+ x R dans R telle que le processus
|f(s,AX(s))lI[AX(S) £ 07 soit un élément de \ilocﬁF,]P]. Alors, le processus

S<o0
V(f) ot

9 V(f,t) = & f(s,aX(s)) I ,(teR

(9) (£8) = 2 F(S0X(9)) Tqq 0] »(E€R,)
est un élément de \lloc[]F,]P'] et i1 admet un compensateur prévisible V(f). Ce
compensateur s'écrit

~ t
(10) V(f,t) =J J f(s,x) v(ds,dx), (tC—'R+).
o ‘R

En particulier, si f(s,x) = x,((s,x) € R, xR) V() = X¢& g“’cﬂf,lp] et
. t
(11) X(t) = Jo JR x v(ds,dx), (t €R,)

De méme, si f(s,x) = x2 ((s,x) c—']R+ x R), 1'hypothése (3) entraine que
V(f) € Z]OC@-‘,]P], mais V(f) = [X,X] dans ce cas, (*) par conséquent
~ t
(12)  [DGX] (t) = J J x% u(ds.dx), (t €R,).
o ‘R
Soit M=X-X. Nous avons que M € (¥'°C[F.P]) N (M2>!C[F P])

t
(13) M(t) = J J x(u(ds,dx) - v(ds,dx)), (té]R+).
o ‘R
Par conséquent M®=0 (c.f. [18]) et M,M]= = (AM(s))Z.
Nous avons alors, S<.
MM = DGX] - 206X] + [K6X]

Montrons que
N

(14)  X.x] = [X.X]

En effet, d'aprés un lemme de YOEURP ([41]), Lemme (2-3), p. 454)
[X——)Z;)’(] est une martingale locale. D'autre part le processus croissant [y,\)'(]
ne charge pas les temps totalement inaccessibles et pour tout T temps d'arrét

PR iy TERNYA F. 2
prévisible, a[X,X](T) I[T“"I = (aX(T)) I[Tm] = (EET- (aX(T))) I[T«»]

99

(%) Pour A,B¢ g]OCIIF,lP])[A,B}  (8A(s))(8B(s)).
S <
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qui est ET_—mesurab1e. Par conséquent [X,}] est prévisible et nous avons (14).
I1 en résuylte que
/a4 A~
[X,X] - <M,M> = [X,X]
C'est-a-dire

t
(15)  <M,M>(t) = [

f 2 (ds,dx) - = (f x v({s1.dx))%, (t €R,)
o ‘R R

s<t

En particulier, si X est quasi-continu & gauche, c'est-a-dire si tous

les temps Tm sont totalement inaccessibles, alors X et <M,M> sont
continus, AM=aX, et V({s}, dx) =0 (s € R+). Nous avons alors, pour tout e>0

)2

[ME,ME1(t) = o5(M,t) = zt (8X(s) 1[ 1aX(s) €] * (tER,)

S <
Par conséquent, dans ce cas,

¢
(16) <FE,FE>(t) = J x? u(ds,dx), (tE€R,)

0 J{|x|>e}
Nous nous plagons dans ce cadre particulier pour énoncer le corollaire
suivant.
9. COROLLAIRE
Soit (X, ; néN
gauche et vérifiant 8.(1)

une suite de processus de sauts quasi-continus a

)
a (4). On suppose que chaque processus Xn est adapté

& une filtration Fn (n€ N) satisfaisant aux conditions habituelles. Pour tout

n €N, (T; ;m > 1) (resp. vn) désigne la suite de temps de saut de Xn
(resp. la projection duale prévisible de sa mesure de sauts). (*)

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(1) pour tout te& R+, pour tout >0

t
J f x2 vn(ds,dx) P 0
o {|x|>e} N

(2) JR X vn(ds,dx) = b(Xn(s))ds + ”1,n(ds)’ (ngN)

(3) JR x% v (ds,dx) = a(X,(s))ds + np.n(@5)s (ne M)

(#) Les espaces d'états E de ces processus peuvent étre différents pour
chague n ¢ N.
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ou "0 "2.n sont des mesures aléatoires signées vérifiant
b t]

©

N
J In]. n(ds)] P o pour tout N EN, i=1,2.
o] ’ n+t

Alors ;&(Xn) § Po’ ou P0 est 1'unique solution du probléme de
Nnte
martingales (0,A,B) telle que PO(C) = 1.

Démonstration : Ce corollaire découle directement de la Propositon 4 en
utilisant les formules 8.(11), 8.(15) (avec v _({s},dx) = 0) et 8.(16), en
. n
remarquant que pour tout NEN :

t

~ N
s e - [ soxgenast < oy, t09)]

t N
sup [ <M M >(t) - [ a(X (s))ds] iJ In, (ds)]. m
t € [0,N] non o " o 2m
10. REMARQUE
Supposons que la suite (Xn ; n€N) du Corollaire 9 est constituée
de processus Markoviens. Dans ce cas, pour chaque n, la loi de Xn est
entiérement déterminée par la donnée d'une matrice markovienne Qn(x,y) et

d'une fonction ,{n(x) sur 1'espace d'états En. On a alors que
(c.f. [8], [24]). .
(1) \)n(dt,x) = xn(Xn(t-)) Qn(Xn(t—),x)dt (t (—R+, neN, x¢& En).

Posons,
(2)  a(2) = xéEn A (2) 0 (2,%) %2,
(B 8l®) = g, nle) e (€t 2eR) ()

Les hypothéses du Corollaire 9 seront alors satisfaites si

' 2 P
(@) jo e U Gpitysod ) s B o

{IxI-&}

pour tout t GR+, e>0.

(%) Nous prolongeons Q_ et A & R xR et R respectivement, de facon |
triviale Qn(X,y)=0 dés''que x ou y n'appartiennent pas a En-)xn(x)=0 si xfEn.
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(5) an(x) -~ a(x), pour tout x €R ;
n4te

(6) Bn(x) > b(x), pour tout x€ R ;
Nteo

(7) Les suites (an 3 n€N), (en ; neN) sont uniformément intégrables.

I11.3 - MARTINGALES DANS LES PROCESSUS PONCTUELS

Nous adoptons ci-dessous la présentation des processus ponctuels de
BREMAUD et JACOD ([3]).

1. DEFINITION

Un processus ponctuel (p.p.) sur 1'espace probabilisable (Q,EO) est
une suite (Tm ; m > 1) de variables aléatoires sur (Q,EO) & valeurs dans
10,=[, vérifiant To(e) < T q(w) pour tout m>1 et tout weq tel que
Tm(w) < ». Un tel processus peut également étre caractérisé par la donnée d'un

processus de comptage ou compteur simple N défini pour tout te¢& R+ et tout
w EQ par

N(w,t) =

ol To(w) =0 et T (u) = 1;m Tm(m).
(L'appellation "simple" tient compte de la propriété aN(t) =0 ou 1

pour tout t 65R+).

On note g‘;(N) = o(N(s) ; s<t) et FO(N) = (I;'g(N) 5 teR,) 1la

filtration naturelle de N. Cette filtration est continue a droite car N est un
processus en escalier, continu & droite.

Lorsqu'une probabilité P est donnée sur (Q,EO), le couple (N,P) est
appelé un processus ponctuel stochastique (p:p.s.).

Dans ce qui suit nous ne considérons que des processus ponctuels stochas-
tiques non-explosifs c'est-a-dire des p.p.s. pour lesquels T =+« P-p.s.

Soit ((Ni,P) ; 1<i<d) wune suite finie de p.p.s. non explosifs
(d ¢ N*). Soit N=(N ,...,Nd). Nous dirons que (N,P) est un d-processus
ponctuel multivarié stochastique (d-p.p.m.s.) si pour tous les indices
1,3, 1#3, 1<i, j<d, ona

'\ J= 0.
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(i. N' et M n'ont pas de discontinuité commune, pour tous i,j i#j

1<i, 7 <d).
2. REMARQUES
1) La définition d'un d-p.p.m.s. que nous présentons ci-dessus est
un cas particulier de celle de processus ponctuel marqué de BREMAUD et JACOD.

2) Soit (N,P) wun d-p.p.m.s. adapté & une filtration F satisfai-
sant aux conditions habituelles sur (q,E,P). N ¢ (Zloc [F,P_‘j)d car chaque
composante N ne posgéde que des sauts d'amplitude 0 ou 1. Soit

N = (Nl,...:ﬁd) ou W' est le compensateur prévisible (re]ativement a F) de
i - _ ~ ¢ P 2 Toc

N' (1 <i<d). Onnote N=N-'N, N estun élément de @-',]P]

D'autre part, pour tout i é {1,...,d}, les sauts de N epu1sent les sauts de

~7

N', par conséquent N et NJ n ont pas de discontinuité commune pour i#j,
(1 <i, J <d) et puisque ﬁ1 et N‘] sont des martingales locales s.c.s. elles
sont donc orthogonales.

3) Considérons un p.p.s. (N,P) adapté a unecfﬂtration F satisfai-
sant aux conditions habituelles sur (q,E,P). Puisque N = N-N éMg’]OC[F,]P],

cc cc )
[N,NJet <N,N> existent tous deux.

Nous allons calculer explicitement ces processus en fonction de

~

N et N.
D'abord,

[RLAT= N - 2] + [NON]

D'aprés III.2.7 (14) le processus [N,ﬂ] " est prévisible et

(1) WA = [N
Or,
N(t) = = N(s)2 = & aN(s) = N(t)

s<t s<t
pour tout t €]R+, car AN(t) =0 ou 1(t €R,).
Par conséquent,

ccC ~ ~~
(2) [N,N] = N-2[N,N] + [N,N]

CcC ~ ~.
(3) <N,N>=N -[N,N]
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Si Y est un processus F-prévisible tel que (|Y|.ﬁ)(t) < w, P-p.s.,
pour tout t é;R+, alors 1'intégrale au sens de Stieltjes (Y.(N-N})(t) existe
pour tout t é}R+ et elle coincide avec 1'intégrale stochastique (au sens
d'intégrale par rapport ala mart1nga1e 1oca1e N). Dans ces conditions Y.N est
un élément de M OC[F,IP] Ny OC[iF,]P] et V.N appartient a M2’ ]OC[}',]P] si et
seulement si Y € LZ’]OC[ﬁJP], (I 1. 2), si et seulement si pour tout te;]?
(Y2 N)(t) < o . F1na1ement, Y.K E'M FQP] si et seulement si Y ¢ L2 [N,P], i.e.
si et seulement si E((Y (N [N \] )) < ». Dans ces deux derniers cas, nous
avons que le processus <Y.N,Y. N > ex1ste et la formule (3) se généralise de la

fagon suivante :
c c

(4) <Y.N, YN 5= Y2

N - Y]

Ces formules nous permettront d'obtenir un Théoréme Central Limite pour
les intégrales stochastiques dans les processus ponctuels.

3. THEOREME

Pour tout p € N nous considérons ; un espace probabilisé filtré

(Q,E,FO,P) satisfaisant aux conditions habituelles ; (NpJP) un d-p.p.m.s.

Fp—adapté et non explosif ; un processus vectoriel Yp = (Yé,...,Yg),

. o s
Fp-prévisib]e et tel que ((Y;)Z.N;)(t)< o P-p.s. pour tout i=1,...,d, tout
t E€R,.

Soit A = (Al,...,Ad) une fonction continue de R _ dans Rd,
composantes croissantes et nulles & 1'origine.

fioor

On pose, par définition

c
Yé.N
C .
Y .N = : (p €N)
e
vd nd
pp
Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

S
1) Pour tout i=1,...,d, la suite vl s pE N) satisfait la
rour tout fa suite p"p satistait la

condition de raréfaction asymptotique des sauts ;

(2) Pour tout i=1,...,d pour tout t é?R+,
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(D2 - (2R B oAl
pte

c
Alors (Yp.Np 3 p€N) converge en loi vers une martingale vectorielle
gaussienne 9ont1'nue (canonique) dont les composantes sont indépendantes. La

fonction A' est le processus croissant associé a la i-iéme martingale
composante (1 < i <d).

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la Remarque précédente
et du Corellaire II.5.12. &

4. REMARQUES

1) Dans le cas ot le processus N _(p € N) ci-dessus sont quasi-conti-
nus & gauche (i.e. avec des sauts totalement inaccessibles), les processus Wp

sont continus et [ﬁ;,ﬂ’;] est nul pour tout i=1,...,d ; p €NN. La condition
3.(2) est alors remplacée par
21 ((VH2NH ) B aT(t), (i=1,....d ; teRr).
p P phoo +
Cette version du Théoréme 3 a &té présentée dans [35] ol nous avons
étudié son application & 1'étude statistique d'une famille de processus ponctuels
quasi-continus a gauche.

2) Si (Q,E,FJP) est un espace probabilisé filtré satisfaisant aux
conditions habituelles, nous désignerons par C(F) 1'ensemble de changements de
temps continus de F, c'est-a-dire 1'ensemble des processus T tel que pour tout
t G]R+, t(.,t) est un temps d'arrét de F et pour tout w €9, (w,.) est
un homéomorphisme de ]R+ sur R+.

Si X est un processus, désignons par Xot (resp. Fot), le
processus changé de temps (resp. la filtration changée de temps)
Xot(w,t) = X(w,1(w,t)), v €0, t ER, (resp. For= (

Forty 5 LERY)-

KAZAMAKI a montré dans [9] que si t e C(F) et MeM °°[FP],
alors Mot € MJ)OCDFUTJP] et [Mot,Mot] = [M,M]ot. D'autre part si Y est un
processus F-prévisible, alors Yot est F, -prévisible. I1 s'en suit que pour

tout M € M TOCFP], Mo ¢ 22106 For P] et <Mor,Mor > = <MM> or.

Si (NJP) est un p.p.s. adapté & F et non explosif, il est clair
que pour tout T & C(F), (Not,P) est un p.p.s. non explosif adapté a Fot. Par
ailleurs, si N désigne le WF-compensateur prévisible de N, le Fot -compen-
sateur prévisible de No,t est le processus Wor. )

Ces remarques élémentaires nous permettent d'obtenir le corollaire
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suivant.
5. COROLLAIRE
Soient (q,E,F,P) un espace probabilisé filtré satisfaisant aux
conditions habituelles ; (N,P) un d-p.p.m.s. F-adapté, non explosif,
(Tp ; peN) une suite de changements de temps appartenant & C(F) ; (Yp ; PEN)

une suite de processus vectoriels, chaque Yp= (Y;

et verifiant ((Y))2N')(t)<w P-p.s. pour tout teR, et tout i=1,....d.
d

sens ,Yg) gtant F-prévisible

Soit A = (Al,...,A ) une fonction de R, dans ]Rd, continue, dont
les composantes sont croissantes et nulles a 1'origine.

Supposons que

- C.
(1) Pour tout tER,, tout i=1,...,d, la suite ((Y;.NUOTP ; pEN)
vérifie la condition de raréfaction asymptotique des sauts ;

(2) Pour tout té€ R, tout i=1,....d,

i\2 Y1 P2 i P i
()N or (0= (V) = (LN o (1) e Al(t)

c

Alors ((Yp'N)OTp ; peN) converge en loi vers une martingale
vectorielle gaussienne continue (canonique) dont les composantes sont indépen-
dantes. La fonction A' est le processus croissant associé a la

i-iéme martingale composante (1<i <d).

6. ETUDIONS UN CAS PARTICULIER DU COROLLAIRE PRECEDENT

Sur (2,E,F,P) nous considérons un processus ponctuel stochastique
non explosif (N,JP) possédant un compensateur F-prévisible NN continu. Soient
(un 3 n€N), (Bn ; n€N) deux suites de nombres réels strictement positifs
telles que apte et Byt lorsque nte,

On définit -
N(a,t)-N(a,t)
Yy = iy 5
M, (t) o » (NEN, tER,).

Soit A wune fonction réelle continue, croissante, A(0) = 0.

7. COROLLAIRE
Supposons que

Wopt) p _
(1) > >~ A(t) pour tout téER,,
R nteo
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alors la suite (Mn ; nCN) converge en loi vers une martingale gaussienne
continue de processus croissant associé A et en outre

N, t)
_};?__ n:w A(t) pour tout tE€R,.
n

Démonstration : La premiére assertion est une conséquence du Corollaire 5:
il suffit de considérer Yn et L définis par
D - c ¢
Yn(t) = B—n 5 ‘rn(t) = otnt (n€N, teR)).
La condition de raréfaction asymptotique des sauts est vérifiée car
AM&t) =0 ou 1/Bn pour tous néN, teR
transcription de 1'hypothése 5.(2).

L) d'autre part (1) n'est que la

Par ailleurs, puisque (Mn ; neN) converge en loi et que By fe

lorsque n+4e , nous aurons que

1 ~ Nlapt) N, t) Z et P
M) s - > 0
n B, B Ne

L'hypothése (1) entraine alors que

N(a t)
! P oAty (teRr,). ®
Bn nteo

8. A titre d'exemple on peut déduire du Corollaire 7 le résultat
classique suivant.
Supposons que (N,P) soit un processus ponctuel stochastique de Poisson
de F-intensité » (1>0), c'est-a-dire N(t) = at (t €R,). On pose o« =n ,
B, = \/An(né]N). Nous obtenons ainsi que la suite (Mn ; n€éN) converge en loi
vers un mouvement Brownien canonique, oi

M (t) = N2t en, ter)).
an

9. Considérons un autre exemple d'application du Corollaire 7.

Sur (2,E,P) on considére un processus ponctuel (Tk ; k > 1) telle que
les variables aléatoires (Tk+1 - Tk’ k € N) soient indépendantes et de méme loi.
Désignons par v le processus de comptage associé a (Tk ; k>1). Le processus
ponctuel stochastique (v,P) est non explosif, c'est un processus dit de
renouvellement.
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Supposons en outre 1'existence d'un p.p.s. de Poisson canonique sur
(2,E,P), que nous notons (N,P). C'est-a-dire N est non explosif et son
comportement prévisible par rapport a sa filtration naturelle complétée F(N)
est 1'identité sur R+. Nous ferons 1'hypothése que N et v sont indépendants.

Considérons finalement une suite de variables aléatoires (Ak ; kKEN)
indépendante du processus de Poisson et du processus de renouvellement précédents,
constituée de variables positives, indépendantes et de méme Toi.

Pour tout k€N nous supposons que :

(1) A € LZ(Q,E,P). On pose mo= iE(Ak) H ci = Variance (Ak) H
2 2 2
(2) Sy = Tk+1 - TeeL (2,E,P). On pose my = ]E(Sk), e =]E(Sk).

On définit maintenant deux processus croissants » et A par les relations
suivantes :

(3) A(t) (t) (t€R,)

t
(@) a0 = [ s (tery.
0
A est & trajectoires continues et A(0) = 0. Soit /\°1 son inverse
défini par
ANty = infis>0 5 A(s) >t)  (inf = +=)
I;io

Soit = o(/\_l(t) ; tER,), notons H la complétée pour P.

Posons F, = }ivgt(ﬂ) (teR,) s F = (E, 5 t€R,).

On remarque que /\_1 est indépendt de N ; le compensateur prévisible
de N par rapport & F est toujours 1'iden&ité sur R+. Par ailleurs A_l
adapté @ F et par conséquent A(t) est un temps d'arrét de F pour tout
téR, (c.f. [5], IV. 45).

Soit gt =F (t) (teRr,), &= ((__5t ; t€R,).

Posons

est

A

N(t) = W(At)), (tER,).

(N,P) est un p.p.s. non expjosif adapté & & et son G-compensateur
prévisible N verifie :
N=a
(N,JP) est un processus de Poisson doublement stochastique ou processus
de Cox (c.f. [7]).
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Remarquons ensuite que

~ v(nt)-1
(5) N(nt) - mnt = E (xk-m )Sk+<>‘v(nt)‘mx)(t'Tv(nt))(nem’ t€R,)
=0

Introduisons les suites Un ol
1 r

Up(r) = Pog BT (hem IS (k) e’

n \n K
. 0
Soit Qr = 0((>‘k’Tk) 3 k 5r),B=(§r ;s TEN).
Chaque Un est une (BJP)-martingale de carré intégrable. D'autre part,
pour tous teR, et neN, v(nt) est un temps d'arrét de B.
Appliquons Te Théoréme III.1.9 & Ta suite (Un ; n€N) et aux change-

ments de temps (v(n.) ; n€N). Nous utilisons le résultat auxiliaire suivant
prouvé par BILLINGSLEY dans [1] (p.149) :

v P 1
6 Mw E oL

ute T
Nous avons, d'autre part,
E(g ) = 07
E(g) = of 2§ (kem).

Désignons par F la loi commune aux variables indépendantes £ (k éN).
Nous avons que pour tous e>0, ne]N,téRP

B

v(nt) g2kl 2 | )
: fee1 Ci T g 1> VRe] )
- v(nt) 2 £d

" [{lu|>\/ﬁ‘e}u ()

D'aprés (6),
(1) ot Bt ier))

n nte M7

Et puisque £y € LZ(Q,E,IP) pour tout k&N, nous avons que
J _ GF R - 0
{lu]> Vne} Nte

Par conséquent

B
w(nt)  o2k-1 .2 I
'_1‘ Ek=1 E (Ek I[ iE [> \/m:]) n:m 0
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L'hypothése III.1.9.(1) est donc satisfaite. Montrons que 1'on a
également III.1.9.(2). Or
Zk- t) 2 2
E (Ek) = li{}_l N

1
sy Y
n T

k=1

et d'aprés (7) cette derniére expression converge en probabilité vers
2 2
DT

M

t (t€R,).

Nésignons par B Te mouvement Brownien canonique. D'aprés le Théoréme
II11.1.9. nous avons que

(8 Upeun) - 2L
ov(n) -
Revenons a 1'expression (5). On remarque que pour tout KeN*,

N nt)-m,nt

B

P
(9) su ——2 - U ou(nt)| > O
t G[J()J,K] n n nte
En effet car,
N(nt)-mx nt 1
v Upornt)] = == Poey = M T ney e
1
= \/lev(nt) - m)\l S\)(nt)
et
l'N(nt)-mX nt
sup . - U ov(nt)| < sup [aU_ov(ht) |
t € [0.K] (™ n te [0,k "
La continuité de 1a Timite dans (8) permet de montrer facilement que
sup [aU ov(nt)] L
t € [0,K] Neo
(En effet, pour tout e,8 >0 : P ( sup IAUnov(nt)] >e) <
t € [0,K]

K ,
<PWC(Uov(n.)58) > <))

On obtient ainsi (9) et de (8) on déduit que

N(n.)-mk Nz 9, vp

(10) ———2— = B
\n n4te QmT

Cette convergence entraine alors que pour tout t é]R+
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N(nt)—mA nt
n

Zet P
nte

0

2t il s'en suit que

(1) Mnt) Bont o (teRr)
"one A ¥

En appliquant le Corollaire 7 nous obtenons finalement que

(12) M < Vi B et N_(%tl“i mt (teR,),
nle ~ n e
ol M (1) = MORNIE) (e, ter,).

n
Cet exemple d'étude asymptotique a été traité dans [7] par des méthodes
différentes, sans apporter des conclusions sur le comportement de la suite

(ﬂiﬂl}iﬂiﬂ;i , n € N). GRANDELL s'intéresse plutét & 1'étude de la convergence

i

en loi des processus de la forme

Ngn.z—eagnJ (ne N)
n

\

ol o est une fonction réelle croissante, /Bn ; n€N) une suite réelle
strictement positive, Byt ST n4w.

La Tittérature abonde sur ce dernier type d'étude, ces recherches ayant
été surtout influencée par le résultat classique cité au numéro 8 ci-dessus. Le
lecteur pourra consulter les nombreuses références sur les files d'attente ot i1l
est souvent question de chercher des '"compensateurs de convergence" « au sens
précédent. Nous estimons que la facon la plus naturelle de les choisir est de
prendre les compensateurs prévisibles associés aux processus ponctuels en

question. L
La proposition suivante est un résultat complémentaire du Corollaire 7.

10. PROPOSITION
Nous supposons satisfaites les hypothéses du numéro 6. Si en outre

N(ant)
1) —n

A(t) pour tout t ER,, alors
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N(a t)
1= B o) (tery)
Bn N4

et la suite (P-’In ; néN) converge en loi vers une martingale gaussienne continue
de processus croissant associé A.

Démonstration : I1 suffit de prouver (2). Or

N(an.)-N(an.)
L,y=——>— (n &N) est une martingale locale

Bl’\
localement de carré/par rapport a la filtration Fn = (En £ t é]R+) ol
F - F intégrable o
=n,t =o t’
n
Nous avons que
N(a, .)
T_ n
D‘n’Ln]_ [
n

De (1) on déduit que pour tout t ER,

P
5

Nn4e

(3) Lt Je) > o

Puisque pour tout n€N et tout te‘]R+, ALn(t) = —12 ou 0, nous
o 20

n
pouvons appliquer les Remarques II1.3.7 et II.2.3. & la suite (Ln ; néN). Nous

obtenons ainsi que (3) entraine que

(4) <Ll >(t) B oo (teRr)
ot N4
(5)  LM(t) =sup L (s)| > 0 (t€Ry)
s<t Nte
. . N(n.) . N(n.) .
Mais (5) veut dire que ( ;neN) et ( 5 n& N)
B
n n

sont deux suites C-contigiies. Par conséquent (1) entraine (2). |

11. Revenons a 1'exemple du numéro 9. La relation 9.(6) entraine, d'aprés
la Proposition 10, que

(y ot B o(ier)
nte 't

et
(2) v(n‘}-:fgn.) ? 1
N nto M7

B
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oy est le compensateur prévisible de v par rapport a F(v).(*)

Considérons maintenant une suite (Xm 3 m % 1) de variables aléatoires
indépendantes, de méme loi 6. On pose X0=O et on supposera que la suite
(Xm ; mg N) est indépendante du processus de renouvellement (w,P).

C'est une situation que 1'on rencontre fréquemment dans 1'étude de
files d'attente : ¥V représente alors le processus des arrivées et Xm Ta durée
de service du m-iéme client et on suppose qu'il y a un seul serveur, (file
G/GI/1 dans la terminologie de Kendall).

Supposons encore que Xm GLZ(A,E,IP) (m @N) et notons

_ - 2
my = E(Xm) 5ovy = ]E(Xm).
On définit un processus de saut X par la relation

(3) X(t) =%, si T <t<T

. (t €R,)

m+1’

C'est le processus des durées de service.

X € ¥]oc [F(X)JP] et nous pouvons calculer X & partir des formules
I11.2.8.(8) et III.2.8.(11). Nous utilisons aussi la formule (55)de
BREMAUD et JACOD [3].

On trouve alors facilement :

~ -~
(4) X(t) = my v(t) (tE&R,).

~

(X est le compensateur IF(X)-prévisible-de X, tandis que <V est ici le
compensateur F(v)-prévisible de v).

Soit M=X—?i Puisque X est quasi-continu a gauche, la formule
I11.2.8.(15) donne

~
<M,M>= [X,X]

Pour calculer [X:i} nous utilisons les formules III.2.8.(8), III.2.8.(12)
et (55) de [3]. On obtient ainsi

(5) <M= 4 5lt), (tER,)

Nous allons maintenant analyser le comportement asymptotique du processus
X. Pour cela on définit :
X,(t) = == x(nt)

Vn

t-T ’
Vasy Y o m H(du) .
(*) Ce compensateur s'écrit v(t) = v(Tm) + Jo Téﬁfﬁf) si Tm_it <Tm+1

ol H est la Toi commune aux variab -
Tes Tm+1 Tm'
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My(t) = = (X(ID)R(a)) = ¥ (6) K (1)
Ent = Ene(X) (n €N, teR))

D'aprés (5), nous aurons

2

YX ~
(6) <Mn’Mn>(t) =0 v(nt)

Remarquons d'autre part que pour tout >0, t &R, n €N,

(1) <WENE> (1) =T5(M,,t) = (J x? G(dx)),"v’(_gtl

{|x|> e}
(d'aprés la quasi-continuité & gauche de Mn et des formules I11.2.8.(8),
I11.2.(16), et (55) de [3]).

Nous avons alors que (1) et 1'intégrabilité de Xi entrainent d'aprés (7)
que la suite (Mn 5 n @N) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des
sauts. D'autre part de (1) et de (6) on déduit que

2
P
5

< Mn’Mn >(t) e

X
iy t (t€R,).

Par conséquent, d'aprés le Théoréme II.4.5,

X(n.)-mxv(n.) < Yy
M =—

n {n Nteo \/Fﬁ

12. Pour terminer avec les exemples, nous allons étudier le comportement

B.

asymptotique d'un modéle plus général de files d'attente (c.f. [3]).

Fixons un espace probabilisé complet (o,E,P). Nous allons construire
le processus de file d'attente dans un cas simple : c'est le cas d'une file
d'attente & une unité de service ot 1'on suppose qu'a un instant donné ne peuvent
ni arriver ni partir deux clients & la fois et il ne peut y avoir simultanément
1'arrivée d'un client et le départ d'un autre.

Soit Q(t) 1le nombre de clients présents dans la file a 1'instant
t. C'est un processus de sauts & états entiers que 1'on prend par convention
continu a droite. On lui associe deux processus de comptage,

N*(t) = sit I[AQ(s):l] nombre d'arrivées jusqu'a 1'instant t, (t GR+)

NT(t) = sft I[AQ(s)=-1] nombre de départs jusqu'a 1'instant t, (téR,)
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Q(t) = 0, + N(t) - No(t) (t €R,).

Q est entiérement déterminé par la donnée de Q_ (nombre initial de
clients dans la file) et la donnée des processus N1 et NZ. Pour simplifier

nous supposons désormais Qo=0.

Soit F une filtration satisfaisant aux conditions habituelles et telle
que Q Tui soit adapté. Nous supposons en outre que Q est quasi-continu a
gauche et non-explosif.

Ainsi Q € ¥]°CﬁFJP] et son compensateur prévisible se calcule comme

(1) 7= WA
c ~ cc
Q=0-0¢ rjg’]ocﬁF,le et <Q,Q> vaut
cc c, C c, C ol
(2) <0,0 > = <NLNE s+ <225 = LR
c ¢ ¢y ¢ c
car Q = N'-N° et N° et N~ sont orthogonales.

. 1,2 . ~ . .
Soient A",A" deux fonctions réelles continues, croissantes, nulles en

0. Nous désignons par M = (MI,MZ) la martingale vectorielle, gaussienne,
continue, canonique telle que <M1,MJ > = 6ij A1(i,j = 1,2).

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 10
et du Corollaire 5 ci-dessus.

13. COROLLAIRE

Considérons les deux propositions suivantes :

(1) Il existe une suite (Bn ; neN) de réels strictement positifs
telle que B 4o quand n4te et
Leile que n gquand et

~1 .

oty Boal(r), (i=1,2 5 teRry).
B Nteo

n

(1') I1 existe une suite (ﬁn ; n €N) de réels strictement positifs
telle que Byt quand nte et

i .
Nonty Boal(r), (i=1,2 5 ter))
B nteo

n

Si (1) (resp.(1')) est vérifiée, alors (1') (resp. (1)) est également
satisfaite et alors
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En outre on a

(3) An)-An) T e
Bn Nn4teo
(4) Unt) B oalit)-a%(t) (t €R,)
¢ Bn 4o
et ~
(5) Unt) B oalig) - a%(t) (t €R,).
Bn Nteo

Démonstration : I1 ne reste qu'd faire quelques commentaires sur la
preuve de (3), (4) et (5). (3) se démontre directement & partir du Théoréme
-I1.4.5 en remarquant que

C
la ﬂg—tllisi (N€N, t €R,)
n

n
c C
et que 5<0,0>(nt) B (Ala?)(t) (t€R).
B N4teo
n
Or Ta martingale M1+M2 vérifie
embm? b2 oo alia?

puisque M1 et M2 sont orthogonales.

Quant & (4) et (5), ce ne sont que des conséquences élémentaires de (1)

et (1') respectivement, étant donné les relations
Q=N1-N% 5 QNERC.

14. I1lustrons les derniers résultats par 1'étude d'un cas classique,
une file M/M/l avec un taux d'arrivées et un temps moyen de service
é (0 <w <),

On considére F=F(Q). Nous avons alors

Wl(t) =2t (t eRry)

W(t) Jtl[o(s)o nds, (t€R,).
o >J +

Lorsque la file est trés chargée il y a Tieu de considérer
~
Nz(t) approx. égal & ut (t €R))

Considérons : By = Vn(xtu), (n€N)

1 At
AY) = 35 (t €R)
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R(t) = 2 (teR,)

B désigne le mouvement Brownien canonique.
Le Corollaire 13 nous donne alors

Q(n.)-(A-u)n. % B
Vn(i+u) nte

Min)-n 2 A

-> — B
VnGn) M7 A+u
N"(n.)-un. Z u

Q(nt) P A-u -
n(n d )\T\-\—’ (tCR+).

Nous attirons 1'attention du lecteur sur le caractére assez général du
Corollaire 13. Pour 1'établir nous n'avons supposé ni une discipline de service
particuliére ni avons fait aucune hypothése d'indépendance entre les processus
du modéle. C'est pourquoi nous espérons que la méthode pourra s'appliquer avec
succés dans un vaste éventail de files d'attente.
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REMARQUES FINALES

Comme nous le disions dés 1'Introduction de cet article, nous avons voulu
montrer ici une méthode d'étude de la convergence en Toi des processus. En ce
sens, ces pages ne sauraient &tre exhaustives, elles laissent au contraire la
porte ouverte & de nombreuses applications. Nous en citons quelques unes : le
vaste domaine des files d'attente ol il existe une littérature trés abondante sur
1'analyse asymptotique ; les méthodes asymptotiques en Statistique des Processus
Aléatoires ; 1'approximation par des diffusions des processus intervenant dans les
modéles de génétique ; la construction de solutions approchées (au sens de la
convergence en 10i) a un certain type d'équations différentielles stochastique ;
etc.

Sur le plan théorique, le probléme du prolongement de ces méthodes au cas
des martingales locales (non localement de carré intégrable) reste ouvert.
L'auteur espére pouvoir s'y consacrer dans un article ultérieur. La difficulte
essentielle pour une telle étude c'est 1'inexistence du processus <M,M> pour
une telle martingale locale M. Cela nous oblige & trouver une version différente
de la condition de raréfaction des sauts et en outre, nous devons faire
intervenir [M,NU au lieu de < M,M > dans les hypothéses de nos théorémes.

Nous espérons que ces pages auront au moins attiré 1'attention du
lecteur sur un autre aspect des vastes possibilités d'utilisation de la Théorie
des Martingales.
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APPENDICE

Quand cet article était achevé, 1'auteur a appris que D. ALDOUS venait
de publier une intéressante note [Annals of Proba. 6 (1978), 335-340] o0 un
critére de compacité étroite relative plus général que notre Proposition II.1.3
est démontré. Ce critére peut étre utilisé en particulier pour obtenir des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'une suite de processus soit C-tendue.

Nous expliquons d'abord ci-dessous le Théoréme de ALDOUS en renvoyant le lecteur
a 1'article original (désigné par [AL] ) pour la démonstration.

Le résultat principal de [AL] est le Théoréme 1 qui donne un critére
de compacité étroite relative pour les lois d'une suite (Xn ; n €N) de proces-
sus a trajectoires dans 1'espace D([O,l], R). Evidemment, ce Théoréme peut étre
prolongé au cas ol Tes processus posséderaient des trajectoires dans
D(]R+, R).

Soit (Xn ; n €N) une suite de processus définis sur 1'espace probabi-
1isé complet (Q,f_ JP) & trajectoires dans D = D(]R+,R) (si les processus sont
définis sur des espaces différents, on les raméne au méme espace en considérant
la structure produit et en y définissant une suite de processus possédant les
mémes lois que les processus Xn selon une procédure bien connue). On suppose
chaque X = adapté a une filtration F _(n €N).

Considérons les ensembles suivants, pour tout N €& N*.
TB(N) =‘{(Tn ; n€N) : Tn est un ]Fn-temps d'arrét borné par N,
pour tout n €N}

TE(N) = {(Tn ; n€N) : T, estun IFn-temps d'arrét ne prenant qu'un

nombre fini de valeurs dans [O,N] (temps d'arrét étagés)}.

DE(N)

(s, s né€N) : §, est un reéel de JON[, pour tout neN et
anw quand ntew},

Le résultat essentiel de [AL] s'énonce alors
1. THEOREME (Aldous)

Supposons que 1'une des conditions suivantes est vérifiée, pour tout

N €N
(1a) Les suites (X (0) ; n€N) et ((aX)*(N) 5 n€N) sont
R-tendues ; ou bien




(1b) (X (t) 5 n€N) est R-tendue pour tout t & [0,N].
Supposons en outre que pour tout Né]N* :

(2) Xn(Tn+6n) - Xn(Tn) n]E 0 pour toute suite

4o
(Tn ; neN) €TE(N) et toute suite (an ; n€éN) € DE(N).

Alors (Xn ; néN) est D-tendue.

Nous allons appliquer ce théoréme pour obtenir une caractérisation
commode des suites C-tendues. Dans ce but, considérons une hypothése plus
forte que (la) :

(1c) La suite (Xn(O) ; Nn€EN) est R-tendue et (AXn)*(N) L4 0.
N4eo
Nous pouvons alors déduire le Corollaire suivant du Théoréme 1.

2. COROLLAIRE
La suite (Xn ; néN) est C-tendue si et seulement si pour tout
NEN® Tes hypothéses (1lc) et (2) sont vérifiées.

Démonstration : Si (Xn ; n€N) est C-tendue, il est aisé de voir que
les hypothéses (1lc) et (2) sont satisfaites pour tout N€]N*, (voir Proposition
1.2.2. et Remarque 1.2.6.2)).

Réciproquement, puisque (1lc) entraine (la), nous aurons que
(Xn ; n€N) est D-tendue dés que (lc) et (2) sont vérifiées pour tout N€]N*,
en vertu du Théoréme 1.

Soient NEN*,e, n>0.

Posons pour tout h>0

A= wea: () wN) > hy L (nEN)

D'aprés 1.2.6.1),

N N hyc
W(X6) < 2 (X ,6) +h sur (AD)

Puisque (Xn ; n€N) est D-tendue alors elle satisfait a 1.2.4.(2).
Fixons &>0 et N €N selon 1.2.4.(2) de fagon a ce que

p(wg(xn,a) > ¢/3) < n/2 pour tout n > n,.
Soit nzé]N tel que

e/3

]P(An ) < n/2 pour tout n > Ny d'aprés (lc).



Alors, si Ny =NV n,, NOUS aurons que pour n > n.,

P(WE(X,,6) > &) <P((HN(X ,8) > 3 N (A S/3)C) + p(A ©/3)

P(WN(X ,6) > £/3) + P(A ©/3)

n

A i

Nous avons airsi que (Xn ; n€N) satisfait 1.2.2.(2).
Par ailleurs, i1 est immédiat que (1lc) entraine I1.2.2.(1). Par consé-
quent, (Xrl ; n€N) est C-tendue en vertu de la proposition 1.2.2.
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