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LA METHODE DES MARTINGALES APPLIQUEE A L'ETUDE DE
LA CONVERGENCE EN LOI DE PROCESSUS ( * )

par

Rolando REBOLLEDO (**)

INTRODUCTION
Depuis de nombreuses années, plusieurs chercheurs ont étudié " l a

convergence en loi des processus par des méthodes "f o n c t i o n n e l l e s " , c'est-à-dire
en utilisant les méthodes élaborées par PROKHOROV, SKOROKHOD et autres dans les
années 50.

D ' u n autre côté, ces dernières années ont connu l'essor de la Théorie
des Martingales et de la Théorie Générale des Processus.

La convergence en loi des processus est d ' u n e utilité très grande dans
de nombreuses branches des Probabilités Appliquées. La Théorie des Martingales
à son tour s'est révélée être un auxiliaire très efficace dans de nombreux
problèmes théoriques concernant la structure des processus. Cette théorie est
certainement aujourd'hui l'unedes plus riches parmi les domaines de recherche en
Probabilités.

Le but de cet article est de montrer comment la Théorie des Martingales
peut servir à analyser la convergence en loi des processus.

Le point de départ de cette recherche a été le Théorème de DONSKER ou
Principe d'Invariance. Si ( ç ; né-]N) est une suite de variables aléatoires

' 2indépendantes équidistribuées de moyenne nulle et de variance o < o ° , la suite
1 Fut]de processus ( M ; n ^ - ] N ) , où M ( t ) = ——_ z ç , , converge en loi vers unn n a\fn k=o K

un mouvement Brownien. Si l ' o n considère les tribus [ , = a ( ç , ; k ^ [ n t ] ) , 11

( * ) Ce travail a été réalisé à l'Université de Reims. Une version préliminaire de
ce texte est parue sous forme de "rapport interne du Département de Mathémati-
ques de la Faculté dès Sciences de Re i m s ( 1 9 7 8 ) .

(^)Faculté des Sciences de Nice - Département de Mathématiques
Parc Vatrose - 06034 NICE CEDEX



est facile de remarquer que le processus M est une martingale de carré
n [nt]integrable dont 1e processus croissant associé est la fonction —— qui converge

vers t - le processus croissant associé du mouvement Brownien - quand n tend
vers +~.

La question naturelle qui se pose alors est : étant donné une suite de
martingales locales, localement de carré integrable, ( M : n ê l N ) , sous quelles
conditions sur la suite ( < M̂ ^ > ; n<r]N) des processus croissants associés
on peut avoir la convergence en loi de ( M ; né-]N) ? . Cet article apporte une
réponse à cette question dans certains cas. L'auteur a également étudié la
question réciproque de la précédente obtenant des résultats sur ta compacité
étroite des lois de la suite ( < M , M > ; n ^ l N ) .

L'article est divisé en trois grandes parties. La première contient des
rappels et des compléments sur la Théorie des Martingales. Dans la deuxième
partie, on trouvera les principaux résultats théoriques. D ' a b o r d , nous donnons
un critère de compacité étroite relative adapté à nos besoins ( 1 1 . 1 . 3 ) , puis
nous établissons une série d'inégalités pour les martingales locales. Le
troisième paragraphe de la deuxième partie discute le problème de la compacité
étroite relative ; le quatrième traite de la caractérisation des points limites
d ' u n e suite de lois étroitement relativement compacte ; le cinquième, généralise
cette étude à plusieurs dimensions.

Finalement, dans la troisième partie, nous étudions quelques applica-
tions : aux martingales à temps discret ; à l'approximation des diffusions ; à
l'étude de la convergence en loi des martingales dans tes processus ponctuels.
Dans cette dernière application nous étudions notamment quelques exemptes :
processus de Cox d ' u n type particulier et un modèle de files d'attente.
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1 - RAPPELS ET COMPLEMENTS

1.1 - P R E L I M I N A I R E S

Nous commençons par fixer quelques notations concernant la Théorie
Générale des Processus et la Théorie des Martingales. Nous suivons pour cela les
oeuvres classiques [5], [6], ['18].

1. GENERALITES
Sur un espace mesurable (^,F ) on considère une filtration

F° = ([° ; té]R ), c 'es t à dire une famille croissante de sous-tribus de E°

telle que F° = v F° Nous dirons que F° est continue à droite, si
t é ]R^ -t

F° = D F° = F° pour tout t^R,. Nous notons E (ou P(F°)) la tribu prévi-
=t+ s > t -s -L

sible relative à F sur ^ x ] R , c 'est à dire la tribu engendrée par les appli-
cations X : ^ x ]R -> [-œ,œ] telles que pour tout t 6-1R.» ^ -^ X (œ, t ) est

F°-mesurab1e (on dit que X est F°-adaptée) et pour tout a) <& ^, t -^ X (œ, t ) est
continue à gauche.

Si P est une probabilité sur (^,E°)» nous notons [ (resp. F) la tribu
complétée de F° pour P (resp. la filtration complétée de F° pour P et ren-
due continue à droite). Nous avons ainsi que F satisfait aux conditions habi-
tuelles de DELLACHERIE ( [5] , [6j ).

Un processus X est une application de Q, x ]R_^ dans [-00,00] telle que
pour tout t é ]R l 'application œ -> X (œ, t ) soit [°-mesurab1e ; la trajectoire
en œ € i ^ de X est l 'application t -^ X(o), t ) . D'après la coutume nous suppri-
mons l'écriture de œ lorsqu'il n'y a pas danger de confusion. Nous identifierons
par ailleurs les processus P-indistinguables ( [5], [6]), c'est-à-dire nous
écrirons X=Y pour deux processus dès que l 'ensemble

U {ce é ^ : X(co , t ) ^ Y(o) , t ) } est P-négligeable. Nous dirons donc qu'un
t é'IR^
processus X est P-continu à droite et pourvu de limites à gauche lorsque X
est P-indistinguable d'un processus Y dont les trajectoires vérifient ces
propriétés (comme il est habituel, nous abrégerons en disant que "X est C.à.d.
l .a.g.") . Pour un tel processus nous notons X ( t - ) la limite à gauche au point
têlR^ et nous adoptons la convention X ( O - ) = 0 ; le saut au point t 6 R^ sera
noté AX( t ) = X ( t ) - X ( t - ) . Par ailleurs, un processus B-mesurabte est dit
prévisible.



Un temps d'arrêt de la filtration F est P-p.s. égal à un temps d'arrêt
de (E^-, ; t6]R ). Si X est un processus et T un F-temps d'arrêt, nous notons
X1 le processus arrêté défini par X^t) = X ( T A t ) , ( t ^R^) . Lorsque 1 est une
classe de processus sur l 'espace probabilisé filtré (?2, F,P), nous noterons
X (resp. X , resp. ^ ) la classe des processus X pour lesquels il existe une
suite (T ; n^IN) de temps d'arrêt - appelée suite localisante - croissant
P-p.s. vers +œ telle que X n ç- X pour tout n <5lN (resp. X (0 ) = 0 P-p.s.,
resp. X indistinguable d 'un processus à trajectoires continues et nul à
l 'or igine). Par ailleurs nous adoptons les notations classiques de DELLACHERIE pour
les intervalles stochastiques : si S, T sont deux temps d'arrêt,
[TSJIT = { ( œ , t ) ^ x ]R^ : S ( œ ) ^ t ^ T ( œ ) \\ les intervalles
[[S,T[[, I[S,T[[, ]] S,T[[ sont définis d'une manière analogue.

Nous désignons par ^[F,P] l 'ensemble des processus croissants A,
F-adaptés, P-p.s. nuls à l 'origine, continus à droite et tels que
E(A ( œ ) ) < + œ . NOUS l 'appellerons l 'ensemble de processus croissants intégrables,
et on notera V[F,P] = ^[Ffl - V+l?^] l 'ensemble des processus à variation
intégrable.

2. MARTINGALES, MARTINGALES LOCALES, INTEGRALE STOCHASTIQUE
Toutes les martingales que nous considérons sont c .à .d . l .à .g . Nous

désignons par jl[F,Pj l 'ensemble des martingales uniformément intégrables sur
(iï, E, F, P). M [F,Pj désigne l 'ensemble des martingales M sur (^,E,F,P)
vérifiant sup E(M ( t ) ) < œ (on dit que M est de "carré Intégrable").

t^
Toute M ^M100^^] s 'écr i t de manière unique comme M = MÇOÎ+M^I^

avec M°ç M ^[F,?] appelée la partie continue de M et M qui vérifie
\\\ ê M1 0 0 [F.P] pour toute N € M100^^]. Si Mc=0 on dit que M est une
martingale locale somme compensée de sauts ( s . c . s . ) .

Si M € M l?"fl» <M,M> désigne l 'unique processus prévisible (et
continu) de y oc [F,P] - appelé processus croissant associé - tel que

^
M - <M,M> soit une martingale locale. Ceci permet de définir par "polarisation"
le processus prévisible <M,N> 6 V oc [F,?] lorsque M et N appartiennent à

M100^^]. A tout couple M,N ér M100^^] on associe 1 e processus [M,N] défini
par [M,N](t) = <MC .NC>(t) + z AM(s ) A N ( s ) , ( tê lR , ) . On dit que M et N

0 < s ^ t
sont orthogonales si et seulement si [M,N] = 0 ou de façon équivalente lorsque



<M ,N > = 0 et M et N n'ont pas de discontinuité communes ; ou encore, si et
seulement si MN^M 1 0 0 [1F,P] .

Rappelons que si V é V 1 ^ [FJ5] il existe un et un seul élément prévisible
V de y ^[F,?] - appelé projection dua1e prévisible de V - tel que
V-V6 M^IF.P], (V reçoit également le nom de compensateur prévisible de V ) . Il
est bien connu que M, NêM2 '100^^] si et seulement s i [M^^V 1 0 0 ^^ ] et dans
ce cas on peut définir <M,N> = [M.,N] .

Si X est un processus positif et A un processus croissant (non néces-
sairement adapté), on peut définir pour tout t 6IR , pour tout co é îî,
X.A(ùo.t) = X ( o 3 , s ) A ( œ , d s ) où l ' intégrale est prise au sens de Stiet jes-

^03
Lebesgue. Nous notons X.A le processus ( X . A ( t ) ; tCT ).

Soit MéM1 0 0^^] et P^LI,"^, on définit

[^[MJ^ = {X prévisible : (X 2 . [M,M] j^2 y [Ffl)

Si M^M 2 ' 1 0 0 ^^ ] ; L2^^] s'écri t également

L2^^] = {X prévisible : X2^^ ^ V [Ffl)

Si M^M^pFfl, LP9100^^] = L1910^] pour tout p6 [l.°°[.

Rappelons que M^'100^^] = M^00^^] et que d'autre part toute martingale conti-

nue nulle en 0 appartient à M ^[IF,]?'] . Avec nos notations, une martingale M
2continue^nulle en 0^ telle que E(M ( t ) ) < œ, pour tout t^IR , n 'est pas un

élément de M2!",?] mais de M1 0 0 [lF,P].

Nous avons en général que si M e M ^[F.P], les inclusions suivantes sont
vérifiées : L^^^MflCL^100^^] pour touts p,q^[l,4 têts que q < p .

Nous sommes maintenant en position de formuler la définition générale de '
l ' intégrale stochastique ( [18] , <;hap. V ) . Soit M ^M10^,?] et X Ç L 1 ' 1 ^ [M,P]
on définit l ' intégrale stochastique de X par rapport à la martingale locale M
comme l 'unique élément, noté X.M, de M [̂IF,!?] qui vérifie pour toute
N é M100!-^] l 'égal i té

[X.M.N] = X . [M,N]

9 9
(Lorsque M^M ]F,P] et X C L [Mfl, l ' intégrale stochastique construite ci-dessus
coïncide avec cel te de la définition classique qui fait intervenir t es processus



Rappelons, pour terminer, qu'une semi-martingale (relativement à F et P)
est un processus X qui- s'écrit X=M+V où M^M ^[F,?] et V est un processus
à variations finies. Cette décomposition de X n 'est pas unique mais la partie
martingale continue M° de M est indépendante de la décomposition, c 'es t
pourquoi on la note Xe . Si X et Y sont deux semi-martingales, on définit le
processus [X,Y] par [X,Y] (t) = < Xe ,Ve > (t) + z A X ( s )AY ( s ) . ( t<? IR) . Evidemment,

s^t
si X et Y sont deux processus à variations finies, ils sont en particulier des
semi-martingales avec X^Y^O et [X,Y] = z A X ( s ) A Y ( s ) .

s^ .
Nous verrons maintenant une autre façon de décomposer les éléments de

M oc [F,P] . Auparavant, introduisons quelques notations.
Soit M une F-martingale locale nulle en 0, e > 0. On considère les

processus croissants suivants :

a^M) = (a^M.t) ; té^), a^M) = (a^M.t), tC-IR^)

(1) ^ ( M . t ) = Z | A M ( s ) | l r^'^^[^(S)^s<_t [

(2) ^(M.t) - z ( A M ( s ) ) 2 I^ | ,M(S) |>. ] - téR.)-

On montre comme dans [19 ] que (^(M) est localement intégrable. Cette
propriété nous permet de définir le processus à variation localement intégrable
A^A^t) ; t^), où

(3) A^t) -^^(s) l^^ ^. (t^)

et son compensateur F-prévisible A6 , ainsi que le compensateur F-prévisible
Î(M) de a(M).

On pose
(4 ) hf = A^A^ _M£=M-M£

Si M est localement de carré intégrable, alors a^M) est localement
intégrable et on peut définir son compensateur F-prévisible ^(M).

Si X est un processus continu à droite, on note X le processus

( sup | X ( s ) [ ; t63R^.
S j < _ t

Nous avons alors la propriété suivante :



3. LEMME (c-décomposition).

Soit M^M^lF,!3] et soit e>0. Alors M^ M^10^,?] e^

s u p l A M ^ s ) [^ 2e. Par a i l l e u r s
s^t -

(1) E^M-rf^T)) =^((N^(1-)) ^ 2 E ( 3 < M , T ) )

pour tout T temps d'arrêt fini.
S^_ M est quasi-continue à gauche (c'est-à-dire si M n 'a que des sauts

totalement inaccessibles [S ] ) , alors ^ e_t W' sont orthogonales,

sup AM^s) ] ^ e_t [M£,M£J= o^M).
s <_t ? -,

ST_ M e M , ' [F^l, nous avons en outre que

( 2 ) £((^(1)^2 E(3(M,T))^ | £(^(N,-0)

(3) E ( < M £ M £ > ( T ) ) ^ 3 E ( S £ ( M , T ) )

(4 ) E^r f /M^* ( T D ^ E t f ^ ^ J ^ t T ) ) ^ 4 £ E ( ? ( M , T ) )

pour tout T temps d'arrêt fini.

Démonstration : La première partie a été entièrement démontrée (pour e=l)
par MEYER dans [19]. On se ramène par arrêt au cas où M est une martingale
uniformément intégrable nulle en 0 et A£ est à variation intégrable. A£

est alors à variation intégrable et l̂  est une martingale uniformément
intégrable.

Définissons les processus A^ par

AÏ(t) = E ( A M ( S ) ) Î Iri.M^I..1 (t^)/ [ | A M ( s ) | > e ]s < t

Alors,
A^ A^A" et (^(f^A^A"

Par conséquent,
^ «j ro c^ csi (>j
|A£ = |A -A" | ^ A + A" = a^W

et puisque [A^^a^M), nous avons

[A^'^1 ^ | A £ | + l^j ^(^(M) +<^£(M)



Or (^(l^+a^M) est un processus croissant, il s ' e n suit que

(Ie)* = (A^Ï^c^M) -^(M)

De cette inégalité et de la définition du compensateur prévisible d 'un
processus découle alors l ' inégalité ( 1 ) .

On remarque ^ue en un temps totalement inaccessible T on a

(4) AM-dT) - A A - t T ) - AM(T) I^(T)[>.]

(5) ^^^[lAMm ^]
En un temps prévisible T on a

(6) AM-(T) =.(A^)(T) ^M(T) 1 ^ ̂  ̂  - E^-(.M(T)I^^ ̂  :

(7) AM^^mi^^^-^-^T)!^^^^)

Si M est quas^-continue à gauche, M ne possède que des sauts totale-

ment inaccessibles et ^ est continu. Donc les expressions (4) et (6) (resp.
(5) et ( 7 ) ) coïncident et l ' on déduit que AM^t)]^: pour tout te]R . Par
ail leurs,

l-M](t) . ^(^(s))2 - ^^M(s))2 1^^^ , (t<-^

c'est-â-dire [^^ = (^(M).

Dans ce cas d'autre part, W et ^ n'ont pas de discontinuités

communes ce qui entraîne Torthogonalité de ces martingales locales car W
est une somme compensée de sauts.

Supposons M^^'106^^. Montrons d'abord que

(8) IE(a(M,T))_^ IHo^M.T)) pour tout temps d'arrêt fini T.
Nous avons l ' inégali té élémentaire suivante

|AM(s) l | A M ( s ) 1 2 ,
e ' [ lAMts ) ! ^ ] ^ ^ ^ ^ ( S ) ^ ] - (S € R+)

d'où 1 ' o n déduit

î a^M) ^4^^)



et (8) en découle par définition de ^(M) et de ^(M).

L'inégalité (3) est un peu plus longue à démontrer. On se ramène par arrêt
au cas M de carré intégrable et nulle en 0.

Soit (T^;nelN) une suite de F-temps d'arrêt à graphes disjoints,
épuisant les sauts de M, chaque T étant soit prévisible,soit totalement
inacessible. Nous décomposons [MS T^fJ sous la forme

ou
[M^M^ SP+S1.

sp(t) = E ^ ^T <t1 ; ^'W = E ^ ^T +1.^.^..—— "^LTnitJ 5 s 1 ( t ) ^iot. i^c. un L -n^ .T prévisibles n L'nitJ T tôt. inacc. n Un^J

U, = (AM^))2 ( n € ] N . tç^).

D'après (4) on déduit que S1 ^ (^(M) et par suite, pour tout temps
d'arrêt fini T,

(9) ^'(T)) ^(^(M.T))

Si T est un temps prévisible, remarquons que
F F F

E T-^ ^-(AMD)2 I^ | ,M(T) |>C] - (E '"(^î^lAMmi^] ))2

^Z^-W^)2 1^^^ ^^E^-A^ tM.T)

Or, pour tout t(:]R :

^^^^VP-.^n1^^

^^^prév.^^^^n) ^T^t] ^ ^(^^

(3) découle alors de (9) et ( 1 0 ) .

Finalement

[M^W]^)^ z A M ^ s l U A M ^ s ) !
s ̂ t _

1 2c s | A M^s) ! (té-lR )
s<t



D'après ( 5 ) et ( 7 ) il est facile de voir que

Z J A M ^ s ) ^(M.t) +y(M,t), ( t ^ R . )
s < t +

Par conséquent

E A M^s) < 2y(M,t) ( t é R , )
s < t +

et

< M £ , M £ > * = (ÉFXl)^ DfJFp^c^M)

Nous rappelons que toute M e M 1 ' 1 0 0 [F,P] dont l 'amplitude des sauts est
'ment bornée appartient à M 5 [F,P]. Nous étudierons maintenant une

famille de surmartingales exponentielles liées à ce type de martingales locales.

_ i, - _i '
uniformément bornée appartient à M 5 [F,P]. Nous étudierons maintenant une

4. LEMME

Soit MeM2 '1 0 0^^] telle que |AM(t ) < c (P-p.s.) pour tout
UÎR^, ou c est un réel strictement positif. Soit 0 : IR ÎR^ 1 a fonction
définie par 0^(x) = (3c)"2 ( exp (3Àc ) - 1 - 3 À c ) , À € ] R ^ . (*)

Alors pour tout \ç^ 1 e processus E [M] = (E [M](t) ; t^TR ) est
une surmartingale positive, où :

E^[M](t) = exp(xM(t ) - 0 ^ ( À ) < M , M > ( t ) ) (t^R^)

Démonstration : NEVEU [23j donne une démonstration de ce lemme pour les
martingales à temps discret (c.f . également [21]) ; nous 1'étendrons au cas
présent. Nous utiliserons la propriété suivante valable pour toute sous-tribu B
de E et toute variable aléatoire U telle que | U [ ^ 3c ( c > 0 ) :

B B .
( 1 ) E~(exp AU) ^ exp[0^(À) E' U'] , (X^)

(voir [23] lemme VII-j-8).
.2

On remarque, par ailleurs que 0 ( x ) =•— + o ( À ) au voisinage de
1 " o r i g i n e .

d'arrêt :
Nous définissons par récurrence une suite (T ; n ç]N) de temps d'arrêt

(*) : Quand cet article était achevé, l 'auteur a appris que LEPINGLE a montré dans
[14] un résultat meilleur : om peut remplacer $ ( x ) par
c '^exptÀc) - 1 - À C ) .



\ - °
^1+1 = ^W^n : 1^) - ^n)!^ (1 n f 0 = +w)

II est clair que T ^ œ p.s. car sinon M posséderait un saut
d'amplitude supérieure à c sur lim T .

n
Pour tout né-lN, |M(T - ) - M(T ) [ ^ 2c et d'après le lemme VII-2-8

de [23"], (E ' [M^(T ) ; né-IN ) est une surmartingale positive par rapport à la

filtration (E-r ; nêlN).
n

Posons, pour tout té-'R ,

v{t) = 1nf{né]N : t < T ^ }

c 'es t un temps d'arrêt de (E-r ; né-]N), et T / , x est un temps d'arrêt de F.

Pour tout té-IR , h > 0 , nous avons

F. F,
E~ l ' (exp[À(M(t+h)-M(t ) ) -0^(À)(<M,M>(t+h)-<M,M>(t ) ) ] ) ^ ' ( U V Z ) , où

U = exp[^M(t+h)-M(T^^^^))-0^(x)(<M,M>(t+h)-<M,M>(T^^^^))]

V - exp[x(M(T^^)^)-M(T^^))-0,(x)(<M.M>(T^^)^) -<M.M>(T^ ) )]

Z = exp[^(T^^)-M(t)) - 0^(x)(<M,M>(T^^)-<M,M>(t) ) ] .

Or, p p F-^
E '^UVZ) =E : = t (VZE x)( t+h)- lu)

mais, l 'espérance conditionnelle de U à l'intérieur de la parenthèse du second
membre est inférieure ou égale à 1, car [M(t+h)-M(T / , , x , ) | <_ c et ( 1 )
s'applique.

Donc, F p p ET
E - t(UVZ) ^E - t(VZ) = E = t ( Z E ^^V)

Or V = E^[M](T /t+h)-!^^^^7 f t^ ' 1 a ProP^iété cle surmartingale de

(E^[M](T^) ; nélN) et 1 e fait que \^( t ) est un temps d'arrêt de (Ey ; nérIN)
n

entraînent que



1 0

E~ ^ t ) V < 1

Par conséquent,

E^UVZ) ^.E^Z)

E.
Montrons pour terminer que E (Z) < 1 . Pour cela nous remarquons que

|M(T^) - M( t ) | ̂  [M(T^) - M(T^^)[ . |M(T^^) - M( t ) | .

E.
Par conséquent ( 1 ) s'applique et E (Z) < 1 . •

1 . 2 - AIDE-MEMOIRE SUR QUELQUES ESPACES REMARQUABLES

1. L 'ESPACE C

Nous désignerons par C=6(1R ,1R) l 'espace des fonctions continues définies
sur ]R et à valeurs dans ]R, muni de ta topologie de la convergence uniforme sur
tout compact. La métrique,

suplx( t ) -y{t)\

Pct^) - ^7^1———xîtFytD-T ' ̂ ^
N-l ' tê[0,N]' 1

est compatible avec la dite topologie et elle .rend C polonais. Posons, pour
tous x ç C, ô > 0, Né]N*,

W^X.ô ) = sup | x ( s ) - x ( t ) |
t-s\16

t,sé'[0,N]

L'espace C([0,l], ]R) a été largement étudié (PROKHOROV [30],
SKOROKHOD [38], BILLINGSLEY [1] , PARTHASARATY [28]). Notamment, on dispose d'une
bonne caractérisation de famines relativement étroitement compactes de probabili-
tés définies sur la tribu borélienne de cet espace. Cette caractérisation a été
étendue à C par STONE [39]. Nous notons B(C) la tribu borélienne de C.



2. P R O P O S I T I O N
Soit TT = (P ; n^lN) une suite de probabilités sur ( C , B ( C ) ) . TC

est tendue si et seulement si pour tous, e, n > 0, NélN*

( 1 ) il existe a > 0 tel que pour tout n é IN

P ^ ( { x é C : | x (0 ) | > a}) ^ n

(2) il existe 6 > 0 ^t n 6' IN têts que pour tout n ^ n ,

P ^ ( { x e C - : l^(x,ô) ^ e } ) ^n

3. L 'ESPACE D
Nous noterons D=D(R ,]R) l 'espace des fonctions continues à droite et

limitées à gauche, déf îmes sur R , à valeurs dans ]R, muni de la topologi'e de
Skorokhod sur tout compact. Précisons cette topologie. Une suite (X ; nG'lN)
converge vers x dans D si et seulement si pour tout n€lN il existe une suite
( À ; n é-IN) d'applications strictement croissantes et continues de R dans
lui-même vérifiant

F N ^(t) - ^ î5 ) -1
lim sup [^^-t| + sup | -log———.—— }—— = 0
n+œ L t^'lR nv t / ^t t"s -1n+œ L t6]R^ " ^ / s^t

et
1 1 m sup [ x ( t ) - x ( X ^ ( t ) ) [ = 0
n^oo té-[0,N] n n

II est possible d'introduire une métrique pp, sur D compatible avec
la topologie définie ci-dessus et 1 e rendant polonais. Cela a été fait notamment
dans [13]. Comme dans 1 e cas des fonctions continues; on a étudié largement les
mesures définies sur D([0,l] , R) muni de sa tribu borétienne. STONE, dans [39],
a élaboré une méthode qui permet d'étendre à D tes critères de compacité étroite
relative de familles de probabilités connus dans 1e cas classique. Posons, pour
tous x 6' D, ô > 0, n <ê']N*,

NW ^ ( x , ô ) = inf max sup x ( s ) - x ( t ) | ,
( t ^ ) 0 < i ^ n t^is,t<t^.

ou l'inf est pris sur l 'ensemble des partitions finies {t ,...,t } de
[0,N] vérifiant :



1 2

^ - t , < t^ < . . . < t^N

t.,-t^ > 6, 1 = 1 , 2, . . . ,n.

Nous notons B(D) la tribu borélienne de p.

4. PROPOSITION
Soit TT = (P ; né-IQ une suite de probabilités sur (D, B ( D ) ) . TT est

tendue si et seulement si pour tous e, n > 0, N € M* :

( 1 ) i"l existe a > 0 tel que pour tout né M

PJ<xé D : sup |x( t ) > a)) < n
n t<?[O.N]

(2 ) 1 1 existe 6 > 0 e_b n é-]N tels que pour tout n^n .

P ^ ( { x é D : ^}(x,ô) ^ c } ) i n

On peut également étendre à D d'autres critères classiques (notamment
les Théorèmes 1 5 . 3 et 1 5 . 4 de [1]). On obtient ainsi le lemme suivant :

5. LEMME
Soit TT = (P ; nélN) une suite de probabilités sur ( D , B ( D ) ) . Pour que

TT soit tendue 1 1 suffit que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tous
e, n > 0, N<^]N* :

( 1 ) il existe a > 0 tel que

sup P ( { x ç D : sup x ( t ) | > a\) < n ;
n<?]N n t<f[0,N] J ~

(2) i1 existe Ô Q , 0 < ô ^ < N , e t n <g]N, tels que

sup PJ^ ^ D : sup x ( t ) - x ( s ) [ ^ e } ) ^ n ;
^"o ^^o

(3) i1 existe 6, > 0 et n,é]N tels que

sup P ( { x ^ D : sup x ( t ) - x ( s ) | ^ e } ) <_ T} ;
n ^n, n ô^s<t<N

(4) 1 1 existe ô^ > 0 et n? é IN tels que

sup P ( { x ^ D : sup sup m i n ( | x ( t ) - X ( t , ) ^ , \ x ( t ) - x ( t . ) | ) > e } ) <x ( t ) - x( t , ) l , x ( t } - x ( t . } | ) > c } } ^ n
i > n. " t,<t^<N t-<t<t- 1 " -n^n^ t^<t^N t,<t^tp

l^-^li^



6. REMARQUES

1 ) . Si x <? D est une fonction vérifiant pour tout t é-1R l ' inégalité
| A x ( t ) | ^ c, où c est une constante positive, alors (cf PARTHASARATY [28], VII
1emme 6 .4) .

W ^ ( x , ô ) ^ 2 W ^ ( x , 6 ) + c, pour tout N (f]N*, 6 > 0.

2 ) . Si TT = (P^ ; n^lN) est une suite de probabilités sur (D ,B (D) )
vérifiant les hypothèses 2 . ( 1 ) et 2 . ( 2 ) , nous dirons que ir est C-tendue. En ce
cas, TT est (D-) tendue et si P est un point d'adhérence de 71, alors
P ( C ) = 1 .

3) . Pour tout w é D, soit X(w, t ) = w( t ) , (télR^). Posons
B^ = ( ^ ( r (X (s ) ; s^u) , ( t€ ]R^) , IB°=(B^ ; télR^). Si P est une probabilité sur

( D , B ( D ) ) , il existe un ensemble T CIR^ contenant 0 et de complémentaire

négligeable pour la mesure de Lebesgue, tel que X( . , t ) est continue pour tout
t êT . Par ailleurs, t € T si et seulement si P ( { w ê D : X ( w , t ) ^ X ( w , t - ) } ) . Il en
découle que la tribu complétée de B° pour P co'-încide avec la complétée de
B(D) . Notons B(P) cette tribu et B(P)= (B^ (P) ; t€ ]R^) la filtration B°
complétée et rendue continue à droite.

Ces notations seront en vigueur tout 1 e long du présent article.

7. L 'ESPACE ^————— o

Nous désignerons par D Q=D^(IR »]R) l 'ensemble des fonctions croissantes,
continues à droite, nuMes en 0, définies sur ]R et à valeurs dans ]R. A tout
élément x de D on lui associe une mesure de Stieljes p sur la tribu

borélienne B(R^) de ]R^. Pour tout N^IN*. nous notons p^(x,y) 1 a distance de
o

Lévy des restrictions de p^ et u à ([O.Nj, B( [0 ,N] ) ) (x,y éD^) . Cette

métrique est construite comme suit. Si F est un fermé de [OiN]^ .est
l 'ensemble des t ^ [0,N] pour lesquels la distance à F est inférieure à
e ( e > 0). Alors, pour tous x,y ê D 4 , p^x.y) est le plus petit nombre e > 0

^
tel que p (F) i ^..(F^) + e et p (F) ^ pJF^ + c pour tout F fermé de

A y y A

[0,NJ.



Ensuite, on définit

p\(x,y)

P ..(^V) = ^ -T"~°~N————— 5 (x^éD^)
D^ N=1 2N 1 + p\ (x.y) °

o

La métrique p rend l 'espace Q^ polonais. Par ailleurs une suite

. °(x ; nélN) converge vers x dans D si et seulement si (x (t) ; nêlN)
converge vers x( t ) pour tout point t de continuité de x.

Les ensembles de la forme {x é D4" : x(N) <_ b.,, pour tout N6 M*} , où
b., ; N ^ 1 ) est une suite de constantes positives, sont compacts d'après le
théorème de Helly. Nous obtenons ainsi le lemme suivant :

8. LEMME
Soit T T = (P ; n^JN) une suite de probabilités sur (D'1', B(D4 ' ) ) .—— n ———————————————————— o ~ o

Pour que -n soit tendue il suffit que la condition suivante soit vérifiée : pour
tous n > 0, Nél^, 1 1 existe b., > 0 tel que poup tout n 6 ]N,'N

P^({x<^ : x(N) > b^}) ^n.

9. QUELQUES NOTATIONS SUPPLEMENTAIRES
Si (P ; nêM), P sont des probabilités sur (D,B(D) ) , nous noterons

P —^ P la convergence étroite de (P ; n6]N) vers P.

Lorsque (X ; n^'M)» X sont des processus à trajectoires dans D
définis non nécessairement sur le même espace de probabilité, nous écrirons

<y?

X -T^>X lorsque o^(X ) — i — > ^ ( X ) , où la notation -^(Y), pour un processus Y

défini sur un espace probabilisé quelconque, représente la loi de Y . De même,
nous dirons que la suite ( X ; n^]N) est (D-, C-, D -) tendue si• n ' • o ' ————

" ( X ^ ) ; nê lN) est une suite (D-, C-, D - ) tendue.(^(>



II - CONVERGENCE EN LOI DES MARTINGALES LOCALES

11.1 - G E N E R A L I T E S
Nous dégageons d'abord certaines propriétés générales de la convergence en

loi de martingales locales. Dans les paragraphes suivants nous étudierons plus
particulièrement la convergence en loi vers des martingales continues.

1. On considère maintenant un espace probabilisé complet (^,F,]P) et une
suite (F ; né-]N) de filtration satisfaisant aux conditions habituelles. En
général nous étudierons la convergence en Toi de processus définis sur (^,F,P)
mais la limite sera définie sur un autre espace probabilisé complet ( ^ ' ^ F ' J P ' )
muni d 'une filtration F' satisfaisant aux conditions habituelles (cet espace sera
1 e plus souvent l 'un des espaces canoniques D ou C munis des tribus étudiées
au n° T . 2 . 6 . 3 ) ayant comme probabilité la loi limite).

2. P R O P O S I T I O N

Soit (X ; né-ÎM) une suite de processus telle que chaque X soit une—— p ————————————————————————.—-— p
martingale sur (^,[»F ,P), (n6]N) ^ soit X une semimartingale sur
( ^ ' î E ' î F ,P'). On désigne par Ty l 'ensemble des té]R^ pour lesquels les
projections canoniques de D sur ]R ( 1 . 2 . 6 ) sont continues hors d'un ensemble
négligeable pour 1 a 1 o 1 de X.

Alors X—-> X si et seulement si——— n n+°° ————————————
( 1 ) La suite ( X ; néM) est D-tendue et

(2) H . X (œ) ^-^ H . X ( œ ) pour toute fonction en escalier H définie sur
]R à valeurs dans ]R, continue à gauche, nulle en dehors d'un compact,
possédant toutes ses discontinuités dans T

(Les intégrales H . X et H .X étant définies comme H.M^+H.V^,
H.M + - H . V , respectivement, où M^ç M100^,?]. Me M 1 0 0^ ' ̂ •] , V^ ,V sont à

variations finies définis5Uf(^,E,F,P) et (^ ' ,E' >F' »IP' ) respectivement, et
adaptés).

Démonstration : II suffit de remarquer que la condition (2) est
équivalente à

( 2 ' ) Pour tout (tp...,t )ç T^ et pour tout (a1,...^"^ R"1,

m _ y m .
^a W-) ̂  ^a ̂



D'après le Théorème de CRAMER-WOLD ( [1] , Théorème 7.7) , ( 2 - ) est à son
tour équivalente à

( 2 1 1 ) ^i^-W)^ (^i^-xdj)
pour tout (t,,...,t ) 6'^.

y
or ^"nït x si et seu1emer^ si ( 1 ) et (2") sont vérifiées, d'après

[il Théorème 5 . 1 et 1 5 . 1 (c.f. également [28]). g

En utilisant un artifice dû à STROOCK et VARADHAN [40] nous pouvons
maintenant donner une condition suffisante pour avoir la compacité étroite relativ»
de 1 a suite (^(X^) ; nélN) de la proposition précédente.

3. PROPOSITION
soit (X^ ; né1N) une suite de processus telle que pour tout nê]N,

X^ soit une semimartingale sur (^,F,F ,P).

Supposons que pour tout N ^N* et pour tout e, T) > 0,

( 1 ) il existe a=a(N,n') 0 tel que

sup 1P[ sup X (t)| > a[jl n
n6'!N tç [0,N]. n

(2) il existe 6= (e ,n ) > 0 et n^H tels que pour toute suite
(T^ ; nélN), où chaque T^ est un F^-temps d'arrêt borné par N (n63NL on ait

sup P[ sup K (s ) -X , (T )\>e\
->-^ LV^V^ ' n ^ n^ n ^ l J^/[^^^-W^]^

sé^[o ,N]S^ [O,N]

Alors 1 a suite (^(X^) ; n^IN) est tendue.

Démonstration : Soient e , n > 0 et N € IN* fixés. L'hypothèse ( 1 )
représente 1a condition ( 1 ) du lemme I . Z . 5 . vérifions que Ton a également
1 . 2 . 5 . ( 2 ) , 1 . 2 . 5 ( 3 ) , 1 . 2 . 5 ( 4 ) .

1 . 2 . 5 ( 2 ) découle de ( 2 ) ci-dessus en posant T =0 pour tout neJN.
Pour vérifier 1 . 2 . 5 ( 3 ) , 11 suffit de remarquer que, si

Ô Q = 6 ( £ / 2 , n / 2 ) , l'inégalité

IXn(t)-Vs)HX^t) - X^N-^)HX^(N-^) - X^s ) |

entraîne (en posant T^=N-ô^ pour tout n é - N ) .



sup P[ sup 1 X ( t)-X (s) |>e] <_Z sup P[ sup [ X ( s ) - X (N-ô ) >e /2 ] .
n > n N-ô <s<t<N n n n > n N-ô < s< N n n o

— 0 0— — — 0 0 - —

Vérifier 1 . 2 . 5 (4) exige un peu plus de travail. Définissons, par récur-
rence les -suites suivantes de temps d'arrêt, (pour tout nêlN) :

T^O

^^"^-i : W-V^-i)! ̂ /^
(inf 0 = +").

Ces suites vérifient T^_^(m) < T"^) pour tout (iién tel que
T^(to) < » (n,m&r<), et v^(-b) = inf tmgM : T^ <_ t < T^} définit pour chaque

n e îi, t 6 R^, un (E^ ; n,ei^)-temps d'arrêt.
m

Posons,

A(N.n,u,e) = { o )é^ : sup 5^ m i n { | X ( t ) -X (tj|, X ( t ) -X (t.)| > s}
t^t^N t(.[t^,t^ n n i n n '

\t^\< u

( u > 0 , nélN ; N et e étant fixés depuis le début de la démonstration).
Nous devons montrer que

(3) lim TmiP(A(N,n,u,£:)) = 0
u+0 n+œ

Fixons n6]N et soit œ (= A (N,n ,u ,e ) . Alors il existe T(co) é- [t-, ,tç>]

tel que | X^(T(o) ) ) -X^ ( t ^ ) |>E et | X^(T(^) ) -X^ ( t ^ ) | >c

nous avons alors

.<|X„(T(.))-X^(t^|^X,(T(.))-X,(Tn (,)-!(")) ^^t1!)-^^" (t,)-l("»l\^-^ -IW-V^
i)(p(T(.))-X^T^^)^(.)| ^/2

d'où 1 ' o n déduit que

^^(t^")^") ' et ^(t^)^ ^^(T^o))-!^^



D ' a u t r e part

.<\\^W)-\^W^^)-\(^ ( T ) - i ( " ) ) l + | X ^ ( T " ^ T ) . i ( J ) - X n ( t 2 ) \

^ E / 2 + IV^T)-!^-W

D'où 1 ' o n déduit que

T ( œ ) < T / - ( - \ (o ) ) <_ ̂
n' /

Par conséquent

(4) ^(T)^) - ^(T)-!^) < u

Posons, pour tout né lN ,

A: = -^M-l = ^-1 < ̂

Alors, (4) entraîne que
A(N,n,u,£) <z. {œ é ^ : A^(o)) < u}

Pour terminer la démonstration, montrons que

(5) 1 1 m TTm V[^ < u] = 0
u^O n

Remarquons que si E(n,m,u) = {œ é ^ : ^(œ) - ^-i^î < u î ^-1^^ < ^^
((n,m) ê IN2, u é R^) nous avons :

P[E(n.m.u)] iP[sup^(t) - X^ (T^^ ) |>e /2 ]

T:.iAN^t<T^N.u

Par conséquent d'après (2)
(6) lim TimP[E(n,m,u)J = 0 (m^]N).

u^O n

Or, (7) ^A^u ] = P [ U E(n,m,u)]
m=l

Fixons ké-]N. Nous avons

Û E ( n , m , u ) = ( { U E(n,m,u)} D {T^ < N}) U
m=] m=l

U ({ Û E(n,m,u)} Ud" > N } )
m=l K ^



D'où

00 |<

U E(n,m,u) < ^ { ^ < ï \ } U ( U E(n,m,u))
m=l K m=l

et

PL'A^u] ^ P|^<N] +P( U E(n.m,u))
k
U

m=l

c'est-à-dire, en vertu de ( 6 ) ,

(8) 1 1 m TTmP^^u] ^"nm'P^ <N] , pour tout k ^ M .
u^o n n

La démonstration sera terminée si nous montrons que nous pouvons
passer à la limite en k au second membre de (8) et que cette limite est 0.

Nous avons, en conditionnant par {T^N},

(9) N>E[T^<N] ^ E E^-T" JT^N]
1 < r < k

. r . inr-rn TÏÏ . ^ i - rn1 5 ^ ^ [ ' - ' 1 ^ ô T , < Nr - ' r - l^ l 'k^1 <r < k

pour tout ô > 0

Soit n > 0, d'après ( 6 ) nous pouvons choisir (s >0 et
n 6 IN tels que

P[E(n,r,6)] < n/2 pour tous n ^ n , 0 < 6 ^ ô et tout r ̂  ]N.

Par conséquent, (9) entraîne :

( 1 0 ) N > ( k - l ) ô( l - • y[n )
P [ T < N ]' k

-o ' 1 -• i— -o - ' LÔ
7 NChoisissons k > 1 têt que k -1 > [-— ]

Alors

( 1 1 ) sup P [ T [ z N ] < n pour tout k ^ k
n > n— o



4. REMARQUES

1) La proposition précédente reste valable si l 'on remplace la phrase
"pour tout n ç IN, X soit une semi-martingale sur (î^E^ îP)" pa^ "pour tout

nçM, X soit un processus à trajectoires c .à .d . l .à .g . F -adapté".

2) Si pour tout n^]N, F^=F où F vérifie les conditions habituelles,
on voit aisément que la proposition précédente reste valable si l 'on remplace
la condition (2) par

( 2 ' ) il existe 6 = ( 5 ( e , T i ) > 0 tel que pour tout T temps d'arrêt borné de
F, on ait

supPJ" sup | X W-X (T) [>.1 < n
nélN [r^s^T+ô n n j -

Le lemme suivant sera souvent utilisé par la suite.

5. LEMME
Soit (X ; n <^]N) une suite de processus sur (^EJ*) telle que chaque

X soit une F -surmartingale (resp. F -martingale).

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

(1) X ( X ^ ) -^ P ;
n+°°

(2) Pour tout t<?]R^, 1 a suite (X- . ( t ) ; nçlN) est èqui-intègrable.

Alors , le processus canon ique 'X sur (D ,B (P ) ,P ) est une B(P)-sur-
martingale (resp. B (P)-martingale).

Démonstration : Montrons le lemme pour les surmartingales. D'après la
définition de la filtration B(P"), il suffira de montrer que pour tout s,té-]R ,
s<t, pour toute partition 0=u < u-, < ... < u =s et toute fonction continue

bornée h sur R"^,

(3) J h ( X ( u ^ ) , . . . , X ( u ^ ) ) X ( t ) d P ^ J h ( X ( u ^ ) , . . . . X ( u ^ ) ) X ( s ) d P

Notons Tp l 'ensemble des u ê ]R pour lesquels X ( . , u ) est P-p.s.



continue.Tp est dense dans (R et contient 0.
Or,pour tout uçlR^,X(u) est intégrable par rapport à P.car si(u. ; kâN) est

une suite de Tp telle que u,^u lorsque kl-oo,

JlX(uJ|dP<1im^inf i>X(u^dP

Mais ( 1 ) et (2) entraînent que pour tout kç IN:

J^)ldP= 1im(lX(u^dP,
n J

L'intégrabilité de X par rapport à P entraîne,en particulier,qu'il suffit de
prouver (3) pour u^ . ,s , t6Tp(1e cas général en découle par une application élémen-
taire du Théorème de la Convergence Dominée de Lebesgue).

Or,(3) est satisfaite par toutes les probabilités P ,où P =^(X ).Pour termi-
ner,montrons que l 'on a

(4) jh (X(u^ ) , . . . .X (uJ)X( t )dP^ —^-> ^h (X(u^ ) . . . . .X (uJ )X( t )dP

Soit N<? (N, posons Y^(t)=[(-N)yX(t^AN. La fonction h (X (u^ ) , . . . ,X(uJ)Y^(t ) est
bornée et P-p.s. continue,l'hypothèse ( 1 ) implique

(5) Jh(X(u,) . . . . .X(uJ)Y^( t )dP, ^^ Jh(X(u,).....X(u^(t)dP

Finalement,1"hypothèse d'équi-intégrabilité nous permet de conclure en obte-
nant (4) à partir de (5) par passager la limite en N.

1 1 . 2 - INEGALITES FONDAMENTALES.

Nous allons maintenant déduire quelques inégalités fondamentales qui nous
permettrons par la suite d'étudier la compacité étroite relative des lois des
martingales.Nous nous plaçons toujours sur un espace probabilisé filtré (^,F,F,P)
satisfaisant aux conditions habituelles.

Le résultat suivant a été démontré par LENGLART dans [il] , [l2] .
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1. P R O P O S I T I O N

Soit X un processus F-adapté, positif, à trajectoires dans D e_t Y un
processus croissant, nul en 0, à trajectoires continues à droite et F-adaptée,
tels que

( 1 ) 1 E ( X ( T ) ) ^ E ( Y ( T ) ) pour tout temps d'arrêt T fini de F. Alors, pour
tout temps d'arrêt T ^e F et pour tout c > 0,

(2) P(sup X ( s ) > e) < ^(YCT)).
s^T - - £

En outre, si Y est F-prévisible, on a pour tout temps d'arrêt T, pour tous
e, n > 0

(3) P( sup X ( s ) ^ E)^TE(\(J) A n) + P(Y( t ) > n)
s ^ T £

Démonstration : Voir [12] théorème 1 et le lemme qui le précède. Dans [12]
Lenglart démontre (2) sous l 'hypothèse Y prévisible, le lecteur vérifiera que
cette hypothèse n'intervient que dans la démonstration de (3) , (2) étant entraînée
par la seule condition ( 1 ) (c 'es t d'ail leurs sous cette forme que (2) est obtenue
dans la Thèse de Lenglart [il]).

2. PROPOSITION

Soit X un processus F-adapté, positif, à trajectoires dans D et Y un
processus croissant nul en 0, à trajectoires continues a droite, F-adapté, et tel
^LielAY(t) ^ c pour tout t é ' ] R ( c > 0 ) .

Supposons que X e_t Y vérifient l'hypothèse l.(l). Alors pour tous
e, n > 0 et tout temps d'arrêt T fini de F,

(2) P( sup X ( t ) > ^^(YÎT) A(TI+C)) + P ( Y ( T ) > n)
t éT £

Démonstration : La propriété énoncée n'est qu'une légère modification de ta
proposition précédente et nous suivons le même schéma de démonstration.

D'après 1 . (2 ) , si e > 0 est donné et T est i;n temps d'arrêt h'ni
quelconque.

P( sup X( t ) > c ) < Î E ( Y ( T ) )
t ^T - -£



Or, si n est un autre nombre strictement positif,

P( sup X ( t ) > e ) = P ( sup X( t )>e , Y(T)^ n) + P( sup X( t )>e , Y (T )>n )
t^T t^T t^T

^ ( I | Y ( T ) ^ [ Sup X ( t ) > e ) + ] P ( Y ( T ) > n )

Soit S= in f { t>0 : Y ( t )>^ } ( in f0=+oo) .

S AT est un temps d'arrêt fini et par ailleurs

^YfT^ 1 ^P ^î < ^P ^îm'^ni^^y ~ t <J AS

Par conséquent,

P( sup X ( t ) > e ) < z E ( Y ( T A S ) )
t < T A S - £

Or,

Alors ,

3. REMARQUE

Y ( T A S ) ^ Y ( T ) A (n+c)

P( sup X ( t ) > e ) ^ Î E ( Y ( T ) A ( n + c ) ) + P ( Y ( T ) > ^ ) .

Soit M£ M^ 1 0 C [Ffl et posons M^t) = s u p | M ( s ) | . t6lR^. Si T est
un temps d'arrêt fini de F, nous avons que s lt

• EtMtTÎ^EdM.MjCr)) = Œ ( < M , M > ( T ) ) ^E(M*(T^2)

Le proposition 1, entraîne alors que pour tout temps d'arrêt S de F, et
pour tout £,ri > 0,

( 1 ) P(M^(S)>c) J^E(<M,M>(S)Ari )+lP(<M,M>(S)> n)

(2) IP[M,Mj(S)>e) ^ ^ E ( < M , M > ( S ) A n ) +P (<M.M> (S) > n )

Si sup |AM( t ) l ^ c, où c est une constante positive, alors
tC^

sup |AM*(t) ^c. Soit n > 0 et T = i n f { t >0 : M*(t) > n). (inf 0 = +œ).
t G 1R+ T}

A1orsr[[0,T^ , le processus M* est borné par n+c et |AM*^T) ^2c(n+c) pour
tout temps d'arrêt T < T .

- n
Nous avons ainsi que pour t ou te> 0 et tout temps d'arrêt T fini de F,



P(<M,M>(T)>c) = P(<M,M>(T)>., Tj :T ) + P(<M,M>(T)> e , T > T^)

^P(<M,M>(T) > e , T^T ) + P ( T > T )

^P(<M,M>(T) .ç, T ^ T ) + P ( M * ( T ) > n )

(car P ( T > T ^ ) = P(M*(T) > n))

Or,d'après la Proposition 2,

P(<M,M: . (T)>£, T^T )^ l E(M*(T) 2 A{2c(n+c) + n2}) + P ( M * ( T ) > n )

Par conséquent,

(3) P(<M,M>(T) > c)^ ^ E(M*(T)2 /^ {2c(n+c) + n2}) + 2P(M1k(T) > n)

4. PROPOSITION
Soit M un élément de M 2 ' 1 0 0 ] ? , ? ] . Alors, pour tous T , e , ç , p

strictement positifs, pour tout x ,ç positifs,

( 1 ) ]P( sup [ M ( t ) j > 2 £ ) < 2 e x p ( - À £ + 0 ? f À ) ç ) + P ( < M Ç , M Ç > ( T ) > ç)
O^ t^T - - "ç ~ -

+ P ( sup [M^t) ^ c)
0 ^ t _ < T

^ 2exp( -À£+ 0 ^ ^ ( À ) ç ) + P ( < M Ç , M Ç > ( T ) ^ ç ) + P ( < M ^ , M ^ - f T ) ^ p )

+ -^E^.M^CQAv)
e

(où 0p est la fonction définie dans le lemme 1 - 1 . 4) .

En particulier, si |AM( t ) | ^ ç pour tout t é-' 1 R , alors les deux inégalités
suivantes sont vérifiées

(2) P( sup | M ( t ) | > c ) ^ 2 e x p ( - À e +0.(x)ç) +P(<M,M>(T) > ,;)
0^t<J ~ t- ~

2
(3) P( sup [M( t ) | > e(l+î[(3 e ) ) ) <2exp( - — ) + P(<M,M>(T) : ç)0^t_._T - L ç - Zç -

(où n est la fonction réelle définie par n(t) - t'^e^l-t-t2/^), t<^]R) .



Démonstration : Soient T,e, ç^-IR^ : x , çé "R^ . D'après le lemme 1 - 1 . 3 ,
M=M^ + M^ et

(4) P( sup |M( t ) [ ^ 2e) ^P( sup [M^t ) ] ^ c ) + P ( sup [M^ t ) ] ^ )
O^t^T ù^i7' û^^

Etudions le premier terme du membre droit de cette inégalité

P( sup [ M ^ ( t ) [ ^ c) =P( sup [M^t) ] ^ £ , < M ^ , M ^ > ( T ) > ç) +
O^ t^T û^.l7' ~ - -

+P( sup |M^(t ) | > £ , < r ^ , M ^ > ( T ) < ç )
O ^ t ^ T " - ~

Or,

(5) P( sup [M^t) ^ £ , < M ^ , M ^ > ( T ) > ç ) < P^M^, M^ > (T) > ç)
O^ t^T - - - - - -

Pour majorer l 'autre terme, introduisons la surmartingale X =E" |}1^]

(*) (voir 1 . 1 . 4 ) et étudions d'abord P( sup M^(t) ^ e, <^ , M^> (T) < ç ) .
O^ t^T

P( sup ^(tl^c^M^.M^ ï<T)<ç) = P( sup X( t ) >exp(À£-0^ç^ ,<^^ ,M Ç >(T)<ç )
O^ t^T ~ O^ t^T - "ç - ~

P( sup X( t ) > e x p ( À c - 0 . ( À ) ç ) )
O^ t ^T Lç

Or X est une surmartingale positive telle que X ( o ) = 1, donc E(/(T)) ^ 1.
En appliquant l'inégalité de Doob on obtient

P( sup M^(t) > £ ,<M^, M^ > (T )< ç) < e x p ( - X c + 0n , (À )ç )
O ^ t ^ T " - - -, - "^

En répétant l'argument précédent pour -M^, il résulte

(6) P( sup \^(t)\ > c .<M^M^ > (T ) < ç) < 2exp(-Xc+ 0 - ( x ) ç )
O^ t ^T - - - - - ^

De (4), (5) et (6) on déduit la première inégalité de ( 1 ) . Pour la deuxième,
il suffit d'appliquer la remarque 3 (inégalité ( 1 ) ) à la martingale locale M^
et nous obtenons

( 7 ) P( sup 1^(1) ^ c) ^P^/M^CT) >_ p ) + — E ^ M ^ . M ^ > ( T ) A p )
O ^ t ^ T e"

^*) On rappelle que, en général, |A M^(t)| ^ 2ç pour tout t < Î̂R .



Lorsque |AM(t ) <_ ^ pour tout t(r.]R^, alors M=M^,Tft= 0 et l'inégalité (2)
s 'obt ient de la même manière que ( 1 ) en introduisant la surmartingale ^[M}.
Pour montrer (3) , 1 1 suffit d'utiliser (2) en remplaçant e par e(l+n(3 -^£)) et

À par ç-. •

5. REMARQUES :
1 ) S 1 MéM^lF.P] , alors pour tous À , çêlR^, T,e, ç > 0.

P( sup |M(t) ^ £)i 2 e x p ( - À £ + 0 ( À ) ç ) + P ( < M , M > ( T ) ^ ç) ,
O^t ^

d'après 3 (2 ) . Si Ton fait tendre ç vers 0, 0 (\) tend vers — pour tout^
V { A ) Lenu ver'b -/,-

À^R . Par conséquent
,2

P( sup |M(t) > e) < 2exp( -Àe + — ç ) +P(<M,M>(T) > ç)
0 < t <T - c

e ) ^

2
Or, le minimum de exp( -Àc + — ç) est atteint pour \ = ^ et 1 1 s ' en suit

2
( 1 ) IP( sup |M( t ) [ ^ e) ^ 2exp( - — ) + P(<M,M>(T) > ç)

O^ t ^T "ç

2) Les inégalités 3 . (3 ) et ( 1 ) ci-dessus ont été annoncées dans un cas
particulier dans [32], lorsque le processus < M , M > est dominé par une fonction
croissante g de ]R dans ]R .

1 1 . 3 - CRITERES DE COMPACITE ETROITE RELATIVE

Nous considérons un espace probabilité complet (^,F,P) et une suite
(F ; n^]N) de filtrations satisfaisant aux conditions habituelles.

1. P R O P O S I T I O N
Soit (M ; n ^ IN ) une suite de processus telle que pour tout n ê ]N,

\ç ^ Î 1 0 C 6^,rî. ^LUipjaisons que pour tous e, n > 0, N 6 IN*,

1) 1 1 existe a > 0 tel que

sup P[<M ,M^ > (N) > a] ^ n
n ç ]N

2) existent n € ]N et^ ô > 0 tels que pour toute suite (T ; n^ ]N) ,
où chaque T est un F -temps d'arrêt borné par N (n^lN), on ait

sup ]P[<M^>(T^6) - < M M^>(T ) > e] 5. n
n ^>. n



Alors (<M ,M > ; n^]N) ([M ,M 1 ; n^]N et (M ; n^]N) sont D-tendues.——— n n n n — n —— —————

Démonstration : (<M ,M > ; n^]N) est D-tendue par application directe de
la proposition 1 1 - 1 . 3 . Nous allons appliquer la même proposition à (M ; n^lN)
et ([Mp.Mj; nêlN).

Soit (T , né-JN) une suite de variables aléatoires bornées, telle que chaque
T^ soit un F^-temps d_arrêt. Posons L^t) - M^t) - M^) ; G^ - ̂  ̂
(n^. 10^). L^M^'^^fl. où 6^ = (G^ ; t^) et n

<L^>(t) =<M^M^>(T^t) -<M^M^(T^) , [L,,Lj(t)=^^] (^1)-[M^M^(^),

(n^lN, t<^).

Appliquons d'abord la remarque 1 1 - 2 . 3 à M et [M ,M ], (n61N) . Nous avons
les inégalités suivantes pour tous n<$]N, NçiN ,a ,b>0 .

(3) P( sup [ M ( t ) | > b ) ^ 4 E ( < M n ' M n > ( N ) A a ) + ] p ( < M n ' M n > ( N ) > a )
O^ t^N b n n n n

(4) P( [M^M^] (N)>b) ^^E(<M^M^(N)Aa)+P(<M^,M^(N) > a)

Soit n > 0, choisissons a > 0 , d'après ( 1 ) , tel que

.sup P(<M ,M >(N) > e) < n/2
n^]N n n

0
et choisissons b- , ,b^>0 tels que a/b, <_ n/2 et a/b., ^ n/2.

De (3) et (4) on déduit alors

supP( sup [ M ( t ) [ > b , ) < n et sup P( [M ,M l (N)> b.) < n.
n<?]N O^ t ^N n 1 - n(?]N L n nA ' ~

C'es t la condition ( 1 ) de la Proposition 1 1 . 1 . 3 pour les suites (M ; nCIN)
et (["M ,M J; n^]N). Montrons que la condition (2) de 1 1 . 1 . 3 est également
vérifiée. D'après l 'hypothèse (2) ci-dessus, si e, n > 0 sont donnés, i1 existe
n^ (r IN et ô > 0 tels que si ç./e2 ^ n/2

(5) sup ]P(<L^L^>(6) ^ç j ^n /2
^o

Appliquons maintenant la remarque 1 1 . 2 . 3 à L (n^n ), nous avons

P( sup | L ( t ) > c ) ^ T E ( < L , i > ( & ) ^ ^ ) + P ( < i ^ > { ô ) > _ ^ )
0 ̂ t ^ 6 e

1 ç/e2 + n/2
< n
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C'es t à dire

sup P( sup [ M (s) - M (T ) > c) < n
^ V^YÔ " n n
'""r - \ -~T- • • y, \ - / n \ n

n > n, T < s < T +6 n n n

sé[0,N ]

De même, si ç^/c ^ n/m existent n <c IN et ô > 0 tels que l' inégalité
(5) soit vérifiée en remplaçant ç-, par ç.,. Il s 'en suit, d'après 1 1 . 2 . 3 ( 2 ) , que
pour tout n^n^ï

[V^(V6) - \.W(\) > c) -P([L^](5) > c)

^ ç^/e + n/2 ̂  n

La proposition est ainsi démontrée. ^

2. THEOREME
Soit (Myp nélN) une suite de processus telle que pour tout né']N,

\€ M2 '1 oc [F ]̂.n =o
Sj_ (<M ,M > ; n^IN) est C-tendue (*), alors (M ; n^-lN) et

([M , M ] ; n^]N) sont D-tendues.•n ' n ^ ' " / —— ———-•

Démonstration : (<M ,M > ; né" IN) est en particulier D-tendue et
d'après la Proposition 1 . 2 . 4 , pour tous n > 0, N^]N , il existe a > 0 tel que

supP(<M ,M >(N) > 'a ) ^ n.n' nnélN

Nous avons ainsi l'hypothèse ( 1 ) de la proposition précédente.
D'autre part, si (T ; n^IN) est une suite de variables aléatoires

bornées telle que chaque T soit un F -temps d'arrêt, T ^N, (n^lN) alors pour
tous N^IN*, n^lN, , n > 0 :

( 1 ) P(<M^.M^>(T^ô) -<M^>(T^) > £)^P(W^(<M^.^>) > c ) ,

pour tout 6 € ]0,N[,

Mais puisque
ô^JO.N^ têts que

Mais puisque (<M ,M >; nçlN) est C-tendue, existent no6'IN et

sup P(^ (<M^>) > c) ^n/2 .
^"o

(*) Cette hypothèse n'entraîne pas la condinuité de <M ,M > pour tout nç]N, elle
cxprtoie seulement ta situation envisagée dans la Remarque 1 . 2 . 6 . 2 ) .



D'où l 'on déduit à l 'aide de l'inégalité ( 1 ) la condition (2) de la proposi-
tion précédente. •

3. COROLLAIRE

Soit (M ; n^lN) une suite de processus telle que pour tout n<f]N,

^^o' ^în^ et- sup I^V^I 1 cn î ou- S est une constante positive.tê]R

^j (<M ,M >; nç,]N) est C-tendue et. c 4-0 lorsque n^œ , alors

(M^ ; né]N) et ([M^,M^]; n^lN) sont C-tendues.

Démonstration : D'après le Théorème précédent, (M ; n6]N) et
([M^,M^],, nê'lN) sont D-tendues. D'autre part, |A[M^,M^] (t) [ ^ c^ (n^lN, t^R^)

d'après la définition de [^.î.] et nous aurons les inégalités suivantes (voir
Remarque 1 . 2 . 6 . 1 ) ) :

( 1 ) 1^.6)^(^6) ̂

(2) ^([Mn'M,],ô)^2^([M^Mj,6) + ̂

pour tout ô > 0, n^]N, N<?]N*.

Puisque M^(0) = 0 = [M ,M ] (0 ) , (nC-]N), la condition ( 1 ) de la
Proposition 1 . 2 . 2 (cf. Remarque 1 . 2 . 6 . 2 ) ) est vérifiée par les lois de
(M^ ; neIN) et ( [M^M^] ; n^M). Pour obtenir la condition (2) de 1 . 2 . 2 . , il
suffit d'appliquer la Proposition 1 . 2 . 4 et les inégalités ( 1 ) et (2) ci-dessus.f

4. COROLLAIRE
Soit (M ; n6lN) une suite de processus telle que pour tout n^]N,

^néM^^y^] et |<M^>(t) -<M^> (s ) | ^ g( \t-s\), (t,s IR^ ) .ou g est

une fonction de ]R dans lui-même, croissante et g(u)4-0 quand U4-0.
Alors (M ; n^lN) e_fc ( [M ,M ] ; n^lN) sont D-tendues. Si en outre

sup AM (t) < c , (n€ ]N) , où (c ; n6U) est une suite de constantes décrois-
t^ n n — n ———————^—————————-——————
sant vers zéro lorsque n^œ alors (M ; n^]N) et ( | M ,M 1 ; n^]N) sont—————————————3— ——— ' n • -— ' l- n n J '
C-tendues et si P est un point d'adhérence de (^f(M ) ; n^lN), alors P est 1 a
loi d'une martingale ( locale) a trajectoires continues.

Démonstration : La condition imposée à ta suite (<M ,M > ; n<?]N) entraîne
1'équicontinuité de cette suite et elle est en particulier C-tendue. On applique
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alors le Théorème 2, puis le corollaire 3 lorsque sup [ A M ( t ) [ ^ c (n^]N).
4- /i' ]D ^ n

Supposons cette dernière condition vérifiée et soit P Sn pointd"adhérence de
(^(M^) ; ne-lN). P est une probabilité sur (D,B(D)) portée par C. Considérons
t 'espace probabilisé filtré complet (D, B(P) , B(P) ,P) construit dans la
Remarque 1 . 2 . 6 . 3 ) , et soit X = (X( t ) ; t^) le processus canonique
X(w, t ) = w( t ) . pour tous w6D, t^. X est un processus à trajectoires conti-
nues P-p.s. Nous montrerons qu'il est une (B(P), P)-martinga1e.

Pour tous n<?]N, À^, E^ py est une surmartingale positive (c.f.

Lemme 1 . 1 . 4 ) , donc pour tout t ÎR

^c L\]W) ^ 1. car E^ [ M ] ( o ) = 1
0 0

et l'hypothèse faite sur les processus <M^,M^> entraîne < M ,M > (t) ^ g(t) et

( 1 ) E (exp(ÀM^( t ) ) ) ^ exp(0^ ( A ) g( t ) ) , (À,télR^, n^]N)

L'inégalité ( 1 ) entraîne Téqui-intégrabnité de la suite (M (t) ; n^]N),
pour tout t^) et d'autre part, les processus M^ seront des martingales

(non seulement des martingales locales localement de carré intégrable). Soit
(M ; k€]N) une sous-suite de (M ; né-lN) telle que <^(M ) % P.

^k k+oo
II suffit d'appliquer le lemme 1 1 . 1 . 5 à cette sous-suite pour conclure.»

5. DEFINITION

Soient (X^ ; n^]N) et (Y^ ; n^]N) deux suites de processus à trajec-
toires dans D, définis sur le même espace probabilisé (^,EJP). Nous dirons que
ces suites sont C-contjgues si pour tout N0*, la suite (p^X ,Y ) ; n^lN)
converge vers zéro en probabilité. (*)

Par ailleurs nous noterons la convergence en probabilité (selon P) à
l 'aide des symboles " ^ " ou "P-lim".

Remarquons que si (X^ ; n^lN) et (Y^ ; n<?]N) sont C-contigues et

xn——> X où X est un processus àtrajectoires dans D(ou C) alors
n'fcûB

Yn -̂> X (c.f. [l]. Théorème 4 . 1 ) .
n^oo

(*) P^(x,y) = sup |x ( t ) -y ( t ) [ ,yx,y) ^ D),
t <? [0,H]



6. COROLLAIRE
Soit (M ; né]N) une suite de processus telle que, pour tout

n^]N, M 6 M ' CI]F,P] . Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

1) 1 1 existe une suite (c ; n^]N) de constantes positives telle que
c -l-O lorsque n^œ ejb

P({œ<^ : il existe tç]R^ tel que [ A M ( t ) [ > c })——> 0
rHoo

2) 1 1 existe une fonction g de IR dans lui-même, croissante, telle
que g(u)+0 quand u+0 et

P( {œe ^ : existent s, t€lR^ tels que |<M ,M >(t) - <M^,M > ( s ) |

> g ( [ t - s ) | ) — — > 0
n+œ

Alors (M ; né-'lN) est C-tendue et si P est un point d'adhérence
de. (c^(M ) ; n^]N), alors P est 1 a 1 o 1 d'une martingale continue.

Démonstration : L'hypothèse (2) entraîne en particulier que pour tous
NeIN*, ô > 0,

]P(l^(<M^>.ô) >g(6))———>0
n^oo

et puisque g ( ô ) ^ 0 si 6+0, on déduit que (<M ,M >; ne IN) est C-tendue et par
conséquent (M ; n^]N) est D-tendue.

Soit S = i n f { t>0 : |AM ( t ) | > c } (inf 0 = -K)ô), n^lN. S est un
F -temps d'arrêt. Sur l ' intervalle stochastique ([0,S |[ , les sauts de M sont
d'amplitude inférieure à c (n<^]N) et nous avons pour tous e, ô > 0,
N€]N*, n£lN,

IP(^(M^S)>E:) =P(^ (M^ .6 )>£ . S^N) +P(W^(M^^)> E:. S^ N)

^P(S^N) + P ( 2 W ^ ( M ^ , ô ) + c^ > e)

Puisque 1 i m P(S ^N) = 0 et lim c = 0 , l ' inégalité précédente
n^ûû 11 n+œ rl

entraîne que (M ; nÇ-'lN) est C-tendue d'après les Propositions 1 . 2 . 2 , 1 . 2 . 4
(cf. Remarque 1 . 2 . 6 ) .
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La condition (2) entraîne également

(3) P({o)^ : 1 1 existe t^R^ tel que <M ,M > ( t ) > g ( t ) } ) _ _ > 0
n n n+œ

Soit U = inf{t > 0 ; < M ,M > ( t )>g ( t ) } , (inf 0 = +°o), n <f]N. Pour tout
n€M, U est un temps d'arrêt prévisible de F et il existe donc une suite
(U ; m<=rlN) de F -temps d'arrêt que U < U "pour tout m sur l 'ensemble
{U > 0} et U.. +Un quand nHœ .

1 1 De (3) on déduit que P(U ^N)_> 0 pour tout N61N . Il existe alors une
n^oo

sous-suite (U ; nélN) de la suite double (U ; n<=-]N) telle quenm^ nm
P(U ^N)——>0. Posons T = U , (n6]N). Nous aurons

n n ^(» n

(4) <M^,M^>;œ,t) ^g(t) pour tous (a), t) (^[[OJ ]] , nçlN.

Pour tout nélN, soit N = (M n) n. Nous avons pour tous e > 0, NélN,
n^]N

P(P^(N^)>^]P(p^(N^)>c, T ^ > N , S ^ > N ) +P(T^N) +P(S^N).

sur
Or1 l 'ensemble {T >N , S > N } on a N =M , donc

(5) P(p^(N^.^)>.) ^P(T^N)+P(S^N)

et cette inégalité entraine que (N ; n^-M) et (M , n^]N) sont C-contigues.

D'autre part, l ' inégalité (4) entraîne que pous tous n^JN, t<-IR ,
< N ,N > ( t ) _ ^ g ( t ) . Les sauts de N étant d'amplitude inférieure ou égale à
2c , nous pouvons construire tes surmartingales E^ [H ] (xêlR +, n^]N) et nous
obtenons comme dans le corollaire 4 l ' inégalité

(6) E(exp(ÀN ( t ) ) ) ^exp(0^ ( À ) g ( t ) ) . ( A , t^, nélN).
o

On en déduit 1 'équi-intégrabllité de ta suite (N (t) ; n (^IN) pour tout
t é ]R , et chaque processus' N est une martingale (non seulement unemartingate
locale localement de carré intégrable).

Soit P la limite étroite d'une sous-suite (^f(M ) ; kç]N), alors
p [<

N ) ——> P par C-contiguité et il suffit d'appliquer le lemme 1 1 . 1 . 5 à la^(N.
"k k+œ .

sous-suite (-^(N ) ; kÇ]N) pour conclure. •
"k



7. REMARQUE

Soit MéM^100^^], où F est une filtrat-ion sur (^,E,P) satisfai-

sant aux conditions habituelles. Supposons sup | A M ( t ) [ < c où c est une cons-
t^

tante positive. Nous allons compléter la Remarque 1 1 . 2 . 3 par une dernière
inégalité concernant les processus < M , M > et [M,M]_. Puisque

sup A[M,M](t)l ^c2 et E([M,M](T)) = IE(<M,M>(T) ) pour tout temps d'arrêt
t6IR^
fini T, la Proposition 1 1 . 2 . 2 . entraine que pour un tel temps et pour tous
e » n>0,

( 1 ) P(<M,M>(T) >c)^E([M,M](T) A (c^n)) +P([M,M](T) > n )

D'autre part, < M , M > étant prévisible ne charge pas les temps d'arrêt
totalement inacessibles. Soit T un temps d'arrêt prévisible, nous avons
ET- = ^ E où (T ; nç]N) est une suite de temps d'arrêt annonçant T.

"^^n
Soit S un temps d'arrêt tel que M = M é M ^J']. Alors, pour tout n<?]N

ET _ ^ °

E ^M.M^T) - < M . M > ( T ^ ) ) = E "( [M.MJ (T) - [M,M](T^ ) )

En passant à la limite en n+°° et en remarquant que <MVM>(T) est
E-F.-mesurable (cf [5] , IV T 20) nous obtenons,

ET-
(2) A<M,M>(T) = £ - ' (A[M,M](T))

Si l 'on remplace S par une suite localisante quelconque (S ; n^M)
de M, on obtient l 'égali té précédente pour toutes les martingales arrêtées

M3".
Si l ' on fait tendre n vers +°° nous obtenons la propriété (2 ) pour la

martingale locale M.
On en déduit A<M,M>(t) ^ c2 lorsque | A M ( t ) ( ^ c ( t^ ]R) .

8. P R O P O S I T I O N
Soit (M ; n^IN) une suite de processus telle que pour tout n€ ]N,

r\ 1 ~————— II ——————————————————•———————————————————————————————————————————————————————

^n^ ^n5 [^^l- Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

( 1 ) 1 1 existe une suite (c^ ; n^IN) de constantes positives telle que

c + 0 quand n+œ et sup |AM ( t ) | < c , (né-lN) ;
n ——— ~ t^R n ~ n
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(2) pour tous n>0. Né IN , i1 existe a > 0 tel que

suprfM ,M ] ( N ) > a ) ^ n
né-]N v n rl

(3) pour tous e, n>0, N<^*, existent n e ]N e_t (5>0 tels que pour
toute suite (T ; n € M), où chaque T est un F -temps d'arrêt borné par
N(n<^]N), on ait :

sup P([M,,M^(T^) - [M^l(T,)>e) <_ n
"^o

Alors, ([M ,M]; n6]N), (<M ,M > ; n<^]N) et (M ; nC-]N), sont C-tendues. (En

particulier, les hypothèses (2) et_ (3) sont vérifiées lorsque ( [M ,M ] ; n6M)

est C-tendue).

Démonstration : La suite ([M ,M ] ; n^ïM) est D-tendue d'après la
Proposition 1 1 . 1 . 3 . Soient Ne]N*, n>0, choisissons a > 0 d'après (2) tel que

supP([M ,M 1 ( N ) > a ) ^n /2
nê]N n n ?

c +a
Soit b > 0 tel que —"—— < n/2, alors l ' inégalité (!) de la Remarque

b ~
précédente entraîne que

(4) supP(<M , M > ( N ) >b ) < n.
nélN n n

Soient maintenant e,n>0, N M*, (T ; nélN) une suite telle que pour
tout n^lN, T soit un F -temps d'arrêt borné par N. On choisit 6>0 et n
d'après (3) de façon 6 avoir

sup P([M^](T^ô) - [M^](T^)>ç) ^n /2
n > n— o

où ç>0 est tel que ç/e ^ n/4.
^

Puisque c 4-0 quand n+~ , il existe n, ç IN tel que c < ç

pour n^n- , . Soit alors '^^i^o» en introduisant les martingales locales L

de ta démonstration de la Proposion 1 de ce paragraphe et en leur appliquant
l ' inégalité ( 1 ) de la Remarque 7, on obtient

(5) sup P(<M^>(T^ô) - <M^>(T^)>£) ̂
n^-n?
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De (4) et (5 ) on déduit que (<M ,M > ; n^JN) est D-tendue, mais puisquen n n
sup A<M ,M > ( t ) < c (n ]N), l'hypothèse ( 1 ) entraîne que (< M ,M > ; n^IM) est4. /_TT) ^ n — u n n

C-tendue (c.f. Remarque 1 . 2 . 6 . 2 ) , Propositions 1 . 2 . 4 et 1 . 2 . 2 ) . Il suffit alors
d'appliquer 1 e corollaire 3 pour conclure. B

9. REMARQUE

L'hypothèse sup [ A M ( t ) ] ^ c , c +0 lorsque n+°o qui est intervenue
t€^ <} • • ï ï

dans les corollaires 3, 4 et la Proposition 8 peut être affaiblie au moyen d 'un
argument de C-contig'ûité (comme nous avons par exemple fait dans le corollaire 6).
La méthode consiste à fabriquer une suite (N ; n<?]N) C-contigue de
(M ; nê]N) et telle que chaque N soit une martingale locale vérifiant :
sup |AN ( t ) [ < c où c +0 quand n-hœ.

têR^ n - n n

Lorsque l 'on procède ainsi, on n ' a pas forcément la C-contiguité des
suites (<M ,M > ; n6]N) et (<N ,N > ; n6]N). Dans certains cas cette dernière

propriété nous sera d'une très grande utilité. La définition suivante nous donne
le moyen de construire des suites (N ; n^]N) vérifiant la propriété sur les
sauts mentionnés ci-dessus et telles que l 'on ait la C-contiguité de (N ; n61N)
avec (M ; nC-]N) et de (<N ,N > ; n(?]N) avec (<M ,M > ; n(^]N).

10. D E F I N I T I O N
Soit (M ; n € N ) une suite de processus telle que pour tout neIN, M

est une F -martingale locale, localement de carré intégrable, nulle en 0.

Nous dirons que (M ) vérifie 1 a condition de raréfaction asymptotique
des sauts si pour tout t^R , et tout e>0

(1) < M £ , M £ > ( t ) + [N^M^t) ——> 0 (convergence en p robab i l i t é )
n ^ oo

Nous dirons que (M ) vérifie 1 a condition forte des raréfactions
asymptotiques des sauts si pour tout t ^R

( 2 ) ^(M ,t) p > 0 (vo i r 1.1.3).
n ^ oo

Nous dirons que (M ) vérifie la condion de Lindeberg si pour tout
télR^.

(3 ) £(^(1^,1))__>0 (vo i r 1.1.3)
n^œ



1 5 . LEMME

Soit (M ) une suite de processus telle que chaqtje M soit une

F -martingale locale localement de carré intégrable, nulle en 0.
1 ) La condition de Lindeberg entraine 1 a condition forte de raréfaction

asymptotique des sauts et celle-ci entraîne 1 a condition de raréfaction asympto-
tique des sauts. Si tes M sont quasi-continues à gauche, ces deux dernières
conditions coi'ncident.

2) ^i_ (M , né? IN) vérifie 1 a condition de raréfaction asymptotique des
sauts, alors pour toute suite ( c , , k^ r IN) de constantes positives décroissant
vers zéro, existent une sous-suite (M ; kcrIN) et une suite ( M , , kc-]N) telle

"k K

que chaque M, est une F -martingale locale nulle en 0 à sauts uniformémentK n^
bornés par c, et les suites (M ) et_ ( N , ) (resp. (̂  M ,M >) e_tK n^ K n^ n^
( < N , , N , > ) ) sont C-contigues.

Démonstration :
1 ) Puisque £(0^ ,t)) = Ef^M ,t)) (n^]N), t<r]R^), la première

implication est claire.
Supposons ^(M ,t)_^ 0, (tC-^). Alors le Lemme 1 . 1 . 3 et la

• n^oo
Proposition 1 1 . 2 . 1 entraînent que

<M.MC >( t ) p 0 et [M^M8 'T(t) p 0 pour tout t6]R^
n-t-oo L n-xx>

2) On remarque d'abord que, par définition, ( 1 . 2 . 1 )

0 ^ p^(x ,y) ^ 1, (x,y) é D x D.

Par conséquent, pour deux suites (X , n6]N) et (Y , n^lN) de
processus à trajectoires dans D,

PC(V^) y OW(p,(X^)) . 0
n^oo - n^°°

Soit c, + 0 quend k+°o et posons e, = c , /2 . Pour tout ké-]N, tout
n61N*

^^^^n^n^ ^n^-^n^11^^^^^^ + ̂ ^n^W p 0



et

P^M,,M^) - (M^(N) p 0
n+œ

d 'ap rès 11.2.1.
Donc pour tout k^]N,

e ( k , n ) ^ ( p ^ ( M ^ , M ^ ) ) + E ( p ^ ( < M ^ M ^ , < M k , M k > ) ) -. 0
n+œ

Chois issons une suite d'entiers (n, ; k^lN) telle que

e(k,n) < —
?k - 2

Posons N,=M K , (kélN).K n^

^n ^ et ^k^ satis font alors les propriétés requises dans l ' énoncé .1

12. COROLLAIRE

Soit (M^ ; né-lN) une suite de processus telle que pour tout

né^, M^'100^].

S_[ (M^ ; né-']N) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des

sauts, alors pour tout c>0 les suites (M ; n^]N) ^t (^ ; né]N) (resp.

(<M^>; n^JN) e^ (<M^,M^ > ; n^]N) ; resp. (i\.\ï ; nC]N) et

(Ihn^n] » n^]N) sont C-contigues.

Si en outre ( < M ^ , M ^ > ; n^]N) est C-tendue, alors (M ; n6]N) et

([M^,M^ ] ; n^-lN) sont C-tendues.

Démonstration : Le fait que pour tout e>0 les suites (M ; n(r]N) et

(M^ ; né'1^) (resp. (<M^,M^ >; né-JN) et (<M^ ,M^> ; n6]N) sont C-contigijes est

contenu dans la démonstration du Lemme précédent. Montrons ta C-contiguité de
([M^]; nélN) avec ( [M^] ; n^]N).

Remarquons que pour toute martingale locale M localement de carré
intégrable, et tout c>0, nous avons

[M,M] - ([M^M^+LM^M']) = 2^,^].

Soit S^M) = ['M£,M£]+ [M^T].
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Nous avons

([M,M] - 5e (M) ) * ^ Z^M^*

La condition de raréfaction des sauts entraîne alors, d 'une part,

que [M^.M^^t) p 0 pour tout te^ en vertu de la Proposition 1 1 . 2 . 1 .
n^oo

D'autre part, on a que ta suite (S^M ) ; n^]N) est C-contigue de
([M^] ; n^).

De la relation ci-dessus on obtient la C-contiguité des suites

([M ,M'] ; nêlN) et (Se(M ) ; n6]N). Par conséquent ([M ,M] ; n^lN) et

([Pf,^] ; n^]N) sont C-contigues.
D 'après le Théorème 2, (M ; n é^) est D-tendue. Si cette suite

vérifie la condition de raréfaction asymptotique des sauts, alors tout point
d'adhérence P de (^(M ) ; n^N) est porté par C ( i .e. (M ; nêlN) est
C-tendue). En effet, soit P la limite étroite d 'une sous-suite convergente
de C^(M ) ; n^JN) ; nous appliquons à cette sous-suite le Lemme 1 1 , en choisis-
sant arbitrairement une suite (c ; né-]N)C]R telle que c + 0 quand n^°° .
Nous aurons ainsi que la suite (N, ; k6]N) fabriquée dans le Lemme 11 vérifie
^(N.) e P, or (N, ; k^îN) est C-tendue. Il en découle que P ( C ) = 1 .

k k^o '
D'autre part, ( [M ,M ] ; n6lN) est D-tendue d'après le Théorème 2.

Soit Q la limite étroite d'une sous-suite convergente (̂ (t}l ,M 1^) ; ké^).
^k "k7

Supposons vérifiée t a condition de raréfaction asymptotique des sauts. Nous
appliquons le Lemme 11 à la suite (M ; k61N) en choisissant une suite

"k
arbitraire (c ; né]N)cIR+ telle que c +0 quand n^°° ; appelons

N =M ^ , £elN, ta suite construite dans ce Lemme. ( [N ,N ] iJlé'^) est
& —n i •~ -~

C-contigue de (<M ,M > ; ^ é l N ) et elle est par conséquent C-tendue.
n^ n^

D'après 1e corollaire 3, la suite ( [AA]' ^^IN) est C-tendue.

D'après la première partie de la démonstration, ( [N ,N 1 ; a e IN)

et ([M ,M ] ; JI^]N) sont C-contigues.
"k^ "kjl

II s ' en suit que

^([N^NJ) e Q
Si-î-00

Donc Q ( C ) = 1 car ([N,,Nj; iç^) est C-tendue. I



Dans le théorème suivant nous nous proposons d'étudier le comportement des
lois des processus croissants associés, lorsque l 'on sait que la suite des lois
des martingales locales est tendue.

13. THEOREME
Soit (M ; nélN) une suite de processus telle que M çM 2 ' 1 0 0 [F,P]

pour tout n^M.

1 ) Sj_ sup sup |AM ( t ) l<c ( c ( r ] R . ) et_si (M ; n<?]N)
n 61N té-^ n ———— n

est D-tendue, alors (<M ,M > ; n6]N) et ([M ,M"1 ; ne]N)————————î———— ' n n ' — v - n n-* '
sont D -tendues.o

2) Si sup |AM (t)^ c , ou^ c ^0 quand n+œ et (M ; n^lN) est
t6R^ n n n n

D-tendue, alors (M ; n<?]N), (< M ,M >; neIN) e_^ ([M ,M ] ; nélN)
sont C-tendues.

3 ) Sj_ (M ; n é-' ]N ) est D-tendue et vérifie la condition de raréfac-
tion asymptotique des sauts, alors (M ; né'lN)» (< M ,M > ; n^lN)
e^ ([M ,M ] ; né]N) sont C-tendues.

Démonstration :

1 ) D'après la proposition 1 . 1 . 4 , pour tout n>0 et tout N61N , nous
pouvons choisir a > 0 tel que

sup P( sup |M ( t ) | > a)^ n/4
n ç]N té-[o,N]

^
Soit maintenant b > 0 tel que ^ c + a / a < n/2, appliquons 1 ' iné-

galité 1 1 . 2 . 3 ( 3 ) . Nous obtenons

( 1 ) sup P(<M ,M >(N) b) ^ n
n ç- ]N

(<M ,M > ; n^]N) est donc D -tendue.

De même, si l ' on choisit d > 0 tel que , ^n , l ' inégalité
I I .2.3.(2) entraine

(2) sup P([M ,M 1 ( N ) > d ) ^ 2n
n e IN n n

donc ([M , M ] , nç]N) est D'^-tendue.



2) Si (M ; n^]N) est D-tendue et sup |AM ( t ) | < c où c 4>0n ^^ i n - n n
quand n+°° alors (M ; n^lN) vérifie 1 . 2 . 4 . (2) et il suffit d'appliquer les
remarques 1 . 2 . 6 . 1 ) et 1 . 2 . 6 . 2 ) pour conclure que (M ; n(?]N) est C-tendue.

Nous montrerons que (<M ,M > ; n6ÎN) est C-tendue, le Corollaire 3
entraînera alors que ([M ,M ]; né]M) est C-tendue.

Or, pour tout ne]N, l'amplitude des sauts de < M ,M > est uniformé-r\ n n
ment bornée par c . Il suffira alors de montrer que (< M ,M >; n(?M) est
D-tendue (en vertu de la Remarque 1 . 2 . 6 ) . Nous appliquons la Proposition 1 ;
1 ' hypothèse(l) de cette proposition est vérifiée par la suite (< M ,M >; n<^]N)
en vertu de l' inégalité ( 1 ) ci-dessus. Montrons que l'hypothèse l.(2) est
également satisfaite.

Soient e, n>0, N^-IN*. (T ; n^]N) une suite telle que chaque T

soit un F -temps d'arrêt et T <_\\. En introduisant les processus L et les
filtrations G de la Proposition 1 et en leur appliquant l' inégalité 1 1 . 1 . 3 ( 3 )
nous obtenons

(3) P(<M^>(-^+6) -<M^>(T^ ) > £ ) <_

<_\^ sup K(T^t) -M^^A^C^) .^
U < L < Ô

^^PJW^-W)! >? )

pour tous n 6 3 N î 5 î Ç > 0 .
Si.

Soient alors ç tel que ^ ^ - et n-, € ]N tel que — — ^ ]|.

Choisissons ensuite n/, é 1^ et ô ç ]0,N[ tels que
?N

sup P(M^ (M^)>ç) ^n/4
n ^Dr)

Nous aurons que

sup P( sup |M (T +t) - M (T )| > ç) m/2
"1^ o i t^ôo

Par conséquent, si n =n-,V n/,,

(4) sup P(<M^>(T^) - < M^ > (T^) > E) i n
^"o



Il s ' en suit que (<M ,M >; n^lN) est D-tendue.

3) Soit fiî(M ) ; k^]N) une sous-suite convergente quelconque de
"k

(A^) ; nç]N). Soit P la limite étroite de (̂ ( M ) ; k61N) . Si (c ; nç]N)

est une suite de ]R telle que c ^0 quand n+°°, nous pouvons trouver une sous-
suite (M^ ;il^]N) de (M ; k6M) C-contigue d'une suite (N^ ; £6]N) telle

KJC K

que N^ é M^100 [F^ ,P] et sup |AN^( t ) [ ^ c , pour tout s. <f ]N. (Voir
1 0

Lemme 1 1 ) . Alors ^(N ) -^ P, mais (N ^<r]N) est C-tendue et par conséquent
jl+00

P(C) = 1, (M ; neIN) est donc C-tendue.

Soit Ç6(<M ,M >) ; k(?]N) une sous-suite convergente quelconque
k kj? +de Cc(< M ,M >) ; nçM) (qui est D -tendue d'après 1 ) ) . Nous construisons une

suite ( N ; & ^ ] N ) comme ci-dessus à l 'a ide du Lemme 1 1 . D'après 2) ,
(< N ,N > ; ^ ( ? ] N ) est C-tendue, mais par un argument de C-contigu'ité, nous
aurons également que ^ (< N ,N >) e Q, où Q est la limite étroite de

" ~ °̂°
tô(<M ,M >) ; k(?]N). On en déduit que Q ( C ) = 1 et que (< M ,M > ; n^lN)

"k "k n n

est C-tendue.
Pour terminer, ( [M ,M 1 ; nêlN) est C-tendue en vertu du

Corollaire 12. •

Nous clôturons ce paragraphe avec un corollaire important sur les
martingales locales continues, qui se déduit directement du théorème précédent
et du Corollaire 3.

14. C O R O L L A I R E

Soit (M^ ; n^]N) une suite de processus telle que M (ÇM100^^]

pour tout n^lN. Pour que (M ; n<?]N) soit C-tendue i1 faut et 1 1 suffit que
(< M ,M >; n^M) soit C-tendue.

1 1 . 4 PROBLEMES DE MARTINGALES ET CONVERGENCE EN LOI. UN THEOREME DE LA LIMITE
CENTRALE POUR LES MARTINGALES LOCALES.

Nous considérons toujours un espace probabil isé complet (^2,F,P) et une
suite (F ; n é N ) de filtration satisfaisant aux conditions habituelles.

1. P R E L I M I N A I R E S , NOTATIONS

1) Soit d^lN*. Appelons D(1R^, ]R ) l 'ensemble des applications de 1R^
dans R qui sont continues en 0, continues à droite et pourvues de limites à
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à gauche sur ]R^-{0}. La norme euclidienne sur ^ est notée [ | . || . Il est clair
que 1 ' o n a

DOR^) = (D^JR))6

Sur D(]R_^JR ) nous allons considérer deux topologies :

(Tl) : La topologie de Skorokhod sur tout compact.
C'est-à-dire, une suite (x^ ; n^N) converge vers x dans

D(1R ,]R ) au sens de (Tl) si et seulement si pour tout N<?]N* il existe une
" • Nsuite (x^ ; né]N) d'applications strictement croissantes et continues de R
dans lui-même vérifiant

A^i. ^.^M5)1 im [sup | ^(t)-!} + s u p | 1 o g n 1 } s = 0
n^ \tC^ rl s^t ^ Js^t

et
1 1 m sup Jx(t)-x ( À ^ t ) ) ] ! = 0.
n+°o t^[0,N] n n

L'espace D^,^) muni de 1 a topologie (Tl) sera noté D^^)

II existe une métrique p . s u r D ( 1 ) compatible avec sa topologie

w D d ( l ) .

et le rendant polonais (cf. [13]). D v l ^

(T2) : La topologie produit de (D(]R_^,]R) j^

On voit aisément que ces deux topologies ne coïncident pas. La
topologie (T2) est moins fine que (Tl). Nous notons 0^2) ou (D(]R ^R^
l 'espace D(IR^,]R ) muni de la topologie (T2) . La métrique

P d ( x î y ) = ^=1 PD^ 1 ^ 1 5 où ^(x1 . . . .^^, y = (y1,...^) 0^2) est

compatible avec (T2) et rend D (2) polonais.
Cependant les tribus boréliennes respectives vérifient :

KD^)) = K D ^ I ) ) = (BO) ( s ) d ( c . f . 1 . 2 . 6 . 3 ) ) .

Supposons que P , P sont des mesures de probabilité définies sur

B(D ( 1 ) ) , (né N) . Nous avons que si P ^ P au sens de ta topologie étroite
^ n ^oo —————————————————————

associée à (Tl), alors P^ -^ P au sens de 1 a topologie étroite associée à (T2) .
n+°o —————

Notons Cd t ' e space produit ^(R,^^ = C(1R ^d). Si (x : n^lN)

est une suite de D(1R^,1R ) qui converge au sens de (T2) vers un élément x de



C , alors ( x ; n^lN) converge uniformément vers
que ( x ; n^lN) converge au sens de ( T l ) vers x .

(c . f . [ l ] ) . 11 en résul te

On montre alors (comme dans [1] , p. 1 5 1 ) que j>_[ P(C )=1 e_fc
e , ,^^. , „ eP au sens de ( T 2 ) , alors P P au sens de ( T l ) .

n+a n+°

2) On vérifie facilement que les applications

f,g : \^(2) -^ D
f (x,y) = x+y
9(x,y) = xy , (x.yîeD^)

ne sont pas continues. Par contre elles sont continues comme applications de
D^l) dans D.

Cette remarque entraîne que s^}_ (X ; n^JN) e_t (Y ; n^JN) sont deux
suites de processus telle que ( ( X ,Y ) ; ne]N) soit D (l)-tendue, alors
( X +Y ; n(?]N) et (X Y ; n<?]N) sont D-tendues. Par contre, si (X ; nêlN)
et (Y ; n^lN) sont D-tendues, on peut montrer que ((^^n) ; n6:]N) est

o
D (2)-tendues mais on n'aura pas nécessairement (X +Y ; n^]N), ou———————————————————————————— p p —
(X Y ; n^lN), D-tendue. Cependant, si (X ; n^N) est D-tendue etn n ———— n
(Y ; n6]N) est C-tendue, alors ( ( X ,Y ) ; n^]N) est D^^-tendue et

(X +Y ; né]N) et (X Y ; n61N) sont D-tendues.

3) Pour tout w^D, on pose w*(t) = sup ] w ( s ) | , ( t€]R )
s ^ t

L'application w -> w* de^ D dans D est continue.
En effet, supposons que w w dans D . Alors, pour tout

n-t-oc* NNélN , 11 existe une suite ( À ; n^IM) d'applications strictement croissantes
et continues de R^ dans lui-même vérifiant

et

Or,

= 01 1 m
n+o>

1 im
n+œ

W^(A

sup
[t^

t
N
n

sup
^[O.N]

( t ) ) =

1-:

| w

su

(t)-

n^

R 1 "

t

( t ) ) -w( t )

n

] +

(s)

sup
s^t

= sup]
u<t

log

=

À N ( t ) - Àn' '
t-s l

0,

\^ :(U))|

'(s) 1n 1

s^t)
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et sup rôAtn-w^t)! ^ sup sup[ w (AU)) - w ( u ) |
té[0,N] n n tC [0,N] u t̂ n n

< sup ^(^( t)) " ^^1
~té[0,N] n n

donc w -> w dans D.
n n^°"
Remarquons d'autre part que si (Z ; né-M) est une suite de processus,

à trajectoires dans D, qui converge en 1 o 1 vers un processus Z et si
(a ; n êlN) est une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers
une constante a, alors (Z ,a ) -4- (Z ,a ) . Cette propriété résulte directement de

n^oo
[l] Théroème 4.4. Elle entraîne que, sous les hypothèses précédentes,

a Z -> oi1 car l 'application (w,a) -^ a w de D x 1R dans D est continue.
n^oo

Voici une application importante de ces deux dernières remarques. Soient
(Z ; nélN) e_t (Y ; n^lN) deux suites de processus à trajectoires dans D,
telles que

( 1 ) (Z ; ne]N) et (Y ; n^]N) sont C-contigiies ;

(2) z" nt z

Alors (Z2 ; n^]N) et (Y2 ; n^JN) sont C-contigues.——— p — p —— ——————

En effet, soit NéM*. D'après ( 1 ) , nous avons que
* ^ ^a = (Z^ -Y^ ) (N) ^ 0. ( 1 ) et (2) entraînent que Y^ -> Z . Nous aurons ainsi que

<p n+00 ' , n't'00

Z* ^- Z* et Y* z Z*. Par conséquent c x Z * ? 0 et a Y* p 0. En parti-
n^œ n^œ n+œ n^œ

»n ̂ p: °n-^oo

a" ^(N) ni 0

* * POn en déduit que a Z (N) + a Y (N) -> 0.
n^oo

Or (Z^)*(N) ^a^ Z^(N) + a^ Y^ (N) , (nCIN).

Donc (Z2 ; nëH) et (Y2 ; nçH) sont C-contigues.



Nous introduisons maintenant un ensemble d'applications remarquables.
4) Nous noterons A^ ^" ' ' [ D i D ] ) l'ensemble des applications A de

D x R^ dans ]R telles que :
( 1 ) Pour tout w é D , A ( w , . ) est une fonction croissante continue

à droite sur R - { 0 } , continue en 0 (donc A(w.*)6 D ) ;
( 2 ) pour tout te\, A ( . , t ) est B°-mesurab1e ( c . f . 1 . 2 . 6 . 3 ) ) ;
( 3 ) l'application w ̂  ( w , A ( w , . ) ) de D dans D^l) est continue.

Un élément A de A est alors un processus croissant adapté sur
( D , B ( D ) , B ) , mais il jouit également de bonnes propriétés topologiques. Dans ta
suite nous ferons souvent l ' a b u s de langage qui consiste à supprimer " w " ou
" t " dans l'écriture de A ( w , t ) selon la propriété qui nous intéressera de
souligner. Ainsi nous écrirons ( A ( t ) ; t^R ) , lorsque nous regarderons l'aspect
processus de A ; nous écrirons Â ( w ) , (w € D ) , Télément A ( w , . ) de D . On
remarque que l'application A de D dans lui-même est continue.

Remarquons par ailleurs que l'application ( w , w ' ) -̂  v^-w' de D^l) dans
0D est continue. Par conséquent, l'application F : D -> D , F ( w ) = w - A ( w , . ) ,

( w ^ D ) , est continue.
D'autre part, pour tout t^-R^, A ( . , t ) est une fonctionnelle sur D . Elle

n'est pas continue en général car les projections canoniques X ( . , t ) de D dans
R ne le sont pas, mais elle est continue lorsque X ( . , t ) Test. En particulier,
A ( . , t ) est continue sur C . De même, si P est'une probabilité sur ( D , B ( D ) ) ,
A ( . , t ) est continue pour tout t appartenant à l'ensemble T introduit dans
1 . 2 . 6 . 3 ) .

L'ensemble A sera appelé l'ensemble des fonctionnelles croissantes sur D .
Nous noterons A ( = A [ D , D ] ) l'ensemble des applications V : D x R ^ R ,

qui s'écrivent comme une différence V=A,-A? où A , ,A/, ç A'1' et telles que
l'application w -̂  ( w , V ( w , . ) ) de D dans D^l) est continue. Cet ensemble
sera désigné comme l'ensemble des fonctionnelles à variations finies sur D .

Voici l ' u n des principaux résultats de ce paragraphe.
2. PROPOSITION

Soient AÇ A , ( M ; n 6 ] N ) une suite de processus telle que
M^ é- M . oc [ i p » ^ " ] » pour tout nê-]N. Supposons que les hypothèses suivantes soient
vérifiées :

( 1 ) 11 existe e>0 tel que pour tout téR ,



< M ^ > ( t ) +[M^.r i*( t ) Ç o
n-^oo

(2) i"| existe une fonction croissante, continue à droite,
a : R^ -> R^ telle que

A(w, t ) ^ a(t) pour tout (w,t) é- D x ]R^ ;

(3) 1 a suite (Â(M^) ; n^]N) es_t C-tendue, (où Â(M^)= (A(M^ , t ) ; têlR^),
n6]N) ;

(4) les suites ( < M ^ , M ^ > ; n M) et (Â (M ) ; n^]N) sont C-contigues.

Alors 1 a suite (M^ ; n6lN) est D-tendue et tout point d'adhérence P
die (^?(M )^né]N) vérifie les propriétés suivantes :

A^V^ 0 0 [B(P),P], le processus canonique X appartient à

M2 '1 0 0 [ B ( P ) , P l . < X , X > = A et sup | A X ( t ) | ^ 2 e P-p . s .
teR^

Démonstration : Les hypothèses (3) et (4) entraînent que
(< M ,M > ; n^-ÏN) est C-tendue. Le Théorème 1 1 . 3 . 2 entraîne alors que
(M^ ; n^lN) est D-tendue.

Soit P la limite étroite d'une sous-suite convergente ((^(M ) ; k6N)

de (^(M ) ; né-N) . Puisque l 'application w i - ^ A ( w , . ) de D dans lui-même est
continue, ((^(A(M )) ; kélN) converge étroitement vers 1 a loi image PÂ de P
par A. Mais l 'hypothèse (4) entraîne alors que

^w^^
PÂ ' ^X ÎO) - 0) = P (A (0 )=0 ) ^ lim s u p ( P ( < M ,M > (0) = 0) = 1 car l 'ensemble

k "k "k
{w ç- D : X ( w , 0 ) = 0} est fermé ( X ( . , 0 ) étant continue sur D car tout élément
de D est supposé continu au point 0 par définition).

Par conséquent A (0 ) = 0 P-p.s. D'autre part l 'hypothèse (3) entraîne que
A est à trajectoires dans C, P-p.s . L'hypothèse (2) entraîne 1' intégrabi l i té de
A ( t ) , pour tout t^]R_^ (par rapport à P) et par conséquent, 1 a suite

(U ; nêlN) où U = i n f { t>0 : A ( t ) > n} (inf 0 = +œ), né]N, est une suite
U

( B ( P ) , P ) - 1 o c a 1 1 s a n t e pour A, i.e. A "ê ̂  [B(P),P] pour tout n<^]N. Donc

AÇV^ [B(P),P].
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Posons N, = JM '̂ ( k6 ]N) , où e>0 est déterminé par l'hypothèse ( 1 ) .
k

D'après ( 1 ) et les inégalités 1 1 . 2 . 3 , les suites (N, ; k^]N) et (M ; k<?]N)
^k

(resp. (<N, ,N. >; kélN) et «M, ,M > ; k(^]N)) sont C-conti'gues. ParK K. ri i nik k
conséquent

et
(5) ^(N,) -. P

k n^°°

(6) ^(^k'V) e P Â"1 -

Soit TI>O et définissons pour tout k6lN

S^ = i n f { t >0 : < N ^ , N ^ > (t) > a ( t ) + n), (inf 0 =°°).

S. est un temps d'arrêt prévisible de F , il existe alors une suite
^(S. ; m^]N) annonçant S. (k<^]N). Puisque (<N. ,N, >; k6lN) et

/m K k k

(A(M ) ; k^]N) sont C-contigù'es l 'hypothèse (2) entraîne, pour tout N6ÏN*
\

P(S ,^N) ^ 0
K k^°°

II existe alors une sous-suite T, = S, , kêlN, de (S, ; m(?]N) telle
que pour tout N<S]N*

(7) P ( T , < N ) -. 0
k- k^œ

Or puisque T | / < S , , sur l ' intervalle stochastique [[0,T.J] nous avons
<\,\ >(t) 5.a(t) +n (ké-lN).

T.
Posons L, = N, (kCiN). D'après (7) , (L. ; k^]N) vérifie les propriétés

suivantes :
(8) (L, ; ké]N) et (N, ; kélN) sont C-conti'gues ;

(9) ( < L ^ , L ^ > ; kê]N) et ( < N , , N . > ; k^]N) sont C-contigues.

Par conséquent, en vertu de (5) et (6) ,

(10 ) ^ ( L . ) e P
K k+œ

(11) Ï > ( < L L . > ) e PÂ-1

K K k^œ

D'autre part,

( 1 2 ) sup | A L , ( t ) [ ^2£, pour tout k^lN,
teIR,



48

(13) ' < L ^ L ^ > ( t ) ^ a ( t ) + n , ( k , t ) ( ? ] N x R^.

D'après 1 . 1 . 4 . nous avons alors pour tous x, t^R , kelN,

lE(exp(ÀL^(t)-0^ ( x ) < L ^ , L ^ > ( t ) ) ) ^ l

et donc (en vertu de ( 1 3 ) ) ,

( 1 4 ) E(exp(\ L^ ( t ) ) ) ^exp (0^ (x ) (a ( t ) +n))

(k€lN, (À , t )çR^)

De (14 ) on déduit :

( 1 5 ) Chaque processus L^ est une martingale (non seulement locale)

et la suite (L^(t) ; ké]N) est équi-intégrable pour tout téR et

( 1 6 ) Chaque processus L^ - < L ^ , L ^ > est une martingale et la suite
0

^k^ "^k^k^^ ' k^ ]N) est équi-intégrable pour tout t<^]R

De (10) et ( 1 5 ) on déduit, en vertu du Lemme 1 1 . 1 . 5 , que X est une

B(P)-mart1nga1e. Montrons que l 'amplitude des sauts de X est P-p.s . bornée par
2 £

Soit N^]N*. Alors,

( 1 7 ) P( sup [ A X ( t ) | ^ 2 £ ) ^ P t W ^ X . ô ) > 2c) pour tout 5>0.
té [0,N] L

On montrera que 1 1 m W^X .ô ) ^ 2e P-p.s.
(UO

Pour tout couple ( w , w ' ) <c D x D, nous avons

l W ^ ( w , ô ) - W ^ ( w ' , ô ) ^ 2 p ^ ( w , w ), ( ô > 0 ) .

Et puisque toute boule ouverte pour la topologie uniforme sur tout
compact est encore une boule ouverte pour la topologie de Skorokhod sur tout
compact, nous avons que si

l^(w,ô) > 2e + 4n (n>0),

alors w est un point intérieur de l 'ensemble

D(ô ,n ) = { w é - D : lAv^ô^ 2e + 2n}
o L

Désignons par D(ô ,n ) 1' intérieur de D(ô ,n ) . Posons,
PK =^(4). k <^1N. Alors



P ( W N ( X , 6 ) > 2e + 4n)^ P ( § ( ( 5 , n ) )
o

^ 1 1 m i n f P , ( D ( 6 , n ) )
k K

< lim inf P , ( D ( ô , n ) )
~ k K

Or, pour tout keM, les sauts de X sont d'amplitude inférieure à 2e
P. -p .s . et nous aurons en vertu de 1 . 2 . 6 . 1 ) ,

P k ( D ( ô , n ) ) ^(^(X.ô) > n)

Mais (P, ; k é N ) est D-tendue, par conséquent, si ç>0 est donné,
existent k é ]N, ô > 0 tels que

D'où

PJW^X.ô) > n) i ç pour tout ô <_ 6 , k^ k

P^^X.ô) >_ 2e + 4n) ^ ç pour tout 6 ^ ô .

Nous pouvons ainsi construire une suite (ô , ; kê-]N) telle quek '
P(^(X,6,) >2c.^^

Soit B = lim inf {w € D : W ^ w . ô , ) > 2e + 1 }
k L k 2'

P(B) = 0 et si w^B, 1 1 m W^w,^ ) ^ 2e.
6^0 L

On en déduit, d'après ( 1 7 ) » que pour tout N^]N* sup | A X ( t ) | < 2e
t(?[0,N]

P-p.s. ; par conséquent sup | A X ( t ) ^ 2e P-p.s.
t^

D'autre part, P ( X ( 0 ) = 0) > lim sup P , ( X ( 0 ) = 0 ) = 1 . Donc X ( 0 ) = 0
~ v K

P-p.s. k

Si l 'on détittit maintenant, pour tout né^lN»

V = 1 n f { t > 0 : X ( t ) > n} (inf 0 = +°o),

alors V ++œ P-p.s. car X est P-intégrabte, chaque V est un B(P)-temps

d'arrêt et X (w , t ) ^ n+2e pour tout (w,t) € [TO,V ]] . Par conséquent
V

X n ç M2 DB(P),P] pour tout nçlN, i.e. X ê M 2 ' 1 0 0 [B(P),P].
n

Pour terminer, montrons que X -A est une (IB(P)»P)-martingale.
2L'application F : w -> w - A ( w , . ) de D dans lui-même est continue. Il

s 'en suit que (P, F" ; k^]N) converge étroitement vers PF~ . D'après (8) et la
définition de (N, , kC]N) nous avons que ^(F(M )) e PF~ 1 . Or, d 'après (4 ) ,

K "k k+°o



t e s suites (F(M ) ; k^]N) et (M2 - < M ,M > ; k6]N) sont C-contigues et en
"k "k "k "k

vertu de (9) , 1 1 en est de même pour les suites (F(M ) ; k^]N) et
k

(L2-<[.„[., >; k^lN) (voir Remarque 1 . 3 ) c i-dessus).

Par conséquent,

(18) (L2 -<k>l- . >) e PF"1

K K 1< k^œ

( 1 6 ) et (18 ) entraînent que X est une (B(PF~ ), PF~ )-martinga1e en vertu
du Lemme 1 1 . 1 . 5 ; c 'es t à dire X^A est une (B(P) ,P)-martinga1e. t

3. COROLLAIRE

Soient A G A4', (M ; ne]N) une suite de processus telle que———— _ p ——————————————————————
M ç ^Q [r fl> pour tout n6lN. Supposons que (M ; n€]N) vérifie la condi-

tion de raréfaction asymptotique des sauts et que les hypothèses (2) à (4) de 1 a
Proposition 2 soient satisfaites.

Alors ta suite (M ; ne]N) est C-tendue et tout point d'adhérence————————— p —— ——————————————————————
P de_ Ç^(M ) ; nélN) vérifie les propriétés suivantes :

A ç- V &c [_ B(P), P], 1 e processus canonique X appartient à

M^IlBtP),?] et < X , X > = A.

Démonstration : II suffit d'appliquer la Proposition 2 et le Corollaire
II .3.12.

4. REMARQUE
Nous rappelons ci-dessous un résultat classique qui constitue une

légère modification du célèbre théorème de caractérisation du mouvement Brownien de
KUNITA et WATANABE. Nous renvoyons le lecteur à [27] ou [il] pour l 'exposé de la
démonstration.

Soit (^,E>P) un espace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions

habituelles. Me M [F^P] e^ < M , M > = A » ^u. A est une fonction croissante
continue de ]R dans IR , nulle à l 'origine, si et seulement si

( 1 ) M ( t ) -M(s ) est indépendante de [ pour tous s, t ç]R , s < t ;

(2) M est un processus gaussien, continu, centré, de covariance
K(s , t ) = A ( s A t ) , (s , t ) ç ]R^.

Il s ' e n suit que pour toute fonction A vérifiant tes propriétés



précédentes, 1 1 existe une et une seule probabilité P sur (D ,B (D) ) portée par
C telle que 1 e processus canonique X appartienne à M^JBtP) ,PJ et
< X , X >= A. Nous en déduisons le théorème suivant.

5. THEOREME

Soit (M^ ; n(-]N) une suite de processus telle que M ^ M2 '100^^]
pour tout nçlN. Soit A une fonction croissante continue de ]R dans lui-même.
nulle à l 'origine. Supposons que les hypothèses suivantes soient satisfaites :

( 1 ) (M^ ; n6]N) vérifie 1 a condition de raréfaction asymptotique des
sauts ;

(2) pour tout t^, <M^,M^ > ( t ) Î A ( t ) .
n-t-oo

Alors C^(M^) ; nê]N) converge étroitement vers une loi gaussienne P
^ortée P^ c ' de covariance K(s , t ) = A ( s A t ) , (s , t )€ lR 2 ; 1 e processus canonique
X appartient à M^00 @ B ( P ) , P ] et < X , X > = A .

Démonstration : L'hypothèse (2) entraîne 2 . ( 4 ) . En effet, si N61N* et
£>0 sont donnés, on peut choisir une subdivision {t ,t-,,...,t } de [0,N],

0 = t ^ < t ^ < ... > t^ = N telle que A(t^) - A ( t ^ ) < e/4 pour tout
k = 0,...,m-l. Alors pour tout neIN,

P^A,,A) ^./2 + ̂ |A^) - A ( t ^ ) | . (ne^)
et

^CN (An-A )>£ )^ lo l p ( IAn( tk)-A ( tk) l >2^)

(où A^ = < M ^ , M ^ > , n6lN). .

D'autre part, les hypothèses 2 . ( 2 ) et 2 . (3 ) sont trivialement satisfai-
tes et la condition de raréfaction asymptotique des sauts nous permet d'appliquer
la corollaire 3 ; nous obtenons que n = (^ ) ; n^-lN) est C-tendue. D'après ce
corollaire tout point d'adhérence P de n vérifie les propriétés :

X ç M^ |B(P),P], < X , X >= A. La remarque 4 entraîne alors que P est une loi
gaussienne de covariance K(s , t ) = A ( s A t ) , (s,t) < .̂ On en déduit que l'adhé-
rence de n est constituée d'une unique probabilité P et ^(M ) e P. •

n^œ
Nous allons maintenant étudier les lois de semi-martingales.

Auparavant remarquons que si Z=Z(0) + M + V est une semi-martingale relativement
à une filtration F, alors Z s'écrit également Z = Z(0) + M + V" où

MêM^ oc [F,?] et Y est à variations finies. Cette décomposition, qui n 'est pas



unique, est une conséquence immédiate du Lemme 1 . 1 . 3 .

6. LEMME
Soit (X ; né-IN) une suite de semi-martingales telle que pour tout

nê-lN, X = X ( 0 ) + M + V o u ^ M ^ M2'10^ ,P], V est à variations finies

e_t X (0) = x (x é]R) pour tout nêlN.

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

( 1 ) la suite (x ; n6lN) est bornée dans R.————— p ——————————

(2) (<M ,M > ; n^lN) e^ (V ; n^lN) satisfont aux conditions ( 1 )

et (2) de la Proposition 1 1 . 1 . 3 . (En particulier lorsque
(<M , M ^ > ; n^lN) et_ (V ; n(?]N) sont C-tendues).

Alors 1 a suite (X ; n^JN) est D-tendue.

Démonstration : La démonstration découle directement de la Proposiion
1 1 . 1 . 3 , des inégalités établies dans la démonstration de ta Proposition 1 1 . 3 . 1 et
des inégalités triangulaires sur IR. •

7. Nous rappelons qu'une F-semi-martingale

( 1 ) Z = Z(0) + M + V

où VéV 1 0 0 ^ ,? ] est appelée spéciale (c.f. [18]).

Ces semi-martingales admettent une décomposition canonique unique de la
forme ( 1 ) avec V prévisible, M € M oc [F,?]. Si dans cette décomposition canonique
M est en outre localement de carré intégrable, nous dirons que Z est très
spéciale.

8. D E F I N I T I O N
Soient A ç: A"^, V un élément B°-prév1s1b1e de A, X€]R. Nous noterons

Prob(x,A,V) l 'ensemble des probabilités P sur ( D , B ( D ) ) pour lesquelles
A é y^.00 [B(P),PJ, VéY^pBtP),?] et le processus canonique X est une
(B(P),P)-semi-mart inga1e très spéciale de décomposition X = X (0 ) + M + V avec

M ^ M 2 5 1 0 0 [B(P),P], ^M,M>= A et X (0 ) = x P-p.s. (on dira que P est une -
solution du problème de martingales ( x , A , V ) ) .

Voici le deuxième résultat fondamental de ce paragraphe.

9. THEOREME ^ o
Soient A é A , V un élément E-prévisible de A, (X ; n W} une suite

de semi-martingales telle que pour tout n^lN, X = X ( 0 ) + M + V avec



M ^M 2 * 1 0 0 |F^P], V à variations finies sur tout compact et X (0) = x (x 6IK).

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

(1) 11 existe e>0 tel que pour tout t^R^,

< M ^ > ( t ) + l^M§*(t) p 0
n-^oo

(2) 1 1 existe une fonction a croissante, continue à droite, de IR
dans lui-même, telle que

A(w, t ) <__ a( t ) , pour tout (w,t) 6 D x ]R_^

(3) 1 a suite ( Â ( X ) ; n^lN) est C-tendue et ( V ( X ) ; n6lN) vérifie
tes hypothèses 1 1 . 1 . 2 ( 1 ) et 1 1 . 1 . 3 ( 2 ) (hypothèses qui sont en
particulier satisfaites lorsque

( V ( X ) ; n(-]N) est C-tendue) ;

(4) les suites (< M ,M > ; n(r]N) et ( Â ( X ) ; n^lN) (resp. (V ; n6]N)
et_ ( V ( X ) ; n^lN) sont C-contigues.

(5) 1 a suite (x ; n^]N) converge vers un point x de R.

Alors (X,, ; né-lN) est D-tendue et tout point d'adhérence P de——— p —— —————————————————————— —
(<^(X ) ; né^lN) appartient à P rob fx .A .V ) . En outre 1 a martingale M de la
(B ( P ), P )-décomposition canonique du processus (canonique) X ne possède que des
sauts d'amplitude inférieure ou égale à 2e.

Démonstration : Les hypothèses (3) et (4) entraînent que les suites
( < M ^ , M ^ > ; n<^]N) et (V^ ; nélN) vérifient l'hypothèse 6 . ( 2 ) . L'hypothèse (5)
ci-dessus entraîne 6 . ( 1 ) et nous en déduisons que (X ; n<?]N) est D-tendue.

Posons P = ^ ( X ), n<=-]N. Soit P la limite étroite d'une sous-suite
convergente (P ; k6IN).

n!/'- ^z? e • i
Remarquons que Z(<M ,M >) -> PA

"k "k k+oo

(d'après (4) et du fait que A ^ A ). On en déduit, comme dans 1 a Proposition 2
que A^V^ [B(P).P].— /> e ' -1

De même, X(V ) ^' PV~ et on en déduit que
"k k+œ

P(V(0 ) = 0 ) > 1 i m sup P(V (0) = 0) = 1 , i.e. V ( 0 ) = 0 P-p.s.
- k "k

D'autre part, V ( w , . ) étant à trajectoires dans D pour tout
o

w 6 D , V (w , t ) est fini pour tout t fini. Puisque V est B-prévisible et il
s'écrit comme différence de deux éléments de AÏ V est alors un élément de



y^JBtP),?]. En effet car la suite U = in f { t>0 : V (w , t ) > n} (inf 0 = +°°),
né-lN, est une suite de B(P)-temps d'arrêt prévisibles croissant vers +°o
quand n^°°. Donc 1 1 existe une double suite (U ; (n,m) ç. IN ) de B(P)-temps
d'arrêt telle que pour tout n^]N, (U , méIN) annonce U . Sur chaque intervalle
stochastique [[O.U^]] , (k^n, ^n), V est borné par n, (n(?]N). Soit
S = sup U, , (nêlN). Cette suite de temps d'arrêt croît vers +°° et pour tout

" k^n la

^n ç

n^lN, V n ê V|B(P),P] . C'est-à-dire, V ê y1 0 c [B(P) ,P] .

Définissons les applications suivantes de D dans lui-même :

\W = H^(w. . ) = w - V ( w . . ) - x ^ ; J ^ ( w j = J^ (w , . ) = H^w,.)2 - A ( w , . )

l?(w) = H (w , . ) = w - V ( w , . ) - x ; J(w) = J (w, . ) = H(w, . ) 2 - A ( w , . ) (w e D, nç]N).

Ces applications vérifient la propriété suivante : si (w ; n<?]N)
converge vers w dans D, alors (H (w ) ; n^]N) (resp. (J (w ) ; n e N ) )
converge dans D vers H(w) (resp. J ( w ) ) .

Par conséquent, d 'après [l], Théorème 5.5 , nous aurons que

(6) \H"; klPH-1 et \ \ iPJ-1

Or,
H , ( X , ) - M, - V , - V ( X , )

et (4) entraîne que ( H ^ ( X ^ ) ; n^]N) et (M^ ; n^]N) sont C-contigues. Par
conséquent

(7) ^(M ) e PH-1

"k k^œ
D'autre part,

W) - ̂ W) - (V^n))2 + ^(V^^n)) + < \'\> - '^

De (4) nous déduisons que pour tout N<-]N,

sup V (t) - V ( X t ) |2 -. 0, et
t e fO,,^] u n n+°°

p
sup i < M M > ( t ) - A ( X t) l -. 0

t € ^0,Nj nt'»

Puisque (M ; k^lN) converge en toi et que la différence
"k



^ "^n ^ tend vers zéro en Probabilité (selon la métrique de C ) , nous aurons" k " k
(voir 1 . 3 ) )

tT^iiV^V^-^V"^0

Par conséquent, (J^ (X^ ) ; k^]N) et (M^ - < M ,M > ; k6']N)

sont C-contig'ûes et

(8) ^ - < M ^ ,M^ >) e PJ
o e . i

1- - ^ M M ^ _. D-T1

'k V \ ' ̂

Maintenant, les hypothèses ( 1 ) et (2) nous permettent de construire, comme
dans ta Proposition 2, une suite de processus (L, ; k^]N) vérifiant les
propriétés suivantes :

(9) L^'10^ ,P], sup [A4( t ) | ^ 2 e
K t C'JK.

( 1 0 ) (•-[< ; I<6]N) et (M^ ; k^lN) sont C-contigues ;

(n) ( < L k î L k > ; k^]N) et (^n ^n > ; ke]N) sont C-contigues.
K K

( 1 2 ) pour tout t^ les suites (L , ( t ) ; k61N) et
^

(L^t) - < L ^ , L ^ > ( t ) ; k6]N) sont équi-intégrables.

De ( 7 ) , (10) , ( l2 )on déduit en vertu du Lemme 1 1 . 1 . 5 que le processus
canonique X est une (B(PH"1), PH^-martingale. Procédant comme dans la
Proposition 2, la propriété (9) entraîne que sup | A X ( t ) [ < 2e PH"1-? s et

t<^ - /

X é ^ Î 1 0 C iB(PH"1) , PH~1 ] .

1 1 s ' e n suit que X-V-x est un élément de M2 '100!]^?) ,P] que nous
notons M et qui en outre vérifie sup |AM( t ) < 2

te]R
Pour compléter ta démonstration, i1 suffira de montrer que < M , M > = A.
D'après (8), ( 1 0 ) ^ ( 1 1 ) , ( 1 2 ) et en vertu du Lemme 1 1 . 1 . 5 , le processus

canonique X est une (B(PJ~ 1 ) , PJ'^-martingale. C'est-à-dire
? 9

M -A = ( X - V - x ) - A est une (B(P) ,P)-mart inga1e. Puisque AeV^ [B(P),P], nous

aurons a i ors < M , M >-= A.
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10. REMARQUES
1) Si au lieu de l'hypothèse 9 ( 1 ) , la suite (M ; n^-lN) vérifie la

condition de raréfaction asymptotique de sauts, alors la martingale M de la
Proposition 7 est à trajectoires continues. D'autre part si ( V ( X ) ; néïN) est
C-tendue, alors V C^^^^) ,P] pour tout point d'adhérence P de

(^( X^) ; nélN).

2) Lorsqu'il y a unicité (en 1 o 1 ) des solutions au problème de
martingales ( x , A , V ) , 1e Théorème 9 entraîne 1a convergence étroite de
G^n) » n ^ ] N ) vers la solution P de ce problème (car P est en ce cas le seul
point d'adhérence de la suite ( ^ ( X ) ; n C I N ) ) .

3) Si V=0 dans le Théorème 9 , nous obtenons un critère qui sert à
étudier la convergence en loi de semi-martingales vers une limite martingale.

1 1 . 5 LE CAS MULTIDIMENSIONNEL
Nous allons étudier une version multidimensionnelle du Théorème 1 1 . 4 . 9 .

Les techniques utilisées dans la démonstration sont exactement tes mêmes, la seule
difficulté étant ta complexité des notations. Aussi nous essaierons de les
simplifier autant que possible : la presque totalité de ce paragraphe est consacré
à l'explication de notations et a la généralisation à plusieurs dimensions des
définitions de base de la Théorie de Martingales.

Comme dans les paragraphes précédents, nous considérons un espace
probabilisé complet ( ^ , [ , P ) et des filtrations FJF ( n ^ - ] N ) , satisfaisant aux
condions habituelles.

Dans ce qui suit, d et k sont deux entiers >_ 1.

1 . Convention de notation pour l'espace D(R ,R )
Dans la paragraphe précédent nous avons introduit l'espace

D(R ,]R ) muni de la topologie de Skorokhod sur tout compact, et nous avons adopté1 i
la notation abrégée D ( 1 ) pour cet espace. A présent, pour simplifier l'écriture,
nous supprimerons le " 1 " de cette notation, i . e . D représente t'espace
D ( 1 ) tout le long de ce paragraphe.

Chaque élément w 6 D s'écrira
1^\

\^i
où les w1 sont les fonctions composantes.



Pour éviter toute confusion, nous réservons la notation
i r } rx' ' (x^ lR, r6lN) pour "x à la puissance r". Par contre x c 'es t t a r-ième

composante du vecteur x61R ( l < r < d ) .
Le produit scalaire usuel sur ]R est noté ( . 1 . ) et [ | . || désigne

la norme (euclidienne) qu'il engendre.
On définit l 'application X : D x l R - ^ R par

/ w ^ t )

X(w, t ) = w( t ) = ; , (w,t) e Dd x ]R^ (*)

l w^t)

Nous introduisons alors les tribus suivantes sur D :
- la tribu borélienne de 0e1, soit Q(^) ;
- les tribus B° = o ( X ( s ) ; s^t) (t<?lR ) ; on note B° = (B° ; t^R )

On a que ^ et KD^ sont identiques.
Puis, comme dans 1 . 2 . 6 . 3 ) , on a que pour toute probabilité P sur

( D , B ( D ) ) il existe un ensemble Tp C. R plein pour la mesure de Lebesgue tel
que X ( . , t ) soit continue pour tout té-Tp ( c . f . ['I] ) . De même t êT si et
seulement si P{w<CDCl : X ( w , t ) ^ X ( w , t . ) } ) = 0. On note B ( P ) la tribu B ( D )
( q u i est égale à B^) complétée pour P et de même B ( P ) = ( B . ( P ) ; t61R )
désigne la filtration B complétée et rendue continue à droite. D'après ce qui
précède, chaque tribu B ^ ( P ) pour t 6 Tp est engendrée par la famille
h ( X ( u ) , . . . , X ( u ) ) de variables aléatoires sur (D , B ( P ) , P ) , où h est une
fonction continue bornée sur (JR ̂  et les ensembles { u , . . . , u } constituent
des subdivisions de l'intervalle [0,t] telles que
0 = u < u , < . . . < u = t , u , Çr Tp, i = 0 , . . . , m ( l e point 0 appartient à T p ) ,
Et B , pour tCR s'obtient comme B , ( P ) = H B ( P ) .

s é T p "
t^

* On supprimera l'écriture de " w " dans X ( w , t ) lorsqu'il n ' y a aura pas de
risque de confusion.
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2.MATRICES

Nous identifierons t ' espace des matrices réelles de d -< k comoo-
dksantés avec l 'espace ]R au moyen de l 'application

(a^ ; l^i^d, l^j'ik) ^ (^ ; l^r^dk) où x^ = a^ si
r = i+(j-l)d.
Cela nous' permet de donner un sens aux "applications c .à .d . l .à .g .

à valeurs dans l 'espace des matrices réelles de d x k composantes". Ce sont
simplement des éléments de DQR^, ^k). Cependant nous conserverons l 'écriture
matricielle lorsqu'il sera question de s ' en servir comme opérateur de T^ dans
R . En ce sens, nous noterons A la matrice transposée d'une matrice A ; le
produit de matrices sera simplement noté par juxtaposition.

3. PROCESSUS

Nous dirons que Z est un processus vectoriel d-dimensionnet à
trajectoires c .à .d . l .à .g . (resp. continues) si Z est ( indistinguabte d ' )
une application mesurable de (^,[) dans (D^E^D^) (resp. (C^BÇC*^) .

Si ^ désigne une c lasse de processus unidimensionnels F-adaptés
à trajectoires c .à .d . l .à .g . , il est clair que Z é- 7^ si et seulement si chaque
composante Z^l^ i^d) de Z appartient à Z.

1 1 est facile de voir que l ' on a dans ces conditions (z10^ =
(Z ) , la dernière c lasse étant constituée des processus Z pour lesquels il
existe une suite localisante (T^ ; nCIN) de F-temps d'arrêt tê ts que

Z ^Z. Nous pouvons ainsi généraliser des notations comme M100)!"^], etc.

Soit M = ^(M10^];

[M^M^M^M2] ...[M1,!^]
On notera [M,Ml le processus

[M^M1] [M^J

ddC ' e s t un processus à trajectoires dans D . Il vérifie que

Mt M-LM.MJ^M^CF.P])^

ce qui est équivalent à dire que pour tout e é-]R ,
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(o^ Me) - (e [M.MJo) = ( o | M ) 2 - (e | [M,M]o) 6 M100)!-,?]

c'est-à-dire, [(e |M). (e |M)] = (e|[M,M]e).

Si M ̂ (M2'100^,?^ on peut également définir le processus matriciel
< M , M > comme le compensateur prévisible-composante par composante- du processus
[M,M]. On remarque que < M , M > é (V^gF.IPj ̂  mais que pour tout e 6 î^,

(e |<M,M>e) C V^IF.PJ.

4. LES ESPACES A ET ^+

Nous introduisons maintenant l 'espace A [D ,D ]
des applications A : D x ]R -^ R^, telles que : pour tout w ç Dd,

A ( w , . ) ç D et toutes ses composantes sont croissantes ; pour tout t6]R^,
A ( . , t ) est B°-mesurab1e ; l 'application WH/., w A de Q6 dans Dd+k est-t { ^ ( y ^ ' }
continue. N

On note A[p ,D j l 'ensemble des différences V=A,-A^ où
A,.A.ç ^[D6,^] et têts que l 'appl icat ion w ^ f w \ de 0e1 dans D^ est
continue. ^^•V

5. D E F I N I T I O N S

Nous dirons qu'un élément A de AfD ,D J est de type positif (ou
défini positif ou et 1ipt ique) si pour tout 9 € ]R , ( e | A e ) 6 A [D ,D].

(Pour un tel élément nous aurons que la diagonale appartient à
/^[D^D01 ] et d'autre part A13' = A 3 1 ' ) .

Si A 6 ' A [ D ,D ] est de type positif, V un élément B°-prévisib1e
de A[D ,D ] et x^ ]R , nous noterons Prob(x,A,V) l 'ensemble des probabilités
P sur (D^KD^) vérifiant :

( 1 ) A^y^l^P])^ et V^V^lBtP),?^

(2) X-V-x ê•(M^1 0 c [B(P),PJ)d

(3) <M,M >= A où M = X -V-x ,

X étant 1 e processus canonique défini dans le n° 1 ci-dessus.

6. REMARQUES
1) Soit (Z ; n^-lN) une suite de processus à trajectoires dans
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définis sur (^,[,P), Z ,(n^]N).

[<!
Supposons que chaque Z soit une F -semi-martingale vectorielle

(ou simplement un processus |F -adapté), n^-]N. On voit aisément que la proposi-
tion 1 1 . 1 . 3 se généralise au cadre ci-présent de la façon suivante

Si pour tout Né-M et pour tous, e, n>0,
( 1 ) 1 1 existe a=a(N,i? >0 tel que

sup P[ Sup
n ^ ] N t^L0^]

IIZ^^II > a! i^

(2) i1 existe ô = ô ( £ , n ) > 0 et n 6 IN tels que pour toute suite
(T ; n<^-]N), où chaque T est un F -temps d'arrêt borné par
N (n^"]N), on ait

sup sup
n > n [T < s < T + ô

— oL n — — n
I | Z , ( S ) - Z ^ ) | | > e j ^ n

s e [O,N]

Alors la suite (Z ; nélN) est D -tendue.————————— p —— ————

Ceci découle - comme dans 1 1 . 1 . 3 - du critère de compacité étroite
relative de suites de lois sur D analogue à 1 . 1 . 5 .

Or les conditions ( 1 ) et (2) ci-dessus sont vérifiées si et seulement
si chaque suite de composantes (Z1 ; n6^N) vérifie 1 1 . 1 . 3 ( 1 ) et
I I .1 .3 . (2 ) , ( l^ i^d).

Nous étudierons maintenant la propriété analogue du Lemme 1 1 . 1 . 5 .

2) Soit (M ; n^-M) une suite de processus telle que chaque M soit

une F -martingale d-dimensionnelle.

Supposons que tes hypothèses suivantes soient vérifiées :

(1) ^(M ) -. P

(2) Pour tous téR^, 1 < i < d, 1 a suite (M^(t ) ; n€]N) est
équi-intégrable.

Alors 1 e processus canonique X sur_ (D ,B(D ) ,P) est une



E(P)-mart înga1e d -d1mens1onne11e .
La démonstration de cette propriété est entièrement analogue à celle

du temme 1 1 . 1 . 5 . , elle se sert de la caractérisation de la filtration B(P) dis-
cutée au n° 1 ci-dessus et du fait que l 'on a

f h (X(u , ) . . . . .X (u^ ) ) Y^( t )dP^ . f h (X (u^ , . . . .X (u^ ) ) Y^( t )dP
Jpd n^o jpd

pour tous s, t 6T , O^s^ t , l^i^d, n^JN, toute partition

0 = u < u . < . . . < u =5 où u. ( ^Tp (O^ i ^m) ; toute fonction continue bornée

h sur (IR^1, où P^ = ^ ( M ^ ) (n<?]N) et Y^( t ) = [(-N)V X1 (t)] A N.

3) Soient U,V6 (M100^^] )d. Nous pouvons définir [U,V] par
"polarisation" et nous dirons que U et V sont orthogonales si U V (ou V U)

appartient à (M ^IFJP]) , c'est-à-dire si [U,V] = 0. Cela est encore équiva-
lent à dire que pour tout (i,j) 6 {l,...,d}2, <(^)c,(\l3)c > = 0 et U1 et
[̂  n'ont pas de discontinuité commune.

Cette remarque nous permet de voir que toute martingale locale de
(M ^[F,]?]) se décompose en une somme d'une martingale locale continue et d'une
martingale locale somme compensée des sauts (orthogonale à la première) toutes
les deux construites composantes par composantes.

Il n 'en est pas de même lorsqu'on veut définir M^ et M^ pour
M 6(M oc [F»P]) et £>Q. Dans ce cas i1 peut y avoir des discontinuités
communes à (M1^ et (M^ pour i7j. Evidemment ce problème ne se pose pas
lorsque M est à composantes M1 orthogonales deux à deux.

Cependant, il n 'est pas difficile de réaliser une construction directe
dans ]R de M6 et ^£ en suivant un schéma analogue à celui du Lemme 1 . 1 . 3 .
Supposons Me (M JF^Pj) pour simplifier et introduisons, comme dans 1 . 1 . 3 , le
processus

a^M.t) = ^ l ^ î l l ^ l l & M t s ) ! ] ^ ] (té:R^-
S "̂  L

a^M) = (0e (M,t), tCIR^) est un élément de ^^[F.P].

On en déduit que 1 e processus (vectoriel) A6 où

^W- ̂ W I^(s)|| ^J , (tCTJ



est un élément de (V ^[F,?]) et il existe A6 son compensateur prévisible.
Quitte à arrêter M, on peut supposer A^ à variation intégrable (i.e.

E(f II dA^s)!! ) < œ ) . Alors W = A£ -'/^(M [IF,?])^ On pose ^ = M-M6.

Si T est un temps totalement inaccessible.

AM^T) - M(T) I^MmII^J^

Si T est un temps prévisible,

AM^T) = A M ( T ) I, ||,M(T)||^ -^"^m^ll^T)!!^

Donc,
(1) H A M ^ t ) ! ! ^ 2c pour tout t^.

Par application de l ' inégalité de Cauchy-Schwarz on a pour tous
t€]R^, 0 (r R^

( 2 ) ] A ( e | M ( t ) ) | ^ 2 | | e | [ £ .

Si M^M2!!",?])^ on a que le processus cj^Mî^a^M,!) ; t6R^) est

un élément de (Y100^,?] ̂ , où

^(M.t) ̂ ^ (AMtsn^s)) I n [ A M ( s ) | | > c l

Remarquons que o£(M) est de type positif car pour tout 9 <? R

}W T - „ ^ . „ . .; V1 0^[^(M) ) - Z ( e | A M ( s ) ) ^ ^ I. „ > „ ^^^[FJ'J.E
S < 0

^• i / ' - l - \ _ r - £ / M 4 - \ " t i i _ r. / * M 1 /

c < n L 1 1 \ / 1 1 J

Soit 6\t) ^^(M.t)]11 = Z ( A M 1 ( S ) ) ( 2 ) ^ l | A M ( s ) | | > s ]

( l^ i^d) la diagonale de o^M,!).
On montre comme dans le lemme 1 . 1 . 3 que pour tout temps d'arrêt fini T

et tous i,j é' { l ,...,d},

(3) E (<( r ) 1 , ( M £ ) 1 > ( T ) ) ^ 3 E ( ^ 1 ( T ) )

(4) E^)1. ( M ^ i ^ t T ) ^ 4 £ E ( S ; £ : ( M j . T ) ) ^ lEO^T))

D'autre part les inégalités de KUNITA et WATANABE [18] entraînent que

(5 ) \[^)\ ( M ^ ^ l ^ C [ ( M £ ) i , ( M £ ) 1 ] ) l / ^ ^ ( M £ ) j , ( M £ j ) ] ) l / 2

( 6 ) | < ( M £ ) 1 , (M^^I^M 6 ) 1 , ( M £ ) 1 > ) l / 2 ( < ( M £ ) j , ( M £ ) j > ) l / 2



De toutes ces relations nous obtenons la propriété suivante :
Soit (M ; né]N) une suite de processus telle que chaque M

appartient à (M ' ^[F ; P] ) . Soit e>0 et supposons que pour tout t6]R ,

(7) <M£ ,M£ : > (t) + S (M £ ,M £ ) ( t ) p 0 (0 étant ta matrice nulle)n n —n n , —————n-T00

où S^îM^t) est la matrice de composantes

[Œ,)\ (M^J* ( t ) . l ^ i , j ^ d .

Alors les suites (M ; n^lN) et (^ ; n^lN) (resp. < M ,M > ; n61N)

e_t ^M^,^ > ; n^]N)) sont C -contiglies (resp. C -contigues), c'est-à-dire

P^^) ̂  0 (resp. P^d^^^n > • <M^ >) ̂  °)

En outre, 1 a condition (7) est vérifiée lorsque

(8) y(M ,t) S 0, pour tout téR
n n+œ

On remarque que si les M sont quasi-continues à gauche, alors

FM ,MJ= ^(M ) el sup | | A M ( t ) | | ^ 2 E (n^]N).- n n n ^^^ n

(p ^.y) = ^=1 ^V^^yV^dt^y)))^^^) =

= sup II x ( t ) -y( t ) | | , x, yeD^
té[0,N]

D'abord, la condition (7) entraîne que pour tout t ér'R , l^i^d,

(9) <(M^1 . (M^^î t ) p 0
n^oo

et par conséquent (M1 ; né'lN) et ((^£)1 ; n6M) sont C-contig'ùes (d 'après
les inégalités 1 1 . 2 . 3 ) . On en déduit la C^contiguîté de (M ; n61N) et
(M' ; nêlN).

Ensuite d'après (6) , pour tout NélN , l ^ _ i » j^d, né-]N,

sup \<ME)\ (M^ j>(t) i
t(?[0,N] n n

^ ( < ( M ^ ) 1 , ( M ^ ) 1 ^N)) 1 7 2 ( < M ^ ) ' 3 , ( M ^ ^ Ç N ) ) 1 7 2



et puisque

(<M\^ > - «hf)1, (M^ > )^ ^ ̂ M^1^)^ + Z^)1^)-3 > *

nous avons pour l^i, j^d

^•M ^^n111 ^n^^ p 0
n^°°

On en déduit la C^-contigu'ité de (< M ,M > ; n^]N) et
(<M^ >; nCIN).

Si (8) est vérifiée, alors (7) découle de (3) et (4 ) , des inégalités
1 1 . 2 . 1 et de (6) .

Enfin, la dernière remarque de ta propriété est évidente, (il suffira
d'observer que pour toute martingale locale d-dimensionnelle, somme compensée
de sauts, soit M, on a [M,M] = z ( A M ( s ) ) t ( A M ( s ) ) ) .

s <_o
7. D E F I N I T I O N

Soit (M ; n^lN) une suite de processus telle que chaque

M ^(M2 '1 0 0 )? .P])0. Nous dirons que (M ; n6]N) satisfait 1 a condition de

raréfaction asymptotique des sauts (resp. condition forte de raréfaction
asymptotique des sauts) si pour tout £>0, t^R^

< ^ Ç , M £ > ( t ) + Stj^.rXt) p 0

(resp. y(M ,t) p 0) .
n^œ

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le principal résultat
de ce paragraphe.

8. THEOREME
Soient A€ A[D ,D ] de type positif, V un élément E^prévisible

de_ A[D , D ] , (X ; nélN) une suite de processus d-dimensionnels telle que pour
tout' néK, X^ - X^(0) + M^ V, où M^ € (^>10C [Ffl)^ V^e (V^^F^])11

et X^ (0 ) -^, (x^^).

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

( 1 ) 1 1 existe e>0 tel que pour tout té]R ,

< M £ . M £ > ( t ) + S tM' .M^t) p 0
n^oo



65

(2) 1 1 existe une fonction a : R^ -> ]R dont chaque composante
a1 est croissante continue à droite et A^w.t) ^a^ t ) , pour tout
(w,t) 6 D01 x ]R^, 1 ^ 1 ^ d .

(3) Les suites (Â^X ) ; nCIN) sont C-tendues et les suites

(V^X ) nérIN) vérifient les hypothèses 1 1 . 1 . 3 . ( 1 ) et I I .1 ,3 . (2) (qui sont en
particulier satisfaites lorsque les suites (V^X ) ; nê-lN) sont C-tendues) pour

tout i <c { 1 , . . . ,d } .

(4) Les suites (^M1,!^ ; n^lN) et^ (A^X ) ; n6]N) (resp.
(V 1 ; né-ÎN) e_t (V^X ) ; n6!N) sont C-contig'ùes pour tous i ,j ̂  { 1 , . . . ,d}.

(5) La suite (x ; n^lN) converge dans ]R vers x.

Alors (X ; n<?]N) est D -tendue ; tout point d'adhérence P de_
(^ (X ) ; n^lN) appartient a Prob(x ,A,V) ejb P( sup ^ | [ A M (t) [| ^ 2e) = 1 ,

ou^ S = X -V-x . t e]R

En particulier, si au lieu de ( 1 ) 1 a condition de raréfaction
asymptotique des sauts est vérifiée, alors P(C ) = 1 .

Démonstration : La démonstration de ce Théorème est maintenant
entièrement analogue à celle du Théorème 1 1 . 4 . 9 . Aussi nous nous contenterons
d'indiquer les principales étapes et prendrons pour simplifier x -x=0, (n^lN).

1 ° ) . (3) et (4) entraînent que pour tout i( l^i^d) (X 1 ; n6]N)
vérifie 1 1 . 1 . 3 ( 1 ) et I I .1 .3 . (2) (voir démonstration du Théorème 1 1 . 4 . 9 . ,
Proposition 1 1 . 3 . 1 . et appliquer les inégalités triangulaires. Par conséquent,
d'après la Remarque 6 . 1 ) , (X ; né]N) est D-tendue.

2°) . On pose P = ^ ( X ) (nêlN) et on choisit une sous-suite
(P ; r^lN) convergente étroitement, de limite P. (4) et le fait que

AéA^ .D^ ] et V é A^.D^ entraînent que

^ ( < M ,M >) e PÂ"1

r r r+œ

^ (V ) e PV"1

r r^œ

On en déduit que A ç (^[BtP) ,P] ̂  et Vé ̂ ^(P) ,P] î^. ,
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3°). On introduit les applications :

H(w) = H ( w , . ) = w - V ( w , . )

J(w) = J ( w , . ) = H ( w , . ) ^ ( w ^ î - A t w , . ) , (w^).

H : Dd -.D^ J : 0e1 -. D^.

Ces applications étant continues, i1 vient
• -i e ' -i *-i e •-1

P H ' -> PH 1 et P J -> PJ .
•V r+œ "r r^œ

Puis on montre que ( H ( X ^ ) ; nC]N) et (M^ ; n^lN) (resp.

(J(X^) ; r^) et (M^ ̂  - < \-\> ; rC^)) sont cd-contigues (resp.

C -contigues). (Voir Remarque 9 c i-dessous).

Par conséquent,

^ ( M ) e PH-1

r r^~

Ï(\\-<\>\>) ^PJ- 1

r+00

4°) . Ensuite on pose N ̂  (r(^]N).

L'hypothèse ( 1 ) entraine (voir remarque 6) que (N ; n6]N) et (M ; réIN)

(resp. (< N , N >; ré]N) et (< M ,M > ; r61N)) sont C^contigues (resp.
i i r r

C -contigues).
Soit TI>O. Définissons pour tout réIN, tout i {!,...,d},

S^, = i n f { t > 0 : <N^,N^,> ( t )> a^t) + n}

(inf 0 = +œ).

Et soit S = inf S1 .
r l ^ i ^ d r

S est un temps d'arrêt prévisible de F , il existe alors

une suite (S ; m6]N) annonçant S (r^lN). Les hypothèses (4) et (2) entraînent

que pour tout N61N
P(S ^ N ) -. 0

r^~

II existe alors une sous-suite T -S , r^lN, telle que pour

tout Nê]N*, P(T ^ N) -> 0.
r+œ



Sur [[0,T ]] on a que < N1 ,N1 > (œ, t ) ^ a 1 ( t ) + n pour l^i^d.

Ll\
On pose r \ -r-

Lr= : , où ^ = (N^) r, (l^i^d, r^-lN).

^
On montre ensuite, comme dans 1 1 . 4 . 2 , que (L (t) ; r^]N) est

équ-i-intégrable pour tous 1 ç {!,...,d}, t €R^ . D'après ce qui précède,
(L ; r<f-]N) et (M ; r6]N) sont C^contigues ; (< L ^ , L ^ > ; rç]N) et

(< M , M >; r^]N) sont C^-cont-ig'ùes. En outre, sup | |A L (t) ] | ^ 2£, (r^]N).
"r "r té ]R^

Par conséquent,

^ ( L ) e PH-1

r^œ

^(L ^ - < L ,L >) e PJ~1 (Voir Remarque 9 c-i-dessous)
F'f-00

Onappt-ique alors la Remarque 6.2) et on obtient que P 6' Prob(0 ,A ,V) .

Pour montrer que sup | |A M(t) || ^_ 2e ^ P-p.s . , on montre que
t6]R^

sup | | A X ( t ) | | ^ 2e, PH"1 p .s .
télR^

Pour cela on procède comme dans 1 1 . 4 . 2 en introduisant

^ . (X .ô ) = sup II X ( t ) - X ( s ) | | . ( 6 > 0 , N^IN*)
C" |t-s <ô

t,s^[0,N]

W ^ , ( X , 6 ) inf max sup [ ] X ( s ) - X ( t ) | |
D (t^.) 0^- i^n t ^_^s , t< t^

où l'i'nf est pris sur l 'ensemble des partitions f îmes {t ,...,t^} de [0,N]

vérifiant :
0 = t < t i < . . . < t = No 1 n

t . - t . , > ô , i = l,2,...,n (ô>0, N^]N*).

9. REMARQUES
1) Dans les étapes 3°) et 4°) on se sert de la Remarque I I .4 .1.3. )
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pour montrer que ( J (X^ ), r<?]N) et (M^ ̂  - < M^ ,M > ; r(?]N) (resp.

^n \ ; r<?]N) et C-r ^r ; ̂ ]N)) sont C^-contiglies.

En effet, pour avoir la propriété pour les deux premières suites, 1 1
suffira de montrer que pour tous 1 , j < ? {!,..., d^, tout N61N*, l 'expression (où
nous avons écrit n^=n pour simplifier) S^N) où

S^(N) = ^\\)fm(^fm + (X^^NK^-V^))^)
+ (V1^)^) - V^ V^)* (N) + (< M^ > i î j -Â i j (X , ) ) * (N)

converge vers zéro en probabilité quand n+~.

Le premier et le second terme de S^N) convergent vers zéro en
probabilité quand n^œ, ceci découle de l 'hypothèse 8 . (4 ) et du fait que
(X^ ; né]N) (en réalité (X^ ; r^]N)) converge en loi (voir I I .4 .1 .3) ) .

Le dernier terme de S^(N) converge vers 0 en probabilité quand
n-t-oo en vertu de 8 (4 ) .

Quant au troisième terme, on écrit d'abord

( 1 ) V^)^) - V^ - (V1^) - V^ V^) + V^V^X^-V^)

(2) ^(\)^(\) - VV,)*(N) ^

^\\) - V^ ) * (N) {^{^)fW + (V^*(N) (^(X^-VytN).

Puis on remarque que (V^ ; né-]N) et (V^X ) ; nC-]N) convergent

en loi (considérées comme sous-suites) et l 'hypothèse 8 . (4) permettent d'util iser
la Remarque I I .4 .1 .3) .

On procède de ta même façon pour montrer la C-contiguité de

(M^ ^ ; r^M) et (L^, \^ ; r<?]N). On décompose M'^-LY sous t a forme ( 1 )

et on obtient une inégalité analogue à (2) permettant d'util iser la Remarque
I I .4 .1.3) .

2) S ' i l y a unicité (en loi) des solutions au problème de martingales

( x , A , V ) , 1 e Théorème 8 entraine 1 a convergence étroite de ( ^ é ( X ) ; n€]N) vers
1 a solution P de ce problème.

Nous appliquerons cette remarque dans le chapitre III où nous étudierons

l'approximation des diffusions dans 1R . Pour l ' instant nous nous bornerons à

dégager une version multi-dimensionnelle du Théorème Central Limite du



paragraphe 1 1 . 4 . Pour cela, nous considérons un élément A 6- /^fD^D^] de type
positif de "la forme :

A^w,!) = 0 si i7j,

A^w,!) = A^t ) , ( l ^ i , j<d, t6 ]R , , w^),
1

où A est une fonction croissante continue de R dans lui-même,
A^O) = 0 ( l ^ i ^ d ) .

Une généralisation immédiate du Théorème de KUNITA et WATANABE (['10],
voir également [27]) permet d'assurer qu'il existe une seule P ^ Prob(0,A,0)
telle que P(C ) = 1 . Le processus canonique

X1

X =

Xd

est alors une (B(P),P)-mart inga1e gaussienne continue, centrée, telle que pour
i7j, X1 est indépendante de X3 et la covariance de X 1 est
K^s.t) = A ^ S A t ) , (l^i, j^d, s, t (?]R ).

10. C O R O L L A I R E
hd nddSoit A un élément de A[D ,D ] de 1 a forme 9.2 ) . ( ! ) . Soit

(X^ ; n^M) une suite de semi-martingales vectorielles telle que pour tout

n<^ X^(0) = 0 et X^+V^ avec M^'^o'^^n^)dî ^ a variations finies,

vérifiant les hypothèses suivantes :

( 1 ) (M^ ; n^lN) satisfait 1 a condition de raréfaction asymptotique
des sauts ;

(2) pour tout 1 <9 {l,...,d}, tout t 6^,

< M^ >(t) -> A^t) ;
n+oo

(3) pour tous 1 , j {l,...,d}, i7j, N^]N*,

" sup <M1.M3' > ( t ) | p 0
t^[O.N] n n { / l n^oo

(4) pour tous i,j ^ { 1 , . ..,d}, N^IN*.

sup ,|^(t)| p 0
t6 [0,N] 1 1 n+œ
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Alors ^(X ) e P oiu P ç çn^(0,A,0) e^ P^) =i .

(P est la loi d'une martingale vectorielle continue, gaussienne, à
composantes deux à deux indépendantes et centrées).

1 1 . REMARQUE
Nous avons séparé l 'hypothèse de la C-contiguité de

(<M ,M >; n61N) et ( Â ( X ) ; nc-]N) en deux conditions ( ( 2 et ( 3 ) ) dans le
Corollaire 10. En effet, puisque A1 est une fonction croissante continue et que
le processus <M\M1 > sont croissants, l 'hypothèse (2) entraîne que

1 i i IPsup I < M ,M > (t) - A ( t ) | -> 0. Par contre, nous ne pouvons espérer une
t é' [0,N] n n n+œ
telle simplification quand i1 s 'agi t d'écrire la C-contiguité de
^M1,!^ > ; n^]N) et de (A 1^ / ) ; n^lN) pour l'A], car les processus

^M1,?^ > ; né-N) ne sont pas croissants. Aussi on voit l ' importance de travailler

avec des suites de martingales locales (M ; n^]N) où tes composantes sont deux
à deux orthogonales.

L'orthogonalité des composantes simplifie également l 'hypothèse de
raréfaction asymptotique des sauts. En effet, nous verrons que dans ce cas
1 ' h y p o t h è s e . 1 Q ( l ) est satisfaite si et seulement si chaque composante vérifie 1 a
condition de raréfaction (un id1mens ionne11e) des sauts. Prenons une martingale
locale vectoriel le M, localement de carré intégrabte M(0) = 0, dont les compo-
santes M1 sont orthogonales. Alors tout temps de saut T de M est un temps
de saut d 'une seule composante. Si l ' on se donne une suite (T ; n6]N) de
temps d'arrêt épuisant les sauts de M, on peut la séparer en d suites

(T 1 ; néSM) ( l^ i^d), où ( T 1 ; n 6 N ) épuise les sauts de M 1 . Nous avons ainsi,
pour tout e>0,

( 1 ) lsw^ I: ilAMtT^ll^^^riAMi^)^]

^ V^. ( l^ i^d, néM).

Par conséquent,

( 2 ) A ' , r^ A ^ , où A^t) . ; 'M(s) 1 ^ ^ M ( S ) ; ; > ^ '



A^
A

^

(i

1

1

<

où A^( t ) =,

i^d. tC-lR^.).

' 0 si j^ i

E AM' ' (s) I|-
s^t L AM^s)!^]' si j=i

II en découle que

M^ = A^A^ z^ L^., où L^A^-A^ (l^i ̂ d) ;

(3) <M£,M£>= z ~ ^ , < L . , L . > car < L . , L . > est la matrice nulle.

On remarque que les composantes de L. sont égales à

L3 =.
0 si j7i

(li1, J^d)
(MY si j=-î

Et

(4)
0, si k^i ou jVi

kj<L^.>

<(M 1 ) Ê , (M1)^^, si k=j=1

(l^iî J,k^d)

De^memeonaeut montrer que 5(^,1^) est la matrice de composantes
S^.(M) = [(M^^ (MVJ*.

Considérons maintenant une suite (M ; n61N) de martingales locales
vérifiant les conditions précédentes et supposons que pour tout i=l,...,d,
(M1 ; n6lN) satisfait la condition de raréfaction asymptotique des sauts et

que (<M^ .M^> ; n^lN) est C-tendue. Alors ([(M^, (M^] ; n6]N) est

D-tendue pour tout e>0 (Corollaire II.3.12 et Théorème II.3.2)et cette suite
vérifie en particulier la condition II.3.8.(2). Or, d'après l'hypothèse faite sur
les sauts, S.^. (M )( t ) S 0 ( -i:€R+ ) et d'après les inégalités de

n^oo
KUNITA et WATANABE, ^^-————-——_______^^

(5) S^M^RM^^n172 [(^)£,(^Ç)Ê]1/2

11 est alors facile de déduire que S . . ( M ) ( t ) -> 0 en vertu deij' n7
n-1-"



II.3.8.(2) et du fait que <(M^) ,(M^)S (t) p 0 (tC\)'
n+00

On aura alors que StM^M^t) p 0 (t^]R ) et de (4)P
n-t-a

et (3) on obtient finalement que (M^ ; n^lN) satisfait la condition de raréfac-
tion asymptotique des sauts.

12. COROLLAIRE

Soit (M ; n^]N) une suite de processus vectoriels telle que
—————— Un -, ———-j————————————— -——•——————————————————————————. —————!———

Pou^ tout nélN, M^ é (M^10^,?])0 et ses composantes sont orthogonales.

Supposons que pour tout 1 = 1 , . . . , d , les hypothèses suivantes
soient vérifiées :

( 1 ) (M^ ; n6'M) satisfait la condition de raréfaction asymptotique
des sauts ;

(2) <M^,M^ >(t) p A^t ) , pour tout t€lR^, où A1 est une
n'î'00

fonction croissante continue de ]R_^ dans lui-même, A^O) = 0.

Alors (M^ ; n^lN) converge en loi vers une martingale vectorielle
gaussienne continue (canonique) dont les composantes sont indépendantes. La
fonction A est 1 e processus croissant associé à 1 a i-iëme martingale
composante ( 1 ^ i < d).

Lorsque A^t) = t pour tout télR^ tout i=l,...,d, on obtient
ainsi un critère de convergence en loi vers 1 e mouvement Brownien d-dimensionnel.

Nous avons démontré ce corollaire dans [35_] par d'autres méthodes,
sans passer par le Théorème 8.' Il y a été appliqué à l 'étude statistique d'une
famille de processus ponctuels.
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I I I - Q U E L Q U E S CAS P A R T I C U L I E R S

I I I . 1 - THEOREMES L I M I T E S C E N T R A U X POUR LES M A R T I N G A L E S A TEMPS D I S C R E T

1. D E F I N I T I O N S ET NOTATIONS

Soit (^,E ) un espace mesurable et soit C = (G° ; mé-lN) une
filtrat-ion discrète sur cet espace. Nous supposons [° = G^.

Un processus croissant r = (T ( t ) , t^lR ) continu à droite, nul à
l 'origine et en escalier est appelé un changement de temps discret de G° si pour
tout t^R , ^ ( t )é - ]N et est un temps d'arrêt de G°. Nous supposerons toujours
T(°°) = 1 1 m -r(t) = +œ.

t^°°
Nous désignerons par È oï ta filtration (S "changée de temps",

c'est-à-dire (G°oT = (G0 ,^ ; té^). Si A = (A(m) ; m<-]N) est un processus

(à temps discret ou suite) (G°-adapté, Aor = ( A ( T ( t ) ) ; té-lR^) est (E°oT-adapté.
Soit P une probabilité sur (^,E°). Comme d'habitude nous complétons

toutes les tribus et nous supprimons le "o " dans nos notations. On voit aisément
que la filtration (GoT satisfait aux conditions habituelles.

2. LEMME

Soit T un changement de temps discret de © vérifiant en outre la
condition A-r( t ) = 0 OL[ 1 pour tout t € ]R .

Tout processus A = (A(m) ; m6]N) (G-prévisible est changé par T
en un processus Ao-r , (go-r-prévisible si et seulement si T est (Go-r-prévisible.

Démonstration : T est en fait un processus ponctuel non explosif.
Désignons par (T ; n<f]N) la suite de ses temps de saut.

T o = o .
T = lim T = +°°oo ^ n

ï(a).t) = n sur rT^Tn+lŒ''^^)-

La tribu prévisible P((E) sur ci x ^ est engendrée par les ensembles
de la forme E x {n} (n^'lN), où E 6 G ,.

Si T est (SoT-prévisible, chaque temps d'arrêt T (n^lN) est
prévisible. Posons [4; = G ,^ (16^) ; F = ([, ; t(^). Il est clair que

F = G /y ) = G (n^-lN) et que tout élément B de F. s'écrit comme une réunion
~ lr\ -T^ 'n ~ -
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disjointe :

( 1 ) B = z G^ n{T^t<T^}. où G^(n^)

D'autre part, la tribu [-r _ est engendrée par les ensembles de la forme
n

3 n ̂ ^ ou Qç^t' ^P^5 ( 1 ) 1 1 s l en suit ^e Ey est engendrée par les
n~

ensembles de la forme G i / ^ \ { T , < t < T }, G ,ç G , Orn-l n- i— n n-1 =n-l'

^n-il^V = ^(^ = "-^ in_i et par conséquent [y = G , = [r •
n~ n-l

Montrons que l 'application T : ^ x ]R_^ -^ x ]N est P(F)/P(G)-mesurab1e ;
c 'es t équivalent à prouver que tout A (E-prévisible est changé par T en un
processus Ao ï (Eoî>-prév1s ib1e) . Soient n<^]N, E € G ,. Si T est un temps

d'arrêt de F notons

f T ( œ ) si œ ^ E
T^) = \

[ +œ si LO ^ E.

Alors,

T'^EX^}) = { ( œ , t ) ^ E x \ : 0)é^, T ^ ( œ ) ^ t < T ^ ^ ( œ ) } =

= t ^n ÎE - (^IÎEB:-

Or, puisque E^ [^ et que T^ est prévisible,
n~

^^nh9 ^n+l^Œ6 pn(IF) ^-^ H9 III•T 4 9 ) î donc T est P(F)/P(G)-mesurab1e.

Réciproquement, si tout A (Ê-prévisible est transformé par r en un
processus Aoï F-prévisible, alors r lui-même est F-prévisible car il est le
processus changé de temps de l' identité sur ]N. •

Nous noterons o((E) l 'ensemble de changements de temps discrets e
de Ç tels que A © ( t ) = 0 ou \ pour tout té-]R et 9 est (Go6
prévisible.

- 3. LEMME

Soit A = (A(m) ; méIM) une suite strictement croissante,
(G-prévisible, A ( 0 ) = 0, A(m) < œ pour tout m ^]N et A ( œ ) = lim A(m) = +œ.
Soit e 1 e processus défini par e ( t ) = inf{m^3N : A ( m + l > t } , (t^-IR ). Alors
6 é O ( ( G ) .
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Démonstration : Puisque A( .+ l ) est G-adaptée, e ( t ) est un
doO-temps d'arrêt pour tout t€ ]R . D'autre part e est croissant, continu à droite
et l 'amplitude des sauts de e est égaie à 1 car A n 'est pas constant pour deux
entiers consécutifs (c. f . ['51, IV, T 43, 45) . Appelons (T ; néM) la suite
d' instants de saut de o. Nous avons que T =0 et T^= œ car e (0 ) = 0,
e( t ) < °o pour tout té'R . Par ailleurs, on a les relations

e ( A ( n ) ) = n. A (e ( t )+ l ) > t ^ A ( e ( t ) ) et T^ = A(e(T^)) = A(n+l) (nç]N ,t6]R^).
Montrons que chaque T est un temps d'arrêt Œoï prévisible. En effet,
définissons la suite

"m ' V^- ̂ 1-^) sur tV-î et "m - - sur ^n^ • ^P1'"
les relations précédemment établies, T , est G -mesurable et chaque U estn+1 =n m
F-r -mesurable (où F, = G , . , , x , t êR , ) . D'autre part,
- 'p -L ~ Q [ t ) '

T^U^T^ et U^T^ sur { 0 < T ^ < » } .

Donc, d 'après [5], III.T.16, U est un temps d'arrêt de F.

Puisque la suite (U Am ; m>l ) annonce T -,, le lemme est démontré. 1

4. Considérons maintenant une suite ((G ; n(r]N) de filtrations
(complètes) sur (^,F,P), vérifiant les conditions du n° 1 ci-dessus.

^p - (Qn.ni • m^-'
Soit (M ; n^lN) une suite de processus tel que chaque

M = (M (m) ; m61N) soit une (G -martingale vérifiant en outre

( 1 ) EtM^m)) < œ pour tout m^]N,

(2) M^(0) = 0.

Nous avons alors ta proposition suivante :

5. PROPOSITION

Soit A une fonction croissante continue définie sur ]R , A(0 ) = 0.
Sous les hypothèses du n° 4, supposons qu'il existe une suite (e ; n6]N) cle^
processus telle que pour tout n 6 ]N, e soit un élément de 0 (G ) et que en
outre
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• 1 ) ^'^•^•n^'l0.-•^ L 1^, > cl/ ̂

pour tous t e » , oO ;

(2) 18^ r"^-1 §^ F A ( t ) , pour tout t6R W
n+°°

(oû ^,k = ^W - Mn(k- l^ k^l' n<^).

A10rs ^n^n ; "^ converge en loi vers une martingale gaussienne
continue, de processus croissant associé A .

Démonstration : On voit aisément que pour tout nélN, la suite
(m} : mC^ } où A (m\ = v"1 ^^-12 _ , - , , ,^- (A^(m) ; m^ ) où A^(m) - 4.,^^^ si m^ est G^-prévisible

et M^ est une G^-martingale. c 'est-à-dire A^ est le processus croissant
(prévisible) associé à la martingale M^. D'après le théorème d'arrêt de DOOB,

^n et ^n " Ano9n sont des ^no9n"mart inga1es• D l aP^ès le Lemme 2,

A^o6^ est (G^o6^-prév1s ib1e et nous aurons donc que <^oe^,M^e > existe et il

est égal à A^e^. Il en découle en outre que M^e^ ç M^100 ^ ,9 f} (c.f.ri8])

Nous avons ainsi que l 'hypothèse (2) ci-dessus représente l'hypothèse
1 1 . 4 . 5 (2) pour ta suite (M^e^ ; n^lN). De même on voit facilement que
l'hypothèse ( 1 ) ci-dessus représente l 'hypothèse forte de raréfaction asymptotique
des sauts pour (M^e^ ; n^lN). On applique alors le Théorème 1 1 . 4 . 5 et on achève
ainsi la démonstration. 9

6. La proposition contient déjà - à titre de corollaire - un bon nombre de
résultats classiques (Théorème de DONSKER ou Principe d'Invariance, Principe
d'Invariance pour les Martingales à temps discret, e tc . . . ) . Cependant, on peut
améliorer encore ce résultat en relâchant un peu les hypothèses sur les change-
ments de temps.

Cons@(rvons les notations de la Proposition 5 mais, cette fois ci la suite
/ - ; né-]N) sera fixé par la définitionn

e^( t ) = inf{m€3N : A ^ ( m + l ) > t } , (nc]N, t^), où (A ; n<r]N)"H 1 / u-<=in . "^iin-l; ^ L; , (Jltjm, -C é:JK ) , OU (A

est la suite introduite dans la démonstration de 5.

( * ) Pour simplifier l'écriture nous conviendrons dans tout ce paragraphe que
les sommes du type ^ ^ ( . . . ) sont n u l l e s .



D'autre part, nous supposerons A( t ) = t, (té^) pour simplifier.
Nous avons ainsi 1 e lemme suivant.

7. LEMME

Soit (r ; né-]N) une suite de processus telle que pour tout nC-lN,
^ soit un changement de temps discret quelconque de (G . Si les hypothèses
5 . ( 1 ) et 5. (2) sont vérifiées par (r^ ; n^JN), alors elles sont également
vérifiées par (e ; n^]N).

r>

Démonstration : r . = E'"^"1 ç2 , et~———————— n,i\ n,K
r>

^k-^^n.k^l^] > e ] ) ' (£>0 ' ( ^ k )6^ 2 )

Remarquons d'abord que pour tout N^]N*, la suite Z1^ = max ç ,
(n^]N) converge en probabilité vers zéro. ^^(^

En effet, Z <_ sup A ( A o r _ ) ( t ) et par conséquent pour tout
té ' [0,N1 n n

e,6>0,

^ >e) i P ( W ^ ( A ^ T ^ 5 ) > e )

Or, puisque A^o ï ^ ( t ) p A ( t ) = t (t6]R^) et que A est une fonction
n+°° „ ?

croissante continue, nous aurons Pc^n^n^ ° pour tout ^w ' I1 ^enn+œ
suit que ^(A^oT^ô) p W^A .ô ) .

n+oo
Par conséquent,

lim sup ^(Z^e) <_ lim ^ (W^A,^) > e) = 0
n ô+o L

D'autre part, pour tous N, K^]N* nous avons

( 1 ) lim Ï P ( e ( N ) + l > T,(N+K)) = 0
moo " rl

puisque A^oT^(N+K) p N+K et que e^ (N) + 1 > r(N+K) -s i et seulement si
n^oo

A,oT^(N+K) ^N.

Montrons maintenant que A 06 (t) p t pour tout té]R .
n+00

Or.

A ^ ( t ) ^ t < A ^ 9 , ( t ) ^^e,(t).l
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et pour tout NélN*. sup r p Q car
té[0,N] '^V^1 rn°°

]p^ ^ ^n fl m+1 > e) =IP( max r , > e )
t6[O.N] ^n^)^ k^(N)+l n î k '

N+1
^(ZH > ^ % ( N ) + 1 i T ^ ( N + I ) ) + P ( e ^ ( N ) + l > T ^ ( N + I ) )

N+1
^.P(Z^ > .) + P ( e ^ ( N ) + l > T ^ ( N + I ) )

pour tous e>0, nçiN.

On en déduit ainsi que sup [ A , o 9 ( t )- t [ p 0 et que les
t 6 [0,N] n n ' n^°°

suites (A^e^ ; n^]N) et (A^r^ ; nê-lN) sont C-contigues.

Pour terminer, montrons que l 'hypothèse 5 . ( 1 ) est satisfaite par la
suite (e^, n^]N). Or ceci est une conséquence immédiate de ( 1 ) , du fait que
5 . ( 1 ) est satisfaite par (e^ ; nélN) et de l ' inégalité :

e n ( N ) + l ^ ^n^4'1)
'^^l ^ n . k > n ) ^ p ( z k = l ^,k > T1Î ^(^^ ^ ^î^1))

+ I P ( e n ( N ) + l > ^ ( N + 1 ) )
^(N+1)

l p ( z k=l ^^k ' 1 1 ) ^t9^^1 > ^ ( N + l ) )
pour tous £ , n > 0, né-]N, Né-]N*.

8. REMARQUE

Soit A une fonction continue croissante quelconque définie sur 1R
telle que A(0) = 0 et A(oo) = ». Remplaçons la suite (e^ ; nç]N) du lemme +î

précédent par (v) ; n^]N) où

^W = e p ( A ( t ) ) = i n f { mW : A^m+1) > A ( t ) } ( n ^ ] N , télR ) .

Supposons que (^ ; nêlN) vérifie 5 . ( 1 ) et 5 . ( 2 ) avec la fonction
A introduite ci-dessus. On peut montrer alors que [v ; n^]N) satisfait

5 . ( 1 ) et 5 . ( 2 ) en répétant la démarche suivie dans la démonstration du Lëmme 7.
Le seul point qui nécessite être modifié est la propriété 7 . ( 1 ) . En effet, pour
établir 7 . ( 1 ) nous avons utilisé la croissance stricte de l ' identité sur (R
Avec une fonction A qui n 'es t pas nécessairement strictement croissante iî faut
procéder d'une façon différente. Pour tous N. r^]N*, i1 existe
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K^ ^ > 0 tel que A(N+K^ ^) - A ( N ) > 2-^. Puisque par hypothèse

A^oT^(N+K^) p A(N+K^ ^), nous aurons que
n+°° *

( 1 - ) lim P(^(N)+1 > T^N+K^ ^) = 0
n^-oo î

En remplaçant 7 ( 1 ) par ( 1 ' ) (resp. N+l par N+K., ) la démonstration du
Lemme 7 s'étend donc au cas présent.

Supposons en outre que chaque A est strictement croissant et que
A (oo) = +00. Dans ce cas, e est prévisible d'après le Lemme 3 et puisque A est
une fonction continue, v est (G ov -prévisible, (né IN). On voit aisément que
^W = 0 ou 1 pour tout tç]R et que ^ (oo) = oo car A (m) <œ pour tout
n€]N. Par ailleurs, l 'hypothèse A (~) = œ ( n ç ] N ) entraine que v (t)<~ pour tout
teR^. Il résulte alors que \^ é- o(Gn) pour tout .néIN.

Le rôle de la suite (\) ; n<^]N) sera éclairé par le théorème suivant :
9. THEOREME

Soit (M^ ; nélN) une suite telle que chaque M = (M (m) ; m6]N)
soit une (G -martingale à temps discret vérifiant M (0) = 0,

p

E(M^(m)) < oo, (m^]N) et Cl E=nîm"V^+oo où ^n.m 'V"15"^"11 ((n»m)<c ]N2) •

Soit A une fonction continue croissante définie sur R telle que
A(0 ) = 0 e.t At" ) =".

Supposons qu'i l existe une suite (r ; néïN) de processus telle que
chaque r soit un changement de temps discret de (£ et que

/ , x /n ,^Gn,k-l / 2 , , P .
( 1 ) ^-i ^ (^ k l^ Ir l̂  ^ °K-1 n î K L l ^n , k ' ^ n^œ

pour tous télR , e>0 ;

^.(t) G î, î ? p
(2) E " E-"^"1 ^ ï A ( t ) , pour tout télR,

K-i '^ n^œ —————— +

Alors (M oï ; nélN) et_ (M ov , n^lN) convergent en loi vers une
martingale gaussienne continue, de processus croissant associé A.
({v ; n61N) étant définie par :

\^(t) = inf{m<^ : A (m+l)>A(t ) } , n6]N, téR^ où (A ; n61N)

est la suite définie dans 5 ) .



Démonstration : D'après 7 et 8 (v ; n^M) vérifie 5 , ( 1 ) et 5 . ( 2 ) et

puisque v é o(Œ» ) pour tout n^rIN, nous obtenons le résultat pour (M o\^ » n<î-]N)
en appliquant la Proposition 5. Nous ne pouvons appliquer ni ta Proposition 5 ni
le Théorème 1 1 . 4 . 5 à (M o^ ; n^]N) car bien que chaque M or soit une

G oî-mart ingale d'après le Théorème d'arrêt de DOOB, < M n-r , ̂ o^ > est en

/ \ p
général différent de z , " ÎE"11 ' ~ ^r, b (ce dernier processus n 'est pas

nécessairement (G oT -prévisible). Nous montrerons plutôt que (M oT ; n^lN)

converge en loi par un argument de changement de temps. Nous notons

^n^n (n^)-
Supposons d'abord A ( t ) = t (té]R ) pour simplifier. Introduisons la

suite de processus croissants et continus à droite (^ ; n6-]N), où
^(t) = A^ (^ ( t ) ) , (t^, n^JN)

P
Nous avons que ^ (t) ^ t pour tout t ^ 1 R . » d 'où

N P n *n^oo
Pp((^ »A) _ - ^ 0 pour tout N < ]̂N . Il s ' e n suit que (L o^ ; n<?]N) converge en

fl^oo

loi vers la même limite que celle de la suite (L ; n^]N) (c. f . p.] , sec. 17
et Théorème 4 . 1 ) .

Or L o(^ = M oT pour tout neIM. Donc (^o-r ; n^]N) et

(M o^ » n<f-]N) possèdent la même limite en loi.
La démonstration est ainsi terminée lorsque A est l ' identité sur ]R .
Soit A une fonction croissante continue quelconque vérifiant les

conditions de l 'énoncé. Soit B son "inverse à droite", c 'est-à-dire

B(t) = inf {s6- ÏR^ ' : A ( s ) > t} (télR^)

B vérifie les propriétés suivantes : B(0) = 0 ; B( t ) < œ
pour tout t6']R car A ( œ ) = +00 ; B est continue à droite et strictement
croissante car A est continue ; A ( B ( t ) ) = t pour tout téR^ mais
B (A ( t ) ) = t si et seulement si t est un point de croissance stricte de A.

Pour simplifier, supposons que A possède un seul intervalle de
constance 1 = [a,b] ( c 'es t une restriction anodine). Sur cet intervalle la
martingale gaussienne continue (canonique) de processus croissant associé A est
égale à sa valeur en a, c ' es t une conséquence de la définition même de processus
croissant associé à une martingale continue.

Posons T = T oB (n61N). Chaque T est un changement de temps discret
de (6 et la suite (T ; nélN) vérifie ( 1 ) et A oT^S t, Ct€^) .

n^oo
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Par conséquent, d'après le première partie de cette démonstration
-^) converge en loi vers un mouvement Brownien canonique.( M oï » n^JN) converge en loi vers un mouvement Brownien canonique.
En appliquant encore tes résultats de [ij sec. 17, nous obtenons que

(M oï oA ; n^]N) converge en loi vers une martingale gaussienne (canonique)
continue de processus croissant associé A.

Nous aurons terminé si nous montrons que (M or » n^lN) et
(M oT oA, n^lN) sont C-contigues. Or, pour tout t ^'Jâîb^, M o^A(t) =

M or (t), (n^lN). La C-contigLhté sera alors établie si l 'on prouve que

sup i M ^ o A W - M ^ V t î l Ç 0
t é- 1 n+o°

Or pour tous ti-I, né-n

|M^oA(t) - M^T^( t ) | ^ ]M^oA(t) - M ^ o ^ o A ( a ) |

+|M^oA(a) -M^(t)|

c'est-à-dire, puisque M oT oA(a) = M oT (a),

(3) sup |M^oA(t)-M^-r,,(t)| ^ sup |M^^oA(t)-M^o^oA(a.)|

+^up^ |M^^( t ) -M^^(a) |

Le premier terme du second membre de (3) converge en probabilité vers 0
car (M oToA ; n^lN) converge en loi vers une martingale continue qui est égale
à sa valeur au point ae 1 sur tout l ' intervalle I.

Il reste à montrer que le second terme du second membre de (3) tend vers
0 en probabilité. Pour cela, notons

U,(t) = ̂ n^^n^n^5 V^'V^^-V'n^ (nç]N ' t^ ]R-^ )•
0

Chaque U (resp. U -V ) est une martingale par rapport à ta fittration

F = (G / . x ; t^R ), et .U (0) = 0. (Remarquons encore que V n 'est pas
^^ /

nécessairement un processus prévisible).
D ' a u t r e part,

(4) sup sup ] V ( t ) -V ( s ) | -> 0
t^b-a O^s^ t n^

d'après (2) et du fait que A est constante sur I.
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De (4) on déduit que pour tout e>0

(5) P( sup AV^( t ) |>E: ) -^ 0.v --r , - - n v J l > ^ J
t^b-a n^«

Si T est un temps d'arrêt fini quelconque de F, nous avons

(6) E(U^(T) ) = E ( V ^ ( T ) )

Soient n,e,y>0. Alors

(7) P( sup |U(t) >n) =P ( sup ] U (t) >TI, sup I A V (t)|^) +
t^b-a n t^b-a t^b-a

+P( sup | U ( t ) ] > T i , sup | A V ( t ) ] > e )
t^b-a n t^b-a n

< P( sup | U ( t ) | > n , sup | A V (t)|^) + P( sup | A V (t) >e)
~~ t^b-a n t^b-a n t^b-a

Appelons ^(n,e) = {o j6^ : sup [ A V (œ, t ) le}; U*(t) = sup |U ( t ) | .
t^b-a 1 1 1 1 s^t

De (6) et de 1 1 . 2 . 2 . on déduit que

(8) P ( {U^(b -a )>T i }n^ (n ,£ ) ) i—E( {V^ (b -a )A(s+y) } I ^^^ )

+ P ( { V ^ ( b - a ) > y} n^ (n , c ) )

Finalement de (5 ) , (7 ) , (8) et du fait que V (b-a) p 0 nous obtenons
n^œ

U*(b-a) p 0. •
n+o

10. P R O P O S I T I O N
Nous conservons les notations du Théorème précédent et supposons que

les hypothèses suivantes sont satisfaites :——————————————————^—————————

(1) M ^ ( 0 ) - 0, E ( M ^ ( m ) ) < -, z;^ E^5"1-1 ^^ - ^

avec ^^ = M^(m) - M^(m-l) / 0 ( ( n , m ) < ^ ] N 2 ) ;

(2) (M ov ; n<^]N) vérifie 1 a condition de raréfaction asymptoti'que

des sauts ;

(3) (M ov ; n<?]N) converge en loi vers une martingale gaussienne
(canonique) continue de processus croissant associé A .

Alors, pour tout t é ]R ,

A,o^(t) p A ( t )
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Démonstration : D'après le Théorème II.3.13, les hypothèses (2) et (3 )
entraînent que la suite (A^o\^ ; n<-]N) est C-tendue. Soient Né IN*

£,n>0, i1 existe ( n ^ , ô ^ ) ( ^ ] N x R^ tel que

(4) P ( W p ( A . , o \ _ , 6 ) > e) < n pour tous n^n , 6 ^ 6 .
p

Mais d'autre part. si ç^ =^E=ï}9m~l ç^ = A^(m)-A^m-l) ,

(5) P( sup ç ^ ( t ) > c ) < P ^ A o ^ . ô ) " £)
t 6 [0,Nj n î n - L n n

pour tous Ne IN*, £ ,ô>0, n61N (voir démonstration du lemme 7) ,

Donc P( sup ç«»^ / '+ \ > £) < n pour tout n > n , i.e.
t ç [0,N] n l } { t ) ~ °

SUP Çn i/ p ° P01^ tout N^]N*.
k ^x. (N) n î k n^

De même sup ç / . , = sup ç . S 0, car
t e [0,N] "^n11^1 k^^(N)+l n î k n^

^(N)+1 ^^(2N) (N6]N*)'

Or, l'hypothèse ( 1 ) entraîne, pour tout te'lR^, n^]N

Anov,(t) ^ A ( t ) <A^^( t ) + ç^(^i

Par conséquent sup A o \ )_ ( t ) -A ( t ) S 0 pour tout N61N*. 1
t 6' [0,N] n n n^

1 1 . En appliquant la Remarque II.4.8.3) nous pouvons obtenir également
des théorèmes centraux limites pour des semi-martingales à temps discret. Plus
précisément, nous travaillerons avec des semi-martingales spéciales (dans la
terminologie de Î^EYER) ou de quasi-martingales (dans celle de FISK, OREY, RAO) .
C'est-à-dire nous considérons une suite (X ; n61N) de processus à temps discret
tels que X est <E -adapté etri n p

( 1 ) Ci11^'"1'1 (V"1)-^"1-!))! < "' ("^0.

Chaque X se décompose alors de façon unique comme
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(2) WO)+M^, où V,(m) - z^E0^-1 ( X ^ ( k ) - X ^ ( k - l ) ) ,

si m^l. V^(0 ) = 0, et M^ est une (^-martingale, (n<?]N).

Nous supposerons en outre que X (0) = 0 pour tout n<?]N et
Q

(3) E(M^(m) ) < œ, pour tous n, mé]N (ce qui est en particulier

vérifié lorsque E(X^(m)-X^(m-l))2 < œ ; mé]N).

posons ^n.m = Mn(m) - ^t"1-1)
p

= Vni)-X^(m-l) -E^^'^X^mî-X^m-l)) ( ( n ,m)^ ]N 2 )

et

0 si m=0
^n^î = 1 (n <^]N)

l̂î -1 ^ —,i
Si A est une fonction croissante continue et telle que A(0)=0, nous

définissons la suite (^ ; n6]N) comme dans le Théorème 9 :

^(t) = infWH : A^(m+l) > A ( t ) } (inf 0 = +oo)

Nous conservons ces hypothèses et notations dans le Théorème suivant

12. THEOREME

1) Soit (e ; n<?]N) ç n Q(C ) telle que
(N n ——————

( 1 ) Z^^E0^-1^2 T ^ y n{ ) ^-A ^ (^n.k ^ç ,>c]) " 0''-"nîk J n+œ

pour tous t ^R^, e>0 ;

(2) Anoen( t) p A ( t ) î POU^ tout t^]R^_ ;
n+oo

(3) ^ l^"^"1 ( X ^ ( k ) - X ( k - l ) ) | p 0, pour tout t é R .
n+œ +

AJqrs^ (^o^ » né-lN) converge en loi vers une martingale gaus-
sienne continue, de processus croissant associé A .



2) Supposons en outre ^ m / o î V^ = +œ POU^ tous n,m 6 IN et
A(œ) = +00. ' — .

Supposons qu'il existe une suite de processus (r ; n6]N) telle que
chaque T^ soit un changement de temps discret de (£ vérifiant ( 1 ) , (2) , (3)
ci-dessus. Alors (X^o-r^ ; n^M) et (X^o^ ; né]N) convergent en loi vers une
martingale gaussienne continue, centrée de processus associé A.

Démonstration :

1) L'hypothèse (3) entraîne en particulier que

^ ^m M-I ^n^n^l p 0 P0^ tout Né]N*- ^nc (X .u . ; n6]N) ett e LU»1 'J r[^00

^n^n ; n63N^ sont c-cont^gues et le résultat découle de ta Proposition 5.

2) Comme avant, (X^oT^ ; n^lN) et (M^or^ ; n^]N) sont C-contigues.

On applique le Théorème 9 et on obtient que (X^o-r^ ; nCIN), (M or ; n6]N) et

^n^n ; n^]N) convergent en loi vers une martingale gaussienne continue, de

processus croissant associé A. Pour terminer nous montrerons que (M ov ; né-lN)
et ^n^n ; n<?]N^ sont C-contigues. Pour cela nous prouverons que l'hypothèse
1) (3) est vérifiée par (^ ; n<?]N).

D'après 8 . ( 1 ' ) . pour tous N, r^]N*, il existe K., > 0 tel que

(4) P(^(N)+1 > T , (N+K^^, ) ) -. 0
n+00

p
Posons B^(m) = ̂  r"^"1 ( X ^ ( k ) - X ^ ( k - l ) ) . ( ( n .m)é^ 2 ) .

B^ est croissant en m pour tout n^]N.

Alors, pour tous tç^, £>0, N^IN* tel que N ^ t, nous avons

P(B^(t) > c ) =P(B^(t) > e . ^ (N)+ l ^(N+K^))

+P(B,o^( t ) > e. ^ ( N ) + I > T , ( N + K ^ ^ , ) )

^P(B^(N+K^) > . ) + P ( ^ ( N ) + 1 > T,(N+K^))

Or, par hypothèse B^ (N+K^^,) S 0 et en appliquant (4) on déduit
que ' n+00

B^o^(t) p 0 •
n* •



13. Comme nous disions au n° 6, la Proposition 5 généralise déjà un
grand nombre de résultats concernant le Principe d'Invariance pour les Martingales
Discrètes. Remarquons que si (^ ; nélN) est une suite de fonctions croissantes
en escalier, continues à droite, telle que T (0) = 0, AT (t) = 0 ou 1 et
T^H = +00 (neiN, té-lR^) ; alors r^ ^ o(^) pour chaque né']N. Il en est ainsi-

en particulier pour T^( t ) = [nt], (né-N. t0^) où [:u] désigne la partie

entière de Télément u de ]R. Nous énonçons maintenant un corollaire immédiat
de la Proposition 5, Corollaire qui a donné lieu à une intéressante application
dans ta Thèse de Sème Cycle de Mademoiselle Nelly MAIGRET. Fixons d'abord
quelques notations.

Nous disposons d'une seule filtration discrète € = (G ; m 6 IN)
complète pour P.M = (M(m) ; mélN) est une (È-martingale telle que M(0) = 0
et E(M(m )2;< oo pour tout m^]N. On pose ^ = M(m) - M(m-l), m6]N*. Nous avons
ainsi 1 e

14. C O R O L L A I R E

Soit A une fonction croissante continue définie sur ]R , A(0)=0 .
Supposons qu'il existe une suite (b^ ; n6lN) de réels strictement positifs,
t e 1 1 e q116 1VOO ^uaï}d î 00 et que les hypothèses suivantes soient vérifiées

'" ^Esk^ •n^ ̂ 'i °.
pour tous té]R , £>0 ;

( 2 ) \ ̂  E^"1 t^ S A ( t ) , pour tout t 6 l R .
br} ^œ

Alors 1 a suite (M^ ; n^). ou_ M^(t) = ^- M(nt]) (nélN, t^),

converge en loi vers une martingale gaussienne continue, centrée, de processus
croissant associé A.

Le lecteur est invité à consulter [16] où ce coronaire a été
appliqué par Melle MAIGRET dans le contexte suivant :

(Hl) (E,^p est un espace mesurable où la tribu E" est à base
dénombrable. (^,E,(I\ ; X Ô - E ) , (Z^ ; nc-]N)) est une chaîne de Markov à ensemble
d'états E, apériodique, récurrente Harns positive ( [l6]), de probabilité inva-
riante p et de transition TT. Pour toute probabilité À sur (E,£),P

(resp. E^) désigne, comme il est coutume, la distribution de la chaîne (resp.



l 'espérance par rapport à P,) lorsque À est la probabilité initiale. Si \A
est ta masse unité au point xç; E nous ferons l 'abus de "langage qui consiste
à remplacer À par x dans les notations précédentes.

(H2) Soit F une fonction mesurable de E dans R de carré
u^TT-intégrable (*), telle que

f Fd(p a TT) = 0 et M €> 7T ( ( ( x , y )6E 2 : F(x,y) + 0}) > 0.
JE2

II existe alors une fonction bornée E-mesurable de E dans 1R vérifiant
l'équation de Poisson (c.f. [16]).

jl-Tjl = F, v-p.s. (*)

(H3) On suppose que A est de carré p-intégrable.

La filtration €° = (G ; mé^) est la filtration naturelle associée
à (Z ; méM), c'est-à-dire G° = (Z, ; k <_ m) (m<f]N). Nous Supposons

G^ = F et on note ^ la filtration complétée pour P , où À est une
probabilité sur (E,f). Dans un tel contexte on définit deux processus à temps
discret, î^-adaptésT M^ = (M^m) ; m é^) et X^ = (X À (m ) ; m ê]N), où

M^m) - ̂  [F(Z^,.Z,) + HI^ - .F(Z,.,) - ..(Z,.,)]

X^m) = ̂  F(Z^^Z^), (m€H)

N. MAIGRET a montré que MÂ est une (C^^P.)-martingale, vérifiant
1^(0) = 0 et E (M^m)2) < œ pour tout mé^. Si Ton définit A( t )=C(F) t
( t^R^), où

C(F) = f . p(dx)Tt(x.dy) F^x^) + 2 f ^(dx)rt(x,dy) F(x,y) Jl(y)
JE2 JE2

et si l 'on pose b = /ïï (n6M*), b =1, alors les hypothèses du Corollaire 14

sont vérifiées par M^, (b ; n6^) et A.

2 2 /(*) p ç TT est la mesure sur (E ,6 ) définie par y <0 7r(A) =J ? I«(x,y)p(dx)
7r(x,dy). D'autre part 7rF(x) =J^ F(x,y)7r(x,dy) ,TrJl(x)=/^A(y)7r(x,§y), ( x < ^ E ) .
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Si nous désignons par B le mouvement Brownien canonique, ta martingale

gaussienne continue centrée, canonique, de processus croissant associé A défini
ci-dessus possède la même loi que \ /C(F) B, c 'es t pourquoi nous la représentons
sous cette forme dans 1 "énoncé suivant.

15. THEOREME (N. MAIGRET ["161)

Sous les hypothèses (Hl), (H2), (H3), 1 a suite (M^ ; n<?]N)
x — n

(rejsj^. (M^ ; né^)) converge en loi vers la martingale \ /C(F)B (resp. pour
p-presque tout x 6 E ) , o u ^ M^(t) = ^- M^ ( [nt] ) (resp^. M^(t) ^^-M^rnt i )) pour
tous n^]N, t ̂ . n n

En outre (M^ ; n6-]N) et_ (X^ ; n6]N) (resp. (M^ ; n^lN) et

(X^ ; nélN)) sont C-contigues relativement à P (resp. relativement à P
— — - ) ( _——————— y

pour ju-presque tout x6E). où X^(t) ^x^tCnt]) (resp. X^( t ) = ^L x^ [nt]))
n n

pour tous n61N, t^R .
Par conséquent,

X^ ^ \fÏ^B et
n+œ

x o^ r~—; -^ vC(F)B , pour p-presque tout xé 'E .
" n+~

16. REMARQUE

Si 6 est une filtration discrète sur (î2,F,P) et
X = ( X ( m ) ; mélN) un processus à temps discret adapté à cette filtration et tel que
E(X (m) ) < °° pour tout mé1N, nous pouvons écrire :

( 1 ) X = X (0 ) + M + R

où M=(M(m) ; m^M) est une G-martingale et R un processus G-prévisible
définis par

M(0) = 0, M(m) - M(m-l) = X^-E'"1"1 X ( m ) , (m >_ 1 )
G ,

R(0) = 0, R(m)-R(m-l)=E . T 1 ~ 1 X (m) -X (m- l ) , (m >_ 1 )

La décomposition ( 1 ) permet alors de ramener aux cas étudiés dans ce
paragraphe l'étude de "Principes d'Invariance" pour des suites de processus à
temps discret plus généraux (en particulier "amarts", 'mixingales", suites

-mélangeantes", etc. . . ) . La méthode consiste à retrouver sur les parties martin-
gales les hypothèses de nos théorèmes ci-dessus, puis on imposera des conditions
garantissant la C-contiguîté de la suite de processus avec la suite de martingales.
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I I I . 2 - A P P R O X I M A T I O N DES D I F F U S I O N S

Dans tout ce paragraphe nous adopterons la présentation des diffusions
-déjà classique- de STROOCK et VARADHAN ( f40]).

1 . HYPOTHESES DE BASE. NOTATIONS.

On désigne par C^{]R ) (resp. C"^)) l'ensemble des fonctions réelles

sur ]R (dçH*), indéfiniment dérivables à support compact (resp. n fois
continuement dérivables et dont les dérivées jusqu'à l'ordre n sont bornées).
Pour simplifier nous écrirons C , ( R ) pour (^(R^.

Soit L : C^) -. C^) l'opérateur différentiel défini par
0

(1) ( L f ) ( x ) = \ ^ a^x) —— f ( x ) + ^ ^'(x) ^ ( x )
Î J 3X1 9X'3 1=I 9X1

OÙ :

(2) Les coefficients (a1 '3 ; l^i, j_^d ) sont bornés, continus, et pour
tout xçR . la matrice a(x ) = (a^x) ; l^i, j^d) est définie
positive ;

(3) Les coefficients (b1 ; l^i^d) sont bornés, continus.

Nous adoptons ici toutes les notations et conventions du paragraphe
1 1 . 5 . On définit alors les applications suivantes sur D(R , Î ) y. ]R :

(4) A^w,!) = f a^^ts^s, l ^ i , j ^ d
^ o

A(w. t ) = (A'^w,!) ; l^i. j^d). wéD^ t^^

(5) B' '(w,t) = f b ' ' (w(s ) )ds , l^i^d
•'o

B(w,t) = (B' ' (w,t) ; l^i^d), w D0, t6^.

2. LEMME

Avec les notations précédentes, A est un élément de ^[D^D^ ] de^
type positif, BC A^,?^. '"

En outre, existent des constantes positives C-, ,C? telles que pour
tous s, t(rlR^, wéD d , l^i, j^d,

(*) Nous rappelons que pour simplifier l'écriture nous notons Dd l 'espace
DOR+, ̂ ), c.f. 1 1 . 5 . 1 ) •
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( 1 ) IA^W,!) - A^v^s)] :^|t-s|

(2) IB^W,!) - B^w.s) ! ic^|t-s|.

Démonstration : Soient wg D , (w ; né-M) une suite quelconque——.—————— p
convergeant vers w dans D . Soit NÉ H . Alors il existe une suite ( À ; nçM)
d'applications strictement croissante^et continues de R dans lui-même vérifiant

(3) r t V^'^5)lim l;sup \Ut)-t + sup log n n——[ ] = 0
n+- t ^ R . v n s^ t ' t"sn^ té R, s/t

et

(4) lim SUD | |w(t)-w (\ ( t)) | | = 0.
n^ t6[0,N] n n

w^t)

w^t)

Posons Z(w, t ) ^R^^^, (w.t) (f•-Dd x ]R^

A^w,!)

A^fw,!)

A^tw.t)

A^fw,!)

A^tw,!)

Montrons que

(5) SUD | |Z(w,t) - Z(w À (t))|| -. 0.
t 6 [0,N] n n n+°°

Pour cela, il suffira de montrer que pour tout l<i, j < d

(6) sup lA13^,!) - A ^ w . À ( t ) ) | -. 0
t ç [0,N] n n n+œ



Or.
lA^w.t) - A ^ w . X f t ) ) ! =

= |j a i j ( w ( s ) ) d s - J^ a^w^s^sl

ft .. .. fÀn ( t )

1 la^wts)) - a^tw^snids + | a^w^s)) |ds

Soit c, une borne supérieure de tous les coefficients a 1 3 , nous
avons alors

t^1"1^ "^rA^I1

i| la^wtsn-a^w^snids+c, sup | x ( t ) - t |
J n 1 tç\0,H] n

Puisque (w ; n^H) converge vers w dans D , (w ( s ) ' ; n^M)

converge vers w (s ) dans ^ pour tout s ç [0,N} sauf sur un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle. D'autre part les coefficients a1 3 sont continus, donc

[a^v^s)) - a^w^s))! -^ 0 presque partout dans [0,Nj et puisque la suite
n+°°

est bornée par 2c,, nous obtenons, d'après le Théorème de la Convergence Dominée
de Lebesgue :

a^wîs)) - a^w^snids -. 0
•'o n+°°

re part, par hypothèse sup |;D'autre part, par hypothèse sup |A (t)-t| -> 0.
tero,Nl n n+«t6[0,N]

Par conséquent (6) en découle et

sup | |Z(w, t ) - Z(w \ (t))| | -. 0.
t^[0,N] n n n+"°

En outre, il est évident que pour tout t éjR , A(. , t ) est
B^-mesurable, et que pour tout w é Dd, A (w , . ) est à variationsfinies sur tout
compact.

D'une manière analogue on montre que B <r A[D ,D ] (on utilise
la même suite (À , n<rN) vérifiant (3) et (4 ) ) .

Par ailleurs A est de type positif car pour tout e <? ]R-,

( e | A ( w , . ) e ) = f (e|a(w(s))o)ds, (w^D^,
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et ( e | a ( x ) e ) ^ 0 pour tout x ç-î^ d'après l .(2).

Finalement, les inégalités ( 1 ) et (2) ci-dessus sont immédiates, elles
sont une conséquence de la bornitude des a 1 3 et b3 (l^i, j<d) , •

3. PROBLEMES DE MARTINGALES ET DIFFUSIONS

Nous dirons qu'une probabilité P sur (D , B(D )) est la loi d'une
diffusion au sens large associée à l'opérateur L de l.(l^ et partant de
x^ si

(1) P^) = 1, P^wCD'1 : w ( 0 ) = x}) = 1

(2) Pour toute f^C,^), le processus ^f sur (D01,^?),
B(P),P) est une martingale, où
f ^H ' tw . t ) = f (w, t ) ) - f (w(0 ) ) - ( L f ) ( w ( s ) ) d s

( ( w , t ) 60e1 x]R^) .

Divers auteurs ont montré que pour qu'une probabilité P sur
(D^KD^) vérifie ( 1 ) et (2) il est nécessaire et suffisant que P^) = 1
et Pc ^ro^(x,A,B). (c.f . [40] , [29]). En outre, STROOCK et VARADHAN ont prouvé
dans [40] le résultat d'unicité suivant :

Sj_ (a 1 3 ; l^i, j^d) e^ (b3 ; l^j'id) vérifient les
hypothèses l.(2) et l.(3) et si pour tout xé^ 1 a matrice a(x ) est
définie positive l*y, alors i1 existe une unique loi P portée par C

ehppartenant à Prob(x,A,B). Dans ces conditions i1 existe un et un seul processus
de diffusion associé à L et ce processus est fortement Markovien.

Nous en déduisons le principal résultat de ce paragraphe. Comme
d'habitude nous considérons un espace probabilisé complet (^,F,P) muni d'une
suite (F^ ; n61N) de filtrations satisfaisant aux conditions de DELLACHERIE.

4. PROPOSITION

On suppose que les hypothèses l .(2) et l.(3) sont satisfaites et que
en outre a(x) est définie positive pour tout x^ IR^

(*) elliptique au sens de [29], i.e. ( e | a ( x ) o ) > 0 pour tout 6 € ^ non nul.



Soit (X ; n61N) une suite de semi-martingales d-di'mensionnelles où
P°^ tout né^. X^ = x^M^. M^ ^(M^^CF^])^ B^y10^,?])^ x^.

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

( 1 ) (M ; né-M) satisfait la condition de raréfaction asymptotique des
sauts ;

(2) les suites (^M^M^ ; n<?]N) et_ ( Â ^ f X ) ; n^H) (resp. B1 ; n6M)

et (B^X ) ; n^)) sont C-contigues pour tous, i,k é - { 1 , . . . , d } .— pi —— ——————————

(3) 1 a suite (x ; n(rM) converge dans ]R vers x.

Alors ^(XJ e P . où PfC^- l ei P ê P r o b ( x , A , B ) .
1 1 nt°° x x x ——

Démonstration : D'après le Lemme 2, A ç- A[D ,D \ est de type positif;

B ^-A[D ,D] . Puis, les inégalités 2 . ( 1 ) , 2 . (2 ) entraînent Téquicontinuité des
famines (A^w,.) ; w^D d , l^i, j^d), (B^w,.) ; w6Dd , lii^d) d'où Ton
déduit en particulier que A et B sont des éléments B°-préyisib1es de

A[D ,D J et .̂[D ,D j , respectivement. On en déduit également que les suites

(A^X ) ; ncIQ, (B ' ' (X ) ; n^H), sont C-tendues pour tous 1 ,j ê {!,...,d}.

D'autre part, puisque A1 3^^) = 0 pour tout w ^ D , l^i, j^d, l'inégalité
2 . ( 1 ) entraîne que

A^w.t) <_ C,, pour tous w G D^ l^i, j^d, té R^.

La proposition découle alors directement du Théorème 1 1 . 5 . 8 , de la
Remarque II.5.9.2) et du résultat d'unicité de STROOCK et VARADHAN cité au
n° 3 ci-dessus. •

5. Nous allons déduire maintenant quelques corollaires importants de la
proposition précédente.

Commençons par étudier quelques cas d'approximation des diffusions sur
R. Les hypothèses suivantes seront en vigueur par Ta suite :

( 1 ) a est une fonction continue et bornée, a(x) > 0 pour tout x-€ ]R ;
ft

A(w,t) = a (w (s ) )ds , w é D , t6]R^.

(t
(2) b est une fonction réelle continue et bornée ; B(w,t) = b(w^))ds,

w é D , t élR^. °



Nous considérons sur (îî,E,P) une suite de filtrations discrètes
(6^ ; n6^), e^ = (G^^ ; m^M), où toutes les tribus sont supposées complètes.

Soit (Z^ ; néM) une suite de processus à temps discret définis sur
(^,E>P) telle que pour chaque né-H, Z^ soit une (G^-semi -martingale très
spéciale ( 1 1 . 4 . 7 , I I I .1.11).

Nous supposons que pour tout nçM,

(3) Z^ (0 ) = x ^ ê K .

Soit (h^ ; néM) une suite de réels strictement positifs telle que
"p ^ 0 si n+œ . On pose par définition

(4) \W - Z,([t/h,]), ̂  - Q^^ (n^. t^R,)

et ^ = ^n,t ; t^)' ^ = ^n^) ; t^)' (n^^)

Finalement, introduisons la notation suivante :

AZ^(m) = Z^(m) - Z^(m-l), (n,m)^H2 .

Par convention, z0 ( . . . ) = 0.

6. COROLLAIRE

Supposons satisfaites les hypothèses suivantes :

( 1 ) ^nVn.m-l . 7 , . p .
( ) m=l E ^^^-^^

pour tous e>0. t^, où ^^ = AZ^m)-!'"'"1"1 AZ^(m). (n ,m)6K2 .
p

(2) E=">m-l ^(m) = h^ b(Z^(m-l)) + r^(m,n)

pour tout (n,m) ^M2, où la suite (n,(m,n) ; (n,m) ç M2) vérifie

E |ni(m,n)| -^ 0 pour tout NéH*
^[N/h^] n+°o ——————

(3) E'"^-1 (AZ^ (m) ) 2 = h^ a(Z^(m-l ) ) + n^(yn.n)

Pou^ tout (n,m)ê]N2, ou_ (n^(yn,n) ; (n,m)éM 2 ) vérifie



z | n ? ( m , n ) [ p 0 pour tout Né^*
mi[N/hJ ^ n^œ ——————

(4) x^ -^ x, xéP.
n+°°

A10rs oL(X^) ^ P^ <3u P^ est l 'unique solution du problème de

martingales (x.A.B) portée par C.

Démonstration : Chaque Z^ se décompose sous la forme

Z = x +L +Vn n n n
où

Vm) - ̂  ^k-1 ̂ (k)

W - ^nW-r1^-1 A Z ^ ( k ) ) - ̂  ̂

(voir I I I . 1 .11 ) , et par hypothèse. lE(L^(m)2) < oo pour tous n .m^JN.

Le processus croissant associé à la martingale L est

Vm) -^ E^^-2 ,̂ , n .mé^

D'après le Lemme III.1.2., le processus (A ([t/h ]) ; téR ) est
F^-prévisible. Nous avons alors que

X = x + M + Bn n n n

avec ^(^ = ^(^/M)' \eM2oï]oc^^

^W = ^^t/hj)- B^y100^.? ] et est ^-prévisible ;

<Mn î Mn > ( t) =^W^

'^•^^^'u^
£>0, t^, n6]N.

Par conséquent, l 'hypothèse ( 1 ) est équivalente à la condition forte de
raréfaction asymptotique des sauts pour la suite (M^ ; né-]N). Pour conclure la
démonstration nous allons prouver que (3) et (2) entraînent, respectivement, la

^t1guï^^den(<^ÏMn>; n^) avec (At^ î ' n^) et de (B ;n^) avec(B(X^ ) ; n(f]N). On pourra ainsi appliquer la n Proposition 4. n



Notons 1^ = [(m-l)h^, m h^J, m^l, neH.

1 ^ 0 = 0 ' ̂ -
Sur les intervanes 1^ ^, X (t) = Z (m-1) ,

par conséquent
[t/h]

(5) ^n^ -^l ^a(Z^m- l ) ) ,

[t/h]
(6) ^n^ = ^=1 ^ ^^t"1-1)) ' t€ ]R+' n^ ] N•

Nous aurons alors pour tout N^H*,

r^" 1t^^^ '^^^^-i ^^i.
d'où découle la C-contiguité de (B^ ; n^IN) avec ( B ( X ) ; nélN) en vertu
de (2 ) .

Appelons U le processus défini par

[t/h1 G . , .
(7) U^(t) = z^ n E^^-^AZ^k))2, n^. t ^R^ .

Nous avons que r,,,, -,

t^pM]11^'^"'^ ^ ^ 1 " ln2 (m•n) l

et on déduit la C-contigiiité de (U ; né-M) avec ( Â ( X ) ; n^M) en vertu
de (3).

Or,

^(t) -<M^,M^(t) = y E^-^AZ^k))2 - ç2^]

[t/h^] G i , „
= r^^ (JE-"" 1 AZ^(k) ) ' - , t Ê--^, n en.

Soit c > 0 une borne supérieure de 1 a fonction b, alorsp

(E'"'^1 AZ^ (k ) ) 2 ^c 2 h2 + 2c n^k.n)! + (n^M))2

On en déduit que pour tout N G M*,



sup |U ( t ) - < M M > ( t ) ^ N/h h2 +
t^[0,N] n n n n n

O V h J [N/h 7
+(2c + z^ tni (k^) | ) . (Zk=i nit^-) )

et puisque [N/h^h^ ^ 0, l'hypothèse (2) entraîne alors la C-contiguîté de
P^-oo

(U^ ; né]N) avec (<M^,M^>) ; né]N).«

7. REMARQUE

Nous avons énoncé le Corollaire 6 avec la condition forte de raréfac-
tion asymptotique des sauts par commodité d'écriture. En fait, on peut remplacer
l'hypothèse 6 . ( 1 ) par la condition de raréfaction (non forte) :

(1) z^^OE0^"1-1 r2 - fE0"'"1-1 , }2-} 4-l l / ^=1 (Jh ^m (E ^^ ) +

+ sup [Z^^ E0"'"1-1 (n -E^"1-1 n ) ( ç -E^^ç ) | | S o^ ' ' n , m "n^'^nïm ^ n ï m 7 ' '

pour tout t ê ]R , e>0 où'
+'

în,m = ^^ 1 ^ ç^j,^, n^ = ç^^ 1 ^ ^ j^j, (n,m)^^.,2

8. Nous allons étudier maintenant des processus de saut non explosifs du
type suivant. On se donne une suite (T , m >_ 1 ) de variables aléatoires
strictement positives sur (^,[,P) telle que

( z ) ^M < Tm+l((JÛ) P01^ tout a)é^' te1 q^ ^t^) < œ ' m^lN*.

(2) lim T^ = +-P-p.s.
n

(c 'est un processus ponctuel non-explosif selon la terminologie de ( [3]).
On pose T -0, et on considère une suite (X ; m ^ 1) de variables

aléatoires à valeurs dans un ensemble dénombrable E c ]R tel que 0 <^ E. On
appelle ^ la tribu de toutes les parties de E, on pose X =0 et on suppose

(3) ^m) < w P01^ tout m ^ 1 -

Le processus de sauts pur est alors défini par

(4) X ( œ , t ) = X^(œ) Si T^(œ) ^ t < T^(œ).

Le suite ((^^m) » m ^ 1 ) constitue alors un cas particulier de
processus ponctuel marqué au sens de JACOD ([8]). Nous lui associons la mesure
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aléatoire de sauts sur (]0,œ[ x ]R, B(]0,°^ x ]R)) portée par ']0,œ[ x E,
définie par

(5) p(.,dt.dx) -^ c^^^(dt.dx) I^(.)<»]' ( "&" )

qui est en fait une mesure de transition positive de (^,[) sur (IR,B(]R))
(e^ désigne la mesure de Dirac au point a ) .

Supposons X adapté à une filtration F satisfaisant aux conditions
habituelles. Une mesure aléatoire n sur (]0,~[ x ]R, B(]0,°°[^ x ]R)) est
prévisible si pour toute application Y : ^ x [0,œ[ x ]R-> ]R, p x B(lR)-mesurab1e
et positive, le processus nY défini par

r rt
• (n Y) (oj,t) =\ Y ( œ , s , x ) n(a) ,ds,dx) ,

JIR -'o

( ( ^ é 1 ^ , t(^]R^) est prévisible, (c.f . [8]).

JACOD montre dans [8] qu'i l existe une et une seule mesure aléatoire
prévisible ^ (à une modification sur un ensemble P-négligeable près) telle que
pour toute application Y vérifiant les propriétés précédentes, on ait

(6) E( f Y ( t , x ) p(dt.dx)) = E ( f Y ( t , x ) ^(dt ,dx))
îR- (̂R,

(comme p,\j est en fait portée par ]0,œ[ x E) .

Cette mesure v est appelée la projection dua1e prévisible de p. 1 1
existe une version de v telle que v ( { t } x ]R) ^ l (c. f . [8], Prop. ( 2 , 3 ) ) .

JACOD donne également une expression explicite de v lorsque les tribus
F ne sont pas nécessairement complètes mais vérifient

( 7 ) ^t = ̂  it ' G! = ̂ ^ ; s ^) ; (^^î'
F étant une tribu quelconque.

S01t Tm = ^"^-1 ^m e ]N) t et S01 t G (cû,dt,dx) une version réguli ère
de t a loi conditionnelle de (r^, X^) par rapport à E-r (m ê-'lN) i et on

m
pose H^(co,dt) = G^(o),dt,]R). Alors sous l 'hypothèse (7 ) ,

G (dt-T ,dx)
(8) .(dt.dx) - z ^———m—— i . . .

m^o H^([t-T^,œ]) l-'m t 1 'm+iJ



(c. f . [8] , Proposition ( 3 . 1 ) ) .
Nous allons appliquer ces mesures de la façon suivante. Soit f une

fonction borélienne de ]R x ]R dans R telle que le processus

E | f ( s , A X ( s ) ) | l r „, ̂  o 1 soit un é1ément de ï^00?'13]' Alors, le processus

V ( f ) où

(9) V( f . t ) = E t ( s . A X ( s ) ) I [AX(S)^O] ^ t<c]R+)

est un élément de y l F . I P ] et il admet un compensateur prévisible V ( f ) . Ce
compensateur s 'écr i t

ft r
(10 ) V( f , t ) = \ f ( s ,x ) ^(ds,dx) , (t (rIR,).

•'o •'1R

En particulier, si f ( s , x ) = x , ( ( s , x ) ç ̂  x R) V ( f ) = X ç y100^,?] et

(11) X ( t ) = [ f x ^ ( d s , d x ) , (t ê l R . )
-'o • 'R

0

De même, si f ( s ,x ) = x ( ( s , x ) 6 1 R x î R ) , l 'hypothèse (3) entraîne que
V( f ) ÇV^IF.P], mais V ( f ) = [X,X] dans ce cas, (*) par conséquent

(12) [X^Xl ( t ) = f f x2 ^ ( d s . d x ) . (t ê ] R + ) .
•'o •' R

Soit M=X-T. Nous avons que M ê (V 1 0 0 [F,P]) 0 (M^'1 0 0 ̂ .P] )

rt r
( 1 3 ) M(t) = x(p(ds,dx) - x ) (ds ,dx) ) , ( t é R ).

•'o •'1R

Par conséquent ?=0 (c.f . [l8] ) et [M,M]= ï ( A M ( s ) ) 2 .
Nous avons alors, s <-'

[M,M] = [X,X] - 2[X,'X] + [?,?]
Montrons que

(14) [X,X} = [X.'X]

En effet, d'après un lemme de YOEURP ([4l]), Lemme (2-3) , p. 454)
[X-X.^X] est une martingale locale. D'autre part le processus croissant [X,X]
ne charge pas tes temps totalement inaccessibles et pour tout T temps d'arrêt
prévisible. A [X .X ] (T ) 1 ̂ j = (A^(T))2 1 ̂ ^ = (E^T- ( A X ( T ) ) ) 2 1 p^

(*) Pour A . B € V100^,!?] [A,Bj= E ( A A ( s ) ) ( A B ( s ) ).
^ s < .



qui est F- .mesurab le . Par conséquent [X»^l es^ prévisible et nous avons ( 1 4 ) .
Il en résulte que

[X,X] - <M,M> = [x7xj
C'est-à-dire

( 1 5 ) <M,M>(t ) = [ [ x2 ^(ds.dx) - z ( f x v ( [ s } ,dx) )2, (t € 1 R . )
•'o ^IR s^ t ^IR

En particulier, ̂  X est quasi-continu à gauche, c'est-à-dire si tous
les temps T sont totalement inaccessibles, alors 'X' et < M , M > sont
continus, AM=AX, e t ^ ( { s } , dx) = 0 (s ^P ). Nous avons alors, pour tout e>0

[M'.rKt) = ^ (M. t ) = E ( A X ( s ) ) 2 1^ | A X ( S ) | > . ] ' ( t ^^

Par conséquent, dans ce cas,

(16) ^ M ^ M S t t ) = [ [ x2 ^ ( d s . d x ) . (t é ' I R , )
^ ^ X | > £ }

Nous nous plaçons dans ce cadre particulier pour énoncer le corollaire
suivant.

9. COROLLAIRE
Soit (X ; nê]N) une suite de processus de sauts quasi-continus à

gauche et vérifiant 8 . ( 1 ) à (4 ) . On suppose que chaque processus X^ est adapté
à une filtration F (n é IN) satisfaisant aux conditions habituelles. Pour tout

n 6 M, (T11 ; m >_ 1 ) (resp. v ) désigne 1 a suite de temps de saut de X
(resp. 1 a projection dua1e prévisible de sa mesure de sauts) . (*)

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :

( 1 ) pour tout t ̂  1 R , > pour tout e>0

( t f o p
Xe v (ds.dx) Jr 0 ;

•'o • ' { | x | > £ } ïï n-^œ

(2) [ x ^ ( d s . d x ) = b (X ( s ) ) d s + n-, (ds) . (n^'lN)
JTD " " î

(3) f x2 ^ ( d s , d x ) = a ( X ( s ) ) d s + n. (ds ) , (n ^ IN)
jp 'i " L - » 1 1

( * ) Les espaces d'états E de ces processus peuvent être différents pour
chaque n ̂  ] N .



ou_ n-, , no sont des mesures aléatoires signées vérifiant

fN p ^
|n. (ds) ^ 0 pour tout N ç f\ , i=l,2.

-'o ' n+°°

Alors X ( X ) e p » ou. p est l 'unique solution du problème de
n^oo

martingales (0,A,B) telle que P (C) = 1 .

Démonstration : Ce corollaire découle directement de la Propositon 4 en
utilisant les formules 8 . ( 1 1 ) , 8 . ( 1 5 ) (avec v ( { s } ,dx ) = 0) et 8 . ( 1 6 ) , en
remarquant que pour tout N ê N* :

^ ft rN
SUD [ X (t) - b (X ( s ) ) d s | < [n (ds)

t 6 [0,N] n •'o n ~ -'o lïn

rt rN
SUD < M M >( t ) - a ( X ( s ) ) d s | < |n (ds)

t é p),Nl n n •'o n - •'o ""

10. REMARQUE
Supposons que la suite ( X ; né-lN) du Corollaire 9 est constituée

de processus Markoviens. Dans ce cas, pour chaque n, la loi de X est
entièrement déterminée par 1 a donnée d'une matrice markovienne Q (x,y) et
d'une fonction /L(x) sur l 'espace d'états E . On a alors que

(c.f. [8], [24]).

( 1 ) ^(dt.x) = ̂ V^ Q^n^-)^)^ (t.^^+> ^^ x 6 E^) .

Posons,

(2) -nW = ̂  \W ^z^ x2-

(3) ^(z) = z ^(z) Q^ (z , x ) x , (n&lN. Z&R) (*) .
xéE^

Les hypothèses du Corollaire 9 seront alors satisfaites si

(4) J S .^ (X^(s- ) ) Q^(s-),x) x2 ds r 0

{N^

pour tout t ^ 1R , e>0.

( * ) Nous prolongeons Q et À à R x ]R et R respectivement, de façon
triviale Q ^ ( x , y ) = 0 dès que x ou y n'appartiennent pas à E -̂  ( x ) = 0 si x^-E .
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(5) G p t x ) ^ a ( x ) » Pour tout x <? ]R ;
n^œ

(6) ^^x) ^ ^x )» P01^ ^ut x é']R ;
n+œ

(7) Les suites (c^ ; n^]N), (3^ ; nç]N) sont uniformément intégrables.

III.3 - MARTINGALES DANS LES PROCESSUS PONCTUELS

Nous adoptons ci-dessous ta présentation des processus ponctuels de
BREMAUD et JACOD ( [3]).

1. D E F I N I T I O N
Un processus ponctuel (p .p. ) sur t ' espace probabilisable (^,E°) est

une suite (T^ ; m ^ 1) de variables aléatoires sur (^,E°) à valeurs dans
]0,œ[, vérifiant T^(œ) < T^(co) pour tout m ^ 1 et tout a) ^ ^ tel que
T^(œ) < œ. Un tel processus peut également être caractérisé par la donnée d 'un

processus de comptage ou compteur simple N défini pour tout t 6 1R et tout
co 6 ^ par

m si V. )^ t<T^( . )
N(o),t) ^

+œ si TJco) ^ t

où T^(oo) = 0 et TJœ) = lim T ( œ ) .
00 n

(L'appel lat ion "simple" tient compte de la propriété AN(t) = 0 ou 1
pour tout t é'IR ).

On note ^(N) = a ( N ( s ) ; s^ t ) et f°(N) = (^(N) ; tê^) la

filtration naturelle de N. Cette filtrait on est continue à droite car N est un
processus en escalier, continu à droite.

Lorsqu'une probabilité P est donnée sur (^,F°), le couple (N,P) est
appelé un processus ponctuel stochastique ( p .p . s . ) .

Dans ce qui suit nous ne considérons que des processus ponctuels stochas-
tiques non-explosifs c 'est-à-dire des p .p .s . pour lesquels T =+œ P-p.s.

Soit ( ( N ,P) ; l^i^d) une suite finie de p.p.s . non explosifs
(d (̂  N*). Soit N=(N ,. . . ,N ). Nous dirons que (N,P) est un d-processus
ponctuel multivarié stochastique (d-p .p .m.s . ) si pour tous les indices
1 > J > i^j, 1 ^ 1 , j^d, on a

[N^N'3 ]= 0.
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(- i .e. si M1 et N3 n'ont pas de discontinuité commune, pour tous i ,j i^j
1 i i, J i d).

2. REMARQUES
1 ) La définition d 'un d-p.p.m.s. que nous présentons ci-dessus est

un cas particulier de celle de processus ponctuel marqué de BREMAUD et JACOD.

2) Soit (N,P) un d-p.p.m.s. adapté à une filtration F satisfai-

sant aux conditions habituelles sur (^,E»P). N 6 ( V 0 0 F^]) car chaque
composante M1 ne possède que des sauts d'amplitude 0 ou 1 . Soit
'\- - .̂i -^-j -^i
N = (N , . . . ,N ) où N est le compensateur prévisible (relativement à F) de
N1 (1 _ ^ i ^d ) . On note N = N - "rf, ^ est un élément de (M2 '100]^^] î^
D'autre part, pour tout 1 é~ {l,...,d}, les sauts de N épuisent les sauts de
N 1 , par conséquent N1 et N^ n'ont pas de discontinuité commune pour i^j,

c, c.
(1 ^i, j ^ d) et puisque N et N" sont des martingales locales s . c . s . elles
sont donc orthogonales.

3) Considérons un p.p.s. (N,P) adapté à une filtration F satisfai-
sant aux conditions habituelles sur (Q,[,P). Puisque N = N-ÎT ^M29100^^,
[N,N]et < N , N > existent tous deux.

Nous al lons calculer explicitement ces processus en fonction de
N et N.

D'abord,
[1,^] = [M] - 2[N,1Ï] + [0]

D'après III.2.7 (14 ) le processus [îi,'N] est prévisible et

( 1 ) [N.N] = [N',N1

Or,
[N,N](t) = E N(s ) 2 = z AN(s ) = N(t)

s< t s < t

pour tout t ^]R , car AN(t) = 0 ou l(t élR^.).

Par conséquent,

(2) [^M] = N-2[N,^ + [N'.tÏ] ;

(3) < N,N >=TÏ -[M,N]



Si Y est un processus F-prévisible tel que ( | Y | . N ) ( t ) < oo ,P -p .s . ,
pour tout t é-R^, alors l'intégrale au sens de Stieltjes (Y. (N- Ï Ï ) ) ( t ) existe
pour tout t<^]R et elle coïncide avec l'intégrale stochastique (au sens
d'intégrale par rapport à la martingale locale N). Dans ces conditions Y . N est
un élément de M^IÎF.P] 0 y10^,?] et v1 appartient à M^100^,?] si et
seulement si Y G L2510^,?], ( 1 . 1 . 2 ) , si et seulement si pour tout têlR^,
(Y^nXt) < œ . Finalement, Y.^ é-M2^,?] si et seulement si Yé'L2^,?] , i.e.

0 -^ r—^- ~—t u

si et seulement si E ( (Y .(N-LN.Nj ) ) (0 0 ) < 00. Dans ces deux derniers cas, nous
c ê

avons que le processus < Y . N , Y . N > existe et la formule (3) se généralise de la
façon suivante :

(4) < Y . N , Y . N > = Y".N - Y'-.pMj

Ces formules nous permettront d'obtenir un Théorème Central Limite pour
les intégrales stochastiques dans les processus ponctuels.

3. THEOREME
Pour tout p é IN nous considérons ; un espace probabilisé filtré

( ^ , E , F ,P) satisfaisant aux conditions habituelles ; ( N »P) Lm d - p . p . m . s .
F -adapté et non explosif ; un processus vectoriel Y = ( Y , . . . , Y ) ,
F -prévisible et tel que ^(^)2.^)^t)< - p . s . pour tout 1 = 1 , . . . , d , tout
t(^.

Soit A = ( A , . . . , A ) une fonction continue de ]R dans R , ̂
composantes croissantes et nulles à l 'origine.

On pose, par définition

c
Y .N =

P P

Y^N1 \
P P \

Ve . N- /
P P (
^ ^

(pélN)

Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées :
( 1 ) Pour tout i=l,...,d, 1 a suite (Y 1 . ^ ; p(?]N) satisfait 1 a

condition de raréfaction asymptotique des sauts ;

(2) Pour tout i=l,...,d pour tout t é- 1 R , ,



«y^Kt) - ( (Yy.rN 1^])^) p A^t )
P^oo

c
A10rs ^p^p ; P^) converge en loi vers une martingale vectorielle

^aussjLenne continue (canonique) dont les composantes sont indépendantes. La
foncti()n A1 est 1 e processus croissant associé à la i-iéme martingale
composante (1 ^ i ̂  d ).

Démonstration : C 'es t une conséquence immédiate de la Remarque précédente
et du Corollaire I I .5.12. •

4. REMARQUES

1) Dans le cas où le processus N (p é'IN) ci-dessus sont quasi-conti-
nus à gauche (i.e. avec des sauts totalement inaccessibles), les processus 1î

sont continus et [Np,îÇ] est nul pour tout 1 = 1 , . . . , d ; p e^. La condition
3. (2) est alors remplacée par

( 2 - ) ( ( Y 1 ) 2 ^ 1 ) ^ ) p A^ t ) , ( 1 = 1 . . . . , d ; t 6 R ) .
• r p+oo +

Cette version du Théorème 3 a été présentée dans [35] où nous avons
étudié son application à l 'étude statistique d'une famille de processus ponctuels
quasi-continus à gauche.

2) Si (^,E,F,P) est un espace probabilité filtré satisfaisant aux
conditions habituelles, nous désignerons par Ç(F) l 'ensemble de changements de
temps continus de F, c'est-à-dire l 'ensemble des processus r tel que pour tout
t ç^ ï ( . > t ) est un temps d'arrêt de F et pour tout oo ç ^, ( œ , . ) est
un homéomorphisme de ]R sur R

Si X est un processus, désignons par Xo ï (resp. For), le
processus changé de temps^ (resp. 1 a filtration changée de temps)

XoT(o) , t ) = X ( œ . T ( o ) , t ) ) , œ ççi, t é]R^ (resp. FoT= ( E , . ^ ; t^]R ) ) .

KAZAMAKI a montré dans [9] que si T ^Ç(F) et M ÇM^IF.P] ,

alors Mer <= ^[FoT^P] et [MoT,Moï] = [M.M]oT. D'autre part si Y est un
processus F-prévisible, alors Yo ï est Fo -prévisible. Il s ' e n suit que pour

tout M^M^^EF,?], More - M^100 [FoïJ>] et <MoT ,Mo ï > = < M , M > o ï .

Si (N^P) est un p.p.s. adapté à F et non explosif, 1 1 est clair
que pour tout r e £(F), (Noï^P) est un p.p.s. non explosif adapté à For. Par
ailleurs, si N désigne le F-compensateur prévisible de N, le For -compen-
sateur prévisible de NoT est le processus Noï.

Ces remarques élémentaires nous permettent d'obtenir le corollaire
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suivant.
5. COROLLAIRE

Soient ( ̂ , E »F >IP ) un espace probab-ilisé filtré satisfaisant aux
conditions habituelles ; (N.P) un d-p.p.m.s. F-adapté, non explosif,
(ï ; pélN) une suite de changements de temps appartenant à Ç(F) ; ( Y ; p^]N)
une suite de processus vectoriels, chaque Y = ( Y , . . . ,Y ) étant F-prévisible

et vérifiant ((Y^/N1 ) ( t )< œ P-p.s. pour tout teIR^ et tout 1 = 1 , ...,d.

Soit A = (A , . . . ,A ) une fonction de R dans R , continue, dont
les composantes sont croissantes et nulles à l 'origine.

Supposons que

( 1 ) Pour tout t 6 ,̂ tout i^l,...,d, la suite ( (Y^N^oï ; pélN)
vérifie 1 a condition de raréfaction asymptotique des sauts ;

(2) Pour tout té' 1R^, tout i=l,...,d,

( (Y^.y ' îoTj t î -^Y^.^ .N^loTrt ) p A^t)
r r r p p+œ

C

Alors ( ( Y . N ) o T ; p(?]N) converge en loi vers une martingale
vectorielle gaussi'enne continue (canonique) dont les composantes sont indépen-
dantes. La fonction A est 1 e processus croissant associé à 1 a
i -l'éme martingale composante ( 1 < i < d ).

6. ETUDIONS UN CAS PARTICULIER DU COROLLAIRE PRECEDENT

Sur (^,[,F»P) nous considérons un processus ponctuel stochastique
non explosif (N,P) possédant un compensateur F-prévisible N continu. Soient
(a ; n^IN), ( 3 ; n^]N) deux suites de nombres réels strictement positifs
telles que a ^°o et 3 ^o° lorsque n+°°.

On déf-im't

N(a t ) -N(a t)
M^(t) =——r—^——n— . (n^]N, tC-]R^).

Soit A une fonction réelle continue, croissante, A(0 ) = 0.

7. COROLLAIRE
Supposons que

ÎKa t)
( 1 ) ——-— ^ A( t ) pour tout t6 " ]R ,

3 n^



alors la suite (M ; n61N) converge en loi vers une martingale gaussienne
continue de processus croissant associé A et en outre

N(o^t)
——.— S A( t ) pour tout t ê IR

fb, r^oo

Démonstration : La première assertion est une conséquence du Corollaire 5
i1 suffit de considérer Y et T définis parn n r

V1) -± ' \W - y (nen, tc-ï^).
n

La condition de raréfaction asymptotique des sauts est vérifiée car
AM(t) = 0 ou l/ pour tous n^]N, t <?]R ; d'autre part ( 1 ) n 'est que la
transcription de l 'hypothèse 5 . ( 2 ) .

Par ailleurs, puisque (M ; n6ÎN) converge en loi et que 3 ^
lorsque n+œ , nous aurons que

^ N(a t) î(a t) .
l M ( t ) = — — n — -—— ï—— ^ et ] p ) 0

^ ^

L'hypothèse (1) entraîne alors que
N ( » t ) p

H •" n / j - \ / A . ^ i n \ MA( t ) (t6]R^)
3, n^

8. A titre d'exemple on peut déduire du Corollaire 7 le résultat
classique suivant.

Supposons que (N,P) soit un processus ponctuel stochastique de Poisson
de F-intensité À ( À > 0 ) , c'est-à-dire "N(t) = Àt (t ^IR,). On pose a =n ,
3 = V x n Ç n é l N ) . Nous obtenons ainsi que la suite (M ; né]N) converge en toi
vers un mouvement Brownien canonique, où

M (t) . ^t)_ ^t (,^^ ̂  ,
n \An +

9. Considérons un autre exemple d'application du Corollaire 7.
Sur (^,F[,P) on considère un processus ponctuel (T, ; k ^ 1) telle que

les variables aléatoires CL,i - T . , k ç IN) soient indépendantes et de même loi.
Désignons par v le processus de comptage associé à (T, ; k^l) . Le processus
ponctuel stochastique (\^,P) est non explosif, c 'es t un processus dit de
renouvellement.



Supposons en outre l 'existence d'un p.p.s. de Poisson canonique sur
(^,[,P), que nous notons (N',P). C'est-à-dire N" est non explosif et son
comportement prévisible par rapport à sa filtration naturelle complétée F(N')
est l'identité sur R^. Nous ferons l'hypothèse que, N" et v sont indépendants.

Considérons finalement une suite de variables aléatoires (x. ; ké']N)
indépendante du processus de Poisson et du processus de renouvellement précédents,
constituée de variables positives, indépendantes et de même loi.

Pour tout kçiN nous supposons que :

( 1 ) À^ ç L^.E,!3). On pose m^ = (E(x^) ; o^ = Variance (x^ ) ;

(2) \ = ^+1 - VL^.E,?). On pose m^ = E ( S ^ ) . ï^ = E ( S ^ ) .

On définit maintenant deux processus croissants À et A par tes relations
suivantes :

(3) À ( t ) =À^^ ( t éR^)

rt
(4) A( t ) = À ( s ) d s (t^).

•'o

A est à trajectoires continues et A(0) = 0. Soit A" son inverse
défini par

A'^t) = inf{s^0 ; A ( s ) > t } (inf = +°°)

Soit H° = o(A" (t) ; té-R^), notons H la complétée pour P.

Posons E-̂  = HvE^N) (tC-R^) ; F = ([^ ; 16^).

On remarque que A est indépendt de TT ; le compensateur prévisible
de N par rapport à F est toujours l'identité sur R . Par ailleurs A"1 est
adapté à F et par conséquent A ( t ) est un temps d'arrêt de F pour tout
t^ (c.f. [5], IV. 45) .

S01t if = ^(t) (t é]R+) î (B = (it ; ̂ ^î-
Posons

N ( t ) = N ( A [ t ) ) , ( té lR^).

(N,P) est un p.p.s. non expjlosif adapté à € et son 6-compensateur
prévisible N vérifie :

ÎT= A

(N,P) est un processus de Poisson doublement stochastique ou processus
de Cox (c.f. [7]).



Remarquons ensuite que
v(nt)-l

(5) N(nt) - m^nt = z (^-m )S^(^^){t^^)(n^. t^)
K~0

IntrodLisons tes suites U où

U^(r) = —— z ç, ; ç. = (À^-m )S. , (k,n,r) e^3.
n {1) k=l k 1< k k

Soit B^ = ^((^J^) ; k ^^»B=(B^ ; r^N).

Chaque U est une (B^P)-martingale de carré intégrable. D'autre part,
pour tous t^R, et n£]N, \)(nt) est un temps d'arrêt de B.

Appliquons le Théorème III. 1.9 à la suite (U ; n6]N) et aux change-
ments de temps (\)(n.) ; n6]N). Nous utilisons le résultat auxiliaire suivant
prouvé par BILLINGSLEY dans [l] (p.149) :

(6) X ) ( U ) P J_
u UÎOO ̂

Nous avons, d'autre part,

E(^) - 0 -

E(^) - a[ ^ ( k é - K ) .

Désignons par F la loi commune aux variables indépendantes ç, ( k ( ? l N ) .
Nous avons que pour tous e>0, ne]N,,taR^,

, -v(nt) A-l , _ 2 , . .
n \-l E ( s k I CI^ i>V7e ] ) -

.^"11 | ,2p^^
n J( |u ]>^}

D'après (6),

( 7 ) ^ 1 ^' (teM+)

0
Et puisque ç> ê L (^,[JP) pour tout ké^îN, nous avons que

| - u2 F(du) -^ 0
•'{ u|> N/nc} n^»

Par conséquent

^r ̂ 'c^'i0



1 1 0

L'hypothèse I I I .1.9.(1) est donc satisfaite. Montrons que l 'on a
également III.1.9. (2) . Or

1 (nt) A- l /2 . ^(nt) 2 2
n h=l E (^ ' n ^ ^

et d'après (7) cette dernière expression converge en probabilité vers
2 2

^ YT
- t̂ (té-R,).

Désignons par B le mouvement Brownien canonique. D'après 1 e Théorème
III.1.9. nous avons que

(8) U o^(n) -. °——L B
n^°° V m-,-

Revenons à l 'expression ( 5 ) . On remarque que pour tout K€lN ,

(9)
N(nt)-m.nt

A.suc —————-— - U o^(nt) -> 0
t^ [0,K] VF n n^œ

En effet car,
N(nt)-m- nt

1————À——
^

- U^o^(n t ) | -^ \(t) - ^ l ^(nD+l

^"^'^(nt) " ^1 \(nt)
et

N(nt)-m nt
^Ç- l——JT———- U ° ^ ( n t ) < sup | A U o v ( n t )

t é [0,Kj ^n n —t 6 [0,K] n

La continuité de la limite dans (6) permet de montrer facilement que

sup |AU o \ ) (n t ) | p 0sup
t é [0,K] n+"

(En effet, pour tout £ , ô > 0 : P ( sup |AU o \ ^ (n t ) | > e) ^
t C [0,K] n

^ ]P (W^(U^^ (n . ) , 6 ) > c ) )

On obtient ainsi (9) et de (8) on déduit que
N(n. ) -m n. ^ a YT

( 1 0 ) —————— ^ - À T B
\ n n+~ Vm-,-

Cette convergence entraîne alors que pour tout t é-ÎR



^)-^ "t ^etJP^o
n+»

t il s'en suit que
(11) -u^ - m^t (t &]R^)

n^oo

En appliquant le Coronaire 7 nous obtenons finalement que

( 1 2 ) M ^ /m" B et N(^- p m t (t^),
n nîœ À ^ " n °° À

où M,(t) = N(nt)-N(nt) (,^^).

Cet exemple d'étude asymptotique a été traité dans ]Y] par des méthodes
différentes, sans apporter des conclusions sur le comportement de la suite

^N(n. )^N(n. ) ^ n ^1N). GRANDELL s' intéresse plutôt a l'étude de la convergence
^

en loi des processus de la forme

^•) - ̂ ^ (né ^)
^n

où a est une fonction réelle croissante, ( @ ; n<?]N) une suite réelle
strictement positive, 3 +» si n+».

La littérature abonde sur ce dernier type d'étude, ces recherches ayant
été surtout influencée par le résultat classique cité au numéro 8 ci-dessus. Le
lecteur pourra consulter les nombreuses références sur les files d'attente où il
est souvent question de chercher des "compensateurs de convergence" a au sens
précédent. Nous estimons que ta façon la plus naturelle de les choisir est de
prendre les compensateurs prévisibles associés aux processus ponctuels en
question.

La proposition suivante est un résultat complémentaire du Corollaire 7.
10. PROPOSITION

Nous supposons satisfaites les hypothèses du numéro 6. Si en outre

N ( a t) p
(1) —^-— 4- A ( t ) pour tout t 6F^, alors

^ n^



N(a t) p
(2) ——|r- ï A(t) (t (̂ )

^ n+o'
et la suite (M ; n61N) converge en loi vers une martingale gaussienne continue
de processus croissant associé A.

Démonstration : 1 1 suffit de prouver (2 ) . Or

N(a ) - N ( a )
l_ = ——L!———-— (n <=-]N) est une martingale locale

^n
localement de carré/par rapport à la filtration F = (F , ; t é ]R ) où
p ^ p intégrable rl nî

=n,t =a f

Nous avons que

n L^^
L n n] ^

De ( 1 ) on déduit que pour tout t ë-R

(3) [Ln.Lj(t) p 0
p^oo

Puisque pour tout n6]N et tout t^R^, AL^( t ) = -^- ou 0, nous
^n

pouvons appliquer les Remarques 1 1 . 3 . 7 et 1 1 . 2 . 3 . à la suite (L ; n^]N). Nous
obtenons ainsi que (3) entraîne que

(4) < L , , ^ > ( t ) p 0 (t^)
\\\w

et
(5) l*(t) = sup |L (s)'| Ç 0 (t6' ]R^)

1 1 s^t n^œ

Mais (5) veut dire que (N^^ ; n ç 1N) et (N^—^- ; n^]N)
^ ^

sont deux suites C-contigues. Par conséquent ( 1 ) entraîne (2 ) . ^

1 1 . Revenons à l 'exemple du numéro 9. La relation 9 . (6 ) entraîne, d'après
la Proposition 10, que

( 1 ) ^ ni k ( téK+)

et

(2) v(n•)- r(n•) Ï ±B
<n- n+~ "T



où ^ est le compensateur prévisible de ^ par rapport à F(\) ) . (*)
Considérons maintenant une suite ( X ; m ^ 1) de variables aléatoires

indépendantes, de même loi G. On pose X =0 et on supposera que la suite
(X^ ; m^ ]N) est indépendante du processus de renouvellement (i?,P).

C 'es t une situation que l 'on rencontre fréquemment dans l 'étude de
files d'attente : ^ représente alors le processus des arrivées et X la durée
de service du m-ième client et on suppose qu'il y a un seul serveur, (file
G/GI/1 dans la terminologie de Kendall).

Supposons encore que X^ ^L2^,^,?) (m <?]N) et notons

"1X^(V ; ï^(X,).

On définit un processus de saut X par la relation

(3) ^ -^ si ^<t ^m+r ( t é^)
C'es t le processus des durées de service.

X ^ V oc [F(X),P] et nous pouvons calculer X à partir des formules
III.2.8.(8) et I I I .2 .8 . (11) . Nous utilisons aussi la formule (55)de
BREMAUD et JACOD [3].

On trouve alors facilement :

(4) 7(t) = m^(t) (t é]R+).

(X est le compensateur F(X)-prévisib1e'de X, tandis que "5"est ici le
compensateur F(\^)-prévisib1e de v ) .

Soit M=X-X. Puisque X est quasi-continu à gauche, la formule
III.2.8.(15) donne

< M , M > = [X^X]

Pour calculer [xTx] nous utilisons les formules III.2.8.(8), I I I .2.8.(12)
et (55) de [3]. On obtient ainsi

(5) < M , M > = y^(t). (te\)

Nous allons maintenant analyser le comportement asymptotique du processus
X. Pour cela on définit :

X^( t ) = — — X(nt)
Vn

où H est la loi commune aux variables T , - Tm+1 m '
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M (t) = —— (X(nt)-î(nt)) = X ( t ) - X ( t )
V n n n

^n.t = ÊntW ("^ ̂ î

D'après (5) , nous aurons
2

(6) <M^>(t) =-^x ^(nt)

Remarquons d'autre part que pour tout e>0, t ^]R , n é^lN,

(7) < M ^ > ( t ) ^(M^.t) - (| x^tdx)).^-
T. [ x > ^ ne j

(d'après la quasi-continuité à gauche de M et des formules III.2.8.(8),
II I .2.(16), et (55) de [3]).

Nous avons alors que ( 1 ) et Tintégrabilité de X2 entraînent d'après (7)
que la suite (M ; n €M) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des
sauts. D'autre part de ( 1 ) et de (6) on déduit que

2

"n^^ni ^' ^^

Par conséquent, d'après le Théorème 1 1 . 4 . 5 ,

X(n.)-m^(n.) ^ y
^ - ———r^——— - -= B -\ n n+°° v m...

12 . Pour terminer avec les exemples, nous allons étudier 1 e comportement
asymptotique d 'un modèle plus général de files d'attente (c. f . [3]).

Fixons un espace probabilisé complet (^,[,P). Nous allons construire
1 e processus de file d'attente dans un cas simple : c 'es t le cas d'une file
d'attente à une unité de service où l 'on suppose qu 'à un instant donné ne peuvent
ni arriver ni partir deux clients à ta fois et il ne peut y avoir simultanément
l 'arrivée d 'un client et le départ d 'un autre.

Soit Q( t ) le nombre de clients présents dans la file à l ' instant
t. C 'es t un processus de sauts à états entiers que l 'on prend par convention
continu à droite. On lui associe deux processus de comptage,

N (t) = E ^AOfs^ll nombre d'arrivées jusqu'à l ' instant t, ( t61R )

^
N (t) = z I r^Q/sy^_^ nombre de départs jusqu'à l ' instant t, (té-R )



Q(t) = Q^ + N^t) - N^t) (t <^).

Q est entièrement déterminé par ta donnée de Q (nombre initial de
1 2clients dans ta file) et la donnée des processus N et N . Pour simplifier

nous supposons désormais Q =0.
Soit F une filtration satisfaisant aux conditions habituelles et telle

que Q lui soit adapté. Nous supposons en outre que Q est quasi-continu à
gauche et non-explosif.

Ainsi Q ^ V ^JF,?"^ et son compensateur prévisible se calcule comme

<— -^ -v9
( 1 ) Q = N-r

Q = Q-Q^M^10^,?] et < Q . Q > vaut

c e c-, c-, c? c/, ^i ^
n n -. - / 'M 1 M1 -. j- /- M'- M'- ^ - M-'-j-M'-(2) < Q , Q > = < N , N > + < N , N > = N + N

c, c. c, c.
car Q = N -N" et N' et N sont orthogonales.

1 2Soient A ,A deux fonctions réelles continues, croissantes, nulles en
1 20. Nous désignons par M = (M ,M ) la martingale vectorielle, gaussienne,

continue, canonique telle que ^l1,!^ > = ô . . A^ i î j = 1 , 2 ) .
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 10

et du Corollaire 5 ci-dessus.

13. COROLLAIRE
Considérons les deux propositions suivantes :

( 1 ) 1 1 existe une suite (3 ; n ér-'lN) de réels strictement positifs
telle que 3 ^~ quand n^œ et
——————————-]———— p -T——————— ———

^ ( n t ) p A^ t ) . ( i = l , 2 ; t (^).
3, n^

( 1 ' ) 1 1 existe une suite (ft ; n (^IN) de réels strictement positifs
telle que @ ^œ quand n^~ et^

^(nt) p A^t) , (i=l,2 ; t é 1 R )
^ n^

Si ( 1 ) ( resp . ( l ' ) ) est vérifiée, alors ( 1 ' ) (resp. ( 1 ) ) est également
satisfaite et alors

1 r^l o r^»9
M1 i n \-\\Lfv^ \ \\1- 1 r> ^ _ M C(2) (^(n. j -N^n.) ^ N'(n.)-N'(n.) ^ ^ ^1^

3 Bn n n^«
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En outre on a

(3) QI"-I_QO^ ^ MW
n n+~

et

(5) 0^) Ç A^t) - A ^ t ) ( téRJ.
3, n^oo

Démonstration : 1 1 ne reste qu 'à faire quelques commentaires sur la
preuve de (3), (4) et (5 ) . (3) se démontre directement à partir du Théorème
-II.4.5 en remarquant que

^1—— (n^ . t ^R , )^ ,_^ .,,^,, ..^

1 <n n'> /n^ ]p / A ^ A 2et que -^(^(^(nt) ï (A'+A'^t) ( t 6 ] R ) .
ft n^oo +e, n^oo
Or la martingale M^M2 vérifie

< MW ,M1+M2 >= A^A2

puisque M et M2 sont orthogonales.

Quant à (4) et (5 ) , ce ne sont que des conséquences élémentaires de ( 1 )
et ( 1 ' ) respectivement, étant donné les relations

1 o .^- ^ 1 /voQ=r-r ; (^ir-r.

14. Illustrons les derniers résultats par l 'étude d'un cas classique,
une file M/M/1 avec un taux d'arr ivées À et un temps moyen de service
1 (0 < p ^ À ) .

On considère F=F(Q). Nous avons alors

^(t) = xt (t éR^)

fïî2(t) 'L ^(^O]^ (t<?î^

Lorsque la file est très chargée il y a lieu de considérer

N^t) approx. égal à pt (t ^R_^)

Considérons : 3^ = v/n(À+p), (n ê ]N)

^^^ ( t é^)



A 2 ( t ) - ^ (t^)

B désigne le mouvement Brownien canonique.
Le Corollaire 13 nous donne alors

Q ( n . ) - ( À - p ) n . -̂? B
n+oo

N^nJ-Àn ^ _À_ g
n^oo ̂

„:.&'"-'-'•
Nous attirons l'attention du lecteur sur le caractère assez général du

Corollaire 13. Pour l'établir nous n'avons supposé ni une discipline de service
particulière ni avons fait aucune hypothèse d'indépendance entre les processus
du modèle. C'est pourquoi nous espérons que la méthode pourra s'appliquer avec
succès dans un vaste éventail de files d'attente.



REMARQUES FINALES

Comme nous le disions dès l'Introduction de cet article, nous avons voulu
montrer ici une méthode d'étude de la convergence en loi des processus. En ce
sens, ces pages ne sauraient être exhaustives, elles laissent au contraire la
porte ouverte à de nombreuses applications. Nous en citons quelques unes : le
vaste domaine des files d'attente où il existe une littérature très abondante sur
l'analyse asymptotique ; les méthodes asymptotiques en Statistique des Processus
Aléatoires ; l'approximation par des diffusions des processus intervenant dans les
modèles de génétique ; la construction de solutions approchées (au sens de la
convergence en l o i ) à un certain type d'équations différentielles stochastique ;
etc.

Sur le plan théorique, le problème du prolongement de ces méthodes au cas
des martingales locales (non localement de carré intégrable) reste ouvert.
L'auteur espère pouvoir s'y consacrer dans un article ultérieur. La difficulté
essentielle pour une telle étude c'est l'inexistence du processus < M , M > pour
une telle martingale locale M. Cela nous oblige à trouver une version différente
de la condition de raréfaction des sauts et en outre, nous devons faire
intervenir [ M , M ] au lieu de < M , M > dans les hypothèses de nos théorèmes.

Nous espérons que ces pages auront au moins attiré l'attention du
lecteur sur un autre aspect des vastes possibilités d'utilisation de la Théorie
des Martingales.



APPENDICE

Quand cet article était achevé, l'auteur a appris que D. ALDOUS venait
de publier une intéressante note [Annals of Proba. 6_ (1978) , 335-340] où un
critère de compacité étroite relative plus général que notre Proposition 1 1 . 1 . 3
est démontré. Ce critère peut être utilisé en particulier pour obtenir des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'une suite de processus soit C-tendue.
Nous expliquons d'abord ci-dessous le Théorème de ALDOUS en renvoyant le lecteur
à l 'article original (désigné par [AL] ) pour la démonstration.

Le résultat principal de [AL] est le Théorème 1 qui donne un critère
de compacité étroite relative pour les lois d'une suite (X ; n €1N) de proces-
sus à trajectoires dans l 'espace D([0,l], ]R). Evidemment, ce Théorème peut être
prolongé au cas où les processus posséderaient des trajectoires dans
D(^, P).

Soit (X ; n é^lN) une suite de processus définis sur l 'espace probabi-
t i sé complet (S7, f ,P) à trajectoires dans D = D(R ,P) (si les processus sont
définis sur des espaces différents, on les ramène au même espace en considérant
la structure produit et en y définissant une suite de processus possédant les
mêmes lois que les processus X selon une procédure bien connue). On suppose
chaque X adapté à une filtration F (n^IN).

Considérons tes ensembles suivants, pour tout N <r ]N .

TB(N) = ' { ( T ^ ; n^lN) : T^ est un F -temps d'arrêt borné par N,

pour tout n ^]N}

T£(N) = { ( T ; n é'!N) : T est un F -temps d'arrêt ne prenant qu'un
nombre fini de valeurs dans [0,N] (temps d'arrêt é tages)} .

DE(N) = { ( ô ^ ; n^]N) : ô est un réel de ]0,N'[, pour tout n ç ]N et
6 +0 quand n^œ} .

Le résultat essentiel de [AL] s 'énonce alors

1. THEOREME (Aldous)

Supposons que l 'une des conditions suivantes est vérifiée, pour to sj t
N ^]N* :

( 1 a ) Les suites (X (0) ; n élN) et ( (AXJ*(N) ; n^lN) sontr i — n ———
IR-tendues ; ou bien
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(lb) (X (t) ; nélN) est R-tendue pour tout t ép.N].
Supposons en outre que pour tout NélN :

(2) X^(T^) - X^ (T^ ) p 0 pour toute suite
n+oo

(T ; n € ] N ) ^ T E ( N ) et toute suite (ô ; n 61N) € DE(N) .

Alors (X ; nélN) est D-tendue*

Nous allons appliquer ce théorème pour obtenir une caractérisation
commode des suites C-tendues. Dans ce but, considérons une hypothèse plus
forte que ( la) :

(le) La suite (X (0) ; n 61N) est E-tendue et ( A X )*(N) p 0.
n+°°

Nous pouvons alors déduire le Corollaire suivant du Théorème 1.

2. COROLLAIRE
La suite ( X ; n^lN) est C-tendue si et seulement si pour tout

N ÎN tes hypothèses (le) et (2) sont vérifiées.

Démonstration : Si (X ; nOJ) est C-tendue, il est aisé de voir que ''
les hypothèses (le) et (2) sont satisfaites pour tout N^IN , (voir Proposition
1 . 2 . 2 . et Remarque 1 . 2 . 6 . 2 ) ) .

Réciproquement, puisque (le) entraîne ( la) , nous aurons que
( X ; n^lN) est D-tendue dès que (le) et (2) sont vérifiées pour tout N^IN*,
en vertu du Théorème 1 .

Soient N^]N*,e, n>0.
Posons pour tout h > 0

A^ = {œ C^i : ( A X ^ ) * ( œ , N ) > hj , (n ê ]N)

D'après 1 .2 .6 .1 ) ,

l^(X^ô) ^ 2 ^(X^.ô) + h sur (A^

Puisque (X ; nCiN) est D-tendue alors elle satisfait à 1 . 2 . 4 . ( 2 ) .
Fixons 6>0 et n, é IN selon 1 . 2 . 4 . ( 2 ) de façon à ce que

P^X ,ô) > e/3) <_ n/2 pour tout n >_ n,.

Soit n? (̂  IN tel que

P(S\^/^) <_ n/2 pour tout n >_ n^, d'après (le).



Alors, si n^ = n^v n^, nous aurons que pour n ^ n ,

P(^(X,,6) > £)^({W;(X,,6) > e} HtA^/3)0) +]P(A ^3)

^^(W^n'6) > ^S) +1P(A^ /3)
1 n

Nous avons ainsi que (X^ ; neiN) satisfait 1 . 2 . 2 . ( 2 ) .
Par ailleurs, il est immédiat que (le) entraîne I.2.2.(l). Par consé-

quent, (X^ ; nCW) est C-tendue en vertu de la proposition 1 .2 .2 .
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