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par
Jean-Paul BRASSELET"

[Univ. LILLE I]

RESUME.- La notion d'application C-stratifiée généralise celle de fibré
3 singularités au cas od la fibre singuliére n'est pas réduite & un point.
Le but de ce travail est de construire, par des méthodes purement homo-
logiques et pour de telles applications, une suite spectrale généralisant
la suite spectrale de Serre. Elle est, dans certains cas, duale de la
suite spectrale de I. Fary. Entre autres applications, on compléte les
résultats de Bredon, Conner et Dyer, Antonelli concernant les fibrés a

singularités et les actions semi-libres de groupes.
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Introduction.

L'objet de ce travail est de construire, pour les fibrés & singulari-
tés, une suite spectrale généralisant la suite spectrale de Serre (théoréme 2.5.).
En fait, la construction sera valable pour une classe d'applications plus large
que celle des fibrés a singularités et pour laquelle la fibre singulidre n'est
pas obligatoirement réduite & un point. Nous les avons appelées applications

C-stratifiées pour des raisons explicit@es au chapitre I.

Cette étude permet une réponse partielle aux problémes posés par les
fibrés a singularités (Montgomery et Samelson [?Z]), entre autres celui des
relations entre les propriétés homologiques des espaces en cause. Les résultats
obtenus dans ce domaine complétent ceux de Bredon [7], Conner et Dyer [1{],

Antonelli Eﬂ.

L'essentiel de la construction de la suite spectrale se fait dans la
théorie de 1'homologie singuliére. Cependant, les propriétés topologiques des
applications C-stratifiées aménent & travailler également en homologie simpli-

ciale, & partir d'une triangulation de l'espace 'de base'". Nous n'utilisons

donc pas la notion de faisceau.

Parmi les propriétés de la suite spectrale, signalons la dualité avec
la suite spectrale de I. Fdry [13] dans 1'intersection de leurs domaines de
définition, et plusieurs propriétés héritées de celles de la suite spectrale

des fibrés (J.P. Serre [23]).

Les différents chapitres se répartissent ainsi :

Dans le chapitre I, on donne la définition et quelques exemples d'ap-
plications C-stratifies. Dans certains cas particuliers, on obtient directement,
3 partir de la définition, des généralisations des suites exactes de Wang et de
Gysin. La seconde partie de ce chapitre consiste en un résumé de la démonstra-

tion du résultat principal (Théoréme 2.5).

La démonstration proprement dite fait 1'objet des deux chapitres suivants :



Le chapitre II &tablit quelques préliminaires algébriques concernant
les morphismes d'extensions de modules différentiels gradués et le théoréme

de Shih pour les complexes simpliciaux.

Le chapitre III est consacré 3 la démonstration des résultats du
chapitre I ; on y montre notamment l'existence de triangulations adaptées
(Proposition 9.2), la proposition fondamentale 10.1 et le résultat principal

(Théoréme 2.5).

Enfin, dans le chapitre IV, on donne les propriétés de la suite
spectrale des applications C-stratifiées et quelques-unes de ses applicationms

(Suite exacte de Smith-Gysin, actions semi-libres de groupes).

En appendice, on trouvera une étude des fibrés sur fibr&s en théorie

semi-simpliciale.
Ce mémoire est un résumé d'une partie de ma thése Dﬂ.

Je tiens a remercier ici M. H. Cartan pour toute l'aide qu'il
m'a apportée par ses remarques pertinentes et ses précieux conseils. Je

lui dois d'importantes améliorations dans la présentation et la rédaction.

Ma reconnaissance va tout particuliérement 3 M. W. Shih, les
innombrables discussions que j'ai eues avec lui ont toujours &té trés

fécondes et ont eu une importance décisive sur 1'achévement de ce travail.

Qu'il me soit permis de remercier également Mme M.H. Schwartz
et MM. D. Lehmann et M. Sébastiani pour 1'appui enthousiaste et les

conseils amicaux et fructeux qu'ils m'ont apportés.

Mesdames Raymonde Bérat et Arlette Lengaigne ont assuré avec
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1 - DEFINITIONS ET RESUME DE LA DEMONSTRATION.

1) Déginitions et exemples.

a) Déginitions.
On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A.

Les homologies seront calculées & valeurs dans A.

Déginition 1.1. - Soit N un sous—espace fermé d'un espace topolo-
gique Y, on suppose N et Y-N paracompacts et connexes. On dit qu'un

voisinage fermé U de N dans Y est un voisinage tubulaire s'il existe

une rétraction par déformation w : U > N qui fait de U wun fibré topolo-
gique localement trivial, de base N, et dans laquelle chaque fibre reste

stable.

o
On note U 1l'intérieur de U dans Y et 09U = U-U.
La fibre D de w : U~> N est contractible sur son point base {0}.
dU est un sous-espace de Y-N, homéomorphe & un fibré localement trivial,

de base N, et de fibre notée dD.

Définition 1.2. - Soit N un sous—espace fermé d'un espace topolo-

gique Y. On dit que le couple (Y,N) est un espace C-stratifié si N et

Y-N sont des espaces paracompacts, connexes, et si N admet dans Y wun

voisinage tubulaire tel que la fibre 09D de 00U soit une variété topologique.

On dira que (Y,N) est un espace C-stratifié de codimension Vv

si 9D est de dimension v-1.

Remarque 1.3. -.Si N et Y-N sont des variétés topologiques,

ona: Vv =dim(Y-N) - dim N.

Dans la suite, lorsqu'on se donnera un espace C-stratifié&, on ne
précisera pas toujours le voisinage tubulaire qui lui est attaché. Celui-ci

sera sous-entendu dans la donnée de 1'espace C-stratifié.

\O



L'appellation "espace C-stratifié" est justifide par la situation
suivante: si (N,Y-N) est une stratification d'un ensemble analytique complexe
Y vérifiant les conditions (a) et (b) de Whitney, il existe une rétraction
locale d'un voisinage de N dans Y, sur N. (R. Thom, Séminaire Bourbaki

n® 281, décembre 1964). (voir aussi [26]).

Exemple 1.4. - Soit Y wune variété 3 bord commexe 3Y, 09Y admet
un voisinage '"collier" U, dans Y, homéomorphe &  3Y X [6,{] ([QJ).
Un tel voisinage est un voisinage tubulaire et le couple (Y,3Y) est un espace

C-stratifié.

Déginition 1.5. - On dira qu'un espace C-stratifié est orientable
si la fibre 9D de 23U est une sphére d'homologie et si le faisceau d'orien-
tation du fibré w : U ~> N est constant (si N et Y sont des variétés,

les faisceaux d'orientation de Y et de N coincident donc sur N).

Déginition 1.6. - On dira qu'un espace C-stratifié est triangulable
si Y,N et 29U sont des espaces topologiques triangulables et si la fibre 3D

de 09U est une variété topologique compacte.

Déginition 1.7. - Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C-stratifiés ;

une application C-stratifiée f : (X,M) - (Y,N) de fibres (F,Fo) est une

application continue et surjective de X sur Y telle que M = f_l(N) et que :

(i) les restrictions de f & (X-M) et M soient des projections

d'espaces fibrés topologiques (de Serre) de fibres respectives F et FO.

(ii) N admette dans Y un voisinage tubulaire dont 1'image récipro-

que par f soit un voisinage tubulaire de M dans’ X.

La ‘fibre F est appelée fibre réguliére et Fo fibre singuliére.

Propnieté 1.8. - Soit f : (X,M) » (Y,N) .une application C-stra-

tifiée de fibres (F,Fo), il existe un voisinage tubulaire U de N dans Y



i

tel que T = f-l(U) soit un voisinage tubulaire de M dans X, et que la
restriction de £ & 9T = T-T soit la projection d'un fibré de base

au = U—ﬁ et de fibre F (restriction du fibré f XM : X-M > Y-N & 23U).
De plus, on a un diagramme commutatif dans lequel toutes les fléches sont

des projections de fibrés :

M e————— 3T

N<————w——— U

Conollaine 1.9. - Notons Y et V les codimensions de (X,M) et
(Y,N) respectivement. Lorsque toutes les données sont des variétés topolo-

giques, on a :

dim F - dim Fo = U = V.-

b) Exemples d'applications C-stratifiées.

EXQMEKQ 1.10. - Soit G un groupe de Lie compact opérant de maniére
¢ sur une variété différentiable C* et connexe X. On suppose que G
opére semi-librement sur X, c'est-d-dire librement en dehors de 1'ensemble
M des points de X laissés fixes par 1l'action de G. La projection canoni-
que de X sur l'espace des orbites Y = X/G est une application C-stratifiée.

Citons comme cas particuliers :

i) Les applications de Hopf f : RA > RS, f: Ra > RS et

1 . . 1 .
f:R 6 . Rg obtenues par actions respectives de S, des quaternions et

des nombres de Cayley ([25], § 20).



ii) L'application de la sphére unité de R3 sur le disque unité de
2 P . P
R™ définie, pour tout point de coordonnées (xo,xl,xz), par f(xo’xl’XZ) =

(xl,xz)-

Exempfe 1.11. - L'application f : m? - Rz définie par f(z) = zd.
(en identifiant RZ i Q).

On remarque que les fibres F et F0 peuvent &tre isomorphes sans
que l'application f : k > Y soit projection de fibré ; ceci est le cas de

1'exemple suivant :

Exemple 1.12. - Soit D2 le disque unité de R? paramétré par
(r,)) € [O,l:l X [0,2‘"[. L'application du tore plein X = D2 x S1 sur Y =D
définie par £(r,y,0) = (r,0) est une application C-stratifiée de fibres
s',sy.

La notion d'application C-stratifiée est, en quelque sorte, une
généralisation de celle de fibré a singularités [22]. En particulier, une

application C-stratifiée dont la fibre est un point est un fibré a singula-

rités convergent au sens de Hu [20].

c) Proprietés.

Dans certains cas particuliers, les applications C-stratifiées
possédent des propriétés qui résultent directement de leur définition. On
en donne deux exemples : lorsque N et Y-N sont d'homologie réduite nulle
(Propriété 1.13 ci-dessous) et lorsque F et F0 ont respectivement le type
d'homologie d'une sphére et d'un point (Propriété 1.16 ci-dessous).

Dans ce qui suit, si F  est composé d'un nombre fini de points,

nous noterons F_ = {pts} ; un espace réduit & un point sera noté O.



Cas ot N et Y-N ont une homologie néduite nulle.

Proprnieté 1.13. - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable,
de codimension u, (Y,N) un espace C-stratifié de codimension Vv , et
f: (X,M) >~ (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,Fo). Supposons
N et Y-N connexes par arcs et d'homologie réduite, & coefficients dans
1'anneau principal A, nulle en toutes dimensions. Si, de plus, les systémes

locaux formés par Hi(Fo) et Hi(F) sur N et Y-N respectivement sont

triviaux pour tout i, on a la suite exacte :

-> -> > _.dl» >
(2) H, (F) H, (0 Hooy (FQ) Hooy ()

q 1

Démonstrhation : Le couple (X,M) est un espace C-stratifié orien-

table, on a donc un isomorphisme de Thom :
H (X,X-M) = H M
q( »X-M) q-u( )

et la suite exacte longue d'homologie du couple (X-M,X) s'écrit :

m™M - Hq_](X—M) ->

> H((EXM > H(X > H
q( ) q ) q-H

D'autre part, les suites spectrales de Serre de chacun des fibrés
flyy P ¥M > YN et £, :M>N dégénérent. Elles donnent lieu & des

isomorphismes :

Hq(F) = Hq(X—M) et Hq(Fo) = Hq(M).

On en déduit le résultat.

Conoflaine 1.14. - Dans les hypothéses de la propriété 1.13, soit

Y une v-sphére homologique et f : (X,M) > (Y,0) une application C-stra-

tifiée de fibres (F,{pts}), alors Hq(X;Z) = Hq(F;Z) pour q # W, u-1.



Remarquons que, si N est vide, X est l'espace total d'un fibré

de base contractile et on sait qu'on a alors Hd(X;Z) = Hq(F;l) pour tout q.

Cornollaine 1.15. - Dans les conditions de la propriété 1.13., si X
est une u-sphére homologique et Y une v-sphére homologique, il est impos-—
sible de trouver une application C-stratifiée f : (X,M) - (Y,0) dont les
fibres soient F, une sphére homologique orientée de dimension strictement

inférieure @ u-1, et F_= {pts}.

Reharquons qu'il existe des applications C-stratifiées
f: (SU,M) > (Sv,O) de fibres (Su_],{pts}). Par exemple, soit ¥ ¥
1'application de la sphére unité de R3 sur [}l;*ﬂ définie par
%(xo,xl,xz) =x_- L'application f considérée est 1l'application f :'S2 > S]

v - v
obtenue 3 partir de f en identifiant les points -1 et +1 dans Y (mais

sans identifier les pdles (-1,0,0) et (+1,0,0) dans Sz).

Signalons d'autre part que, dans certains cas d'applications C-
stratifiées, applications f : ®"™,0) ~ (SV,O) ou f : (P"(R),0) ~+ (SV,O)
par exemple, la propriété 1.13. permet de calculer 1l'homologie de la fibre

réguliére F.

Cas ol F est une sphere d'homologie et F o oun point.

Propriété 1.16. - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable
de codimension u, (Y,N) wun espace C-stratifié de codimension V et
f: (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F’Fo)' Si
F0 a le type d'homologie d'un point et F celui d'une sphére orientée
(de dimension u-v), on suppose en outre que N et Y-N sont connexes
par arcs et que Hp(Y-N) =0 pour p > a, alors Hp+u(X) = HP(M) par

p30o - v+ 1.



Démonstrhation : La suite exacte de Gysin du fibré en sphéres

. X - 'Berit
£ XM ° X-M > Y-N s'écrit :

(X-M) (Y-N) > H ](Y—N) >

> H (Y-N) > H H
P( ) p+(u-v) |2

p+(u=-v)

On déduit de cette suite exacte et de 1'hypothése faite sur Y-N, que
Hq(X—M) =0 pour q >0 + U — V. Le résultat est alors une conséquence
de la suite exacte (2).

De la propriété 1.16. découlent des théorémes de non existence :

Théoneme 1.17. - Il est impossible de trouver une application
C-stratifiée f : (Sn,M) + (Y,N) de fibres F = s'™V  orientée et Fo =0,

et telle que HP(Y—N) = 0 pour tout p > v-1.

En effet, s'il existe une telle application, M et N sont

réduits & un point, ce qui est en contradiction avec le théoréme 1 de [?2].

~
Remarquons que 1l'exemple 1.10. (ii) est un exemple d'application
C-stratifiée f : (Sn,M) + (Y,N) de fibres (Su_v,O) telle que

HP(Y-N) = 0 pour tout p > v-l.

Théoneme 1.18. - Si X est une variété topologique de dimension n
et telle que Hn(X) = 0, 1l est impossible de trouver une application C-
stratifiée f : (X,M) > (Y,N) de fibres F = sV orientée et FO =0,
et telle que HP(Y'N) = 0 pour, tout p > v-1.

,

Dans le cas oi A est un corps, on déduit de la suite exacte de

Gysin du fibré en sphéres f =M ° X-M -+ Y-N et de la suite exacte (2)

Corollaine 1.19. - Dans les hypothéses de la propriété 1.16., et

si A est un corps, il vient :

dim H (X) € dim H (Y-N) + dim H (Y-N) + dim H__ (N)
P P ) P-H

p-(u-v
(Y-N) - dim H

dim HP(X) 2 dim HP(Y-N) - dim H (N)

p-(u-v)-1 p-u-1



Les propriétés 1.13. et 1.16. ont &té énoncées pour des applications
C-stratifiées particuliéres. La suite spectrale que 1l'on va construire sera,
en quelque sorte, une généralisation de ces résultats aux applications C-stra-

tifiées quelconques.

2) Le nBsultat principal (Résumé de fLa démonstration).

Pour tout espace Y, on notera C(Y) le complexe des chalnes singu-
liéres normalisé de Y & coefficients dans A, Cp(Y) le sous—groupe des
chalnes de dimension p et Hp(Y) le groupe d'homologie 3 coefficients dans

A en dimension p.

Dans toute la suite, f : (X,M) - (Y,N) désignera une application

C-stratifiée de fibres (F,Fo).

a) La premidre étape de la démonstration consiste & construire un
complexe homotopiquement Equivalent & C(X) et dans lequel interviennent les
complexes de chalnes singuliéres des diverses bases et fibres.

Soit (X,M) un espace C-strapifié orientable et de codimension U ;
1'isomorphisme de Thom Hn-u(M) > Hn(X,X-M) est induit par un morphisme de
Wy

modules différentiels gradués ¢ : C(_u)(M) > C(X,X-M), ol désigne

le complexe C(M) gradué comme suit : Cihp)(M) = Cn-u(M)'
Notons p un relévement (morphisme de modules gradués) de la surjec-—

tion p dans la suite exacte courte de modules différentiels gradués :
0+ cxM ~» c® B cxxm > o0

et soit Y¥' le morphisme éomposé (dp-pd) o § : C(_U)(M) -+ C(X-M). On peut
former la somme tordue C(X-M) ¢% C(_U)(M), munie de la différentielle

dyi(a,b) = (da + ¥'b,db),  ([24]).



Proposition 2.1. - Les modules différentiels gradués C(X) et

C(Xx-M) o C(—u)(M) ont méme type d'homotopie.
q]'

On utilise alors le résultat de Shih [24] :

Théoneme 2.2. - Soit f : E~> B un fibré localement trivial de base

B connexe par arcs, de fibre F et de groupe structural G ; on peut lui

o
associer une cochaine fondamentale T : C(B) » C(G) de degré -1 et un pro-

duit tensoriel tordu C(B) ® C(F), muni de la différentielle
T

dT(x ®y)=dx®y + (—l)deg *xe dy + T ni(xa8y,

tels qu'il existe une équivalence d'homotopie de complexes de chafnes :

o7
C(B) 8 C(F) +————— C(E).
T T

£
Ce résultat s'étend aux fibrés de Serre. Si f : (X,M) - (Y,N)
est une application C-stratifie de fibres (F,FO), on a donc des équiva-

lences d'homotopie

L9 T
v, vy,
C(Y-N) ® C(F) +—— C(X-M) C(N) ® C(Fo) — c(M)
T le To £ 0

Notons [C(N) 2] C(Fo):l(—U) le complexe C(N) ® C(Fo) muni

T T,
de la graduation : °
ey o cx)]™ = T c.mec, )
o’<n .. i it o
T i+j=n-u

Proposition 2.3. - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable

et de codimension u et f : (X,M) - (Y,N) une application C-stratifiée de

T T
fibres (F,Fo), posons Y" = f ! o¥ 0V ° ; 1le complexe de chafnes C(X)



est homotopiquement équivalent au complexe :

(3) Cam e cm] o [can e cry]
T g T -

1 o

(Démonstration au paragraphe 7).

b) Les suites spectrales de Serre des fibrés f XM et f M s'ob-
tiennent en filtrant de maniére convenable chacun des deux termes de la somme
tordue (3). Malheureusement, le morphisme Y¥'" et la différentielle dW"
ne respectent pas, a4 notre connaissance, ces filtrations. Nous sommes conduits

34 construire un nouveau complexe pour lequel cette propriété sera vérifiée.

Pour tout espace Y muni d'une triangulation, K(Y) dé&signera le
complexe (normalisé) des chalnes simpliciales orientées défini par la triangu-

lation de Y et KP(Y) le sous-ensemble des chalnes simpliciales de dimension p.

A 1'aide des équivalences d'homotopie de complexes de chaines
K(N) » C(N) et K(Y-U) > C(Y-N), nous montrons (paragraphe 8) un analogue

34 la proposition 2.3. :

Proposition 2.4. - Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C-stratifiés
et f : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,Fo). On sup-
pose (X,M) orientable et de codimension U et les espaces Y et N triangu-
lables. Pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y et pour toute triangu-
lation de Y admettant N et Y—ﬁ pour sous—complexes, il existe un cycle V¥

tel que le complexe de chaines: C(X) soit homotopiquement &quivalent au com-

plexe :

(4) k(v-U) ® c(F)] o [K(N) 8 c(FO)]("‘)‘.
T ¥ T

1 o



Pour tout espace Y muni d'une triangulation, on note Y(P) le

p-squelette de Y, ensemble des simplexes de dimension inférieure ou égale

i p.

La suite spectrale associe 3 la filtration FP(K(N) 3] C(Fo)) =
T

. o
K(N(P))G C(Fo) est isomorphe, 3 partir du terme Ez, 4 la suite spectrale

de Serre du fibré f|M : M~> N. On note E; q(M) son terme E' de bidegré

3

(p,q) et d; sa différentielle.

De méme, la suite spectrale associée d la filtration

o o
FP(K(Y-U) ’P C(F)) = K((Y-U)(p))@ C(F) est isomorphe, 3 partir du terme E2,
l hY
3 la suite spectrale de Serre du fibré f|, . : X-M > Y-N. On note E; q(X—M)
s

son terme E° de bidegré (p,q) et a&

M S2 différentielle.

c) Le résultat principal s'@nonce comme suit :

Theoneme 2.5. - Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C-stratifiés’
et £ : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,Fo). Suppo-
sons (X,M) orientable et de codimension u et (Y,N) triangulable et de
codimension V. Pour tout entier k > v-1, il existe une filtration de (4)

. . . r P
induisant une suite spectrale de termes (k)Ep q convergeant vers le gradué
s

associé 3 une filtration convenable de H*(X). Pour tout r € k = (v-1), le

terme E entre dans la suite exacte courte (compatible avec les diffé-

r
(k) p,q
rentielles dr)

ES ™M -+ 0.

r r
0 + E X-M E >
) p,q( ) (k) "p,q p-k,q+k-u

Posons a = k = (v-1) ; pour tout r < a, la suite exacte (5) est scindée,

en tant que suite exacte de modules différentiels gradu€s ; pour r = a, la
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différentielle d* définie sur = Eu(X—M) ® Eu(M) est donnée par

()
d*x,y) = (dy_p (0 + ¥¥(3),dy(y)) ot

o . -a o ~ . .
¥ o Ep,q(M) > Ep+v-l,q+u-v(x M)  est induit par VY.
Remarque 2.6. - Le morphisme ¥ est indépendant du relé&vement p

de p et, si a > 2, du voisinage tubulaire U de N dans Y et de la

triangulation de Y.

Remargue 2.7. - Pour k < Y, la suite spectrale est du premier

quadrant.

Cornoflaine 2.§. - La suite exacte d'homologie associée 3 la suite

exacte courte :

o » EXx-M) ~ (k)E"‘ - M) »~ o
s'écrit :
6) ...~ Ezt;(X-M) > (k)Ez:; > Egti,q+k—u(M) y*! B qrant KW 2 -
ol Wa+] se déduit de Y% par passage 3 l'homologie des différentielles
df y et dy

Conollaine 2.9. - Pour k = v, c'est-da-dire o =1, la suite

exacte (6) s'écrit :

2
2 y . N
D) o B ENH E) > (B> R OGH () (FO)) B (FNGE () >

Pour k 2 v+l, 1le terme E2 est égal 3 :
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2

® ©%.q

= Hp(Y—N;Hq(F)) ® H . (N; (Fo))'

p-k Hq+k-u

C'est, en tant que module différentiel gradué, une somme directe

si k > v+l et une somme tordue (par Wz) si k= v+l

Proposition 2.10.- Dans le cas de la suite spectrale obtenue
pour k =V, on peut construire une triangulation cellulaire (D) de Y

telle que la filtration de H*(X) soit donnée par Fp(H*(X)) = H*(f_](D(p)))

ol D(p) désigne le p-squelette de (D).

Démonstration au paragraphe 12 (d).

Remarque 2.11.- La suite spectrale est somme directe des suites
spectrales de Serre des fibrés f XM X-M > Y-N et f M M+ N jusqu'a

. . ~ . . o
un certain rang o. Le choix de k détermine ce rang. Le morphisme Y
perturbant la somme directe est, bri&vement parlant, induit par 1'inverse
d'un isomorphisme de Thom et un morphisme bord. Il exprime la maniére dont

sont "rattachés" les deux fibrés.
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1T - PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES.-

3) Extensions de modules différentiels graduds.

Tous les modules et morphismes de modules considérés seront des

A-modules et A-homomorphismes de modules.

On rappelle que, si (A,dA) et (B,d,) sont deux modules différentiels
gradués (en abrégé MDG), l'espace Hom (A,B) peut &tre muni d'une structure

de MDG comme suit :

Hom T (A,B) Hom (A,B) = I Hom(A,, B, )

1+r
1

deg £

(df) (a) = dg £(a) - (-D) £(d, a)

Deux morphismes f et g de Homr(A,B) sont dits homotopes
par une homotopie & (et on &crit ¢ : £ = g) s'il existe ¢ € Homr+|(A,B)

tel que :

g - f=do=d o+ DT o q,

Deux morphismes homotopes induisent le méme homomorphisme en

homologie.

Si 1'on se donne deux MDG, (A,‘dA) et (B, dB) , une extension

{
de MDG sur B, de noyau A, est une suite exacte de MDG :

(E) 00— A—> X —>B——>90

q P
L'extension (E) est dite équivalente 3 1'extension
(E") 0—>A—>X' —> B——0

q P

s'il existe un morphisme de MDG, y, tel que le diagramme :
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X
' \
s
e
A Y B
AN
q\ /
X A\l

soit commutatif. <y est alors un isomorphisme.

On dit que 1'extension (E) est triviale si elle est équivalente

4 1'extension :
0—>A—>A®B—>B—0
Noton; Exté(B,A) 1'ensemble des classes d'extensions de MDG :
~

00— A —>X—— B — 0

et Ext](B,A) 1'ensemble des classes d'extensions de modules gradués B,A.

Ces ensembles sont fonctoriels en A et en B et on a un morphisme canonique
1 1
g : ExtD(B,A) —— Ext (B,A) .

Désignons par H_I(Hom(B,A)) le module d'homologie de dimension

-1 du MDG Hom(B,A), on a :
Proposition 3.1.- ([?{], Proposition 1). La suite :
0 —— H_, (Hom(B,A)) —2 Ext] (B,A) — Ext' (,A)

est exacte, oi 9 est défini comme suit :

Pour tout cycle Y de Hom_I(B,A), on note A ® B et on appelle
Y
somme tordue de A et B par V¥, le MDG défini par.:



2k

dy(a,b) = (d,a + ¥b, d;b)

(Remarquons que dW est une différentielle si et seulement si ¥ est un
cycle de. Hom_](B,A)). L'injection et la projection canoniques induisent
une suite exacte de MDG :
(E‘{/) O—>A—> A®B—>B— 0

Y

d'oll un élément bien déterminé de Exté(B,A)..

Conollaire 3.2.- Si B est projectif, 3 est un isomorphisme.

L'inverse de 9 peut s'expliciter comme suit : Etant donnée
une extensionde MDG :
(E) 0—A—>X—B—0
i P
dans laquelle B est projectif, on note p : B — X un morphisme de modules
gradués tel que p o p = 1 (identité sur B) ; alors le morphisme
y = dX p~-pd est un cycle de Hom_l(B,A) et les ex;ensions (E) et (EW)

B

sont équivalentes. On en déduit 1'inverse de 09, lorsque B est projectif.

L'extension de MDG

(E,) 00— A—A®B—B—>0

¥ 1 Y m

donne lieu 3 une suite exacte d'homologie :

) cee — Hn(A) —_— Hn(A ® B) — Hn(B) e Hn—l(A) —_— ...
In ¥ ‘nl'l ‘yn

ol Wn est 1'homomorphisme déduit de V¥ par passage 4 1'homologie des

différentielles dA et dB.



Proposition 3.3.- ([13], p. 73).- Soit le diagramme commutatif

(Ey) 00— A——>A®B—-->B —0
y
al ’ Bl
(Ey+) 0—— A" —— A" ®B' —— B' ——— 0"~

y!

ol les fléches sont des morphismes de MDG. Pour qu'il existe un morphisme de

MDG, £ : A® B — A' ® B' rendant commutatif ce diagramme, il faut et
Y y'
il suffit qu'il existe une homotopie :

®: ¥ oB>*aoV.

Proposition 3.4.- Soit le diagramme commutatif :

0 — o A »x—2 3 0
S
0 A" > X' B' 0
pl

ol les fléches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont
exactes. Supposons que B et B' soient des modules projectifs et qu}il

existe un morphisme B' € Homo(B',B) tel que B' o B = 1 (identité) et

BoB'=1+h'.Si ¥ est un cycle de Hom_](B;A) induit par un relé&vement p
de p, et si p est un relévement de p', le morphisme p' = ypB' - ph' est
encore un relévement de p' et le cycle V¥' = dx,p' - p'dB, satisfait a oY = ¥'B.

~

Si B' o B est homotope & l'identité, on obtient le résultat

suivant, qui est aussi une conséquence de la proposition 2 bis de [24] :

Coroflaire 3.5.- Soit le diagramme commutatif :
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00— A' —— X' —— B' —— 0

oli les fléches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont

N
exactes. Supposons que B soit un module projectif et qu'il existe un mor-
/>

phisme-de MDG B' : B' > B satisfaisant 3 :
v - v = +
B oB 1 B' o B 1 dBk + k dB

avec k € Hom+1(B,B). Alors, pour tout cycle V¥ de Hom_l(B,A) induit par
un relévement de p, on a :

i) ¥' = a¥B' est un cycle de Hom_l(B',A')

ii) le morphisme ¢' = -aY¥k réalise une homotopie

o' ¢ ¥'B = a¥ .

La proposition 3.3 permet de montrer :

Proposition 3.6.- Etant donnée la situation suivante :

(E,) 0 A A®B — 0

ol les fléches sont des morphismes de MDG, posons Y¥' = a¥B' et B'B =1 + h.

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 6, rendant commutatif le diagramme
(o] — A A®B — B — 0 °

L

0——+ A ——> AY 8B —— B' ——— 0

y!
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il faut et il suffit qué oaYh soit homotope & zéro dans Hom_l(B,A').

Corollaire 3.7.- ([24], Proposition 2 bis).—- Dans les hypothéses de
la proposition 3.6., si on a une homotopie k : B' o B =~ 1 , le morphisme 6

existe et est donné par 6(a,b) = (a(a) + a¥k(b),B(b)).

De la méme fagon, on a :

Proposition 3.8.- Etant donnée la situation suivante :

Al
QI
(E,) 0 A — —~ A ® B —+ B (o]
Y
Y
a'] B
A' B'
ol les fléches sont des morphismes de MDG, posons Y' = a¥B' et a'a =1+ h'.

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 6' , rendant comnutatif le diagramme

o > A A®B B )

R

0Q——> A" — A' ® B' —— B' —— 0

y!

il faut et il suffit que h'¥R' soit homotope a zéro dans Hom_l(B',A).

Conollaire 3.9.- ([24], Proposition 2). Dans les hypothéses de la
1

proposition 3.8, si on a une homotopie k' : a' o a ~ 1 , le morphisme 6'

existe et est donné par 6'(a',b') = (a'(a') + k'¥8"(b"),B8'(b")).

Conoflaine 3.10.- (|24]|, Proposition 3). Dans les hypoth&ses des

corollaires 3.7 et 3.9 le morphisme 6' o 6 est homotope & 1'identité de

A ®B aumoyen de k" : A®B->A®B défini par :
Y Y Y

k'"(a,b) = (k'(a) + k'¥k(b),k(b)).
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" Suite spectrale associle 4 une Aomme Zordue.

De méme que pour le "mapping cylinder" ([lq, exposé 3), on construit

la suite spectrale d'une somme tordue de la fagon suivante :

" Nous entendrons par MDG filtré la donnée d'un module diffégentiel
gradué (A,dA) et, pour tout entier p, d'un sous-module FPA de A satisfai-
sant a :

(1) %FPA=A . FpACFp+lA N »FPA=0 si p<O0,
(ii) dA(FpA) CFPA ,

10 iii) FA=6FANA_ ,
()<(111)p npﬂn

(iv) Pour tout n, il existe u(n) tel que Fp(An) = An

si p 2 u(n)..

I1 existe alors une suite spectrale dont on note Er(A) = 8 EF (A)

P>q
‘ - P»q
les modules bigradués et d; les différentielles. E (A) est le module

bigradué associé au module gradué H(A), filtré de la manié&re suivante :

Ve
Fp(Hn(A)) est 1'image dans Hn(A) des cycles de Fp(An)'

Soient (B,dB) un second MDG filtré et Y un cycle de Hom_I(B,A) $

on suppose qu'il existe un entier positif a, tel que :
11 Y(F B) CTF _ (A)
an BCE

¥ induit alors, pour r > &, un homomorphisme

r r r
Y- : E. (B) — E (A
P»>q ) p-a,qta-l )
r+l P r [ . P, . r
et VY se déduit de VY par passage a l'homologie des différentielles dA
r
et dB.

Définissons sur A ® B la filtration croissante :
Y



12 F(A®B) =FA®F B.
(12) pl e )= o

Lemme 3.11.- Si W(FPB) C:Fp-aA avec a 2> O et si les filtrations

de A et B satisfont aux relations (10), la filtration (12) de A & B
Y

satisfait également aux relations (10).

P . r
On en déduit une suite spectrale dont on note Ep q les modules
’

gradués et d" les différentielles. En tant que module gradué, le terme

Eg q se décompose en somme directe :
’
o o o
= E A) ® E B
P,q P,q( ) P,q( )

Si a > 0 (dans (11), la différentielle dw définie sur A ® B
. . o v o o .0 1
induit sur E 1'opérateur d = (dA,dB). En tant que MDG, le terme E

entre dans 1l'extension :

(13) ‘o £ (a) E £ (8) 0

Supposons a = 1 (dans (11)), et soit z = (z2',2") wun élément de

1 .
Pq ° un calcul classique montre que :
’

d'(2) = (4,2 + ¥ (@), 4G

et on a 1l'identification : El = EI (A) @ :

E_(B).
P.4  P»q |- P
. 4

La suite exacte d'homologie (9) associée a 1'extension (13) s'écrit

2 2 2 2
— E A) —— E — E B) —— E A) — ...
pri, g ptl,q pei,g®) g2 Psa )
ol Wz est 1'homomorphisme induit par V¥, déduit de W] par passage a

1'homologie des différentielles d; et dB.

. . .. 2
Si o > 1 , l'extension (13) est triviale, le terme E~ entre dans

1'extension :
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0

£%(

A E . E2(B) S0 .

Par le méme raisonnement, cette extension est non triviale si

o =2 et triviale si

a > 2,

De fagon générale, on a :

Proposition 3.12.-

Soient A et B deux modules différentiels

gradués filtrés, la donnée d'un cycle Y de Hom_l(B,A) satisfaisant 3 (11)

implique 1'existence d'une suite spectrale associée d la filtration (12) du

MDG A ® B et convergeant vers H*(A ® B) convenablement filtré. Pour
¥

¥ r
r <o, ses termes E

entrent dans 1'extension de MDG :

r

ET(

A) E ET(B) 0

triviale pour r < a , non triviale pour r = a.

Autrement dit, sur

est :

et

ot ¥ est induit par

¥. La suite exacte d'homologie associée d 1l'extension

(

(

Ef =E° (a) @ E:

(B) , la différentielle
Psq P»q q

’

r .r
dA’dB) pour r < a

o (¢} a
dA+\P ,dB)

o E%(A) E® E%(B) 0

s'écrit :
a+l
atl atl a+l ¥ a+l
veo —> E A) —>» E — E B) ~— E (A) — ...

p,q( ) P,q p,q( ) p-a,qta=l
ot Wa+l se déduit de ¥* par passage a l'homologie des différentielles d:
et d%




4) Le théoneme de Shih poun Les complexes simpliciaux.

On appelle classiquement DGA-algébre (resp. DGA-coalgébre) un MDG

avec produit (resp. co-produit) et augmentation ([ll] exposé 2 et []9]).

On considére les données suivantes :

K et K' sont des DGA-coalgébres, avec coproduit noté A,

o : K~ K' estun morphisme de DGA-coalgébres.

G est une DGA-algébre avec produit .

L est un MDG sur lequel opére G par le morphisme de MDG :

G : G x

L— L.

Si T est un &lément de Hom_l(K,G), on définit :

v

(14) T N(keL = (18

pour ke K et £ e L..

Supposons Ki

=G, =0
i

D)o (1eT81)o(rel) (ked)

4"
T

. PP v
pour i < O et définissons T V] j par :

FuT) 0 =Po ( e7) 0w

. N - .
On dit que T est une cochalne tordante si on a :

(15) a7 +

n
y TLuT _.=0 , Vnen

Dans ce cas, l'homomorphisme " :KeL—K8L tel que

A"k @ 2) = d(k ® £) + TN(k ® £) = dk & £ + (-1)

est une différentielle.

le produit tensoriel K © L muni de la différentielle d .

On note

degky g 42 + YN (k 8 £)

K ® L , et on appelle produit tensoriel tordu,
T

T

31
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. Ny P . .
Soit alors t' un élément de Hom_l(K',G) satisfaisant a

T=70a , 11 vient d'aprés El9] :
- ~ Iy -
(16) @) [TnkeL)] =t n(el) (ke
. N - n
Lemme 4.71.- Si t' est une cochaine tordante, T est une cochaine
tordante.

Lemme 4.2.- Si K et K' sont des modules libres, si HO(G) =A
et si o est une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes,

a ® 1 est une équivdlence d'homotopie de complexes de chalnes entre

K®L et K' © L.
T : T’

Démonstration.- Semblable i celle du lemme 3.3. de [19].

On suppose que L est un sous-MDG de L' et qu'il existe une
rétraction par déformation r de L' sur L réalisant avec l'injection
i : L~>1L" une équivalence d'homotopie de complexes de chaines. L'action

6 de G sur L s'étend 3 L' par o(g,2') = o(g,r(£')) et le produit

tensoriel tordu K ® L' est bien défini.
T

Lemme 4.3.- Si K est libre, 1'injection 1| ® i et la rétraction
1 ® r réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes entre

les complexes K ® L et K@®L'.
T T

Démonstration.- Voir ([l?], lemme 3.3.).

Dans la suite du paragraphe, les ensembles simpliciaux seront
notés B , F, ... ; C(B) désignera le module A-libre ayant pour base
1'ensemble simplicial B, enfin on notera F x B le produit cartésien
tordu de F et B a l'aide d'une fonction t;rdante

T : B> G prenant ses valeurs dans un groupe simplicial, sous-monoide du

monoide simplicial Hom(E,F) ([12], exposés 1 et 3).



Théonéme 4.4.- (Shih [?4}).- A tout produit cartésien tordu F x B,
— T
on peut associer une cochalne tordante de degré -1, T C(B) > C(G) appelée

cochalne fondamentale. Il existe une &quivalence d'homotopie de complexes de

chaines entre les complexes C(F x B) et C(B) ® C(F).
T T

La démonstration de Shih consiste 3 construire explicitement des

morphismes de MDG

T

9" : C(B) ® C(F) — C(F x B)
T T
£ : C(F x B) ——— C(B) @ C(P)
T T
tels que ffovi=1 et v o0 f =1 +d ¢T + ¢Td (oi ¢* est un endomorphisme

de Ckg.x B)) .
T

Cas d'un §ibré de Serre :

Pour tout espace X, on notera (en principe, sans ambiguité) X
1'ensemble simplicial des simplexes singuliers de X. On a, par définition

C(X) = C(X). Si £ : E~>B est un fibré de Serre, de fibre F, f :E~>3B

est une fibration de Kan (appelée fibré de Kan dans []2]), de fibre F. On peut

lui faire correspondre une fibration minimale f' : E' ~» B qui en est un
rétracte par déformation (BQ, III théoréme 4.1). La fibre F' de f£' : E' >

est un complexe minimal de F, rétracte par déformation de F.

Si B est connexe, il en est de méme de B et dans ce cas,
f' : E' + B est un fibré de Kan (Bﬂ, IV proposition 2.2) isomorphe & un

produit cartésien tordu F! x B ([{], [}2]). On appellera encore cochaine

T
fondamentale associée au fibré f : E > B 1la cochaine fondamentale associée
3 la fonction tordante t. Commé E' est un rétracte par déformation de

E, il vient d'aprés le thé&or&me de Shih et le lemme 4.3 (appliqué a

L' = C(F) = C(F) et L =C(F")) :

B
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Proposition 4.5.- Soit f : E > B un fibré de Serre de base B
connexe. et de fibre F, on peut lui associer une cochafne fondamentale T
et un produit tensoriel tordu C(B) ? C(F) tels qu'on ait une équivalence
d'homotopie de complexes de chaines entre les complexes C(E) et C(B) 8 C(F).
T

. T T .
Par abus de notation, on notera encore V et f les morphismes

T T

: C(B) ® C(F) > C(E) et f : C(E) » C(B) ® C(F) réalisant cette
. T T

v

équivalence d'homotopie.

Sous-44bnés.- Soit f : E > B un fibré localement trivial de
fibre F et de groupe structural G et F' un sous—espace de F stable
par l'action de G, on peut construire un fibré localement trivial
f' : E' » B de fibre F', sous-fibré de f : E > B. Les fibrés simpliciaux
correspondant & f : E+> B et f' : E' > B sont associés au méme fibré
principal, on peut leur attribuer méme fonction tordante T et méme cochaine

tordante T. Le complexe C(B) @ C(F') est un sous-complexe de C(B) @ C(F).
T ) . T
En notant par des crochets les classes d'équivalence dans les
quotients C(F,F') = C(F)/C(F') et C(B) © C(F)/C(B) ® C(F'), on a :

T T

Proposition 4.6.- Le complexe quotient C(B) ® C(F)/C(B) ® C(F')
T T
est isomorphe 3 C(B) © C(F,F'), muni de la différentielle :
T

ave [+ [Fnmec)
ab e [c)+Tn e [ch

a* e [c])

L}

oi c € C(F) et b e C(B).

Démonstrhation.- Ceci vient de ce que F', sous-ensemble simplicial
de F, est stable par les opérateurs de dégénérescence, que F' est stable

. PO v
par 1'action de G et enfin de la définition de T Nn.



Le théoneme de Shih pour Les complexes simpliciaux.

Pour tout espace topologique B muni d'une triangulation, on

désigne par B(p) le p-squelette de B, ensemble des simplexes de dimension
inférieure ou égale 3 p et a 1'injection canonique a : K(B) -+ C(B).

On se propose de montreér le résultat suivant :

Proposition 4.7.- Soit B un espace topologique muni d'une trian-
gulation (K) et base d'un fibré f : E > B de fibre F. On peut munir le
produit tensoriel K(B) ® C(F) d'une différentielle, encore notée d"

telle que, si K(B) 8 C(F) désigne le complexe ainsi obtenu, 1'injegtion
a=a®l: K(B) © CEF) + C(B) ® C(F) soit un morphishe de MDG. Celui-ci
est une équivalenZe d'homotopiere complexes de chalnes respectant les
filtrations suivantes :

F k) 8 cm] = k3P 8 cm)
P T .

F [c®) e c®)] = c8P)) o c(r)
P T - T

On notera B : C(B) ® C(F) » K(B) ® C(F) un morphisme réalisant
T T

avec a cette &quivalence d'homotopie.

- Démonstration.- L'injection canonique ‘a : K(B) - C(B) ([Hﬂ,
exposé 9 ou [15]) est une équivalence d'homotopie et respecte les filtratioms

suivantes :
an RO k(3 (P)) r [c®)] - csP)

Y - ‘2 A
Si. T est une cochaine fondamentale associée au fibré f : E > B ,

T 0o a est une cochafne tordante (lemme 4.1.). On note K(B) ® C(F) le
T
produit tensoriel K(B) ® C(F) muni de la différentielle

a"(k ® £) = d(k & f) + (? 0o a) N(k ® f) et gradué comme suit : -

35



36

®® 0 C®) = [ KB 6c @
T % j+j=n 3

Le morphisme o = (& ® 1) : K(B) ® C(F) » C(B) ® C(F) est,
T T

d'aprés le lemme 4.2., une équivalence d'homotopie de complexes de chafnes.

En considérant la restriction du fibré E au p-squelette de B,
on définit, par restriction, des cochafnes tordantes sur C(B(p)) 8 C(F)
et K(B(p)) ® C(F) et un morphisme :
o k@P) e e > c3®) 6 cr)
P T T
induisant un isomorphisme en homologie. Comme les filtrations (17) sont

finies, la proposition résulte du lemme suivant

Lemme 4.8.- Soient Kp, Lp, (p = 0,1,...,n) des complexes de

chafnes composés de groupes abéliens libres, ap : KP > 1P des morphismes

> kPN 1P P!

induisant des isomorphismes en homologie et i _ : kP P

P
des injections telles que :

oi p=0,1,...,n-1

on peut alors construire des morphismes Bp réalisant avec les morphismes ap

une équivalence d'homotopie de complexes de chaines et tels que :

1p o Bp-= Bp+l o Jp p=0,1,...,n1
Démonstration.- Elle consiste a montrer que, dans la démonstration

classique (par exemple [lf], p. 154), tous les morphismes construits commutent

avec les injections.

Corollaine 4.9.- Soit B un espace topologique muni d'une triangulation

et base d'un fibré f : E > B de fibre F. Notons EP = f—I(B(p)) la

o s i . n
restriction du fibré au p-squelette de B. Les morphismes V' =v'oa et
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T T P DU . -
¥ o= B o f réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chafnes :

%‘r
(18) K(B) ® C(F) ———— > C(E)

’ET

et respectent les filtrations suivantes :

k3P o o)
T

F_[K(B) & C(F)]
P T

Fp[c(E)] c(eP)

5) Réalisation de L'isomonphisme de Thom au niveau des complexes

de chaines singulitnes.

Dans ce paragraphe, nous explicitons, en suivant [i], une réalisation
de 1'isomorphisme de Thom au niveau des complexes de chafnes singulidres. Par
la suite, nous nous servirons de cette réalisation explicite, pour montrer

que la différentielle de la suite spectiale respecte la filtration.

a) Rappels sur L'isomorphisme de Thom.

Soit A : T > M un fibré localement trivial de base M et de

fibre D. On suppose que D est un espace d point base {0} tel que :

(i) 1'homologie réduite ﬁ*(D) est nulle en tous degrés.

0 q#u
(ii) H (p,D-{0}) =
1 - A q=1u.

M s'identifie 3 une section de T. Notons A° 1la restriction
de A a T-M. Le faisceau de Leray de A modulo 2° , engendré par le
préfaisceau : Q - H*(A_q(ﬂ), X-](Q) N T-M) (9 ouvert de M), est appelé
faisceau d'orientation du fibré A et noté H*(x, 2% ; A) [7]. c'est un
faisceau localement constant de fibre :

0 q#u

1%(,p-{0}) = {
A q = u.
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On dit que le fibré X : T > M est A-orientable si son faisceau
d'orientation est constant. (Si M et T sont des variétés, les faisceaux
d'orientation de M et T coincident sur M). Une orientation du fibré est
une section u de Hu(A, 2° 5 A) au-dessus de M telle que, pour tout x

de M, u(x)

u soit un générateur de la fibre en x. Si on se donne une
orientation u, on dit que le fibré A : T > M est A-orienté. La section
u définit alors un élément de Hu(T, T - M), encore noté u, et appelé

classe fondamentale du fibré. L'application :

(19) ty = AN P H (T, T-M B _ (0D

est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom.

b) Description du cap-produit par u.

Par exception, les complexes de chalnes singuliéres considérés en

(b) et (c) seront les complexes non normalisés.

Soit U = {Ui}ieI un atlas de M composé d'ouverts de triviali-
sation du fibré A : T + M ; on désigne par E = {A_I(Ui)}iel et par CE(T)
le complexe des chaines singuliéres, de T, petites d'ordre E ([IQ], exposé 8).

On note u un pu-cocycle représentant la classe fondamentale du fibré.

L'application T : Cg(T, T-M > CE_U(T) définie par

n(y) = U Ny est surjective et induit un isomorphisme en homologie Eﬂ.
Comme on opére sur des chalnes petites d'ordre E, nous pouvons
expliciter m en en donnant une description pour un fibré trivial :
Puisque H*(D,D-{O}) est A-libre de base finie, le cup-produit
externe donne lieu 3 un isomorphisme HO(M) ] HM(D,D-{O}) 2 Hu(T, T - M).
' A
La classe u s'dcrit z uv avec z e HO(M) et v générateur de Hu(D,D-{O}).

Désignons par ‘z et v des cocycles représentant les classes z et v,

1'application = s'écrit alors
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2 z v P . - >
(20) (z®v) n cp(M) ? Cq(D,D {o}) CP(M) ;\9 Cq_u(D)

c) Réatisation de £'isomonphisme de Thom [2]

La projection du fibré A-orientable A : T > M admet pour reldvement
la section canonique A' du fibré. Elle induit un morphisme surjectif
A : C(T) > C(M) donnant lieu 3@ un isomorphisme en homoloéie. L'isomorphisme

inverse est induit par l'injection canonique A' : C(M) - C(T).
Soit vy 1l'injection canonique CE(Tf + C(T) et y' 1la surjection
C(T) » CE(T) induite par 1'opérateur de subdivision barycentrique ([iQ] exposé 8,
ou [17] chap. VII). y' réalise avec y une équivalence d'homotopie de
complexes de chalnes.
La composition des morphismes de MDG :
¢ (1,1 —L st " Em Lo m Lo m
q q q-u q-u q-H
notée t, induit en homologie 1'isomorphisme de Thom t,

Soit MP une filtration finie de 1'espace M ; on note TP = A-](MP).
Les morphismes y et Yy' respectent les filtrations en C(Tp) et
C(Tp, Tp—Mp). I1 en est de méme de 7 (voir (20)). On peut construire un

morphisme w' réalisant avec 7 une &quivalence d'homotopie et respectant

aussi ces filtrations (lemme 4.8.).

Le morphisme composé :
21) e ¢y —— (T, T - M)

défini par t' =y o m' oy' o A' induit en homologie 1l'inverse de t_ .
P Y g "

En notant
(22) s=yomoy' et s'=yortn' oy

on en déduit :
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Proposition 5.1.- Supposons le fibré X : T >+ M , A-orienté et
soit MP une filtration finie de l'espace M; on peut réaliser 1'isomorphisme

de Thom par le morphisme composé :

cer, T - M) —S— ¢y A Wy
et son inVerSe par H
cWan 2 Wiy L cer, 1w

de maniére 3 ce que chacun des morphismes respecte les filtrations en uP

et TP = 27T Py,

Remarque 5.2.- Par la suite, nous noterons de la méme maniére
les morphismes de MDG définis au niveau des complexes de chalnes normalisés
et déduits des précédents au moyen de 1'équivalence d'homotopie entre complexes
de chafnes normalisé et non normalisé ([16]; théoréme 4.1.). La proposition 5.1.

est encore vraie pour les complexes de chalnes normalisés.
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TIT - DEMONSTRATION DU RESULTAT PRINCIPAL.-

Nous démontrons, dans ce chapitre, les ré@sultats énoncés au

chapitre I.

6) Démonstration de La proposition 2.1.

Soit (X,M) un espace C-stratifié orientable et soit
¥ = dp - pd un cycle de Hom_l(C(X,X—M); C(X-M)) 1induit par un rel@vement p
de la projection p : C(X) » C(X, X-M) ; (nous expliciterons au paragraphe 10 (c)
un tel relévement p) ; le morphisme.
¢ : C(X-M) ® C(X, X-M) » C(X)
Y

défini par ¢(x,y) = x + p(y) est un isomorphisme de MDG.

On note T wun voisinage tubulaire de M dans X et X : T > M
la projection de T sur M. C'est un fibré A-orientable de base M. Le choix
d'une orientation de X : T > M donne lieu 3 un morphisme
[ C(_U)(M) + C(T, T—ﬁ) induisant en homologie 1'isomorphisme inverse

.de 1'isomorphisme de Thom (remarque 5.2.).

D'autre part, l'injection ¢ : (T,T-M) -+ (X,X-M) induit un -
P ]

morphisme de MDG (Hogomorphiéme d'excision) encore noté e
€ ‘C(.T,T—M) -*vC(X,X‘—M)
Posons
(23) s=cot' et ¥ =Fos
Le morphisme :

(24) o' s cx-M) © ¢ > c(xM) @ C(X,X-M)
y' Y
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défini par 0'(x,y) = (x,8(y)) est un morphisme de MDG, il induit un
isomorphisme en homologie (proposition 3.8.). Il en est de méme du morphisme

' C(X-M) @ c("“)(M) ——> C(X) défini par :
wl

$'(x,y) = ¢ 08'(x,y) = x + pd(y)

On en déduit la proposition.

7) Démonstration de La proposition 2.3.

Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable et
£ : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifide de fibres (F,Fo). D'aprés
la proposition 4.5., on peut associer au fibré f]M : M> N de fibre Fo une
cochalne fondamentale I'}'o € Hom_](C(E), C(Eo)) (ot Eo est un groupe
simplicial d'automorphismes du complexe minimal de Eo) et des morphisme.s de MDG :
T T

°.cm e C(F)) —— C(M) £°:C0D —— C(N) ®C(F)

T T
o o

v o

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaines. On notera
T T T T T, :
Vo0 f%=1+dp °+¢ % avec ¢ ¢ Hom (C(¥), C(M)).

De méme, on peut associer au fibré X-M —> Y-N , de

fIX_M :
€ Hom_](C(Y-N), C(G)) et des morphismes

. -~ v
fibre F, une cochalne fondamentale T

de MDG :

T
vl :c(r-N) @ C(F) — C(X-M) £ ! : C(X-M) —— C(Y-N) ® C(F)

T T

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaines. On notera
oo n B
V of =1+4d¢ +¢ d avec ¢ € Hom‘(C(X—M), C(X-M))

T T

1 o

Posons Y' =f oV¥' oV , ol Y¥' est défini en (23) et

formons la somme tordue (que nous avons notée (3))



G- ec@] o [caw ecr )]
T y T

1 o

On déduit alors directement du corollaire 3.10., la proposition :

Proposition 7.7.- Les morphismes de MDG

v, : [ca-m ecm®] o e e cr )] ——cxm e
T y" T Y

1 o

f,
2 '
Y L o

T T To To
(Vv "(a) +¢ ¥' vV "(b), Vv (b))

définis par Vz(a,b)

T

T
(¢ ') + £

TO TO
et £,(x,y). ¥' e (v, £ (y))

réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes.

Conollaire 7.2.- (Proposition 2.3).- Le morphisme de MDG :

o' 0 v, [Cr-N) e c(m] \v? can T@ C(F )] W ey

T
1 o

réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaines.

§) Démonstration de La proposition 2.4.

Les hypoth&ses sont les mémes qu'au paragraphe précédent. On note
°
U un voisinage tubulaire de N dans Y. Y - U est un rétracte par
déformation de Y - N et 1'inclusion i : C(Y-U) » C(Y-N) induit un

. . . -~ g : =
isomorphisme en homologie. La cochaine fondamentale Tt du fibré

1

fI : X-M > Y-N induit par restriction une cochalne fondamentale

X-M
n o
T, 0 i sur C(Y-U) . D'aprés le lemme 4.2., on a :

cexm e cTMan > [c-N) e cE)] o [cv) e C(F )] W
y' T

43

Eﬁopoéii&qg §.1.- Le morphisme 18 1 : C(Y-U) ®© C(F) - C(Y-N) & C(F)

. A

est un morphisme de MDG, il réalise une équivalence d'homotopie de complexes

de chafnes.



L)

o
On note j un morphisme de MDG j : C(Y-N) @ C(F) » C(Y-U) & C(F)
LT T
1 1
réalisant avec i ® 1 cette équivalence d'homotopie.

o .
Supposons N et Y - U munis d'une triangulation, et notons

. - - o o
a les injections canoniques o : K(N) - C(N) et a : K(Y-U) » C(Y-U). Il

résulte de la proposition 4.7.
Proposition §.2.- Les morphismes

o =a®1 :K(N 8CF)—>CN) ®C(F)
TO ° ’I.'o °
et 6 =2 @1 :K(YU) @CF) — c(¥-U) @ C(F)
TI . Tl

réalisent des équivalences d'homotopie de complexes de chaines.

On note :

BO : C(N) ® C(Fo) — K(N) © C(FO)

T T
o o

et Bl : C(Y-E) ® C(F) —— K(Y-a) ® C(F)

T T

des morphismes de MDG réalisent avec al et a, respectivement ces

équivalences d'homotopie.

Le morphisme :

(25) ¥ :‘K(N) (] C(Fo) —_ K(Y—a) ® C(F) ,

T T
o 1

obtenu comme composition VY = B‘ ojoV¥"'o a, » est un cycle de degré - 1.

I1 vient, d'aprés le corollaire 3.10 :

Proposition 8.3.- 11 existe une équivalence d'homotopie de

complexes de chafnes :



k-0 ecm] o km ecr)]™ 2o cam e cE] 8 [can e cer )W
T ¥y T ' T yn T °
o B 1 o
décrite de la maniére suivante :

Si, pour i = 0,1, on a a; o Bi =1 + d¢i + ¢id , a' et B'

sont définis par :

a'(a,b) (a](a) + ¢’ y" ao(b) , ao(b))

et. B' (x,y) (B,(x) + 8, ¥" ¢, () Bo(y))

Conollaire §.4.- (Proposition 2.4.).- Le morphisme ¢' o v, 0 a'

réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes entre C(X) et
le complexe (3)

K(-U) e c(m)] o kKN c(Fo)]('”)
T

A ¥ o

9) Trniangubations adapties.

Soit (Y,N) un espace C-stratifié, de codimension v ; rappelons
o -
que 93U = U - U est l'espace total d'un fibré de base N et de fibre une
variété topologique de dimension v-1. On note w : dU > N 1la restriction

d 09U de la projection de U sur N en tant que fibré.

Définition 9.1.- Soit (Y,N) un espace C-stratifié de codimemsion v
et U un voisinage tubulaire de N dans Y, on dit qu'une triangulation

(K) de Y est une triangulation adaptée au triple (Y,N,U) si (K) -est

compatible avec une triangulation (Kl) de N et une triangulation (K

2)
de 23U et si de plus, pour tout simplexe o de Kgq) ,‘m_l(c) est un

sous-complexe de dimension q+v-1 de (Kz).
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Proposition 9.2.- Soit (Y,N) un espace C-stratifié triangulable,
pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y , le triple (Y,N,U) admet

des triangulations adaptées.

On montre d'abord le lemme suivant :

Lemme 9.3.- Soient (Y,N) un espace C-stratifié triangulable
et de codimension v ee U un voisinage tubulaire d¢ N dans Y. On peut
construire des triangulations (K‘) et (K2) de N de 09U respectivement,
telles que, pour tout simplexe o de dimension q de (K]) . m-l(c)

soit un sous-complexe de dimension q+v-1 de (KZ)'

Démonstrhation.- On appelle (K]) une triangulation simpliciale
de N assez fine pour que tout simplexe de (K]) soit contenu dans un
ouvert de trivialisation du fibré w : 3U » N. En se servant du cotollaire
1 de D], on construit (KZ) par récurrence au-dessus des squelettes de

dimensions successives de (K]).

Demonstration de La proposition 9.2.-

Donnons nous une triangulation (K') de U combatible avec une
triangulation (K]) de N ([?I] ; lemme 3.7.). On peut subdiviser (K')

de manidre 3 satisfaire aux conditions suivantes :

a) tout simplexe o de (K') ayant au moins un sommet dans N
ne rencontre pas 93U ,
b) tout simplexe de (Kl) est contenu dans un ouvert de trivia-

lisation du fibré  : 3U » N.

On appelle alors (KZ) une triangulation de U satisfaisant

au lemme 9.3.



Notons V 1'ensemble des simplexes fermés de (K') dont au moins
Qn sommet est situé dans N et V' le sous—complexe de V composé des
simplexes de V n'ayant pas de sommet dans N. V' ne rencontre péS' au.
On sait construireAune triangulation (K) de Y—G compatible avec une
'soué—triangulation de ﬁ' sur V' et de (KZ) sur 93U , puis une triangu-
lation de V compatible avec (K) sur N et avec la sous-triangulation de
V' sur V'. La réunion de cette triangulation sur V et de (K) sur

°

Y-V fournit une triangulation de Y , encore notée (K), satisfaisant 3

la proposition.

Cornollaine 9.4.- Soient (Y,N) un espace C-stratifié triangulable
et de codimension v et U un voisinage tubulaire de N dans Y. Notons
(K) une triangulation adaptée au triple (Y,N,U) et 3P 1a restriction

de 23U au p-squelette de N, on a : K(BUP)C K((BU)(p+v—])).

10) La proposition fondamentale.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de montrer la proposition

suivante :

b7

Proposition 10.1.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C-stratifiés

et f : (X,M) > (Y,N) wune application C-stratifiée-de fibres (F,Fo).
Supposons que (X,M) soit orientable et que (?,N) soit triangulable et de
codimension v ; on note U un voisinage tubulaire de N dans Y et (K)
une triangulation adaptée au triple (Y,N,U). On peut construire un morphisme

de modules différentiels gradués homotope 3 ¥ (et encore noté V¥), tel que :
sk ®) 6 cr ] k(-0 Py 6 cm).

La proposition résultera, en partie, de la commutativité 3 homotopie

prés du grand diagramme ci-dessous. Nous montrerons la commutativité & homotopie

prés de chacun des éléments de ce diagramme en définissant 3 chaque fois les

fléches qui interviennent dans ces éléments :
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Lo

a) Commutativité d homotopie pres du diagramme 1.

(X,M) désigne un espace C-stratifié orientable et de codimension u,

et T wun voisinage tubulaire de M dans X.

Le voisinage T est l'espace total d'un fibré localement trivial,

de base M, de fibre D et de groupe structural G.

Soit, comme précédemment, D 1'ensemble simplicial défini par
les simplexes singuliers de D et notons e, le générateur de CO(D),
c'est-3a-dire le O-simplexe singulier que définit le point base de D. De

1'existence de la section canonique du fibré A : T - M , on déduit :

Lemme 10.2.- On peut définir une fonction tordante T : M-+ G ,

associée au fibré A : T + M, de maniére 3 ce que, pour tout x de M et,
pour toute suite i],...,ik (éventuellement vide), on ait :

t(x) (s. ...s. e) =35, ...s. e_ (ol les s. sont les opérateurs dégénérescence).
i i o i i o i

On a, d'aprés Shih (proposition 4.5.), une équivalence d'homotopie
de complexes de chaines :

. VT
c(M) 8 C(D) ——— C(T)
. T fT

T les différentielles ordinaire

Proposition 10.3.-  Soient d et d

et tordue respectivement, sur C(M) © C(D) ; on peut construire une cochalne

fondamentale ?, associée au fibré X : T > M , de maniére 3 ce que 1l'on ait :
T < T _
(d -d) (eo) 0 et V (x ® eo) V(x © eo) .

Démonstrhation.- Soit V 1'opérateur d'Eilenberg-Mac-Lane

vV : C(M) @ C(D) » C(D x M) ([}Q], page 64) et soient 3 et 3t les

différentielles des MDG C(D X M) et C(D X M) respectivement ;
ik )

>
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on déduit du lemme 10.2 que 1'on a :
T
(3 -3) o V(xn 2] eo) =0

pour tout X e'Cn(M). La proposition résulte alors des expressions explicites

T

de d' et de V' ([2{], formules (1) page 27).

Notons 1i' : C(M) - C(M) g C(D) 1'application définie par
tensorisation par e, et ' 1le morphisme A' : C(M) » C(T) défini par

la section canonique du fibré X.: T > M. On a :

Cornolhaine 10.4.-
i) L'application i' est un morphisme de MDG.

ii) Le diagramme (1) commute 3 homotopie prés.
Démonstration.- (i) vient de ce que 1l'on a :
T
d (xn ® eo) = d(xn ] eo) = dxn ] e, pour x € Cn(M)

De la définition de v ([16]) , et de celle de A : C(T) + C(M) , on déduit

que :
T . _ _
A0V o1i (xn 2] eo) Ao V(xn 2] eo) X

d'ol (ii) en utilisant le fait que A' et A réalisent une &quivalence

d'homotopie de complexes de chafnes.

b) Commutativité a homotopie pres des diagrammes 2,3.

Le bord 3T de T est l'espace total d'un fibré de base M
et de fibre 293D , associé au méme fibré principal que le fibré A : T > M.
! v
On peut donc lui associer la méme cochaine fondamentale T et on a,

d'aprés la proposition 4.6., une équivalence d'homotopie :



T
v
c(M) ? ¢(D,3D) —— C(T,3T)

T
f
Notons r : C(T,3T) - C(T,T-M) le morphisme déduit de 1'inclusion
3T - T-M et Gr 1'injection canonique Gr : C(T,T-M) » C(T,3T). r et -Gr
réalisent une &quivalence d'homotopie de complexes de chaines et on a

ro 6r = identité.

'

Soit s' : C(T) » C(T,T-M) le morphisme défini en (22), on dé&finit

le morphisme de MDG j' : C(M) ® C(D) > C(M) ® C(D,3D) par la composition :
T, T

Proposition 10.5.- Le diagramme (2) est commutatif & homofopie prés.
De plus, si MP désigne une filtration finie de 1'espace M-, le morphfsme

j' respecte les filtrations suivantes de C(M) @ C(D) et C(M) & C(D,3D)
g : T

cP) e c(p)

F [can e c(0)]

p[()T (0)]

Fb[p(M) ® C(D,3D)] = c(¥P) @ C(D,3D)
T

Démonstration.- La commutativité i homotopie prés du diagramme
est évidente. Pour montrer le respect des filtrations, on regarde comment
est transformé un simplexe singulier de C(Mp) par chacun des morphismes

'

entrant dans la définition de j'. Le résultat provient de la définition de

vt et ' (DG]) et de la proposition 5.1.

D'autre part, le diagramme (3) commute, par définition méme

de & (voir (23)).

c) Commutativité a homotopie pnes des diagrammes 4,5,6.

L'homomorphisme d'excision € : C(T,T-M) -+ C(X,X-M) . est induit
par 1'injection, encore notée ¢, e : T > M.

On peut écrire le diagramme commutatif de MDG :
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0 —— C(xM) —— (X)) 21— cExM —— o

le ek

P3

0 —— C¢(T-M) — ¢(T) —— C(T,T-M) —— 0

26 Ii [1 . Tr

0 —— C(3T) — C(T) —%— C(T,9T) — 0

Jsr [+ I+

0 — C(M)ec(3D) —» C(M)BC(D) —» C(M)8C(D,3D) — O
T T T

dans lequel les homomorphismes de la colonne de droite induisent des isomor-

phismes en homologie.

Etant donné un relé&vement s de P, dans la suite exacte courte :

0 —— C(D) — C(3D) —— C(D,3D) —— O .
P
o

on définit un reldvement 0, de P, en posant :
p](x (] [y]) =x 8 pO[y] ol [y] e C(D,3D)
_ _ _ 4T _ T . . .
Notons WO dpo pod et W] d ) 0y d, il vient :

deg x

(27) v,x 8 [5]) = (- xev [y +Tnxeo, [¥]) -0 G nxey))

oli, d'aprés (14), la différence des deux derniers termes est égale 3 :
. - - v
(28) (18 ([5(18p )-p o] o (181)))(A(x)8[y])

A 1'aide du relévement P, » on peut construire (proposition 3.4.)

un cycle ¥, de Hom_,(C(T,3T),C(3T)) tel que v‘w] =w2vT.

L'injection canonique Gr : C(T,T-M) » C(T,3T) est .un morphisme
de MDG tel que r o §_ soit 1'identité de C(T,T-M). On peut donc d'aprés
le corollaire 3.5., construire un cycle W3 de Hom_I(C(T,T-M),C(T-M))

tel que 1'on ait une homotopie : ¢3 :



Enfin, soit CF le complexe des chalnes singuliéres petites d'ordre
F = {T,X-M}, notons Gs la projection Ge : C(X,X-M) » C(T,T-M) composée
‘de la projection canonique C(X,X-M) - CF(X,X-M) et de 1'isomorphisme
CF(X,X—M) + C(T,T-M) ; Ge o€ est 1'identité de C(T,T-M). D'aprés la
proposition 3.4., on peut construire un cycle ¥ de Hom_l(C(X,X-M),C(X—M))

induit par un relévement p de p et tel que l'on ait € o W3 =Voe.

On pourra choisir, au paragraphe 6, pour cycle ¥ , le cycle

ainsi déterminé.

Proposition 10.6.- Les diagrammes (4) et (6) commutent, le
diagramme (5) commute & homotopie prés. De plus, pour toute filtration MP
de 1'espace M , le morphisme V¥ respecte les filtrations suivantes de

1

c(M) © C(D,3D) et C(M) & C(3D)
T T

n

Fp[C(M) ® ¢(p,3D)] = c(P) @ c(D,dD)
T

cMP) & c(bp)

F_[c(M) ® C(aD)]
P T

Démonstration.- Les commutativités sont évidentes, le respeéct

des filtrations vient de la formule (28).

d) Commutativité a homotopie pres des diagrammes 7,8,9.

En ‘plus des hypothéses énoncées en (a), on suppose que M est
1'espace total d'un fibré f : M > N de fibre Fo et de base un espace N
muni d'une triangulation.

On note N(p). le p-squelette de la triangulation donnée de N
et ¥ = £ Py la restriction du fibré £ : M>N a NP, Enfin T
désigne une cochalne fondamentale associée au fibré f : M > N et T 1a
cochaine fondamentale associée au fibré X : T » M et précédemment définie

(proposition 10.3).
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Proposdition 10.7.- L'application d" définie sur le produit
tensoriel [K(N) @ C(Fo)] ® C(D) par :

- T

d"(x@y®z) = d °(x8y) @ z + (-1)3e8(*€Y)

T
x8y8dz + TN (v °(x8y) @ z)

est une différentielle. Soit [k(N) T@ C(Foi] % C(D) 1le MDG ainsi déterminé ;
o

on peut construire une équivalence d'homotopie

T
vo
k@) o c(F )] e cm —22s can e c)
T °T 1 T T
o £ o

respectant les filtrations suivantes :

F[R@) @ C(F)) @ c)] = ®a®) e c(r ) 8 c(D)
T T

)
Fp[c(M) 8 c(p)] = c(’) @ c(D)
T
- T
Démonstration.- Que d° soit une différentielle et que V ° @ 1

soit une équivalence d'homotopie résultent de (18) et du lemme 4.2. On déduit

du corollaire 4.9 que les filtrations sont respectées et le lemme 4.8 explicite
AT

£ o

La proposition est encore valable en remplagant C(D) par C(3D)
AT

ou C(D,dD). Dans chacun des cas, on note f °

un morphisme réalisant

N
1'équivalence d'homotopie avec V ° 8 I.

Définissons

i": RN 8 C(F) — [k Te C(F,)] gc(n)

T
o o

par tensorisation par e € Co(D) et posons

AT T T
o ¥ o

T -~
i"=£%0i0(°01) et V=¢



Proposition 10.8.-
i) i" est un morphisme de MDG rendant commutatif le diagramme (7).
ii) Les diagrammes (8) et (9) commutent 3 homotopie prés.

fs . PR . C e .
iii) Le morphisme composé VY o j" o i" respecte les filtrations

suivantes :

®) o
FPE((N) Te C(F )] = R(N'PT) @ C(F )

(o]
FPEK(N) 8 C(F)) @ C(3D)]

T T
[o}

&w'P)y o C(F_)) @ C(3D)

Démonstrhation.- (i) provient de la définition de T et donc

T A ~ . . . P
de d (méme démonstration qu'au corollaire 10.3). (ii) est évident.

(iii) résulte des propositions 10.5., 10.6. et 10.7.

e) Commutativit? & homotopie pr2s des diagrammes 10 et 11.

Nous supposons désormais donnée une application C-stratifiée
f: (X,M) > (Y,N) , de fibres (F’Fo) , pour laquelle (X,M) est un espace
C-stratifié orientable et (Y,N) un espace C-stratifié triangulable. On

note U un voisinage tubulaire de N dans Y dont 1'image réciproque

T =f (U) est un voisinage tubulaire de M dans X. En plus des notations

P P N N .
des paragraphes précédents, on désigne par T, et t' des cochalnes

fondamentales associées aux fibrés X-M > Y-N et w : 3U > N

fIX—M :

respectivement. La fibre de w : 3U - N est notée 3D'.

9T » 3U est la restriction du fibré

Le fibré fIBT :
f]X-M : X-M > Y-N 3 93U (propriété 1.8.). La cochalne fondamentale
de f|3T : 3T » 9U est donc la restriction de ?1 a 23U , on la note

T
encore ?]. I1 vient, par définition de f ! (paragraphe 7) et des morphismes
(propositions 8.1. et 8.2.)

j et Sl
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Proposition 10.9.- Pour toute triangulation de Y compatible avec

o
U et Y-U, les diagrammes (10) et (11) commutent & homotopie prés.

§) Commutativité a homotopie prés du diagramme 12.

D'aprés la propriété 1.8., 3T est 1'espace total d'un fibré

‘s

sur fibré de base N de deux maniére différentes. De méme qu'3d la proposition

10.7. on définit une équivalence d'homotopie :

LAY
ka ec@p)] 8 cE 2 cuy e cm)
T' T ' T
1 } ry 1

d'od un morphisme de MDG :

g : [R(N) © c(Fo)] ® C(d3D) — [K(N) ® C(3D')] _& C(F)
T T T' T

o . 1

P T *

n
of oVio (v°

obtenu par composition g = ®1). Comme précédemment,

1

on désigne par P = o (N(p)) la restriction du fibré w : 3U - N au

p-squelette de N.

PAOEOA&ILon 10.10.- Le diagramme (12) est commutatif a homotopie
'
prés. De plus, le morphisme composé (%T ®1) o g respecte les filtrations

suivantes :

L}

F [k c(F)) 8 cd)] = k') e c(r j] @ c(am)
4 To ° T

F_[c(3U) & C(F)]
P T

c(auP) 8 c(F)



Démonbtﬂatién : D'aprés la proéosition 10.7., il suffit de montrer
que g respecte les filtrations en K(N(p)). Pour cela, nous allons donner
une décomposition explicite de ce morphisme, sous forme "semi-simpliciale"
et en utilisant le fait que 3T est 1l'espace d'un fibré sur fibré&, de base

N, de deux maniéres différentes (propriété 1.8. et Appendice).

Si f : E~>B dééigne un fibré de Serre, de fibre F, le complexe
minimal associ€ & 1'ensemble simplicial F des simplexes singuliers de F

sera encore noté F.

Nous montrerons en appendice (proposition 15.1) que l'on peut écrire

9T sous forme de "double produit cartésien tordu", plus précisément, qu'il

existe des fonctions tordantes T'" et T? telles que 1l'on ait des isomor—

isme . .o
phismes u1 et vl

u Vv
C x(F *x N)) — = c((@ x,F) x N) — c(D
— T "% 1,7 ™o T, —
, . o )
C(F X (D' X N)) —=— C((F x3D") X N) —2 C(3T) .
.[ v — .[.I . ,[." T'

D'aprés la proposition 15.1., les isomorphismes M, et v, res-

(p)

(ensemble simplicial des
-1

pectent les filtratioﬁs de ces complexes en N
simplexes singuliers de N(p)) et 9TP (avec TP = 17" o f_l(N(p)) =

f_l o w—](N(P)). I1 en est de méme du morphisme composé

)= u;I o vzl ov, o uf. Mais celui-ci rentre précisément dans la compo-

sition (voir théoréme 4.4.) :
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yTo T g

KW @ c(F)] e c(a) ~—2L c(F x ) 8 c(aD).—— C(3D x (F_ x §)) —=—

T ° T - T T T - T

o o o

T PO ?
' £ £
—— C(F x (3D' x N)) C(3D' x N) ® C(F) —— [R(N) ®© C(3D')] _® C(F)
LT - A T' T

1 1

ol tous les morphismes respectent les filtrations en H(p), d'ot le

résultat.

g) Démonstration de La proposition 10.1.

Avec les notations des paragraphes précédents, on définit le
morphisme

¥:R(N) ® C(F) — K(Y—IOJ) 8 C(F)

T T
o 1

par la composition
- ' .
y=(i®l)o Bl o (%T ‘1) o go % o j" o i

(voir le grand diagramme). Le morphisme Y é&tant celui défini en (25),
c'est-a-dire par :

T

T
Yy = 8‘ ojof ! 0¥o080V?° .

on a :

(i) Les morphismes ¥ et V¥ sont €gaux & homotopie prés,
autrement dit : le grand diagramme commute 3 homotopie prés. (corollaire 10.4,

propositions 10.5, 10.6, 10.8, 10.9 et 10.10)

Gi) ¥R e o] € k(=) Py 6 om)
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ce qui provient du respect des filtrations par les différents morphismes
intervenant dans la composition de Y (Propositions 10.8, 10.10, 4.7 et

corollaire 9;4).

‘La proposition 10.1 résulte directement de (i) et (ii).

11) Démonstrhation du théonéme 2.5.

Notons A = K(Y-U) © C(F) et B = [K(N) @ C(F )] =
T

T
1 o

en tant que MDG. Pour un entier k > O fixé, on filtre A et B comme suit :

_n P
FP(A) k[(v-0)*P’] & c(F)

]

(p-k)
a0 Fp® kNPT e c(F )

La suite spectrale associée a la filtration Fp(A) de A est,
a partir du terme E2 , isomorphe 3 la suite spectrale de Serre (en homologie)

du fibré f|X-M : X-M > Y-N. On note E; q(X—M) son terme E' de bidegré

(p,q).

La suite spectrale associée a la filtration

F(R(N) 8 C(F)) = R(NP) @ C(F) de K(N) @ C(F) est isomorphe, 3
P . © o T o

T
o o

partir du terme EF , 4 la suite spectrale de Serre (en homologie) du fibré

flM : M > N. On note E; q(M) son terme E° de bidegré (p,q). Si

>

(k)E; q(B) désigne le terme EY de bidegré (p,q) de la suite spectrale
’

associée a la filtration FP(B) de B, on a la relation :

(k)

(B) = ™)

r r
E E
(k) "'p,q p-k,q+k-u

D'aprés le paragraphe 3 (formule (12)), on déduit des filtrations

de A et B 1la filtration suivante de la somme tordue A & B :
¥y
29,k F (A B) = F ®
@90 (F, 4 8 B) = FLW)

(k)Fp(B)

k(-0 ®) o cm] o ka®™) o cr,)]
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Les morphismes ¥ et Y sont homotopes et induisent le méme
morphisme en homologie. Les sommes tordues A ® B et A ® B ont méme homologie.
Y Y
On pourra donc se permettre de noter encore ¥ 1le morphisme VY.
D' és 1 iti 10.1 ; .
aprés la proposition 10 ; on a ‘l’E(k)Fp(B)J c Fp-(k—\)ﬂ)(A)

On en déduit :

Conoflaire 11.1.- Dans les conditions de la proposition 10.1, et
pour tout entier "k > v-l, la différentielle dW définie sur la somme tordue

A ® B respecte la filtration (29,k).
v .

Cette filtration induit donc, pour k 2 v-1, une filtration

de H*(X) , notée :

(30,k) ¥ [H,(x)] .

La proposition 10.1 montre que Y satisfait & la relation (11)
du paragraphe 3 (avec a = k-(v=1)). Pour que la suite spectrale déduite
de la filtration (29,k) du MDG A ® B converge, il suffit donc que 1l'on

¥

ait k 2 v=1 (lemme 3.11).

Le théoréme 2.5. est alors une application directe de la proposition

3.12.
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1V - PROPRIETES ET APPLICATIONS DE LA SUITE SPECTRALE DES APPLICATIONS

C-STRATIFIEES.

Dans tout ce.chapitre, (X,M) désignera un espace C-stratifié
orientable; de codimension u, (Y,N) un espace C-stratifié triangulable,
de codimension v, et f : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée
de fibres (F,Fo). Sauf indication du contraire, on suppose que les fibres

F et FO sont connexes.

PROPRIETES.

12) Proprittés.

a) Cas d'un §4ibn2 de Serre.

Proposition 12.1.- Soit f ; X > Y un fibré de Serre, de fibre F,
et N un sous-espace fermé de Y, notons M = f_](N) ; si les données
(X,M), (Y,N) et £, satisfont aux hypothéses énoncées ci-dessus, le terme
E2 de la suite spectrale (obtenue pour k = y) de 1'application C-stratifiée

£ : (X,M) > (Y,N) est isomorphe au terme E2 de la suite spectrale de Serre

du fibré f : X > Y.
Démonstrnation.- L'équivalence d'homotopie C(X) — K(Y) 8 C(F)
- .. . T
démontrée au corollaire 4.9. donne lieu 3 une é&quivalence d'homotopie :

K(Y) 8 C(F) — [K(Y—G) 8 C(F)] & [kK(N) @ C(F)] =
T T ¥ T

Cette équivalence d'homotopie respecte la filtratiom :

T

FPB((Y) 8 C(F)] = K(Y(p)) @ C(F) de K(Y) ® C(F) (définie par les lemmes
T i
12.8 et 12.9) et la filtration (29,v) de la somme tordue. Un calcul long,

mais facile, montre que 1'homotopie est d'ordre r < 1 , d'ol le résultat

(D’)ﬂ, chap. XV, prop. 3.1.).
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b) Suite specitrale du premier quadrant.

La suite spectrale d'une application C-stratifiée f : (X,M) + (Y,N)"
converge si k 2 v-1. Dans ce cas, elle est toujours dans le secteur
p20, q=2 inf(O,u-k); Elle vérifie donc toutes les propriétés des suites

spectrales du premier quadrant. En particulier,.on a:

1°) Finitude des groupes d'homologie.

Proposition 12.2.- (voir [?3], proposition 1 du chapitre III).
Si A est un anneau principal, si les systémes locaux formés par Hi(F;A)
et Hi(Fo;A) sur Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i ,
et si les groupes d'homologie de F , Fo , Y-N et N sont des A-modules

de type fini en toutes dimensions, il en est de méme pour X.

2°) La suite exacte des termes de bas degré.

Proposition 12.3.- (voir [li], théor&me 5.12a du chapitre XV).
Les suites spectrales obtenues pour k = (v+l),...,u donnent lieu, pour

M > 2 , 3 une suite exacte :
. dz
H2(X) - HZ(Y~N;HO(F)) —_— HO(Y-N;H,(F)) - HT(X) - H‘(Y-N;HO(F)) >0
ol la différentielle d2 est celle de la suite spectrale de Serre du fibré

f‘x_M : X-M > Y-N.

Pour p =2 (v = 1), la suite exacte s'écrit :

2
: N . a _N; N N N
HZ(X) > HZ(Y N,HO(F)) ® HO(N,HO(FO)) HO(Y N,H](F)) H](X) H‘(Y N,HO(F)) + 0.

3°) Cas ol Les homofogies de Y-N, N, F et F sont nulles

en grande dimension.

Proposition 12.4.- (voir [?3], proposition 3 du chapitre III). Soit

£ (XM > (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,Fo), si A

.



est un corps et si les systémes locaux formés par Hi(F;A) et Hi(Fo;A) sur

Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i > O , supposons que

A

1'on ait :

n
[}

HP(Y—N) 0O pour p >n HP(N) 0 pour p > n-v-Il

Hp(F) 0O pour p >m HP(FO) 0 pour p > m-(p=-v) + 1

alors HP(X) =0 pour p > m+n et Hm+n(x) est isomorphe 3 :

B =[H oM eHF]e[H__ e o uevys1 B -

On remarquera que les conditions portant sur les degrés mne sont
pas naturelles puisque, par exemple, si N et Y-N sont des variétés et si

Y-N est de dimension n, alors N est de dimension n-v.

4°) Suite exacte de Sernre.

Proposition 12.5.- (voir [?i], proposition 5 du chapitre III). Soit

f : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,Fo), si A est

un anneau principal, supposons que le systéme local formé par Hi(F;A) sur
Y-N soit trivial pour tout i > O et qu'il existe des entiers p et q

tels que :

i) vlspswu, p+tqsu

ii) Hi(Y—N;A) [o] pour 0 < i < p

0 pour O0<1ix<gq

iii) Hi(F;A)
On a alors la suite exacte :

(F3;A) > H (X;0) » Hp+q_1(Y—N;A) > H

. HZ(Y-N;A) - HI(F;A) > H](X;A) > H](Y-N;A) >0

fprq-1 p+q-l p+q-2 (F3h) =

63
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n

L'homomorphisme d : Hn(Y—N;A) > Hﬁ_l(F;A) , 1 s n g p+q-1

est 1'homomorphisme de transgression du fibré : X-M > Y-N . En posant

£lx-m

q=1,ona:

Conokﬁa&ae 12.6.- soit f : (X,M) -~ (Y,N) une application
C-stratifiée de fibres (F;Fo). Supposons que A soit un anneau principal
et que le systémeAlocal formé par Hi(F;A) sur Y-N soit trivial pour
tout i > O ; supposons de plus que Hi(X;A) = 0 pour tout i > 0 et
qu'il existe un entier p < u-! tel que Hi(Y-N;A) = 0 pour d < i< p.

Alors, on a Hi(F,A) =0 pour O < i < p-1.

c) Moa)oiubmu de suites spectrales.

Proposition 12.7.- Soient ((k)Er S dr) les termes et différentielles
de 1a suite spectrale d'une application C-stratifiée f : (X,M) -+ (Y,N)
de fibres (F,Fo) et (Er(X—M),d;_M) les termes et différentielles de la

suite spectrale de Serre du fibré : X-M > Y-N , 1'inclusion

f]X—M

X-M + X induit, pour r » 2 , des homomorphismes :

r

. r r
i, : E (X-M) >

®E

i* : E (X-M) > (k)E

i, + B (X-M) > H (X)

r

r.r _.r
tels que d'i = idy .

Démonstration.- Avec les notations du paragraphe 11, 1'inclusion

X-M + X induit 1'injection naturelle i : A~ A ® B définie par
Y .
i(a) = (a,0). Celle-ci est un morphisme de MDG compatible avec les filtrations

F (A ® B) (formule (29,k)). On en déduit la proposition.

o) et yfpa 9
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d) Filtration de H_(X) (pour k = v).
Nous démontrons ici la proposition 2.10. Celle-ci précise la filtration
(30,k) de H*(X) , dans le cas oi k = V. Elle résulte des deux lemmes

suivants :

Lemme 12.8.- Soient (Y,N) un espace C-stratifié triangulable,
U un voisinage tubulaire de N dans Y , et w la projection du fibré
w : 3U + N. Il est possible de construire une triangulation cellulaire (D).

de Y satisfaisant aux conditions suivantes :

i) (D) est compatible avec une triangulation (K2) de .BU s
ii) toute cellule de' (D) est transverse a N (autrement dit,
il existe une triangulation (Kl) de N telle que, pour toute q-cellule o
de (D), o NN soit un sous-complexe de dimension q-v de (K‘)),
iii) pour tout gq-simplexe s de <Kl) . w—l(s) est un sous-complexe

de dimension q+v-1 de (K2),

iv) toute cellule de (D) est contractile.
Démonsthation.- Similaire d celle de la proposition 9.2.

Lemme 12.9.- Supposons Y muni de la triangulation définie au
lemme 12.8, 1'équivalence d'homotopie entre C(X) et
° ] (-u)
AeB=[k(y-U) 6cm] e kK@) 6 c(F)]
Y i3 Y T

décrite au corollaire 8.4. respecte les filtrations suivantes
Fe] = cad) - ce” 0Py
- el oy @)y ¢ ) NSRS CE T
et Fp[A ® B] = [K((¥-u)'P’) e c(F)] & [K(N ) 8 C(F )]
y . .

Démonstrhation.- On vérifie que les morphismes induisant 1'équivalence
d'homotopie respectent les filtrations naturellement induites sur chacune des

sommes tordues.
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e) Comparaison avec fa suite spectrale de 1. Fdny.

Nous admettrons ici le résultat :

Proposition 12.10.- Dans les hypothéses suivantes :
a) X et Y sont localement compacts,

b) Le couple (Y,N) est un espace C-stratifié orientable,

c) Y est une variété topologique, N et Y-N sont des variétés

. . - i
topologiques orientées,

d) F et FO sont des variétés topologiques orientées,
la suite spectrale (obtenue pour k = v+1) de l'application C-stratifiée
f : (X,M) > (Y,N) de fibres (F,Fo) est duale de la suite spectrale

de I. Féfy ([]8]; cas particulier de deux strates).

APPLICATIONS.

La plupart des résultats qui suivent sont exprimés en homologie.
I1 est facile d'en écrire l'équiva}ent en cohom&logie. On supposera que
N et Y-N sont connexes par arcs et que les systémes locaux formés par
Hi(Fo) et Hi(F) sur N et Y-N respectivement sont triviaux pour

tout i. L'anneau des coefficients (que 1l'on omettra) sera toujours A.

Dans le cas ol les homologies réduites de N. et Y-N sont
nulles en toutes dimensions, la suite spectrale, écrite pour k = v+l |
permet de retrouver la propriété 1.13. De plus, le morphisme ¢ de la

v+1

suite exacte (2) est donné par la différentielle d de la suite

spectrale.

De méme, si Fo a le type d'homologie d'un point et F celui
d'une sphére orientée de dimension p-v, la suite spectrale, écrite pour

k = v, permet de retrouver la propriété 1.16.
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13) Swite exacte de Smith-Gysin.

Proposition 13.1.- Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable
de codimension u, (Y,N) un espace C-stratifié triangulable de codimension v
et f : (X,M) » (Y,N)' une application C-stratifiée de fibres. (F,Fo). Si
FO a le tyée d'homologie d'un point et F celui d'une sphére orientée (de
dimension u-v > 0), on suppose en outre que N et Y-N sont connexes par
arcs, on a alors la suite exacte de Smith-Gysin :

u=v+1

(31 . HP(Y—N) S H O S H N8R ) T H () >

pHu-v

Démonstration.- Le terme Ei de la suite spectrale obtenue

>

pour k = u est égal & -

2 - = -N * .
Ep’q = HP(Y N,Hq(F)) ® Hp_u(N,Hq(Fo))

Pour tout entier p fixé, il est nul sauf éventuellement

2
=H (Y-N) & H N
p,0 p( ) p"l.l( )
2
et E = H_(Y-N)
Pru~V P

En appliquant le lemme classique de deux lignes ([13], Xv,

théoréme 5.11.), on obtient la suite exacte (31).

Cette proposition, ainsi que les corollaires 13.2. et 13.6. ci-dessous
ont été obtenus par Bredon dans les éadres suivants : en cohomologie 3 supporfs
compacts, 3 1'aide de la suite spectrale de Firy ([7] ; IV, 12) et en cohomologie
de Eech, dans le cas d'actions de S]‘ sur une variété différentiable X avec
nombre fini de types d'orbites ([8] 3 p. 161). Dans les hypothéses de la

proposition 12.10., les résultats de [7] et ceux de ce paragraphe sont duaux.

D'aprés la proposition 12.7., la suite exacte de Gysin du fibré

en sphéres : X-M > Y-N et la suite exacte (31) entrent dans le

flx-M

diagramme commutatif :
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- u=-v+1
d . . .
. > HP(Y N) > Hp+u-v(x) > Hp+U‘V(Y N) @& Hp—v(N) ol - | _](Y—N) > ...
= i* (id,0) =
el > HP(Y-N) + H (X-M) —— H (Y-N) -5 Hp_l(Y-N) E

pru-v p+u-v

ol i.“F est induit par 1'injection X-M ~ X , et oG 6 est le cap-produit

u=v+l

par la classe d'Euler e € H (Y-N) du fibré fl La premiére

X-M’

composante de la différentielle :

du-v+] D H

coany (T B H () > B (1,

p+(u

est donc le cap-produit par e. De méme que dans Eﬂ (ex. (21), page 172 et

ex. (53), page 117), cela permet de montrer :

Conoflaire 13.2.- Supposons, en plus des hypothéses de la proposition

13.1., que Y soit localement compact. Dans ces conditions, on a :

a) S'il existe un entier o tel que Hp(X) =0 pour p > a ,

alors Hp(N) =0 pour p > a+u-l et HP(Y—N) =0 pour p > a+(p=-v)+l.

b) S'il existe un entier B tel que Hp(X) =0 pour p < B ,

alors HP(N) =0 pour p < B - u et Hp(Y—N) =0 pour p <B.

Du corollaire 13.2., on déduit le théoréme démontré en cohomologie
modulo 2 par Conner et Dyer ([l{], Théoréme 1.1.)

Théonéme 13.3.- Soit f : (X,M) > (Y,N) une application C-stratifiée
de fibres F, une sphére sH7Y orientée, et FO , un point, si X est
compact et tel que HP(X) =0 pour p % a ,. alors Py = o pour p > a

et HP(Y) = HP(N)‘Xpour p > a=(u-v).

Par une démonstration en tous points analogue & celle de Conner

et Dyer [l{], on peut alors généraliser les résultats de [3] et [l&] comme suit :
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Théorneme 13.4.- Soit £ : (X,M) +.(Y,N) une application C-stratifide
de fibres F, une sphére st orientée, et Fo’ un point, si X est une
n-sphére homologique, il existe k tel que M soit une n-k(r+1)-sphére

homologique.

Fibrations de Hopg.

On déduit immédiatement de la suite exacte (31)

Conollaire 13.5.- Soit £ : (R®,0) - (R”,0) une application
C-stratifiée de fibres (s“_“,o) , avec s¥V orientée, alors up = 2(v-1).

Rappelons que, en supposant de plus que l'application f est
propre, Timourian [?7] a montré que l'on ne trouve que les fibrations a
singularités de Hopf, avec : (u,v) = (2,2), (4,3), (8,5) ou (16,9)

(voir les exemples 1.10 (i) et 1.11 (avec d = 1)).

Inégalité de Bredon.

Conollairne 13.6.- Dans 1'hypothése de la proposition 13.1. et
si A est un corps, posons m = p-v+l. Il vient, pdur tout entier p :

© ©

dim H__ .
L dim B

=0 j=0 pejmX) * dim B, (Y1)

Démonstration.- TIdentique a([7] ; IV 12).
On trouvera des &quivalents cohomologiques de cette inégalité dans

Bredon (7] ; 1V.12) et([8] ; théoréme 10.9., p. 163).

Signalons d'autre part que la suite exacte (31) permet aussi de
g P q

retrouver la premiére inégalité du corollaire 1.19.

14) Applications aux actions de groupes.

Dans ce paragraphe, différentiable signifiera différentiable

de classe G .
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a) Voisinages tububaines. ([8] : VI.2). Soient G un groupe de Lie

compact, et M une variété différentiable sur iaquelle G agit différen-
tiablement. Un fibré vectoriel différentiable E, de base M, est un
G-fibré (différentiable) si G agit différentiablement sur E, linéairement

sur les fibres, et si la projection du fibré est équivariante.

Considérons une variété différentiable X sur laquelle G agit
différentiablement. Il existe une métrique riemannienne sur X pour laquelle
G est un groupe d'isométries.

L'ensemble des points fixes par l'action de G , noté M = XG ,

est une sous-variété de X non nécessairement connexe. Toute composante

G P . . .
connexe A de X  admet un voisinage tubulaire ouvert invariant Q au
sens suivant : il existe un G-fibré vectoriel différentiable E, de base A,

et un difféomorphisme équivariant
Y : E>Q

tel que la restriction de { 3 la section nulle de E soit 1'inclusion de

A dans Q.

Puisque G est compact, tout voisinage tubulaire ouvert invariant
de A contient un voisinage tubulaire T fermé et invariant. T est un

voisinage tubulaire de A dans X au sens de la définition 1.1.

Notons f : X > X/G =Y la projection de X sur l'espace des
orbites et N 1'image de ¢ par f. Si XG est connexe et si 1l'action de
sur X est semi-libre, c'est-d-dire libre en dehors de XG, 1'application

£ (X,XG) + (X/G,N) est une application C-stratifiée de fibres (G,{e}).

b) Actions de s! , s> et des tones.
Dans toute la suite, ol il s'agit d'actions semi-libres de G

sur une variété différentiable X, on suppose que XG et X/G - XG sont
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connexes par arcs et que le systéme local formé par Hi(F) (ot F est

homéomorphe & G) est trivial sur X/G - XG.

La suite exacte de Smith~Gysin (proposition 13.1.) et ses corollaires
s'appliquent au cas d'actions semi-libres de S1 et de S3 (groupe des

quaternions de norme 1). On obtient :

3

% 1'un des groupes S] ou S ;

Proposition 14.1.- . Soit G =S
supposons qu'il existe une action semi-libre de G sur une variété différen-
tiable X et que l'ensemble des points fixes XG soit connexe. Posons

v = dim X/G - dim XG. Dans ces conditions, on a la suite exacte :
. > H (X/G - XG) -~ H 4 (X) » H (X/G - XG) ® H (XG) - H x/G - XG) ->
P p+n’ p+n p-v p-1 T

Conoflaire 14.2.- -Dans les hypothéses de la proposition 14.1.,
posons U = dim X - dim XG ; s'il existe un entier o tel que Hp(X) =0
pour p > a , alors HP(XG) =0 pour p2a+pu-1 et HP(X/G - XG) =0

pour p 2 a + (u-v) + 1.

Par des démonstrations du méme type que celles de [8], la proposition
14.1 permet de retrouver, en homologie, des résultats similaires 3 ceux de
Bredon, notamment les théorémes 10.9, 10.11, 10.12, de (Bﬂ ; chapitre III).

On en déduit un cas particulier d'un résultat de A. Borel ([5] ; XIII).

Theoneme 14.3.- Supposons que le tore G = Tk opére sur une
n-sphére homologique avec deux types d'orbites et sans points fixes. Pour
tout sous-tore HC Tk de dimension k-1, notons r(H) 1'entier, compris
entre -1 et n pour lequel X est une r(H)-sphére homologique. Si H

décrit 1l'ensemble des sous—-tores de Tk de dimension k-1 , on a :
n+ 1 =@ +1).
H

On a, bien entendu, convenu que 1'ensemble vide est une (-1)-sphére.
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Les résultats du paragraphe l,c s'appliquent &galement aux

actions de S‘ et de"s3. En particulier, on a :

Théoneme 14.4.- Soit n =1 ou 3 , il est impossible de construire
. PR n N m G
une action semi-libre de G =S sur une sphére X =S et telle que X

soit connexe et HP(X/G - XG) = 0 pour tout p 2 dim X - dim XG - (n+l1).

Théoneme 14.5.- Soit X wune variété différentiable de dimension m,
telle que Hm(X) = 0 ; il est impossible de construire une action semi-libre
n

de G =S5 (n=1 ou 3) sur X, telle que XG soit connexe et

H(X/G - %% = 0 pour tout p 3 dim X - dim X° - (n+1).
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15) Fibnds sun 4ibnés en théorie semi-simpliciale.

Nous montrons qu'en ‘théorie semi-simpliciale, un fibfé sur fibré peut
s'exprimer sous forme de double produit cartésien tordu (Proposition 15.1.).
Nous renvoyons & (Dﬂ s ~Appendice 1) pour le détail des démonstrations. Contrai-
rement aux notations précédentes, les complexes (semi)-simpliciaux seront notés
tels- que X. Nous utilisons, sans les rappeler, les définitions de DJ, dont

.
le lecteur est' supposé avoir connaissance.

Soit p : X> B un G-fibré de fibre F ; on suppose que la fibre
F est la base d'un G'-fibré m : E > F de fibre F' et que G est un groupe
d'automorphismes du G'-fibré principal T:E~F auquel est associé T : E > F

(Dg ;s Proposition 4.4.).

I1 existe donc un homomorphisme de G dans le groupe des homéomor-
phismes de T : E-+F qui commutent avec l'action de G'. L'image de g € G
par cet homomorphisme sera noté g. Les homéomorphismes induits sur F (en

tant que base de T : £ » F) sont ceux qui définissent 1'action de G sur F

dans le G-fibré p : X - B.

L'homéomorphisme g x 1 : E‘X F'>E x F' est compatible avec la
relation d'équivalence qui définit E = Ex F'. G est alors un groupe d'homéo-
G'
morphismes de E qui commute avec T.

Oon peut définir un G-fibré w : T + B de fibre E, associé au méme

G-fibré principal 5 :'X>B que le G-fibré p : X > B, 'en posant T = X x E.
G

Comme 1'action de G commute avec 7, T induit une application A : T + X

rendant commutatif le diagramme :
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-~ X ~
gxg — XL, fx¥F
T o X

ol les fléches verticales sont les projections canoniques sur le quotient.

-

Les opérations de G et de G' 'sur E commutent, Z=Xx%
G

\
peut &tre considéré comme G'-fibré principal de base X, 1l'action de G'

sur Z &tant définie par 1'action de G' sur E.' On a un isomorphisme :

(XxE) xF' =« X x (Ex F')
G G' G G'
et A :T->X est un G'-fibré de fibre F' associé au G'-fibré principal

A Z > X,

On dira que T est fibré (en A : T > X) sur le fibré p : X - B.

On peut alors construire des fonctions tordantes réguliéres T, T'

n

et T (notations £ de DJ) et des produits cartésiens tordus (réguliers)

tels que 1l'on ait des isomorphismes

FxB — X F' X F ———— E
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F'>:'X———"T ExXB — T.

L'action de G sur F' x F é&tant définie comme ci-dessus (par
,r|

1'intermédiaire de iZ)’ on définit les doubles produits cartésiens tordus :

X
-]

F' x (F x B) et (F' xF)
™ T T' T

par :

(F' f'(F x B, = ((F' x F) x B)

F'xF_ xB
T T T T n n n

et avec, pour opérateurs face et dégénérescence :

(1) Bo(f',f,b)' (T“(i](f,b)).aof',T(b)aof,aob)

et ao(f',f,b) (T(b)(T'(f).aof',aof),aob) respectivement,

(ii) 3i(f ,f,b) (Bif ,Bif,aib), i>o0

]

1 [ s
(iii) Si(f ,f,b) (sif ,sif,sib), i>0.

Lemme.- Les applications

‘U:F'X(FXB) —> (F' x F) x B
™ T T' T

vi:(F'x Fy x B — T

1

T T
définies par : u(f',£,b) =(f',f,b)
W(E',E,D) = B(b) (i, (£',6),6™)  (avec be B)

ot {B(b)} définit un G-atlas du G-fibré w : T > B et ol 6“ est 1'élément
générateur de 1'ensemble simplicial type A" (voir [4]), sont des isomorphismes

(de fibrés de base B).
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Remarquons que l'on a :
poXov(f',f,b) = wo v(f',f,b) = b.
On en déduit :

Proposition 15.1. - Soit A : T > X, G'-fibré de fibre F' sur le

G-fibré, p : X > B, de fibre F ; on peut construire .des fonctions tordantes

T, T' et T" telles que 1'on ait des isomorphismes de complexes de chalnes :

C(F' x,(F x B)) —X—— C((F' X F) x B)
T T . T T

C((F' x F) x B) ———— C(T).
T T

De plus, si B(p) est une filtration de B et si TP = w—l(B(p)),

U et V réspectent les filtrations induites sur chacun des complexes.
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