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Introduction et Notations

( CHAPITRE O )

1. = Il y a deux sortes de "corps avec la formule du produit" ([2]), les exten-
sions algébriques de degré fini du corps Q des rationnels et les extensions al-
gébriques de degré fini du corps K(T) des fractions rationnelles & une indéter-
minée sur un corps K , et dans ce dernier cas, si 1'on veut avoir des.complétés
localement compacts, K doit &tre un corps fini. Le but de ce travail est essen~
tiellement d'obtenir quelques résultats d'arithmétique diophantienne en remplagant
Q , et ses complétés R et Qp , par le corps des fractions rationnelles & une

indéterminée sur un corps, le plus souvent fini, et les complétés d'un tel corps.

Soit K un corps. Nous désignerons par % 1l'anneau K([T] des polyndmes & une
indéterminée sur K et par R le corps K(T) des fractions rationnelles. Les va-
luations non triviales de R qui induisent la valuation triviale sur K sont les

suivantes : tout d'abord, la valuation dite "0-adique" définie par :
wo(f) =-deg £ ,

si f est un polyndme non nul, dont deg f désigne le degré (on note f au lieu
de f(T) pour simplifier 1'écriture). Autrement dit, pour tout couple (f,g) de

polyndmes non nuls :

£
LA (E) =deg g - deg £ .

D'autre part, si P est un polyndme sur K , irréductible, unitaire (nan cons-
tant), la valuation P-adique sur R est définie su.r{,é par wP(P %) = a » pour

tout entier rationnel non négatif o , et tout polyndme f , premier avec P .

Ces valuations sont de cette maniére (x%) en correspondance bijective avec le
spectre de & , c'est-d-dire 1'ensemble des idéaux premiers de & . (On considérera
que le spectre de & est formé de 1'élément O et des polyndmes irréductibles
unitaires). Remarquons que si K est un corps fini, on a ainsi toutes les va-

luations non triviales de R .

(%) Ceci est évidemment assez artificiel, tout au moins en ce qui concerne la

valuation "O-adique", et n'intervient qu'en tant que notation.
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Ces valuations sont discr@tes, & groupe de valeurs 2 . Le corps résiduel pour

la valuation O-adique est K , et pour la valuation P-adique, le corps LT)’
P.K(T)
On normalisera donc les valeurs absolues associées en posant : |f|o = gdeg
(feé@ 3 £#0 oll a est un nombre réel supbrieur 3 1 , et ‘PIP=|1‘ .
P
P . . o)

Lorsque K est le corps fini & q #&léments, on choisira a = q.

On de51gnera par R , resp RP » les complétés de R . R s identifie au
+
corps K {T~ 1} des séries de Laurent formelles de la forme P a " a, € K,
et (a )n< o Presque tous nuls (nuls sauf un nombre fini d'entre eux) ; comme

R (P # 0) poss@de un corps de représentants, il est aussi isomorphe & un corps
K(T

P k(T)
mode d'utiliser le développement de Hensel, avec, comme systéme de représentants,

de séries formelles (sur ). Mais pour ce que nous ferons, il sera plus com-

le groupe additif des polyndmes de degré inférieur & deg P et l'uniformisante P,

tout élément x € RP s'écrivant alors de fagon unique :

+o
- n . .
x=Z AnP 5 Aneg , IAn L)< |P| o (An)n< o DPresque tous nuls.
Nous désignerons par %o (resp. ﬁp) 1'anneau de valuation de Ro (reps. RP)’
et par mo (resp. m-P), 1'idéal maximal de 20 (resp. 0%?).

Dans le cas oi K =F_ , corps fini & q &léments, nous mettrons & , Z"fo s EP

3 la place de R ﬂo , RP . Les complétés 30 , EP sont localement compacts. La

mesure de Haar sur 3; (resp. 3;) sera normalisée -sauf mention explicite du

contraire- de fagon que la mesure d'un disque soit &gale & son rayon (par rayon

-d'un disque, nous entendons 1e rayon exact", c'est-d-dire que le rayon du disque

DC 'Jr : D —{xl lx—x l < q" } (resp. DC 3P ;D= {x| lx-xo|Ps IPI;N} ) est
N (reﬁp. |P| 5 par ailleurs le mot disque, signifiera toujours disque de

rayon fini).

Précisons encore que par caractére d'un groupe ab€lien localement compact G ,
nous entendrons toujours homﬁorphisme continu de G dans le groupe multiplicatif
T des nombres complexes de valeur absolue 1 , et nous d€signerons par 8 le
dual de G , c'est-d-dire le groupe des caractéres de G , muni de la topologie de
la convergence compacte. La notation IN désignera l'ensemble des entiers naturels’

(0€e W) et EN* = N-{0} . Les suites seront le plus souvent indexées sur D\I* .
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2, - La décomposition d'Artin

Nous utiliserons la décomposition d'Artin sous la forme suivante : le groupe
additif Ro est somme directe -algébriquement et topologiquement- du sous-groupe

. +
discret £+ et du sous-groupe m.o

+ +
R =% om
o % o
On désigne par E et %o respectivement les projections associées sur les
: + + X ‘s . - : £14
facteurs z et T\'Lé (partie entidre, partie fractionnaire). Pour tout &lément

x€ R’o , Eo(x) est défini comme 1'unique polyndme tel que lx—Eo(x)|o< 1 et

%o(x) = x-Eo(x).

Soit maintenant P un polyndme unitaire irréductible sur X . Soit & [l/P]
le sous-anneau de ® engendré par Z et l/P, qui est formé des fractions ration-
nelles de la forme f‘/n (fe g ; n€ N), et posons jP =£[ l/P] n"-flo .
Le développement de Hensel montre qu'on a la décomposition en somme directe -algé-

brique et topologique-
+
R* - It 0 &
P P P

de R+P en somme du sous=-groupe discret ﬂ; et du sous-groupe ‘%’; . On désigne
par JQP et E, les projections assocides sur les facteurs :f; et %; respec—
tivement. Pour taut élément x € R > %P(x) est 1l'unique élément de Jp tel que
lx—?ﬁp(xﬂp <1 et Ey(x) = x—zP(x). Remarquons que JP est discret dans R ,

mais dense dans '"'Lo .

Ce travail est axé principalement sur le théoréme de Koksma pour divers types de
répartition dans un corps local, localement compact ou d'autres résultats métriques

de répartition.

La notion d'équirépartition modulo 1 dans & o & été introduite par
L. CARLITZ ([8]). Au chapitre 1, nous proposons diverses extensions de cette notion
(en particulier aux ‘{ip ), et également d'autres notions qui 1lui sont liées. Nous
donnons une forme du théoréme de Koksma qui s'applique & toutes ces notions de
répartition, et plus généralement & tout corps local localement compact L , avec
un homomorphisme continu 8 de ¥ dans wm groupe abélien métrique compact M ,
tel que 1'image de @ - soit dense dans M , généralisant ainsi le résultat dans

de F. Bertrandias. Cela permet 1'étude des suites (X xn)n€ IN*()‘ # 0, |x|>1).
L'élément x &tant donné, la suite (g() xn))nem* est équirépartie dans le groupe

+
compact M pour presque tout A (au sens de la mesure de Haar de L ).
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I1 en est de méme lorsque l'on fixe ) # O , pour presque tout x tel que

|x|>1 , si L _est de caractéristique nulle. Au contraire, si L est de caractéris-

tique p # 0 , pour A fixé non nul, la suite (8(X xn))nE n* @ pour presque tout

@ 5%
x la mesure de répartition dans M : M, = (1 - %) 20 _s..l_s ol Mgy est la
e ——— s= Y
p

5
mesure de Haar du sous-groupe 8(AIP ) de M.

Dans le chapitre 2, on s'intéresse plus particuliérement & la répartition mod 1
dans 30 -bien qu'une plus grande généralité elit été possible sans difficulté sup-
plémentaire, autre que de rédaction- . Essentiellement, on considdre des ensembles
de Cantor C(8;u) ={.u x:{io €, e, € € {0,11}, o |e|o> 1, et u# O. Contraire-

~

ment & ce qui se passe pour les ensembles de Cantor réels, ées ensembles sont
toujours d'unicité (sauf le cas exceptionnel oll ils sont ouverts). Cependant, les
résultats de M. Mend&s-France sur la répartition mod.l des suites (x en)n>o lors-
que x appartient 3 un ensemble de Cantor & rapport 1/ , s'étendent bien, et
moyennant une condition trés simple sur la suite (y en)n>0 (de "densité suffisan-
te" mod. 1), la suite (x en)nG n* est équirépartie mod. 1 pour presque tout

x € C(8 ;M) au sens de la mesure sur C(8 ;U ) obtenue par transport de la mesure
de Haar de (Z/Q)N . Si au contraire la suite (M e“)n>o tend vers O mod. 1 ,

on trouve une nouvelle mesure de répartition mod. 1 pour la suite (x gn)né o

n

@
pour presque tout x , répartition qu'on a en particulier si x= ¥ e 0~0 ol
n=i
(€n)ne N st wm é1ément normal de (2/2)“\I . On précise un résultat de M.Mendés-
France en montrant qu'il en est également ainsi dans R si la suite (W en)n>0

tend assez vite vers O mod. 1 .

Le chapitre 3 est consacré d 1'étude des approximations diophantiennes par les
éléments d'une suite dans un espace métrique compact. On introduit la notion de
suite fortement eutaxique (terminologie empruntée & J. Lesca, qui introduit une
notion voisine), caractérisée par des propriétés de régularité sur les approxima-
tions diophantiennes aux quelles elle donne lieu. On montre en premier lieu que,
dans un espace ultramétrique compact, une suite "suffisamment bien répartie" est
fortement eutaxique. Puis on examine dans cette optique les suites de puissances
(eN xn)nem* dans ® ou 30 par exemple. Il semble peu probable que ces suites
puissent &tre fortement eutaxiques pour presque tout A ou presque tout x , cepen-
dant, on montre le résultat suivant : soit ogo’n’ Bn[ ) une suite d'intervalles

contenus dans [ 0,10 , telle que ia série 21 (Bn-an) soit divergente
n=
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alors pour presque tout A€ R (resp. presque tout x € R - [-1,+41]) 1le nombre

entiers n tels que 1< ns N et {\ xn}E [an ,Bn[ est équivalent &
N

= (ﬁn -ocn).

n=1
On obtient d'ailleurs en réalité une estimation plus précise. D'autre part, ce
résultat est valable plus généralement en considérant une suite (¢ (x) )nE ¥ de
fonctions, astreintes & certaines conditions. On a aussi un résultat analogue dans
&

o

Dans le chapitre 4, se trouvent 1'étude du développement en fraction continue
dans un corps de séries formelles, et 1'équivalent du théordme métrique de
Khintchine. Ces résultats, trds simples, sont peut-€tre plus ou moins connus.
Cependant, en raison de leur utilité en approximation diophantienne, il nous a
semblé intéressant d'en donner une rédaction.

Monsieur le Professeur APERY m'a engagé a entreprendre ce travail, et a dirigé

cette thése, m'aidant de ses conseils et de sa documentation. Je lui exprime ici

ma profonde gratitude.

Monsieur le Professeur PISOT a bien voulu s'intéresser & mon travail, et m'a
ouvert les portes de son séminaire parisien, qui a été pour moi une source de
contacts féconds. I1 me fait 1'honneur de participer au Jury de cette thése.

Qu'il trouve ici l'expression de ma sincére reconnaissance.

Madame le Professeur AMICE m'a donné de nombreux et utiles conseils, et ses

remarques m'ont permis d'améliorer ma rédaction. Je la remercie vivement.

Monsieur le Professeur CAMPBELL a bien voulu me donner le second sujet, et m'a
guidé dans sa préparation avec gentillesse et bienveillance. Je le prie d'accepter

mes sincéres remerciements.
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CHAPITRE T

Répartition dans 30 ’3P - Le théoréme de Koksma

1 - La notion de répartition d'une suite.

Soit X un espace topologique compact. Nous dirons qu'une mesure sur X est

normale si elle est positive et de masse totale 1 .

Rappelons la définition suivante :

Définition 1 - Soit (un)r1 % une suite d'éléments de X , et soit pour toute

o
fonction complexe sur X , f , (MN(f) )N€(N* la suite des moyennes :

N
1
MN(f) =5z f(un)

n=1
Etant donnée une mesure normale Y sur X , la suite (un)ne ¢ Sst dite y- ré-
partie si pour toute fonction f € C(X), gspace des fonctions complexes continues

sur X, on a

lim M(f) = p(f)

No @

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'étant donnée une partie Vc C(X),
engendrant un sous-espace vectoriel dense de C(X) (pour la topologie de la con-
vergence wniforme sur X ) , on ait 1lim MN(f) = u (f) pour toute fonction
fev N

#*
Pour tout ensemble A C X , et pour tout N€ W , soit v (A ; N) le nombre d'en-
tiers n tels que 1< n < N et u ¢ A. Autrement dit, —V(Aﬁ’—N)— est la

moyenne Mg (eA) de la fonction caractéristique €y A

Proposition 1. - Supposons que la suite (u ) " soit M -répartie. On a

n'n € W¥

alors :

o . . —
H(A) < 1im inf !('—%"l)— < 1im sup \—)(;—’N)- <u(d)



II CHAPITRE I

Preuve. Comme u(A 3 N)< v(A;N) < WA;N) , il suffit de démontrer que si A est
fermé, on a lim sup (A n) sw(A).

En remplagant A par son complémentaire, on en déduira que si A est ouvert
Lin ine Y&H ),

Supposons donc A fermé. Pour tout M > O, il existe une fonction f€ C(X), &

valeurs dans [ 0,1] , telle que f(x) =1 pour tout x€ A et que

M(A)= B (£)S u(A) +m

Mais

YL‘;-'N—)S M.N(f) , donc 1lim sup %m—)s u(£)

Rappelons qu'un ensemble AC X est dit W-quarrable si sa frontiére est p-né-

gligable. Naturellement, un tel ensemble est & fortiori |, -intégratle. On peut
montrer qu'il existe dans X une base d'ouverts guarrables. (cf. Bourbaki, inté-

gration, chap. 4 § 5 , exercice 17 ; ce résultat est d'ailleurs trivial dans le

cas ol X est totalement discontinu, ce qui sera généralement le cas dans ce
travail).

Rappelons alors que :

Proposition 2. = Une suite (u )n w d'éléments de X _est p-répartie si et
seulément si on a llm I\f v (A3N) =y (A) pour tout ensemble Ac X , yu —quarrable.
I1 suffit qu'il en son: ainsi pour une famille d'ensembles M-quarrables contenant

une base de voisinages de tout &lément x¢€ X .

Preuve. La condition nécessaire résulte immédiatement de la proposition 1 . Inver-
sement, soit ® une famille d'ensembles | -quarrables contenant une base de voisi-
nages de tout point de X . Pour toute fonction fe C(X) , et tout f > 0, il

existe une famille finie 4d'ensembles Al""’Ak appartenant & ® , et des nombres

complexes X, , ... Y tel que :

k 9

le-% a.e,ll<n
im0 Ay
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(|| «|| désignant la norme de la convergence wniforme, et t étant la fonction
i

caractéristique de Ai).

On a alors :
ey - 8 2. v )= n
: i=mn * *
et pour tout N :
| k. \J(Ai;N)
%(f> - iEl }\.i N , < n

Pour N suffisamment grand, on aura :

k V(AiiN) k
L2 M w2 nu@)lsn
i=1 1=1

et par suite
[MN(f) - ul®)) =< 3n
ce qui montre que :

1im MN(f) =pn(f)

Now

Lorsque X est un groupe topologique abélien, compact, G , la densité des poly-

ndmes trigonométriques conduit au résultat suivant :

Proposition 3. - (Critdre de Weyl) . Une suite (un)new* d'éléments de G est
u-répartie si et seulement si :
N
. 1 A
lim &+ ¢ x(un) = uly)
N=® " n=1

A
A
pour tout X € G , U désignant la transformée de Fourier dep

) = [ x(x) am (x)

N
A
De fagon plus précise, si pour tout X € G , %f ;-1 X(un) a e limite o (x)
pour N infini, @ est nécessairement la transTormée de Fourier d'une mesure nor—

male U sur G , et la suite (un)nEN* est U -répartie.

Lorsque H est la mesure de Haar de G (normale), une suite p ~répartie est dite

équirépartie.
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La condition du critdre de Weyl est dans ce cas :

1 ¥ ~

lim £ % x(u)=0 pour tout XE€G , X# 1
n

L) n=1

2 - Répartition dans un groupe profini.

Soit G un groupe abélien, et soit H un sous-groupe de G , d'indice fini.
Désignons par Ty la surjection canonique G- G/H . Etant donnée une mesure A
sur le groupe fini G/H , nous dirons qu'une suite (un)nF u\];(-d'éléments de G

est \ -répartie mod H si la suite (1'7H(un))n€ * est A ~répartie dans G/H .

Supposons que G soit un groupe topologique abélien, profini, c'est-d-dire com-

act, et possédant une base ® de voisinages de O formée de sous-groupes (néces-
bact

sairement ouverts et fermés et d'indices finis). Soit | une mesure normale sur
G et pour sous-groupe HE€ ® , soit My la mesure quotient sur G/H , c'est=-

8-dire la mesure définie par

UH(CD) =W (p ° TTH) pour toute fonction complexe sur G/H
ou encore

Mg ({mg(a)) = u (asH) pour tout a€ G
Comme 1'espace des fonctions complexes localement constantes sur G est dense dans

1'espace des fonctions continues (pour la topologie de la convergence uniforme),

on voit que pour qu'une suite (un)nG n* d'éléments de G soit W-répartie, il

faut et il suffit que pour tout HE® , la suite (un)nE n* _soit up répartie
mod .H .

Inversement, soit G un groupe abélien quelconque, et supposons donnée une famil
le B de sous-groupes de G d'indices finis, filtrante et séparante (c'est-d-
dire que pour HE ® , L €® , il existe ME® +tel que MC HN L et

N ®BH={01}). Pour tout couple (H,L) d'éléments de B tels que Hc L ,
HE®

soit Tr L.H 1'homomorphisme de G/H sur G/L rendant commutatif le diagramme :
b
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Supposons donnée pour tout He ®, une mesure normale i g Sur G/ . I1 ne peut
exister de suite d'éléments de G , uH-repa.rt:Le mod H pour tout H , que si la/

famille (uH) satisfait & la condition suivante (systdme projectif de mesures)

(L.p.) Pour tous H,L de B tels que HC L , et pour toute fonction complexe ¢
sur G/L

M@) =M (P oo o)

ou encore : pour tout a € G/
wp(fal) =uy (Mo (@) )

Mais soit I' le groupe topologique limite projective du systéme projectif de grou-

pes topologiques (G/H ’“L,H)He ® (avec la topologie discréte sur les G/H).
T est compact. G s'injecte dans T" par 1'homomorphisme i = lim T H° c'est-d-
dire

i(x) = (T"H(x) )HE(B pour tout x€ G

i est un homéomorphisme de G sur i(G) , lorsqu'on munit G de la topologie
pour laquelle B est une base de voisinages de O , et i(G) de la topologie in-
duite par celle de T'. i(G) est dense dansT , qui apparalt donc comme le complété
de G . On considérera G comme contenu dans T . On a G/H =T /JTI . Nous désignerons
par pry la projection T - G/H qui n'est autre que la surjection canonique

l"—ol"/ﬁ , T.. apparaissant alors comme la restriction de pry a G.

H

Etant donnée une famille de mesures (u;) sur les G/ , satisfaisant & la con-
dition @ ,p) , il existe une mesure unique 4 sur T, telle que pour tout HE ® ,

My soit la mesure quotient de u surT‘/ﬁ (= G/H) , c'est-d-dire que :

(1) uﬁ(tp) =u(pe pry)

pour toute fonction complexe ¢ sur G/H (1imite projective des mesures U‘H) 3
cela est bien évident ici car les conditions (1) et ( ,p) définissent la res-
triction de W & 1'espace des fonctions localement constantes sur T , qui est

dense dans 1'espace des fonctions continues. On voit alors que pour qu'une suite

(un)n e w* d'éléments de G soituH-répartie mod H pour tout H e ® , il faut

et il suffit qu'elle soit p-répartie (comme suite d'éléments de T ).
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Naturellement, la famille (HH) des mesures de Haar des G/H est un systme
projectif de mesures, dont la limite projective est la mesure de Haar de T . On

remplace dans ce cas les locutions WU -répartie ou HH-répartie par équirépartie.

3 - Répartition dans 350 , Ep

3.1. - Répartition mod 1 dans 30

Définition 2 : Soit U une mesure normale sur m.o . Une suite (u ) e ¢

d'é1léments de & o st dite MW-répartie mod 1 si la suite (7(; (u )
y-répartie dans MM 0

*
n€ N est

~

Puisqu'un disque de mo est ouvert et fermé, cela revient & dire que pour tout
disque D W _, si on désigne par V (D;N) le nombre d'entiers n tel que
1< n<N etque% (u)G D,ona:

1im% v(D;N) =u (D)

N

+
Pour écrire le critére de Weyl, nous cherchons les caractéres du groupe TTL

Nous désigons ps,r Xo le caractére de 'J‘ ainsi construit : on se donne un carac-
tére x # 1 de Fq et X, est alors deflnl par :

+o

Xo (L a T7) =% (a))

n==to

(an € Fq 5 (an)n< o DPresque tous nuls).

On a alors :

~
Proposition k4. - L'appllcatlon de 3 dens son dual F_ i u- X, ol X, est
le caractére de '3 défini par Xy (x) =Xq (u x) est un isomorphisme de
+
30 sur?r
. . + by +
L'application de &  dans le dual mo _C_i_gmo i fox, :Xf(x) =X, (fx)

A

. . +
est un isomorphisme de F sur m‘o .

»

. . . . +
(Ces isomorphismes sont aussi topologiques ; naturellement, Z et ﬂlo sont

discrets).
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Preuve. La premiére partie est bien connue ([7]) (et d'ailleurs facile & vérifier

directement ici). Pour la seconde pa.rt:.e, la décomposition en somme directe
3: =% m-+ permet d'identifier '"l a.u sous-groupe de 30 s %L , orthogonal
de a% On d01t donc démontrer que X E% si et seulement si u€ % . Comme
xo(g) 1 pour tout gE‘,% , 11 est clalr que si uéz R xue 2 . Inversement,

soit uf‘f:
+o
u= £ a T

==00

-1

I1 existe un entier n > O tel que a, #0 , et un é1ément HETF _  tel que
K(anb) #1 . Alors X, (ub Tn-l) = % (an b) #1 , done 'Xu¢ az""

On en déduit immédiatement :

Proposition 5. - (Critére de Weyl). Pour qu'une suite (u ) cm* d'éléments de

30 soit W-répartie mod 1 , il faut et il suffit que 1l'on alt

1lim Z Xo (f un) =1 ()

n=1

2|~

N—

pour tout fe Z , {l désignant la transformée de Fourier de u

G 1\1 X, (£ x) au (x)

3.2, = ReEa.rtltlon mod 1/ dans m.o et répartition mod f (131_15 a%

» .
m; est un groupe profini. Soit ‘Z 1'ensemble des polynOmes sur Fq , non
réduits au terme constant. Pour tout fef et pour tout x€ YI’LO , 11 existe un

unique élément he€ z tel que :

h < 1 s cavni - .
|x-f|0 Te[- o @& sevoir h=E(fx),etona:

[nl < Il

Le quotient (,10? )* s'identifie donc au groupe additif des polyndmes de degré

s pZaal s . PPN S + . . .
inférieur & deg(f) , isomorphe lui-méme & (,f/z/) ;3 soit sf la surjection de

+ £ +
m* sur (f/.‘é)

o
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S, ! X — 1-rI..(E0 (fx) )

£
ol ™ £ désigne la surjection canonique g - g4;(/£(';£

Pour tout couple (f,g) d'éléments de & tels que | tl, <le |o’ soit s, e la
t]
surjection de % sur % rendant commutatif le diagramme :
g f 3,
“F
/ A
5f,g
%
2/
<4 -
Soit J wun sous-ensemble infini quelconque decl .m.o 'identifie & la limite
projective du systéme projectif de groupes topologiques (g/ St g f €7

( % discret), par l'isomorphisme s = li.m s

s(x) = (sp(x) )

et
feJd

Suivant le paragraphe 2, nous dirons qu'une suite (u ) ne # d'é1éments delTl
———————————— N e —————————

est pg-répartie mod 1/f (uf étant une mesure normale sur ,Fg/ ) si la suite

: (s (u) ) ncpt &t p p-répartie.

Etant donné une famille de mesures normales ( pf) sur les ( ﬁ ) nous

€ J
appellerons "condition 4 .p.s" 1la condition de systéme projectif.
Pour tout couple (f,g) d'éléments de J tel que lfl 0= |g lo

L.p.s. uptlad) =u_ (st (2))

I1 y a équivalence entre la donnée d'une mesure normale M sur m.o et la donnée
d'une famille de mesures normales (pf)fe g sur les g‘f{ , satisfaisant &

la condition (4 .p.s.), et qui sera la famille des mesures quotients de p sur

e 3 H
les f/‘z

p'f({ sp(x) 1) =u(Df(x) ) pour tout x€m » Dol(x)

désignant le disque de TTlo

1
Df(x) = {Yl |X‘Y|o< “f |0}

] : * 1212 . s . . .
Pour qu'une suite (un)nE g* d'éléments deM o Soit y-répartie, il faut et il

suffit que pour tout f € J , elle soit p f-_répartie mod 1/f .
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Remarquons la forme du critére de Weyl pour la répartition mod 1/f :
soit hn€ :{ Le caractére @h de .Z *

op(@) = x, (5

a I
est orthogonal & f fz » et peut donc &tre considéré comme un caractére de (/fz )+.
D'autre part, @h ne dépend que de la classe de h modulo f , et 1'application
. . > +
"f(h)-‘ 6 L est wm isomorphisme de (ﬂ) sur son dual.

En prenant comme systéme de représentants de (f/:£ ¥ o1e groupe additif des
polyndmes h tels que ih|o < |f|° , comme on a pour un tel polyndme h

(Sh(sf(x) ) = X, (h x) pour tout xEﬂlo

e o . V22 . me
le critére de Weyl pour qu'une suite (u.n)ne g+ 4'éléments de mo soit p ~répar

tie mod% s'écrit :

1 ¥ -
lim$ 2 X (hu)=H
Noo Npy © "

JYES)

pour tout he3' tel que |h|0<|f|o , ;
de AP

£ désignant la transformée de Fourier

- = hy
pe(®) :I};Xo &) au £0)

, Fé
Naturellement, si p est une mesure surm.o dont Ha est la mesure quotient sur

%Ona:

Retm) =B(n) = [ X(hx) dp (x)
My
pour tout h€ F tel que |ﬂ°< Iflo

Examinons maintenant une notion de répartition dans Z . Ftant donné wn polyndme
& ¥ . ' .
£ € Z et wme mvesure normale M . sur /@ nous dirons qu'une suite (gn)ne n*
d'é1éments de Z est uf-répartie mod £ si la suite (ﬂf (gn) )nEIN* est
uf—répar’tie dans z/fl (m £ désignant toujours la surjection canonique
Sf-o : i). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit Que :
N h N

Lin 2 5 x_ (b= B0

Ne® ' p=l
pour tout h€ I (mod £), He désignant la transformée de Fourier de K £



I9 CHAPITRE I

~

Soit Jc ¥ un sous-ensemble filtrant et séparant pour la divisibilité (pour tout
couple (f,g) d'éléments de J , il existe h€ J tel que h ¥c r gﬂg % ,
et fnJ r & ={ o} ) et soit VJ. le complété de F pour la topologie d'anneau

de ¢ vour laquelle les (r¥ )fGJ forment une base de voisinages de 0 , c'est-

d-dire la limite projective du systéme projectif d'anneaux topologiques

(z/f- > e )f €3 ¢ % discret), ol pour tout couple ( f,g )d'éléments de
’ S

J tels que f| g, ™ .8 est 1'homomorphisme dez/.,z sur % rendant com-

9’

mutatif le diagramme : .

™
f.g
n
: %
24
:"; est plongé dans VJ. par 1'homomorphisme ™ = lim Tl’f

-

m@R) = ( "f(L) )fE pour tout 4 € %

J

La donnée d'une mesure normale p sur V; est équivalente & la donnée d'une famil-
le de mesures normales ( Pf) sur les ﬁ%(f € J), satisfaisant & la condition :
(Lep.m) : Pour tous f et g appartenant & J tels que f|g:
-1 %

po(x) =p ” o) ) ur tout * €

f =k (T @) o fJ
les ( pf) étant alors les mesures quotients de p sur les Ef/%
Une suite (g )ne N#* d'éléments de% sera Pf-répartie mod f pour tout f € J

n

si et seulement si elle est p -répartie comme suite d'éléments de Vs

On a le'lien suivant entre répartition dsns TfLo et répartition dans % :

s _ . . v 2oz . B
Proposition 6. Soit (un)nEN* une suite d'éléments de & o * Soit f € g ,

et _soit , ., une mesure normale sur . Pour que la suite ( o(un) )nE n*

soit pf-répartie mod }f dans m'o , il faut et il suffit que la suite

(Ed (r un) )nGN* soit pf-répartie mod £ dans Z.
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~

Soit J un sous-ensemble de % filtrant et séparant pour la divisibilité et

soit (pg)pey une famille de mesures normales sur les ( E’f/%)fe 7+ Sup=

posons que la famille des mesures (Pf) satisfasse 4 la condition (4 .p.s.)

(resp.® .p. T ) et soit H la mesure sur I o (resp. vy ) limite projective des

(ke

Pour que la suite ( o(un) )nEN* (resp. Eo(un) ) soit p -répartie dans m.o

(resp. dans VJ) , i1 faut et il suffit que pour tout f € J , la suite

(Eo (r un) )nEN* (resp.%o (Efn'))nem* ) soit uf-répartie mod f dans Vg

(resp. M p-répartie mod % dans m‘o ).

Preuve - Soient xEZ}O , f€ Z, et h€ &, tel que |h‘°<lf|o.

L' inégalité | % (x) - %l;ﬁo Gquivaut 3 B (fx)=h modf ,
puisque Eq(f x) = E (f %O(x) )" mod £ et que | Eo(f y’g(x))‘o<|f‘o

Remarquons que la proposition s'applique dans les deux cias lorsque la famille
( pf)f €7 est 1la famille des mesures de Haar sur les 1{

3.3.- Répartition dans & P

Soit un polyndme irréductible P € ‘%.

Définition 3. - Soit p une mesure normale sur M, . Une suite (un)nE N

1212 . .z . . .
d'éléments de & p est dite p-répartie mod 1 si la suite (% (un) )nE w*
est p -répartie dansM .

Désignons par Xp le caractére de SP PXp = X ° %P . Comme
gép(f x) - f %(x)e & ., pour tout x€F, et tout fE€ Z, ona
Xo(f H(x) ) =x, (%, (£x) ).

Donc le crit@re de Weyl pour qu'une suite (un)nE o* d'éléments de EP soit

p-répartie mod 1 s'écrit :

lim Xp (f un)= ;(f)

N-o e n=1

=
M=

oll p est la transformée de Fourier de B sur m, =

; () :% X, (f x) dp (%)
o



2T CHAPITRE I

L'anneau vy = lim j"ﬁ du paragraphe précédent n'est autre que O%P lorsque
¥

£f€J
- k . ' . [P
{ P }kEEN* . Nous dirons donc qu'une suite (u )nE % d'éléments de i-gP est
u k—répartie mod P, My etant une mesure normale sur , si la suite
. P &
* _ £
(Prk (un))ném est pk répartie dans—f% (prk étant 1a surJectlongs‘ - -;E

P
On peut écrire le critére de Weyl pour qu'il en soit ainsi :

lim & 3 X (—2 =% (&)
oo N n=1 P Pk k
Z k A ~ .
pour tout hE€ (mod P*) My étant la transformée de Fourier de n .
N = h y
w (1) -L['z Xo (520 du (v).
- P

.On a 1l'analogue de la proposition 6 :

*

Proposition 7. - Soit (u ) o * une suite d'€léments de ¥, . Soit k€ N, et

soit Ky lne mesure nqrmale sur %‘, . Pour que la suite (ﬁ}ep(u )) ne m* soit
2 . P .

My -répartie mod l:ri dans M » il faut et il suffit que la suite

(EP(P u, )) #* soit p k-repartle mod PX dans %P 4

Supposons donnée une famille de mesures normales ( “k)ke N* sur les / N

satisfaisant 3 la condition (4 .p.s.) (resp. (£ .p.7)), et soit nu laP mesure

sur M o (resp. % ) limite projective des (}1 ) . Pour que la suite
(% (u )) nen’® (resp. (E (u )) GN soit p -repartle dans M (resp. & ), il
faut et il sufflt que pour tout k€ w* , 1a suite (E (P* u, )) n€ n*

(resp. ( % ( )) new* ) 301tpk-rian1e mod PX dans $
mod P da.ns O).

P (resp. pk—répartie

Preuve. Il suffit de remarquer que x &étant un élément de 3 et f un élément

de & tel quel flo l pl 1! 1negallte

l%(x)-kL <

iplo
équivaut &
(" x) - 1, = L
| = p|plS
En effet : I iMP(x) - %L < lk
P 1

équivaut & E (Pk %P(x) ) =
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Mais pour tout &€ g L %] » on a

E(8)=F, (§8)
car si g =—g(— (gEZZaaEN);
P

écrivant la division euclidienne :

g=P*n+r ; Ke %,re %,lr|o<lPP°

on a :
B (&) = n=x, (&)

Alors B, (P% H(x) =5, (F F,(x))

Mais B, (P Hox) )= B, (P %) (moa P¥)

Comme de plus, on a nécessairement l Eo (Pk WP(X))lO < |P|1; , on voit que
Frigapt
P |Elk

o

équivaut a l E, (ka)-f|Ps |P|0 .

4 - Le théorSme de Kokma.

Nous allons maintenant étudier la répartition des suites (A xn)ne " dans

30 au EP . Comme dans le cas p-adique ([ 4] ), les résultats sont basés sur

la technique des applications "isométriques" et '"homométriques" , qui peut

s'exprimer dans un cadre plus général :

G désignera un groupe topologique abélien, localement compact, dans lequel il

existe une base B du filtre des voisinages de O , formée de sous-groupes compacts.
Remarquons d'abord que :

Lemme 1. - Tout caractére ¥ de G est localement constant .

Cela résulte du fait qu'un caractére hon trivial 4'un groupe prend au moins une
valeur dans 1'ensemble des nombres complexes u -tels que |u| =1 et R (u) s o0,
et qui satisfait donc a |u—lt 2/ 2 . Alors comme X est continu, il existe HE®
tel que
v x € B2 |y (x)-1|< V2 ,
d'od
x (x) =1 Vx€ H.
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Soit ' € B , désignons par By la base du filtre, des voisinages de O
dans ' formée des intersections avecI’ des éléments de® . Soit D un trans-
laté ge ' .

Définition 4. - Une application ¢ de D dans G est dite isométrique si, pour

tout HEYBP , on a la double implication :

x-y€H o §(x)-3(y) € H.

Une tele application est nécessairement continue. Remarquons la »ropriété sui-

vante :

Lemme 2. - Soit XOE D .% est une bijection de D sur A =% (xo) + T,

On a évidemment d (D)< A , et d'autre part & est injective (car G est séparé).

~

I1 y a seulement & démontrer que § (D)=A , et on peut se restreindre au cas ol
® est une application de I' dans I' . Pour tout T-IE(BF » 11 existe une famille

.. V22 T , .
finie (ai)l <i<n d'éléments deT telle que 1l'on ait
0" H
' = U p; , ol D.=a +H,
. i i i
1=1
H H
Di N Di

et

=08 ., si  1#i'.

Soient b, = ® (a.i) et j(i) tels que bie D?(i). L'application i - j(i)
de 1'ensemble { 1 s see n} dans lui-méme est injective, donc surjective, et par
suite, les ensembles b;+ H forment une partition deT" . @(T') est donc dense

dans ' , donc § (I") = I" puisque I' est compact.

Définition 5. - Soit A un homomorphisme continu de I' dans G . Une application

y de D (= xo+1") dans G est dite p -homométrique, s'il existe une isométrie

® de D dans G telle gue 1l'on ait

V) =¥ (x)) = A (8(x) -8 (x)) , ¥x€D.

On a le résultat suivant sur 1'intégration d'une telle application (par rapport &

une mesure de Haar dx de G ).
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Lemme 3. - Soit - X€ 6 On a

(¥ (x,)) mesD, 88 Xo A =1 (surT ),
Ty x (¥ () Jax 5

, sinon.

Comme

[y %0ty ax = x (VDL %= n (8 (x )-8 (x,) o

il suffit de montrer que,si X est un caractdre non trivial de I’ , et & wune
isométrie de T sur lui-méme, on a

[ x(@m)a=o.

Soit H € ®_ tel que Hc ker , et soit (a.) une famille

T 1’1<i<n
finie d'éléments de’ tels que les ensembles a+ H forment une partition de ',

I1 en est alors de méme pour les ensembles bi+ H (bi =8 (ai)). On a

[ X (8 () ax = mes & i;__llx (o) = x () =0 -

On peut alors démontrer le résultat suivant :

Proposition 8. - Soit X une partie dénombrable de G . Soit (& n)nE‘\I*

une suite d'applications continues de D (x = x +T ) dans G . Supposons qu'il

®_*
existe un sous-ensemble K de N x N (contenant la diagonale, et symétrique),

satisfaisant 8 la condition

(1) _Si Ky = card { (m,n) € X |sup (m,n)s W},
on a *®
o SR R
N=1 N3

et tel que, pour tout (m,n)¢ K , 1l'application V =% -¢ sséde la
= appricabion ¥, n m Possede la

n

propriété suivante :

I1 existe une famille finie de sous-ensemblesde D , (Dm,n)jG T(m,n) disjoints,

qui sont des translatés de sous-groupes (I‘J )

- 5 € J(mn) appartenant a la famil-
, R .
le (Bl“ , et pour tout j€ J(m,n), un homomorphisme continu A;]n'n de l“i n
- : s Ty s
dans G tel que la restriction de i o’ soit une A -homométrie et
m,n — m,n m,n

1l'on a, en outre, les propriétés suivantes :
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(2) si
mes(D- U D'j )=2¢C mes D et z c =C_,
j€ J(mm) TN MR (mn)f x =0 N
sup(m,n)s< N
on a © g
r X < to,

(3) Pour tout X € X , il existe un entier wv(X) tel que, pour (m,n) ¢ K
et sup (mn)z y(x) » on ait :

xo A 41 (suw TI ), v jeJ (myn).
m,n ?

Alors, pour presque tout x € D , (au sens d'une mesure de Haar de G ), on a :

N .

lim% v X@® (x))=0 pour tout X € X.
. n

Nowo n=1

Preuve. La démonstration se fait maintenant comme dans [ 4] ; soit ¢

cuve 1N
ONx (x) =5 r?=1 X (@n(x))
et posons 3

_ 2
160 = [ log , (02 ax
. ©
I1 suffit de montrer ([ 14]) que la série % % I'\I(X ) est convergente pour

N=1 .
tout X . Alors, pour chaque X € X , on aura, pour presque tout x€ D :

N
Llim L x(® (x))=0,
N o0 n=1

2|+

d'ol le résultat pour tout X € X , puisqu'on suppose X dénombrable.

L s X(‘l’m,n (x))

¥  (m,n)

sup(m,n) < N

Ecrivons : lcN,x (x)|2 =

et en supposant N 2= V(X) :

. 2
o Kptvx)) 1
lcN,x (x)]“= —-N2 +—-—N2 (m,nz)ﬁf Iix(tl'm,n(x))+X(-¢m,n(x))

n< n

v(X)s n< N
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2 s
IDl GN,X (x)| dx< T mes D + '1\]—2 [ J'D(X (Wm’n(X))""X(‘Wm’n(X)) dx

m<n
vEx)sn <N

Mais pour (m,n)¢ K et sup(m,n)2 v(x), on a :

dx = .
fux(wm,n(X)) x j'D_ U o X Wy () ax
ers . j€ J(m,n) ™7

car la condition (3) implique que : >

.jj Xy n(x) ax =0 ¥ j€ J (mn)

Dm,n

d'ol puisque :

U'D- U Dj X(wm’n(x)) ax| < Cm,n mes D

3€ J(m,n) ™0 ( ))2
+ C + (V(x
J |oNx(x)|2 ax = —KE-%——mes D
D > n

ce qui démontre la proposition.
On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire. - Soit M un groupe sbélien, métrique, compact, et soit 6§ un homo-

morphisme continu de G dans M , tel que 8(G) soit dense dans M . Si une

suite @ ) d'applications de I’ dans G satisfait aux conditions de la

n'ne v

proposition 8 , avec pour X 1l'ensemble des caractdres de G de la forme
A

xo8 (xX€ Mj3;x #1), la suite (8 (Qn(x))

presque tout x€ D .

est équirépartie dans M pour

ne ¥

A
En effet, le dual M de M #&tant dénombrable, la proposition 8 s'applique aux
sommes de Weyl :
«©
I ox(e (x))
- n
n=1 .
pour tout X € M ,X # 1 . Remarquons que pour un tel caractére X , le caractére
XoB de G est toujours différent de 1 , puisque 6(G) est dense dans M .

Nous allons maintenant déduire de la proposition 8 et de son corollaire, certains

résultats de répartition dans un corps local localement compact. Reprenant les

notations de cette proposition, nous dirons qu'un sous-ensemble K de ™ x *
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satisfait 4 la condition (C) s'il est symétrique, contient la diagonale, et si
o K

NEl —g— <+ (KN = card {n,m}€ K ; sup (m,n) < N ). Pour simplifier 1'expression,
=1l N

nous prendrons des hypothdses un peu simplifides. Commengons par un résultat par--

ticulier & la répartion mod. 1 dans 30 .

2 N . . k .
Théoréme 1. - Soit D un disque de 30 , de rayon q , et soit (<l>n)nE a¥

une suite d'applications continues de D dans & . Posons : ¥ =% =-¢
o m,n m n

. . * . . s .
et supposons qu'il existe un sous-ensemble K de N*X N, satisfaisant 8 la condi=-

tion (C) , tel que pour tout couple (m,n) ¢ K , il existe un entier Ay €z
’
tel que 1'on ait :
Am,n
[, n () =y ) [ = lx=y]

quelques soient les éléments x et y de D , et supposons de plus que :

App tkz -1 pour tout (m,n)¢ K
E]

+ .
Alors, pour presque tout x€ D (an sens d'une mesure de Haar de 30 ), la suite

1212 L e .
(@n(x))ncm* d'éléments de 'JO est équirépartie mod. 1.

. +
Preuve. Comme D est translaté de T 1 Tﬂ.o et que pour tout (m,n) ¢ K , 1'ap-

plication Y est une homométrie associée & 1'homomorphisme Am R T)\m’n x
de T mo ’da.ns 3’0 , il suffit, d'aprés la proposition 8 et de’ son corollaire,
que pour tout fe £ , différent de O , le caractére x = Xo (£ T)‘m"1 x) de

Tk+l TTLO soit différent de 1 , ou encore que la caractére x - Xo (£ T)‘m,n .&ﬂ)x)

de m.o soit différent de 1 .

. oz . Ap ntktl L. .
Ceci résulte du fait que, comme )‘m n+ k+1. 2 0, £ T ™ est un &lément

’
non nul de & .
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Théoréme 2. - Soit L un corps local, localement compact. On désigne par | . |

la valeur absolue sur L , et par # une uniformisante. Soit D un disque de L ,

et soit (§n)ne y* une suite d'applications continues de D dans L . Posons

\im n = Qm - Qn , et supposons qu'il existe un sous-ensemble K de N x W™
s de

satisfaisant & la condition (C) tel gue pour tout (m,n)¢ K , il existe
xm’ne Z tel que :

-\
H’ m,n(x) 'q’m,n(y) | = 0 lx-y'

quels que soient les €léments x et y de D .

Soit )\N = inf )\m n? (N entier positif) et supposons que 1lim )\N = +»
sup(m,n) 2N Nao

(m,n)¢ K

Soient M un groupe ab&lien, métrigue, compact, et 6 un homomorphisme continu

+ . .
de L dans M tel que 6(M) soit dense dans G . Pour presque tout x€ D ,

(au sens d'une mesure de Haar de Lt ), la suite (8 (Qn(x)))nE ¥ d'é1léments de

M est équirépartie.

Preuve. Soit A 1'anneau de valuation de L . Désignons par l Tl"—k le rayon de
D, c'est-d-dire que D est un translaté de ok A . Pour tout X€ M , différent
de 1 , le caractére X © § . de Lt est aifférent de 1 , donc il existe 4 € Z
tel que, pour tout 4 =24 , la restriction & (n-{' A)Y au caractére X ooe

de LY soit différente dc:e 1 . Pour tout (m,n) ¢ x , l'applicétion Voo

est une homométrie associée & 1'homomorphisme x-m B x de (m —x At ’dans

+ . N
L . Pour sup(m,n) suffisamment grand pour que )‘m o tk2 Lo » le caractére

- t]
x>y o9 (m ™% x) de (ﬂ-k A est différent de 1 , ce qui, d'aprés le

corollaire de la proposition 8 , démontre le résultat.

Naturellement, le théoréme 1 et le théoréme 2 restent valables si on rem=-

place D par un ouvert quelconque (0 , réunion (nécessairement dénombrable) de

disques Dj tels que les restrictions aux Dj des applications @n) satisfas-

sent aux conditions de ces théorémes. En particulier, le théoréme 2 reste valable

sans changement si on remplace D par L .
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Nous allons déduire quelques résultats de ces théordmes. On conserve les

notations du théoréme 2.

Corollaire 1. - Soit (un)n # une suite d'éléments de L telle qu'il existe

o
*® . s . s
un sous~ensemble K de ng W" , satisfaisant & la condition (C) , tel gue
lim ( inf u-u | )=+,
n m

N> = 2 N
"B

Pour presque tout x€ L , la suite (8(x un))nECN* est équirépartie dans M .

La démonstration découle immédiatement du théordme 2. Avec les applications & n
de L dans L :

Qn(x) =X un s
les applications

q,m,n(x) =x (un-um)

satisfont bien aux conditions du théordme 2.

Le corollaire 1 s'appliquera en particulier si la suite (]unl ) est strictement
. [ . . . - = )
croissante (et tend donc vers 1'infini), car alors pour m # n : |un uml |usup(m,n)|

1l'ensemble K est alors réduit a& la diagonale.

En particulier :

Corollaire 2. - Soit o € L-A . La suite (8(x an))ne n* est gquirépartie dans M

pour presque tout x€ L .

Corollaire 3. — Supposons que L soit caractéristique nulle. Soit A wn €lément

non nul de L . Pour presque tout x€ L-A , la suite (e(>\xn))n€ o est équi-
répartie dens M .

L'étude de ce cas a été faite par F. Bertra.ndias@[ 4]),éhap. V) dans le cas de
la répartition mod. 1 dans QP . Soit p la caractéristique résiduelle de L ,
F. Bertrandias montre que dans tout disque D de rayon |p| , disjoint de A ,
les applications Qn :x - A x* de D dans L satisfont aux conditions du

théoréme 2.
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Nous voulons maintenant &tudier le cas oli L est de caractéristique p # 0 .

Nous avons besoin d'un préliminaire tr8s simple. On dira naturellement que :

PP . o * .
Définition 6. - Soit J un sous—ensemble infini de NN , et soit ¢ 1la bijection

. 3% . . .
croissante de O sur J . Soit X un espace topologique compact, et soit 1

une mesure normale sur X . Une suite (un)n €7 d'éléments de X est dite Mu-ré-

partie si la suite (uq(n))n cm* 1l'est.

On a alors :

oS ssk 22 (Js)se N

o prs O, '+ s .
ensembles infinis de I > disjoints. Soit J =Lé JS .

Lemme 4. - Soit (Js) une suite finie ou infinie de sous-

Posons pour tout entier N2 min n
ne€d
card { nEJsl ns< N}

card { n€J | nS N} =% n_(N)
s S

ng(N)
h(N)

h_(N)
Supposons que pour chaque s , la suite (ms-ﬂ—)w' tende vers une limite o

lorsque N-® , et 3 si la famille (Js) est infinie, supposons de plus que 1l'on

s
ait 1lim 2 t 1 , uniformément par rapport & N .
—_— hZNS
to
Soit (un)ne g ne suite d'éléments d'un espace topologique compact X , et

supposons. que pour tout ‘s , la suite (un)nE 7 ait une mesure de répartition

Hg o Alors la suite (un) 2 la mesure de réf)a.rtition Bt

ned

p = s)Eiots g

(série de mesures convergentes au sens de la topologie forte si la famille (JS)

est infinie).

h_(N)
Preuve. A cause de la convergence uniforme de la série I —Tsx—(ﬁ)_ si la famille

______ : .
(JS) est infinie, ona I a, =1 , donc la série I a, pg converge fortement.
s s

Posons ¢ =T a_u_ .
v s S8
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Soient € un nombre réel positif et f une fonction complexe continue sur X .

h_(N)
Choisissons un entier t suffisamment grand pour que z L <€ pour tout
s>t hZNj
N , et donc que ¥ o S € | Ecrivons pour tout N :
s>t S
y flu)= g r  flu) +R (£)
n€s % ssg oneg P DE
ns N ns N
ol R, ,(f)= T z £u )
Nt s>t € Jg n
ns N
donc IRy (O]= gl = nms=elzlinm
> s :
s>t
(ot [[£ll= suwp |£(x)])

x€X

Comme pour tout s , la suite (un)ne g est us—répartie, pour N suffisamment
s

grand, on aura pour tout s=< t
- )
I z f(u ) hs(N) ]J.S(f)| hS(N)

ne g
nsyN
et [ n (W) = o n(N)|< :Tl h(N)
done | = z f(un) -h(N) T o Ky (£)] = € n(w (1+Hf“)
s<t n€ Js sS t
n<N
car lps(f)ls el . ’
Enfin |2 a_n ()] selel
. s>t
a'od | £ fw) -0 = o p(e)]<e nm 43zl
ng J n s
ns N

ce qui établit le lemme.

L #&étant supposé de caractéristique p # O , wp(n) désignera la valuation
s
p-adique de l'entier n . La notation \ I (A€ L, s€N) aésignera 1'image de

s
1'endomorphisme de . x= Ax . On a le résultat suivant, avec toujours les

notations du théoréme 22
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*
Proposition 9. -~ Soit A € L . Pour tout seN , soit Uy s, 3 la mesure normale sur

-
M_, dont le support est 6 (A Lp ) et dont la trace sur 8 (NLP ) est 1a mesure

de Haar de ce groupe. La suite (8 (A x7)) #* J'éléments de M est M.y ~répar-
n€ o g e .cments de EST Fga—repar-

tie pour presque tout x€ L - A. Wp(n)=s

En particulier, la suite (8(A xn))ne o*  est équirépartie dans M pour presque
tout x€ L - A, (n,p)=1

Preuve. On se place dans un disque D , de rayon 1 , disjoint de A , et on ap-"

plique le théordme 2 i la suite de fonctions Qn(x) = x*((n,p)=1) sur D , et

s
& 1'homomorphisme x - 6 (A Py ) de ut dans 6 (A P ).

Les applications @n)(n p)=1 satisfont bien aux conditions du théoréme 2 : en
,D)=
effet, tous les éléments de D ont la méme valeur absolue p>1 , et pour tout

couple x , y d'éléments de D , écrivant :

n
L -yt= 13 (z ) (x=y)* y°°E
k=1
comme on a
InGey) ¥, = 0™ |xy |,
et si k>1:
02 ey 7% < "™ ey [f< o™ 2y,
on voit que :
|5 - 9%, =p™ |x,

Alors sim#n :

| v = (P g™, = oM ey,

et on a bien : 1lim inf sup(m,n)-1 = +®
N-+o sup(m,n)z N
m#n

Le lemme b4 s'applique & la partition (JS)sE o* e o® od Iy est 1'ensemble des

. *
entiers n€WN tels que wp(n) =35 .

N (M
En effet, on a alors  h_(N) =[] -[ X _7 . alors o = lim —2— =2- ; et
s s s+1 s S N s
P N P
hg (¥) 1 N '
la série I =3 = ([ =]- [ ] ) est convergente uniformément par
s N s N ps ps+l

rapport & N . On obtient alors :
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Théordme 3. - Pour presque tout x€ IL-A , 14 suite (6(M xn))nem* est My ~-ré-
partie ol M) est la mesure normale sur M :

1
s p‘s,)x

=a-4 %

v
A s=0 p

On peut exprimer la transformée de Fourier de Byt

5}\(’x)=o si xgU (o (xt® )"
s €OV

s 4L
=) siX€Y  (e(P))
px sEM

S L
OK(X) désignant.le plus petit des entiers s€ DN tels que X € (8 (ATP )} .

On en déduit :

*
Corollaire 1. = Soit M €L . La suite (8(A xn))nem* d'éléments de M est

équirépartie pour presque tout x € L-A si et seulement si pour tout s€® , le

S
sous-groupe B(NIP ) est dense dans M .

Le corollaire 2 du théoréme 2 montre qu'il en est nécessairement ainsi pour presque
#*
tout A€ L .

Dans le cas particulier de la répartition mod 1 dans 30 , énongons le :

. . # .
Corollaire 2. - Soit A€ 30 . Pour presque tout x€ 30 - ’%o , la suite

(N Xn)nEIN* a la mesure de répartition mod 1 :

@
b= (1-3) & S
P s=0 P

N

2 Hgon

s
est la mesure de Haar du sous-groupe de TLo N Jfo()\ 3‘2 ). En particulier,

pour presque tout x€ 30 -‘%o , la suite (xn)nE U\T*’ d'é1éments de 3‘0 , a la mesure

de répartition mod 1 :

)
©
p=(-3% = :
p s=0 p

s
P).

s
ol b s est la mesure de Haar de (TLE (image de Tl’Lo par x=»x

Etant donné un élément N € 30 , une condition nécessaire et suffisante pour que la

suite (M xn)nE N* soit équirépartie mod. 1 pour presque tout x € 30 - .%0 s
* .
est que pour tout s €N , €t pour tout rek , £ #0 , si

(o]
Nf= X T
n

N==00

-n
(an Fq_ 5 (cn)n<0 presque tous nuls)
3
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il existe n€ Z tel que n= 0 (mod p°) et cn#o .

s
ey s e e 4
En effet, cette condition signifie que pour tout s , (%O(K 32 N = {o}

s .
'est-a-di APy = .
c'est-a~-dire que %( 30 ) mo

34
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CHAPITRE II

La répartition mod. 1 des suites de puissances

et les ensembles de Cantor

On s'intéresse au cas de la répartition mod. 1 dans 30 . Pour préciser le
théoréme de Koksma, on cherche & obtenir des résultats sur la répartition mod. 1 ,
des suites (A xn)ne!N* pour o-presque tout A (ou o-presque tout x ) , oil o

est une mesure dont le support est de mesure nulle pour la mesure de Haar.

1 - Les propriétés trigonométriques des ensembles de Cantor

Définition 1. - Soit ® = (en)nz 1

suite (wo(en)) soit strictement croissante, et wo(el) =1 . Sott pour tout n ,
Qn un groupe additif de représentants de V , et Mn une partie non

6
n+l +
[¢] "% o
n

vide de Qn . On notera G et M les suites (Qn)nZl et (Mn)nzl . On appelle

ensemble de Cantor C (® ,G, M) 1'ensemble des éléments de TFLO de la forme

une suite d'éléments de TTLO telle que la

x=n£l anen H unGMn.

m o s'identifie algébriquement et topologiquement au produit |' | Qn par
oo

1 . - n21
1'isomorphisme (ctn)nzl nil a B .

L'ensemble de Cantor C(® ;G ; M) est 1l'image par cet isomorphisme du sous-

ensemble | | M de TT Qn .

nz1l n21
Rappelons la notion d'ensemble d'unicité dans un groupe abélien compact G .

Un sous-ensemble E de G -est dit de multiplicité au sens strict s'il existe une

mesure non nulle p sur G , portée par E et telle que 0 (y) tende vers O lors-
que Y tend vers 1'infini (selon le filtre des complémentaires des parties finies

A
de G ).
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2 _ 2 . ~ 3 3 3
Plus généralement, soit @ un sous-espace de LﬂB (G) invariant par translation
. P : v Zq 2 Z K >
et faiblement fermé. Pour tout x € G , soit x 1'élément de Lm(a) - défini par

N
x(v) = v(x). Le spectre de ¢ est l'ensemble des x € G tels que X€o .

Le spectre d'une fonction ¢ € L”(G) est alors défini comme le spectre du sous-
espace de L"“(E) invariant par translation et faiblement fermé, engendré par ¢
8i ¢ est la transformée de Fourier f d'une mesure u sur G le spectre de ¢
n'est autre que le support de u . D'ol l'extension de la définition précédente :

un sous-ensemble E de G est dit de multiplicité (au sens large) s'il existe

g€ L@(a) , non nulle, telle que ¢(y) tende vers O lorsque Y *+ ® et que le
spectre de ¢ soit contenu dans E . Un sous-ensemble E de G sera dit d'uni-
cité au sens strict (resp. au sens large) s'il n'est pas de multiplicité au sens
large (resp. au sens strict). Nous dirons plus bridvement "d'unicité" pour "d'uni-

cité au sens strict".

A(G) désigne l'algdbre des fonctions complexes f sur G , transformées de
A A —_—
Fourier d'une fonction £ de Ll(G) (c'est=d-dire f(x) = I. f(v) v(x)). La
1A P A A e .
norme de L (G) est notée || .\E : anl = Eea |£(¥)] . Nous utilisons aussi
. Y
la notation <x,y>= y(x) (x€ G , vyeG).

Nous utiliserons le critdre suivant {[ 4 ] ,L18]).

Lemme 1. - Soit E un sous—ensemble de G . Supposons qu'il existe une suite de

fonctions ('Xk)kElN de A(G) vérifiant les conditions suiventes :

‘l°) Le support de A_ est disjoint de E pour tout k .

X
2°) sup I3 < 4=

3°) 1im '):k(Y) =0 si Y #1

k—)oo

N n
lim A (1) =1.
k> k

Alors E est un ensemble d'unicité.

On a alors :

mhéoréme 1.A. - S'il existe une infinité d'entiers n tels que M, # Qn

. eis +
c(® ;G ; M) est un ensemble d'unicité dans le groupe'mo .

Plus généralement :
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Théoréme 1.B. = Soit I un ensemble infini, et soit (Gi)ié ; une famille de

groupes compacts. Soit_ pour tout i N Mi une partie fermée non vide de Gi . 8'il

existe une infinité d'indices i€ I tels que Mi # Gi , le sous-ensemble
M= l l M, du groupe G = U G; est un ensemble d'unicité.
1€ i€1I

Al . .
Preuve - Remarquons tout d'abord que le dual G de G s'identifie (algébrique-

/\ 3 . . .
ment) au groupe I’ = @& Gi (que nous noterons multiplicativement) :

T
Soient y = (Yi)iEIer et x = (Xi')iEI €G , on a {y,xz = Je s < v;ax; >

Soit (ik)kG'(N une suite injective d'éléments de I telle que Mi # G. pour
tout k . Il existe une fonctio A(G, n =7 =
0 n € (le) telle que H'qul T]k(l) 1 et

dont le support soit disjoint de Mi . Soit alors A 1la fonction définie sur G
k

A k(x) =‘nk(xik)

ar

Il est alors immédiat de vérifier que la suite des fonctions ()\k)ke n

fait au critére du lemme 1 . En effet, le support de )‘k est disjoint de E .
' = .
D'autre part, )‘k € A(G) et, pour Y (v i)iE IEI‘

satis-

)\ (y) s'il existe i#ik tel que Yi#l
)‘ (y)—-‘ﬂ (y-) si v; =1 pour tout idd

A
done I A

k”l =1.

De plus, )\ (l) =1 pour tout k ; siy est un élément deT dlfferent de 1,
~

il existe au plus un entier k tel que )\k(y) # 0 , donc 1lim N (y)

k= ®
Dans certains cas, on peut aussi démontrer ce résultat par une technique d'en-

semble de Pjatecki-Shapiro, généralisée.

Soient G etI’ deux groupes abéliens compacts, et soit ((Pk)ke n e suite
d'homomorphismes continus de G dans T . Disons que la suite ( (Pk)ke N est
normale si pour tout caractdre Y € F , différent- de 1 , yo (Pk tend vers
1'infini dans G . Cela revient & dire que pour tout sous-groupe fermé H de T' ,
différent de T' , p désignant la surjection canoniquel = T° /H s PO 9y tend
vers 1'infini dans Hom (G ,I' /g). En particulier, le sous-groupe fermé de T
engendré par la réunion des (Pk(G) doit &tre I’ lui-méme. En fait, comme on le

verra dans la suite la réunion U ‘Pk(G) est dense dans I
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Disons alors qu'un ensemble EC G estl’ -de Pjatecki-Shapiro s'il existe une
suite normale ((Pk) d'homomorphismes continus de G dans I telle que U (Pk(‘E)
ne soit pas dense dans I . ken

Remarquons que s'il en est ainsi pour E , il en est également ainsi pour tout
sous-ensemble de E et pour l'adhérence de E . D'autre part, en prenant I' = R/Z
ou I' = (R/Z)s (s € %" ) on retrouve les ensembles de Pjatecki-Shapiro classiques
(de dimension 1 ou s).

Tout sous-ensemble E de G ,I' ~de Pjatecki-Shapiro, est un ensemble d'unicité.
La démonstration, aisément transposée du cas classique, s'obtient encore par le
critére du lemme 1 . Il existe une fonction € € A(T) , telle que ”3”1 =2(1) =1
et dont le support soit disjoint de ?k(E) pour tout k€ N , On vérifie alors
que la suite de fonctions sur G : A k= €0 9y satisfait aux conditions du
lemme 1 . En effet, tout d'abord, le support de )\k est disjoint de E pour tout

k . D'autre part la fonction )\k est dans A(G) ; &crivant :

e(g) =1 ely) <-g,y>

yET

et M) =2 ely) v, ¢ (=x)
Yy el

on obtient xk(x) =3 )‘k(X) x(=x)
X €G .

ou : Xk(x) =3 e(y)
YET
Yoty =x

- s 14

\, eppartient & L (G) et H)‘k“l =1 .
l1siyx=1

Enfin on a lim )\k(x) ={

k> O0six#1

En effet, écrivant :

on voit qu'on a & démontrer que pour tout x € G :

lim £ e(y) =0
k> o y €T

Y o‘?k=X

Y#1
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N
Or, pour tout nombre réel positif 7 , il existe une partie finie J deT
telle que o
¢ z 15 lsn
YeT-J

A
Mais puisque yo ¢ k. tend vers 1'infini dans G si y est différent de 1 ,

X étant fixé, pour k' suffisamment grand, on aura, pour tout y€J-{11},
y o9, # X (puisque J est finie), et donc :

~
Iz eqv) |=<n
YED

Y“Pk =X.

v# 1

ce qui achéve la démontration.

S'il existe un entier s tel que 1l'on ait pour n suffisamment grand
- - . e tiz '
wo(en+1) wo(en) s , et si pour une infinité de n , M n ezt pas tout G n?
le sous-ensemble C(® ,G , M) de M o €St un ensemble Fq - de Pjatecki-Shapiro.
Plus généralement, si on a deux groupes compacts H etl’ , une partie non vide
PC H, et une famille (Mn)nE x de parties fermées non vides de I’ , ayant une

* sous-famille infinie (Mi ) , dont la réunion ne soit pas dense dans ' , le
kk €N i
sous-ensemble M = Px Mn du groupe G = HxT N est ' - de Pjatecki-Shapiro.

En effet, la suite d'hgmogorphismes continus de G dans T :
™ -(x,(yn)nEN) - ¥y; est normale et l}J{ "k(M), #T . 8i au lieu de sup-

poser que U Mn # " , on suppose seulement qu'il existe un voisinage V de
ng N

0 dans I tel que pour une infinité n , il existe tnEI‘ tel que (tn+ vin Mn=¢,
on peut encore conclure que M est d'unicité, car il poss@de un translaté M-t ,
ol t= (0,(¢t )n ¢ N) (1es (tn) étant tels que pour une infinité de n ,

(t+ V)N M

fini, M sera un ensemble I' - de Pjatecki-Shapiro dés qu'il existera une infinité

ns

# ) qui est un ensemble’ =-de Pjatecki-Shapiro. Enfin, sil' est

de n tels que Mn # I" , car alors il existera un &lément o €I' tel que: of Mn

pour une infinité de n .
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2 - Les ensembles de Cantor, et la répartition mod. 1 des suites de puissances.

On a un premier type de résultats trés simples :

N . + .
Théordme 3. - Soit H un sous-groupe de Fq» et , soit 8 € 30 —"(Zo .
Désignons parf-]{ (H,8 ) le sous-groupe de 32 , formé des éléments x de la
forme

+@

x= X ane-n 3 a €H, etles (an) presque tous nuls

n< 0

Pour presque tout x€.J4(H;6 ), (au sens d'une mesure de Haar de Ve (H;0)) la

suite (x en)nE g% 2dmet comme mesure de répartition mod. 1, la mesure de Haar
(normale) du sous=-groupe %o( :7{ (H;8) ) de M o c'est-d-dire le sous-groupe
fermé de mo , engendré par les ( a%; (™)) (« € H; n € 7).

Théoréme 3 bis. - Supposons maintenant que H soit un sous-corps de Fq .

Soit (un)nE gt e suite d'éléments dej[ (H, ), de valeurs absolues stricte-

ment croissantes. Pour presque tout xE][ (H;6 ) , (au sens d'une mesure de Haar

de groupe additif), la suite (x un)nE g admet comme mesure de répartition mod.

la mesure de Haar du sous-groupe %o (I(H; 8).

* ¢
Soit A€ 30 . Pour presque tout x€X (H;8) , la suite (A Xn)né g admet
la mesure de répartition mod. 1 : '

@
1 1
v, =@-3 T iy
A ps=0ps S, N

. 7 s
s 7\ est la mesure de Haar (normale) du sous-groupe %o()\ (R ;6P ).
b

Ces résultats se déduisent de fagon immédiate de la proposition 8 du chapitre I.

On obtient des résultats plus intéressants, et complétement différents en se

placant dans un ensemble de Cantor qui ne soit pas un sous-groupe.

Soient 8 , p et x  des é1éments de 50 , tels que |e'o >1 et p #0.

Nous appellerons C(8 ;u 3 xo) 1l'ensemble des éléments x € & o ‘el aque
+®

_ =k
X =X+ z::oeke SkE{O,l}.

Soit O la mesure sur C(g 3 K ; xo) obtenue par transport de la mesure de
Haar du groupe co_gjbpact (Z/2~)‘N sur C(8 ;p xo) par 1'homémorphisme

ax +u T
(ek)ke X “kzoeke
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Pour calculer certaines intégrales, on utilisera aussi le fait que ¢ est la limite

faible de la suite des mesures (O )ne N ol 0 est la mesure obtenue en at-

tribuant la masse l/ 3 chacun des 20 elements de C( 0 ;u ; X ) de la forme
+ € - ~3-

X O§k<n K8 (ﬁk)05k<n€ {0,11") , c'est-d-dire que pour toute fonction

complexe continue ¢ sur c(o 3 pos xo), on a :

.1 -1 -k
U((P)= llm—n' (P(xo+p b sk 67 ")
— @ -
n 2 (e < qo l}n k=0
kO k< n

On a le résultat suivant

Théoréme 4. - Supposons la condition suivante réalisée :

(_S_J; p # 2 , désignant pour tout disque B< M o »Dar v (Bsh) (h € N¥) le
nombre d'entiers n tel que 1< n< h et que 760(“ 8™)e B, ona:

(R lim inf I\.)il,fu 0
b hae 08
8i p=2, le sous—groupe ferme de m_ engendré par les &léments

(%O(p. 8 ™) nc zg &5t m lul-meme.

Alors, pour O -presque tout x€ C (6 ; p; xo) ,» la_suite d'éléments de M 0 °
(x en)n € I\I* est équirépartie mod. 1 .

Remarques. La condition (R) est satisfaite & fortiori @ans les deux cas p # 2
ou p=2), siona: lim inf (B h) >0, ce qui est le cas & plus forte raison
si la suite (p R € I\Ig est equlrepartle mod. 1 . La condition (R) est donc

satisfaite 8 fixé, pour presque tout p , regp.pu fixé, pour prestue tout 0 .

Dans le cas p =2 , si xoﬁ Cc(® ;3 pu 3 0), bien que C( 0 s p ;xo) soit
translaté du sous-groupe C(6 ; p ; 0) de 2}’; , le résultat du théordme k4, voisin
du théordme 3, ne peut cependant y entrer & cause de la translation par x, o I1
faudrait adapter la technique de la proposition 8 du chapitre I , mais ce ne sera

pas nécessaire, nous reprendrons directement la tectmique du cas p # 2 .
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Remarquons enfin, que contrairement & ce qui se passe dans le cas réel, on trouve
donc des mesures O , dont le support soit translaté d'un ensemble d'unicité dans
un groupe p z; , et telles que pour g -presque tout x , la suite (x e“)ne w*
soit équirépartie mod. 1 .

Démonstration.

Pour tout u 630 , posons :

=3

o (w) =% nz X, (we")

et pour tout f € , non nul :

I(0) =l oz 0| a0 (x)

Il faut montrer que pour tout f , la série Z ]-%,- IN(f) est convergente ([11]).
Ecrivons : N=1
i C’N(“)l2 = % + 15 Z X o (u(87-6™))+x_(~u(e”-€"))
i N < m<n<\N
Posons :

a0 =[x (£ x@™)] a0 ()

1€ m<ns N
-]

Il suffit de montrer la convergence de la série I 1—3 JN(f) .
N=1 N ’

Pour tout \€ 30 , On a :

’ n-1
[ X x) a0 (=tim Xy Oxgpaus el 870)
n o (5 )€{ 0,1} k=0
O< k<n
' e 1+'X (X p.e )
soit [ X000 (0 =x, 0x) [T —2——
¥ ey (0 p 879
X-g\M B
donc | j' xo()\ x) do(x)| = H_r ——-—-————— |
+m
(on emploie la notation ]_r méme s'il y a des termes nuls),
k=0

. se 8.8 . . -k
D'ailleurs il s'agit en fait ici de produit finis car O()sp 07%) =1 pour k

suffisamment grand).
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On a donc :

= 1ex (£ (8787 67K)
L7 et |

| JN(f)|S 5

l<m<n<N k=0
Posant n-m = r :

N-1 N-r 1= 1+y (fp (er-l)e'k)
‘JN(f) Isz z _l—l ! 2 5

r=1 m=1 k=-m

I1 existe un entier k =k (f) >0 , tel que Xo(f n e-k) =1 d8s que k= koo

1+ (0
Puisque, pour tout u€ 30 . | —2_| <1 , on peut majorer par :
=k
N 4w 1+x (£ur(e"-1)87T)
o
| sy lsn = TT | 5
r=1 k=k
o
+e r=k
) N | 1+X (fp © ) |
soit lJN(f‘)ls vz T 5
r=1 k=ko

Supposons d'sbord p # 2 . Posons, pour N> ko :

N r-k 1+Xo(fp el')

Ry(t) = =TT | —

r=ko+‘1 £ =1
On a : | 9g(0)] < W (x_+ Ry(F) )
RN(f)
On est ramené & montrer la convergence de la série z —_—
2
N> k N
o
1 N-k
h 1+% o(f p %) ® °
Posant , —_— =, (h€ N" ), coome R (f) = T v,
Ll 2 h ’ N hey B
- +wo vy
il suffit de montrer la convergence de la série X Pl
h=1
I1 existe une constante c¢ : 0< c< 1, (¢ =cos™/_ ) telle que si Xo(u) £1,
1+x (w) p
. ; o
on ait | - < c .

. . L
Désignons par v f.(h) le nombre d'entiers £ : 1< 4 < h , tels que %o( p6)
n'appartienne pas au noyau du caractére u - Xo (fu) de M ; . On a done :

vp(h) -

V. S ¢
h
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Mais, il existe un disque (de rayon non nul), de M o0 disjoint du noyau du carac-
t&re u - xo(f u) , et donc, d'aprds la condition (R) , il existe € > O tel que
pour h suffisamment grand, on ait vf(h) 2 B__igg_h_ . Alors

og ¢
v, £ 1/
ce qui prouve la convergence de la série I hl .
) h=1
Si p =2, reprenons 1'inégalité :
-k
14X (£p 677F)
| syl 1 = T | ———|

. r=1 k—k
Comme le sous-groupe fermé de m, engendre par les (% (uo ))neZ est

m.; lui-méme, il existe un entier t tel que X o(f TR t) = =1, denc, pour
T2 1ex (fu 9T h)
R T[ | | = o, aod s | gy(e)| < W (max(0,t4k -1)
d'ol encore la convergence de la série 2 . { .
N=1 N3

Appelons pour simplifier C(8 ; p) 1'ensemble C( 8 ; p; O) , ensemble des

8léments x € 30 , de la forme :
©
x=u Z & g 8k6{0,11
k=0

Nous allons étudier la répartition mod. 1 de la suite (x 8") % pour

N
x€ C(8 ;p) en supposant maintenant que la suite (%(p en))ne N* tende

vers O .

Rappelons ([ 3] ,[15] .) qu'on appelle élément de Pisot-Vijayaraghavan dans 3‘0

(en abrégé P.V. élément), un élément 6 € 30 qui soit entier algébrique (sur & ),
tel que |e|o > 1 et que tous les conjugués de § soient de valeurs sbsolues
inférieures & 1 . Pour un tel élément © et un entier p du corps F (6 ), la
suite (?ﬂ (p Gn)) n€ N* tend vers O . Inversement, si la suite

(‘Xo(u ))n € I\I* tend vers O , 0 est un P.V. élément et K € 5(9)

Rappelons qu'un élément (€ * de (Z/2)IN est dit normal si la suite

k)kG o
(M) e

no= (¢

)

ntk’'k € N

est équirépartie dans le groupe compact (Z/2)N
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Presque tous les é1éments de (Z/p)(N , au sens de la mesure de Haar, sont normaux.

®

Théordme 5. - Soit x=p % € 87 € c(8 ;). Si 1'lément (¢ )y ey
k=0 —

(Z/z)(N est normal, la suite d'éléments de 3, (x en)nE 't »_8 une mesure de

de

répartition mod. 1 , T , dont la transformée de Fourier est :

o 1¥x (fp 6 k)
)= T —— (re & )

K==co

Remarque. Comme % , 0 (mod. 1) 1lorsque n- * o , le produit
+ [

TT 2x(f n &)

e comprend qu'un nombre fini de termes différents de 1 .

Preuve. Il faut étudier la limite des sommes de Weyl :

N N -k, Cn+k
Z x (rxo™=F I T (x (£ n67)) **5

ag £ =
N( %) n=1 n=l k=-n

=

I1 existe deux entiers non négatifs ng et ny (dépendant de f ) , tels que

. ky _ s
Xo(fpe ) =1 da8s que k> n, ou k< -n .

On peut alors remplacer ON(f x) par :

Ill .
> (X (£ 687%))
n,<nsN k=-[;° o ¥

h
,.-.,anl)e (Z/Q) s

0" = En+k

N

=Z|-

Posons n_+n, +1 =h . Pour tout élément o = (ot seee, 0t
o -n

o
(o]

i : 'enti : € . =
soit v (o 3N) le nombre d'entiers n tel que n < n< N et que & . = o,
pour tout k tel que -n, < k< n, .

+n1
=kyy %k
Oona : o =3 z viasm) TT (x (£ re™)
‘ S (Z/2)h k=-n_
. 9 Lo ' (]
Mais comme ( ek)kGN est un élément normal de (Z/2) , on a
1im WM L bout o c—(z/g)h , d'od :
y-= ¥ b
+n o
. , _1 ‘ 1 “kyy k
1im O' = = E TT (x (fp 877))
Now N oF h °
. o€ (Z/2) k=-n_
+ : -k
S X (f e
k=-n 2
o

ce qui démontre le résultat.
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Le corollaire suivant est alors immédiat :

Corollaire. - Dans les conditions du théoréme 5, pour g -presque tout xe€ C(8 sp),

la suite (x en)nel‘l* ‘a une mesure de répartition mod. 1 ,T , dont la transfor-

mée de Fourier est

2orax (fae™
Y= o 2" )

Si p#2, comme 1(f) #0 pour tout f , la mesure Tt ainsi trouvée n'est
jamais la mesure de Haar de m.: , non plus que c'elle d'un sous-groupe fermé de M o
T ne peut étre non plus de la forme des mesures de répartition mod. 1 qu'on a
trouvées précédemment pour les suites A x* , c'est-d-dire (1- _]-I-’-)sgf:) -l—s- as ol
les (68) sont les mesures de Haar d'une famille décroissante de sc“)us-%roupes
fermés T s)s€ o de TT[O , car la transformée de Fourier d'une telle mesure ne
prend que des valeurs de la forme lﬁ (h€ N) en O . Ces valeurs ne peuvent
jemais 8tre prises par T , puisqueP 7T (£) est le quotient a'un entier algébrique

sur Z par une puissance de 2 .

Par contre, si p=2 , T est la mesure de Haar du sous-groupe fermé de T °
engendré par les ('%o(p en))n €z ¢ 1'énoncé du corollaire du théor@me 5 reste
. . n '
vrai sans supposer que la suite ( %o(p‘ 8 ))ne  ‘tende vers 0, c est le

résultat du théoréme 3.

En reprenant cette méthode dans le cas réel, on peut aussi démontrer un résultat
qui précise un résultat de Mend&s-France ([27] ). Soient & et yu deux nombres

réels tels qued > 2 et p #0 . Soit I' (8 ,p) 1'ensemble des nombres réels
@

x de la forme x =p I € k

k=0
T (8, p) obtenue par transport de la mesure de Haar normale de (Z/g)ﬂ\I par
©
1'homéomorphisme de (Z/Q)ml sur T(8,p) : (ek)ke N - }io & oK.

Mend@s~-France démontre que si 8 est un P.V. nombre différent de 2 , en prenant

X 6 (Eke { 0,1} ). Soit o 1la mesure sur

_ 9 . o g n % v P .
B=—g5 la suite de nombres réels (x 8 )n €N n'est équirépartie mod. 1 pour

0 - .
0 -presque aucun x de I' (6 ;e—l- . En fait
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Théoréme 6. - Supposons que la série ¥ M ekﬂ ‘soit convergente

» k=1
Ek)kg N

(ot ||| = min |&<n|). Soit x=u T e0Fer (0u) .51 (
é1lément normal de (2/2)N , la suite de nombres réels (x 9n)n;m* a une mesure

X est un
n€el k=0

de répartition mod. 1 , T , dont la transformée de Fourier est

- .
Ty =TT Ee— (€1 .

. k
+@ l+e21wf,u9

Démonstration : Remarquons d'abord que le produit infini | > est
k==
nul ou absolument convergent car, si { # O ,
. k . k

2imLué 2imeT - 1 : +o

|ﬁ-2——- 1| = |_e__2______| v Il u ekH et T ”uek” < +o puisque,
+o k=-c

comme || >1 , on a nécessaitement ¥ o7 ||<w .

k=0
Considérons la somme de Weyl. :

+
« Lo N . =K €
eZl-nl,xB - 1 T ( -\——I— (621111,\19 ) n+k) .

=)

1 N
oyt x) = <
n=1 n=1 ==n

Soit n >0 . Choisissons un entier K suffisamment grand pour que
L. 2imgue”k
- l_+e_2_____ -1 <n , et que M nuek“ soit assez petit pour que
|x]>k |x|> K
]exp(2i1[ by Luek) -1|<n-
|k|>K

On a alors pour tout n=2 K ,

+® . X ¢ +K . ~k+\En+k.
2 +k 2im
| TT (eBimae Ty ok BT ) T <y
k=-n k==K

Pour N suffisamment grand, on aura alors :

+K . -k ¢
+k
| ogle x) =% & (T T (20 )™ < oo
K<n<N k=-K

2K+1 .
Pour tout o = (O‘-K s eee 5 B s eee s “K) € (Z/2) , soit v (a, N) 1le nombre

d'entiers ne [K,N] tels que ¢

e = O Powr tout ke [-K , +K;].
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Ecrivons :
+K . =k € +K . -k a
1 2imLu6 +
Fo5 T (B0 yme L g g vsm T (e
K<a k==K a gl )2KHL =K
Comme lim \’(%;N) = L , on aura, pour N suffisamment grand -:
N> o 22K+l
+K . =k-a
> vlasN) TTT (21MH8 )k
€2/ > ) 2K+1 k==K
. =k a
2 0" k
_ v (e 1 e ) l <n
2K+ o€ (2/,)%KH k=
. =k
+K . -k ¢ +K 2imbue
. 1 2impe +k 1+
soit Iﬁ s T T (2imue Tyn _ﬁ_s_g_l <n
K<n<N k=-K ==K
Comme k k
+K 2imlud +o 2imu6
1l+e ,1+e
| L T L=
T k==
+ 1+e2i“'{419k
on a |0N(Lx)- ]-———r—-——lghn

k==

ce qui donne le résultat.
e ® n . . < .. ® n;2
La condition 2:0 ” ue H< + o 1mplique a fortiori ZO Hue H < o , et par
n= . n=l .
suite que 6 soit un nombre de l'ensemble S et que n¢Q(e) (297 ). Inver-

sement, si 9 € S et si u est un entier de Q@) , ona T || u enn < + w,
n=0

. + . . . .
Si 9 # =2, la mesure t ainsi trouvée n'est jamais la mesure de Haar. En

effet, pour qu'il en soit ainsi, il faudrait que pour tout entier positif 4 , il

n QhL +1
existe deux entiers nL et hL (de Z ) tels que 4 ud = —5— . Prenant par
n,-n, 2(2hl+1)
exemple ¢ =1 , puis =2 , ona 6 = ———— _, n, et n, sont nécessai
2h2 + 1 1 2

sairement distincts, et puisque 6€ S , g est entier rationnel, car sinon 6 et
tous ses conjugués auraient la méme valeur absolue. Mais alors, avec 4 =1 , on a

n
2u0 le Z , et par suite, d8s que k 2 n 2uek € Z , on a donec, pour tout A

pair :
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n,=-1 . k
1 21T 46 ’
~ 1l+e
T@) =T > .
k= =

I1 suffit donc maintenant de trouver un entier 4' > O , tel qu'il n'existe pas
n.-m

d'entier m >0 tel que 24'ué 1 € 2 +12‘- . Soit vy la valuation 2-adique sur
z(x2(2) =1). Si 6 est impair, tout entier %' , convient car,. puisque

0 n, -m
218 €2 ,o0na w2(2u)2 0 , et par suite w2(2f,’ue )2 0 , donc

nl-m

nl-m 1 nl
2110 £z+5. 51 wl0)> 1, 0ona wy(2tue ~ ) = w,(t)+w, (20 T)m wy(e),

n
il suffit de choisir 4' de fagon que w,(t') + w,(2ué 1) -1 (mod w,(0) ).

Enfin, si w2(9) =1, ¢' #étant domé, il n'existe qu'une valeur @&e m pour la~

e oy
) = -1, & savoir m = wz({,') + w2(2u9 ) +1 . Mais si
8 #X 2, s0it 6 =26"' ,avec 0' €2, et |9'| >1 , il suffit de prendre

n
st (2u 01) +1

quelle on ait w2(2)(,'u9

' =2% ol s est un entier positif tel que 6' ne divise pas
n, n,-m n;.
2u6 ~ , car alors 24'ud (ol m=s + w2(2u9 )+1) , qui s'écrit
n
l .
= 2u 8 a , ne peut appartenir & 2 + 15 .
v (2u8 1)+l s+, (200 )41
2 2 e' 2

. . . ' o .
Au contraire, si 6 =X 2 , et si 1 est de 1la forme uw=— (a€ 2) , la

mesure de répartition que 1'on trouve est la mesure de Haar de 'R/W : on retrouve
le lien bien connu entre la normalité du développement 2-adique d'un nombre réel

x et la répartition mod. 1 de la suite (2"x).
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CHAPITRE III

Approximation diophantienne par les &léments de certaines suites

1 - La notion de suite fortement eutaxique.

Soit X un espace métrique compact, (un)nelN* une suite d'éléments de X . On
se pose le probldme d'approximstion suivant : ftant donné une suite (en)nzl de

nombres réels positifs, on veut &tudier pour un élément x de X les sdlutions de

1'inéquation diophantienne (en n )

I(x) : da(x, un) <€)

(4 désigne la distance sur E ).

Désignons par B, laboule : B, ={ z€E |d(z,un) < €, }. Soit M une mesure

sur E , positive de masse totale 1 . Il est facile de voir que si la série

o

21 u(Bn) est convergente, 1'inéquation I(x) n'a qu'un nombre fini de solutions
n= -

pour u=-presque tout x .

Désignons par Bn la fonction caractéristique de la boule B , et pour tout
entier positif h , par N(h ; x) le nombre de solutions inférieures ou égales &
h de I(x). Ona A

N(h ; x) = gl Bn(x) s

n=

donc [ ¥ autx) = 2 um)

On peut donc s'attendre & ce que, sous certaines conditions de régularité, on ait

1l'estimation :

h
N(h ;3 x) ~ ngl u(B))

pour p-presque tout x . On dira :
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Définition 1

Soient X un espace métrique compact, y une mesure normale sur X , et (un)nFN*'

une suite d'éléments de X . ;

Pour toute suite de boules fermées de X ,®= (Bn)nGlN* telle que w soit

centre de B , gque la suite (u(Bn)) soit décroissante, et la série T yu (Bn)

divergente, on considdre pour tout entier positif h et tout élément n;lé X, le

nombre N(®; h ; x). d'entiers n -tels que 1< ns<h et que x€ B, .

La suite (un)nefN* est dite fortement p-eutaxique si pour toute suite ®

satisfaisant aux conditions ci-dessus, on a pour u-presque tout x :

. ® - .
1ip MBshsx)
h* h

r u(B)

n=1 n

® , satisfaisant aux conditions de la définition, 1l'ensemble E(®) des x€X tels
qu'on ait l'estimation N(® ; h 3 x) v L u(Bn) est de complémentaire u -négli-
n=1 :

geable.

L'énoncé ne signifie pas qu'il existe un ensembleh E de complémentaire négli-
geable, tel qu'on ait l'estimation N(® ; h ; x)v Zl ll(Bn) pour tout x€ E et

. n=

pour toute suite de boules® , ou autrement dit, qu'e”g E@®) soit de complémentaire

négligeable.

D'autre part, nous avons repris la terminologie de J. Lesca, qui dit que la suite
(un)nEIN* est up-eutaxique si, dans les conditions de la -définition I, M@®;3h;x)"
ténd vers l"infini pour u-presque tout x€ X . Toute suite fortement u-eutaxique

est donc & plus forte raison u-eutaxique.
Dans le cas ol X est un groupe topologique, et y la mesure de Haar de X , on

remplacera la locution fortement p-eutaxique par fortement eutaxique.

Précisons que nous employons la locution "suite décroissante" (resp. croissante)

au sens large (i.e. monotone non croissante, resp. non décroissante).
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Le résultat suivant montre que dans un espace ultramétrique, les suites "suf-

fisanment bien réparties" sont fortement eutaxiques :

Théoréme 1. - Soit X un espace ultramétrique compact, et soit u une mesure nor-

male sur X , de support X . Soit (un)nel\l* une suite d'& ments de X . Sup-

posons qu'il existe une constante positive C telle que pour tout couple d'en-

tiers (k ,4 ) tels que 0 <k<d , et pour toute boule D de X , si on pose
vik ;2 ;D)=card{n|k<n$4, 5 unE D}, on ait :

vik ;4 ;D)< (U-k)p(D) +¢C

Alors la suite (un)ne N* est fortement p -eutaxique.

De facon plus précise, soit ® = (Bn)ne o e suite de boules de X satisfai-
sant aux conditions de la définition 1 , et posons avec les notations de la défini-

tion1l, N(®; h ; x) =N(h ;x) et & (h) = }zl‘ u(Bn).
n=1

On a pour , -presque tout x , 1'estimation :

3+
) 1/2 3 2

N(h;x) =& (h) +O((2(n)) (Log(2(n))) (ho =)

quelque soit €>0 .

Précisons que le symbole O n'est pas uniforme par rapporﬁ & x , ni évidemment

par rapport & € . La démonstration est basée sur le lemme suivant, qui nous ser-

vira aussi pour les autres résultats de ce chapitre.

Lemme 1. - Soit X un ensemble muni d'une mesure positive p , de masse totale

1, compléte. Soit (yn)nz | me suite de fonctions définies sur E , & valeurs

réelles non négatives, intégrables et de carrés intégrables. Supposons qu'il exis-

te une suite (o‘n)n > Je nombres réels non négatifs, bornée, telle que la série

v% o soit divergente, et telle qu'en posant :
n=1
Nk, LR = Ty ()
k< n<4d

P(k, L) = P oy (k, 4 entiers, O< k<d )
k<n<g
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on ait pour tout (k ,2 ) :

(i) J Wt s x) an(x) =% (k,4) + 0 (1)
(1) J NP0k, 43 x) aux) =2(k,t ) + O (8 (k,8) + O (1)

Alors, posant :
N(h ; x) = N(O,h ; x)

$(h) = 3(0,h)

on a pour p=-presque tout x 1l'estimation

() : N(h 5 x) =2(n) +O(@Mm))NY2 (Logs (1)) 38/ L )

quelque soit & > O .

Remarque - Pour appliquer ce lemme, il suffira évidemment de prouver, a la place

de (ii) , que 1l'on a J'Ne(k,{, 5 x) dp (x)k §2(k,»f,)+ O( (xk2)) + O(1) car 1'iné-

galité en sens contraire est impliquée par (i).

Démonstration. -~ Ce lemme est inspiré par un travail de Schmidt [ 36 ] dont nous
reprenons la méthode. L'hypothSse que la suite ( cxn) soit bornée n'est pas néces-
saire, mais elle simplifie la démonstration, et cette restriction ne nous génera

pas.

OQuite 3 tout multiplier par une constante, on peut supposer ®, <1 pour tout n .
Soit w 1la suite définie par w (h) = [ 3(h)] si h> O et w (0) =0 . Comme on
a otnsl, et que la série u‘:} @ est divergente, l'ensemble des valeurs dew
est N . Soit A une partie Hgl N contenant O , telle que la restriction & A
de w soit une bijection de A sur N . Pour tout entier positif s , désignons
par Ls 1'ensemble des couples (k,%) d'entiers appartenant & A tels que
0< k<t ,p () < 25 et qu'il existe des entiers non négatifs u et t tels
que

ok =w® o, w)= (w1)e® .

Désignons par A (s) 1'élément de A tel que w (N (s)) = 05,
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Lemme 2. - On a :

z
(k1) €L

Preuve. On a :

J L5 x) =8 () au(x)

J 0t 5 %) =8 (k)7 ap(x)

5k

=0 (s 2% .

=[P4 5 %) aplx)- 28 (k,0) [ Nk, 4 5 Wdu(x) +22(kse)

=0(§ (k,g)) +O(1) .

Pour t entier fixé

(0 t< s) , soit L st

1l'ensemble des couples (k,L)€ LS

tels que W (k) et w () soient de la forme wk) =u2®, wi) = (uw1) 2t .
s B(k,t) =8 (A (s)) =0(2°)
(ke) € L 4
et P 1< 25% = g (2%
(k,e) € Lg ot
donc en sommant sur t , puisque O < t< s :
b) #(kt) = 0(s2°) ,
(ka‘f/) e TJ
s
et PN 1 =0 (s 25)
(k,e) € L

d'ol le lemme.

Lemme 3. - Soit

e> 0 . Il existe une suite U

de sous-ensembles intégrales de

, tels que p (Us) O (—=—— 1+e

), et que 1'on alt 1'implication :

(x¢ U, ,hen

Preuve. Soit U ={xe€ x|
(k,{,)é Lg

Le lemme précédent entraine p(U)) = Of

D'autre part, soit h€A tel que w(h) s 2°
w(n) = §a2.
i=0

(N(k, 4 3 x) =2 (k,8))°> s

1+e

(3+€)/2

et o (h)< 2%) = | Nhsx) -g(h)] < s 28/2

[
248 54,

)..

, et soit le développement 2-adique:
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Soit il< i2 <.ee< iq la suite des 1 tels que a; =1 , et posons pour
0< r < gq:

J. =0 et J =z a. 2 si r>0.
Soit erA tel quew(,jr)=Jr,ona

q
Nhsx) -8 = £ (NG, »5,.5%-8G -3,
r=1

d'ol par 1'inégalité de Schwarz :

q
(Nh 5 -2 ()% a 1 (G, >3, 30-8G » 37 .
r=1

Comme (Jr-l s Jr) €L, s on a donc si x ¢ Uyt
E NG b5 m =86y >3 2*8 28
r=l- r-1 > Yr r-1 ° Yr < ’
et puisque q < s :
+E
| Nn;x)-3@m)s §(3+8)/2 /2
-]
Fin de la démonstration du lemme 1. Comme la série X p (Us) est convergente,
s=1
pour M-presque tout x , il existe s = so(x) tel que pour tout s 2 s  , on ait

. s
x ¢ Ug. Soit alors h €A , suffisamment grand pour que (h)2 2° et soit s
l'entier défini par 23-1< w(h)s 2° . Come on a s = So » X n'appartient pas

a U, et le lemme précédent donne alors

] i) -3 )] < 5372 252 o((8(n)) 12 (105 8n)) 3+)/2),

Le lemme 1 est donc démontré pour h € A , et ¢ donné .
Prenons comme ensemble A 1'ensemble A' ou A" suivant :
t={n€ ¥| h>0; w(h-l)<w ()IU{ 0}

A"={ne n|1swh)<w+t)Iu{o}

L'estimation du lemme 1 est alors prouvée pour p=-presque tout x , lorsque

h€ A'UA" car l'ensemble des x pour lesquels on a cette estimation pour

h € A'UA" est 1'intersection des deux sous-ensembles de complémentaires i -né-
gligeables pour lesquels on & le lemme 1 lorsque h € A' et lorsque h € A"
respectivement. Le lemme s'en déduit alors pour h quelconque, car il existe

h' € A' et h" € A" tels que :
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h'< h< h" et ®w(h') =w(h) =0 (h")

donc :
¢(h')< () 8 (h")s & (n') +1

et comme
N(h';x)< W(hsx) < N(h";x)

1'estimation pour N(h';x) et N(h";x) donne celle de N(h;x).

Le lemme est alors démontré pour €> O donné, il reste le détail de s'assurer
qu'on peut trouver un sous-ensemble A de E , de complémentaire p -négligeable
tel qu'on ait le lemme pour tout x € A et toutg > O . Ceci est bien évident,

il suffit de prendre l'intersection des sous-ensembles A, de E pour lesquels

on a le lemme pour g =% .
Démonstration du théoréme 1. - Soit B, la fonction caractéristique de la

boule B . On montre que les conditions du lemme 1 sont satisfaites avec les

fonctions (ﬁn) et la suite (“(Bn))° Posons :

Nk, ; x) = I Bn(x)
k< n<cid
% (k,2) = 3 KE))
k<n<4{

Lemme 4. - On a pour tout couple (k ,4) :

i)y [Nk 45 x) dp (x) = g(kg)
(ii) [ %20, 5 x) ap (x) 5 85(kA)+ (2041) 8 (k2)

Preuve. (i) est évidente. Pour (ii), on utilisera le lemme suivant, dont la

démonstration est élémentaire:

Lemme 5. - Soit # une suite de nombres réels non négatifs tels qu'il

( o‘(-;n)nE N -
existe deux constantes non négatives p &t C telles que pour tout entier positif

N , on ait :°

N
I % = pN+C
nsl °

Soit (e:n)ne gt une suite décroissante de nombres réels non négatifs.

Pour tout N , on a :

N L N
nE]_ % En <p nEl en+ ¢ el
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k
En effet, posons £ o =85 . On a:

n=1 n k
N .
Eoon€y T 5 8 (S )ep ke + (S8 ) ey
n=1 A !
= €_-¢ e | -
8 (81-8,) + * Sy Gyt * Sy &y
N
& < € cee - -
done n2=1 nCn pl (e,-€,)+2( 2-53)+ (1) (ey - e+ Ne
£_-E €
+ c[( 1 2) + ool + (eN_l-eN) +ey ]
N N
Soit z e, <p & e +Cg
=l o En Fn=l n 1
Pour obtenir 1'inégalité (iil du lemme 4, on 8crit alors :
2
N (k3L H X) = N(ky'{; H X) +2 X Bn(x)ﬁm(x) Py
k< m< n<4{
d'ol INg(k,{, 3 x) dp(x) =8 (x,2) +2 T p(Bnﬂ B).
k< m< n<4d n

L'intersection Bnﬂ Bm est non vide, si, et seulement si, l'une des boules Bn .
B est incluse dans 1l'autre, c'est-d-dire puisque p(Bn)s p (Bm) et que le sup-
port de 4 est X , si, et seulement si, on a BnC Bm 5 d'oll

n = z .
B, N3B) ( p<ney Bl )r (B)))

T o ( z
k< m<n<4d k< m<4{

La condition de répartition sur la suite (un) donne :

A
T ﬁm(un) < (z\=m) p (Bm) +C VA>m.
n=m+l

Puisque la suite (p (Bn)) est décroissante, on a A'aprés le lemme 5 :

4
by L B (w ) w(B Nsud) = u(B) + ¢ we ),

n=: m< n<{,
.
ol T k(s NB)s T k(e T ()
' k< m< n<t, k<m<nst{ T T x<mst n
d'oll résulte : J‘Nz(k,{, s x) dxs 8 2(k,4) + (20+1) 8(k,0)

ce qui achdve la démonstration.du théoréme.
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Remargues - Pour simplifier 1'expression, appelons condition (d) , la condition de

répartition du théordme 1 :v (k,2; D)< (&L~k)pu(D) +C .

I1 est clair que toute suite (un)ne a* d'éléments de R satisfaisant 3 condi-
tion (d) est p-répartie (mais pas nécessairement 3 discrépance finie). D'autre
part, si p est la mesure de X tellas que toutes les boules de méme rayon aient
la méme mesure, il est clair que toute suite fortement p-eutaxique est p -répar-
tie : il suffit pour le‘voir de prendre des boules B, de méme rayon. Par contre,
nous ignorons ce qu'il en est si p est une autre mesure. Des conditions 1égére-
ment plus faibles que (d) suffisent pour que la suite (un)n € n* soit fortement

p-eutaxique. Il suffit par exemple que :
o s 3 2 .
1°) la suite (un)neﬂ* soit p-répartie .

2°) Pour p-presque tout x , il existe une boule B = B(x) , contenant x ,

telle que la suite (un) (i.e. la suite uo ¢ ol ¢ est la bijection

+*
* nEN ; 4 € B
croissante de N sur 1'ensemble des entiers positifs n tels que w € B ) satis-

fasse 4 la condition (d) dans B avec la mesure —]'T-—y K> B désignant la

p(B B B
trace sur B de la mesurep ).

Naturellement, cette condition est effectivement plus faible que (4) , par

exemple la suite d'é€léments de Zp s W =n si n n'est pas une puissance de p ,
et u_ =1 pour tout e€ N ,y satisfait, sans satisfaire & la condition (d).
D .

Nous ne savons pas si on peut trouver des conditions plus “aibles, pour qu'une

sulte (un)néﬂ* soit fortement p-eutaxique.

En se plagant par exemple dans R ou dans 30 , on peut se demander si les
suites de Koksma (A 6") sont eutaxiques mod. 1 (faiblement ou fortement) pour
presque tout (A ,6 ). Nous ne savons pas répondre & cette question, mais il semble
peu probable qu'il en soit ainsi. Au contraire, il parait plutSt "rare" qu'une
suite (A 8") soit eutaxique mod. 1 , méme faiblement. Cependant, on peut démon-

trer certains résultats.
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Théoréme 2. - Soit (?n)n > 1 une suite de fonctions réelles continfiment déri-
vables sur un segment compact [ a,b ] de R . Supp%sons que pour tout n ,
inf ¢' (x) = A soit positif, que la série I 1/A_ soit convergente,
n n n
x€[ a,b] n=1
et que si on pose pour tout couple (m,n) d'entiers tels que
o', (x) n-1

1<m<n , inf Samecl A ,onait © 1/A = o (1).

xé[a,b] m* m,n m=1 m,n

Supposons de plus qu'il existe une suite décroissante de nombres réels positifs
-]

(c..) tels que la série I c. soit convergente, et que 1l'on ait pour tout n ,
n n=l n

et pour tout couple (x,x') d'éléments de[a,b]:

| et -——(—yl < o | x=x'|
‘P'nx (P'nx' n

Soit alors ([an N Bn [) une suite d'intervalles contenus dans [ O,l[ . Posons

e, = ﬂn -4 et supposons que la série % €y soit divergente. Pour tout
x€ [ a,b] et tout entier positif h , soi%ﬂ'

N(h;x) = card { n| 1< n< h et {q?n(x) tel o, ,ﬁn[}

(ol {y} d8signe la partie fractionnaire du nombre réel y : {y} =y -[vy] ,

[y ] désignant la partie entidre de y ).

h
Posons s(h) = ¢ e

n=1 n

Alors, pour presque tout x€ [ a,b] »on a 1l'estimation :
3

,]2 -‘2—+Tl
N(h3x) = 8(h) +O((s(n))” log(s(h)) ) (h»® ) mn>o0

(1a majoration O n'est pas uniforme par rapport & x ).

Démonstration - On peut supposer [ a,b] =[0,1] . Désienons par 6n la fonc-

tion caractéristique de 1'intervallel LI Bn[ .

h
N(h;x) = Z én ({ (Pn(x)} )
n=1

Posons N(k,4 3x) = Z bn({ (Pn(x)} ) (x, 4 entiers, 0 k<21 )
k< ns4,

Nous allons appliquer le lemme 1 , et pour cela, nous devons évaluer

‘J‘l N(k,2; x) dx et j‘l N2 (k,% 3 x)dx.
0 0
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Nous utiliserons le lemme suivant :

Lerme 6. - Soit ¢ une fonction réelle continliment dérivable sur un intervalle

[u,v] , & dérivée positive. Soit A = inf ¢'(x) et supposons gue
x€[u,v]
1 1 . ..
= - oit fini.
¢ x,x?LéI'): uyvljx-x' ( (P '(x) (P' (X' ) )l E_l——_];
x # x'

Soit [ o, ﬁ[ un_intervalle contenu dans [ 0,1[ , de longueur B - o = g _et

soit & sa fonction caractéristique.

On g :
[61e G} ax = (v-u) +0 (¢ (clw=u) + 3 ))

u
(le symbole O est ici absolu).

Preuve. Soient jo et jl les entiers définis par

Jm1<9 M@=, i elv) <jp+1
Ecrivons : J‘v = ‘I'(P—l(jo) + b3 J-‘P_ (G+) J.v-l
u tuw §,Si<iy 71 el
( (p-l est la fonction inverse de ¢ ).
’ =1,.
On a ﬁ (Jo) 5 ( { ‘P(X)} Jix = O (EK)

car pour x €[ u,‘P-l(jo)] , 8(le (x)}) = 1 équivaut 3 dire que 9(x) appar-
tient & 1'intervalle [ o+ jo-l s Bt jo-l[ , de longueur € , donc que X appar-

tient 4 un intervalle de longueur au plus % , sinon vide.

De méme [ ‘;_l(jl) 8 ({¢ (x)})ax = O (&)
D'autre part : I(ﬁg”) 5({9 () Dax = ¢H(548) = ¢ (+e) =6 . T%?JT
avec x € (¢ () o ¢ (5+p)]
Mais gL - ¢HG) = TP%W

avec x' €l o1 , ¢(i+1) ]
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1 1 . -1,. -1,
Comme I (P'(xj) - (P'(x'j) IS c ( ¢ (J+l) -9 (J) ) )
-1,.
9 (§+1)
o 8(eDax =e ( ¢7H(G*41)- §7()) (140 (o))
9 ()
N Y -1,. -1, 1
a'oll [ 8({¢ (x)Dax =e (¢77(j;)- ¢ (3,)) + O (e(Fre(v-u)))
u
Mais (p_l(jo) =u+0 (%’:)
et ¢lip) =v+O(p
a'od [F 8 9 (0hax =e (v=u) + 0 (e(g + c(v-u)))
.

On peut alors démontrer le :

Lemme 7. = On a :
@ 8,({9 (Max=e [1+0@G +c)]
et pour m<n n

(ii) I:, 5 {‘pm(x)})bn({ﬁpn(x)}) =emen+0(en(2\i +

m,n

1

+
cm)

Preuve. (i) résulte immédiatement du lemme précédent ; pour (ii), soient jo et

jl les entiers définis par
j1 < cpm(O) < Jg iy = (pm(l) <+l
et écrivons comme précédemment :
-1,. . -1,.
+
Icl> =I(Pm o) g Ivml(a l)+fl .
0 Jg=i<iy () ¢ G
On a :
g -l

J 9~ (3g) '
[ z ° 6 (Lo (s ( ?n(x)})dxsj' om ° 8 (Lo (x)})ax
donc, d'aprés le lemme précédent :

-1,.
¢, b))
[0 0y 0o (L g mdiax = © (6, maxtGofon
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9 (x)
. . n = . > : ' : :
Si inf W Am,n on a An Am,n Am , donc puisqu'en particulier
x€ [ a,b] m :

= O S T

Yh, o= OQ) , Max(G— , 5) = Of-).
n m m

De méme :

1
¢ m}‘]l
Pour les autres intégrales :

5,(18 (01 6 ({9 _(x)Dax =o(2_:)

o7 (541 97 (5+8,)
J N 8 (e 18 (Lo (x)})ax = | B 8, (Le (x)})ax
¢, @) o (54 )
D'aprés le lemme 6 , on a :
-1,.
P (5+B -
Jm s (Lo (0Dax =€ (975(5+B) - ¢ (4o ) )
O (ge)
0oyl eyt - we o)
x€lp7(3), ¢,(3+1)]
m m
or goh(+8) = (Gex) =€ (971 (341)- 971(3)) (140 ()
D'autre part : oup ;, x' < Al sup ‘P,l _
xeLo7h(3)y ot (3+41)] 0 ™0 xelont(3)e (30 T
ot s oy = (9 (3H)-927(3)) (1+0(e,)
a .

-1,. -1,.
(3)se ~(§+1)]
xe [ Py WPy W =0( ‘P;ul(j-!-l) - tp;ll(j) )

Ori obtient donc :

(P;;l(j*l) -1, 15y )
J " ey Ds (Lo Dax = epe (o (540~ G
P (3) L N N

+ 0 (9 _"(3+1) -9 ~(3)) (m«‘ )
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En additionnant, tenant compte de :

o713 - 97N,) = 1+ o)

A

on obtient 3

1 _ 1.1
JFe (Lo 0D6 (Lo (x))ax=e e + 0k (—+i—uc))
[o] m m,n

On en déduit immédiatement les estimations suivantes, dont le théordme 2 découle

aussitdt, en appliquant le lemme 1 :

Lemme 8. - Posons S(kd )= T € . Ona:
- k<nst 7

) J‘l N(k,4 ;x) dx = S(k,2) + O(1)
0

(ii) J~1 N (k,4 ;x)dx S 82(kL) +O(S(kt)) + O(1)
0

Preuve. (i) résulte évidemment du lemme T , et de la convergence des séries

N l/An et & c, Pour (ii) , écrivons :

1.2 . 1
43 = N(kx,% ;x)+2 z 8 ({ o (x)1) 6 ({9 (x)}ax
joN(k x)ax ‘li) s sx)e k<1n<rSL‘r0 Lmoom noon
D'aprés le lemme 7 , on a :
1
6 ( (x)})ax = z € €
k<zzn:< nSLIO on(len0xD) 8, 9y (x)}ax k<m<npst ® 1

+0( T (T (G+3p—s+c)) e

k<n<{ l<smgn m m,n

donc :

1
k< B ne g Jo (19,01 8 (fp ()})axs sk, L)+ O(slk,L))

d'oll le résultat annoncé, ce qui ach@ve la démonstration du théoréme.
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Le théoréme 2 entraine en particulier 1'équirépartition mod. 1 de la suite
( <pn(x))ne % pour presque tout x€ [a,b] . En effet, en prenant pour chaque

intervalle % ﬁn [, le méme intervalle donné [oc,ﬁ[, on voit que si on pose

e, By h 3 x) = card {n| 1< ns h|{tpn(x)}€ Lo, BL2,
P N, . AV . «h e
le théoreme 2 montre que pour presque tout x:1lim —(‘x-‘%w =p-a.
e
Soit M une partie dénombrable dense de Lo,1[ . Pour presque tout x€ [a,b],
on aura pour taus « et Bde M lim LO‘IIL—M = f-a , et la suite

«©
( ‘Pn(x) )n€ IN% sera donc équiréplg‘rtie mod. 1.

Soit 6 > 1. Le théordme 2 s'applique sur tout intervalle & 1la suite de fonc-
tions : (Pn(x) =x 6. De facon plus générale, soit u une suite de nombres réels
©
positifs telle que la série T L soit convergente et que 1'on ait
n=1 n
z u =0 (un). Le théoréme 2 s'applique alors sur tout intervalle & la
1S mec n ™
suite de fonctions ‘Pn(x) =xu .

Soit M un nombre réel positif. Le théordme 2 s'applique également 3 la suite

de fonctions : <Pn(x) =M x¥* sur tout intervalle [ a,b] tel que 1< a< b .
En effet, inf ¢' (x) = &l et la série ¥ E—— est convergente.
n n-1
x€ [ a,b] n na
. (P'n(x) n _n-m . m n
D'autre part, inf W = a , €t on a bien z ma =0O(n a),
x€ La,nl m 1< m< n
. 1 1 a™n

et fin - < X~ .

enfin | ?'nTx) ¢ 'n(y) | X [x=y |

On a un résultat analogue dans 30 :
Théoréme 3. = Soit D un disque de 30 , et soit (‘Pn)nE N*‘ une suite d'ap-

plications de D dans 30 , telles que, pour tout n , il existe )\nG Z tel que:

)\n
o (x) = ¢ )|, =a Ix-ylo

pour tout couple x,y d'éléments de D . Supposons de plus gue :
X A

by q™=0(g™
15 m< n

pour tout =n .
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Soit (A ) #* une suite de disques contenus dans m . Désignons par € le
—_ n’'n€ N w o n —

rayon de A n® et supposons que la série I en soit divergente. Pour tout
n=1
#* . .
h€ w , et tout x € D , soit N(h;x) le nombre d'entiers n tels que 1< n< h

et que 7&)( ‘?n(x))e An . Posons S(hn) = ‘E e .

n=1 n

Pour presque tout xé€ D , on a 1l'estimation :

Mn 5 x) = S(h) + O ()2 (tog s(n)3/2*M)
quelque soit 1 >0 .

Lemme 9. - Soit B un disque de 30 , de rayon qs , et soit ¢ une application

de B dans 30 , telle qu'il existe A € Z tel que 1l'on ait pour tout couple

x,y d'éléments de B :

loGx) - a)l, = o Ixl

Soit A un disque contenu dans m 0 de rayon € , et soit & sa fonction carac-

"téristique. On a :

s+

J 5(%0(?(::))) ax = e +0 (¢ Ne)
B

Preuve.  Supposons d'abord que s+\ 2 -1 , et effectuons la partition de B en

TSHAF . ~-(1+ .
q° 1 disques (Bj) a s+A\+l de rayons q a /\). Pour tout j , (P(Bj)

1= j<
est un disque de rayon 1/q . Or sur un disque I', de rayon 1/q , la fonction

z — E(z) est constante et si on désigne par f sa valeur, la restriction de o

~

4 T n'est autre que la translation x— x~f , de I' sur WLO .
Donc 1l'ensemble des x € Bj tels que xo( ¢(x))€ A est un disque de rayon
q-)‘ € , et :

A
[ o (P (g0 ac=q e
B.

J
a'od [ 78 (#_(9())) ax = **Te
B

Si s+A < =1, 9(B) est un disque de rayon inférieur & 1 . Tous les &léments
de ¢(B) ont la méme partie entilre g , et la restriction de 7{; 3 ¢ (B) est
une translation qui applique ¢ (B) sur un disque contenu dans mo . I_).\'ensemble
des x¢€ B tels que o( ¢ (x))€ A est donc un disque de rayon q €, ou est
vide, et :

A
/ 5(%0((P(X)))dx§. a €
B

v
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-\
Comme qSH'E < q €, on peut donc écrire :
+1 =\
Je(H (o) ax=a*"e +0 (a7 e)
B

Pour la démonstration du théoréme 3, on peut supposer sans inconvénient que D

soit un disque de rayon 1 , et que l'on ait )‘nz -1 pour tout n , car la

condition o qa™® =0(q ™) implique que 1inf q > O , et par suite
\ 1= mSn n

1lim qn=+m . Alors :

N=—s ®©

Lemme 10. = On a pour tout n :

@ [ e, (Jo (¢ () ax=qe

Pour tout couple m,n d'entiers tels que 1= m<n , on a :

G [ oy Fo (o NG _(JE (9 (x))ax = o® ey €,

66

Preuve. (i) résulte aussitdt du lemme précédent. D'autre part, comme on 1l'a vu

au lemme 9, 1l'ensemble des x€D tels que %(‘Pm(x) e A, estla réunion de

At : A4 -A
m . j PR m i
a disques (Dm) 1<j<q® disjoints, de rayon q e . Ona :
Aptl

¢ q '
[ 8a(Fle, ) 6 (% (9 (x)ax = z I 6 (H.(9_(x) ax
m

Appliquons le lemme 9 & chaque disque DY :
m

A+l =-A
8 - m
[50aote, 00 ax =g ™ e e vo(g ™ e
m
da'ol : A= H
5 2
-J1D n %o(?m(x))) 5H(Ko(‘Pn(x)))dx =4q em€n+o (a® nt:n)
Pour tout couple d'entiers k et 4, tels que 2< k<4 , soit
L. = i
N(k,? ;x) k<§§4’, én(jfo(?n(x))) » le nombre d'entiers n tels que k< n< 4
et que%o (‘Pn(x))E An . Posons S(k,?) = g z en .
k<n< 4

On déduit immédiatement du lemme précédent :
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Lemme 11. - On a :
(i) j N(k, 4 3 x) dx = S(k,)
D
(i1) [ Pt ;3 %) ax S 82(k,4) + O(S(k,L))
D

Preuve. (i) est évidente, et (ii) s'obtient en écrivant :

2
[ w0t as st B[ 8, (% (918 (K (9 (x)))ax

done :

J N2 (k,4 3x)dxs S2(k,4)45(k,L) +O( I qu g )

D k< m< n<{, n

by

Or, puisque z d®=0(" ,ona:

1S m<n

A=A A EN
by a™ Te s % (£ a™a "e =o0(ske)
W m<nsi k< nst 1< m<n

Le théoréme 3 résulte alors du lemme 1 .

Le théoréme 3 entraine encore 1'équirépartition mod. 1 de la suite ((Pn(x))né o

pour presque tout x€ D . En effet, prenant pour la suite des disques An' de M N

o
le méme disque donné A , de rayon pfq , on voit que pour presque tout x € D ,
sivV(Ah;h;x)=card{n|l<nsh ;%o((pn(x))EA},ona

lim %1- V(A 3 h ;3 x)=p . Cecil entralne 1'équirépartition mod. 1 de la suite
hoo

(9,6, g

dénombrable.

pour presque tout x € D , car l'ensemble des disques de mo est

Le théoréme 3 s'applique sur tout disque & la suite de fonctions :

‘Pn(x) = xu

ol (un)ne ¥ est une suite d'éléments non nuls de m’o telle que
L Jul =0 (Ju].)). Ceci vaut en particulier si (u ) est la suite u=6",
1S p<p B n'o n

ol O est un élément de 30 tel que |9| o> 1
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Soit A un &1lément non nul de 'Jfo . Le théoréme 3 s'applique sur tout disque

D de rayon 1 , disjoint de £ o 2 la suite de fonctions (‘Pn) em® (n,p)=1
ol n

p(x) = x
En effet, si on désigne par r 1la valeur absolue des éléments de D , (r > 1) on
a pour tout x et tout y de D :

n-1

lo (x) =@ )| =~ | x=vl,

et la suite (rn-l) satisfait 4 la condition :
b3 e O(rn-l)
1= m<n

-t
o=
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CHAPITRE IV

Approximation diophantienne par les fractions

rationnelles dans un corps de séries formelles

1 - Le développement en fraction continue.

Une premidre partie de la théorie est valable dans le complété O -adique Ro
du corps ® = K(T) des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps
quelcongue X . On se donne une valeur absolue associe & la valuation O -adique :

lflo =b deg £ b étant un nombre réel plus grand que 1 .

Définition 1. - On appelle fraction continue (ao seees 8 yees) la donnée d'une

suite finie ou infinie (fraction continue limitée ou illimitée) d'éléments de & ,

8 seees8 5000 telle que Ianlo > 1 pour tout n 2 1 , & laquelle on associe la
"suite des fractions (r_ ) (suite des "réduites") : r =ra + S P
nnz0 : n o ja, - an

On dit qu'une fraction continue converge vers un élément x ¢ Ro si la fraction
est 1imitée et si x est le dernier terme de la suite (rn) , ou si la fraction

continue est illimitée, et si la suite (rn) tend vers x .

I1 est clair que les fractions (rn) existent bien, car si n=22 ,

1 1 .
+ = > + . -
a1t o Ia‘n—llo 1, donc a _q #0 Alors, si nz 3, la frac

n n
tion & o +|%;—-l + [l'.—' existe et est non nulle car de méme valeur absolue que
n-1 n

a, s et ainsi de suite, on remonte & l'existence de la fraction a, + L +ooot L s
-2 1 25 8,5

qui est non nulle, d'ol l'existence de r, .

Théoréme 1. - Toute fraction continue est convergente, et inversement tout &lément

x de Ro est limite d'une fraction continue unique (développement en fraction

continue de x ). Pour que le développement en fraction continue de x soit limité,
il faut et il suffit que x€ R .
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T0

Preuve. Soient (Pn) et (Qn) les suites de polyndmes déterminées de la facon
suivante :
P0=a° 1:’l=l+aoa'l
Qo =1 Ql = al
et si n >1, et si a est défini,
= +
1:'n & 1Dn—l Pn-2
R N
On a : Pn Pn -
=— —_ irré 1 - = (=~ =
r Qn at 5 est irréductible car Pn Qn—l Qn Pn-l (-1) )
n
| Pn Paa1 1
Comme o - = CRINE ~»0 lorsque n - (si la fraction continue
n Qn-l o Qn [ :

est illimitée), car lQn ‘o =

-1l o
T 1 it
1|S|ksnla.k|o, a suite

%

est convergente.

Inversement, soit x € 30 donné. Soient les suites (finies ou infinies), de

polyndmes, B seetaB sy et d'éléments de ﬁo > X aeees Xoseee déterminées

de la fagon suivante :

X, = x a, = EO(X)
et par récurrence si X, # a
1. X - 8 et a =E (x ..)
X, n n n+l 0 "n+l
n+l

le procédé s'arrétant si x, est un polyndme, i.e. si

Pour n > O, si x,

est défini, on a Ixn |o> 1 et |an|o= |

x| > 1.
n'o

On a donc bien une fraction continue (ao,. .o ,an,...). Pour chaque n :

SR R N (R N
[e] X

x =
|a1 |a'n—l n

Donc, dans le cas ol la fraction est limitée, x est égal i la derniére réduite.

Sinon, le fait que lim r =
n—cm n

1

2
1% I

sy, <

x découle de la formule d'approximation :
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. n+l n ~1
puisque, comme x =
’ *n+1 Q‘n+ Qn-l
on a X - Y = 1
| Qn ° |O’n |o lxn+l Qn+ Qn-ll o
P
soit : Ix - _n| = L l
Qo T%Iol wlo Enenlo 1912

claire car si x = a + +...+ﬁ—+... avec aéget la. | >1 pour
n n'o

L'unicité du développeme rt en fracti.on continue d'un élément x € W/ est bien

= 1_ : '
1 = E(x-ao) , ete «.. . Le fait qu'un

n=z1, on a nécessairement a, = E(x) , a
élément x€ W ait un développement en fraction continue 1limité s'obtient comme

dans le cas cla.ssique par 1'algorithme de la division. La suite des (xn) déter-
1

minée par =x - a tant que x a i.e.
p n n a n# n

X, = a, + F—l T—' ee S appelle la suite des restes de x .

2 - Trés bonnes approximations.

Pour tout M =b" (m€ W), soit QM 1l'ensemble des r € ® de la forme r =%
a\'rec 1< lQlo <M. QM est un sous-ensemble discret de RO , car si% et
—;;, sont deux éléments distincts de Q Q Q" F . Soit xE€ Ro .

L'ensemble des valeurs absolues |r—x| ol r déerit &, , a donc un minimum, et

par suite, il en est de méme de 1'ensemble {IQ)(-PI } (Pe % ;e & ;1< lQIOS M

Définition 2. - On appelle trds bonne approximation d'ordre M d'un €lément
x € R , tout élément T € QM , qui puisse s'écrire r =% , P et Q é&tant des
elements de £ tels que lQ,x-Plo min ‘ Sx - R o
€
sek
1< |s| =M
o
Naturellement P et Q sont nécessaiz(‘ement premiers entre eux sauf si x =-% .
E (Q x)
I1 revient au méme de dire que r = -———— ol Q est tel que

%, (ax)], = min !% (s )],

1<[s| =M
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On a le résultat suivant :

ThéorSme 2. - L'ensemble des trds bonnes approximations d'un &élément x€ Ro

est 1l'ensemble des réduites de x .

Démonstration - Nous démonitrons tout d'abord que :

Lemme 1. - Si P et Q sont des polyndmes premiers entre eux, tels que

P S . .
|x - -—[O< - s k2 est une trés bonne approximation de x . On a de plus, pour
2" ToP * @ -

tout se,z , non proportionnél 3 Q et tel que 1= |S|O < |Q=0

|, (@x)|, < | A (s 0],

l‘g #% . 0On a
|E_8 =2 1 21
S
%o ol Bl o £
done
k-2l =1B-% 24
S L Q S k 'Q |O IS '
1
et |sx- R = \Q‘O>|QX-PIO.
On peut maintenant démontrer le théordme 2. Tout d'abord comme toute réduite
vérifie |x - %Io < ‘!‘——2— , le lemme précédent montre que toute réduite est une
Q

. v lo . .

trds bonne approximation. Pour la réciproque, supposons les trés bonnes approxima-
tions rangées de fagon que la suite des dénominateurs soit de valeur absolue crois-
sante (3 priori pas nécessairement strictemenig). I1 suffit de montrer que la trds

bonne approximation 2 suivant we réduite -2 (nz 0) est la réduite suivante :

P Q Qn
h_ll.“i , et pour cela il suffit de montrer que |Q.lo 2 |Q‘n+llo car la dernifre asser-
n+l
tion du lemme précé%ent montre qu'il n'existe pas de trés bonne approximation %
- )
de x , autre que Q:l , telle que IQl) = lQ‘n+l|o .

I1 existe des polyndmes C et D premiers entre eux (et tous deux non nuls)

tels que :
P
P_ Cpn+D‘n-l
O T A,
(si n=0, P, =1, 0, =0).
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o] Pn+ D Pn—l et C Qn+ D Qn-l sont premiers (=intre eux car :
- n
(cp+DP ,))-P(cq+DQ ,)=1(1)"D
_ n-1
Q. (cP+DP )-P (CQ+DQ )=(-1)"" ¢

On a donc en multipliant éventuellement C et D par une constante \ € K :
P=CP_ +DP
n n-

1
a=cq +Dg,
X P +P CP +DP
Ecrivant x = o+l n n-l Qn ” On-l P _ T T Qn 5 On-l
*n4l “n 7 h-l Q n 'n-1
lD xn+1 - Clo
on a : Qx-P =
I |° IQn+1lo
1
Alors, comme Q. _x=-P = —_— on aura :
’ 1,2y Posilo
Qx -P < x -P si et seulement si
I lo |Qn n|0
|D X C|OS 1 s ce qui exige,
comme xn+1los 1 et |D|o 1, |C|02 1 , que 1'on ait :
|C|o = [Dlo |xn+1|° , done
|Clo > lDlo et Iclo = |An+l|o
Alors |Q|o = ‘C Q‘n+ D Qn-llo = |C ino = IQn+1 Io

ce qui démontre notre assertion. Ce raisonnement est en défaut si la suite des

P

réduites s'arréte & -QE = x , mais ce cas est trivial : il n'y a pas alors de
n

trés bonnes approximations % de x avec P et Q premiers entre eux et

‘Qlo> ]Q‘nlo :

Compte tenu du lemme 1, on déduit alors du théoréme 2, le :
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Corollaire : L'ensemble des solutions de 1'inéquation diophantienne :

1
2
lal?

est 1'ensemble des réduites de x .

x- gk < (e & 66 %, (2,0 = 1)

3 - Equivalence de développements en fraction continue.

Dans l'ensemble des éléments x€ W 0 ® , considérons la relation d'équi-
valence suivante : x Ty si (xn) et (yn) étant les suites des restes de
x et de y , il existe deux entiers non négatifs h et k et une constante

AE K¥ tels que x =)\yk . I1 revient au méme de dire, si :

[e] B.l an cee

y=Db +[Y];—|+...+E;—‘ + ...
o
1 n
ue = )\(-l)m b our tout m € W
a &h+m k+m *

On dira que x et y ont leurs développements en fraction continue équivalents.

Théoréme 3. - La relation d'équivalence T coIncide avec 1'équivalence modulaire ;

. . + P 212
ona: xTy siet seulement si x = —:—%C—;—% a,b,c,d &tant des &léments de &

3*
tels que ad - be€ K.

Preuve. Notons x T,y 1'équivalence modulaire. L'implication x Ty =px T,y

est évidente car on a x Tl X et vy Tl Yy °
. +b .
Inversement, soient x et y tels que x Tl y: x= i—}y’_'_—d a,b,c,d étant
des &léments de & tels que ad - bec € K

Supposons d'abord que l'on ait |x|o> 1 et |c|o> Id|O > 0 . On a alors :

Iy - 2| = 1 < L
clo [c]o]cx+d|o lc'i
b X 1 1
t -— = = <
€ lv -3 T el Tex + al el Tal, ldli

alo

donc d'aprés le corollaire du théoréme 2 , % et sont deux réduites de y .
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R . R
. . P . b n 1
Soit (—n) la suite des réduites de y . Si = ==, comme Idy-bl =
s b
n R d Sn [¢] |sn+l‘o
on voit que % est la réduite suivante ?nil_ .
n+l

. P4 *
Soient N et p les éléments de K tels que b =A Rn ,d=AN Sn .
a = PRn+l s c=pSn+l.

. R Y. + R R x + R
La relation : y = Sn"'l yn+2 - Sn _ _n+l E n
n+l “ n+2 n Sn+1 Y ox+ Sn

montre: ‘que Ypeo =J;: x ce qui établit le résultat dans ce cas. On va maintenant
s'y ramener en remplagant x par un reste X, s ce qui assure immédiatement la

condition |x o>1.
P .

Si (=) est la suite des réduites de x , et

Q‘111 P + P

xm m-1 m=-2
b
xm Q‘m—l + O1n-2

v = (@Ppy * 2 Q) Xy *aBp*DQp
By *aQ ) *ePp+dg,

Pour m suffisamment grand, on aura :

lep +aq ] o=l |, lex+al > o

!C Pm—2+de-2Io= IQm—Elo le+d|o > 0

done [eB _,*+aq | >lcB _ > 0

X

on a :

ot 4 Q.

2lo

On est alors ramené au cas précédent.

4 - Eléments quadratiques.

Pour ce paragraphe, nous supposons que le corps X soit fini : K = Fq , et nous

revenons & la notation &= K(T) et 30 pour le complété O=-adique de &.

Nous appelons élément quadratique de 'J’ro un élément de s algébrique, de
degré 2 , sur & . Rappelons qu'un tel élément est nécessairement séparsble sur
& . Plus généralement, si K est un corps parfait, tout complété - Rv du
corps R = K(p) , pour une valuation triviale sur K , est une extension sépara-

R
ble de o
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Le développement en fraction continue d'un élément x € 30 -3

- 1 1
x—ao+la—1-|+...+E—|+...
n

sera dit périodique s'il existe des entiers no2 0 et kX >0 tels que a k= %
pour tout n 2 n_ , ce qui revient aussi 3 dire que si (xn) est la suite des

restes :
n n +k

si n = 0 , le développement sera dit périodique simple, et périodique mixte

sinon.

Remarquons que pour que le développement en fraction continue de x soit pério-
dique, il faut et il suffit qu'il existe des entiers n=20 , k> 0 , et un élément
*
N € Fq tel que

X = X,
n + k A n
o) o

En effet, on aura pour tout entier p 22 :

-1)k
x =>\'(-1)(P ) X donc :
n+hk no+(p-l)k :
B-1
z
o (1Y)
X+ Bk =X xn .
o [¢)
81 k est impair, xno+2k = xno N
s S e =M
et si k est pair : xnoﬂ" k A xno

donc X =X .
+(q-
no (q 1)k no

On a le résultat analogue au cas classique :

Théoréme 4. ~ Pour que le développement d'un élément x € 30 - & , soit périodique,

il faut et il suffit que x soit quadratique.

Preuve. La condition nécessaire est &vidente. Appelons élément svécial tout

€1ément quadratique x tel que |x|o > 1 et |;|o< 1 (X désignant le conju-
gué de x ). Remarquons que tous les restes d'un élément quadratique sont des é1é-
ments quadratiques du méme corps. Le fait qu'un €lément quadratique ait un dévelop-
pement en fraction continue périodique résultera alors de facon évidente, des lem-

mes suivants.
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Lemme 2. - Tout élément gquadratique a un reste spécial.
Lemme 3. - Tout reste d'un élément spécial est spécial.
Lemme k.

CHAPITRE IV

- I1 n'existe qu'un nombre fini d'éléments spéciaux dans une classe d'élé-

ments de développements en fraction continue équivalents.

Preuve du lemme 1. Soit x quadratique. Tous les restes

X, s (nz 1) , satisfont
déja a lxn lo >1 . D'autre part,
+
x = *n Pn-l Pn-2
Xy -1t Q2
- +
, I i
d'ol xn- T x-7P
c’)‘1'1---1 x n=-1
P
- 3 - h=2
- o)
ot T- i S On-2
noQg X~ P %-1 = Paa1
X-5 -
n=-1
P
Puisque 1lim 2 =x4#% , on aura pour n suffisamment grand
n-o %
P P
- n-2 = n-1 -
Ix_——|=|x_ I:l»x—xl ,et H
Q‘n-2 ° On-l ° ©
- )
Fl - 122 <.
n'o Qn- o
. s s 1
Preuve du lemme 2. Soit x spécial. I1 faut montrer que x, = —— est
. N o
spécial, ol a, = Eo(x).
1 - _ .
On a |x1|0 > 1 . D'autre part "x7[o = |x - aolo = laolo > 1 puisque
- 1
le < 1.
o
Preuve du lemme 3. Supposons d'abord la caractéristique p de 30 , différente

de 2. Soit x € 30 un élément quadratique.
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Un calcul classique sur les formes quadratiques montre que deux &léments
quadratiques &quivalents pour 1'équivalence modulaire ont méme discriminant (2 la
multiplication prés pour le carré d'un élément de P ). Il existe donc 0 € &
(et 5%¢ B ) , tel que tous les éléments de la clas(sle d'équivalence de x (pour
1'équivalence du développement en fraction continue) s'écrivent sous la forme

+ N . <
E-f— ,ou e et f appartiennent ag .

Pour qu'un tel &lément soit spéeial, il faut que :
1
le =8|, < |flg < |e+s], -

., . . _ . _ -
Ceci n'a lieu que si Ielo = lé‘o car sinon Ie 6|0 |e+5 l) .
Il n'y a qu'un nombre fini de tels polyndmes e , et étant donné un tel polyndme,

il n'y a qu'un nombre fini de polyndmes f satisfaisant & :
le=8l, < |£], < [le+s|

ce qui démontre donc le lemme 4 dans ce cas.

Suprosons maintenant p = 2 . Soit x un élément quadratique, racine de 1'équa-
tion ax°+ bx +c =0 , ol a,b, et c sont des polyndmes et b # O puisqu'on
sait que x est séparable.

~

Soit y wn é1ément de développement en fraction continue équivalent & celui de x :

ona : X =_.1;!L{&+_+Q? ol P,P' ,Q et Q' sont des éléments de L tels

que PQ'+ P'0Q ¢ Fc"f.
y satisfait alors & 1'équation :

] a(Py+0)2 + b(Py+q) (P'y+Q') + c(P'y+q')? = 0

soit

(aPP+bPP'+cP'2)y%+ b(PQ'+P'Q)y + g+ bOQ' + cQ'° = 0

qu'on peut écrire :

ey2+by+f = 0

e et f étant des polyndmes, puisque PQ' + P'Q € F; .

Si y est spécial, on a |y+§lo >1 et ly.s;lo< |y+§l° , donc Ie‘o < [blo
et Mo<lblo .
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I1 n'y a donec qu'un nombre fini 4'éléments spéciaux dont le développement en frac-

tion continue est &quivalent & celui de x .

Le théordme 4 est donc démontré. De plus, si x € 30 a un développement en frac-
tion continue périodique simple, il est spécial puisqu'd partir d'un certain rang
tous les restes sont spéciaux et qu'une infinité de restes sont égaux & x . Inver-
sement, si x est spfeial, il existe exactement un &1ément spécial "x' tel que x
soit le premier reste de x' . Fn effet, il faut prendre x' = a +% avec

a=-E (%) . Le développement en fraction continue de x est donc périodique

simple.

5 = Le théordme de Khintchine

Nous -allons démontrer un analogue du théoréme de Khintchine. Si h est un é18&-
ment de & , on note Ihl la hauteur de h , c'est-d-dire si h = N re & .
g €& et (f,g) =1, m = max ( |f|o » || ). On @ésignera par I un sous~

|+

ensemble fini du spectre de & , et on note 1 1'anneau d'adéles :

1= | | ZFP , muni de la topologie produit. On plonge & ~ diagonalement dans

Pel 4),
/Iz , & est ainsi dense dans 7 + On posera g’P =,,%‘P si P#0, G’O =mo y
. + P
et &= | I & - Ici la mesure de Haar de & sera normalisée par
I pPel P : F

. +
mes ( @P) =1 ., La mesure de Haar de v; , produit des mesures de Haar des & P

(P € I) , est alors telle que mes (61) =1 .

Théoréme 5. = Soit I un sous-ensemble fini du spectre de gg , et soit pour tout

Ppe I, CP , une fonction numérigue positive, définie sur 1'ensemble des puis-

sances entiéres non négatives de q . On pose € = | l eE_ .

PE I P
Pour tout élément x = (xP)PGI € 1 on considére le systdme 4'inéquations
diophantiennes :
8(x) : |xp-nh|p s e, ([h] ) pour tout P€ I

ol l'inconnue est h € &,

©
Si la série = q2n (%) est convergente, S(x) n'a qu'un nombre fini de

n=o
solutions pour presque tout x € 1};
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Supposons que les fonctions EP satisfassent aux conditions suivantes :

(i) 11 existe une constante A > 0 , telle que pour tout P€ I ,
on ait 1l'implication m<n = EP(qn) < Aep(qm)

(ii) La suite (q2n e(q™)) est décroissante

PR P 4 2n n .
iii) La série £ q° €(q ) est divergente.
n=1

Alors S(x) a une infinité de solutions pour presque tout x € U; .

~

La démonstration suit pas & pas celle du résultat classique. Le cas de conver-

gence est trés simple.

En effet, soit pour tout entier N =20 , Ey 1l'ensemble des x€ Q[/ tels que
w
S(x) ait au moins une solution de hauteur qV . On a mes E, = o(¢®" e(q")).
L'ensemble des x € I tel que S(x) ait une infinité de solutions est

N (U E_.), et come la série ¥ mes (E_ ) est convergente, cet ensemble
N

Lelw N>L N

est de mesure nulle.

Nous allons étudier maintenant le cas de divergence.

Précisons d'abord quelques notations. Pour une sommation portant sur un ensemble
de polyndmes, nous indiquerons par la notation = qu'on se restreint aux poly-
ndmes unitaires. Selon la convention habituelle, une sommation (resp. un produit)
portant sur 1l'enremble vide d'indice est nulle (resp. égal & 1). On posera

t=1U0 {0} 4 T"=1"-{0}.

Soit alors G = I_P (6=1 si 1= {0} ). On désigne par c, 1'inverse de

lL P
c L
la valeur-sbsolue d'une uniformisante de 3}, t e =aq etsi P #0 cp = |P|O ,
et on pose cI=‘ [ cp -+
Pe I

Pour }:out polyndme f , non réduit au terme constant, posons :

o(f) = card (z/f"% )*, (ﬁ/f‘g ¥ étant le groupe multiplicatif des éléments inver-
sibles de 1'anneau £/fx . On a évidemment ¢ (X f) =¢(f) pour tout \ € Fo.

On prolonge la définition de ¢ en posant ¢(N =1 pour tout N € F‘: . 9 est une
fonction multiplicative, c'est-a-dire que si f et g sont deux polyndmes non
nuls premiers entre eux, on a ¢(f g) = ¢(f) ¢(g). D'autre part, si P est un

- polyndme irréductible, pour tout entier positif, n , on a : o(P") = |P|2—](|P|0-1).
De fagon analogue au cas classique, on a besoin de la propriété préliminaire sui-

vante :
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inf 17N * ¢(£) >0 .
N20 q° 1< |f|oSq

(f,6) =1

On peut calquer la démonstration classique de la propridté :

N

lim 1—2 = o(n) = 3—2- (ol ¢ est 1l'indicateur d'Euler habituel), en intro-
N o N 1< ns N m
duisant la fonction zéta du corps F , et une fonction de M3ebius sur 1'anneau &~

Mais on peut procéder plus directement en fait, gréce au lemme suivant, de
Carlitz et Eckford Cohen.

Lemme 5. - (Carlitz-Cohen). Pour tout couple (m,n) d'entiers non nétatifs,

désignons par v(m,n) 1le nombre de couples de polyndmes unitairs (f,g) tels
m n
gue|f|0.=q,|gL>=q,et (f,g) =1 .0n a :

v (m,n) = ™™ si mn=0
+ +n— .
\)(m,n)=qmn—qmnl si mn#0 .

Rappelons la démonstration : le cas mn = O est trivial. Supposant O<m=<n ,

on c¢lasse les couples de polyndmes unitaires (f,g) tels que ‘f|o =q", |g|o = q°,

selon leur p.g.c.d. . On obtient alors :

1+ k
y (m,n) = - no_ = qa vim=k,n=k) ,

O<k=m

le résultat s'en déduit aussitdt par récurrence.

Lemme 6. = On a :

=t e =g @ e
el 2 7]

*

2N r

% o(f) = . —=— . g7 + o)
1=|4 = < ey P
(£,6) =1

od r = card (I7)..
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Preuve. Le premier résultat se déduit immédiatement du lemme 5. En effet,

| [S N 9(f) est le nombre de couples de polyndmes (g,f) tels que f soit
1< |f[=q

unitaire, 1s [g[o<lflos qN et (g,f) = l % Donc :

=
=
1

z y o) =1+ (a-1) z v(a,b)
1s|f|lsq 0< bs as N

1+ (g-1) T (¢ 3 (o®P- Py

O<ax<N O<b< a
=1 + (q—l) ) q2:3.-1

0<a =N
2ol ()

q+l

Le second résultat s'en déduit par récurrence sur le nombre r de facteurs pre-

miers de G . Supposons le résultat démontré pour G et soit R un polyndme irré-

ductible ne divisant pas G . Nous devons &valuer bl ¢ (f) . Posons
N
1< fJSq
(£,GR) =1
(PG(f) =¢(f) si (f£f,6) =1, P (f) =0 si (£f,6) # 1. En d'autres termes, on
doit donc évaluer i P (£).
1<|r|sqV
(f,R) =1

s s +
Soit So 1l'entier défini par IRIOO < qN< |Rlo° . On va montrer que pour tout

enties; s tel que 0< s=s s, »ona

3 3¢ :

z 9. (f) = z ¢.(£)=(]R1-1) £ ( z ¢ (£))
.lSIf'OSqN G lslfloSqN G 0 1<t< s 1s|f|053_1_‘1_t G
(£,R) = 1 I8 5

- v (gls R*_(|g]-1) ¢ 9,(£R"))
1<|f], s °© 1< tss

s+1
" [2

On ' raisonne par récurence sur s .

Pour s = 0 , cette formule se réduit 3 :

3* 3* 3

z 9.(f) = z ¢ (f) - > N ¢A(fR)
llef|os qN ¢ 1< |f|OSqN G 1< |f|os .?.R.l. &
(f,R) =1 o

ce qui est bien &vident.
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Pour passer de la formule relative & s , & la formule relative & s+l , remarquant

que si (f, R) =1 , on & pour tout entier positif +t :

9,(f B®) =9.(£) 9(&") = [RFT ( [R| - 1) 9,(r) , aonc :
Rs+1 _ a1 5 ty_ RNt s_(Ir| - 5 t-1 ]
folf (R LD E (e m)=ClRl -1) (RIZ-(IR], DB IR e

on peut donc écrire :

ol log (B D-(|r] -1 £ g (e eD) = (IR]-1) £y ey
1< |g| < g 15tsg 1<t s‘ |s+1
lRl s+1 (f R)
+ oz log(e 25*)-(B| 1) = g (r v ]
1= |f S_qN—siZ s ts<s
IRlo
=(|| 1) = N etk P DI C %]
1< e]< _d¥ 1s|fls 9 1< t< s+l
|R|§+l |R|§+2
ce qui démontre bien notre assertion.
Pour s =s_ , la formule se réduit & :
3* 3* ¥*
by 9,(£) = T o (e)-(|r] 1) = (I N %))
ls]flosqN ¢ 1< |flosqN ¢ ° 1gts s, 1= I£] s.q_g G
(£,R)=1 Rl
* a IP'o 2N r
Supposons que T <PG(f) =1 | T+[P - +o(()
1< || < o PE T™ °
On en déduit alors que :
o¥ (£) = I, (®-(|g] -1) = —‘1—)+ o(v"*h)
v & q+l pe 1 PP o chee |R|
1< lflo <q ~
(f,R) =

puisque S, S N . D'ou
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' | !R|o"‘l |l§so
* P R
5 . (£) I ‘r‘l’ o . ( o ) q2N+O(Nr+l)
1< lf sqN G a*l PEI lﬂlﬂo IRlo +1
(£,R) =1 '
2N 5
et comme _q?______ < q , on obtient
o
I,
¥ 9. () = =3 . —lP—l"— N + o™
15 |r| s & ¢ a*l pe U{R]} 1+|p|
(f,R) =1

On peut se restreindre & démontrer le théoréme 5 pour x € CI . En effet, si
on se place dans un produit de disqu\?s D= IE' DP , ol DP est un disque de

. . Voo . .
3P , dont on désigne le rayon par c si P#0, et q° 1 , 81 P =0, soit

P
A E & tel que l)\Pl= cPP pour tout P¢ I . En posant x =Ny , le systéme S(x)

s'écrit :
h “Vp

1vp-2lps Ty ([F])  (PeD

et maintenant y G'GI :
1 VU
Or, si on pose : C'P (q®) =1 % EP ( m q") , de toute solution du
systéme :
- A
|vp -t ses (2] (e 1)

on déduit la solution h = N4 de S(x) , car, puisque ILXI = m N o

on a :

A\
S'P(m)s cPPaP(m)

I1 est clair que les (S'P) satisfont bien aux conditions du cas de divergence

du théoréme.
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On peut supposer que les (SP) satisfont en plus des conditions du théordme 5,

aux conditions suivantes :
pour tout n , GP(qn) <1 pour tout Pe I° et si OeI,

1
eo(q_n)s riE et qne:(qn)< 1.

En effet, il suffit de remplacer éventuellement les (EP) pour ()\SP) ol
O< A <1, ce qui conserve les autres conditions du théordme. On a alors le

résultat & fortiori.

On examine d'abord les solutions h ¢ & ﬂ"'l.o de S(x), c'est-i-dire les solutions
du systéme : |x - ilPS EP (l gl o) (P € I), oll les inconnues sont les polyndmes
f et g , astreints aux conditions O < lflo < 8, , (f,g) =1, et g unitaire.
Ces solutions seront appelées™ -solutions. D'ailleurs, dans les conditions dans
lesquelles nous nous sommes placées, si 0 € I , S(x) n'a que des T -solutions
pour x € gi . D'autre part, pour une M =solution f/g de S(x), g est néces-
sairement premier avec G . Pour tout polyndme unitaire g , premier avec G ,

soit y(x ; g) le nombre de M -solutions de S(x) de la forme £ ( (f3g) = 1)

c'est-d-dire : v(x ; g) = z B(x -é H ISIO. ), o B(. ,q")
I£lo < ldl o
(f,8) =1

désigne la fonction caractéristique du produit des boules |x| PS €p (g®) (Pe 1I).

Remarquons que la fonction y(. , g) ne prend que les valeurs O ou 1 , car si
f/g et h/g sont deux M -solutions de S(x) , on a |f/g— h/gl < €p (lglo)
pour tout Pe I , soit |f—h|P <ep (|g|o) pour tout P ¢ IT et

lt-n < |d, &, (le],)) si o€eT.
De toute fagon lf—h‘o< lglo , et par suite , on a :

’ [T, lk-nl =< lel_e(el )< 2
pe 1 P ° °
ce qui implique que f =h .
Pour tout entier N >0 , soient :
*

Tx)= T v(x ; g)
N 1slglos qN
(g,G) =1
M, (V) = IG' T (x) ax
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et M, (K) = (LG 1‘,2v (x) ax)}/
I

Nous poserons 1 (q®) =e(q") si 0¢ I et n(q®) =q €(q") si 0€ I et

N
am =% ¢ n(d®
n=0

Nous allons chercher des évaluations de Ml(N) et M2(N). Nous avons encore besoin

du lemme suivant :

Lemme 5. - Soit N une fonction numérique positive définie sur 1l'ensemble des puis-

sances entiéres non négatives de q , telle qu'il existe une constante C> O

telle que

c qQN

)x(qn) 2 pour tout N2 O .

nM=

n 0

Soit w une fonction numérique positive, définie sur 1l'ensemble des puissances

entiéres non négatives de q , décroissante.

N n n N
On a : N }‘(2)(”( ) c1-% ¢ wid®
n 2
n=0 . gq q n=0
Preuve. La démonstration est élémentaire. On considére d'abord :
N n
x(N) = T ——q—)‘é )
n
n=0 q
N n
Posant A(N) =% MNq) , ona:
n=0
A -A(0 A =M (N-
x (¥) =4 (0) +__(_1_)__§___u+ LA -4 G 21\1( -1)
a a
_ 1 A (N-1) A(N)
—(l-‘E)[A<O)+...+—é-ﬁv—_I)—4+ N
q q q
d'ol x(N)z(1-1—2)0N+c
q
done x (M2 (1-35) ¢ (m).

q
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Soit maintenant :

N n
b=z Aaly g
n:O q
=X (0)W (1) + (X(1) = X(0))® (q)+e..+(X(N)X(N-1))® (¢™)

N-1

=% (0)(w(1) 4w(@) + «ov #x (F-1) (w(a"D) —w(ad) + x(Mw (g

Puisque W est décroissante, on minore en remplacant X (N) par (1 - -]-'5) c(N+1),
d'ol : q

1 N n
b 2 c1-=) I wlad)
) q n=0
Lemme 6. = On a Ml(N) < Q (W)

Il existe une constante positive B (ne dépendant pas des EP) telle que
M (N) 2 B Q(N)

Preuve. On a :

IGIY(x;g) ax = B(x-g;lglo)dx

0

b
1< F] < | le,
g) =1

(£
done :
1
;;?@)n(kLﬁJ%gh;g)uslﬂo n(lel, )
D'ol : N
M (W) S g lely nlel)) = £ o n(a"
12,5 =0
D'autre part :
1 *
w2z = % o) nll.)
1 CI 1 SlglosqN [e]
(g,G) =1
Soit en posant [] (q?) = Z* n tp(g)
lely = a
(g,G) =1
1 N 3 n ( n)
(N) 2 = I () n (q
E! R

“et d'aprés le lemme 5, comme la suite (q2n n(q®)) est décroissante, et que
inf (q-ZN T 8 (qd"))> 0, il existe une constante B > O (ne dépendant que de I)
tglle que x.}:O

Ml(N) =z BQ(N)
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Lemne 7. - ona (4,(M)% < @m)P+am).

BZ"EEX?.; Comme les y(. g) sont & valeurs dans {0,1} , on a :
My(0))Z =M (W) + T V(x;g) Y(x3b) ax
gl °1
o< |g IOS qN
o< |¢|=q"
(g £,6) =1

1l'estimation annoncée résulte aussitdt du lemme suivant :

Lemme 8. - Soient g et 4 Jdeux polyndmes unitaires distincts, premiers avec

G.On a:

I'VI vix s g) y(x 54) dax Slglo l{,lo n( Ig‘o) n('&lo)

Preuve. On a :

[ vixe) vigtlax = % Blx-L Slg Vplx-R5t]) ax
G le], < |g|of% g ol ot L
|h|0< Pﬂo
(f,g)=(h,t)=1

=S -t
Désignons pour tout P € I, par °p P (resp. cp P) le maximum (resp. le mini~
mum) des rayons (exacts) des deux boules de & , |x| < g (|g| ) et
P P P o
-(so+1) -(to+1)
|x|P <ep (|/(,|o). Si 0€ I, soit gq (resp. q ) le maximum et le

minimum respectivement des rayons exacts des deux boules de 'Jo N lxlos So (lgl o)

s 4z £ . ' h |
et |x|o <eg (l&lo). Une intégrale I&B(x -3 |g|0) B(x - 3 |{,L) dx ne peut
8tre non nulle que si pour tout P€ I, on a :
f h P . f h [¢)

r.a < L. < .

Ig 7 LE’, cp et si 0€ I, l z "1 lo q Sa @leur est alors
—]—T c P .

P

Pe I

-3 -S
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Soit d=1(g ,4) et g=g'd, 4=4'd. On doit donc avoir :

-3
4! - ng'l S e pour tout P € I-
gl, |t -
et si O€ I,lf&v_hg.lo<||oll3 qso
Jal,
De toute fagon
|f2'- ng'| < lely 11,
o al,

s
Soit L = I |_ P P. I1 faut donc que :
PEI .

f4' - hg' = uL

|g|0|{,l o ~Sp

ol pG% est tel que 0< |p] o < o

ldlo Pel
(car on ne peut avoir p =0 puisque les fractions g et :}é , étant irréduc-

tibles, sont distinctes puisque g et 4 sont deux polyndmes unitaires distincts).

N |g|o I’(’ lo —SP
Le nombre de tels polynomes p est au plus —————————— | | c .

lal Pe I

D'autre part, étant donné un polyndme p , il existe un couple de polynOmes £,
hl , unique tel que fl AN hl g' = pL , et If‘llo < |g'|° . Les autres couples
de polyndmes f , h tels que f4' -hg' = L sont :

£=f +vg' ho=h + W ( ve Z) .

Pour que |f|o < |g|o , i1 faut que l v lo < Idlo « I1 y a donc au plus ldlo
couples de polyndmes (f , h) tels que f 4' -~ hg' = pL et lflo < Iglo ,

bl, < 121, -
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Le nombre. d'intégrales J‘z Blx - £ ‘g| ) . glx - a 3 |4’,| )dx non nulles est
donc au plus Igl | Ll} l | cl:sp , et comme chaque mtegrs.le non nulle a la

valeur T—r c , on obtlent :
sz vix 5 @) y(x 5t) axs |e], |4], e(]el,) e(j¢],)

La démonstration du théordme s'achdve comme dans le cas classique. Comme Q(N)

tend vers 1'infini, on a pour N suffisamment grand, MZ(N)S 2 Q(N). Le lemme

de Paley-Zygmund, d'aprds lequel, si f est une fondtion positive sur un ensemble

E , muni d'une mesure normale, telle que f et f2 soient intégrables et que
2\1/2 . ' 2 1/2

If 2 a (f <) ol a2 0, l'ensemble des x € E tels que f(x) 2 b(‘f )

(=2 bff) , ol O0< b< a est de mesure au moins (a—b)g, montre que 1'ensemble

des x€ G tels que T (x)=z B2 Q (N) est de mesure au moins
I N N 16

Pour tout entier positif Q , soit VO , l'ensemble des XEG tels que S(x)

ait au moins Q solutions. VQ est de mesure au moins _Z car, choisissant N
2

suf fisamment grand pour que )]%2- Q(N) 2 Q, il suffit que T N(x) 2 T Q(N).

Comme les VQ sont décroissants, l'ensemble E des_ x € CI tels que S(¥X) ait

une infinité de solutions est de mesure au moins TR

Considérons maintenant pour tout entier n 2 0 , le systéme
1 n
s (x) & |xP-h|PSAneP(q|h|) (Pe1)

Soit En 1l'ensemble des x€ %'I tels que S (x) ait une infinité de solutions,
et soit F = ql En . Comme les (En) sont decrolssants et que mes E 2 ?
pour tout n , on a mes F> O . Soit N 1'ensemble des h € & tels que

(h, ve. , h)E %I . N est dense dans GI , donc F +7 est de complémentaire
négligeable. Or, pour tout élément y =x +T de F+MN (xe¢ F, re N ),

si [T] =q", toute solution h de 8, (x) conduit & la solution h + T de

S(x+7), car puisque [a+7]= 0] ﬂ €p (" m])s & (w7 ),

ce qui achdve la démonstration.
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