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I N T R O D U C T I O N .

Ayant à rédiger l'exposé VII du Séminaire de Géométrie Algébrique de
1*IHES de 1961, qui devait être consacré au formalisme général de la
théorie de la descente, nous avons été conduit, et même poussé, à y
inclure un certain nombre de considérations qui n'ont qu' un rapport loin-
tain avec la Géométrie. C'est une des raisons pour lesquelles ce travail
est présenté de manière autonome, l'autre étant sa date d'achèvement. La
Géométrie Algébrique moderne faisant grand usage des techniques de
descente, il est bon qu'elles soient exposées en détail. C'est aussi la
raison pour laquelle nous ne donnons que peu d'exemples : on en trouvera
dans le séminaire susnommé et dans celui de 1963.

Le paragraphe a) du numéro 1 rappelle quelques définitions de
SGAVI et, en particulier, celle de foncteur fibrant qui est fondamentale
dans tout ce travail. On y trouvera quelques précisions sur les clivages
(choix des images inverses) et sur différentes catégories de fondeurs
attachées de manière naturelle à une catégorie fibrée. Quant au para-
graphe b), il est centré autour de 1.13. dont la signification est expliquée
après l'énoncé.

Le numéro 2 n'a pas de rapport avec les catégories fibrées. On y
donne un critère de représentabilité des foncteurs contravariants de (Cat)
dans (Ens). La condition évidente de commutation aux limites inductives
est ici suffisante. En fait on donne un critère plus maniable, cf.2.6 (iit).

Variations sur le même thème au numéro 3.

A l'aide des résultats des numéros 2 et 3, on résoud complètement
dans les deux premiers paragraphes du numéro 4 le problème suivant :
"étant donné un foncteur d : E -^D, le foncteur changement de base
X^^X X pf admet-il un coodjoint ?". On notera que l'adjoint est fourni
par la composition avec d. Le paragraphe c), plus laborieux, résoud un
problème analogue, obtenu en remplaçant les foncteurs par les foncteurs
cartésiens. Pour un énoncé précis, voir 4.7.. En vue du théorème 8.8.,
le paragraphe d) explicite une propriété fonctorielle des objets ainsi cons-
truits.

Le numéro 5 exprime mathématiquement le sentiment général suivant
lequel "on peut négliger les isomorphismes de transkivité de l'image



inverse". 'Toute E-catégorie fibrée est E-équivalente à une E-catégorie
scindée, (c'est-à-dire où l'on a transitivité vraie de l'image inverse). On
a également un résultat plus fin, 5.10., mais qu'il faut manier avec pré-
caution (cf. 5.12.).

Avec le numéro 6, on aborde la théorie de la descente. En utilisant
exclusivement les catégories de sections cartésiennes, on peut donner
des définitions fort simples, surtout adaptées à l'étude de la descente
universelle, très fréquente en pratique. Les théorèmes ainsi obtenus à
peu de frais (6.16. et 6.25.) devront être précisés au numéro 10.

Les numéros 7 et 8 développent les techniques nécessaires pour
passer du langage de 8 à celui de 9. On y trouvera un bref commentaire
au début de chaque paragraphe.

Les définitions de 6 sont traduites au numéro 9 dans le langage
des "objets munis d'une donnée de descente", plus artisanal et parfois
disgracieux, mais plus proche de l'intuition et, surtout, fort utile dans
les applications. Pour clarifier l'exposé, le paragraphe a) est limité à
l'étude d'un seul morphisme ; le cas des familles s'en déduit au para-
graphe suivant.

Le titre du numéro 10 en explique le contenu. Disons simplement
que, pour la commodité du lecteur, on y donne les références des résul-
tats déjà obtenus.
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1 . Comportement fonctoriel de Homç/. (E', F) et de Lim (E9 X ^ F / E 9 ) .

1. a ) Rappels.

Nous allons d'abord rappeler, en les complétant, les propriétés
élémentaires des morphismes cartésiens, déjà énoncées dans S.G.A.VI.

Soit f : F -» E un foncteur. Nous désignons par les mêmes lettres
(s et b) les applications source et but de F et de E. Les éléments de
F1(F) ou de Ob(F) seront affectés d'un ' . Soit m'eFl(F) et soit neFl(E).
Supposons que

(1.1) b(n) = s(f(m')).
Posons

(1.2.) f(m') = m, mn = p.
Considérons la condition:

(1.3)c(m', n)<==>(quel que soit p' eFl(F) tel que f(p') = p et b(p') = b(m),
il existe un et un seul n' cFIfF} tel que m'n' = p' et f(n ' ) = n)

Comme il se doit, lorsque nous écrivons m'n' = p', cela signifie
d'abord que s(m') == b(n'), i.e. que m' et n' sont composables.

P

Définition 1.1. Soit f : F-»E un foncteur et soit m'cFIfF}. On dit
que :

(i) m' est cartésien (relativement à E) si on a c (m ' ,n ) , lorsque
n=ids(f(mï))^

(ii) m' est hypercartésien (relativement à E) si on a c(m',n), pour
tout neFIfE/ tel que b(n) = s(f(m')) ;



(iii) le foncteur f est préfibrant si, pour tout meFIfE^ et tout x1 eOb(F)
tels que f(x') = b(m), il existe m'eFIfF}, m* cartésien,
tel que f(m') = m et b(m') = x' ;

(iv) f est f ibrant s'il est préfibrant et si, de plus, le composé de
deux morphismes (de F) qui sont cartésiens est un morphisme cartésien,
ou encore si (iii) est vérifiée lorsqu'on y remplace cartésien par hyper-
cartésien.

Un morphisme hypercartésien est évidemment cartésien.

Lemme 1.2. Soit f : F-^E un foncteur. Soient m' et n' deux flèches
composables de F; s(m') = b(n').

(i) si m' est hypercartésien, pour que n' le soit il faut et il suffi t
que le composé m'n' le soit.

(ibis) si n' et m'n' sont cartésiens, on a c(m', f(n')).

(ii) si f est fibrant, tout morphisme cartésien est hypercartésien.

La démonstration de (i) et de (ibis) est triviale. On a démontré (ii)
dans S.G.A.VI.6.11.

Lemme 1.3. Soit un diagramme de (Cat):

g'F F'

(1.4)

E 'E'

dans lequel F' est un produit fibre de F et de E' au dessus de E. Soit
m€Fl(F^.

(i) pour que m soit E-cartésien il faut et il suffit que g'(m) et f'(m)
le soient;

(ii) pour que m soit E'-cartésien, il faut et il suffit que g'(m) soit
E-cartésien.

Cf. S.G.A.VI.6.3. et 6.6..

Si, dans 1.3 (i), on remplace "cartésien" par "hypercartésien",
le " il suff i t" subsiste, mais pas le " il faut" .



Corollaire 1.4. Si le carré (1.4) est un produit fibre de catégories,
et si le foncteur f est fibrant, le foncteur f l'est aussi.

Remarque 1.5. Rappelons que, d'après SGA VI 7.1., si

f : F - E
est un foncteur, il y a une correspondance biunivoque entre Fensemble
des clivages de f (on dit aussi de F/E) et l'ensemble des parties K de
FI ( F ) te Iles que:

a) tout m'€K est cartésien,

b) pour toute flèche m: T-S de E et tout x60b(F) tels que f(x) = S,
il existe un m' eK, unique, de but x et tel que f (m') = m.

Pour tout c l ivage de f, l'ensemble K qui lui est associé s'appelle
l'ensemble des morphismes de transport.

Rappelons que pour qu'un clivage soit un scindage il faut et il
suffit que l'ensemble des morphismes de transport soit stable par compo-
sition. C'est alors l'ensemble des flèches d'une sous-catégorie de F qui
a même objets que F.

Scholie 1.6. Soit c un clivage d'un foncteur fibrant f : F - E. Pour
toute flèche m : T -» S de E, il définit un foncteur

(1.5) mc: FS - FT
où pour tout X60b(E), on note F^ la catégorie fibre de f en X. Ce " fonc-
teur image inverse " était noté m* dans SGA VI 7.1.; nous préféfons inclure
c dans la notation. Pour tout x60b(F§), nous désignerons par

(1.6) c^(x) : m^x) - x

le morphisme de transport de but x et de projection m.
Pour tout S-morphisme a: y - x, l'image inverse de a par m est carac-
térisée par la relation

d-7) a.c^(y) = c^O.m^a).

Si U -+ T -» S sont deux flèches composables de E , le clivage
définit un isomorphisme de foncteurs

(1.8) c^ '. n0-^ - (mn)0.
Pour tout x60b(ft; ), le U-morphisme c^ ^(x) est caractérisé par la rela-
tion

(1.9) c^(x).Cn^(x) = c^x^c^m^x)).



S i V f i U - T - * S sont trois flèches composables de E, on a, pour tout
xeOb(E),

^•lO) ^n^n^"1^)) = W^^»,̂ »'
ainsi qu'il est prouvé dans SGA VI 7.4.B).

Pour terminer ce scholie, signalons que, lorsque le clivage est
explicitement donné comme un scindage nous emploierons des notations
plus commodes. Pour toute flèche m: T -^S de E, nous désignerons par

(1.11) m* : Fg - FT

le foncteur image inverse relatif à m et, pour tout objet (resp. toute flèche)
x de la catégorie fibre Fç, nous noterons

(1.12) x^: x"1 - x , x"1 == m*(x),

le morphisme de transport de but x et de projection m. Pour tout couple
U -* T — S de flèches composables de E, on a

(1.13) n*.m*' = (mn)*, (x"1)" = x"1" et x^ = x^x"^ .

Nous allons maintenant donner un procédé de calcul des sections
cartésiennes d^ne E-catégorie scindée. Soit donc f: F - E une E-catégorie
munie d'un scindage noté comme il vient d'être dit. Soit x : E -» F une
section cartésienne de f.

Pour tout S eOb(E), posons

(1.14) xs = x(S) , xs60b(Fs) ,

Pour toute flèche m : T-S de E, il existe un T-isomorphisme

(1.15) u^ : XT - xs'"

.x(T)
caractérisé par

(1.16) (^m^m = x(m) ^

En effet, le morphisme de transport (xg)^ = x(S)^ a même projection et
même but que x(m) et tous deux sont cartésiens. Pour tout couple de
flèches composables de E,U - T - S, on a

(l•l7) "^"."n = "mn •
En effet x est un foncteur. On a donc x(mn) = x(m)x(n), qui se traduit,
grâce à (1.16), par

(^mn^mn = (^m^m^T^n •



Avec les notations utilisées pour un scindage, la formule (1.7) donne

^•(^n = (^n^m" »
et, d'après (1.13), on en déduit

(^mn^mn = ^mn^m0-"n >
qui prouve (1.17), car (xg)^ est cartésien et, de plus, les deux membres
de (1.17) sont des U-morphismes.

Proposition 1.7. Soit (p : F-» E une catégorie munie d'un scindage

(i) Les formules (1.14) et 1.16) établissent une bijection entre
l'ensemble des sections cartésiennes de f et l'ensemble des familles
(xs,u^), SeObfE;, m6FlfE}, x§ eOb(F^ u^eïsom^x^^^vérif tant (1.17)
pour tout couple (m,n) de flèches composables de E.

(ii) De plus, si x et y sont deux sections cartésiennes de f et si
(xs,u^) et (y^v^)

désignent les familles qui leur sont ainsi associées, pour qu'une famille
^S^ScOb^E) ^e S-morph is mes a§ : yg •-» x§ définisse un morphisme de
sections cartésiennes a : y -» x, il faut et il suffit que, pour toute flèche
m : T -» S de E, on ait

(1.18) U^.BT = ag^v^.

Démonstration :

(i)Pour construire la section cartésienne correspondant à une telle
famille, on utilise les formules (1.14) et (1.16). Il suffit de vérifier que
pour tout couple (m,n) de flèches composables de E, on ax(mn) = x(m)x(n),
ce qui résulte de (1.17) en remontant les calculs précédents.

(ii) La seconde assertion signifie que, pour toute flèche m : T -* S
de E, la relation (1.18) équivaut à ag.y(m) = x(m).a'j'. D'après (1.16)
celle-ci équivaut à

(L19) ^^YS^^m = (^m-^^T
quj, d'après (1.7) équivaut à

(^m^S^m = (^m^m^T '
laquelle équivaut à (1.18), car (xg)^ est cartésien et les deux membres de
(1.18) sont des T-morphismes.

C.Q.F.D.



Lemme 1.8. Soit f : F -* E un foncteur et soit K une partie de
FIfF). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est fibrant et K définit un clivage de f;

(ii) tout m'eK est hypercartésien et, pour tout m6Fl(E) et tout
x'eOb(F) tels que f(x') = b(m), il existe un, et un seul, m'6K tel que
b(m') = x' et f(m') = m.

Rappelons d'abord que, pour que f admette un clivage, il faut et il
suffit que f soit préfibrant. (S.G.A.VI.7.2). Le lemme résulte facilement
de là et de 1.1.;

Lemme 1.9. Reprenons le diagramme (1.4) de 1.3*, en supposant
encore que F' soit un produit fibre de F et de Et au dessus de E. Soit
K6F1(F) et soit

(1.20) K' = {meFIfF') | g'dn^K}

Si f et K vérifient les conditions de 1.8. il en est de même de f et K*.

Résulte de 1.3..

Ceci dit, rappelons que, si f: F -* E et g: G -̂  E sont deuxfoncteurs,
ou, comme on dit parfois, si F et G sont deux E-catégories, on a défini
dans S.G.A.VI.2. la catégorie Hom^/.(F,G). Dans le cas particulier où
f = id ,̂ F = E, nous poserons :

(1.21) EYG/E} = Hom^/.(E,G), (SGA VI, page 13)

(L22) rfG/E;== Ob lr(G/E)] = Homg(E,G;.

Rappelons que Home'/ .(F,G) est une sous-catégorie de Hom(F,G)
non pleine en général.

Nous désignerons par
(1.23) Hom^/^(F,G)
la sous-catégorie pleine de Home /.fF, G) dont les objets sont les
E-foncteurs de F dans G qui transforment tout morphisme de F en un
morphisme cartésien de G.

Nous' désignerons par
(1.24) Hom^(F,G)
la sous-catégorie pleine de Home / . ( F , G) dont les objets sont les E-
foncteurs cartésiens de F dans G,i .e . les foncteurs qui transforment tout

P représente un gamma gras et désigne une catégorie, contrairement à 1 qui désigne son
ensemble d'objets.



morphisme E-cartésien de F en un morphisme E-cartésien de G.

Home//fF,G) cHom^(F,G)C Hom^/ (F,G) C Hom(F,G)
plein plein

Rappelons que si F = E et si f == idp, on a, par définition,

(1.25) Lim(G/E) = Hom^/^(E,G) = Hom^(E,G).

Lemme 1 . 1 0 . Soit f : F - E un foncteur. Soit
i: F0 - F

le foncteur d'inclusion de la catégorie F0 dans la catégorieF, où F0 est
la sous-catégorie de F qui a même ensemble d'objets et dont les flèches
sont les seules flèches hyper-cartésiennes de F. (C'est une catégorie en
vertu de 1.2. (i)). Le foncteur naturel:

UF^E) - I:(F/E)
induit une bijection entre VF^/E) et Ob(Lîm(F/ E ) ) ,
(N.B. ce foncteur est fidèle, mais, en général, il n'est pas pleinement fi-
dèle).

Il suffit de prouver que, si
( 7 : E - F

est une section cartésienne de F/E,pour tout meFl(E),(7(m) est non
seulement cartésien mais encore hypercartésien. Soit donc n€Fl(E) tel
que b(n) = s(m). Nous devons vérifier la condition c(0"(m),n). Posons

(1.26) m' = (7(m), p = m n .

Soit p'eFl(F) tel que b(p') = b(m') et f(p') = p.

Par hypothèse, (7(p) est cartésien, il existe donc un q'eFl(F), unique,
tel que 0(p)q' = p' et f(q') = idg/p). Si l'on pose n' = O'(n)q', on a

(1.27) m'n' = p' et f(n') = n.

S'il existe n"6FlfF) tel que m'n" = p' et f(n") = n, il existe q"eFlfF)
tel que n" = 0"(n) q" et f(q") = ^çfn)» car cr^ est cartéslen- ^)n en

déduit que

p' = a(m)n" = cy(m)(7(n)q" = 0-(p)q"

donc q" = q' , car (7(p) est cartésien, donc n" = n'.

C.Q.F.D.



Lemme 1 . 1 1 . Soit U un univers, soit 1 une U-cacégorie et soit
X :I° -(Cat) un foncteur. Soit E une U-catégorie etsoit, pour tout i60b(I),
un foncteur m(i) : X(i) -» E.

Supposons que les m(i) fassent de E une limite inductive du fonc-
teur X.

(i) pour toute U-catégorie F, le foncteur

Hom(E,F) - ;im(Hom(X(i),F},
induit par composition avec les m(i), est un isomorphisme.

(ii) pour toute E-catégorie (p ; F -» E, le foncteur

FfF/E; = Homg/.fE,F/ - lip Homg/.OC(i),F}

induit par composition avec les m(i) est un isomorphisme,

(iii) Si le composé de deux morphismes E-cartésiens de F est
E-cartésien (par exemple si (pest fibrant), le foncteur

m:Lnn(F/E} - lim Homç/ ÏX(i),F;

induit par le précédent est un isomorphisme.

Prouvons (i). Par définition d'une limite inductive, ce foncteur est
bijectif sur les objets. Pour montrer qu'il l'est sur les flèches, il suffit
de savoir que Ob(E) est réunion des images par les m(i), i60b(I), des
ensembles Ob(X(i)) et que F1(E) est le saturé, pour la loi de composition
de E, des images par les m(i), ieOb(I), des ensembles Fl(X(i)), ce qui est
c onnu.

(ii) résulte aisément de ceci. Prouvons (iii).
Du fait que H o m ^ / ^ ( A , F ) est une sous-catégorie pleine de H o m e / ( A , F )
pour toute E-catégorie F, on déduit que le foncteur m est pleinement
fidèle et " injectif sur les objets". Qu'il soit "surjectif sur les objets"
résulte de la propriété de F l ( E ) énoncée ci-dessus et du fait que le com-
posé de deux morphismes E-cartésiens de F est E-cartésien.

Soit S un objet d'une catégorie E. Rappelons la définition de w la
catégorie des objets de E au dessus de S", notée E/g. Un objet de E/g
"est une flèche de E de but S. Une flèche de E/ç" est un couple
U-fT ^ S de flèches composables de E. On la note (f,g), dans cet ordre.
La source d'une telle flèche est le composé fg et son but est f. Une flè-
che de E/g de source h et de but f est donc déterminée par une flèche g
de E vérifiant f^ = h.

Pour que deux flèches (f,g) et (h,k) de E/s soient composables, il
faut et il suffit que l'on ait fg = h; leur composé est alors (f,g)(h,k)==(f,gyi



Pour tout SeObfE}, on a un foncteur

(1.28) sg : E/s - E .

défini par son action sur les flèches : Sg((f,g)) = g, qui est appelé le
foncteur source.

Pour toute flèche f : T -» S de E, on a un foncteur

(1.29) E/fE/T - E/S ,
défini par son action sur les flèches E/r ((g,h)) = (fg,h).

Le diagramme ci dessous est commutatif

(1.30)

g f
et, si U -» T -»S sont deux flèches composables de E, on a

(1.31) E/fg = E/f . E/g .

Autrement dit, en associant à tout SeOb(E) son foncteur source, (lequel
est un objet de (Cat)/g), on définit un foncteur

(1.32) E/ : E - (Cat)/f .

Les foncteurs source font de E la limite inductive du foncteur

(1.33) E - (Cat) , S -> E/s ,

Lemme 1.12. Soient F-* D -» E deux foncteurs composables.

Pour toutSeObfE}, posons Ds = DXjc(E/g) et Fs = F ^fE/g}.

Pour tout S60b(E}, posons

(1.34) H(S) = Home/.fD^F}, (on a H(S) ^(F^D3),

et

(1.35) K(S) = Hom^/.'fD^F;, (on a K(S) - L»nfFS/DS)).

La composition avec les foncteurs E/r, définit deux systèmes projectifs
(foncteurs)

(L36) H: E° - (Cat) et K: E° - (Cat)
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et la composition avec les foncteurs source définit, en vertu de la commu-
tativité des triangles (1.30), deux facteurs

(1.37) h : F(F/D) - l i m H et k: Lim(F/E) - /nnK.

Ce sont des isomorphismes.

Il est aisé de voir que E est limite inductive des catégories E / g
au moyen des foncteurs source et que D est limite inductive des catégo-
ries D au moyen des premières projections. D'après le lemme précédent,
h est un isomorphisme et il en est de même de k lorsque le composé de
deux morphismes D-cartésiens de F est D-cartésien. En fait k est un
isomorphisme sans hypothèse sur F car l'ensemble FIfD} est réunion des
images par les premières projections des ensembles FIfD^), S^ObfE).

l " b ) Changements de base.

Soit f : F -* E un foncteur et soit X: E* -» E un foncteur que l'on
considère comme un "changement de base". On sait (S.G.A.VI.3. etc..)
qu'il existe un isomorphisme fonctoriel en E 9 .

(1.38) r ( F x E E ' / E 9 ) ^ HomE/.fE'.F),

qui induit un isomorphisme non moins fonctoriel :

(1.39) Lim(FxEEVE9) ^ Hom^/^(E\F).

Nous allons admettre entre deux changements de base, Le. entre
deux foncteurs de but E, une assez grande quantité de morphismes. Pour
cela il nous faut choisir un univers U, cf. S.G.A.VI.l.. Plus précisément
on appelle catégorie des changements de base la catégorie (Ca t ) / / g 1 de
de S.G.A.VI.ll.B..

Rappelons sa définition .
Un objet de (CaOy/gest un couple (U,p), où U est une U-catégorie

i.e. une catégorie dont l'ensemble d'objets et l'ensemble de flèches ap-
partiennent à l'univers U, et où p: U - E est un foncteur.

Une flèche de (Cat)//c- est un (U,p,f,m,V,q), où U et V sont des
[J-catégories, où p:U - E, f : U -» V et q: V - E sont des foncteurs et
)ù m : p -*qf est un morphisme de foncteurs :

1.40)
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La source de cette flèche est (U,p) et son but est (V,q).

Pour que deux flèches (p = (l/,p,f,m,V,q) et (W,r,g,n,X,s) =
de (Cat)//^soient composables, il faut et il suffit que

s(Cp) = b(^),
autrement dit :

(U,p) = (X,s),
par définition, leur composé est alors:

(1.41) Cp^ = (U,p,f,m,V,q)(»V,r,g,n,U,p) = (W,r,fg,(mg)în,V,q).

^

(1.42)

La formation de (Cat)//gest fonctorielle en E. Si

\: F - E
est un foncteur, on en déduit un foncteur

(l•43) ^*: (Cat)///r - (Cat)//c
en posant, pour toute flèche (U,p,f,m,V,q) de ( C a t ) / / c ,

(1.44) \* [(U,p,f,m,V,q)] = ((/Âp,fA m,V,\q).

Si (F,\) est une E-catégorie nous noterons (Cart)//p/5 la sous-
catégorie pleine de (Cat)//p dont les objets sont les p : U - F qui
transforment tout morphisme de U en un morphisme E-cartésien de F.
Nous noterons

(1-45) \°: (Cart)//^/c - (Cai)//^
la restriction de X à (Car t ) / /p /p .

La proposition suivante est le résultat principal de ce numéro :
Théorème 1J3. Si le foncteur
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\ : F - E
est fibrant,

(1) le foncteur \ : (Ca t ) / / p -* (Cat)//g- l'est aussi,

(il) le foncteur Â° : (Car t ) / /p /c -» (Cat)//g- l'est aussi,

(iii) si, de plus, on se donne un clivage de F sur E, on sait cons-
truire de manière canonique (cf. (1.78)) un clivage de (Cat)//p sur(Cat)//c
(en abrégé: un clivage de \ ) et un clivage de X. , lequel est induit
(cf. (1.77)) par celui de \*.

Indiquons rapidement pourquoi cette proposition justifie le titre de
ce numéro.

Les catégories fibres (S.G.A.VI.4.) des foncteurs \* et X°sont
remarquables. En effet, il est clair que la fibre de X. au dessus de
(U,p) 60b((Cat)//g- s'identifie à la catégorie Home /.((/, F), ou encore à
r(FxcU/U). Par cet isomorphisme, la fibre de /\° qui est une sous-
catégorie pleine de la précédente, se trouve identifiée à Homgr//(U,F^
ou encore à Lîm (FxfU/U).

Par définition d'un clivage, (S.G.A.VI.7), à toute flèche de (Cat)//c
f : f ^p ) -fV,q), f = f(;,p,f,m,V,q),

se trouve associé un foncteur "changement de base" sur les fibres
correspondantes :
(1.46) f* ; r(Fx^y/ Y) - JÏFxpl// U),
du moins lorsque Fon a choisi un clivage de f. Ceci d'après 1.13.(iii).
Ce foncteur induit un autre foncteur changement de base :
(1.47) f°: Lim(Fx^y/y) - Lim(Fx^U/U),
de plus, si fe t g sont deux flèches composables de (Cat)//c» il existe
un isomorphisme de foncteurs, bien déterminé par le clivage de f :
(1.48) c^g: g^f -(îg)\

qui induit un isomorphisme de foncteurs :

(1.49) c0^: g^-tfg)0 ,
de manière que la condition S.G.A.VI.7.4.B). soit vérifiée.

En l'occurence, le point de vue des foncteurs changements de base
n'étant pas très adéquat, nous utiliserons la remarque 1.5. pour démontrer
1.13.
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La première étape de la démonstration consiste à déterminer les
morphismes hy père artésien s de (Cat)//c sur (Cat)//?.

Lemme 1 . 1 4 . Soit X. : F -» E une E-catégorie.Pour qu'un morphis-
me f = fl/,p,f,m,V,q^ de (Cat)//c- (resp. (Car t ) / /c /c soit hypercar-
tésien relativement à (Cat)//^, il faut et il suff î t que, pour tout X60b(U)
le morphisme de F :

m(X):p(X) -qf(X)
soit hypercartésien relativement à E.

L'énoncé analogue où l'on remplace hypercartésien par cartésien
est faux.

Démontrons que la condition est suffisante. On peut oublier le
"resp." car (Cart)//p/g1 est une sous-catégorie pleine de (Cat)//c et,
par suite, un morphisme de la première qui est hypercartésien dans la
seconde l'est aussi dans la première : " il y a moins de conditions à
vérifier ".

Posons

(1.30) f = \* (f) = r(/,\p,f,\m,V,\q).

Pour tout geFl((Cat)//p) tel que

(1.51) b (g ) = s(f),

il nous faut prouver que la condition c(f , g) de (1.3) est vérifiée.

Posons

(1.52) fg = h ,
et soit y 6Fl((Cat)// p ) tel que

(1.53) b(^) = b(f)

et tel que

(1.54) ^ W ) = h .
Il nous faut prouver qu'il existe un g'eFl((Cat)//F), unique, tel que:

(1.55) f g ' = h'
(1.56) À* (g1) = g ,

En vertu de (1.53), I?' est de la forme:

(1.57) l? '=(T,t ,h,k,V,q).
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On a donc «
(1.58) h = (T,\t,h,Â.k,V,^q).

Il resuite de (1.51) et de (1.52) que g est de la forme :
(1.59) g = (T,\t,g,n,lUp).

En vertu de (1.52), on a :
(1.60) fg = h et (\mg)*n = \k.

Il nous faut trouver g = (À,a,g' ,n' ,B,b).

En vertu de (1.56), il faut que s(g') = s^), donc
(À,a) = (T,t),

il faut aussi que b(g ) = s(f ) , donc :
(B,b) = (U,p),

et enfin :
(1.61) fg1 = h, (mg)*n' = k.

En vertu de À* (g ; = g. il faut que

(1.62) g' = g et \n ' == n .

Il en résulte que g est nécessairement de la forme :
(1.63) g' = (T,t,g,n',U,p).

La seule inconnue est finalement un morphisme de foncteurs :
(1.64) n' : t - pg,

assujetti à vérifier :

(1.65) ^n' = n ; \ t - \pg
et
(1.66) (mg)*n' = k : t - qfg.

Pour tout X60b(T), le morphisme m(g(X))eFl(F) est hypercartésien.
Si l'on applique la condition c(m(g(X)), n(X)), on trouve qu' i l existe un
n* (X) eFl(F), unique, tel que:

(1.67) n ' (X): t(X) - pg(X)

(1.68) ^(n'(X)) = n(X): \ t (X) - \pg(X)
et
(1.69) m(g(X))n'(X) = k(X).

Il reste à prouver que la fami l l e (n'(X))xçOb(T) détint un morphisme de
foncteurs, n1, qui vérifiera nécessairement les conditions (1.64), (1,65) et
(1.66).



15

Soit donc une flèche de T :
u : X - Y.

Il nous faut prouver que :
(1.70) n'(Y)t(u) = pg(u)n'(X).

Or (1.70) est vraie en projection, ce qui signifie que les images par
le foncteur \des deux membres de (1.70) sont des flèches de E qui sont
égales. En effet , cela résulte de (1.68) et du fait que n est un morphisme
de foncteurso On remarque alors que

m(g(Y)):pg(Y) -qfg(Y)

est une flèche hypercartésienne de F. En appliquant la condition
c(m(g(Y)), \pg(u)n(X)), ce qui est licite, on est r?mené à prouver que :

(1.71) m(g(Y))pg(u)n'(X) = m(g(Y))n'(Y)t(u).

Or le premier membre de (1.71) est égal à
(1.72) qfg(u)m(g(X))n'(X)
car m : p -* qf est un morphisme de foncteurs,

En venu de (1.69), (1.72) est égal à :

(1.73) qfg(u)k(X).

Par ailleurs, le second membre de (1.71) est égal à

(1.74) k(Y)t(u),
en vertu de (1.69).

Or, fg = h d'après (1.61) et (1.62), et par ailleurs

k : t - qh
est un morphisme de foncteurs. Il en résulte que (1.73) et (1.74) sont égaux,
donc (1,70) est vérifiée.

On a ainsi prouvé que la condition de 1 . 1 4 est suffisante.

Prouvons qi/elle est nécessaire»
Soit ? = (U,p,f ,m,V,q) une flèche hypercartésienne de (Cay/pJ

(Resp. (Cart ) / /p/g) . Nous devons prouver que, quel que soit
X60b(U),m(X):p(X) - qf(X) est une flèche hypercartésienne de F. Nous
devons donc prouver que, pour tout n6Fl(E) tel que

(1.75) b(n) = s(\(m(X)) = \p(X),

la condition c(m(X),n) est vérifiée. Nous allons construire une flèche g
de (Cat)//c telle que la condition c(f^), relative à ( C a t ) / / p sur
(Cat)/ /^) , (Resp. (Car t ) / / c / c - sur (Cat)//c- )» solt équivalente a la
condition c(m(X),n), relative à F sur E.
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Désignons par S eOb(E) la source de n :
n : S - \p(X).

Soit g = (S, s,g,n',U,\p) une flèche de (Cat)//g-» telle que
- S soit la sous-catégorie de £ qui a pour seule flèche la flèche

identique de S,s : S -» E étant le foncteur d'inclusion de S dans E; ( en
vertu des axiomes d'un univers, S est une U-catégorie);

- g : S - U est le foncteur tel que g(S) = X;
- n' :s - \pg est le morphisme de foncteurs tel que

n'(S) = n:s(S) = S - ^pg(S) = \p(X).
Il est clair que

b(g) = s(\*(f)),
et que par suite la condition c(f',g) a un sens. Le lecteur prouvera sans
peine qu'elle équivaut à c(m(X),n).

Corollaire 1 . 1 5 . Soit X: F -* E un foncteur fibrant. Soit
f eFl((Cat)//p ), une flèche hypercartésienne par rapport à (Cat)//c- . Si
le but de f appartient à Ob(Cart)//p/ g- , il en est de même de sa source.

Posons f = (U,p,f,m,V,q).

Il nous faut prouver que la source (U,p) de f appartient à
Ob((Cart)^y p/g), c'est-à-dire que, pour toute flèche de U ;

u : X - Y,
p(u) est une flèche E-hyperc artésienne de F. En effet, le foncteur X. est
fibrant, donc cartésien équivaut a hypercartésien (1.2.(ii)).

Or on a un diagramme commutatif:

qr(u)
qf(X)————————————————————>qf(Y)

^ i.

m(X) m(Y)

p(u)
p(X)—————————————————————.p(Y) .

Par hypothèse, (V,q) €Ob((Cart)//p/g), donc qf(u) est cartes ieni
par définition, donc aussi hypercartésien. Par ailleurs t'est hypercartésien
donc, d'après 1.14.,m(X) est hypercartésien, donc aussi, d'après 1.2.(i) ,
le composé qf(u)m(X). Or m(Y) est hypercartésien, donc aussi p(u), tou-
jours d'après 1.2.(i).



17

II nous reste à démontrer 1 . 1 3 .
On sait que tout fondeur fibrant admet un clivage. Soit donc

KC F1(F) vérifiant la condition 1.8.(ii).ll nous suffit de trouver une
partie K * d e Fl((Cat)^/p) vérifiant la condition 1.8.(ii), où l'on remplace
le foncteur f de l'énoncé par le foncteur À* de (1.18). En effet, si l'on a
un tel K , posant

(1.76) K° = { f ' eK but(f)60b((Cart)//p/jc)}

il résulte de 1.14. et 1.15. que K° vérifiera également la condition 1.8<ii),
où l'on remplace le foncteur f de l'énoncé par le foncteur \°de (1.45).

On aura donc

(1.77) K ° = K*nFl((Cart)//F/f),

ce que l'on traduit dans 1.13.(ii)o, en disant que le cl ivage de ^est in-
duit par celui de X.* ,

Posons :

(1.78) K* = {(U.p'.f'.m'.V.q') eFl((Cat)//fr quel que soit XeOb(U)
m\X) eK J

II est déjà clair que tout FeIC* est hyper cartésien,

II nous reste à prouver que, pour tout
(Y,q*)eOb((Cat)//p) et tout feFl((Cat)//^)tels que:

(1.79) b(f) = \*((V,q')) = (VM\
il existe un f'eK* , unique, de but (V,q'), tel que :
(1.80) \*(f) = f.

En vertu de (1.79), f est nécessairement de la forme

(1.81) f = (U,p,f ,m,VÂq') .

Posons pour simplifier :

(1.82) q = \q1.

Il reste à trouver f eK*, qui sera nécessairement de la forme :

(1.83) f = (U,p',f,m',V,q'),
ce qui signifie que les inconnues sont, d'une part, un foncteur

(1.84) p- : U -. Ftel que -
(1..85) ^p' = p ,
et, d'autre part, un morphisme de foncteur :

(1.86) m ' : p ' - q ' f ,
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tel que
(1.87) W = m.

Pour tout X 60b(U), le but de m(X) est égal à
\q'f(X) = qf(X).

Il existe donc une flèche unique a 6K, telle que
b(a) = q'f(X) et \(a) = m(X).

Par définition de K , on a nécessairement

(1.88) m'(X) = a et p'(X) = s(a).
Pour tout u e F [ ( U ) , u : X — Y, on doit trouver un morphisme de F.

p '(u): p'(X) - p'(Y),
tel que :

\(p'(u)) = p(u)
et
(1.89) m'(Y)p'(u) = q 'f(u)m'(X)

Or m est un morphisme de foncteurs, on a donc :
m(Y)p(u) = qf(u)m(X),

ce qui s'écrit aussi:

\(m\y))\(ç\u)) = \(q'f(u)m'(X)).

Appliquant la condition c(m'(Y),p(u)), ce qui est licite car m'(Y)
est hyperc artésien, on trouve qu'il existe un tel p'(u) et un seul.

Il reste à vérifier que si u : X -* Y et v : Y -Z sont deux flèches
composables de U, avec

w = vu,
on a
(1.90) p'(w) = p ' (v)p ' (u) .

Pour cela on multiplie chacun des deux membres de(1.90)par m'(Z),
qui est hypercartésien, d'où la conclusion.

C.Q.F.D.

En utilisant 1.9. et en faisant usage de changements de base variés,
la proposition 1.13. permet d'étudier un certain nombre de foncteurs. Par
exemple, soit
(1.91) \: F - E
un foncteur et soit U une catégorie de l'univers U.
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Considérons le fondeur:
r: Hom(U,E) - (Cat)//c.

qui, à toute flèche de Hom(U,E), i.e. à tout morphisme de foncteurs :
m: f - g,

où f et g sont des foncteurs de source U et de but E, associe la flèche :

(l/,f,idu,m,t/,g)

de (Cat ) / /c . Donc r est un foncteur injectif (mais non pleinement fidèle
en général).

Désignons par l* et par 1° les foncteurs déduits de \ et de \
((1.43) et (1.45)) par le changement de base r. Il est clair qu'ils s'identi-
fient respectivement aux foncteurs définis par la composition avec ^

(1.92) 1*: Hom(U,F) - Hom(U,E)

(1.93) l^Hom^F) - Hom(U,E),
où H o m ' ( U , F ) désigne la sous-catégorie pleine de Hom(U,F) dont les
objets sont les foncteurs p : U -^ F tels que, pour tout ueFIfU), p(u) soit
une flèche E-cartésienne de F.

Supposons que X. soit fibrant et soit K une partie de FIfF) vérifiant
1.8.(ii). Soit
(1.94) k* = t feFlfHomfU,F^ f= (m : f - g) quel que soit X60b(U) j ,

( m(X)6K )

Soit par ailleurs
(1.95) K° = K^¥ï(Hom-(U,F)),

on déduit de 1.13. et de 1.9. le corollaire suivant:

Corollaire 1.16. Sous ces conditions :

(i) le foncteur l* : Hom(U,F) -» Hom(U,E) est fibrant,

(ii) le foncteur l°:HomTU,F) - H o m ( U , E ) est fibrant,

(iii) les ensembles K*e t K°definissent des clivages des foncteurs
F et 1°. (cf. 1.6.)

On peut décrire les foncteurs image inverse relatifs au clivage de
l* et l°de la manière suivante.

Corollaire 1.17. Soit \: F - E un foncteur fibrant muni d'un cli-
vage noté c, cf. 1.6.. Soient s,b: U ^ E deux foncteurs et soit m : s - b
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un morphisme de foncteurs. Désignons par Fg (resp. Fr) la catégorie
déduite de F par le changement de base s (resp. b).

(i) II existe un U-foncteur cartésien/^: F^-* Fg. tel que, pour tout
XeOb(U), le foncteur induit par /J. sur les fibres en X s'identifie au fonc-
teur image inverse associé par c au morphisme m(X)6Fl(E) ,

(ii) Module l'identification de sa source (resp. son but) à la catégo-
rie fibre de 1° en s (resp. b), le foncteur Ljm(/d) : Lijn(F^/U) -^ Lim(F^/U)
est égal au foncteur image inverse associé à la flèche m de Hom(U,E)
par le clivage de 1°.

Preuve de (i). La projection de F^ (resp. Fg) sur F induit un
isomorphisme entre la fibre de FL (resp. F ) en X et celle de F en b(X)
(resp. s(X)), par suite (i) a un sens» De plus, la condition qui y figure
définit la rextriction de /^ aux catégories fibres. Soit alors rr : T] - f; un
morphisme de Fr, de projection p: Y "•'X. Si r r 1 : T)' - f;1 désigne sa
projection sur F, la projection de r r 1 sur E est b(p) : b(Y) L> b(X). Si l'on
désigne par K : 9 - ^ la projection sur F du morphisme /^(TT) que l'on
veut associer à 77, la projection de /<:sur E doit être s(p) : s(Y) -» s(X).
Nous savons que 6 = m(Y)°(?7') et que ?, = n^X^cf'^Nous définissons
K par la condition qu'il se projette sur s(p) et par la relation
cm(X)^l^° K = 77t* cmCY)^'^ ce ̂  c^lnlt A^77) P^ sa projection K
sur F et p sur U.

Pour que/^(7r) soit U-cartésien, il faut et il suffit que sa projection
sur F, (i.e./<), soit E-cartésienne ce qui sera vrai si 77" l'est, car les
morphismes de transport ^(X)^'^ et cm(Y}^1} sont E-hyperc artésiens.

D'après la définition du foncteur n^X)0, (1.7), si p est la flèche
identique de X, cette définition de ^(n) coïncide avec celle imposée par
(i). D'après les propriétés élémentaires des morphismes cartésiens, ^ est
un foncteur, donc un E-foncteur cartésien.

La preuve de (ii) résulte aisément de cette construction de /^ et
de celle du clivage de 1°, cf.(1..78) etinfra, et (1.94) " Bien entendu, on
a un énoncé analogue relatif à 1*»
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2 - Fondeurs représentables sur (Cat).

Soit U un univers non vide. Supposons de plus que Z cU. Rappelons
qu'une U-catégorie est une catégorie dont l'ensemble d'objets et l'en-
semble d'objets et l'ensemble de flèches appartiennent à U. On appel-
le (Cat) la catégorie de toutes les U-eatégories. Ce n'est pas une U-
catégorie. On appelle (Ens) la catégorie des ensembles qui appartiennent
à U .

On note (Sirnpl) la sous-catégorie pleine de la catégorie des en-
sembles f i n i s dont les objets sont les intervalles [0,n ] de N , n ^ - o .

On note (S.Sirnpl) la sous-catégorie pleins de la catégorie des
ensembles ordonnés dont les objets sont les A neN, où A désigne
l'intervalle [0,n] de N, muni de sa relation d'ordre naturelle.

On note (S.S.Sirnpl) la sous-catégorie de la précédente qui a mêmes
objets et dont les morphismes sont les applications strictement crois -
santés.

Pour tout ncN, soit "Y\ la catégorie associée de la manière habi-
tuelle à l'ensemble ordonné A On a :
(2.1) Ob(^) = A^

(2.2) Fl( '\) = { ( i , j ) e A ^ x A ^ | i < j },
la composition des flèches étant définie par

(2.3) ( i , J ) ( J , k ) = (i,k),

où

(2.4) source (i , j) = j et but (i,j) == i.

On définit de manière évidente un foncteur :

(2.5) E: (S.Sirnpl) - (Cat)

en posant :

(2.6) E(A^) = ^ etc...

Soit N ^ N et soit (S.Sirnpl)^ la sous-catégorie pleine de (S.Sirnpl)
dont les objets sont les A^, n^ N.

On notera :
(2.7) EN: (S.Simpl)N- (Cat)
la restriction de E à (S.Simpl)xj.
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Soit par ailleurs

(2.8) h: (Cat)°x(Cat) - (Ens)
(X,Y;->Hom(X,Y;

le foncteur bien connu. Il lui correspond, par définition de Hom de deux
catégories, un foncteur :

(2.9) h : (Cat) - Hom ((Cat)0, (Ens))
Y -> h. (Y;

où h (Y), qui est noté h y ou Hom ( *,Y), est défini par :

(2.10) hy = h^(Y) = Hom(*,Y): (Cat)0 - (Ens)
X ^> Hom(X,Y)

On sait que h est pleinement fidèle. Nous allons voir que, pour
toute catégorie X, il suffit de connaître le composé de h ̂  avec E °^,
pour N assez grand, pour connaître X.

Plus précisément, soit

(2.11) E°N: (S.Sirnpl)^ - (Cat)0

le foncteur déduit de Ej^par passage aux catégories opposées. Soit

(2.12) E'^ : Hom ((Cat)0, (Ens)) - Hom((S.Simpl)§, (Ens)

le foncteur qui, à tout u : (Cat)0 - (Ens) associe le composé
u..E§: (S.Simpl)°^ - (Ens).

Considérons enfin le composé

(2.13) E^.h : (Cat) - Hom( (S .Simple, (Ens)).

Proposition 2.1. Le foncteur Exr ,h est

(i) fidèle si N > 1,

(ii) pleinement fidèle si N ^ 2,

Remarquons que, par définition de "Û^»pour tout n ^Oet pour toute
U - catégorie X, l'ensemble :

EN.\(X)(A^ = Hom(^X)

s'identifie cononiquement a l'ensemble des suites :
h h ^

(2.14) XQ - X^ - X^. . . . .X^ - X^
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de n flèches composables de X, encore noté Fl^X). Si, feHom( ̂  ,X),
on a noté f ^ : X^ -* X^, l'image par f de la flèche (i-l.i) de "A^ , pour
1 < i < n. Nous conviendrons de poser F1°(X), = Ob(X), ce qui permet
pour tout n>0, d'identifier Fl^X) à Hom(^ ,fX). Une suite de flèches
composables telle que (2.14) sera notée (f^ , f^, ...., f ).

Soit F : X -» Y un foncteur, par l'identification de Fl^X) avec
Hom("A^ , X), on déduit de

HomÛ^F) : HomC^n^) -" Hom(^,,y)

une application :

(2.15) Fl^F) : Fl^X) - Fl^Y)

(fl , . . . , f^) ->(F(fp,...,F(f^)).

Ce qui, pour n = 1, prouve 2.1.(i)..

Nous aurons besoin de préciser quelques notations. Considérons
les applications suivantes qui sont des morphismes de (S.Sirnpl) :

^n : A0 - ̂  - ^n^ = i - 0 < i < n

Pn^n-1 'V Pn^ = î si i < i

(2.16) p^(j ) = j +1 si j ^ i, 0 ^ i < n

d^ ^n+l-An , d^(j) = j si j < i

d^(j) == j - l si j > i, 04 i^ n.

Reprenant l'identification précédente, on peut identifier -

- h^. E(q^) à l'application (fi,..,^) ^ but (f^R,

si 0< i < n, ou à l'application (f i , . . . , f^) ^> source (f^), si 0 < i < n;

- hy. E(p^) à l'application de Fl^X) dans Fl^X) qui, à (f^... f ^ )
associe : ( f^ , . . . ,f^) si i = 0

( r i , . . ., f^-1) si i == n

( f l , . . . , f^p . . . , f^ ) s i 0 < i < n et n > 2

En particulier on voit que h^.E(q,) s'identifie à l'application
source de X :
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s^ : F1(X) - Ob(X)

et ^^^(q0) à l'application but de X.

b^ :F l (X) - Ob(X),

cependant que h^.E(do) s* identifie à l'application

i^: Ob(X) - F1(X)

qui, à tout x60b(X), associe la flèche identique id^de x. Enfin hv.E(p^)
s'identifie à l'application qui, à deux flèches composables (fi ,f^), (i.e.
telles que sy(ri) = ^Y(^9^' associe leur composé ^ 1 ^ 9 .

Soit n eN.n^ l , et soit t^ : A^ - A^,

l'application définie par :

(2.17) t^(0) = n-1, t^(l) = n.

C'est une flèche de (S.S.Sirnpl) et l'on a :
1 . , 2 0

t!tl = 1e1» ̂  = P2-

Le diagramme :

A n-1 •A,

(2..18) n-1
^n-l î < n

qî
A -

est cocartésien dans (S.Sirnpl), i.e. vérifie la propriété universelle des
sommes amalgamées. De l'identification de Fl^X) avec Hom( A , X),
pour tout neN et toute U-catégorie X , on déduit que le transformé du
diagramme (2.18) par le foncteur E est également cocartésien dans (Cac),
pour n > 1 . Pour n = Iles flèches verticales sont l'identité et pi = q ?;
dans ce cas, notre assertion est bien triviale.

Prouvons maintenant 2.1.(ii). Soit N^-2 et soient X et Y deux U-
catégories. Soit

(2.19) ^X^N ' ̂ N
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un morphisme de foncteurs. Pour tout n, 0 ^ n ^ N, posons :

(2.20) u ^ == u(A^):h^(^) -hy(^).

En identifiant hv(^A ) = Hom(^ ,X) à Fl^X^n trouve des applications
correspondant aux u :

(2.21) v^ : F1"(X) - Fl"(y) , 0 < n < N.

Le premier point est de prouver que VQ et Vi définissent un foncteur :

v : x - y.
Pour prouver par exemple que v commute à la composition des flèches,
il suffit de remarquer que le diagramme (2.18), pour n = 2, est transformé
en un produit fibre d'ensembles par les foncteurs v- ^ E x r C t hy. E^r.

On applique alors au morphisme
PÎ^ - A ^

l'identité qui exprime que u est un morphisme de foncteurs.

Il reste alors à prouver que le morphisme

w^ = Hom(^,v) : Hom(^.X) - Hom(^,Y)

est égal a u , pour 0 -^ n ^ N. Ceci résulte de ce que le foncteur h y. Ë^
transforme les diagrammes (2.18), pour K n < N. en des produits fibres.

Proposition 2.2. Pour N ^ 3, le foncteur :

E ^ h ^ . ( C a t ) - Hom((S..Simpl)^, (Eus))

induit une équivalence de catégories entre (Cat) et la sous-catégorie
pleine de Hom ((S..Simpl)p°, (Ens)) dont les objets sont les foncteurs :

u : (S.Simpl)^-(Ens)

qui transforment les sommes amalgamées (2.18) de (S.Sirnpl), pour
2 < n ^ N, en produits fibres d'ensembles.

En effet, soit U la catégorie telle que Ob(U)= ^^o^'
F1(U) = u(A,) et qui, de plus, est telle que :

- l'application source sy: F1(U) -* Ob ( U ) est égale à
u(q^):u(A^ - u(A^);

- l'application but b y: F1(U) -. Ob ( U ) est égale à

u(q^°):u(Ap - u(A^);
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- l'application qui à tout objet X de U associe la flèche identique
de X, soit i ^Ob(U) - F1(U), est égale à :

u(d°):u(A^) -u(Ap.

D'après l'hypothèse faite sur le foncteur u,u(A^) s'identifie à l'ensemble
des couples de flèches " composables " de U, ce qui permet de définir
la loi de composition de U. En effet , soient f i et îj deux flèches compo-
sables de U, Le. soient f^ et f^ deux éléments de u(A,) tels que

u(q})(fp = u(q^(f^),

II existe un et un seul élément feu(A-^) tel que

(2.22) u(p^)(f ) = f^ et u(p^)(f) = f^

Le composé f^ t^est alors égal, par définition, à u(p~) (f).

Pour montrer que l'on a bien défini une catégorie, on remarque
déjà que, pour tout n, 1 <n <N, u(A^) s'identifie à l'ensemble des suites
de n flèches "composables" de t/.i.e. à l'ensemble des suites (fi,f^,....^ )
d'éléments de u(A ? telles que, pour tout i, 1 < i < n, on ait :

sy(f^) = by(f^), Le. u(q}(fp = u(q^(f^)..

Pour décrire cette identification, on introduit les applications :

(2.23) t^: \ - \ ,1< i^ n,

t\0) = i -1 t^ l ) = i.n n

L'élément hêu(A^) qui correspond à la suite ci-dessus est caractérisé par:

(2.24) u(t^)(h) = f^ , 1^ i ^ n .

Ceci résulte, par récurrence sur n, du fait que u transforme le
diagramme (2.18) en un produit fibre d'ensembles.

Nous nous contenterons d'indiquer pourquoi la loi que nous avons
définie est associative. Soit (f^f^f^) une suite de trois flèches compo-
sables de U et soit h6u(A^) l'élément qui leur correspond par (2.24). Si
l'on pose

f = u(pj)(h) et g = u(p^)(h),

on constate que f et g sont les éléments de u(A^) qui servent à définir les
composés :

hh = "(p^œ et f^ = u(p^)(g).
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1 2.Après quoi il est facile de vérifier que u(pî) (h) et u(p? (h) sont les
éléments de u(A^) qui servent à définir les composés (fif^)^ et fi(f^f;î),
d'où la conclusion, comme pourra voir le lecteur pointilleux.

On construit alors, par exemple par récurrence sur n, des isomor-
phismes :

i(n):u(A^) - Hom(^, U)

Pour prouver qu'ils définissent un isomorphisme de fondeurs, on remarque
que tout morphisme dans (S.SimpI)̂  estuncomposé demorphismes p etd .
On cône lut alors sans difficulté..

Ce qui précède va nous permettre de caractériser les foncteurs
représentables dans (Cat). En effet, soit

F : (Cat)0 - (Ens)

un foncteur. Il est clair que, si F est représentable, il commute aux
limites projectives, i.e. transforme les limites inductives dans (Cat) en
limites projectives d'ensembles. Nous allons voir que la réciproque est
vra ie.

Supposons que le composé F.. 62 transforme les sommes amalgamées
du type (2.18), pour n = 2 et n = 3, en produits fibres. D'après ce qui
précède, il existe une catégorie RF et un isomorphisme de foncteurs :

(2.25) i : Hom(*,RF). Ë2 - F.Ë^.

Il suffit de prouver que i se prolonge en un isomorphisme :

(2.26) j : Hom(*,/?F) - F.

Si ce prolongement existe, il sera unique d'après 2 .1 . . Nous allons
écrire toute catégorie comme limite inductive de catégories isomorphes
a ^^, et ceci de manière "fonctorîelle n. Il en résultera que, si F
commute aux limites projectives que nous utiliserons,on pourra prolonger i

Rappelons la définition 4.1. de [F.F) .

Définition 2.3. Soit C une catégorie. Soit f : X -*Y une flèche d<
C. On dit que f est un épimorphisme effectif si le produit fibre X x y5
existe et si, pour tout ZeOb(C), le diagramme d'ensembles :

Hom(Y,Z) - Hom(X,Z) =: Hom(XxyX,Z)
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est exact. On dit que f est un épimorphisme effectif universel si, pour
toute flèche g: Y'-» Y, le produit fibre X x yY' existe et si sa seconde
projection est un épimorphisme effectif.

Notation 2.4. Lorsque C == (Cat), on a quelques résultats sur les
épimorphisme s. Soit f : X -* Y un morphisme dans (Cat). Nous désignerons
par (f,Sn) l'assertion "l'application Fl^f) : Fl^X) - Fl^Y) est surjec-
tive " (cf. (2.15)). Notons que (f,Sn) est stable par changement de base et
entraîne (f,Sn-l). Nous désignerons, dans l'ordre, par (f,e), f,e-e), f,e-u ) ,
et (f,e-e-u) les assertions "f est un épimorphisme" ,"f est un épimorphisme
effec t i f" , " f est un épimorphisme universel" et "f est un épimorphisme
effectif universel"..

Proposition 2.5. On a les implications suivantes :

(f,So)

•I .
( f ,e ) < •== (f,e-u) < ——> (f,Sl)

4 -î 1 6
(f,e-e)<— (t,e-e-u) <: > (f,S2)

7 8

Avant de donner quelques indications sur la démonstration signalons
qu'il y a des contre-exemples pour toutes les implications qui ne résul-
tent pas formellement du tableau ci-dessus. Voici, en abrégé, quatre
foncteurs et la propriété la plus forte qu'ils vérifient:

^ vérifie (f,So)

^ u ^ ^ u'1 vérifie (f, e)

' ^ * ^ vérifie (f,Sl) et
^ : ^ • non (f,e-e)
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s^ '^ vérifie (f,e-e) et
\L ' non (f,e -u)

^ ^

Pour prouver 1, on teste avec la catégorie • ^ •

Pour prouver 8, on effectue les changements de base

^2 -» Y et l'on teste avec la catégorie

Les autres assertions sont triviales..

Nous dirons parfois que f est surjectif sur les suites de n flèches
composables pour dire que l'on a (f,Sn).

Nous pouvons maintenant préciser de quelle façon toute catégorie
est limite inductive de catégories isomorphes à "A^.

Soit X une U-catégorie, soit n un entier ^ 0. Posons

(2.27) ^n ^ J________ ^
f€Hom(^ ,X) nî

n
et, pour tout feHom( A . X ) , désignons par:

(2..28) sf : "\ - X"

le morphisme structural. Par définition de la somme directe, il existe un
et un seul morphisme

(2.29) x^X" -X

tel que, pour tout fçHon^'A ,X), on ait :

(2.30) x^sf = f.

Il est clair que, pour toute U-catégorie X, on a (x^Sn), donc que
x0 est un épimorphisme effectif universel, si n ^-2. Pour toute catégorie
X, le diagramme

(2.31) ^1^XX1 ^ x2 ^ x

est exact dans (Cat). Posons

(2..32) Z=X 2x^X2,

a priori, Z n'est pas somme directe de catégories isomorphes à ^9. On
répète l'opération et l'on considère :

(2.33) z^.Z2 -Z,
qui est aussi un épimorphisme effectif universel.
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Supposons que le foncteur F de (2.24) transforme les sommes di-
rectes en produits infinis et les épimorphismes effectifs universels en
noyaux. Cette dernière condition signifiant que, pour tout épimorphisme
effectif universel de (Cat) :

f : x - y,
le transformé par F du diagramme exact de (Cat) :

XxyX î X ^ Y
est un diagramme exact d'ensembles. Il est clair que l'on pourra prolonger
i. D'où le théorème :

Théorème 2.6. Soit F : (Cat)0 -> (Eus) un foncteur.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est représenta blé;

(ii) F commute aux limites projectives;

(iii) - (a) - pour n == 2 et n = 3, le foncteur F. E^ transforme la som-
me amalgamée (2.18) en un produit fibre.

- (b) - F commute aux produits infinis,
- (c) - pour tout foncteur f : X -> Y, surjectif sur les couples

de flèches composables, le diagramme d'ensembles obtenu en appliquant
F au diagramme de (Cat)

XxyX -^ x -^ y
est exact.

Corollaire 2.7. Soit V une catégorie telle que, pour tout couple
(X,Y) d'objets de V, l'ensemble Hom(X,Y) appartienne à l'univers U. Soit
F : (Cat) -> V un foncteur. Pour que F commute aux limites inductives
il est nécessaire et suffisant que

a - F commute aux sommes directes,
b - pour n = 2 et pour n = 3, le composé F. E transforme le dia-

gramme (2.18) en une somme amalgamée,
c - pour tout foncteur f : X "^Y, surjectif sur les couples de flèches

composables, le diagramme transformé par F de

XxyX ^ X -> Y soit exact.

En effet, pour que F commute aux limites inductives il faut et il
suffit que, pour tout v60b(V), le foncteur

h^.F°: (Cat)0 -> (Ens)
transforme limites inductives de (Cat) en limites projectives d'ensembles.
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Corollaire 2.8. Sous les hypothèses de 2.7., soit encore v60b(V).
Pour que le foncteur coadjoint de F soit défini (resp. défini en v), il
faut et il suffit que le foncteur F commute aux limites inductives (resp.
que le foncteur h^.F°: (Cat)° - (Ens) commute aux limites projectives).

Rappelons simplement que l'on dit que le foncteur coadjoint à F
est défini en v€Ob(V) si le foncteur h .F°est re présentable. On dit que
le foncteur coadjoint de F est défini s'il l'est pour tout vêOb(V).
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3 - Foncteurs re présentables sur (Cat)/p

Dans ce numéro, nous allons étudier ce que devient l'énoncé 2.6.
quand on y remplace (Cat) par (Cat)/p, où D est une U-catégorie.

Nous allons d'abord établir un théorème d'adjonction qui nous
permettra de déduire formellement 3.2. de 2.6..

Soient C une catégorie et D un objet de C. On a défini le "fondeur
source w .

(3.1) SD:C/O - C ,
par son action sur les flèches

(3.2) s^((f,g)) = g , cf. (1.28) et infra.

Soit V une catégorie, le foncteur s^ induit par composition un
foncteur

(3.3) s- : HomfC°V) - Hom((C/ Q^Y)

?ue nous noterons en abré&é ^ /.
3.4) ° s- : P - Q.

Il est bien connu que, si s : À — B est un foncteur et si V est une
catégorie où les limites inductives existent, le foncteur
s- : Hom(B°V) - Hom(A°,y) , P ^>P.s, admet un adjoint. Dans le cas
présent nous utiliserons un procédé plus fin qui permet, s i s est fibrant,
de construire l'adjoint de s' en calculant des limites inductives sur les
catégories fibres du foncteur s : À -» B. Ici le foncteur Sp. est même
scindé et les fibres sont des catégories discrètes (il n 'y a que des mor-
phismes identiques), ce qui nous dispensera d'indiquer le procédé général.

Soit QeOb(Q). Pour tout X eOb(C), posons

(3.5) s.Q(X) = , Q(x),
x6Hom(X,D)

où, pour tout x6Hom(X,D), le morphisme structural est noté

(3.6) s^: Q(x) - s.Q(X)..
Pour toute flèche m : Y -> X de C, on définit un morphisme

(3.7) s.Q(m): s.Q(X) - s.Q(Y)

par la condition que, pour tout x6Hom(X,D), on ait

(3.8) s. Q(m) . s^ = s^.Q((x,m) ,

On définit ainsi un foncteur s Q: C 0 -» V , autrement dit un objet de P.
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On a un morphisme structural

(3.9) 0-Q : Q - s ' s . Q ,

qui, pour tout objet x : X -»D de C/p., vaut

(3.10) O-Q(x) = s^ , s^:Q(x) - s -s .Q(x)= s.Q(X).

C'est bien un morphisme de foncteurs à cause de (3.8).

Proposition 3.1. Soient C une U-catégorie, soit DêOb(C) et soit V
une catégorie où les sommes directes indexées par un ensemble apparte-
nant à l'univers U existent. Le foncteur s' de (3.3) admet un adjoints,
définit par (3.9) et (3.10). Pour tout foncteur
P: C° - V (resp. Q: (C/^)° - V), le morphisme 0-Q de (3.10) induit
une bijection :
(3.11) Hom(s Q,P) - Hom(Q,s-P).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (3.11) est bijectif,
ce qui prouve la proposition.

Remarquons que si V = (Ens) il existe un morphisme

(3.12) iQ : s. Q - Hom(*,D),

qui, à tout élément de s. Q(X) = J______[_ Q(x) , associe son in-
xeHom(X,D)

dice x. Si le foncteur Q est représentable par r : R -+ D, il est clair que
s. Q est représentable par R et que le morphisme r correspond, sur les
foncteurs représentés, au morphisme iQ de (3.12). Inversement, si s. Q
est représentable par R60b(C), au morphisme iQ correspond un morphisme
r : R -* D, qui, dans C / p ^ , représente le foncteur Q.

Lorsque C = (Cat), nous connaissons un critère de représentablité
qui fait intervenir les limites inductives de C. Pour obtenir un critère
dans le cas de (Cat)/^ il nous faut décrire un procédé de construction
de limites inductives dans C/p^ à partir de limites inductives dans C.

Soit X: 1° -C un système inductif, soit X une limite inductive de
X et soient ^ : X(i) -» X , ie0b(l), les morphismes structuraux. A tout
objet x : X — D de C / p ^ , nous allons associer un système inductif dans
C / D
(3-13) X ^ : 10 -. C/D , X^i) = x^ ,
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(3.13) (suite) <^
X(i) ——————————>. X

- D

Les morphismes structuraux ç. définissent des morphismes

(3..14) (x, ^) : X^(i) - x ,

dont il es t a i s e de montrer qu'il font de x une l imi te inductive de X . De
plus, pour tout Q^-ïom((C/^)°V), s Q(X) est la limite projective de
(s. Q)X si, et seulement si, pour tout x€Hom(X,D),Q(x) est la limite
projective de Q. (X^)°, où X° désigne le foncteur déduit de X par passage
aux catégories opposées. D'où le théorème

Théorème 3.2. Soit D une U-catégorie et soit

Q : ((Cat)/p)°- (Ens)

un foncteur. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Q est représentable

(ii) Q commute aux limites projectives

(iii) pour toute catégorie X, limite inductive d'un système inductif
X : I ° -> (Cat) de l'un des trois types décrits dans 2.6.(iii) et pour tout
xeHom(X,D), Q(x) est limite projective du foncteur Q.(X^)° où X^ est le
système inductif de (Cat)/n déduit de X par (3.13).

Corollaire 3.3. Soit V une catégorie telle que.pourtout couple (X,Y)
d'objets de V, l'ensemble Hom(X,Y) appartienne à U. Soient enfin 0 une
u-catégorie et Q: (Cat)/^ -» V un foncteur. Les conditions suivantes
sont équivalentes

(i) Q admet un coadjoint,
(ii) Q commute aux limites inductives,

(iii) Q commute aux limites inductives du type décrit dans 3.2.. (iii).

En effet, pour que Q admette un coadjoint il faut et il suffi t que,
pour tout XeOb(V), le foncteur

hx.Q°:((Cat)/D)° - (Ens)

s oit re présentable.
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4 - L e s objets IIc/cfF/E) et Limç/^F/E) .

Soit u un univers tel que Z ^ U , fixé dans tout ce numéro.

4 - a). Définition et critère ^existence de II F/nfF/E/.

Soit
(4J) d : £ - D
une flèche de (Cat) (ie. un foncteur). Nous cherchons un f onc te urcoad joint
du foncteur changement de base

(4.2) gd : (Cat)/^) - (Cat)/f , &d(X) = Xx^E.

S'il existe, nous le noterons

(4.3) "E/D^5^ •• (^/E -(Cat)/o^ .
La donnée d'un foncteur coadjoint comprend aussi celle d'un morphisme
de foncteurs

(4.4) ^E/D^*/^ : 6d- "E/D ( YE; - 1 ,
où 1 désigne le foncteur identique de (Cat)/^ .

Pour construire ce coadjoint, il nous faut trouver, pour tout objet
de (Cat)y^

(4.5) f : F - E ,

un objet de (Cat)/^

(4.6) IÏE/DW : "E/D^/^ ' D

et un E-foncteur

(4.7) 7T^/Q(F/E) : ^[ïiE/DC'^^ ' F '
de telle sorte que, pour tout objet x : X -» D de (Cat ) /^» l'application

(4.8) iîom[)(X,TlE/[)(F/E)) - HomE(gdfX;,F;

m ^ ^E/ofF/E). gd(m)
soit bijective.

f ^<Ï/DrF/^

(4.9) E <————————— E x^ rilE/ofF/E^

</ i IIE/D(O i
D<—————————— î l E / D ( F / ^
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II revient ou même de dire que, pour tout objet de (Car) /g- :
f : F - E,

le fondeur :
(4.10) Homg((§d(*),F) : ((Cat)/0)° - (Ens)

X -> Hom^(Xx^E,F)
est représentable.

Citons un autre problème qui se ramène à celui-ci. Soit un diagramme
de (Cat) :

(4.11) G F

\ /
- 14'

D
Soit H un produit fibre de G et de F au dessus de E. Soit x : X — D un
objet de (Cat)/n. Considérons le diagramme déduit de (4.11) par le chan--
gement de base x :

(4.12)

E <- EXpX

D <- X
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Le problème que l'on pose est de représenter le foncteur :

(4.13) K : ((Cat)/p)° - (Ens)
(X,x) ~> Hompx ^ ( F X p X . G X p X ^

II est clair que ce foncteur est canonique ment isomorphe au foncteur :

(4.14) K' : ((Cat)/o)° - (Ens)

(X,x) -> HompfFXpX,»}

Par définition, on notera

(4.15) HomE/o(F,G) ^ Hp/pfFx^G/F)
la D-catégorie qui représente K, si elle existe.

Lorsque D est une catégorie finale, ce qui signifie que
Card (F1(D)) = 1, on écrit

Hom^/.(F,G)

au lieu de H o m ^ / ^ ( F , G ) , ce qui est licite, car on vérifie que la catégorie
ainsi désignée dans S.G.A.VI.2. représente le foncteur K.

Proposition 4.1. Soit d : E -» D un morphisme dans (Cat). Pour
que le foncteur coad joint du foncteur changement de base :

6d : (Cat)/o - (Cat)/f

existe, il faut et il suffit que 6d commute aux limites inductives.

Trivial en appliquant 3.3. On va trouver un énoncé plus agréable
grâce à 3.3.(iii). Remarquons d'abord que le changement de base commute
aux sommes directes, car celles-ci se calculent en prenant la somme
directe des ensembles d'objets et de flèches pour ensembles d'objets
et de flèches de la somme directe. Or, dans (Ens), le changement de
base commute aux sommes directes. On remarque aussi que, si

f : y - x
est un foncteur surjectif sur les couples de flèches composables, pour
tout z : Z -* X, le foncteur déduit de f par le changement de base z :

f : Yx^Z - Z

est également surjectif sur les couples de flèches composables, donc
est un épimorphisme effectif universel, cf. 2.5... Il en résulte que, par
tout changement de base, le conoyau

Yx^y ^ y - x
est transformé en un conoyau.
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II restera à trouver une condition pour que le changement de base
commute aux sommes amalgamées du type -a- de l'énumération de 2,6.(iii)

D'où le lemme :

Lemme 4.2. Soit d : E -* D une flèche de (Cat). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur changement de base :

6d : (Cat)/Q - (Cat)/ç
admet un foncteur coad joint ;

(ii) pour n = 2 et pour n == 3, et pour tout
f : ^n - D,

si l'on désigne par °

^D^n - \
la projection du produit fibre Ex n ̂ ^ sur son second facteur, le diagramme
déduit de (2.18) par le changement de base d^est une somme amalgamée
dans (Cat).

En effet, les limites inductives existent dans (Cat), et en particulier
les sommes amalgamées, il en résulte que le diagramme de 4.2. (ii) est
une somme amalgamée dans (Cat) si et seulement si le diagramme de
(Cat)/p qui s'en déduit grâce à la projection de Ex^A^ sur E, (cf. (3.13))
est une somme amalgamée.

En fait nous n'utiliserons pas l'existence des limites inductives
dans (Cat), car les sommes amalgamées dont l'existence est nécessaire
à la démonstration seront construites dans 4.6..

Montrons d'abord un changement de base qui ne commute pas aux
sommes amalgamées :

(4.16) E(p^): \ - ^•(cf•(2•16) et (2•7))•
Le transformé de (2.18), pour n = 2, par le changement de base (4.16)
n'est pas une somme amalgamée. De fait, on trouve le diagramme :

E(q?)

^0——————————————^1

^ E(q{)

<?—————————————^0
<t>
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où ^ : 0 -> ^o désigne l'unique foncteur ayant pour source la catégorie
vide et pour but la catégorie ^n.

Cet exemple nous suggère d'introduire la condition (CB) ci dessous.

Soit d : E -» D un foncteur. Soit h'€Fl(E) et soit
(f,g) 6F1(D) x F1(D), tel que :

(4.17) source(f) = but (g)»
^ddi ' ) = fg«

SoitK(h' , f ,g) l'ensemble :

(4.18) {( f ' ,g ' )€Fl (E)xFl(E) | h ' = f ' g ' , d ( f ' ) = f , d ( g ' ) = g } .

Soit S la relation dans K(h ' , f ,g) :

(4J9) (f ' ,g')S(f",g") il existe k'6Fl(E), d(k') = id^,
f = f 'k1

g" = k ' g ' -
où m désigne la source de f.

Dessinons les diagrammes en cause :

(4.20)

Soit enfin R la relation d'équivalence engendrée dans K(h' ,f ,g) par
la relation S.

On peut maintenant énoncer la condition :
(CB) pour tout h'€Fl(E) et tout (f,g) 6F1(D) x F1(D) tels que l'on oit(4.17),
K'h ' , f ,g) on o :

Card ( K(h' ,f ,g)/R) = 1.

Lemme 4.3. Un foncteur fibrant oucofibrant vérifielacondition(CB).
La condition (CB) est stable par changement de base.
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La démonstration est laissée au lecteur qui pourra ainsi se fami-
liariser avec la condition (CB).

Théorème 4.4. Soit un foncteur
d: E - D.

Pour que î l p / Q ( F / E ) existe pour toute E-catégorie F, il est nécessaire
et suffisant que d vérifie la condition (CB).

Corollaire 4.5. Soit, de plus, un foncteur :

f : F -< E,
pour que H o m ^ / ^ ( F , G ) existe pour toute E-catégorie G, il suff i t que le
foncteur composé df vérifie la condition (CB).

On remarquera d'abord que, par définition, la formation de
n^/^fF/E) commute au changement de base. Ce fait, joint à 4.3., prouve
que les deux conditions de 4,4, sont, à priori, stables par changement de
base; ce qui donne confiance.

Il résulte de (4,15) que le corollaire est conséquence triviale du
théorème.

Il nous faut donc prouver que (CB) équivaut à 4.2.(ii). La démons-
tration prendra fin avec le paragraphe (4-a)- ..

Nous allons d'abord donner une construction des sommes amalgamées
qui interviennent dans 4.2.(ii).
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Construction 4.6. Soit un diagramme de (Car)

E' <

<P r

(4.21)

cp- <iP"

n eN ,
n >2,

^<

dans lequel les faces verticales sont des produits fibres. On sait que
la face inférieure est une somme amalgamée. Nous allons construire
la somme amalgamée S de E' et E" au dessus de E *.
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On pose
(4.22) 0 = Ob(S) = Ob(E')J_L Ob(E^

Ob(E^

(4.23) F = F1(E')J_L- FKE") .
Fl(E')

D'où des applications source et but

(4.24) s,b : F ^ 0

qui sont les limites des applications source et but de E' et de E". Soit
(f,g) 6F xF, un couple de "flèches" "composables", Le. :

s(f) = b(g)
II est clair que f et g appartiennent tous deux à l'image de Fl(E') ou de
F1(E"), sauf, peut-être, si m = s(f) appartient à l'image de Ob(E"). Dans
ce cas, nécessairement, f appartient à l'image de Fl(E') et g à cellede
F1(E"). C'est le seul cas où deux flèches composables de F "n'ont pas
de composé", car, dans les autres cas, on définit la loi de F à partir de
celles de E' ou de E". Rajoutons donc les composés qui manquent, ce
qui peut se faire plus simplement ici que dans le cas des limites inductives
générales.

Soit K l'ensemble :

(4.25) K = {(f ' .DcFKE^xFKE") f i Im(Fl(E^) ,
f "^ Im(Fl(E')), il existe meOb(E'), s(f ') = x ' ( m ) ,
b(f") = x"(m) } .

Soit S la relation dans K:

(4.26) (f ' , f")S(g ' ,g") <=> il existe heFl(£'), f = g'x'(h)
( g" = x" (h)f" J .

Soit R la relation d'équivalence engendrée par S dans K et soit
F' = K/R. Si ( f ' , f")çK, on désignera par ( f ' . f " ) ' sa classe dans F'.

Posons F = F1LF'. Il est clair que si deux éléments ( f ' , f " ) et
(g',g") de K sont équivalents, on a

source (f") = source (g"), but ( f ) = but(g') on pose alors :

(4.27) saf.f")') = source (f")

bOf ' . f") ' ) = bu t ( f ' ) ,
ce qui permet de prolonger les applications s et b de (4.24) en deux appli-
cations :

s, b: F ^ 0 ;
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D'où une notion de couples de flèches composables, On remarque
alors qu'une flèche de F' ne peut être composa blé, à droite ou à gauche,
qu'avec une flèche de F.

Si l'on a (f ' .DeK.gçF.s^f ' . f") ' ) = b(g) on a nécessairement
g6lm(Fl(E")), et on pose :

(f,f"rg = ( f^ f 'g) ' ,
composé qui ne dépend pas du choix du représentant ( f ' , f " ) de ( f ^ f " ) ^ ,
comme il est facile de s'en assurer,

Si l'on a (f ,f") €K, g 6F, b((f ' , f"r) = s(g), on a nécessairement
g6lm(Fl(E')), et l'on pose:

gœj")' = (gf'J'T,

On vérifie facilement que l'on a ainsi défini une catégorie S dont
l'ensemble d'objets est 0 et l'ensemble de flèches est F,

II est clair que F est engendré par les images de Fl(E') et de
F1(E"), autrement dit par F. On définit des foncteurs

s' : E' - S
s" : E" - S

par leur action sur les ensembles de flèches : ce sont les applications
structurales de Fl(E') et F1(E") dans leur somme amalgamée au dessus de
F l ( E ^ ) (c'est F), composées avec l'injection de F dans F.

Il est aisé de vérifier que S est bien la somme amalgamée cherchée.
Il existe donc un foncteur :

s :5- \
tel que l'on ait :

ss" = E(t^). q3" ss- = E(p^). cp-
et un foncteur

i : S - E

tel que l'on ait :
is == a' is" = a",

on a alors
Cpi = s.

Prouvons maintenant 4.4,, Le..(CB) équivaut à 4.2.(ii).

Supposons que f vérifie (CB); puisque cette condition est stable
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par changement de base, il en est de même de

df :£xD^^ ,
ce qui permet de supposer que D = "A „

Prouvons d'abord que i est surjectif sur les flèches. II est clair
que si x6Fl(E) et si x n'appartient ni à l'image de Fl(E') ni à celle de
Fl(£"), on a

(p(x) = (p,n), 0^ p < n-2, (cf , (2.3))o

II résulte alors de (CB) que x = x'x", où

(p(x') = (p,n-l) Cp(x") = (n-l, ,n).

x' et x" appartenant respectivement à l'image de Fl(E') et de F1(E"). Si
l'on pose

m = source (x') = but(x"),
il est clair que meIm(Ob(E")). Il en résulte qu'il existe zcF' telque i (z )=x,
par définition même de F*.

Pour prouver que i est inject if sur les flèches, il reste à voir qu 'un
tel z est unique.. Soit z '€F' tel que i(z') = i(z) = x, Soient(u' ,u")
et (v' ,v") des représentants de z et de z' dans K. On a, par définition :

i(z) == a'(u')a"(u") = a'(v ') a" (v")«

II est clair que, puisque u" et v" appartiennent à F1(E"), ils se projettent
tous deux sur(n-l,n) etque parsuite u' e tv 'ont tous deux même projection,
II résulte alors de (CB) qu'il existe k'eFl(E) tel que

(p(k') = (n-l,n-l)
a ' (v ' )k ' = a ' (u ' )
k'a"(u") = a"(v").

Or k'eIn^FKE^), d'où il résulte que (u ' ,u") et (v' ,v") sont équivalents.
Donc i est un isomorphisme si d vérifie la condition (CB).

Il reste à prouver que la condition (CB) est nécessaire. Pour cela
on considère deux flèches composables f et g de D, d'où un foncteur
bien déterminé :

p:^ - D
tel que

p((0,l)) = f et p((l,2) = g. (cf.(2.14)).

Pour que la condition (CB) soit vérifiée pour tous les h'eFl(E) tels
que d(h') = fg, il est nécessaire et suffisant que, par le changement
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de base
dP:Exp^ -.^,

où dP est la projection du produit fibre sur son second facteur, le dia-
gramme (2.18) pour n == 2 soit transformé en une somme amalgamée. C'est
du moins ce que l'on prouve en analysant la construction de S.

C.Q.F.D.

Remarquons que, dans 4.2.(ii), on peut remplacer la condition
" pour n = 2 et pour n == 3 " par " pour n = 2 ".

4 - h). Construction.

Nous inspirant des numéros 2 et 3, il nous reste à donner une cons-
truction de IIc/pfF/E) et de Hom^/Q(F,G).

Soient donc F -> E —> D deux flèches composables de (Cat)..
Supposons que d vérifie (CB) et posons

(4.28) X = II^/D^/^ . X : = I [ E / D ^ ' x : X - D ,
cf. (4.6).

Décrivons les objets de X. Soit aeOb(D), On sait que a s'identifie
à un foncteur, encore noté a

a : 7\ - D , a(0) = a,

L'ensemble des objets de X qui se projettent sur a s'identifie donc à
l'ensemble

Hom^Ex^Q, F ) ^ F ( F ^ / E ^
où F^ et E^ désignent les catégories fibres de F et E en a.

A toute flèche m de D, il correspond un foncteur

m : °&i - D , m((0,D) = m.

L'ensemble des flèches de X de projection m s'identifie à l'ensemble

Hom^EXo^, F) ^F(Fx^\ / Ex^).

Soit donc une flèche de X se projettant sur m. Il lui correspond
un diagramme commutatif
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(4.29)

D <

La source (Resp. le but) de cette flèche s'obtient en composant
m" avec le morphisme 0"(Resp. /3) déduit, par le changement de base d, du
morphisme

E(q{) : \ - ̂

(Resp. E(q^): \ - \

(4.30)

E <

D

On définirait de même l'application qui, à tout objet de X associe
son application identique, en faisant intervenir l'application E(d/.)
(cL(2.l6)etc_)

Désignons par s et b les applications source et but de X. Soit
(m',n ') un couple de flèches composables de X,i.e, s(m') = b(n'). Soit
(m,n) l'image de (m' ,n ' ) par x : X -» D. Il existe un foncteur :

P : ^2 - x-
tel que :

p((0,l)) = m' et p((l,2)) = n ' , c'est-à-dire,
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par définition du foncteur représenté par X, un diagramme :

où l'on a posé : p == xp.

Le composé de m' et de n* s'obtient en composant p" avec le
morphisme déduit par le changement de base d du morphisme

E(p^) : \ - ^ :

Ayant supposé que d vérifie (CB), il est inutile de vérifier que l'on
a défini une catégorie.

On sait (SGA.VI,p.l4) que V ( F / E ) représente le foncteur :

(4.31) $ : (Cat)° - (Ens)

V ~> Hom^(ExV,F},

c'est à dire que FfF/E) sa Ile/ ( F / E ) , où e es tune catégorie finale,
et que F ( Ï I ^ / Q ( F / E ) / D ) représente le foncteur :

(4.32) ï : (Cat)° - (Ens)

V -> HomcrExoDxV,F)
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lequel est canonique ment isomorphe à $. D'où un isomorphisme canonique:

(4.33) a: rçîl^/D ( F / E ) / D ) - r ( F / E ) .

4-- c) - Associativité des Lim .

Sous les hypothèses du paragraphe 4.b), supposons que le foncteur
f vérifie Fib II, ce qui signifie que le composé de deux morphismes E-
cartésiens de F est un morphisme E-cartésien. Soit

i: F c -. F,
la sous-catégorie de F dont les flèches sont les flèches E-cartésiennes
de F; (elle a donc mêmes objets que F). Posons :

{ c = fi.
De i, on déduit un monomorphisme de catégories :

(4.34) nœ: ne/D^/E^ -. Î I ^ / Q ( F / E ) ,
d'où un diagramme commutatif, dans lequel les flèches horizontales sont
des isomorphisme s et les flèches verticales des monomorphismes:

roiç/pfF/E)/ D; ° -^r (F/E) , .
(4.34)bis) J î f j'

rai^/ofF^E) / D ) "-^ ^ ( F C / E ) .
On sait que J' identifie ^ ( F C / E ) à une sous-catégorie de r ( F / E )

dont les objets sont les sections cartésiennes de F sur E.
La sous-catégorie pleine de V ( F / E ) engendrée par l'image de

rfF7E^ estdoncL»n(F/E).

Supposons toujours que f vérifie Fib II et désignons par:

(4.35) L'y c/ofF/E)

la sous-catégorie pleine de II^/pfF/E) engendrée par l'image de
îlE/D(FC/E^ P01' n(i)(cf.(4.34)). C'est une D-catégorie, et si SeOb(D), la
fibre de L»n^/p(F/D) au dessus de d s'identifie à la catégorie
Lim(F ^ / E ^ ) , où E5 est la fibre de E au dessus de S et où F = Fx^E5.

F <———— F8

^ l i
E <———— E5

d l 1
D <———— ^o S'(o) = S

S '
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Ceci dit, il est clair que Lim((Lim p / r \ ( F / E ) ) / D ) qui est une sous-
catégorie pleine de r ( ( L i m ^ / ^ ( F / E ) / D ) laquelle s'identifie à une sous-
catégorie pleine de r ( ( ï l p / n ( F / E ) / D ) ^ sera identifiée par le foncteur a
à une sous-catégorie pleine de Y ( F / E ) . Pour que cette catégorie soit
précisément égale à L i m ( F / E ) , il faut et il suff i t que l'on ait, modulo
ces identifications :

(4.36) Ob(Lim(Lim^/Q(F/E)/D)) = Ob(r(I^/^F7E}/D)).

Théorème 4.7. (Àssociativité des Lim) Soient
F ^ E d D

deux foncteurs, tels que f soit fibrant et d cofibrant. La catégorie
L j m ( U m ^ / Q ( F / E ) / D ) , (cf. (4.35)), s'identifie à une sous -catégorie
pleine de r ( î l c / Q ( F / E ) / D ) et se trouve identifiée par l'isomorphisme :

(4.37) a :r(IlE/D(F/E)/D) - r ( F / E ) (cf.(4.33))
à la catégorie Lim(F/E).

Nous allons énoncer sous forme de lemmes et dans l'ordre de la
démonstration un certain nombre de résultats intermédiaires. Dans ces
énoncés nous conservons les hypothèses de 4.7.

Lemme 4.8. Soit /^ eF 1(11 c/p ( F / E ) ) , , correspondant au diagramme

(4.38) E^Ex^

D ^.

La condition
(4.39) (quel que soit (p êF^E') tel que (p soit A^ -cocartésien,

m" (Cp) est E-cartésien)

entraîne que fJ. est D-cartésien.
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Lemme 4.9. Soit /^eFl ( t l i c : / r \ ( F / E ) ) , correspondant au diagramme
(4.38), et supposons que le but de y. appartienne à l'image par II(i)de
OW^/Q^FC/E)) (cf. (4,34)). Supposons de plus que IJL vérifie (4.39),
alors

(i) la source de {JL appartient également à l'image par II(i) de

ObOI^/D^/5^
(ii) /^ est une flèche D-cartésienne de L i m p / r \ ( F / E )

(iii) pour tout (pcFlÇE') , m" (cp) est E-eartésien, i.e. /^ appartient à
l'image par 11(1) de ¥ [ ( ï \ ^ / Q ( F C / E ) ) .

Lemme 4.10. Soit K une partie F1(F) définissant un cl ivage de f
et soit H une partie de F 1(E) définissant un coclivoge de d. La partie P
de Fl(IIcyn(F/E^ définie par (4.40) définit un clivage de II^/n(f); et le
foncteur :

"E/D^ : "E/D^7^ " D

est fibrant.

/ Pour qu'une flèche fJL de Ilg/pfF/E^ correspondant audia-
( A AÇ\\ \ gramme (4.38), appartienne à P, ilest nécessaire et suffisant

que, pour tout xeFl(E') tel que d'(x) = (0,1) et m'(x)6H,, on
ait m" (x)6K.

Lemme 4 .11 . Si l'on conserve les hypothèses de 4.10. et s il 'on pose
(4.41) P' = P nFKL^/ofF/E^

P' définit un clivage de L i m ^ / ^ ( F / E ) sur D; et le foncteur:

(4.42) L!mE/D^ '• L l m E / D ( F / E ^ " D '
restriction à l - m i p / ^ ( F / E ) du foncteur 11 c/n(0, est fibrant.

Lemme 4.12. Pour qu'une flèche ^FIdIg/pfF/E^,
(resp. / ^ ^ F Ï ( ( L i m ^ / Q ( F / E ) ) ) soit D-cartésienne, il faut et il suffi t que
(4.39) soit vérifiée.

La démonstration de ces lemmes occupe le reste du paragraphe 4-c).

Preuve de 4.8. Précisons d'abord quelques notations :

Poson s :

(4.43 p = m . E ( d { ) : ^ - D, (cf. (2.15)),



51

et soit

E <———lnl——— E' <——h——— E" = Exp^

d d' d"
(4.44) [ [ [

D <———m———^i <———.——— ^2
E(d;)

un diagramme dans lequel tout les carrés sont des produits fibres. P osons
(4.45) p1 = m'h.

Si l'on se souvient que l'on a désigné par @d le foncteur changement
de base de (Cat)/p dans (Cat)/p , (cf. (4.2)), on a donc:

m' = 6d(m), h = 6d(E(d^)),

Pour que y0 soit cartésien, il faut et il suffit que,

pour tout

(4.46) n" : E' - F,
tel que :
(4.47) fn" = m' et n'.6d(E(q^)) = m".6d(E(q^)) ,
il existe un fondeur unique :
(4.48) p" : E^ - F,
tel que :
(4.49) fp" = p ' , n" = p".6d(E(p^)) et

m" = p"..6d(E(pj))..

Ceci n'est qu'une traduction de la définition d'un morphisme carté-
sien, utilisant la forme explicite du foncteur que représente IIc/nfF/E).

Soit donc un tel n", construisons p". Soit x60b(E").
Si d"(x) == 2, il existe un x'eOb(E'), unique, tel que

&l(E(p^)) (x«) = x,

d'ailleurs x' = h(x). On aura nécessairement, en vertu de (4.49),
p"(x) = n'^x')..

Sid"(x) = 1, il existe x'eOb(E'), unique, tel que

6d(E(p | ) ) (x«) = x,

d'ailleurs x' == h(x). On aura nécessairement, en vertu de (4.49),

p"(x) = m"(x').
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Enfin, si d"(x) = 0, on a, en vertu de (4.47):

&i(E(pj))(h(x)) = gd(E(p^))(h(x)) = x,

et h(x) est le seul objet de E' possédant cette propriété, on aura donc

p"(x) = n"(h(x)) = m"(h(x)) .

Il est facile de vérifier que p" vérifie (4.49), du moins en ce qui
concerne les objets.

Soit x6Fl(E"), on applique le même procédé, du moins si
d"(x) ^ (1,2).

Si d"(x) = (0,^) ou = (2,2), on a

6d(E(p^)) (h(x)) = x,

il faut donc que

p"(x) = n"(h(x))..

S id"(x) = (0,1) ou = (1,1), on a

gd(E(pj)) (h(x)) = x,

il faut donc que

p"(x) = m"(h(x)).

Sid"(x) = (0,0), on a

6d(E(p|)) (h(x)) = W(p\)) (h(x)) = x
et aussi

n"(h(x)) = m"(h(x)),
il faut donc que

p"(x) = m"(h(x)).

Enfin si d"(x) = (1,2), puisque d est cofibrant il en est de même
de d" et par suite il existe yeFHE") tel que

d"(y) = (0,1) et

s(y) = b(x) (i.e. le composé yx existe)
et tel que y soit A^ co-cartésien. Or, par construction, on a

p"(y) = m" (h (y)),

or m"(h(y)) est cartésien car h(y) est cocartésien (4.39), il en résulte
que p"(y) est hypercartésien, car f est fibrant, d'où il résulte qu' i l existe
un morphisme unique, p"(x)eFl(F^, tel que

p"(y)p"(x) = p"(yx) .
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Remarquons que, si y'eFl(E") est cocartésienne, si d"(y') = (0,1)
et si s(y') == b(x), il existe une flèche inversible de E", soit u, telle que

uy1 = y.

Il en résulte facilement que si Fon définit p"(x) à l'aide de y' on trouve
le même résultat qu^vec y.

Il reste à voir que p" est bien un foncteur, car alors la condition
(4.49) sera vérifiée.

La compatibilité de p" avec l^s applications source et but est
évidente.

Soient x et y deux flèches composables de E", posons
(4.50) z = xy.

Par construction, si x et y se projettent toutes deux sur la sous-
catégorie pleine de ^A dont les objets sont 0 et 2(Resp..sont Oet i ) , on a

p"(xy) = n"(h(xy)) = n" h(x) n"h(y) = p"(x)p"(y)

(Resp. p"(xy) = m"h(xy) = m"h(x)m"h(y) = p"(x)p"(y))..

Il reste à étudier le cas où l'une des deux flèches se projette sur
(0,1).

Supposons qued' ' (y) = (1,2) et d"(x) = (0,1). Soit x'eFl(E") telle
que x' soit cocartésienne, corn posa blé avec y et de projection (0,1). Il
existe un ueFl(E"), uniquement déterminé par:

(4.51) ux' = x, d"(u) = (0,0),
en effet, x' est cocartésien.

On a vu que
p"(x')p"(y) = p"(x'y)

car x' est cocartésien. Par ailleurs, x' et u se projettent tous deux sur
la sous-catégorie image du foncteur :

B(pj) :^ i - ̂ '
on a donc p"(x') == m"h(x1) et p"(u) = m"h(u), d 'où:

p"(u)p"(x') = p"(x),
d'où il résulte que

p"(u)p"(x')p"(y) = p"(x)p"(y)
= p"(u)p"(x'y) .

Enfin, ue tx 'yse projettenttous deux sur la catégorie image du foncteur

E(p^): ^ 1 - ^ 2 .
donc p"(u)p"(x'y) = p"(ux'y) = p"(xy) .
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Supposons maintenant que d"(y) = (1,2) et d"(x) = (1,1).

Soit x'eFl(E"), cocartésien, composable avec x et tel que
d"(x') = (0, 1). On aura, par construction :

p"(x')p"(xy) = p"(x'xy),
car d"(xy) = (1,2). Par ailleurs d"(x') et d"(x) appartiennent tous deux à
l'image de E(p~), on a donc :

p"(x')p"(x) = p"(x'x).

Enfin d"(x'x) = (0,1), et l'on vient de prouver que :

p"(x'x)p"(y) = p"(x'xy).

On a donc

p"(x')p"(x)p" (y) = p"(x')p"(xy),
or p"(x') est hypercartésien^ donc:

p"(x)p"(y) = p"(xy).

Il reste à examiner le cas où d"(x) = (1,2). On a alors d"(y) = (2.21
On choisit encore x'eFl(E"), cocartésien, composable avec x et telque
d"(x1) = (0,1). D'où la conclusion.

On a donc prouvé 4.8..

Preuve de 4.9.

Prouvons (i). Par hypothèse, le but de /^ appartient à l'image par
II(i) de Ob(ïl^^Q(FC/E)), ce qui signifie que, pour tout xeFl(E') tel que
d'(x) = (0,0), m"(x) est cartésien, et même hypercartésiencarfestfibrant.

Il faut prouver que, pour tout xeFl(E') tel que d'(x) = (1,1), m"(x)
est cartésien. Soient a et b deux flèches cocartésiennes de E' telles que

d'(a) = d'(b) = (0,1)
et

s(a) == b(x) s(b) = s(x). (Source et but).
Il existe x'eFl(E') te lque

d'(x') = (0,,,0) et x'b = ax,

en effet , b est cocartésien..

Par hypothèse, yL6 vérifie (4.39), il en résulte que m"(a) et m"(b)
sont hypercartésiens, de même m"(x'), comme nous l'avons dit, donc aussi
m"(x). D'où (i).

Prouvons (ii). Par définition, L i m ^ / Q ( F / E ) est la sous-catégorie
pleine de Hf/ofF/E^ engendrée par l'image du foncteur II(i). Il en résulte
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que ^6Fl(Lync/n(F/Ej). De plus /^, qui est une flèche cartésienne de
IIc/nfF/E), est aussi cartésienne dans L^ng/pfF/E), car ily a "moins"
de conditions à vérifier.. D'où (ii).

Prouvons (iii). Il reste à voir que, si x6Fl(E') et si d'(x) = (0,1),
m"(x) est cartésien. Or, d' est cofibrant, il existe doncx'cF^E'), qui soit
^A- - co-cartésien, tel que

dW^O.l) et s(x ' )= s(x).

Il existe alors u€Fl(E') tel que

d'(u) = (0,0) et ux' = x,

On sait déjà que m"(x') et m"(u) sont cartésiens, donc aussi
m"(x) = m"(u)m"(x') .

Preuve de 4.10.

Nous allons utiliser 1.8.(ii) çn remarquant que l'on peut remplacer
la condition " tout m'€K est hypercartésien " par la condition " tout m'eK
est cartésien et le composé de deux flèches appartenant à K est cartésien".

Il résulte de 4.8. que, pour prouver que toute /jL€P est cartésienne,
il suffit de prouver que pour tout xêF^E') tel que d'(x) = (0, 1) et tel que
m'(x) soit cocartésien, m"(x) est cartésien. Soit donc une telle x6Fl(E').
Puisque H définit un coclivage de d, l'ensemble

(4.52) { H 1 = x€F\(E9) | m'(x)6H }

définit un coclivage de d'. (énoncé dual de 1.9.).
Il existe donc x'eH' tel que

d(x') = (0,1) et s(x ')= s(x),
donc il existe une flèche inversible (donc cocartésienne) de E\ soit u,
telle que

ux' = x et d ' (u) = (1,1).
On sait que m"(x')6K, donc est cartésien, on sait aussi que m"(u) est in-
versible, donc cartésien, il en résulte que m"(x) = m"(u)m"(x') est carté-
sien.

Donc IJL vérifie (4.39), donc est cartésien.

Il nous faut encore prouver que le composé de deux éléments de P
vérifie (4.39), ce qui prouvera que ce composé est cartésien. Il revient
au mé'me de prouver que si un diagramme :
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(4.53)

0

E-Ex^

d'

^.

vérifie la condition

quelque soit x6Fl(E*), si x est A ^- cocartésien et si
d'(x) = (0,1) oud ' (x)= (1,2), p"(x) est E-cartésien,(P)

alors, pour tout x6Fl(E') tel que d'(x) = (0,2), si x est A^ -co-cartésien
p"(x) est E- cartésien.

On a simplement traduit l'énoncé en termes du foncteur
77- : A/, -> nc/nfF/E^ qui correspond au couple de flèches composables
en question et au diagramme (4.53).

Soit donc x6Fl(E') tel que d*(x') == (0,2). Puisque d* est cofibrant,
il existe deux flèches composables et A ^ - c oc artésienne s de E', soient
v et w, telles que

d'(v) = (0,1) , d'(w) = (1,2) et s(w) = s(x).
leur composé est lui-même cocartésien. Il existe donc u^F^E^caractérisé
par

d'(u) = (0,0) et uvw == x ..
Si l'on suppose que x est cocartésien, u est un is omorph isme. On sait
alors que m"(u)> m^v) et m"(w) sont E-cartésiens, il en est donc de même
de m"(x).

Terminons la preuve de 4.10.

Il reste à prouver que, pour tout ^ O b ( î l p / Q ( F / E ) ) et tout p6Fl(D)
tels que le but de p soit égal à IIc/n(f)(^), il existe une flèche unique
776P, telle que

(4.54) n^/o(f)(77) = p , b(77) = <f.
Il revient au même de prouver que, pour tout diagramme commutatif

tel que (4.58) ci-dessous, dans lequel E' et E" sont les produits fibres
évidents, il existe un foncteur

m" : E' - F ,
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caractérisé par les conditions suivantes
(4.55) m"q' = x
(4.56) fm" = m'
(4.57) [quel que soit gCFKE') tel que m'(g) eH et d'(m) = (0,1), on a

m'^g^K ] .

(4.58)
< E' < - E^ i *- • •-m

d'

q

D<- .̂1 <-
E(q°)

^

Construisons donc m".

Remarquons que q* induit un isomorphisme entre E1' et la catégorie
fibre de E'en objet 0 de Ai En vertu de (4.55), ceci détermine la restric-
tion de m" à la dite catégorie fibre.

Soit maintenant aeFl(E') et supposons que
d ' ( a )==(0 , l ) et m'(a)6H.

si beOb(E') désigne le but de a, on a vu qu'il existe un b'eOb(E"), uni-
quement déterminé par q'(b') = b et tel que m"(b) = x(b'). On connaît donc
le but de m"(a), ainsi que sa projection sur E: c'est m'(a) d'après (4.57).
Or, il existe une seule flèche de K de but m(b) et se projettant sur m'(a),
car K définit un clivage de f . Ce sera m"(a).

Définissons m"(b) pour tout beO^E') tel que d'(b) = !.. Il existe un
a6Fl(E'), uniquement déterminé par

s(a)= b, d ' (a)= (0,1) et m'(a)6H.

Connaissant m"(a), on connaît m"(b) grâce à la compatibilité avec l'appli-
cation source.

Soit aeFKE') tel que d'(a) = (0,1). Il existe une flèche a'de E', uni-
quement déterminée par

d ' (a ' )= (0,1), s (a ' )=s(a) et m'(a')eH .
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II existe alors une u^FlÇE'), uniquement déterminée par

ua' = a, d ' (u )= (0,0).
Ce qui détermine m" (a). Remarquons que si m'(a)eH, on a a* = a et l'on
retrouve la même valeur pour m" (a).

Il reste à définir m"(a) pour aeFl(E') tel que d'(a) = (1.1). Il existe
un diagramme commutatif :

uniquement déterminé par les conditions :

d ' (a ' )=(0 ,0) , d ' ( b ) = d ' ( b ' ) = (0,1) ,
m'(b)€H et m ' ( b ' ) e H .

Or on sait que m"(b')eK, donc est hypercartésien» il en résulte que
m"(a) est déterminé sans ambiguïté par

m"(a')m''(b) = m"(b')m"(a).

Le lecteur voudra bien nous pardonner (ou rendre grâces) de ne pas
vérifier que l'on a bien défini un foncteurrépondantaux conditions requise s.

On a ainsi prouvé que P définit un clivage de II^/pfF/E) sur D et
que I ïc /0(f) est fibrant.

Preuve de 4 . 1 1 . Résulte trivialement de ce qui précède.

Preuve de 4.12. On a déjà prouvé le " il suffit ".. Remarquons que si
/^FIdIç/pfF/E)} est D-cartésienne, il existe V e P , telle que

"E/D^^) = ng/o(f)(^) et b(V) = b(/^).

Il existe également un isomorphisme l 6 F \ ( î l p / r \ ( F / E ) ) se projettant
sur la flèche identique de la source de /^ et tel que

V L = I J L . .
Par construction, V vérifie (4.39).,, il est facile de voir qu'il en estdemême
de L et donc de f J L , d'après 4.13.

Le Resp. est inn offensif.
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Preuve de 4.7. Comme nous l'avons déjà remarqué, il suffit de
prouver (4.36).

Un objet de L ^ m ( L m i ^ / Q ( F / E ) / D ) est un foncteur :

p : D - n^/o^/E)
tel que

(4,59) "E/D^-P = identité

et tel que, pour tout q€Fl(D), p(q) soit une flèche cartésienne de
Limc/nfF/E}. Nous devons prouver que cette dernière condition équivaut
à dire que p se factorise par IIg/ofF^E). Ce qui revient à prouver que,
pour tout ^eFl(IIc/ n ( F / E ) ) , les conditions suivantes s ont équivalentes :

a) /J. est une flèche cartésienne de Lynp n ( F / E ) ;
b) /^ appartient à l'image par II(i) de Fl(IIjc/p(F / E ) ) .

Si l'on a (a), JJL vérifie (4.39) d'après 4.12 et le but de /^appartient
. l'image par II(i) de Obdig / [ ) ( F ' c / E ) ) par définition de L^/pfF/E).
On a donc (b), d'après 4,9.(iii).

Si l'on a (b), il est clair que I J L C F \ ( L ^ m p ^ ( F / E ) ) et de plus /^véri-
fie (4.39) donc est cartésienne dans L/m^/pfF/E) d'après 4.9.(ii).

C.Q.F.D.

4 - d) - Propriétés fonctorielles.

Rappelons que, par définition de ^ ï p / n ( F / E ) , la formation d'icelui
commute au changement de base D. Ceci signifie que, si l'on s'est donné
deux foncteurs f et d comme plus haut et si l'on a construit une solution
du problème universel posé, c'est à dire un diagramme tel que (4.9),
choisissant un changement de base :

v : V - D,
le diagramme déduit de (4o9) par le changement de base v fournit une
solution du même problème, relatif cette fois aux foncteurs :

f^.FxpV - ExpV et d^ExpV- V.

Nous allons maintenant étudier une propriété de fonctorialité de II.

Soit un diagramme commutât if :
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Supposons que les foncteurs d et d' soient cofibrants et que F' soit un
produit f ibre de F et de E' au dessus de E. Supposons de plus que f soit
fibront, ce qui entraîne que f l'est aussi. Désignons par :

(4.61) K : ((Cat)/^)0 - (Ens)

le foncteur qui, à tout (X,x) 60b(Cat)/n, associe

K(X,x) = Hom;cfEx0X,F;
et par

(4.62) K ' : ( ( C a t ) , p ) ° -" (Ens)

le foncteur qui, à tout (X,x) eOb(Cat)/^, associe

K^X.x) = Home/E'x^F;.

Désignons par H le sous-foncteur de K défini par :

(4.63) rT(X.x) = Hom^ExpX/F0) ,

où F0 désigne la sous-catégorie de F dont les flèches sont les flèches E-
cartésiennes de F.

Soit H' le sous-foncteur de K* défini de manière analogue :

(4.64) H'(X,x) = Homç, fE'xpX^^.

Il est clair que l* on a un morphisme de foncteurs :

(4.65) m : K -" K',
défini grâce au fait que F' est un produit fibre. Il est clair que m indui t un
morphisme de foncteurs :

(4.66) n : H - H',

en effet, en vertu des propriétés élémentaires des morphismes cartésiens,
F t c est un produit fibre de F °et de E' au dessus de E. Si l'on passe aux
objets de (Cat)/^ qui représentent les foncteurs K,K',H et H', on trouve
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un carré commutatif dans (Cat)/^* où i et i' sont des monomorphismes

ng/ofF/E) IlE/D^W

(4.67)

HE'/O^'/^ <- "E'/D^'7^
On a négligé de figurer D.

Se souvenant de la définition de L ^ m c / r \ ( F / E ) comme sous-caté-
gorie pleine de II^r/pfF/E) engendrée par l'image dufoncteur i,(4.35), on
déduit un D-foncteur cartésien :

(4.68) p : LI^^/Q(F/E) - Lim^./^F'/E9).
L'adjectif cartésien étant justifié par le fait que les flèches cartésiennes
de L/mc/nfF/E) sont celles qui proviennent par i d'une flèche de

"E/D^75^ c f - 4 - 1 2 - et 4.9.(iii).
Il est clair que, si l'on fait subir au diagramme (4.60)un changement

de base :
v : V -» 0,

le foncteur analogue à p s'obtient en faisant subir à p le même change-
ment de base..

En particulier, soit SeOb(D) et soit :
(7 : X D d(0)

le foncteur correspondant. Le foncteur déduit de p par le changement de
base 0" s'identifie au foncteur pç induit par p sur les fibres en S^Ob(D)
des foncteurs ^-""F/n^) et ^-""p'/nCf*)- Puisque la formation de p
commute au changement de la base D, le foncteur pg s'identifie aussi au
foncteur construit comme p, mais à partir du diagramme déduit de (4.60)
par le changement de base (7 :

Fs = Fx^Es) F'x^Eg) = F's

(4.69) E'

x
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Or û ,-, est un objet final de (Cat) on a donc un isomorphisme

(4.70) Lm.f / ̂  (Fs/Eg) "• L^FS/E^),
^ u

grâce auquel le foncteur déduit de p par le changement de base

(7: "AO - D
s'identifie au foncteur :

Lim(F^/E^) - Lim(F^/E^) ,

lequel est défini par le fait que le carré de (4.69) est un produit fibre. En
résumé :

Proposition 4.14. Soit un diagramme tel que (4o60), dans lequel le
carré est un produit fibre. Supposons également que d et d'soient co-
fibronts et que f soit f ibrant (donc aussi f). Désignons par

(4.71) 1F : LF - D

la D-catégorie L^/ngyp(f) : L i m ^ / Q ( F / E ) -> D, (4.35), et par

(4.72) 1F^ LF' - D
la D-catégorie Lmi^y^(f') : Lmi^y [ ) ( F 9 / E ' ) -^ D.

(i) il existe un D-foncteur cartésien dont la formation commute au
changement de la base D.

(4.73) p : LF - LF\
(ii) par les isomorphismes du théorème 4.7. :

Lim(LF/D) ^ L i m ( F / E )
Lim(LFVD) ^ LimfFVE9) .

le foncteur déduit de p par passage aux L^mf ^ / D ) :

(4.74) Lim(LF/D) - Lim(LFVD)<- <-
s^'dentifie au foncteur défini par le fait que le carré de (4.60) est un produit
fibre :

(4.75) Lim(F/E) - Lim(FVE9).
<- <-

(iii) de plus, pour tout SeOb(D), si on désigne par

F'S

(4.76) E-s <———————- Es
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le diagramme déduit de (4.60) par le changement de base
C T : ^Q - D, o-(O) = S, le foncteur

(4.77) pg : LFg - LF§

induit par p sur les fibres en S s'identifie par les isomorphismes (4.70)
au foncteur défini par le fait que le carré de (4.76) est un produit fibre :

(4.78) L/mfFç/EJ - L/mfFç/EU.
<- 0 0 <- 0 0
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5 - Sections cartésiennes et limites projectives de catégories.

Le but de ce numéro est de montrer comment toute catégorie fibrée
(p: F -> E est canoniquement équivalente à une catégorie scindée, c'est à
dire construire à partir d'un foncteur $F : E°-^ (Cat), (penser à un système
projectif de catégories), par le procédé de SGA VI 9. La construction que
nous allons décrire aura la propriété remarquable que la catégorie l imite
projective du fondeur ÏF sera isomorphe a la catégorie L i m ( F / E ) . Ce
résultat, dont la démonstration n'utilise pas les sorites entassés jusqu'ici,
permet, dans une large mesure, de faire fi des clivages et de leurs iden-
tifications canoniques etaussi.mais en prenant des précautions, (cf..5..12..),
de calculer sur une limite projective ordinaire de catégories plutôt que
sur une catégorie Lim.

5 - a) La catégorie fibrée associée à un joncteur P : £° -» (Cat).

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons la construction de
SGA VI 9. Tout d'abord, désignons par :
(5.1) F i b ( E ) la catégorie dont les objets sont les E- catégories
fibrées et dont les morphismes sont les E-foncteurs cartésiens et par
(5.2) S c i ( E ) la catégorie Hom(E°,(CsLt)) des foncteurs contra va-
riants définis sur E et à valeurs dans la catégorie des U-catégories.

La notation S c i ( E ) suggère plutôt qu'il s'agit de la catégorie dont
les objets sont les E-catégories munies d 'un scindage, les morphismes
étant les E-foncteurs qui respectent ce scindage, i.e. qui transforment
morphismes de transport en morphismes de transport (cf.1.5.), ce qui
entraîne qu'ils sont cartésiens. Mais la construction de SGA VI 9 induit
une équivalence de catégories entre S c i ( E ) et cette dernière, ce qui fait
que notre notation n'est pas gênante.

Construisons un foncteur:

(5.3) Ï > : S c i ( E ) - F/o(E).

Soit P : E° -4 (Cat) un objet de S c î ( E ) et soit

(5.4) (pP : $p - E
la E-catégorie fibrée construite comme sui t :

(5.5) Ob($P) = {(S,x),, SeOb(E), x60b(P(S))},
la projection de (S,x) étant S; en formule :

(pP((S,x)) = S.
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Si (S,x) et (T,y) sont deux objets de $P et si f : T^ S es tune flèche de E,
on définit par

(5.6) Hom^((T,y), (S,x)) = Homp(T)(y,P(f)(x))
l'ensemble des flèches de $P de source (T,y) et de but (S,x) qui se
projettent sur f . D'une manière générale, si f : T ~^S est une flèche de E
et si x est un objet ou une flèche de P(S), on posera

(5.7) xf = P(f)(x) , P(f):P(S)-P(T).

La formule (5.6) prend alors une forme plus concise :

(5.8) Homf((T,y), (S,x)) = Hon^y.x^ .

En particulier, la flèche identique de x définit une flèche de $P

(5.9) c^(x): (T^) - (S,x) ,

qui se projette sur f, qui est cartésienne et qui, par définition, est, dans
$P, le morphisme de transport de but (S,x) et de projection f . L'ensemble
de ces morphismes définira le scindage de$ P, (que l'on s'empresse d'ou-
blier).

Etant données deux flèches composables de $P :
/3 a

z -» y -> x

se projettant sur
o f

U - T - S

et correspondant à des morphismes

v : z -» y ^ u : y -» x ,

leur composé OC/3 : z -^ x est défini par le fait qu'il se projette sur fg et
qu'il correspond au composé de

v Ê ug / f\e ffiz -» y& -» (x )° = x ° .

La formation de $P est fonctorielle en P de manière évidente.
Explicitons un peu. Soit m : P -* Q une flèche de Sci(E), il lui correspond
un E-foncteur cartésien

(5.10) $m : $P ^ $Q,
(S,x) -> (S,m(S)(x)), S60b(E), x60b(P(S)).

Il est clair que $m est un morphisme de catégories scindées (i.e.
respecte les morphismes de transport (5.9)), ce qui fait que le foncteur $
n'est généralement pas pleinement fidèle, puisqu'il oublie le scindage de
$P. Il est fidèle.
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Remarque 5.1. La formation du foncteur $ commute au changement
de base E. Il suffit d'énoncer précisément la chose pour qu'elle soit
claire. Soit P : E° -> (Cat) un objet de S c i ( E ) et soit u : E' -> E un
foncteur. Soit $P la E-catégorie scindée associée à P, soit Q = $PxcE'
la catégorie qui s'en déduit par le changement de base u et soit P' = Pu
la restriction de P à E\ II est clair que Q, avec son scindage, estcano-
niquement isomorphe à $'P', où $' est l'analogue du foncteur $, relatif
à E'.

Remarque 5.2. Soit P : E -> (Cat) un objet de Se/ ( E ) , nous allons
décrire, d'après l ,7o, la catégorie L i m f Ï P / E ) .

- un objet est essentiellement un couple formé d'une famille
^S^SeObCE) XS601^1^5))' et dtune ramille ( u f ) f ç p l ( E ) / f : T - + s»
Ur6lsom(xy,xg ), assujetti a vérifier, pour tout couple U -» T -» S de
flèches composables de E.

(5.11) Ufg = ufê.u^ .

Une section cartésienne définie comme ci dessus sera notée ( x , u ) .
Un morphisme de sections cartésiennes :

m: (y,v) -" ( x , u )

est essentiellement une famille ("^c)^^^^/?^, m^Hoir^yçîXç), telle que
pour toute flèche f : T ~'S de E, on ait

(5-12) "^S ^f = "f^T °

Les morphismes se composent de manière évidente et se transportent
de manière non moins évidente par changement de base E ou morphisme
de S c i ( E ) .

Sachant que la catégorie l i p P a pour objets la limite projective
des ensembles d'objets des P(S), S 60b(E), il est clair qu'un objet de
l i m P est une famille (xç^çobfE^S6^^^^' assujettie à vérifier
xg == x»p , pour toute flèche f : T-^S de E. Un telobjetdéfini tdonc une
section cartésienne de L^nf^P/E^ où les u^ sont les morphismes identi-
ques des x»p. En fait, on a un foncteur

(5.13) ^P : lifnP - L i y ^ P / E ) ,
dont l'action sur les flèches est évidente.

Lemme 5.3. Pour tout objet P de Sci(E), le foncteur \pP de (5.13)
est pleinement fidèle et injectif sur les objets. Pour qu'une section
cartésienne s de $P appartienne à l'image de $P, il faut et il suffit que,
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pour toute flèche f : T - S de E, s(f) soit un morphisme de transport
de$P , cf. (5.9).

Evidemment.

Remarque 5.4. Ne pas croire que (5.13) est une équivalence de
catégories. Par exemple, soit G: £° -^ (Ab) un foncteur contravariant
défini sur E et à valeurs dans la catégorie des groupes a bé liens. Consi-
dérant un groupe abélien comme une catégorie dont l'unique objet est
l'élément neutre du groupe et dont les morphismes sont les éléments du
groupe, on déduit de G un foncteur G' : E° -» (Cat). La limite projecti-
ve de G' est la catégorie associée au groupe Ij/nG et n'a donc qu'un seul
objet. Posons L = L^nf^G'/E). Puisque, pour tout SeOb(E), la caté-
gorie G'(S) n'a qu'un seul objet, un objet de L est essentiellement une
famille (u^ç?^, f : T^S, u^eG(T), vérifiant u^ = u^u . De plus,
tout objet de L isomorphe au précédent est de la forme

^f = nig .u^.(m'p) , où ("^S^SeObCE) ? mg6G(S), est une famille.
D'après les formules connues ( [CRj ) , on en déduit que l'ensemble des
classes à isomorphisme près d'objets de L est l'ensemble sous-jacent
au groupe /im^-G, valeur en G du premier foncteur dérivé du foncteur lim.
Par suite, si (5.13) est une équivalence pour tout P, le foncteur lim est
exact à droite.

Remarque 5.5. Si u : P -> Q est un morphisme de S c i ( E ) , et si,
pour tout SeOb(E), le foncteur u(S) : P(S) - Q(S) est fidèle (resp. plei-
nement fidèle) (resp. un isomorphisme), le foncteur limu : limP -> limQ
est fidèle (resp. pleinement fidèle) (resp. un isomorphisme). Mais, si,
pour tout SeOb(E), le foncteur u(S) est une équivalence, le foncteur limu
r^est pas, en général, une équivalence, bien que le foncteur évident
L i m ( ^ P / E ) -> Lmif$Q/E^ soit une équivalence puisque le foncteur
$u : $P ^$Q est une E-équi valence, SGA VI 4. On construit aisé-
ment un contre-exemple en prenant pour E la catégorie . <- . -». , pour
P une catégorie scindée équivalente à E telle que lim P = 0 et pour m
la projection de $ P.
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5 " b) Construction du système projectif ioF : E° -> (Cat) associé à une
E-catégorie fibre e Cp: F -> E.

Pour éviter quelques vérifications de fonctorialité, il faut être un
peu pédant. Pour toute catégorie E, on a un foncteur

(5.14) E/ : E - (Cat)/^
défini de la manière suivante. A tout SeOb(E) on associe l'objet de
(Cat)/je
(5.15) E/s - E, (x:X-S)->X,
c'est à dire le foncteur source de (1.29). On notera que ce foncteur est
fibrant (et même discret, 6.1) et que tous les morphismes de E / o sont
E-cartésiens. A toute flèche f : T ""> S de E, on associe une flèche de
(Cat)/p, autrement dit un triangle commutât if

Ey.

(5.16) ST \ / sg cf. (1.30)

où E / r est défini par son action sur les flèches :

(5.17) E/f((x,y)) = ( f x , y ) ,
où V ^ U ^ T est une flèche de Ey^,

Par ailleurs, pour tout couple (U^Y) de E-catégories, on a défini,
(cf.(1.23)), une catégorie Hom^/ ^(U,y) qui est la sous-catégorie pleine
de H o m p / (UfV) dont les objets sont les E-foncteurs qui transforment tout
morphisme de U en un morphisme E-c artésien de V.. Il est facile de voir,
par exemple à partir du sorite de' H o m e / fU,V} développé dans SGA VI 3,
que Home/ ^(U,y) est fonctorielen V sil 'on n'admetque les E-foncteurs
cartésiens et contrafonctoriel en U, mais cette fois on peut admettre
tous les E-foncteurs, cartésiens ou non. D'où, pour toute E-catégorie
<y : F ~^ E, un foncteur

(5..18) ïF : E° - (Cat) ,

obtenu en composant l'opposé de E/ et le foncteur

(Cat)/ç - (Cat),U ^>Hom^/ ;(U,F).
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Pour tout S60b(E), on a

(5.19) ÏF(S) = Hom^/ - ( E / ^ F ) = Hom^(E/^F) - Lmi (F^/(E/^
où l'on a posé F5 == pX^fE/g), En effet, tous les morphismes de E/ç
sont E-cartésiens.

Comme il vient d'être dit, cette construction est fonctorielle en F,
du moins si l'on n'admet que les E-foncteurs cartésiens; autrement dit,
on a défini un foncteur :

(5.20) ï : F i b ( E ) - Sci(E) .

^ " c). Propriétés des constructions précédentes.

Nous allons, pour toute E-catégorie fiLrèe F, construire un E-
foncteur cartésien :

(5.21) vF : $gF - F ,

.ù ï et $ sont les foncteurs définis respectivement par (5.20) et (5.3).
Nous monterons que vF est une E-équivalence 5.6., et que le couple
(SôF, vF) définit, en F, un coadjoint du foncteur $, 5.9. Ce qui prouvera
que vF estfonctoriel en F. Si le foncteur (p: F -> E n'est plus supposé
fibrant, la construction de ïF et de vF garde un sens mais ne possède
plus les mêmes propriétés.

Pour tout SeOb(E), on a un foncteur

(5.22) vs : gF(S) - F

(x ^/s - F ) -> x(id^) ,

que l'on appelle TT foncteur valeur en S n et qui applique ^F(S) dans la
catégorie fibre Fg de F en S. Nous allons construire vF de telle sorte
que, pour tout S60b(E), modulo l'identification de ^F(S) avec la fibre
de $tôF en S, le foncteur vF induise sur les fibres en S le foncteur Vo.
Nous connaissons donc l'action de vF sur les objets et sur les flèches
qui se projettent sur une flèche identique de E.

Soit /^ : (T,y) -> (S,x) une flèche de $^F se projettant sur une flè-
che f : T -* S de E. Par définition de $, x et y sont des E^foncteurs car-
tésiens

(5.23) x :E /g - F et y : E/^ - F,
et IJL est déterminé par un morphisme de §iF(T), u : y -»x , c'est à dire un
E-morphisme de foncteurs

(5.24) u : y - x f = x.E/^ .
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On a ainsi deux flèches composables de F
x(idg,f) u(id^)

(5.25) x(idg) <————x(f) = x1^) <———— y(id^)

qui se projettent sur
f id^p

S <———— T <__Ï— T

car x est un E-foncteuret u estun E-morphisme. Par définition, le composé
des flèches (5.25) sera la valeur en ^ du foncteur vF : $^F -» F. Il
est clair, par construction, que vF est un E-foncteur cartésien et qu ' i l
induit sur les fibres en SeOb(E) le foncteur valeur en S de (5.22).

Proposition 5.6. Pour tout foncteur fibrant Cp : F -> E, le foncteur
vF : $XF -^ F de (5.21)estune E-équivalence de catégories. De plus, il est
surjectif sur les objets.

D'après SGA VI 4.3. et SGA VI 6.10.., pour montrer que vF est une
E-équivalence, il suffit de prouver que, pour tout SeOb(E), il induit une
équivalence de catégories entre les fibres en S. En effet, vF est évidem-
ment cartésien. La proposition résultera donc du lemme suivant :

Lemme 5.7. Pour tout foncteur (p : F -> E et tout objet final e de
E, le foncteur valeur en e :

(5.26) Lyi(F/E) - F^ , s -> s(e),

où Fç désigne la catégorie fibre de F en e, est pleinement fidèle. Si îp
est fibrant v^ est une équivalence de catégories; il est de plus surjectif
sur les objets.

Pour démontrer la première partie du lemme, utilisons une construc-
tion qui sera reprise dans 7.a). Soit (p: F-» E un foncteur et soient s et t
deux sections cartésiennes de (p . Il existe un foncteur

(5.27) Hom(s,r) : E° - fEns}

défini comme suit. Pour tout SeOb(E), on pose

(5.28) Hom(s,t)(S) = Hom§(s (S), t(S) )

et, pour tout flèche f : T-^S de E et tout uÇHom(s,t)(S), on pose
Hom(s, t)(f) (u) = v , o ù v : s ( T ) -" t(T) est la flèche de F caractérisée
par la commutativité du diagramme

s(S) < s(f) s(T)
u 1 i v et par Cp(v) = id^.
t(S) ^_____ t(T)

t(t)
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L'existence et l'unicité de v résultent du fait que t(f) est E-cartésien.
Pour tout ScOb(E), on a une application

(5o29) Hom(s,t) - Hom(s,t) (S) , u ^> u(S),

et, par définition d'un morphisme de foncteurs, les applications (5.29)
définissent une b i jec+ion

(530) Hom(s,t) - lim Hom(s,t) «

D'où la première partie du le m me, puisque nous y supposons que e
est un objet final de Eo II reste à prouver que si le foncteur y est f i -
brant le foncteur v^ est surjectif sur les objets. Soit donc xeOb(Fç), Pour
tout S60b(E), soit s : S -> e le morphisme final. Choisissons un morphis-
me cartésien de but e se projettant sur s et notons-le p(s) : r(S) -> x.
Pour tout morphisme f : T-" S de E, on a sf = t, où s et t sont les
morphismes finaux. Il existe une flèche r(f) : r(T) -> r(S), caractérisée par
Cp(r(f)) = f et p(s)r(f) = p(t). En effet, p(s) est cartésien. De plus,,r(f)
est cartésien, cf.. 1.2. (i bis); En vertu des propriétés élémentaires des
morphismes cartésiens, il est clair que r est une section cartésienne de
Cp. De plus, si l'on a choisi p(idç) égal à id^, on a r(s) = p(s) pour tout
morphisme final s e t r (e ) = x.

C.Q.F.D.

On en déduit aisément le lemme suivant

Lemme 5.8. Soit (jp : F ~* E un foncteur et soit SeOb(E) .

(i) Pour tout couple (r.,s) d'objets de ^F(S), Le.. de E-foncteurs
cartésiens r, s : E / g ^ F, l'application

Hom(r,s) -> Homg(r(idg), s(idg)), m ^> m(ido),

est bijective.. De plus, si, pour tout objet f : T -> S de E,ç on a
r(f) = s(f), où / b '

(5.31) f = (idg.f) : f - idg

est, dans E/g, le morphisme final de source f, alors r = s.

(ii) Supposons de plus que le foncteur (p soit fibrant. Soit x^Ob(Fo)
et soit, pour tout objet f : T -> S de E /ç , un morphisme E-cartésien de F,
début x et de projection f , noté p(f) . Si p(idg) = id^, il existe un objet
r de ^F(S) caractérisé par r(f) = p(f) pour tout f€Ob(E/o), On a
r(idg) = x.
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Théorème 5.9. Le foncteur ï de (5.20) est un coadjoint dufoncteur
$ de(5*3)« Plus précisément, pour toute E-catégorie fibrée F, le système
projectif !ûF : E0-» (Cat) et le E-foncteur cartésien v F : $^F -> F
possèdent la propriété universelle suivante

" pour tout objet P de S c i ( E ) l'application composée

(5.32) Hom^(P,2F) - Homo($P, ^F) - Homp($P,F)

a ^> $a b ^> vF.b
est bijective. "

L'indice 0" (resp. p) rappelle que les morphismes s ont pris dans la
catégorie S c i ( E ) (resp. F i b ( F ) ) .

Montrons que (5.32) est injective. Soit a : P ^ ÏF un morphisme de
foncteurs. Posons b = vF. $a. Soit S eOb(E) et soit xeOb(P(S)). Posons
^ = a(S) (x); c'est un E-foncteur cartésien Ç : E / c -> F'» Pour tout
objet f : T -> S de E / ç , on a

(5.33) <f(0 = b(c^(x)) ,

où î est défini par (5.31) et où c^(x) est, dans $P, le morphisme de trans-
port de but (S,x) et de projection f ,cf . (5..9). Cette formule résulte aisé-
ment du calcul de vF. $a(c^(x)), cf. (5.25). D'après 5.8. (ii), elle montre
que, si a' : P-> iûF est un morphisme de S c i ( E ) vérifiant vF.^a* = b, les
foncteurs a(S) et a'(S) coïncident sur les objets de P(S) pour tout
SeOb(E). Soit maintenant m : y -> x une flèche de P(S) et soit /a : ̂  -> T]
son image par a(S). C'est un E-morphisme de E-foncteurs cartésiens
Ç,T]: E/o^F. Il est donc caractérisé par sa valeur sur ido laquelle est don-
née par
(5.34) /^(idg) = b(m') ,
ou m' : (S,y) -> (S,x) est, le morphisme de $ P de projection idç défini
par m,cf.. (5.6). Ceci montre que (5.32) est injective. Prouvons qu'elle
est surjective. Soit b : $P -> F un E-foncteur cartésien. Nous devons
construire un morphisme d e . S c i ( E ) , a : P ~* ï F , tel que b = vF.$a.
Pour tout S60b(E), tout x60b( P(S)) et tout objet f : T -» S de E / o ,
posons Ç ( f ) = b(c^(x)). Puisque b est un E- foncteur cartésien, ^ ( f )
est un morphisme cartésien de F de but (S,x) et de projection f , car cr(x)
est un morphisme de transport. Posons u = ido, on a ^(u) = id car c (x)
est le morphisme identique de (S,x), puisque $P est scindée. D'après 5.8.
(ii), il existe un objet ^ de tôF(S) caractérisé par
^(f) = b(c^(x)), f60b(E/5). Posons a(S) (x) = ^ Soit y60b(P(S)) et
soit T) = a(S) (y). Soit m : y -> x un morphisme de P(S). Le foncteur
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valeur en S étant pleinement fidèle, il existe un morphisme y0 : ^ -> 7]
de Ï F ( S ) caractérisé par /^(idç)= b(m') ou m* est défini comme dans (5.34).
Posons a(S) (m) = ^L . Toujours d'après 5.8.(i)y il est clair que, pour
tout ScObfE), on définit ainsi un foncteur a(S) : P(S) -> !ûF(S). On montre,
en utilisant 5.8.(ii) et les propriétés des morphismes cartésiens, que les
a(S) définissent un morphisme de foncteurs a : P -+ SoF. Posons b'==v F$a
Pour achever la preuve de 5.9., il nous faut prouver que b = b'. D'après
les formules (5.33) et (5,34), ces deux foncteurs comcidentsur les flèches
de $P dont la projection est une flèche identique de E et sur les mor-
phismes de transport de $P. Ils sont donc égaux puisque toute flèche m de
$P est de la forme m = tu, où t est un morphisme de transport et où u
est une flèche -se projettant sur la flèche identique de la source de m.

C.Q.F.D.

Soit Cp : F -* E une E-catégorie.

Pour tout S^Ob(E), par composition avec le foncteur source, on a un
foncteur

L i m ( F / E ) = Hom^/ ;(E,F) - H^E/.^E/S'F) = ÏF^^

d'où, en vertu de la commutativité de (5.16), un foncteur

(5.35) r : L^m(F/E) - lim ÏF .

lequel, d'après 1.12., est un isomorphisme.

Corollaire 5.10. Soit Cp : F -> E un foncteur, (qui n'est pas suppo-
sé fibrant). Le foncteur composé

(5.36) /yn gF ^Lim^ÏF/E) v. L^m(F/E)

où \yïF est foncteur de (5.13) et où v est défini par la composition avec
le foncteur vF de (5.21), est un isomorphisme dont l'inverse est le fonc-
teur r de (5.35). De plus, vê t U/tôF sont des équivalences.

Sachant que r est un isomorphisme, pour savoir que (5.36) est l'iso-
morphisme inverse de r. il suffit de vérifier que le composé v.l)/^F.r est
le foncteur identique de Lim(F/E), ce qui est aisé. De plus, vF est un
E-foncteur cartésien pleinement fidèle en vertu de 5.8.(i), ce qui montre
que v est pleinement fidèle. D'où la conclusion.

Notons que le fait que \yïF soit une équivalence est dû à la forme
particulière de ï F, cf. 5.3. et 5.4.. De même, on peut préciser 5.5..
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Corollaire 5 . 1 1 . Soit (p : F-^ E une E-catégorie et soit u: $F~^ P
un morphisme de Sci(E) tel que, pour tout S^Ob(E), u(S) soit une équiva-
lence. Le foncteur lim u : /im ï)F -> lim P est une équivalence.

< - < - < -
En effet, d'après SGA VI 5.4., $u : $ &F-» $ P est alors une E-

équivalence et, par suite, le foncteur

U = L^nf$u; :L/mf$gF/E^ - L/m^P/E)

induit par la composition avec ^u est une équivalence. Or on a un dia-
gramme commutatif dont les lignes sont définies par (5ol3) et dont les
colonnes sont induites par u

a
limSF ————————————^Lim(^ÏF/E)

<- 4-

lim u U<-
' ' \

lim P —————————————» L/m($P/E) .

On sait que a est une équivalence,, 5..10.., on vient de voir qu'il en est
de même de U et on sait, 5.3», que b est pleinement fidèle. D'où la
conclusion.

Remarque 5.12. Soit Cp : F-» E un foncteur fibrant et soit
m: E'-^E un foncteur (considéré comme un changement de la base E). Pour
tout S'^Ob^E')^ on a un foncteur restriction

(5.37) Ï F (S) - g'F^S1) , m(S») = S.F' = Fx^E9 .

(où iy est l'analogue de ï relatif à E'), qui est induit par la composition
avec le foncteur

(5.38) m/g. : E'/g, -^ Eyg , nyg.(x) = m(x),

Les foncteurs (5»37) induisent un morphisme de ScifE9)

(5.39) ïF.m - g'F' ,

qui, pour tout S'eOb^E^, induit (5.37). Or (5.37) est une équivalence de
catégories. En effet, m / g , applique l'objet final de E ' / g » sur celui de E/o
cf. 5.7..

Cependant il est clair que la formation de S&F ne commute pas au
changement de base. En effet, ÏF est défini à isomorphisme près par sa
propriété universelle, 5.9., et en général (5.39) n'est pas un isomorphisme,
comme on voit en prenant pour Er une catégorie ponctuelle.
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De manière concrète, pour étudier l'effet d'un changement|de base
sur les catégories Lirriy on pourra remplacer F par $tôF d'après 5.6.. Mais
on ne pourra pas, en général, remplacer F par le système projectif de
catégories $F. Cependant, la formation de ÏF commute aux change-
ments de base discrets, i.e. tels que, pour tout S'^Ob(E'), le foncteur
m / ç t de (5.38) soit un isomorphisme, cf. 6.1.. En effet, dans ce cas,
(5.37) et (5.39) sont évidemment des isomorphismes. Pour étudier l 'effet
d'un changement de base discret on pourra donc remplacer les catégories
Lim par des limites projectives ordinaires, grâce à 5.10..
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6 - Cribles de descente.

Dans ce numéro, nous allons donner les définitions et propriétés
essentielles de la théorie de la descente.

6 - a) Les cribles.

Etudions auparavant deux notions techniquement importantes :
celle du foncteur discret et celle de crible..

Définition 6.1. Soit u : À -> B un foncteur. Pour tout X60b(À),
désignons par :

(601) "/x^/x - fi/ucx)
le foncteur qui, à tout objet v : V -> X de À / ^ , associe u(v) : uCV^uÇX).
On dit que le foncteur u est discret si, pour tout XêOb(À), le foncteur
u / ^ est un isomorphisme.

Exemple 6.2. Un foncteur source Sç : E/ç. -» E, S60b(E^cf.(1.29),
est discret. Un monomorphisme fibrant, cf.l.l.(iv)., est discret. Ces
deux assertions résultent du lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit u : À -> B un foncteur. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est discret

(ii) pour tout XeOb(B), la catégorie Ày^ fibre de u en X, est dis-
crète, (i.e. tous les morphismes y sont des flèches identiques), et, de
plus, u est fibrant,

(iii) pour toute flèche de B, m : Y-"X, et tout X'eOb(À), tel que
u(X') = X, il existe une flèche unique de À, de but X' et de projection m.

(i)==>(iii) en effet, (iii) signifie quey pour tout X'60b(À), le fonc-
teur u / ^ i induit un isomorphisme sur les objets.

(iii)=>(i) Soit X' 6 Ob(A\ posons x == u(X'). On saitdéjà que u /x«
est un isomorphisme sur les objets. Soit XÎ1 Y^-Z une flèche de B/ y »
par (iii) il existe une flèche unique m' : Y'-»X' se projettant sur m, et
aussi une flèche unique n' : Z'-^Y* se projettant sur n, c'est-à-dire une
flèche unique (m', n ') de A / y » se projettant sur (m, n).

(iii)<===> (ii) trivial.

Lemme 6.4. Si u : À -» B est un foncteur discret, il admet un cli-
vage, unique. Celui-ci est un scindage. De plus tous les morphismes de
A sont B-cartésiens.
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Trivial: exercice autour de 1.1., 1.2. et 1.5. .
a / \ b

Lemme 6.5. soient a, b et c trois foncteurs, ab == c, ^
Si a est discret, pour que b le soit il faut et il suffi t que c le soit.

g'
Lemme 6.6. Soit <- un carré cartésien dans (Cat) , i.e. un

f 4. 4/f
<-
g

produit fibre de catégories. Si f est discret, f l'est. Si, de plus, g l'est,
alors g' et fg' = gf le sont.

Toujours trivial.

Définit ion 6.7. Une sous-catégorie C d*une catégorie Eest appelée
un crible de E si le foncteur d'inclusion 1:0-» Eest discret, (c'est à
dire, ici, fibrant).

Un crible est une sous-catégorie pleine, donc est caractérisé par
son ensemble d'objets. Pour qu'un sous-ensemble de Ob(E) soit l'ensem-
ble d'objets d'un crible il faut et il suffit qu'il contienne la source de
toute flèche dont il contient le but.

Exemple 6.8. Soit S un préschéma et soit E la catégorie des pré-
schémas au dessus de S. Soit G un S-groupe et P un S-préschéma où G
opère à gauche de manière compatible avec les projections. L'ensemble
des objets de E, i.e. des "changements de base" S' -> S, tels que
P' = P-XoS' soit trivial sous G' = GxçS', (i.e. P' admet une section) est
l'ensemble des objets d'un crible (éventuellement vide) de E. Dire que P
est localement trivial pour la topologie plate, c'est dire que ce crible est
un raffinement pour la dite topologie, cf. [ AS] .

Pour toute catégorie E, on désignera par 0(E) Fensemble ordonné
(par inclusion) des cribles de E. Il est clair que la borne supérieure
(resp. inférieure), dans l'ensemble de toutes les sous-catégories de E,
de toute famille de cribles de E, existe et est un crible. Son ensemble
d'objets (de flèches) est la réunion (resp. l'intersection) des ensembles
d'objets (3e flèches) des cribles de la famille.

Pour tout foncteur u : E' -» E et tout crible C de E', la première
projection de E 'XpC = C' est un monomorphisme fibrant, car ces deux
conditions sont stables par changement de base. Donc C' est un crible de
E'. On notera
(6.2) 0(u):0fE) - 0(Et)

C ~> Cx^E'



78

l'application induite par le changement de base sur les ensembles de
cribles (image inverse) . On posera souvent

(6.3) 0(u)(C) = G", on a alors (C^ = C^ .

En particulier, pour tout SeOb(E),,- le foncteur source

sg: F/g - E , (x: X -S)->X,
induit sur les cribles une application

(6.4) 0(E) - 0(E/g)
qui, pour simplifier, sera notée C ^> C .

Pour toute flèche f : T -> S, de E, le foncteur
E/f : E/^: " Ë/S f (v: V - T) ^> (fv: V - S)

Induit une application sur les cribles :

(6°5) lô(E/s) " ^f/T^
C -> Cf

Puisque l'on a ^ - E / ^ = s^, il est clair que, pour tout crible C de E,
on a :

(6.6) (C^ = C1' .

Lemme 6.9. Pour toute catégorie E, les applications (6,4) font de
0 (E) la limite proJective du foncteur :

0 : E° - (Ens)

S -> 0(E/g)

En effet, si C est un crible de E, il est clairque Ob(C) est l 'ensem-
ble des SeOb(E) tels que C5 = E / g . Inversement, étant donné des
Cg60(E/g) tels que, pour tout f : T -" S, on ait (Cg) = C , posons

C = { SeOb(E) | Cg = E /g } . Il est clair que C est l'ensemble
d'objets d'un crible C de E. Nous devons prouver que, pour tout SeOb(E),
on a C = Cç. Or, par construction,

O^C5) = { f : T - " S , f"Ob(E^) T^Ob(C)}; donc Ob(C8) est l'en-
semble des f tels que Cp ^EA?. Or Cp = Cg , d^où la conc lus ion .

Encore une convention. Soit u : E -> E' un foncteur.. Pour tout
X^Ob(E), soit X' = u(X) et soit u / y : E /y -> E ' /y» le foncteur induit
par u, cf. (6.1). Il induit une application sur les cribles :

(̂  W/X') ^ 0^/X)'
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notée C' - C^
malgré les risques de confusion.

Exemple 6.10. (crible engendré par une famille d'objets).

Soient E une catégorie, S un objet de £ et R == (r. : R- ~*S)çT une
famille de flèches de E de même but S, C'est aussi une famille d'ob-
jets de E/s. Soit C le crible de E/§ dont les objets sont les x : X -> S
qui dominent un des r- : R- -» S,
Le. Ob(C) = { x : X - S | il existe tel, Homg(X,R? ^ 0 \ . On l'ap-
pellera le cr ible (sous-entendu: de E/o) engendré par R. Bien entendu,
deux familles de flèches de même but peuvent définir le même crible. On
dit alors qu'elles sont équivalentes. Si î^ = ^i • : R'- -» S)çj est une
autre famille, pour que le crible engendré par R soit contenu dans celui
qu'engendre R, il faut et il suffit que, pour tout jej, il existe i6l tel que
Hom^R'j.R^) ^ 0. On dit alors que R ' r a f f ine R .

Si u : S' -^ S est une flèche de E et si R = (r. : R^ -> S)-çyest une
famille d'objets de E / o , l* image inverse par u du crible C engendré par
R, soit C11, (6.5), a pour objets les x' : X' -> S tels qu'il existe ici et un
carré commutatif :

R,^———————— X'-l i-4 ^
s-—————s'

u

Si le produit fibre R'. = R. x çS' existe pour tout ici, le crible
image inverse C11, (6.5), est engendré par la famille des deuxièmes pro-
jections ( r ' - : R ' -x ^S' ~* S ')-^T, que l'on appelle " f a m i l l e déduite de R
par le changement ae base u " . Si, pour tout u : S' -> S, et tout tel, le
produit fibre R. XçS* existe, on dira que la f a m i l l e R est quarrable.

6 - b) Cribles et familles de F-descente.

Soit Cp : F ~" E un foncteur.. Pour toute catégorie au dessus de E,
u : E' -> E, on a défini dans (1.23) la catégorie

(6.8) Hom^/ ;(E\F) que !• on notera HfE',F) ,

et dont on rappelle que les objets sont les E-foncteurs qui transforment
toute flèche de E' en une flèche E-cartésienne de F, les morphismes
étant les E-morphismes de foncteurs. D'après le sorite de fonctorialité
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de 6.8, cf. (5.18) et alentour, on sait que, pour toute flèche m de (Cat ) /c
c'est à dire pour tout triangle commutatif dans (Cat)

(6.9)

on a un foncteur, induit par la composition avec m :

(6.10) H(m,F) : tUF) - HfS^F),
qui s'interprète également comme le foncteur restriction

(6.10 bis) Lim(Fx^A/A) - L i m f F X g B / B ) .
En résumé, on a un foncteur

(6.11) H ( * , F ) : ((Cat)/^)0 - (Cat) ,

qui a tout objet a : À ~* E de (Cat)/^ (N changement de la base E n )
associe H (À,F ) » L^m(F X^A/A).

Un diagramme tel que (6.9) doit être considéré comme un m or phi s me
entre les changements de base a et b. Le foncteur H(m,F) permet de com-
parer l 'effet des changements de base a et b sur les catégories Lim.
Cette comparaison, pour des changements de base discrets, est l'objet^de
la théorie de la descente. C'est du moins de ce point de vue abstrait
que nous en aborderons l'étude, une version plus intuitive etplus commode
pour les applications étant fournie au n° 9.

Définition 6 . 1 1 . Soient u un foncteur et i un entier, 0 <^ i < 2. On
dira que u est i-fidèle si :

- u est fidèle, i = 0,
- u est pleinement fidèle, i = 1,

- u est une équivalence de catégories, i = 2.

Définition 6«12. Soit Cp : F -> E un foncteur et soit m une flèche
de (Cat)/je telle que (6.9). Soit i un entier parmi 0,1 et 2. On dira que m
est F-i-fidèle si le foncteur H (m,F) de (6.10) et (6.10 bis) est i-fidèle..

Sous les conditions de 6-12., on dira aussi (parabus de langage,
car m n'est pas une flèche de (Cat) /g) que m est un foncteur F-i-fidèle,
L'introduction d'un entier i est commode pour dresser des tableaux de
résultats.. A cette fin, explicitons un résultat évident :
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Lemme 6.13. Soient a,b et c trois foncteurs, tels que ab = c.
Soit i un entier, 0 -^ i < 2.

(i) si a et b sont i-fidèles, il en est de même de c,

(ii) si c est fidèle, il en est de même de b,

(iii) si c est pleinement fidèle et si a est fidèle, b est pleinement
fidèle,

(iv) si c est une équivalence et si a est pleinement fidèle, a et b
sont des équivalences»

D'où des conclusions évidentes pour les foncteurs F-i-fidèles.

Désormais les catégories que nous considérerons seront " au des-
sus de E" de manière évidente. Nous nous dispenserons parfois de préciser
comment. Par exemple, une catégorie E/o, SeOb(E), sera toujours con-
sidérée comme une E-catégorie au moyen de son foncteur source :

(6.12) E/g - E , ( v : V - S ) ^ > V .

Définition 6.14. (Cribles de Descente). Soit (p: F -> E un foncteur
et soit C un crible de E (resp. et soit C un crible de E/o, S60b(E)).. On
dira que C est un crible de F-i-descente, 0 <i <2, si la flèche de (Cat)/ c

E f" E
est F-i-fidèle, où u désigne le foncteur d'inclusion et où s : E / < ^ - E est
le foncteur source de (1.28).

Dire qu'un crible C de E est de F-i-descente signifie donc que le
foncteur restriction

p. -L /mfF /E) - Lim(FXpC/C)
est i-fidèle. <-

Soit S60b(E) et soit C un crible de E/ç, on a deux foncteurs

(6.13) FS S. ÏF(S) ^ Ï(C,F) ^ LmifCXgF/0,

où §1F(S) est mis pour H(E/g,F), cf. (5.19), où Fg désigne la catégorie
fibre de F en S, où vg est le fondeur valeur en S de (5.22) et où p est
induit par l'inclusion de C dans E/g. Si le foncteur (p est f ibront , le
foncteur vg est une équivalence; un crible de F-i-descente permet donc de
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comparer la fibre F^/g et la catégorie HfC,F^ d'autant plus précisément
que i est plus grand).

Définition 6.15. Soit Cp : F-> E un foncteur et soit
R = (r^: R^ -> S)^ç^, r^ÇFl(E) une famille de flèches de E de même
but S. On dira que R est une famille de F-i-descente, 0< i <2,sile crible
de E/g engendré par R , 6o l0o , est de F-i-descente.

Lorsque la famille R est réduite à un seul morphisme, r : R -+ S,
on dira que r est un morphisme de F-i-descente.o On dit souvent F-descente
au lieu de F-i-descente et F-descente effective au lieu de F-2-descente.

Notons qu' un morphisme r : R -> S qui admet une section
s : S -> R, rs = idg, est de F-descente effective [universelle ] pour
toute E-catégorie F. En effet , le crible de E / g qu'il engendre est égal
à E/Sf

Nous démontrerons plus tard, mais cela est bien facile dès main-
tenant, que, si Cp est fibrant, pour que r soit un morphisme de F-0-descente
il faut et il suffit que le foncteur image inverse r*: Fç -> Fp soit fidèle,
condition qui ne dépend é vide mment pas du choix du foncteur image inverse.

Nous allons maintenant démontrer le "théorème de comparaison n

qui sera amélioré, dans 10.1. et 10.3..

Proposition 6.16. Soient F et G deux E-catégories fibrées et soit
/jL : F -* G un E-foncteur cartésien. Soit SeOb(E) et soit C un crible de
C/ç. Soit enfin i un entier, 0 ^ i < 2. Supposons que C soit un crible
de F-i-descente et, si i /= 0, de G-(i-l)-descente. Supposons de plus que,
pour tout objet f : T -* S de C, le foncteur /n^ : F^ -* G-. induit par u
sur les fibres de F et G en T soit i-fidèle.. Alors le foncteur /^ç in-
duit par /^ sur les fibres de F et G en S est i-fidèle et, de plus, C est
un crible de G-i-descente.

Démonstration. On a un carré commutatif dans (Cat)

s = HfE/s , /^
HrE/s,F;——————————————————-HfE/s,G)

(6.14) f

H fC,F; ——————————————————^ H fC,G;
c = HfC,^
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où f et g sont induits par la composition avec le foncteur d'inclusion de
C dans E /g . Par définition, l'hypothèse sur C signifie que f est i-fidèle
et que g est (i-l)-fidèle. Par ailleurs, désignons par /J. ' : F9 -> G' le C-
foncteur cartésien déduit de /^ par le changement de base m : C-> E où
m est la restriction à C du foncteur source, (1.28). Il est clair que, pour
tout objet X de C, le foncteur y0' induit sur les catégories fibres en X un
foncteur i-fidèle. Puisque /^' est un C-foncteur cartésien, il en résulte
que c est i-fidèle. Pour conclure, il nous reste à montrer que /Og est
i-fidèle si s l'est, puis à appliquer 6.13». Or on a un carré commutatif

^S
Fg——————————.GS
» ^

(6.15) v v

HfE/s,F)———————-HfE/s,G;

où v et v' sont les foncteurs valeur en S, (v(x) = x(idg)), qui sont des
équivalences d'après 5o7... Il en résulte que /^g est i-fidèle si s l'est, et
réc ipr oque me nt.

Nous améliorerons le résultat ci dessus en trouvant des conditions
suffisantes pour que c soit i-fidèle.. Nous trouverons des variantes en
faisant des hypothèses qui se traduiront par des propriétés de fidélité pour
trois des foncteurs qui figurent dans (6.14) et en appliquant 6.13.»

6 - C) Topologie de la F-descente universelle.

Définit ion 6.17. Soit Cp : F -> E un foncteur et soit À j? B
a\ /b

E
une flèche de (Cat)/g. On dit que celle-ci est universellement F-i-fidèle,
0 < i < 2, si, pour tout foncteur discret u : À' -" À, le foncteur
H(m', F) : HfÀ^F) -» H^F), induit par la première projection
m' : B' = À'X^B -À', est i-fidèle.

Par abus de langage, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur a, on ^d ira
également que le foncteur m est universellement F-i-fidèle. On notera
qu'il est alors F-i-fidèle, car un foncteur identique est discret.

Lemme 6.18. Soit Cp : F""" E un foncteur et soit À <- B
^ /b

E
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une flèche de (Cat)/^. pour qu'elle soit universellement F-i-fidèle,
0 < i < 2, il faut et il suffit que, pour tout SeOb(A), le foncteur H(m',Fj
induit par la composition avec la première projection
ml : ̂ /S^ x À® -> ^/S' solt i'fidèle.

Bien entendu le foncteur A/g - A sous-entendu dans cet énoncé
est le foncteur source. Nous savons qu'il est discret. La condition est
donc nécessaire. Pour prouver qu'elle est suffisante, on peut évidemment
supposer que E = A et que a est le foncteur identique de À. La condition
est alors stable par changement de base discret, en vertu de 6.1.. Pour
prouver qu 'el le est suffisante, il suffit donc de montrer qu'elle entrame
que H(m,F) est i-fidèle. Pour tout SeOb(À), on a un carré commutatifdans
(Cat) :

(6.16)

^(B,F)——
^

Hfm,F;

^(A.F)-

-^(BS.F)
A

^S

^(A/s,F)

induit par

B-

^
A-

-Bç

•y s
où BS = ( A / Q ) X ^ B . Pour toute flèche f : T - S de E le foncteur
A / f ' • A / ^ " A/S de (1-29) défink un foncteur ï(Bg,F) ^ ^(B^,F) et,
d'après (1.31), un système projectif K : A0-* (Cat), K(S) = H(6 F).
On a de même un système projectif 8F : A° -* (Cat), 8 F(S) = H(A/ç F)
qui est celui que l'on a étudié dans 5.c).. En vertu de la commutativité
de (1.30), le carré de (6.16) induit, à la limite, un carré

HfB
1^ A

H(m,F)

HM.F)

C\ i .,r; ———————^ '•-

———————^» 1 ! m

K

/a

SP

D'après 1.12., nous savons que a et b sont des isomorphismes..
De plus, par hypothèse, pour tout SeOb(E), le foncteur ^ de (6.16) est
i-fidèle. Le foncteur ^ est donc i-fidèle, en vertu de 5.1l...

C.Q.F.D.

Définition 6.19. Soit (p : F - £ un foncteur et soit C un crible de
E (resp. et soient S un objet de E et C un crible de E/g). On dira que C
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est un crible de F-i-descente, universelle, 0 < i < 2, si la flèche de
(Cat)/ ̂

C (resp. f/s^-"——— C ;

id^ u s / s

où u désigne le foncteur d'inclusion de C dans E (resp. dans E/o) et où
s est le foncteur source, est universellement F-i-fidèle.

Corollaire 6.20. Soit (p : F -> E un foncteur

(i) pour qu'un crible C de E soit de F-i-descente universelle,
0< i <2, il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E), le crible C8, cf..(6.4),
soit de F-i-descente.

(ii) soit SeOb(E). Pour qu'un crible C de E / ^ soit de F-i-descente
universelle, il faut et il suffit que, pour toute flèche f : T -> S de E, le
crible C^ cf. (6.5), soit de F-i-descente.

Définition 6.21. Soit (p : F -» E un foncteur et soit
R = (r^: i^a^^^acA» ^a<EF^^ une ^n11!^ d^ flèches de E de même but
S. On dira que R est une famille de F-i-descente universelle s' il en est
ainsi du crible de E/ç qu'elle engendre.

Remarque 6.22. Sous les conditions de 6.21.., si la famille R est
quarrable et si C désigne le crible de E / g qu'elle engendre, pour toute
flèche f : T -" S de E le crible Cf est engendré par la famille Rf déduite
de R par le changement de base f, cf. 6.10.. Par suite, pour que R soit
une famille de F-i-descente universelle, il faut et il suffit que, pour toute
flèche f : T -» S de E, la famille R déduite de R par le changement de
base f soit de F-i-descente.

Théorème 6.23. Soit (p : F -» E un foncteur et soit i un entier
parmi 0,1 et 2. Pour tout SeOb(E), désignons par L(S) l'ensemble des
cribles de E/g qui sont de F-i-descente universelle. Pour toute flèche
f : T - S de E, et tout CeJ^(S), on a C^J^T). Les J^(S), SeOb(E),
définissent une topologie sur E, cf [AF] .

On appelle cette dernière " topologie de la F-i-descente ff.
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La première assertion de 6.23. résulte évidemment du fait que
^/f : ̂ /T ~^/S est ^sc^» Par définition, le seconde signifie que les
conditions (i) et ( i i )dulemme cidessous sont vérifiées pour tout SeOb(E).

Lemme 6.24. Sous les hypothèses et avec les notations de 6.23. soit
un objet de E.

(1) Pour qu'un crible C et E / g appartienne à J-(S) il suff i t qu' i l
existe ReJ^(S) te 1 que, pour tout f60b(R), f : T - S , Cf appartienne à J - (T) .

(ii) Un crible C de E / g qui contient un R ^ ] ' ( S ) appartientà J-(S).

(iii) Si R et R9 appartiennent à J^(S), il en est de même de Rr\R\

Preuve. On notera que (iii) est conséquence du fait que les J-(S)
définissent une topologie sur E.

Pour prouver (i), considérons le diagramme

i'
C-——————— Cr^R = C'

(6.17) j j'
^ *

^/<r—:— R-/s i
où toutes les flèches sont les foncteurs d'inclusion que l'on considère
comme des flèches de (Cat)/g- au moyen du foncteur source E / o -> E.
Pour tout objet f : T - ^ S d e R , on a C = C^ , ce qui montre, d'après
6.20.(ii), que le foncteur j' est universellement F-i-fidèle. Le foncteur i
est supposé universellement F-i-fidèle, il en est donc de même de i', car
j est discret. II résulte trivialement de la définition 6,17. que j est uni-
versellement F-i-fidèle, d'où (i), par définition.

Pour prouver (ii), on reprend le diagramme (6.17), Puisque C D / ? ,
on a C' = R, donc j ' est l'identité. Pour la même raison que plus haut,
on sait que i et i' sont universellement F-i-fidèles, d'où la conclusion.

C.Q.F.D.

Traduisons le théorème précédent en termes de familles ou de
morphismes de descente. Les produits fibres ne sont utilisés que pour la
commodité de l'exposé.
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Proposition 6.25. Soit (p ; F -> E un foncteur.

(i) soit R = (r : R -" S) - x , r 6F1(E), une famille de F-i-des-
a. a. a c/1 S.

cente universelle. Pour qu'un morphisme c : C ~" S soit de F-i-descente
universelle, il faut et il suffit qu'il le devienne après les changements
de base r ,aeA, c'est à dire que, pour tout a6A, la première projection
R x <^C -> R soit un morphisme de F-i-descente universelle.

(ii) un morphisme f de E, dominé par un morphisme de F-i-descente
universelle h (Le. tel qu'i l existe g avec fg = h) est de F-i-descente uni-
verselle.

(iii) Le composé de deux morphismes de F-i-descente universelle
en est un.

Preuve, (i) et (ii) ne font que traduire 6.24.(i) et (ii). Soient f et g
deux morphismes de F-i-descente universelle, fg = h. Pour prouver (iii)
simplement, introduisons le produit fibre T^e n T x çU =V. Il existe

i i ^

S<=———— U
h

une section s : U -> V, caractérisée par f s = idyy et h ' s = g. Donc g
domine h' , donc h' est un morphisme de F-i-descente universelle d'après
(ii). Donc aussi h, d'après (i), puisque f l'est et que le carré ci dessus
est cartésien. [Exercice: ne pas utiliser TxgU et raisonner sur les
cribles ] .

En termes de familles, l'énoncé 6.25.(iii) prend la forme suivante :

Corollaire 6.26. Soit <f : F -> E un foncteur et soit
R = (r : R —> S) ^.A » r €E1(E), une famille de F-i-descente universelle.
Soit, pour tout a6A, R^= (r^ : R^ -" R^bêfi » ^.b6171^' une fa"
mille de F-i-descente universelle. La " famille composée "

^ = ^a'^b : ̂ .b "^aeA.bœ^ est de F-i-descente universelle.

L'énoncé précédent (ainsi que 6.25.) devient incorrect si l'on ôte
l'adjectif "universelle". On a cependant un résultat plus fin que 6.26..

Corollaire 6.27. Avec les notations du corollaire précédent,

(i) si R est une famille de F-i-descente et si, pour tout aeA, R est
une famille de F-i-descente universelle, R est une famille de F-i-descente,
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(il) si R est une famille de F-i-descente et si, pour toutaeA, R
est une famille de F-(i-l)-descente universelle, R est une famille de F-i-
descente.

Pour obtenir un énoncé court, on a convenu que F-(-l)-descente
signifie que l'on ne fait pas d'hypothèse sur R

Soit R (resp. R " ) le crible de E / g engendré par R (resp. R"). Il
nous suffit évidemment de montrer que l'inclusion R" -^ R est un fondeur
F-i-fidèle pourvu que, pour tout aeA, la famille R^ soit de F-i-descente
universelle.. Moyennant quelques traductions évidentes, ceci résulte du
lemme suivant.

Lemme 6.28. Sous les hypothèses de 6,18o, soit encore
(Sj)jçj , Sj60b(À), une famille qui engendre À comme crible. Pour que m
soit universellement F-i-fidèle il faut et il suffi t que, pour tout j6j , le
foncteur ri(mj, F) induit par composition avec la première projection
m]'' ^/S.^ x À^ ^ ^/S. soit ""'versellement F-i-fidèle.

La condition est nécessaire, par définition, car un foncteur source
est discret. Elle est suffisante. En effet, pour tout Se0b( À) il existe
j6j tel que Hom(S,Sj ) soit non vide. Soit un tel j et soit m6Hom(S,S-).
D'après 6.5., Le foncteur À/^ : À/g -" À / g est discret car on a

^ [ ' ^ / m = (JÎ où Œ (resp. (T) désigne le foncteur source relatif à S- (resp.
S), cf. (1.28). Par hypothèse, le foncteur déduit de m par le changement
de base 0-^ est universellement F-i-fidèle donc aussi, par transitivité du
changement de base, celui que l'on déduit de m par le changement de
base (7, car À^ est discret. D'où la conclusion, par 6.18..
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7. Sections cartésiennes et catégories simpliciales.

Dans ce numéro, nous élaborons les techniques nécessaires pour
traduire les définitions du numéro 6 en termes d'objets munis d'une donnée
de descente. Il s'agit essentiellement du calcul de la catégorie
Li{n(F X pC/ C) qui intervient dans (6.13). La plupart de nos énoncés
ultérieurs affirment qu'un certain foncteur est i-fidèle, cf. 6.1l-, Pour
i = O e t i = 1, les démonstrations sont triviales.. Nous développons au
paragraphe a) un sorite qui permet qu'elles soient courtes. Pour i = 2,
afin d'éviter des calculs, nous procédons comme suit. Les résultats du
numéro 5 permettentde supposer que F est munie d 'un scindage. On utilise
alors les calculs du paragraphe 7-b) et, éventuellement, ceux de 7-c).

Le paragraphe 7-c) fournit un procédé de calcul de L i m ( F / E ) ,
cf. 7.10. et 7.11., que l'on ne peut utiliser en théorie de la descente que
pour l'étude d'une famille réduite à un seul morphisme.

Nous étudions au paragraphe 7-d) les catégories Fam(E), qui
fournissent un artifice suffisament "fonctoriel" pour permettre d'étendre
trivialement aux familles les énoncés que nous donnerons généralement
pour les seuls morphismes, cf. 7.25. et 9.18.. Par la même occasion, nous
obtenons un procédé de calcul de Lim(F/E) qui ne suppose plus que
l'existence, dans E, de certains produits fibres (7.26. et 7.27.) et qui
généralise convenablement 7.10 et 7.11..

7 " a) Le sorite du Hom de deux sections cartésiennes.

Soit Cp ; F ~* E une E-catégorie et soit a : E' -» E un foncteur
(" changement de base " ). Soient s et t deux objets de la catégorie
H o m ^ / . " ( E ^ F ) de (1.23), (que l'on peut interpréter comme deux sections
cartésiennes de F '= F X g E' au dessus de E'). Dans le cas où E' = E,
nous avons défini dans (5..27) un foncteur

(7.1) Hom(s,t) : E° - (Ens).

Recopions cette construction. Pour tout S'eO^E'), posons S = a(S* )
et

(7.2) Hom(s.t) (S') = Homs(s(S'), t(S')).

Pour toute flèche f : T' -» S' de E', dont l'image par a est notée
f : T ~" S, on a une application

(7.3) Hom(s,t)(f) : Wom(s,t)(S') -" Hom(s,t) (T),
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qui, à coût xeHom(s,t) (S*) associe l'élément x de Wom(s,t) (T')caracté-
risé, grâce au fait que t(f ' ) est E-eartésien, par la commutativité du
diagramme

s(f')
s(T')

xf'

s(S') <-

(7.4)
\f

t(T')t(S')
t(f')

Pour tout SteOb(Et), on a une application

(7.5) Hom(s,t) - Hom(s,t) (S*), u ^> u(S'),

car un élément de Hom(s,t) est un morphisme de foncteurs qui, "composé
avec (p " donne le morphisme identique du foncteur a. Les applications
(7.5) vérifient les conditions de compatibilité nécessaires pour définir
une application

(7.6) Hom(s,t) -> lim Hom(s,t),
«-

qui est évidemment bijective.

On a des accouplements

(7.7) Hom(s,t) x Mom(t,u) -> Hom(s,u)

induits, pour tout S'ÇOb(E'), par la loi de composition de la catégorie
fibre Fç de <y en S = a(S'), et qui, par passage à la limite projective,
redonnent, modulo (7.6), la loi de composition des flèches dans la caté-
gorie Home/ "fE',F).

Introduisons le produit fibre

a*
F <—————————— F9

y y '
E'

A tout couple (s.t) d'objets de la catégorie Homp/ ^(E\F), est associé
un couple (s\t') de sections cartésiennes de cp^, caractérisé par

(7.8) s = a's' et t = a't' .



91

II existe un morphisme de foncteurs, induit par le foncteur a',

(7.9) Hom(s',t1) - Hom(s,t) ,

qui est évidemment un isomorphisme.

Si b : E" -> E' est un foncteur composable avec a, il induit un fonc-
teur :

(7.10) Hon /̂ /fb,F)^[Hom^//fE\F) - Hom^/ ^(E\F)

s ^> sb

Si s et t sont deux E-foncteurs cartésiens de E' dans F, on a évi-
demment l'égalité :

(7.11) Hom(s,t).b = Hom(sb,tb;.

Remarque 7 .1 . Si b est le foncteur d'inclusion d'un crible C d'une
catégorie E/o, SeOb(E), pour qu'il soit F-i-fidèle, 0 < i < 1, il faut et il
suffit que, pour tout couple (s,t) de E-foncteurs cartésiens de E/o dans F,
i.e. tout couple d'objets de §F(S), (5.19), l'application

(7.12) Hom(s,t) - /yp(Hom(s,t) | C)

soit injective ou bijective, selon que i = 0 ou 1 .

Supposons que E soit munie d'une topologie J, [AS], pour que
tout raffinement de J soit un crible de F-1-descente, il faut et il suffit
que, pour tout SeOb(E) et tout couple (s,t) d'objets de ^)F(S), le foncteur
Hom(s,t): (E/ç)0-» (Ens) soit un faisceau cTensembles sur E / ç < pour la
topologie induite par celle de E. L'ensemble des raffinements étant stable
par changement de base, on en déduit qu'ils seront même des cribles
de F-1-descente universelle : J sera moins fine que la topologie de la
F-1-descente, 6.23..

Soient F et G deux E-catégories et soit u : F -> G un E-foncteur
cartésien. Par composition avec u, on a un foncteur

(7.13) HomE/^(E\M)^[HomE//(E\F) - Hom^/ ;(E\G),

et, pour tout couple (s,t) d'objets de Hom^/ ' ( E \ F ) , on a un morphisme
de foncteurs (ou de préfaisceaux d'ensembles si l'on préfère)

(7.14) Hom(u) : Hom(s,t) -> Hom(us,ut),

induit par u et qui, par passage à la limite projective, redonne l'action
de (7.13) sur les flèches, module les bijections de (7.6).

Si b : E" -» E9 désigne à nouveau un foncteur composable avec a,
la restriction à E" du morphisme de foncteurs (7.14) est le morphisme
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(7.15) Wom(u) : Hom(sb,tb) ^ Hom(usb,utb).

"' ' b) Sections cartésiennes d'une catégorie scindée et systèmes transi-
tifs d'isomorphismes.

Soit Cp : F -> E une catégorie scindée. Pour toute flèche f : T -> S
de E, le scindage définit un foncteur image inverse que nous noterons
^ '- '5 ~* F»? » conformément aux notations introduites à la fin du scholie
1.6.. Pour tout objet(resp. toute flèche) x de Fg, nous poserons x =f*(x).

Soit R un objet de E tel que, pour tout SeOb(E), l'ensemble Hom(S,R)
r^'it non vide. Soit enfin ç : E ~~* F une section cartésienne de (p. D'après
,1.15), elle détermine, pour toute flèche f : S -»R de E, un S-isomorphis-
me

(7.16) u^ : <f(S) - xf , x = ^(R) ,

caractérisé par

(7.17) x^ = <f(f) où Xf : x^ x

est le morphisme de transport de but x et de projection f cf. 1.5. Pour
tout S60b(E) et tout (fyg) e Hom(S,R) , on a ainsi un S-isomorphisme

(7.18) u^g = Uf(ug)"1 , u^ : xê - x^

Pour S fixé, les \if forment évidemment un système transitif d'isomor-
phismes entre les images inverses de x par les morphismes de S dans R:

(7.19) ^g'^h = ^.h ^ tf,g,h)6Hom(S,R)3 .
De plus, les u^ ^ sont transporta blé s, Le., pour tout diagramme de E

f h
R ^ r S « - T , o n a

(7.20) u^ = (uf )h .
n LEn effet, d'après (1.17), on a u^ = u^ .u^ et u ^ = u . U i .

Pour tout objet x de Fp^ on appellera "système d'isomorphismes
entre les images inverses de x" la donnée, pour tout SeOb(E), d'une
famille de S-isomorphisme s

(7.21) u : x^ - xf , (f,g) €Hom(S,R)2.
^ê

On dira qu'un tel système est transportable (resp. transitif) si la relation
(7.20) (resp. (7.19)) est vérifiée chaque fois que cela a un sens.

Etant donnés deux objets x et y de Fp^ et deux systèmes d'isomor-
phismes U et V entre les images inverses de x et de y respectivement,
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on dira qu'un R-morphisme m : y ~* x est compatible avec U et V si, pour
tout SeOb(E) et tout (f.g) eHoœ(S,R)2 , on a

(7.22) m•vf,K=uf,ê•mK

m'

^ uf)g

f .
•f.g

On définit alors de manière évidente la catégorie

(7.23) T r ( F / E , R )

des objets x de F^ munis d'un système transitif et transportable d^so-
morphismes entre ses images inverses.

Désignons par
(7.24) L : Lnn(F/E) - Tr(F/E,R)

le foncteur dont l'action sur les objets est définie par (7.16)à (7.18) et
qui, à tout morphisme de sections cartésiennes JJL : Tj -> ^:, associe le
R-morphisme /^(R) : ^(R) -> ^f(R). (Ce dernier est compatible avec les
systèmes d'isomorphismes entre les images inverses de ^f(R) et de T](R)
définis respectivement par ç et T] : cf. (1.18) ).

Proposition 7.2. Soit (p ; F -* E une E-catégorie scindée. Soit R
un objet de E tel que, pour tout SeOb(E), l'ensemble Hom(S,R) soit non
vide. Le foncteur l de (7.24) est une équivalence de catégories. Il est
surjectif sur les objets.

Démonstration. Montrons que L est pleinement fidèle. Soient Ç et
Tj deux sections cartésiennes de Cp et soient (x,U) et (y,V) leurs images
par L . On a

(7.25) x = <f(R) et y = r](R)

et, pour toute flèche de E de but R, notée f : S -> R, on a deux S-isomor-
phismes :

(7.26) Mf : ^(S) - x f et ^: ̂ s) " ̂  •

Soit m : y "+ x R-morphisme compatible avec U et V. Pour toute flèche de
E de but R, posons
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(7027) mg^^)''1.!!!^ , m3pt (S) - s(S). cf (1.18).

En appliquant (7.22) à (x,U) et à(y,V), on voit que, pour tout SeOb(E) et
tout (f,g) eHom(S,R), on a mg ^ == mç . La valeur commune est notée me.
On a m-D == m car, si e est le morphisme identique de R, u est le morphis-
me identique de x d'après (1.17). Il reste donc à prouverque les mç.SeOb^),
vérifient, pour toute flèche f : T -> S de E, la relation (1.18), i.e. défi-
nissent un morphisme de sections cartésiennes fJL : T] ~" ^ . Par construc -
tion, la relation (1.18) est vérifiée lorsque le but de f est égal à R, cf.
(7.27). S'il n'en n'est pas ainsi, on choisit un s€Hom(S,R) (cet ensemble
est non vide par hypothèse). La relation (1.18) est vérifiée pour s et pour
sf car leur but est R. Un petit calcul montre qu'elle l'est pour f.

Prouvons maintenant que L est surjectif sur les objets.

Soit donc (x,U) un objet de TrfF/E,R). Pour tout ^SeOb(E), choisissons
un élément s de Hom(S,R); si S = R, on prend s = r = idp . Choisissons
également un xg parmi les objets de Fg isomorphes aux x ,f eHom(S,R);
si S = R, on prend x^ = x. Choisissons enfin un S-isomorphisme

(7.28) v^ ..xg - XR5 = x5 ;

si R = S, on prend v = id

II nous reste à construire, pour toute flèche f : T -> S de E un T-
isomorphisme

(7.29) U ^ : X T - x^ ,

de sorte que la relation (1.17) soit vérifiée.

Définissons u^ lorsque S = R. On a alors deux éléments t et f de
Hom(T,R). On pose

(7.30) uf = u .̂v.

En vertu de la transitivité des ur , on a u- = v .0

Si f : T -> S est une flèche de E, on définit ur par

(7.31) u,f = u/Uf .
Si S = R, on retrouve la valeur donnée par (7.30), car v = u est la
flèche identique de x.

g f
II nous reste à vérifier la relation (1.17). Soient U -» T -» S deux

flèches composables de E. Par construction, on a :
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u... = (u- .̂ufg - ^«s °' -«sfg

f8 = ((U^)-1)^u.S = ((u^-1)^

"g = ("t^g
Nous devons donc prouver

^fg = "sf^^^tg

puisque sfg, sf, t et tg ont pour but R, on peut utiliser la relation (7.30)..
On doit donc prouver

"sfg.u^u = ^sf.t^^t^^tg.u^u >
ou encore, après simplification,

u r = (u r )^ usfg,u ^sf.t7 -"tg.u0

D'après (7.20), cette dernière relation équivaut à

"sfg.u = ^fg^g^tg^ '

laquelle résulte de la transitivité..

C.Q.F.D.

Lemme 7.3. Sous les hypothèses de la proposition précédente, soit
x€Ob(Fp) et soit U un système d'isomorphismes entre les images inverses
de x, cf. (7.21). Soient encore y un objet de F-n et m : y -> x un
R-isomorphisme. Il existe un système d'isomorphismes entre les images
inverses de y noté V et caractérisé par le fait que m est compatible avec
U et V, cf. (7.22). Si U est transitif (resp. trans portable) il en est de
même de V.

L'existence et l'unicité résultent à l'évidence de la relation (7.22).
La seconde assertion résulte d'un petit calcul.

Remarque 7.4. (Fonctorialité). La construction de Tr(F/E,R) est
fonctor telle en F. En effet, soit y : G -> E une E-catégorie scindée et
soit fJL : F -> G un morphisme de catégories scindées c'est à dire un E-
foncteur qui transforme tout morphisme de transport en un morphisme de
transport ("qui commute à la formation des images inverses"). Il définit
évidemment un foncteur Tr( ^) : T r ( F / E , B . ) -^ Tr(G/E,R) : si (x,U)
est un objet de T r ( F / E , R ) , son image par Tr(/>6), notée (y^V) est définie
par y = /^(x) et Vr = y^(u^ ) pour tout couple (f, g) de morphismes
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de E de b\itR et de même source. De plus, corollaire indispensable de 7.2.
le diagramme ci-dessous est commutatif.

Lim(/J,)
Lim(F/E) ———————————. Lim(G/E)

<-

(7.32) L r

TrfF/E,R) ———————————. TrfG/E, R)
Tr^)

où t et l' sont les équivalences de catégories de (7.24).

Remarque 7.5. Cette construction est également fonctorielle par
rapport au couple (E,R). Soit a : E* -> E un foncteur et soit R'eOb(E*)
tel que a(R') = R et tel que, pour tout S'eOb(E'), l'ensemble Hom(S', R')
soit non vide. Désignons par F' = FX^E9 la catégorie déduite de F par
le changement de base a, munie du scindoge déduit de celui de F par le
procédé de 1.9" On notera que la première projection de F1 induit, pour
tout S'êO^E') un isomorphisme entre les catégories fibres en S* et en
S = a(S').

Définissons un foncteur

(7.33) Tr(F/E,a): Tr(F/E,R) - T r ( F V E 9 , R') .

Pour tout objet (x,U) de TrfF/E,R) désignons par x* l'objet de F'p^
dont la première projection est x. Pour tout S'eO^E') et tout
(f'.g'^HomCS^R')2 , soit

(7.34) u.. . : x'ê' - x^'
1 » 6

le S'-isomorphisme dont la première projection est

(7.35) u^ , S=a(S') , (f,g) = (a(f),a(g')).

Il est aisé de démontrer que les u'^i ^» définissent un objet (x',U' ) de
TrfFYE^R'). Par définition, ce sera l'image de (x,U) par le foncteur
Tr ( F / E , a ). Son action sur les flèches est définie de manière analogue.

On montre aisément que le carré ci dessous est commutatif

Lîm(F/E) ——————————- Lim(FVE9)

(7.36) t C

TrfF/E,R)——————————Tr(FVE\y) ,

TrrF/E,a)
dans lequel l et L' sont les foncteurs de (7.24).
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Remarque 7.6. Ces deux propriétés de fonctorialité sont compati-
bles : sous les hypothèses de 7.4. et 7.5., si /^' : F X ^ E 9 -> GX^E' est
déduit de /ji par le changement de base a, on a

(7.37) TrfG/E,a)oTrf/^ = Trf//) o TrfF/E,a).

1 ' c) Réduction a une catégorie simpliciale.

Définition 7.7. On appelle catégorie simpliciale une sous-catégorie
pleine de (Simpi), de (S.Sirnpl) ou de (S.S.Sirnpl) dont [0,0 ] est un objet .

On notera qu'une catégorie simpliciale contient la sous-catégorie
pleine de (S.S.Simpi) qui a les mêmes objets, (pour les notations, cf. (2.1)
et infra). Soit S l'opposée d'une catégorie simpliciale et soit

(7.38) a : S -^ E

un foncteur. Dans tout ce paragraphe nous utiliserons les notations
suivantes :

(7.39) a(qJ) = p^ , p^ :R ' - R , 0 < i < 1,

q^: R" -" R , 0< k< 2,a(q? = qk

0< j - < 2 ,a(p^)

a(dg)

a(d})

= ^ '
= d

= d' ,

'j
d

d'

: R"

: R

: R

^ R'

-" R'
^

chaque fois que les flèches de (S.Simpi)0 qui y figurent [hormis le ren-
versement des flèches, elles sont notées comme dans (2.16)], appartien-
nent à F1(S). Par exemple, si S contient (S.S.Sirnpl)0, on a un diagramme
de E

F;
(7.40)

les composés non triviaux étant donnés par les formules

(7.41)

-î^
qui sont écrites dans

q?

0
11

P20

^

=

2̂°

^
(S.S.Sirnpl)0

<i ..;<î-;
^ =

^ =
P22=

li
.2

-2



Les foncteurs tels que a sont généralement définis grâce au lemme
suivant.

Lemme 7.8. Soient E une catégorie, R un objet de E et N un entier
positif ou nul. Soit, pour tout n ^ N , 1^ n ^ N, une puissance (n+l)-ième
de R dans E notée (R", 771,, 0 -^ i ^ n). Il existe un foncteur
a : (Simpi)0 ~" E caractérisé par le fait qu'i l commute aux produits et
que, pour tout entier n, 1 ̂  n ^ N, et tout entier i, 0 ^ i < n, on a
a(q1) = 77"1. Tout foncteur a' : (Simple -> E qui commute au produit et
vérifie a' (A/^ ) = R est canoniquement isomorphe à a.

Evidemment

Définition 7»9» Soit S une catégorie simpliciale et soit a : S°~~* E
un foncteur. Nous dirons que a commute aux produits s'il vérifie les con-
ditions équivalentes suivantes :

(i) pour tout objet A^ de S, (a(A^), a(q^), 0 ^ i <? n) est, dans
E, une puissance (n4-l)-ème de a(A/.),

(ii) si S' désigne la sous-catégorie pleine de (Simpi) qui a les
mêmes objets que S, a se prolonge en un foncteur qui commute au produit
a' r S ^ - E .

Remarquons simplement que A r\ est un objet de S mais que l'en-
semble des entiers n tels que A soit objet de S n'est pas nécessairement
un intervalle.

Théorème 7.10. Soit Cp ; F -" E un foncteur. Soit S l'opposée
d'une catégorie simpliciale et soit a : S -' E un foncteur qui commute
aux produits.. Posons R = a(Ao) et supposons que, pour tout S^Ob(E),
l'ensemble Hom(S,R) soit non vide.

(i) le foncteur p : Lim(F/E) - Lim(FXpS/S) est fidèle,1 «- <- •"
(ii) si A-. est objet de S le foncteur p est pleinement fidèle,
(iii) si A, et AQ sont objets de S et si Cp: F -> E est fibrant le

foncteur p est une équivalence.

Nous démontrerons un résultat un peu plus général. Soit S l'opposée
d'une catégorie simpliciale et soit a: S -> E un foncteur. Adoptons les
notations de (7.39). Pour tout objet S de E , on a une application

(7.42) z : Hom(S,R1) - Hom(S,R)2 , z(h)=(pQh,p^h),
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et si l'on pose

(7.43) X(S) = {(a,b)eHom(S,R')2 , p^a == p^b }

on a une application

(7.44) z' : Hom(S,R") - X(S), 2'(k) = (r^k, rgk).

En effet, d'après (7.41), on a p^r^ = pr^o = ^l •

Proposition 7 . 1 1 . Soit Cp ; F -> E un foncteur.

(i) Soit ReOb(E) tel que, pour tout S60b(E), l'ensemble Hom(S.,R)
soit non vide. Le foncteur " valeur en R "

(7.45) VR : Lim(F/E) - FR , v^(x) = x(R), ,

est fidèle.

(ii) Soit a : S^ -^ E un foncteur, S^ = (S.S.Sirnpl)? .Adoptons les
notations de (7.39) et supposons que R = a(A/.) vérifie la condition de (i).
Supposons de plus que, pour tout objet S de E, la relation d'équivalence
engendrée dans l'ensemble Hom(S,R) par la relation " (x,y) appartient à
l'image de z", cf. (7.42), n'ait qu'une classe d'équivalence. Le foncteur
L i m ( F / E ) -Lim(FVS^) , F9 = f:XESl ' est pleinement fidèle.

(iii) Soit a : S^ ~" E un foncteur, S^ = (S.S.Simp 1)̂  . Adoptons les
notations de (7.39) et supposons que la restriction de a à Si vérifie les
conditions de (ii). Supposons de plus que (p soit fibront et que, pour tout
SçOb(E), z soit injective, z* surjective et que la isymétrisée de la rela-
tion [(a,b) cl m (z)] soit transitive.
Le foncteur .p.. L i m ( F / E ) - L i m ( F 9 / ^ ) , F9 = FX^ ,

est une équivalence de catégories.

On notera que, dans 7..11..(ii)» la donnée du foncteur a équivaut à
celle de deux flèches de E ayant même source et même but: pn,p| : R'=? R.

Montrons comment 7.10. résulte de 7.11.. Vu la définition d'une
catégorie simpliciale, sous les hypothèses de 7.10.(i) (resp. (ii) ) (resp.
(iii) ), il est clair que S contient S = (S.S.Sirnpl)0 avec n = 0, (resp.
n = 1) ( resp. n = 2). Soit a' : S -» E la restriction de a à S . Il est
clair que a* vérifie les hypothèses de 7.11.(i) (resp. (ii)) (resp. (iii)). lien
est de même du foncteur d'inclusion de S dans S. D'où la conclusion,
cf. 6.12. et 6.13..

Corollaire 7.12. Soient S D S9 deux catégories simpliciales..

Pour tout foncteur fibrant (p : F -> S, le foncteur restriction
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Lim(F/S) - L i m ( F ' / S ' ) , F ' = FXçS* ,
<- -̂ ô

est fidèle. Si A^ est objet de S' il est pleinement fidèle. Si Ai et
A^ sont objets de S', c'est une équivalence.

En effet, comme plus haut, on peut supposer que Sf = S où n vaut
0,1 ou 2 suivant les cas. Le foncteur d'inclusion vérifie alors les hypo-
thèses de 7.11.(i) ou (ii) ou (iii), suivant les cas..

I l nous reste a démontrer 7.11.. Pour les deux premières assertions,
on utilise les résultats du paragraphe a) et en particulier la bijection
(7.6) et l'égalité (7.11). Le résultat est alors évident, vu le calcul des
limites projectives d'ensembles.

Il nous reste a prouver 7 .11 . (iii). Il est clair que le foncteur P de
7.11..(iii) est pleinement fidèle, car la restriction de a à S ̂  vérifie les
hypothèses de 7.11..(ii) et car le foncteur d'inclusion de S^ dans S^ est
F-l-fidèle d'après 7..12... Par ailleurs» il est clair que l'on peut remplacer
F par une E-eatégorie scindée car toute catégorie est E-équivalente à une
catégorie scindée, d'après 5.6.. Utilisant la commutativité du carré 7.36.
(dont les flèches verticales sont des équivalences d'après 7.2.). On sait
alors que le foncteur

(7.46) T r ( F / E ^ ) : Tr(F/E,R) - 7-^/5^^),

est pleinement fidèle et il nous reste à prouver qu'il est essentiellement
surjectif.

Vu la construction du foncteur T r ( F / E,a), le corollaire suivant
donnera la conclusion, car le foncteur identique de Sn vérifie évidemment
les hypothèses de 7.11. (iii).

Corollaire 7.13. Soit Cp : F -> Eune catégorie munie d'un scindaqe1

et soit a : S^ -> E,S^ = (S.S.Sirnpl)?, un foncteur vérifiant les hypothè-
ses de 7.11.(iii), (avec les notations de (7.39)). Soit xeOb(Fp). .Ses
images inverses par les morphismes qui figurent dans (7.40) sont notées :

(7..47) x1 = p^*(x), 0< i< 1, et x^ = q^(x),0< k ^ 2.

Soit u : x ~^ x un R'- isomorphisme. Posons

(7.48) J == rj <u) , 0 < j < k ,

On a un triangle dans la catégorie Fp»
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(i) II existe au plus un système transitif et transporta blé d'isomor-
phismes entre les images inverses de x dont la valeur sur le couple (po,p^)
soit égale à u.

(ii) Pour qu'il en existe, il faut et il suffit que le triangle ci-
dessus soit commutatif, i.e. que l'on ait

(7.49) u^u0 = u1 .

Démonstration. L*unicité d'un tel système est claire. En effet,
pour tout SÉOb(E) et tout (f,g)6Hom(,S.R)2 qui appartient à l'image de z,
cf. (7.42),(f,g) = z(h), sa valeur est u car il est trans portable. Puisqu'il
est transitif, ceci détermine sa valeur sur tout élément de Hom(S,R) ,,
d'après l'hypothèse qui figure dans 7.11..(ii)... L'existence d'un tel système
entraîne la relation (7.49) car sa valeur sur le couple (pQr.p^r . ) est u1

d'après la transportabilité (cf.. (7.20)).. La relation de transitivite, (7.19),
pour le triplet (qo^^q^) n'est autre que (7.49).

Inversement, montrons que (7.49) entraîne l'existence d'un tel
système. Pour tout SeOb(E), désignons par I(S) l'image de l'application z
de (7.42). Puisque z est injective pour tout (f,g)eI(S), il existe heHom(S,R')
caractérisé par z(h) = (f,g) = (pQh,p^h), d'où un S-isomorphisme

(7.50) u^.xê - xf , u^=u11.

La relation de transitivite (7.19) est vérifiée chaque fois que cela est
possible. Plus précisément, elle l'est pour tout (f,g,h) eHom(S, R)^telque
(f,g)eI(S) et (g,h)6l(S). En effet, soit h eHom(S,R') tel que z(h) = (f,g)
et soit h'6Hom(S,R') tel que z(h') =(g,h). On a g = p^h = PQ"'- L'ap-
plication z' de (7.44) étant surjective, il existe keHom(S,R") tel que
h = r^k et h' = r^k. Posons h" == r ik , on a
z(h") = (p^k.p^k) = (qçk.q^k), en vertu de (7.41).
On a donc z(h") = (f,h). La relation de transitivite résulte alors,, par
transport suivant k, de (7.49). Enfin, pour toute flèche h : T -> S de E et
tout (f,g)eI(S), on a évidemment la relation de " tranportabilité ", (7.20)..
D'après l'hypothèse faite dans 7.11.(iii),ilest facile de montrer que, pour
tout S60b(E), il existe un système transitif d'isomorphismes entre les x ,
f6Hom(S,R), caractérisé par le fait que sa valeur sur les couples (f,g)€l(S)
est donnée par (7..50). On obtient ainsi un système transportable et transi-
tif d'isomorphismes entre les images inverses de x dont la valeur sur
le couple (prpp| ) e s t u , par construction..

C.Q.F.D.
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On obtient sans difficulté un énoncé plus précis lorsque l'on con-
sidère un foncteur a : Sj -» E qui commute aux produits.

Corollaire 7.14. Soit Cp : F ~^ E une E-catégorie scindée.

Soit a : S^ -> E un foncteur qui commute aux produits.. Avec les
notations de (7.39), supposons que, pour tout S60b(E), l'ensemble Hom(S,R)
soit non vide. Alors

(i) pour tout x 60b(F^ ) et tout R'-isomorphisme u : p i *(x) -^po^x)
II existe un système transportable d'isomorphismes entre les images
inverses de x, caractérisé par le fait que u est sa valeur sur le couple

(PO»PI)°
(ii) sous les hypothèses de (i), pour que ce système soit transitif il

faut et il suffit, qu'avec les notations de (7.47) et (7.48), on ait (7.49).

Corollaire 7.15. Soit Cp : F-» E un foncteur fibrant et soit
a : (S.Sirnpl)? -+ E un foncteur qui commute aux produits. Avec les nota-
tions de (7.39), supposons que, pour tout ScOb(E), l'ensemble Hom(S,R)
soit non vide.

(i) si le foncteur image inverse relatif à d : R -> R', cf. (7.39), est
fidèle, le foncteur "valeur en R"

v^ : Lmi(F/E) - F ,̂ v^(x) = x(R),

est pleinement fidèle,

(ii) si le foncteur image inverse relatif à d (resp. d ' ) estpleinement
fidèle (resp. fidèle) le foncteur valeur en R est une équivalence.

Pour prouver (i), on utilise la bijection (7.6) et la relation
pr^.d = pi .d == idp. Pour prouver (ii), on remarque que cet énoncé est in-

variant par E-é qui valence. D'après 5.6., on peut supposer que Cp: F -> E
est muni d'un scindage et l'on conclut grâce au corollaire suivant

Corollaire 7.16. Sous les hypothèses de 7.15.(ii), supposons de
plus que (p soit muni d'un scindage. Pour tout objet x de Fp , il existe un,
et un seul, système transitif et trans portable d'isomorphismes entre les
images inverses de x, cf. (7.21).

D'après 7.14., un tel système est caractérisé par sa valeur sur le
couple (pn»Pi)» notée u. Pour que le système trans portable associé à un
tel u soit transitif, il faut que sa valeur sur le couple (2,2) soit égale à
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id^, où l'on a posé z = idj^. En vertu de z == p^ d = p^d, on en déduit,
par transport suivant d, que l'on doit avoir u == id . Ceci montre l'unicité,
sous la seule hypothèse que le foncteur image inverse associé à d soit
fidèle.. S'il est pleinement fidèle, la relation u = id détermine un R'-
isomorphisme u : p^*(x) -> RQ ^x). Pour achever la démonstration, il nous
reste à prouver (7.49), avec les notations de (7.47) et (7.48). Or le fonc-
teur image inverse relatif à d' est supposé fidèle., Il nous suffit donc de
prouver la relation déduite de (7.49) par transport suivant d' : R -» R".. En
vertu de la relation d = r..d' , 0 < j < 2, on a (J)^' = u^, d'où, par
construction, (u^) == id

C.Q.F.D.

Montrons maintenant une proposition qui permettra de raffiner le
théorème de comparaison 6.16...

Proposition 7.17. Soit a : (S.S.Sirnpl)^ -» E un foncteur vérifiant les
hypothèses; de 7.11.(iii). Adoptons les notations de (7.39). Soient F etG
deux E-catégories fibrées et soit IJL'. F -» G un E-foncteur cartésien. Pour
tout SC ObfE), désignons par /Lôç : Fo -> Gç le foncteur induit par fJL sur
les catégories fibres en S. Désignons par Lim(/J.) : L i m ( F / E ) -> Lim(G/E)
le foncteur induit par la composition avec fJL..

(i) si fJL^ est fidèle, le foncteur Lyn(/jL) l'est aussi,

(h) si /^ est pleinement fidèle et si /^p» est fidèle, le foncteur
Lim(/J.) est pleinement fidèle,

(111) si y^p^ est une équivalence, si /^p» est pleine ment fidèle et si
yL^,» est fidèle, le foncteur L^m(jLL) est une équivalence.

(iv) si ^p^ est pleinement fidèle et s i^ln" est fidèle. Pour qu 'un
objet Y de Lim(G/E) appartienne à l'image de L^m(^) il faut et il suffi t
qu'il existe xeOb(F^) tel que /^(x) = Y(R). Il existe alors
XeOb(Lmï(F/E)) tel que X(R) = x et /2..X = Y.

Scholie 7.18. Nous utiliserons cette proposition de deux façons..
Tout d'abord en supposant que E est une catégorie simpliciale contenant
(S.S.Sirnpl)0 et que a est le foncteur d'inclusion correspondant. D'autre
part en supposant que R est un objet de E qui vérifie 7.11.(i) et dont le
carré R* et le cube R" existent dans E. Dans ce cas, on construit un
foncteur a comme il est dit dans 7.8.. Grâce à 7.26 et 7.28., [ou à 7.23.
cf. (7.53)] on peut généraliser le résultat ainsi obtenu en remplaçant R
par une famille d'objets de E qui engendrent E comme crible d'elle-même.
Une telle famille existe évidemment toujours.
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Démonstration de 7.17.. Les deux premières assertions résultent
des propriétés des applications (7.6) et (7.14). On notera que (iii) résulte
évidemment de (ii) et de (iv). Pour prouver (iv), on peut remplacer le
foncteur /^ ; F -» G par $ §1/̂ :$ ï F -» $ ï G qui est un morphisme
de catégories scindées.. En effet, les foncteurs vF et vG de (5.21) sont
des équivalences et, de plus, vG est surjectif sur les objets, cf.. 5.6...
Supposons donc que fJL est un morphisme de catégories scindées, cf.. (5.2).
D'après 7.4. et (ii), le foncteur ,

Tr^) : Tr(F/ E ,R) - TrfG/ E, R),
est pleinement fidèle. Le •foncteur (.' de (7.32) étant surjectif sur les
objets, pour prouver (iv), il nous suffit de prouver que, pour qu'un objet
(y,V) de Tr(G/E,R)appar tienne à l'image de T r ( / J L ) il faut et il suffit qu'il
existe xeOb(Fo) tel que ^(x) = y. La condition est évidemment néces-
saire, de même que celle de (iv). Prouvons qu'elle est suffisante..

Soit donc (y,V) un objet de TrfG/E,R)et soit xêOb(F^) tel que
yL6(x) = y. Désignons par x1 (resp. y1) l'image inverse de x (resp. y) par p.,
0 < i < 1, cf. (7.40,). La valeur de V sur le couple (pQ»Pi) est un P'"
isomorphisme v : y -> y . Puisque /^ est un morphisme de catégories
scindées, on a /^(x1) = y1, 0 ^ i-^ 1, II existe donc un R'-isomorphisme
U: x^- -> x^, caractérisé par /^(u) == v, car /^R' est pleinement fidèle .
Désignons par u ^ (resp. v^) l'image inverse de u (resp. v) par r. : R" -> R',
cf. (7.40). Puisque fJL est un morphisme de catégories scindées, on a
^(J) = v î , 0 ^ j ^ 2.

D'après 7.13..(ii), on a v^.v^ = v^ et, puisque /^n est fidèle, on a
u^u0 = u1. D'après 7.13..(ii), il existe donc un objet (x,U) de TrfF/E,R)
tel que la valeur de U sur le couple (pQ, p^) soit u. D'après la description
d'un foncteur Tr(/^), si (y,V) est l'image de (x,U), la valeur de V sur
le couple (?o, pi) est égale à v, ce qui permet de conclure, grâce à
7-13..(i).

C.Q.F.D.

7 - à) La catégorie Fam(E) ; applications aux changements de base
simpliciaux.

Les résultats du paragraphe précédent: 7.10., 7.11. et 7.14.,
fournissent un procédé de calcul de L i m ( F / E ) dont la portée est plus
générale qu'il ne parait. S'il n'existe pas d'objet 'R de E possédant la
propriété de 7.11.(i), il existe en tous cas une famille d'objets de E
engendrant E comme crible d*e Ile-même. On note alors que cette famille
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définit un objet R de Fam(E) qui possède la propriété de 7.11.(i), et que
le carré (resp. cube) de R dans Fam(E) est la famille des produits deux
à deux (resp. trois à trois) des éléments de R. Dans certains cas, la
proposition 7.23.. ci dessous permet de généraliser les énoncés ci dessus
(par exemple, pour 7.17. utiliser également la formule (7.53)). Nous don-
nerons de plus, ((7.60) et infra), un procédé de construction de " change-
ments de base simpliciaux" qui possèdent des propriétés analogues à
ceux qui interviennent dans le paragraphe précédent et la construction
d'une catégorie fibrée sur (S.S.Sirnpl)0 qui suffit à reconstruire Lim(F/ E).

Soit u un univers non vide et soit C une U-catégorie. On définit
la catégorie Fam(C) de la manière suivante :

- ses objets sont les familles (x')^çT,x^60b(C), i6l,

- une flèche de source (y-)-çj et de but (x^çj est un couple (U, u),
où U: J -> 1 est une application et où u = (u.).çj est une famille de flè-
ches de C, Uj : YJ - XH(J).

- étant données deux flèches composables

U : J - I , u = ( u j : y j - x^)^j
et

V: K - J , v= (v^ :2k - 5V(kpk€K
leur composé est, par définition,

(7.51) UV: K - 1 , (uv(k).Vk:2k -x^)^.

On vérifie immédiatement que l'on a bien défini une catégorie.

La formation de Fam(C) est fonctorielle en C de manière évidente.
On peut reconstruire Fam(C) à partir de ( C a t ) / / p , ce qui permet de dé-
duire de l'étude de cette catégorie faite au n° 1 quelques propriétés
faciles..

Considérons le diagramme

^
(Cat)^ç <____________________________ FamfC)

0-ç Iç (7.52)

(Cat) <————————————————————————————— (Ens) ,
6

dans lequel
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- £ désigne le foncteur qui, à tout ensemble IeU, associe la caté-
gorie discrète dont l'ensemble d'objets de l'ensemble de flèches sont
égaux à I, cependant que les applications structurales (source, but etc...)
sont égales au morphisme identique de I,

-1^ désigne le foncteur qui, à toute famille (x^ )^r d'objets de E,
associe l'ensemble d'indices I,

- (Jr- désigne le foncteur qui, à toute flèche de (Cat) / /^» notée com-
me suit, cf. (1.40),

associe le foncteur f, i.e. la flèche f : U -> V de (Cat)

- le foncteur 6p est défini comme suit. Pour tout objet (x.) . y de
Fam(C) , la catégorie 6(1) est munie d'un foncteur

x : 6(1) -^ C, i ^> x^ .

Ce sera l'objet de (Ca t ) / /p associé à (x[) ^çj.
Si ( y - ) ^ T Gst un autre objet de Fam(C) et si U: J --> I, u- : y. -> x , - , / - \ »
jcj , est une flèche de Fam(C), on a un triangle dans (Cat)on a un tn

x

et la famille des u- définit un morphisme de foncteurs

u : y -^ x.£(U).
d'où, enfin, une flèche de (Cat) / /^ .

Lemme 7.19. Pour toute U-catégorie C, le diagramme (7.52) est ur
produit fibre dans (Cat).

La démonstration est évidente..

Lemme 7.20. Soit (p : F -> E un foncteur,

(i) une flèche U: J -^ I, u. : y. -> x ^/'\de Fam(F) est Fam(E)-
hypercartésienne (i.e. FomfE^-c'artésienne si Fam(^) est fibrant) si, e;
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seulement si, pour tout j (Ej , u - est une flèche E-hypercartésienne (i.e. car-
tésienne si Cp est fibrant) de F.

(ii) Si Cp est fibrant, il en est de même de Famf^p) .

Le lemme précédent et 1.9. permettent de déduire (i) de 1.14. et
(ii) de 1.13..(i). De 1.13.(iii) et 1.9., on déduit qu'à tout clivage c de œ
est associé un clivage c' de Fam(^). Celui-ci est aisé à décrire en
traduisant (1.78). Remarquons auparavant que, pour tout objet x = (x- )^r
de Fam(E) on a un isomorphisme canonique

(7.53) Fam(F) - ——F ,
x ici 1

entre la catégorie fibre de Fam(F) en x et le produit des catégories fibres
de F en les x. .

Lemme 7.21. Soit Cp : F -> E un foncteur fibrant muni d'unclivage*
c et soit c' le clivage de Fom((p) associé à c comme il vient d'être dit.
Pour toute flèche de Fam(E), notée (U, u), U: J -> I, u=(u. : y. - ̂ r.y^e)
le foncteur image inverse associé à (U,u) parc' s'identifie, moduïo les
isomorphismes de (7.53) au foncteur

(7.54) rr ^ — F, ,
iel j e j

produit des foncteurs images inverses associés par c aux u, :

(7.55) u,^ : FU(,-) - F,

Lemme 7.22. Le foncteur Fam transforme limites projectives (dans
(Cat)) en limites projectives et foncteurs discrets en foncteurs discrets.

Pour les limites projectives, cela est clair. Pour les foncteurs
discrets, cela résulte de 7.20. (ii), du calcul des fibres, (7.53), et de
6.3.(ii)..

Proposition 7.23. Soit (p : F -> E un foncteur.

(i) Le fondeur défini par la fonctorialité de Fam(*-) :

(7.56) 7:HF/E) - r(Fam(F)/Fam(E))

se factorise

(7.57) ( J : Lim(F/E) - Lîm(Fam(F)/Fam(E)) .

(ii) le foncteur 0" est une équivalence de catégories.
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II est clair que (i) résulte de 7.20. (i), compte tenu de 1..10..Pour
prouver (11), nous allons construire un foncteur quasi-inverse de (7 .

On peut reconstruire Cjp ; F ^ E à l'aide de Fomf(p).Pour cela, on
choisit un ensemble de cardinal 1, soit {a }. Il permet, pour toute U-
catégorie C, de définir un foncteur pleinement fidèle

(7.58) GC(; :C- Fam(C) ,
qui, à tout xeOb(Ç), associe la famille indexée par {a } telle que x = x..

Lemme 7.24. Pour tout foncteur Cp : F -»E

(i) le carré ci-dessous est un produit fibre dans (Cat)

(XF
Fam(F) <—-———————————————— F

(7.59) Fam(çp) V

Fam(E) <———-_______________ E

^

(ii) le foncteur qu'il induit

77: Lim(Fam(F)/Fam(E)) - Lim(F/E)
<- «-

est quasi-inverse de (7.57).
(i) est trivial. De plus, il est clair que 770" est le foncteur identi-

que de L i m ( F / E ) . Il reste à démontrer que 77 est pleinement fidèle.. Di-
sons seulement que ceci résulte du fait que, pour tout objet x = (x - ) çy de
Fam(E) et tout ici, on a une flèche de Fam(E), notée m- : OCc(x- ) ~* x et
•définie par l'application {a } -> I, a ^> i, et par id^. .. D'apœs 7.20..(i),
la valeur sur cette flèche de toute section cartésienne de Fomfœ) est un
x.-isomorphisme de F.

Proposition 7.25. Soit Cp : F -^ E un foncteur et soit
À<——————B un triangle commutatif de (Cat).

a ^ ^^^ b Soit i un entier, 0 < i < 2.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le foncteur m est F-i-fidèle (resp. universellement)

(ii) le foncteur Fam(m) est FomfF^-i-fidèle (resp. universellement).

Ceci résulte immédiatement de 7.23- et de la définition 6.12. (resp.
de 7.23.., de la définition 6.17. et de 7.22).
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Pour généraliser 7.10. et 7.11., nous partons maintenant d'un fonc-
teur a : S ""> Fam(E) qui vérifie les hypothèses de 7.10. ou de 7.11.. Il est
donc Fam(F)-i-fidèie, i = 0, 1 ou 2, ce que nous allons traduire en termes
de E. Considérons le composé

(7.60) K = Ip.a : S - (Ens), cf. (7.52),

qui, a tout objet A de S, associe l'ensemble d'indices Kp de

(7.61) a(A^) = (x^ •

Le foncteur K est un "ensemble simplicial" et le foncteur a définit un
"objet simplicial de E de type K". Pour exprimer celui-ci, considérons
le foncteur composé

(7.62) eK=e . i ^ .a :S - (Cat) , cf. (7.52),

et la catégorie coscindée

(7.63) K - S ,

opposée de la catégorie scindée $(6K) -> S ° associée à £K par 5.a). Il
est clair que a définit un foncteur

(7.64) K : K - E,
que l'on peut décrire comme suit. Un objet de K de projection A eOb(S)
est essentiellement un élément s de K-, cf. (7.61). On a

(7.65) /<(s) = Xg .
Puisque les fibres de K sont discrètes, une flèche ^ : s ~* t de K est
définie par sa projection m: A -» A et par sa source s6K . Si l'image
de m par a est (U, u), U: Kp - K^, u = (u^ - x ̂ ) ̂  le but
de JJL est t = U(s) et l'image de /J. par K est P

(7.66) K(^) = Ug .

Pour obtenir un énoncé commode, nous utiliserons la construction
"inverse". Soit S une catégorie (non nécessairement simpliciale), soit
K -" S une S-catégorie coscindée dont les fibres sont des catégories
discrètes et s oit enfin K : K -* E un foncteur. On construit un foncteur

(7.67) a : S - Fam(E),
en associant, à toutneOb(S), la famille (^s))^^ , ou K^ désigne l 'en-
semble d'objets de la catégorie fibre deK en n. n

Théorème 7.26. Soit Cp : F -» E un foncteur fibrant, soit K -> S
une S-catégorie coscindée dont les catégories fibres sont discrètes et soit
K : K -> E un foncteur. Soit i eN, 0 ̂  i -^ 2. Les conditions suivantes
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sont équivalentes :

(i) K est F-i-fidèle,

(il) le foncteura de (7.67) est Fom(F)-i-fidèle.

Scholie 7.27. Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer en termes
de K de K et de E les hypothèses qui permettent d'appliquer 7.11. aufonc-
teur a. Signalons seulement que 7.11.(i) signifie que S est une catégorie
ponctuelle, que K e s t u n e catégorie discrète et que la famille (/<(s)) çQk/j<\
engendre E comme crible d'elle-même. Les hypothèses de 7.10., s ignif ient
que K et K sont obtenus comme suit. Soit S l'opposée d'une catégorie
simpliciale, 7.7.. On considère une famille (Rp^çT d'objets de E, qui
engendre E comme crible d'elle-même. L'ensemble simplicial K : S -» (Ens)
est défini par K(A ) = I"4"1. On suppose que, pour tout
iei11"^1, i = (i^ . . ̂  [^\ le produit R ^ = R^ x . .. x R^ existe dans
E, pourvu que A ^appartienne à Ob(S ). On définît K: K -> E "par /<l)=R-j,
son action sur les flèches étant définie de manière évidente par la pro-
priété universelle du produit., cf. (7.66).

Pour démontrer 7.26., nous utiliserons un lemme :

Lemme 7.28. Sous les hypothèses de 7.26., soit F' = F X p K
et soit

(7.68) F^= L^K/^FVK)

la catégorie de (4.35).

(i) il existe un S-isomorphisme F " ^ F^, où F" est la catégorie
déduite de Fam(F) par le changement de base a de (7.67).

(ii) si c est un clivage de Cp , désignons par c" le clivage de F "
déduit par le changement de base a du clivage de Fam(F) associé à c par
7.21.. Désignons par c' le clivage de Fjç déduit de celui de F' sur K
comme il est dit dans 4.11.. Uisomorphisme z transforme c" en c'.

Preuve du lemme. Nous remarquerons en premier lieu que, i c i , les
fibres de K sur S étant discrètes, la catégorie Fy , définie en général
comme une sous-catégorie pleine de II = H y / ç f F V K ) , lui est égale..
La fibre de Fjç en un objet n de S est canoniquement isomorphe à la café -
gorie produit 1 T Fg des fibres de F en les /<s), cf. 4-b). Il est clair

S6K^

que cette fibre est également isomorphe à celle de F", en vertu des iso-
morpheside (7.53). Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ces
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ces isomorphismes sur les catégories fibres sont induits par un S-isomor-
phisme F" -' F y. On peut d'ailleurs caractériser ce dernier par la pro-
priété de (ii) (après choix d'un clivage de F), ce qui est le meilleur
moyen de prouver (ii). On utilisera la description des flèches de F y qui
figure dans 4-b) et la description de son clivage : 4.10.. Pour ce dernier
point, noter que l'unique coclivage de K sur S est son coscindage canoni-
que, cf. 6.4..

Il nous reste à prouver 7.26.. Pour cela, nous considérons le carré
dans (Cat)

Lim(F/E) > L i m ( F V K )

a

Lim(Fam(F)/Fam(E) L^(F^/S)

où k est induit par le changement de base /<, où i est l'isom or phisme de
4.7., où (7 est l'équivalence de (7.57) et où, enfin, a' est induit par le
changement de base a de (7.67), module l'isomorphisme de 7.28..(i). Ce
carré est commutatif..

C.Q.F.D.

Comme annoncé, la S-catégorie fibrée Fjç suffit à reconstruire Lim ( F / E ) ,
du moins si a :S -*Fam ( E ) vérifie les hypothèses de 7.10,, cf. 7. 27..
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8 - Le théorème (rechange.

Dans ce numéro, on s'appuie sur le théorème d'associativité des
Lim, 4.7., pour démontrer diverses généralisations des résultats acquis
au n° 7. Le résultat essentiel est le théorème d'échange, 8.8., variante
abstraite de 10.8..

Soient À et B deux catégories et s oit

(8.1) À X Ba/ VÀ" ^B
leur produit, c'est à dire la catégorie dont l'ensemble d'objets (resp. de
flèches) est le produit de ceux de À et de B.

Soit a£Ob(À), on appellera " a-ième colonne de À X B " la catégorie
fibre en a de la première projection. Son ensemble d'objets est donc
l(a,b), beOb(B) } . On la notera B car la seconde projection induit un
isomorphisme entre B^ et B. On définit de même la"b-ième ligne de ÀXB"
et on la note A, pour tout b60b(B).

Soient u : À' -> À et v : B' -> B deux fonctëurs. Nous allons étu-
dier, lorsque

(8.2) cp: F - À X B
est un foncteur fibrant, l'effet du changement de base

(8.3) u x v : A ' X B ' - À X B

sur les catégories de sections cartésiennes, en étudiant séparément l 'effet
des fonctëurs u x l : À' X B -> À X B et 1 x v : À' X B' -» À' X B. Pour
étudier ceux-ci, nous utiliserons 4.7. et 4.14. de la manière suivante.

L'ensemble des morphismes de À X B qui appartiennent à l'une de
ses lignes est un. ensemble de morphismes de transport pour la première
projection et définit un scindage de a : À X B -+ Àqui est également un
coscindage, cf. 1.5.. On a alors un diagramme de (Cat)

F<———————F9

(p! I x v i^(8.4) À x B <————v—— À X B'
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dans lequel OC et a* sont les premières projections, a est un foncteur
fibrant et Cp' le foncteur déduit de (p par le changement de base 1 x v.
Les hypothèses de 4.14., où (8.4) remplace (4.50) sont vérifiées, car
OC et a* sont cofibrants comme on vient de voir. Pour traduire 4.14., il
nous reste à remarquer que, pour tout aeOb(À), le foncteur déduit de 1 x v
par le changement de base a' : "ÛQ""^» a'(0) = a, cf. 4.14.(iii), n'est
autre que le foncteur induit par I x v sur les a-ièmes colonnes, lequel
sera noté

(8.5) v ^ : B^ - B^ , a60b(A) .

On déduit ainsi de 4.14. ;

Lemme 8.1. Soient À une catégorie, v : B9 -> B un foncteur et
cp : F -> À X B un foncteur fibrant.

(i) il existe un À-foncteur cartésien

(8.6) p : LF - LF\
où L F et L F9 sont des À-catégories fibrées.

(ii) Pour que le foncteur 1 x v : À X B' -» À X B soit F-i-fidèle,
0 ^ i ^ 2, il faut et il suffit que le foncteur

Lim(p) : Lim(LF/A) - L/mfLFVÀ)<- <- <-
soit i-f.idèle, cf.. 6.11. et 6.12.

(iii) pour tout a60b(À), pour que le foncteur induit par p sur les
catégories fibres en a soit i-fidèle, 0 < i < 2, il faut et il suffi t que le
foncteur v^ : B^ -* B ^ soit F-i-fidèle.

Lemme 8.2. Sous les hypothèses de 8.1.. soit i un entier parmi 0,1
et2 tel que, pour tout a eOb(A), le foncteur v soit F-i-fidèle. Le foncteur
1 x v est F-i-fidèle .

Il résulte de 8.1.(iii) que le foncteur p de 8.1.(i) est fidèle, pleine-
ment fidèle ou une À-équivalence selon que i = 0, 1 ou 2. D'où la con-
clusion, d'après 8.1.(ii).

Lemme 8.3. Soient À une catégorie et B une catégorie munie d'un
objet final e. Pour toute (À X B)-catégorie fibrée F, le foncteur d'indu s ion
delà e-ième ligne, À - ^ À X B . e s t F-2-fidèle.

On applique le lemme prédédent à À et au foncteur d'inclusion
v : {e } -> B, où {e} désigne la sous-catégorie de B dont l 'unique
flèche est idç. Pour tout aeOb(À), le foncteur v^ est F - 2 fidèle



114

d'après 5.7., car (a,e) est un objet final de la a-ième colonne; d'où la
conclusion.

Lemme 8.4. Sous les hypothèses de 8.1., soit e un objet finalde À.
Pour que le foncteur I x v soit F-i-ftdèle, 0 < i < 2, il faut et il suffit
que le foncteur v le soit.

En effet, dans le carré commutatif

1 x v
À x B <——————À x B9

• î î.".-——BI.ve

les foncteurs d'inclusion i et j sont F-2-fidèles d'après l'énoncé " symé-
trique " de 8.3..

Lemme 8.5. Sous les hypothèses de 8.1., soit \: S^ -» À un fonc-
teur vérifiant les hypothèses de 7.11.(iii), Sj = (S.S.Sirnpl)^. Pour tout
entier i, 0 -^ i ^ 2, désignons par v; : B,' ~" B^ le foncteur induit par v
sur les colonnes de \( Ap,

(i) si VQ est F-0-fidèle, 1 x v est F-0-fidèle

(ii) si VQ est F-1-fidèle et si vi est F-0-fidèle, 1 x v est F-1-fidèle,

(iii) si VQ est F-2-fidèle, si v^ est F-1-fidèle et si v^ est F-0-fidèle,
1 x v est F-2-fidèle.

(iv) si vi est F-1-fidèle et si v.> est F-0-fidèle pour qu'un objet X de
HfÀ X B\ F ) appartienne à l'image de H(l x v,F), il faut et il suffit que
la restriction de X à BQ appartienne à l'image de H(VQ,F).

Pour démontrer les trois premières assertions, il suffit d'appliquer
7.17. au A-foncteur cartésien introduit dans 8.1.. Quant à (iv), elle résulte
de 7.17.(iv) et d'un énoncé un peu plus précis que 8.1. qu'il est aisé
d'extraire de 4.14.. On démontre en fait que, si Yr\ est un prolongement à
BQ de la restriction XQ de X à Bn , il existe un prolongement Y de X à
À X B dont la restriction à Br» est égale à YQ

Remarque 8.6. Rappelons que le foncteur X. : S^ -> À qui figure
dans l'énoncé ci dessus vérifie les hypothèses de 7.11.(iii) si À est
l'opposée d'une catégorie simpliciale contenant (S.S.Sirnpl)0 et si ^ est
le foncteur d'inclusion ou bien si le foncteur \ commute aux produits et
si, pour tout S60b(À), l'ensemble Hom(S,A(Ao)) est non vide.
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Notations 8.7. Pour tout entier NçZ, désignons par (Simpl)^r la
sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles finis dont les objets
sont les intervalles [0,n] de N, pour n ^ N. Elle est donc munie d'un
unique objet initial: l'ensemble vide, qui est d'ailleurs son seul objet si
N < 0. On remarquera qu'elle ne diffère de la catégorie (Simpl)xj, introduite
au début du n° 2, que par la présence d'un objet initial. C'est pourquoi
on la désigne par le même symbole, surmonté d'un A .De même, à partir de
(S.Sirnpl)^ et (S.S.Simpl)^, on obtient (S.Sîrnpl)^ et (S.S.Simpj)^ .On ap-
pellera "catégorie s impl i c ia l e complète" une sous-catégorie S de (Snnpl)
dont 0 est un objet initial et qui est telle que la sous-catégorie pleine
S de S dont l'ensemble d'objets est le complémentaire de {0 }dans Ob(5)
soit une catégorie simpliciale, cf. 7.7. (on dit que S est associée à S).
On définit évidemment ainsi une bijection entre l'ensemble des catégories
simpliciales etcelui des catégories simpliciales complètes. Dans chacune
de ces dernières, on notera

(8..7) ^ :0 - [0,n]

les morphismes initiaux.

A

Théorème 8.8. (Théorème d'échange). Soit S l'opposée d'une ca-
tégorie simpliciale complète telle que la catégorie simpliciale associée,
(dont l'opposée est notée S), contienne (S.S.SimpI)0 Pour tout objet
[0, i] de S, on note :

- c. le foncteur d'inclusion^ de la [0,i]-ième colonne de SxS dans
la [0, ij-ième colonne de SxS

•11 le foncteur d'inclusion de la [0,i]-ième ligne de SxS dans la
[0, i] -ième ligne de SxS .

A Ai

Pour toute (SxS)-catégorie fibrée F, on a le tableau de résultats
suivant

c.i 0 1 2
CQ 0 1
q 0

Hypothèses ^ ^ ^ ^

11 0 1

12
Conclusions 1_, 0 1 2

dont chacune des colonnes est un théorème lorsqu'on la lit comme suit. Un
chiffre i inscrit en regard d'un foncteur signifie que celui-ci est F-i"
fidèle.



116

Considérons le carré commutatif défini par les foncteurs d'inclusion
A

1
SxS<————————————Sx S

i . A

(8.8) è c

SxS<————————————SxS
1

(i) d'après 8.4., pour que c soit F;i-fidèle, 0 < i < 2, il faut et il
suffit que ci le soit. Par symétrie, pour 1 soit F-i-fidèle, 0 < i < 2, il
faut et il suffit que l_i le soit.

(ii) d'après 8.5.(i), pour que c (resp. 1) soit F-0 -fidèle il suffitque
CQ (resp. IQ) le soit

(iii) d'après 8.5.(ii), pour que c(resp. 1) soit F-0-fidèle il suffit que
Ci (Resp.li) soit F-i-fidèle et que c^(resp.L) soit F-0-fidèle

(iv) d'après 8.5..(iii), pour que c (resp. 1) soit F-2-fidèle, il suffit
que CQ (resp. IQ) soit F-2-fidèle, que Ci (resp. L) soit F-i-fidèle et que
c^O'esp. l̂ ) soit F-0-fidèle.

Ayant traduit les hypothèses et la conclusion entérines de F-fidélité
des foncteurs qui figurent dans (8.8), on conclut en appliquant 6.13..

C.Q.F.D.

Remarquons qu'en omettantdans le tableau ci-dessus les hypothèses
portant sur C n ^ t c i , on obtient cependant des conclusions de F-fidélité
portant sur le composé ic. Nous allons les interpréter grâce aux "catégo-
ries diagonales". Soit À une catégorie. On appelle catégorie diagonale
de A X A la sous-catégorie de À X À dont les flèches sont les couples
(f,f), f6Fl(À). Il est clair que la restriction à la diagonale de la première
(resp. seconde) projection de À X À induit un isomorphisme entre la dia-
gonale et À .

A

Corollaire 8.9. Sous les hypothèses de 8.8., désignons par S ' la
sous-catégorie pleine de (Simpi) qui a les mêmes objets que S et suppo-
sons que F provienne par changement de base d'une catégorie fibrée
G -> S'XS'. Soit S : D -* D le foncteur d'inclusion de la diagonale de
SxS dans celle de SxS. Pour que le foncteur d'inclusion de SX S dans
SXS, (noté le dans (8.8)), soit F-i-fidèle, 0 < i< 2, il faut et il suffit
que S le soit. On a un tableau de résultats qui se lit comme le précédent
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c-!
^
11

h

0

0

1
1
0

2

2
1

0

Hypothèses

Conclusions ô 0 1 2

II suffit évidemment de prouver la première assertion. Le foncteur
d'inclusion de D dans SX S est F-2-fidèle car il transforme l'objet final

A A A

de S en celui de S X S. Il reste à montrer que le foncteur d'inclusion
d : D - S X S est F-2-fidèle (c'est à dire G-2-fidèle). Remarquons déjà
que le foncteur d'inclusion d' : D -> S 'XS' est F-2-fidèle car il commute
aux produits, cf. 7.10.. Par ailleurs, d'après 8.2., le foncteur d'inclusion
S ' X S - ^ S ' X S ' est G-2-fidèle,. En effet, pour tout a60b(S^ il induit sur
sur la colonne de a un foncteur isomorphe à l'inclusion S ~" S\ donc
G-2-fidèle d'après 7.12.. Par symétrie, le foncteur d'inclusionSxS -> S'XS
est lui aussi G-2-fidèle, d'où la conclusion.

S'xS'

On a en fait un résultat un peu plus précis

Lemme 8.10. Soit S l'opposée d'une catégorie simpliciale conte-
nant (S.Sirnpl)0 Pour toute SXS-catégorie fibrée F, le foncteur d'inclusion
de la diagonale de SxS est F-2-fidèle.

On notera que, vu la définition d'une catégorie simpliciale, la con-
dition sur S montre que c'est une sous-catégorie pleine de (Simpi)0 ou de
(S.Sirnpl)0, Dans le premier cas le foncteur D -> S X S vérifie évidemment
les hypothèses de 7.10..(iii). Dans le second cas on montre qu'il vérifie
celles de 7.11..(iii). Pour cela, on utilise la présence, dans (S..Simpl), des
applications diagonales: les d1 de (2.16). [introduire, pour tout couple
(a,b) d'éléments de (S..Simpl), la relation d'ordre définie sur Hom(a,b)
par le faitque ses éléments sontdes morphismes d'ensembles ordonnés.] .
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9 - Données de recollement et de descente.

Ce numéro est consacré à la traduction de la définition 6.15. en un
langage qui n'utilise pas les cribles, ni, surtout les "grosses " catégories
introduites au numéro 5. Nous revenons ainsi à la définition donnée initia-
lement par GROTHENDIECK, [TD] .

9 - a) Relatives à un morphisme.

Dans tout ce paragraphe, (p : F -* E désignera un foncteur muni
d^n clivage noté comme il est dit dans 1.6.. Nous allons d'abord prouver
un lemme qui montre comment les calculs du numéro 7 interviennent dans
l'étude des morphismes de descente.

Soit r : R - S une flèche de E, soit (R',pç,p^) un produit fibre
R x g R et soit (R'^qo^^q^) un produit fibre R XçR x çR. Il existe un fonc-
f-<=»nrteur

(9.1) a : (Simple - E
caractérisé par

(9.2) â(^) = r , â ( q p = p ^ , 0< i < 1,

â(q^) = q^ , 0< k < 2.

Pour les notations, voir 8.7.., (8.7) et 2.16). Il est clair que a se factori-
se par F/g

(9.3) CÎ: (Simple - E/s , a = 0 - . O C ,

où a commute aux produits et où 0 : E/g ̂  E est le foncteur source,
cf. (1.28). Par ailleurs la restriction de a à (Sirnpl)0 se factorise par
le crible R de E/g engendré par r, 6.10., d'où un carré commutatif dans
(Cat)/g- ;

a
R^———————— (Simpi)0

(9.4) i | L'
^

£/S<————.———(Simple
a

où l et r sont les foncteurs d'inclusion. Le foncteur à est F-2-fidèle
car il transforme objet final en objet final. Le foncteur a vérifie les hy-
pothèses de 7.10., par définition de R, 6.10.. Par définition d'un morphis-
me de F-i-descente, 6.15., on en déduit:
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Lemme 9.1. Soit i^N, 0 < i < 2.. Pour que r soit un morphisme
de F-i-descente, il faut et il suffit que le foncteur d'inclusion de (Simpi)0

dans (Simpi)0 soit F-i-fidèle.

Revenant à la définition, on voit que ceci équivaut également à"^Q
est un morphisme de F-i-descente \ où F désigne la catégorie déduite de
F par le changement de base a, (pour ^Q» c^- (8..7)).

Commençons la Traduction annoncée.

Définition 9.2. Soit Cp : F -^ E un foncteur fibrant muni d' un
clivage c. Soit r : R -^ S une flèche de £ et soit (R',pQ,p^) un produit
fibre RxçR. On appelle donnée de recollement sur un objet x de Fp^ un
R '-is om or ph is me

(9.5) u:?^) - Po^x).
Soit m : y -> x un R-morphisme, soit u (resp. v) une donnée de recollement
sur x (resp. sur y). On dira que m est compatible avec u et v si l'on a

(9.6) u.pj^m) = po^m^v

On montre aisément que le composé de deux morphismes compatibles
avec des données de recollement est compatible avec les données de
recollement sur sa source et son but.. Ceci permet de définir la " catégorie
des objets de Fo munis d'une donnée de recollement" (sous-entendu:
"relativement à Cp ; F -^ E, à c, à r : R -> S et à (R',po»Pl))» que l'on note

(9.7) Rec(F/£,c,r) ..

Posons r' = rp „= rp^ , r' : R' -» S, et désignons par

(9.8) c, ip^.r0 - r'0 , 0 < i < 1,

les isomorphismes de foncteurs définis par le clivage, (1..8). Pour tout
objet z de fç , l'image inverse de z par r

(9.9) z1 = r^z) ,

est munie d'une donnée de recollement que l'on qualifiera de naturelle
(9.10) 8(z) = c^^zr^c^z) .

Si m : z* -> z est un S-morphisme, son image inverse par r,
r^m) : r^z') -> r^z) est compatible avec les données de recollement na-
turelles de sa source et de son but car les c. sont des morphismes de
foncteurs. On définit ainsi un foncteur

(9.11) A' ; ̂  - Rec(F/E,c,r), A^z) = (z^ S(z)).
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Théorème 9.3. Sous les hypothèses de 9.2., pour que r soit un mor-
phisme de F-0-descente (resp. F-1-descente), il faut et il suffit que le
foncteur A' soit fidèle (resp. pleinement fidèle).

Nous prouverons ce théorème plus bas. Tirons-en quelques consé-
quences.

Corolloire 9.4. Sous les hypothèses de 9.2.,

(i) pour que r soit un morphisme de F-0-descente il faut et il suffit
que le foncteur image inverse r0 : ̂  -> Fo soit fidèle,

(ii) pour que r soit un morphisme de F-1-descente, il faut et il suffit
que, pour tout couple (x, y) d'objets de Fg , le diagramme d'ensembles ci
dessous soit exact

(9.12) Homg(y,x)P - Hom^y^) 770 J1 Hom^x '̂)

où l'on a posé :

(9.13) X1 = r^x), y' = r^y) , x1' = r'^x) et y^ = r'^y), ,

l'application ? étant définie par

(9.14) p(m) = r^m) , meHom^y.x) ,

et les applications 77, par

(9.15) 77^ (m) = c^.p^dn). (c,(y))"1 , meHom^y1', x1 ) .

[ Autrement dit, 77. (m) est le transporté par l'isomorphisme de foncteurs
c^ de l'image inverse de m par p^ ] .

Preuve. Bien entendu, 9.4.(i) résulte immédiatement des défini-
tions, de 5.. 8., et de (7.6) sans supposer l'existence du produit fibre
RXçR. On rapelle que l'exactitude de (9.12) signifie que p induit une
bij'ection entre Homg(y,x) et l'ensemble des meHon^y^x1) tels que
TTr\ (m) = 77. (m), lequel est visiblement l'ensemble des m^Hon^y^x1') qui
sont compatibles avec les données de recollement S(x) et S(y).

C.Q.F.D.

Il nous reste à démontrer 9.3... Rappelons que, par définition, 6.15L,
" r est un morphisme de F-i-descente, 0 < i < 2 ", signifie que le foncteur

(9.16) ÏF(S) = HfE/s^ ^ Hr^F; cf. (6.8),

induit par le foncteur d'inclusion R -> E/g est i-fidèle, où R est le crible
engendré par r, 6.10.. Nous allons construire un foncteur
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(9.17) p ' : H f R , F ) - RecfF/E,c,r)
qui possédera les propriétés suivantes :

Lemme 9.5. Sous les hypothèses de 9.2.,

(i) le foncteur p' est pleinement fidèle,

(ii) le carré ci dessous est commutatif à isomorphisme près

l
SF (S) ———————^(R,F)

(9.18) ^ P

FS ————^^ecfF/E.c.r)

où vo est le foncteur " valeur en ide", vo(X) == X(idç),

D'après 5.7., vo est une équivalence de catégories. Le lemme ci
dessus prouvera donc 9.3..

Construisons p'. Soit XeOb(H (R,F)). Nous noterons

(9.19) x^ = X((r,pp) : x' - x , 0^ i ^ 1 ,

la valeur de X sur la flèche (r ,p^):r ' -> r de /?, cf.(1.28) et supra. Puisque
X est un E-foncteur, la projection de x. estl'image de (r,p-) par le foncteur
source, c'est à dire p^. Puisque X transforme tout morphisme de R en un
morphisme E-cartésien de F, x. est cartésien. D'où un R-isomorphisme

A : x - -1 p^Cx),
caractérisé par

(9.20) S.00-^ = x((r>î>[^ ^ cf. (1.6).

Nous poserons

(9.21) p '(X) = (X(r),^(^)'1).

C'est évidemment un objet de ^ec(F/E,c,r).

Si m : Y -'X est une flèche de H fR,F), c'està dire un E-morphisme
entre E-foncteurs, nous poserons

(9.22) p'(m) = m(r) , m(r) : Y(r) -X(r) ,

C'est évidemment un R-morphisme, il faut vérifier qu^l est compatible
avec les données de recollement définies par (9.20) et (9.21). On adopte
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pour Y les notations (9.19) à (9.21) où (Y,y,?7) remplace (X,x,^).. Puisque
m est un morphisme de foncteurs, on a

(9.23) m(r).Y((r,pp) = X((r,pp). m(r'), 0 < i < 1,

d'où, d'après (9.20),

m(r).Cp(y). T^ = Cp(x). ̂  .m(r'),

et d'après (1.7)

Cp^.p^mO-)).^ = Cp.(x)..^..m(r'),

On peut diviser à gauche par le morphisme cartésien c (x);

p^W)).^ = ^.m(r') , 0 ^ i^ 1.

Les ç- s ont des isomorphismes, on a donc

(9.24) m(r') = ( ̂  )-1 .. PQ ̂ m (r) ). ̂  = ( ̂  )-1 .p^ ^(r)). 7^.

Il est clair maintenant que les formules ci dessus définissent un
foncteur p' : H ( R , F ) - Rec(F/E, c,r).

Prouvons 9.5.(i). D'après 7.11..(i), où (R,r) remplace (E,R), le
foncteur p' est f idèle. Montrons qu'il est pleinement fidèle. Soient Xet
Y deux objets de H ( R , F ) et soit m : p'(Y) -^ p'(X) une flèche de
^ec(F/E,c,r). Par définition c'est un R-morphisme m : Y(r) ~'X(r) tel que

(9.25) ^i)"1?!^) = Po^^O^P"1 ' cf- ^•^ î

où l'on a adopté les notations de (9.19) à (9.21) etdes notations analogues
pour Y. Posons m(r) = m et désignons par m(r') le R-morphisme (9.24)
Les calculs ci dessus montrent que l'on a (9-23). Soit a : (S.S.Sirnpl)0-»^
le foncteur défini par a(q,1 ) = (r,p;), 0 < i < 1 . cf.(2.16). La formule (9.23)
montre que m(r) et m(r')définissent un E morphisme de E-foncteurs [JL:Y.a^X.a.
Le foncteur a vérifie l'hypothèse de 7.10.(ii). Par suite, il existe un
morphisme {JL' : Y - 'X tel que ^ *a = fJL et donc /^'(r) = m, d'où la con-
clus ion.

Prouvons 9.5.(ii). Soit ZeOb(^F(S)) et soit X la restriction de Z à
R. Posons z = Z(idg) et adoptons pour X les notations (9.19) à (9.21). Il
existe un R-isomorphisme

(9.26) a: x - ^ , z^ = r^z) ,

caractérisé par

(9.27) c^(2),. a = Z(r) ,

où r = (ido^r) est, dans E/o , le morphisme final de source r.. En effet,
l'image de r par le foncteur source est r : R -» S et, par suite, Z(r) est
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un morphisme E-cartésien de but z et de projection r. Il faut prouver en
premier lieu que a est compatible avec la donnée de recollement naturelle
de z1 et la donnée de recollement ô)(^i)" de x, ce qui s'exprime par :

(9.28) c^z^c^z)?^) = Po^oO^l)'1 •
Pour cela il suffit de prouver, pour i = 0 et i = 1,

(9.29) c^(2)c^(z)p^(a)^ = Z(r1) , r' = (idg, r ') .

car c ,(z) est un morphisme de transport. On applique (1.9) à z et à la re-
lation r' = rp^, puis la définition de p^OC), cf. (1.7), puis celle de OC, et
enfin celle de ç..

Il faut ensuite prouver que l'on définit ainsi un morphisme de fonc-
teurs, ce qui est simple..

La démonstration de 9.5, étant ainsi achevée, pour traduire la F-
descente effective il nous faut évidemment étudier l'image essentielle
du foncteur p'.. Pour cela nous allons supposer que (R", qo, q i , qo) est un
produit fibre R Xç R x ç R.

Scholie 9.6. Pour éclairer ce qui va suivre, supposons provisoire-
ment que le clivage c soit un scindage. Désignons par Ft = F X p R [a
R-catégorie scindée déduite de F par le changement de base et considé-
rons le foncteur composé de

HfR,F) y Li^FVR) ^ Tr(FVR^)

où 7 est l'isomorphisme canonique et r le foncteur de (7.24). Pour tout
objet X de H (7?,F^ soit (x',U) l'image de X par 7:7. Soit u'la valeur de
U sur le couple ((r, pg), (r,p^)).. Il est clair que l'image de x' par la pre-
mière projection de F' est x = X(r) et que celle de u' est la donnée de
recollement sur x associée à X par le foncteur p ' , (9.21). Soit
/3 : (S.S.Sirnpl)0 -> R la restriction du foncteur a de (9.4). Il vérifie les
hypothèses de 7.14.... L'image essentielle de p' est donc décrite grâce à
7.14. (ii).

Revenant au cas général, nous allons adapter cette condition en
tenant compte des isomorphismes canoniques dû au clivage, cf. (1.8).

Considérons les morphismes

(9.30) r. : R" - R' , 0 < j < 2,

définis, en vertu de la propriété universelle de R', par
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(9.31) PQCQ = ^ p^o = q^

PO^ = ^0 Pi1'! = 12

PO^ = qo Pi'•2 = 11 , c f (7.41) et (9.2),
et posons

(9.32) r" = rqk , 0 < k < 2, r" : R" - S,

Aux formules (9.31), le clivage associe des isomorphismes de fonc-
teurs, cf. (1.8),

(9.33) c^r^.p^ -. q^c / 0 < i < l , 0 < j ^ 2 ,

où k est défini en fonction de i et j par p-r- = q. et par (9.31).

Pour tout xeOb(F^) et toute donnée de recollement u sur x,nous po-
serons :

(9.34) uJ^c^x^u).^^))-1 .

C'est le transporté de r. (u) au moyen des isomorphismes de foncteursc- •
On a ainsi un triangle dans Fm '

qi^x)

(9..35)

Définition 9.7. Soit Cp : F-" E un foncteur fibrant muni d'un cli-
vage c noté comme il est dit dans 1..6.. Soit r : R -* S une flèche de E ,
soit (R' ,pQ,pi) un produit fibre R x gR et soit (R", q^, q^) un produit
fibre RxgRxgR. Une donnée de descente sur un objet x de RT, est une
donnée de recollement telle que, avec les notations (9.30) à (9.34), on ait

(9.36) u^u0 = u1 ,

i.e. telle que le triangle (9.35) soit commutatif.

On appelle "catégorie des objets de Fp^ munis d'une donnée de
descente relativement à r " la sous-catégorie pleine de ^ecfF/E,c,r) dont
les objets sont ceux qui vérifient (9.36). On la note

(9.37) DescfF/£,c,r).

Lemme 9.8. Sous les hypothèses de 9.7., pour tout z60b(Fo)la don-
née de recollement naturelle de r^z), (9.10), est une donnée de descente.
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Définition 9.9. Sous les hypothèses de 9.7., une donnée de descente
u sur un objet x de Fp sera dite effective s ' il existe z60b(Fç) et un R-
isomorphisme m : r^z) -> x qui soit compatible avec u et la donnée de
descente naturelle de r (z).

Bien entendu 9.8. signifie que le foncteur A' de (9.11) se factorise:

(9.38) A : FS - DescfF/E,c,r).

Théorème 9.10. Sous les hypothèses de 9.7.., les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) r est un morphisme de F-2-descente (on dit également F-des-
cente effective)

(ii) le foncteur A de (9.38) est une équivalence de catégories.

(iii) r est un morphisme de F-descente et, pour tout xeObf/p cloute
donnée de descente sur x est effective.

Il est clair que 9.8. et 9-10. résultent du lemme suivant

Lemme 9.11. Sous les hypothèses de 9.7., pour tout x60b(F^ ) et
toute donnée de recollement u sur x, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) u est une donnée de descente

(ii) il existe X€Ob(H(R,F)) tel que p ' (X) = (x, u),

(iii) il existe XeOb(H(R,F)) tel que p" (X) soit isomorphe à (x,u).

Bien entendu, ce lemme implique qu'il existe un carré commutatif
à isomorphisme près, induit par (9.18),

L
gp(S) ———————>H(^,F)

(9.39) ^

Fg A DescfF/E,c,r)

dans lequel vo et Dsontdes équivalences de catégories etsont surjectifs
sur les objets.

Remarquons que, d'après 9.6., 7.2., 7.14. et 7.3., ce lemme est
démontré lorsque c est un scindage. Nous utiliserons une fois de plus
la proposition 5.6., grâce au sorite de fonctorialité que voici. (Une dé-
monstration directe utilisant 7.10.(iii) est possible, mais les calculs sont
plus longs).
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Lemme 9.12. Sous les hypothèses de 9.7., soit encore y : G -> E
un fondeur fibrant muni d'un clivage d et soit /jb : F -> G unE-foncteur
cartésien.

(i) il existe un foncteur

(9..40) Rec(fJL) : Rec(F/E,c,r) - Rec(G/ E,d,r^,

(ii) qui se factorise par les catégories d'objets munis d'une donnée
de descente

(9.41) Desc(^) : D e s c ( F / E , c , r ) - DescfG/E^.r) ,

(iii) de sorte que le diagramme ci dessous soit commutatif

Ï(R^)
Ï(R,F)——————————————> HR,G^

(9.42) p^

Desc(/j)
Desc(F/E,c,r) ——————————Desc(F/E,c,r)——————————————> DescfG/E,d,r)

où p et p sont les foncteurs de (9-39).

Construisons Rec( j j ) . Soit x ^Ob(Fp), muni d'une donnée de recol-
lement u: pi ̂ x) ^ pr^x). Puisque fJL est E-cartésien ilexiste un R'-
isomorphisme

(9.43) t ^ : p ^ d ( ^ ( x ) ) - ^(p^(x)), 0 < i < l ,

caractérisé par

(9.44) d (^(x)) = /i(c- (x))..t. .
^i ^i

II est clair que

(9.45) (tQ)"1.^).^
est une donnée de recollement sur /^(x), d'où l'action de Rec(/jL) sur les
objets.. Son action sur les flèches est définie par le fait que, si
m: (y^) ~'(x,u) est un morphisme de RecfF/E,c,r), /^(m) est compatible
avec les données de recollement que l'on vient de définir sur y^(x) et /^(y).

Prouvons maintenant (ii). Soit (x,u) un objet de Rec(F /E ,c,r) et
soit (y,v) = (ya(x), (to)" /^(u)ti ) son image par /?ec(ya). Nous allons
montrer que v est une donnée de descente, pourvu que u en soit une.
Pour cela, définissons u^ comme il est dit dans (9.34) et posons de manière
analogue
(9.46) vi = d .(y^r.^v). (d (y))-1, 0 ̂  j ^ 2.

^ï j ) 1»)
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Définissons un R"-isomorphisme )( i : q, (y) -> /^(qi^x)) par

(9.47) d^ (y) = /^(c (x)).. )(^ , 0 < < k ^ 2..
k k

II nous suffira de prouver que, pour 0 ^ j <^ 2, on a

(9.48) ( X k ' ^ - ^ ^ - X k " = v i »
où k' (resp. k") est défini par PQF. = q , , (resp.p,r. = qui).

Pour cela, introduisons, pour tout (i,j), 0 < i ^ 1, 0 < j ^ 2, un R"
isomorphisme p^- ^.^(p^x))) -" /^O.0 (p^x))), caractérisé par

(9.49) ^ (^(p^(x))) = ̂  (p^(x))).. p^. .

D'après (1.7), on a

(9.50) rj^u)) = (p^)"1 ./^(^(u)). p , . , 0 < j < 2 .

Puisque r " est un foncteur, on déduit de la définition de v, (9.45), et de
la relation ci dessus la relation

(9.51) rj^v) = (poj.rj^tQ))"1 . ^(rj^u)).^^). ̂  .

Il nous reste à montrer que, pour tout (i,j), 0 < i < 1, 0 < j < 2,on a

(9-52) Xk-^y) = ^(Cij(x)). Pi j . r^dp,

où k est défini par p^r. = q^, (9.31).

Ayant noté que les deux membres de (9.52) ont pour but /^(q^x)), on les
compose tous deux avec /^(c (x)) et on prouve que les composés obte-
nus sont égaux. Le membre de gauche donne, par définition de Xk(9'47)î
et par définition de d^ . , (1..9) :

^.(y^r.^y))
et le membre de droite, par définition de c- • et de p-

/^(Cp (x)).d^ (^(p^^x)))..^^),

d'où, par définition du foncteur r - c , (1..7), en comparant,

(9.53) d (y), d (p.^y)) = ^(c. (x)).t d (p^y)).
F i J ^i J

La conclusion résulte alors de la définition de t...

Ayant ainsi prouvé 9.12. (ii), nous laissons au lecteur le soin de
vérifier que, sous les hypothèses de 9.12., le carré ci dessous est com-
mutatif
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Hf^
H f^D ——————————————> H f/?,G^

(9.54) PO P'

Rec(F/E,c,r) ———————————————> Rec(G/E,d,r)

RecW

où p^ et p' sont les foncteurs de (9.17).

Il est clair que 9.12.(iii) en résultera quand on aura prouvé que
le foncteur p^ de 9.17. se factorise par Desc(F -» E,c,r), autrementdit que,
dans 9.11., (il) =^>(i). Considérons le foncteur vF ; <&^F -^ F de (5.21).
Il est pleinement fidèle et sirjectif sur les objets. Il existe donc un
E-foncteur cartésien a : F -> $8 F tel que le composé vF.a soit égal aui
foncteur identique de F. Dans le carré (9.54), où le foncteur vF remplace
/^ , on sait donc que H ( R , v F ) est surjectif sur les objets, (bien enten-
du c'est une équivalence car vF est une E-équivalence). Le foncteur
p' relatif à $ Ï F vérifie 9.11., car $^F est scindée. De 9.12..(ii), on
déduit donc que, dans 9.11.,(ii) entraîne (i). Considérons maintenant le
carré (9.42), où vF remplace /^. Puisque p^ et H(^,u) sont des équiva-
lences et que p est pleinement fidèle, Desc(vF) est pleinement fidèle.
Pour achever de prouver 9.11., il suff i t de prouver que Rec(vF) est plei-
nement fidèle, ce qui résulte aisément du faitque vF est une E-équivalence,
de (9.45) et de (9.6). En effet , grâce à l'existence de a : F - $gF, on
saura que Rec(vF) et Desc(vF) sont pleinement fidèles et surjectifs sur
les objets, en vertu des formules

(9.55) Rec(v). Rec(^) = Rec( V/JL)

(9.56) Descfv). Desc(fJ) Desc(/j)

dans lesquelles T): H -> E est un foncteur fibrant muni d 'un clivage e et
où V: G -> H est un E-foncteur cartésien.

C.Q.F.D.

Remarque 9.13. La commutativité de (9.42) caractérise le foncteur
Desc(u), En effet, p est pleinement fidèle et surjectif sur les objets.. On
peut préciser un peu mieux les propriétés de p :

Corollaire 9.14. (Transfert d'une donnée de descente). Sous les
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hypothèses de 9.11., soit x€Ob(F^), soit u une donnée de recollement sur
x et soit m : y -> x un R-isomorphisme.

(i) il existe une donnée de recollement v sur y, caractérisée par
le fait que m est compatible avec u et v,

(ii) si u est une donnée de descente, il en est de même de v..

Ceci résulte de 7.3. et de 9.6. lorsque le clivage est un scindage.
Le cas général s'en déduit grâce aux propriétés du foncteur vF : $^F^» F.

Corollaire 9.15. Sous les hypothèses de 9.7., soit a : (Simpi)? -» E
le foncteur de (9.1) et soit c le clivage de F = F X^(Simpl)0 déduit de c
par le changement de base a. Il existe un carré commutatif

A
FS —————————————^DescfF/E,c,r)

A A

(9.57) 7T ^ ^ 7 7 '

A' A A A

Ffj———————————^DescfF/(Simpl)°, c,^)

où les flèches horizontales sont définies par (9.38) et où les flèches
verticales sont les isomorphismes induits par la première projection de
F.

Evidemment.. Rappelons simplement que ^Q : [^ 0] -> 0 est, dans
(Simpi)0 le morphisme final de source [0,0] , (8.7). On notera que
(Simpi)0 est le crible de (Simpi)0 engendré par <^Q . Par suite, en com-
posant le foncteur p de (9.39) relatif à F et à ^Q et le foncteur rf
de (9.57), on obtient une équivalence de catégories, surjective sur les
objets :

(9.58) û û : H ((Simpi)0, F) - DescfF/E, c,r).
En composant celle-ci avec le foncteur induit par composition avec le
foncteur a de (9.4), on retrouve évidemment le foncteur p de (9.39).

Le fondeur p de (9.39) et le foncteur 0) de (9.58) seront utilisés
pour établir des résultats de fonctorialité des catégories Desc(^). On
utilisera à cette fin le lemme 9.11. et le suivant.

Lemme 9.16. Sou."? les hypothèses de 9.7.., soit R le crible de E/o
engendré par r et soient X et Y deux objets de H ( R , F ) . Les conditions
suivantes sont équivalentes

(i) p(X) = p(Y)
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(ii) on a X(r) = Y(r) (r est un objet de R . . .) et il existe un iso-
morphisme (dans H(7î,F)) m : Y -> X tel que m(r) soit le morphisme identi-
que de X(r).

Ceci résulte trivialement de la définition de p , cf. (9.21) et du fait
qu' i l est pleinement fidèle.. On a un lemme analogue pour ûû .

Pour terminer ce pa ragraphe, démontrons le "lemme des diagonales"

Lemme 9.17. Sous les hypothèses de 9.7., considérons les appli-
cations définies par la propriété universelle du produit :

(9.59) d : R - R' , pQd = p^d = id^, et

(9.60) d ' : R - R" , qçd' = q^d1 = q^T = id^..

(i) Supposons que le foncteur image inverse d relatif à d soit
fidèle. Pour que r soit un morphisme de F-1-descente il faut et il suffi t
que le foncteur image inverse r0 : ^ç -> Fo soit pleinement fidèle..

(ii) Supposons que le foncteur image inverse d0 soit pleinement
fidèle et que le foncteur image inverse d ' c soit fidèle. Pour que r soit un
morphisme de F-2 -descente, il faut et il suffi t que le foncteur image
inverse r0 soit une équivalence de catégories.. De plus, tout objet x de
de Fp^ est muni d'une donnée de descente unique..

Soit R le crible de E / ç engendré par r. Sous les hypothèses de (i)
(resp. (ii)), le foncteur "valeur en R " v' : H ( R , F ) -" FR, X ^>X(r), est
pleinement fidèle (resp. une équivalence). En effet , on peut appliquer
7.15. au foncteur OC : (Sirnpl)0» ~" R qui figure dans (9.4). On en déduit
les assertions concernant r en utilisant le carré ci-dessous, commutatif
à isomorphisme près d'après 5.8..,

Ï F ( S ) = HfE/g,F)——————H^,F}

(9.61) v v'

^S—————————^
r c

où l est induit par l'inclusion de R dans E/ç et où v est le foncteur
valeur en ido, qui est une équivalence.
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Pour prouver la seconde assertion de (ii), notons que le foncteur v*
est égal au composé X p , où p est le foncteur de (9.39) et où
X: Desc(F/ E,c,r) -> Fu est le foncteur qui, à tout xÇOb(Frï ) munie d'une
donnée de descente u, associé x. Puisque v' et p sont des équivalences,
il en est de même de X. De plus, À est surjectif sur les objets d'après
9.14... D'où l'existence, pour tout xeOb(FD), d'une donnée de descente
u sur x. Si v en est une autre, puisque À est pleinement fidèle, le mor-
phisme id^ est compatible avec u et v, ce qui prouve que u = v, cf. (9.6).

C.Q.F.D.

9 - b) Relatives à une famille de morphismes.

Le premier procédé pour ramener l'étude d'une famille à celle d'un
seul morphisme utilise les catégories de familles d'objets de 7.d). Il ne
suppose aucune hypothèse sur E. Le second procédé, exposé dans 9-c),
suppose que les sommes directes existent dans E et possèdent certaines
propriétés relativement à F, 9.25.. et 9.27.. Il ne permet pas d'étendre
commodément aux familles les résultats que nous exposerons le plus
souvent pour les morphismes. Cependant, les résultats généraux étant
acquis grâce au premier procédé, le secondes! presque toujours utilisable
en pratique et permet de remplacer une famille de morphismes par le
morphisme somme (cf.. 9.28. et 9.29.), sans construction auxiliaire .

Lemme 9.18. Soit (p : F -> E un foncteur fibrant et soit
R = (r^ : R^ -» S)^j , r^ 6F1(E), une famille de flèches de E de même but
S. Désignons par r: p -> (T la flèche de Fam(E) qui lui correspond. Soit
i e N , 0< i < 2. Les conditions suivantes sont équivalentes ;

(i) R est une famille de F-i-descente (resp. universelle)

(ii) r est un morphisme de Fam(F)-i-descentç (resp. universelle).

Il est clair que F o m f E ) / — , munie de son foncteur source, s'identifie à la
catégorie FomfE/o). .

Par ailleurs, si R est le crible de E / ç engendré par R, l'identifi-
cation précédente induit un isomorphisme entre Fam(R) et le crible de
F a m ( E ) / <j engendré par r. D'où la conclusion, par 7.22..

Le choix, dans Fam(E), d'un produit fibre (p/(7) , n ï 0, équivaut
au choix, pour tout 1 == (i . . ., i ) eî^1, d'un produit fibre
R - i = R^ ^•••^^i » la p-ième projection de (p/a)"4" étant définie

o n
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par la famille des p-ièmes projections R -^ -+ R^ . Nous utiliserons ces
produits pour n = 1 et n = 2 et, si 1 = (i,j) , ^ içl^ , (resp. si
1 = ( i , j , k ) , kl ), nous utiliserons également les notations
^1 = ^-ij ( r e s P ' RI = ^ijk )• Nous désignerons respectivement par F,,
^ij et ^ijk les ^^go^es fibres de F en Rp R^. et R^, ou encore par
F^ la catégorie fibre de F en R-j.

Définition 9.19. Sous les hypothèses de 9..18., soit encore c un
clivage de <y et soit c' le clivage de Fom ((p) qui s'en déduit par 7.2l...
Soient enfin des produits fibres, dans Fam(E), p' = ( p/(7)^et
P" =(p/(7)3 .

(i) so i tx = (xp^p x^Ob(Fp, une famille. On appelle donnée
de recollement (resp. de descente) sur x relativement à R une donnée de
recollement (resp. de descente) sur x relativement à r, à Fam(<f) et à c'.

(ii) soit zeOb(Fg), on appellera donnée de descente naturelle sur
la famille (^(^^(TT ? ^a donnée de descente naturelle définie par(9.10)où
r remplace r et Fam(^) remplace (p .

(iii) On désigne par

(9.62) A : Fg - DescfF/E,c, R )

le foncteur (9.38) relatif Fam(^), à c' et à P..

Cette définition appelle quelques observations.. Tout d'abord, il est
clair que, dans (i), la famille x est un objet de la catégorie fibre de
Fam(F) en p . D'après le calcul du clivage de Fam(^), 7.21., une don-
née de recollement sur x est une famille de R-- -isomorphismes
" • ^ . j ^ x^J , ( i , j)el x I, où x^O-esp .x^) désigne l'image inverse de
x^(resp .Xj) par la première (resp. seconde) projection de R . . .

Si, pour tout ( i , j , k ) € l , on désigne respectivement par
"ij ' "i^ et ^jk l'^age inverse de u^,u^ et u.^ par le morphisme
naturel de R.^ dans R , , R^ et R ^ , la condition pour qu'une donnée
de recollement soit une donnée de descente s'écrit, en ne tenant pas
compte des isomorphismes de transitivité de l'image inverse,

(9.63) "ij^jk = ^k ' (ij^cl^cf.^^).

Enfin, on notera que, dans (ii) et (iii), on a sous-entendu l'iso -
morphisme canonique (7.53) entre fi; et FomfFL. et que la famille
^i ^\e[ ^es ^"'̂ ê^ inverses de z par les r- est l'image inverse de z par
r : p -^ a ..
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Pour passer d'une section cartésienne à une famille munie d'une
donnée de descente, on utilisera le foncteur

(9.64) p : V ( R , F ) - DescfF/E.c.R),

composé de celui qui figure dans (9.39), relatif à Famf^f)) et à r, et du
foncteur déduit de la fonctorialité de Fam(^) :

Ï(R,F) - ]^(R\Fam(F)),

où R^ désigne le crible de F a m ( E ) / ̂  engendré par r ,

II est pleinement fidèle et surjectif sur les objets. Nous laissons
au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer les analogues de 9.3., 9.4.,
9.9. et 9.10., Bien entendu, si l'ensemble d'indices de la famille R n ' a
qu'un élément, les définitions que nous venons de donner coïncident avec
celles du paragraphe précédent.

Remarque 9.20. Signalons que l'on peut reconstruire 1 la catégorie
D e s c ( F / E , c ^ ) à l'aide de 7.26. et 7.28.. On considère l'ensemble s i m -
p l i c i o l K : (Simçl)^ -" (Ens) défini par K^A^I"4-1, la catégorie cos-
cindée K -> (Sirnpl)0, opposée de la catégorie scindée $(£.K) décrite
par 5-a) , où £ est défini dans (7.52), et enfin le foncteur K : K -"» E
défini par K ( J) = R ^ , ici", (notations qui précèdent 9.19). (voir égale -
ment (7.60) et infra).

On considère la catégorie F*, déduite de F par le changement de
base /^ et la catégorie

^ = ^/(Simpi)^7^

D'après 7.28., FD , munie de son clivage, est isomorphe à la catégorie
déduite de Fam(F) par le changement de base Ô : fSirnpl)0 -» Fam(E)

. ^ A A A ^•

associe à K et /<. D'après 9.15., appliqué à a, on obtient ainsi un procédé
de description du foncteur (9.62) qui ne fait pas intervenir (Fam(Çû),

Exemple 9.21. Soit E la catégorie des ouverts d 'un espace topolo-
gique S et soit F la E-catégorie fibrée des " espaces topologiques au
dessus d 'un ouvert U de S ".. Un objet de F est donc une application con-
tinue x : X -> U, où U est un ouvert de S. Les foncteurs images inverses
sont alors les foncteurs "restriction à un ouvert", ce qui montre que F
est scindée sur E, i.e. que l'on a transitivité vraie des images inverses.
Si (Rp ^çj est un recouvrement ouvert de S dire que la famille des mor-
phismes d'inclusion des R^ dans S estde F-1-descente signifie simplement
que, pour tout couple (X,Y) d'espaces topologiques au dessus de S et
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et toute famille u ^ : Y1 ̂  X1 , ici, de R^-morphismes entre les restric-
tions de X et de Y aux R . coïncidant dans les R-nR- , il existe un S-
morphisme unique u : Y -> X, se restreignant suivant les u.. Ce qui est
vrai. Il est même vrai que cette famille est de F-2-descente. En effet, la
condition que toute donnée de descente sur une famille Y- -> R., ici,
d'espaces topologiques au dessus des R^, soit effective est vérifiée,
comme on voit en recollant les Y^ le long des Y- (restriction de Y à
R - n R ) comme il est dit dans [N.B] .

9 - c) Descente et sommes directes.

Lemme 9-22. Soit E une catégorie, soit SeOb(E) et soit
(s^ : S^ "S)^ une famille de flèches de E possédant la propriété uni-
verselle des sommes directes. Supposons que, pour tout ici, s- soit un
monomorphisme. Supposons de plus que, pour tout ( i , j ) e l x l , i -^ j le
produit fibre S^ Xç S, existe et soit un objet initial de E.Alors, pour tout
i = (io,ii,.... , i Jel"4 '1 n >-0, le produit fibre S-, = S - XoS- ...XçS-

U 1 n r 1 'Q - '1 ° 'n
existe dans E. Si i Q = i^ = . . = i^, il est égal à S^ , les projections struc-

tural étant l'application identique de S; .Sinon, c'est un objetinitial de E .
0

Preuve. Pour tout ici, s. est un monomorphisme, d'où l'existence
et le calcul de S-, dans le premier cas. Dans le second cas, on remarque
que, si u : A - ^ B e s t u n monomorphisme et I un objet initial de E, le carré

I————>I est un produit fibre, les morphismes autres que u étantévi-

^ 1 u i6

A———>B
demment les morphismes initiaux; (donc L = id-) . En effet, il suffit de
prouver que, pour tout XeOb(E) et tout (x,x') eHom(X,A) x Hom(X,I) véri-
fiant /3 x' = ux, on a OCx' = x. Or fï = u û C , car I est objet initial.
D'où uOCx' = ux, d'où la conclusion, car u est un monomorphisme.

Définition 9.23. On dira qu'une somme directe est disjointe si elle
vérifie les hypothèses du lemme précédent.

Proposition 9.24. Soit Cp : F -^ E un foncteur fibrant. Soit
(7 = (s^ : S^ -> S)^p s^ eFl(E), une famille telle que Ssoitsomme direc-
te disjointe des S^.. Supposons que la catégorie fibre du foncteur y en un
objet initial de E soit équivalente à une catégorie ponctuelle. Désignons
par
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S* : Fs -^ Fs.
i6l 1

le foncteur déduit, par la propriété universelle du produit, des foncteurs
image inverse

S*i : ̂  ^ ^ ' i£I '
relatifs aux s . Pour que la famille (Tsoit F-r-descente, 0^ r ^ 2, il
faut et il suffit que le foncteur S soit r-fidèle, c'est à dire fidèle, plei-
nement fidèle ou une équivalence, selon que n = 0,1 ou 2.

Désignons par S : ^ T -> ï la flèche de Fam(E) qui est définie de
manière évidente par (7. D'après 9.18., pour que 0 soit une famille de
F-r-descente, i l fau te t il suffit que S soitune flèche de Fam(F)-r-descente.
Puisque S est une somme directe disjointe, le carré S " et le cube ^"'de
( tô / tô ) existent dans Fam(E). Avec les notations qui précèdent 9.19., on
a !o == (S- i ) - iç jxl et w = ( ^ " P i ç i x l x l î l'explicitation des pro-
jections structurales étant laissée au lecteur. Utilisons le lemme des
diagonales, 9.17.. L'application diagonale

à : y - g" , àeFÏ(Fam(E)) ,

est définie par l'application 1 -> 1 xi, i ~> (i,i), et par les morphismes
identiques des S., ici. D'après 7.21., le foncteur image inverse corres-
pondant à 4, relatif à Fam(^), s'interprète, modulo les isomorphismes de
(7.53)., comme le produit des foncteurs images inverses relatifs à Cp et aux
morphismes identiques des Sp lesquels sont des équivalences de catégo-
ries. Désignons-le par

d*: F,j - F,
( i j ) ^ l x l i ^ I

où F. ( r e s p . F - - ) désigne la fibre du foncteur (p en S, (resp. en S.XoS-).
Le foncteur à est une équivalence de catégories, les facteurs
F.., i /^ j , de sa source sont équivalentes à des catégories ponctuelles.
En appliquant le même raisonnement à la seconde diagonale, on voit que
les hypothèses de 9.17.(ii) sont satisfaites. D'où la conclusion, puisque
le foncteur S de l'énoncé s'interprète comme le foncteur image inverse
relatif à Fam(çp) et au morphisme S de Fam(E).

C.Q.F.D.

Définition 9.25. Soient E une catégorie, S un objet de E et
Sa == (s^ : S^ -> S)^ çj, s. eFl(E^ une famille. On dira que S estsomme
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directe universelle des S^ , si la famille 8 est quarrable et si, pour tout
u^Fl(E), u : S' -> S, la famille ^ u , déduite de ï par le changement de
base u , 6.10., possède la propriété universelle des sommes directes.

Remarque 9.26. Dans la catégorie des ensembles, des préschémas
ou des espaces topologiques, les sommes directes existent et sont dis-
jointes et universelles. Si X est un espace topologique, dans la catégorie
des ouverts de X, les sommes directes existent (réunion) et sont univer-
selles.. Elles ne sont pas disjointes. Dans un autre ordre d'idées, dans
une catégorie munie d'un objet nul, les sommes directes ne peuvent être
universelles que si tout objet est nul. En effet , soient E une catégorie,
1 un objet initial de E et u : A -> 1 un morphisme. Puisque 1 est objet
initial, on a 1 = I_L_|_I, les morphismes structuraux étant les morphismes
identiques. Si cette somme directe est universelle , par le changement
de base u : A -> I, on en déduit que A est somme directe de A et de A, les
morphismes structuraux étant id^. Donc, puisque Hom(A,I) ^ 0, A est
objet initial de E donc est isomorphe à I. Si maintenant on suppose que
1 est également un objet final, on en déduit que tout objet de E,est iso-
morphe à I.

Proposition 9.27. Soit Cp ; F ^ E un foncteur fibrant. Supposons
que, dans E, les sommes directes soient disjointes et universelles. Soit
r un entier, 1 ̂  r ^ 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour toute somme directe de E, S = 1 1 S;, la famille des
ici

morphismes structuraux ( s. : S. -> ^ ) ' ^ T est ^e F-r-descente universel-
le ,

(ii) pour toute somme directe de E, S = J_|_ S, le foncteur produit
ici

des fonc tours images inverses relatifs aux morphismes structuraux

^ ' TT FS•^ i6 l 1
est r-fidèle, i.e. pleinement fidèle ou une équivalence, selon que r == 1
ou 2.

Preuve. Remarquons déjà que Fon obtient une condition équivalen-
te à (i) en y suprimant l'adjectif TT universelle n. En effet, on a supposé
que les sommes directes sont universelles.. La proposition est une con-
séquence évidente de 9.24., lorsqu'il existe, dans E, un objet initial et
lorsque la catégorie fibre de cet objet est équivalente à une catégorie
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ponctuelle. Dans ce cas, la proposition est également valable pour r = 0.
Par ailleurs, s'il n'existe, dans £, que des sommes directes dont l'en-
semble d'indices a pour cardinal 1, (isomorphismes), les deux conditions
sont trivialement vérifiées. S'il en existe d'autres, il existe un objet
initial I, car les sommes directes sont supposées disjointes.Celui-ci est
alors somme directe de la famille vide d'objets de E. Chacune des deux
conditions de l'énoncé, appliquée à cette somme, entraîne que la catégo-
rie fibre en 1 est équivalente à une catégorie ponctuelle, d'où la conclusion.

Théorème 9.28. Soit Cp: F -> E un foncteur fibrant. Supposons
que, dans E, les sommes directes indexées par un élément de l'univers U
existent, soient disjointes, universelles et des familles de F-descente
effective, 9.23.., 9.25., et 9.27.. Soit peN,0< p< 2. Pour qu'une famille
R = (r- : R • —> S)- ^T soit de F-p-descente (resp. universelle) il faut
et il suffit que le morphisme somme des r- , r : R -» S, R = J_|_ R; soit

1 • —— T 1

de F-p-descente (resp. universelle). l ~

Grâce à 9.18., on raisonne dans Fam(E). On note r la flèche de
Fam(E) correspondant à R, S celle qui correspond aux morphismes struc-
turaux s^ : R^ -> R et r celle qui correspond à r. On a r8 = r et on sait
que S est une flèche de Fam(F)-2-descente universelle. On conclut par
6.27..

Corollaire 9.29. Sous les hypothèses de 9.28., supposons que les
produits fibres existent dans E et soit c un clivage de (p .

(i) pour tout x^Ob(Fp), il existe une correspondance bijective
entre les données de recollement sur x relatives à r et les données de
recollement sur la famille (s-^x))- ^ r , relatives à R ;

(ii) cette btjection en induit une entre les données de descente
et entre les données de descente qui sont effectives.

Nous adopterons les notations qui précèdent 9.19..Soit R'(resp.R")
un carré (resp. cube) de R sur S. Puisque les sommes directes sont uni-
verselles, la famille des morphismes naturels ( s - i ) - j ç T n , SpR^ "(IVS)
possède la propriété universelle des sommes directes et, par suite, le
produit des foncteurs image inverse relatifs aux s - j e s t une équivalence.
Pour prouver (i), on associe, à toute donnée de recollement u sur x, la
donnée de recollement u- = sj^u), 1= (i , j) 6 I x I, relative à R. [Pour
simplifier on ne tient pas compte des isomorphismes de transitivité de
l'image inverse. J .
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Pour prouver (il), on interprète en termes de sections cartésiennes
l'application induite sur les données de descente.

Indiquons le principe de la démonstration. Soit u une donnée de
descente sur x60b(F^). Il existe un objet X de H(^,F), [où R est le
crible de E/ç engendré par r ] , tel que p(X) = (x ,u) , cf.. (9.39)et(9.21).
Soit X* la restriction de X au crible R9 de E / o engendré par R . Pour tout
ici, on a un R - - isomorphisme

t^ :X ' (r.) - s.^x) ,

caractérisé par

c^(x) . t^ = X(( r , s? ) , cf, (1.6),

car X transforme tout morphisme de R en un morphisme E-cartésien de F.
Par ailleurs, X* définit une donnée de descente sur la famille des X'(r-) ,
d'après (9.62). Grâce aux t^, on la " t ransfère" à la famille des s-^x).
[lemme 9.14. appliquée à Fomfcp)]. On trouve la donnée de recollement
définie dans (i). Celle-ci est donc une donnée de descente. Pour conclure,
on note que le foncteur restriction H(7?,F) -> ̂ (R^F) est une équivalence,
cf. preuve de 6.27., et aussi que u (resp. u . - ) est effectivesi, et seulement
si, X (resp. X') se prolonge à E /ç , .

C.Q.F.D.
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1 0 - Propriétés des morphismes de descente.

Les deux résultats importants sont le théorème de comparaison,
6.16., et le théorème 6.23. lequel affirme que les cribles de F-i-descente
universelle définissent une topologie sur E. Nous allons les améliorer
en supposant dans E l'existence de certains produits fibres et en utilisant
les techniques " simpliciales " de 7 et de 8. Nous énoncerons quelques
corollaires en termes d'objets munis d'une donnée de descente. Dans ce
langage, les énoncés sont plus précis mais longs. Nous laisserons à
l'utilisateur le soin d'établir, si besoin est, une traduction complète de
nos tableaux de résultats.

Avec les modifications évidentes, nos énoncés sont valables pour
des familles de morphismes. La généralisation se fait grâce à 9.18...

Signalons que les sommes directes qui sont des familles de des-
cente ont été étudiées dans 9 - c) et que l'on a prouvé le " lemme des
diagonales " : 9.17...

10 " a) Propriétés liées au théorème de comparaison.

Comme annoncé, améliorons 6.16..

JJL
Théorème 1 0 . 1 , Soit E une catégorie et soit F—————» G

E
un E-foncteur cartésien entre E-catégories fibrées.. Soit r : R - > S une
flèche de E. Supposons que le carré et le cube de (R/S) existent dans E
et notons-les respectivement R' et R" . Pour tout X€Ob(E), on note
A^Y'" ^Y - > ^Y ^e ^oncteur induit par /^ sur les fibres en X.

Chaque ligne du tableau ci dessous est un théorème quand on la
lit comme suit. Un chiffre i inscrit dans la même colonne qu'un foncteur
(i.e. , /M^ , ̂ , /jL^vou /jL^\ ) signifie que ce dernier est i-fidèle, c'est à
dire fidèle, pleinement fidèle ou une équivalence, selon que i = 0, 1 ou 2.
Un chiffre i inscrit dans la même colonne que F (resp. G ) signifie que r
est un morphisme de F-i-descente (resp. G-i-descente).

Hypothèses

^S ^ ^R' ^R" F G

0 0
1 0 1 0

Cône lus ion s

^ F G
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Hypothèses (suite) Conclusions

2 1 0 2 1 2 2

0 0 0
1 0 1 1
2 1 0 2 2
2 1 0 1 1

2 2 1 0 2 2

A titre d'exercice de lecture, voici la signification de la troisième
ligne. "Si le foncteur /^n est une équivalence, si /^rn est pleinement
fidèle, si /^nn est fidèle, si r est un morphisme de F-descente effective
et si r est un morphisme de G-descente, alors le foncteur /J.ç. est une
équivalence. De plus, r est un morphisme de G-descente effective.

Voici comment on établi ce tableau. On utilise le carré commutatif
(6.14), où C est le crible de E/ç engendré par r. Pour que IJL^ soit i-fidèle,
il faut et il suffit que le foncteur s de (6.14) le soit. Pour que r soit un
morphisme de F-i-descente (resp. G-i-descente) il faut et il suffit que le
foncteur f (resp. g) de (6.14) soit i-fidèle. Grâce à 7.17., appliqué au
foncteur /Q: (S.S.Sirnpl)0 -^ C défini par R' et R", cf. 7.8., on traduit les
hypothèses portant sur yO-p, ^ôp» et /^pn en hypothèses de i-fidélité portant
sur le foncteur HfC,F^ de (6.14). Pour obtenir le tableau ci dessus, il
suffit alors d'utiliser le pense-bète : 6.13..

D'après 9.16., en passant aux catégories de familles d'objets, on
obtient un tableau analogue, portant cette fois sur une famille
R = (r- : R • -> S ) ç y de flèches de E ayant même but. Il suffit de rem-
placer les assertions portant sur yâp (resp. /L^p« ) (resp. /^-pn) par des as-
sertions analogues portant sur tous les fondeurs induits par fJ. sur les
catégories fibres en les R^ , i6l, (resp. R^ xgRj , ( i , j ) e l x l )
(resp. R^ XsRj^^» ( i j , k ) 6 l x l x l ) , c f . (7.53).

Grâce à la commutativité du diagramme (9.42) on peut, en munissant
Fd'un clivage c et G d'un clivage d, interpréter les propriétés de fidélité
du foncteur H(C,/^) de (6.14) par des propriétés de fidélité du foncteur
Desc(^) induit par JJL entre les catégories d'objets munis d'une donnée de
descente, (9.41). On obtient alors un diagramme commutatif

^S
^————————————%

(10.1) A A-
Desc(/j) \

DescfF/E,c,r)—————-DescrG/E.d.r)
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où A et A* sont les foncteurs de (9.38).

L'énoncé suivant, joint au carré (10.1), permet de préciser 10.1..

Corollaire 10.2. Sous les hypothèses de 10.1.., s oient encore c (resp.
d) un clivage de F (resp. G).

(i) Si le foncteur /^p, est pleinement fidèle, pour tout xeOb(F^ ),
le foncteur Rec(/^) induit une bijection entre les données de recollement
sur x et sur /^(x).

(ii) Si, de plus, le foncteur l/^»» est fidèle, pour tout x60b(Fp),
le foncteur Desc (p.) induit une bijection entre les données de descente
sur x et sur /^(x).

(iii) Si, de plus, le foncteur ^ est pleinement fidèle, le foncteur
Desc(/^) est pleinement fidèle. Pour qu'un objet (y ,v)de DescfG/E, d,r )
appartienne à l'image essentielle de Desc(jjL), il faut et il suffit que y
appartienne à l'image essentielle de /^-o.

Lorsque ^ est un morphisme de catégories scindées, nous avons
prouvé cet énoncé pour démontrer 7.17.. Le cas général peut être démontré
de manière analogue en tenant compte des isomorphismes de transitivité
de l'image inverse. Il est plus commode de remplacer /^ par
$tô/^ : $ioF ~* îîôG , qui est un morphisme de catégories scindées, cf.
5-b), et d'utiliser le fait, déjà reconnu dans la preuve de 9.12., que les
foncteurs Rec(vF) et Desc(vF) sont pleinement fidèles et surjectifs sur
les objets, cf.. (9.56) et supra..

A l'aide du corollaire précédent, améliorons la troisième ligne du
tableau.

Corollaire 10.3. Sous les hypothèses de 10.1., soit c un clivage
de F (resp. d un clivage de G). Supposons que y^p^ et /^p» soient pleine-
ment fidèles, que /^-n" soit fidèle, que r soit un morphisme de F-descente
effective et de G-descente.

Pour qu'un objet y de Go appartienne à l'image essentielle de JJL o
il faut et il suffit que r (y) appartienne à l'image essentielle de /^p.

Preuve . Par hypothèse, dans (10.1), A est une équivalence, et A1

est pleinement fidèle. D'après la première assertion de 10.2.(iii),Descf jii)
est pleinement fidèle. D'après 10.2.(iii), pour que la donnée de descente
naturelle de r (y) appartienne à l'image essentielle de Desc (yL6), il faut
et il suffit que r (y) appartienne à l'image essentielle de /^-n , d'où la
conclusion..
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Considérons maintenant un carré commutatif de £

r
S<————————————— R

(10.2) f ^ ^ g

T^—————————————U
u

dont, pour une fois, on ne suppose pas qu'il soit un produit fibre. Soient
(R', p0,p^) et(R", qo,q^, q^) un carré et un cube de (R/S) dans E et
soient (U', PQ , p [ ) et (U", qo, q^, q^) un carré et un cube de (U/T). On
définit un morphisme g' : U1 -> R' par la propriété universelle du produit
fibre

^O^) p^g' = gp^' , i = O e t i = 1,
et un morphisme g" : U" -> R" par q,g" == gq. , 0 <k < 2.

Théorème 10.4. Soit (p : F -> E un foncteurfibrant. Soit un carré
commutatif de E tel que (10.1). Supposons que le carré et le cube de
(R/S) (resp. (U/T)) existent dans E. Avec les notations introduites
depuis (10.2), on a le tableau de résultats :

Hypothèses
f g g' g" r u

0 0
1 0 1 0
2 1 0 2 1

0 0
1 0 1
2 1 0 2
2 1 0 1
2 2 1 0 2

Conclusions

f r u
0
1
2 2

0
1
2

1
2

dont chaque ligne est un théorème quand on la lit comme suit. Un chiffre
i inscrit dans la même colonne que f,g,g' où g" signifie que le foncteur
image inverse relatif à ce morphisme est i-fidèle. Un chiffre i inscrit dans
la même colonne que r (resp. u) signifie que r (resp. u) est un morphisme
de F-i-descente..
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Démonstration. Considérons le foncteur f : S -4 E (resp. u) asso-
cié par (9.1) à r, R' et R" (resp. à u, U1 et U"), où l'on a posé S=(Simpl)°..

Désignons par F. (resp. F ) la catégorie déduite de F par le chan-
gement de base ^ (resp. û) . On définit un morphisme de foncteurs f :u~" r
en posant f(0 ) = f, et f ( [0, n]) = g, g' ou g" selon que n = 0, 1 ou 2.
Cela est clair d'après la définition de g' et g" et la commutativité
de (10.2). Soit c un clivage de Cp (ilen existe car Cp estfibrant). D'après
1.17.(i), il existe un S-foncteur cartésien fJL'. F -> F , qui induit sur les
fibres en 0 un foncteur isomorphe au foncteur image inverse f et sur les
fibres en [0,n] un foncteur isomorphe au foncteur image inverse g0, g'0

ou g" , selon que n = 0, 1 ou 2. Or, d'après 9.1., pour que r (resp. u)soit
un morphisme de F-i-descente, il faut et il suffit que le morphisme
^0 : [^» 0] -» 0 soit de F -i-descente (resp. de F -i-descente). D'où la
la conclusion, d'après 10.1..

C.Q.F.D.

Pour la suite, il est bon de symboliser le morphisme de foncteurs
f : u -> r par le diagramme ci dessous.

R R*
^k

(10.4)

T U U1 U"
^k

Corollaire 10.5. Sous les hypothèses de 10.4., soit encore c un
clivage de (p.

(i) II existe un foncteur

(10.5) H ; Rec(F/E,c,r) - Rec(F/E,c,u) .
(ii) II induit un carré commutatif à isomorphisme près

A,

(10.6) 1e

A

T

DescfF/E,c,r)

©

v

-DescfF/E^u)
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La projection de F sur F induit un isomorphisme entre Rec(F /S,
c1 , ^ n ) et Rec(F/ E,c,r), où c' est le clivage déduit de c par le chan-
gement de base r. Le foncteur ïï de (10.5) est le transporté de Rec(/a )
par cet isomorphisme et par l'analogue relatif à u, cf . 9-15.. D'après 9.12.
(ii), le foncteur ^ se factorise par " les catégories Desc " , ce qui définit
le foncteur © de (10.6), les foncteurs A^. et A^ étant définis par (9.38)
La commutativité de (10.1), entraîne celle de (10.6).

Soit ( x , O C ) un objet de Rec(F/E , c, r) et soit (y,/S) = 0(x, a). Il
est aisé de vérifier que y = g ^x) et que l'on a

(10.7) /3 = ^.g^oO.^)-1 ,
où l'on a posé

^ = (c , (x))-1 . c , (x), 0 < i < l ,
1 &»r [ r! ' o

cf. (10.3) et (1.9).

De 10.2., on déduit le corollaire suivant.

Corolloire 10.6. Sous les hypothèses de 10.5.,

(i) si le foncteur g10 est pleinement fidèle, pour tout xêOb(E^),
le foncteur F2 induit une bijection entre les données de recollement sur x
(relatives à r) et sur g °(x) (relatives à u),

(ii) si, de plus, g"0 est fidèle, pour qu'une donnée de recollement
sur xeOb(F-D) soit une donnée de descente, il faut et il suffit que son
image par 0 en soit une,

(iii) si f0 est une équivalence, si g0 est pleinement fidèle et si
g'0 est fidèle, pour qu'une donnée de descente sur un objet x de F-n soit
effective, il faut et il suffi t que son image par © le soit.

On peut préciser la ligne 3 du tableau de la manière suivante.

Corollaire 10.7. Soit y : F ~' E un foncteur fibrant muni d'un
clivage c. Supposons que les produits fibres finis existent dans E. Soit
f : S -* S une flèche de E et soit M une partie de F1(E/, stable par
changement de base et par composition et possédant les propriétés sui-
vantes :

(a) tout élément de Mde but S, est un morphisme de F-descente
effective,

(b) pour tout élément r : S' -» S de M , la seconde projection
r - : S ' "+ S (S- = S ' X ç S . ) est un morphisme de F-descente et le

0 0 0 "U O U "
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le foncteur image inverse associé à la première projection f 1 : S' -+ S*
est pleinement fidèle.

(c) pour tout xeOb(F§ ) il existe reM , r : S' "S , tel que l'image
inverse de x par r ^ appartienne à l'image essentielle du foncteur image
inverse f '0 .
Alors, le foncteur image inverse f 0 est une équivalence.

Prouvons que f0 est pleinement fidèle. Si F<^ est la catégorie vide,
cela est clair. Sinon, on choisit reM comme il est ° dit dans (c) et on
conclut grâce à la seconde ligne du tableau de 10.4..

Prouvons que f 0 est une équivalence.. Soit xÇOb(Fo ), pour prouver
o ^

que x appartient à l'image essentielle de f0 , on applique 10.3. auS-foncteur
cartésien associé par la preuve de 10.4. au carré commutatif fourni par
le produit fibre S' x<.S

[Exercice : Trouver un énoncé analogue où l'on conclut que f^st
pleinement fidèle ] .

10 - b). Propriétés liées au théorème d'échange.

Comme on l'a dit, on va améliorer 6.25., qui était déjà précisé par
6.27.. Pour cela,,nous allons traduire 8.8..

Considérons un produit fibre de E

^
R -—————————————— R'

(10.8)

S'

Supposonsque, pour 0 ^p,q^3, le produit fibre (R/S)Px (S'/S)^
existe dans E. On construit alors un foncteur

(10.9). a : (Sirnpl)0; x (Simple - E ,

caractérisé à isomorphisme unique près par le fait qu'il commute aux
produits fibres et vérifie

(10.10) a(^o, (z0 = t et a(^o) = r,
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où l'on rappelle que ^r\ : [0, 0] ~~" fÔ est, dans (Simpi)0 , le morphisme
final de source [0 ,0] , cf. (8.7), et où ^ désigne le morphisme identique
de 0.

On peut symboliser ce foncteur par un diagramme, où toutes les
flèches représentées sont les projections structurales,

(R/S)3 — (R/S^x^S^ (R/S)ïx^S'/S)2^(R/S)5x^/S)ï

\^V ^ ^V Y T »

R x gR <——R x gR x gS' ^== (R/S)2x g(S7S)2^(R/S)2 x g(S'/S)3

II r II II II

(10.11)

R̂ RxoS' R x oS x oS Rx^/sy

S x ^S -^——— ̂  x ço x oo

Posons S = (Simpi)0 et S = (Sirnpl) ° n ous allons appliquer 8.8.
à la catégorie fibrée F sur S déduite de F par le changement de base
a : SX S -* E de (10.9). Avec les notations de 8.8., d'après 9.1., on
sait que pour que le foncteur 1̂  , -1 < i^ 2, soit F-p-fidèle il faut et il
suffi t que le morphisme f (ou ff) ou f^ ou f^ , selon que i = -1 ou 0 ou 1 ou
2) soit de F-p-descente, 0 ^ p 62. De même, pour que C i soit F-p-fidèle
il faut et il suffit que r soit un morphisme de F-p-descente, etc... On en
déduit le théorème ci-dessous, qui améliore 6.25.(i).
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Théorème 10.8. Soit Çp : F -^ E un foncteur fibrant. Soit un pro-
duit fibre de £ tel que (10.8). Supposons que les produits fibres
(R/S)^Xg(R'/S)^ , 0 < p, q ^ 3 , existent dans E et notons comme i l
est dit dans (10.11) certaines des applications déduites de f et de r par
la propriété universelle du produit fibre. On a les propriétés suivantes

(i) si r et IQ sont des morphismes de F-descente et si f i est un
morphisme de F-0-descente (i.e. si le foncteur image inverse associé
est fidèle) alors le composé rfn = fr' est un morphisme de F-descente. Si,
de plus, r' est un morphisme de F-0-descente, alors f est un morphisme
de F-descente.

(ii) si r et fo sont des morphismes de F-descente effective, si f i
est un morphisme de F-descente ets i fj est un morphisme de F-0-descente,
alors le composé rfQ = fr' est un morphisme de F-descente effective. Si,
de plus, r' est un morphisme de F-descente et si r" est un morphisme de
F-0-descente, alors f est un morphisme de F-descente effective.

L'énoncé intermédiaire où l'on ne suppose rien sur r' et r" est
justifié par 8^9. car la restriction du foncteur a de (10.9) à la catégorie
diagonale de S X S est le foncteur associé par (91) au morphisme r f o = fr'..

C.Q.F.D.

Corollaire 10.9. Sous les hypothèses de 10.8., soit encore c un
clivage de (p.. Soit (x,u) un objet de DescfF/E,c,f). Désignons par
(r'^x), v) l'image de (x,u) par le foncteur © de (10.6), où (r, r ' , r", r" ')
remplace (f, g, g', g").

(i) Si u est effective, il en est de même de v.

(ii) Supposons que ÏQ et fi soient des morphismes de F-descente
et que f^ soit un morphisme de F-0-descente. Si v est effective, soit
y60b(F^) et soit m : fQ (y) -> r' (x) un R'-isomorphisme compatible
avec v et avec la donnée de descente naturelle de fr^y). I l existe une
donnée de descente w sur y relative à r, caractérisée par la condition
que m soit compatible avec la donnée de descente relative à r' définie
sur fQ^y) par le foncteur © de (10.6), où (f .foJi ,^) remplace (t,g,g',g"),
et avec la donnée de descente naturelle de r' c (x).

(111) Sous les hypothèses de (ii), supposons de plus que r' soit un
morphisme de F-descente et que r" soit un morphisme de F-0-descente,
Pour que u soit effective, il faut et il suffit que w le soit. De plus,
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si zeObfFg) vérifie A ^ (z ) - (y,w), on a A^(z) =. (x,u). (Où A^. et A ^
sont les foncteurs de (9.38), relatifs à r et f).

Démonstration, (i) résulte de la commutativité de (10.6).Pour prou-
ver (ii), notons déjà que 9.1. et 9.15. nous permettent de supposer que a
est le foncteur identique de SxS. Nous utiliserons cependant les notations
de (10.11), plus commodes que celles suggérées par (2.16). On remarque
alors que le foncteur source relatif à f identifie E/g à E et que le crible
de £ engendré par f n'est autre que S X S. Il existe donc une "section
cartésienne" XeOb (H (S X S, F ) ) dont l'image par le foncteur p de (9.39)
soit égale à (x,u). Soit LQ la ligne de R' dans le produit SxS et soit XQ
la restriction de X à Lg. Il est clair que X(R') est une image inverse de
x par r' et, par ailleurs, XQ définit sur X(R') une donnée de descente
relative à fQ. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que celle-ci
est obtenue à partir de la donnée de descente v de l'énoncé par transfert
suivant le R'-isomorphisme canonique OC: X(R' ) -^ r'^x). Tout ceci
n 'ut i l i se pas les hypothèses de (ii). Grâce à celles-ci, nous allons mon-
trer que la restriction X' de X à S x S se prolonge à S X S. Pour cela, nous
allons appliquer 8.5.(iv), (ou plutôt l'énoncé symétrique), au foncteur
d'inclusion SxS ~ ^ S X S . Puisque v est effective, il existe un prolongement
YQ de XQ à la ligne LQ de R dans S X S. Il existe donc un objet Yde
] Î ( S X S , F ) dont la restriction à LQ (resp. à S x S ) est égal à Yn (resp. à
X'). Il est clair que l'on peut choisir YQ de telle sorte que YQ(R) = y,
donc Y(R) = y.

Désignons maintenant par w la donnée de descente relative à r
définie sur y par Y. (Noter que SxS est le crible de S X S engendré par r).
Soit encore w' la donnée de descente sur fr^y), image de w par le fonc-
teur © d e (10.6), où (f, f ( ) , f i , t2) remplace ( f ,g ,g ' ,g" ) . Comme plus haut,
nous savons que w' est obtenue par transfert suivant l'isomorphisme
canonique /3 : ^(y) -> Y(R') à partir de la donnée de descente rela-
tive à r' définie sur Y(R') par la restriction de Y à la colonne de R'. Or
cette restriction est aussi celle de X. On en déduit que w' est obtenu
par transfert suivant a /B a. partir de la donnée de descente naturelle de
r'^x). Cette propriété caractérise w ' , mais aussi w . En effet , le foncteur
f ^ 0 est fidèle puisque f^ est un morphisme de F-descente et on a
wt = ^O'^^o^' (^p » où les S[ sont des isomorphismes qui dépen-
dent de y mais pas de w^, cf. (10.7). L'isomorphisme OC/3 est compatible
avec la donnée de descente naturelle de tn^y) et avec v, mais n'est pas
nécessairement égal à l'isomorphisme m de l'énoncé. Cependant, puisque f^
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est un morphisme de F-descente, il existe un R-automorphisme de y,
noté a, tel que OC/3 = m.fQ^a). On en déduit que l'on peut supposer que
m = OC/3,- ce qui prouve (ii).

Prour prouver (iii), on note que l'effectivité de w (resp. de u) équi-
vaut à l'existence d'un prolongement de Y (resp. de X) à ^ X S et que la
valeur en S d 'un tel prolongement, notée z, vérifie A (z)^ (y,w)
(resp. A^. (z) =; (x,u)). Le ŝ  hypothèses de (ii) (resp. (ni)) assurent que
le foncteur restriction de SxS à SxS (resp. à S X S) est pleinement

A

fidèle.^ce qui prouve que si Z prolonge Y (resp. X) sa restriction à SxS
(resp. S x S ) est isomorphe à X (resp. Y).

C.Q.F.D.

Voici un énoncé qui précise 6.25. (ii) et 6.27. (iii).

Proposition 10.10. Soit Cp : F -" E un foncteur fibrant. Soient f
et g deux morphismes composables de E, de composé fg = r. Supposons f
et r quarrables.

(i) Si r est un morphisme de F-0-descente il en est de même de f ,

(ii) Si r est un morphisme de F-descente il en est de même de f ,
à condition que le morphisme r' déduit de r par le changement de base f
soit de F-0-descente (ce qui est vrai si g est un morphisme de F-0-descente
ou bien si r est un morphisme de F-0-descente universelle).

(iii) Si r est un morphisme de F-descente effect ive , il en est de
même de f , à condition que r soit, de plus, un morphisme de F-descente
universelle.

Preuve, (i) est une trivialité sur les foncteurs image inverse. Pour
prouver (ii) et (iii), on introduit le produit fibre

^
R-=————————R XgS'

(10.12) r r'
V V
S-————————S'

f

et on construit le diagramme analogue à (10.11), avec les mêmes notations.
C'est pour cela que l'on a supposé f et g quarrables, ce qui est évidemment
un peu trop. Il est clair que g définit une section de f^, c'est à dire un
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morphisme s : R —> R x ^ R ' tel que fr\s == idn et r's = g. Par suite le
crible de E /n engendré par frv est égal à E /n et tn est un morphisme de
F-descente universelle. On prouve (ii) (resp. (iii)) en appliquant 10.8. (i)
(resp. 10.8. (ii)).

Voici un énoncé qui précise 6.25. (iii) et 6.27. (i).

Proposition 10.11. Soit (p : F -> E un foncteur fibrant. Soient f
et g deux morphismes composables de E, de composé r = fg. Supposons
l'existence, dans E, des produits fibres finis dont l'un des facteurs est r,
f ou g.

(i) Si f et g sont des morphismes de F-0-descente, il en est de
même de r.

(ii) Si f et g sont des morphismes de F-descente et si g est un
morphisme de F-0-descente universelle, r es tun morphisme de F-descente.

(iii) Si f et g sont des morphismes de F-descente effective et si g
est un morphisme de F-descente universelle, r est un morphisme de F-
descente effective.

Démonstration* (i) est trivial. Pour prouver (ii) et (iii), on construit
le produit fibre (10.12) et le diagramme (10.11). On applique également
10.8., mais en échangeant les rôles de r et de f . On sait que fr», fi et fn
ont des sections et sont des morphismes de F-descente effective univer-
selle. Pour prouver (ii), il nous reste à montrer que r' est un morphisme
de F-descente et que r" est un morphisme de F-0-descente. Or g domine
r' et g est un morphisme de F-descente et de F-0-descente universelle.
D'après 10.10. (ii), r' est donc un morphisme de F-descente. D'après
6.25. (ii), c'est un morphisme de F-0-descente universelle, donc aussi r".
Pour prouver (iii), il nous reste à montrer que r' est un morphisme de F-
descente effective, que r" est un morphisme de F-descente et que r" ' est
un morphisme de F-0-descente. Or g est un morphisme de F-descente
effective et de F-descente universelle. Puisque g domine r1 , ce dernier
est un morphisme de F-descente effective d'après 10.10. (iii) et de F-
descente universelle d'après 6.25. (ii).

C.Q.F.D.


