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INTRODUCTION.

Ayanta rédiger]'exposé VII du Séminaire de Géométrie Algébrique de
I'IHES de 1961, qui devait &tre consacré au formalisme général de la
théorie de la descente, nous avons été conduit, et méme poussé, a y
inclure un certain nombre de considérations qui n'ont qu' un rapport loin-
tain avec la Géométrie. C'est une des raisons pour lesquelles ce travail
est présenté de maniére autonome, 1'autre étant sa date d'achévement. La
Géométrie Algébrique moderne faisant grand usage des techniques de
descente, il est bon qu'elles soient exposées en détail. C'est aussi la
raison pour laquelle nous ne donnons que peu d'exemples : on en trouvera
dans le séminaire susnommé et dans celui de 1963.

Le paragraphe a) du numéro 1 rappelle quelques définitions de
SGAVI et, en particulier, celle de foncteur fibrant qui est fondamentale
dans tout ce travail. On y trouvera quelques précisions sur les clivages
(choix des images inverses) et sur différentes catégories de foncteurs
attachées de maniére naturelle a4 une catégorie fibrée. Quant au para-
graphe b), il est centré autour de 1.13. dont la signification est expliquée
aprés 1'énoncé.

Le numéro 2 n'a pas de rapport avec les catégories fibrées. On y
donne un critére de représentabilité des foncteurs contravariants de (Cat)
dans (Ens). La condition évidente de commutation aux limites inductives
est ici suffisante. En fait on donne un critére plus maniable, cf.2.6 (iii).

Variations sur le méme théme au numéro 3.

A I'aide des .ésultats des numéros 2 et 3, on résoud complétement
dans les deux premiers paragraphes du numéro 4 le probléme suivant :
"étant donné un foncteur d : E —D, le foncteur changement de base
X~~X X pE admet-il un coadjoint ?". On notera que I'adjoint est fourni
par la composition avec d. Le paragraphe c), plus laborieux, résoud un
probléme analogue, obtenu en remplagant les foncteurs par les foncteurs
cartésiens. Pour un énoncé précis, voir 4.7.. En vue du théoréme 8.8.,
le paragraphe d) explicite une propriété fonctorielle des objets ainsi cons-
truits.

Le numéro 5 exprime mathématiquement le sentiment général suivant
lequel "on peut négliger les isomorphismes de transitivité de 1'image



inverse". Toute E-catégorie fibrée est E-équivalente 4 une E-catégorie
scindée, (c'est-a-dire ol l'on a transitivité vraie de l'image inverse).On
a également un résultat plus fin, 5.10., mais qu'il faut manier avec pré-
caution (cf. 5.12.).

Avec le numéro 6, on aborde la théorie de la descente. En utilisant
exclusivement les catégories de sections cartésiennes, on peut donner
des définitions fort simples, surtout adaptées a l'étude de la descente
universelle, trés fréquente en pratique. Les théorémes ainsi obtenus 2
peu de frais (6.16. et 6.25.) devront étre précisés au numéro 10.

Les numéros 7 et 8 développent les techniques nécessaires pour
passer du langage de 8 a celui de 9. On y trouvera un bref commentaire
au début de chaque paragraphe.

Les définitions de 6 sont traduites au numéro 9 dans le langage
des "objets munis d'une donnée de descente", plus artisanal et parfois
disgracieux, mais plus proche de l'intuition et, surtout, fort utile dans
les applications. Pour clarifier l'exposé, le paragraphe a) est limité a
I'étude d'un seul morphisme; le cas des familles s'en déduit au para-
graphe suivant.

Le titre du numéro 10 en explique le contenu. Disons simplement
que, pour la commodité du lecteur, on y donne les références des résul-
tats déja obtenus.
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1. Comportement fonctoriel de HomE/. (E’, F) et de Lim (E' X gF/E").

1. a) Rappels.

Nous allons d'abord rappeler, en les complétant, les propriétés
élémentaires des morphismes cartésiens, déja énoncées dans S.G.A.VI.

Soit f: F —» E un foncteur. Nous désignons par les mémes lettres
(s et b) les applications source et but de F et de E. Les éléments de
FI(F) ou de Ob(F) seront affectés d'un ' . Soit m'€FI(F) et soit neFI(E).
Supposons que

(1.1) b(n) = s(f(m")).
Posons
(1.2.) f(m') = m, mn = p.

Considérons la condition :

(1.3)c(m', n)<=>(quel que soit p' €F1(F) tel que f(p') = p et b(p') = b(m),
il existe un et un seul n' €F1(F) tel que m'n' = p' et f(n') = n)
Comme il se doit, lorsque nous écrivons m'n' = p', cela signifie

d'abord que s(m') = b(n'), i.e. que m' et n' sont composables.

P

Définition 1.1. Soit f: F—E un foncteur et soit m'€FI(F). On dit
que :
(i) m' est cartésien (relativement 3 E) si on a c(m',n ), lorsque
o = ids(f(m"))
(ii) m' est hypercartésien (relativement 2 E) si on a c(m',n), pour

tout n€FI(E) tel que b(n) = s(f(m"));



(iii) le foncteur f est préfibrant si, pour tout meFI(E) et tout x' €Ob(F)
tels que f(x') = b(m), il existe m'e€FI(F), m' cartésien,
tel que f(m') = m et b(m') = x';

(iv) f est fibrant s'il est préfibrant et si, de plus, le composé de
deux morphismes (de F) qui sont cartésiens est un morphisme cartésien,
ou encore si (iii) est vérifiée lorsqu'on y remplace cartésien par hyper-
cartésien.

Un morphisme hypercartésien est évidemment cartésien.

Lemme 1.2. Soit f: F —=E un foncteur. Soient m' et n' deux fléches
composables de F: s(m') = b(n").

(i) si m' est hypercartésien, pour que n' le soit il faut et il suffit
que le composé m'n' le soit.

(ibis)si n' et m'n' sont cartésiens, on a c(m', f(n')).
(i1) si f est fibrant, tout morphisme cartésien est hypercartésien.

La démonstration de (i) et de (ibis) est triviale. On a démontré (ii)
dans S.G.A.VI.G.11.

Lemme 1.3. Soit un diagramme de (Cat):

1

F < & . F

(1.4) f f'
g

E > E'

dans lequel F' est un produit fibré de F etde E' au dessus de E. Soit
meFI(F').

(i) pour que m soit E-cartésien il faut et il suffit que g'(m) et f(m)
le soient;

(ii) pour que m soit E'-cartésien, il faut et il suffit que g'(m) soit

E-cartésien.

Cf. S.G.A.VI.6.3, et 6.6..

Si, dans 1.3 (i), on remplace "cartésien" r "hypercartésien"
b I ’
le "il suffit" subsiste, mais pas le "il faut".



Corollaire 1.4, Si le carré (1.4) est un produit fibré de catégories,
et si le foncteur f est fibrant, le foncteur f' I'est aussi.
Remarque 1.5. Rappelons que, d'aprés SGA VI 7.1., si
f:F -~ E
est un foncteur, il y a une correspondance biunivoque entre I'ensemble

des clivages de f (on dit aussi de F/E) et |'ensemble des parties K de
Fl (F) telles que :

a) tout m'eK est cartésien,

b) pour toute fleche m: T~S de E et tout x€Ob(F) tels que f(x) = S,
il existe un m'€K, unique, de but x et tel que f(m') = m.

Pour tout clivage de f, I'ensemble K qui lui est associé s'appelle
I'ensemble des morphismes de transport.

Rappelons que pour qu'un clivage soit un scindage il faut et il
suffit que l'ensemble des morphismes de transport soit stable par compo-
sition. C'est alors l'ensemble des fléches d'une sous-catégorie de F qui
a méme objets que F.

Scholie 1.6. Soit c un clivage d'un foncteur fibrant f: F ~ E. Pour
toute fléche m: T — S de E, il définit un foncteur

(1.5) m: FS - FT
ou pour tout X€Ob(E), on note Fy la catégorie fibre de f en X. Ce " fonc-

teur image inverse " était noté m* dans SGA VI 7.1.;nous préféfons inclure
c dans la notation. Pour tout x€Ob(Fg), nous désignerons par

(1.6) cp(x) @ mS(x) - x

le morphisme de transport de but x et de projection m.
Pour tout S-morphisme a:y - x, l'image inverse de a par m est carac-
térisée par la relation

(1.7) a.cpy(y) = cp(x).mS(a).

Si U 2T ™ S sont deux fleches composables de E, le clivage
définit un isomorphisme de foncteurs
(1.8) Cm,n n¢.m€ - (mn)€.

P.our tout XEOb(Fs ), le U-morphisme cm,n(x) est caractérisé par la rela-
tion

(1.9) Cmn(X)-Cp o(X) = cp(x).cp(m (X))



SiVE U2 T 2S sont trois fleches composables de E, on a, pour tout
x€Ob(E),

(1.10) Cmnp()Cn @GN = cpp (0.6 H(O),
ainsi qu'il est prouvé dans SGA VI 7.4.B).

Pour terminer ce scholie, signalons que, lorsque le clivage est
explicitement donné comme un scindage nous emploierons des notations
plus commodes. Pour toute fleche m: T —S de E, nous désignerons par

(1.11) m*: Fg - Fy

le foncteur image inverse relatifa m et, pour tout objet (resp. toute fléche)
x de la catégorie fibre Fg, nous noterons

(1.12) Xp: x™ - x, x® = m¥*(x),

le morphisme de transport de but x et de projection m. Pour tout couple
U8 T ®S de fleches composables de E, on a

* K * myn _ .mn - m
(1.13) n*.m™ = (mn)*, ™M =x et Xpn = xp.(xM),.

Nous allons maintenant donner un procédé de calcul des sections
cartésiennes d‘une E-catégorie scindée.Soitdonc f: F = E une E-catégorie
munie d'un scindage noté comme il vient d'étre dit. Soit x: E - F une
section cartésienne de f.

Pour tout S €Ob(E), posons
(1.14) xg = x(8) , xgeOb(Fg) ,
Pour toute fléche m: T-S de E, il existe un T-isomorphisme
(1.15) Up X xg™
x(T)

caractérisé par X(m)i l
Um
(1.16) (xg)p -4y = X(m) x(S) x(S)™

x(S)y,

En effet, le morphisme de transport (xg)y, = x(S);, a méme projection et

méme but que x(m) et tous deux sont cartésiens. Pour tout couple de
N n..m

fleches composables de E,U =T =S, ona

(1.17) u fu = u

m 'n mn °
En effet x est un foncteur. On a donc x(mn) = x(m)x(n), qui se traduit,
grice a (1.16), par

() mpUmn = XD mUm-EXDgYy -



Avec les notations utilisées pour un scindage, la formule (1.7)donne
up-(x)y = (xg™gpup®

et, d'aprés (1.13), on en déduit

(xS)mn'umn = (XS)mn'umn‘ Un
qui prouve (1.17), car (xg)p, est cartésien et, de plus, les deux membres
de (1.17) sont des U-morphismes.

Proposition 1.7. Soit ¢ : F~ E une catégorie munie d'un scindage

(i) Les formules (1.14) et 1.16) établissent une bijection entre
l'ensemble des sections cartésiennes de f et l'ensemble des familles
(xg,up ), SEOb(E), meFI(E), xg €0b(FS), um€IsomT(xT,xSm),vérifiant(1.17)
pour tout couple (m,n) de fléches composables de E.

(ii) De plus, si x et y sont deux sections cartésiennes de f et si
(xg,up) et (ygvp)
désignent les familles qui leur sont ainsi associées, pour qu'une famille
(aS)SEOb(E) de S-morphismes ag:yg - xg définisse un morphisme de
sections cartésiennes a:y - x, il faut et il suffit que, pour toute fléche
m: T ~Sde E, on ait

(1.18) up.a = agMv.

Démonstration :

(i) Pour construire la section cartésienne correspondant i une telle
famille, on utilise les formules (1.14) et(1.16). Il suffit de vérifier que
pour tout couple (m,n) de fléches composables de E, on ax(mn) = x(m)x(n),
ce qui résulte de (1.17) en remontant les calculs précédents.

(ii) La seconde assertion signifie que, pour toute fléche m: T —S
de E, la relation (1.18) équivaut a ag.y(m) = x(m).aT . D'aprés (1.16)
celle-ci équivaut a

(1.19) as.(ys)m.vm = (X§) Um-2T
quj,d'aprés (1.7) équivaut a

(xs)m .asm.vm = (xS)m up.aT
laquelle équivaut a (1.18), car (xs)m est cartésien et les deux membres de
(1.18) sont des T-morphismes.

C.Q.F.D.



Lemme 1.8. Soit f: F — E un foncteur et soit K une partie de
FI(F). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est fibrant et K définit un clivage de f;

(ii) tout m'eK est hypercartésien et, pour tout meFI(E) et tout
x'€Ob(F) tels que f(x') = b(m), il existe un, et un seul, m'€éK tel que
b(m') = x' et f(m') = m.

Rappelons d'abord que, pour que f admette un clivage, il faut et il

suffit que f soit préfibrant. (§.G.A.VL.7.2). Le lemme résulte facilement
de la et de 1.1.;

Lemme 1.9. Reprenons le diagramme (1.4) de 1.3., en supposant
encore que F' soit un produit fibré de F et de E' au dessus de E. Soit
KeFI(F) et soit

(1.20) K' = {meFI(F') | g'(m)eK }
Si f et K vérifient les conditions de 1.8. il en est de méme de f' et K'.
Résulte de 1.3..

Ceci dit, rappelons que, si f: F = E et g: G ~ E sont deux foncteurs,
ou, comme on dit parfois, si F et G sont deux E-catégories, on a défini
dans S.G.A.VI.2. la catégorie HomE/.(F,G). Dans le cas particulier ou
f=idg F = E, nous poserons :

1.21) I(G/E) = HomE/.(E,G), (SGA VI, page 13)
et
(1.22) I'(G/E)= Ob [I'(G/E)] = Homg(E,G).

Rappelons que Hom’E/.(F,G) est une sous-catégorie de Hom (F,G)
non pleine en général.

Nous désignerons par
(1.23) HomE/.‘(F,G)
la sous-catégorie pleine de Homg,.(F,G) dont les objets sont les

E-foncteurs de F dans G qui transforment tout morphisme de F en un
morphisme cartésien de G.

Nous désignerons par
(1.24) Hom_,,  (F,G)

la sous-catégorie pleine de Homg ,.(F,G) dont les objets sont les E-
foncteurs cartésiens de F dans G, i.e. les foncteurs qui transforment tout

r représente un gamma gras et designe une catégorie, contrairement a r qui désigne son
ensemble d'objets.



morphisme E-cartésien de F en un morphisme E-cartésien de G.
Homg, °(F,6) C Hom,  (F,G) C Homg, (F,G) C Hom(F,G)
plein plein
Rappelons que si F = E et sif = idg, on a, par définition,

(1.25) L:ln(G/E) = HomE/.'(E,G) = Hom_.__.(E,G).

cart

Lemme 1.10. Soit f: F ~ E un foncteur. Soit
i: F¢€ - F
le foncteur d'inclusion de la catégorie FC dans la catégorieF, ou F€ est
la sous-catégorie de F qui a méme ensemble d'objets et dont les fléches

sont les seules fléches hypercartésiennes de F.(C'est une catégorie en
vertu de 1.2. (1)). Le foncteur naturel:

I'(F¢/E) - I(F/E)
induit une bijection entre I'F€/E) et Ob(Lim(F/E)).

(N.B. ce foncteur est fidele, mais, en général, il n'est pas pleinement fi-
déle).

Il suffit de prouver que, si
c: E - F

est une section cartésienne de F/E,pour tout meFI(E)0(m) est non
seulement cartésien mais encore hypercartésien. Soit donc n€FI(E) tel
que b(n) = s(m). Nous devons vérifier la condition c(0(m),n). Posons

(1.26) m' = O0(m), p = mn.
Soit p‘EFl(F) tel que b(p') = b(m') et f(p') = p.
Par hypothése, O(p) est cartésien, il existe donc un q'€FI(F), unique,
tel que O(p)q' = p"et f(q") = ids(p
(1.27) m'n' = p' et f(n') = n.

) Si l'on pose n' =.0(n)q', on a

S'il existe n"€F1(F) tel que m'n" = p' et f(n") = n, il existe q"€FI(F)

tel que n" = 0(n) q" et f(q") = ids(n)’ car 0(n) est cartésien. On en
déduit que

p' = O(mn" = o(m)o(n)q" = o(p)q"

donc q" = q', car O(p) est cartésien, donc n" = n'.

C.Q.F.D.



Lemme 1.11. Soit U un univers, soit I une U-cacégorie et soit
X :19 = (Cat) un foncteur. Soit E une U-catégorie etsoit, pour tout i€Ob(I),
un foncteur m(i): X(@i) ~ E.

Supposons que les m(i) fassent de E une limite inductive du fonc-
teur X.

(i) pour toute U-catégorie F, le foncteur
Hom(E,F) -~ hln(Hom(X(i),F) ,
induit par composition avec les m(i), est un isomorphisme.
(ii) pour toute E-catégorie ¢: F ~ E, le foncteur
I(F/E) = HomE/.(E,F) = lim Homg ; .(X(i),F)
induit par composition avec les m(i) est un isomorphisme,

(iii) Si le composé de deux morphismes E-cartésiens de F est
E-cartésien (par exemple si Qest fibrant), le foncteur

m:Lim(F/E) - lim Homg ; “(X(i),F)
induit par le précédent est un isomorphisme.

Prouvons (i). Par définition d'une limite inductive,ce foncteur est
bijectif sur les objets. Pour montrer qu'il I'est sur les fléches, il suffit
de savoir que OWKE) est réunion des images par les m(i), i€Ob(l), des
ensembles Ob(X(i)) et que FI(E) est le saturé, pour la loi de composition
de E, des images par les m(i), i€Ob(I), des ensembles F1(X(i)), ce qui est
connu.

(ii) résulte aisément de ceci. Prouvons (iii).
Du fait que HomE/.‘(A,F) est une sous-catégorie pleine de HomE/.(A,F)
pour toute E-catégorie F, on déduit que le foncteur m est pleinement
fidéle et "injectif sur les objets". Qu'il soit "surjectif sur les objets "
résulte de la propriété de FI(E) énoncée ci-dessus et du fait que le com-
posé de deux morphismes E-cartésiens de F est E-cartésien.

Soit S un objet d'une catégorie E. Rappelons la définition de "la
cotégorie des obiets de E au dessus de S", notée E/g. Un objet de E /g
"est une fleche de E de but S. Une fléche de E/S est un couple
vt S de fléches composables de E. On la note (f,g), dans cet ordre.
La source d'une telle fléche est le composé fg et son but est f. Une flé-

che de E /g de source h et de but f est donc déterminée par une fléche g
de E veritiant fg =

Pour que deux fleches (f,g) et (h,k) de E/g soient composables, il
faut ¢t il suffit que I'on ait fg = h; leur composé estalors (f,g)(h,k) =(f,gk)



Pour tout SEOb(E), on a un foncteur
(1.28) sg ¢ E/S - E,

défini par son action sur les fléches : sg((f,g)) = g, qui est appelé le
foncteur source.

Pour toute fléche f: T = S de E, on a un foncteur
(1.29) E/f:E/T - E/S ,
défini par son action sur les fléches E/f ((g,h)) = (fg,h).
Le diagramme ci dessous est commutatif
E/t
E/r >E/s

(1.30)
ST ss
E

f
et, siU £T ~S sont deux fleches composables de E, on a

(1.31) E/fg = E/f'E/g .

a

Autrement dit, en associant & tout SEOb(E) son foncteur source, (lequel
est un objet de (Cat)/E), on définit un foncteur

(1.32) E/ : E - (Cav)/E
Les foncteurs source font de E la limite inductive du foncteur
(1.33) E -~ (Cat) , S ~ E/S ’

Lemme 1.12. Soient F YD ZE deux foncteurs composables.
Pour tout SEOb(E), posons DS = DXE(E/S) et FS = F XE(E/S).
Pour tout SEOB(E), posons
(134)  H(S) = Homg,.(DS,F), (ona H(@) =I(F/DS),
et
(135)  K(S) = Homg,."(DS,F), (on a K(S) ~ Lim(FS/DS)).

La composition avec les foncteurs E/f , définit deux systémes projectifs
(foncteurs)

(1.36) H:E®° - (Cat) et K:E® - (Cat)
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et la composition avec les foncteurs source définit, en vertu de la commu-
tativité des triangles (1.30), deux facteurs

(1.37) h: L(F/D) - ’I:LHH et k: Lf_m(F/E) ~ limK.

Ce sont des isomorphismes.

Il est aisé de voir que E est limite inductive des catégories E/S
au moyen des foncteurs source et que D est limite inductive des catégo-
ries DS au moyen des premiéres projections. D'aprés le lemme précédent,
h est un isomorphisme et il en est de méme de k lorsque le composé de
deux morphismes D-cartésiens de F est D-cartésien. En fait k est un
isomorphisme sans hypothése sur F car l'ensemble FI(D) est réunion des
images par les premiéres projections des ensembles F1(DS), S€Ob(E).

1-b) Changements de base.

Soit f: F = E un foncteur et soit A: E' = E un foncteur que 1'on
considére comme un "changement de base". On sait (S.G.A.VL.3. etc..)
qu'il existe un isomorphisme fonctoriel en E'.

(1.38) I'(FxgE'/E’) = HomE/.(E',F),
qui induit un is omorphisme non moins fonctoriel :
(1.39) Lim(FxgE'/E') = Homg /. (E'F).

Nous allons admettre entre deux changements de base, i.e. entre
deux foncteurs de but E, une assez grande quantité de morphismes. Pour
cela il nous faut choisir un univers U, cf. S.G.A.VL1.. Plus précisément
on appelle catégorie des changements de base la catégorie (Cat), /g de
de S.G.A.VL.11.B..

Rappelons sa définition .

Un objet de (Cat) / / Eest un couple (U,p), ou U est une U-catégorie
i.e. une catégorie dont l'ensemble d'objets et I'ensemble de fléches ap-
partiennent a 'univers U, et ot p: U - E est un foncteur.

Une fleche de (Cat), /g est un WU,p,f,m,V,q), ou U et V sont des
J-catégories, ot p:U - E, f: U =~V et q: V = E sont des foncteurs et
W m: p ~qf est un morphisme de foncteurs :

Ee P
1.40) ) m lf
q
v
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La source de cette fleche est (U,p) et son but est (V,q).

Pour que deux fléches ¢ = (U,p,f,m,Y,q) et (W,r,g,n,X,s) = Y
de (Cat)//Esoient composables, il faut et il suffit que
s(@) = by,

autrement dit :
W,p) = X,s),

par définition, leur composé est alors:

(1.41) @.y = (U,p,f,m,V,q) (W,r,g,0,U,p) = (W,r,fg,(mg)*n,V,q).

N U= L4

(1.42)

La formation de (Cat)//E est fonctorielle en E. Si
AN: F - E

est un foncteur, on en déduit un foncteur
(1.43) N* (Cat) y/F = (Cav)/ /E
en posant, pour toute fléche (U,p,f,m,V,q) de (Cat)//F ,
(1.44) N [W,p,£,m,V,q)] = (UAp,£,A m,V,\q).

Si (F,)\) est une E-catégorie nous noterons (Cart) // F/E la sous-
catégorie pleine de (Cat) //F dont les objets sont les p: U - F qui

transforment tout morphisme de U en un morphisme E-cartésien de F.
Nous noterons

(1.45) A\° . (Cart) yyp/g ~ (Cav)//E
la restriction de A" & (Cart)//F/E -

La proposition suivante est le résultat principal de ce numéro:
Théoreme 1.13. Si le foncteur
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N: F - E
est fibrant,
(i) le foncteur ¥ (Cat)//F - (Cat)//E I'est aussi,
(ii) le foncteur A° : (Cart)//F/E - (Cat)//E I'est aussi,
(iii) si, de plus, on se donne un clivage de F sur E, on sait cons-
truire de maniére canonique (cf.(1.78)) un clivage de (Cat)//F sur(Cat)//E

(en abrégé: un clivage de \') et un clivage de A%, lequel est induit

(cf.(1.77)) par celui de A

Indiquons rapidement pourquoi cette proposition justifie le titre de
ce numéro.

Les catégories fibres (S.G.A.VI.4.) des foncteurs A* et \°sont
remarquables. En effet, il est clair que la fibre de A" au dessus de
W,p) €Ob((Cat)//g s'identifie & la catégorie HomE/.(U,F), ou encore A
E(FXEU/U). Par cet isomorphisme, la fibre de A9 qui est une sous-
catégorie pleine de la précédente, se trouve identifiée 2 Homg /."(U,F),

ou encore & Lim (Fx EU/U).

Par définition d'un clivage, (S.G.A.V1.7), & toute fléche de (Cat)//E
f:,p) - (V.q), f=(u,p,fm,V,q),

se trouve associé un foncteur "changement de base" sur les fibres
correspondantes :
(1.46) f* : D(FxgV/V) - I(FxgU/U),
du moins lorsque I'on a choisi un clivage de f. Ceci d'aprés 1.13.(iii).
Ce foncteur induit un autre foncteur changement de base :
(1.47) fe. Lim(FxgV/V) - Lim(FxgU/U),
de plus, si fet g sont deux fléches composables de (Cat)//Ev il existe
un isomorphisme de foncteurs, bien déterminé par le clivage de f:

(1.48) c*f,g: g f* - (fp*,

qui induit un isomorphisme de foncteurs :

(1.49) pg g1 - gl

de maniére que la condition S.G.A.VI.7.4.B). soit vérifiée.

En l'occurence, le point de vue des foncteurs changements de base
n'étant pas trés adéquat, nous utiliserons la remarque 1.5. pour démontrer

1.13.
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La premiere étape de la démonstration consiste & déterminer les
morphismes hypercartésiens de (Cat)//f sur (Cat)//E.

Lemme 1.14. Soit A: F -~ E une E-catégorie.Pour qu'un morphis-
me ' = (U,p,f,m,V,q) de (Cat)//F (resp. (Cart)//F/E soit hypercar-
tésien relativement a (Cat)//E, il faut et il suffit que, pour tout XeOb(U)
le morphisme de F:

m(X) : p(X) - qf(X)
soit hypercartésien relativement a E.

L'énoncé analogue ol l'on remplace hypercartésien par cartésien
est faux.

Démontrons que la condition est suffisante. On peut oublier le
"resp." car (Cart)//F/E est une sous-catégorie pleine de (Cat)//F et,
par suite, un morphisme de la premiére qui est hypercartésien dans la
seconde l'est aussi dans la premiére: "il y a moins de conditions a
vérifier".

Posons
(1.50) f= NAf') = (UXp,f, Am,V, \q).
Pour tout gEFl((Cat)// p) telque
(1.51) b(g) = s(b),
il nous faut prouver que la condition c(f' , @) de (1.3) est vérifiée.
Posons
(1.52) fg = b,
et soit h'EFl((Cat)//F) tel que
(1.53) b(h" = b(f"
et tel que
(1.54) N (k') = h.
Il nous faut prouver qu'il existe un g'EFl((Cat)//F), unique, telque:
(1.55) , f'g' = b’
(1.56) Ng') =g,

En vertu de (1.53), h'est de la forme :
(1.57) h'=(T,t,h,k,V,q).
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On a donc «

(1.58) h = (T,At,h, Ak, V,\q).

Il resulte de (1.51) et de (1.52) que Jestde la forme:
(1.59) g = (T,At,g,n,U,Ap).

En vertu de (1.52), on a:
(1.60) fg = h et (Amg)xn = Ak.

I1 nous faut trouver g' = (A)a,g',n',B,b).

En vertu de (1.56), il faut que s(g') = s(h'), donc

(Aja) = (T,0),
il faut aussi que b(g') = s(f'), donc :
(B,b) = (Up),
et enfin:
(1.61) fg' = h, (mg)*n' = k.
En vertude X\ (g') = g. il faut que
(1.62) g =g et An' = n.
Il en résulte que g'est nécessairement de la forme :
(1.63) g' = (T,t,g,n',U,p).
La seule inconnue est finalement un morphisme de foncteurs :
(1.64) n':t - pg,
assujetti a vérifier:
(1.65) An' = n:At - Apg
et
(1.66) (mg)xn' = k:t — qfg.

Pour tout X€Ob(T), le morphisme m(g(X))eEF1(F) est hypercartésien.

Si l'on applique la condition c(m(g(X)), n(X)), on trouve qu'il existe un
n' X) €F1(F), unique, tel que:

(1.67) n'(X): ((X) ~ pg(X)

(1.68) AMn'(X) = n(X): Ae(X) - Apg(X)
et

(1.69) m(g(X))n'(X) = k(X).

Il reste a prouver que la famille (n'(X))xcop(T) définit un morphismede
foncteurs, n', qui vérifiera nécessairement les conditions (1.64), (1,65) et

(1.66).



15

Soit donc une fléche de T :
u: X - Y.
Il nous faut prouver que :
(1.70) n'(Yt(u) = pglun'X).
Or (1.70) est vraie en projection, ce qui signifie que les images par
le foncteur A des deux membres de (1.70) sont des fléches de E qui sont

égales. En effet, cela résulte de (1.68) et du fait que n est un morphisme
de foncteurs. On remarque alors que

m(g(Y)): pg(Y) —~ qfg(Y)
est une fléche hypercartésienne de F. En appliquant la condition
c(m(g(Y)), Apg(u)n(X)), ce qui est licite, on est rrmené & prouver que :

(1.71) m(g(Y))pglun'X) = m(g(¥)n'(Y)t(u).
Or le premier membre de (1.71) est égal a
(1.72) qfg(u)m(g(X))n'(X)

car m: p —~ qf estun morphisme de foncteurs.
En vertu de (1.69), (1.72) est égal a:

(1.73) qf g(w)k(X).
Par ailleurs, le second membre de (1.71) est égal a
(1.74) k(Y)t(u),

en vertu de (1.69).
Or, fg = hd'aprés (1.61) et (1.62), et par ailleurs
k:t - qh

est un morphisme de foncteurs. Il en résulte que (1.73) et (1.74)sont égaux,
donc (1,70) est vérifiée.

On a ainsi prouve que la condition de 1.14 est suffisante.
Prouvons qu'elle est nécessaire.

Soit ' = (U,p,f,m,V,q) une fléche hypercartésienne de (Cat//F)
(Resp. (Cart)/ /F/E)- Nous devons prouver que, quel que soit
XeOb(U), m(X) :p(X) - qf(X) est une fléche hypercartésienne de F. Nous
devons donc prouver que, pour tout n€FI(E) tel que

(1.75) b(n) = s(A(m(X)) = Ap(X),
la condition c¢(m(X),n) est vérifiée. Nous allons construire une fléche ¢
de (Cat)//E telle que la condition c(f',g), relative a (Cat)//F sur

(Cat)//E), (Resp. (Cart)// F/E Sur (Cat)//E ), soit équivalente a la
condition c(m(X),n), relative a F sur
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Désignons par S €Ob(E) la s ource de n:
n:S - Ap(X).
Soit g = (S, s,g,n',U,\p) une fleche de (Cat)//Ev telle que
- § soit la sous-catégorie de E qui a pour seule fleche la fléche
identique de S,s: § = E étant le foncteur d'inclusion de S dans E; ( en
vertu des axiomes d'un univers, S est une U-catégorie);

-g:§ ~U est le foncteur tel que g(S) = X;
-n':s = Apg est le morphisme de foncteurs tel que
n'(S) = n:s(§) = S ~ ApgS) = Ap(X).
Il est clair que
b(® = s(\"(f"),
et que par suite la condition c(f',g) a un sens. Le lecteur prouvera sans

peine qu'elle équivaut a c(m(X),n).

Corollaire 1.15. Soit A: F -~ E un foncteur fibrant. Soit
f'eF1((Cat) /F ), une fléche hypercartésienne par rapport & (Cat)//E . Si
le but de f/appartient a Ob(Cart)//F/E , il en est de méme de sa source.

Posons f' = U,p,f,m,v,q).

Il nous faut prouver que la source (U,p) de f'appartient a
Ob((Cart) // g/ E ), c'est-a-dire que, pour toute fléche de U:

u: X -~ Y,
p(u) est une fléche E-hypercartésienne de F. En effet, le foncteur A est
fibrant, donc cartésien équivaut a hypercartésien (1.2.(ii)).

Or on a un diagramme commutatif :

qf(u)
qf(X) >qf(Y)
m (X) m(Y)
p(u)
p(X) p(Y) .

Par hypothése, (V,q) €Ob((Cart)//F/E), donc qf(u) est cartésien
par définition, donc aussi hypercartésien. Par ailleurs f'est hypercartésien
donc, d'aprés 1.14.,m(X) est hypercartésien, donc aussi, d'aprés 1.2.(i) ,
le composé qf(u)m(X). Or m(Y) est hypercartésien, donc aussi p(u), tou-
jours d'aprés 1.2.(i).
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Il nous reste a démontrer 1.13.

On sait que tout foncteur fibrant admet un clivage. Soit donc
KC FI(F) vérifiant la condition 1.8.(ii).ll nous suffit de trouver une
partie K * de Fl((Cat) F) veérifiant la condition 1.8.(ii), o1 'on remplace
le foncteur f de 1'énoncé par le foncteur N de (1.18). En effet, si l'on a
un tel K, posant

(1.76) K®= {f'k | bue(f')eob((Cart)//F/E)}

il résulte de 1.14. et 1.15. que K°®vérifiera également la condition 1.8(ii),

ot l'on remplace le foncteur f de 1'énoncé par le foncteur A°de (1.45).

On aura donc
0

(1.77) K°= K*nFI(Cart), /E/E),
ce que !'on traduit dans 1.13.(ii)., en disant que le clivage de Nest in-
duit par celui de \*,
Posons :
(1.78) K* = {W,p',f',m",V,q") €F1((Cat)/ /F | quel que soit XeOb(U)
m'(X) eK

L s . v X L.
Il est déja clair que tout f €K™ est hypercartésien.

}

Il nous reste a prouver que, pour tout
(V,q') €0b((Cat) s /F) et tout feFl1((Cat), /E) tels que:

(1.79) b(H) = N(Via') = (V,Ag),
il existe un f'€K™, unique, de but (V,q"), tel que:
(1.80) Nt = L

En vertu de (1.79), f est nécessairement de la forme
(1.81) f= W,p,fmVAq').

Posons pour simplifier :
(1.82) q = Aq'.

Il reste a trouver { €K*, qui sera nécessairement de la forme :
(1.83) f' = W,p'.f,m'",V,q"),
ce qui signifie que les inconnues sont, d'une part, un foncteur
(tle.lsﬁle prolU ~F
(1.85) Ap' = p,

et, d'autre part, un morphisme de foncteur :

(1.86) m':p' - q'f,
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tel que
(1.87) Am' = m.

Pour tout X cOb(U), le but de m(X) est égal a

AQEX) = qf(X).
Il existe donc une fléche unique a €K, telle que
b(a) = q'f(X) et A(a) = m(X).

Par définition de K*, on a nécessairement
(1.88) m'(X) = a et p'(X) = s(a).

Pour tout u €F1(U), u: X - Y, on doit trouver un morphisme de F.

p'(w): p'(X) ~ p'(Y),

tel que:
A(p'(u)) = p(u)
et
(1.89) m' (Y)p'(u) = q'f(u)m"(X)

Or m est un morphisme de foncteurs, on a donc :
m(Y)p(u) = qf(u)m(X),
ce qui s'écrit aussi:

Am' (Y)HAPp'(W) = Mq'f(wm'(X)).

Appliquant la condition c(m'(Y),p(u)), ce qui est licite car m'(Y)
est hypercartésien, on trouve qu'il existe un tel p'(u) et un seul.

Il reste a vérifier que siu: X » Yetv: Y = Z sont deux fléches
composables de U, avec
w = vu,
on a
(1.90) p'(w) = p'(v)p'(u).
Pour cela on multiplie chacun des deux membres de (1.90) par m'(Z),
qui est hypercartésien, d'ou la conclusion.

C.Q.F.D.

En utilisant 1.9. et en faisant usage de changements de base variés,
la proposition 1.13. permet d'étudier un certain nombre de foncteurs. Par
exemple, soit
(1.91) N:F - E

un foncteur et soit U une catégorie de l'univers {.
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Considérons le foncteur:
r: Hom(U,E) - (Cav)/ /E.
qui, & toute fleche de Hom(U,E), i.e. a tout morphisme de foncteurs :
m: f - g,
ou f et g sont des foncteurs de source U et de but E, associe la fléche:
(U,f,idy,m,U,g)

de (Cat)//E. Donc r est un foncteur injectif (mais non pleinement fidéle
en général).

Désignons par 1" et par 1°les foncteurs déduits de \* et de A°

((1.43) et (1.45)) par le changement de base r. Il est clair qu'ils s'identi-
fient respectivement aux foncteurs définis par la composition avec A

(1.92) 1*: Hom(U,F) - Hom(U,E)
et
(1.93) 1°,Hom"(U,F) -~ Hom(U,E),

ot Hom(U,F) désigne la sous-catégorie pleine de Hom(U,F) dont les
objets sont les foncteurs p: U —~ F.tels que, pour tout ueF1(U), p(u) soit
une fléche E-cartésienne de F.

Supposons que A soit fibrant et soit K une partie de FI(F) vérifiant
1.8.(ii). Soit

(1.94) k* = \ f eFl(Hom(U,F)), f=(m: f - g)|quel que soit XEOb(U){,
m(X)eK )
Soit par ailleurs

(1.95) K° = K*nFl(Hom"(U,F)),

on déduit de 1.13. et de 1.9. le corollaire suivant:

Corollaire 1.16. Sous ces conditions :
(i) le foncteur 1*: Hom(U,F) - Hom(U,E) est fibrant,
(ii) le foncteur 1°: HomYU,F) - Hom(U,E) est fibrant,

cee X .« . .
(iii) les ensembles K~ et K®definissent des clivages des foncteurs

1* et 19 (cf. 1.6.)

On peut décrire les foncteurs image inverse relatifs au clivage de
* . .
1* et 1°de la maniére suivante.

Corollaire 1.17. Soit A: F = E un foncteur fibrant munid'un cli-
vage noté ¢, cf. 1.6.. Soient s,b: U = E deux foncteurs et soitm:s = b
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un morphisme de foncteurs. Désignons par Fg (resp. Fb) la catégorie
déduite de F par le changement de base s (resp. b).

(i) Il existe un U-foncteur cartésien u: F,~ Fg. tel que, pour tout
X eOb(U), le foncteur induit par i sur les fibres en X s'identifie au fonc-
teur image inverse associé par c au morphisme m(X)€FI(E) .

(ii) Modulo 1'identification de sa source (resp. son but) 4 la catégo-
rie fibre de 1°en s (resp. b), le foncteur Lim(1) : Lim(F/U) ~ Lim(F, /U)
est égal au foncteur image inverse associé 4 la fléeche m de Hom(U,E)
par le clivage de 1°.

Preuve de (i). La projection de F (resp. F() sur F induit un
isomorphisme entre la fibre de Fb (resp. F) en X et celle de F en b(X)
(resp. s(X)), par suite (i) a un sens. De plus, la condition qui y figure
définit la rextriction de . aux catégories fibres. Soit alors 7: 7 =& un
morphisme de Fb’ de projection p: Y =X. Si 7": ' = £’ designe sa
projection sur F, la projection de 77’ sur E est b(p): b(Y) ~ b(X). Sil'on
désigne par x: O = { la projection sur F du morphisme /(77) que 1'on
veut associer 4 77, la projection de « :sur E doit &tre s(p): s(Y) - s(X).
Nous savons que & = m(Y) (m') et que { = m(X)(£').Nous définissons
K par la condition qu'il se projette sur s(p) et par la relation
Cm(x)(&D. Kk = 7. Cmey)(M'), ce qui définit w(77) par sa projection
sur FetpsurU

Pour que i(77) soit U-cartésien, il faut et il suffit que sa projection
sur F, (i.e.x), soit E-cartésienne ce qui sera vrai si 7' l'est, carles

. ' [N P
morphismes de transport Cm(X)(§ ) et Cm(Y)(n ) sont E-hypercartésiens.

D'aprés la définition du foncteur m(X)€, (1.7), si p est la fléche
identique de X, cette définition de w(77) coincide avec celle imposée par
(1). D'aprés les propriétés élémentaires des morphismes cartésiens, L est
un foncteur, donc un E-foncteur cartésien.

La preuve de (ii) résulte aisément de cette construction de L et
de celle du clivage de 1°, c£.(1.78) et infra, et (1.94) - Bien entendu, on
a un énoncé analogue relatif a 1*.
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2 - Foncteurs représentables sur (Cat).

Soit U un univers non vide. Supposons de plus que Z el]. Rappelons
qu'une U-catégorie est une catégorie dont l'ensemble d'objets et I'en-
semble d'objets et l'ensemble de fléches appartiennent a U. On appel-
le (Cat) la catégorie de toutes les U—eatégories. Ce n'est pas une 1-
catégorie. On appelle (Ens) la catégorie des ensembles qui appartiennent

a .

On note (Simpl) la sous-catégorie pleine de la catégorie des en-
sembles finis dont les objets sont les intervalles [O,n] de N, n>o.

On note (S.Simpl) la sous-catégorie pleire de la catégorie des
ensembles ordonnés dont les objets sont les A , neN, ou A désigne
l'intervalle [O,n] de N, muni de sa relation d'ordre naturelle.

On note (S.S.Simpl) la sous-catégorie de la précédente qui a mémes
objets et dont les morphismes sont les applications strictement crois -
santes.

Pour tout neN, soit "\, la catégorie associée de la maniére habi-
tuelle a I'ensemble ordonné An' Ona:

(2.1) Ob(A ) = An
(2.2) FIC D) = {Gped xa, i<l
la composition des fléches étant définie par
(2.3) G]) Gk = (i),
ou
(2.4) source (i,j) = j et but (i,j) = 1.
On définit de maniére évidente un foncteur :
(2.5) . (S.Simpl) - (Car)
en posant:
2.6) E(An) = ’\An etc...

Soit NeN et soit (S.Simpl)y la sous-catégorie pleine de (S.Simpl)
dont les objets sont les Ay, n< N.

On notera :

(2.7) En: (S.Simpl)Ny ~ (Cat)
la restriction de I a (S.Simpl)y.
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Soit par ailleurs
(2.8) h: (Cat)°x(Cat) ~ (Ens)
(X,Y)~>Hom(X,Y)

le foncteur bien connu. Il lui correspond, par définition de Hom de deux
catégories, un foncteur :

2.9) h : (Cat) - Hom((Cat)®, (Ens))

Y ~> h.(Y)
ou h .(Y), qui est noté h y ou Hom (%Y), est défini par:
(2.10) hy = h (Y) = Hom(%Y): (Cat)© — (Ens)

X ~> Hom(X,Y)

On sait que h est pleinement fidéle. Nous allons voir que, pour

toute catégorie X, il suffit de connaitre le composé de h y avec EON’
pour N assez grand, pour connaftre X.

Plus précisément, soit
(2.11) Eon: (S.Simph)§ ~ (Car)®
le foncteur déduit de ENpar passage aux catégories opposées. Soit
(2.12) E'N : Hom ((Cat)®, (Ens)) ~ Hom((S.Simpl){}, (Ens)

le foncteur qui, a tout u: (Cat)® ~ (Ens)associe le composé
u. B Q: S.Simph)§ ~ (Ens).

Considérons enfin le composé

(2.13) Ei\lh : (Car) - Hom((S.Simpl)‘f\I,(Ens)).

Proposition 2.1. Le foncteur EN -h est
(i) fideéle siN > 1,

(ii) pleinement fidéle si N > 2,

Remarquons que, par définition de '\An.pour tout n >0 et pour toute
T L.
U - catégorie X, I'ensemble :

Ex-h (X)) = Hom(D,X)
s'identifie canoniquement a I'ensemble des suites :

1 b fo
(2.14) X< X < X ... X X
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de n fleches composables de X, encore noté F1°(X). Si, feHom( LX),
on a noté f;: X; ~ X, |, 'image par f de la fléche (i-1.i) de '\An , pour
1< i< n. Nous conviendrons de poser Flo(X), = Ob(X), ce qui permet
pour tout n>0, d'identifier FI™(X) a Hom(’ﬁn (X). Une suite de fléches

composables telle que (2.14) sera notée (fy, fp, ...., f;).
Soit F: X = Y un foncteur, par 1'identification de F1'(X) avec
Hom(2 , X), on déduit de
Hom("A,F) : Hom( Dy, X) ~ Hom(A_,Y)
une application :
(2.15) FINF) : FI"X) - FINY)
(fpy ooes £) ~> (F(fD),...,F(£)).
Ce qui, pour n = 1, prouve 2.1.(i)..

Nous aurons besoin de préciser quelques notations. Considérons
les applications suivantes qui sont des morphismes de (S.Simpl):

qi:8g =D, qi® =i, 0<i<n
pl:B =D , plG) = sij<i
(2.16) pi) = j+1sij2i, 0<i<n
di 8oy~ Aa, dyG) =j sij<i
diG) = j-1 sij >i,0€i<n
Reprenant |'identification précédente, on peut identifier -

- hy. Fi(ql) a I'application (f,..,£) ~> but (£},

si 0< i < n, ou a l'application (fj,...,f;) ~> source (fp), si 0<i<n;
- hy- E(py) & I'application de F1%(X) dans F1""XX) qui, & (f},... f;)
associe : (fy,...,f) sii=20

(fl,..., fn-l) si i = n
(gsveor Fifiyqseefy) si0<i<n et n>2

En particulier on voit que hx.E(qf) s'identifie a I'application
source de X:
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sx : FI(X) - Ob(X)
et hx.E(q(l)) a l'application but de X.

by: FI(X) - Ob(X),
cependant que hx.E(dg) s'identifie a l'application

iy:Ob(X) - FIX)
qui, a tout x€Ob(X), associe la fleche identique id, de x. Enfin hx.E(p%)
s'identifie a l'application qui, a4 deux fléches composables (fl,fz), (i.e.
telles que sx(fl) = bX(fZ))’ associe leur composé fl f2‘

Soit n€N,n21, et soit t: A - A,
I'application définie par :
(2.17) th(0) = n-1,¢X(1) = n.
C'est une fléche de (S.S.Simpl) et l'on a:
1 ., 2 0

ty = id, ty = pp.

Le diagramme :

n
Py
Aga AN
2.18) 1
qg-l tg 1<n
i
Ao - A1

est cocartésien dans (S.Simpl), i.e. vérifie la propriété universelle des
sommes amalgamées. De ['identification de FI(X) avec Hom('\An, X,
pour tout neN et toute U-catégorie X, on déduit que le transforme du
diagramme (2.18) par le foncteur i est également cocartésien dans (Cat),
pour n>1, Pour n = lles fléches verticales sont 1'identité et pll = q‘l);
dans ce cas, notre assertion est bien triviale.

Prouvons maintenant 2.1.(ii). Soit N>2 et soient X et Y deux U-
catégories. Soit -

2.19) u: hx.EN - hy.EN
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un morphisme de foncteurs. Pour toutn, 0 <n < N, posons:

(2.20) u, = u(An) :hy( 'An) ~ hy( %n)'

En identifiant hx( ’\An) = Hom( ﬂAn,X) a FI?(X)on trouve des applications

correspondant aux u :

(2.21) v, FI%X) = FI(Y) ,0<a<N.

Le premier point est de prouver que v( et v; définissent un foncteur:
v:X - Y.

Pour prouver par exemple que v commute & la composition des fléches,

il suffit de remarquer que le diagramme (2.18), pour n = 2, est transformé
en un produit fibré d'ensembles par les foncteurs + /.\;.ENet hy. EN'

On applique alors au morphisme
1. -
P1: 81 =Dy

I'identité qui exprime que u est un morphisme de foncteurs.

Il reste alors a prouver que le morphisme
w_ = Hom( '\An,v) : Hom( ,\An’ X) - Hom( '\An’ Y)

n

est égala u , pour 0 < n < N. Cecirésulte de ce que le foncteur hy. EN
transforme les diagrammes (2.18), pour 1< n < N. en des produits fibrés.

Proposition 2.2, Pour N > 3, le foncteur:
E'gh, : (Cat) ~ Hom ((S.Simpl)y (Ens))
induit une équivalence de catégories entre (Cat) et la sous-catégorie
pleine de Hom((S.Simpl)If]’, (Ens)) dont les objets sont les foncteurs :
u: (S.Simpl) ¢~ (Ens)

qui transforment les sommes amalgamées (2.18) de (S.Simpl), pour
2<n €N, en produits fibrés d'ensembles.

En effet, soit U la catégorie telle que Ob(U) = u(®),
Fl(U) = u(Al) et qui, de plus, est telle que:

- I'application source sy: FI(U) = Ob(U) est égale a
u(qb: u(d) = u@);
- I'application but b g FI(U) - Ob(U)est égalea
u(qp) s u@p = u(d);
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N

- I'application qui & tout objet X de U associe la fléche identique
de X, soit i y:Ob(U) ~ Fl(U), est égale a:
u(dg): u(Ao) - u(Al)-
D'aprés l'hypothése faite sur le foncteur u,u(Az) s'identifie & 1'ensemble
des couples de fléeches "composables" de U, ce qui permet de définir

la loi de composition de U. En effet, soient f; et f, deux fléches compo-
sables de U, i.e. soient f; et fy deux éléments de u(Al) tels que

u(@) (£)) = u(@d(E,).
Il existe un et un seul élément fEu(Az) tel que
2 0
(2.22) u(py) () = £, et u(py) () = f,.

Le composé f1 f2 est alors égal, par définition, a u(p%) (f).

Pour montrer que |'on a bien défini une catégorie, on remarque
déja que, pour tout n, 1 <n <N, u(An) s'identifie 4 l'ensemble des suites
de n fléches "composables" de U,i.e. 2 'ensemble des suites (fl’fZ"“"fn)
d'éléments de u(A p telles que, pour tout i, 1 <i <n, onait:

syf) = byl ), ie.  u@) () = u(@) ()

Pour décrire cette identification, on introduit les applications :

(2.23) ‘:ﬁ AN 1<i<a,

z:‘(O) = -1 ey = i

L'élément hEu(An) qui correspond a la suite ci-dessus est caractérisé par:

2.24) wehm = § , 1<i<n.

Ceci résulte, par récurrence sur n, du fait que u transforme le
diagramme (2.18) en un produit fibré d'ensembles.

Nous nous contenterons d'indiquer pourquoi la loi que nous avons
définie est associative. Soit (fl,fz,f3) une suite de trois fléches compo-
sables de U et soit h€u(A3) 1'é1ément qui leur correspond par (2.24). Si
I'on pose

£ = u(pd 0 et g = upPh),

on constate que f et g sont les éléments de u(Az) qui servent a définir les
composés :

1
flfz = U(P;) (€9) et f2f3 = U(Pz) (g).
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Aprés quoi il est facile de vérifier que u(p31) (h) et u(p%) (h) sont les
éléments de u(Az) qui servent a definir les composés (flfz)f3 et fl(f2f3),
d'ou la conclusion, comme pourra voir le lecteur pointilleux.

On construit alors, par exemple par récurrence sur n, des isomor-
phismes :

i(n): u(An) - Hom('\An, U)
Pour prouver qu'ils définissentun isomorphisme de foncteurs, on remarque
. . J . 1 1
que tout morphisme dans (S.Simpl)y estuncomposé de morphismes p_etd,.
On conclut alors sans difficulté.

Ce qui précéde va nous permettre de caractériser les foncteurs
représentables dans (Cat). En effet, soit

F : (Cat)® - (Ens)

un foncteur. Il est clair que, si F est représentable, il commute aux
limites projectives, i.e. transforme les limites inductives dans (Cat) en
limites projectives d'ensembles. Nous allons voir que la réciproque est
vraie.

Suppos ons que le composé F,.E3 transforme les sommes amalgamées
du type (2.18), pour n = 2 et n = 3, en produits fibrés. D'aprés ce qui
précéde, il existe une catégorie RF et un isomorphisme de foncteurs :

(2.25) i : Hom(*,RF). fi; - F.f;.
Il suffit de prouver que i se prolonge en un isomorphisme :
(2.26) j : Hom(*,RF) -~ F.

Si ce prolongement existe, il sera unique d'aprés 2.1.. Nous allons
écrire toute catégorie comme limite inductive de catégories isomorphes
a %2, et ceci de maniere "fonctorielle". Il en résultera que, si F
commute aux limites projectives que nous utiliserons,on pourra prolonger i

Rappelons la définition 4.1. de [F.F) .

Définition 2.3. Soit C une catégorie. Soit f: X ~Y une fléche de
C. On dit que f est un épimorphisme effectif si le produit fibré X x y3
existe et si, pour tout Z€eO(C), le diagramme d'ensembles :

Hom(Y,Z) - Hom(X,Z) = Hom(XXxyX,Z)
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est exact. On dit que f est un épimorphisme effectif universel si, pour
toute fleche g: Y' - Y, le produit fibré XX yY' existe et si sa seconde
projection est un épimorphisme effectif.

Notation 2.4. Lorsque C = (Cat), on a quelques résultats sur les
épimorphismes. Soit f: X = Y un morphisme dans (Cat). Nous désignerons
par (f,Sn) l'assertion " I'application F1%(f): F1%X) = FI(Y) est surjec-
tive " (cf. (2.15)). Notons que (f,Sn) est stable par changement de base et
entraine (f,Sn-1). Nous désignerons, dans 1'ordre, par (f,e), f,e-e), f,e-u),
et (f,e-e-u) les assertions "f est un épimorphisme","f est un épimorphisme
effectif", "f est un épimorphisme universel" et "f est un épimorphisme
effectif universel".

Proposition 2.5. On a les implications suivantes :

(f,So)

1/” 2 3

(f,e) <<——————= (f,e-u) <==——===x> ({,S])

A N
4 l 5 6

(fe-e K =————o (f,e-e-u) < =—————————— (f,S2)
7 8

Avant de donner quelques indications surla démonstrationsignalons
qu'il y a des contre-exemples pour toutes les implications qui ne résul-
tent pas formellement du tableau ci-dessus. Voici, en abrégé, quatre
foncteurs et la propriété la plus forte qu'ils vérifient:

N vérifie (f,So)
s ud t u-]' vérifie (f, e)
N * N vérifie (f,S1) et

non (f,e-e)
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N “\ vérifie (f,e-e) et

: o non (f,e-u)
. K . M ’
Pour prouver 1, on teste avec la catégorie -2 *

Pour prouver 8, on effectue les changements de base

Ny - Y etlonteste avec la catégorie / \

Les autres assertions sont triviales.

Nous dirons parfois que f est surjectif sur les suites de n fleches
composables pour dire que 1'on a (f, Sn).

Nous pouvons maintenant préciser de quelle fagon toute catégorie
est limite inductive de catégories isomorphes a 'ﬁz.

Soit X une U-catégorie, soit n un entier > 0. Posons

(2.27) xo - _| [ 7
feHom(“An,X)

n’
et, pour tout fe€Hom( ﬁAn, X), désignons par:
(2.28) sf: D - XP

le morphisme structural. Par définition de la somme directe, il existe un
et un seul morphisme

(2.29) X0 X
tel que, pour tout feHom( ’ﬁn,X), on ait:
(2.30) xn. sf = f.

Il est clair que, pour toute U-catégorie X, on a (x",Sn), donc que
x™ est un épimorphisme effectif universel, si n >2. Pour toute catégorie
X, le diagramme

2 y2 2 x2
(2.31) XxxX© 3 X° > X
est exact dans (Cat). Posons
(2.32) Z=XxyX?,
a priori, Z n'est pas somme directe de catégories isomorphes a ’\AZ’ On
répéte l'opération et 1'on considére :

(2.33) 22.22 -Z,

qui est aussi un épimorphisme effectif universel.
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Supposons que le foncteur F de (2.24) transforme les sommes di-
rectes en produits infinis et les épimorphismes effectifs universels en
noyaux. Cette derniére condition signifiant que, pour tout épimorphisme
effectif universel de (Cat):

f: X =Y,
le transformé par F du diagramme exact de (Cat) :
XxYX 3 X Y
est un diagramme exact d'ensembles. Il est clair que 1'on pourra prolonger
i. D'ou le théoréme :

Théoreme 2.6. Soit F: (Cat)® - (Ens) un foncteur.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est représentable;
(ii) F commute aux limites projectives;

(iii) - (@) - pour n =2 etn = 3, le foncteur F. ES transforme la som-
me amalgamée (2.18) en un produit fibré.

- (b) - F commute aux produits infinis,

- (c) - pour tout foncteur f: X > Y, surjectif sur les couples
de fléches composables, le diagramme d'ensembles obtenu en appliquant
F au diagramme de (Cat) N

XxYX > X Y

est exact.

Corollaire 2.7. Soit V une catégorie telle que, pour tout couple
(X,Y) d'objets de V, I'ensemble Hom(X,Y) appartienne a l'univers U. soit
F: (Cat) >V un foncteur. Pour que F commute aux limites inductives
il est nécessaire et suffisant que

a - F commute aux sommes directes,

b- pourn =2etpour n=3, le composé F. fi transforme le dia-
gramme (2.18) en une somme amalgamée,

c - pour tout foncteur f: X Y, surjectif sur les couples de fleches
composables, le diagramme transformé par F de

XxYX 3 X »Y soitexact.

En effet, pour que F commute aux limites inductives il faut et il
suffic que, pout tout veOb(Y), le foncteur
hV.FO: (Cat)® - (Ens)

transforme limites inductives de (Cat) en limites projectives d'ensembles.



31

Corollaire 2.8. Sous les hypothéses de 2.7., soit encore veOb(V).
Pour que le foncteur coadjoint de F soit défini (resp. défini en v), il
faut et il suffit que le foncteur F commute aux limites inductives (resp.
que le foncteur hv.FO: (Cat)® ~ (Ens) commute aux limites projectives).

Rappelons simplement que 1'on dit que le foncteur coadjoint a F
est défini en veOb(Y) si le foncteur hv.F° est représentable. On dit que
le foncteur coadjoint de F est défini s'il I'est pour tout veOb(V).
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3 - Foncteurs représentables sur (Cat)/D

Dans ce numéro, nous allons étudier ce que devient 1'énoncé 2.6.
quand on y remplace (Cat) par (Cat)/D, ot D est une U-catégorie.

Nous allons d'abord établir un théoréme d'adjonction qui nous
permettra de déduire formellement 3.2. de 2.6..

Soient C une catégorie et D un objet de C. On a défini le "foncteur
source ".

3,1) sp:Cp - C,
par son action sur les fléches
(3.2) sp((f,g)) = g , cf. (1.28) et infra.

Soit V une catégorie, le foncteur sp induit par composition un
foncteur

(3.3) s* : Hom(C%V) - Hom((C/D)o,V)
ue nous noterons en abrégé
?3.4) s : ¥ - Q.

Il est bien connu que, si s: A — B est un foncteur et si V est une
catégorie ol les limites inductives existent, le foncteur
s' : Hom(BSYV) - Hom(A°,V) , P ~>P.s, admet un adjoint. Dans le cas
présent nous utiliserons un procédé plus fin qui permet, si s est fibrant,
de construire 1'adjoint de s’ en calculant des limites inductives sur les
catégories fibres du foncteur s: A ~ B. Ici le foncteur sy est méme
scindé et les fibres sont des catégories discrétes (il n'y a que des mor-
phismes identiques), ce qui nous dispens era d'indiquer le procédé général

Soit QeOb(Q). Pour tout X €Ob(C), posons
(3.5) s, X)) = Q(x),

x €Hom(X,D)
ou, pour tout x€Hom(X,D), le morphisme structural est noté
(3.6) s, Qx) — 5. QX).
Pour toute fléche m: Y = X de C, on définit un morphisme
(3.7) s.Q(m): s, QX) ~ s.Q(Y)
par la condition que, pour tout xéHom(X,D), on ait
(3.8) s, Q(m) . S¢ = sxm.Q((x,m) ,

On définit ainsi un foncteur s Q: C®~ V, autrement dit un objet de ¥.
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On a un morphisme structural

(3.9 0Q:Q -~ s'sQ,
qui, pour tout objet x: X ~D de C/D’ vaut
(3.10) oQx) = Sy 1 Sy :Qx) - s's Q(x) = s QX).

C'est bien un morphisme de foncteurs a cause de (3.8).

Proposition 3.1. Soient C une U-catégorie, soit DeOb(C) et soit V
une catégorie ol les sommes directes indexées par un ensemble apparte-
nant a l'univers U existent. Le foncteur s de (3.3) admet un adjoint s,
définit par (3.9) et (3.10). Pour tout foncteur
P:C©° - V (resp. Q: (C/D)° = V), le morphisme 0Q de (3.10)induit
une bijection :

(3.11) Hom(s Q,P) - Hom(Q,s'P).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (3.11) est bijectif,
ce qui prouve la proposition.

Remarquons que si V = (Ens) il existe un morphisme
(3.12) iQ : s, Q - Hom(x,D),
qui, a tout élément de s, Q(X) = | Q(x) , associe son in-
xeHom(X,D)

dice x. Si le foncteur Q est représentable par r: R = D, il est clair que
s. Q est représentable par R et que le morphisme r correspond, sur les
foncteurs représentés, au morphisme iQ de (3.12). Inversement, si s Q
est représentable par REOb(C), au morphisme iQ correspond un mor phisme
r: R - D, qui, dans C/D , représente le foncteur Q.

Lorsque € = (Cat), nous connaissons un critére de représentablité
qui fait intervenir les limites inductives de C. Pour obtenir un critére
dans le cas de (Cat)/D il nous faut décrire un procédé de construction
de limites inductives dans C/D a partir de limites inductives dans C.

Soit X: 19 ~C un systéme inductif, soit X une limite inductive de
X et soient fi : X(i) - X, i€Ob(I), les morphismes structuraux. A tout
objet x: X -~ D de C/D’ nous allons associer un systéme inductif dans
C/p
(3.13) XX: I - C/D N Xx(l) = Xfl ,
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(3.13) (suite) £
X(1i) X

X, (1)
D )
Les morphismes structuraux §i définissent des morphismes
(3.14) (x, &) X)) ~x
dont il est ais é de montrer qu'il font de x une limite inductive de X, . De
plus, pour tout Q€Hom((C/D)°, V), s, Q(X) est la limite projective de
(s, Q)X © si, et seulement si, pour tout x€Hom(X,D),Q(x) est la limite

projective de Q. (Xx)o, ou X° designe le foncteur déduit de X par passage
aux catégories opposées. D'ou le théoréme

Théoreéme 3.2. Soit D une U-catégorie et soit

Q: ((Cat)/d ©~ (Ens)
un foncteur. Les conditions suivantes sont équivalentes
(i) Q est représentable
(ii) Q commute aux limites projectives

(iii) pour toute catégorie X, limite inductive d'un systéme inductif
X : 1° = (Cat) de l'un des trois types décrits dans 2.6.(iii) et pour tout
x€Hom(X,D), Q(x) est limite projective du foncteur Q.(X )G ou X est le
systéme inductif de (Cat)/D déduit de X par (3.13).

Corollaire 3.3. Soit V une catégorie telle que, pour tout couple (X,Y)

N

d'objets de V, I'ensemble Hom(X,Y) appartienne & U. Soient enfin D une

U-Catégorie et Q: (Cat)/D -V un foncteur. Les conditions suivantes
sont équivalentes

(i) Q admet un coadjoint,
(ii) Q commute aux limites inductives,
(iii) Q commute aux limites inductives du type décrit dans 3.2. (iii).

En effet, pour que Q admette un coadjoint il faut et il suffit que,
pour tout XeOb(V), le foncteur

hy-Q ©: ((Cat),p)® ~ (Ens)

soitreprésentable.
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4 - Les objets IIg/p(F/E) et Limg/p(F/E) .

Soit U un univers tel que Ze U, fixé dans tout ce numéro.

4 - a). Définition et critére d'existence de 11 E/D (F/E).

Soit
4.1) d: E - D
une fléche de (Cat) (ie. un foncteur). Nous cherchonsun foncteur coadjoint

du foncteur changement de base

(4.2) ¢d:(Cat)yp =~ (Cat)yg , @d(X) = XxpE.
S'il existe, nous le noterons
4.3) HE/D(*/E) : (Cat),/p = (Cat)/p.

La donnée d'un foncteur coadjoint comprend aussi celle d'un morphisme
de foncteurs

(4.4) Tg/p(*/E): Bd. Nlg,p (¥E) - 1
ou | désigne le foncteur identique de (Cat)/ g .

Pour construire ce coadjoint, il nous faut trouver, pour tout objet

de (Cat)/E

(4.5) f: F -~ E,

un objet de (Cat)/p

(4.6) Ug,p) : Ng,p(F/E) -~ D

et un E-foncteur

4.7) mg/p(F/E): G [Ug,p(F/E)] - F,

de telle sorte que, pour tout objet x : X ~ D de (Cat) /p» I'application
(4.8) Homp (X,HE/D(F/E)) - HomE(@d(X),F)

m ~> T, p(F/E). @d(m)

soit bijective.

F
f J WF/E)
(4.9) E < Exp (llg/p(F/E))
d
l Hg/p (O l
D
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Il revient au méme de dire que, pour tout objet de (Cat) /-
f: F - E,
le foncteur :
(4.10) Homg (6d (#),F) : ((Cat),p)° ~ (Ens)
X ~> HomE(XXDE,F)
est représentable.

Citons un autre probléme quise raméne a celui-ci.Soit un diagramme
de (Cat) :

(4.11) G F
N

E

|

D

Soit H un produit fibré de G et de F au dessus de E. Soit x: X - Dun
objet de (Cat)/D,. Considérons le diagramme déduit de (4.11) par le chan--

gement de base x:

(4.12)

HXpX

FATVAN
% =/

EXDX

A
>
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Le probléme que l'on pose estde représenter le foncteur:
(4.13) K: ((Cat)/,_-,)0 -~ (Ens)
(X,x) ~> Homg XDX(F xDX, GxpX)

Il est clair que ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur :
(4.14) K': ((Cat),p)° = (Ens) '
(X,x) ~> HomF(FXDx,H)

Par definition, on notera
(4.15) HomE/D(F,G) = HF/D(FXE G/F)

la D-catégorie qui représente K, si elle existe.

Lorsque D est une catégorie finale, ce qui signifie que
Card (FI(D)) = 1, on écrit
Homg ,.(F,G)

au lieu de HomE/D(F,G), ce qui est licite, car on vérifie que la catégorie
ainsi désignée dans S.G.A.VI.2. représente le foncteur K.

Proposition 4.1. Soit d: E -~ D un morphisme dans (Cat). Pour
que le foncteur coadjoint du foncteur changement de base :

@d : (Cat),p ~ (Cat)/E

existe, il faut et il suffit que 0d commute aux limites inductives.

Trivial en appliquant 3.3. On va trouver un énoncé plus agréable
grice a 3.3.(iii). Remarquons d'abord que le changement de base commute
aux sommes directes, car celles-ci se calculent en prenant la somme
directe des ensembles d'objets et de fléches pour ensembles d'objets
et de fléches de la somme directe. Or, dans (Ens), le changement de
base commute aux sommes directes. On remarque aussi que, si

f:¥Y - X
est un foncteur surjectif sur les couples de fleches composables, pour
tout z: Z ~ X, le foncteur déduit de f par le changement de base z:
ff:¥YXyxZ - Z

est également surjectif sur les couples de fleches composables, donc
est un épimorphisme effectif universel, cf. 2.5.. Il en résulte que, par
tout changement de base, le conoyau

YXyY =Y - X

est transformé en un conoyau.
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Il restera & trouver une condition pour que le changement de base
commute aux sommes amalgamées du type -a- de 1'énumération de 2.6.(ii)

D'ou le lemme :

Lemme 4.2. Soit d: E = D une fléche de (Cat). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur changement de base :

Gd : (Cat)y/p ~ (Catyp
admet un foncteur coadjoint ;
(ii) pour n =2 et pour n = 3, et pour tout
f: N, -~ D,
si 1'on désigne par >
de EXD’\A nd h
n n
la projection du produit fibré Ex p A surson second facteur, le diagramme

déduit de (2.18) par le changement de base df est une somme amalgamée
dans (Cat).

En effet, les limites inductives existent dans (Cat), et en particulier
les sommes amalgamées, il en résulte que le diagramme de 4.2. (ii) est
une somme amalgamée dans (Cat) si et seulement si le diagramme de
(Cat) /g qui s'en déduit grice a la projection de Exp rﬁn sur E, (cf. (3.13)

est une somme amalgamée.

En fait nous n'utiliserons pas l'existence des limites inductives
dans (Cat), car les sommes amalgamées dont l'existence est nécessaire
A la démonstration seront construites dans 4.6..

Montrons d'abord un changement de base qui ne commute pas aux
sommes amalgamées :
(4.16) Eply: Dy = Dy (cf.(2.16) et (2.7)).

Le transformé de (2.18), pour n = 2, par le changement de base (4.16)
n'est pas une somme amalgamée. De fait, on trouve le diagramme :

E(q ?)
A 0 > A 1
¢ E@h
¢ ’fho
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on P - ’\AO désigne 1'unique foncteur ayant pour source la catégorie
vide et pour but la catégorie ﬂAO'

Cet exemple nous suggeére d'introduire la condition (CB) ci dessous.

Soit d: E = D un foncteur. Soit h'€FI(E) et soit
(f,g) EFI(D) x FI(D), tel que :
(4.17) source(f) = but (g).
d(h') = fg.
Soit K(h',f,g) 1'ensemble:
(4.18) {(f',g")eFKE)xFIE) | h' =fg d(f) = £,d(g) =g} .
Soit S la relation dans K(h',f,g):
(4.19) (f',g")S(f",g") <=>|il existe k'e€FI(E),d(k') = id,
f = f"k'
g" =k'g'

ol m désigne la source de f.

Dessinons les diagrammes en cause :

(4.20) J

Soit enfin R la relation d'équivalence engendrée dans K(h',f,g) par
la relation S.

On peut maintenant énoncer la condition :
. (CB) pour tout h'eFI(E) et tout (f,g) EF1(D) x FI(D) tels que l'on ait(4.17),
K'h',f,g) on a:

Card ( K(h',f,g)/R) = 1.

Lemme 4.3. Un foncteur fibrant oucofibrant vérifie la condition (CB).
La condition (CB) est stable par changement de base.
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La démonstration est laissée au lecteur qui pourra ainsi se fami-
liariser avec la condition (CB).

Théoréme 4.4. Soit un foncteur
d:E - D.

Pour que [Ig /p(F/E) existe pour toute E-catégorie F, il estnécessaire
et suffisant que d vérifie la condition (CB).

Corollaire 4.5. Soit, de plus, un foncteur:
f: F - E,

pour que Homg /(F,G) existe pour toute E-catégorie G, il suffit que le
foncteur composé df vérifie la condition (CB).

On remarquera d'abord que, par définition, la formation de
llg /p(F/E) commute au changement de base. Ce fait, joint & 4.3.,prouve
que les deux conditions de 4.4. sont, a priori, stables par changementde
base; ce qui donne confiance.

Il résulte de (4.15) que le corollaire est conséquence triviale du
théoréme.

Il nous faut donc prouver que (CB) équivaut a 4.2.(ii). La démons-

tration prendra fin avec le paragraphe (4-2)- ..

Nous allons d'abord donnerune construction des sommes amalgamées
qui interviennent dans 4.2.(ii).
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Construction 4.6. Soit un diagramme de (Cat)

a
E E"
a‘ x"
x'
E' E-
¢ P"
(4.21) L eN.
>2,
CP' w-A
Y
n, < N
g E(en)
Eq)
Epm
D1 Do

Bt h

dans lequel les faces verticales sont des produits fibrés. On sait que
la face inférieure est une somme amalgamée. Nous allons construire
~ la somme amalgamée § de E’' et E" au dessus de E".
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On pose
(4.22) O = Ob(S) = Ob(E")_L_ L OKE")
Ob(E")
(4.23) F = FIE)_L_1_ FKE"™
FIE™)
D'ol des applications source et but
(4.24) s,b: F 30

qui sont les limites des applications source et but de E' et de E”. Soit
(f,g) €FxF, un couple de "fléches" "composables", i.e. :
s(f) = b(g)

Il est clair que f et g appartiennent tous deux & 1'image de FI(E') ou de
FI(E"), sauf, peut-étre, si m = s(f) appartient & I'image de Ob(E"). Dans
ce cas, nécessairement, f appartient 4 l'image de FI(E') et g & cellede
FI(E"). C'est le seul cas ot deux fléches composables de F "n'ont pas
de composé", car, dans les autres cas, on définit la loi de F a partir de
celles de E' ou de E". Rajoutons donc les composés qui manquent, ce
qui peutse faire plus simplementici que dans le cas des limites inductives
générales.

Soit K I'ensemble :

(4.25) K = {(f'f")eFIE"YxFIE") | f ¢ Im(FIEY),
f"¢ Im(FI(E")), il existe meOb(E"), s(f') = x'(m),
b(f") = x"(m) } .

Soit S la relation dans K:
(4.26) f',f")S(g',g") < ilexiste heFI(E™), f = g'x'(h)
( g" — x" (h )f" )

Soit R la relation d'équivalence engendrée par S dans K et soit
F' = K/R. Si (f',f") €K, on désignera par (f',f")" sa classe dans F'.
Posons I' = ELLF'. Il est clair que si deux éléments  (f',f") et
(g',g") de K sont équivalents, on a
source (f") = source (g"), but (f') = but(g') on pose alors :
(4.27) s((f',f") ") source (f")
b((f',f") ") but (f'),

ce qui permet de prolonger les applications s et b de (4.24) en deux appli-
cations :

I

s,b: ¥ 3 o0;
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D'ou une notion de couples de fléches composables. On remarque
alors qu'une fléche de F' ne peut étre composable, a droite ou & gauche,
qu'avec une fléche de F.

Sil'ona (f',f")€K,ge€F, s((f',f")*) = b(g) on a nécessairement
g€lm(FI(E")), et on pose :
f'f")"'g = (. )",
composé qui ne dépend pas du choix du représentant (f',f") de (f',f")",
comme il est facile de s'en assurer.
Si l'on a (f',f") €K, g ¢F, b((f',f")*) = s(g), on a nécessairement
gEIm(Fl(E')), et l'on pose:
gf' ,f") " = (gf' ,f")".
On vérifie facilement que l'on a ainsi défini une catégorie S dont

l'ensemble d'objets est O et l'ensemble de fléches est ¥.

Il est clair que I est engendré par les images de FI(E') et de
FI(E"), autrement dit par F. On définit des foncteurs

s': E' - §
s": E" - §
par leur action sur les ensembles de fléches: ce sont les applications

structurales de FI(E') et FI(E") dans leur somme amalgamée au dessus de
FI(E*) (c'est F), composées avec l'injection de F dans F.

Il est aisé de vérifier que § est bien la somme amalgamée cherchée.
Il existe donc un foncteur :

s: 8 A

tel que I'on ait:

ss" = E(tn). Q" ss' = E(pﬁ).(p'
et un foncteur
i: § - E
tel que I'on ait :
is = a' is" = a",
on a alors
Pi =s.

Prouvons maintenant 4.4., i.e.(CB) équivaut a 4.2. (ii).

Supposons que f vérifie (CB); puisque cette condition est stable
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par changement de base, il en est de méme de
f. .
d': Exp f\An f\An,
ce qui permet de supposer que D = ’\An"

Prouvons d'abord que i est surjectif sur les fléches. Il est clair
que si x€FI(E) et si x n'appartient ni & I'image de FI(E') ni a celle de
FI(E"), on a

¢(x) = (p,n), 0< p < n-2. (cf.(2.3))
Il résulte alors de (CB) que x = x'x", ou
P') = (p,n-1)  @(x") = (n-1,n).
x' et x" appartenant respectivement & |'image de FI(E') et de FI(E"). Si
1'on pose
m = source (x') = but(x"),

il est clair que m€eIm(Ob(E")). Il enrésulte qu'ilexiste z€F'tel que i(z) =x,
par définition méme de F'.

Pour prouver que i estinjectif surles fléches, il reste & voir qu'un
tel z est unique. Soit z'€F' tel que i(z') = i(z) = x. Soient(u',u")
et (v',v") des représentants de z et de z' dans K. On a, par définition :

i(z) = a'()a" (") = a'(v)a" (v").

Il est clair que, puisque u" et v" appartiennent a FI(E"), ils se projettent
tous deux sur(n-1,n) etque parsuite u' etv'onttous deux méme projection.
Il résulte alors de (CB) qu'il existe k'€FI(E) tel que

¢k') = (n-1,n-1)

al(vl)k' — al (ul)

k'a"(u“) — all(v“).
Or k'€Im(FI(E")), d'ou il résulte que (u',u") et (v',v") sont équivalents.
Donc i est un isomorphisme si d verifie la condition (CB).

s

Il reste a prouver que la condition (CB) est nécessaire. Pour cela
on considére deux fléches composables f et g de D, d'ou un foncteur
bien déterminé :

p:'\A2 - D
tel que
p((0,1)) = f et p(1,2) = g. (cf.(2.14)).

Pour que la condition (CB) soit vérifiée pour tous les h'€FI(E) tels
que d(h') = fg, il est nécessaire et suffisant que, par le changement
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de base

dp:E}(D’\A2 - rﬁz,

ot dP est la projection du produit fibré sur son second facteur, le dia-
gramme (2.18) pour n = 2 soit transformé en une somme amalgamée. C'est
du moins ce que l'on prouve en analysant la construction de §.

C.Q.F.D.

Remarquons que, dans 4.2.(ii), on peut remplacer la condition
"pourn=2 et pour n=3" par "pour n =2".

4 - b). Construction.

Nous inspirant des numéros 2 et 3, il nous reste a donner une cons-

truction de HE/D(F/E) et de HomE/D(F.G)-

f _d
Soient donc F = E =D  deux fléches composables de (Car)..
Supposons que d vérifie (CB) et posons
(4.28) X = HE/D(F/E) , xZHE/D(f) , x: X ~-D,
cf. (4.6).

Décrivons les objets de X. Soit acOb(D). On sait que a s'identifie
4 un foncteur, encore noté a

a:r\AoﬂD, a(0) = a.

L'ensemble des objets de X qui se projettent sur a s'identifie donc a
I'ensemble
Homg(EXpDy, F) = I'(F, /E,),
ou F, et E, désignent les catégories fibres de F et E en a.
A toute fléche m de D, il correspond un foncteur
m: 2y - D, m,]1) =m.
L'ensemble des fleches de X de projection m s'identifie a |'ensemble

Homg(EXp Dy, F) =D(Fxp Dy / Exp ).

Soit donc une fléche de X se projettant sur m. Il lui correspond
un diagramme commutatif
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F
mll
f
(4.29) E < = Exp D
dl l
D m NA1

La source (Resp. le but) de cette fléche s'obtient en composant
m" avec le morphisme G (Resp. A déduit, par le changementde base d, du
morphisme

E(q%): KAO - AZXI

(Resp. E(q(l)): mO - 731

m" O
f m"
(4.30) ,

F
E «————— Exp 1
D

n 9 EXD "AO
d I
E(ql)
i rAl fAO

On définirait de méme l'application qui, a tout objet de X assoc%')e
son application identique, en faisant intervenir l'application JE(do)

(cf.(2.16) etc...)

Désignons par s et b les applications source et but de X. Soit

(m',n") un couple de fleches composables de X,i.e. s(m') = b(n'). Soit
(m,n) I'image de (m',n") par x: X = D. Il existe un foncteur:

f) : ’\Az i xl
tel que:

p((0,1)) = m' et p((1,2)) = n', c'est-a-dire,
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par définition du foncteur représenté par X, un diagramme :

D "Az
oul'onaposé: p = xp.
Le composé de m' et de n' s'obtient en composant p" avec le
morphisme déduit par le changement de base d du morphisme

E(p%): ﬂAl - r\Az:

F

l p".Gd(E(pd))

f

p'.Gd(E(ply)
E <€ 2 EXD ’\Az
‘| o
E
D P (Pz) ~

1
Ayant supposé que d vérifie (CB), il est inutile de vérifier que 1'on
a défini une catégorie.

On sait (SGA.VI,p.14) que I'(F/E) représente le foncteur :

(4.31) ® . (Cat)© - (Ens)
vV ~> HomE(ExV,F),

c'est a dire que I(F/E) = HE/e(F/E)' oll e estune catégorie finale,
etque I (HE/D(F/E)/D) représente le foncteur :

(4.32) ¥ . (Cat)® -~ (Ens)
V ~> Homg(ExpDxV,F)
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lequel est canoniquement isomorphe 2 $. D'ol un isomorphisme canonique:

(4.33) o: (Mg p (F/E)/ D) - T(F/E).

4-+ c)- Associativité des L'ii'n .

Sous les hypothéses du paragraphe 4.b), supposons que le foncteur
f verifie Fib II, ce qui signifie que le composé de deux morphismes E-
cartésiens de F est un morphisme E-cartésien. Soit
i: F€ - F,
la sous-catégorie de F dont les fléches sont les fleches E-cartésiennes
de F; (elle a donc mémes objets que F). Posons :

f¢ = fi
De 1, on déduit un monomorphisme de catégories :
4.34) I1(1) : HE/D(FC/E) - HE/D(F/E),

d'oll un diagramme commutatif, dans lequel les fléches horizontales sont

des isomorphismes et les fléches verticales des monomorphismes:

L lg,p(F/E)/ D) — L(F/E),

(4.34)bis) jt 13

~ o€
D (g ) p(F/E) /D) > T(F/E)
On sait que J identifie " (FS/E) a une sous-catégoriede ['(F/E)
dont les objets sont les sections cartésiennes de F sur E.
La sous-catégorie pleine de I'(F/E) engendrée par l'image de
r(FC/E) est donc Llln(F/E).

Supposons toujours que f vérifie Fib II et désignons par:
(4.395) Lim g,p(F/E)
la sous-catégorie pleine de HE/D(F/E) engendree par I'image de
HE/D(FC/E) par II(i)(cf. (4.34)). C'est une D-catégorie, et si 6€Ob(D), la
fibre de LJ{"E/D(F/D) au dessus de d s'identifie & la catégorie
Lim(F 8/Eb), ot EO est la fibre de E au dessus de 8 et ou F = FxEES.

F «—— F°
e |
E ¢«—— E°
] |
D «—— ™, 8'(0) = &

8 '



49

Ceci dit, il est clair que Lim((Lim E/D(F/E))/D) quiestune sous-
catégorie pleine de r((Lian/D(F/E)/D) laquelle s'identifie & une sous-
catégorie pleine de _l:‘((HE/D(F/E)/D), sera identifiée par le foncteur &
a une sous-catégorie pleine de I'(F/E). Pour que cette catégorie soit
précisément égale a LLm (F/E), il faut et il suffit que 1'on ait, modulo
ces identifications :

(4.36) Ob(Lim(Limg ,p(F/E)/D)) = ObL(Ik , p(F /E)/D)).

Théoreme 4.7. (Associativité des Lj_m) Soient
FLE 4p
deux foncteurs, tels que f soit fibrant et d cofibrant. La catégorie
LLm(L‘!'mE D(F/E)/D), (cf. (4.35)), s'identifie & une sous - catégorie
pleine de I'(Ilg ,p(F/E)/D) et se trouve identifiée par I'isomorphisme :

(4.37) o : (g, p(F/E)/D) —T(F/E) (cf.(4.33))
a la catégorie L:u_n(F/E).

Nous allons énoncer sous forme de lemmes et dans l'ordre de la
démonstration un certain nombre de résultats intermédiaires. Dans ces
énoncés nous conservons les hypotheses de 4.7.

Lemme 4.8. Soit u €F1(ll E/D(F/E))" correspondant au diagramme

m Y
(4.38) E E _ExD“Al
: ‘|
m
D A

La condition
(4.39) (quel que soit Q €FI(E") tel que ¢ soit ’\AI -cocartésien,
m" (¢) est E-cartésien)

entraine que i est D-cartésien.
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Lemme 4.9. Soit peFI(Ilg/p(F/E)), correspondant audiagramme
(4.38), et supposons que le but de p appartienne & l'image par II(i)de
Ob(Ilg , p(F/E)) (cf. (4.34)). Supposons de plus que p vérifie (4.39),
alors

(i) la source de u appartient également & 1'image par I1(i) de
Ob(HE/D(FC/E)),
(ii) & est une fléche D-cartésienne de Li-’"E/D(F/E)

(iii) pour tout (péFl(E'), m" () est E-cartésien, i.e. appartient a

I'image par [1(i) de F1(Ig,p(F/E)).

Lemme 4.10. Soit K une partie FI(F) définissant un clivage de f
et soit H une partie de FI(E) définissant un coclivage de d. La partie P
de Fl(HE/D(F/E)) définie par (4.40) définit un clivage de HE/D(f); et le
foncteur :

HE/D(f) : HE/D(F/E) - D

est fikrant.

[ Pour qu'une fléche u de HE/D(F/E), correspondant audia-

(4.40) gramme (4.38), appartienne aP, ilestnécessaire et suffisant
que, pour tout x€FI(E') tel que d'(x) = (0,1) et m'(x)eH,, on
ait m" (x)€K.

Lemme 4.11. Si l'on conserve les hypothéses de 4.10.etsil'on pose

(4.41) P' = P nFl(Ljmg,p(F/E)),
P' définit un clivage de LQ"E/D(F/E) sur D; et le foncteur:
(4.42) LLmE/D(f) : LimE/D(F/E) - D,

restriction a LimE/D(F/E) du foncteur I1 E/D(f), est fibrant.

Lemme 4.12. Pour qu'une fléche peFl(HE/D(F/E)),

(resp. #EFI((LQ_WE/D(F/E)) ) soit D-cartésienne, il faut et il suffit que
(4.39) soit vérifiée.

La démonstration de ces lemmes occupe le reste du paragraphe 4-c).

Preuve de 4.8. Précisons d'abord quelques notations :
Posons:

(4.43 p = mE@h: D, = D, (ct 2150,
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et soit
E = E’ i E" = Exph,
d d d"
(4.44) j l l
D = -
Fdp)

un diagramme dans lequel tout les carrés sont des produits fibrés. P osons

(4.45) p' = m'h.

Sil'on se souvient que 1'on a désigné par (6d le foncteur changement
de base de (Cat)/D dans (Cat)/E , (cf. (4.2)), onadonc:
m = Gdm), h = GdEaD),

Pour que w soit cartésien, il faut et il suffit que,

pour tout

(4.46) n": E' - F,

tel que :

(4.47) fo" = m' et n'.Gd(EqD) = m".Cd{EqD ),
il existe un foncteur unique :

(4.48) p": E"~ F,

tel que:

(4.49) fp" = p', n" = p".GdEpD)) e

m" = p". Gd(E(pd)).
Ceci n'est qu'une traduction de la définition d'un morphisme carté-
sien, utilisant la forme explicite du foncteur que représente HE/D(F/E).
Soit donc un tel n", construisons p". Soit x€Ob(E").
Sid"(x) = 2, il existe un x'€Ob(E'), unique, tel que
G Ep))) =) = x,
d'ailleurs x' = h(x). On aura nécessairement, en vertu de (4.49),
p'(x) = n"&x").
Sid"(x) =1, il existe x'€Ob(E'), unique, tel que
G fpd) =) = x,
d'ailleurs x' = h(x). On aura nécessairement, en vertu de (4.49),

Pn(x) = m"(x' )..
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Enfin, si d"(x) = 0, on a, en vertu de (4.47):
Gd(E(p3)) (h(x)) = Cd(E(pd) b(x)) = x,
et h(x) est le seul objet de E' possédant cette propriété, on aura donc
p"(x) = n"(h(x)) = m"(h(x)).
Il est facile de vérifier que p" vérifie (4.49), du moins en ce qui
concerne les objets.
Soit x€FI(E"), on applique le méme procédé, du moins si
d"(x) # (1,2).
Sid"(x) = (0,2) ou = (2,2), ona
Ga(Eipl)) (e = x,
il faut donc que
p"(x) = n"(h(x)).
Sid"(x) = (0,1) ou = (1,1), on a
GaE(p2) h(o) = x,
il faut donc que
p"(x) = m"(h(x)).
Sid"(x) = (0,0), ona
Ga(kp3)) () = GdEpl) b)) = x
et aussi
n"(h(x)) = m"(h(x)),
il faut donc que

p"(x) = m"(h(x)).

Enfin sid"(x) = (1,2), puisque d est cofibrant il en est de méme
de d" et par suite il existe y €FI(E") tel que
d"(y) = (0,1) et
s(y) = b(x) (i.e. le composé yx existe)

et tel que y soit “AZ co-cartésien. Or, par construction, on a
p"(y) = m"(h(y)),
or m"(h(y)) est cartésien car h(y) est cocartésien (4.39), il en résulte

que p"(y) est hypercartésien, car f est fibrant, d'ou il résulte qu'il existe
un morphisme unique, p"(x) €FI(F), tel que

P"(Y)P"(x) — p"(yx) .
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Remarquons que, siy'€FI(E") est cocartésienne, sid"(y') = (0,1)
et si s(y') = b(x), il existe une fléche inversible de E", soit u, telle que

] p—

uy' = y.
Il en résulte facilement que si I'on définit p"(x) a |'aide de y' on trouve
le méme résultat qu'avec y.

N

Il reste & voir que p" est bien un foncteur, car alors la condition
(4.49) sera vérifiée.

La compatibilité de p" avec les applications source et but est
évidente.

Soient x et y deux fléches composables de E", posons
(4.50) z = Xxy.
Par construction, si x et y se projettent toutes deux sur la sous-
catégorie pleine de P\Az
P"(xy) = n"(h(xy)) = n"h(x) n"h(y) = p"(x)p"(y)
(Resp. p"(xy) = m"h(xy) = m"h(x)m"h(y) = p"(x)p"(y)).

Il reste & étudier le cas ou 'une des deux fléches se projette sur

0,1).

dont les objets sont 0 et 2(Resp.sont Oetl),on a

Supposons que d"(y) = (1,2) et d"(x) = (0,1). Soit x'€FI(E") telle
que x' soit cocartésienne, composable avec y et de projection (0,1). Il
existe un u€FI(E"), uniquement déterminé par :

(4.51) ux' = x, d"(u) = (0,0),

en effet, x' est cocartésien.

On a vu que
" 1 " -— " )
p"(x')p"(y) = p"(x'y)
car x' est cocartésien. Par ailleurs, x' et u se projettent tous deux sur
la sous-catégorie image du foncteur :

on a donc p"(x') = m"h(x') et p"(u) = m"h(u), d'ou:
p"(wp"(x') = p"(x),

d'ol il résulte que

I

pn (X)Pn (y)
P"(U)P"(X'y) .
Enfin,uetx'yse projettenttous deuxsur la catégorie image du foncteur
E(P%) ’\A]_ - %2 D
donc Pn(u)Pll(xvy) = Pn(uxvy) — P"(XY) .

Pn(u)Pn(xu)pn(y)
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Suppos ons maintenant que d"(y) = (1,2) et d"(x) = (1,1).
Soit x' €FI(E"), cocartésien, composable avec x et tel que
d"(x') =(0,1). On aura, par construction :
"(xl )P" (xy) —_ P“(X' xy)’
car d"(xy) = (1 ,2). Par ailleurs d"(x') et d"(x) appartiennent tous deux a
I'image de I&(pz), on a donc:
Pn(x )pn(x) — pn(xux).
Enfin d"(x'x) = (0,1), et I'on vient de prouver que:
P“(X‘X)P“(Y) — P“(X‘X)’)~
On a donc
Pn(xl )Pll(x)pll (Y) — p"(x')P"(Xy),
or p"(x') esthypercartésien, donc:
P"(X)P u(y) — P"(xy)-

Il reste a examiner le cas ou d"(x) = (1,2). On a alors d"(y) = (2.2}
On choisit encore x'€FI(E"), cocartésien, composable avec x et telque
d"(x') = (0,1). D'ou la conclusion.

On a donc prouvé 4.8.

Preuve de 4.9.

Prouvons (i). Par hypothése, le but de . appartient a 1'image par
TI(1) de Ob(HE/D(FC/E) ), ce qui signifie que, pour tout x€FI(E') tel que
d'(x) = (0,0), m"(x) est cartésien, et méme hypercartésien car f est fibrant.

Il faut prouver que, pour tout x€FI(E') tel que d'(x) = (1,1), m"(x)
est cartésien. Soient a et b deux fléches cocartésiennes de E' telles que

d'(a) = d'(b) = (0,1)
et
s(a) = b(x) s(b) = s(x). (Source et but).
Il existe x'€FI(E') tel que
d'(x') = (0,0) et x'b= ax,

en effet, b est cocartésien.

Par hypothese, wu vérifie (4.39), il en résulte que m"(a) et m"(b)
sont hypercartésiens, de méme m"(x'), comme nous l'avons dit, donc aussi
m"(x). D'ou (i).

Prouvons (ii). Par définition, L'mE/D(F/E) est la sous-catégorie
pleine de Ilg /p(F/E) engendrée par l'xmage du foncteur II(i). Ilen résulte
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que IuEFl(Li_mE/D(F/E)). De plus i, qui est une fléche cartésienne de
HE/D(E/.E)' est aussi cartésienne dans Lj_mE/D(F/ E), carily a"moins"
de conditions a vérifier. D'ou (ii). ‘

Prouvons (iii). Il reste a voir que, si xéFl(E') etsid'(x) = (0,1),
m"(x) est cartésien. Or, d' est cofibrant, il existe doncx'€FI(E"), qui soit
,\Al - co-cartésien, tel que

d'(x') = (0,1) et s(x') = s(x).
Il existe alors u€FI(E') tel que
d'(u) = (0,0) et ux' = x.

On sait déja que m"(x') et m"(u) sont cartésiens, donc aussi
m"(x) = m"(um"(x').

Preuve de 4.10.

Nous allons utiliser 1.8.(ii) en remarquant que l'on peut remplacer
la condition " tout m'€K est hypercartésien" par la condition " tout m'€K
est cartésien etle composé de deux fléches appartenanta K estcartésien".

Il résulte de 4.8. que, pour prouver que toute LEP est cartésienne,
il suffit de prouver que pour tout x€F1(E") tel que d'(x) = (0,1) et tel que
m'(x) soit cocartésien, m"(x) est cartésien. Soit donc une telle x€FI(E").
Puisque H définit un coclivage de d, 1'ensemble

(4.52) {H' = xeFUE") | m'(x)eH }

définit un coclivage de d'. (énoncé dual de 1.9.).
Il existe donc x'€H' tel que

d(x') = (0,1) et s(x') = s(x),
donc il existe une fléche inversible (donc cocartésienne) de E’, soit u,
telle que

ux' = x et d'(u) = (1,1).
On sait que m"(x')€K, donc est cartésien, on sait aussi que m"(u) est in-
versible, donc cartésien, il en résulte que m"(x) = m"(u)m"(x') est carté-
sien.

Donc p vérifie (4.39), donc est cartésien.

Il nous faut encore prouver que le composé de deux éléments de P
vérifie (4.39), ce qui prouvera que ce composé est cartésien. Il revient
au méme de prouver que si un diagramme :



56

F
p"

f

v

E <« E'= Exp A
(4.53) p' *D ™2

d d'i

v “

D < 5 2

vérifie la condition

quel que soit x€FI(E"), si x est ’AZ' cocartésien et si
d'(x) = (0,1) oud'(x)= (1,2), p"(x) est E-cartésien,
alors, pour tout x€F1(E') tel que d'(x) = (0,2), si x est ’\AZ -co-cartésien
p"(x) est E- cartésien.

(P)

On a simplement traduit 1'énoncé en termes du foncteur

ST VRS | | (F/E) qui correspond au couple de fleches composables
2 E/D q p p p

en question et au diagramme (4.53).

Soit donc x€FI(E") tel que d'(x') = (0,2). Puisque d' est cofibrant,
il existe deux fléches composables et o - cocartésiennes de E', soient
v et w, telles que

d'(v) =(0,1), d'(w)=(1,2) et s(w)=s(x).
leur composé est lui-méme cocartésien.Il existe donc u€F1(E')caractérisé
par
' d'(u) =(0,0) et uvw =x.

Si l'on suppose que x est cocartésien, u est un isomorphisme. On sait
alors que m"(u), m"(v) et m"(w) sont E-cartésiens, il en est donc de méme

de m"(x).

Terminons la preuve de 4.10.

Il reste & prouver que, pour tout §€Ob(HE/D(F/E)) et tout peF1(D)

tels que le but de p soit égal a HE/D(f)(@, il existe une fléche unique
7€eP, telle que

(4.54) Og/p®H (M = p, b(m=¢.

1l revient au méme de prouver que, pour tout diagramme commutatif
tel que (4.58) ci-dessous, dans lequel E' et E" sont les produits fibrés
évidents, il existe un foncteur

m": E'- F,
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caractérisé par les conditions suivantes

(4.55) m"q' = x
(4.56) fm" = m'
(4.57) [quel que soit g€F1I(E") tel que m'(g) €H et d'(m) = (0,1), on a
m"(g) €K 1.
F
x
f
v
E «— o E' «<——— - E"
(4.58) 1
d d' d"

Construisons donc m".

Remarquons que q' induit un isomorphisme entre E" et la catégorie
fibre de E'en objet 0 de AI- En vertu de (4.55), ceci détermine la restric-
tion de m" a la dite catégorie fibre.

Soit maintenant a€FI(E’') et supposons que
d'(a) =(0,1) et m'(a)eH.
si beOb(E') désigne le but de a, on a vu qu'il existe un b'€OKE"), uni-
quement déterminé par q'(b') = b et tel que m"(b) = x(b'). On connait donc
le but de m"(a), ainsi que sa projection sur E: c'est m'(a) d'aprés (4.57).
Or, il existe une seule fléche de K de but m(b) et se projettant sur m'(a),
car K définit un clivage de f. Ce sera m"(a).

Définissons m"(b) pour tout b€Ob(E’) tel que d'(b) = 1. Il existe un
a€F1(E'), uniquement déterminé par
s(a)=b, d'(a) =(0,1) et m'(a)eH.
Connaissant m"(a), on connait m"(b) grice & la compatibilité avec I'appli-
cation source.
Soit a€FI(E") tel que d'(a) = (0,1). Il existe une fleche a'de E',uni-
quement déterminée par
d'(a') = (0,1), s(a') = s(a) et m'(a')eH .
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Il existe alors une u€FI(E'), uniquement déterminée par
ua' = a, d'(u) = (0,0).
Ce qui détermine m"(a). Remarquons que si m'(a)éH, ona a' = a et l'on

retrouve la méme valeur pour m"(a).

Il reste a définir m"(a) pour a€F1(E") tel que d'(a) = (1.1). Il existe
un diagramme c ommutatif :

bl
B —
uniquement déterminé par les conditions :
d'(a') =(0,0), d'(b) =4d'(b') = (0,1) ,
m'(b)eH et m' (b')€H

Or on sait que m"(b')€K, donc est hypercartésien, il en résulte que
m"(a) est déterminé sans ambigiiité par
m"(a')m"(b) = m"(b'")m"(a).
Le lecteur voudra bien nous pardonner (ou rendre grices) de ne pas

vérifier que I'on a bien définiun foncteurrépondantaux conditions requises.

On a ainsi prouvé que P définit un clivage de HE/D(F/E) sur D et
que HE/D(f) est fibrant.

Preuve de 4.11. Résulte trivialement de ce qui précéde.

Preuve de 4.12, On a déja prouvé le " il suffit". Remarquons que si

,LLEFI(HE/D(F/E)) est D-cartésienne, il existe VEP, telle que
g/ pH (V) = g /p) () et b(V) = b(u).
Il existe également un isomorphisme LEFI(HE/D(F/E)) se projettant
sur la fléche identique de la source de u et tel que
VI = u.

Par construction, V vérifie (4.39), ilestfacile de voirqu'il en estde méme
de U etdonc de w, d'aprés 4.13.

Le Resp. est innoffensif.
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Preuve de 4.7. Comme nous l'avons déja remarqué, il suffit de

prouver (4.36).

Un objet de L(f_m(LL'_mE/D(F/E)/D) est un foncteur :

p: D - HE/D(F/E)

tel que
(4.59) g, p(H.p = identité
et tel que, pour tout q€F1(D), p(q) soit une fléche cartésienne de
Li{"E/D(F/E)' Nous devons prouver que cette derniére condition équivaut
4 dire que p se factorise par HE/D(FC/E). Ce quirevienta prouver que,
pour tout uéFl(HE/D(F/E)), les conditions suivantes sontéquivalentes :

a) i est une fléche cartésienne de LQnE/ p(F/E);

b) w appartient a 1'image par (i) de FI(Ilg ,p(F/E)).

Si l'on a (a), u vérifie (4.39) d'aprés 4.12 et le but de p appartient
. I'image par I(i) de Ob(Ilg /p(F / E)) par définition de Limg ,p(F/E).
On a donc (b), d'aprés 4,9.(iii).

Si l'on a (b), il est clair que /.LGFl(Lj_mE (F/E)) etde plus pvéri-
fie (4.39) donc est cartésienne dans LLmE/D(g/DE) d'aprés 4.9.(ii).

C.Q.F.D.

4 -d) - Propriétés fonctorielles.

Rappelons que, par définition de HE/D(F/E), la formation d'icelui
commute au changement de base D. Ceci signifie que, si I'on s'est donné
deux foncteurs f et d comme plus haut et si 1'on a construit une solution
du probléme universel posé, c'est a dire un diagramme tel que (4.9),
choisissant un changement de base :

v: V- D,
le diagramme déduit de (4.9) par le changement de base v fournit une
solution du méme probléme, relatif cette fois aux foncteurs :
£V: FxpV - ExpV et dv: ExpV - V.

Nous allons maintenant étudier une propriété de fonctorialité de II.

Soit un diagramme commutatif :
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(4.60)

O<—Me— T
0
m

Supposons que les foncteurs d et d' soient cofibrants et que F' soit un
produit fibré de F et de E' au dessus de E. Supposons de plus que f soit
fibrant, ce qui entraine que f' l'est aussi. Désignons par:

(4.61) K: ((Catyp)° = (Ens)
le foncteur qui, a tout (X,x) 6Ob(Cat)/D, assoc je
K(X,x) = HomE(ExDX,F)
et par
(4.62) K': ((Cat),p ) © = (Ens)
le foncteur qui, a tout (X,x) €Ob(Cat)/p, associe
K'(X,x) = HomE,(E'xDX,F).
Désignons par H le sous-foncteur de K défini par :
(4.63) H' X.x) = HomE(ExDX,FC) ,

ot F€ désigne la sous-catégorie de F dont les fléches sontles fleches E-
cartésiennes de F.

Soit H' le sous-foncteur de K' défini de maniére analogue :

(4.64) H'(X,x) = HomE, (E'XDX,F'C).
Il est clair que I' on a un morphisme de foncteurs :
(4.65) m:K - K',

défini grice au fait que F' est un produit fibré. Il est clair que m induitun
morphisme de foncteurs :

(4.66) n:H - H',

en effet, en vertu des propriétés élémentaires des morphismes cartésiens,
F' Cest un produit fibré de F et de E' au dessus de E. Si l'on passe aux
objets de (Cat)/D qui représentent les foncteurs K,K',H et H', on trouve
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un carré commutatif dans (Cat)/ D' ot iet i sontdes monomorphismes :

Ng,p(F/E) «—1  Tg,p(FYE)
(4.67) m n
HE'/D(F'/E') (1—._ HE'/D(F'C/E')

On a négligé de figurer D.

Se souvenant de la définition de LLmE/D(F/E) comme sous-caté-
gorie pleine de HE/D(F/E) engendrée par 1'image dufoncteur i,(4.35), on
déduit un D-foncteur cartésien :

(4.68) p: LI(_I_'nE/D(F/E) “’Ll(i_‘nEv/D(F'/E')
L'adjectif cartésien étant justifié par le fait que les fléches cartésiennes

de leE p(F/E) sont celles qui proviennent par i d'une fléche de
HE/D(F /E), cf. 4.12. et 4.9.(ii1).

Il est clair que, si l'on fait subir au diagramme (4.60)un changement
de base :

v:V - D,
le foncteur analogue & p s'obtient en faisant subir & p le méme change-
ment de base.

En particulier, soit SEOb(D) et soit:

0:730—* D, o =8,

le foncteur correspondant. Le foncteur déduit de p par le changement de
base O s'identifie au foncteur pg induit par p sur les fibres en SeOb(D)
des foncteurs leE/D(f) et leEo/D(f’) Puisque la formation de p
commute au changement de la base D, le foncteur pq s'identifie aussi au
foncteur construit comme p, mais a partir du diagramme déduit de (4.60)
par le changement de base O:

Fg = Fxg(Eg) <« Fxpi(E'y) = F'g

l |
——

(4.69)
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Or PAO est un objet final de (Cart) on a donc un isomorphisme

griace auquel le foncteur déduit de p par le changement de base
O : ’\AO - D

s'identifie au foncteur :

LL"'(FS/ES) - Lgn(FS/ES) ,
lequel est défini par le fait que le carré de (4.69) est un produit fibré. En
résumé :

Proposition 4.14. Soit un diagramme tel que (4.60), dans lequel le
carré est un produit fibré. Supposons également que d et d'soient co-
fibrants et que f soit fibrant (donc aussi f'). Désignons par

(4.71) IF:LF - D
la D-catégorie Li'_mE/D(f) : LL’"E/D(F/E) - D, (4.35), et par
(4.72) IF:LF =D

la D-catégorie LimEo/D(f‘) : LimEo/D(F’/E') - D.

(i) il existe un D-foncteur cartésien dont la formation commute au
changement de la base D.

(4.73) p: LF - LF'.

(i1) par les isomorphismes du théoréme 4.7. :

Lim(1.F/D) = Lim(F/E)
Lim(LF/ D) > Lim(F'/E") ,

le foncteur dédﬁit de p par passage aux Lim(+/D) :
(4.74) Lig:(LF/D) - Li_m(LF'/D)
s'identifie au foncteur défini par le fait que le carré de (4.60)estun produit
fibré :
(4.75) LG(F/E) - LQH(F'/E').

(iii) de plus, pour tout SEOb(D), si on désigne par

| |

(4.76) Eg «——— E'g

gy

0
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le diagramme déduit de (4.60) par le changement de base

o: NAO - D, o) = S, le foncteur

induit par p sur les fibres en S s'identifie par les isomorphismes (4.70)

au foncteur défini par le fait que le carré de (4.76) estun produit fibré:

(4.78) LiL"(FS/ES) - LQn(F'S/E'S).
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5 - Sections cartésiennes et limites projectives de catégories.

Le but de ce numéro est de montrer comment toute catégorie fibrée
¢: F — E est canoniquement équivalente & une catégorie scindée, clest a
dire construire a partir d'un foncteur ¥F :E®- (Cat), (penser a un systéme
projectif de catégories), par le procédé de SGA VI 9. La construction que
nous allons décrire aura la propriété remarquable que la catégorie limite
projective du foncteur SF sera isomorphe & la catégorie Lim(F/E). Ce
résultat, dont la démonstration n'utilise pas les sorites entassés jusqu'ici,
permet, dans une large mesure, de faire fi des clivages et de leurs iden-
tifications canoniques etaussi, mais en prenantdes précautions, (cf.5.12)),
de calculer sur une limite projective ordinaire de catégories plutdt que
sur une catégorie Lim.

5 -a) La catégorie fibrée associée a un foncteur P: E® = (Cat).

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons la construction de
SGA VI 9. Tout d'abord, désignons par:
(5.1) Fib(E) la catégorie dont les objets sont les E - catégories
fibrées et dont les morphismes sont les E-foncteurs cartésiens et par

(5.2) Sci(E) la catégorie Hom(E®, (Cat)) des foncteurs contrava-
riants définis sur E et & valeurs dans la catégorie des U-catégories.

La notation Sci(E) suggeére plutdt qu'il s'agit de la catégorie dont
les objets sont les E-catégories munies d'un scindage, les morphismes
étant les E-foncteurs qui respectent ce scindage, i.e. qui transforment
morphismes de transport en morphismes de transport (cf.1.5.), ce qui
entraine qu'ils sont cartésiens. Mais la construction de SGA VI 9 induit
une équivalence de catégories entre Sci(E) et cette derniére, ce qui fait
que notre notation n'est pas génante.

Construisons un foncteur:

(5.3) $:Sci(E) — Fib(E).
Soit P: E® = (Cat) un objet de Sci(E) et soit
(5.4) P :®P - E
la E-catégorie fibrée construite comme suit:
(5.5) Ob(®P) = {(S,x), SEOb(E), xOb(P(S)) },

la projection de (S,x) étant S; en formule :

PP((S,x)) = S.
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Si (S,x) et (T,y) sont deux objets de PP et sif: T—*Sestune fleche de E,
on définit par

(5.6) Hom((T,y), (S,x)) = Homp(T)(ny(f)(X))

I'ensemble des fleches de P de source (T,y) et de but (S,x) qui se

projettent sur f. D'une maniére générale, si f: T =S est une fléche de E
et si x est un objet ou une fleche de P(S), on posera

(5.7) «f = P(f)(x) , P(f):P(S) = P(T).

La formule (5.6) prend alors une forme plus concise:

(5.8) Hom¢((T,y), (S,x)) = Hom(y,x) .

En particulier, la fléche identique de xf définit une fleche de &P
(5.9) ) : (Txh) = ),

qui se projette sur f, qui est cartésienne et qui, par définition, est, dans
®P, le morphisme de transport de but (S,x) et de projection f. L'ensemble

de ces morphismes définira le scindage de® P, (que 1'on s'empresse d'ou-
blier).

Etant données deux fléches composables de ¢P :

se projettant sur

f
v &1 > s
et correspondant a des morphismes
viz —y8 u:y—*xf ,

leur composé of3: z — x est défini par le fait qu'il se projette sur fg et
qu'il corres pond au composé de
v
z bl yg u—’ (xf)g = xfg
La formation de ®P est fonctorielle en P de maniére évidente.
Explicitons un peu. Soit m: P = Q une fléche de Sci(E), il lui correspond
un E-foncteur cartésien

(5.10) ®m: P - @Q,
Sx) ~> (S,m(S) (x)), SEOKE), xcOb(P(S)).
Il est clair que ®m est un morphisme de catégories scindées (i.e.
respecte les morphismes de transport (5.9)), ce qui fait que le foncteur

n'est généralement pas pleinement fidéle, puisqu'il oublie le scindage de
OP. Ilest fidele.



Remarque 5.1. La formation du foncteur ¢ commute au changement
de base E. Il suffit d'énoncer précisément la chose pour qu'elle soit
claire. Soit P: E® - (Cat) un objet de Sci(E) et soit u: E' = E un
foncteur. Soit P la E-catégorie scindée associée 2 P, soit Q = PPxgE’
la catégorie qui s'en déduit par le changement de base u et soit P' = Pu
la restriction de P & E'. Il est clair que Q, avec son scindage, estcano-
niquement isomorphe a ®'P', o @' est l'analogue du foncteur ®, relatif

aE’"

Remarque 5.2, Soit P : E® — (Cat) un objet de Sci (E), nous allons
décrire, d'aprés 1,7., la catégorie Llln(q)P/E).

- un objet est essentie llement un couple formé d'une famille
(XS)SEOb(E), xg€ODb(P(S)), et d'une famille (uf)fEFl(E)' f: T—S,
uc€elsom(x,xg ), assujetti a vérifier, pour tout couple U = T - S de
fléches composables de E.

(5.11) g = ubu,

Une section cartésienne définie comme ci dessus sera notée (x,u).
Un morphisme de sections cartésiennes :

m: (y,v) — (xuv)
est essentiellement une famille (mS)S€Qb(E)’ mSEHom(ys,xs), telle que
pour toute fléche f: T =S de E, on ait
f -
(5-12) mS .Vf = uf.mT
Les morphismes se composent de maniére évidente et se transportent
de maniére non moins évidente par changement de base E ou morphisme

de Sci(E).

Sachant que la catégorie lim P a pour objets la limite projective
des ensembles d'objets des P(S), S eOKE), il est clair qu'un objet de
Il;[_n P est une famille (XS)S€Ob§E)1:xSEOb(P(S))’ assuje?ttie’é} \.rérifier
Xg = X, pour toute fleche f: T>S de E. Un telobjetdéfinitdonc une
section cartésienne de Ljm(®P/E), ou les u; sont les morphismes identi-
ques des x. En fait, on a un foncteur
(5.13) YP: limP - Lim(%P/E) ,

dont l'action sur les fléches est évidente.

Lemme 5.3. Pour tout objet P de Sci(E), le foncteur YP de (5.13)
est pleinement fidéle et injectif sur les objets. Pour qu'une section
cartésienne s de PP appartienne a l'image de ®P, il faut et il suffit que,
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pour toute fleche f: T - S de E, s(f) soit un morphisme de transport

de ®P, cf. (5.9).

Evidemment.

Remarque 5.4. Ne pas croire que (5.13) est une équivalence de
catégories. Par exemple, soit G: E° = (Ab) un foncteur contravariant
défini sur E et & valeurs dans la catégorie des groupesabéliens. Consi-
dérant un groupe abélien comme une catégorie dont l'unique objet est
I'élément neutre du groupe et dont les morphismes sont les éléments du
groupe, on déduit de G un foncteur G': E® — (Cat). Lalimite projecti
ve de G' est la catégorie associée au groupe IimG et n'a donc qu'unseul
objet. Posons L = LQn(@G'/E). Puisque, pour tout SeOb(E), la caté-
gorie G'(S) n'a qu'un seul objet, un objet de L est essentiellement une
famille (uf)fEFl(E)’ f: TS, ufEG(T), vérifiant ufg = ug u . De plus,
tout ob]et de L 1somorphe au précédent est de la forme

Ve = mg ‘“f'(mT) » ou (mg)gcopE) » MGEG(S), est une famille.

D'aprés les formules connues ([CR<] on en déduit que l'ensemble des
classes a isomorphisme prés d'objets de L est l'ensemble sous-jacent
au groupe limlG, valeur en G du premier foncteur dérivé du foncteur lim.
Par suite, st (5.13) est une équivalence pour tout P, le foncteur hln est

exact a droite..

Remarque 5.5. Si u: P — Q est un morphisme de Sci(E), et si,
pour tout SEOB(E), le foncteur u(S): P(S) = Q(S) est fidéle (resp. plei-
nement fidéle) (resp. un isomorphisme), le foncteur liT_u : IiﬂP - lir(r_ro
est fidéle (resp. pleinement fidéle) (resp. un isomorphisme). Mais, si,
pour tout SEOb(E), le fonctew u(S) est une équivalence, le foncteur I:mu
n'est pas, en général, une équivalence, bien que le foncteur évident
Lvm(‘IDP/E) - le(@Q/E) soit une équivalence puisque le foncteur
du: OP -$®Q est une E-équivalence, SGA VI 4. On construit aisé -
ment un contre-exemple en prenant pour E la catégorie .« . ., pour
P une catégorie scindée équivalente a E telle que lim P = ¢ et pour m
la projection de ¢ P.
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S - b) Construction du systéme projectif BF: E® — (Cat) associé & une
E-catégorie fibrée @: F = E.
Pour éviter quelques vérifications de fonctorialité, il faut étre un
peu pédant. Pour toute catégorie E, on a un foncteur
(5.14) E, : E - (CatyE
défini de la maniére suivante. A tout SEOb(E) on associe 1'objet de
(Cat)/E
(5.15) E/S - E, (x:X-—8S) X,
c'est a dire le foncteur source de(1.29). On notera que ce foncteur est
fibrant (et méme discret, 6.1) et que tous les morphismes de E g sont

E-cartésiens. A toute fléche f: T =S de E, on associe une fléche de
(Cat)/ E> autrement dit un triangle commutatif

E/f
E/r > E/g

(5.16) sT s cf. (1.30)

E

ou E/f est défini par son action sur les fléches :

(5.17) . E/ ¢ ((xy) = (fx,y),
on V2% U = T estune fleche de E/T'

Par ailleurs, pour tout couple (U,V) de E-catégories, on a défini,
(cf.(1.23)), une catégorie HomE/. *(U,V) qui est la sous-catégorie pleine
de HomE/.(U,V) dont les objets sont les E-foncteurs quitransforment fout
morphisme de U en un morphisme E-cartésien de V. Il est facile de voir,
par exemple a partir du sorite de’ HomE/.(U,V) développé dans SGA VI 3,
que HomE/- “(U,V) est fonctorielen V sil'on n'admetque les E-foncteurs
cartésiens et contrafonctoriel en U, mais cette fois on peut admettre
tous les E-foncteurs, cartésiens ou non. D'ol, pour toute E-catégorie
¢ : F~— E, un foncteur

(5.18) 3F : E® - (Car),
obtenu en composant 1'opposé de E/ et le foncteur

(Cat)/E - (Cat),U "*>HomE/.‘(U,F).
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Pour tout SeOb(E), on a
(5.19) BF(S) = HomE/ ‘(E/S, F) = Homcart(E/S’F) = Lim (FS/(E/S))

ou l'on a posé FS = FXE(E/S) En effet, tous les morphismes de E/S
sont E-cartésiens.

Comme il vient d'étre dit, cette construction est fonctorielle en F,
du moins si l'on n'admet que les E-foncteurs cartésiens; autrement dit,
on a défini un foncteur :

(5.20) 3 : Fib(E) — Sci(E) .

5 -c). Propriétés des constructions précédentes.

Nous allons, pour toute E-catégorie filcee F, construire un E-
foncteur cartésien :

(5.21) vF : ®¥F - F ,

u ¥ et ® sont les foncteurs définis res pectivement par (5.20) et (5.3).
Nous monterons que vF est une E-équivalence 5.6., et que le couple
(gF, vF) définit, en F, un coadjoint du foncteur ¢, 5.9. Ce qui prouvera
que vF estfonctoriel en F. Si le foncteur ¢: F — E n'est plus supposé
fibrant, la construction de ¥F et de vF garde un sens mais ne posséde
plus les mémes propriétés.

Pour tout SEOL(E), on a un foncteur
(5.22) vg: BF(S) — F

(x :E/S - F) ~ x(idg)

que l'on appelle "foncteur valeur en S™ et qui applique SF(S) dans la
catégorie fibre Fg de F en S. Nous allons construire vF de telle sorte
que, pour tout SeOb(E) modulo l'identification de %F(S) avec la fibre
de ®3F en S, le foncteur vF induise sur les fibres en S le foncteur vg-
Nous connaissons donc l'action de vF sur les objets et sur les fléches
qui se projettent sur une fléche identique de E.

Soit u: (T,y) ~ (S,x) une fléche de ORIF se projettant sur une flé-
che f: T~ S de E. Par définition de ¢, x et y sont des E-foncteurs car-
tésiens
(5.23) x:E/S - F et y:E/T - F,
et i est déterminé par un morphisme de BF(T), u:y *'xf, c'esta dire un

E-morphisme de foncteurs

(5.24) u:y — xf = x.E/f )
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On a ainsi deux fléches composables de F

x(ids,f) u(idT)
(5.25) x(idg) e——— x(f) = xl(id) e——— y(id)
qui se projettent sur .
ldT
S e—m— T e—_

car x est un E-foncteur et u estun E-morphisme. Pardéfinition, le composé
des fléches (5.25) sera la valeur en i du foncteur vF : dIF - F. 11
est clair, par construction, que vF est un E-foncteur cartésien et qu'il
induit sur les fibres en SEOb(E) le foncteur valeur en S de (5.22).

Proposition 5.6. Pour tout foncteur fibrant ¢ : F = E, le foncteur

vF : ®3F ~F de(5.21)estune E-équivalence de catégories. De plus, il est
surjectif sur les objets.

D'aprés SGA VI 4.3. et SGA VI 6.10., pour montrer que vF est une
E-équivalence, il suffit de prouver que, pour tout SEOb(E), il induit une
équivalence de catégories entre les fibres en S. En effet, vF est évidemn.-
ment cartésien. La proposition résultera donc du lemme suivant:

Lemme 5.7. Pour tout foncteur @ : F = E et tout objet final e de
E, le foncteur valeur en e :

(5.26) Lim(F/E) = F_ , s ~>s(e),

ou Fe désigne la catégorie fibre de F en e, est pleinement fidéle.Si @
est fibrant Ve est une équivalence de catégories; il est de plus surjectif
sur les objets.

Pour démontrer la premiére partie du lemme, utilisons une construc-
tion qui sera reprise dans 7.a). Soit @: F — E un foncteur et soient s et t
deux sections cartésiennes de @ . Il existe un foncteur

(5.27) Hom(s,t) : E° - (Ens)
défini comme suit. Pour tout SEOb(E), on pose
(5.28) Hom(s,t) (S) = Homs(s (S), t«(S))

et, pour tout fleche f: T—S de E et tout uéHom(s,t)(S), on pose
Hom(s,t) (f) (u) = v,ouv:s(T) — t(T)est la fleche de F caractérisée
par la commutativité du diagramme

ss) SO o

u l lv et par Q(v) = idT.
t(S)

—0 t(D)

t(f)
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L'existence et l'unicité de v résultent du fait que t(f) est E-cartésien.
Pour tout S€Ob(E), on a une application

(5.29) Hom(s,t) — Hom(s,t)(S) , u~>u(S),

et, par définition d'un morphisme de foncteurs, les applications (5.29)
définissent une bijection

(5.30) Hom(s,t) ~— Ii'_m Hom(s,t) .

D'ou la premiére partie du lemme, puisque nous y supposons que e
est un objet final de E. Il reste & prouver que si le foncteur ¢ est fi-
brant le foncteur Ve est surjectif sur les objets. Soit donc erb(Fe). Pour
tout SEOB(E), soit s:S — e le morphisme final. Choisissons un morphis-
me cartésien de but e se projettant sur s et notons-le 0O(s) : r(S) — x.
Pour tout morphisme f: T— S de E, ona sf=t, ol s et t sontles
morphismes finaux. Il existe une fleche (f): r(T) — r(S), caractérisée par
Wr(f)) =f et O(s)r(f) = P(t). En effet, P(s) estcartésien. De plus, r(f)
est cartésien, cf. 1.2. (i bis); En vertu des propriétés élémentaires des
morphismes cartésiens, il est clair que r est une section cartésienne de
¢ . De plus, si I'on a choisi p(ide) égal a idx, on a r(s) = P(s) pour tout
morphisme final s etr(e) = x.

C.Q.F.D.

On en déduit aisément le lemme suivant

Lemme 5.8. Soit @ : F = E un foncteur et soit SEOb(E) .
(1) Pour tout couple (r,s) d'objets de gF(S), i.e. de E-foncteurs
cartésiens r, S: E/S = F, l'application
Hom(r,s) - Homs(r(ids), s(ids)), m > m(ids),
est bijective. De plus, si, pour tout objet f: T =S de E/S ,ona
(f) = s(f), ou
(5.31) f = (idg,f):f ~ idg
est, dans E/S' le morphisme final de source f, alors r = s.

(i) Supposons de plus que le foncteur @ soit fibrant. Soit x€Ob{Fy)
et soit, pour tout objet f : T »Sde E g» un morphisme E-cartésien de f§
de but x et de projection f, noté Q(f). Si p(ids) = idy, ilexiste un objet
rde BF(S) caractérisé par r(f) = p(f) pour tout fcOb(E /g). On a
r(ids) = X.

)
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Théoreme 5.9. Le foncteur 9 de (5.20) est un coadjoint dufoncteur
® de (5.3). Plus précisément, pour toute E-catégorie fibrée F, le systéme
projectif ®F : E°— (Cat) et le E-foncteur cartésien vF : ®3F - F
possédent la propriété universelle suivante

" pour tout objet P de Sci(E) 1'application composée

(5.32) Hom (P, 3F) — Hom o (%P, ®8F) ~ Hom 5(2P,F)
a ~> ®a b ~> vF.b

est bijective."

L'indice 0 (resp. Q) rappelle que les morphismes sont pris dans la

catégorie Sci(E) (resp. Fib(E) ).

Montrons que (5.32) est injective. Soit a: P = 3F un morphisme de
foncteurs. Posons b = vF. ®a. Soit S € Ob(E) et soit xeOb(P(S)). Posons
& = a(S)(x); c'estun E-foncteur cartésien & : E/S - F. Pour tout
objet f: T — S de E/S’ on a

(5.33) ) = blep(x)

ot f est défini par (5.31) et ou cf(x) est,dans PP, le morphisme de trans-
port de but (S,x) et de projection f,cf. (5.9). Cette formule résulte aisé-
ment du calcul de vF. cI)::l(cf(x)), cf. (5.25). D'aprés 5.8. (ii), elle montre
que, sia' : P~ ®F est un morphisme de Sci(E) vérifiant vF.®a' = b, les
foncteurs a(S) et a'(S) coincident sur les objets de P(S) pour tout
S€Ob(E). Soit maintenant m :y —x une fléche de P(S) et soit u: & =7
son image par a(S). C'est un E-morphisme de E-foncteurs cartésiens

E,n: E/S:F_Il estdonc caractérisé par sa valeur sur ids laquelle est don-
née par

(5.34) plidg) = bm')

ou m':(S,y) — (S,x) est, le morphisme de ® P de projection idS défini
par m,cf. (5.6). Ceci montre que (5.32) est injective. Prouvons qu'elle
est surjective. Soit b: P @ F un E-foncteur cartésien. Nous devons
construire un morphisme de.Sci(E), a : P = 8F, tel que b= vF.da.
Pour tout SEOb(E), tout x€Ob( P(S)) et tout objet f: T = S de E/S’
posons ((f) = b(cg(x)). Puisque b est un E- foncteur cartésien, ((f)
est un morphisme cartésien de F de but (S,x) et de projection f, car cg(x)
est un morphisme de transport. Posons u = ids, ona ((u)= idx car cu(x)
est le morphisme identique de (S,x), puisque ®P est scindée. D'aprés 5.8.
(ii), il existe un objet { de BF(S) caractérisé par

£ = b(cg(x)), feOb( E/S)‘ Posons a(S) (x) = & Soit yeOb(P(S)) et
soit 7 = a(S)(y). Soit m:y — x un morphisme de P(S). Le foncteur
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valeur en S étant pleinement fidéle, il existe un morphisme u: & — 7
de %F(S) caractérisé par /L(ids)=b(m')oum'estdéfiriicommedans (5.34).
Posons a(S)(m) = . Toujours d'aprés 5.8.(i), il est clair que, pour
tout SEOb(E), on définit ainsi un foncteur a(S) : P(S) — &F (S). On montre,
en utilisant 5.8.(ii) et les propriétés des morphismes cartésiens, que les
a(S) définissent un morphisme de foncteurs a:P— BF.Posons b'=v F®a
P our achever la preuve de 5.9., il nous faut prouver que b = b'. D'aprés
les formules (5.33) et (5,34), ces deux foncteurs coincidentsur les fléches
de ®P dont la projection est une fléche identique de E et sur les mor-
phismes de transport de ®P. Ils sont donc égaux puisque toute fléchemde
®P est de la forme m =tu, ol t est un morphisme de transport et o u
est une fléche se projettant sur la fléche identique de la source de m.

C.Q.F.D.

Soit @ : F = E une E-catégorie.

Pour tout SEOb(E), par compos ition avec le foncteur source, on a un
foncteur

Liin(F/E) = HomE/_‘(E,F) - HomE/.'(E/S,F) =3F (),
d'ou, en vertu de la commutativité de (5.16), un foncteur

(5.35) r: Ljm (F/E) ~ lim 3F ,

lequel, d'aprés 1.12., est un isomorphisme.

Corollaire 5.10. Soit ¢ : F = E un foncteur, (qui n'est pas suppo-
sé fibrant). Le foncteur composé

F
(5.36) tim SF 2 Lim(?3F/E) % Lim(F/E)
ou \yg)F est foncteur de (5.13) et o v est défini par la composition avec

le foncteur vF de (5.21), est un isomorphisme dont 1'inverse est le fonc-
teur r de (5.35). De plus, vet W)?)F sont des équivalences.

Sachant que r est un isomorphisme, pour savoir que (5.36) est l'iso-
morphisme inverse de r. il suffit de vérifier que le composé v.q;gF.r est
le foncteur identique de Lim(F/E), ce qui est aisé. De plus, vF est un
E-foncteur cartésien pleine(_ment fidéle en vertu de 5.8.(i), ce qui montre
que v est pleinement fidéle. D'ou la conclusion.

Notons que le fait que lng soit une équivalence est di a la forme
particuliére de ® F cf. 5.3. et 5.4.. De méme, on peut préciser 5.5..
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Corollaire 5.11. Soit ¢ : F— E une E-catégorie et soit u:3F—P
un morphisme de Sci(E) tel que, pour tout SEOb(E), u(S) soit une équiva-

lence. Le foncteur lim u : lim 3F = lim P est une équivalence.
« «

<«
En effet, d'aprés SGA VI 5.4., ®u: P F~+ PP est alors une E-
équivalence et, par suite, le foncteur

U = Lim(®u) :Li(:_n(@%F/E) - Li(:_n(@P/E)

induit par la composition avec Pu est une équivalence. Or on a un dia-

gramme commutatif dont les lignes sont définies par (5.13) et dont les
colonnes sont induites par u

a
Ii(l_man L(i_m(<1>§?>F/E)
Ii(r_n u U
Ii(l_n P L:ln(@ P/E)
b

On sait que a est une équivalence, 5.10., on vient de voir qu'il en est
de méme de U et on sait, 5.3., que b est pleinement fidéle. D'ou la
conc lusion.

Remarque 5.12. Soit ¢: F— E un foncteur fibrant et soit
m: E'~ E un foncteur (considéré comme un changementde la base E). Pour
tout S'€Ob(E"), on a un foncteur restriction

(5.37) §F () - BFESY , 6" =S,F =FxE,

(o ' est I'analogue de ¥ relatif a E'), qui estinduit par la composition
avec le foncteur

(5.38) m/g E'/S' - E/S,m/sa(x)=m(x),

Les foncteurs (5.37) induisent un morphisme de Sci(E’)

(5.39) 8F.m — 3F',

qui, pour tout S'€Ob(E"), induit (5.37). Or (5.37) est une équivalence de

catégories. En effet, m/g applique I'objet final de E'/ g sur celui de E/S
cf. 5.7..

Cependant il est clair que la formation de ®F ne commute pas au
changement de base. En effet, B F est défini & isomorphisme prés par sa
propriété universelle, 5.9., eten général (5.39) n'est pas un isomorphisme,
comme on voit en prenant pour E' une catégorie ponctuelle.



75

De maniére concréte, pour étudier l'effetd'un changement|de base
sur les catégories le, on pourra remplacer F par ®3F d'aprés 5.6.. Mais
on ne pourra pas, en général, remplacer F par le systéme projectif de
catégories ®F. Cependant, la formation de ®F commute aux change-
ments de base discrets, i.e. tels que, pour tout S'€Ob(E"), le foncteur
m /g de (5.38) soit un isomorphisme, cf. 6.1.. En effet, dans ce cas,
(5.37) et (5.39) sont évidemment des isomorphismes. Pour étudier l'effet
d'un changement de base discret on pourra donc remplacer les catégories
Li_m par des limites projectives ordinaires, grice a 5.10..
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6 - Cribles de descente.

Dans ce numéro, nous allons donner les définitions et propriétés
essentielles de la théorie de la descente.

6 -a) Les cribles.

Etudions auparavant deux notions techniquement importantes :
celle du foncteur discret et celle de crible..

Définition 6.1. Soit u: A — B un foncteur. Pour tout XeOb(A),
désignons par :

(6.1) u/X:A/X - B/u(X)

le foncteur qui, a tout objet v:V — X de A/X’ associe u(v): u(V)~u(X).
On dit que le foncteur u est discret si, pour tout X€Ob(A), le foncteur
u/x est un isomorphisme.

Exemple 6.2. Un foncteur source sg: E/S — E, SeOb(E),cf.(1.29),
est discret. Un monomorphisme fibrant, cf.1.1.(iv)., est discret. Ces
deux assertions résultent du lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit u: A = B un foncteur. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) u est discret
(ii) pour tout X€Ob(B), la catégorie Ay, fibre de u en X, est dis-

créte, (i.e. tous les morphismes y sont des fléches identiques), et, de
plus, u est fibrant,

(iii) pour toute fléche de B, m : Y~ X, et tout X'eOb(A), tel que
u(X'") = X, il existe une fléche unique de A, de but X' et de projection m.

(1) =>(iii) en effet, (iii) signifie que, pour tout X'e Ob(A), le fonc-
teur u /v induit un isomorphisme sur les objets.

(iii)==> (i) Soit X' € Ob(A), posons x = u(X').On saitdéja que u/x
est un isomorphisme sur les objets. Soit X@YRZ une fleche de B/ X
par (iii) il existe une fléche unique m': Y'—~X' se projettant sur m, et
aussi une fléche unique n': Z'-Y' se projettant sur n, c'est-a-dire une
fleche unique (m', n') de A/ x+ Se projettant sur (m, n).

(ii1)<==> (ii) trivial.

Lemme 6.4. Siu: A - B est un foncteur discret, il admet un cli-

vage, unique. Celui-ci est un scindage. De plus tous les morphismes de
A sont B-cartésiens.
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Trivial : exerciceautourde 1.1., 1.2. et 1.5..

ay/x b
«
c

Si a est discret, pour que b le soit il faut et il suffit que ¢ le soit.

Lemme 6.5. soient a, b et ¢ trois foncteurs, ab = ¢,

1
Lemme 6.6. Soit -« un carré cartésien dans (Cat) , i.e. un
fy Jf

«

8
produit fibré de catégories. Si f est discret, f' l'est. Si, de plus, g l'est,

alors g' et fg' = gf' le sont.

Toujours trivial.

Définition 6.7. Une sous-catégorie C d'une catégorie Eest appelée
un crible de E si le foncteur d'inclusion Ll: C = Eest discret, (c'est a
dire, ici, fibrant).

Un crible est une sous-catégorie pleine, donc est caractérisé par
son ensemble d'objets. Pour qu'un sous-ensemble de Ob(E) soit I'ensem-
ble d'objets d'un crible il faut et il suffit qu'il contienne la source de
toute fléche dont il contient le but.

Exemple 6.8. Soit S un préschéma et soit E la catégorie des pré-
schémas au dessus de S. Soit G un S-groupe et P un S-préschéma ou G
opére a gauche de maniére compatible avec les projections. L'ensemble
des objets de E, i.e. des "changements de base" S' =S, tels que
P' = PxgS8' soit trivial sous G' = G xgS', (i.e. P' admet une section)est
I'ensemble des objets d'un crible (éventuellement vide) de E. Dire que P
est localement trivial pour la topologie plate, c'est dire que ce crible est
un raffinement pour la dite topologie, cf. [ AS] .

Pour toute catégorie E, on désignera par @ (E) l'ensemble ordonné
(par inclusion) des cribles de E. Il est clair que la borne supérieure
(resp. inférieure), dans l'ensemble de toutes les sous-catégories de E,
de toute famille de cribles de E, existe et est un crible. Son ensemble
d'objets (de fléches) est la réunion (resp. l'intersection) des ensembles
d'objets (de fléches) des cribles de la famille.

Pour tout foncteur u : E' = E et tout crible C de E', la premiére
projection de E'Xg C = C" est un monomorphisme fibrant, car ces deux
conditions sont stables par changement de base. Donc C' est un crible de
E'. On notera

6.2) P(u): B(E) — @(E')
C ~> CXgE'
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l'application induite par le changement de base sur les ensembles de
cribles (image inverse) . On posera souvent

(G6.3) F)(C) = C%, ona alors (CHY = CUVY .
En paruculier, pour tout SeOb(E), le foncteur source
sS:E/S - E, (x:X —S)~>X,
induit sur les cribles une application
(6.4) gE) - ﬂ(E/S)
qui, pour simplifier, sera notée C ~> cS.
Pour toute fléeche f: T — S, de E, le foncteur
E/j¢:Ejp— Ejg, (v:V = T) > (fv:V =9
Induit une application sur les cribles :
(6.5) g(E/5) - WE/T)
c ~ cf
Puisque 1'on a sS"E/f = s, il est clair que, pour tout crible C de E,
ona :

(6.6) €S = ¢T.

Lemme 6.9. Pour toute catégorie E, les applications (6.4) font de
# (E) la limite projective du foncteur :

g :E° - (Ens)
S ~> ﬂ(E/S)

En effet, si C est un crible de E, il est clairque Ob(C) est l'ensem-
ble des SeOb(E) tels que cS = E/S . Inversement, étant donné des
Cseg(E/s) tels que, pourtout f: T — S, on ait (CS)f = CT, posons
C = {S€Ob(E)l CS = E/S } . Il estclair que C est l'ensemble
d'objets d'un crible C de E. Nous devons prouver que, pour tout SEOb(E),
ona C° = CS' Or, par construction,

Ob(cs) ={t.T1T" S, f€Ob(E/q) ’ TeOb(C) }; donc Ob(CS) est l'en-
semble des f tels que Cp = E/T' Or Cr =Cg', d'u la conclusion.
Encore une convention. Soit u : E = E' un foncteur. Pour tout
XeOb(E), soit X' = u(X) et soit ' E/X - E'/X' le foncteur induit

par u, cf. (6.1). Il induit une application sur les cribles :

6.7) g(E'/XI) - g(E/X),
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notée cr - Cc

malgré les risques de confusion.

Exemple 6.10. (crible engendré par une famille d'objets).

Soient E une catégorie, S un objetde E et K = (r; : R; =S), ¢ une

famille de fleches de E de méme but S. C'est aussi une famille d'ob-
jets de E/g. Soit C le crible de E /g dont les objets sont les x: X =S
qui dominent un des r;: R, - S,
i.e. Ob(C) = {x:X~S [ il existe i€l, Homg(X,R;) APt . On I'ap-
pellera le crible (sous-entendu: de E/S) engendré par K. Bien entendu,
deux familles de fléches de méme but peuvent définir le méme crible. On
dit alors qu'elles sont équivalentes. Si R'= - R' —'S) € est une
autre famille, pour que le crible engendré par R ,sont contenu dans celui
qu'engendre K, il faut et il suffit que, pour tout j€J, il existe i€l tel que
Homg(R'Y,R;) # #. Ondit alors que R'raffine K .

Si u: S'" = S est une fleche de E et si R = R; » s)iél estune
famille d'objets de E /g, I'image inverse par u du crlble C engendré par
R, soit CY, (6.5), a pour objets les x' : X' = S tels qu'il existe i€l et un
carré commutatif :

Xl

A I

S S'

u

Si le produit fibré R'. = R XSS existe pour tout i€l, le crible
i
image inverse CY, (6.5), est engendre par la famille des deuxiémes pro-
jections (r' S — s e que l'on appelle "famille déduite de R
par le changemenft? base u". Si, pourtout u : S' = S, et tout i€l, le
produit fibré R; xgS' existe, on dira que la famille K est quarrable.

6 - b) Cribles et familles de F-descente.

Soit @: F = E un foncteur. Pour toute catégorie au dessus deE,
u: E' = E, on a défini dans (1.23) la catégorie

(6.8) HomE/.'(E',F) que 1'on notera H(E',F),

et dont on rappelle que les objets sont les E-foncteurs qui transforment

toute fléche de E' ep une fléche E-cartésienne de F, les morphismes
étant les E-morphismes de foncteurs. D'aprés le sorite de fonctorialité
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de 6.8, cf.(5.18) et alentour, on sait que, pour toure fléeche m de (Cat)/E
c'est a dire pour tout triangle commutatif dans (Cat)

m

A B
6.9)

a b

E ’

on a un foncteur, induit par la composition avec m:
(6.10) H(m,F): H(A,F) - H(B'F),
qui s'interpréte également comme le foncteur restriction
(6.10 bis) LQn(FXAA/A) - Lif"(FXBB/B) .
En résumé, on a un foncteur
(6.11) M Fy: ((Can), p)° = (Can),

qui a tout objet a : A — E de (Cat)/g ("changement de la base E ")
associe M(A,F) = Lim(F XAA/A).

Un diagramme tel que (6.9) doit étre considéré comme un morphisme
entre les changements de base a etb. Le foncteur Hl(m,F) permet de com-
parer l'effet des changements de base a et b sur les catégories Lim.
Cette comparaison, pour des changements de base discrets, est l'objet(_de
la théorie de la descente. C'est du moins de ce point de vue abstrait
que nous en aborderons l'étude, une version plus intuitive et plus commode
pour les applications étant fournie au n°® 9.

Définition 6.11. Soient u un foncteur et i un entier, 0 i <2, On
dira que u est i-fidéle si :

- u est fidele, i =0,

- u est pleinement fidéle, i =1,

- u est une équivalence de catégories, i = 2.

Définition 6:.12. Soit ¢@: F — E un foncteur et soit m une fléche
de (Cat)/E telle que (6.9). Soit i un entier parmi 0,1 et 2. On diraque m
est F-i-fidele si le foncteur [l (m,F) de (6.10) et (6.10 bis) est i-fidele.

Sous les conditions de 6.12., on dira aussi (parabus de langage,
car m n'est pas une fléche de (Cat)/g) que m est un foncteur F-i-fidele,
L'introduction d'un entier i est commode pour dresser des tableaux de
résultats. A cette fin, explicitons un résultat évident :
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Lemme 6.13. Soient a,b et ¢ trois foncteurs, tels que ab = c.

Soit i un entier, 0 < i < 2.
(i) sia et b sont i-fidéles, il en est de méme de c,

(ii) si c est fidéle, il en est de méme de b,

(iii) si c est pleinement fidéle et si a est fidéle, b est pleinement
fideéle,

(iv) sic estune équivalence et sia est pleinement fidéle, a etb
sont des équivalences.

D'ou des conclusions évidentes pour les foncteurs F-i-fideles.

Désormais les catégories que nous considérerons seront "au des-
sus de E" de maniére évidente. Nous nous dispenserons parfois de préciser
comment. Par exemple, une catégorie E/-S’ SeOb(E), sera toujours con-
sidérée comme une E-catégorie au moyen de son foncteur source :

(6.12) E/S - E , (v:V —=8S)™~>V,

Définition 6.14. (Cribles de Descente). Soit ¢: F — E un foncteur
et soit C un crible de E (resp. et soit C un crible de E/S’ SeOb(E)). On
dira que C est un crible de F-i-descente, 0 <i<2, silafléche de (Cat)/ E

E~__ Y ¢ (resp. E/S -2  C

idg l u Sl, su
E E

est F-i-fidéle, ot u désigne le foncteur d'inclusion et ou s : E/S - E est
le foncteur source de (1.28).

Dire qu'un crible C de E est de F-i-descente signifie donc que le
foncteur restriction

p: Lim(F/E) - Lim(FXEC/C)
est i-fidéle. < “
Soit SEOM(E) et soit C un crible de E/S’ on a deux foncteurs

Vi
(6.13) Fg <§. BF(S) £ H(Cc,F) = LLm(CXEF/C),
ou BF(S) est mis pour H(E/S,F), cf. (5.19), on FS désigne la catégorie
fibre de F en S, ou vg est le foncteur valeur en S de (5.22) et o Q est
induit par l'inclusion de C dans E/S' Si le foncteur @ est fibrant, le
foncteur vg est une équivalence; un crible de F-i-descente permet donc de
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comparer la fibre F/S et la catégorie H(C,F), d'autant plus précisément
que i est plus grand).

Définifion 6.15. Soit @: F—~ E un foncteur et soit
R = Ry = S)aehs raeFl(E) une famille de fléeches de E de méme
but S. On dira que § est une famille de F-i-descente, 0<i <2,sile crible
de E/g engendré par R, 6.10., est de F-i-descente.

Lorsque la famille R est réduite a un seul morphisme, r: R = S,
on dira que r est un morphisme de F-i-descente.On ditsouvent F-descente
au lieu de F-l-descente et F-descente effective au lieu de F-2-descente.

Notons qu'un morphisme r: R > S qui admet une section
s:S 7R, rs= idg, estde F-descente effective  [universelle ] pour
toute E-catégorie F. En effet, le crible de E/S qu'il engendre est égal
a E/S’

Nous démontrerons plus tard, mais cela est bien facile dés main-
tenant, que, si ¢ est fibrant, pour que r soitun morphisme de F-O-descente
il faut et il suffit que le foncteur image inverse r*: Fo = F, soit fidéle,
condition quine dépend évidemment pas du choix dufoncteur image inverse.

Nous allons maintenant démontrer le " théoréme de comparaison”
qui sera amélioré, dans 10.1. et 10.3..

Proposition 6.16. Soient F et G deux E-catégories fibrées et soit
u :F = G un E-foncteur cartésien. Soit SEOb(E) et soit C un crible de
E/ . Soit enfin i un entier, 0 < i < 2. Supposons que C soit un crible
de %-i-descente et, si i # 0, de G-(i-1»descente. Supposons de plus que,
pour tout objet f: T =S de C, le foncteur o : Fp ~ Gt induit par u
sur les fibres de F et G en T soit i-fidéle. Alors le foncteur ng  in-
duit par i sur les fibres de F et G en S est i-fidéle et, de plus, Cest
un crible de G-i-descente.

Démonstration. On a un carré commutatif dans (Cat)

s = H(E/S,,U')
H(E,s,F) H(E /5,6)
(6.14) f g
H (C,F) = 1 (C,6)

= H(c, p)
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ou f et g sont induits par la composition avec le foncteur d'inclusion de
C dans E /g. Par définition, I'hypothése sur C signifie que f est i-fidéle
et que g est (i-1)-fideéle. Par ailleurs, désignons paru': F' = G' le C-
foncteur cartésien déduit de 4 par le changement de base m: C—~E ou
m est la restriction 2 C du foncteur source, (1.28). Il est clair que, pour
tout objet X de C, le foncteur &' induit sur les catégories fibres en X un
foncteur i-fidéle. Puisque ' est un C-foncteur cartésien, il en résulte

N

que c est i-fidéle. Pour conclure, il nous reste 4 montrer que Ug est

i-fidele si s l'est, puis a appliquer 6.13.. Or on a un carré commutatif
s
Fs — Gg
(6.15) v v'

H(E/S,F)—S‘—’H(E/S,G)

ou v et v' sont les foncteurs valeur en S, (v(x) = x(ids)), qui sont des
équivalences d'aprés 5.7.. Il en résulte que pig est i-fidele sis l'est, et
réciproquement.

Nous améliorerons le résultat ci dessus en trouvant des conditions
suffisantes pour que c soit i-fidéle. Nous trouverons des variantes en
faisant des hypothéses qui se traduiront pardes propriétés de fidélité pour
trois des foncteurs qui figurent dans (6.14) et en appliquant 6.13..

6 - C) Topologie de la F-descente universelle.

Définition 6.17. Soit ¢: F — E un foncteur et soit A ' B
a\, /b
E
une fléche de (Cat)/ p. On dit que celle~ci est universellement F-i-fidéle,
0 < i< 2, si, pour tout foncteur discret u : A'— A, le foncteur
Hm', F): H(A',F) ~ H(B’,F), induit par la premiére projection
m': B' = A'XAB - A’, est i-fidele.

Par abus de langage, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur a, on dira
également que le foncteur m est universellement F-i-fidéle. On notera
qu'il est alors F-i-fidéle, car un foncteur identique est discret.

Lemme 6.18. Soit ¢ : F~ E un foncteur et soit A B
ay yb
E
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une fléche de (Cat),p. Pour qu'elle soit universellement F-i-fidele,
0 < i< 2, ilfaut et il suffit que, pour tout S€Ob(A), le foncteur H(m',F)
induit par la composition avec la premiére projection

m' :(A/s) X AB - A/S’ soit i-fideéle.

Bien entendu le foncteur A/S — A sous-entendu dans cet énoncé
est le foncteur source. Nous savons qu'il est discret. La condition est
donc nécessaire. Pour prouver qu'elle est suffisante, on peut évidemment
supposer que E = A et que a est le foncteur identique de A, La condition
est alors stable par changement de base discret, en vertu de G.1.. Pour
prouver qu'e lle est suffisante, il suffit donc de montrer qu'elle entraine
que H(m,F) est i-fidele. Pour tout SEOb(A), on a un carré commutatif dans

(Cat):

H(B,F) H (Bs,F) B=—-8s
(6.16) H(m,F) Mg induit par

on Bg = (A/S)XAB. Pour toute fléche f: T =S de E le foncteur
Aj¢: A~ Asg de (1.29) définit un foncreur H(Bg,F) = H(Br,F) e,
d'aprés (1.31), un systéme projectif K : A®— (Cat), K(S) = H(BS’F)'
On a de méme un systéme projectif RF : A° - (Car), D F(S) = H(A/S ,F)
qui est celui que l'on a étudié dans 5.c).. En vertu de la commutativité
de (1.30), le carré de (6.16) induit, & la limite, un carré

b
H(B,F) —— limK

H(m,F) j

H(A,F) ————— lim $F
a
D'aprés 1.12., nous savons que a et b sont des isomorphismes.

De plus, par hypothése, pour tout SEOb(E), le foncteur Mg de (6.16) est
i-fidele. Le foncteur w est donc i-fidéle, en vertu de 5.11..

C.Q.F.D.

Définition 6.19. Soit @: F — E un foncteur et soit C un crible de
E (resp. et soient S un objet de E et C un crible de E/S)' On dira que C
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est un crible de F-i-descente, universelle, 0 < i< 2, si la fleche de

(Cat)/E
E u Cc (resp. E/S<—u—- c

dg u s s.u

E E

oi u désigne le foncteur d'inclusion de C dans E (resp. dans E/S) et ou
s est le foncteur source, est universellement F-i-fidele.

Corollaire 6.20. Soit ¢ : F = E un foncteur

(i) pour qu'un crible C de E soitde F-i-descente universelle,
0< i <2, il faut et il suffit que, pour tout SEOb(E), le crible C°, c£.(6.4),
soit de F-i-descente.

(ii) soit SEOb(E). Pour qu'un crible C de E g soit de F-i-descente
universelle, il faut et il suffit que, pour toute fléeche f: T — S de E,le
crible Cf, cf. (6.5), soitde F-i-descente.

Définition 6.21. Soit @: F — E un foncteur et soit
R = (ry: R~ S)aEA’ raEFl(E), une famille de fléches de E de méme but
S. On dira que K est une famille de F-i-descente universelle s'il en est
ainsi du crible de E/S qu'elle engendre.

Remarque 6.22. Sous les conditions de 6.21., si la famille K est
quarrable et si C désigne le cnble de E /g qu elle engendre, pour toute
fleche f : T — S de E le crible Cf est engendré par la famille Rf déduice
de R par le changement de base f, cf. 6.10.. Par suite, pour que K soit
une famille de F-i-descente unive rselle il faut et il suffit que, pour toute
fleche f: T —» S de E, la famille Rf déduite de R par le changement de
base f soit de F-i-descente.

Théoreme 6.23. Soit ¢ : F~ E un foncteur et soit i un entier
parmi 0,1 et 2. Pour tout SEOb(E), désignons par J;(S) 'ensemble des
cribles de E/g qui sont de F-i -descente unlverselle Pour toute fléche

f: T~S de E, et tout CeJ(S), on a cf €J;(T). Les J;(S), SeOb(E),
définissent une topologie sur E, cf [AF

On appelle cette derniére "topologie de la F-i-descente ".
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La premiére assertion de 6.23. résulte évidemment du fait que
E/f : E/T _*E/S est discret. Par définition, le seconde signifie que les
conditions (i) et (ii) du lemme cidessous sont vérifiées pour tout SEOb(E).

Lemme 6.24. Sous les hypothéses etavec les notations de 6.23. soit

un objet de E.
(i) Pour qu'un crible C et E/S appartienne & J;(S) il suffit qu'il
existe REJi(S) tel que, pour tout feOb(R), f: T~ S, C appartienne a J,(T).

(i1) Un crible C de E/S qui contient un R€J,(S) appartienta J;(S).
(iii) Si R et R' appartiennent a J;(S), ilen estde méme de RNR".

Preuve. On notera que (iii) est conséquence du fait que les Ji(S)
définissent une topologie sur E.

Pour prouver (1), considérons le diagramme
il
C=—CnR=C

(6.17) j i’

E/<—’—‘R

ou toutes les fléches sont les foncteurs d'inclusion que 1l'on considére
comme des fléches de (Cat)/E au moyen du foncteur source E/S - E.
Pour tout objet f: T »S de R, ona C° = cf , ce qui montre, d'aprés
6.20.(ii), que le foncteur j' est universellement F-i-fidéle. Le foncteur i
est supposé universellement F-i-fidéle, il en est donc de méme de i', car
j est discret. Il résulte trivialement de la définition 6.17. que j est uni-
versellement F-i-fidéle, d'ou (i), pardéfinition.

Pour prouver (ii), on reprend le diagramme (6.17), Puisque CD R,
ona C' =R, donc j' est l'identité. Pour la méme raison que plus haut,
on sait que i et i' sont universellement F-i-fidéles, d'ou la conclusion.

C.Q.F.D.

Traduisons le théoréme précédent en termes de familles ou de
morphismes de descente. Les produits fibrés ne sont utilisés que pour la
commodité de l'exposé.
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Proposition 6.25. Soit ¢: F—~ E un foncteur.

(i) soit K= (ra: Ra - S)aeA’ I, €F1(E), une famille de F-i-des-
cente universelle. Pour qu'un morphisme ¢ : C—S soit de F-i-descente
universelle, il faut et il suffit qu'il le devienne aprés les changements
de base r ,a€A, c'est a dire que, pour tout a€A, la premiére projection

R, xgC — R, soit un morphisme de F-i-descente universelle.

(ii) un morphisme f de E, dominé parunmorphisme de F-i-descente
universelle h (i.e. tel qu'il existe g avec fg = h) est de F-i-descente uni-
verselle.

(iii) Le composé de deux morphismes de F-i-descente universelle
en est un.

Preuve. (i) et (ii) ne font que traduire 6.24.(i) et (ii). Soient f etg
deux morphismes de F-i-descente universelle, fg = h. Pour prouver (iii)

simplement, introduisons le produit fibré T<h' TxSU =V. 1l existe
f l l f'
S U
h
une section s : U -V, caractérisée par {f' s = idU et h's = g.Donc g

domine h', donc h' est un morphisme de F-i-descente universelle d'aprés
(ii). Donc aussi h, d'aprés (i), puisque f l'est et que le carré ci dessus
est cartésien. [Exercice: ne pas utiliser TxgU et raisonner sur les
cribles ] .

En termes de familles, 1'énoncé 6.25.(iii) prend la forme suivante :

Corollaire 6.26. Soit @ : F—~ E un foncteur et soit
R=¢ :R.~9) , t_€FI(E), une famille de F-i-descente universelle.
a a a€A’ _a
Soit, pour tout a€A, Ra: (ra b :Ra b Ra)béB ), Iy bGFl(E), une fa-
. . . ’ ’ . a ’
mille de F-i-descente universelle. La " famille composée "

R" = (ta-fab : Ry b ~SheA bep  est de F-i-descente universelle.
kA ’ ) a

L'énoncé précédent (ainsi que 6.25.) devient incorrect si l'on Ste
I'adjectif "universelle". On a cependant un résultat plus fin que 6.26..

Corollaire 6.27. Avec les notations du corollaire précédent,

(i) si K est une famille de F-i-descente et si, pour tout a€A, Ra est
. . o L . .
une famille de F-i-descente universelle, K" est une famille de F-i-descente,
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(i1) st R™ est une famille de F-i-descente et si, pour touta€A, R
est une famille de F-(i-1)-descente universelle, K est une famille de F-1-
descente.

Pour obtenir un énoncé court, on a convenu que F-(-l1)-descente
signifie que 1'on ne fait pas d'hypothése sur Ra'

Soit R (resp. R") le crible de E/S engendré par K (resp. R"). 1l
nous suffit évidemment de montrer que !'inclusion R"” = R est un foncteur
F-ifideéle pourvu que, pour tout a€A, la famille Ra soit de F-i-descente

universelle. Moyennant quelques traductions évidentes, ceci résulte du
lemme suivant.

Lemme 6.28. Sous les hypothéses de 6.18., soit encore
(S; )’ R SEOb(A) une famille qui engendre A comme crible. Pour que m
soit umversellement F-i-fidele il faut et il suffit que, pour tout j€J, le

foncteur H(m,, F) induit par composition avec la premiére projection

m, (A/sj) X AB —’A/Sj soit universellement F-i-fidéle.

La condition est nécessaire, par définition, car un foncteur source
est discret. Elle est suffisante. En effet, pour tout SEOb(A) il existe
j€J tel que Hom(S, S]) soit non vide. Soit un tel j et soit mEHom(SS)
D'aprés 6.5., Le foncteur A/ A/S A/S est discret caron a

o..A m = 0 ot (resp. 0) désigne le foncteur sourcerelatifa S. (resp.

5, cf. (1.28). Par g)ypothese, le foncteur déduit de m par le changement
de base 0. est universellement F-i-fidéle donc aussi, par transitivité du
changement de base, celui que I'on déduit de m par le changement de
base O, car A/m est discret. D'ou la conclusion, par 6.18..
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7. Sections cartésiennes et catégories simpliciales.

Dans ce numéro, nous élaborons les techniques nécessaires pour
traduire les définitions du numéro G en termes d'objets munis d'une donnée
de descente. Il s'agit essentiellement du calcul de la catégorie
Lim(FxgC/C) qui intervient dans (6.13). La plupart de nos énoncés
ultérieurs affirment qu'un certain foncteur est i-fidéle, cf. 6.11.. Pour
i =0eti=1 les démonstrations sont triviales. Nous développons au
paragraphe a) un sorite qui permet qu'elles soient courtes. Pour i = 2,
afin d'éviter des calculs, nous procédons comme suit. Les résultats du
numéro 5 permettentde supposer que F est munie d'un scindage. On utilise
alors les calculs du paragraphe 7-b) et, éventuellement, ceux de 7-c).

Le paragraphe 7-c) fournit un procédé de calcul de Lizr(F/E),
cf. 7.10. et 7.11., que 1'on ne peut utiliser en théorie de la descente que
pour 1'étude d'une famille réduite & un seul morphisme.

Nous étudions au paragraphe 7-d) les catégories Fam(E), qui
fournissent un artifice suffisament " fonctoriel" pour permettre d'étendre
trivialement aux familles les énoncés que nous donnerons généralement
pour les seuls morphismes, cf. 7.25. et 9.18.. Par la méme occasion, nous
obtenons un procédé de calcul de Lim(F/E) qui ne suppose plus que
l'existence, dans E, de certains produits fibrés (7.26. et 7.27) et qui
généralise convenablement 7.10 et 7.11..

7 -a) Le sorite du Hom de deux sections cartésiennes.

Soit @ : F = E une E-catégorie et soit a : E' = E un foncteur
(" changement de base"). Soient s et t deux objets de la catégorie
HomE/. “(E',F) de (1.23), (que l'on peut interpréter comme deux sections
cartésiennes de F' = FXE E' au dessus de E'). Dans le cas ou E' = E,
nous avons défini dans (5.27) un foncteur

(7.1) Hom(s,t) : E® — (Ens).

Recopions cette construction. Pour tout S'€Ob(E'), posons S=a(S')
et

(7.2) Hom(s.t) (S') = Homg(s(S'), t«(S")).

Pour toute fleche f' : T' = S' de E’, dont l'image par a est notée
f: T —S, on a une application

(7.3) Hom(s,t) (f*) : Hom(s,t)(S*) — Hom(s,t) (T"),
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1
qui, a tout x€Hom(s,t) (S') associe 1'élément «f' de Hom(s,t) (T')caracté-
risé, grice au fait que t(f') est E-eartésien, par la commutativité du
diagramme

s(f')
s(S") s(T")
(7.4) x J(xf'
t(S') < t(T")
t(f")
Pour tout S'€Ob(E’"), on a une application
(7.5) Hom(s,t) — Hom(s,t) (S'), u ~> u(S'),

car un élément de Hom(s,t) est un morphisme de foncteurs qui, " composé
avec @ " donne le morphisme identique du foncteur a. Les applications
(7.5) vérifient les conditions de compatibilité nécessaires pour définir
une application

(7.6) Hom(s,t) ~— lim Hom(s,t),
qui est évidemment bijective. °

On a des accouplements
(7.7) Hom(s,t) x Hom(t,u) — Hom(s,u)

induits, pour tout S'€Ob(E'), par la_loi de composition de la catégorie
fibre FS de ¢ en S = a(S'), et qui, par passage a la limite projective,
redonnent, modulo (7.6), la loi de composition des fléches dans la caté-

gorie HomE/_ “(E',F).
Introduisons le produit fibré

F F*

¢ | ¢’
E < E'

a

b
A tout couple (s.t) d'objets de la catégorie HomE/"‘(E',F), est associé
un couple (s',t') de sections cartésiennes de ¢, caractérisé par

(7.8) s = a's' et t = a't'.
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Il existe un morphisme de foncteurs, induit par le foncteur a',
(7.9) Hom(s',t') — Hom(s,t),

qui est évidemment un isomorphisme.

Si b: E"~ E' est un foncteur composable avec a, il induitun fonc-
teur :

(7.10)  Homg, “(b,F) || Homg, “(E'F) - Homg, “(E",F)
s ~> sb
Si s et t sont deux E-foncteurs cartésiens de E' dans F, on a évi-

demment 1'égalité :

(7.11) Hom(s,t).b = Hom(sb,tb).

Remarque 7.1. Sib est le foncteur d'inclusion d'un crible C d'une
catégorie E/S’ S€Ob(E), pour qu'il soit F-i-fidele, 0 <i<1, il faut et il
suffit que, pour tout couple (s,t) de E-foncteurs cartésiens de E/S dans F,
i.e. tout couple d'objets de gF(S), (5.19), l'application '

(7.12) Hom(s,t) = lim(Hom(s,t) | C)

soit injective ou bijective, selon que 1= Ooul.

Supposons que E soit munie d'une topologie J, [AS], pour que
tout raffinement de J soit un crible de F-l-descente, il faut et il suffit

que, pour tout SEOb(E) et tout couple (s,t) d'objets de BF(S), le foncteur
Hom(s,t): (E/S)o—' (Ens) soit un faisceau d'ensembles sur E g pour la
topologie induite par celle de E. L'ensemble des raffinements étantstable
par changement de base, on en déduit qu'ils seront méme des cribles

de F-l-descente universelle: ] sera moins fine que la topologie de la
F-1-descente, 6.23..

Soient F et G deux E-catégories etsoit u: F~ G un E-foncteur
cartésien. Par composition avec u, on a un foncteur

(7.13)  Homg, “(E'w) || Homg, “(E',F) = Homg, “(E',G),

et, pour tout couple (s,t) d'objets de HomE “(E",F), on a un morphisme
de foncteurs (ou de préfaisceaux d'ensembles si 1'on préfere)

(7.14) Hom(u) : Hom(s,t) — Hom(us,ut),

induit par u et qui, par passage a la limite projective, redonne l'action

de (7.13) sur les fléches, modulo les bijections de (7.6).

Si b: E" — E'désigne a nouveau un foncteur composable avec a,
la restriction & E" du morphisme de foncteurs (7.14) est le morphisme
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(7.15) Hom(u) : Hom(sb,tb) ~ Hom(usb,utb).

7 - b) Sections cartésiennes d'une catégorie scindée et systémes transi-
tifs d'isomorphismes.

Soit @ : F = E une catégorie scindée. Pour toute fleche f: T~ S
de E, le scindage définit un foncteur image inverse que nous noterons
£* FS - FT , conformément aux notations introduites a la fin du scholie
1.6.. Pour tout objet (resp. toute fleéche) x de Fg, nous poserons xf=f*(x).

Soit R un objet de E tel que, pour tout SEOb(E), I'ensemble Hom(S,R)
s~it non vide. Soit enfin £: E = Fune section cartésiennede . D'aprés
.1.15), elle détermine, pour toute fleche f: S =R de E, un S-isomorphis-
me

(7.16) w: £ - o, x=&R),

caractérisé par

(7.17) Xpoup = E(f) ou Xg xf - X

est le morphisme de transport de but x et de projection f cf. 1.5. Pour
tout SEOb(E) et tout (f,g) € Hom(S,R)Z, on a ainsiun S-isomorphisme

_ -1 . o Jf
(7.18) uf g = Uf(ug) , uf,g : x8 X

Pour S fixé, les ug g forment évidemment un systéme transitif d'isomor-
O . .
phismes entre les images inverses de x par les morphismes de S dans R:

(7.19) U pugh = Uep (f,g,h) eHom(S,R)> .

De plus, les ug g sont transportables, i.e., pour tout diagramme de E
f h ’
R &€ S « T , on a -

g
(7-20) ufh,gh = (Uf’ )h B

En effet, d'aprés (1.17), on a ug =ug .up et Ugh = ugh.uh.

Pour tout objet x de FR' on appellera "systéme d'isomorphismes
entre les images inverses de x" la donnée, pour tout S€Ob(E), d'une
famille de S-isomorphismes
(7.21) U g .x8 - xf | (f,g) eHom(S,R)%.

On dira qu'un tel systéme est transportable (resp. transitif) si la relation

(7.20) (resp. (7-19)) est vérifiée chaque fois que cela a un sens.

Etant donnés deux objets x et y de FR et deux systémes d'isomor-
phismes U et V entre les images inverses de x et de y respectivement,
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on dira qu'un R-morphisme m: y — x est compatible avec U et V si, pour
tout SEOb(E) et tout (f.g) €eHom(S, R)2 , ona

f _ g f ufug g
(7.22) m.Vg g = Uf gom X e—  x
mf m8
e —y8
v
f,g
On définit alors de maniére évidente la catégorie

(7.23) T(F/E,R)

des objets x de Fp munis d'un systeme transitif et transportable d'iso-
morphismes entre ses images inverses.

Désignons par
(7.24) L : Lim(F/E) — T«(F/E,R)

le foncteur dont l'action sur les objets est définie par (7.16)a (7.18) et
qui, & tout morphisme de sections cartésiennes w: M — & associe le
R-morphisme & (R): M(R) = £(R). (Ce dernier est compatible avec les
systémes d'isomorphismes entre les images inverses de £(R) et de M(R)
définis respectivement par £ et 7) : cf.(1.18)).

Proposition 7.2. Soit ¢ : F — E une E-catégorie scindée. Soit R
un objet de E tel que, pour tout SEOb(E), 'ensemble Hom (S,R) soit non
vide. Le foncteur L de (7.24) est une équivalence de catégories. Il est
surjectif sur les objets.

Démonstration. Montrons que | est pleinement fidéle. Soient £ et
7) deux sections cartésiennes de ¢ et soient (x,U) et (y,V) leurs images
par L. On a

(7.25) x = £ER) ety = 7NR)

et, pour toute fléche de E de but R, notée f: S = R, on a deux S-isomor-
phismes :

o f
(7.26) ug £(S) - xf et \7E 7(S) y .

Soit m: y — x R-morphisme compatible avec U et V. Pour toute fléche de
E de but R, posons
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72D mg =@l mgpidS) <SS cf (L8
En appliquant (7.22) a (x,U) et a(y,V), on voit que, pour tout SEOb(E) et
tout (f,g) €Hom(S,R), on a mg ¢ = mg e La valeur commune est notée mg.
On a mg =m car, si e estle motphxsme identique de R, u, est le morphis-
me identique de x d'aprés (1.17).Ilreste donc & prouverque les mg,S€0bE),
vérifient, pour toute fléche f: T — S de E, la relation (1.18), i.e. défi-
nissent un morphisme de sections cartésiennes i :7 —& . Par construc -
tion, la relation (1.18) est vérifiée lorsque le but de f est égal a R, cf.
(7.27). S'iln'en n'est pas ainsi, on choisit un séHom(S,R) (cet ensemble
est non vide par hypothése). La relation (1.18) est vérifiée pour s et pour
sf car leur but est R. Un petit calcul montre qu'elle l'est pour f.

Prouvons maintenant que | est surjectif sur les objets.

Soit donc (x,U) un objet de Tr(F/E,R). Pour tout !ScOb(E), choisissons
un élément s de Hom(S,R); si S =R, on prend s = = 1d Ch0151550ns
également un xg parmi les objets de Fg 1somorphes aux x ,f eHom(S,R);
si S =R, on prend xg = x. Choisissons enfin un S-isomorphisme

(7.28) v

- = X

SZXS XR - 5

si R=S, on prend vy = id, .
Il nous reste & construire, pour toute fléeche f: T — S de E un T-

isomorphisme

(7.29) ug: X xsf R

de sorte que la relation (1.17) soit vérifiée.

Définissons u; lorsque S =R. On a alors deux éléments t et f de
Hom(T,R). On pose
(7.30) uf = uf eve -
En vertu de la transitivité des uf g, ON A U = Ve
Sif:T — Sestune fleche de E, on définit ug par
(7.31) ugp = usfuuf

Si S =R, on retrouve la valeur donnée par (7.30), car v
fleche identique de x.

est la

il
S

S s

f
Il nous reste & vérifier la relation (1.17). Soient U -g-. T - S deux

fleches composables de E. Par construction, on a:
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— fg\-1
ufg - (us &) 'usfg

w8 = (Hhsu g

u = (utg)'"l.ut

4 4

Nous devons donc prouver

_ -1
Usp = usfg.(utg) Vg

puisque sfg, sf, t et tg ont pour but R, on peut utiliser la relation (7.30).
On doit donc prouver

(usf, t'vt)g° (utg)—l,.u v

Usfg,u*Vu tg,uVu

ou encore, aprés simplification,

usfg,u = (usf,t)g‘“tg,u"
D'aprés (7.20), cette derniére relation équivaut i

Usfg,u = Usfg,rg-Ytg,u

laquelle résulte de la transitivité.

C.Q.F.D.

Lemme 7.3. Sous les hypothéses de la proposition précédente, soit
x€0b(Fy ) et soit U un systéme d'isomorphismes entre les images inverses
de x, cf. (7.21). Soient encore y un objet de FR et m:y — X un
R-isomorphisme. Il existe un systéme d'isomorphismes entre les images
inverses de y noté V et caractérisé par le fait que m est compatible avec
U et V, cf. (7.22). Si U est transitif (resp. transportable) il en est de
méme de V.

L'existence et l'unicité résultent a 1'évidence de la relation (7.22).
La seconde assertion résulte d'un petit calcul.

Remarque 7.4. (Fonctorialité). La construction de Tr(F/E,R) est
fonctorielle en F. En effet, soit v : G = E une E-catégorie scindée et
soit it: F = G un morphisme de catégories scindées c'est & dire un E -
foncteur qui transforme tout morphisme de transport en un morphisme de
transport (" qui commute & la formation des images inverses"). Il définit
évidemment un foncteur Tr(w) : TH(F/E,R) - T#(G/E,R) : si(x,U)
est un objet de Tr(F/E,R), son image par Tr(x), notée (y,V) est définie

pary = u(x) et Vig = ,LL(uf’g) pour tout couple (f,g) de morphismes
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de E de butR et de méme source. De plus, corollaire indispensable de 7.2.
le diagramme ci-dessous est commutatif.

Lim(w)
Lim(F/E) bl Lim(G/E)
(7.32) . v
T+(F/ER) Tr(G/E,R)
Tr(u)

o L et L' sont les équivalences de catégories de (7.24).

Remarque 7.5. Cette construction est également fonctorielle par
rapport au couple (E,R). Soit a : E' = E un foncteur et soit R'€Ob(E")
tel que a(R') = R et tel que, pour tout S'€Ob(E"'), l'ensemble Hom(S', R')
soit non vide. Désignons par F' = FXgE' la catégorie déduite de F par
le changement de base a, munie du scindage déduit de celui de F par le
procédé de 1.9.. On notera que la premiére projection de F' induit,pour
tout S'€eOb(E') un isomorphisme entre les catégories fibres en S' et en

S = a(S'").

Définissons un foncteur
(7.33) Tr(F/E,a): T(F/ER) — Tr(F'/E',R").
Pour tout objet (x,U) de Tr(F/E,R) désignons par x' l'objet de F'ge
dont la premiére projection est x. Pour tout S'€Ob(E') et tout
(f',g")eHom(S',R")?Z | soit
x'g‘ — x‘f'

(734) U'fv g' :
le S'-isomorphisme dont la premiére projection est
(7.35) u g > S=al) , (fg)=(a(f"),alg")).

Il est aisé de démontrer que les u'pr + définissent un objet (x',U')de
Tr(F'/E'R').Par définition, ce sera l'image de (x,U) par le foncteur
Tr(F/E,a). Son action sur les fléches est définie de maniére analogue.

On montre aisément que le carré ci dessous est commutatif

Lim(F/E) Lim(F'/E")
(7.36) ! v
TH(F/E,R) T(F'/E',R") ,
TH(F/E,a)

dans lequel L et ' sont les foncteurs de (7.24).
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Remarque 7.6. Ces deux propriétés de fonctorialité sont compati-
bles : sous les hypothéses de 7.4. et 7.5., siu' : FXgE' = GXgE' est
déduit de u par le changement de base a, on a

(7.37) T(G/E,a)oTr(it) = Tr(') o TH(F/E,a).

7 - ¢) Réduction a une catégorie simpliciale.

Définition 7.7. On appelle catégorie simpliciale une sous-catégorie
pleine de (Simpl), de (S.Simpl) ou de (S.S.Simpl) dont [0,0] est un objet.

On notera qu'une catégorie simpliciale contient la sous-catégorie
pleine de (S.S.Simpl) qui a les mémes objets, (pour les notations, cf. (2.1)
et infra). Soit § I'opposée d'une catégorie simpliciale et soit

(7.38) a:S§ - E

un foncteur. Dans tout ce paragraphe nous utiliserons les notations
suivantes :

(7.39) a@) = p , p:R-R , 0<i<1,
a(qlz‘) =q , q:R"7R , 0<k<2,
a(p'&) =5 5 5 :R"7? R', 0<j<2,
a@d) =d , d:R - R,

a@h =4, d:R - R",

chaque fois que les fléches de (S.Simpl)® qui y figurent (hormis le ren-
versement des fléches, elles sont notées comme dans (2.16)], appartien-

nent 4 FI(S). Par exemple, si § contient (S.S.Simpl)g, on a un diagramme
de E

Pi
R R'
(7.40) '
]
9y \\
Rll R
les composés non triviaux étant donnés par les formules
0.0 1 10 _ 2
QP = 9B a P2 = 92
01 0 11
(7.41) UWP2 = © e = o
9p2 = ¢ qi p3 = 45 :

qui sont écrites dans (S.S.Simpl)g,



Les foncteurs tels que a sont généralement définis grice au lemme
suivant.

Lemme 7.8. Soient E une catégorie, R un objet de E et N un entier
positif ou nul. Soit, pour tout n <N, 1< n <N, une puissance (n+1)-iéme
de R dans E notée (R, 77:1,, 0 € i< n). Ilexiste un foncteur
a: (Simpl){\’I — E caractérisé par le fait qu'il commute aux produits et
que, pour tout entier n, 1 £ n <N, et tout entier i, 0<i<n, on a
a(ql) = 775. Tout foncteur a': (Simpl)f\’I — E qui commute au produit et

vérifie a' (AO ) = R est canoniquement isomorphe 2 a.

Evidemment

Définition 7.9. Soit § une catégorie simpliciale et soit a: $°~ E
un foncteur. Nous dirons que a commute aux produits s'il vérifie les con-
ditions équivalentes suivantes :

(i) pour tout objet A, de S, (a(d,), a(gl), 0 <i<n) est, dans
E, une puissance (n+1)-&éme de a(AO),

(ii) si §' désigne la sous-catégorie pleine de (Simpl) qui a les
mémes objets que S, a se prolonge en un foncteur qui commute au produit
a':$'°—E.

Remarquons simplement que Ay est un objet de § mais que l'en-

semble des entiers n tels que A soit objet de S n'est pas nécessairement
un intervalle.

Théoreme 7.10. Soit @: F — E un foncteur. Soit § 1'opposée
d'une catégorie simpliciale et soit a: § — E un foncteur qui commute
aux produits. Posons R = a(AO) et supposons que, pour tout SeOb(E),
I'ensemble Hom(S,R) s oit non vide.

(i) le foncteur p: Lim(F/E) — Lim(FXgS/S) est fidéle,
« «
(ii) si ] est objet de S le foncteur p est pleinement fidéle,

(iii) si Al et AO sont objets de S et si @: F = E est fibrant le
foncteur P est une équivalence.

Nous démontrerons un résultat un peu plus général. Soit § 1'opposée
d'une catégorie simpliciale et soit a: § @ E un foncteur. Adoptons les
notations de (7.39). Pour tout objet S de E, on a une application

(7.42) z : Hom(S,R*) ~ Hom(S,;R)?, z(h)=(pgh, p; h),



99

et si I'on pose

(7.43) X(S) = {(a,b)eHom(S,R")? , pja = pyb }
on a une application

(7.44) z': Hom@S,R") = X(S), z'(k) = (rpk, rpk).
En effet, d'aprés (7.41), on a P1Ty = Pofp = 91~

Proposition 7.11. Soit ¢ : F —~ E un foncteur.

(i) Soit REOB(E) tel que, pour tout SEOb(E), l'ensemble Hom(S,R)

soit non vide. Le foncteur " valeuren R"
(7-45) VR . LG(F/E) - FR ’ VR(X) = X(R)r ’
est fidele.

(ii) Soita :§7 ~ E un foncteur, §; = (S.S.Simpl)i) . Adoptons les
notations de (7.39) et supposons que R = a(AO) vérifie la condition de (i).
Supposons de plus que, pour tout objet S de E, la relation d'équivalence
engendrée dans l'ensemble Hom(S,R) par la relation " (x,y) appartient a
I'image de z", cf. (7.42), n'ait qu'une classe d'équivalence. Le foncteur

LQn(F/E) "Llln(F'/Sl) , F' = FXESI , est pleinement fidele.

(iii) Soita: §, ~ E un foncteur, S, = (S.S.Simpl)7. Adoptons les
notations de (7.39) et supposons que la restriction de a a §; vérifie les
conditions de (ii). Supposons de plus que @ soit fibrant et que, pour tout
SeOb(E), z soit injective, z' surjective et que la :symétrisée de la rela~
tion [(a,b) €Im (z)] soit transitive .

Le foncteur 'P : LZn(F/E) - le(F'/%) ’ Fr= FXES2 4

est une équivalence de catégories.

On notera que, dans 7.11.(ii), la donnée du foncteur a équivaut a
celle de deux fleches de E ayant méme source etméme but: py,p : R'=3 R.

Montrons comment 7.10. résulte de 7.11.. Vu la définition d'une
catégorie simpliciale, sous les hypothéses de 7.10.(i) (resp. (ii) ) (resp.
(iii) ), il est clair que § contient Sn = (S.S.Simpl)g avec n =0, (resp.
n=1)(resp.n =2). Soit a': Sn - E larestrictiondeaa §_. Il est
clair que a' vérifie les hypothéses de 7.11.(i) (resp. (ii)) (resp. (iii)).Ilen
est de méme du foncteur d'inclusion de Sn dans §. D'ou la conclusion,

cf.6.12. et 6.13..

Corollaire 7.12. Soient § D §' deuxcatégories simpliciales.

Pour tout foncteur fibrant ¢ : F — S, le foncteur restriction
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Li(:_n(F/S) - LT»(F'/S') , F':FXSS' ,

est fidele. Si A est objetde §' il est pleinement fidele. Si A et
A, sont objets de §', c'est une équivalence.

En effet, comme plus haut, on peut supposer que §' = Sn ol n vaut
0,1 ou 2 suivant les cas. Le foncteur d'inclusion vérifie alors les hypo-
théses de 7.11.(i) ou (ii) ou (iii), suivant les cas.

Il nous reste a démontrer 7.11.. Pour les deux premiéres assertions,
on utilise les résultats du paragraphe a) et en particulier la bijection
(7.6) et 1'égalité (7.11). Le résultat est alors évident, vu le calcul des
limites projectives d'ensembles.

Il nous reste a prouver 7.11. (iii). Il est clair que le foncteur P de
7.11.(ii1) est pleinement fidéle, car la restriction de a a Sl vérifie les
hypothéses de 7.11.(ii) et car le foncteur d'inclusion de §; dans S, est
F-1-fidéle d'aprés 7.12.. Par ailleurs, il est clair que 1'on peut remplacer
F par une E-catégorie scindée car toute catégorie est E-équivalente i une
catégorie scindée, d'aprés 5.6.. Utilisant la commutativité du carré 7.36.
(dont les fléches verticales sont des équivalences d'aprés 7.2.). On sait
alors que le foncteur

(7.46) Tr(F/E,a): THF/ER) - Tr(F’/Sz,AO),

N

est pleinement fidéle et il nous reste & prouver qu'il est essentiellement
surjectif.

Vu la construction du foncteur Tr(F/E,a), le corollaire suivant
donnera la conclusion, car le foncteur identique de SZ vérifie évidemment
les hypotheéses de 7-11. (iii).

Corollaire 7.13. Soit ¢ : F = Eune catégorie munie d'un scindage:
et soit a: S2 ~ ES, = (S.S.Simpl)g, un foncteur vérifiant les hypothé-
ses de 7.11.(ii1), (avec les notations de (7.39)). Soit x€0b(FR). Ses
images inverses par les morphismes qui figurent dans (7.40) sont notées :

(7.47) xb = pxx), 0<i<1, et xK=qrx),0<k<2.
Soit u:x! = x% unR'- isomorphisme. Posons
(7.48) ui=rj*(u), 0<j<k,
x'1
On a un triangle dans la catégorie FR“
2 / \uo

0,

c—x'

ul

2

x‘



101

(i) Il existe au plus un systéme transitif et transportable d'isomor-
phismes entre les images inverses de x dontla valeur sur le couple (p,py)
soit égale a u.

(i1) Pour qu'il en existe, il faut et il suffit que le triangle ci-
dessus soit commutatif, i.e. que 1'on ait

(7.49) w0 = !

Démonstration. L'unicité d'un tel systeme est claire. En effet,
pour tout SEOb(E) et tout (f,g)eHom% R) qui appartient 4 1'image de z,
cf. (7.42),(f,g) = z(h), sa valeur est u" car il est transportable. Puisqu'il
est transitif, ceci détermine sa valeur sur tout élément de Hom(S,R)%,
d'aprés 1'hypothése qui figure dans 7.11.(ii).. L'existence d'untelsystéme
entraine la relation (7.49) car sa valeur sur le couple (pOr-,p1r~) est u
d'aprés la transportabilité (cf. (7.20)). La relation de transitivité, (7.19),
pour le triplet (qq,qq,qy) n'est autre que (7.49).

Inversement, montrons que (7.49) entraine l'existence d'un tel
systéme. Pour tout SEOb(E), désignons par I(S) 1'image de 1'application z
de (7.42). Puisque z est injective pour tout (f,g)€l(S), il existe h€Hom(S,R")
caractérisé par z(h) = (f,g) = (pOh,plh), d'ol un S-isomorphisme
(7.50) uh: x8 - xf s uf,g uh.

La relation de transitivité (7.19) est vérifiée chaque fois que cela est
possible. Plus précisément, elle I'est pour tout (f,g,h)€Hom(S, R) telque
(f,g) €I(S) et (g,h)el(S). En effet, soit h €Hom(S,R') tel que z(h) = (f,g)
et soit h'€Hom(S,R') tel que z(h') =(@,h). Ona g= p1h = poh'. L'ap-
plication z' de (7.44) étant surjective, il existe k €Hom(S,R") tel que
h=rk et h'=ryk. Posons h" =rjk, ona

z(h") = (porlk,plrlk) = (qok,qzk), en vertu de (7.41).

On a donc z(h") = (f,h). La relation de transitivité résulte alors, par
transport suivant k, de (7.49). Enfin, pour toute fléeche h: T — S de E et
tout (f,g) €I(S), on a évidemment la relation de " tranportabilité ", (7.20).
D'aprés I'hypothése faite dans 7.11.(iii), ilest facile de montrer que, pour
tout SEOb(E), il existe un systéme transitif d'isomorphismes entre les x',
feHom(S, R), caractérisé par le fait que sa valeur sur les couples (f,g)€I(S)
est donnée par (7.50). On obtient ainsi un systéme transportable et transi-
tif d'isomorphismes entre les images inverses de x dont la valeur sur
le couple (po,p1 )estu, par construction.

C.Q.F.D.
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On obtient sans difficulté un énoncé plus précis lorsque 1'on con--
sidére un foncteur a: S2 - E qui commute aux produits.

Corollaire 7.14. Soit @ : F =E une E-catégorie scindée.

Soit a: §5 ~ E un foncteur qui commute aux produits. Avec les
notations de (7.39), supposons que, pourtout SEOb(E), l'ensemble Hom(S,R)
soit non vide. Alors

(i) pour tout x EOb(FR) et tout R'-isomorphisme u: p]*(x) ~p0*(x)
Il existe un systéme transportable d'isomorphismes entre les images
inverses de x, caractérisé par le fait que u est sa valeur sur le couple
(Pg-py)-

(ii) sous les hypothéses de (i), pour que ce systéme soit transitif il
faut et il suffit, qu'avec les notations de (7.47) et (7.48), on ait (7.49).

Corollaire 7.15. Soit @: F— E un foncteur fibrant et soit
a: (S.Simpl)g — E un foncteur qui commute aux produits. Avec les nota-
tions de (7.39), supposons que, pour tout SEOb(E), I'ensemble Hom(S,R)
soit non vide.

(i) si le foncteur image inverse relatif a d: R = R', cf. (7.39), est
fidele, le foncteur "valeur en R"
VR : Lim(F/E) - FR’ VR(_X) = x(R),
est pleinement fidéle,

(ii) si le foncteur image inverse relatif 4 d (resp. d') estpleinement
fidele (resp. fidele) le foncteur valeur en R est une équivalence.

Pour prouver (i), on utilise la bijection (7.6) et la relation
pO.d = pl.d = idR. Pour prouver (ii), on remarque que cet énoncé est in-
variant par E-équivalence. D'aprés 5.6., on peut supposer que ¢: F — E

est muni d'un scindage et I'on conclut grice au corollaire suivant

Corollaire 7.16. Sous les hypothéses de 7.15.(ii), supposons de
plus que @ soit muni d'un scindage. Pour tout objet x de Fp , il existe un,
et un seul, systéme transitif et transportable d'isomorphismes entre les
images inverses de x, cf. (7.21).

D'aprés 7.14., un tel systéme est caractérisé par sa valeur sur le

couple (p(,pp), notée u. Pour que le systéme transportable associé a4 un
tel u soit transitif, il faut que sa valeur sur le couple (z,z) soit égale a
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idy, ot l'on a posé z = idg. En vertu de z = p, d = p;d, on en déduit,
par transport suivant d, que l'on doitavoir u~ =id, . Ceci montre I'unicité,
sous la seule hypothése que le foncteur image inverse associé a d soit
fidele. S'il est pleinement fidéle, la relation u~ = id, détermine un R'-
isomorphisme u: py*(x) — pg*(x). Pour achever la démonstration, il nous
reste 4 prouver (7.49), avec les notations de (7.47) et (7.48). Or le fonc-
teur image inverse relatif a d' est supposé fidéle, Il nous suffit donc de
prouver la relation déduite de (7.49) par transport suivantd': R — R". En
vertu de la relation d =r;.d' , 0<j <2, ona (u])d' = ud, d'ol, par

M 1
construction, (u])d *ldx‘

C.Q.F.D.

Montrons maintenant une proposition qui permettra de raffiner le
théoréme de comparaison 6.16..

Preposition 7.17. Soit a: (S..S.Simpl)&J — E un foncteur vérifiant les
hypothéses: de 7.11.(iii). Adoptons les notations de (7.39). Soient F etG
deux E-catégories fibrées et soit i: F = G un E-foncteur cartésien. Pour
tout SC Ob(E), désignons par g : Fg ~ Gg le foncteur induit par u sur
les catégories fibres en S. Désignons par Llln(/x): Lim(F/E) —'LQn(G/E)
le foncteur induit par la composition avec (.

(i) si pug estfidele, le foncteur Lim(u) l'est aussi,

(i) si @R est pleinement fideéle et si MR est fidele, le foncteur
Li{n(p,) est pleinement fidéle,

(iii) si MR est une équivalence, si MR est pleinement fidéle et si
pgw est fidele, le foncteur Lim(u) est une équivalence.

(iv) si pp est pleinement fidéle et sifygn estfidéle.Pourqu'un
objet Y de Lim(G/ E) appartienne & l'image de Ljm(u) il faut et il suffit
qu'il existe x€Ob(FR) tel que u(x) = Y(R). Il existe alors
XEOb(Ll;i_n(F/E)) tel que X(R)=x et u.X =Y.

Scholie 7.18. Nous utiliserons cette proposition de deux fagons.
Tout d'abord en supposant que E est une catégorie simpliciale contenant
(S.S.Simpl)g et que a est le foncteur d'inclusion correspondant. D'autre
part en supposant que R est un objet de E qui vérifie 7.11.(i) et dont le
carré R' et le cube R" existent dans E. Dans ce cas, on construit un
foncteur a comme il est dit dans 7.8.. Grice a4 7.26 et 7.28., [ou a 7.23.,
cf. (7.53) ] on peut généraliser le résultat ainsi obtenu en remplagant R
par une famille d'objets de E qui engendrent E comme crible d'elle-méme.
Une telle famille existe évidemment toujours.
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Deémonstration de 7.17.. Les deux premiéres assertions résultent
des propriétés des applications (7.6) et (7.14). On notera que (iii) résulte
évidemment de (ii) et de (iv). Pour prouver (iv), on peut remplacer le
foncteur u:F— G par PBu:®8F — ®FG quiest un morphisme
de catégories scindées. En effet, les foncteurs vF et vG de (5.21) sont
des équivalences et, de plus, vG est surjectif sur les objets, cf. 5.G..
Supposons donc que jL est un morphisme de catégories scindées, cf.(5.2).
D'aprés 7.4. et (ii), le foncteur ,

Tr(u) : THF/ER) -  THG/E,R),
est pleinement fidéle. Le foncteur ' de (7.32) étant surjectif sur les
objets, pour prouver (iv), il nous suffit de prouver que, pour qu'un objet
(y,V) de Tr(G/E,R)appartienne & l'image de Tr(w) il faut et il suffirqu'il
existe xEOb(FS) tel que w(x) = y. La condition est évidemment néces-
saire, de méme que celle de (iv). Prouvons qu'elle est suffisante.

Soit donc (y,V) un objet de Tr'(G/E, R)et soit x€Ob(FR) tel que
(x) = y. Désignons par x' (resp. y') I'image inverse de x (resp. y) par P
0<i<1, cf. (7.40 f La valeur de V sur le couple (py,p;) est un R'-
isomorphisme v: y. . Pu1sque /M est un morphisme de catégories
scindées, on a ,Ll,(xl)* y, 0<£ i< 1, Il existe donc un R'-isomorphisme
u: xl - xo, caractérisé par /,L(u) =v, car LR' est pleinement fidéle.
Désignons par ul (resp. vJ) l'image inverse de u (resp. v) parr. : R" = R,
cf. (7.40). Puisque u est un morphisme de catégories scindées, on a

p) = vi,0<j<

fres 7.13.(ii), ona v2.v0 = vlet, puisque [ pw est fidele, ona
D'aprés 7.13.(ii), il existe donc un objet (x,U) de Tr(F/E R)

tel que la valeur de U sur le couple (pg, py) soit u. D'aprés la description
d'un foncteur Tr(u), si (y,V') est l'image de (x,U), la valeur de V' sur

le couple (py, p;) est égale 2 v, ce qui permet de conclure, grice a

7-13.(i).

C.Q.F.D.

7 -d) La catégorie Fam(E); applications aux changements de base
simpliciaux.

Les résultats du paragraphe précédent: 7.10., 7.11. et 7.14.,
fournissent un procédé de calcul de Lim(F/E) dont la portée est plus
générale qu'il ne parait. S'il n'existe pas d'objet R de E possédant la
propriété de 7.11.(i), il existe en tous cas une famille d'objets de E
engendrant E comme crible d'elle-m&me. On note alors que cette famille
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définit un objet R de Fam(E) qui posséde la propriété de 7.11.(i), et que
le carré (resp. cube) de R dans Fam(E) est la famille des produits deux
a deux (resp. trois a trois) des éléments de R. Dans certains cas, la
proposition 7.23. ci dessous permet de généraliser les énoncés ci dessus
(par exemple, pour 7.17. utiliser également la formule (7.53)). Nous don-
nerons de plus, ((7.60) et infra), un procédé de construction de " change-
ments de base simpliciaux" qui possédent des propriétés analogues a
ceux qui interviennent dans le paragraphe précédent et la construction
d'une catégorie fibrée sur (S..S.Simpl)g qui suffit & reconstruire Li_m(F/E).

Soit U un univers non vide et soit C une U-catégorie. On définit
la catégorie Fam(C) de la maniére suivante :

- ses objets sont les familles (xi)iel,xiEOb(C), i€l,

- une fléche de source (y-)'q et de but (x;);¢1 est un couple (1, u),

oiu U:J — I estune application et o u = (uj)j€] est une famille de fle-
ches de C, Uy xRy

- étant données deux fléches composables

WL wm T xG)je
et
ViK = ] v=Oeze T Yygk) Jkek

leur composé est, par définition,

(7.51) W: K = T, (yg) Vet 2z~ Xy kek.

On vérifie immédiatement que l'on a bien défini une catégorie.

La formation de Fam(C) est fonctorielle en C de maniére évidente.
On peut reconstruire Fam(C) & partir de (Cat)//c , ce qui permet de dé-
duire de I'étude de cette catégorie faite au n° 1 quelques propriétés
faciles.

Considérons le diagramme

€c
(Cat)//c Fam(C)
9¢ ic (7.52)
(Cat) « (Ens)
€

dans lequel
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- € désigne le foncteur qui, & tout ensemble Ie{/, associe la caté-
gorie discrete dont l'ensemble d'objets de l'ensemble de fléches sont
égaux a I, cependant que les applications structurales (source, but etc...)
sont égales au morphisme identique de I,

'j‘C désigne le foncteur qui, a toute famille (x);¢y d'objets de E,
associe l'ensemble d'indices I,

- Oc désigne le foncteur qui, a toute fléche de (Cat)//cp notée com-
me suit, cf. (1.40),

C P U

q
\4

associe le foncteur f, i.e. la fléche f: U — V de (Cat)

- le foncteur Egp est défini comme suit. Pour tout objet (x. )1 el de
Fam(C) , la catégorie €(I) est munie d'un foncteur

x: e —» C, i~ ox
Ce sera 1'objet de (Cat) c associé a (xi) i]-
Si (y:); .y est un autre objet de Fam(C) etsi u: J—1I, u.: Y, - X))
j€J, est’une fléche de Fam(C), on a un triangle dans (Cat)’

X

C « &(I)
y e(w
&J)

et la famille des u; définit un morphisme de foncteurs

u:y — x.&U.
d'ou, enfin, une fléche de (Cat)//c .

Lemme 7.19. Pour toute U-catégorie C, le diagramme (7.52) est ur
produit fibré dans (Cat).

La démonstration est évidente.

Lemme 7.20. Soit ¢ : F = E un foncteur,

(1) une flécheu:J - )de Fam(F) est Fam(E)-
hypercartésienne (i.e. Fam(E) cJarteélenne él Fam( @) est fibrant) si, e
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seulement si, pour tout j€J, u: est une fléche E-hypercartésienne (i.e.car-
tésienne si @ est fibrant) de " F.

(ii) Si @ est fibrant, il en est de méme de Fam(9) .

Le lemme précédent et 1.9. permettent de déduire (i) de 1.14. et
(ii) de 1.13.(i). De 1.13.(iii) et 1.9., on déduit qu'a tout clivage ¢ de @
est associé un clivage c' de Fam(¢p). Celui-ci est aisé & décrire en
traduisant (1.78). Remarquons auparavant que, pour tout objet x = (x;)
de Fam(E) on a un isomorphisme canonique
(7.53) Fam(F), ~ TTF,

i

entre la catégorie fibre de Fam(F) en x et le produit des catégories fibres

de F en les X .

i€l

Lemme 7.21. Soit ¢@: F — E un foncteur fibrant muni d'unclivage:
c et soit ¢' le clivage de Fam(¢q) associé a ¢ comme il vient d'étre dit.
Pour toute fleche de Fam(E), notée (U, u), U: J — 1, u=(uj: Y; “Xu(')j)j€}
le foncteur image inverse associé a (U,u) par c¢' s'identifie, modufo les

isomorphismes de (7.53) au foncteur
i€l j€J
produit des foncteurs images inverses associés par ¢ aux uj

(7.55) ujc : FU(]) - F,

Lemme 7.22. Le foncteur Fam transforme limites projectives (dans
(Cat)) en limites projectives et foncteurs discrets en foncteurs discrets.

Pour les limites projectives, cela est clair. Pour les foncteurs
discrets, cela résulte de 7.20. (ii), du calcul des fibres, (7.53), et de
6.3.3ii)..

Proposition 7.23. Soit ¢ : F = E un foncteur.

(i) Le foncteur défini par la fonctorialité de Fam(*) :

(7.56) y:T(F/E) - T(Fam(F)/Fam(E))
se factorise
(7.57) o: Li_m(F/E) - L:'_m(Fam(F)/Fam (E)) .

(ii) le foncteur O est une équivalence de catégories.
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Il est clair que (i) résulte de 7.20. (i), compte tenu de 1.10..Pour
prouver (ii), nous allons construire un foncteur quasi-inverse de O .

On peut reconstruire @ : F ~ E a I'aide de Fam( ¢). Pour cela, on
choisit un ensemble de cardinal 1, soit {a }. Il permet, pour toute {}
catégorie C, de définir un foncteur pleinement fidéle

(7.58) ¥ :C - Fam(C),

qui, a tout x€Ob(C), associe la famille indexée par {a }telle que x, = X.

Lemme 7.24. Pour tout foncteur ¢: F —E

(i) le carré ci-dessous est un produit fibré dans (Cat)

o F
Fam(F) < F
(7.59) Fom(® ¢
Fam(E) « E
“g

(ii) le foncteur qu'il induit
7 : Lim(Fam(F)/Fam(E)) — Lim(F/E)
est quasi-inverse de (7.57). <

(i) est trivial. De plus, il est clair que 70 est le foncteur identi-
que de Lim(F/E). 1lreste 3 démontrer que 77 est pleinement fidéle. Di-
sons seulement que ceci résulte du fait que, pour tout objet x = (x;);¢ de
Fam(E) et tout i€l, on a une fléche de Fam(E), notée m; : 0Ex)  x et
définie par l'application {a } = I, a ~> i, et par idy; . D'aprés 7.20.(%1),
la valeur sur cette fléche de toute section cartésienne de Fam(¢p) est un
x; -isomorphisme de F.

Proposition 7.25. Soit @ : F—~ E un foncteur et soit

A—2 B un triangle commutatif de (Cat).
a V /b Soit i un entier, 0 < i< 2.
E
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) le foncteur m est F-i-fidéle (resp. universellement)

(ii) le foncteur Fam(m) est Fam(F)-i-fidéle (resp. universellement ).

Ceci résulte immédiatement de 7.23. et de la définition G.12. (resp.
de 7.23., de la définition 6.17. et de 7.22).
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Pour généraliser 7.10. et 7.11., nous partons maintenant d'un fonc-
teur a: § = Fam(E) qui vérifie les hypothéses de 7.10. ou de 7.11.. Il est
donc Fam(F)-i-fidéle, i = 0,1 ou 2, ce que nous allons traduire en termes
de E. Considérons le composé

(7.60) K = iE.a : S — (Ens), cf.(7.52),

qui, a tout objet An de §, associe l'ensemble d'indices K, de

(7.61) a®p) = (xsex
n

Le foncteur K est un "ensemble simplicial" et le foncteur a définit un
" objet simplicial de E de type K". Pour exprimer celui-ci, considérons
le foncteur composé

(7.62) EK=¢.lga:§ ~ (Car) , cf.(7.52),

et la catégorie coscindée

(7.63) K - S,

opposée de la catégorie scindée P(eK) — §© associée a €K par 5.a). 1l
est clair que a définit un foncteur

(7.64) «:K - E,

que l'on peut décrire comme suit. Un objet de K de projection An €Ob (S)
est essentiellement un élément s de Kn’ cf. (7.61). On a

(7.65) K(s) = x4 .

Puisque les fibres de K sont discrétes, une fléche p: s = t de Kest

définie par sa projection m: Ap - Aq, et par sa source s€K_. Si l'image

de m par a est (U, u),. WK K, u= (uszxS X U(s)) seK le but
de u estt = U(s) et I'image de p par Kest p
(7.66) K(/u,) = ug

Pour obtenir un énoncé commode, nous utiliserons la construction
" inverse". Soit § une catégorie (non nécessairement simpliciale), soit
g )
L. Yy . .
K — S une S-catégorie coscindée dont les fibres sont des catégories
discrétes et soit enfin < : K — E un foncteur. On construit un foncteur

(7.67) a:S§ — Fam(E),

en associant, & tout n €EOb(S), la famille (K(s))s€K , ou K désigne l'en-
semble d'objets de la catégorie fibre deK en n.

Théoreme 7.26. Soit @ : F = E un foncteur fibrant, soit K — §
une S-catégorie coscindée dont les catégories fibres sontdiscrétes et soit
k: K= E un foncteur. Soit i EN, 0< i< 2. Les conditions suivantes
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sont équivalentes :
(i) « est F-i-fidele,

(1i) le fonc teur a de (7.67) est Fam(F)-i-fidéle.

Scholie 7.27. Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer en termes
de K de < et de E les hypothéses qui permettent d'appliquer 7.11. aufonc-
teur a. Signalons seulement que 7.11.(i) signifie que § est une catégorie
ponctuelle,que K estune catégorie discréte etque la famille (k(s))g cOb(K)
engendre E com me crible d'elle-méme. Les hypotheéses de 7.10., signifient
que K et « sont obtenus comme suit. Soit § 1'opposée d'une catégorie
simpliciale, 7.7.. On considére une famille (R;); d'objets de E, qui
engendre E comme crible d'elle-méme. L'ensemble simplicial K: § = (Ens)
est défini par KA ) = 18*1, On suppose que, pour tout
ier"*l, 1= (g, ..., i), le produit R{ = R; x...xR; existedans
E, pourvu que Anappartienne a Ob(S). On défidit x:K — E "par K(l')=Rj,
son action sur les fléches étant définie de maniére évidente par la pro-
priété universelle du produit., cf. (7.66).

Pour démontrer 7.26., nous utiliserons un lemme :

Lemme 7.28. Sous les hypothéses de 7,26., soit F' = FXgK

et soit

(7.68) FK = LL’"K/S(F'/K)
la catégorie de (4.35).

(i) il existe un S-isomorphisme F" 5 Fg, ou F" est la catégorie
déduite de Fam(F) par le changement de base a de (7.67).

(i1) si ¢ estun clivage de ¢ , désignons par c" le clivage de F"
déduit par le changement de base a du clivage de Fam(F) associé a c par
7.21.. Désignons par c' le clivage de Fy déduit de celui de F' sur K
comme il est dit dans 4.11.. L'isomorphisme z transforme c" en c'.

Preuve du lemme. Nous remarquerons en premier lieu que, ici, les
fibres de K sur § étant discrétes, la catégorie Fy, définie en général
comme une sous-catégorie pleinede II = TI K S(F'/K), lui est égale.
La fibre de FK en un objet n de § est canoniquement isomorphe & la caté -

gorie produit I Fs des fibres de F en les «(s), cf. 4-b). Il est clair

S€Kn

que cette fibre est également isomorphe a celle de F", en vertu des iso-
morpheside (7.53). Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ces
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ces isomorphismes sur les catégories fibres sont induits par un S-isomor-
phisme F" = F. On peut d'ailleurs caractériser ce dernier par la pro-
priété de (ii) (aprés choix d'un ¢livage de F), ce qui est le meilleur
moyen de prouver (ii). On utilisera la description des fléches de Fg qui
figure dans 4-b) et la description de son clivage: 4.10.. Pour ce dernier
point, noter que 1'unique coclivage de K sur § est son coscindage canoni-

que, cf. 6.4..

Il nous reste a prouver 7.26.. Pour cela, nous considérons le carré
dans (Cat)

k
Lim(F/E) ————— Lim(F'/K)
o 13

Lz_m(Fam(F)/Fam(E) _— Li.m(FK/S)

@

ou k est induit par le changement de base «, ot L est l'isomorphisme de
4.7., od O est l'équivalence de (7.57) et ou, enfin, a' est induit par le
changement de base a de (7.67), modulo l'isomorphisme de 7.28.(i). Ce
carré est commutatif,

C.Q.F.D.

Comme annoncé, la S-catégorie fibrée FK suffit & reconstruire L(_im (F/E),
du moins si a:S8 —Fam (E) vérifie les hypothéses de 7.10., cf. 7. 27..
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8 - Le théoreme d'échange.

Dans ce numéro, on s'appuie sur le théoréme d'associativité des
Lig, 4.7., pour démontrer diverses généralisations des résultats acquis
au n° 7. Le résultat essentiel est le théoréme d'échange, 8.8., variante
abstraite de 10.8..

Soient A et B deux catégories et soit

(8-1) AXB
/e
A B

leur produit, c'est a dire la catégorie dont l'ensemble d'objets (resp. de
fleches) est le produit de ceux de A et de B.

Soit a€Ob(A), on appellera " a-iéme colonne de AXB" la catégorie
fibre en a de la premiére projection. Son ensemble d'objets est donc
{(a,b), beOL(B) } . On la notera Ba car la seconde projection induit un
isomorphisme entre B, et B. On définit de mé&me la"b-iéme ligne de AXB*
eton la note Abpour tout beOb(B).

Soient u: A"~ A et v: B'—~ B deux fonctéurs. Nous allons étu-
dier, lorsque

(8.2) ¢:F - AXB
est un foncteur fibrant, l'effet du changement de base
(8.3) uxv: A'XB' - AXB

sur les catégories de sections cartésiennes, en étudiant séparément l'effet
des foncteurs ux1 : A’XB - AXB et I1xv:A'"XB'" - A"XB. Pour
étudier ceux-ci, nous utiliserons 4.7. et 4.14. de la maniére suivante.

L'ensemble des morphismes de A X B qui appartiennent & 1'une de
ses lignes est un ensemble de morphismes de transport pour la premiére
projection et définit un scindage de & : AXB — Aqui est également un
coscindage, cf. 1.5.. On a alors un diagramme de (Cat)

Fe————F

¢
(8.4) A
o
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dans lequel & et &' sont les premiéres projections, ¢ estun foncteur
fibrant et @' le foncteur déduit de @ par le changement de base 1xv.
Les hypothéses de 4.14., ov (8.4) remplace (4.50) sont vérifiées, car
o et &' sont cofibrants comme on vient de voir. Pour traduire 4.14., il
nous reste a remarquer que, pour tout acOb(A), le foncteur déduit de 1 x v
par le changement de base a': “AO—'A, a'(0) = a, cf. 4.14.(iii), n'est
autre que le foncteur induit par 1 X v sur les a-iémes colonnes, lequel
sera noté

(8.5) v,: B - B

a a a ’

a€Ob(A)

On déduit ainsi de 4.14. ;

Lemme 8.1. Soient A une catégorie, v: B' = B un foncteur et
¢: F » AXB un foncteur fibrant.

(i) il existe un A-foncteur cartésien
(8.6) p: LF - LF,
ot [cF et LiF' sont des A-catégories fibrées.

(ii) Pour que le foncteur 1xv : AXB' = AXB soit F-i-fidele,
0 € i <2, ilfaut et il suffit que le foncteur

Lim(p) : LQn(L F/A) - Lim(LF'/A)
soit i-fidele, cf. 6.11. et 6.12.

(iii) pour tout a€Ob(A), pour que le foncteur induit par p sur les
catégories fibres en a soit i-fidéle, 0 < i< 2, il faut et il suffit que le
foncteur v, : B}, = B soit F-i-fidéle.

Lemme 8.2. Sous les hypothéses de 8.1. soit i un entier parmi 0,1
et2 tel que, pour tout a €0b (A), le foncteur v, soit F-i-fidéle. Le foncteur
1 xv est F-i-fidele.

Il résulte de 8.1.(iii) que le foncteur p de 8.1.(i) est fidéle, pleine-
ment fidéle ou une A-équivalence selon que i = 0, 1 ou 2. D'ou la con-
clusion, d'aprés 8.1.(ii).

Lemme 8 3. Soient A une catégorie et B une catégorie munie d'un
objet final e. Pour toute (A X B) -catégorie fibrée F, le foncteurd'inclusion
de la e-i¢me ligne, A - AXB, est F-2-fidele.

On applique le lemme prédédent 2 A et au foncteur d'inclusion
: {e} = B, ou {e} désigne la sous-catégorie de B dont 1 unique
fleche est idg. Pour tout acOb(A), le foncteur v, est F .2 fidele
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d'aprés 5.7., car (a,e) est un objet final de la a-iéme colonne; d'ou la
conclusion.

Lemme 8.4. Sous les hypothéses de 8.1., soit e un objet finalde A.
Pour que le foncteur 1 X v soit F-i-fidele, 0 < i < 2, il faut et il suffit
que le foncteur v, le soit.

En effet, dans le carré commutatif

1xv
AXB «————AXB'

| k

L3
.
By e B',
e

les foncteurs d'inclusion i et j sont F-2-fidéles d'aprés 1'énoncé " symé-
trique " de 8.3..

Lemme 8.5. Sous les hypothéses de 8.1., soit A: § — Aunfonc-
teur vérifiant les hypothéses de 7.11.(iii), 52 = (S.S.Simpl)g. Pour tout
entier i, 0 < i< 2, désignons par v;:B] B; le foncteur induit par v
sur les colonnes de A( Ai)’

(i) sivgest F-O-fidele, 1xvest F-0O-fidele
(i) sivgest F-1-fidele et si vq est F-0-fidele, 1 xv est F-1-fidéle,

(iii) sivg est F-2-fidele, si v, est F-1-fidele et si vy est F-0-fidele,
1xvest F-2-fidéle.

(iv) sivy est F-1-fidele et si vy est F-0-fidéle pourqu'un objet X de
H(AX B, F) appartienne a l'image de H(1 xv,F), il faut et il suffit que
la restriction de X & B() appartienne a l'image de H(Vo,F).

Pour démontrer les trois premiéres assertions, il suffit d'appliquer
7.17. au A-foncteur cartésien introduit dans 8.1.. Quant & (iv), elle résulte
de 7.17.(iv) et d'un énoncé un peu plus précis que 8.1. qu'il est aisé
d'extraire de 4.14.. On démontre en fait que, si Y est un prolongement &
By de la restriction Xy de X a By, , il existe un prolongement Y de X 2
AXB dont la restriction 2 By est égale 2 Y

Remarque 8.6. Rappelons que le foncteur A : S, — A qui figure
dans 1'énoncé ci dessus vérifie les hypothéses de 7.11.(iii) si A est
I'opposée d'une catégorie simpliciale contenant (S.S.Simpl)g et si A\ est
le foncteur d'inclusion ou bien si le foncteur A commute aux produits et
si, pour tout S€Ob(A), l'ensemble Hom(S, NA()) est non vide.
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Notations 8.7. Pour tout entier NeZ, désignons par (Sir;lpl)N la
sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles finis dont les objets
sont les intervalles [O,n] de N, pour n < N. Elle est donc munie d'un
unique objet initial: l'ensemble vide, qui est d'ailleurs son seul objet si
N < 0. Onremarquera qu'elle ne différe de la catégorie (Simpl)y, introduite
au début du n® 2, que par la présence d'un objet initial. C'est pourquoi
on la désigne par le méme symbole, surmonté d'un " .Deméme,a partirde
(S.Simpl)y et (S.S.Simpl)y, on obtient (S.Simpl)y et (S.S.Simpl)p .On ap-
pellera " catégorie simpliciale compléte " une sous-catégorie § de (Simpl)
dont @ est un objet initial et qui est telle que la sous-catégorie pleine
S de § dont I'ensemble d' objets est le complémentaire de {@ }dans Ob(g)
soit une catégorie simpliciale, cf. 7.7. (on dit que S est associée a S)
On définit évidemment ainsi une bijection entre I'ensemble des catégories
simpliciales etcelui des catégories simpliciales complétes.Dans chacune
de ces derniéres, on notera

(8.7) d :8 - [0,n]

n
les morphismes initiaux.

Théoréeme 8.8. (Théoréme d'échange), Soit S I'opposée d'une ca-
tégorie simpliciale compléte telle que la catégorie simpliciale associée,
(dont l'opposee est notée §), contienne (SSSlmpl)2 Pour tout objet
[0 i] de § , on note :

le foncteur d'inclusion de la [0, i) -iéme colonne de $XS dans
la (o, 11-1eme colonne de SXS

-1; le foncteur d'inclusion de la [0,i]-ieme ligne de §XS dans la
(0, i] -ieme ligne de §xS§ .

Pour toute (SXS)-catégorie fibrée F, on a le tableau de résultats
suivant

c.1 0 1 2

0 1

Hvpothe q 0

othéses

yp lg o 1 2
L 0 1

1, 0

Conclusions 1_1 0 1 2

dont chacune des colonnes estun théoréme lorsqu'on la lit comme suit. Un

chiffre i inscrit en regard d'un foncteur signifie que celui-ci est F-i-
fidele.
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Considérons le carré commutatif défini par les foncteurs d'inclusion

A

. . 1 .
xS $§xS§
(8.8) & c
$XS§ $XS§
1
(i) d'aprés 8.4., pour que ¢ soit F-i-fidele, 0 < i < 2, il faut et il
suffit que c_; le soit. Par syméuie, pour 1 soit F-i-fidele, 0 < i< 2, il

faut et il suffit que 1_; le soit.

(ii) d'aprés 8.5.(i), pour que c (resp. D) soit F-0-fidele il suffitque
cq (resp. 10) le soit

(iii) d'aprés 8.5.(ii), pour que c (resp. 1) soit F0-fidele il suffit que
cq(Resp.1]) soit F-1-fidele et que cj(resp.ly) soit F-0-fidele

(iv) d'aprés 8.5.(iii), pour que c (resp. D) soit F-2-fidele, il suffit
que cg (resp. 10‘) soit E—Z-fidéle, que ¢ (resp. 11) soit F-1-fidéle et que
co(resp. 12) soit F-O-fidele.

Ayant traduit les hypothéses et la conclusion en termes de F-fidélité
des foncteurs qui figurent dans (8.8), on conclut en appliquant 6.13..

C.Q.F.D.

Remarquons qu'en omettantdans le tableau ci-dessus les hypothéses
portant sur c( et cy, on obtient cependant des conclusions de F-fidélité
portant sur le composé | &. Nous allons les interpréter grice aux " catégo-
ries diagonales". Soit A une catégorie. On appelle catégorie diagonale
de AXA la sous-catégorie de AXA dont les fléeches sont les couples
(f,f), feFI(A). Il est clair que la restriction & la diagonale de la premiére
(resp. seconde) projection de AXA induit un isomorphisme entre la dia-
gonale et A.

Corollaire 8.9. Sous les hypothéses de 8.8., désignons par §' la
sous-catégorie pleine de (Simpl)® qui a les mémes objets que § et suppo-
sons que AF provienne par changement de base d'une catégorie fibrée
G - §'XS'. Soit 6:D — D le foncteur d'inclusion de la diagonale de
$XS§ dans celle de §x$. Pour que le foncteur d'inclusion de § X § dans
$XS, (noté 1& dans (8.8)), soit F-i-fideéle, 0 < i< 2, il faut et il suffit
que & le soit. On a un tableau de résultats qui se lit comme le précédent
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<1 0 1 2

H he I 0 2
ypothéses 1 0 1
Conclusions b 0 1 2

Il suffit évidemment de prouver la premiére assertion. Le foncteur
d'inclusion de D dans A$><S est F-2-fidele car il transforme 1'objet final
de S en celui de $XS§. Il reste & montrer que le foncteur d'inclusion
d:D - §X§ est F-2-fidéle (c'est a dire G-2-fidéle). Remarquons déja
que le foncteur d'inclusion d': D — §'XS§' est F-2-fidéle car il commute
aux produits, cf. 7.10.. Par ailleurs, d'aprés 8.2., le foncteur d'inclusion
§'X§ = §'XS" est G-2-fidéle. En effet, pour tout a€Ob(S') il induit sur
sur la colonne de a un foncteur isomorphe & l'inclusion § — §’, donc
G-2-fidele d'aprés 7.12.. Par symétrie, le foncteur d'inclusion $X§ — §*X§
est lui aussi G-2-fidéle, d'ou la conclusion.

D 9 sxs - s'xs

d' $'xS§*

On a en fait un résultat un peu plus précis

Lemme 8.10. Soit S l'opposée d'une catégorie simpliciaie conte-
nant (S.Simpl)o, Pour toute $XS-catégorie fibrée F, le foncteur d'inclusion
de la diagonale de $X§ est F-2-fidéle.

On notera que, vu la définition d'une catégorie simpliciale, la con-
dition sur § montre que c'est une sous-catégorie pleine de (Simpl)® ou de
(S.Simpl)®, Dans le premier cas le foncteur D = §X§ vérifie évidemment
les hypothéses de 7.10.(iii). Dans le second cas on montre qu'il vérifie
celles de 7.11.(iii). Pour cela, on utilise la présence, dans (S.Simpl), des
applications diagonales: les d' de (2.16). [Introduire, pour tout couple
(a,b) d'éléments de (S.Simpl), la relation d'ordre définie sur Hom(a,b)
par le faitque ses éléments sontdes morphismes d'ensembles ordonnés.] .
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9 - Données de recollement et de descente.

Ce numéro est consacré 4 la traduction de la définition G.15. en un
langage qui n'utilise pas les cribles, ni, surtout les " grosses " catégories
introduites au numéro 5. Nous revenons ainsi a la définition donnée initia-
lement par GROTHENDIECK, [TD].

9 - a) Relatives a un morphisme.

Dans tout ce paragraphe, ¢ : F = E désignera un foncteur - muni
d'un clivage noté comme il est dit dans 1.6.. Nous allons d'abord prouver
un lemme qui montre comment les calculs du numéro 7 interviennent dans
I'étude des morphismes de descente.

Soit r: R — S une fleche de E, soit (R', py,p;) un produit fibré
R xgR et soit (R", q,q97,95) un produit fibré R xgR x gR.Ilexiste un fonc-
teur

(9.1) a:Simp)S - E
caractérisé par
9-2) A8y =t , Aq)=p;,0<i<l,

A5 =q , 0<k<2.

Pour les notations, voir 8.7., (8.7) et 2.16). Il est clair que 4 se factori-
se par E/g
(9.3) o: (SimpD)§ - E/s , a=oua,

A a

ol O commute aux produits et ou 0 : E S.” E est le foncteur source,
cf. (1.28). Par ailleurs la restriction de o a (Simpl)g se factorise par
le crible R de E/S engendré par r, 6.10., d'ol un carré commutatif dans
(Cat)/ E N
o
R<——————(Simpl)§

(9.4) t v

E s <——<§———(Sim\pl)§

ou L et l'sont les foncteurs d'inclusion. Le foncteur 8( est F-2-fideéle
car il transforme objet final en objet final. Le foncteur o vérifie les hy-
pothéses de 7.10., par définition de R, 6.10.. Par définition d'un morphis-
me de F-i-descente, 6.15., on en déduit:
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Lemme 9.1. Soit ieN, 0 < i< 2. Pourque r soit un morphisme
de F-i-descente, il faut et il suffit que le foncteur d'inclusion de (Simpl)(z)
dans (Siﬁlpl)g soit F-i-fidele.

Revenant a la définition, on voit que ceci équivaut également a"g
est un morphisme de F-i-descente ", ou F désigne la catégorie déduite de
F par le changement de base &, (pour g, cf. (8.7)).

Commencons la Traduction annoncée.

Définition 9.2. Soit @: F = E un foncteur fibrant muni d' un
clivage c. Soitr: R — S une fléche de E et soit (R',pg>p1) un produit
fibré R xgR. On appelle donnée de recollement sur un objet x de FR un
R'-isomorphisme

(9.5) u:p1Sx) ~ pox)h

Soit m: y — x un R-morphisme, soit u (resp. v) une donnée de recollement
sur x (resp. sur y). On dira que m est compatible avec u et v sil'on a

(9-6) U.Plc(m) = pOC(m).V

On montre aisément que le composé de deux morphismes compatibles
avec des données de recollement est compatible avec les données de
recollement sur sa source et son but. Ceci permet de définir la " catégorie
des objets de F; munis d'une donnée de recollement™ (sous-entendu:
"relativementa @:F ~ E, ac, ar: R~ Seta (R',pg,p;)), que 'on note

(9.7) Rec(F/E,c,1) .

Posons r' = Po=1P1, r' :R'> S, et désignons par
(9.8) o :pic,.rc - ¢ 0< i< 1

’

les isomorphismes de foncteurs définis par le clivage, (1.8). Pour tout
objet zde Fg, l'image inversede z parr

(9.9) zf =1%(2) ,
est munie d'une donnée de recollement que 1'on qualifiera de naturelle
(9.10) 8z) = co@)leq@).

Sim:z' 2 z est un S-morphisme, son image inverse parr,

r(m) : r¢(z') = r%(z) est compatible avec les données de recollement na-
turelles de sa source et de son but car les ¢; sont des morphismes de
foncteurs. On définit ainsi un foncteur

(9.11) A FS - Rec(F/E,c,r), A'(z) = (2F, §(2)).
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Théoreme 9.3. Sous les hypothéses de 9.2., pour que r soitun mor-
phisme de F-O-descente (resp. F-l1-descente), il faut et il suffit que le
foncteur ' soit fidéle (resp. pleinement fidele).

Nous prouverons ce théoréme plus bas. Tirons-en quelques consé-
quences.

Corollaire 9.4. Sous les hypothéses de 9.2.,

(i) pour que r soit un morphisme de F-O-descente il faut et il suffit
que le foncteur image inverse € : Fig = Fy soit fidele,

(ii) pour que r soit un morphisme de F-1-descente, il faut et il suffit
que, pour tout couple (x,y) d'objets de FS , le diagramme d'ensembles ci
dessous soit exact

Y r.en70 ' or!
(9.12) Homs(y,x) - Homg(y",x") = Homp(x' ,y )
ou l'on a posé:
©.13) K=,y =), " =0 e T =0y,
I'application © étant définie par
(9.14) Em) = m) , meHomg(y,x),
et les applications 77; par
(9.15) us (m) = ci(x). p; €(m). (Ci(y)).l R m€HomR'(yr,xr) .

[ Autrement dit, uA (m) est le transporté par l'isomorphisme de foncteurs
. LM M .
¢; de l'image inverse de m par p;

Preuve. Bien entendu, 9.4.(i) résulte immédiatement des défini-
tions, de 5.8., et de (7.6) sans supposer l'existence du produit fibré
R X gR. On rapelle que I'exactitude de (9.12) signifie que p induit une
bijection entre Homg(y, x) et l'ensemble des meHom(y",x") tels que
7lp (m) = 771(m), lequel est visiblement 1'ensemble des méHom(y ,,x)  qui
sont compatibles avec les données de recollement 8(x) et &y).

C.Q.F.D.

Il nous reste a démontrer 9.3.. Rappelons que, pardéfinition, 6.15,
"r est un morphisme de F-i-descente, 0< i< 2", signifie que le foncteur

(9.16) 8F(s) = HE/g,F) = HRF) ct (6.8,

induit par le foncteur d'inclusion R ~ E/S est i-fidele, ou R est le crible
engendré par r, 6.10.. Nous allons construire un foncteur
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(9.17) p': HW(R,F) — Rec(F/E,c,)

qui possédera les propriétés suivantes :

Lemme 9.5. Sous les hypothéses de 9.2.,

(i) le foncteur ' est pleinement fidele,

(i1) le carré ci dessous est commutatif a isomorphisme prés
L

JF(S) H(R,F)

(9.18) VS e’

FS —i»Rec(F/E,c,r) R

ou vg estle foncteur " valeur en ids“, vg X) = X(ids),

D'aprés 5.7., vg est une équivalence de catégories. Le lemme ci
dessus prouvera donc 9.3..

Construisons Q'. Soit XeOb(H (R,F)). Nous noterons
(9.19) x; = X((r,pi)) cx' 2 ox, 0<i<1,

la valeur de X sur la fléche (r,p;):r' — rde R, cf.(1.28) et supra. Puisque
X est un E-foncteur, la projection de x; estl'image de (r,p;) par le foncteur
source, c'est a dire p;. Puisque X transforme tout morphisme de R en un
morphisme E-cartésien de F, x; est cartésien. D'olt un R-isomorphisme 4

c
§1 x' Pl (X),
caractérisé par

(9.20) CPi(X)' & = X((t,p)) ,  cf. (1.6).

Nous poserons
(9.21) ') = (X, Ey&p™.
C'est évidemment un objet de Rec(F/E,c,r).

Si m:Y =X est une fleche de H(R,F), c'esta dire un E-morphisme
entre E-foncteurs, nous poserons

(9.22) Pm) = m(r) , m(): Y() ~X(),

C'est évidemment un R-morphisme, il faut vérifier qu'il est compatible
avec les données de recollement définies par (9.20) et (9.21). On adopte
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pour Y les notations (9.19) a (9.21) ot (Y,y,?) remplace (X,x,£). Puisque
m est un morphisme de foncteurs, on a

(9.23) m(e).Y((r,p;)) = X((r,p;)). m(r'), 0 <i<]I,

d'on, d'aprés (9.20),

m(r).cpi(y). m; = Cpi(x)"é:i'm(r')v
et d'aprés (1.7)
cpi(x).pic(m(r))- mn; = cpi(x)..gi..m(r' ),
On peut diviser & gauche par le morphisme cartésien cp_(x);
i
pi‘im(r)).'r]i = fi m(r'),0< i< 1.,

Les §i sontdes isomorphismes, on a donc
(9.24) m(e') = (&7 . po Sm () My = (& 7L .py Im(e). ;.

Il est clair maintenant que les formules ci dessus définissent un

foncteur ' : H(R,F) - Rec(F/E,c,r1).

Prouvons 9.5.(i). D'aprés 7.11.(i), ot (R,) remplace (E,R), le
foncteur ' est fidele. Montrons qu'il est pleinement fidéle. Soient Xet
Y deux objets de H(R,F) et soit m: p'(Y) — p'(X) une fleche de
Rec(F/E,c,r). Par définition c'est un R-morphisme m: Y(r) —X(r) telque

925 &yEplp tm) = prming(npt, cf. 0.6) ,

ou I'on a adopté les notations de (9.19) a (9.21) etdes notations analogues
pour Y. Posons m(r) = m et désignons par m(r') le R-morphisme (9.24)
Les calculs ci dessus montrent que l'on a (9.23). Soit a: (S.S.Simpl)f-'R
le foncteur défini par a(ql) = (r,p.), 0<i<1. cf(2.16).Laformule (9.23)
montre que m(r) et m(r' )définissent un E morphisme de E-foncteurs [L: Y.aX.a.
Le foncteur a vérifie 1'hypothése de 7.10.(ii). Par suite, il existe un

morphisme w': Y — X tel que u'*a = etdonc u'(r) = m,d'ou lacon-
clusion.

Prouvons 9.5.(ii). Soit ZEOb(gF(S)) et soit X larestriction deZ a
R. Posons z = Z(ids) et adoptons pour X les notations (2.19) a (9.21). Il

existe un R-isomorphisme

(9.26) a:x = 2, 2= 1%2),
caractérisé par
(9.27) c(2).a = Z(),

our = (idS,r) est, dans E/S , le morphisme final de source r. En effert,
'image de f par le foncteur source estr: R — S et, par suite, Z(r) est
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un morphisme E-cartésien de but z et de projection r. Il faut prouver en
premier lieu que Ot est compatible avec la dlonnée de recollement naturelle
de zf et la donnée de recollement §O(§1)- de x, ce qui s'exprime par :

(9.28) co@) L ey(@lpy () = pe&y( &L,
Pour cela il suffit de prouver, pouri=0eti =1,
(9:29) (@ (2pS(WE; = Z() , = (idg, ")

carc .(z) est un morphisme de transport On applique (1.9)a z et a la re-
lauon t' = rp;, puis la définition de p; ), cf. (1.7), puis celle de o, et
enfin celle de fi.

Il faut ensuite prouver que l'on définit ainsi un morphisme de fonc-
teurs, ce quiest simple.

La démonstration de 9.5, étant ainsi achevée, pour traduire la F-
descente effective il nous faut évidemment étudier l'image essentielle
du foncteur p'. Pour cela nous allons supposer que (R", q(, q7, q5) est un
produit fibré Rxg RxgR.

Scholie 9.6. Pour éclairer ce qui va suivre, supposons provisoire-
ment que le clivage ¢ soit un scindage. Désignons par F' = FXgRla
R-catégorie scindée déduite de F par le changement de base et considé-
rons le foncteur composé de

HR,F) 2 Lim(F'/R) T TH(F'/R,)

ou ¥ est l'isomorphisme canonique et 7 le foncteur de (7.24). Pour tout
objet X de H(R,F) soit (x',U) l'image de X par 7.7. Soit u'la valeur de
U sur le couple ((r, pg), (r, p1)). Il est clair que l'image de x' par la pre-
miére projection de F' est x = X(r) et que celle de u' est la donnée de
recollement sur x associée a X par le foncteur p', (9.21). Soit

B: (S..S.Simpl)(z) - R la restriction du foncteur o de (9.4). Il vérifie les
hypothéses de 7.14.. L'image essentielle de Q' est donc décrite grace a

7.14. (ii).

Revenant au cas général, nous allons adapter cette condition en
tenant compte des isomorphismes canoniques di au clivage, cf. (1.8).

Considérons les morphismes

(9.30) rj :R" - R' , 0<j< 2

définis, en vertu de la propriété universelle de R', par
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(9.31) Poto = q Pt = 9

Po'1 T 9o P11 = 1

Pof2 = 9o Pty = qq » cf(7.41) et (9.2),
et posons
(9.32) " = rqk, 0<k<2, ":R"-S,

Aux formules (9.31), le clivage associe des isomorphismes de fonc-
teurs, cf. (1.8),

(9.33) Ve er.piC - ch , 0<i<1,0<j<2,

ou k est défini en fonction de i et j par Pif; = qi et par (9.31).

Pour tout x€Ob(FR) et toute donnée de recollement u sur x, nous po-
serons :

(9.34) ul = 0,k (e ) .

C'est le transporté de r: (u) au moyen des isomorphismes de foncteurs c:

1,
On a ainsi un triangle d'ans FR' j

q7 “(x)

w2

90°(x) N 9(x)

Ll

Définition 9.7. Soit @: F — E un foncteur fibrant muni d'un cli-
vage c noté comme il est dit dans 1.6.. Soit r: R — S une fléche de E,
soit (R', pg, py) un produit fibré RxgR et soit (R", q(,97,95) un produit
fibré R xgR x gR. Une donnée de descente sur un objet x de Ry est une
donnee de recollement telle que, avec les notations (9.30) a (9.34), on ait

(9.36) wlul = Wl
i.e. telle que le triangle (9.35) soit commutatif.

On appelle "catégorie des objets de FR munis d'une donnée de
descente relativement 4 " la sous-catégorie pleine de Rec(F/E ,c,cr) dont
les objets sont ceux qui vérifient (9.36). On la note

(9.37) Desc(F/ E,c ,0).

Lemme 9.8. Sous les hypotheses de 9.7., pour tout z€Ob(Fg)ladon-
née de recollement naturelle de r<(z), (9. 10), est une donnée de descente
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Définition 9.9. Sous les hypothéses de 9.7., une donnée de descente
u sur un objet x de FR sera dite effective s'il existe zEOb(FS) et un R-
isomorphisme m: t92) ~x qui soit compatible avec u et la donnée de
descente naturelle de r(2).

Bien entendu 9.8. signifie que le foncteur A' de (9.11) se factorise:

(9.38) A FS — Desc(F/E,c,r).

Théoreme 9.10. Sous les hypothéses de 9.7., les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) r est un morphisme de F-2-descente (on dit également F-des-
cente effective)

(ii) le foncteur A de (9.38) est une équivalence de catégories.

(iii) r est un morphisme de F-descente et, pour tout x€Ob(FR ), toute
donnée de descente sur x est effective.

Il est clair que 9.8. et 9.10. résultent du lemme suivant

Lemme 9.11. Sous les hypothéses de 9.7., pour tout x€Ob(FR) et
toute donnée de recollement u sur x, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) u est une donnée de descente

(ii) il existe X€Ob(H(R,F)) tel que p'(X)= (x,u),

(iii) il existe XeOb(M (R,F)) tel que P"(X) soitisomorphe a (x,u).

Bien entendu, ce lemme implique qu'il existe un carré commutatif
a isomorphisme prés, induit par (9.18),

L
BF(S) ————H(R,F)

(9.39) S e

A
FS s Desc(F/E,cr)
dans lequel vg et O sontdes équivalences de catégories etsont surjectifs
sur les objets.

Remarquons que, d'aprés 9.6., 7.2., 7.14. et 7.3., ce lemme est
démontré lorsque c est un scindage. Nous utiliserons une fois de plus
la proposition 5.6., grice au sorite de fonctorialité que voici. (Une dé-
monstration directe utilisant 7.10.(iii) est possible, mais les calculs sont:

plus longs).
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Lemme 9.12. Sous les hypothéses de 9.7., soit encore y: 6 — E
un foncteur fibrant muni d'un clivage d et soit i : F = G unE-foncteur
cartésien.

(i) il existe un foncteur
(9.40) Rec(r.) : Rec(F/E,c,r) — Rec(G/E,d,),

(ii) qui se factorise par les catégories d'objets munis dune donnée
de descente

(9.41) Desc(..) : Desc(F/E,c,tr) — Desc(G/E,d,r),
(iii) de sorte que le diagramme ci dessous soit commutatif
H(R,u)
H(R,F) HR,G)
(9.42) Po 0
Desc( )
Desc(F/E ,c,r) > Desc(G/E,d,) ,

ou P, €t P sont les foncteurs de (9-39).

Construisons Rec(/J) Soit x €Ob(FR) muni d'une donnée derécol-
lement u:p;(x) - pp€(x). Puisque p est E-cartésien ilexiste unR'-
isomorphisme

(9.43) g p )~ up ), 0<i<l,
caractérisé par

(9.44) dpi(u(x)) = “(Cpi("))-‘i-

Il est clair que

(9.45) ONRTCRS

est une donnée de recollement sur ((x), d'ou l'action de Rec(i) sur les
objets. Son action sur les fléches est définie par le fait que, si

m: (y,v) —(x,u) est un morphisme de Rec(F/E,c,r), ((m) est compatible
avec les données de recollement que I'on vientde définirsur pu(x) et u(y).

Prouvons mamtenant (ii). Soit (x,u) un objet de Rec(F /E ,c,r) et
soit (y,v) = (,u(x) (o) /J,(u)tl) son image par Rec(u). Nous allons
montrer que v est une donnée de descente, pourvu que u en soit une.
Pour cela, définissons ul comme il estdit dans (9.34)et posons de maniére
analogue

j = d -1 :
(9.46) V] = do’j(y).r’ (V)- (dl’i (Y)) ’ 0< ) <2
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Définissons un R"-isomorphisme XK: qkd(y) - p,(ch(x)) par

{9.47) (y) pleg (x)). X - O0Sk<2
Il nous suffira de prouver que, pour 0<j<2, ona
(9-48) (Xkl) /«L(U’) an = V’ )
ou k' (resp. k") est défini par por. = qp (resp. plrj = qk..).
Pour cela, mtrodulsons pour tout (i,j), 0<i<1, 0<;<2,unR"
isomorphis me pl, I (/L(plc(x))) - /.L(rc(plc(x))), caractérisé par
(9.49) 4 O = e, 35D
D'aprés (1.7), ona
050 %) = (It L kG W) gL 0<i<2
Puisque r.d estun foncteur, on déduit de la définition de v, (9.45), et de

la relation ci dessus la relation

©.5D) 54w = (pojor e p (@ ) Py

Il nous reste a montrer que, pour tout (i,j), 0< i< 1,0< j\< 2,0ona

(9.52) Xkedij) = ey ;G gy 14

oi k est défini par Pifj = q, (9.31).

Ayant noté que les deux membres de (9.52) ont pour but p(ch(x)), on les
compose tous deux avec w(c, (x)) et on prouve que les composés obte-

nus sont égaux. Le membre de gauche donne, par définition de ¥} (9.47),
et par définition de d; ,, (L.9):

p, O . @ 4

et le membre de droite, par defmltlon de c; j et de p”

e (X)) d (,U«(p CE)). 5 (t )s
d'on, par définition du foncteur L , (L.7), en comparant,

d _ d
(9.53) Pi(y)- drj(pi (y))— MCPi(x))' ti..drj ;" ().
La conclusion résulte alors de la définition de t.

Ayant ainsi prouvé 9.12.(ii), nous laissons au lecteur le soin de

vérifier que, sous les hypothéses de 9.12., le carré ci dessous est com-
mutatif
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H(R, 1)
H(R,F) »H(R,G)

(9.54) Po p'

Rec(F/E,c,r) > Rec(G/ E,d,r)
Rec(u)

ou pc') et O' sont les foncteurs de (9.17).

’

Il est clair que 9.12.(iii) en résultera quand on aura prouvé que
le foncteur pc') de 9.17. se factorise par Desc(F = E,c,r), autrementdit que,
dans 9.11.,(ii) =>(i). Considérons le foncteur vF : ®IF — F de (5.21).
Il est pleinement fidéle et swrjectif sur les objets. Il existe donc un
E-foncteur cartésien a: F 2 ®3 F tel que le composé vF.a soit égal au
foncteur identique de F. Dans le carré (9.54), ou le foncteur vF remplace
i, on saitdonc que M(R,vF) est surjectif surles objets, (bien enten-
du c'est une équivalence car vF est une E-équivalence). Le foncteur
p' relatif & ® 3F Vérifie 9.11., car ®3F est scindée. De 9.12.(ii), on
déduit donc que, dans 9.11.,(ii) entrafne (i). Considérons maintenant le
carré (9.42), ou vF remplace (. Puisque O et H(R,u) sont des équiva-
lences et que P est pleinement fidele, Desc(vF) est pleinement fidéle.
Pour achever de prouver 9.11., il suffit de prouver que Rec(vF) est plei-
nement fidéle, ce quirésulte aisément du faitque vF est une E-équivalence,
de (9.45) et de (9.6). En effet, grice a 'existence de a: F — ®3JF, on
saura que Rec(vF) et Desc(vF) sont pleinement fideles et surjectifs sur
les objets, en vertu des formules

(9.55) Rec(V). Rec(.) = Rec(vy)
(9.56) Desc(v).Desc() Desc()

dans lesquelles 7:H — E est un foncteur fibrant muni d'un clivage e et
ot V: G —~ H est un E-foncteur cartésien.

C.Q.F.D.

Remarque 9.13. La commutativité de (9.42) caractérise le foncteur
Desc(u), En effet, p est pleinement fidele et surjectif sur les objets. On
peut préciser un peu mieux les propriétés de (O :

Corollaire 9.14. (Transfert d'une donnée de descente). Sous les
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hypothéses de 9.11., soit x€0b(FR), soit u une donnée de recollement sur
X etsoit m: y — X un R-isomorphisme.

(1) il existe une donnée de recollement v sur y, caractérisée par
le fait que m est compatible avec u et v,

(ii) siu est une donnée de descente, il en est de méme de v.

Ceci résulte de 7.3. et de 9.6. lorsque le clivage est un scindage.
Le cas général s'en déduit grice aux propriétés du foncteur vF : $IF ~ F,

Corollaire 9.15. Sous les hypothéses de 9.7., soitAQ:(Sir;lpl)é’ - E
le foncteur de (9.1) et soit & le clivage de F = FXE(Simpl)g déduit de ¢
par le changement de base a. Il existe un carré commutatif

A
FS >Desc(F/E,c,r)
(9057) T = =~ !
A' A A L)
Fy Desc(F /(Simp)5, ¢,4y)

ou les fléches horizongales sont définies par (9.38) et ou les fléches
verticales sont les isomorphismes induits par la premiére projection de
F.

Evidemment. Rappelons simplement que g : [0, 0] = @ est, dans
(Simpl) %2 le morphisme final de source [0,0] , (8.7). On notera que
(Simpl)2 est le crible de (Simpl)‘z) engendré par ¢y. Par suite, en com-
posant le foncteur O de (9.39) relatif a F eta 150 et le foncteur 77
de (9.57), on obtient une équivalence de catégories, surjective sur les
objets :

(9.58) W: H((Simpl)g, F) - Desc(F/E,c).

En composant celle-ci avec le foncteur induit par composition avec le
foncteur ot de (9.4), on retrouve évidemment le foncteur O de (9.39).

Le foncteur p de (9.39) et le foncteur w de (9.58) seront utilisés
pour établir des résultats de fonctorialité des catégories Desc(*). On
utilisera a cette fin le lemme 9.11. et le suivant.

Lemme 9.16. Sous les hypothéses de 9.7., soit R le crible de E/S
engendré par r et soient X et Y deux objets de Il (R,F). Les conditions
suivantes sont équivalentes

1) pX) = p(Y)
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(ii) on a X(r) = Y(r) (r est un objet de R...) et il existe un iso-
morphisme (dans 1 (R,F)) m: Y = X tel que m(r) soit le morphisme identi-
que de X(r).

Ceci résulte trivialement de la définition de 0, cf. (9.21) et du fait
qu'il est pleinement fidéle. On a un lemme analogue pour .

Pour terminer ce paragraphe,démontrons le "lemme des diagonales”

Lemme 9.17. Sous les hypothéses de 9.7., considérons les appli-
cations définies par la propriété universelle du produit :

(9.59) d: R = R'" , pgd = pjd = idg, et

(9.60) d:R = R" , qud' = qd" = q,d' = idg.

(i) Supposons que le foncteur image inverse d € relatif a d soit
fidele. Pour que r soit un morphisme de F-l-descente il faut et il suffit
que le foncteur image inverse r ©: Fy = FR soit pleinement fideéle.

(ii) Supposons que le foncteur image inverse d° soit pleinement
fidele et que le foncteur image inverse d' € soit fidéle. Pour que r soit un
morphisme de F-2-descente, il faut et il suffit que le foncteur image
inverse r€ soit une équivalence de catégories. De plus, tout objet x de
de FR est muni d'une donnée de descente unique.

Soit R le crible de E/S engendré par r. Sous les hypothéses de (i)
(resp. (ii)), le foncteur "valeur en R" v': H(R,F)~ FR, X ~>X(r), est
pleinement fidéle (resp. une équivalence). En effet, on peut appliquer
7.15. au foncteur o : (Simpl)% = R qui figure dans (9.4). On en déduit
les assertions concernant r° en utilisant le carré ci-dessous, commutatif
a isomorphisme prés d'apres 5.8.,

BF(S) = H(E/S,F) H(R,F)
(9.61) v v'
Fs 5 ,

ot L est induit par l'inclusion de R dans E/S et o v est le foncteur
valeur en idg, qui est une équivalence.
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Pour prouver la seconde assertion de (ii), notons que le foncteur v'
est égal au composé A p, o O estle foncteur de (9.39) et on
\: Desc(F/E,ct) — FR est le foncteur qui, a tout xEOb(FR) munie d'une
donnée de descente u, associé x. Puisque v' et 0 sont des équivalences,
il en est de méme de A. De plus, A est surjectif sur les objets d'aprés
9.14.. D'ou l'existence, pour tout x€Ob(FR), d'une donnée de descente
u sur x. Si v en est une autre, puisque A est pleinement fidéle, le mor-
phisme id, est compatible avec u et v, ce qui prouve que u = v, cf. (9.6).

C.Q.F.D.

9 - b) Relatives a une famille de mo rphismes.

Le premier procédé pour ramener 1'étude d'une famille 4 celle d'un
seul morphisme utilise les catégories de familles d'objets de 7.d). Il ne
suppose aucune hypothése sur E. Le second procédé, exposé dans 9-c),
suppose que les sommes directes existent dans E et possédent certaines
propriétés relativement & F, 9.25. et 9.27.. Il ne permet pas d'étendre
commodément aux familles les résultats que nous exposerons le plus
souvent pour les morphismes. Cependant, les résultats généraux étant
acquis grice au premier procédé, le second est presque toujours utilisable
en pratique et permet de remplacer une famille de morphismes par le
morphisme somme (cf. 9.28. et 9.29.), sans construction auxiliaire .

Lemme 9.18. Soit @ F — E un foncteur fibrant et soit
R = (r;: Ry = 8);q » r; €FI(E), une famille de fleches de E de méme but
S. Désignons par I 0 — O la fléche de Fam(E) qui lui correspond. Soit

ieN, 0< i< 2. Les conditions suivantes sont équivalentes ;
(i) R est une famille de F-i-lescente (resp. universelle)
(ii) I est un morphisme de Fam(F)-i-descente (resp. universelle).

Il est clair que Fam(E)/o. , munie de son foncteur source, s'identifie a la

catégorie Fam(E/s) .

Par ailleurs, si R est le crible de E/S engendré par K, 1'identifi=
cation précédente induit un isomorphisme entre Fam(R) et le crible de
Fam(E)/ ;5 engendré par I. D'ou la conclusion, par 7.22..

Le choix, dans Fam(E), d'un produit fibré (p/0)* 1, n > 0, équivaut
au choix, pour tout 1 = (i, ..., i) ™1 d'un produit fibré
R = Rio Xg...XgR; , la priéme projection de (p/0)" T étanc définie

1 ?
ln
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par la famille des p-iémes projections R{ — R; . Nous utiliserons ces
produits pourn =1 et n=2et, si 1= (i,j), Pier? | (resp. si

1= G,j,k), i€I3), nous utiliserons également les notations

Ri = Rij (resp. Ry = Riik ). Nous désignerons respectivement par F;,
Fij et Fi’k les catégories fibres de F en Rj, Rii et Riik,ouencore par
Fi la catégorie fibre de F en Rj.

Définition 9.19. Sous les hypothéses de 9.18., soit encore ¢ un
clivage de @ et soitc' le clivage de Fam(¢) qui s'en déduit par 7.21..
Soient enfin des produits fibrés, dans Fam(E), p' = (p/0)“et
" =(p/0) .

(i) soitx = (xi)iEI’ xiEOb(Fi), une famille. On appelle donnée
de recollement (resp. de descente) sur x relativement a R une donnée de
recollement (resp.de descente) sur x relativementa I & Fam(¢) et a c'.

(if) soit z€Ob(Fg), on appellera donnée de descente naturelle sur
la famille (ri':(z))i€I , la donnée de descente naturelle définie par (9.10) ou
P remplace r et Fam(¢p) remplace ¢ .

(iii) On désigne par
(9.62) A:Fg — Desc(F/E,c,K)
le foncteur (9.38) relatif Fam(p), a c' et a T.

Cette définition appelle quelques observations. Tout d'abord, il est
clair que, dans (i), la famille x est un objet de la catégorie fibre de
Fam(F) en 0 . D'aprés le calcul du clivage de Fam(¢), 7.21., une don-
née de recollement sur x est une famille de R;: -isomorphismes
uij: )] - xiJ , (L,PEI X, ou xil(resp. x‘j) désigne l'image inverse de
xi(resp.xj) par la premiére (resp. seconde) projection de Rii"

Si, pour tout (i, j, k) 613, on désigne respectivement par
uj;t ui,k et uljk I'image inverse de Ujj» Uik €t U par le morphisme

naturel de Riik dans R;;, R; et Rjk’ la condition pour qu'une donnée

j7
de recollement soit une donnée de descente s'écrit, en ne tenant pas
compte des isomorphismes de transitivité de 1'image inverse,

k i _— ] ;s 3
(9-63) lll] .u ]k = ullk y (l,],k)€I ) Cf-(9-36)

Enfin, on notera que, dans (ii) et (iii), on a sous-entendu l'iso -
morphisme canonique (7.53) entre F5 et Fam(F); et que la famille
(ric(z))iel des images inverses de z par les r; estl'image inverse de z par
r.p " o.
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Pour passer d'une section cartésienne a une famille munie d'une
donnée de descente, on utilisera le foncteur

(9.64) o: H(R,F) - Desc(F/E,c,R),

composé de celui qui figure dans (9.39), relatif & Fam(p) et & T, etdu
foncteur déduit de la fonctorialité de Fam(¢p) :

H(R,F) — H(R’,Fam(F)),
ol R' désigne le crible de Fam(E)/G engendré par I,

Il est pleinement fidéle et surjectif sur les objets. Nous laissons
au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer les analogues de 9.3., 9.4,
9.9. et 9.10., Bien entendu, si l'ensemble d'indices de la famille Rn'a
qu'un élément, les définitions que nous venons de donner coincident avec
celles du paragraphe précédent.

Remarque 9.20. Signalons que 1'on peut reconstruire 1la catégorie
Desc(F/E c R) I'aide de 7.26. et 7.28.. On considére l'ensemble sim-
plicial K (Slmpl)o — (Ens) défini par K(A )‘In+1, la categorle cos-
cindée K - (Sxmpl)z , opposée de la catégorie scindée c13(8 K) décrite
par 5-a), ou € est défini dans (7.52), et enfin le foncteur <x:K = E
défini par () = Ry, i€I", (notations qui précédent 9.19). (voir égale -
ment (7.60) et infra).

On considére la catégorie F', déduite de F par le changement de
base R et la catégorie

Fp = K/ (simp) 9 (F'/ K).
D'apres 7.28., FR munie de son clivage, est 1somorphe a la catégorie
déduite de Fam(F) par le changement de base & (Slmpl)o —+ Fam(E)
associé a K et k. D'apres 9.15., appliqué a o, on obtient ainsi un procédé
de description du foncteur (9.62) qui ne fait pas intervenir (Fam((p).

Exemple 9.21. Soit E la catégorie des ouverts d'un espace topolo-
gique S et soit F la E-catégorie fibrée des " espaces topologiques au
dessus d'un ouvert U de S". Un objet de F est donc une application con-
tinue x: X — U, ot U est un ouvert de S. Les foncteurs images inverses
sont alors les foncteurs "restriction 4 un ouvert", ce qui montre que F
est scindée sur E, i.e. que 1'on a transitivité vraie des images inverses.
Si (Ri) je] est un recouvrement ouvert de S dire que la famille des mor-
phismes d'inclusion des R; dans S estde F-l-descente signifie simplement
que, pour tout couple (X,Y) d'espaces topologiques au dessus de S et
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et toute famille u;: Y!= X', i€l, de R, -morphismes entre les restric-
tions de X et de Y aux R;, coincidant dans les R; R, il existe un S-
morphisme unique u: Y - X se restreignant su1vant les u;. Ce qui est
vrai. Il est méme vrai que cette famille est de F-2-descente. En effet, la
condition que toute donnée de descente sur une famille Yi - Ri’ i€l,
d'espaces topologiques au dessus des R;j, soit effective est vérifiée,
comme on voit en recollant les Y1 le long des Y (restriction de Y1 a
r\R ) comme il est dit dans [N.B] . '

9 - ¢) Descente et sommes directes.

Lemme 9.22. Soit E une catégorie, soit SEOb(E) et soit
(si : Si —-S)iel une famille de fleches de E possédant la propriété uni-
verselle des sommes directes. Supposons que, pour tout i€l, s. soit un
monomorphisme. Supposons de plus que, pour tout (i,j)€IXI, 1 # ) le
prodult fibré S. i %s S. existe et soit un objet initial de E.Alors, pour tout
i= (10, 1w oo i )E)In+1, n 2> 0, le produit fibré S1 SIOXSSII...XSSin
existe dans E. Si ig=i;=..=1i, ilestégala Sio, les projections struc-

tural étant I'application identique de S; .Sinon, c'estun objetinitial de E.
0

Preuve. Pour tout i€, s. est un monomorphisme, d'ou l'existence
et le calcul de S dans le premier cas. Dans le second cas, on remarque
que, 51L tA- B est un monomorphisme et] un objet initial de E, le carré

I———1 estun produit fibré, les morphismes autres que u étantévi-
ol |8

A— B
demment les morphismes initiaux; (donc ! = id;). En effet, il suffit de
prouver que, pour tout X€Ob(E) et tout (x,x') €Hom(X,A) x Hom(X,I) véri-
fiant 8x' = ux, ona ox' =x. Or 8 = ud, car I est objet initial.
D'ol uox' = ux, d'ou la conclusion, car u est un monomorphisme.

Définition 9.23. On dira qu'une somme directe est disjointe si elle
vérifie les hypothéses du lemme précédent.

Proposition 9.24. Soit ¢ : F — E un foncteur fibrant. Soit

(si : Si - S)iél’ s; €FI(E), une famille telle que Ssoitsomme direc-
te disjointe des S;. Supposons que la catégorie fibre du foncteur ¢ enun
objet initial de E soit équivalente & une catégorie ponctuelle. Désignons

par
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i€l !
le foncteur déduit, par la propriété universelle du produit, des foncteurs
image inverse

ES N .
S ¢ FS FSi , 1€l
relatifs aux s . Pour que la famille 0 soit F-r-descente, 0<r<2, il
faut et il suffit que le foncteur S * soit r-fidéle, c'est a dire fidéle, plei-

nement fidéle ou une équivalence, selon que n = 0,1 ou 2.

Désignons par S: 8 — 9 la fleche de Fam(E) qui est définie de
maniére évidente par 0. D'aprés 9.18., pour que O soit une famille de
F-r-descente, ilfautetil suffit que S soitune fleche de Fam(F)-r-descente.
Puisque S est une somme directe disjointe, le carré ¥"et le cube 8" 'de
(3'/ %) existent dans Fam(E). Avec les notations qui précédent 9.19., on
a 3" = (Si)iGIXI et 3" = (Si)iGIXIXI , l'explicitation des pro-
jections structurales étant laissée au lecteur. Utilisons le lemme des
diagonales, 9.17.. L'application diagonale

' = 3" . deFl(Fam(E)) ,

est définie par l'application I = IXI, i ~> (i,i), et par les morphismes
identiques des S., iel. D'aprés 7.21., le foncteur image inverse corres-
pondant a d, relatif 2 Fam( ), s'interpréte, modulo les isomorphismes de
(7.53)., comme le produit des foncteurs images inverses relatifs 4 @ etaux
morphismes identiques des S;, lesquels sont des équivalences de catégo-

ries. Désignons-le par

*
% Fiy = T 1F
(i,j) €Ix1 1€1
ou F, (resp. F ) désigne la fibre du foncteur ¢ en S; (resp. en S; ><SS ).
Le foncteur a4* est une équivalence de catégories, les facteurs
Fij’ i # j, de sa source sont équivalentes & des catégories ponctuelles.
En appliquant le méme raisonnement & la seconde diagonale, on voit que
les hypothéses de 9.17.(ii) sont satisfaites. D'ou la conclusion, puisque
le foncteur S° de 1'énoncé s'interpréte comme le foncteur image inverse

relatif 3 Fam(¢) et au morphisme S de Fam(E).

C.Q.F.D.

Deéfinition 9.25. Soient E une catégorie, S un objet de E et

3 = (si: Si - S)iél’ sieFl(E), une famille. On dira que S estsomme
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directe universelle des S, , si la famille 3 est quarrable et si, pour tout
ueFI(E), u:S' — S, la famille 8%, déduite de ¥ par le changement de

base u , 6.10., posséde la propriété universelle des sommes directes.

Remarque 9.26. Dans la catégorie des ensembles, des préschémas
ou des espaces topologiques, les sommes directes existent et sont dis-
jointes et universelles. Si X est un espace topologique, dans la catégorie
des ouverts de X, les sommes directes existent (réunion) et sont univer-
selles. Elles ne sont pas disjointes. Dans un autre ordre d'idées, dans
une catégorie munie d'un objet nul, les sommes directes ne peuvent étre
universe lles que si tout objet est nul. En effet, soient E une catégorie,
I un objet initial de E et u: A — I un morphisme. Puisque I estobjet
initial, on a I = I] |1, les morphismes structuraux étant les morphismes
identiques. Si cette somme directe est universelle, par le changement
de base u: A — I, on en déduit que A est somme directe de A et de A, les
morphismes structuraux étant idA. Donc, puisque Hom(A,I) # @, A est
objet initial de E donc est isomorphe & I. Si maintenant on suppose que
I est également un objet final, on en déduit que tout objet de E, est iso-
morphe a I.

Proposition 9.27. Soit ¢ : F = E un foncteur fibrant. Suppos ons
que, dans E, les sommes directes soient disjointes et universelles. Soit
r un entier, 1 < r < 2. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour toute somme directe de E, S = | S;, la famille des

1€l

morphismes structuraux ( 5 S. » 95) est de F-r-descente universel-

1€1
le, ! !

(ii) pour toute somme directe de E, S = | | S; lefoncteur produit
i€l
des foncteurs images inverses relatifs aux morphismes structuraux
Fg, — TT Fg
1€l 1
est r-fidéle, i.e. pleinement fidéle ou une équivalence, selon que r = 1
ou 2.

Preuve. Remarquons déja que l'on obtientune condition équivalen-
te a (i) en y suprimant l'adjectif "universelle ". En effet, on a supposé
que les sommes directes sont universelles. La proposition est une con-
séquence évidente de 9.24., lorsqu'il existe, dans E, un objet initial et
lorsque la catégorie fibre de cet objet est équivalente a4 une catégorie
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ponctuelle. Dans ce cas, la proposition est également valable pour r = 0.
Par ailleurs, s'il n'existe, dans E, que des sommes directes dont l'en-
semble d'indices a pour cardinal 1, (isomorphismes), les deux conditions
sont trivialement vérifiées. S'il en existe d'autres, il existe un objet
initial I, car les sommes directes sont supposées disjointes.Celui-ci est
alors somme directe de la famille vide d'objets de E. Chacune des deux
conditions de 1'énoncé, appliquée A cette somme, entrafne que la catégo-
rie fibre en I estéquivalente a une catégorie ponctuelle,d'od la conclusion.

Théoreme 9.28. Soit ¢: F — E un foncteur fibrant. Supposons
que, dans E, les sommes directes indexées par un élément de 'univers U
existent, soient disjointes, universelles et des familles de F-descente
effective, 9.23.,9.25.,et 9.27.. Soit peN,0 < p< 2. Pour qu'une famille

R = (r.: R. = 8). soit de F-p-descente (resp. universelle) il faut
i 1 1€1 p p ;

et il suffit que le morphisme somme des ,r:R=§ R = | R; soit

de F-p-descente (resp. universelle). 1€l

Grice a 9.18., on raisonne dans Fam(E). On note I la fléche de
Fam(E) correspondant 2 K, S celle qui correspond aux morphismes struc-
turaux s; : R; 7 R et r celle qui correspond 2r. OnarS= I et on sait
que S est une fléche de Fam(F)-2-descente universelle. On conclut par

6.27..

Corollaire 9.29. Sous les hypothéses de 9.28., supposons que les
produits fibrés existent dans E et soit ¢ un clivage de @ .

(i) pour tout xEOb(FR), il existe une correspondance bijective
entre les données de recollement sur x relatives a r et les données de
recollement sur la famille (sic(x))i el relatives 2 K ;

(ii) cette bijection en induit une entre les données de descente
et entre les données de descente qui sont effectives.

Nous adopterons les notations qui précédent 9.19..Soit R'(resp.R")
un carré (resp. cube) de R sur S. Puisque les sommes directes sont uni-
verselles, la famille des morphismes naturels (s i)iéln’ si:Ri —’(R/S)n
posséde la propriété universelle des sommes directes et, par suite, le
produit des foncteurs image inverse relatifs aux sjest une équivalence.
Pour prouver (i), on associe, & toute donnée de recollement u sur x, la
donnée de recollement uj; = sic(u), i=(i,j) € IxI, relative a R. [Pour
simplifier on ne tient pas compte des isomorphismes de transitivité de
I'image inverse. ] .
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Pour prouver (ii), on interpréte en termes de sections cartésiennes
I'application induite sur les données de descente.

Indiquons le principe de la démonstration. Soit u une donnée de
descente sur x€0b(FR) Il existe un objet X de H(R,F), [ot R est le
crible de E/ engendré par r], tel que P(X) = (x,u), cf. (9.39)et(9.21).
Soit X' la restriction de X au crible R' de E/S engendré par K. Pour tout
i€l, ona un R, -isomorphisme

t.:X'() - s,
i i 1
caractérisé par

Csi(x)"i = X((r,s;)) , cf, (1.6),

car X transforme tout morphisme de R en un morphisme E-cartésien de F.
Par ailleurs, X' définit une donnée de descente sur la famille des X' (r ),

d'aprés (9.62). Grice aux t;, on la "transfére" a la famille des s; (x)
[lemme 9.14. appliquée 2 Fam(cp)] On trouve la donnée de recollement
définie dans (i). Celle-ci est donc une donnée de descente. Pour conclure,
on note que le foncteur restriction W(R,F) = H(R',F) est une équivalence,

cf. preuve de 6.27., et aussi que u (resp. u; )est effectivesi, et seulement
si, X (resp. X') se prolonge a E/S

C.Q.F.D.
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10 - Propriétés des morphismes de descente.

Les deux résultats importants sont le théoréme de comparaison,
6.16., et le théoréme 6.23. lequel affirme que les cribles de F-i-descente
universelle définissent une topologie sur E. Nous allons les améliorer
en supposant dans E 1'existence de certains produits fibrés et en utilisant
les techniques "simpliciales" de 7 et de 8. Nous énoncerons quelques
corollaires en termes d'objets munis d'une donnée de descente. Dans ce
langage, les énoncés sont plus précis mais longs. Nous laisserons a
I'utilisateur le soin d'établir, si besoin est, une traduction compléte de
nos tableaux de résultats.

Avec les modifications évidentes, nos énoncés sont valables pour
. . ’ ” L) . . ~
des familles de morphismes. La généralisation se fait grice a 9.18..

Signalons que les sommes directes qui sont des familles de des-
cente ont été étudiées dans 9 -c) et que l'on a prouvé le " lemme des
diagonales" : 9.17..

10 - a) Propriétés liées au théoréme de comparaison.

Comme annoncé, améliorons 6.16..

Théoreme 10.1. Soit E une catégorie et soit F\M/G
E

un E-foncteur cartésien entre E-catégories fibrées. Soit r:R—~ S une
fleche de E. Supposons que le carré et le cube de (R/S) existent dans E

et notons-les respectivement R' et R". Pour tout XeOb(E), on note
Lx FX—' Gy le foncteur induit par j4 sur les fibres en X.

Chaque ligne du tableau ci dessous est un théoréme quand on la
lit comme suit. Un chiffre i1 inscrit dans la méme colonne qu'un foncteur
(i.e. , g » HR> MR?Ou URn ) signifie que ce dernier est i-fidele, c'est a
dire fidéle, pleinement fidéle ou une équivalence, selon que i = 0, 1 ou 2.
Un chiffre i inscrit dans la méme colonne que F (resp. G) signifie que r
est un morphisme de F-i-descente (resp. G-i-descente).

Hypothéses Conclusions
0 0 0

1 0 1 0
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Hypothéses (suite) Conclusions
2 1 0 2 1 2 2
0 0 0
1 0 1 1
2 1 2 2
2 1 1
2 2 1 0 2 2

A titre d'exercice de lecture, voici la signification de la troisiéme
ligne. "Si le foncteur up est une équivalence, si fp. est pleinement
fidele, si ppw est fidéle, si r est un morphisme de F-descente effective
et si r est un morphisme de G-descente, alors le foncteur Mg estune
équivalence. De plus, r est un morphisme de G-descente effective.

Voici comment on établi ce tableau. On utilise le carré commutatif
(6.14), ou C est le crible de E/S engendré par r. Pour que pig soit i-fidéle,
il faut et il suffit que le foncteur s de (6.14) le soit. Pour que r soit un
morphisme de F-i-descente (resp. G-i-descente) il faut et il suffit que le
foncteur f (resp. g) de (6.14) soit i-fideéle. Grice a 7.17., appliqué au
foncteur [: (S.S.Simpl)g — C défini par R' et R", cf. 7.8., on traduit les
hypothéses portant sur g, (gt €t Lpn en hypothéses dei-fidélité portant
sur le foncteur H(C,F) de (6.14). Pour obtenir le tableau ci dessus, il
suffit alors d'utiliser le pense-béte : 6.13..

D'aprés 9.16., en passant aux catégories de familles d'objets, on
obtient un tableau analogue, portant cette fois sur une famille
R = (ri : Ri - S)iel de fléches de E ayant méme but. Il suffit de rem-
placer les assertions portant sur [p (resp. KR ) (resp. /J“R") par des as-
sertions analogues portant sur tous les foncteurs induits par i sur les
catégories fibres en les Ri , 1€l, (resp. RiXSRj , (1,))€IxXI)

(resp. R; xSRj xgRy, (i,j,k) €IXIxI), cf. (7.53).

Grice a la commutativité du diagramme (9.42) on peut, en munissant
Fd'un clivage c et G d'un clivage d, interpréter les propriétés de fidélité
du foncteur H(C,,u) de (6.14) par des propriétés de fidélité du foncteur
Desc( ) induit par i entre les catégories d'objets munis d'une donnée de
descente, (9.41). On obtient alors un diagramme commutatif

Hs
Fs Gg
(10.1) A A’

Desc( )

Desc(F/E, c,r) Desc(G/E d,r)
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ot O et 2 sontles foncteurs de (9.38).

L'énoncé suivant, joint au carré (10.1), permet de préciser 10.1..

Corollaire 10.2. Sous les hypothéses de 10.1., soientencore c (resp.
d) un clivage de F (resp. G).

(i) Si le foncteur MR est pleinement fidéle, pour tout erb(FR ),
le foncteur Rec(it) induit une bijection entre les données de recollement
sur x et sur LL(x).

(ii) Si, de plus, le foncteur Iugw est fidéle, pour tour x€Ob(F g),
le foncteur Desc (1) induit une bijection entre les données de descente
sur x et sur A(x).

(iii) Si, de plus, le foncteur pp est pleinement fidéle, le foncteur
Desc(u) est pleinement fidéle. Pour qu'un objet (y,v) de Desc(G/E,d,r)
appartienne a l'image essentielle de Desc(p), il faut et il suffit que y
appartienne a l'image essentielle de pp.

Lorsque w est un morphisme de catégories scindées, nous avons
prouvé cet énoncé pour démontrer 7.17.. Le cas général peut étre démontré
de maniére analogue en tenant compte des isomorphismes de transitivité
de l'image inverse. Il est plus commode de remplacer u par
PR3 : PBF —~ 36, qui est un morphisme de catégories scindées, cf.
5-b), et d'utiliser le fait, déja reconnu dans la preuve de 9.12., que les
foncteurs Recfv F) et Desc(vF) sont pleinement fideles et surjectifs sur
les objets, cf. (9.56) et supra..

A l'aide du corollaire précédent, améliorons la troisiéme ligne du
tableau.

Corollaire 10.3. Sous les hypothéses de 10.1., soit ¢ un clivage
de F (resp. d un clivage de G). Supposons que (g et ug+ soient pleine-
ment fidéles, que Lpw soit fidéle, que r soit un morphisme de F-descente
effective et de G-descente.

Pour qu'un objet y de Gg appartienne 2 1'image essentielle de 1 g
il faut et il suffit que r (y) appartienne a l'image essentielle de MR-

Preuve . Par hypothése, dans (10.1), A est une équivalence, et
est pleinement fidéle. D'aprés la premiére assertion de 10.2.(iii), Desc( )
est pleinement fidéle. D'aprés 10.2.(iii), pour que la donnée de descente
naturelle de r“(y) appartienne 4 1'image essentielle de Desc (u), il faut
et il suffit que r (y) appartienne a l'image essentielle de up, d'ou la
conclusion..
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Considérons maintenant un carré commutatif de E
R

e

U

dont, pour une fois, on ne suppose pas qu'il soit un produit fibré. Soient
(R', pg,p1) et(R", 9,97, 9qy) un carré et un cube de (R/S) dans E et
soient (U', pb , pi ) et (U, qb, q'l, q'z) un carré et un cube de (U/T). On
définit un morphisme g': U' = R' par la propriété universelle du produit
fibré

(10.3) . p;g' = gp'i' , i=0et i=1,

et un morphisme g" : U" = R" par 98" = 89, 0 <k<2.

r

S
(10.2) f T
T

u

Théoreme 10.4. Soit ¢ : F —~ E un foncteurfibrant.Soitun carré
commutatif de E tel que (10.1). Supposons que le carré et le cube de
(R/S) (resp. (U/T)) existent dans E. Avec les notations introduites
depuis (10.2), on a le tableau de résultats :

Hypotheses Conclusions

f 8 g' g" r u f r u

0 0 0

1 0 1 0 1

2 0 2 1 2 2
0 0 0
1 0 1 1
2 1 0 2 2
2 1 0 1
2 2 1 0 2 2

dont chaque ligne est un théoréme quand on la lit comme suit. Un chiffre
i inscrit dans la méme colonne que f,g,g' ol g" signifie que le foncteur
image inverse relatif 4 ce morphisme est i-fidéle. Un chiffre i inscrit dans
la méme colonne que r (resp. u) signifie que r (resp. u) est un morphisme
de F-i-descente.
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Démonstration. Considérons le foncteur £ : § = E (resp. 1;) asso-
cié par (9.1)a r, R' et R" (resp. a u, U' et U"), ou l'on a posé S=(Sir}1pl)§,.

Désignons par F, (resp. F,) la catégorie déduite de F par le chan-
gement de base f (resp. {i). On définit un morphisme de foncteurs f:u—r
en posant fg)= f, et f([0,n]) = g,g ou g" selonque n=0,1o0u 2.
Cela est clair d'aprés la définition de g' et g" et la commutativité
de (10.2). Soit c un clivage de ¢ (ilen existe car @ estfibrant). D'aprés
1.17.(i), il existe un S-foncteur cartésien pu: F. = F , qui induit sur les
fibres en @ un foncteur isomorphe au foncteur image inverse f< et sur les
fibres en [0,n] un foncteur isomorphe au foncteur image inverse g€ g'c
ou g" , selon que n =0, 1 ou 2. Or, d'aprés 9.1., pour que r (resp. u)soit
un morphisme de F-i-descente, il faut et il suffit que le morphisme
go: [0,0] = @ soit de F -i-descente (resp. de F -i-descente). D'ou la
la conclusion, d'aprés 10.1..

C.Q.F.D.

Pour la suite, il est bon de symboliser le morphisme de foncteurs
f:u~—r parle diagramme ci dessous.

r Pj qx
S R R' R"
(10.4)
g g g"
T U s Ul U"

d

Corollaire 10.5. Sous les hypothéses de 10.4., soit encore ¢ un
clivage de @.

(i) Il existe un foncteur

(10.5) Q: Rec(F/E,c,r) -~ Rec(F/E,/c,u) .
(ii) Il induit un carré commutatif & isomorphisme prés
A
Fs J Desc(F/E,c,r)
(10.6) £€ 0
A
u

FT Desc(F/E,c,u)
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La projection de F sur F induit unisomorphisme entre Rec(F, /§,
c', ;60) et Rec(F/E,c,), ouc'estleclivage déduit de c par le chan-
gement de base r. Le foncteur () de (10.5) est le transporté de Rec(iL)
par cet isomorphisme et par l'analogue relatif a u, cf. 9.15.. D'aprés 9.12.
(ii), le foncteur () se factorise par "les catégories Desc ", ce qui définit
le foncteur ® de (10.6), les foncteurs O et Au étant définis par (9.38)
La commutativité de (10.1), entrafne celle de (10.6).

Soit (x, o0) un objet de Rec(F/E,c,r) et soit (y,5) = Q(x, . Il
est aisé de vérifier que y = gqx) et que l'on a

(10.7) B = &g . Ept
ou l'on a posé
-1 .
& = (cg,p: €))7 cp g (x), 0<i<l1,
cf. (10.3) et (1.9).

De 10.2., on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 10.6. Sous les hypothéses de 10.5.,

(i) si le foncteur g'c est pleinement fidéle, pour tout x€Ob(ER),
le foncteur {2 induit une bijection entre les données de recollement sur x
(relatives ar) et sur g €(x) (relatives a u),

(ii) si, de plus, g"€ est fidéle, pour qu'une donnée de recollement
sur x60b(FR) soit une donnée de descente, il faut et il suffit que son
image par () en soit une,

(iii) si f€ est une équivalence, si g€ est pleinement fidele et si
g'€ est fidele, pour qu'une donnée de descente sur un objet x de FR soit
effective, il faut et il suffit que son image par © le soit.

On peut préciser la ligne 3 du tableau de la maniére suivante.

Corollaire 10.7. Soit @ : F ~ E un foncteur fibrant muni d'un
clivage c. Supposons que les produits fibrés finis existent dans E. Soit
f:S,~ S une fleche de E et soit M une partie de F1(E), stable par
changement de base et par composition et possédant les propriétés sui-
vantes :

(a) tout élément de Mde bur S , est un morphisme de F-descente
effective,

(b) pour tout élémentr: S'— S de M , l]a seconde projection
15:8y = S, (S, = S'xgS,) est un morphisme de F-descente et le
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le foncteur image inverse associé a la premiére projection f': S — §'
est pleinement fidéle.

(c) pour tout x€Ob(Fg ) il existe reM, r:S'" — S, tel que I'image
inverse de x parr g appartiethe & 1'image essentielle du foncteur image
inverse f'C.

Alors, le foncteur image inverse f€ est une équivalence.

Prouvons que f€ est pleinement fidele. Si FS est la catégorie vide,
cela est clair.Sinon, on choisit réM comme il est © dit dans (c) et on
conclut grice a la seconde ligne du tableau de 10.4..

Prouvons que f€ est une équivalence. Soit xEOb(FS ), pour prouver
o

que x appartient 4 l'image essentielle de f¢, on applique 10.3.au $-foncteur
cartésien associé par la preuve de 10.4. au carré commutatif fourni par
le produit fibré S'xgS .

[Exercice : Trouver un énoncé analogue ol l'on conclut que f est
pleinement fidele ] .

10 - b). Propriétés liées au théoréme d'échange.

Comme on I'a dit, on va améliorer 6.25., qui était déja précisé par
6.27.. Pour cela,,nous allons traduire 8.8..

Considérons un produit fibré de E

fo
R R'

(10.8) r r'

S S'
f

Supposons que, pour 0 <p,q<3, le produit fibré (R/S)Px 58/ S)4
existe dans E. On construit alors un foncteur

(10.9). a: (Simp)$ x Simph§ - E

N

caractérisé a isomorphisme unique prés par le fait qu'il commute aux
produits fibrés et vérifie

(10.10) adg, #) = f et a(d by =1,
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ou 1'on rappelle que do : [0,0]) =P est, dans (Sin;pl)g , le morphisme
final de source [0,0] , cf. (8.7), et ot & désigne le morphisme identique
de @.

On peut symboliser ce foncteur par un diagramme, ol toutes les
fléeches représentées sont les projections structurales,

R/S) < (R/SPxS'T R/SP x5S/ ER/SY xg(S/S)

“ "

RxgR =—RxgRxgS' = (R/S)*xg(S'/S¥ER/S)? x g(S'/SY

f
(10.11)
\ | 3
Rf—f" RXSS' RXSS'XSs' RXS(S'/S)
0
r ! I o

Posons § = (Sjn’x\pl)% et § = (Simpl) 3 , nous allons appliquer 8.8.
a la catégorie fibrée F sur § déduite de F par le changement de base
a:SXS — E de (10.9). Avec les notations de 8.8., d'aprés 9.1., on
sait que pour que le foncteur ]-i ,-1 < i< 2, soit F-p-fideéle il faut et il
suffit que le morphisme f (ou fp ou f; oufy, selon que i = -1 ou ‘0 oul ou
2) soit de F-p-descente, 0 < p €2. De méme, pour que c_; soit F-p-fidéle
il faut et il suffit que r soit un morphisme de F-p-descente, etc... On en
déduit le théoréme ci-dessous, qui améliore 6.25. (i).
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Théoreme 10.8. Soit ¢@: F = E un foncteur fibrant. Soitun pro-
duit fibré de E tel que (10.8). Supposons que les produits fibrés
(R/S)pxS(R'/S)q , 0<p,q<3, existentdans E et notons comme il
est dit dans (10.11) certaines des applications déduites de f et de r par
la propriété universelle du produit fibré. On a les propriétés suivantes

(i) siret fo sont des morphismes de F-descente et si fl est un
morphisme de F-O-descente (i.e. si le foncteur image inverse associé
est fidele) alors le composé rf = fr' est un morphisme de F-descente. Si,
de plus, r' est un morphisme de F-O-descente, alors f est un morphisme
de F-descente.

(11) sir et fO sont des morphismes de F-descente effective, si fl
est un morphisme de F-descente etsi f5 est un morphisme de F-O-descente,
alors le composé ifg = fr' est un morphisme de F-descente effective. Si,
de plus, ' est un morphisme de F-descente et sir" est un morphisme de
F-0O-descente, alors f est un morphisme de F-descente effective.

L'énoncé intermédiaire ol l'on ne suppose rien sur r' et " est
justifié par 8,9. car la restriction du foncteur a de (10.9) a la catégorie
diagonale de §$ X § est le foncteur associé par (91) au morphisme rf0= fr'.

C.Q.F.D.

Corollaire 10.9. Sous les hypothéses de 10.8., soit encore ¢ un
clivage de @. Soit (x,u) un objet de Desc(F/E,c,f). Désignons par
(r'(x), v) l'image de (x,u) par le foncteur ® de (10.6), ou (r,r', ", "")
remplace (f, g, g', g").

(1) Si u est effective, il en est de méme de v.

(ii) Supposons que f( et f; soient des morphismes de F-descente
et que f, soit un morphlsme de F-O-descente Si v est effective, soit
y€0b(F ) et soit m: fO (y) = “(x) un R'- Lsomorphlsme compatible
avec v et avec la donnée de descente naturelle de fO (y). Il existe une
donnée de descente w sur y relative & r, caractérisée par la condition
que m soit compatible avec la donnée de descente relative a r' définie
sur foc(y) par le foncteur ® de (10.6), ou (f, fo fl,fz) remplace (f, g, g'.g"),
et avec la donnée de descente naturelle de ' € (x).

(iii) Sous les hypothéses de (ii), supposons de plus que r' soit un
morphisme de F-descente et que r" soit un morphisme de F-O-descente,
Pour que u soit effective, il faut et il suffit que w le soit. De plus,
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si zeOb(Fg) vérifie A (2) = (y,w), ona Op(z) = (x,u). (Ou A et A

sont les foncteurs de (9.38), relatifs a r et f).

Démonstration. (i) résulte de la commutativité de (10.6).Pour prou -
ver (ii), notons déja que 9.1. et 9.15. nous permettent de supposer que a
est le foncteur identique de § X $. Nous utiliserons cependantles notations
de (10.11), plus commodes que celles suggérées par (2.16). On remarque
alors que le foncteur source relatif a f identifie E/g & E et que le crible
de E engendré par f n'est autre que $XS. Il existe donc une "section
cartésienne " X€Ob(H(S><§, F)) dont 'image par le foncteur p de (9.39)
soit égale a (x,u). Soit LO la ligne de R' dans le produit S><§ et soit XO
la restriction de X a LO' Il est clair que X(R') est une image inverse de
x par r' et, par ailleurs, Xp définit sur X(R') une donnée de descente
relative a f;. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que celle-ci
est obtenue a partir de la donnée de descente v de l'énoncé par transfert
suivant le R'-isomorphisme canonique o: X(R') — r'“(x). Tout ceci
n'utilise pas les hypothéses de (ii). Grice a celles-ci, nous allons mon-
trer que la restriction X' de X & $X § se prolonge a2 $§ X §. Pour cela, nous
allons appliquer 8.5.(iv), (ou plutdt 'énoncé symétrique), au foncteur
d'inclusion $X§ — X §. Puisque v esteffective, il existe un prolongement
Yy de X a la ligne LO de R dans §$XS. Il existe donc un objet Yde
H(SXS F) dont la restriction a LO (resp.a §XS§) est égala Y (resp. a

X'). Il est clair que l'on peut choisir Yy de telle sorte que Yo(R) = y,
donc Y(R) = y.

Désignons maintenant par w_ la donnée de descente relative a r
définie sur y par Y. (Noter que $XS est le crible de §x 8§ engendré par r).
Soit encore w' la donnée de descente sur fO (y), image de w_ par le fonc-
teur ® de (10.6), ou (f, fg, f1, fp) remplace (f, g, g', g"). Comme plus haut,
nous savons que w' est obtenue par transfert suivant l'isomorphisme
canonique f3: foc(y) = Y(R') & partir de la donnée de descente rela-
tive a r' définie sur Y(R') par la restriction de Y a la colonne de R'. Or
cette restriction est aussi celle de X. On en déduit que w' est obtenu
par transfert suivant o 5 & partir de la donnée de descente naturelle de
r'(x). Cette propriété caractérise w', mais aussi w,- En effet, le foncteur
flc est fidéle puisque f; est un morphisme de F-descente et on a

= fo.flc(wo). (fl)'l , ol les &, sont des isomorphismes quidépen-
dent de y mais pas de w_, cf. (10.7). L'isomorphisme o3 est compatible
avec la donnée de descente naturelle de foc(y) et avec v, mais n'est pas
nécessairement égala l'isomorphisme m de I'¢noncé. Cependant, puisque f
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est un morphisme de F-descente, il existe un R-automorphisme de vy,
noté a, tel que o= m.foc(a). On en déduit que l'on peut supposer que
m = afB,- ce qui prouve (ii).

Prour prouver (iii), on note que l'effectivité de w (resp. de u) équi-

vaut a l'existence d'un prolongement de Y (resp. de X) a §x8§ et que la
valeur en S d'un tel prolongement, notée z, vérifie Ar(z)z (y,w)
(resp. Af (z) = (x,u)). Les hypothéses de (ii) (resp. (iii)) assurent que
le foncteur restriction de $X§ a §XS§ (resp. 4 §XS§) est pleinement
fideéle, ce qui prouve que si Z prolonge Y (resp. X) sa restriction & sx§
(resp. §x§) est isomorphe a X (resp. Y).

. C.Q.F.D.

Voici un énoncé qui précise 6.25. (ii) et 6.27. (iii).

Proposition 10.10. Soit @ : F — E un foncteur fibrant. Soient f
et g deux morphismes composables de E, de composé fg = r. Supposons f
et r quarrables.

(i) Sir est un morphisme de F-O-descente il en est de méme de f,

(i1) Sir est un morphisme de F-descente il en est de méme de f,
a condition que le morphisme r' déduit de r par le changement de base f
‘soit de F-0O-descente (ce qui estvraisi g estun morphisme de F-O-descente
ou bien sir est un morphisme de F-O-descente universelle).

(ii1) Si r est un morphisme de F-descente effective, il en est de
méme de f, & condition que r soit, de plus, un morphisme de F-descente
universelle.

Preuve. (i) est une trivialité sur les foncteurs image inverse. Pour
prouver (ii) et (iii), on introduit le produit fibré

fo
R R xSS
(10.12) r [ r'
S S'
£

. . N A .
et on construit le diagramme analogue a (10.11),avec les mémes notations.
C'est pour cela que l'on a supposé f et g quarrables, ce qui est évidemment
un peu trop. Il est clair que g définit une section de fj, c'est a dire un
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morphisme s: R = RXxgR' tel que fys = idg et r's = g. Par suite le
crible de E /p engendré par fyest égala E g et f est un morphisme de
F-descente universelle. On prouve (ii) (resp. (iii)) en appliquant 10.8. (i)
(resp. 10.8. (ii)).

Voici un énoncé qui précise G6.25. (iii) et 6.27. (1).

Proposition 10.11. Soit ¢: F = E un foncteur fibrant. Soient f
et g deux morphismes composables de E, de composé r = fg. Supposons
I'existence, dans E, des produits fibrés finis dont l'un des facteurs est r,
f ou g.

(i) Si f et g sont des morphismes de F-O-descente, il en est de
méme de r.

(ii) Si f et g sont des morphismes de F-descente et si g est un
morphisme de F-O-descente universelle,r estun morphisme de F-descente.

(iii) Si f et g sont des morphismes de F-descente effective et si g
est un morphisme de F-descente universelle, r est un morphisme de F-
descente effective.

Démonstration. (i) est trivial. Pour prouver (ii) et (iii), on construit
le produit fibré (10.12) et le diagramme (10.11). On applique également
10.8., mais en échangeant les rdles de r et de f. On sait que fg, f; et f;
ont des sections et sont des morphismes de F-descente effective univer-
selle. Pour prouver (ii), il nous reste a montrer que r' est un morphisme
de F-descente et que r" est un morphisme de F-O-descente. Or g domine
' et g est un morphisme de F-descente et de F-O-descente universelle.
D'aprés 10.10. (ii), r' est donc un morphisme de F-descente. D'aprés
6.25. (ii), c'est un morphisme de F-O-descente universelle, donc aussi r".

N

Pour prouver (iii), il nous reste & montrer que r' est un morphisme de F-

r

descente effective, que r" est un morphisme de F-descente et que r"' est
un morphisme de F-O-descente. Or g est un morphisme de F-descente
effective et de F-descente universelle. Puisque g domine r', ce dernier
est un morphisme de F-descente effective d'aprés 10.10. (iii) et de F-
descente universelle d'aprés 6.25. (ii).

C.Q.F.D.



