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SUITE p-DERIVEE 5
CHAPITRE I

Suite p—dérivée d'un groupe. Groupes z (r)/ x(r)p n

§1.  Les groupes abéliens dont l'exposant divise un nombre premier p y fixé,
forment une variété (que nous noterons 17), c'est-a-dire une classe de groupes
contenant les sous-groupes, les images par des homomorphismes et les produits
directs de groupes de la classe [10, p.33 ). Il existe un moyen naturellement
1ié a v d'associer & chaque groupe G un sous-groupe Gp,1 « Définissons

Gp 1 comme l'intersection de tous les sous-groupes normaux N de G tels
b
que G/N appartienne 2 .
Ce groupe Gp 1 est le plus petit sous-groupe normal de G qui soit le
9

noyau d'un homomorphisme de G dont l'image appartienne & QJ' +« En effet,
si K, (ot i parcourt un ensemble I) est l'énsemble des sous—groupes
normaux de G +tels que G/Ni appartienne a 17’ , alors i€ Ni est un
sous—-groupe normal de G et G/ €1 Ni est isomorphe de fagon naturelle

3 un sous-groupe de ]:g G/N « On en déduit que G/ g:} i est isomorphe
4 un sous-—groupe d'un groupe appartenant a 'U' et appartient lui-m&me &’U—

Nous noterons pG le sous-groupe de G engendré par les p-idmes puis-
sances des éléments de G et G' 1le groupe dérivé de G. Alors
G = G, G'
Py (P, ),

sous-groupe de G engendré par pG et G' .

Le procédé peut se poursuivre. Nous définirons ainsi 1

GP’O =G
Gp . {pG, G'),
’
- >
Gp,n+1 (Gp,n)p,1 ol n est entier et n 21 ,
et nous obtiendrons une chatne de sous-groupes compldtement invariants de G ,

qu'on appelle suite p-dérivée de G [10, p.184]).

Si cette chafne atteint 1'élément neutre 1 de G au bout d'un nombre

fini de. termes, c'est-a-dire si G = {1} pour un entier N , alors le

SN
groupe G a un exposant qui divise pN et son n-idme groupe dérivé est ré-
duit & 1'élément neutre. Notons que si G est engendré par un nombre fini

d'éléments, ceci entralne que G est un p-groupe fini.

Si le groupe G est un p-groupe fini, le groupe Gp 1 est le sous-groupe
’

de Frattini de G . Plus généralement, le groupa G est le sous-groupe

Pyn+i
de Frattini de Gp n et la suite p-dérivée est la suite des sous-—-groupes de
b

Frattini succeéssifs de G ; elle atteint (1] au bout d'un nombre fini de
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termes. Nous appellerons dans ce cas longueur de Frattini de G 1le plus petit
entier f£(C) tel que :

Gp,f(G) - {1}.
Les remarques suivantes seront utilisées dans la suite 3
a) si E est un sous-groupe de G , alors t
H' €G! et pH C pG .

D'ch :
H <G .
p,1 p,!
Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient :

H cG .
pyn Pyn

b) si G et H sont deux groupes finis, alors 1
(GXH)' = G'xH' et. p(GxH) = pGXpH .
D'ol
GXH =G_ XH .
( )P91 Pyl Dyl
Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient :
(oxH) =0 _xH .
pPyn Pyn Ppyn
c) si ¢ est un homomorphisme de G , alors @

9(c') = (e(c))' et ¢(pG) = p ¢(C) .
D'ol
¢ = [ .
96, |) = (o(0)),,
Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient :
1 G = G .
(1 w6, ) = (o),
Donc les termes de la suite p-dérivée de G ont pour image les termes de 1la

suite p-dérivée de o(G) .

Une conséquence de cette remarque est que

(2(c)), ,/(%(c)) = o(c, )/e(c

groupe G

p n+1) est isomorphe & un quotient du
’

pyn+1
G

pyn’ p,n+1
Utilisant les notations précédentes, nous pouvons tirer des remarques

(a), (b), (c) 1les résultats qui suivent et qui concernent les longueurs des

suites p-dérivées, dans le cas ol celles-ci sont finies.

(a') £(H) < £(c) .
(v) f(exd) = max(f(c),f(H)) .
(e*) £(e(c)) = £(c) .

§2. Dans toute la suite, nous noterons £ (r) un groupe libre & r géné-

rateurs, ot r est un entier et r 21 . Appelons 84y 85y c0e y @, un

systéme libre générateur de 56 (r) et donnons-nous un groupe G & r géné-
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rateurs 819 & o0 5 & - Il existe un homomorphisme surjectif 6 de
ﬁﬂ (r) sur G , défini par 3
e(ai) =g (i =1, 2y voe g 1)
D'aprés (1)
Gp,n = 6( kg(r)p,n) n entier 5 n 20.
Supposons que G soit un p-groupe fini dont la longueur de Frattini soit
£(c) 20 .
Alors ¢

= {1} et 8( € (r) )) = {1}.

G
ny(G)
Nous en déduisons que :
= .
L (r), p(g) < Ker

’
Le groupe &Z(r)/de (r)p £(c) est un groupe fini puisqu'il posséde un nom-
’

p,f(G

bre fini de générateurs, que sa suite dérivée a un nombre fini de termes et

que scn exposant est fini. Nous pouvons énoncer le :

Théoréme 1 s Tout p-groupe fini & r _générateurs et de longueur de Fratiini

f(G) est isomorphe 3 un quotient du p—groupe fini :

-‘g(r)/x (P) f(G) .

P

L'étude de o2 (rLfle(rsp , O n est un entier, n 20, donnera donc
9

des renseignements sur les p-groupes & r générateurs dont la longueur de

Frattini est au plus n . On déduit, en particulier, des résultats concernant
1l'ordre de G et la suite centrale descendante de G . Appelons

e(r,n,p) 1la classe de Je(r)/ ie(r)p’n ,

g(r,n,i,p) 1le nombre de générateurs du i-2me quotient de la
suite centrale descendante de 1e(r)/ iﬂ(r)p,n ,

e(r,n,i,p) 1l'exposant du i-2me quotient de la suite centrale
descendante de ¥ (r)/ £ (r)p,n .

Nous pouvons énoncer la :

Proposition 1 :+ Soit G un p-groupe fini & r générateurs dont la longueur

de Frattini est f(G) = n ;3 soit ¢ 1la classe de G , soient di le nombre

de générateurs et ei 1l'exposant du i-&me gquotient de la suite centrale des-

cendante de G . Alors
l'ordre de G divise l'ordre de L (r)/ ¥ (r)p,n 3
¢ < c(r,n,p) ;
di s g(r,n,i,p) ;

e, divise e(r,n,i,p) .

En fait, chaque quotient de la suite centrale descendante de G est iso-

morphe & un quotient du quotient de m&€me indice de la suite centrale descen-

dante de £ (r)/&L (r)p,n .
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Si s 2n, il existe un homomorphisme de & (s)/ £ (s)p,n sur
£(r)/£ (r)p,n - Ceci prouve que ¢(r,n,p) est une fonction croissante de
r , ainsi que g(r,n,i,p) et e(r,n,i,p) .

On remarque aussi que le groupe G/pG est isomorphe & un quotient de

(&£(x)/ % (r)p,n)/p(z (r)/ £ (*)p,n)

Et encore ¢ si g est un élément de G et si a est un élément de
B(r) tel que ©6(a) = g , alors le nombre d'éléments de la classe de conju-
gaison de g dans G est au plus égal au nombre d'éléments de la classe de
conjugaison de 1'image & de a dans & (r)/ ¥ (r) dans ce groupe lui-

p,n
méme. Fn effet, si un élément X de £ (r)/x(r)p centralise a , son
’

9
n
image dans G centralise g et 1'indice du centralisateur de g dans G

divise 1'indice du centralisateur de a dans z(r)/x(r)p n®
l
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CHAPITRE II

Quelques propriétés des groupes Z(r)/ :6(1')p n "
9

Les notations sont les notations du paragraphe 1 ; nous supposerons tou-
Jours r 22 .
§1. Ordre du groupe £ (r)/ z(r)p _
Les quotients < (r)p’n/z ("Sp,m
groupes abéliens élémentaires ; en particulier le groupe o (r) , est d'in-
dice fini p° dans Z(r) . P

Un sous=—groupe d'un groupe libre est libre ; quand il est d'indice fini, le

(n entier ; n 2 0) sont des p-

nombre de ses générateurs est donné par le théordme de Schreier [10, p.155].
si W estun sous—groupe d'indice fini N d'un groupe libre & r gé-
nérateurs, le groupe W  est un groupe libre & N(r-1)+1 générateurs.

Le groupe 3'd (r)p’1
Notation & soit q(r, n+1, p) le nombre de générateurs du p-groupe abélien
élémentaire -'6(r)p’n/z(r)p’m_1
Nous venons de voir que ¢ ¢(r,1,p) = r

et 1 ¢(r,2,p) = (r=1)p"+1 .
Etablissons une relation de récurrence entre o(r,n,p) et o(r, n+1, p) o
n=1.

est donc un groupe libre & (r-1 )pr+1 générateurs.

Supposons que le groupe 2 (r) soit un groupe libre & ¢(r,n,p) géné-

rateurs ; alors < (r)p,n estpt,xz-;roupe dont l'indice dans le précédent est
fini et égal & :
ptp(r,n,p) .

Appliquons le théordme de Schreier. Le groupe 14 (r)p,n est un groupe

libre et le nombre de ses générateurs est :
o(r, n+1, B) = [o(r,n,p)-1 PPy

D'ol la relation de récurrence cherchée.

Nous pouvons exprimer 1l'ordre du groupe < (r)/-‘f(r)p’n s il suffit de
remarquer que n

[€)/ L@, J- TT 1L, /L@, 1 -
Nous utilisons ici la notation habituelle : l'ordre d'un groupe fini G est
le] .

D'ou la s
Proposition 2 : Le groupe %(r)p,n est un groupe libre dont le nombre de

-

générateurs o(r,"n+1, p) est donné par la récurrences

o(ry 1, 0) =1 3 (v, ne1, p) = [e(r,n,p)-1 PPy | 0oz y
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@(r,i,p)

et 51
|26/ 26, - s .
La croissance de ¢(r,n,p) avec l'indice n est trés rapide. Par
exemple :
®(2,1,2) = 2 5 92,2,2) = 2%41 = 5
0(2,3,2) = 2741 = 129 3 o(2,4,2) = 2361 5 10%0

Remarquons que ¢ (r)p n+y €St un sous—groupe caractéristique de £ (r)

9

distinct de i(z(r)p n (n = 0,1,...) . D'apréds le théoréme de Levi [10, p.160]
’

on a ¢

Lix), =010

§2. Structure du quotient de b (r)/ &£ (r)p , Bar_son groupe dérivé.
’

Posons dans ce paragraphe et pour simplifier (G' = &£ (r)/G (r)

pPyn
ol n est un entier au moins égal & 1 .

Le groupe ‘g / "%, est un p-groupe abélien & r générateurs dont la
longueur de Frattini est au plus n . D'aprés le théordme 1 , tout p-groupe
abélien & r générateurs au plus et dont la longueur de Frattini est au plus

n est un quotient de %/g'

Si nous désignons par an le groupe cyclique d'ordre pn , et si .H
est le produit direct de r groupes isomorphes & an, alors tout p-groupe
abélien & r générateurs au plus et dont la longueur de Frattini est au plus
n est isomorphe & un quotient de H .

Donc q / 'q' ~ H , et nous pouvons énoncer la 1
Proposition 3 ¢ Le groupe ( &L (r)/ i(r)p,n)/( L(r) L (r)p’n)" est le

produit direct de r groupes cycliques d'ordre pl'l .

Le groupe engendré par les puissances pn—iémes des éléments de
-‘g(r)/ -"C(r)p’n est réduit & {1} . Donc 1'exposant de (9 est au plus p-.
Nous venons de voir que tout élément de l%« dont l'image dans q / g'
appartient & un systdme générateur libre de ce groupe est d'exposant au moins
p" . Nous en déduisons que l'exposant de £ (r)/ £ (r est exactement p.
Si 1'image dans ‘6, / g d'un élément appartient & un systéme générateur
libre de g / q s alors cet élément est d'ordre pn .« En particulier,
1'image dans ‘q de tout élément d'un systdme libre de générateurs de
58 (r) est d'ordre p" .
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§3. Ordre des éléments de L (1‘)/:‘8(1')1_),n .

Dans ce paragraphe, nous étudierons l'ordre d'un élément de
Z(r)/z(r)p’n en fonction de sa position dans la suite décroissante des
sous—groupes de Frattini successifs A p n_l/x (r) pyn du groupe
L) £ (x) lui-m&me. *
s pyn

Le cas n = 2 conduit au :

Lemme 1 : Le groupe £ (1')1”2>/."8(r)p,2 se compose des éléments x de
ﬁf(r)/iﬁ(r)p’2 tels que x =1 .

Posons pour simplifier (% < (r)/ z(r) . Nous avons vu dans le
paragraphe 2 que ‘q / q est isomorphe au prodult direct de r groupes
cycliques d'ordre p2 .

L'image dans ‘% / ‘9 d'un élément x de ‘e’ d'ordre p est un élément
d'ordre p de g /'% ou 1'élément neutre. Cette image est donc la puis-
sance p-idme d'un élément de q / %' . Ceci prouve que x appartient &
®G, 9= L), /L&), -

Réciproquement, tout élément de 4 (r) /2 (r est d'ordre p ou
est 1'61ément neutre, puisque le groupe <& (r) /."C (r) est un p-groupe
abélien élémentaire.

Une conséquence immédiate du lemme 1 est que 3
% - {JC (r) ”/z(r)p’z} se compose des éléments de g, dont 1'ordre
est p .

Etudions maintenant le cas général

Théordme 2 t L'ensemble des solutions de x* = 1 (i entier, n entier,

1 Sn, 0Sisn) dans le groupe (r)/x(r)p n &8t le groupe
L), /L@, ’ |

Faisons une récurrence sur n . Le théordme est vrai pour 1 ; supposons—

pyn-i

le vrai jusqu'a l'entier n 3 nous supposons donc en particulier que les
golutions de x* =1 dans £ (r)/z(r) sont les &léments de
$(x), n g/ L),

Cherchons les solutions de x* = 1 dans £ (x')/f(r)p 1
dans L (r)/ € (r) est un sous-ensemble de l'ensemble des solutions de
©® =1 dans & (r)/x (r y donc un sous-ensemble de

pyn
Z(r)p e 1/4‘6(1-) . Les solutions de x* = 1 dans JC(r)/Z (r)
appartiennent 3 !6 (r)p n_1/2 (r)
Or Z(r) est un groupe libre & un nombre fini ¢(r,n,p)de généra—

teurs et 8(r = (x(r) )

pyn-1

. Leur image

pyn+1

pyn+i

p n+1 pyn-1'p,2 * D'aprés le lemme 1, l'ensemble des
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solutions de x* = 1 dans LA (r)p,n-1/ Z,(r)p neq ©8% done

z(r) /2(1') - et l'ensemble des solutions que x* =1 dans
z(r)/ z(r) est le sous—groupe (r) /Z (r)

pyn+t -°
Faisons maintenant une récurrence sur i . Le théordme 2 est vrai pour
[
i =1; 80it 2 <i < n+1 et soit g un élément d'ordre pi dans

L(r)/ £ ()

« Il existe de telg_’_?lfments t par exemple, si a est un

pyn+1
générateur de £ (r), 1'image de aP dans x(r)/z(r)p pey  ©8Y
,
d'ordre p  puisque l'image de a est d'ordre pm" comme nous l'avons vu

dans le paragraphe 2. Par hypoth&se de récurrence 3
&e L (r)pyn+1-(i—1)/2(r)p,n+1 - r’(r)p,ﬁi’-i/z(r)!’-“” ’
et gf £ (r),, n+2-1/'t(r)p,n+1

2(r)/2 (r) est un élément de l'ensemble des solutions dans ce groupe

« Il en résulte que l'image de g dans

xp pyn+2-i Sﬂ ."C
de =1 ; cette image appartient a (r)p n+1-i/ (r)p,n+2-i . Dtolx
g€ £ (r)p n+1-1/£(r) yn+l °
Réciproquement, si g € -(f(r) /2; (r) » Sa puissance p-idme

yn+l=i

pyn+1=(ir 1)/ x/(r)

donc g est solution de xp =1 .

pyn+i

1-
appartient 2 £ (r) et donc est solution de x* = 1,

pyn+i

Une conséquence du théordme 2 est que l'ordre d'un élément g de
LA ACS) est 1:»i od i est le plus petit entier tel que g appar-

S (r)

9
tienne 3 £ (r)
Les solutions de xp =1 dans £ (r)/&ﬁ(r)p o ? O i est un entier
fixé, forment un groupe. Nous remarquons que ceci entrafne que les solutions
i
de x =1 dans tout sous-groupe de < (r)/ie(r)p , forment elles-m8me un
’

pyn-i

groupe.

Nous verrons plus loin, par contre, que les puissances p-idmes des é1é-
ments de Z(r)/Z(r)p’n ne forment pas un groupe lorsque n > 1 .

Enfin l'application P x > Ip envoie

{ z(r)p,j/-‘e (r)p,n} -{L(x) /x(r } dans
{ £(r) /X(r ’n lorsque 0 < j S n-2 .

Py J+?

EIONRESRE IO

Py j+1 p j+2

$4. Automorphismes de z(r)/ﬁe( ) .
Appelons (a1, 3,y cee 5 @ ) un systéme générateur du groupe libre
L(r) ot r=z2,

Un endomorphisme f de & (r) est défini par la suite

f(a1), f(az), cee 9 f(ar) , et réciproquement, si b,, b2, cee br sont des
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éléments distincts ou confondus de < (r), il existe un endomorphisme f

de Z(r) tel que f(a ) = b, 40 o i=1,2, ..., r. Chacun des groupes
Z(r) est stable pour tout endomorphisme f de &£ (r).

Il enste donc un homomorphisme naturel 9 du monoide des endomorphismes de
Z(r) dans celui des endomorphismes de .‘5 (r)/ £ (r) pyn ?

nombrz premier fixé. Cet homomorphisme est surjectif. Or, pour qu'un endomor-

ol p est un

phisme d'un p-groupe fini G soit un automorphisme, il est nécessaire et suf-

fisant que l'endomorphisme induit sur le quotient de G par son sous-groupe

de Frattini Gp 1 soit surjectif : en effet Gp 1 est 1'intersection des
’ ’
sous~groupes maximaux de G , et 1'imagc de G est contenue dans un sous-
groupe maximal de G s8i et seulement si 1'image de G/Gp 1 est contenue
9

dans un sous—groupe maximal de - G/G
G/Gp ]

9
Appliquons ce résultat a Gn(f) o f est un endomorphisme de £ (r). Pour

Pyl ? autrement dit, si l'endomorphisme de
’

n'est pas surjectif.

que On(f) soit un automorphisme de L (r)/ L (r) , il est nécessaire et
suffisant que 91(f) soit un automorphisme de x(r)/z (r)

Soit g l'ensemble des endomorphismes de £ (r) dont 1'1mage par €
soit un automorphisme de &L (r)/.‘C(r) . Alors @

en(% ) = aut( £(r)/ z(r)p )
groupe des automorphismes de £ (r)/ £ (r) .

1

Si m et n sont deux entiers au m01ns egaux a 1 tels que m>n ,
il existe un homomorphisme naturel de Aut( L (r)/ L (r)p,m) sur
aut( £ (r)/ £ (r) ) En effet, tout endomorphisme de &£ (r)/ -Z(r)p m
stabilise Q(r /x (r) .

Il existe donc un homomorph1sme naturel Y du monofde des endomor—
phismes de L (r)/ &L (r)p,m dans celui de .‘C(r)/x,(r)

De plus, il est clair que 3
0 = ‘Ym,n o em

n
donc y,  est surjectif. Enfin, un endomorphisme de .‘C(r)/-t (r) et
’
son image par Yy, . induisent le méme endomorphisme de £L(r) /z(r .
’
Si nous nous limitons aux automorphismes de 2L (r)/x(r) s nous voyons

donc que Yy est un homomorphisme surjectif de Aut( .:e (r)/-t (r )
9
sur Aut( 2(r)/2(r) ). Enfin, si s est un entier tel que s 2 m 2 n s
Ys,n Ym,n Ys,m et Yo,n ™ id.
Essayons d'obtenir quelques renseignements sur Aut( £ (r)/ -‘C(r) )
ol n 21, D'aprés les remarques précédentes :

aut( € (r)/ &L (), 4) = ©oL(ryp)

ot GL(r,p) est le groupe des applications linéaires d'un espace vectoriel
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de dimension r sur le corps & p é&léments, et il existe, pour tout entier
n 21 , un homomorphisme surjectif vy de Aut( L(r)/ L(r)_ ) sur
ny1 Pyn
ML)/ %), )
Appelons Ker Yn 1 le noyau de Yn,1 . Alors
aut( £ (r)/ € (r)p,n)/Ker Ya,1 = OL(rsp) -

Le sous—groupe normal Ker Yn,1 est composé des automorphismes induisant 1'i-
dentité sur ,"C(r)/.‘&(r)p 4 + Ces automorphismes sont 1'image par On d'é1é
ments f de 8 tels que x’

f(ai) =au, oy u € z(r)p’1 et i =1,2, c00 4,1 o
Donc (en ) f)(ai) - Gn(ai)en(ui) et 1'é1ément en(ui) est un §1ément arbi-
traire de -‘C(r)w/ EC(r)p’n. Nous obtenons ainsi la forme générale d'un

élément de Ker ¥y et nous connaissons l'ordre de ce groupe @
’

ll(er Yn,1| = ‘ L 2 (r)p,,/z(r)p,n | T

D'ou le :

Théordme 3 :+ Le groupe Aut( £ (r)/ L (r)p n) contient un sous-groupe nor-
’

mal Ker vy

mal n,

» tel que le quotient soit isomorphe & GL(r,p) . Le groupe

1
. r
Ker 'yn’1 lui-m8me est un p-groupe dont l'ordre est |x(r)p,1/x(r)p’n‘ .

Tout élément de Ker 'vn 1
’
élément d'un systdme générateur minimal de 2(1')/ b/ (r)p n 4n élément arbi-
’
traire de sa classe modulo <L (r) ./ % (r) .
i p’1 p’n

est obtenu en choisissant pour image de chaque

Le noyau de Yaon ? oh m>n=21, est composé des automorphismes de
’
L(r)/ L (r)p,m od Gm(ui) est un élément de L (r)p'n/o‘C(l‘)p,m y les
notations étant celles utilisées plus haut et 1 =1, 2, «c. , r .

Soit maintenant G un p-groupe fini & r générateurs, c'est-d-dire que
G/G’,p’1 est un p-groupe abélien élémentaire, d'ordre pr s, et de longueur de
Frattini n . Si €11 & oc v &, est un systdme générateur de G , il exis-
te un homomorphisme surjectif naturel v de Z(r)/.‘c (r)p,n sur G d4éfi-
ni par @

(vo en)(ai) - & (1 m8,2) 00 ,7).

Le noyau de y est un sous-groupe normal % e L (r)/% (r)p,n .

Soit T 1le sous—groupe de Aut( & (r)/ z(r)p,n) qui stabilise % . Il
existe un homomorphisme naturel, qui est surjectif, de I sur Aut G . Le
noyau & de cet homomorphisme se compose des §léments de I qui induisent
1'identité sur le quotient de L (:-)/Z (r)p,n par % . Mais B est
un sous-groupe de £ (r)p’1/x (r)p’n puisque G possdde exactement r
générateurs. Donc tout élément de A& induit 1'tdentits sur £ (r)/ £(r)p,1,
donc appartient & Ker Yn,1 . On en déduit que A est un p-groupe. Puisque

Aut G = I‘/A , alors Aut G possdde un sous-groupe normal, le sous-groupe des
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éléments qui induisent 1'identité sur G/GPH image de Ker Vo, 1 NT, qui
est un p-groupe, et le quotient de Aut G par ce p-groupe est isomorphe &
un sous-groupe de GL(r,p) . On retrouve par une méthode différente un résul-
tat bien connu de la théorie des p-groupes finis.

Nous utiliserons dans la suite le corollaire suivant, conséquence immé-
diate du théordme 3

Corollaire 1 ¢ Quel que soit 1'élément x de
{ L)/ L(x) J-{L(xr) ,/L(r)_ .} et quel que soit 1'indice i
pyn Pyl pyn —

9
(1 41 <r), il existe un automorphisme de £ (r)/& (x-)p , gui appligue
1

x sur 1'élément Bn(ai) gl a,, «e. , &  est un systdme générateur de
L (r) .

§s5. Quelques propriétés des sous—groupes caractéristiques.
Dans ce paragraphe, nous poserons On(ai) -7 si {51, Byy eee ar]

est un systdme générateur de £ (r) et si On a la m8me signification que

dans le paragraphe 4 .

Proposition 4 :+ Le groupe &£ (r)/ LA (r)p o Rossdde un seul sous—groupe
’
caractéristique maximal qui est z(r)p ,/-‘6 (r)p n (on_suppose n 2 1) .
1 9

Il est clair que L/ (r)p,,/z (r)p,n . est un sous—groupe caractéristi-
que de & (r)/ Z(r)p,n. Ce sous—groupe est mé&€me compldtement invariant,
clest-a~dire qu'il est stable pour tout endomorphisme de o (r)/ L (r)p n®

Soit M un sous-groupe caractéristique de £ (r)/z (r)p n non cc,mte—
nu dans a‘ﬂ(r)p 1/2/ (r)p o * Alors M contient un élément x’ de
(L(®/ (), |} - (L), /L (x), ). Dlaprés le corollaire 1, il exis-
te r automorp},iismes 0!1, 02: ces ar’ de Z(r)/ }C(;‘)p,n tels que
a1(x) - 31, 02(1) =,y eee s ar(x) - E‘r .

Puisque x appartient au sous-groupe caractéristique M , les éléments
ai(x) = Ei od i=1,2, .c0 , r appartiennent aussi & M . Le sous-groupe
M ocontient un syst2me générateur de £ (r)/-"C(r)p’n 3 i1 est donc lui=-
m&me le groupe entier et la proposition 4 est démontrée.

Supposons que % soit un sous-groupe caractéristique de

Z(r)/z(r)p’n = ‘qf « Tout automorphisme de ‘%, stabilise o6 s les
résultats du paragraphe précédent montrent que le groupe des automorphismes
de (% / T est isomorphe au groupe des automorphismes induits sur % /%
par les automorphismes de lui-m&me ; donc Aut( '6 /¥ ) est isomor-
phe au quotient de Aut par le groupe des automorphismes de qui
induisent 1l'identité sur ‘g / % ., Puisque tout automorphisme de ‘6 /%

provient de fagon naturelle d'un automorphisme de ‘%, qui conserve b4 ’
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c'est que tout sous-groupe caractéristique de ‘9 / p 2 est 1l'image d'un
groupe caractéristique de. 'ﬁ qui contient b 3 et réciproquement.
D'ou la 3

Proposition 5 : §i % est un sous-groupe caractéristique de

z(r)/:f/ (r)p n " ((y y 11 y a identité entre l'ensemble des sous—groupes
’

caractéristiques de ‘e}, qui contiennent 20 et l'ensemble des images ré-
ciproques des sous-groupes caractéristiques du groupe (&L (r)/ £ (r)p n)/% .
9

Appliquons la proposition 5 au cas 6\‘1 '}G = (9/ +« Nous avons vu au
paragraphe 2 que ‘q / Q' est isomorphe au produit direct de r groupes
cycliques d'ordre pl'l . Appelons ¥ 1l'application de ‘9 /‘9' dans lui-
m&me définie par :

vyt x b = .

Les seuls sous-groupes caractsristiques de (g /ﬁ' sont les groupes
G/ 24G/§) 2. 2V (G /G) 224G /G ) - 11
Lt'image réciproque du groupe ¥ (q,/q, ) est le sous-groupe de ‘(’ engen-
dré par Q" et les puissances pi—émes des éléments de q (i = 1,250004n).

D'od la

Proposition 6 + Les sous—groupes caractéristiques de £ (r)/ % (r)p , aui
b

contiennent le groupe dérivé ( £ (r)/ ﬁﬁ(r)p )* sont les groupes
HO - £ (r)/x(r) 1 cee 2 Hn = ( Z(r)/%(r) )’ ol Hi est en=
gendré par (&£ (r)/z (r) )' et les puissances pl-émes des &léments de

£ (r)/.‘C(r) (i = 0, 1, eee 9 M)

La propomtxon 4 indique en particulier que tous les sous~groupes de

la suite centrale descendante et ceux de la suite centrale ascendante distinc-
ts de £ (r)/ x'(r)p,n appartiennent 3 X (r)p’1/.f(r)p’n . Nous améliore-
rons ce résultat dans la suite.

Afin de continuer 1'étude des groupes £ (r)/x(r)p’n , nous allons
étudier avec plus de détails le cas n ='2 .
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CHAPITRE III

Etude des groupes g (r)/ iﬂ(r)p 5 od r 22

§1. Premidres propriétés.

Pour plus de commodité, nous noterons dans tout ce paragraphe :
G- £ (r)/&(r), , et K- X, , /L&), , -

Le groupe ‘9( est métabélien. En effet g 5 est un p-groupe
abélien élémentaire. Donc ‘(}’ est un sous-groupe de I . Le groupe X
lui-m&me est un p-groupe abélien &lémentaire. Donc %' = g 2 est un p-
groupe abélien élémentaire.

Nous utiliserons les notations suivantes @
si Xy Xyy ece 9y X sont des éléments de s nous poserons 3

[12,11]-x2x1x;1x;1 et [x 3% .y oeo 9 x, )= [x,[x .y eee y» x,]]).

n’ "n-1 1 n n-1 1
De plus, si n est un entier au moins égal & O et si x et y sont des
éléments de s nous définirons par récurrence 3

fox,yl=y 3 [1xy)=1I[x,y] 5 [nx,y] = [x,(n-1)x,y] si n>1.
Nous identifierons un élément a; o i=1,2y) ¢ee y r d'un systéme géné-
rateur [a,, 8y eee s ar] ge L (r) avec son image 92<ai) dans
L)/ L(x), , =G

Nous appellerons commutateur él4mentaire de poids n , o n est un en-
tier au moins &gal & 2 , un élément de & (r) de la forme :

[xn,xn_1, coe x1] ol x; € fa1, B,y eee ar} .

Enfin si x et y sont deux éléments du groupe Le} , nous poserons
1

Ty = x .

Le groupe £ (r)p’1/£(r)p’2 = K estoun sous-groupe caractéristi-
que de ‘e, . Tout élément g de Q définit un automorphisme intérieur :
x P> gx g-1 de ‘q, . Cet automorphisme intérieur induit un automor-
phisme de 36 . Si nous utilisons pour ¢ la notation additive, ce
groupe J  gevient un espace vectoriel sur le corps & p é&lément GF(p) et
g 1induit une application linéaire g de l'espace vectoriel I sur lui-
m&me. Nous avons entre les deux notations la relation suivante : quels que
goient 1'élément x de J6 et 1'6lément g de %, on a @

(2) [eyx] = (gxg”)x' = E(x)-x = (3-1)x

Lemme 2 : L'anneau des endomorphismes de I engendré par 'q es

commutatif

En effet, le centralisateur de x dans q contient 36 qui est
abélien et le quotient de ‘g, par ce centralisateur est un p-groupe abélien
élémentaire qui est isomorphe au groupe des automorphismes de K, engendrés

2
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par les automorphismes intérieurs de Q‘ . Quels que soient a , b dans %
et x dans'% , 0na

a%x = Fax .

Lemme 3 ¢+ Si a et b appartiennent & '% et si x appartient & X, ’

alors :
(3) [a,b,x] = [b)ayx] .
Il suffit d'utiliser la relation (2) et le lemme 2
[39byx] = G‘J)(?")I = (‘i-”(;"" )I = [b,a,x] .
Du lemme 3 on déduit que, si by, by, eer 4 b sont des éléments de §
et si x appartient & 3G, 1'61lément [b1, byy eee 5 b, x] est indépen-
dant de 1l'ordre dans lequel sont écrits les éléments ’b1, b2, cee o bn .
D'ol le @

Corollaire 2 ¢ Tout commutateur élémentaire de poids n 22 a_pour image

dans ‘q - £L(r)/ ¥ (r)p , un élément de la forme :
’
[111a:1 y ees y DA, B, aj]
OU N,y eee g N sont des entiers positifs ou nuls tels que n, = n-2
— 1 T :
et a.,a. €{a,y, ceepa ). i=1
— i, J 11 L] r

Cherchons maintenant quelques relations plus précises satisfaites par les
commutateurs et utilisant la condition : l'exposant de ¥ est le nombre
premier p 3§ remarquons que les relations précédemment obtenues au lemme 3
et au corollaire 2 restent valables si plus généralement le groupe X est
un sous-groupe normal abélien d*un groupe Q} a r générateurs
ays 8y eee g B et si I contient "Q' . Les calculs se font alors dans
l1'anneau des endomorphismes de :K’ .

Nous utiliserons la notation : (§) = B(S_1L;'!'J§—t+1)

ot s et t sont deux entiers tels que s 2t 2 1 ; nous poserons (8) =1

si s entier positif au moins égal & O , (§) = O dans tous les autres cas.

Lemme 4 ¢+ Si s est un entier positif ou nul, si x est un élément de ‘q,
et si u est un élément de JG , alors

(2) xsu = -rsT[tx,u](%) , t entier .

t-o

Utilisons la notation additive :

8

Ty e xPur® =% = ((3=1)+10° u - { i(%)(;.n*} u
t=0

si nous remarquons que
)% = [tx,u)

et si nous revenons 2 la notation multiplicative, nous obtenons la formule (4).
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Ce résultat ‘est encore valable si JO est un sous—groupe abélien normal
d'un groupe Q; et si ¥ contient 43'

Lemme 5 3 i t t p sont deux entiers tels que 0 < t < p-1, alors :

p-1
8 P
sZo(t) = Gay)
En particulier, si p est un nombre premier et si O < t < p-2, alors
p-1
(%) est un multiple de p .
t

s=0
En effet, si X est une indéterminée :
P
1+ (X+1) + uu + ()(+‘I)P"1 _.il%ll_:i
La relation (5) s'obtient en égalant les coefficients de x* dans chacun
des deux membres. Si p est premier et O < t < p-2, on sait que ($+1)
est un multiple de p .
Corollaire 3 ¢+ Si x et y sont deux éléments de q; y alors 3
p-1 Is
[T *[xy] = [px,¥] -
s=0
Posons en effet u = [x,y] et utilisons les lemmes 4 et 5 et le
P p-1

fait que u = 1 . Nous obtenons H

]’:'T [x,7] ﬁﬁ[tx,u] ﬁﬁ[tx,u] ﬁ[tx,uJ

Treed 1 L omtyern] = [t )xmay ] = oy -

I()

Lemme 6 3 Si x et y sont deux éléments d'un groupe et 8i n est un en-

tier au moins égal & 1, alors :

n-1
n x
(6) [X yYJ = [I,YJ “'x[!’.Y][stJ .
I1 suffit de faire une récurrence sur l'entier n et d'utiliser la for-

mule bien connue : si a, by, ¢ sont des éléments d'un groupe, alors

(7 [abyc] = a[b,c][a,c] .
On obtient n—2
(%] = Sy My = * (5 Cxw] o Txydayd) [xy]
= x
= [xy5] «eo [x’y]txyy] .
En combinant le lemme 6, le corollaire 3 et le fait que la p-idme

puissance de tout élément de Q; appartient & X , nous obtenons le
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Corollaire 4 + Si x et y s.nt deux §léments de lq - £ (r)/ & (r)p,2

alors

=1 8
[PI’Y] 'l OI x [IyYJ = [rpyYJ .

En particulier, si y est un élément de X . £ (r)p 1/-8(1')p 5 » o1
’ ’ -

(ox,y) = [Pyl =1 .
Si a, b, ¢ sont des éléments d'un groupe, il est bien connu que 3
b
(B) tay bc] = [39b] [390] o
Supposons que a et c¢ appartiennent & (9 et que b appartienne
a X . Alors :

14
(9) [39 bc] = [a)b] [a’cl - [aybltaycl .
En particulier, supposons que ¢ = ‘n"1 [
-1 -1
1t =[fa,bb ] =[a, v)a, v ].
Nous voyons donc que si a appartient & (9 et s1i b appartient

a 3(. ]
(10) fa,wT" = [a,07"].

Démontrons maintenant un lemme que nous utiliserons frégquemment dans la

suite.

Lemme 7 ¢+ Si x et y sont deux &léments de % - z(r)/Z(r)p ,» alors 1
CCo-1)x,(p=1)3, 3,5 = 1 . ’
Utilisons les résultats précédents :
[(p-1)xy(p-1)ysx,57] = [(p-1)y,(p-1)xyx,y] = [(p=1)y,px,y]
= [(p-1)y,®,5] = [(p-1)y,5, T = [oy, P T
= [yp,xp]—1 =1.

Nous pouvons maintenant majorer la classe c(r,2,p) de £ (r)/ L(r

)p,2
Proposition 7 : La classe du groupe &£ (r)/.z(r)p’2 est au plus égale
a
r(p-1)+1 .
Un commutateur §lémentaire a pour image dans % =L (r)/ z(r)b’2

un élément de la forme 3

Z = fn1a1, cee s ma L, Ay, aj] , r
ol Dy eee y M sont des entiers positifs ou nuls. Posons n = 2 +E n, .

i=1

si n 2 r(p-1)+3 , 1'un au moins des nombres Ny eee y N est supérieur ou
égal & p et le corollaire 4 entralne z = 1 .

Si n= r(p-1)+2 et si aucun des entiers Dyy eee y M n'est supé-
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rieur ou égal &3 p , alors By = .o =mn = p-1 . Dans ce cas

ni-nj-p-1 et le lemme 7'montre que 2z = 1 .

Donc %r(pd Ye2 = 1.
L'étude qui va suivre de Z (r)/x(r)p , montrera que la classe de
’

2 (r)/og(x')p’2 est exactement égale & r(p-1)+1 .

Nous étudierons pour commencer le cas plus simple r = 2. Nous utilises=
rons ensuite les résultats obtenus pour r = 2 dans 1'étude du cas général
r22 4

$2. ftude des groupes z (2)/2 (2)”2 .

Soient a, et a, les générateurs de 2(2) que nous identifierons

avec leur image canonique dans $ (2)/% (2) o * Nous poserons dans tout ce

paragraphe G ~L£(2)/L(2), , ot Ko L () /L) ,-

La classe c de ‘Q— est au plus égale & 2(p-1)+1 = 2p-1, ainsi que
1'indique la proposition 7 appliquée au cas r = 2. Les paragraphes II-1

et II-2 nous fournissent l'ordre de ‘g et celui de ‘9' » Ainsi
2

‘q'_ 1:,24-p+1_pp2+3 et |§/q:| -p4.

2 2
lqtl_ |lq| :p4_pp+3-4_pp—1.
Le groupe ‘6'- "9 2 est un p-groupe abélien élémentaire d'ordre

D'od :

P -1 3 c'est donc un p-groupe abélien élémentaire & p2-1 générateurs.

Si ¢ est la classe de ‘5 s la suite centrale descendante de 3

q - ‘913 qzz“‘b g’c? €c+1"{1]’

permet de définir une suite de p-groupes abéliens élémentaires 3

B, = ‘012/ %}3"""{1' g'i/ %’iﬂ""’ﬂc-
- %c/e}cﬂ'qc

et le groupe q, 2 est isomorphe au produit direct des c¢-1 groupes bré—
cédents.

V} X Hy X.o XH_ .
o - i < -1 .
Si ¢ < 2p-1 , nous poserons Hi qi/ 'q i+1 s8i c<1i=s2p-1
-’ - ! ' .
Alors g N q i+1 {11 et Hi est réduit A& 1'é1lément neutre

Dans ces oonditions 3
(11) q T Hy X ..o XHy

certains facteurs (les derniers) pouvant 8tre réduits a un élément.
Nous savoms [3, pp. 151-152] que % a0 quel que soit l'entier n au
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moins égal & 1, est engendré modulo q% n+q  PAT les images de tous les com-
mutateurs élémentaires de poids n j le corollaire 2 et la relation (9) indi
quent que Q; n est engendré modulo Qa ey PRT les é1éments de la forme
[n1a1, N8,y a5, 32] ot n, et n, sont des entiers positifs ou nuls tels
que n,+n, = n-2 3 le corollaire 4 indique de plus que, si max(n1,n2) 2 p,

alors (n1a1, n,a,, a,, a2) =1.

Le nombre de commutateurs élémentaires de la forme [n1a1, n2a2, as 32]
ol n +n, = n-2 est égal au nombre de représentations de n-2 comme somme de
deux entiers n1,n2 positifs ou nuls, l'ordre étant & considérer ; le nombre
de ces représentations est n-2+1 = n-1 j on peut en effet choisir
n, = Oy 1y ¢ee 4y n=2 et le choix de n, s'en déduit.

Si p < n-2 <2p-3 , c'est-a~dire si p+2 S n < 2p-1 , le corollaire 4
indique que certains de ces commutateurs élémentaires ont pour image 1 dans

Q; « Leur nombre est le nombre de représentations de n-2 comme somme de

deux entiers n,,n, positifs ou nuls dont l'un est au moins égal & p , et
l'ordre étant & considérer ; donc leur nombre est égal au double du nombre de
représentations de n-2-p comme somme de deux entiers positifs ou nuls,
l'ordre étant & considérer, c'est-a-dire 2(n-2-p+1) = 2(n-p-1) .

Le nombre de générateurs non triviaux de {q, n/ q, n+1 obtenus est au
plus

(n-1) - 2(n-p-1) = 2p-n+1 .

Le nombre de générateurs d'un groupe de la suite :

(12) H,, HB, cee Hp, Hp+1, Hp+2, cen Hzp_,‘

est au plus égal au nombre de m8me rang dans la suite 3
(13) 1, 2y eee 5 P=1y Py D=1y ose 5 2 .
Or la somme des termes de la deuxidme suite est :
S = 1424eee4P=1 + P + D=1 +eeo#2 = 2 \'i =(p+1) =2 1(2;—'2-- (p+1) = p2—1.
i=1
De 1'6galité (11) nous tirons : \

2
. -1 -1
T o. “‘;‘ = I8l . (Y PRI ST p® =P 7.

Nous en.déduisons que 8 est la somme du nombre des générateurs des groupes
de la suite (12), donc que la suite (13) est la suite des nombres de géné-
rateurs de la suite des groupes (12) ; en particulier Q; 2p-1 est un p-
groupe abélien élémentaire & deux générateurs et la classe de Q% est

c = 2p=-1, D'od la :

Proposition 8 : La classe de g = £ (2)/-8(2)])’2 est c(2,2,p) = 2p-1.

Le groupe ‘gn/ ‘9, n+q £8% un p-groupe abélien élémentaire dont le nombre
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de générateurs est n-1 si 2 S n <p+! et 2p-(n-1) gi p+2 S n < 2p-1,
c'est—d-dire que la suite des nombres de générateurs de

Go/ Gy 0 Gopr/ Gop - § op-1 et

19 2y oo y P=1y Py P=1y ¢ee 2 &

Quels renseignements pouvons-nous obtenir sur la suite centrale ascen-
dante de ? Nous savons que ses termes successifs
{1} = Zo( g ) € Z1(Q) C... C Z2p-2(q’ ) sont tous contenus dans JG qui

est le seul sous-groupe caractéristique maximal de q, g comme l'a montré la

proposition 4 .

Appelons z l'ensemble des &léments de la base de gz déterminée au
début de ce paragraphe § c'est l'ensemble des éléments de la forme

< < p- < < 3
[n1s1, n8,, 3, 32] y o O0sn S$p-1; O0sSn Sp-1 etoh n et n

ne sont pas tous les deux égaux & p-1.

Si nous adjoignons & Z les deux éléments af et ag s nous obtenons

une base de J‘C . Nous utiliserons les notations du paragraphe 1.

Lemme 8_ t+ L'homomorphisme ';1-1 (resp ;2-1) de :}C est une applica-
tion de l'ensemble ZU {1} dans lui-m@me. Si deux éléments de cet ensemble
ont une m8me image différente de 1 , c'est qu'ils sont égaux.

En effet (';,-1)([n1a1, nya,s 8,9 8, 1 = [(1114-1)31 ,n232,a1,32]
(32-1)([!11&1’ nzaz, 31, a2 ]) - [n1a1'(n2+1 )32931 ,32] H
Ces images sont toutes les deux égales & 1 si et seulement si 1l'on se
trouve dans l'un des deux cas suivants
n, = p-1 et n, = p-2
- p=2 et n1 = p=1 ,

c'est-3d~dire dans le cas ol 1'élément de Z est 1'un des deux générateurs

de 'q 2p-1 °

Remarquons que l'image par :1—1 ou 32-1 d'un élément de poids n

ou n

de z est 1 ou un élément de poids n+1.
Enfin 3 (&=1)(a}) = 1 = (8,-1)(a})

(12) &,-1)(ad) = [a,,a0] = [af,a, T = [pa,,8, T = [(p-1)a,,8,,8,] .

(15) (,=1)(aD) = [ay,af] = [0, T = [pa,s8, T = [(p-1)a,ym,,8, T ©

P
2 1

a ('51-1 )z , celle de a]: par 32-1 est l'inverse d'un élément de Z qui

L'dmage de &4, par a,-1 est un §lément de z qui n'appartisnt pas
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n'appartient pas & (:2-1) z .
Un élément y de 36 peut s'écrire d'ume fagon unique sous la

forme :
pr, pr u(n,, n,)
1 _PT 'ﬂ" 17 ™
(16) y = a, a, [n1a1, nya,, 8, 32]
ot 0= r <p-1 (i = 1,2) et o le produit est &tendu & tous les &léments
de X et u(n1, n2) est un entier tel que O < u(n1, n2) < p-1 .
Déterminons le centre de %. . Il se compose des éléments y du type
précédent tels que
@,-1)(3) = 1 = (3,-1)(x) -
= I - 0

Le lemme 8 et les relations (14) et (15) indiquent que r, s
et que u(n1, n2) = 0 pour tout élément de Z qui n'est pas de poids 2p-1.

Donc Z1(g) = qu_1 .

Montrons que les premiers termes de la suite centrale ascendante coIn-
cident avec les derniers termes de la suite centrale descendante. Ceci est

vrai pour Z1( q«) et §'2p-1' Faisons une récurrence.
Supposons que- Zi( q,) = qu_i ol 1 £i <p-2 . Posons n = 2p-i j

nous supposons donc p+! < n < 2p-1. Un élément y de la forme (16) appar-
tient a zi+1( g) si et seulement si son image par @,-1 et son image par

a,-1 appartiennent toutes les deux & Zi( g ) '92p—i = g

facteur présent dans l'expression de y avec un exposant non nul appartient

n’ chaque

a et son poids est au moins égal & n-1 j; ces éléments sont les généra-
teurs de g’n—1 - %2;}—1-1 modulo q n 3 réciproquement tous ces

&éléments appartiennent 2 Zi+1( g;) . Donc 3

21+1(q) = 9 2p-i-1

Examinons le cas o p < i S 2p-2 . Nous venons de voir que
Zp_1( @‘ ) "%pﬂ . Un élément y de la forme (16) appartient 2 Zp( g)

si et seulement si ne figurent avec un exposant non nul que des facteurs de

. p P - P P
poids au moins égal & p, ou ay ou 32 . Dono Zp(g,) gp.(a', a2) .

D'une fagon analogue, une récurrence montre que, si p < i < 2p-2,

z,(§) - \;Zp_iﬁﬁ, ay) .

alors

D'ou la @
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Proposition 9 : La chaine centrale ascendante de ‘% = L(2)/ 2L (2)

la suivante ¢
i E S Do -
si 1 £i<p-1, alors Zi( g ) g2p—i 3
: P P
si p <i s2p-2, alors Zi( €)= €2p-i'(a1’ az) .

Nous voyons en particulier que Zzp_2 =K - 2 (2)1)"/."6(2)9’2 .

p,2 est
e T

§3. Suite centrale descendante des groupes L (r)/ :C(r)p , si r=2.
9,

Soient a,y 89 ser g B, les générateurs de £ (r) que nous identi-
fierons avec leur image canonique dans £ (r)/ & (r)p 5 + Nous poserons
1]
dans tout ce paragraphe @

G- 2@/LE),, & Ko X&), /LG), -

a- La classe ¢ = ¢(r,2,p) de ‘%, est au plus égale 2 r(p-1)+1 , ainsi
que l'indique la proposition 7. Les paragraphes II-1 et II-2 nous fournis-
sent 1l'ordre de g et celui de ! . Ainsi s

|'§| - px-.p(r--1)pr+1 . p(1'--1)1,»1‘”‘4-1 ot Iq / .%ol . p2r .
D'ol
'gl' - 'g l . p2r - p(r—1)(pr-—1) .

Le groupe q' - '9, 2 est un p—groupe abélien &lémentaire d'ordre

r-1
p(r-1)(p ) ; c'est donc un p-groupe abélien élémentaire 3 (r-1)(p -1) géné-
rateurs. La suite centrale descendante de ? .
= =} S e 2 =
q q 1 g 2 '9 c ? 5’ c+1 !
est telle que chaque quotient g' i/ g‘iﬂ (1 =i se¢) est abélien. Po-
- € i . : .
sons Hi q i/ g i1 (1 i s ¢) . Pormons le produit direct

G = H1)(_52>(...>(Hc

suivant la méthode utilisée pour associer un anneau delie gradué au groupe nil-
potent g (91,2 ] 3 nous nous intéresserons seulement & la structure
de groupe abélien sur H = H2 X ses X Hc « Chacun des facteurs I-I2, ces 9 Hc
de H est un p~groupe abélien élémentaire dont le nombre de générateurs est

g(r,2,n,p) avec les notations introduites I-2 . Nous savons que

q,.z: Hy X eoo XE_.

2
Donc 3 c
Y e(rs2,m,0) = (x=1)(p"-1)
nm2
Si ¢ < r(p-1)+1, nous introduisons Ho 4= oee = Hr(p-1)+1 = {1} et
enfin = {1} .

Hr(p—‘l )+2
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En posant g(r,2,n,p) =0 s8i ¢ <n = r(p-1)+2, nous obtiendrons les

relations
(17) HaH Xooo XH oy o~ .
r(p-1)+2 r(p-1)v2 %2
(18) ) &(rs2,mp) = (x-1)("-1)
nm2

Appelons N(r,n,p) le nombre d'éléments de &£ (r) de la forme @
(Bn) s [n1a1, cee ymA, A, aj] r
od 0%n $p-t (ni entier, 1 $i < j<r, tels que 3 E:ni = n-2
n entier, 2 <n < r(p-1)+2 ) . imt

Formone le p-groupe abélien &lémentaire Kn(r) a2 N(r,n,p) généra-
teurs, que nous identifierons aux éléments (Bn) de £ (r).
Il existe un homomorphisme fn(r) de K‘(r) sur Hn(r), 1'image de

T
Si nous posons 3

K(!‘) - Kz(l‘) X see X Kr(p_')+2(r) ’

[n1a1, cee ymA, 8, aj] étant son image naturelle dans g n/ f} nel

il existe un homomorphisme naturel f£(r) de K(r) sur H, qui est 1'homo-
morphisme tel que f). (r) = fn(r) (n+2, eee 5 r(p=1)+2 ) .
n

Le nombre des &léments (Bn) ot 2 £n < p(p-1)+2 est pr.(;) puis-

que chaque coefficient n (1 £ i 1) est susceptible de prendre n'importe

quelle valeur entre O ei p-1, et qu'il existe (;) choix possibles pour
les couples (1, j). Donc le nombre de générateurs du p-groupe abélien &1&-
mentaire K(r) est pr.(;) .

Supposons que nous ayons trouvé p(r,n,p) é&léments linéairement indépen-

dants de Kn(r) et qui appartiennent au noyau de fn(r). Alors s

g(r,2,n,p) < N(r,n,p) - P(I‘vnyp) .
Si de plus
r(p=-1)+2

Y (8(zymp) = olr,npp)} = (r-1)(5™=1)
n=2
nous aurons prouvé que le nombre de générateurs g(r,2,n,p) de
Hn(r) - g n/ q aey €81 exaotement N(r,nyp) 3§ et si enfin
g(r,2,n,p)+1, P) > 1, nous aurons prouvé que la classe de gi est r(p—1)+1.
Nous ferons une récurrence sur le nombre de générateurs r de Q; .
Si r = 2, nous avons vu au paragraphe 2 que nous pouvions choisir
p(2yn,p) = O 8i 2 £ n S 2p-1
et p(2,2p,p) = 1 , car 1'élément [(p—1)a1,(p—1)32, a,y 32]
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a pour image 1 dans Hzp(z). Alors
2p
Y [N(2,n,0) - #(2,m,p)] = p2-1
n=2
et g(2,2p=1,p) = 2 > 1
Supposons donc que 1l'étude de & (r-1)/ l&(r—1)p’2 (od r 23) nous

ait permis de trouver (r-1)(p-1)+1 nombres entiers positifs ou nuls
g(r-1,n,p) ol n =2,...,(r=1)(p-1)+2 , ayant la signification indiquée

plus haut et tels que
(r-1)(p-1)+2 (r-1) (p-1)+2

Z p(r-1,n,p) = { Zn(r-1,n,p)} - (r=2)(p"""=1)
n=2 n=2

(R) = G T - ) 1) - () 2T 2

Supposons en outre que les g(r-1,n,p) relations entre images de pro-
duits de commutateurs &lémentaires de <L (r-1) aient &té obtenues en utili-
sant seulement le corollaire 2 p. 18 s, le corollaire 4 p.20 et le
lemme 7 p. 20.

Si L4 (r) est un groupe libre ayant pour systdme générateur
{31, 859 eee ar}, le sous—groupe engendré par [32’ cee o ar] est un
groupe libre & r-1 générateurs. Les &léments (Bn) de £ (r) pour
lesquels n, = 0 et i / 1 , appartiennent & (32, cee o ar) 3 le groupe
Kn(r-1) peut ainsi naturellement &tre plongé dans Kn(r) . Les g(r-1,n,p)
éléments linéairement indépendants de Kn(r—1) qui ont pour image par
fn(r—1) 1'é1lément neutre de Hn(r-1) , considérés comme &léments de Kn(r)
ont pour image par fn(r) 1'é1ément neutre de Hn(r) o

Cherchons des éléments de Kn(r), n'appartenant pas Kn(r-1) dont 1'ima-
ge par fn(r) soit 1 . Nous utiliserons pour. cela le corollaire 4, le
lemme 7 et la relation de Ph. Hall qui est la suivante

Si xy,y et 2z sont des éléments d'un groupe G

[211Y95]°[y3o1'7]'[xy’z)x] = 1.
Dtod
[x,752)2yx,5y,2,x] = 1 mod 64 .

Cette relation est d'une grande importance dans la méthode qui permet
d'associer un anneau de Lie gradué & certaines suites de sous-groupes d'un
groupe [8, Ch 1]. Yoi elle devient @

(19) [xy¥,22,x,7Ay,2,x] = 1
car [“x,7,8] = [ [2,x)x,7,2] = C2xdryyyya 0t [£yx),y,2]
= [x,7,2]
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La relation (19) nous permettra d'écrire des relations

(Gn) (fn(r)) [[...,niai,...,njaj,...,(nk+1)ak,...,ai,aj].[...,niai,...,
(nj+1)a.3,...,nkak,...,si,ak]"1
[...}(ni+1)ai,...,njaj,...,nkak,...,aj,ak]} =1

ol les points représentent des termes de la forme ntat, d'indices distinots,
o a, € {31,...,ar} - {ai, aj, ak]% ol n, nj, no By sont des entiers
compris entre O et p-1 , ol Zjns = n-3 et icj<ck.

s=1

Si 1'un au moins des entiers Ny ngy oMy est égal & p-1 , le

J
corollaire 4 montre que 1'un au moins des facteurs de (Cn) a une image
par fn(r) égale & 1 .
A chacun des é§léments de Kn(r) de la forme 1
' -
(Bn) [(n1+1)a1,...,njaj,...,nkak!...,aj,ak] ol sz; n =n3
0os n, Sp-2 et 1 < j <k $r, nous pouvons associer 1'élément :
x(n1,...,nr,j,k) = [n1a1,...,njaj,...,(nk+1)ak,...,s1,aj][n1a1,...,(nj+1)aj,
1 .
...,nkak,...,a1,ak]-. [(n1+1)a1,...,n3a3,...,nkak,aj,ak]
La relation de Ph. Hall indique que :
{fn(r)] X(n1,...,nr,j,k) =1,

2]

Le nombre total d'éléments X(n1,...,nr,j,k) lorsque 1 + z: n_ varie
de 1 & r(p-1) est clairement : =1
-1 -1
(r2 ) pr (p-‘) .

A chacun des éléments de Kn(r) de la forme :
(B;) [(p—1)a1,...,njaj,...,nkak,...,a1,aj] ot 2; n = n-2-(p-1) et od
S=

il existe un entier k supérieur strictement & j pour lequel n, £0;

nous associons 1'élément 3

Y(nz,...,nr,j) = [(p—1)a1,...,njaj,...,nkak,a1,aj][(p-1)a1,...,(nj+1)aj,...,

1
(e=t)agseyra T
od k est le plus grand entier tel que n { O dans 1'élément
[(p-1)a1,...,njaj,...,nkak,...,31,aj] choisi de la forme (B;) .
D'aprds la relation de Ph. Hall {f (r)] fY(nz,...,nr,:l)} -1 .
Si j est fixé, tel que 2 < j < r, le nombre total des éléments du

type (B;) ot n varie de 2 & r(p-1)+2 est pr-1 - p:j"1

Enfin si ¢

(B31) Z(nypeeesny_yyd) = [(p=1)ayseeesniagseees(p=tlagya sa,] o
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n, - n-2-2(p-1) et j g 1, le lemme 7 indique que
8

(fn(r)) {Z(nz,...,nj_i,j)} -1,

Si § est fixé, tel que 2 $ j £ r , le nombre total des &léments du type
(B:’) od n varie de 2 & r(p-1)+2 est s p3=2 .

Si J est fixé, le nombre to::al d'611ément52 Y(nyyeeeyn ) et
Z(nz,...,nj_1,j) est s p- o - pj- + pj_

Faisons varier j de 2 & r . Nous avons obtenu au total 5. 816~
ments, appartenant chacun & 1'un des Kn(r) et tels que leur image par

1'homomorphisme f _(r) ocorrespondant soit 1'é1¢ément neutre ; et
r n = =2

s, = ’Z (™" - p¥ 4 p32) o (ret)p™! -Z pd + JZO pd .

=1

- (r-‘l)pr-1 - pr'1 +1 = (r-:z)pr"'1 +1 .

Pour mm n fixé, les éléments faisant intervenir seulement BypeeesB
trouvés au préalable, les éléments X(“1""'nr'j’k) ’ Y(nz,...,nr,j) et
Z(nz,...,nj_1,j) sont lindairement indépendants dans Kn(r) puisque les
premiers sont linéairement indépendants et que les é1éments des trois derniers
types poss2dent chacun un facteur qui leur est propre (facteurs du type (B;)
ou (B;), ou (B;') ) « Appelons p(r,n,p) 1le nombre des §léments de ces

quatre types pour n fixé. Alors 3
r(p=1)+2 (r=1)(p-1)+2

p(ryn,p) = 2; pr=1,3,8) + (551) 2" (p=1)+(r2)p""" + 1
Nm, N=
= CB) o™ 4 e+ (7)) BT (o) (x0T 4

GO EIRE S
La fonotion p(r,n,p) de l'entier n (compris entre 2 et r(p-1)+2 ) que
nous venons de déterminer, satisfait & la relation obtenue & partir de la
relation (R) en y remplagant r par r+1 .

Le noyau de fn(r) est engendré par les p(r,n,p) éléments des quatre
types indiqués plus haut et correspondant au poids n fixé. Le noyau de la
restriction de fn(r) Y Kn(r-1) est de méme dimension que le noyau de
fn(r-1). Ceci indique que l'intersection de gn avec (32, cee s ar) est
exactement le n-idme terme (az,...,ar)n de la suite centrale descendante de
(82,...,ar> .

Déterminons explicitement un systdme libre de générateurs de q, 2 qui
soit formé d'images dans *; de commutateurs élémentaires de &£ (r), et

tels que les images des commutateurs de poids n dans % (r) dans ce
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systéme, forment un systdme libre de générateurs de gn/ '? el = Bn(r) o
La récurrence précédente permet de remarquer qu'on obtient des &léments
indépendants des deux types suivants 3
(1) [(p—‘l)as,...,njaj,as,aj] od 1€£g<cjsr et ng £ p-1
(11) [nsa.s,...,nrar .
Les éléments (Bx'l), (B;), (Bg') et les éléments de type (I), (II), pour
s = 1, forment, avec l'ensemble des éléments de type (Bn) ol a, n'inter-
‘vient pas, un ensemble de systémes générateurs pour les quotients successifs
g n/§'n+1 (n 22). Les éléments de type (B;l), (B;), (B"r'x) s'expriment er
fonction des autres éléments de ces systdmes ; on peut les exclure des sys—

,as,a.] of 1 S€s<jsr et n_ ¢ p-t

t3mes générateurs. Supposons que les éléments de type (I) et (II) od s > f
forment un ensemble de systdmes générateurs des quotients Hn(r—1). Nous
voyons que les éléments de type (I) ou (II) forment un ensemble de systdmes
générateurs des quotients g n/ vnﬂ (n 22).

Le nombre d'éléments du type (I) est 3

rf {i Pj's'1(p_1)} ) ri {ipj—s ) ipj_s_,}

s=i | j=s+1 s=1 \ j=s+1 J=a+1

r-1 r-1

= Z(pr-s_” -( Epi)— T .

g=1 i=0
Le nombre d'éléments du type (II) est : r r
i (r_s)pr-s(p_1) - i (r_s)(pr-sﬂ _ p!‘—S) - 2 (r_s+')pr-s+1 - zpr-5+1
s=1 r s=1 r r—1 g-1 r s=1

-t A | h i i
-z(r—S)prs-ZJpJ-ZJpJ—ZPI-rpr—ZP-
=1 =1 =0 i=1 iml

Le nombre total d'éléments des types (I) et (II) est @

r-1{ r
( z pi) -r+rp - ZPi-i-r+rpr-’-pr-(r—1)(pr—1) ,
i=0 i=1

qui est la dimension de %2 considéré comme espace vectoriel sur le corps
a4 p éléments.

Donc l'ensemble des éléments de ‘q,z images de commutateurs élémen-
taires de L (r) des types (I) et (II) forme un systdme libre (Sr) de
générateurs de gz et les images des éléments de poids n de ce systdme
générateur forment un systéme libre de générateurs de @n/ %’nﬂ .

Choisissons en particulier n = r(p-1)+1. Les éléments de (Sr) qui

engendrent ’9 sont, suivant les deux types 8

r(p-1)+1
1'é1ément [(p-1)a1,u-,(p-1)ar_1, (p-2)ar,a1 ,ar]
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les r-1 éléments @ [(p-2)a1,(p-1)a2,...,(p-1)ar,a1 ,aj] o 2Sjsr.,

Au total, nous obtenons r générateurs. Donc g’r(p—‘l )+1 est un p-
groupe abélien élémentaire & r générateurs. Nous pouvons énoncer le i
.Théordme 4 : La classe de q = &L (r)/ .‘C(r)p , est r(p-1)+1 (r 22).

’

Le groupe ‘g, r(p=1)+1 est un p-groupe abélien élémentaire & r généra-

teurs. On obtient un systéme libre générateur de \; n/ '5, n+ ol

2 £n < r(p-1)+1 en prenant les &léments
(1) [(p-1)as,...,njaj,as,aj] o 1Ss<cjsr ng £ p-1

T
et z n; = n=2-(p-1) ,
img+1
(11) [nsas,...,nrar,as,aj] oh 1 Ss<jsr 3 on £ p-1
T
et 2 n, = n-2
i=s

ou CTEREEELM sont les images dans g, par l'application canonique d'un
systime générateur de XL (r).

b - Le théordme 4 fournit explicitement un systdme générateur libre de
‘g n/ ‘g,n” od 2 £n < r(p-1)+1, considéré comme espace vectoriel sur
le corps & p éléments. Nous pouvons, en comptant le nombre d'éléments dans

un tel systdme, déterminer la dimension de q n/g nbl *

Notations 3 Nous utiliserons les conventions suivantes

w(n,s) est le nombre de représentations de l'entier n comme somme de
s entiers positifs ou nuls, l'ordre des termes étant pris en considération.
@©(n,s,p) est le nombre de représentations de l'entier n comme somme de s
entiers Ny gl peee,n 1'ordre des termes étant pris en considération et

2

0 < n, S p-! od p est un entier au moins égal & 2 fixé.

Le nombre d'&léments de type (I), de poids n fixé et od s = 1 est s
r

(20) a(r,n,p) ; (@(n-2-(p=1), §=1 ,0)-B(n-2-2 (p=1) , 32 ,p) }

r
-;Im(n-a-p,w ,p)B(n-2p, 3-2,0)} -
Le nombre d'éléments du type (II), de poids m fixé et od s = 1 est 3

(21) B(rrntp) - fm(n—Z,r,p)-(-n'(n-Z—(p—1),r-1 yp)}(l"‘1)
= (r-1) {6(n-2,r,p)-w(n~1-p,r-1,p)}

g(r,n,p) est donné par la récurrence

(22) g(ryn,p) = g(r-1,n,p) + o(r,n,p) + B(r,n,p) (n 22).
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Nous pouvons achever complétemént le caloul dans le cas p =2 .
Alors ®W(n,s,2) est le nombre de représentations de n comme somme de s
entiers N, yN,peeeyn, égaux chacun & O ou 1 et l'ordre des termes étant
pris en considération. Dans ce cas :
@(n,s,2) = (:)
nombre de parties & n éléments de l'ensemble & s &léments formé par les
indices. Exprimons o(r,n,2) et B(r,n,2) en utilisant les formules (20)

et (21) et le lemme 5 3
r

«mna-Egmmayunwu4nazn-§304)- )

s8i n=2, alors o(r,n,2) =0, rup

si n>2 , alors a(r,n,z)- 3'2) Zo( - 1"'1)

et

B(ryn,2) = (r-1){®(n-2,r,2)<5(n=3,r-1,2)} = (r-1){(nf2 - )}. (r-1) 7))
La formule de récurrence (22) s'écrit 3

8i n =2 g(ry2,2) = g(r-1,2,2) + r=4

si n23 g(ryn,2) = g(r-1,n,2) + r (z:;) = g(r=-1yn,2) + (n-1) A(nz
Ecrivons chacune de ces formules pour les entiers décroissants de »r &

3 et additionnons membre i membre. Nous obtenons
re-1

ri22) = ee22) + Gt w1 0 7s - EGELL ()
si n23 g(ryn,2) = g(2,n,2) + (n-1)sz(n_1) = &(2,n,2)

+ <n-1);§;< S - eenr )« (20

- g(2,n,2) + (n=)[("2") - (n_,> (2]
si n=3 glr3,2) =2+2 () - 1 2"y
s8i n>3  g(ryn,2) =0+ (m-1)("‘;1 - (n-1)(";’) .
D'od la @
Proposition 10 ¢+ Si p = 2, le nombre de générateurs de g / ‘f} a4 ol
'q- z(r)/z(r) et r 22 , est donné par @
g(rs2,2) = (3) 3 a n 23, alors g(r,n,2) = (n-1)(

n-1

l‘+1)

Dans le cas général, nous donnerons une formule de récurrence permettant
de calculer ®(r,n,p) . Supposons que n = sp + £ o) s est le quotient de
la division de n par p et ¢ le reste de cette division. Si
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n=n1+n2+...+nr

est une représentation de n comme somme de r entiers au moins égaux & O,
nous associerons & cette représentation un r-uple d'entiers (n;,...,n;)
tels que O s ni Sp-1 (i = 1,2,.00y7), de la fagon suivante : nous pose-

rons @
n, n, n,
! = - — = - 3 = [rem— i i —
nf = n, [p 1r n, -v,p o v, Ep ] partie entidre de 3
est le quotient de la division de hi par p ; c'est-a~dire que nous appel-

lerons n} le reste de cette division (i = 1,25000y7)e

Appelons Zvi la hauteur de la représentation .
i=1
Alors n; + eoe + N' = n -~ -s‘v. p et nous obtenons ainsi une
T s 1
r =

représentation de n - ( zj vi P dont les termes sont compris entre O
i=1

et p-1 que nous appellerons représentation réduite de la précédente.
Classons les w(n,r) représentations de n comme somme de r entiers posi-
tifs ou nuls, l'ordre étant gris en considération, deux représentations étant
dans la méme classe si u = E:vi est le m&me pour les deux représentations
i=1

et si les ni de m&me indice sont égaux. Dans une telle classe, le nombre
dtéléments est w(u,r).

Groupons les classes pour lesquelles u est constant. Le nombre de
représentations de n ayant méme hauteur est égal au produit de w(u,r)
par le nombre de représentations réduites assocides, donc & w(u,r)w(n-pu,r,p).

Enfin faisons varier nu de 0 & s . Nous obtenons la formule :

(23) o(n,r) = Zw(urr)’a(n‘ul"’r’p) .
us

I1 est facile de montrer que @

(28)  o(n,r) = (B 2 (I

I1 suffit de faire une récurrence sur r ; la formule est vraie pour r =1 j;

supposons la vraie jusqu'ad r
n n n r-i+n

. —-1+i i +h
alnyr+1) = ) oln-i,2) -_wau,r) =.Zo(rr_,1> -1 G =
= 1= 1= 1=
3 1'aide du lemme 5. Enfin si [%J =0, ona ®(nyr,p) = w(n,r,p) .

La formule (23), qui est une formule de récurrence sur [%] permet

d'écrire
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(3]

(25) 6("91'91)) = o(n,r) - 31 w(u,r) ©(n-up,r,p)

“-”.(n - f%]l’ﬂ'yp) = o(n - [%]P’!‘) .

Supposons p>2.
Les premiers termes et les derniers termes de la suite centrale descen-
dante ont un nombre de générateurs que nous pouvons maintenant expliciter.
Supposons 2 S n < p. Alors, il n'y a pas de générateurs du type (I)
4 ajouter et
o(r,n,p) = 0 .
Calculons le nombre de générateurs du type (II) & ajouter s
B(r,n,p) = (r-1){®(n-2,r,p)-w(n-1-p,r-1,p)} = H(n-2,r,p).(r-1)
= (r=1)o(n=2,r) = (r-1)(23)
La formule de réocurrence (22) s'écrit s
g(rynyp) = g(r=1,n,p) + (r-1)("2233) .
Enfin g(2,n,p) = n-1 .

Nous obtenons dono s
r+n-3

g(r,n,p) = };(1-1)<i*“'3) §;< ~)(H3) L (n-1) E;(n ) -

(n-1)("*77%) .

Si n = p+1 , nous obtenons 3
o(r,p+1,p) ';5(073‘1 sp) = r-1

B(!"P"“ yP) = (1‘—1){«)(1)- ,r,p)- w(O,r— ’P)} - (r_1)(r+p-2) (r"1)

et la formule de récurrence (22) s'écrit :

g(r,p+1,0) = g(r=1,p+1,0) + (x-1)("177%)
et g(2,p+1,p) = p .
La récurrence est la méme, en posant n = p+{ . D'od la :
Proposition 11 ¢+ Si r 22, p22 et 2 <n Sp+, alors
g(rn,0) = (a-1)(22) = (a-)(F2)

Pour étudier les derniers termes de la suite centrale descendante, po-
sons

t = r(p-1)+2-n , c'est-a-dire : n = r(p-1)+2-t .
Alors 3

r
a(r,n,p) -;E;fax(r-1)(p-1)-t,j-1.p) - T((r=2) (p=1)~t, 3-2,p)}
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B(rynyp) = (r-1){w(r(p-1)-t,r,p) - ®((r-1)(p-1)-t,r-1,p)}
= (r-1){®(t,r,p) - ©(t,r-1,p)} .
Supposons 1 < t £ p-2., Interviennent dans cr(r,n,p) les Jj tels que

(r-1)(p=1)=t = (j=1)(p~1), c'est-a-dire r-j‘;j—{ , donc j = @

a(ryn,p) = w(r-1)(p-1)=-t,r-1,p) - w({r-2)(p-1)-t,r-2,p)
= B(t,r=1,p) = 6(t,2-2,0) = (") - (*12) . (7183

B(rymyp) = (r-D[("*F) = (P*F2) 1w (2-)(T}52)
D'od la formule de récurrence:t
g(ryn,p) = g(r=1,n,8) + (F}272) + (x=1) ("} 5%)
= e(r-1,m,0) + ("}3) (14ret-2) .
Mais g(r-1,n,p) = O . D'od
(26)  &(r,n,p) = (r+t=1)(157%) .
Supposons t = p-1 . Interviennent dans o(r,n,p),j=r et j = r-1.
o(ryn,p) = ofr-1)(p-1)-t,r=1,p) + o((r-1)(p-1)-t,r-2,p)

e 5(-2) (p-1)-t,7-2,p) - m((r-z)(p-w—t,r-s.p;
= w(p-1,r-1,p)+1 = ®(p-1,r-2,p)-1 (r+(§:; -3)

B(r,n,p) = (r-1)("117%)

et g(r-1,n,p) = 0.
La formule (26) est encore valable.

Supposons enfin t = p 3 deux valeurs de j sont & conserver @
j=r et j = r-t.
o(ryn,p) = w(p,r-1,p) - B(p,r-2,p) + ®(1,r-2,p) - ®(1,r-3,p)
= w(p,r=1) - o(1,r-1)0(0,r-1) - o(p,r-2) + o(1,r=2)0(0,r-2)
+ r=2-(r=3)
- o(pyr=1) - o(pyr-2) = (153 od tap.
(r-1){o(p,r,p) - w(p.r—1,p)]
(r=1)[w(pyr) = 0(1,r) = o(p,r-1) + w(1,r-1)]
Db N Ghia I D N CE N G IR € DI

B(r,n,p)

Remarquons que g(r-1,n,p) = r~1 dans ce cas. La formule (26) est encore
valable. D'od la @
Proposition 12 ¢+ Si r 22, p22 et 1 <t s<p, si nous posons
n=1r(p=1)+2 - t , alors

glrym,p) = (ret-UTEE3) o (raton)(THE3)

i r22.,

§4. Suite centrale ascendante des groupes £ (r)/ .‘C(r)p 2
Nous poserons encore % - X (r)/ & (r)p’2 et ’
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X- £ (r)p 1/ x(r)p , + Le groupe g contient un sous-groupe iso-
morphe & -z(r-15/ % (r-15 o+ En effet, appelons H; le sous-groupe de g,
engendré par [31,...,31_} -’{ai} s o0 i est un entier fixé choisi dans
{1,2y¢0.yr). Nous avons vu, dans 1'étude générale des endemorphismes de

£(r)/ 1'6(1‘)1),n s qu'a toute application de {31’32""’31'} dans ‘%
correspond de fagon unique un endomorphisme de g « Soit ;i 1'endomor-
phisme de @ défini par

§(aj) =a; 81 JAL g,(a))=1,

et soit Tli 1'injection canonique de Hi dans q . Alors §i reg-
treint a Hi est ltidentité idHi et

gi o‘ Tli = 1dni s enfin Ei( g ) = Hi .

Appelons K, 1le noyau de § . Alors 9 = K.H et K n H = {11.

En effet, si x appartient & X, n H , alors §i(x) = 1 puisque x appar-
tient & K, et §i(x) = x puisque x appartient & H, j donc

K, NH - {1}. De plus si g est un &lément de 9, , alors gi(g) appar-
tient & H, et g.gi(g)"1 appartient au noyau K, de &, donc g=kh

od k appartient & K, et h = §i(g) appartient & H

i i°

Le groupe 'q, est le produit semi—direét du sous-—groupe normal Ki par
le sous-groupe Hi et tout élément de q, s'écrit d'une fagon unique
comme produit d'un élément de Ki par un élément de Hi .

Le groupe Ki N ¥  contient al;
mentaires faisant intervenir explicitement a; . La base de XK que nous avons

ainsi que tous les eommutateurs &lé-

déterminée en (3a) se compose d'éléments de l(i n X% s de commutateurs ne

s P P P P
faisant pas intervenir a et des éléments 31""”'1-1 ,ai+1,...,ar y Oes

i
derniers éléments appartenant a Hi." Nous voyons donec que

X% = (Ki ﬁx).(l-li N ¥G ). Puisque K, NH = {1} , c'est que k. N X
P
i
et que Hi N¥ est engendré par les éléments

est engendré par a; et les commutateurs de la base de 4 qui contiennent

explicitement a;
af,...,a.l;__1 ,agﬂ,...,az et les commutateurs de la base qﬁi ne contiennent
pas explicitement a,, oc'est-a-dire par les éléments de la base correspon-
dante du sous—groupe % (r-1 )p,1/X/(r—1 )p’2 associée au sous-groupe de

g, engendré par {31,....,ai_1,ai+1,...,ar} .

Appelons L 1l'intersection des sous—groupes normaux Ki lorsque i
varie de 1 & r L est le sous-groupe de 36 engendré par les éléments
de la base ‘g, , déterminée en (3a) qui font intervenir explicitement
tous les r éléments générateurs 'a1 ,32,...,ar « Soit ) lt'ensemble de

ces éléments ; ils sont des deux types suivants
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10 -

(1) [(p—1)a’,...,nrar,a1,ar] oh n £p-1 et Byyeeesn
sont différents de O .

(111) [n1a1,...,nrar,a1,aj] o 1<jsr, n £ p-1 et

n £o s8i Xx£1,5.
Construisons une suite croissante de sous-groupes de L par le moyen
suivant 3 SO(L) = {1} 3 Sn(L) est l'ensemble des éléments de L qui
centralisent q, /Sn-1 (L) od n3yi.

Lemme 9 3 Sn(L) est le sous—groupe de L engendré par les éléments de la
base P dont le poids est au moins égal & r(p-1)+2-n .

Un élément 2z de L s'écrit d'une fagon unique sous la forme 3

u(n, geeeyn ) v(n, et 43
z --’—r[(p-1)a1,...,nrar,a1,ar] 2 r ;ﬂ[n1a1,...,nrar,a.1,aj] L r

ol les produits sont étendus & tous les &léments du type (I') de B  pour
le premier, du type (11') de 3 pour le deuxidme. Pour que 2z appartien=—
ne a Sn(L) , il est nécessaire et suffisant que [ai,z] appartienne &
sn__1(L) pour i = 1,2,.4.,r o Examinons de prds la forme des [ai,z] ainsi
que 1'ensemble [ai, %7.

Si x est un élément du type (I'), alors [a,,x] =1 ou [a,,x] cP
i i

Si y est un élément du type (II'), alors [ai,y] =1 ou [ai,y] cR
sauf si i=1 et y = [n1a1,...,nrar,a1,aj] o n, =p-2 , n, £ p-1
et J ,‘ r.

Alors @

[8-1 ] = [3-1(15-2)519--0 sn. 898, 13jJ = [(p-1 )319--"“1,9'1.931 98-j]
ol nr{O et 1 <j<or.
Appliquons la relation de Ph. Hall :

[a1 2] = [(p—1)a1,...,(nj+1 )aj,...,(nr—l )ar,a1,ar] X
Voyons maintenant les conditions pour que [ai,zg appartienne 2 S1(L).

u(n, yeeeyn

X 27 L A
Considérons le facteur [(p-1 )a.1,...,nrar,a1 a, .

Si n £ p=2 , ce facteur donne naissance dans [ar,z] au facteur 1

u(n1 yenesl
[(p=1)ayseees(ntt)a ya,5a ] F1 0 et

aucun autre facteur de z ne fait apparaftre dans [ar,z] un élément
[(p-1)a1,...,(nr+1)ar,a1,ar] , donc u(n2,...,nr) est 1l'exposant de cet
élément dans [ar,z] .

Si n = p-2 et si 1l'un des n, ot 2 £i £ r-1 est différent de
p-1 , par exemple Ny alors, d'une fagon analogue, on voit que l'exposant

de [(p—1)a1,...,(nk+1)ak,...,(p-2)ar,a1,ar] dans [ak,z] est u(nz,...,nr).
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Si n = p-=2 et tous les n, o 2 £4i <r-1 sont égaux & p-1,

alors le facteur [(;}-1):3.1,...,(p—2)a.r,a1 ,ar] appartient & g’r(p-! )+1

qui appartient au centre de . .
g’ v(n,,...,nr,a)

Considérons maintenant le facteur ['n1a1,...,n a.18,8,

J
supposé du type (II'). Si 1l'un des n, oh 2 i sSr est différent de p-1,

r

par exemple n, 1'exposant de

[nia“...,(nk+1)ak,...,nrar,a1,aj] dans [ak,z] est v(n1,...,nr,j) .

Si tous les n;

on voit de m8me que l'exposant de [(1'1+1)a1,...,nrar,a1 ,aj] dans [a1,z]

o 2 £i <r sont égaux & p-1 et si n, £ p-2,

est v(n1 youo ,nr,j) .

Si n, = p=2 et n, = p-1 pour 2 S i € r, alors le facteur

[(1.)—2)a1 yoos ,(p-1)a.r,a1 ,a:j] appartient, & q, r(p=1)+1 qui appartient au
osntre de \’} .

Cette étude montre que, pour que 2z appartienne & S1(L), il est néces-
saire et suffisant que tous les exposants u(n2,...',nr) et v(n1,...,nr,j)
soient nuls sauf ceux qui correspondent aux 8léments de poids r(p=1)+1 .

Et par récurrence, que 2z appartient & Sn(L) si et seulement si ces expo-
sants sont nuls pour les éléments de poids strictement inférieur 3 r(p-1)+2-n

Démontrons maintenant le :

Théordme 5 + Si ¢ = r(p-1)+1, alors les termes de la suite centrale ascen-
dante de q, = £ (r)/-‘ﬂ (r)p,2 sont donnés par

= - - i < c-
Zs( g) q omgsq 81 c-s+1 2 p+1 clest a~dire si s S c-p

Zs(q,) = g,c_sﬁ.(af,...,ai) gi c-p+1 £ 8 < r(p-1) .

Faisons une récurrence sur le nombre r de générateurs. Le théorédme se
réduit & la proposition 9 si r = 2. Supposons le théord&me vrai si le nom-
bre de générateurs est au plus r-t. L'image de Z'( q,) par §i appartient
2 2,(6(8)) = 2,(4,). Mais H, est isomorphe 2 £ (r-1)/-'t’(r-1)p,2 3
donc Z1(Hi) est le sous-groupe engendré par les éléments de poids
(r-1)(p-1)+1 de la base de (Hi)Z obtenue en (3a) , donc des éléments de

m&me poids ne faisant pas intervenir a; dans la base de o lui-m&me.
Appelons % ; 1'ensemble de ces éléments. Alors Z1(g,) K, <$i> .

Ce raisonnement est valable si i=1y240¢eyr « Donc
Z1(‘q)c li-# Ki0<%i)'Lo<%1Uo.o U%!‘>.

Les éléments de P i sont ¢ un élément bi du type (I) et »-1

éléments b} ; du type (II) od j est l'indice du dernier élément écrit.
t]
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: . 1 = '
Nous savons que, si k / i, alors [ak’bi] 1 [a'k’bi,j] .

Supposons i ¥ 1,r . Alors
['ai,b.] = [(p—1)a1,....,ai,...,(p-Z)ar,a1,ar] est du type (I)

[ai,b = [(p-2)a1,...,ai,...,(p-1)ar,a.1 ,aj] est du type (II) .

J
Supposons i = 1, et appliquons la relation de Ph. Hall :
[aysby 3 = [ays(p=)ayseee,(p=2)a_say,a ] = [(p=1)ay,eens(p-1)a_sa 58,17
inverse d'un élément du type II.
[a,,b;,j] = [a‘,(p-?)az,...,(p—1)ar,a2,aj] = [(p—1)a2,...,(p—1)ar,a1,aj]
est du type 1II .
Supposons i = r, et appliquons éventuellement la relation de Ph. Hall:
[ar,br] = f(p—1)a1,...,(p-Q)ar_1,ar,a1,ar_1] =
[(p—i)a1,...,(p—1)ar_1,a1,ar] qui est du type (I)

[ar’bx.',j] = [(p-2)a1,...,(p—‘l)al"_1 ,ar,a’,arq] qui est du type (II).

Un élément de L.( 55 Ut UB r) s'écrit de fagon unique sous la

forme 1 (_I.—'-b i)("ﬂ’;'v(l,g)) z oh z€L.

Les éléments [ai,bi] et [ai,bi j] n'apparaissent pas dans [ai,z];
9
suffit pour s'en assurer de regarder leur expression.
Donc g appartient 3 21( ) si et seulement si u, = v(i,j) =
et 1z € S’(L) ; et Z1(§ ) = ‘%, r(p=1)+1 * On passe au quotient de g,
par Z,( q ). On voit de m8me que 2 (g ) c (L.(% Ueo e U R ))/Z (i’g )

et ainsi de suite. Le raisonnement se poursuit jusqu'd ce qu'on ait obtenu

Sp-t ) = 2 (§) = G (o) (pr)ee ¢
Appliquons &, , nous voyons que Zp( g, ) © K, (B ) de la méme fagon
que plus haut, donc que Z ( 9 YeL.(H U-.-U\% D e Mals (% U...UQ) )

appartient au centralisateur de g /Zp_1(9 ) = g, / ‘qr (r=1)(p=1)+2

puisqu'il appartient & q, (r=1)(p=1)+1 ° Donc

2(§) =8 (WAB U UB DGy,

Ensuite, on répdte le procédé en remplagant ( \?.)1 U..o. U %r) par
le sous—-groupe engendré par les groupes que nous noterons Zm(Hi)'
(od i =1,2y000yr) et ol Zm(Hi) est le m-idme terme de la suite centrale
ascendante de H,. Nous avons déterminé les groupes Zm(Hi) par 1'hypothdése

de récurrence. D'ol le théor2me 5 .
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§5. Automorphismes des groupes o (r)/{z(r)p s -
9
Les notations sont celles du chapitre 2, 84 ;3 nous poserons encore ici

gr - 4 (I‘)/‘t(r)p’z et X - X (r)p,1/ L (r)p,2 . Appliquons

le théoréme 3 au cas ot n =2 , le groupe Aut( ‘?) contient un sous-
groupe normal Ker 'y )1 qui est le sous-groupe de Aut( 'Q) qui induit
1'identits sur 9§ / ‘e;,p ¢ = ~ £ (r)/.'ﬁ(r) . Ltordre de ce groupe est

oy 1w 1L ),

I1 existe une bijection entre les éléments de Ker y2 et les r-uples 4'é1lé-

1
b
ments de X y si k‘l""’kr sont des éléments de JC , 1'&1lément f de

Ker ‘v2,1 qui lui est dssocié est défini par

f(a,) = k1a ,...,f(ar) = krar .

1
Proposition 13 : Le sous—groupe Ker Y, , de Aut( L(r)/ &£ (r)p 2) induit
9 9

1'identité sur chacun des quotients de la suite

Soeee 2 Doees = po
'ej ¥ - (” » ‘el, n ‘gr(pd y+1 {1} de sous-groupes
d
de § - 2 (r)/-z(r)p’2

Par hypothdse, Ker v, , induit 1'identité sur § / X.

14
Si nous calculons modulo ‘qu’ alors f((kiai)p)‘é k?a? = a’; modulo g'z

donc  Ker induit 1'identité sur K/ G, .

Y2,1

Rappelons que, si a,b, ¢ sont des éléments d'un groupe 3
a
(8) [abyc] = [bycl'[aacj

(27) [asbe] = [a,5)."[as0] .

Dans le cas présent, si a est un élément de X , la formule (8)
devient [ab,c] = [a,c][b,c]; si b est un élément de JX , 1la
formule (27) devient [a,bc] = [a,b])a,c].

Supposons que 1'élément £ de Ker '\(2’1 soit défini par s

f(ai) = kja, o i = 1,2y000,r
et k, est un élément de I
Alors 3

[kiai’ kj’aj] = [ki’ kj][ki’ ajjtaiskj][ai,a~]

bl
- pyv(s) TLT pyw(s)
Supposons que : k, = x |5-1i (as) et kj =y (a )

s=1
od x et y appartiennent & gz et v(s) et w(s) sont des entiers
positifs.

Nous obtenons :
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[icgagriega ) = [icga g Mag ok dag,a ] =T (vay,m ) (8,

s=1

T:;I(Pas,ai)_w(s).[ai,aj:, mod QB
= [ai,aj] mod ?’3 .

Enfin s [ksas,a ,aj] = [ks’ai’aj][as’ai’ajJ = [as,ai,aj] .

i
On voit alors directement que, si n +n2+...+nr+2 =n, alors
f([n1a1,...,nrar,a1,a )= l:n1 1,...,nrar,zs,i,aj] mod §n+1 et la
proposition 13 est démontrée.
Nous pouvons tirer de cette proposition deux conséquences.
Tout d'abord Ker 72 1 est un groupe d'automorphismes de 9 qui in-
H

duit 1'identité sur chacun des quotients de la suite de sous—groupes normaux

'q' > X = g,zz..--—-3 'g'r(p-1+13{1}’

Cette suite est de longueur r(p-1)+2. Nous en déduisons [8 ; Th 2] que
Ker v2’1 est un groupe nilpotent (c'est d'ailleurs un p-groupe) dont la
classe est au plus r(p-1)+1 .

Ensuite, quel que soit le p-groupe G de longueur de Frattini 2 au
plus & r générateurs exactement, le sous-groupe de Aut(G) qui induit
1'identité sur G/G "
tient de q, . Donc 11 induit 1'identité sur chaque quotlent de la suite
G = Gp,1 = 02 S eee 2 Gn Deese 2 {1} et sa classe est au plus r(p-1)+1.
D'ol le
Corollaire % Si G est un groupe possédant exactément r générateurs
et dont la longueur de Frattini est au plus 2, le sous-groupe de Aut(G)
qui induit 1l'identité sur G/G 0,1
de la suite G =2 Gp,1 > G O oeee DG D eee 2 {1} sa classe est au plus
égale & r(p-1)+1 .

Revenons & 1l'étude de . Le groupe Ker ¥, laisse fixe chaque
2,1 a

est un sous-groupe de Ker VZ ) et G est un quo-

induit 1l'identité sur chacun des quotients

élément du centre Z1( g ) de g, 3 ce centre est un p-groupe abélien
éléméntaire. Il est isomorphe 2 g /K.

Démontrons la :
Proposition 14 : Le groupe des automorphismes de ‘9, =L(r)/ &L (r)p »
opére sur le centre de ‘9, s qui est un espace vectoriel sur le corps &
p-&8léments, en notation additive, comme le groupe linéaire (}L(r,p) entier.

Nous avons déterminé dans le paragraphe 3.a , un systdme générateur

de Z1( ‘9) . Remplatons-le par le suivant :
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x, = [(p=1)ays..0y(p-2)asa,58 ]
7 ]
x; = [(p~2)a1,...,(p—1)ar,a1,ai]- o) i = 2,000y &
Le groupe des automorphismes de %, opdre sur g / %Pﬂ ocomme
le groupe lindaire GL(r,p) entier. Nous savons donc que ce groupe est
engendré par les transformations suivantes [1, p.150] ;

Bi,j telle que Bi,j(ai) = aiaj et Bi,j(ak) = a, si kg1

(1 £33 193 = 1529000,r)
& telle que 6n(ai) -a, siifr
n
- < < .
et Gnar a, od 1 £n < p-t

Cherchons quel est 1'effet de chacune des transformations ﬂi j et
’

8 ~sur la base {11’12""’11'} de gr(p-1)+1 - Z1( q,).
8.(x,) = [(p=1)ay,eey(p-2)ar,a, 507 ] = [(p-i)a£:;--,(p-2)a:,u1.ar]“
= [(p-1 )a1,...,(p---2)ar,a1 ,ar]nn - x? .
Mais on sait gque np-1g 1 modp si n est premier & p , ce qui est le cas.

Donc 6n(11) =X, .

Si i/r,1:

p-1{
8 (x;) = [(p-2)a,.---,(p-1)a:,a,.a1]'1 = [(p-2)a,yeees(p-1)aya 508, T = x.
Enfin >
8 (x) = [(P—2)a1,---,(p-1)aﬁ,a1,a:]_1 - [(p—2)a,,---.(p—1)ar,-1,sr]'n - x: .

En résumé 8

5n(xi) = x; si i ;‘ T et bn(xr) = x: .
D'une fagon analogue, nous verrons que ¢

Bi,j(xi) = XXy et Bi,:j(xk) - X si k£ 1

(i / Js iyd = 1o2v-“’1') ’

et la proposition 14 est démontrée.

Ltapplication de % /K sur Z1( ‘9,) définie par 3

8y, > x; (1 = 1,24000,r)

donne naissance, si nous utilisons la notation additive, & un isomorphisme
des (Aut( ‘9, ))=modules q /K et Z1(g,) .

De la proposition 14 nous déduisons le
Corollaire 6 3 Le centre de ¥ (r)/Z(r)p , &8t le seul sous—groupe
caractéristique minimal de £ (r)/ % (r)p,2 .

En effet tout sous-groupe caractéristique de 9, est normal dans
donc a avec Z1( ‘Q) une intersection non triviale [12 j p.144] . Puisqu'il
est caractéristique, il contient Z1('§) entier.
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CHAPITRE IV

Exposants des quotients des suites centrales

Nous établirons dans ce paragraphe quelques résultats généraux dont cer-
tains seront utiles dans la suite et qui sont donnés pour la plupart dans [3]

Si G est un groupe, non nécessairement fini, non nécessairement nil-
potent, il est cependant intéressant de former la chafne descendante des
sous=groupes 3

G = G1 > G2 Seee 2 Gn = ... ol la notation est la notation habituelle,
clest-d~dire que G, . = [a, Gi]’ (i 21). Ces sous—groupes sont caractéris—
tiques dans G ; nous pouvons former les quotients Gi/Gi+2' Les automorphis-
mes intérieurs de G induisent sur chaque quotient un groupe d'automorphis-

mes qui est isomorphe a G/C si nous appelons C, le centralisateur

i+ i+1

dans G du quotient Gi/ci+2 .

I1 est aussi possible de former une chalne ascendante de sous-groupes
z24(0) = {1} c z,(¢) € ... €2z (6) € ... o la notation est la notation
habituelle, c'est-a-dire que Zi+1(G) est le groupe des éléments de G qui
induisent par automorphismes intérieurs l'identité sur le quotient G/Zi(G),_

({ =0y 1, ¢ee0)

§1. Démontrons le :

Théoréme 6 3 Si 1'un des groupes G/Ci+1 ou Gi+1/Gi+2

l'autre est aussi d'exposant fini et les deux exposants sont égaux (i 2 0).

est d'exposant fini,

On sait en effet [4 ; p.150] que G, est engendré par les éléments de
la forme [x1,...,xi] ol x5 appartient & G (j = 1,eeey1) et que le
groupe Gi+1/Gi+2 est abélien donc qu'il est d'exposant fini si et seulement
si chaque élément d'un systéme générateur est d'exposant fini et qu'il existe
un pe.P.c.m. pour tous ces exposants.

De plus, on connait la relation

(28) [xi+1,xi,...,xﬁ s [xi+1,[xi,...,x1]m]gs[xT*1,[xi,...,x1]]mod Gy n
pour tout entier positif m .

S'il existe un entier e positif tel que, quels que soient les éléments
TyseoesX, o de G , l'une des trois relations suivantes est vraie :

(29) [xi+1,xi,...,x1]e = 1 mod Gi+2 ’

(30) [xi+1,[xi,...,x1 1°l= 1 moa Gi+2 ,

(31) [x§+1,[xi,...,x1]] = 1 mod Gi+2 N
la relation (28) indique que chacune des deux autres relations est vraie

aussi.
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La relation (29) exprime que /Gi+2 est d'exposant fini et que cet

Gi+1
exposant divise e .

La relation (30) exprime que le quotient de Gi par son intersection avec
le centralisateur de G/Gi+2 est d'exposant fini et que cet exposant di-
vise e .

La relation (31) exprime que le quotient G/Ci+1 est d'exposant fini et
que cet exposant divise e . Si 1l'un de ces trois exposants est fini, les
deux autres le sont aussi et sont des diviseurs du troisi2me. Nous obtenons
le théor2me 6 et m8me un résultat énoncé par N.Blackburn [2 ; Th 1.5]

dans le cas des p=-groupes finis ¢

Si pour un entier r, le groupe Gr/G est d'exposant fini e, s alors

r+1
quel que soit l'entier i > r ; le groupe Gi/Gi+1 est aussi d'exposant

fini e; » et e, , divise e, .

En effet le centralisateur de G/Gi+2 contient C et le quotient de G

i+1

par l'intersection de Gi avec le centralisateur de G/Gi+2

tient de Gi/Gi+1 et son exposant est donc un diviseur du quotient
G:l/Gi+1 °
Corollaire 7 ¢+ Si G est un groupe fini nilpotent de classe 2, alors

G, et G/Z1(G) ont le m&me exposant.

i
est un quo-

Il suffit d'appliquer le théor2me 6 au cas ot i = 1 apris avoir

remarqué que G, = {1} entratne 02/(}3 =G, et C, = Z,(G) .

2
Si G est un groupe nilpotent, on sait que Zi(G) centralise

Gy [5 5 Th 2.5.1], donc centralise ci/ci+2 et 0, , ocontient zi(c) 3
1texposant de G/C1+1 est un diviseur de l'exposant de G/Zi(G) si oe
dernier est fini j donc si G/Zi(G) a un exposant fini, l'exposant de

sos > .
Gi+1/Gi+2 est un diviseur de cet exposant (i 1)

Dans le cas général, Z1(G) est contenu dans le centralisateur de
G/G3 et 1l'exposant de G2/G3 est un diviseur de l'exposant de G/Z1(G)

si ce dernier exposant est fini.

§2. On peut obtenir des résultats analogues concernant la chafine centrale
ascendante d'un groupe G .
Les automorphismes intérieurs de G induisent sur chaque quotient
Zi+1(G)/Zi—1(G) (od i 21) un groupe d'automorphismes qui est isomorphe
3 c/ni, si D, est le centralisateur dans C du quotient zi+1(c)/zi_1(c).

Démontrons le 3
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éordme 7 + Si l'un des trois groupes G/Di ou Zi+1(G)/Zi(G) ou

([z,,,(6),6).2,_,(c))/z,_,(c)

1-1 est d'eéxposant fini, alors chacun des deux
autres est aussi d'exposant fini et les trois exposants sont égaux.
Si x,y appartiennent & Z, ,(G) et si

i+1
les relations
(xvse] = Ty,e)-[x,e] = [y,8)-[x,8] moa 2,_, ()

[x, gn) = [x,g).8[x,h] = [x,g).[x,h] mod 2,_, (C)

g, h appartiennent & G,

permettant d'établir l'analogue de la relation (28) :
(32)  [x",e] = [x,e]"= [x,&" ] moa z,_,(c) .
Si l'une des trois congruences
(33)  [«%el =1 mod z,_(c)

(38)  [x,e)® =1 mod z,_,(

(35) [x,e°] =1 mod z;_,(q)

)

est vraie pour un entier positif e
dans

quels que soient g dans G et x
Zi+1(G), chacune des deux autres est vraie dans les m8mes conditions.
La relation (33) exprime que 1l'exposant de Zi+1(G)/Zi(G) est fini et
divise e .

La relation (34) exprime que ([zi“(c),c].zi_‘)/zi_,1
qui divise e .

a un exposant fini

La relation (35) exprime que G/Di a un exposant fini qui divise e .

Si 1l'un de ces trois exposants est fini, la relation (32) exprime que
les deux autres le sont aussi et divisent le premier, donc ils sont tous les

trois égaux.

Corollaire 8 1

Si pour un certain entier r 21 , le groupe Zr(G)/Zr-1(G)
est dlexposant fini € , alors quel que soit

i2r, le groupe
zi(c.)/zi_1(c) est aussi d'exposant fini €, et ¢

141 divise Ei

En effet [zm(c),c] appartient & zi(c) et le quotient
[Zi+1(G),G]Zi_1(G)/Zi_1(G) est un sous-groupe de Zi(G)/Zi-1(G)’ donc son

exposant est fini et divise celui de Zi(G)/Zi—1(G) si ce dernier exposant
est fini.

Nous pouvons utiliser les résultats précédents pour démontrer la :

45
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Proposition 15 s+ Si G est un groupe fini nilpotent, pour gue les’groupes
de sa suité centrale ascendante et ceux de sa suite centrale descendante céIn-

—

cident, il est nécessaire que les exposants des quotients des termes succes--
sifs soient tous égaux entire eux.

En effet les exposants des quotients successifs de la suite centrale
ascendante dédroissent avec l'indice d'aprds le théordme 7 j oceux de la suite
centrale descendante décroissent avec l'indice d'aprés le paragraphe 1. Il
est donc nécessaire que tous ces exposants soient égaux.

De tels groupes non abéliens existent : par exemple, les p-sous—groupes
de Sylow du groupe des permutations d'un ensemble & p2 éléments 3 dans ce

cas l'exposant est p .

§3. Ltétude précédente suggdre 1'étude des exposants dans tous les cas ol
se présentede fagon naturelle une chatne sous-invariante de sous-groupes.
Nous pouvons essayer de généraliser ce procédé.

Soit G un groupe fini ; soient H et K deux sous-—groupes de G
tels que HOK . Si h est un é§lément de H, il existe un plus petit entier
positif n(h) tel que pr(B)
l'exposant de h relatif 3 K . Il est clair que n(h) = 1 si et seulement

appartienne & K. Nous appellerons n(h)

si h appartient & K . Le nombre n(h) est un diviseur de l'ordre de h .
Nous appellerons exposant de H relatif 3 K le plus petit commun

multiple des exposants de h relatifs & K lorsque h parcourt H . Si K
est normal dans H, 1'exposant de H relatif 3 K est l'exposant de H/K .

Supposons que L soit un troisi?me sous-groupe de G tel que
HODK DL . Suivant [8] , nous dirons que l'automorphisme a de G stabi-
lise (H 3 K) si pour tout élément h de H ona : a(h) €EhK.Si a
stabilise (H ; K) et (K j L) , nous dirons que a stabilise (H ; K 5 L).
Nous noterons e(H ; K) 1l'exposant de H relatif & K .

Montrons le

Lemme 10 s Soient G un groupe fini et a un automorphisme de G gui
stabilise la chafne (H ; K 3 L) de sous—groupes de G(H>K D L), Si

e(K 3 L) est l'exposant de K relatif &8 L , alors ae(K 3 L) stabilise
(Hs1L).

Montrons par récurrence que si h appartient 2 H , il existe un
glément k de K tel que, pour tout entier i 21 on peut trouver ¢ dans
L avec ai(h) = h k'¢ . En effet, si i = 1, il existe k dans K tel
que a(h) = hk puisque a stabilise (H ; K). Supposons le résultat vrai
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pour l'entier- i 2 1 ; alors

al*'(n) = a(hx'e) = a(n)a(xMa(e) = nkokier = nattler oy 00 €L

Du lemme 10 nous déduisons la

Proposition 16 3 Supposons gqu'un groupe A__d'amtomorphismes du groupe fini
G stabilise une suite de sous-groupes décroissants de G

(¢ = GgsGyreeesCy = {11). Posons e, = e(Gi;Gm) o i m Oyeusys=t

Alors l'exposant de A divise le produit e1.’92...es_1 o
e

En effet, d'aprés le lemme 10, sg a appartient & A, alors a !
1.e2...ei

stabilise (00,02). Supposons g:?..e:eiﬂ stabilise (GO’Gi+1’Gi+2)'
alors le lemme 10 entratne a stabilise (GO’Gi+2) .
ey eee
Ainsi a stabilise (GO’Gs) et donc est 1l'identité.

Rappelons que A est nilpotent de classe au plus i(-gi)- [735T™1]).

Corollaire 9 : Si G est un p-groupe fini, tout groupe d'automorphismes

de G gqui stabilise une suite décroissante de sous—groupes

(¢ = GO’G1"°"Gs = {1}) est lui-m&me un p-groupe.

En effet l'exposant de Gi relatif & Gi+1 est une puissance de p,

puisque 1l'ordre de chaque élément de G est une puissance de p .
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CHAPITRE V

Retour & 1'étude des groupes £ (r)/ & (r)p n BirTz2.
’

Utilisons les résultats des paragraphes précédents dans 1l'étude des
groupes généraux Z (1‘)/-‘€(r)p a Ot T2 et n22.
H

§1. Sous—groupes ab&liens normaux maximaux.

Dans le cas ol n = 2, nous pouvons démontrer le

Lemme 11 : Le groupe & (r) / 2z (r) est le seul sous—groupe
abélien normal maximal de .ﬁ (r)/ L (r .

D'abord, &£ (r)
L@/ L0, , .
Supposons que le sous-groupe normal H de £ (r)/Z(r) contienne
un élément x qui n'appartienne pas & £ (r) / z(r) B Utilisons

les notations des paragraphes précédents : nous appellerons [31,9.2,...,. }

p,1/ €L (r) D2 est un sous-groupe abélien normal de

un systdme générateur de L (r et nous identifierons a, (1 = 1,2,0005r)
avec son image canonique dans £ (r)/ z(r) o+ Le ocorollaire f (11 5 4)
indique qu'il existe un automorphisme de (r)/ Z (r) qui applique

x sur a, . Soit f un tel automorphisme. Alors l'image de H par f est

2 .
un sous-groupe abélien normal de L (r)/ £ (r)p o + Nous pouvons donec
’

supposer que H contient a sans nuire & la généralité. Si H contient

2’

a, ce groupe contient tous les conjugués de a dans £ (r)/ .f(r)p 2
’

2
puisque H est un sous-groupe normal. Il contient donc
> doit permuter .avec

a.a.ate [a.1, az]a2 « Si H est abélien, 1'élément a
1, donc avec [a1, a, 3.

c;mim'm de ses conjugués, en particulier avec 8.1828.-1-
Mais nous avons vu que [32,3,1 ,3.2] était différent de 1'4lément neutre,
puisque [32 ,a1,32] est un é1ément de type (II) de la base de

( £ (r) , /% (r)p’g)' que nous avons déterminée au paragraphe III 3a.
D'od une contradiction. Il est impossible ‘qu'un sous—-groupe abélien normal
ae £ (r)/ x(r)p,2 ait un élément hors de <L (r)p,1/ b4 (r)p,z

et le lemme 11 est démontré.

Dans le cas général, nous démontrerons le ¢

Théoréme 8 : Le groupe L (r) / L (v) est le seul sous-groupe
’
abélien normal maximal de £ (r)/Z(r) . (n21).
Faisons une récurrence sur 1'ent1er n . Le théordme est vrai pour

n =2 (et d'ailleurs aussi trivialement pour n = 1). Supposons le théorime
vrai pour tout entier positif au plus égal & n-1 . Tout sous-groupe normal
abélien H de ¥ (r)/ &L (r)p p '@ pour image dans 1'homomorphisme

’
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(2.4) un sous—groupe abélien normal de &(r)/ & (r)p nt $
i)

Y, n- 1(1{) appartient 2

n n-1
d'aprés 1'hypothése de récurrence, cette image

L(r) /&L (r)p not + Domc H lui-méme appartzent au groupe
.'C(r)p e 2/$(r) . Mais le groupe £ (r)p,n-2
4 un nombre fini de generateurs, comme nous l'avons vu au paragraphe II.1,

pyn-2
est un groupe libre

et £ (r) est le deuxidme groupe p-dérivé de &£ (r) . Appliquons
le lemme 11 é $(r)p n—p

N
groupe abélien normal maximal, qui est £ (r) _1/.‘6 (r) $ le groupe

Py Pyn
H étant abélien, normal dans £ (r)/-‘&(r) et contenu dans

£ (r)p,n—Z

appartient donc & £ (r

pyn=2
/ £(r)p , } ce groupe contient un seul sous-

/¥ (r) est abélién et normal dans ce dernier groupe ; il

pynm 1/£ (r) , ce qui achdve la démonstration.

D'aprés un résultat connu [12 ; 145], tout sous-groupe abélien normal
maximal d'un p-groupe fini est son propre centralisateur. La représentation
lingaire de £ (r)/ & (r) , ©omme groupe d'automorphismes de

£ (r) 0,1
¢(r, p, n) sur le corps 4 p éléments, obtenue & 1l'aide de la restriction a
:C(r)p,nd/z(r)p,n des automorphismes intérieurs de L (r)/ &L (r)p,n’
est donc une représentation fiddle de ¥ (r)/&L(r)

/%(r) considéré comme un espace vectoriel de dimension

.

pyn-1

Nous pouvons tirer d'autres conséquences du théord&me 6. Par exemple le @

Corollaire 10 & Le centre de & (r)/ ﬁe(r)p , 2ppartient &
L (r) / LA CONS

En effet le centre de & (r)/%(r) est un sous-groupe caractéris-

pyn-i

tique abslien de &£ (r)/ z(r 3 il est donc un sous-groupe abélien
/L (r) .

Nous pouvongs améliorer un peu ce résultat. Le centre de
£ (r)/-‘e(r)p’n appartenant 3 £ (r)p,n—z/:c(r)p,n est contenu dans le

centre de ce dernier groupe. Mais, avec les notations du paragraphe II.1 , on

normal de ce groupe, donc contenu dans £ (r) p,n-1

sait que

<L (r) p n- 2/1 (r)p nZ ~ £ (¢(ry .n-1, p))/ & (9(r, n-1, P)) .
Le théoréme 5 indique que ce centre appartient au groupe derlve de

£ (r) /Z (r) qui est lui-m8me un sous-groupe du groupe dérivé
de -‘f)(r / %(r) . Le centre de £ (r)/ & (r)p,n appartient donc 2
son groupe deriVo ; le groupe ¥ (z-)/_Z,(r)p,n appartient donc & la souche
de sa famille, si nous employons les définitions de l'article de Ph. Hall
(feD) .

Dans cet article est introduite la notion d'isoclinisme de deux

groupes. Soient G et H deux groupes ; soient Z(G) et Z(H) leurs
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centres respectifs. Les deux groupes G et H sont dits isoclines si
les trois conditions suivantes sont vérifides

(a) il existe un isomorphisme ¢ de G/zZ(G) sur H/z(H) .

(b) il existe un isomorphisme ¥ de G, sur H_ .

2 2
(c) pour tout couple (x,y) d'éléments de G on a @

WG), EG)] = *([x,y]),

o o(x) et V¥(y) sont des représentants dans H des classes
o(x) et ofy) de H modulo Z(H) .

On obtient ainsi une répartition des groupes en "familles" , deux
groupes appartenant & la m&me famille s'ils sont isoclines. Les groupes
abéliens forment la famille qui contient le groupe réduit & un élément.

Parmi les groupes finis d'une famille, ceux qui sont du plus petit
ordre possible forment la '"souche" (stem) de la famille.

Il en existe quand G/Z(G) et 62 sont finis 3 ce sont les groupes
de la famille pour lesquels le centre appartient au groupe dérivé. En effet
si G et H sont isoclines, les conditions (a), (b), (c) entratnent

que G, N z2(G) et H, N Z(H) sont isomorphes., Si G est fini s

lel = 16/z(c)l . lz(c)/z(c)n<;2| .lz(c)nczl y

et G est minimum lorsque | 2(G)/z(G) N G2l est le plus petit possible.
On peut toujours trouver dans la famille des groupes pour lesquels ce
facteur est égal & 1., Donc les groupes de la souche sont ceux pour lesquels
le centre appartient au groupe dérivé. Tout autre groupe fini de la famille
a pour ordre un multiple de l'ordre d'un groupe de la souche.

Etablissons maintenant la

Proposition 17 ¢ Les quotients des sous—groupes consécutifs de la suite
centrale ascendante de ¥ (r)/ ﬁﬁ(r)p , ont tous pour exposant p. Le
’

dernier terme distinct du groupe entier de cette suite est
£ .
(£)p,0/ L), o

Le groupe X (r)p et

,n-

son exposant est p . Il contient le centre de £ (r)/kC,(r)p 3 donc
’

/ !:(r)p,n est un p-groupe abélien élémentaire ;
n

ce ocentre a 1'exposant p . Appliquons le corollaire 8 (IV. 2) ; nous voyons
que chaque quotient de la suite centrale ascendante a pour exposant p et
la premidre partie de la proposition est démontrée.

Appelons ¢ la classe de <& (r)/ﬁﬁ(r)p,n 3 alors
Zc( £ (r)/ !Z(r)p n) est le groupe entier et le dernier quotient non
trivial est 2,( £ (r)/ L (r), )/2 (£ (x)/ L(x), ) -
Ce quotient est abélien élémentaire, donc Zc_1(éﬂ(r)/3f (r)p,n) contient
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le sous-groupe de Frattini du groupe entier, o'est-l—dire

< (r)p,1/‘£(r)p,n . Le groupe 1(,‘& (r)/ £ (r) est un sous-
groupe caractéristique de b4 (r)/.‘C(r) distmct du groupe entier et
il contient le seul sous-groupe caractéristique maximal qui est

£ (r)l:.”/.‘ﬂ(r)p,n (Proposition 4 du paragraphe II.5) ; il est donc
confondu avec ce sous-groupe caractéristique maximal et la deuxi®me partie

de la proposition est démontrée.

§2. Longueur de la suite des groupes dérivés de £ (r)/‘..“’z(r)p n
Il est clair que le n-i2me groupe dérivé de £ (r)/:&(r)p n est”
’
égal & {1}, par la formation m&me de £ (r) . Appelons en la lon-
gueur de la suite dérivée de £ (r)/ X;(r) .

L'étude de L ()% (r)p , @ montré que ¢, =2 .
9

Supposons l'entier n au moins égal & 3 » et supposons que pour tout
entier m tel que 2 $m £ n-1 , on ait e = m . Le dernier groupe dérivé
de L (r)/ %(r) distinct de {4} est un sous-groupe abélien normal
de 2 (r)/ £(r) .

Le théordme 8 nous montre qu'il est contenu dans

£ (r) /if,(z')p,n 3 d'od s

e 2¢ +1 = n-1t+1 = n .
n n-1

pyn-1

Nous avons remarqué que dn Sn 3 donc dn =n .

Quel est 1'exposant du i-2me groupe dérivé ( & (r)/ & (r) )(i)
La démonstration que nous venons de faire indique que (.'f,(r))(i) appar-

tient a £ (r) mais n'appartient pas & ¥ (r) Litt S ceci impli-
que que (€ (r)/p£ (r) ( ) appartient & L (r) / :C(r) mais
non & L (r)p i+1/ x, (r) 6i O €1 € net. Le thBdrame 2 (1 3)

9

montre que
(t(r)/%(r)p,n)(i) a l'exposant pn"i . D'ol 1a 1

Proposition 18 ¢+ La longueur de la suite des sous—groupes dérivés de
(1)
L(r)/ L), )

est n; le groupe ( &£ (r)/ &€ (r) a_pour
nei p,l’l
exposant p ( 0 S isn).

En passant au quotient, on voit que si un p-groupe fini est de longueur
n~{
P .

de Frattini n , 1'exposant de son i-&me groupe dérivé est au plus

§3. Ensemble des puissances p‘]-éémes des éléments.

Si l'ensemble des puissances p‘]-émes des éléments d'un p-groupe G est

lui-m&me un groupe, il en résulte que l'ensemble des puissances pd-émes des



52 CHAPITRE V

é1éments de tout quotient de G est lui-m8me un groupe. Si cette proprié-

té était vraie pour un entier J tel que 1 £ j < n-1 dans le groﬁpe
Lix)/ <L (x-)p,n , elle serait vraie pour tout p-groupe & r généra-

teurs au plus et de longueur de Frattini au plus n . Nous allons montrer

qu'il n'en est rien.

Proposition {9 Quel que seit l'entier j tel que 1 < j < n-i, 1l'en-
gsemble des nj-&mes puissances des §léments de LA (r)/x,(r)p n Dlest
’
pas_un groupe (n 2 2).
Démon#rons la proposition dans le cas n =2 et j = 1. Tout élément

de £ (r)/ -‘C(r) dont la p-idme puissance est différente de 1 appar—
tient & { £ (r)/ Z(r) } - {x«(r)p’1/z (r)p’zl (lemme 1)s Si x est

un tel élément, et si nous utilisons les notations du paragraphe I.4 , il

existew automorphisme 0, de £ (r)/ Z(r) qui applique x sur

1'élément a, du syatéme générateur {31,32,...,3 ] ae £ (r)/-‘C(r)p .
9

alors L -6 (ap) L'ensemble des puissances p-idmes des éléments de

x(r)/ z(r) est caraotéristique. Si xP appartenait au centre de

£ (r)/ z(r) 20 alors a. = 0(x’) appartiendrait aussi & ce centre.
Nous avons vu su paragraphoIII.4 (théordme 5) qu'il n'en &tait rien. L'inter-
section des puissances p-idmes avec le centre &L (r)/ x,(r)p’z est réduite
a {1} . si les puissances p-—idmes formaient un groupe, ce groupe serait
caractéristique, donc normal et il aurait avec le centre une intersection
non triviale [12 ; p.144] ce qui n'est pas le cas ici.

3

Passons au cas général. Si l'ensemble des p‘'-dmes puissances des &lé-
ments de L A (r)/z (r) formaient un groupe, l'ensemble des puissances
pj-émes des éléments de -‘C (r)/ x(r)p 1

Montrons que ceci est impossible. Les éléments de £ (:‘-)/.‘C (r)p +1
H

d'ordre au moins égal 3 p‘j +1 i+ et leur puis-
sance -1 _3me appartient a £ (r) / £ (r) (théordme 2).

Les puissanoes pj-émes des éléments de’ -t (r)/p-%(r)p’j+1 forment un
sous-ensemble de l'ensemble E des puissances p-idmes des éléments de

L(x), /L), oimt/ L)

est isomorphe au groupe &£ (r')/ ¥ (r')p , o ' = @(r,Jsp)
’

formeraient un groupe.

sont d'ordre exactement p

. Nous avons vu que £ (r) By

(paragraphe II.1). L'étude du cas n = 2, j =1 vientde montrer que cet

ensemble E a une intersection réduite & {1} avec le centre de

L (), 40/ L), 4

Le centre de L (r)/-t(r) est contenu dans L (r) / L(r)
Py +1 Pyd

Py i+t
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d'apréds le corollaire 4, donc il est contenu dans le centre de

Zo(r) 4= 1/ x(r)  §+1 et il a avec l'ensemble E , donc a fortiori avec
l'ensemble des puissances p'~8mes des éléments de x(r)/x(r)p 41
une intersection réduite A [1] La démonstration s'achdve comme dans le cas
ne2, j=1.

$4. Pour finir, donnons une méthode permettant d'obienir des représentations

fiddles de L(r)/ L (r)p”l .

Soient H et K deux sous—-groupes caractéristiques de

‘z(!‘)p,n_1/x(r)p’n+1 contenus dans z(1')!)’11/z(r)p’m’1 y tels que
/€ (r)

HCK et que L (r)p,n-d - n'induise pas 1'identit§ sur X/H .
De tels sous-groupes existent. Il suffit de prendre pour K et H deux

termes non consécutifs de la suite centrale descendante de

£ (r)p et / b4 (r) tels que K4 £ (r)p,n_i/x; (r)
/ ¥€(r)

Le centralisateur de K/H dans x(r)
qui n'ést pas ce groupe

/&L (r)

pyn+i

est un sous-

p,n-1 Pyn+i

groupe caractéristique de < (r)

pyn-1 pyn+1

lui-m&me.

Puisque JC (r)p,n-1/ x(r)
od r" = ¢(r,n,p) (paragraphe II.1), la proposition 4 indique que le
centralisateur de K/H dans £ (r)p n 1/$ (r)

Jn=
L0, /L6, . -

Cherchons le centralisateur C de K/H dans x(r)/.t(r) .

Soit x un élément de C n'appartenant pas &3 &£ (r) n—1/£ (r)p nt

- est isomorphe &2 XL (r")/x(r")p’a

pynet est

et soit pe l'ordre de x . Lezthéoréme 2 indique que e 23 ,.85i x oen=-
Q=
tralise K/H y alors y = = centralise aussi K/H et y a pour
exposant p2 3 il appartient donc a
I R NNV A CONN RS JCNIVE 252w b
Mais aucun élément de ce dernier ensemble ne centralise K/H . Donc C ne

possdde aucun &lément hors de L (r)p n/ &£ (r)
?
la s

pyn-1

pontl * Nous pouvons énoncer
’ .

Proposition 20 ¢+ Si H et K sont deux sous-groupes caractéristiques de
*9 = & (r) /& (r) contenu dans .‘G(r)p’n/ ¥ (r)

fels que HC K et gue g, ne centralise pas K/H g alors le centralisa-
teur de. K/H dans & (r)/ x(r)p,nﬂ est %(r)p,n/ §c(r)p’m_1 .

Puisque !«(1‘) /‘t (r)p n+1

le groupe K/H peut Gtre identifié & un espace vectoriel sur le corps & p

pyn-1 pyn+1 p,n+1 !

est un p-groupe abélien élémentaire,
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é1éments. Les automorphismes intérieurs de <€ (r)/ z,(r)p neq induisent
1
des applications linéaires de K/H .
La proposition 18 indique qu'on obtient ainsi une représentation fiddle de

L/ L), -
Nous pouvons prendre par exemple K = 'g s et Ha= ‘95+2 ou 3

2 €5 <842 < o(r,n,p)(p-1) + 1 .
Si 8 = @(ryn,p)(p-1) + 1 , 1le degré de la représentation est 3
o(ryn,p)? + o(r,n,p) - 1
sauf si p=2 , r=2, n=1 ol ce degré est 3 comme 1'indiquent les

propositions 10 et 12 et la proposition 8 .
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