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SUR LES p-GROUPES DONT LA LONGUEUR DE FRATTINI EST DONNEE
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SUITE p-DERIVÉE

CHAPITRE 1

Suite p-dérivée d'un groupe. Groupes ̂  (r)/ iÇ(r)

§1. Les groupes abéliens dont l'exposant divise un nombre premier p , fixé,
forment une variété (que nous noterons l / ) , c'est-à-dire une classe de groupes
contenant les sous-groupes, les images par des homomorphismes et les produits
directs de groupes de la classe [ l 0 , p.33 ]• II existe un moyen naturellement
lié à \J d'associer à chaque groupe G un sous-groupe G • DéfinissonsP » 'G comme l'intersection de tous les sous-groupes normaux N de G tels
que G/N appartienne à ^ .

Ce groupe G . est le plus petit sous-groupe normal de G qui soit le
noyau d'un homomorphisme de G dont l'image appartienne à ^\X . En effet,
si N_ (où i parcourt un ensemble l) est l*ensemble des sous-groupes
normaux de G tels que G/N. appartienne à U , alors f. ç^ N. est un
sous-groupe normal de G et G/ j ^ N . est isomorphe de façon naturelle
à un sous-groupe de ̂  G/N^ . On en déduit que G/ (^ N. est isomorphe
à un sous-groupe d'un groupe appartenant à V̂ et appartient lui-même à^U^.

Nous noterons pG le sous-groupe de G engendré par les p-ièmes puis-
sances des éléments de G et G' le groupe dérivé de G. Alors t

^,1 - ̂  ̂  »
sous-groupe de G engendré par pG et G' .

Le procédé peut se poursuivre. Nous définirons ainsi i
Ô • G -

Gp^ - <pG, G ' ) ,
^n+l " ^p.n^l où n e8t entier et n ̂  1 »

et nous obtiendrons une chaîne de sous-groupes complètement invariants de G ,
qu'on appelle suite p-dérivée de G [ 1 0 , p. 184].

Si cette chaîne atteint l'élément neutre 1 de G au bout d'un nombre
fini de termes, c'est-à-dire si G .. « ( l ) pour un entier N , alors lep> Ngroupe G a un exposant qui divise p et son n-ième groupe dérivé est ré-
duit à l'élément neutre. Notons que si G est engendré par un nombre fini
d'éléments, ceci entraîne que G est un p-groupe fini.

Si le groupe G est un p-groupe fini, le groupe G est le sous-groupe
de Frattini de G • Plus généralement, le groupa G est le sous-groupep,n+1
de Frattini de G et la suite p-dérivée est la suite des sous-groupes de
Frattini successifs de G ; elle atteint ( l ) au bout d'un nombre fini de



0 CHAPITRE I

•termes. Nous appellerons dans ce cas longueur de Frattini de G le plus petit
entier f (G) tel que ;

"P^G) - { 1 ) -
Les remarques suivantes seront utilisées dans la suite î

a) si H est un sous-groupe de G , alors t

H' c G' et pH c: pG .

D'où :

Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient ;
H c Gp,n p,n

b) si G et H sont deux groupes finis, alors »

( G X H ) * » G * X H ' et. p(GxH) = pGXpH .

D'où :

^P,! - "P.I^P.I •
Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient ;

^p.n • ̂ .n^n •
c) si <p est un homomorphisme de G , alors î

cp(G*) » (tp(G))' et y(pG) . p (p(G) .

D*où ;
«P(G^) . (y(o))p,i .

Plus généralement, en utilisant une récurrence, on obtient :

( 1 ) <P(G^) . (cp(G)}^ .

Donc les termes de la suite p-dérivée de G ont pour image les termes de la

suite p-dérivée de cc(G) •

Une conséquence de cette remarque est que

(<P(G)L ./(^(G))- „ . < = <p(G )/cp(G „ , ) est isomorphe à un quotient dup y n p, n+ î p, n p y n+1
groupe G / G . •6 p p,^ p,n+1

Utilisant les notations précédentes, nous pouvons tirer des remarques

(a), ("b), (c) les résultats qui suivent et qui concernent les longueurs des

suites p-dérivées, dans le cas où celles-ci sont finies.

(a ' ) f (H) < f(G) .

(b 1 ) f (GxH) - ma3c( f (G) , f (H)) .

(c * ) f(cp(G)) ^ f(G) .

{2. Dans toute la suite, nous noterons ô̂ ( r ) un groupe libre à r géné-
rateurs, où r est un entier et r ̂  1 . Appelons a , a , • • • , a un
système libre générateur de i6 ( r ) et donnons-nous un groupe G à r géné-
rateurs, où r est un entier et r ̂  1 . Appelons a , a , • • • , a un
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râleurs g. 9 g-, • • • y g . 1 1 existe un homomorphisme surjectif 6 de

«O (r) sur G y défini par :

e(a^) = g^ (i « 1 , 2, ... , r) .

D'après (l) x

G « e( ^(r) ) n entier ; n ^ 0 .p,n p,n
Supposons que G soit un p-groupe fini dont la longueur de Frattini soit

f(G) ^ 0 .

Alors t

" p . f C G ) - ^ et ^^(G))-^-
Nous en déduisons que ;

^p^G)^61- e -
Le groupe i6(r)/<SS(r) ^,^\ est un groupe fini puisqu'il possède un nom-

"bre fini de générateurs, que sa suite dérivée a un nombre fini de termes et

que son exposant est fini. Nous pouvons énoncer le :

Théorème 1 t Tout p-gr o upe fi ni a r ^jgéne râleur s et, de longue ur^de Fratt ini

f(G) est isomorphe à un quotient du p-jgroupe^JTinj. ;

ÏW/K (r)^) . '

L'étude de i£ (r)/ £ (r) où n est un entier, n ^ 0, donnera doncp,n
des renseignements sur les p-groupes à r générateurs dont la longueur de

Frattini est au plus n • On déduit, en particulier, des résultats concernant

l'ordre de G et la suite centrale descendante de G • Appelons i

c(r,n,p) la classe de ^ (r)/ £ (r) ,p,n
g(r,n,i,p) le nombre de générateurs du i-ème quotient de la

suite centrale descendante de -S£ (r)/ ^&(r) ,p,n
e(r,n,i,p) l'exposant du i-ème quotient de la suite centrale

descendante de X/(r)/ £ (r)p,n
Nous pouvons énoncer la ;

Proposition 1 » Soit G un p-groupe fini à r générateurs dont_ la longueur

de Frattini est f(G) » n ; soit c la classe de G , soient d. le nombre

de générateurs et e. l'exposant du i-ème quotient de la suite centrale à es -

cendante de G • Alors :

l'ordre de G divise l'ordre de i&(r)/^C(r)^

c < c(r,n,p) 5
P»n

d^ s g ( r , n , i , p ) 5
e- divise e ( r , n , i , p ) •

En fait, chaque quotient de la suite centrale descendante de G est iso-
morphe à un quotient du quotient de même indice de la suite centrale descen-
dante de ^ (r)/«S£ ( r ) p , n
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Si s ^ n y il existe un homomorphisme de î& (s)/ ^ (s) sur
/S P 9 ̂

</(r)/^6 (r) • Ceci prouve que c(r,n,p) est une fonction croissante dep»n
r , ainsi que g(r,n,i,p) et e(r,n,i,p) •

On remarque aussi que le groupe G/pG est isomorphe à un quotient de

( ̂  (r)/X (r)p^)/p( ̂  (r)/^ (r)p^) .
Et encore t si g est un élément de G et si a est un élément de

^6(r) tel que 6(a) «s g , alors le nomiDre d'éléments de la classe de conju-

gaison de g dans G est au plus égal au nombre d'éléments de la classe de

conjugaison de l'image a de a dans ®o(r)/isÇ(r) dans ce groupe lui-p y n
même. En effet, si un élément "5? de X (r)/»& (r) centralise "a" y sonp,n
image dans G centralise g et l'indice du centralisateur de g dans G

divise l'indice du centralisateur de a dans S&(r)/<3S(r) •p,n
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CHAPITRE II

Quelques propriétés des groupes ^(r)/^(r)p,n
Les notations sont les notations du paragraphe 1 ; nous supposerons tou-

jours r ^ 2 .

§ 1 . Ordre du groupe J<?(r)/^6(r)
M P 9 —

Les quotients Ï (r) / <25 (r) , (n entier ; n ^ 0) sont des p-
P 9n P »n+ ' (p

groupes a"béliens élémentaires ; en particulier le groupe «C (r) est d'in-
r ça , . p » '

dice fini p dans ^C (r) •

Un sous-groupe d'un groupe libre est libre ; quand il est d'indice fini, le

nombre de ses générateurs est donné par le théorème de Schreier [10, p .155 ] •

Si UL est un sous—groupe d'indice fini N d'un groupe li'bre à r gé-

nérateurs, le groupe <A^ est un groupe li'bre à N(r-l)+1 générateurs.

Le groupe «C (r) . est donc un groupe li'bre à (r—1 )p +1 générateurs.
P » '

Notation z soit cf(r, n+1, p) le nombre de générateurs du p-groupe abélien

élémentaire ï ̂ \^ 0-)p,n+1 •
Nous venons de voir que t v ( r ,1>p) = r

et x cp(r,2,p) = (r-1 îp^l .

Stablissons une relation de récurrence entre cp(r,n,p) et cr(r, n+1 , p) où

n ^ 1 .

Supposons que le groupe eL (r) soit un groupe li'bre à cp(r,n,p) géné-p y n—i
râleurs ; alors Ïf (r) est un groupe dont l'indice dans le précédent estp,n
fini et égal à :

p(p(r,n,p)

Appliquons le théorème de Schreier. Le groupe 56 (r) est un groupe

libre et le nombre de ses générateurs est :

<p(r, n+1, p) - CvCr.n.p)-!]?^'"'1'^ .

D'où la relation de récurrence cherchée.

Nous pouvons exprimer l'ordre du groupe ^&(r)/^C(r) 5 il suffit dePfii
remarquer que ;

K(r)/«(^J- TJ mr)^.,/^)^! .
Nous utilisons ici la notation habituelle : l'ordre d'un groupe fini G est

( c l .
D'où la ï

Proposition 2 : Le groupe ^ (r) est un groupe libre dont le nombre de

générateurs cp(r/n+1, p) est donné par la récurrence^

cp(r, 1 , p) » r 5 cp(r, n+1, p) » [cp(r,n,p)-1 ̂ ^'^l , n ^ 1
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n

et I VC1 '»1»?)
- l^(r)/:&(r)^l.p is1

La croissance de y(r,n,p) avec l*indice n est très rapide. Par

exemple ;

cp(2,1,2) . 2 ; cp(2,2,2) - 2^1 - 5 ?

CP(2,3,2) - 27-H . 129 5 CP(2,4,2) « 2136+1 > 1040 .

Remarquons que X (r) est un sous-groupe caractéristique de Ï, (r)
t/9 P ? P 9 ̂

distinct de X(r) (n « 0,1,...) . D*après le théorème de Levi [10, p.160]

on a :

Q <(.)„„-in.

§2. Structure du quotient de <X (r)/^6 (r) par son groupe dérivé.

Posons dans ce paragraphe et pour simplifier ^ « •C (r)/*0 (r)9 P»11

où n est un entier au moins égal à 1 •

Le groupe ^ / j es^ un P-groupe a'bélien à r générateurs dont la

longueur de Frattini est au plus n • D'après le théorème 1 , tout p-groupe

a'bélien à r générateurs au plus et dont la longueur de Frattini est au plus

n est un quotient de > / ^ •
Si nous désignons par Z n le groupe cyclique d'ordre p11 , et si H

est le produit direct de r groupes isomorphes à Z n, alors tout p-groupe

a'bélien à r générateurs au plus et dont la longueur de Frattini est au plus

n est isomorphe à un quotient de H .

Donc 7- / ^ ~ H , et nous pouvons énoncer la t

Proposition 3 F Le groupe ( £ (r)/ ï (r)p^)/( -6 (r)/ ̂  (r)^)1* est le

produit direct de r groupes cycliques d'ordre p •

Le groupe engendré par les puissances p -ièmes des éléments de

X(r)/A(r) est réduit à d) . Donc l'exposant de ^ est au plus p11.

Nous venons de voir que tout élément de ^ dont l'image dans Ç / Ç'

appartient à un système générateur litre de ce groupe ••t d'exposant au moins

P11 . Nous en déduisons que l'exposant de X/ (r)/<? (r) est exactement p".p, n
Si l'image dans ^ / ^' d'un élément appartient à un système générateur

libre de ^ / ^ ' 9 alors cet élément est d'ordre p11 • En particulier,

l'image dans ^ de tout élément d'un système libre de générateurs de

!ô (r) est d'ordre p" .
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Î3» Ordre des éléments de ^S(r)/J6(r)

Dans ce paragraphe» nous étudierons l'ordre d'un élément de

<S$(r)/ Z (r) en fonction de sa position dans la suite décroissante des

sous-groupes de Rrattini successifs !fj (r) •/•S£(r) du groupe
M P 9 n—i p, n

i£(r)/<(r) lui-même.p,n
Le cas n - 2 conduit au :

Lemme 1 î Le groupe X (r) ,/»£(r) ? se compose des éléments x ^

^(r)/^(r)p^ tels que ^p - 1 . '

Posons pour simplifier y 9 "(^/^(r) ? • Nous avons vu dans le

paragraphe 2 que ^ / -î es^ isomorphe au produit direct de r groupes
cycliques d'ordre p •

L'image dans M / ̂  d'un élément x de ^ d'ordre p est un élément

d'ordre P de M / ^ ou l'élément neutre. Cette image est donc la puis-

sance p-ième d'un élément de 'S / <S • Ceci prouve que x appartient à

< p ^ . ^ ' > - ^yxo.)^.
Réciproquement, tout élément de Xf (r) ./JÇ(r) ^ est d'ordre p ou

P 9 • P 9^
est l'élément neutre, puisque le groupe £ (r) a/^C (r) r, est un p-groupe

P > ' P»2
ahélien élémentaire.

Une conséquence immédiate du lemme 1 est que î

^ - { X (r) /X(r) ^) se compose des éléments de ^ dont l'ordre

est p

Etudions maintenant le cas général t

Théorème 2 ; L'ensemble des solutions de vP » 1 (i entier, n entier,

1 ^ n, 0 ^ i ̂  n) dans le groupe ^ (r)/ ̂ (r) est le groupe

XM,.,-̂  C>,,, •
Faisons une récurrence sur n • Le théorème est vrai pour 1 ; supposons-

le vrai jusqu'à l'entier n 5 nous supposons donc en particulier que les

solutions de xp « 1 dans ï^ (r)/^(r) sont les éléments de

^p.n-l/^p.n-

Cherchons les solutions de x? » 1 dans S6 (r)/ "£ (r) . Leur image

dans ^(r)/iç(r) est un sous-ensemble de l'ensemble des solutions dep ,n •
x- « 1 dans Ï (r)/ S6 (r) , donc un sous-ensemble de

^^p.n-l/^^p.n • Les ^olutions de ^ « 1 dans J£ (r)/-SS (r) ^
appartiennent à i6(r)p^/JS?(r)p^. pïn+

Or ^(r)p ̂  est un groupe liTare à un nombre fini v(r,n,p) de généra-

teurs et ^(r)p^ - ^^p,n-1^p 2 • I)(aPrès le lêmme 1 , l'ensemhie des
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solutions de 3^ - 1 dans î& (r)p ̂ / iC(r) ^ est donc

<C(r)p ^/ ^S (r) ^ et l'ensemble des solutions que ^ • 1 dans

^(r)/AS(r)p^ est le sous-groupe ^ (^p,̂  ̂ p.n+l ••

Faisons maintenant une récurrence sur i . Le théorème 2 est vrai pour

i - 1 ; soit 2 sî i ̂  n+1 et soit g un élément d'ordre p1 dans

<'(r)/-S?(r) ^ . Il existe de tels^^ments t par exemple, si a est un

générateur de '^(r), l'image de a13 dans if(r)/^(r) , est-
i VIA i P ̂  ̂ ^

d'ordre p puisque l'image de a est d'ordre p comme nous l'avons vu

dans le paragraphe 2. Par hypothèse de récurrence t

^ € ^p^l-d-D/^p.n.l- ^p.̂ -i/̂ p.n.l .

et g i X (r) n+2-i/^^^^p n+1 • n en ^ésul'fce ^^ l'image de g dans
^(r)/^o(r) ^^^ est un élément de l'ensemble des solutions dans ce groupe

de j^ » 1 5 cette image appartient à ^ (r) n+i^/^ (r) ^^ . D'où ;

^ ^^p^i-i/^^p.L-
Réciproquement, si g € X(r) _. J Ï, (r) „.< » sa puissance p-ième

l a p,n"ri--x p,n"rl T.—I
appartient à ^ (r)p n+1-(i.r1 )/^^^p n+1 et donc est solution cle ^ - 1 ,

, donc g est solution de x33 - 1 •

Une conséquence du théorème 2 est que l'ordre d'un élément g de

^(r)/^C(r) est p où i est le plus petit entier tel que g appar-

tienne à ^ (\^/X (r)^ .

Les solutions de ^ « 1 dans Ï (r)/S6(r) , où i est un entierp,n
fixé, forment un groupe. Nous remarquons que ceci entraîne que les solutions

de x- » 1 dans tout sous-groupe de ï (r)/ i& (r) forment elles-même unp,n
groupe.

Nous verrons plus loin, par contre, que les puissances p-ièmes des élé-

ments de •^(r)/^C(r) ne forment pas un groupe lorsque n > 1 .
p?n u

Enfin l'application (p : x 1——> x envoie

{^)^/^(r)^}-(X(^^/X(^} dans

( ̂ P.^/^p^ - t ̂ p^/^p^ ^^ ° ̂  - n-2 •

Î4« Automorphismes de î&(r)/^6(r)p,n
Appelons (a , a-, ... , a ) un système générateur du groupe libre

<î6(r) où r ^ 2 .

Un endomorphisme f de ^ (r) est défini par la suite

f(a^), f(a^), ... , f(a^) , et réciproquement, si b^, b , ... , b sont des
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éléments distincts ou confondus de i6'(r), il existe un endomorphisme f

de ^(r) tel que f(a.) « T a . , où i = 1 , 2 , . « « , r . Chacun des groupes

•v(r) est stable pour tout endomorphisme f de J& (r).

Il existe donc un homomorphisme naturel 9 du monoîde des endomorphismes de

^(r) dans celui des endomorphismes de JK-(r)/^fr (r) , où p est unp^n
nombre premier fixé. Cet homomorphisme est surjectif. Or, pour qu*un endomor-

phisme d'un p-groupe fini G soit un automorphisme, il est nécessaire et suf-

fisant que 1'endomorphisme induit sur le quotient de G par son sous-groupe

de Frattini G soit surjectif : en effet G est l'intersection des

sous-groupes maximaux de G , et l*imago de G est contenue dans un sous-

groupe maximal de G si et seulement si l'image de G/G . est contenue
p'dans un sous-groupe maximal de G/G y autrement dit, si 1'endomorphisme de

P » '
G/G . n'est pas surjectif.

Appliquons ce résultat à © (f) où f est un endomorphiaae de -& (r). Pour

que Q (f) soit un automorphisme de ÏC(r)/^C(r) y il est nécessaire et

suffisant que 6,(f) soit un automorphieme de <î6(r)/^6(r) . .
i P» '

Soit <S l'ensemble des endomorphismes de X/ (r) dont l'image par 6.

soit un automorphieme de i^(r)/^Ç(r) . . Alors ;

e^ ) . Aut(^(r)/<S£(r)p^)

groupe des automorphismes de iC (r)/^C (r)

Si m et n sont deux entiers au moins égaux à 1 tels que m > n ,

il existe un homomorphiàœe naturel de Aut( J& (r)/j£ (r)., ) surP )"•
Aut( ^(r)/^(r) ). En effet, tout endomorphisme de ^(r)/.S£(r) ^

stabilise ^)^/^)p,n, • •

II existe donc un homomorphisme naturel y du monoîde des endomor-

phismes de ^(r)/-2C(r) dans celui de J&(r)/X'(r) ^ .P»m P»n
De plus, il est clair que ï

e » y o en m,n m ^
donc y est surjectif. Enfin, un endomorphisme de ^C>(r)/-o (r) ^ et

son image par y induisent le même endomorphisme de ^(r)/^C'(r) , •- 'm,n P » '
Si nous nous limitons aux automorphismes de d£'(r)/^C(r) 9 nous voyons

donc que v est un homomorphisme surjectif de Aut( S€ (r)/«S£ (r) )^ 'm,n P»"1

sur Aut( Ï (r)/ ^(r) ). Enfin, si s est un entier tel que s ^ m ^ n tp,n
Y " Y ° V e^ " Y " id*•s,n 'ni,n •s,m 'n,n

Essayons d'obtenir quelques renseignements sur Aut( -^ (r)/ •C- (r) )

où n ^ 1 . D'après les remarques précédentes ;

Aut(^(r)/»(r)^,) ^ GL(r,p) ,

où GL(r,p) est le groupe des applications linéaires d'un espace vectoriel
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de dimension r sur le corps à p éléments, et il existe, pour tout entier

n ^ 1 , un homomorphisme surjectif y de Aut( ^(r)/^(r) ) sur
Aut( S6(r)/^(r)^) . nï pfn

Appelons Ker y^ ^ le noyau de y . Alors t

Aut( Ï (r)/ ÎC ̂ )p^)/Ker ̂  ̂  GL(r,p) .

Le sous-groupe normal Ker Y « est composé des automorphismes induisant l'i-

dentité sur Jé(r)/j&(r) ^ . Ces automorphismes sont l'image par 9 d'élé-
ments f de G tels que »

t(a^) - a^ où u^ ç ^^p,! et i " I» 2 > • • • » r •
Donc (6^ o f)(a^) • ^(^V11!) et l*élément ^(u^) est un élément arbi-

traire de ^(r)p ^/^C(r) .̂ Nous obtenons ainsi la forme générale d'un

élément de Ker Y < ®t nous connaissons l'ordre de ce groupe i

l^vJ • 1 ^)p,i/^)p.J r •
D'où le t

Théorème 3 > Le groupe Aut( ^(r)/ Ï, (r) ) oontient un sous-groupe nor-

mal Ker Y < > tel que le quotient soit isomorphe à GL(r,p) • Le groupe

^r Y^ ^ lui-même est un p-groupe dont l'ordre est | «C (r) ./^(r) ^ •

Tout élément de Ker y - est obtenu en choisissant pour image de chaque

élément d'un système générateur minimal de ï (r)/ £ (r) un élément arbi-
traire de sa classe modulo % (r) ./ £ (r) •

P » ' P»n
Le noyau de y , où m > n ^ 1 , est composé des automorphisœes de

<^(r)/^(r)p^ où' eju^) est un élément de <S& (r)p ^/^^p m t le8

notations étant celles utilisées plus haut et i - 1 , 2, ... , r .

Soit maintenant G un p-groupe fini à r générateurs, c'est-à-dire que

G/G , est un p-groupe abélien élémentaire, d'ordre p1' , et de longueur de

Frattini n . Si g^, g^, ... , g est un systèae générateur de G , il exis-
te un homomorphisme surjectif naturel v de iS(r)/j£(r) sur G défi-
ni par t

(Y o e^)(a^) - g^ (i • (, 2, ... , r) .

Le noyau de y est un sous-groupe normal 3& de £. (r)/i6 (r) •p ,n
Soit F le sous-groupe de Aut( ^6 (r)/ ̂  (r) ) qui stabilise %> . Ilp,n
existe un homomorphisme naturel, qui est surjectify de F sur Aut G • Le

noyau A de cet homomorphisme se compose des éléments de F qui induisent

l'identité sur le quotient de ï/ (r)/i6 (r) par 5& . Mais X est^ p,n
un sous-groupe de •C (r) ^/J£ (r) ^ puisque G possède exactement r

générateurs. Donc tout élément de A induit l'identité sur Sî(r)/i£(r) .,
P > 1

donc appartient à Ker "y , . On en déduit que À est un p-groupe. Puisque

Aut G 2: F/A , alors Aut G possède un sous-groupe normal, le sous-groupe des



ÉTUDE ÊE JC(r)/J6(r) 1 5P»" -'
•

éléments qui induisent l'identité sur G/Gp ^ image de Ker y H F , qui

est un p-groupe, et le quotient de Aut G par ce p-groupe est isomorphe &

un sous-groupe de GL(r,p) • On retrouve par une méthode différente un résul-

tat T»ien connu de la théorie des p-groupes finis»

Nous utiliserons dans la suite le corollaire suivant y conséquence immé-

diate du théorème 3 i

Corollaire 1 t Quel que soit l'élément x j^

{ i6(r)/i6(r) } - ( Ï. (r) / JS (r) } et quel que soit l'indice i

(1 ^ i ^ r), il existe un automorphisme de X (r)/X (r) qui applique

x sur l'élément Ô (a.) ûù. a.» • • • y a est un système générateur de

^(r) .

§5» Quelques propriétés des sous-groupes caractéristiques»

Bans ce paragraphe, nous poserons 6 (a.) " 3. si (a.> a^, • • • 9 a )

est un système générateur de a6 (r) et si 6 a la môme signification que

dans le paragraphe 4 •

Proposition 4 x Le groupe X, (r)/ ̂  (r) possède un seul sous-groupe

caractéristique maximal qui est !ô (r) </^(r) (on suppose n ^ l) •

II est clair que S/ (r) </-&(r) . est un sous—groupe caraetéristi-
P y 1 ? y H

que de i£ (r)/ it/ (r) • Ce sous-groupe est même complètement invariant,

c'est-à-dire qu'il est stable pour tout endomorphisme de »?(r)/«C(r) •p •n
Soit M un sous—groupe caractéristique de »£• (r)/ie (r) non conte-p, n

nu dans X^ (r) ./^C(r) • Alors M contient un élément x de

( SS(r)/-SC(r) >) - { ̂  (r) J' X. (r) } . D'après le corollaire 1 , il exis-
P9n P > ' P»11 ^

te r automorphisme s a , o? , ... , a de «C (r)/ ^(r) tels que

c^(x) - ^» °2^ " 1i;2> '^ > ^r^ " ^r '
Puisque x appartient au sous-groupe caractéristique M , les éléments

a.(x) -'a', où i « 1 , 2 , . . . , r appartiennent aussi à M • Le sous-groupe

M contient un système générateur de JC. (r)/ •C (r) ) il est donc lui-p,n
même le groupe entier et la proposition 4 est démontrée.

Supposons que 96 soit un sous-groupe caractéristique de

^£(r)/ ^C (r) « ~€^ , Tout automorphisme de ^ sta'bilise V» 5 lesp,n v 9
résultats du paragraphe précédent montrent que le groupe des automorphismes

de ^ / Ï6 est isomorphe au groupe des automorphismes induits sur ^ / 3&

par les automorphismes de ^ lui-même ; donc Aut( ,̂ / 5€ ) est isomor-

phe au quotient de Aut ^ par le groupe des automorphismes de ^ qui

induisent l'identité sur <^ / 36 ^ Puisque tout automorphisme de % / î&

provient de façon naturelle d'un automorphisme de ^ qui conserve 36 y
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c'est que tout sous-groupe caractéristique de <^ / 36 est l'image d 'un

groupe caractéristique de ^ qui contient X> et réciproquement.
D'où la »

Proposition 5 : Si, X est un sous-groupe caractéristique de

X-(r)/^ (r)p ^ Bt ^ > il y a identité entre l'ensemble des sous-groupes

caractéristiques de <^ qui contiennent V» et l'ensemble des images ré-

ciproques des sous-groupes caractéristiques du groupe ( JC. (r)/ Ï (r) )/X •
p»n

Appliquons la proposition 5 au cas où ^ « ̂  . Nous avons vu au

paragraphe 2 que ^ / ^ est isomorphe au produit direct de r groupes

cycliques d'ordre p" . Appelons » l'application de <6 / ^/ dans lui-
même définie par :

• » x 1———> ^ . •

Les seuls sous-groupes caractéristiques de % / fâ' sont les groupes x

V^^/^)^... ̂  ̂  /^ f) =. . . .=> ̂  /^ ) « ( 1 ) .
L'image réciproque du groupe ^{ ^/^*) est le sous-groupe de <& engen-

dré par te' et les puissances p -èmes des éléments de % (i « 1,2,... ,n).
D'où la 1

Proposition 6 ; Les sous-groupes caractéristiques de ^ (r)/J& (r) qui

contiennent le groupe dérivé ( X. (r)/ ^ô(r) ^)' sont les groupes1^11

HQ - ^ (^ / ^ (^p^^^ - -^KH s (^(^/^(rîp^)'.2à ^ est en-
gendré par ( Ï (r)/^ (r) ^) ' et les puissances poèmes des éléments de

06 (^/-^Mp^ (i « 0, î, ... , n) .

La proposition 4 indique en particulier que tous les sous-groupes de

la suite centrale descendante et ceux de la suite centrale ascendante distinc-

ts de £ (r)/î6(r) appartiennent à X. (r) J£{ï) . Nous améliore-
Vf11 Pï i p^n

rons ce résultat dans la suite.

Afin de continuer l'étude des groupes J& (r)/ ^(r) nous allons
p y n

étudier avec plus de détails le cas n « 2 .
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CHAPITRE III

Étude des groupes ^ ( r ) / ^ ( r ) où r ^ 2
P»*-

§1. Premières propriétés.

Pour plus de commodité, nous noterons dans tout ce paragraphe i

^- ^/-^ ^ ^- ^(r)^/X(r)^.
Le groupe ^ est métabélien. En effet ^8 / ^C est un p-groupe

abélien élémentaire. Donc <€Lf est un sous-groupe de ^C . Le groupe 5C
lui-même est un p-groupe abélien élémentaire. Donc ^ / » ^6 est un p-
groupe abélien élémentaire.

Nous utiliserons les notations suivantes <
si x., x , ••. y x sont des éléments de ^ , nous poserons :

Cx^] - ^x^1^1 et Cx^,x^, ... , x ^ î • Cx^,Cx^, ... , x^ ] ] .
De plus, si n est un entier au moins égal à 0 et si x et y sont des
éléments de \^, , nous définirons par récurrence ï

[Ox,y] - y ( [lx,y] = Cx,y] ? Cnx,y]«Cx,(n-l)x,y] si n > 1 .

Nous identifierons un élément a. où i = 1 , 2 , » . , , r d*un système géné-

rateur (a , a , ... , a } de ^C (r) avec son image 6 (a.) dans

^)/^)p,>-^ r

Nous appellerons commutateur élémentaire de poids n , où n est un en-

tier au moins égal à 2 , un élément de S& (r) de la forme :

Cx^,x^, ... , x^ ] où x^ ç ( a^ , a^, ... , a^] .

Enfin si x et y sont deux éléments du groupe ^â y nous poserons ;7

Le groupe ï/ (r) i/^^1 ')^ ? ss v^ est un sous-groupe caractéristi-
que de ^ . Tout élément g de Vf définit un automorphisme intérieur ;

x t"——> gx g de M, . C e t automorphisme intérieur induit un automor-

phisme de 3G .S i nous utilisons pour »K> la notation additive, ce

groupe y^ devient un espace vectoriel sur le corps à p élément GP(p) et

g induit une application linéaire "g de l*espace vectoriel 3C sur lui-

même. Nous avons entre les deux notations la relation suivante : quels que

soient l'élément x de 3C et réiément g de ^ on a :

(2) Cg,x] « (gxg-^x"1 . ?(x)-x « (?-l)x

Lemme 2 ï L'anneau des endomorphismes de ÎC» engendré par fc est
commutât if

En effet, le centralisateur de 3& dans ^ contient ÎK* qui est

abélien et le quotient de ^ par ce centralisateur est un p-groupe abélien

élémentaire qui est isomorphe au groupe des automorphismes de 3'v» engendrés

2
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par les automorphismes intérieurs de "6 • Quels que soient a y b dans %

et x dans <K? , on a ;

"a" T x = T iT x •

Lemme 3 ï Si a ej b appartiennent à € et si x appartient à 3C ,

alors :

(3) [a,b,x] - [b,a,x] .

Il suffit d'utiliser la relation (2) et le lemme 2 ;

[a,b,x:t « (a"-l)fb--i)x . Cb-.i)(î-i)x . [l),a,x] .

Du lemme 3 on déduit que, si b , b , • • • , b sont des éléments de ^

et si x appartient à »K> y l'élément [b y b , ... , b , x] est indépen-

dant de l'ordre dans lequel sont écrits les éléments b, , 'b. y • • • y 'b

D'où le ;

Corollaire 2 t Tout commutateur élémentaire de poids n ^ 2 a pour image

dans ^ • ï (r)/ ^î (r) ^ un élément de la forme :

[n^ , ... , n ,̂ a^, a^] ^

où n. 9 • • • y n sont des entiers positifs ou nuls tels crue ^ n. « n-2

^ a^, a € (a^, ..., a^,} .

Cherchons maintenant quelçiies relations plus précises satisfaites par les

commutateurs et utilisant la condition : l'exposant de 3é est le nombre

premier p ) remarquons que les relations précédemment obtenues au lemme 3

et au corollaire 2 restent valables si plus généralement le groupe K est

un sous-groupe normal abélien d'un groupe %. à r générateurs

a.y a.y • • • y a et si 3î contient ^ • Les calculs se font alors dans

l'anneau des endomorphismes de V^ •

Nous utiliserons la notation t (s) » s^8"1^ ^' C8"^1)

où s et t sont deux entiers tels que s ^ t ^ 1 ; nous poserons (§) « 1

si s entier positif au moins égal à 0 y (^) " 0 dans tous les autres cas.

Lemme 4 » Si s est un entier positif ou nul, si^ x est un élément de %,

et si u est un élément de 3G > alors ;

(4) x u « TT !'-fcx,u]^ , t entier .
s _s"u . n

t.O

Utilisons la notation additive :

.ïu. {(î-i^i)8 u. ncDcî-i)1!^u .. x^x-5 .Ïu . {(Î-1)+1)8 u . J Y (^(x-l)1 \ u

t-0

si nous remarquons que x

(x-lA . [tx,u]

et si nous revenons à la notation multiplicative, nous obtenons la formule (4).
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Ce résultat 'est encore valable si *~ est un sous-groupe abélien normal

d'un groupe XA et si 3C contient ^&/ •

Lemme 5 t Si t et p sont deux entiers tels crue 0 ^ t ^ p-1 , alors :

(5) ^(? - (^) •

En particulier, si p est un nombre premier et si 0 < t ^ p—2 y alors

P-1
^ (s) est un multiple de p •

8.0

En effet, si X est une indéterminée :

1 + (X+1) + ... + (X+1)1'-1 -Î2-1}£=.1
Jv

La relation (5) s•obtient en égalant les coefficients de X dans chacun

des deux membres. Si p est premier et 0 ^ t ^ p-2, on sait que (" .)
uT 1

est un multiple de p .

Corollaire 3 ; Sj^ x et y sont deux éléments de ^ y alors x

f^T ^Cxyy] - [px,y] .
s"0

Posons en effet u « [x»y] et utilisons les lemmes 4 et 5 e^ le
T) P—1

fait que u » 1 • Nous obtenons < ^T' a

rr'cx..] -nn .̂̂ ' -rrnr..,"̂ ' -rir'.."] •-0*1'fts-O s«0 t«0 s-0 t»0 't«0'

-"fn'Ctx^] t+1 - C(p-l)x,u] » C(p-l)x,x,y] - [px,y] .
't«0

Lemme 6 i 2A. x ^ y sont deux éléments d'un groupe et si n est un en-

tier au moins égal à 1 , alors »

(6) [x^y] » ̂ [x^] ...^ylx^] .
Il suffit de faire une récurrence sur l'entier n et d'utiliser la for-

mule bien connue : si a, b, c sont des éléments d*un groupe, alors t

(7) Cab,c] » ^,0^,0] .
On obtient » „ ../ ïl"~2 \

[x^y] - ^-^Cx.y] - ̂  rx,y] ... ^x.ylCx.y]) Cx,y]

- ^Cx.y] ... ^x.yïx.y] .
En oomlinant le lemme 6, le corollaire 3 et le fait que la p-ième

puissance de tout élément de M. appartient à ^G , nous obtenons le t
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Corollaire à » £i. x ^t y sv.nt deux éléments de ^ • SC (r)/J£ (r)
alors » pï2

Cpx,y] -ft ^Cx.y] - Cx^y] .
8-0

En particulier, si y est un élément de 3C . -& (r) /45(r) , ̂ S.

Cpx,y] - [x^y] - i .
Si a, "b, c sont des éléments d'un groupe, il est "bien connu que i

(8) Ça, Do] - Ca^Ca^] .
Supposons que a et c appartiennent à M. et que "b appartienne

à 5C • Alors »

(9) Fa, tcî - Ca,^Ca,c:| . Ca,D]Ca,c] .

En particulier, supposons que c " "b""1 s

1 - [a, \> iT1] - [a, l)][a, iT1 ] .
Nous voyons donc que si a appartient à (^ et si "b appartient

à 3C <
(10) [a,br1 - [a,b-1] .

Démontrons maintenant un lemme que nous utiliserons fréquemment dans la
suite»

Lemme 7 » S ,̂ x ^ y sont deux éléments de ^ • -8 (r)/-S?(r) , alors »

C(p-l)x,(p-l)y,x,y] . 1 .

Utilisons les résultats précédents »

C(p-l)x,(p-l)y,x,y] - C(p-l)y,(p-l)x,x,yî - C(p-1)y,px,y]
- [(p-iïy^.yî . [(p-iîy.ytx1^1 - Cpy^15^
- Cy1^]-1 " 1 •

Nous pouvons maintenant majorer la classe c(r,2,p) de i& (r)/ ^(r\/ P » 2
Proposition 7 x La classe du groupe ^g (r)/-S£(r) est au plus égale

à l

r(p-l)+1 .
Un commutateur élémentaire a pour image dans % « °^(r)/^(r)

un élément de la forme t

z - Cn^, ... , n ,̂ a^, a^] , r

où n^, ... , n sont des entiers positifs ou nuls. Posons n a 2 + ) n. .

i=1
si n ^ r(p-l)+3 , l*un au moins des nombres n., • • • • n est supérieur oui r
égal à p et le corollaire 4 entraîne z « 1 .

Si n « r(p-l)+2 et si aucun des entiers n , • • • , n n'est supé-
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rieur ou égal à p , alors n, .... . n̂ . . p-1 . Dans ce cas

"i "" n-) " P-1 et le lemme 7 montre que z « 1 .

Donc ^(p^-i •
L'étude qui va suivre de % ^Î/^C1')?^ montrera que la classe de

H (r)/-SS(r) ^ es-fc exactement égale à 9 r(p-l)+1 .

Noue étudierons pour commencer le cas plus simple r - 2. Nous utilises
rons ensuite les résultats obtenus pour r - 2 dans l'étude du cas général
r ^ 2 4

Î2. Étude des groupe ^(2)/iff(2) ., .
P>^

Soient a^ et a^ les générateurs de jg (2) que nous identifierons

avec leur image canonique dans ï (2)/<S& (2)^ ^ . Nous poserons dans tout ce

paragraphe ^ - X (2)/ « (2)^ et 5 C : ^ ^p,l/^ ^)p 2 -

La classe c de ^ est au plus égale à 2(p-l)+1 - 2p-1, ainsi que

l'indique la proposition 7 appliquée au cas r - 2. Les paragraphes 11-1

et 11-2 nous fournissent l'ordre de <6 et celui de ^ . Ainsi »

1 ^ 1 . p2^1 .pP2^ et |^/^'| - p 4 .
D'où » 2 2

IÇ ' I - l^l , p^p^^-pP-1 .
Le groupe ^f » ̂  ^ est un p-groupe abélien élémentaire d'ordre

p^-1
P ? c'est donc un p-groupe ahélien élémentaire à p2--» générateurs.

Si o est la classe de ^ , la suite centrale descendante de <fi :

t$ - ^ ,= ^=...- ^^ ^ c . 1 - t H .

permet de définir une suite de p-groupes ahéliens élémentaires »

H,- <î,/ ^ .... ,H^ ^,/ ^^,... ,H,.

• ^ c/ ^ c.1 - ^ c
et le groupe t^ ^ est isomorphe au produit direct des c-1 groupes pré-
cédents»

^L 2: H- X ... X H

Si c < 2p-1 , nous poserons H. - Ç i/ ^5 • i 8i c < i ̂  2p-1 .

Alors ^ ^ -• ^ ^i • (l) et H^ est réduit à l'élément neutre.

pans ces conditions <

( 1 1 ) ^ 2: H^ X . . . XH^

certains facteurs (les derniers) pouvant être réduits à un élément.

Nous savons [3, PP. 1 5 1 - 1 5 2 ] que ^ n » quel que soit l'entie^ n au
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moins égal à 1 , est engendré module x< par les images de tous les com-

mutateurs élémentaires de poids n ; le corollaire 2 et la relation (9) indi-

quent que te est engendré modulo ^ par les éléments de la forme

('n a - ^â?» a-» » a? 1 ou "i et n^ sont des entiers positifs ou nuls tels

que n^+n^ a ï1^ 5 le corollaire 4 indique de plus que, si max(n ,n-) ^ p,

alors (n^, n^a^, a^ , a^) = 1 .

Le nombre de commutateurs élémentaires de la forme [n a. , ^BO » a-i » a^ ]

où ï1-"*'11^ ss î1-^ est égal au nombre de représentations de n-2 comme somme de

deux entiers n,,n positifs ou nuls, l'ordre étant à considérer ; le nombre

de ces représentations est n-2+1 = n-1 $ on peut en effet choisir

n, a 0, 1 , • • • , n-2 et le choix de n^ s'en déduit.

Si p ^ n-2 ^ 2p-3 y c'est-à-dire si p+2 ^ n ^ 2p-1 , le corollaire 4

indique que certains de ces commutateurs élémentaires ont pour image 1 dans

\iL • Leur nombre est le nombre de représentations de n—2 comme somme de

deux entiers n.»n positifs ou nuls dont l'un est au moins égal à p , et

l'ordre étant à considérer ; donc leur nombre est égal au double du nombre de

représentations de n-2-p comme somme de deux entiers positifs ou nuls,

l'ordre étant à considérer, c'est-à-dire 2(n-2-p+l) » 2(n-p-l) •

Le nombre de générateurs non triviaux de ^ / T^ ^ obtenus est au

plus »

(n-1) - 2(n-p-l) » 2p-n+1 .

Le nombre de générateurs d'un groupe de la suite ;

(12) H^, H^, ... , Hp, Hp^, Kp+s» • • • ' ^p-l

est au plus égal au nombre de même rang dans la suite î

( 1 3 ) 1 , 2, ... , p-1, p, p-1, ... , 2 .

Or la somme des termes de la deuxième suite est ;

S « 1+2+...+P-1 + p + p-1 +...+2 - 2 ^ i -(p+1) = 2 np^ - (p+1) » p2-!.

î l

De l'égalité ( 1 1 ) nous tirons :

•pP2-1 - 1 ^ 1 - |H^| . |H^l ... |H^_,| ^ p3 . p12-1 .

Nous en-déduisons que 3 est la somme du nombre des générateurs des groupes

de la suite ( 1 2 ) , donc que la suite (13) est la suite des nombres de géné-

rateurs de la suite des groupes ( 1 2 ) ) en particulier ^^ . est un p-

groupe abélien élémentaire à deux générateurs et la classe de ^ est

c = 2p-1• D'où la î

Proposition 8 : La classe de ^ » ^ (2) /^S(2) ^ est c(2,2,p) « 2p-1.

Le groupe ^ / (^ î est un p-groupe abélien élémentaire dont le nombre
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de générateurs est n-1 jgj. 2 ^ n s; p+1 ^t 2p-(n-1) ^ P+2 s? n ^ 2p-1,

c'est-à-dire que la suite des nombres de générateurs de

^ 2 / ? 3 ' • • • ' ^ 2 p - 1 / Ï 2 p " ?2p-1 -^ 2

1 , 2, ... , p-1, p, p-1, ... 2 .

Quels renseignements pouvons-nous obtenir sur la suite centrale ascen-
dante de VL. ? Nous savons que ses termes successifs

(l) « Z^( <^ ) <= z ^ ( % ) c ... ^Z^ (^ ) sont tous contenus dans 36 qui

est le seul sous-groupe caractéristique maximal de 6, y comme ra montré la
proposition 4 .

Appelons ^ l'ensemble des éléments de la "base de Ç déterminée au

début de ce paragraphe ) c'est l1ensemble des éléments de la forme

C^a^y û ,̂ ̂  ̂  9 où 0 ^ n^ ^ p-1 5 0 ^ n ^ p-1 et où n et n

ne sont pas tous les deux égaux à p-1.

Si nous adjoignons à } les deux éléments a^ et af , nous obtenons
rty — 1 2

une "base de J\> . Nous utiliserons les notations du paragraphe 1 .

Lemme 8 » L'homomorphisme a" -1 (resp "?-1 ) ^e, ÏC est une applica-

tion de 1'ensemble ^ U ( 1 ) dans lui-même. Si deux éléments de cet ensemble

ont une même image différente de 1 , c'est qu'ils sont égaux.

En effet î (^-l)(Cn^, n^ , a^ , a^ ]) - C(n^+1 )a^,n^ ,a^ ]

(^-l)([n^, n ,̂ a^, a^ ]) - [n^a^(n^+1 )a^,a^ ,a^ ] $

Ces images sont toutes les deux égales a i si et seulement si l'on se

trouve dans l'un des deux cas suivants (

n^ - p-1 et n « p-2

ou n « p-2 et n, • p-1 ,

c'est-à-dire dans le cas où l'élément de ^ est l'un des deux générateurs

de ^2p-1 •
Remarquons que l'image par a - 1 ou a - 1 d'un élément de poids n

de ^ est 1 ou un élément de poids n+1•

Enfin » (î^l)(a^) - 1 - (^-l)(a^)

(14) ^-D(a^) - [a^î - Ca^r1 - Cpa^ F1 - C(p-l)a^a^a^] .

(15) C^-iXa^ - Ca^a^ - [a^a^r1 - [pa^]-1 - C(p-1 )a^a^a^ r1 .

L^tmage de â^ par ^-1 est un élément de ^ qui n'appartient pas

à (^-l)^ » celle de a^ par î -1 est l'inverse d'un élément de ^ qui
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n'appartient pas à (ï—1) )

Un élément y de 9C peut s'écrire d'une façon unique sous la

forme :
pr^ prt? T""T "("i» "o)

(16) y - a^ a^ | (Cn^, n ,̂ a^ , a^] ' <-

où 0 ^ r. ^ p-1 (i - 1,2) et où le produit est étendu à tous les éléments

de f et u(n , n^) est un entier tel que 0 ss u (n ,9 n«) ^ p-1 •

Déterminons le centre de ^L • II se compose des éléments y du type

précédent tels que t

(^-D(y) - 1 . (a^-l)(y) .

Le lemme 8 et les relations (14) et (15) indiquent que r. m r » 0
\""et que u(n,, n ) « 0 pour tout élément de ^ qui n'est pas de poids 2p-1.

Donc Z ^ ( Ç ) - Ç^ .

Montrons que les premiers termes de la suite centrale ascendante coïn-

cident avec les derniers termes de la suite centrale descendante. Ceci est

vrai pour Z ( ^) et M, .. Faisons une récurrence.

Supposons que ^ . ( u . ) " ^ ^ . où 1 ^ i ^ p-2 • Posons n « 2p-i $

nous supposons donc p+1 < n ^ 2p—1. Un élément y de la forme (l6) appar-

tient à Z. ( M,) si et seulement si son image par "fiT.-l et son image par

'3-1 appartiennent toutes les deux à Z ( <SL ) • Ç« , « <S ; chaque

facteur présent dans l'expression de y avec un exposant non nul appartient

à ^ et son poids est au moins égal à n-1 \ ces élément» sont les généra-

teurs de ^ . « w^ . . modulo i2 f réciproquement tous ces

éléments appartiennent à Z. .(%.) . Donc s

^.A)- S2p-i-1 •

Examinons le cas où p ^ i ̂  2p-2 • Nous venons de voir que

Z ( ^ ) « .d .Un élément y de la forme (l6) appartient à Z ( fe )

si et seulement si ne figurent avec un exposant non nul que des facteurs de

poids au moins égal à p, ou a" 9 ou a" • Donc Z ((L ) • Ç •(a~ a") •

D'une façon analogue, une récurrence montre que, si p ^ i ̂  2p-2,

alors

^S î - ^p- '̂ ̂  •
D'où la t
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Proposition9 » La chaîne centrale ascendante de < ,̂ « •!?(2)/j?(2) „ est- ^ p^2 -——
la suivante t

ĵ. 1 < i ^ p-1 , alors Z^( ^ ) - Ç ̂ ^ 5

î p ^ i ^ 2p-2, alors Z^( ̂  ) - ^ gp^-^ a^> .

Nous voyons en particulier que Z « 3C « ^& (2) -/•6(2) /, ,
<=- P—<- P » « P 9 ̂

Î3* Suite centrale descendante des groupes SC (r)/ ^6(r) ^ si r ^ 2.

Soient a,f a«, • • • , a les générateurs de -SÇ (r) que nous identi-

fierons avec leur image canonique dans «Ç (r)/ •C (r) ^ • Nous poserons
dans tout ce paragraphe :

^ . ^(r)/.6(r)^ et X . À5 (r)p,,/.C (r)^ .

a- La classe o « c(r,2,p) de ^ est au plus égale à r(p-l)+1 , ainsi

que l'indique la proposition 7. Les paragraphes 11-1 et 11-2 nous fournis-

sent l'ordre de Vi et celui de ^ / • Ainsi î

1^ 1 - p^p^^1 - p(r-l)p^r+1 ^ |^ / ^'l . p2r ^

D^ù i

l^'l - l^ ( t P^ • p^-1^-15 .
Le groupe V' » L̂ ^ est un p-groupe a^élien élémentaire d'ordre

p^ ~ )\v ) ç c'est donc un p-groupe ahélien élémentaire à (r-l)(p -1) géné-

rateurs* La suite centrale descendante de Vi \

^ • ^= ^ S " - " ^ c ^ ^c., ° 1

est telle que chaque quotient f ' I f ' ^ ( l ^ i ^ c ) est abélien» Po-
sons H. " 8 ./ ^ . , (l < i ̂  c) . Formons le produit direct i

G « Î L X H ^ X . , . X H1 - 2 c

suivant la méthode utilisée pour associer un anneau délie gradué au groupe nil-

potent ^S [9 ) I, 2 ] 5 nous nous intéresserons seulement à la structure
9

de groupe abélien sur H » I L X » » , x H • Chacun des facteurs IL» • • • y H

de H est un p—groupe atélien élémentaire dont le nombre de générateurs est

g(r»2,n,p) avec les notations introduites 1-2 • Nous savons que

%2 ^ H X ... X H .

Donc i o

][g(r,2,n,p) - (r-lKp1'-!)

n"2
Si c < r(p-l)+1, nous introduisons H . " • • . • H / i ^ i ' t 1 ! et

enfin H^p_,^ . (l} .
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En posant g(r,2,n,p) « 0 si c < n ^ r(p-l)+2, nous obtiendrons les

relations

(17) H-H, X . . . XH^^:, g, .

r(p-1)+2

(18) ^ g(r,2,n,p) - (r-l^p1'-») .
n-2

Appelons N(r,n,p) le nombre d'éléments de •6 (r) de la forme t

(\) » [n^, ... , n ,̂ a^, a^] ,̂

où 0 < n. ^ p-1 (n. entier, 1 ^ i < j ^ r, tels que x ^ n. • n-2 }

n entier, 2 ^ n ^ r(p-l)+2 ) . i-1

Formons le p-groupe abélien élémentaire K (r) à N(r,n,p) généra-

teurs, que nous identifierons aux éléments (B ) de iÇ/ (r).

Il existe un hoœomorphisme f (r) de K (r) sur H (r), l'image de
n — . "

[n.a., • • • f n a , a., a.] étant son image naturelle dans H / ̂  . .

Si nous posons t

K(r) -K^(r) x ... X K^^(r) ,

il existe un hoœomorphisme naturel f(r) de K(r) sur H , qui est l'homo-

morphisme tel que fj.. (r) - f (r) (n •t- 2, • • • , r(p-1 )+2 ) •
n

Le nombre des éléments (B ) où 2 ^ n ^ r(p-1 )+2 est p1'^) puis-n fc
que chaque coefficient n. (1 < i ̂  r) est susceptible de prendre n'importe

quelle valeur entre 0 et p-1, et qu'il existe (r) choix possibles pour

les couples (i, j). Donc le nombre de générateurs du p-groupe abélien élé-

mentaire K(r) est p1'.^) .
Supposons que nous ayons trouvé p(r,n,p) éléments linéairement indépen-

dants de K (r) et qui appartiennent au noyau de f (r). Alors tn n

g(r,2,n,p) ^ M(r,n,p) - p(r,n,p) .
Si de plus t

r(p-l)+2

^ (N(r,n,p) - P(r,n,p)} - (r-lKp11-!) ,

n-2

nous aurons prouvé que le nombre de générateurs g(r,2,n,p) de

H (r) " S / S < 68't exactement N(r,n,p) ( et si enfinn • n » n+i
g(r,2,n,p)+1y p) > 1 , nous aurons prouvé que la classe de ^ est r(p-l)+1.

Nous ferons une récurrence sur le nombre de générateurs r de ^ .

Si r • 2, nous avons vu au paragraphe 2 que nous pouvions choiair t

P(2,n,p) - 0 si 2 ^ n ^ 2p-1

et p(2,2p,p) - 1 , car l'élément [(p-1)a^,(p-1)a^, a^, a^ ]
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a pour image 1 dans H (2). Alors î

2p

^[N(2,n,p) - P(2 ,n ,p)] . p2-!

n-2

et g(2,2p-1,p) • 2 > 1

Supposons donc que l'étude de ï/ (r-1 )/ ̂  (r-1 ) (où r ^ 3) nous

ait permis de trouver (r-1)(p-1)+1 nombres entiers positifs ou nuls

g(r-1,n,p) où n « 2,...,(r-1)(p-1)+2 , ayant la signification indiquée
plus haut et tels que

(r-l)(p-l)-».2 (r-t)(p-l)4.2

^ p(r-1,n,p). { ^N(r-1,n,p)} - (r^p^-l)»n
n«2 n«2

(H) - (r^) p1--1 - (r-sKp1"-1-!) . (r^) ^-\r-2 .

Supposons en outre que les g(r-1,n,p) relations entre images de pro-

duits de commutateurs élémentaires de Ï/ (r-1) aient été obtenues en utili-

sant seulement le corollaire 2 p. 1Ç , le corollaire 4 p.20 et le
lemme 7 p. 20.

Si ^6 (r) est un groupe litre ayant pour système générateur
(a^, a , ... , a ), le sous-groupe engendré par (a?, • • • > a } est un

groupe litre à r-1 générateurs. Les éléments (B ) dé X (r) pour

lesquels n, • 0 et i / 1 , appartiennent à (& ^ ... , a ) 5 le groupe

K (r-1) peut ainsi naturellement être plongé dans K (r) • Les g(r-1>n,p)

éléments linéairement indépendants de K (r-1) qui ont pour image par

f (r-1) l'élément neutre de H (r-1) , considérés comme éléments de K (r)

ont pour image par f (r) l'élément neutre de H (r) •n n

Cherchons des éléments de K (r), n'appartenant pas K (r-l) dont l'ima-

ge par f (r) soit 1 • Nous utiliserons pour. cela le corollaire 4, le

lemme 7 et la relation de Ph. Hall qui est la suivante <

Si x, y et z sont des éléments d'un groupe G t

Czx>y»2].[y2,x,yî.Cxy,z,x] - 1
D^ù

['3c,y,z][z,x,y]Cy,z,x] s 1 mod G

Cette relation est d'une grande importance dans la méthode qui permet

d'associer un anneau de Lie gradué à certaines suites de sous-groupes d'un
groupe [8, Ch 1]• loi elle devient <

(19) [x»y»«][2»x,y]Cy,z,x] - 1
car C^z] - [ [z,x]x,y,z] - ^^^xm^.C C«,x],y,z]

- Cx»y»z]
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La relation (19) nous permettra d'écrire des relations t

(0^) (^^^ tC. ..,n ,̂...,n a - > • • - » (n^+1 )a^,... ,a^,a .].[... ,n ,̂...,

(n_+l)a ,...,n^a^,...,a^,a^r

C...,(n^+l)a^,...,n,a,...,n^a^,,«.,a.,a^]} « 1

où les points représentent des termes de la forme n,a.» d'indices distincts y

où a^ ç ta^,...,a^} - (a^, a., a,}, où n^, n , n ,̂ n^ sont des entiers

compris entre 0 et p-1 , où ) n s n-3 et i < j <' k .
sï-1 8

Si l'un au moins des entiers n., n.» n, est égal à p-1 , le

corollaire 4 montre que l'un au moins des facteurs de (C ) a une image

par f (r) égale à 1 •

A chacun des éléments de K (r) de la forme x
n &

(B^) [(n^+l)a^,...,n a ,...,n^a^,...,a ,a^] où ^ "g " "̂  •>

0 S n f. p-2 et 1 <- j <r k < r, nous pouvons associer l'élément :

X(n^...,n^,j,k) • [n^a^,... ,n a ,... ,(n^+1 )a^,... ,a^a. ][n^a^... ,(n +1 )a.,

• • • ,n^a^,... ,a^ »a^]~- C(n^+l)a^ ,...,n.a,,... ï^^^j»^!

La relation de Ph. Hall indique que i
(f^(r)} X(n^,...,n^j,k) « 1 . ^

Le nom'bre total d'éléments X(n,,..«,n ,j,k) lorsque 1 +^ n varie

de 1 à r(p-l) est clairement :

(^2-1) P^ l̂) .
A chacun des éléments de K (r) de la forme tn r

(B^) C(p-l)a^,... ,n.a.,. . . ,n^,.. . ,a^,a^] où ^. "g - n-2-(p-l) et où

il existe un entier k supérieur strictement à j pour lequel n, / 0 {

nous associons l'élément t

Y(n^,...,n^,j) - C(p-l)a^,...,nja.,...,n^a^,a^a_]C(p-l)a^,...,(n.+l)a.,...,

(n^l)a^,a^r1

où k est le plus grand entier tel que n, / 0 dans l'élément

[(p-l)a »... ,n.a .,..., n.a^,.. .,a ,a .] choisi de la forme (B^) .

D'après la relation de Ph. Hall (f^(r)) fY(n^,...,n,j)} - 1 .

Si j est fixé» tel que 2 ^ j ^ r, le nombre total des éléments du

type (B") où n varie de 2 à r(p-l)+2 est < p1'"1 - p^ .

Enfin si :
(B^') 2(n^,...,n ,j) - [(p-l )a^,... ,n ,̂... ,(p-1 )a^a^a^] où
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J-1
^ n - n-2-2(p-l) et j / 1 , le lemme 7 indique que

s"^
(t^r)) (Z(^,...,n^,j)} - 1 .

Si ) est fixé, tel que 2 < j < r , le nombre total des éléments du type

(B"») où n varie de 2 à r(p-l)+2 est $ p0""2 .

Si j est fixé, le nombre total d'éléments Y(n,,,...,n ,j) et

Z(ng,...,n^,j) est t p1""1 - p3"1 4. p3"2 .

Faisons varier j de 2 à r • Nous avons obtenu au total s élé-

ments y appartenant chacun à l'un des K (r) et tels que leur image par

l'homoœorphisme f (r) correspondant soit l'élément neutre 5 et

B, - J, (p^ - p^ 4. p^2) - (r-Dp-1 ̂  ^ + T P0 •

- (r-l)?1*-1 - p^ + 1 - (r^)?1'-1 + 1 .

Pour un n fixé, les éléments faisant intervenir seulement a,,,«».,a ,

trouvés au préalable, les éléments X(n.,...,n ,j,k) , T(n^,...,n ,j) et

Z(n-,.««,n. ,,j) sont linéairement indépendants dans K (r) puisque les

premiers sont linéairement indépendants et que les éléments des trois derniers

types possèdent chacun un facteur qui leur est propre (facteurs du type (B*)
ou (B"), ou (B"') ) • Appelons p(r,n,p) le nombre des éléments de ces

quatre types pour n fixé. Alors ;
r(p-l)-».2 (r-l)(p-l)+2

7 p(r,îi,p) - ^ P(r-1,n,p) + (r^ ) p1'-1 (p-1 ^(r^)?1'""1 + 1

- (r^) P1'"1 4. r-2 4. (r^) p^^p-l^d^)?1'-1 + 1

. (^) p^^i .

La fonction p(r,n,p) de l'entier n (compris entre 2 et r(p-l)+2 ) que

nous venons de déterminer, satisfait à la relation obtenue à partir de la

relation (R) en y remplaçant r par r+1 .

Le noyau de f (r) est engendré par les p(r,n,p) éléments des quatre

types indiqués plus haut et correspondant au poids n fixé. Le noyau de la

restriction de f (r) à K (r-1) est de même dimension que le noyau de

f (r—l). Ceci indique que l'intersection de & avec (a^, • • • , a ) est

exactement le n-ième terme (a-,.*.,a ) de la suite centrale descendante de

2 > * * * t a / *
Déterminons explicitement un système libre de générateurs de S. qui

soit formé d'images dans ^ de commutateurs élémentaires de f/ (r), et

tels que les images des commutateurs de poids n dans ^C (r) dans ce
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8y"tème, forment un système libre de générateurs de Ç / ^Ç . ̂  H (r) ••

La récurrence précédente permet de remarquer qu'on obtient des éléments

indépendants des deux types suivants »

(l) C(p--l)ag,...,n a ,a^,a ] où 1 ^ s <- j < r et n./p-l

(il) [n a ,... ,n a ,a ,a .] où 1 ^ s <- j < r et n / p-1

Les éléments (B'), (B")» (B"') et les éléments de type (l), (il), pour

s • 1 y forment, avec l'ensemble des éléments de type (B ) où a, n'inter-

vient pas, un ensemble de systèmes générateurs pour les quotients successifs

^ /K (n ^ 2). Les éléments de type (B^), (B^), (B**^) s'expriment ei

fonction des autres éléments de ces systèmes 5 on peut les exclure des sys-

tèmes générateurs. Supposons que les éléments de type (l) et (il) où s > 1

forment un ensemble de systèmes générateurs des quotients H (r-l). Nous

voyons que les éléments de type (l) ou (il) forment un ensemble de systèmes

générateurs des quotients ^ / ^^ (n ^ 2)*
Le nombre d*éléments du type (l) est »

'y'JT p^-fp-Dl. 'yiï.'- - y>3-'Hî ,^--(p-i)l. 'ÎH.'- -î>3-'}
i»1 lj»s+1 f s"1 lij«s+1 j"s+1

r-1 . r-1 \

. ^(p^-l) «( ^p 1 ) - r .
s«1 v i-0 /

Le nombre d*éléments du type (il) est ; ^

^ (r-s)?1'-^?-!) - 1 (r-s^p^3^ - p1'-8) . ^ (r-s+t)?^8^ - ^ p1'^1

SB1 r s-1 ^ r-1 F1 r 8"1

- ^(r-s)?1-8 « ^ j P3 - ^ j P3 - ^ P1 • r p11 - ]; P1 .

s»1 J-1 j-0 i«1 i"1

Le nombre total d'éléments des types (l) et (il) est »

( ^ p1 ^ - r + r p1' - ^ p1 - 1 - r + r p1' - ̂  - (r-lKp^l) ,
v i-0 / i-1

qui est la dimension de ÏL - considéré comme espace vectoriel sur le corps

à p éléments.
Donc l'ensemble des éléments de (^? images de commutateurs élémen-

taires de ÎC (r) des types (l) et (il) forme un système libre (S^) de
générateurs de ̂  et les images des éléments de poids n de ce système

générateur forment un système libre de générateurs de y n^ ^ n+1 '
Choisissons en particulier n » r(p-l)+1. Les éléments de (S^) qui

engendrent ^ / < \ 4 sont, suivant les deux types t

l'élément î [(p-1 )a^,... ,(p-1 )a^i > (P-2)8^»81! 'S^
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les r-1 éléments t C(p-2)a^,(p-1)a^,...,(p-1)a^,a^,a . ] où 2 ^ j ^ r .

Au total, nous obtenons r générateurs. Donc %. , x est un p-

groupe abélien élémentaire à r générateurs. Nous pouvons énoncer le »

•Théorème 4 » La classe de ^ « ^(r)/.SC(r)^ ^ r(p-l)+1 (r ^ 2).

Le ff-oupe <Ç y(p_()^ est un p-groupe abélien élémentaire à r généra-

teurs. On obtient un système libre générateur de Ç / ^ où
, f n y n+1 —"-

2 ^ n ^ r(p-l)+1 en prenant les éléments x

(l) C(p-l)a >...,n a ,a ,a ] où 1 s s < j ^ r ; n. / p-1B J J ° J p ,)

et ^ n^ - n-2-(p-l) ,

i-s+1

^II) rVs^^^rS^s^j^ où 1 ^ s < J ^ r î n^ / p-1

et ) n. « n-2
î s i

^à ^f'»^ sont les images dans 6, par l'application canonique d'un
système générateur de X (r).

^ - Le théorème 4 fournit explicitement un système générateur libre de

•Ç n^ ̂  n+1 où 2 s n ^ r(p-l)+1, considéré comme espace vectoriel sur
le corps à p éléments. Nous pouvons, en comptant le nombre d'éléments dans

un tel système, déterminer la dimension de Ç /g

Notations t Nous utiliserons les conventions suivantes i

œ(n,s) est le nombre de représentations de l'entier n comme somme de

s entiers positifs ou nuls, l'ordre des termes étant pris en considération.

nï(n,s,p) est le nombre de représentations de l'entier n comme somme de s

entiers n^,n^,...,n , l'ordre des termes étant pris en considération et

0 ^ n ^ p-1 où p est un entier au moins égal à 2 fixé.

Le nombre d'éléments de type (i), de poids n fixé et où s « 1 est t

(20) a(r,n,p) -J^ {^(n-2-(p-l),j-1,p)-3?(n-2-2(p-l),j-2,p))

r

"y{^(n-1-p,j-1,p)-îiï(n-2p,j-2,p)) .

Le nombre d'éléments du type (il), de poids a fixé et où s • 1 est (

( 2 1 ) P(r,n,p) - (^(n-2,r,p)-^(n-2-(p-l),r-1,p))(r-l)

« (r-l) (^(n-2,r,p)-îiï(n-1-p,r-1 ,p)}

g(r,n,p) est donné par la récurrence t

(22) g(r,n,p) - g(r-1,n,p) + o?(r,n,p) + P(r,n,p) (n ^ 2 ) .
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Nous pouvons achever complètement le calcul dans le cas p - 2 •
Alors W(n,s,2) est le nombre de représentations de n comme somme de s

entiers n^,n^y,,n égaux chacun à 0 ou 1 et l'ordre des'termes étant
pris en considération. Dans ce cas t

ï(n,s,2) - 0

nombre de parties à n éléments de l'ensemble à s éléments formé par les

indices. Exprimons cr(r,n,2) et P(r,n,2) en utilisant les formules (20)
et (21) et le lemme 5 <

r r

a(r,n,2)-7{ï(n-3,j-1,2)^(n^,j-2,2)}-Vj^) - (^) } ,

si n « 2 , alors cr(r,n,2) « 0 ,
y T'^

si n > 2 . alors a(r,n,2) -J :̂j) . ̂ (^) - (^)

et

P(r,n,2) . (r-l)(ï;(n-2,r,2)^(n-3,r-1,2)} . (r-l){(^) - (^)} - (r-1 ) (^)

La formule de récurrence (22) s*écrit s

si n - 2 g(r,2,2) . g(r-1,2,2) + r-1

si n ^ 3 g(r,n,2) « g(r-1,n,2) + r (^) - g(r-1 ,n,2) + (n-1 ) .(^)

Ecrivons chacune de ces formules pour les entiers décroissants de r à
3 et additionnons membre à membre. Nous obtenons t

r r-1
g(r,2,2) - g(2,2,2) + T(i-l)- 1 + Y i - ̂ j=Û . (r)

i-S r î
si n s 3 g(r,n,2) - g(2,n,2) + ("-^^(^i) - &(2»n,2)

+(n-1)^1)-^1)"nl1)+(ni1)î

- g(2,n,2) + (n-l)C(^1) - (^ ) - (^)]

si n . 3 g(r,3,2) . 2 ^ 2 C(^1) - l ] - 2 ( ^ 1 )

si n >3 g(r,n,2) - 0 + (n-l^^1) - (n-l^^1) .
D'où la t

Proposition 10 i ai p - 2, le nombre de générateurs de Ï / ^ où

'Ç " ^6 (r)/ «Sg (r) ^ r ^ 2 , est donné par t

g(r,2,2) - (^) 5 [̂ n s 3, alors g(r,n,2) - (n-l)(1^1)

Dans le cas général, nous donnerons une formule de récurrence permettant

de calculer aî(r,n,p) • Supposons que n " sp + € où s est le quotient de

la division de n par p et € le reste de cette division. Si
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n » n + n + , . . + n

est une représentation de n comme somme de r entiers au moins égaux à 0,

nous associerons à cette représentation un r-uple d'entiers (n',...,n')

tels que 0 ^ nî ^ p-1 (i « 1,2,...,r), de la façon suivante » nous pose-

rons i
n^ n. n.

n! =t ^ ~ "̂̂  P " "i ~ v! P où v- s l~^ Partie entière de —

est le quotient de la division de n. par p 5 c'est-à-dire que nous appel-

lerons nî le reste de cette division (i = 1 ,2 ,«» . , r )«

Appelons ^ v. la hauteur de la représentation •
i»1 1 r

Alors n ' + . ^ . + n ' - n - f - ^ v . ) p et nous obtenons ainsi une
1 \ ^1 1 1

représentation de n - ( } v. ) p dont les termes sont compris entre 0
îï1 1 /

et p-1 que nous appellerons représentation réduite de la précédente.

Classons les o)(n,r) représentations de n comme somme de r entiers posi-

tifs ou nuls, l'ordre étant pris en considération, deux représentations étant
r

dans la même classe si u a ^ v. est le même pour les deux représentations
W 1

et si les nî de même indice sont égaux. Dans une telle classe, le nombre

d'éléments est œ(u,r).

Groupons les classes pour lesquelles u est constant. Le nombre de

représentations de n ayant même hauteur est égal au produit de o)(u,r)

par le nombre de représentations réduites associées, donc à a)(u,r)ïï?(n-pu,r,p)«

Enfin faisons varier u de 0 à s . Nous obtenons la formule :
?3

(23) œ(n,r) « ^ (iu(u,r).œ(n-up,r,p) .
ùfco

II est facile de montrer que î

/^M\ f \ /r+n-1\ /r-1+n\(24) œ(n,r) - ( ^ ) » ( ^ ) .

Il suffit de faire une récurrence sur r 5 la formule est vraie pour r a 1 $

supposons la vraie jusqu'à r i
n n n r-1+n

«,(n.r+D .y«)(n-i,») -^,1.) -TC1 ';^1) ° Y (^ ) - (r^) .

à l'aide du lemme 5» Enfin si [—] s 0, on a îî(n,r,p) = œ(n,r,p) •

La formule (23), qui est une formule de récurrence sur ['•2^] permet

d'écrire

3
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fë]
(25) ( ^(n,r,p) - œ(n,r) - ) u)(u,r) îiï(n-up,r,p)

^ n[î(n - C^]p,r,p) " (i)(n - C^]p,r) .

Supposons p > 2 •

Les premiers termes et les derniers termes de la suite centrale descen-

dante ont un nombre de générateurs que nous pouvons maintenant expliciter.

Supposons 2 ^ n ^ p. Alors, il n*y a pas de générateurs du type (l)

à ajouter et s

cr(r,n,p) - 0 .

Calculons le nombre de générateurs du type (il) à ajouter t

P(r,n,p) » (r-l){aT(n-2,r,p)-S(n-î-p,r-1 ,p)} " î»T(n-2 ,r,p). (r-1 )

- (r-l)œ(n-2,r) - (r-l)^3) .

La formule de récurrence (22) s•écrit t

g(r,n,p) - g(r-1,n,p) + (^OC^J ) •
Enfin g(2,n,p) • n-1 .

Nous obtenons dono t
r r r-t-n-3

g(r,n.p) -^(i-lX1:»;3) -^(n-l)(^73) - (n-1^(^) •

(n-lX^-2) .

Si n " p+1 f nous obtenons i
r

a(r,p+1,p) -yïî(0,j-1,p) - r-1

P(r,p+1,p) - (r-l)(^(p-1,r,p)-ï(0,r-1,p)) - (r-1 ) (^"j"2 ) - (r-1 )

et la formule de récurrence (22) s'écrit x

g(r,p+1,p) - g(r-1,p+1,p) + (r-l)^^2)

et g(2,p+1,p) - p .
La récurrence est la même, en posant n " p+1 • D'où la :

Proposition 1 1 l S J ^ r ^ 2 , p ^ 2 ^ 2 ^ n ^ p+1 , alors

g(r,n,p) - (n-l)^2) . (n-lX^2) .

Pour étudier les derniers termes de la suite centrale descendante, po-

sons t
•t • r(p-l)+2-n , c'est-à-dire ; n « r(p-l)+2-t .

Alors t

Of(r,n,p) -Yfë((r-l)(p-l)-t,j-1,p) - î((r-2)(p-1 )-t,j-2 ,p) }
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P(r,n,p) - (r-l)(o,(r(p-l)-t,r,p) - 3T((r-1 )(p-l )-t,r-1 ,p))
- (r-l){or(t,r,p) - «i'(t,r-1,p)} .

Supposons 1 ^ t < p-2. Interviennent dans tt(r,n,p) les j tels que

(r-l)(p-0-t ^ (j-l)(p-l), c'est-à-dire r-j ̂  , donc j . r ,

ff(r,n,p) -^(r-l)(p-l)-f r-1,p) - «?((r-2)(p-1 )-t,r-2,p)
- ai(t,r-1,p) - ic(t,r-2,p) . (^+t-2) _ (r+t-3^ ^ ^r+t-3v

P(r,n,p) . (r-DCt^-1) - (r+;-2)]-. (r-DC^2)' .

D'où la formule de récurrence t

g(r,n,p) . g(r-1,n,p) + (^y) + (r-l)^^2)

- g(r-1,n,p) + (^^(l+r+t^) .
Mais g(r"1,n,p) • 0 . D'où

(26) g(r,n,p) . (r+•fc-1)(^^3) .

SuppoeonB ^ p-1 . Interviennent dans o(r,n,p),j - r et j - r-1 .
a(r,n,p) - œ©r-l)(p-l)-t,r-1,p) + ^((r-1)(p-1)-t,r-2,p)

- ^(&-2)(p-l)-t,r-2,p) - 3'((r-2)(p-l)-t,r-3,p)

- œ(p-1,r-1,p)+1 - ^(p-1,r-2,p)-1 . C1"^1^^3)

P(r,n,p) - (r-DC^2) , ^

et g(r-1,n,p) - 0 .

La formule (26) est encore valable.

Supposons enfin t . p , deux valeurs de j sont à conserver «
j " r et j « r-1.

o(r,n,p) -a;(p,r-1,p) - ^(p,r-S,p) +uT(l,r-2,p) - ÎT(1 ,r-3,p)

. w(p,r-l) -. œ(l,r-l)^(0,r-l) - <i)(p,r-2) + œ(l ,r-2)3'(0,r-2)
+ r-2-(r-3)

- o)(p,r-^) - œ(p,r-2) - (r^) où t . p .
P(r,n,p) . (r-l)Cœ(p,r,p) -ï(p,r-1,p)]

- (r-l)Cœ(p,r) - œ(l,r) - œ(p,r-l) + œ(l,r-l)]

- (r-DCC^) - r - (^) . ^J . (r-DC^2) - (r-1 ) .

Remarquons oue g(r-1,n,p) - r-1 dans ce cas. La formule (26) est encore
valable. D'où la t

Proposition 12 î S i r ^ 2 . i î ^ ? < » + i < + <——»———————— ^ - L 1 < - > P ^ ^ - . S l i ^ t ^ p , si nous posons
n - r(p-l)+2 - t , alors

g(r,n,p) - (r+t-lX1'^3) - (r^t-l)(^3)

^ Suite oentrale ascendante des groupes ^ (?)/ ^(r) si r s& 2
Nous poserons encore ^ « ^ (r)/ ^ (r) + p>2 —
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3C « ÎÇ ( r ) / £ (r) • Le groupe % contient un Boue-groupe iso-P > ' P ?'- 'morphe à <Ç(r-l)/ JÇ (r—l) ^. En effet, appelons H, le sous-groupe de tŜ
engendré par ( a , , . . , , a } - { a . } y où i est un entier fixé choisi dans
( l , 2 , « . . , r ) . Nous avons vu, dans l'étude générale des endomorphismes de
X (r)/ i6(r) y qu'à toute application de ( a . , a . , » » • , a ) dans ̂

correspond de façon unique un endomorphisme de % • Soit Ç . l'endomor-
phisme de <&' défini par s

Ç^(a^) » a^ si j / i 5 ^(a^)=1 ,
et soit 11. l'injection canonique de H. dans ^ • Alors Ç. res-
treint à H. est l'identité id.,. et1 ni

ç! 0 \ B ̂ H f enfin ̂  ̂  ) " "i •
Appelons K. le noyau de Ç . . Alors ̂  « Ki•Hi et K FI H « { i } .

En effet, si x appartient à K. FI H . , alors Ç . ( x ) « 1 puisque x appar-
tient à K. et Ç . ( x ) " x puisque x appartient à H. f donc
K. n H. « { i } . De plus si g est un élément de Ç̂  9 alors Ç . ( g ) appar-X 1 < y 1
tient à H. et g < Ç . ( g ) ~ appartient au noyau K. de Ç , , donc g « k h
où k appartient à K. et h « Ç . ( g ) appartient à H. •

Le groupe <̂  est le produit semi-direct du sous—groupe normal K, par
le sous-groupe H. et tout élément de ^ s'écrit d'une façon unique
comme produit d'un élément de K. par un élément de H. •

Le groupe K. D 3C contient a? ainsi que tous les commutateurs élé-
mentaires faisant intervenir explicitement a. • La "base de 3C que nous avons
déterminée en (3a) se compose d'éléments de K. H 3C , de commutateurs nep p p pfaisant pas intervenir a . et des éléments a . , . . , , a , . , a . . , « . . » a , oes
derniers éléments appartenant à H . » Nous voyons donc que

1G « ( K . H 3 < ) . ( H H ÎG ) . Puisque K D H - { i ) , c'est que K^ fl ÎG
est engendré par â  et les commutateurs de la "base de 'K qui contiennent
explicitement a. et que H. H ̂ C est engendré par les éléments
a^y.ya? . . a ? , . . . , a p et les commutateurs de la "base qui ne contiennent
pas explicitement a . » c'est-à-dire par les éléments de la base correspon-
dante du sous-groupe S& (r-1 ) -/^(r-l) 0 associée au sous-groupe de

\ff r p^\u engendré par [ a . , • . . » , a , _ ^ , a ^ ^ , . . • ,a^J •
Appelons L l'intersection des sous-groupes normaux K , lorsque i

varie de 1 à r ; L est le sous-groupe de Ĵ  engendré par les éléments
de la "base YL ^ déterminée en (3a) qui font intervenir explicitement

»̂tous les r éléments générateurs a . , a , . . » , a • Soit vv l'ensemble de
ces éléments 5 ils sont des deux types suivants »
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(!') l"(p-l)a^,...,n^,a^,a^] où n^ / p-1 et ng»-.,^^

son-k différents de 0 .
(Il1) [n^,...,n^,a^a] où 1 ^ j as r, n^ / p-1 et

n^ / O si k / 1 , j .
Construisons une suite croissante de sous-groupes de L par le moyen

suivant » S^L) « (l) 5 S^(L) est l'ensemble des éléments de L qui
centralisent ^ /S (L) où n ̂  1 .

Lemme 9 l ^C1') est le sous-groupe de L engendré par les éléments de la
^ase fh dont le poids est au moins égal à r(p-1)+2-n .

Un élément z de L s'écrit d'une façon unique sous la forme »

„ TTr, ^ u(n ,...,n ) —— v(n ,...A,j)
z -I »C(P-l)a^,...,n^,a^a^] r J l|:n ,̂... ,n ,̂a ]̂ 1 r

où les produits sont étendus à tous les éléments du type (l') de 9> pour

le premier, du type (il') de JB pour le deuxième. Pour que z appartien-
ne à S^(L) , il est nécessaire et suffisant que [a.,z] appartienne à

^.-(C1') P0111' i " 1>2, . . .» r . Examinons de près la forme des [a.,z] ainsi
que l'ensemble [a . ,% ] •

Si x est un élément du type (l'), alors [a^,x] . 1 ou [a.,x] € 56
Si y est un élément du type (il'), alors [a.,y] • 1 ou [a.,y] € 3î

sauf si i « 1 et y « [n^ ,... ,n^,a^ ,a ] où n^ - p-2 , n. / p-1
et j / r . 3

Alors t

Ca^,y] - Ca^(p-2)a^,...,n^,a^,a^] - C(p-1 )a^,... ,n^,a^ ,a ]
où n^ / 0 et 1 <r j ^ r .

Appliquons la relation de Ph. Hall ;

Ca.,y] - C(p-l)a ,...,(n +l)a ,...,(n -l)a ,a,,a ] € ^j j *• r i r
Voyons maintenant les conditions pour que [a.,z] appartienne à S (L).

u(n ,...,n )
Considérons le facteur [(p-1)a ,...,n a ,a ,a ] " r .

S^ n^ / p-2 , ce facteur donne naissance dans [a ,z] au facteur t
u(n ,... ,n ) r

C(P-l)a^,...,(n^+l)a^,a^,a^] r / 1 et

aucun autre facteur de z ne fait apparaître dans [a ,z] un élément

C(p-l)a^...,(n^n)a^,a^,a^] , donc u(n^,...,n ) est l'exposant de cet
élément dans [a ,z] .

Si n^ » p-2 et si l'un des n. où 2 ^ i ̂  r-1 est différent de

p-1 , par exemple n ,̂ alors, d'une façon analogue, on voit que l'exposant

de C(p-l)a^,...,(n^+l)a^,... ,(p-2)a^,a^,a^] dans [a^,z] est u(n ,...,n).
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Si n " p-2 et -tous les n^ où 2 ^ i ^ r-1 sont égaux à p-1,
alors le facteur [(p-1 )a^, . . . , (p-2 )a^,a^ ,a^] appartient à ^y/ -, \^
qui appartient au centre de ^ • / x

^ .. v^l f-fnr»^
Considérons maintenant le facteur [n,a ,...,n a ,a ,a.]

supposé du type (il1)» Si l'un des n. où 2 ^ i ̂  r est différent de p-1,

par exemple n,, l'exposant de

[n^ ,... ,(n^+1 )a^,... ,n^,a^ , a _ ] dans [a^,z] est v(n^,...,n^,j) .

Si tous les n. où 2 ^ i ̂  r sont égaux à p-1 et si n / P-2,

on voit de même que l'exposant de C(n+1 )a, y • • ,n a ,a,,a,] dans [a.,z]

est v(n^,...,n^,j) .

Si n. s p-2 et n. « p-1 pour 2 ^ i ̂  r, alors le facteur

[(p-2)a^,... ,(p-l)a^,a^,a.] appartient, à ^ r(p-1 )+1 qui aPPa1"1'1®111' au

centre de ^

Cette étude montre que, pour que z appartienne à S (L), il est néces-

saire et suffisant que tous les exposants u(n ,...,n ) et v(n.,...,n ,j)

aoient nuls sauf ceux qui correspondent aux éléments de poids r(p-1)+1 •

Et par récurrence, que z appartient à S (L) si et seulement si ces expo-

sants sont nuls pour les éléments de poids strictement inférieur à r(p—1)+2—n

Démontrons maintenant le :

Théorème 5 < Si c « r(p-l)+1, alors les termes de la suite centrale ascen-

dante de 6, s X (r)/ ̂  (r) - sont donnés par t

z ( ^ ) m ^ si c-s+1 ^ P'1'1 c'est-à-dire si s ^ c-p

V ^ ) ' ^c^l'^---^ si c-P^I ̂  ^r(p-l) .

Faisons une récurrence sur le nombre r de générateurs. Le théorème se

réduit à la proposition 9 si r " 2. Supposons le théorème vrai si le nom-

"bre de générateurs est au plus r-1. .L'image de Z ( 8,) par Ç. appartient

à Z,(^(^ )) m Z/H^). Mais H^ est isomorphe à ^ (r-1 )/ X (r-1 )p ^ ?

donc Z,(H.) est le sous-groupe engendré par les éléments de poids

(r-1)(p-1)+1 de la base de (H.) obtenue en (3a) 9 donc des éléments de

même poids ne faisant pas intervenir a. dans la base de V? lui-même.

Appelons % . l'ensemble de ces éléments. Alors Z^ (<S, ) c: K^ < ^ ^ > .

Ce raisonnement est valable si i «= 1,2,.•.,r . Donc s

Z ^ ( ^ ) c Ç \̂ K^.<^) » L.<$^ U ... U%^> .

Les éléments de 3î) . sont t un élément b. du type (l) et r—1

éléments bî . du type (il) où j est l'indice du dernier élément écrit.1 » 3
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Nous savons que, si k / i, alors Ca^,b^] » 1 - Ca^l)' ] .

Supposons i / 1,r . Alors

Ca^,^] . C(p-l)ap....,a^,...,(p-2)a^,a^a^î es-t du -type (l)

^i^l,;^ " r(p-2)a^ ,...,a^,...,(p-l)a^,a^a ] est du -type (il) .

Supposons i • 1, et appliquons la relation de Ph. Hall t

Ca^3 " Ca.,,(p-l)a^...,(p-2)a^,a^,a^] - [(p-1 )a^ ,... ,(p-1 )a^,a^ ,a^ F1

inverse d'un élément du type II.

Ca^l)^] - Ca^,(p-2)a^... ,(p-l)a^,a^,a^] « C(p-1 )a^ »... ,(p-1 )a^,a^ ,a .]

est du type II •

Supposons i " r, et appliquons éventuellement la relation de Ph. Hallî

Ca^] . [:(p-l)a^...,(p-2)a^,a^a^a^] «

C(P~l)a^...,(p-l)a^ ,a^,a^] qui est du type (i)

Ca^/b^] - C(P-2)a^,.. . ,(p-l)a^^,a^,a^,a^^ ] qui est du type (il).

Un élément de L. < 3f> ^ U ... U ̂  ) s'écrit de façon unique sous la

forme < ,__ ,_

. -(TT^XTT^1'^.. où z ç L .
Les éléments Ca^,"b^] et Ca^»"b^ J n'apparaissent pas dans Ca. ,z ] 5 il

suffit pour s'en assurer de regarder leur expression.

Donc g appartient à Z ( 8^) si et seulement si u. « v(i,j) = 0

et z ç S^(L) ; et Z ^ ( 6 ) = ^ y ( - ^ ^ • °n passe au quotient de Ç,
par Z ^ ( ^ ). On voit de même que Z^( « ) c (L. < ̂  U...U 5Î »/Z ( & )

et ainsi de suite. Le raisonnement se poursuit jusqu'à ce qu'on ait 0'btenu t

ViO-) -V i (^ ) ° ^ (.-i)(p-D.2 •
Appliquons Ç^ , nous voyons que Z (^ ) c :K . .<3 î .) de la même façon

que plus haut, donc que Z ( ̂  ) c L. < % ^U. . .U 5$ ,) . Mais <5îï U. . .U35 >

appartient au centralisateur de Ç / Z ( ' £ ) = Ç / ^ < iV i ^ n

puisqu'il appartient à ^ ( ^\( .\ . • Donc

Z^((p^(L).<^U...U^>, Ç(^)(^),, .

Ensuite, on répète le procédé en remplaçant < ^5 . U ... U ^ ) par

le sous-groupe engendré par les groupes que nous noterons Z (H.),

(où i = 1,2,...,r) et où Z (H.) est le m-ième terme de la suite centrale

ascendante de H.. Nous avons déterminé les groupes Z (H.) par l'hypothèse

de récurrence. D'où le théorème 5 •
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§5» Airtomorphismes des groupes o& (r)/^ô(r) -
R^'Les notations sont celles du chapitre 2, $4 ? nous poserons encore ici

^ . A (r)/-<(r)^ et X = ^ (r)^/ ̂  (r)^ . Appliquons

le théorème 3 au cas où n » 2 , le groupe Aut( ̂  ) contient un sous-

groupe normal Ker y- qui est le sous-groupe de Aut( .̂ ) qui induit

l'identité sur ^ / ^ . ̂  ^C (r)/<&(r) ^ . L'ordre de ce groupe est :

iKer^J » IX I 3 " .p^(r-1')p^l].

Il existe une "bijection entre les éléments de Ker Yo - e't les r-uples d'élé-
— 9 •

ments de 3C , si k ,...,k sont des éléments de 3C , l'élément f de

Ker Y^ qui lui est associé est défini par
<•• > '

f ( a ^ ) » k^a^ , . . . , f (a^) « k^ .

Proposition 13 s Le sous-groupe Ker y . djs Aut( •S (r)/ •6 (r) ?) induit

l'identité sur chacun des quotients de la suite

^ = ) X = ) ^^...^ ^^...^ ^r(p,i)^ ^ t 1 } de aous-groupes

^ ^ . ̂  (r)/^S(r)p^ .

Par hypothèse, Ker \ induit l'identité sur Ç / 3C .

Si nous calculons modulo <^ , alors f((k.a.)p)^kpap S a? modulo 16 ?

donc Ker Y-, . induit l'identité sur jC / ^.

Rappelons que, si a,h, o sont des éléments d'un groupe s

(8) [ab,c] » ^b.cMa^]

(27) Ca,bc] « [a,h]^[a,c] .
Dans le cas présent, si a est un élément de »^C , la formule (8)

devient [a'b,c] s [a,c]['b,c] 5 si Ta est un élément de 3C y la

formule (2?) devient [a,'bo] " Ca,'b][a,c].

Supposons que l'élément f de Ker Yo 4 soit défini par t€- » •
f(a^) » k^a^ où i » 1,2,...,r

et k. est un élément de 3'C

Alors l

î3!' ^^j1 - ̂ i' ̂ ^i' ^^i^j18!^11

Supposons que . ^ . ï '^(a^^^ et k^ y Î Ha^̂

où x et y appartiennent à Ï4, et v(s) et w(s) sont des entiers

positifs»

Nous obtenons :
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P»'-

Ck^,k^] » Ck,,a^a^]Ca,,a^ s^ (pa^a^8).

TiCpa^a^-^^.Ca^a^ mod ̂

S. [a^,a ] mod ^ .

Snfin » f^a^,a^,a^] « [k^a^a^ ][a^,a^a^ ] = [a^,a^,a^] .

On voit alors directement que» si n+n +...+n +2 = n , alors t

f(Cn^,...,n^,a^,a^]) = [n^ ,... ,n^,a^,a^] mod Ç^ et la

proposition 13 est démontrée.

Nous pouvons tirer de cette proposition deux conséquences»

Tout détord Ker y- . est un groupe d'automorphismes de ^ qui in-

duit l'identité sur chacun des quotients de la suite de sous-groupes normaux
^ . X = ^=.... ^(^=M.

Cette suite est de longueur r(p-l)+2« Nous en déduisons [8 5 Th 2 ] que

Ker y> , est un groupe niipotent (c'est d'ailleurs un p-groupe) dont la<- » '
classe est au plus r(p-l)+1 •

Ensuite, quel que soit le p-groupe G de longueur de Frattini 2 au

plus à r générateurs exactement, le sous-groupe de Aut(G) qui induit

l'identité sur G/G . est un sous-groupe de Ker y^ , , et G est un quo-
1/1 p> »

tient de M • Donc il induit l'identité sur chaque quotient de la suite

G D G , ^ G- ^... ^ G =) ... =î { 1 } et sa classe est au plus r(p-1)+1.p, i d n
D'où le x

Corollaire 5 t S i G est un groupe possédant exactement r générateurs

et dont la longueur de Prattini est au plus 2, le sous-groupe de Aut(G)

qui induit l'identité sur G/G . induit l'identité sur chacun des quotients

de la suite G ^ G . ^ G ^ ^ . . , ^ G ^ ' . • . ^ ( l ] ; sa classe est au plus———'— p, i c. n ^ ~ ^ -
égale à r(p-l)+1 .

Revenons à l'étude de ^ . Le groupe Ker y , laisse fixe chaque
élément du centre Z. ( 1S, ) de L̂ 5 ce centre est un p-groupe ahélien
élémentaire. Il est isomorphe à V / 3C .

Démontrons la :
Proposition 14 s Le groupe des automorphismes de te " ^&(r)/ ït/ ( r ) ^
opère sur le centre de <&, y qui est un espace vectoriel sur le corps à
p-élémentsi en notation additive, comme le groupe linéaire GL(r,p) entier.

Nous avons déterminé dans le paragraphe 3«a , un système générateur
de Z ( É̂L ) • Remplaçons-le par le suivant :
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( x^ - [(P-l)a^,...,(p-2)a^,a^,a^]

x^ - C(p-2)a^,...,(p-l)a^,a^,a^r1 où i-2,. . . ,r

Le groupe des automorphismes de ^ opère sur ^ / ^ i oomme
le groupe linéaire GL(r,p) entier* Nous savons donc que oe groupe est

engendré par les transformations suivantes [l y P»150] î

^,3 telle ̂  h,^ ' ̂ j et ^i.j^ - ̂  8i k ^ i

(i / J 5 i»j - 1,2,...,r)
ô telle que ô (a.) • a. si i / r

et 6 a - a" où 1 ^ n ^ p-1 .n r r

Cherchons quel est l'effet de chacune des transformations P. . et

^ sur la base (x^,...,x^) de ^ r(p-l )+l - z! < ̂  )•

6^) - C(p-1)a,,...,(p-2)an,a^an] - [(p-l)a <,.. .,(p-2)a^ ̂ î"

- C(p-1)a^,•.•,(p-2)a^,a^a^]nn - x^

Mais on sait que n 5 1 mod p si n est premier à p y ce qui est le cas»

Donc ô (x,) " x, .

Si i / r,1 < p_,

6^(x? - C(p-2)a^,...,(p-l)a^,a^,a^r - C(P-2)a^ »... ,(p-1 )a^,a^ ,a^r11 - ̂

Enfin «

yx^,) - [(p-2)a,,...,(p-l)a^a^r1 - C(p-2)a,.... ,(p-l)«,,a, ̂ r" - î  .

En résumé »

W - ̂  8i i ^ r et W - ̂  •
D*une façon analogue, nous verrons que t

^j^i) -Vj et î,̂  -^k 8 i k ^ i

(i / J î i,J - 1,2,...,r) ,
et la proposition 14 est démontrée»

.L'application de ^ /% sur Z ^ ( ^ ) définie par »

a^ »————> x^ (i « 1,2,...,r)
donne naissance, si nous utilisons la notation additive, à un isomorphisme
des (Aut( ̂  ))-modules ^ / K et Z^ ( ̂  ) .

De la proposition 14 nous déduisons le t

Corollaire 6 < Le centre de ifi (r)/ ̂  (r) ? est le s»ul sous-groupe

caractéristique minimal de ^ (^/^^p^ •
En effet tout sous-groupe caractéristique de Ç^ est normal dans fe,

donc a avec Z ( f̂i ) une intersection non triviale [l2 î p.144] • Puisqu'il
est caractéristique, il contient Z (^Ç, ) entier.
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CHAPITRE IV

Exposants des quotients des suites oentraleB
Nous établirons dans ce paragraphe quelques résultats généraux dont cer-

tains seront utiles dans la suite et qui sont donnés pour la plupart dans [3 ]
Si G est un groupe, non nécessairement fini, non nécessairement nil-

potent, il est cependant intéressant de former la chaîne descendante des
sous—groupes î

G - G^ => G^ ^... =) G^ ^ ... où la notation est la notation habituelle,

c'est-à-dire que G^ • [G, G^], (i Ss i). Ces sous-groupes sont caractéris-

tiques dans G ; nous pouvons former les quotients G./G. . Les automorphis-

mes intérieurs de G induisent sur chaque quotient un groupe d'automorphis-

mes qui est isomorphe à G/C. si nous appelons C . le centralisateur

dans G du quotient G./G. .

Il est aussi possible de former une chaîne ascendante de sous-groupes

Zç/G) • {l} c Z^(G) c ... c z^(G) C ... où la notation est la notation

habituelle, c'est-à-dire que Z^(G) est le groupe des éléments de G qui

induisent par automorphismes intérieurs l'identité sur le quotient G/Z.(G),.
(I . 0, 1 , ...) .

§1. Démontrons le :

Théorème 6 t Si l'un des groupes G/C^ û. G - . < / G . . ? est d'exposant fini.

l'autre est aussi d'exposant fini et les deux exposants sont égaux (i ^ 0).

On sait an effet ["4 ; p.150] qîle G. est engendré par les éléments de

la forme [x^,...,x^] où x appartient à G (j = 1,...,i) et que le

groupe G^^/G^ est aïélien donc qu'il est d'exposant fini si et seulement

si chaque élément d'un système générateur est d'exposant fini et qu'il existe

un p.p.c.m. pour tous ces exposants»

De plus, on connaît la relation t

(28) Cx^,x^,...,x^ Ta Cx^,[x^...,x^ ]m]sCxI^,Cx^,...,x^3^mod G^
pour tout entier positif m .

S'il existe un entier e positif tel que, quels que soient les éléments

x.,»..,x, , de G , l'une des trois relations suivantes est vraie :

(29) [x^ ,x^, . . . ,x^ ]6 5 1 mod G^ ,
(30) Cx^^Cx^...,^]6]^ 1 mod G^ ,
(31) Cx^,[x^,...,x^ ]] 5 1 mod G^ ,

la relation (28) indique que chacune des deux autres relations est vraie

aussi»



44 CHAPITRE IV

La relation ( 2 9 ) exprime que G / G est d'exposant fini et que oet
exposant divise e •
La relation (30) exprime que le quotient de G . par son intersection avec
le centralisateur de G/G est d'exposant fini et que cet exposant di-
vise e •
La relation ( 3 1 ) exprime que le quotient G/C. est d'exposant fini et
que cet exposant divise e « S i l'un de ces trois exposants est fini, les
deux autres le sont aussi et sont des diviseurs du troisième. Nous obtenons
le théorème 6 et même un résultat énonce par N.Blaokburn [2 ? Th 1 » 5 ]
dans le cas des p-groupes finis :
Si pour un entier r, le groupe G /G ̂  est d'exposant fini e , alors
quel que soit l'entier i > r ; le groupe G./G. . est aussi d'exposant
fini e . , ̂  • divise e . .
En effet le centralisateur de G/G. - contient G . et le quotient de G.
par l'intersection de G. avec le centralisateur de G/G. ^ est un quo-
tient de G./G. . et son exposant est donc un diviseur du quotient
"A+i •
Corollaire 7 î Sj^ G est un groupe fini niipotent de classe 2 , alors
Gp e-t G/Z ( G ) ont le même exposant.

Il suffit d'appliquer le théorème 6 au cas où i « 1 après avoir
remarqué que G « { l } entraîne G /G = G et G • Z ( G ) .
Si G est un groupe niipotent, on sait que Z . ( G ) centralise
G£ [5 5 Tn 2 . 5 . 1 ] , donc centralise G./G. et C . . contient Z ( G ) )
l'exposant de G/C. . est un diviseur de l'exposant de G/Z.(G) si ôe
dernier est fini ; donc si G/Z.(G) a un exposant fini, l'exposant de
G. ,/G. est un diviseur de cet exposant (i ^ 1 ) •

Dans le cas général, Z ( G ) est contenu dans le centralisateur de
G/G et l'exposant de Gp/G est un diviseur de l'exposant de G/Z (G )
si ce dernier exposant est fini.

§2» On peut obtenir des résultats analogues concernant la chaîne centrale
ascendante d'un groupe G •

Les automorphismes intérieurs de G induisent sur chaque quotient
+̂1 ̂ î-l ̂ ^°^ i ̂  ̂  un groupe d'automorphismes qui est isomorphe
à G/D., si D. est le centralisateur dans G du quotient Z. (G)/Z. . ( G ) .

Démontrons le i
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Théorème 7 t Si l'un des trois groupes G/D^ jo^ Z^ (G)/Z (G) ^u.

(CZ^(G),G].Z^(G))/Z^(G) est d'exposant fini, alors chacun des deux

autres est aussi d'exposant fini et les trois exposants sont égaux.

Si x,y appartiennent à Z^(G) et si g, h appartiennent à G,

les relations t

C^yfg] " ^y^gl-Cx^] s Cy,g].[x,g] mod Z^(G)

[x, gh] « [x.g^Cx,!!] =[x,g].[x,h] mod Z^ (G)

permettant d'établir l'analogue de la relation (28) s

(32) Cx^g] s Cx.gfs [x^] mod Z^(G) .

Si l'une des trois congruences î

(33) Cx^g] s 1 mod Z^(G)

(34) Cx^]8 s 1 mod Z^(G)

(35) Cx^6] S 1 mod Z^(G)

est vraie pour un entier positif e quels que soient g dans G et x

dans Z (G), chacune des deux autres est vraie dans les mêmes conditions.

La relation (33) exprime que l'exposant de Z. (G)/Z.(G) est fini et

divise e •

La relation (34) exprime que (FZ^ (G) ,G].Z^ ) / Z . < a un exposant fini

qui divise e •

La relation (35) exprime que G/D. a un exposant fini qui divise e •

Si l'un de ces trois exposants est fini, la relation (32) exprime que

les deux autres le sont aussi et divisent le premier, donc ils sont tous les

trois égaux.

Corollaire 8 î Si pour un certain entier r ^ 1 , le groupe Z (G)/Z (G)

est d'exposant fini e , alors quel crue soit i ̂  r , le groupe

Z^(G)/Z (G) est aussi d'exposant fini e. ^1 e. - divise e.

En effet C Z . . ( G ) , G ] appartient à Z . (G) et le quotient

[Z^(G),G]Z^(G)/Z^(G) est un sous-groupe de Z.(G)/Z. (G), donc son

exposant est fini et divise celui de Z.(G)/Z. .(G) si ce dernier exposant

est fini.

Nous pouvons utiliser les résultats précédents pour démontrer la :
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Proposition 15 t Ŝ  G est un groupe fini niipotent, pour crue les* groupes
de sa suite centrale ascendante et ceux de sa suite centrale descendante oëïn"
cident, il est nécessaire que les exposants des quotients des 'termes succès-*
s if s soieni tous égaux entre eux*

En effet les exposants des quotients successifs de la suite centrale
ascendante décroissent avec l'indice d'après le théorème 7 ( ceux de la suite
centrale descendante décroissent avec l'indice d'après le paragraphe 1. Il
est donc nécessaire que tous ces exposants soient égaux*

De tels groupes non abéliens existent t par exemple, les p—sous-groupes^de Sylow du groupe des permutations d'un ensemble à p éléments î dans ce
cas l'exposant est p •

.S3. I^étude précédente suggère l'étude des exposants dans tous les cas où
se présente de façon naturelle une chaîne sous-invariante de sous-groupes.
Nous pouvons essayer de généraliser ce procédé.

Soit G un groupe fini ; soient H et K deux sous—groupes de G
tels que H ̂  K . Si h est un élément de H, il existe un plus petit entier
positif n(h) tel que h ' ) appartienne à K. Nous appellerons n(h)
l'exposant de h relatif à K . Il est clair que n(h) « I si et seulement
si h appartient à K . Le nombre n(h) est un diviseur de l'ordre de h .

Nous appellerons exposant de H relatif à K le plus petit commun
multiple des exposants de h relatifs à K lorsque h parcourt H . Si K
est normal dans H, l'exposant de H relatif à K est l'exposant de H/K .

Supposons que L soit un troisième sous-groupe de G tel que
H ̂  K ̂  L • Suivant [8] , nous dirons que l'automorphisme a de G stabi-
lise (H î K) si pour tout élément h de H on a i a(h) ç h K. Si a
stabilise (H ^ K) et (K ; L) , nous dirons que a stabilise (H ; K ; L).
Nous noterons e(H 5 K) l'exposant de H relatif à K •

Montrons le :
Lemme 10 t Soient G un groupe fini et a un automorphisme de G qui
stabilise la chaîne (H 5 K 5 L) de sous-groupes de G(H '=> K =5 L). Ŝ
e(K $ L) est l'exposant de K relatif à L , alors a6^ ! L) stabilise
(H 5 L) .

Montrons par récurrence que si h appartient à H , il existe un
élément k de K tel que, pour tout entier i ̂  1 on peut trouver € dans
L avec a^h) - h k̂  . En effet, si i • 1 , il existe k dans K tel
que a(h) - hk puisque a stabilise (H 5 K ) . Supposons le résultat vrai
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pour l'entier- i ̂  1 $ alors

a^h) . a(hk^) - aQQaCkS^) » hk.k1^ . h.k^t où €^ ç L
Du lemme 10 nous déduisons la :

Proposition l6 î Suppoeons qu'un groupe A d'aatomorphismes du groupe fini

G statilise une suite de sous^groupes décroissants de G <

(G - ^^'•••^s " ^^* ^oso^s e^ « ̂ î i.n) .2à i - 0,...,s-1 .
Alors l»exposant de A divise le produit e «è ...e

e.
En effet, d'après le lemme 10, si a appartient à A, alors a

stabilise (G ,G ). Supposons que a 1 B 2'" 1 stabilise (G,.,G. ,,G. ,),
~ e 4 » » » e , e - . 4 0 1+1 1+2

alor8 le lemme 10 entraîne a stabilise (G,.,G ) .
e • • •e

Ainsi a B"" stabilise (G ,G ) et donc est !•identité.

Rappelons que A est niipotent de classe au plus s^s"'1^ [7 5 Th 1 ] .

Corollaire 9 s Si G est un p-groupe fini, tout groupe d'automorphismes

de G qui stabilise une suite décroissante de sous-groupes

(G « GQ,G , .««,G « tl}) est lui-même un p-groupe.

En effet 1*exposant de G. relatif à G. . est une puissance de p,
puisque l'ordre de chaque élément de G est une puissance de p .
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CHAPITRE V

Retour à l'étude des groupes % (r)/ iÇ (r) si r ^ 2 .

Utilisons les résultats des paragraphes précédents dans l'étude des

groupes généraux <S& (r)/ ̂  (r) ^ où r ^ 2 et n ^ 2 .p,n

Si. Sous-groupes a"bé liens normaux maximaux*

Dans le cas où n • 2 y nous pouvons démontrer le t

Lemme 1 1 ; Le groupe H (r) ^/ ^ (r) est le •eul sous-groupe

a'bélien normal maximal de X/ (r)/ i6 (r)——— p^

D'abord, ^6 (r) ^/ A(r) ^ est un sous-groupe a'bélien normal de
X(r) /X(r)^. '

Supposons que le sous-groupe normal H de X (r)/ ^6 (r) contienne

un élément x qui n'appartienne pas à £ (r) ,/ £ (r) - . Utilisons
P> ' P»2

les notations des paragraphes précédents : nous appellerons {a,,a^,.,.,a )

un système générateur de X (r) et nous identifierons a. (i • 1,2,...,r)

avec son image canonique dans ^ (r)/^6 (r) . Le corollaire 1 (II 5 4)

indique qu'il existe un automorphisme de jff (r)/ ^C (r) ^ qui applique

x sur a? . Soit f un tel automorphisme. Alors l'image de H par f est

un sous-groupe a'bélien normal de ^£ (r)/ £ (r) „ • Nous pouvons donc
P>2

supposer que H contient à , sans nuire à la généralité. Si H contient

a^ ce groupe contient tous les conjugués de a , dans ^ (r) /<SP(r) ^,

puisque H est un sous-groupe normal. Il contient dono

a^a^a^ " [a^ , a ]a^ • Si H est a'bélien, l'élément a? doit permuter avec

chacun de ses conjugués» en particulier avec a,a,, a"" y donc avec [a , a ]•

Mais nous avons vu que [a ,a ,a ] était différent de réiément neutre,

puisque [a^,a^,a^] est un élément de type (il) de la "base de

( M (r) / £ (r) ^) ' que nous avons déterminée au paragraphe III 3a»

D'où une contradiction. Il est impossible qu'un sous-groupe a'bélien normal

de ^ (r)/ ï6 (r), , ait un élément hors de ^ (r) ,/ ^ (r) ,
Pf<- p»i p,^

et le lemme 1 1 est démontré.

Dans le cas général, nous démontrerons le t

Théorème 8 ; Le groupe X (r) ^/ J6 (r) est le seul sous-groupe

a'bélien normal maximal de àC (r)/â6 (r) • (n ^ 1 ) •———————.————«—— pfïi
Faisons une récurrence sur l'entier n . Le théorème est vrai pour

n « 2 (et d'ailleurs aussi trivialement pour n « l). Supposons le théorème

vrai pour tout entier positif au plus égal à n-1 • Tout sous-groupe normal

a'bélien H de Ï (r)/o6 (r) a pour image dans l'homomorphismep,n
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Y , (2.4) u^ sous-groupe ahélien normal de X'(r)/ J6 (r) ., {n y n—1 P y n—i
d'après l'hypothèse de récurrence, cette image y <(H) appartient àn^ n—i

^( r) o/^& (r) 4 • Donc H lui-même appartient au groupep,n—^ p,n—l
<S£(r) n^^^^D n * MaiB le S1'011?® ^ ^p n-2 est un SÏ'O^PG li'bre

à un nombre fini de générateurs, comme nous l* avons vu au paragraphe 1 1 . 1 ,

et ^ (r) est le deuxième groupe p-dérivé de ^C (r) ^. Appliquons

le lemme 1 1 à ifr fr) ^/ 16 (r) ; ce groupe contient un seul sous-
P y n—fc P y ̂

groupe abélien normal maximal, qui est </ (r) i/*^ (r) 5 ^e groupe
H étant ahélien, normal dans ît (r)/^6(r) et contenu dansp y n

£ (r) /•»/iC (r) est a"bélien et normal dans ce dernier groupe ; il
P»11"'*- P»1'1 . .

appartient donc à £ (r) ,/i£ (r) y ce qui achève la démonstration»p^n—i p^n

D*après un résultat connu [12 ; 145]» tout sous-groupe ahélien normal

maximal d*un p-groupe fini est son propre centralisateur. La représentation

linéaire de •& (r)/^C (r) comme groupe d'automorphismes de
M P»11

S& (r) ./ ^f/ (r) considéré comme un espace vectoriel de dimensionp,n—i p,n
q?(r, p, n) sur le corps à p éléments, o'btenue à raide de la restriction à

•C (r) -/^(r) des automorphismes intérieurs de H (r)/ if/ (r) ,p,n—i p,n p,n
est donc une représentation fidèle de ^ (r)/^fc(r) . •p,n—i

Nous pouvons tirer d'autres conséquences du théorème 6. Par exemple le î

Corollaire 1 0 < Le centre de î& (r)/ ^(r) appartient à

^)p.n-1/^p,n •

En effet le centre de •C (r)/ <SC (r) est un sous-groupe caractéris-p y n
tique a"bélien de ^ (r)/ SS(r) ; il est donc un sous-groupe abélienpan
normal de ce groupe, donc contenu dans X" (r) ../iC-(r) •p,n—i p,n

Nous pouvons améliorer un peu ce résultat» Le centre de

•C (r)/»6(r) appartenant à Ï (r) ^/<^(r) est contenu dans lep y n p, n-2 p 9 n
centre de ce dernier groupe. Mais, avec les notations du paragraphe 11.1 , on

sait que

•^^p.n^/^^p.n^ ^Wr, n-1, p))/^(y(r, n-1 , p))^ .

Le théorème 5 indique que* ce centre appartient au groupe dérivé de
Bw (r)^ o/^v (r) qui est lui-même un sous-groupe du groupe dérivép • n—^ P y n

de ^(r)/A(r) . Le centre de }C (r)/^ (r) appartient donc àp,n p ,n
son groupe dérivé 5 le groupe î£ (r)/ A(r) appartient donc à. la souchep,n
de sa famille, si nous employons les définitions de l*article de Ph. Hall

(C6]) .

Dans cet article est introduite la notion d*isoclinisme de deux

groupes. Soient G et H deux groupes ; soient Z(G) et Z(H) leurs
4
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centres respectifs. Les deux groupes G et H sont dits isoclines si

les trois conditions suivantes sont vérifiées t

(a) il existe un isomorphisme <p de G/Z(c) sur H/Z(H) .

(b) il existe un isomorphisme t de G^ sur H •

(c) pour tout couple (x,y) d'éléments de G on a s

ITO, ̂ 7)] • •(Cx,yî),
où (p(x) et t(y) sont des représentants dans H des classes

cp(x) et <p(y) de H module Z(H) .

On obtient ainsi une répartition des groupes en "familles" y deux

groupes appartenant à la même famille s'ils sont isoclines. Les groupes

abéliens forment la famille qui contient le groupe réduit à un élément,

Parmi les groupes finis d'une famille, ceux qui sont du plus petit

ordre possible forment la "souche" (.stem) de la famille.

Il en existe quand G/Z(G) et G^ sont finis ; ce sont les groupes

de la famille pour lesquels le centre appartient au groupe dérivé. En effet

si G et H sont isoclines, les conditions (a)> (^)» (c) entraînent

que G H Z(G) et IL D Z(H) sont isomorphes» Si G est fini t

| G I - | G/Z(G)1 . 1 Z(G)/Z(G) n G^| . 1 Z(G) H Gg| ,

et G est minimum lorsque 1 Z(G)/Z(G) n G | est le plus petit possible»

On peut toujours trouver dans la famille des groupes pour lesquels ce

facteur est égal a i . Donc les groupes de la souche sont ceux pour lesquels

le centre appartient au groupe dérivé. Tout autre groupe fini de la famille

a pour ordre un multiple de l'ordre d'un groupe de la souche.

Etablissons maintenant la :

Proposition 17 t Les quotients des sous-groupes consécutifs de la suite

centrale ascendante de \f (r)/ ^6(r) ont tous pour exposant p. Le
.______———_____—^_^^__ PfT^ ——

dernier terme distinct du groupe entier de cette suite est

^p.l/^p.n-

Le groupe X, (r) </-C (r) est un p-groupe abélien élémentaire 5p,n—i p,n
son exposant est p • II contient le centre de î£. (r)/^C(r) 5 doncp,n
ce centre a l'exposant p • Appliquons le corollaire 8 (IV. 2) ; nous voyons

que chaque quotient de la suite centrale ascendante a pour exposant p et

la première partie de la proposition est démontrée.

Appelons c la classe de ^S (r)/i6(r) $ alorsp^n
Z ( Je (r)/ ^& (r) ) est le groupe entier et le dernier quotient non

trivial est Z^( ^"(r)/i£(r)p^)/Z^(^(r)/^(r)p^) .

Ce quotient est abélien élémentaire, donc Z ,( ^.(r)/JÏ? (r) ) contient
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le sous-groupe de Frattini du groupe entier, c'est-à-dire

^(r)p^/A(r)p^ . Le groupe Z^(j& (r)/;& (r)p ^ est un sous-

groupe caractéristique de ifc (r)/<C (r) distinct du groupe entier et

il contient le seul sous-groupe caractéristique maximal qui est

i& (r) ^/^&(r) ^ (Proposition 4 du paragraphe 11.5) $ il est donc

confondu avec ce sous-groupe caractéristique maximal et la deuxième partie

de la proposition est démontrée.

§2o Longueur de la suite des groupes dérivés de î  (r)/iC^(r)
p,n

II est clair que le n-ième groupe dérivé de i6 (r)/^fc(r) est
P 9 ̂

égal à {l), par la formation même de JC (r) . Appelons € la lon-
P y H n

gueur de la suite dérivée de î/ (r)/ Ï/ (r)P»n

L'étude de 2fc (r)/îfc (r) p a montré que € » 2. •

Supposons l'entier n au moins égal à 3 , et supposons que pour tout

entier m tel que 2 < m ^ n-1 , on ait .t m m • Le dernier groupe dérivé

de î& (r)/^&(r) distinct de [ 4 } est un sous-groupe atélien normal

de A ^)/^(^n -
Le théorème 8 nous montre qu'il est contenu dans

^^p.n-l/^p.n ' d loù t

t ^ € , + 1 " n-1 + 1 » n •n n—i

Nous avons remarqué que € € n ; donc € • n •n n

Quel est l'exposant du i-ème groupe dérivé ( X (r)/^ (r) Y^ ?

La démonstration que nous venons de faire indique que ( JCC1 ')) appar-

tient à X» (r) , mais n'appartient pas à î& (r) . „ ( ceci impli-
Pt- ( \\ r f ~

que que ( < (r)/^ (r) ^)vl/ appartient à Sfc(r) ./ Sfc(r) ^ mais

non à !k (r) . / A (r) si 0 ^ i ̂  n-1. Le théorème 2 (1.3)

montre que

( ^(r)/^(r) ï^ a l'exposant p11"1 . D'où la tp,n

Proposition 18 t La longueur de la suite des sous-groupes dérivés de

<.(r)/ ̂ (r)^ est n ; le groupe ( ̂  (r)/ogfr)^^/^ a pour

exposant p"* ( O ^ i ^ n ) .

En passant au quotient, on voit que si un p-groupe fini est de longueur

de Frattini n , l'exposant de son i-ème groupe dérivé est au plus p11 •

§3. Ensemble des puissances poèmes des éléments*

Si l'ensemble des puissances p'-èmes des éléments d'un p-groupe G est

lui-même un groupe, il en résulte que l'ensemble des puissances p^-èmes des
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éléments de tout quotient de G est lui-même un groupe. Si cette proprié-

té était vraie pour un entier j tel que 1 ^ j ^ n-1 dans le groupe

S^ (r)/ î, (r) y elle serait vraie pour tout p-groupe à r généra-

teurs au plus et de longueur de Prattini au plus n . Nous allons montrer
qu'il n'en est rien.

Proposition 19 î ^uel que ••it l'entier j tel que 1 ^ j s &-1, l'en-

semble des poèmes puissances des éléments de •& (r)/^(r) n'est
, v P»11 .

pas un groupe (n 2s 2).

Démontrons la proposition dans le cas n • 2 et j - 1. Tout élément

dé 4Î (r)/ ^6 (r) g dont la p-ièœe puissance est différente de 1 appar-

tient à t<(r)/^^r)p^} - {^(r)p^/J&(r)p^) (lemmel).Si x est

un tel élément, et si nous utilisons les notations du paragraphe 1.4 , il

existe» autoœorphisme e^ de Ïy (r)/<<.(r) qui applique x sur

l'élément a^ du système générateur (a ,̂..\ ,a^.} de .Se(r)/^(r) g 5

alors y m ô"" (a*). L'ensemble des puissances p-ièœes des éléments de

^fc(r)/^(r) ^ est caraotéristique. Si x13 appartenait au centre de

^ (r)/ ^(r) ^ , alors a^ - Q^) appartiendrait aussi à oe centre.
Nous avons vu au paragraphe 111,4 (théorème 5) qu'il n'en était rien. L'inter-

section des puissances p-ièmes avec le centre «SC (r)/^(r) „ est réduite
^ P y&

à [ 1 ] • Si les puissances p-ièmes formaient un groupe, ce groupe serait

caractéristique, donc normal et il aurait avec le centre une intersection

non triviale [l2 5 p.144] ce qui n'est pas le cas ici.

Passons au cas général. Si l'ensemble des p^-èmes puissances des élé-

ments de •& (r)/JS (r) formaient un groupe, l'ensemble des puissances

p -èmes des éléments de ^ (r)/^6 (r) . formeraient un groupe.

Montrons que ceci est impossible. Les éléments de -S (r)/J£ (r)
ptj+1

d'ordre au moins égal à p0'*" sont d'ordre exactement p3'*'1 et leur puis-

sance p^-ème appartient à < (r) -^/^(r) ^ (théorème 2).

Les puissances p^-èmes des éléments de ^ (r)/^&(r) . forment un
p, 3+1

sous-ensemble de l'ensemble E des puissances p-ièmes des éléments de

^ ̂ p,;,-!/̂ )?,̂  • Nous avons vu ̂  ^ ^p.j-l/ ̂ ^p^l

est isomorphe au groupe X. (r')/ < (r') où r* - <p(r,j,p)

(paragraphe II.î). L'étude du cas n « 2, j s 1 vient de montrer que cet

ensemble E a une intersection réduite à [l) avec le centre de

^W^p^r
Le centre de S& (r)/ <.(r) . est contenu dans -6 (r) ./J£(r) . ,

''»J" P»3 PtJ'1-'
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d'après le corollaire 4 y donc il est contenu dans le centre de

^(r) . -/ ^(r) ... et il a avec l'ensemble E • donc a fortiori avec
P 9 3""' PfJ" 4

l'ensemble des puissances p*'-èmes des éléments de •C(r)/»C(r) . .
f -» PtJ4'1une intersection réduite à 1 1 ] , La démonstration s'achève comme dans le cas

n - 2 , j - 1 .

j4* Pour finir 9 donnons une méthode permettant d'obtenir des représentations

fidèles de JC(r)/J&(r) ,^ .

Soient H et K deux sous-groupes caractéristiques de

^^p^-l^^n+l contenus dans X (r)p^/X. (r)p^ , tels que

H c K et que X (r) ,/^(r) ,. n'induise pas l'identité BUT K/H .p f n— i p f n+1
De tels sous-groupes existent. Il suffit de prendre pour K et H deux
termes non consécutifs de la suite centrale descendante de

^^p.n-l/^^p.n tels^ K ^ ^^p.n-l/^^p.n.l-
Le centralisateur de K/H dans •& (r) ./ SC (r) - est un BOUS-p^n—i p^n-M

groupe caractéristique de X (r) ,/JC ( r ) , ., qui n'est pas ce groupep»n—i p»n+i
lui-même.

Puisque ^ ^p^-l7 ̂  ̂ îp^+l e8t isolno^Phe à •c (r")/< (^îp^

où r" • cp(r,n,p) (paragraphe II. l), la proposition 4 indique que le

centralisateur de K/H dans £ (r) ^/^(r)p ̂  est

^p.n/^p^l -
Cherchons le centralisateur C de K/H dans <SS(r)/.fc(r) ^ .

Soit x un élément de C n'appartenant pas à ^ (r) n.-i/^^1')? n+i
et soit p6 l'ordre de x . Le théorème 2 indique que e ^ 3 . Si x cen-

tralise K/H , alors y - ^ centralise aussi K/H et y a pour
0

exposant p $ il appartient donc à

t ^ ^p.n-l/-^p.n^ - t ̂ p.n/̂ p,̂  •
liais aucun élément de ce dernier ensemble ne centralise K/H • Donc C .ne
possède aucun élément hors de X (r) / !£ (r) ., • Nous pouvons énoncerP»n p,n+i
la t

Proposition 20 » Si H ^ K sont deux sous-groupes caractéristiques de

^ - ;6 ^p,n-1/^ ̂ p^l contenu dan8 ^p.n/ ^p l̂ »
j.els que H c K et que ^ ne centralise pas K/H , alors le centralisa-

^eur de K/H ^a£s. ^ (r)/ ̂  (r)p^^ ^1 ^(^n/ ^ (^p.n+l •

Puisque îfc(r) / Ï, (r) . est un p-groupe abélien élémentaire,
P » " P »nT '

le groupe K/H peut être identifié à un espace vectoriel sur le corps à p
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éléments. Les automorphismes intérieurs de «£ (r)/ 10 (r) . 4 induisent
P»n+'

des applications linéaires de K/H •

La proposition 1 8 indique qu'on obtient ainsi une représentation fidèle de

X(r)/X(r)^.

Nous pouvons prendre par exemple K • M, et H " ^ - o ù t

2 ac s <" s+2 ^ cp(r,n,p)(p-l) + 1 .

^i s " <p(r,n,p)(p-1 ) + 1 > le degré de la représentation est »

cp(r,n,p)2 + cp(r,n,p) - 1

sauf si p • 2 , r « 2 , n - 1 où ce degré est 3 comme l'indiquent les

propositions 10 et 12 et la proposition 8 .
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