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COURBES MCODULAIRES DE GENRE 1
par
Gérard LIGOZAT (*)

Résumé d'auteur, On désigne par rO(N) le sous-groupe du groupe modulaire

. b
sL(2,2) formé des matrices (: d) telles que c¢ = 0 (mod. N). Au groupe rO(N)
est associée de fagon canonique une courbe algébrique XN projective et lisse sur

le corps @ des nombres rationnels, et que 1'on appelle la "courbe modulaire de
niveau N", Ce travail traite essentiellement des douze courbes modulaires qui sont
des courbes de genre {, (es derniéres, munies d'une structure de courbe elliptique
canonique, sont appelées "courbes modulaires elliptiques"

Oon établit tout d'abord le résultat suivant : le conducteur de la courbe modulai-
re elliptique XN est égal & son niveau N, et on explique de quelle fagon ce ré-

sultat peut étre généralisé,

n montre d'autre part que la fonction I d'une courbe modulaire elliptique
coincide avec la série de Dirichlet canoniquement associée aux formes paraboliques
de poids 2 sur le groupe rO(N). Cela permet de calculer la valeur de la fonction

L(s) au point s = {1, (n vérifie alors que les résultats obtenus sont compatibles
avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, on obtient des résultats
analogues pour certaines courbes elliptiques isogénes sur § aux courbes modulai-
res elliptiques,

Summary, Let FO(N) be.tne subgroup of the modular group SL(2,Z) containing the
matrices (2 2) where ¢ = 0 (mod, N).
There is a canonical way of associating to ro(N) an algebraic curve XN defi-

ned over é, which is projective and smooth over @, Call this curve the "modular
curve of level N", This paper is primarily concerned with the study of the twelve
modular curves which are of genus one, These are naturally endowed with a structure
of an elliptic curve over §, Call the resulting elliptic curves "elliptic modular
curves",

First, the following result is established : The conductor of the elliptic modu-
lar curve of level N is N, Possible generalizations of this result are examined,

Next is shown the colncidence of the I function associated with an elliptic
modular curve with the Dirichlet series associated with PO(N). As a consequence,

the value of the I function L(s) at the point s = { 1is computed, and the agree-
ment of the results obtained with the Birch and Swinnerton-Dyer conjectures is
checked,

Lastly, similar results are obtained for a number of elliptic curves which are
Q-isogeneous to one of the elliptic modular curves,

(*) mhése sc, Math,, Paris-sud, 1974.
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INTRODUCTION 7

0. Introduction,

Le but de ce travail est 1l'étude de certaines courbes algébriques, associées
aux sous—groupes rO(N) du groupe modulaire SL(2,Z), que nous appellerons les

courbes modulaires, et particulierement de celles d'entre elles, les courbes modu—

laires elliptigues, qui sont des courbes de genre 1, Ces derniéres sont canonique-

ment munies d'une structure de courbe elliptique, (c'est-a-dire de variété abélien—
ne de dimension 1) définie suf le corps @ des nombres rationnels, Nous nous
proposons d'en faire une description aussi compléte que possible : conducteur,
fonction I, points rationnels, et d'examiner la compatibilité des résultats obte-'

nus avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

0.1, Soit [ wun entier positif, On désigne par po(N) le sous—groupe du groupe

modulaire SL(Z,Z) formé des matrices

(i ;) telles que ¢ = 0 (mod. N).

*
Le groupe pO(N) opere sur le demi-plan de Poincaré {ﬁ . On désigne par 21
la réunion de £7 et des pointes de FO(N), Le quotient de ¢X par l'action de

rO(N) est alors une surface de Riemann compacte X . On constate que la courbe

N,C
algébrique sur le corps € des complexes que l'on obtient de cette fagon provient
par extension des scalaires d'une courbe algébrique définie sur @, dont le corps
des fonctions est Q(j,jN). Ici j(z) est la fonction invariant modulaire de la

variable complexe 1z, et jN(z) = j(nz).

On désigne par XN’ et on appelle courbe modulaire de niveau N, un modéle de

Q(j,jN) projectif et lisse sur Q.

Les courbes modulaires nous intéressent & deux titres :

0.2. D'une part, il résulte d'une conjecture de Weil que toute courbe elliptique
définie sur @, de conducteur N, est isomorphe sur @ & un quotient de JN, va=-
riété jacobienne de la courbe modulaire XN.

0.3, D'autre part, la fonction I de la courbe XN s'exprime essentiellement
(3 savoir & un nombre fini de facteurs prés) comme un produit eulérien ne dé pen—
dant que des valeurs propres de l'action des opérateurs de Hecke sur l'espace des

formes paraboliques de poids 2 attaché a PO(N).

0.4. La courbe modulaire XN est de genre { pour douze valeurs de N :
N =11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36, 49.

On la munit alors canoniquement d'une structure de variété abélienne définie sur @,
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et on appelle courbe modulaire elliptique de niveau N 1la courbe elliptique ainsi
obtenue, La fonction I d'une courbe elliptique est définie sans ambiguité, et
nous montrons que celle de la courbe modulaire elliptique XN coincide avec la
série de Dirichlet canoniquement associée & l'action des opérateurs de Hecke, Cela
nous permet de calculer la valeur de la fonction L(s) au point s =1, en

I

employant une méthode due & Swinnerton-Dyer.

On peut rapprocher ces résultats de ceux obtenus pour une courbe elliptique
admettant une multiplication complexe, La fonction L d'une telle courbe s'obtient
comme série I associée & un certain "Grossencharakter" et l'on peut faire dans

certains cas le calcul explicite de L(1) (cf. [35]).

0.5. Le paragraphe {1 est essentiellement consacré aux propriétés de réduction des
courbes modulaires, Le résultat suivant est obtenu pour les courbes modulaires

elliptiques :

/
gﬂgggﬁmg_g (1.4.2) : Le conducteur de la courbe modulaire elliptique X, est égal
N.

I

Pour une courbe modulaire de genre non-nécessairement égal & 1, on indique
comment certains résultats de Deligne permettent de déterminer le conducteur de la

jacobienne JN de XN’ du moins lorsque N est un entier sans facteurs carrés(1).

0.6. On étudie dans le paragraphe 2 la fonction I d'une courbe modulaire, Cette
fonction est définie par un produit eulérien dont les facteurs locaux Lp sont dé-
finis pour presque tout nombre premier p, Dans le cas particulier d'une courbe

elliptique, on sait définir Lp pour tout p, et la fonction I, de la courbe el-

liptique est le produit de tous les Lp'

/ \
THECQREME B (2.2.3) + La fonction L de la courbe modulaire elliptigue XN coin—

cide avec la série de Dirichlet canoniquement associée au groupe FO(N),

La démonstration de ce théoréme utilise les résultats des calculs explicites

des paragraphes 3 et 4. Elle est achevée en (4.3.4).

Le théoreme B entrafne en particulier :

(1) cf, note au bas de la p., 25,
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7/ \
THEQREME ¢ (2.3.2) : Soit L(N,s) la fonction 1 de la courbe modulaire ellipti-

aue X, ot soit T (m,8) = (20)™°.8%2r(s) 1(m,0).

Al ors EE(N,S) ost une fonction entidre, bornée dans toute bande verticale,
et vérifie 1'équation fonctionnelle

= (wys) == (w,2-s).

Les résultats précédents apparaissent comme des conséquences, dans le cas par-—
ticulier des courbes modulaires elliptiques, d'une conjecture de Weil, (On montre
comment les résultats du paragraphe 1 concernant le conducteur de la jacobienne
JN d'une courbe modulaire se généralisent de fagon conjecturale pour un niveau N

quelconque,

0.7. Le paragraphe 3 est consacré & la construction explicite de formes modulai-
res sur le groupe rO(N). A cbté de la détermination effective de la série de Di-
richlet canoniquement associée aux courbes modulaires de genre 1, on établit de

fagon élémentaire le

/ A\ .
THEOREME D (3.2.16) ¢ Désignons par P1, Iﬁ les points de la courbe modulaire XN

images des points 2z = 0, z = iwde ﬁ*gar l'application canonique, Alors le
diviseur P1—PN a une image d'ordre fini dans le groupe des classes de diviseurs
modulo 1'équivalence linéaire.

De plus, on peut donner une détermination explicite de cet ordre,

0.8. A partir du paragraphe 4, on s'occupe exclusivement des douze courbes modu-
laires elliptiques, On utilise tout d'abord les calculs faits par Fricke pour
écrire une équation explicite de XN' (n peut alors calculer le conducteur de. XN
en utilisant un théortme de (gg, et vérifier ainsi le théoréme A, (n détermine
également les facteurs locaux LP de la fonction L de XN pour lgs valeurs de
p telles que XN ait mauvaise réduction en p, On termine ainsi la démonstration

du théoréme B,
0.9. On démontre dans le paragraphe 5 le

7/ N\
THEQREME E : Le groupe XN(Q) des points de la courbe modulaire elliptique XN

rationnels sur @ est un groupe fini, et engendré par les pointes de FO(N) qui
sont rationnelles sur @, (théoremes (5.5.1) et (5.2.5)).

0.10. Le paragraphe 6 est consacré a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,

et au calcul de la valeur au point s = 1 de la fonction I "normalisée" L*(s).
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(n obtient :

THﬁ&BﬁWﬂ)F‘(6.3.3) :Soit L*(N,s) la fonction I normalisée de la courbe modulai-—

re elliptique XN’ et soit no(N) 1'ordre du groupe XN(Q). Alors
-2
L¥(m,1) = (n (W))7°.

Ce résultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et

il entrafne, si 1'on admet cette derniére, que le groupe de Tate-3afarevid des

courbes modulaires elliptiques est trivial,

0.11. Enfin, on montre au paragraphe 7 comment le calcul de L*(1) peut é&tre
étendu & toutes les courbes elliptiques de conducteur N ¢ MQ1 que l'on connait
explicitement (on désigne par 7?11 1'ensemble des entiers N tels que XN soit
de genre 1). n utilise une liste des courbes elliptiques de petit conducteur
dressée par Swinnerton-Dyer, Comme on l'indique en 7.5.1, il est probable que cette

liste contient toutes les courbes elliptiques de conducteur N ¢ 7711.

Pour chacune des courbes de la liste, on trouve comme plus haut :

L*(1) = n0—2

et la conclusion concernant le groupe de Tate—éafarevié est la méme,

Ce travail n'aurait pas été mené & bien sans les conseils et les encourage-
ments d'A, Néron, Je tiens & lui exprimer ici ma vive reconnaissance, ainsi qu'a
G. Poitou et M. Raynaud. Enfin, J.P, Serre a bien voulu lire mon manuscrit, Il

m'est agréable de lui exprimer ma gratitude pour ses remarques stimulantes,
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1. LES COURBES MCDULAIRES XN.

1.1. QGroupes fuchsiens de premiére espece,

Dans ce qui suit, on s'intéresse & certains sous-groupes G de SL(Z,R),

commensurables a SL(2,Z), et contenant -1, BEn particulier, G est un groupe

fuchsien de premiére espéce au sens de [32].

*
(n désigne par ﬂﬂ le demi-plan de Poincaré, et par h{ la réunion de ﬂf
*
et des pointes de G, Le quotient cxiy de {%* par l'action de G est une

surface de Riemann compacte XG hB
’

Si ¢ et @' sont deux tels groupes, et si G' est un sous-groupe de G

d'indice n dans @, l'homomorphisme d'inclusion G' - G induit un revétement de

degré n des surfaces de Riemann, L'indice de ramification ep en un point P!
de X_, est alors donné par
G',C
ep = (stabG(z):stabG,(z)) o z ¢ #f a pour image P'

et StabG(z) désigne le stabilisateur de z dans G.

Si Py P, désignent les genres de X y X,y 4y 1la formule de Riemann-Hurwitz
G °G G,C G',C
s'écrit :
2p -2 = n(2p-2) + (e ~1).
G G p
PeX
G',C

(n se reportera & [32] pour plus de détails,

1.2. La courbe modulaire de niveau N,

(n désigne par FO(N) le sous-groupe du groupe SL(Z,Z) formé des matrices

(2 z) telles que ¢ = 0 (mod. N), et par XN ¢ la surface de Riemann correspon-
’

dante, Le corps des fonctions de XN ¢ est c(j,jN), ou j(z) est la fonction
’ B
invariant modulaire, et jN(z) = j(nz).

(n sait que J et j_ sont liées par 1'équation modulaire de niveau N :

(1.2.1) o (3,d) =0
ol @N € 2[X,Y] est un polynSme absolument irréductible [13]. La courbe XN C

,
projective et lisse sur € s'obtient donc par extension des scalaires & partir de

la normalisée projective sur @ de la courbe plane définie par :

@N(X,Y) = 0.



Oon désigne par XN’ et on appelle courbe modulaire de niveau N cette nor-
malisée ; c'est 1'unique courbe projective et lisse sur § dont le corps des fonc-

tions est Q(j,jN).
(n dira qu'un zfschéma SGN, plat et surjectif sur Z, est un Z-modele de XN,

si la fibre générique de éEh est isomorphe & XN.
Les images des points 2z = 0, z = i de #7# dans XN sont des points P1
et PN rationnels sur § ([15, 2.1]). On convient de choisir comme mor phisme ca-
nonique de XN dans sa jacobienne JN celui qui envoie PN sur 1l'origine de JN'
Lorsque XN est une courbe de genre 1, on dira que XN' munie de la structure de

courbe elliptique (c'est-a-dire de variété abéliemnne de dimension 1) d'élément

neutre PN, est la courbe modulaire elliptique de niveau N,

1.3. Genre de XN"

Désignons par pO(N) le genre de XN' La considération du revétement asso-
cié & l1'inclusion canonique de PO(N) dans SL(2,Z) permet de calculer pO(N) en
fonction de N [32, 27, 12]. On obtient :

Vo V

Bo V2 3 oo
PO(N) = 1+1—2—Z--3-'2—
ou .
b, = N.TT(H%)
plN
0 si N=0 (mod, 4)
V2 = _ .
[ T(1+(=)) sinon
v F
0 si N =0 (mod, 9)
\)3 = —3
r_111+('—)) sinon
pjv. P
v, = Zcp((d,N/d)).
dln
d>0

Dans ces formules (5) désigne le symbole de Legendre, (d,N/d) le pged de d et
N/d, et ¢ la fonction d'Euler,

En particulier, po(N) tend vers 1'infini avec N.

(On désigne par 7T(k l'ensemble des entiers N tels que po(N) =k, Par

exemple @
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mo= {17 2y, 35, 4, 5, 6, Ty 87 9, 10, 12, 13) 16) 18, 25}1
My = {11 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 32, 36,, 49},
'6]’(2 = {22, 23, 26, 281» 291— 319' 37) 50}-

1.4. Propriétés de réduction,

Igusa [12] a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 1,4,1 ¢ Il existe un Z-modéle normal de XN projectif sur Z et

lisse sur Z[%].

Lorsque N € 3}{1, on obtient un résultat beaucoup plus précis, Avant de 1'é-
noncer, on rappelle qu'a toute variété abélienne A définie sur @ est associé
un entier qu'on appelle le conducteur de A. On renvoie & [30], [10] pour la défi-
nition et les propriétés du conducte?r)de A, qu'on note x(A). n a:

e \A

x(a) =mp ?

ou ep(A), exposant en p du conducteur de A, est nul si et seulement si A a

une bonne réduction en p,

Soit N € m1.

/ \
THEQREME 1,4,2 : Le conducteur de la courbe modulaire elliptique XN est égal a N.

Démonstration : On déterminera explicitement, en (4,2.4), une équation de chacune
des courbes modulaires elliptiques, Le tableau (6.3.4) indique le type des fibres
singuligres du modéle de Néron (les notations sont celles de Néron [20]). La véri-

fication de (1.4.2) se fait alors au moyen du théoréme de (gg (4.3.2) et (4.3.3).

1.4.3. Soit N wun entier sans facteurs carrés, Alors, d'aprés Deligne et Rapo-
port [6], il existe un Z-mod&le de XN; soit gQN, lisse sur z[%], régulier, dont
la fibre en p, pour p divisant N, de genre arithmétique pO(N), s'obtient en
recollant transversalement en sN(p)' points deux exemplaires de la fibre en p de
S%VP' Ici sN(p) désigne le nombre des classes de courbes supersinguliéres en

caractéristique p, munies d'un sous-groupe cyclique d'ordre N/p.
0n a donc, écrivant que le genre arithmétique de la fibre en p est pO(N) :
(1.4.3.1) p, (M) = 2p (N/p)+s (p)-1.

Désignant par JN la jacobienne de XN’ il en résulte que le modéle de Nérmn

(au sens faible) de JN a une fibre en p sans partie unipotente, et dont la par-

tie torique est de dimension sN(p)—1, L'exposant en p du conducteur de J est



done :
- = - [ :
sN(p) 1 pO(N) 2pO(N/p), d'olw le conducteur x(JN) de JN
p,(w)-2p_(1/p)

(1.4.3.2) x(5) =T To .
p|N

Lorsque N € 3711 est sans facteurs carrés, on retrouve le résultat du théo—
reme 1.4.,2., On verra en (2,6.3) comment on peut formuler une conjecture générali-

sant ce résultat pour N quelcongue (2),

(2) cf. note au bas de la p, 25



2. FONCTION L DES COURBES MODULAIRES.

2.1. Rappels et notations,

on se contente dans ce paragraphe de préciser les notations, et l'on renvoie

pour plus de détails au livre de shimura [32] et & 1'article d'Atkin-Lehner [1],

Soit G un sous-groupe (fuchsien de premidre espece) de SL(2,R). si f£(z)

b

‘s ab
est une fonction holomorphe dans £Z , et si (: d) € G, on désigne par f ( )

cd
la fonction :

az+b)

-2
Z - (az+b) ,f(m
(n désigne par <G,2> (resp. <G,2>O) 1'espace des formes modulaires (resp, des

formes paraboliques) de poids 2 sur G, c'est-a-dire des fonctions f telles que :

. ab o ab
(i) f (C d) = f pour tout élément (c d) de @,

(ii) f est holomorphe aux pointes de G (resp, f est nulle aux pointes de

G).

Soit f € <G,2>. Alors 'f est développable en série de Fourier au voisinage

de la pointe & 1'infini e de G :

(2.1.0) , f(z) = E an.exp(2ninz).
n=0
/ . . Lo )
DEFINITION 2.1,1 ¢ La série de Fourier (2.1.0) est appelée série de Fourier de T,

On appelle série de Dirichlet de f la série :

x .
D(S) = E an.n—'s.
n=1

On dit que la série de Fourier, ou la série de Dirichlet de f est normalisée si

a =1,
1 1

On rappelle que l'application f e f(z)dz est un isomorphisme de (—~espaces
vectoriels de <G,2>o avec l'espace des formes différentielles de premiére espéce

sur la surface de Riemann associée a G.
(0n suppose maintenant que @ = FO(N).

On renvoie & (g [27] pour la définition des opérateurs de Hecke (n)
(n > 1) et leurs propriétés., T(n) est un opérateur sur l'espace vectoriel

<FO(N),2>. On utilisera la

PROPOSITIO) : Les opérateurs de Hecke vérifient 1l'identité formelle :




S ) = T (mne). e (2).012)"

p premier-

1
o ¢'(p) =0 si p divise W, e'(p) = 1 sinon,

En particulier, si f est normalisée et vecteur propre de T(n) pour tout
n, soit 3
f|7(n) = a(n).f
on a, désignant par D(s) 1la séfie de Dirichlet de f :

)

p(s) =Z an.n—s = I (1-ap.p—s+e'(1>).p1'25)_1 ou a = a(p).

=1 p premier

On définit dans <1"O(N),2>O un produit scalaire, le produit scalaire de
Petersson, qui fait de <rO(N),2>0 un espace hermitien, Les opérateurs de Hecke
sont alors des opérateurs hermitiens, d'ou la possibilité de trouver une base or-
thogonale de <PO(N),2>0 formée de vecteurs propres des opérateurs T(n), pour

tout n ypremier & N,

Lorsque N € 77[1, 1'espace vectoriel <ro(N),2>o est de dimension 1 sur ¢,
et toute forme parabolique f non nulle est vecteur propre de T(n) pour tout n,
D'autre part, il résultera de (2.4) que f peut &tre choisie normalisée, (n peut

donc énoncer : .

P IT : Soit N ¢ 17(1, et soit f ¢ <rO(N),2>O la forme parabolique
normalisée associde, Alors la série de Dirichlet de f admet un produit eulérien

-8 -0\ -
(2.1.3.1) n(s) = | (1=r(p).p e (p).p"72%) 7"
p premier
ou g'(p) =0 si p divise N, ¢'(p) =1 sinon, et ou A(p) est la valeur

propre de 1l'action de T(p) sur f:f[T(P) = (p).£.

2.2. Résultat fondamental

Soit X wune courbe projective et lisse définie sur @, S'il existe un
Z-modéle QY de X dont la fibre en p est lisse, la fonction zéta de la fibre
en p s'éerit : ZC}%,u)y: P(u).(1—u)-1.(1—pu)-1. (n pose alors :

-s
Lp(x.s) =pp ),
et L(x,s) = HLP(X,S), le produit portant sur tous les p
vérifiant les conditions précédentes,

Lorsque X est une courbe elliptique définie sur @, on définit également
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des facteurs locaux en p lorsque X a mauvaise réduction en p, Pour cela, soit
9% le modtle de Néron (au sens faible [20]) de X. Si X a mauvaise réduction en

p, la fibre de 9£ en p est :

soit isomorphe sur FP a une extension du groupe multiplicatif par un grou-
pe fini, et on pose :
S
L (%,8) = (15 )7 5
P
soit isomorphe sur @ 2 et non sur Fp, a une telle extension et on pose :
b
-\ -
L (x,e) = (48 2)7
soit enfin isomorphe & une extension du groupe additif par un groupe fini et
on pose :
L \X,8) = 1.
A58

La fonction L de X est le produit des facteurs locaux Lp pour tout p premier,

BEn particulier, lorsqu'on parlera de la fonction L d'une courbe modulaire
elliptique, il s'agira toujours de la fonction de la courbe considérée comme courbe
elliptique.

Soit N wun entier 3 1, et soit p wun nombre premier tel que la courbe mo-

dulaire XN posséde un Z-modéle lisse en p, Le résultat suivant est dfi & Eichler

[8] et a été généralisé par shimura [31, 32] :

PROPOSITION 2,2,1 : Le facteur local de la fonction L de la courbe modulaire XN
en p premier de bonne réduction est donné par :

- -28 -
(2.2.1.1) 1 (xs) = (@et(1-2(p).p™ %2727

I1 résulte de (1.4.1) que cette proposition s'applique pour tout p ne divi-
sant pas N. Lorsque N ¢ 3711, les nombres premiers p de mauvaise réduction sont
exactement les diviseurs premiers de N, d'apres (1.4.2). Comparant dans ce dernier

cas (2.2.1.1) et (2.1.3.1), on obtient :

PROPOSITION 2,2,2 + Soit N ¢ IFQ, et soit p un nombre premier ne divisant pés N.

AMors le facteur local en p de la fonction I de la courbe modulaire elliptique

XN coincide avec celui de la série de Dirichlet normalisée associée & T (N).
o

(n peut maintenant énoncer le résultat fondamental :



/ N\
THEQREME 2,2,3% ¢ Soit N ¢ 77{1. La fonction I de la courbe modulaire elliptique

XN coincide avec la série de Dirichlet normalisée associée & rO(N),

La proposition (2.2.2) montre qu'il suffit de vérifier que les facteurs lo—
caux des deux séries en question coincident en p, pour p divisant N, Cette vé-

rification sera faite en (4.3.4), en utilisant les résultats de (4.2.4) et (3.1.3).

2.3, (Conséquences,
Le résultat du théordme (2.2.3) va permettre :

(i) De calculer la valeur au point s = {1 de la fonction I des courbes mo-
dulaires elliptiques, Cela sera fait au paragraphe 6,

(ii) De déterminer explicitement 1'équation fonctionnelle & laguelle satis—
fait la fonction I des courbes modulaires elliptiques,‘ce qui constitue dans ce
cas particulier une vérification des conjectures classiques [29, 35]. En effet,

rappelons la :

PROPOSITION 2,%,1 : Soit N un entier positif, et soit f ¢ <FO(N),2>O une forme

parabolique de poids 2, Désignons par D(s) la série de Dirichlet de f, et posons
-s
Als) = (2n)7 .r(s).n(s).

Alors, si f=-C.f (g 51)

a a
(1) A(s}+Ns/2.(?§+C.§:§) est une fonction entiére bornée dans toute bande

verticale,

(11) A(s) = c.n'™%.al2-s). (cf. [27, V=10, th. 16]).

Soit maintenant N ¢ 7TL1, ‘et f¢ <r0(N),2% la forme parabolique normalisée.

D'apres le théoréme (2.2.3), la série de Dirichlet de f est la fonction L
de la courbe modulaire elliptique XN' D'autre part, d'apres le théoreme (1.4.2),

N est le conducteur de XN' Enfin, d'apres (2.5.4), on a :

f|(5) ===

(n peut donc appliquer (2.3.1), avec C = 1 :

/ N\
THEOQREME 2,%.,2 : Soit N ¢ 31‘1, et désignons par L(N,s) la fonction L de la

courbe modulaire elliptique XN' Soit

T (,s) = ()02 p(s) (15).



2.4. ) 19

Alors ES(N,S) est une fonction entiére, bornée dans toute bande verticale, et sa—
tisfait & 1l'équation fonctionnelle : ts

w(,s) ==(n,2-s).

2.4, Formes grimitives,

Soient N' wun diviseur positif de N, et t un diviseur positif de N/N'.
Alors, pour tout élément g de <rO(N'),2>O, les formes modulaires gt(z) = g(tz)
sont des éléments de <PO(N),2>O,

/ )
DEFINITION 2,4,1 ¢ On appelle espace des formes non primitives ("old forms" dans

[1]) le sous—espace de <FO(N),2>O engendré par les formes gt(z), ol

g € <rO(N'),2>O, t Dparcourant les diviseurs positifs de N/N', et N' les divie

seurs positifs de N distincts de N.

On_appelle forme primitive(™ew form") tout élément non nul de <PO(N),2>O

gui est orthogonal & l'espace des formes non primitives pour le produit scalaire de

Petersson, et vecteur propre de T(n) pour tout n premier a N,

(n démontre ([1, lemme.9, P. 45]) que le premier terme a1 de la série de
Fourier d'une forme primitive est non nul, On peut donc toujours la normaliser

(2.1.1).

Les formes primitives normalisées forment une base canonique de 1'espace or-
thogonal & l'espace des formes non primitives, Les formes primitives sont alors les

multiples non nuls des vecteurs de base,

Notations, Soit p un diviseur premier de N, On suppose que N = 0 (mod.pr);
N # 0 (mod.pr+1). Choisissant des entiers u,v ¢ Z tels que pzrv—Nu = pr, on pose

r
G
s 2.
N pv

On pose également :
r

270 =1\
Wy =N ‘\N 0.

Soit f ¢ <FO(N),2>O. Les applications f +» f Wp’ f fle sont des endomor-

phismes linéaires de <FO(N),2>O, le premier ne dependant pas du choix de wu et v,

On désigne encore par Wp’ wN les involutions de <PO(N),2>0 obtenues de

cette fagon,
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n démontre qu'une forme primitive est vecteur propre de T(n) pour tout n,

et vecteur propre de Wy (p divise X). De plus

£]2(p) = 0 =i po|W,

f|T(p)+f|wp =0 si p|N, p’N. (cf. [1, th. 3, p. 149]).
(n peut énoncer : .

=]
PROPOSITION 2,4,% s Soit f = E x(n).exp(zninz) une forme primitive normalisée,
n=1

AMors f est vecteur propre de T(n) pour tout n, avec la valeur propre A(n).

La série de Dirichlet associde & f s'éerit :

p(s) =D A = T T Cmale)o ™2 T Tlhaw .5y
n=1 (p,0)=1 p|N g

o

ou w_ =3t 1 est défini par :

flw =w I,
p p

REMARQUE 2,4,4 : Lorsque N ¢ 3}11, tout élément non-nul de <rO(N),2>O est une

forme primitive,

2.5. Morphismes canonigues, .
Reprenant les notations de (2,4), on désigne par N' un diviseur positif de
N, et par t un diviseur positif de N/N'. On désigne par M(t) la matrice

(Z ?). Dans ces conditions :

u(t).r (0.mu(6)™" e (0).
Il en résulte que M(t) définit un morphisme canonique :

t): -
(t) Xy g~ X

MN,N' C N',C

décrit par le diagramme commutatif

iy >y
Z p——> t2z j
XN

*

o, (t)
Y

N,C >

e (Cf‘ [32’ 6.7])

ou les fléches verticales sont les morphismes canoniques d'espaces analytiques

complexes, Si N" divise N', et d' divise N'/N", le diagramme suivant est
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commutatif :

(£

¢ > Xpse
tl
ty e (8) MN',N"( )
XN',C
Il résulte de [32, 6.7] que MN N,(t) provient d'un morphisme défini que @,
’

que 1l'on note de la méme fagon :

)
()XN > X

MN,N' N'*

Soit o = f(z)dz une forme différentielle de premiére espéce sur le. Alors
(MN N,(t))*(w) = f(tz)dz, On obtient donc une forme non primitive sur PO(N), si
’

N' # N.

Soit JN la jacobienne de XN' Avec les conventions faites en (1,2),

My N,(t) induit un morphisme de Q-variétés abéliennes
’

MN,N'(t):JN — Iy

d'ol un morphisme :
: GO(N/N')

MN:JN

induit par les MN N,(t) pour N' parcourant les diviseurs positifs de N dis-
’
tincts de N, et t les diviseurs positifs de N/N'. Ici oo(n) désigne le nombre

de diviseurs positifs de n,

On définit par récurrence sur N une sous-variété abélienne de JN :

NOTATION 2,5.,1 ¢ On note J% la composante connexe du noyau de MN'

I1 est clair par construction qu'une base des formes différentielles inva-
riantes sur Jﬁ est de la forme {fi(z)dz} ol {fi} est une base de l'espace des

formes primitives associédes & FO(N). n en conclut que MN se factorise & tra=-

[ T2 o, o)
N'|N

N'AN

vers le produit :

de sorte qu'on obtient une isogénie sur @
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o (N/N')
(2.5.2) SED NN °) ° .
Myt Iy Wiy

Désignons par ré(N) (resp. ro p(N)) le sous—groupe de SL(2,R) engendré
’
par rO(N) et wN (resp. wp), avec les notations de (2.4). Il est immédiat que :

: 2 2 _
(1) W=t W= (modulo r (1)),

(ii) | W= (modulo r (),
p|N
(iii) WN et wp sont contenus dans le normalisateur de FO(N) dans SL(2,R).
Le groupe rO(N) est donc d'indice 2 dans rg(N) (resp. r, p(N)). Wy wP
’
définissent des automorphismes de la surface de Riemann XN c (et méme de la cour-
’

be algébrique sur @ d'apres [32, 6.7)]). (On désigne encore par wN, wp ces in-
volutions,

Le revétement canoniquement associé & l'inclusion de rO(N) dans rg(N)

(resp. r, p(N)) correspond au quotient de X, per le groupe d'automorrphismes

’
d'ordre 2 {1,WN} (resp. {1,wp}).

Supposons maintenant que N € 3711. soit f:X - Y un revétement de degré 2,
ou X est de genre {, Alors, ou bien f est non-ramifié, et Y est de genre 1,
ou bien f est ramifié en quatre points, et Y est de genre 0. (n se trouve dans
le second cas si et seulement si l'involution de X associée admet des points

fixes,

D'autre part, les automorphismes involutifs d'une surface de Riemann de genre
1 sont de deux sortes : si 1l'on choisit une origine, on obtient une involution de
la courbe elliptique obtenue, donc, ou bien une translation par un point d'ordre 2,

ou bien une translation suivie d'une symétrie par rapport & 1l'origine,

(n conclut des remarques précédentes :

/ ) [
CONSEQUENCE (2.5.3) : Soit N € 77(1, Alors la surface de Riemann associée & rg(N)
est de genre 0,

Bn effet, z_ = ~1.7 2 ¢ fy est wn point fixe de Wy

/
CONSEQUENCE (2.5.4) : Soit N ¢ m, gt £e<r (N),» . Alors flug = ~f.

fu effet, f|wN = f entrafne f ¢ (rg(N),2>o, donc f = 0 d'apres (2.5).
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/
CONSEQUENCE (2.5.5) : Soit N ¢ 7ft1, N premier (donc N = 11, 17 ou 19). Alors
£lo(w) = £, (ef. [11, satz 1, p. 776]).

Cela résulte de ce qui précdde et de (2.4.3). Plus généralement :

PROPOSITION 2,5,6 : Soit N ¢ GTL1, et p un diviseur premier de N, Alors

f|wp = —f si et seulement si wp admet des points fixes, Sinon f wp = f,

(2.5.7) Applications : Examinons le cas de deux valeurs particulidres de N e%?ﬁ.
. (n peut représenter w7 par la matrice :

W_ =

7 . .

-56 21

Le point z, = (21+iV7)/56 est un point de i%f fixe sous w7, on a donc tenant

te d . = modulo H
compte de ce que w2 W7 W14 ( Fo(14))

~f

£lu, = £ £]2(2)
donc

£, = -t £]2(7)

1

]
[

pour T ¢ <r0(14),2>o.

Bn particulier, w2 correspond & une involution de la courbe modulaire el-
liptique X14 qui est une translation par un point d'ordre 2 rationnel sur @,
N = 21|. On peut représenter w3 par la matrice :
3 -1 -1/2

-21 =6

Le point z = (-21+iy3)/42 est un point fixe sous w3. Donc :
flw3 =-f £lo(3)
£, = f £|r(7)

~f

pour f ¢ <ro(21),2>0.

On pourrait procéder de la méme fagon pour calculer les valeurs propres h(p)
des opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N, N ¢ 331%’ Cependant, il sera
plus simple d'utiliser la détermination explicite de la forme parabolique normali-

sée qui est faite en (3.1.3).
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2.6. Conjecture de yeil,

Nous allons voir comment les résultats de (1.4.2) et (1.4.3) s'interprétent
comme des conséquences immédiates d'une conjecture de Weil, Les notations sont

celles de (2.5).

CONJECTURE 2.6,1 ¢ Toute courbe elliptique définie sur @, de conducteur N, est
isomorphe sur @ & un guotient de JN.

/
CONSEQUENCE {1 : Il n'existe pas de courbe elliptigue définie sur @, de conduc—
teur N ¢ mo.

/
CONS N : Soit X une courbe elliptique définie sur @, de conducteur
N € m1' Alors X est isogéne sur @ & la courbe modulaire elliptique XN

S'il existe pour chaque N ¢ m1 au moins une courbe elliptique de conduc-

teur N (on peut par exemple en exhiber une explicitement), on en déduit :

/ .
CONS E H (= théoreme (1.4.2)). Le conducteur de la courbe modulaire ellipti-

que XN est égal & .

La conséquence 1 a été vérifide pour certaines valeurs de N ¢ mo ; 1l en

est de méme pour la conséquence 2, pour N = 2% et N = 2.33, 22.3‘3 (cf. =g [25]:

[26]).

Considérons la décomposition (2.5.2) de J que nous écrivons :

N'
1

cO(N/N ) _; Ji

S [ '

o o
(2.6.1.1) Iy ® Iy X ()
N'|N
N'AN
on démontre que T(p), considéré comme un endomorphisme de JN’ conserve cette

décomposition, Si f ¢ <rO(N),2>O est une forme primitive, & valeurs propres A(p,

entiéres, on lui associe la composante connexe de l'intersection des noyaux des en-

domorphismes T(p)-r(p) de J;;,
courbe elliptique E., définie sur @, et que les facteurs locaux Lp de sa

On montre que cette composante connexe est une

fonction I sont ceux de la série de Dirichlet de f, pour p ne divisant pas N
(cf. [32, 7.5]). Lorsque N est sans facteurs carrés, on peut montrer, en utili-

sant les résultats de Deligne (cf. (1.4.3)), que le conducteur de E

. est égal &

N. On ne sait pas le faire dans le cas général,
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CONJECTURE 2,6,2 : (Conjecture de Weil). Toute courbe elliptigue définie sur @, de

conducteur N, est isogéne sur @ & une courbe Ef et une seule, ol

fe <ro(N),2>o est une forme primitive & valeurs propres entiéres, La série L de

la courbe coincide avec la série de Dirichlet de f, (cf, [40]).

Le résultat du théoréme (1.4.2) se généralise de la fagon suivante :

CONJECTURE 2,6,3 ¢ Soit n(N) la dimension de J; (= la dimension de l'espace des

formes primitives sur PO(N)). Alors le conducteur de JE est égal & N“(N).

Il est facile de calculer g(N) en fonction de N. D'apres (2.5.2) :

p, (W) =2 _ld).o (Wd),
a|N

ce qui s'écrit po =m % en notant par x le produit de convolution de deux

fonctions arithmétiques, On en déduit :
n=Po*u*l-1
ou | est la fonction de Mobius, définie par :

(i) p est multiplicative,

(i1) w(p®) = (-1)% si g 1,
p(Pa) =0 SL o ) 2.
PROPOSITION 2,6,4 ¢ Soit N un entier sans facteurs carrés, Alors la conjecture

(2.6.3) est vraie,(3),

En effet, supposons d'abord que JO =J D'apres (1,4.3.2), 1'exposant du

N N*
conducteur en p, pour p diviseur de N, est égal & pO(N), ce qui est bien ce

qu'affirme la conjecture,

Lorsque N est un entier sans facteurs carrés arbitraire , on se raméne au
cas précédent en utilisant les isogénies (2.6.1.1) et & nouveau la formule

(1.4.3.2).

(3) Des résultats récents de Deligne permettent de démontrer ce qui suit :
Soit N un entier positif arbitraire, Soit p wun nombre premier, p # 2,
Alors eP(JE), exposant en p du conducteur de J; (cf. (1.4)) a la valeur prévue

par la conjecture (2.6.3).
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2.6.5, Exemples,
Passons en revue les valeurs de N ¢ 3112.

(i) [W = 23, 29, 31|. Doi et Matsui (cf. [7], [16]) ont démontré que les jaco-

biennes sont des variétés abéliennes simples. La conjecture (2.6.1)

Y25 o9 I35
entrafne qu'il n'existe pas de courbes elliptiques de conducteurs 23, 29 ou 31,

Dans les trois cas g(N) = 2, et le conducteur vaut 232, 292, 312, respec-—

tivement,

0. D'aprés la conjecture (2.6.1), il n'existe pas

(i) =222, o, )

de courbe elliptique de conducteur 22 ou 28. D'apres (2.5.2), J2 est isogene sur

2

O a X, xX et J a X14 X Du reste, on constate que, dans les deux

" 1’ 28 Xige
cas la courbe correspondant au quotient de XN par le groupe d'automorphismes
{1,wN} est de genre 1, C'est une autre fagon de voir que JN est isogéne sur §
au produit de deux courbes elliptiques, Une troisiéme est de remarquer que les
courbes X22, X28’ de genre 2, possédent deux involutions distinctes (par exemple

t .
Wy e W2)

(iii) [N = 26, 37, 50|. Dans ces trois cas pn(N) = 2.

J37 est isogéne au produit de deux courbes elliptiques parce que, ici enco-
re, le quotient de X37 par le groupe d'automor phismes {1,w37} est une courbe de
genre 1, D'aprés la conjecture (2,6.2), J37 est isogéne sur @ au produit de

deux courbes elliptiques de conducteur 37, On connait effectivement deux classes

d'isogénies de courbes elliptiques définies sur @, de conducteur 3T

Un modéle singulier de X est la courbe plane.d'équation :

26
y2 = X6—8X5+8X4—18X3+8X2—8X+1 (Cf- [9]: p. 458)-

Cette équation met en évidence le fait que X26 admet, outre l'involution
X —> X
Yy > Y,

1'involution x —> 1/x
y —> /%,

et leur produit X —> 1/x

v —> —y/x3.

On voit sans peine que ces trois involutions sont w26' w2, w13 (cf‘ [19]). On en
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déduit la encore que J26 est isogéne au produit de deux courbes elliptiques, La
conjecture de Weil entrafne que ces derniéres sont de conducteur 26, ce qu'on véri-

fie, et que tqgte courbe elliptique de conducteur 26 est isogéne sur @ & l'une

des deux.

Pour N = 50, l'existence des involutions

, w2, W_ entrafne encore gque

Y50 5
JSO est isogéne au produit de deux courbes elliptiques, On connaft effectivement

deux classes d'isogénies de courbes elliptiques de conducteur 50,
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3. CONSTRUCTION DE FORMES MCDULAIRES ET APPLICATIONS.

3,1, Construction de formes modulaires,

Dans ce paragraphe, on désigne par n(z) la forme modulaire de Dedekind

a(2) = /AT TCea™ = a(2) /2 o
n=1

q = exp(2niz).
on utilise n(z) pour construire certaines formes modulaires sur FO(N).

Rappelons les résultats suivants (cf, [22]) :

(1)  soit (: 2) un élément de 5L(2,7), avec c > 0.

a

Alors n(cZIz)

(2 D)) (-ilezia)) V2 0(a)

]

avee (£ 7)) = exnl-ina((5 ), et (D)) €

(ii) Lorsque (a,6) = 1, l'entier a((i E)) défini par (i) veérifie la congruence

suivante :

(G ) = prlemmn) @) (ot 2).

(iii) Le groupe ro(N) est engendré par les éléments :
(a b

Ne d) € ro(N) tels que (a,6) =1, a3y 0, cy O.

n désigne paf 6 wun diviseur positif de N, et par &' 1l'entier défini par
86' = N. On note r = (ré) une famille d'entiers positifs ou nuls, indexés par

l'ensemble des diviseurs positifs de N, et on considére la forme modulaire

g,.(z) =] Tn(s2) °.
= 8|N

PROPOSITION 3,1,.1 : Supposons vérifiées les hypotheéses suivantes :
(4) E%:rb.é =0 (mod, 24),
5N

0 (mod. 24),

(B) E::ré.é
L

(C) r =4,

r
o | Ter) % e 2.
8|N



Alors gr(z) est une forme paraboligue de poids 2 sur rO(N),

29

Remargue, Cette méthode ne permet pas d'obtenir toutes les formes paraboliques de

poids 2, méme si 1l'on se limite & N ¢ 3711 (ef, (3.1.2)).

b (q x
Démonstration : Soit U = (a d) un élément de FO(N).

Ne

n(6.02) B,

It

N a
n(Ué.éz) ou U = (L

par conséquent :

'“ﬂc?

el

g, (vz) = (-i(wezsa))P ¥

.gx(

Alors

2T Telw) .
8|

Calculons le troisieme facteur de cette expression, Tenant compte de ce gqu'on peut

sﬁpposer d'aprés (iii) que (a,6) =1, et que ¢ » 0, on voit que :

r
[e(v,) © = exp(-im) ob A =3 r .alv).

8|N 8|
Utilisant d'autre part (iii) en méme temps que (ii) :

a(v,) = alcs'-be-3)-2{ 1=(%)}  (mod. 2), .

d'olu :

-%ac(zlr 8! )-——ab(%r .5) _Zr _%IZ

YT ®

Utilisant maintenant (4), (B) et (C), on en déduit :

=1 s'c
14\ = EEZZré.{1—(-;7 b} (mod, 2),

5|

et par conséquent :

= E:

exp(-im) = - 1(2° rT(é drapres (c),

sln @ sln?

qui vaut -1 d'aprés (D). Revenant & la fonction g

on obtient :

gr(UZ) = —12.(ch+d)2.gr(2).

D'autre part, il est clair que g, s'annule en chaque pointe de

conclusion,

19

(mod, 2).

PO(N). D'ol la

et utilisant & nouveau (C)
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on déduit de la proposition (3.1.1) :

COROLLAIRE :
N =11, 14, 15, 20, 24, 27, 32, 36

sont données par le tableau (3.1.2)

Les formes paraboligues normalisées assocides & FO(N), pour

N

1 |n(2)2n(112)?

14 | n(e)n(2a)n(720n( 142)

_:;_ n(Z)n(BZ)n(5Z)n(152)

—ZJ_ n(ZZ)Zn(mz)z

24 |n(22)n(42)n(62)n(122)

27 [n(32)%(92)°

52 |n(42)%(82)2

36 |n(en)

Oon en déduit les développements suivants de la forme parabolique normalisée :
N
1 |a-20%-a%r2a*a®424%207-20%20 "% "4 0 (a'2)

—7: a-a%-2071q%  +20%q7-q%ud? +0 ("9

_;;- g-a%-a-q%q® +a®  43:54q? +0 ("9

—;:)_ q —2q3 —q5 +2q7 +q9 +0O (q12)

o ¢ -& -2 w4243 0 (a1

o q —oqt ! +5a'% 0 (a'%)

_;;_ q —2q5 -3q9 +6q13+(3 (q16)

—;g_ q -4q +20"%80'% 0 (2%)




(n en déduit enfin, pour chacune de ces huit valeurs de N, les valeurs pro-
pres des opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N. Ce sont les coefficients
a de la série de Fourier de la forme parabolique normalisée, d'apres (2.1.2).
Rggroupant ces résultats avec ceux de (2.5.5) pour N = 17, 19 de (2.4.3) pour

N = 49, et ceux de (2.5.7) pour N = 21, on obtient les valeurs données par le

tableau suivant, ou l'on pose :

o
N=p P, P <Py, >0
(3.1.3)
N 1141517192 ] 21| 2| 2r] 3] 36| 49
Ap) |- 1 11 ol 1] o] o] of of o
o) | - | | ol - = - -] e -

(n a ainsi entiérement déterminé les facteurs locaux de la série de Dirichlet
associde a FO(N), pour "p divisant N, N €33L (cf. (2.1.3). I1 suffira de vé-
rifier en (4.3.4) que ces facteurs locaux coincident avec ceux de la série I de
la courbe modulaire elliptique XN pour terminer la démonstration du théoreme

(2.2.3).

5.2. Pointes de r (N).
On conserve les notations de (3.1), (n désigne par d,5 des diviseurs posi-
tifs de N, et on pose d' = N/d,5' = N/é, On suppose maintenant que r = (ré)

est une famille d'entiers r(5 ¢ Z indexée par les ¢,

PROPOSITION 3,2.1 ¢ La forme modulaire gr définit une fonction sur la courbe

modulaire XN si et seulement si les conditions suivantes sont vérifides :

(8) >_ T8 =0 (mod, 24),
I

(B) Zré.é =0 (mod. 24),
8|
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(c") Eﬁiyé =0,

(o) T Te") © ¢ ¢,
8|N

Démonstration, La suffisance se démontre facilement en reprenant la démonstration

de (3.1.1). Démontrons la nécessité,

Celle de (C') est évidente, Ecrivant que 8. est invariante sous (é 1), on

obtient (B). De méme, 1'invariance sous (& ?) entrafne (A). Par conséquent,

r
1

| (%;) 6 _ 1 pour tout a » O, premier & 6N, (n est ramené & démontrer :

&|N

LEMME : Soient m,n des entiers, On suppose que (%) = (%) pour presque tout p,
Mors m/n ¢ QZ,

En effet, cela entrafne que mn est un résidu quadratique modulo p pour

presque tout p, donc un carré d'apres le théoréme de Dirichlet,

Remarque. Il est clair que la série de Fourier de g. est & coefficients ration-
nels, Par conséquent, si r vérifie les conditions Ee (3.2,1), gr est dans le

corps des fonctions, Q(XN).

* .
L'ensemble des pointes de rO(N) est @ L]{iw} = %b —47; Les orbites de
l'action de po(N) sur 1l'ensemble des pointes de FO(N) sont en nombre fini, (m
obtient donc une bijection.de l'ensemble de ces orbites avec un ensemble fini de

points de la surface de Riemann X qu'on appelle les pointes de X

N,c’ N,C*

PROPOSITION 3,2,2 ¢ Soit P une pointe de XN ¢ Tl existe un unique diviseur po-
’

sitif d de N tel gue l'orbite correspondante contienne b/d, oi b est un

entier premier & d, (n dira que P est une pointe de niveau d.

Si d est un diviseur positif de N, il existe ¢((d,d')) pointes de Xy ¢
v ’

de niveau d, ou ¢ désigne la fonction d'Ruler,

Cela résulte par exemple de [32, dém, prop. (1,4,3)],

Bn particulier, pour d = 1, N, il n'existe qu'une seule pointe de niveau d,

correspondant & l'orbite de 0, iw respectivement,
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NOTATION 3,2,% : (On note (P ) le diviseur de X somme des pointes P, . de
q/ —=———= “n,¢C da,i =

niveau d :

) =P

(By) = By ree¥Py (0 ,0))°

d

Nous allons voir que, N > 1 et le étant donnés, on peut trouver une
famille r d'entiers, vérifiant les conditions de (3.2.1), et telle que le divi-
seur de g, soit un multiple du diviseur de degré zéro

B gl(a,at)).p ~(2,).

Il en résultera que ce dernier est l'ordre fini dans le groupe des classes
de diviseurs modulo l'équivalence linéaire, et que (fa) est un diviseur ration-

nel sur @,

Pour ce faire, nous commengons par détermiher 1'ordre de g, en une pointe,

LEMME 3,2,4 : Soit P une pointe de X

de Xy o & P est:

N.¢ de niveau d, Alors un paramétre local
’ .

exp(2nip(z)/h) ou h=4d'/(d,d'),

et ol p € SL(2,R) envoie P sur la pointe & 1'infini PN'

En effet [32, (2.1)], h est défini par le fait que :

-1 1 ny"
p'Stabro(N)(s)°p = (o 1)

(s est un point de l'orbite associée & P, et Stabr (N)(S)‘ désigne son stabili-
0

m ¢ 2}

sateur dans pO(N)),

Soit s = b/d, avec (b,d) = 1. On peut prendre o de la forme :

N P

—hd® *

2

* *
et ( ) ¢ sL(2,2z) est un élément de rO(N) si et seulement si N divise
~hd € * :

hd“, donc si h est multiple de d'/(d,d').

LEMME 3,2,5 ¢ Soit s = b/d une pointe de rO(N), de niveau d, et soit

Aé(z)‘= alez), oi & est un diviseur positif de N. Soik p un élément de

su(2,z) tel que p(s) = i, Alors :

2
5 (67 (2)) = (3(a,0).208) 2a({28 ooy,

ou B, y, sont des entiers,
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B effet, soit o= (7 1)
-by a
-bs a _ 1
Sy X (RN RO

-1
Aé(p (z)) 1

1]
>
—~

—_

ou on a posé u=(d,5), 6 = 6,4 d =d u,

De (d1, 51) = 1 résulte (d1,51b) = 1. Il existe donc :

-b61 *) —b51 a» (—b61 *\ 1 %
_ LIy
(—d o) € Sl2,2) telle que (-d c/ "\ - *)(o 61)’ dlou

1 1 1
2
2,07 (2) = Cla,0).zep) 12K,

en utilisant le fait que A est une forme modulaire de poids 12 sur

: 2
. N (d,8)
NOTATION 3,2.6 : (n pose aN(d,é) = @A .

LEMME 3,2,7 : (o a aN(d,é) = aN(d',é').

su(2,2).

3.2,

Revenant & la fonction g , et utilisant les lemmes (3.2.4) et (3.2.5), on

obtient en définitive :

PROPOSITION 3,2,8 : Soit r une famille vérifiant les conditions de (3.2,1). Alors

la valuation de g, &n une pointe de niveau d est donnée par :
N 1
b(d) ==—) a(d T
() 2%5% Jh6).ry,

donc le diviseur de gr est :

) - T2y
ALy

COROLLAIRE : Sous les hypothéses de (3.2.8), on a

deg((g,)) =2 b (d).g((d,a')) = o.
= dIN_

LEMME 3,2.9 ¢ Soit v 1l'application @-linéaire de f-espaces vectoriels définie

=Il
V(I‘1,...,I'n) = (b£(1),,,,,b£(n),y =;ri)’

(oW n = OO(N) = nombre de diviseurs positifs de N). Alors v est injective, et
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1l'intersection de son image avec 1'hyperplan {y = 0} est donnée par :

> gl(a,at))p (@) =0, v =o.
d|w =

L'injectivité résulte de ce que g, ne peut &tre une constante que pour

on déduit de (3.2.1), (3.2.8) et (3.2.9) :

PROPOSITION 3,2,10 ¢ Soit D un diviseur de la forme :

D = E md'(Pd>’ ou (Pd) est le diviseur somme des
a|n
pointes de niveau d (3.2.3), de degré 0, c'est-a-dire tel gue

Z(P((dyd'))omd = 0.
din

Alors il existe une famille d'entiers r telle que le diviseur de gr soit un

multiple de D.

En particulier, D est rationnel sur § et d'ordre fini dans le groupe des

classes de diviseurs pour l'équivalence linéaire,

COROLLAIRE : Pour tout diviseur positif d de N, le diviseur

(Pd)—(p((d,d')),P1 est rationnel sur @ et d'ordre fini

dans le groupe des classes de diviseurs pour 1'équivalence linéaire,

Les pointes P1 et PN sont rationnelles sur @ (cf, (1,2)). Par conséquent
le diviseur (Ea) est rationnel sur Q. En particulier, si ¢((d,d')) = 1, donc si

(d,d') = 1 ou 2, la pointe i

est rationnelle sur @,
De fagon plus précise, on peut montrer gque le plus petit corps de rationali-
té des pointes Pa i de niveau d est le corps Q(g), ou r est une racine primi-
’
tive ¢((d,d'))—iéme de 1'unité,
D'autre part, il résulte de la théorie des symboles modulaires de Manin
([14, 15]) que P1—P est un diviseur d'ordre fini dans le groupe des classes de

diviseurs pour l'équivalence linéaire, pour toute pointe P de XN ¢
’

Dans le cas particulier du diviseur P1_PN’ la proposition (3.2.1) permet de

déterminer explicitement cet ordre, En effet :
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Ngléglgu_j‘g‘ll On pose N= I |p, k(N) NT_T(p--) Soit &, un diviseur posi- |

p|W 2h
tif de N. On pose :

N

s =‘gp(5): r.==8

A s 6% o désigne la fonction de
Mobius, et &' = N/s (cf. (2.6.3)).
LEMME 3,2,12 : G a:
k(N) si d =1
2 _a(d,6)r, = {0 si d#1, N,
6[N N &
“k(N) si d=0N
ol aN(d,é) est défini par (3.2.6).
n n2 n
LEMME %,2,1% ¢ Soit N = p11p2 ,,.pgg la décomposition de N en facteurs premiers,

Alors on a :

w=l ls") " =p, 1p 2...p avec
8|N

(nyp n, +z>]_kp -1).

7

=
I

Démonstration du lemme (3.2.12) :

Notons gk(n) la fonction gk(n) = nk.

2
S -5 A ) . . i seur
aN(d,a) s élN(E—ETj Nu(é), et il suffit de se borner aux diviseurs §

sans facteurs carrés,

Si d =1, on trouve :

> I 6) = N(g * W) () = k(n).
6 N [}

si d # 1, soit p un diviseur premier de d, Comme ¢§ est sans Tacteurs
carrés, la multiplication par p envoie bijectivement les diviseurs ¢§ premicrs a

P sur ceux qui sont des multiples de p, Si § est premier &2 p, on a :

p(ps) = —pls) et (d,8) = (d4/p,6).

Donc :

ds? ds
(6,9) 1 pls

;aN(dyé).Sé = d d' E (d 6> u(é) Z(dyé) =
5|N

D'aprés les remarques précédentes, le terme entre les accolades s'écrit :
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PR sl AR
s/p)|N  da(s/p)
(5,p) 1 ((8/p),p)=1

D'autre part :

a (d,5).s , = a (d',6').s_, = a (d',5).5_, :
g%% N & 5T N & 51N N &

le calcul qu'on vient de faire montre que cette expression est égale & x(N)

d' =1, et a 0O sinon., Le lemme est donc démontré,

Démonstration du lemme (3.2.13) :Tout d'abord,

2%
w=l 608 = N)Sé iy SR
5N 5| M2 (TT56)2

or Zsé =Z(§)p(6) =Tp_|;qr(p-1) = (p1-1)(p2—1) (pg—1).

8N 8N
s
D'autre part, il est clair que 1l'exposant de Pj dans rTa 6 est

N i i g
- oo = TT(am1).
J+E;§p3pk E%;p B2, 1 l;] P
it

kg

Par conséquent, l'exposant w‘j de p‘:_l dans w est :
= nj.(pj-1)] [(p-1)+2 T(p-1),
Ik Ik

ce qui est bien le résultat annoncé,

on considére toujours la famille r définie en (3.2.11).

si
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EMME %,2,14 ¢+ Il existe un unique entier positif m satisfaisant aux conditions

suivantes :

(i). La famille %é.r satisfait aux conditions de la proposition (3.2.1).

-(ii) i m' est un entier positif tel que (i) soit satisfaite, alors

divise m,

Plus précisément, avec les notations de (3.2.13) :

m'
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m = pgod(k(N), 12wy, 24 7).
1€3¢8
8|
Démonstration du lemme (3,2,14) : Considérons les conditions (A), (B),_(C'), (p)
de la proposition (%3.,2.1). La condition (C') est trivialement vérifiée par tout
multiple rationnel de r. D'autre part, il est clair que la famille 24 r vérifie
les trois autres conditions, Du reste, tenant compte de ce que aN(1,6) =5', et

aN(N,é) =6, le lemme (%.2.12) montre que :

r .W'==) r .5 =k(N).
Yt = =3 r .6 = k(n)
L'existence et l'unicité de m sont maintenant claires : m est le plus

grand entier positif tel que l'on ait simultanément :

-ilﬁ'.k(N) 0 (mod. 24),

n
~
1t}

= 0 (mod, 2) (notations de (3.2.13)),

Il est clair que la solution est : \

m = pged(k(N), 12 Wi, 24 ré).
1€3¢8
8N

Conservons les notations des lemmes précédents,

LEMME 3,2,15 ¢ (i) Le diviseur de la fonction gq4 est :
e
™=

k()

.(P1—PN).

(ii) Le diviseur P1—PN sur _la courbe modulaire XN est _d'ordre

k;N) dans le groupe des classes de diviseurs pour 1l'équivalence lindaire,

D'aprés la proposition (3,2.8), la fonction considérée est régulidre et non
nulle en dehors des pointes, Le lemme (3.2.12) montre que ?L(d) =0 pour 4|N,
d # 1, N, et que br(1) = —br(N) = k(N)/24, avec les notations de (3.2.8). D'ou
(i). B -

D'autre part, si m est l'entier dont le lemme 3.2,14 affirme 1l'existence,
Ei%z. Soit Eéﬁi

1
m, Si la famille gﬁ—nf est une famille d'entiers, la proposition (3.2.1) s'appli-

l'ordre de P1_PN divise cet ordre, ou m1 est un multiple de
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que, et par conséquent les conditions (a), (B),(C'), (p') sont vérifides, Le
lemme (3.2.14) entrafne alors m, = m, cqfd,
24

Il reste & voir que ;;-5 est nécessairement une famille d'entiers, Posons

%?ef = t, et montrons que les hypothéses :

t
(1) g =‘ lné ® 4éfinit une fonction méromorphe sur XN’
= 8w

(ii) la fonction ainsi définie posséde un pble en P1, un zéro en PN’ et est
réguliére et non nulle partout ailleurs, entrafnent que t est une famille d'en-
tiers, En effet, il résulte de [6] que le développement de gt(z) au voisinage de

PN est un élément de Z[[q]], o g = exp(2niz).

Posons n = S téfa. Alors :

E
o ks, U6
g (2) =a"T 1T JG-a *) * 3
- k=1 §.|N

1

supposons les diviseurs éi rangés dans 1'ordre croissant, On a donc :
t
& & 4]
n n
g, =4a (1-g )y VT=gq (1—’c6 a ') (med.q '),
- 1
et par conséquent :
t. ¢z

L

(n peut alors diviser g, par la série :

t
&}

OO

ks
I_—r(1-q 1) 1, qui est un élément inversible de Z[[q]],
k=1

et le méme raisonnement montre que té ¢ Z, Bn définitive, on obtient le résultat
2
voulu : la famille t est une famille d'entiers,

Regroupons les résultats de cette partie dans le :

/ A\ ‘
THECREME 3,2,16 ¢+ Soit N un entier positif distinct de 1, Alors le diviseur

P1—PN sur la courbe modulaire XN est rationnel sur @, et d'ordre fini dans le

groupe des classes de diviseurs pour 1'dquivalence linéaire,

Plus précisément, P1_PN est d'ordre k(N)/m ; ol 1'on a posé :

n1 n2 ng
N = e
b, P Pg ’

kW) = w(p =) (e, ) Ll (- 1),
1 2 g
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m = peed(k(N), 12wy, 24 7),

. r =

s = %5500 5 = 2uo) (e 5.2.11),

w. = (n.p-ns2)] [(p=1), 3=1,....8.
J J7J J l#j £

Lorsque N est premier, ou carré d'un nombre premier, on retrouve les ex-

pressions données par (8g :
. . 2
(1) : Iei k(p) = p=1, et w=pr1, donc m = (p+1).(p-1, 12).
L'ordre de P -P_ est :
1 P

-1

1, 12)° ‘
(i1) : cette fois k(p%) = p(p?-1), et w=2p; m= p.(p%1, 24).

D'ou 1l'ordre cherché, qui est :

P2-1

(p°-1, 24)

3.3. Applications,
(i) soit N ¢ mo-{1}. Alors P, P sont des points distincts de X, et

le calcul explicite de 1l'ordre de P1—PN gréce & (3.2) donne : P1—PN est le divi-
seur d'une fonction ; on retrouve ainsi le fait que XN est de genre 0,

(ii) L'ordre de P1_PN' pour N € ?711 ijné, est donné par le tableau sui-
vant (3.3.1) :

N 11 14 15 17 19 20 21 24 27 32 36 49
d. d
b Sl 56 4436443462
1 N
N 22 2% 26 28 29 31 37 50
ordre de

51121 6 7 5 315
P1 PN




4.1, 41

/
4, EQUATIONS EXPLICITES.

4,1. Résultats de Fricke,

On suppose maintenant que N ¢ 3311. La surface de Riemann YN,C (resp.
XN',C) associée & rg(N) (cf. (2.5)) (resp. associée & rO(N'), o N' divise
proprement N) est alors de genre 0 (cf. (2.5.3) et (1.3)).

Pour N = 11, 14, 15, 17, 19, 21, 49 (resp. 20, 24, 27, 32, 36) Fricke cons-
truit dans [9] une fonction méromorphe <(z) de la variable 1z ¢ fbt , qui induit
une fonction méromorphe sur la courbe Y , (resp. sur la courbe X

N,C N',C’
N' = 10, 12, 9, 16 respectivement), et dont la restriction au demi-axe imaginaire

pour

{z € C]Re(z) =0, mm(z) > 0 est une fonction & valeurs réelles,

Plus précisément, soit z, = i.N_1/2 le point fixe de WN situé dans ﬁ;
(ef. (2.4)). La restriction de ¢ au demi-axe imaginaire est une fonction analy-
tique de Im(z). Cette dernidre vérifie +(z) = 1(-1/Nz), est croissante pour
m(z) > Im(zo), et tend vers + o lorsque Im(z) tend vers 4+ o (resp, : cette
dernitre est une fonction décroissante de Im(z), & valeurs positives, tendant vers

+

0" lorsque Im(z) tend vers + o et vers + o« 'lorsque Im(z) tend vers d+),

Fricke construit également une fonction méromorphe g(z) de la variable z,

qui induit une fonction méromorphe sur X La restriction de ¢ au demi-axe

imaginaire est & valeurs réelles, ('est uﬁécfonction croissante de Im(z), véri-
fiant g(z) = —a(—1/NZ), positive pour m(z) > Im(zo), et tendant vers +
lorsque Im(z) tend vers + o (resp. : c'est une fonction décroissante de Im(z),
tendant vers + o« lorsque Im(z) tend vers O+, et vers une limite finie lorsque

Im(z) tend vers + ),

Posons de nouveau q = exp(zniz). On aura besoin plus loin du premier terme
non-nul du développement en série de +(z), o(z) au voisinage de ico (cf.
(4.2.7.1)). Utilisant [9], on trouve aisément les résultats suivants, lorsque

qQ->0:

(1) N =11, 14, 15, 17, 19, 21, 49 :

olz) = q—2 + 0O (q-1), <(z) = q—1 +0 (1):
(i1) N = 20 : o(z) =5 +0 (), w(z) = 10a +0 (&),
N=24: olz) = 6 +0O (a), w(z) = 124 +0 (d?).
=27 o(z) =3+9a+0(a®), =(z) =9 q+0 (a?).
N =32 o(z) = 4 +0 (), +(2) =8 4 +0 (a?).
N=36: olz) = 3+0 (a), w(2z) = 6 4 +0 (d%).
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Les fonctions ¢ et ¢ sont liées par :

(FN) 02

racines distinctes,

= FN(T), ol FN € Z[T] est un polyndme de degré 4 (resp, de degré 3), a

(n désigne également par FN la courbe algébrique irréductible définie sur

Q par Y- 7 (X).

I1 résulte de la description des fonctions g, ¢t que l'application

zr ((z), oz))

du demi-axe imaginaire dans Fh(R) c:R2 définit une bijection ¢° du demi-axe sur
la branche connexe de FN(R) qui contient des points d'abscisse arbitrairement

grande (resp. sur (g, 1) € FN(IR) tels que g, 7> 0).

Nous allons voir que FN est un modéle de XN sur @, et pas seulement sur

En effet, les fonctions j(z) et j(Nz) s'expriment comme des fonctions ra-—

tionnelles de ¢ et g, & coefficients dans @, d'aprés [9] :

(4.1.0) 3=3(ow) 3y =3"at) o I, 3 e alx,Y).
Désignons par eN:FN - XN l'application rationnelle définie par (4.1.0).
LEMME 4,1,1 ¢ eN est une application birationnelle,

En effet, la donnée de j(z), j(Nz) détermine z & un élément de po(N)
pres, sauf pour un nombre fini de points de FN, donc détermine un unique couple

(o6, ©), ce qui montre que QN est de degré 1,

CCRQLLAIRE : La normalisée de FN est isomorphe sur @ g__XN.

/
4,2, Equation de yeierstrass,

Soit X une courbe elliptique, définie sur @ par une équation de la forme :

(4.2.0) yzz+xxyz+pyz2 = x3+ax2z+ﬁxz2+yz3,

oU  A,p,a,B,Y € 2, 1'élément neutre de la loi de groupe étant le point (0,1.0).

Considérons 1'ensemble des équations (4.2.0), & coefficients entiers, et qui
définissent sur @ une courbe isomorphe sur § & la courbe X, On définit une re-—
lation de préordre sur cet ensemble en associant & chaque équation la valeur abso-
lue de son discriminant ([20], P. 95), et en prenant 1l'image réciproque de la

relation d'ordre naturelle sur N,
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/
DEFINITION 4,2,1 ¢ Une équation de la forme (4,2,0), & coefficients entiers, et dé—

finissant sur @ une courbe isomorphe & X est dite minimale et elle est minimale

pour la relation de préordre ainsi définie,

Toute courbe elliptique définie sur @ admet une équation de la forme

(4.2.0), donc une équation minimele,

(n a le résultat d'unicité suivant :

PROPOSITION 4,2.2, : L'équation minimale d'une courbe elliptique X définie sur

Q est unique & un automorphisme :

(x,y,z) - (x+qz, ty+sSx+rz, z)

prés, ou q, r, s € Z.

On trouve dans [36] ou [20, 23] un algorithme permettant d'écrire une équa—

tion minimale en partant d'une équation (4.2.0) quelconque.

,
DEFINITION 4,2,3 si (4,2,0) est une équation minimale de la courbe elliptique X
définie sur @, on dit que la forme différentielle :
dx
w = o
27 +NX+p

est une forme différentielle minimale de X,

COROLLAIRE : La forme différentielle minimale d'une courbe elliptique définie sur
§ est déterminde au signe prés,

Partant des équations données par Fricke dans [9] pour la courbe FN (cf.
(4,1)), on a calculé pour chacune des douze courbes modulaires elliptiques une
équation minimale, Les coefficients de cette derniére, sous la forme (4.2.0), sont

donnés par le tableau (4.2.6).

Soit 02 = a14+b73+ctz+d¢+e 1'équation de FN obtenue par Fricke, Le ta-

bleau (4.2.4) donne les coefficients a,b,c,d,e et la page de [9] ol on les trouve,

/
(4.2.4) Equation de Fye

2
o = a-c4+b13+0'c2+d1+e .
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Nfal|b|lcld]| e |page

11| 1 [-20| 56|-44| O | 406

14 | 1 |=14] 19|-14| 1 453
15| 1 [=10[=13] 10} 1 439
17 1 |= 6|-27|{-28|-16 | 431

19 | 1 |=16] 64|=76| 0 | 411
20| O 2| 13| 30| 25 | 455

21 1 (= 6|-17|- 6] 1 442
24 | O 11 11] 36| 36 | 455
211 0 1 0| 0|-432| 388
32 | 0 1 6 16| 16 | 378
36 | 0 1 6| 12| 9 | 455
49 1

-14| 63|-98| 21 | 403

(4.2.5) Passage & une équation minimale,

N =11 : G = M T = -1
(x-5)2 (x=5)

_ (ay+x457)2
o= 2
4(x-9)

- (2y+x+57)+z
T C=C) Y

\ :\1.’109
)

2(x-9 et

2
. = (2y+X+4g) 2(x-5) =101
4(x-8)

_ (2y+x+46) 5
T T2(x-8) T2’

2
c = (2y+x+35) _2(x_7)_%%’

4(x-7)?

_ (2y+x+35) .3
TS T o) T2

N =15

?

<

o = 219(ar+1) _ =19
(x=5)2 * = x=5)?

=

[}
n
o
Qa

il

i<

A

1]
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2
N =21 o = M—Z(X—B)—%},
4(x=5)<. :
_ (oyexs21) 3
T = ST e
=Y, T = X-4,
1 1
N = 27 g =X, T = 3(3’+§)—-§,
N =32 6=V, T = x-2,
N=36 c=1Y, T=X"2,
2
N = 49 6 = £311525—2(x-2)-%%,
4(x-2)
- 7
T = ax=2)"2
/
(4.2.6) Equation minimale,
(4.2.0) y22+xxyz+py22 = x3+oa(2z+[3xz2+yz3,

N | 11 14 15 17 19 20 21 24 27 32 36 49

A o 1 1 1 o 0 1 6 0 0O 0 1
B 1 1 1 1 1 o 0 0 1 o 0 0
-1 o 1 -1 1 1 0 -1 0O o0 0 =t
-10 - 4-10- -1 -9 4 -4 -4 0 4. 0 =2
Y [-20 -6 -10-14 -15 4 -1 4 =1 o 1 -1

(4,2,7) (n désigne par ¢N l'application définie sur &J par
x ¢
o —2 s x (o) cpy (o)
z ———> (x(2), y(2)) (ef. (4.2.5) et (4.

La différentielle minimale (4.2,3) s'écrit en fonction de g et ¢ :

(1) N =11, 14, 15, 17, 19, 21, 49 :

w=-=d7/c.
(ii) ¥ = 20, 24, 32, 36 :
w = dt/2c.
(iil) N=.27:
» w = dg/(6749).

D'autre part (ef, (2.1)) :
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w = f (Z)dZ,
w
ou f est un élément non-nul de l'espace vectoriel (rO(N),2>O (de dimension 1
w
sur C).
LEMME 4,2,7.1 ¢ Soit fe <rO(N),2>O la forme parabolique normalisée, Alors :
f = (2pi).f.
w ' .
I1 suffit pour vérifier ce résultat d'utiliser les expressions qu'on vient

d'obtenir pour et les développements en série obtenus en (4.1) pour ¢ et g.

4.3, Démonstration des théortmes (1.4.2) et (2.2.3) :

(4.3.1) Notations : Soit X wune courbe elliptique définie sur @, On désigne par
% (resp, par Qo*) son modéle de Néron au sens faible (resp. au sens fort) (ef,
[20], [21]). o note :

zp(x) le nombre de composantes irréductibles de la fibre géométrique de ¢g¥
en p,

cp(X) le nombre de composantes connexes rationnelles sur le corps _Wp de
la fibre de 9¢ en p,

ordp(x) la valuation en p du discriminant d'une équation minimale de X,

Pour calculer le conducteur de la courbe modulaire elliptique XN’ on utilise

le théoréme suivant :

/A .
THECREME 4,3,2 (g [23]) : Soit X une courbe elliptique définie sur Q. L'expo-
sant en p du conducteur de X est donné par :

ep(x) = ordp(X)-Kp(X)H.

Le tableau (6.3.4) indique le type de la fibre du modele de Neron (au sens
fort) des courbes modulaires elliptiques XN’ ainsi que les valeurs de cP(XN) (cf.
(4.%.5)). Les notations employées sont celles de Néron, La valeur de ZP(XN) se
déduit. facilement de 1'examen du tableau de [20], PP. 124-125.

(4.3.3) En utilisant le tableau (6.3.4), on vérifie cas par cas que le conducteur

de la courbe modulaire elliptique XN est N, ce qui démontre le théoréme (1.4.2).

(4.3.4) On vérifie de méme, & 1'aide des équations (4.2.6), que les facteurs lo-
caux de la fouction L de la courbe modulaire elliptique XN' aux nombres premiers
p divisant N (cf. (2,2)), coincident avec les fucteurs locaux correspondants de
la série de Dirichlet associée & FO(N) tels qu'ils ont été déterminés en (3.1.3).

On termine ainsi la démonstration du théoréme (2.2.3).
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(4.3.5) calcul de c (X). Donnons ici quelques indications sur la fagon dont on
calcule les entiers CP(XN).
Soit X une courbe elliptique définie sur @ par une équation de la forme

(4.2.0) qui est de plus une équation p-standard de X au sens de [20],

On désigne par ¥, le modéle de Néron au sens faible de X, et on pose :

Bi < H/Pl’ ete.

LEMME 4,3,5.1 ¢ cp(x) est donné par le tableau suivant (notations de [20]).
Type de réduction Valewr de ¢
en p P
(b ) c (X) =m si @@ F )° est déployé
m P p
sur [F_,
p
1 pour m impair
CV(X) = dans le cas
P 2 pour m pair contraire,
c c \X) =1.
(c 1) P( )
(e 2) e (x) = 2.
P
(e 3) ¢ (X) =1 ou 3 selon que 1'équation :
p 2 ,
Y y—Y2 = (0 aoun'a pas des
1 racines dans Fp.
(c 4) cP(X) =1, 2 ou 4 selon que l'équation :
x3+a1x2+52x+y3 =0 a 0, 1ou?
racines dans Fp’
(c Sm) m = 2n-1 :
cp(X) = 2 ou 4 selon gque 1l'équation :
2
v+ V+Y = 0 aoun'a pas des
Foes n+2 racines dans FP,
m=2n :
CP(X) = 2 ou 4 selon que 1l'équation :
o X748 X+Y = 0 a oun'a pas des
! 2 an+3 racines dans Fp.
(c 6) cp(x) =1 ou 3 selon que 1l'équation :
y2+p2y—v4 = 0 a oun'a pas des raci-
nes dans F .,
D
(e 7) c (x) = 2.
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(c8) e (%) = 1.

Démonstration : (n peut se reporter a [20], pp. 103122,

Exemples : .
(i) . Les fibres du modeéle de Néron en p =2, p= 7 sont de type

(b6) et (b3) respectivement, non déployé en 2, déployé en 7. Donc 02(X14) =2,
et ¢ = 3,
7(X14) 3
(ii) . Les fibrt(as en p=3, D =(5 sont ici de type (b4), déployé en
déployé . Donc c_(X = t ¢ = 4.
3, non déploye en 5, D 3 15) 2, € 5 X15) 4

5. POINTS RATIONNELS DES COURBES MODULAIRES ELLIPTIQUES.
5.1. Finitude de X (@).

/ N\
THEQREME 5.1,1 : Le groupe XN(Q) des points de la courbe modulaire elliptique
XN rationnels sur @ est un groupe fini,

(5.1.2) Nous allons démontrer ce résultat en premier lieu pour les courbes modulai-
res elliptiques XN qui possédent un point d'ordre 2 rationnel sur €, c'est-a-
dire pour N ¢ 3711-{11, 19, 27}. Pour ce faire, on utilise le procédé classique de
"o—descente" (cf, [5]) sous la forme donnée par Tate dans [37]. Nous renvoyons a ce

dernier pour la justification des affirmations qui suivent.

Notations, Soit X wune courbe elliptique définie sur @, D'aprés le théoréme de
Mordell~Weil, le groupe x(@) est un groupe de type fini, On appelle rang de X
le rang du groupe libre quotient de x(@) par sa partie de torsion X(Q)tors‘

Lorsque X posséde un point rationnel d'ordre 2, on peut trouver une équa-
tion de X de la forme :

y2 = x(x2+ax+b) a, b¢ 2,

le point d'ordre 2 étant 1l'origine (0,0)).

(n considére alors la courbe X quotient de X par le sous-groupe d'ordre 2
engendré par (0,0) :

y2 = x(x2+'5.x+'5) ol a = -2a, b= a2-4b.

Soit a:X(Q) - Q*/Q*2 l'application définie par la condition de prendre la
valeur 1 sur 1'elément neutre de x(g), et par

@(0,0) = bluod. ¢*%),
a(x,y) = x(mod , Q%z) si x £ 0.



5.1. ' 49

Alors o« est un morphisme de groupes dont 1'image . a(X(Q)) est finie, On désigne
par |X| 1'ordre du groupe «(x(Q)). Définissant de fagon analogue a et |)_(|
pour la courbe X, on a :

+2

X[ || = It r désignant le rang de X.

Nous allons voir que |X] ]7{] = 4 pour chacune des courbes XN ou
N € m1—{ 11, 19, 27, 32, 36}. Ce qui précéde montre qu'il revient au méme de le
voir pour des courbes isogénes sur £ aux courbes en question, Nous ne traitons
pas les cas de X32 et X36 : le fait que ces'deux courbes n'ont qu'un nombre fini
de points rationnels sur @ est bien connu (cf. par exemple [33]).

Soit (x,y) un point de X:y2 = x(x2+ax+b) rationnel sur @, avec Yy ;é 0.

Un tel point s'éerit :

(5.1.2.0) X = b1M2/e2, y = b1MR/e3
ou e, M, R, b1 sont des éléments de 2, et ou b1 est un diviseur de b, Posant
b2 = b/b1, on peut supposer de plus que les conditions suivantes sont vérifiédes :

(M)e) = (Rye) = (b1 ,é) =1
(bz,M) = (M,R) = 1 (ef. [37], p. 5.5).

L'image a(X(Q)) est le sous-groupe de Q*/Q*Z formé des classes modulo

Q*2 de 1, b et des b1 tels que 1'équation
(5.1.2.1) R® = b1M4+aM2e2+b2e4 :

ait une solution entidre (M,R) non~triviale.

(5.1.3) Démonstration du théoreme (5.1.1) pour N = 14, 15, 17, 20, 21, 24 et 49,

On utilise les notations et les résultats de (5.1,2).

Oon prend pour X la courbe Ciy (ef. (7.5.5)).
X:y2 = x3—11x2+32x
')_(:yzl = x3+2212—7x.
(i) X possdde les points rationnels (8,8) et (4,-4) qui domment b, = 2, b = 1
respectivement,
D'autre part, b = 32, donc b1 € {i 1, * 2 (mod, Q*Z)}-‘

On doit donc examiner si :

(1) B? = -w1nfe-s2et,
(11) % = —2mt-110%e?- 164,

ont ou n'ont pas de solutions entiéres non-triviales,

]
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Oor il est clair que (1) et (11) n'ont pas de solutions non-nulles dans R.

Donc : a(x(e)) = {1, 2(mod, Q*z)}.

(ii) Le point (0,0) de X donne 31 = -7. D'autre part, 51 € {x1, %7 (m9d.Q*2)}.

n doit donc examiner 1'équation :
(111) B? = —itr2ome?yret,
Cette derniére entrafne modulo 8 : |
R2 = -(M2+62)2,

ce qui entrafne :

soit R% = 0 (mod. 8) M%+e? = 0 (mod, 8),

soit RZ = 4 (mod. 8) M%4e? = 4 (mod. 8),
en tous cas :

Wl = —e? (mod. 4) donc Ml = o2 =

e“ =0 (mod, 4).
o (M,e) = 1. ‘
Par conséquent a(X(Q)) = {+ 1, - 7 (mod. Q*z)}.
Donc : ]X|]X] = 4.

o prend powr X la courbe € (cf. (7.5.5)).

X:y2 = x3-7x2+16x
= 2
X=y2 = X3+14X-15X

(i) o a pour la courbe X:b, € {1, ¥ 2 (mod. Q*Z)L
L'équation (5.1.2.1) s'éerit :

R2 = b1M4—7M2e2+b2e4, avec b1b2 = +16.
Elle n'a donc pas de solutions réelles non-nulles lorsque b1 < 0. D'autre part :

(1) 8% = ant-7iPe’ge?

entrafne modulo 4 :
% = w2(2u+e?)

d'ou : soit M2 =0 (mod. 4) R2 =0 (mod. 4), or (M,R) =1,
soit %=1 (mod, 4) et R°= e (mod, 4),

donc R2 = 2 ou -1 (mod, 4), ce qui est impossible,
Par conséquent :

«(x(@)) = {1(mod. gx2)}.



(ii) Les pointe (1,0), (5,20), (-3,12), (15,0) de X donnent respectivement :

b, =1, 5, -3, -15 (mod, 0*2).

N

n est ramené & étudier :

(1) 8% = -wtr1amlelirse?
(11) 8% = st 141le-5et,

(1) entrafne modulo 8 :

R° = -(if4e?)? (mod. 8),
qui n'a pas de solutions vérifiant les conditions voulues, comme on l'a déja vu,
2)2 (mod, 16), ce qui entrafne :

)2 = 0 (mod. 16),

(1I) s'éerit modulo 16 : R% = 3(M2-3e
8% = 0 (mod. 16) et (u-3¢°

d'ou u%+e? = 0 (mod, 4), done 2 = &2

= 0 (mod, 4). ar (M,e) = 1.
n en déduit : ’
«(X(@)) = {1, 5, =3, -15 (mod. ©*3)}.
Donc |X||il = 4,

(n prend pour X la courbe A17 (ef. (7.5.5)).

X:y2 = x3+9x2+16x

Xey® = x0-18x%417x

(i) 1e point (-4,4) de X donne b1 = -1 (mod, Q*Z).

D'autre part b1 € {: 1, £ 2 (mod, Q*z)}_ n doit donc examiner :

4 4

2= +9M2e21 8e ',

(1) R =t 2u

qui entrafne modulo 4 :
R? = w2(2re?),
équation qu'on a déja rencontrée, et qui n'a pas de solutions non-triviales modulo
4 vérifiant les conditions voulues,
(n en conclut :

«(x(e)) = {* 1(mod, g*?)}.
(1) mapowr Teb o€ {21, £ 17 (mod. @)},

L'équation (5.1.2.1) n'a pas de solutions réelles non-nulles lorsque b1 < 0.
Donc :

«(X(0)) = {+1, +17 (nod. @*9)}, et |x|[X| = 4.



n mrend pour X la courbe X2O .
x:y2 = x3-2X2+5x

)-(:yz = x3+4x2—16x .

(1) m a pour X:b, € {£ 1, £ 5 (mod, Q*Z)}, et 1'équation (5.1.2.1) n'a pas de
solutions réelles non-nulles lorsque b1 < 0. :
Done a(x(0)) = {+1, +5 (mod. €*9)}.
(ii) pour i:b1 efx1,x2 (mod ., Q*Z)}, et le point (0,0) donne b1 = -1,
Op doit donc examiner 3 .
2 = antrame®-ge,

4+4M262+Be4, .

() =
(11) R? = -2n

qui entrafnent modulo 4 :

rR2=out. o (M,R) = 1.

Donc ©a(X(@)) = {* 1 (mod, Q*2},
et [x|[%] = 4

on prend pour X la courbe 021 (ef. (7.5.5)) =
x:y2 = x3+x2+16x
= 2 3 2
Xiy” = x7=2x"-63x,

(i) pour la courbe x:b1 € {1 (mod., Q*Z)}. (n doit donc examiner :

(1) R? =+ an*iiPe? £ get,
(11) R? = -mhnPe®-16et,
(111) R? = —autinle® e,
(1) entratne modulo 4 :
R? = n2(21P+e?), équation déja rencontrée.,

Le second membre de (II, III) est défini négatif, donc (II, III) n'ont pas de solu-
tions réelles non-triviales,

Donc a(x(e)) = {1 (mod, Q*z)}.
(ii) Les points (0,0), (-3, -12) et (21, 84) de X donnent b1 = -7, =3 et 21
respectivement, '

On doit examiner :



(1)  ®? = —uhonPelie3et,

(11) ®? = —ou*-one®y7et,

(111) B? = sut-oule®-o1et,

(1) entratne modulo 16 :

8% = -(1%4e?)? (mod. 16),
donc R = 0 (mod. 16) et (M%+e2)% = 0 (mod, 16),
soit w%+e? = 0 (mod, 4), donc M° = e = 0 (mod, 4). or (M,e)=1.
(I1) entrafne modulo 16 :
8% = 7(#+e?)? (mod. 16),
ce qui entrafne 1l& encore :
8% = 0 (mod., 16) et (#4e?)? = 0 (mod. 16).
(I11) entratne modulo 16 :
R = 3(1%-3¢%)° (uod. 16)
done R% = 0 (mod, 16) et (M%~3¢2)% = 0 (mod. 16),
d'olu Me4el = 6 (mod. 4), soit M° = e®= 0 (mod, 4), or (M,e)=1.
Done a(X(0)) = {1, =3, =1, 21 (wod, @)}, ot |X||X]| = 4

n prend pour X la courbe Koy
2 x3+5X2+4X

i:y2 = x3-10x2+9X.

Xy

(i) Les points (-4, 0), (-1, 0), (2, 6) et (-2, 2) de X donnent

b1 =1, -1, 2, =2 (mod, Q*2) respectivement, D'ou :
«(x(@)) = {£ 1, £ 2 (mod. ¢*?)}.

(ii) L'équation (5.1.2.1) associée & X n'a pas de solutions réelles non-nulles

lorsque b‘l < 0.
On est ramené & examiner :

(I) 7%= sut-q1omle®e3e?,

qui entrafne modulo 3 :

0 (mod. 3). ar (R,e) = (R,M) = 1.

d'ou

M'e

Done «(%(Q)) = {1 (mod. @*?)}, et |x||X| = 4.
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on prend powr X la cowrbe 4 (cf. (7.5.5)).
y2 = x3+2x2+112x

2. X3f42X2—7X.

o
I

Xy

(i) on a pour la courbe X :

b1 ef{rt1,x2,£7,%14 (mod, Q*z)}, et le point (0,0)

donne b1 =T,

Il reste donc & examiner :

(1) B? = -utr2tmPe-112¢%,
(11) B? = autr21mPeis6e”,
(111)8% = —2uti210%e’-56e",
(1v) 8% = —anti21Pe®-28et,
(v) R2 = 8M4+21M2e2+14e4,
(v1) 8% = —sutra1mPe®14et,
(v11)R? = —1emtioinle-1e",
nodulo 7 .
(1) et (VI) entratnent :
8% = -u* (mod. 7), done RZ = w% = 0 (mod. 7).

or (M,R) = 1.
(111) et (VII) entratnent :

2

R 2

—2M4 (mod, 7), donc R = =0 (mod. 7).

(1Iv) entrafne :

= % (mod. 7), donc R% = u% = 0 (mod. 7).

=}
I}

modulo 4
(11) et (V) entrafnent respectivement :
R% = 12 (21’+e?) et RZ = &° (2e2+M2),

déja rencontrées,
Par conséquent :
«(x(@) = {1, 7 (mod. @*%)}.

(ii) Ppour la courbe X, b€ {x 1, £7 (med,Q*Z)}, et le point (0,0) donne

On doit donc examiner 1l'équation :

R2 = —M4—42M2e2+764,
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qui entrafne modula 7 :

8% = 1% (nod. 7),

équation déja rencontrée plus haut,

Yol : (%) = {1, 7 (mod. @2}, et |x|[X] = 4.

(5.1.4) Pour terminer la démonstration du théoréme (5,1.1), il reste & examiner

le cas des trois courbes modulaires elliptiques X11, X19 et X27"

Le résultat est connu pour X11 (ef. [35]).

La courbe X27 est isogéne sur @ & la courbe y2 = x3—11x+6, dont le

rang est nul d'aprés les tables de Birch et Swinnerton-Dyer (cf, [2], [3]),

Le fait que X a un nombre fini de points rationnels sur @ est démon-
tré par Mazur dans [17], (table 1 p. 258, ou prop, 10.2). Nous allons en donner
une démonstration plus élémentaire, Pour cela, il nous suffira de modifier quelque

peu la démonstration de Sansone et Cassels [41].

(5.1.5) Démonstration du théordme (5.1.1) pour N = 19.
est la courbe elliptique d'équation :

Y2Z+Y22 = X3+XZZ-9X22—15Z3

urbe
La co X19

(cf. (4.2.0)).

Posons :
X = 4(x+y)+9z,
Y = -8x+11y+z,
= =3(x4y)-22.

n obtient 1'équation :

(1) x4y osz’ = oxyz.

Il s'agit de voir que l'équation (1) n'a pas de solutions entidres non-tri-
viales, c'est-a-dire autres que celles définies par xyz = 0,

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et choisissons parmi les solutions non-
triviales une solution (x,y,z) telle que |xyz| soit minimal, (n peut supposer

par exemple que 3 ne divise pas 1z,

Posons
x1= 3X+3Y+22
(2) v, = 3ex+3 Y422,
¥, = 3gixesyeox,

1

ou g est une racine primitive 3-itme de 1l'unité, On obtient :
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=3 _ _.3 -
(3) 19(x1+y1+y1) =-67.x Y.y,

soit K = Q(g) le 3~corps cyclotomique, L'anneau des ertiers 0K = 2[c] de

K est principal, Le seul idéal premier ramifié est 3 :
2 2
3.0 = 9. 9= (¢-t%).q.
1,'idéal 19 se décompose en produit d'idéaux premiers :
2
19.0, = (5+32)(5+327). Q..
L'équation (3) s'éerit :

(a) (530) (5+362) x4y 47 )% = (e-2)° v 3.

On voit comme dans [41] que le pgcd de x1, y1, ;1 est un entier ration-

nel g, On pose :

(5) X, =48y ¥, =AY e

On obtient 1'équation (6) analogue & (4), ou x , y., ¥y, sont remplacés par x_,

1 1 1

y2, ;2. La factorisation de (6) ambne & distinguer trois cas :

Cas 1. Supposons que (5+31;) divise x2. L'équation (6) s'écrit :

(1) (x2+y2+372)3 = -23.33.—}:—%—y2§2,
On peut donc trouver x3 € Z, y3 € oK tels que :
X, = 19X33:
(8) v, = —cj.y33,
y,= —t;2j.§33, i=0,1, ou2,
vérifiant :
(9) 1ox 0y J-e25 0 - ey 3

Cas 2. Supposons que (5+3¢) divise Ve Oon obtient :

x,= x33,
_ 3 3
¥, = -t 54300y,
(10) R CE DT
3,9 320, 02)T 3 _ oS
(11) x5 =t (5430)y e (5300 = ~6xy

Cas 3, Supposons enfin que (5+3c) divise 3_(2. On obtient 1l'analogue du cas 2

o on a permuté (5+3¢) et (5+3c2),

2

?



Dans tous les cas :

2 . -
- ne divis S X .
(12) (g-¢%) se pas Xy.y.
3 étant totalement ramifié, on a :
= 2/32 = °K/°[ )

et par conséquent :

XBEt 1 (mod, o ),
y;=0 (mod. q ),
d'ou :
x33s ¥ 1 (nd, 9),
(13) v =7 =11 (nea. 9),

—6x3 3 5 # 0 (mod, 9).
cas 1. (9) entrafne modulo 3 :
>t33—(1:‘1+i;2‘])y33 = 0 (mod. 3)

soit :

x33+y33 = 0 (mod. 3),

soit, & cause de (13) H

X 35")’ 3 (mOd- 9):

3 3
et (9) entrafne modulo 9 :

B3 20y, B =

Vs (g+¢ )y3 6x.y 3 5
ce qui entrafne d'aprés (13)

J = 0.
On pose alors :

Bxg = X 1 42y

_ 2

(15) Wy = XY 2

= _ 2.

Wy = XYy
ou X0 Vg0 By € Z. Mors (9) s'éerit

3 _

(16) (x4+y4+z4) = 8x,y,2,.

On peut donc trouver des entiers rationnels m, x_, y_,

5° 75

%5

vérifiant

.
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W= Im(53’

3
y4 = my5 ’
z, = mz53,

et

N
Xg Mg THEST = BV

Raisonnant comme dans [41], on arrive & une contradiction,

Cas 2. Le méme type de raisonnement que dans le cas { montre qu'on a nécessaire-
ment j = 0 dans (11).

Posant cette fois :

By = X ¥y

2
(17) W5 = XY 2

3, =X +c2y4+cz

577 4

on obtient :

o 2 2
(18) Y PR T T P Py
donc :
x, = my5z52,
2
y4 = mZBXS ’
2
z, = may.",

avec m, X_, Y_, 2

t
5? Vg5 25 € Ir @

3.3 3
X g THET = PV E.

0n conclut comme dans [41]. De méme pour le cas 3,

5.2, Points d'ordre fini,

D'aprés le théoréme (5.,1,1), la détermination des points rationnels de la
courbe modulaire elliptique XN se réduit & la détermination des points rationnels
d'ordre fini,

On connait d'autre part un point rationnel d'ordre fini, & savoir la pointe
P1 (on rappelle que la pointe PN est choisie comme élément neutre de la loi de
groupe), L'ordre de la pointe P1 a été déterminé en (3,3).

Enfin, il est facile d'obtenir une borne de l'ordre nO(XN) du groupe
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XN(Q) = XN(Q)tors en utilisant la
PROPOSIT : Soit X une courbe elliptique définie sur @, et soit %

son modéle de Néron (au sens faible), L'application de réduction modulo p

x(q)

tors

> (96% IFP)(FP)

est injective sur la partie de X(Q) d'ordre premier & p,

tors

Cette proposition est une conséquence du fait que le noyau g%a de la mul-
tiplication par n dans % est étale au-dessus d'un ouvert de Spec(z) »conte-
nant p, lorsque (n,p) = (sea 7, IX), et de ce qu'une section d'un morphisme
étale au-dessus d'un ouvert connexe est déterminée par sa valeur en un point

(sGa 1, 1.5.3).

Remarque (5.2.2) : Soit X wune courbe elliptique ayant bonne réduction en p, Le
nombre mP(X) des points de EE;@@(FP rationnels sur Fp est donné par :

mp(x) = 1-1x(x )+p,
ol Tr(np) est la trace de 1l'endomorphisme de Frobenius de fE,@)Fp.
D'autre part, d'aprés (2.2), lorsque X est une courbe modulaire ellipti-
que,
Tr(np) = a(p),
A(p) désignant la veleur propre de 1'opérateur de Hecke T(p).
(n peut donc dans ce cas, pour les petites valeurs de p ne divisant pas

N, calculer mp(XN) en utilisant les développements en série obtenus en (3.1.2),

donc sans avoir & utiliser une équation de XN'

On obtient ainsi les résultats rassemblés dans le tableau (5.2.2.1).
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(5.2.2.1) Tableau,
Dans ce tableau, on désigne par ng, 1l'ordre de XN(Q), et par mp 1'ordre
ae (%N® fE‘P) (IFP), groupe des points de la fibre en p du modéle de Néron qui

sont rationnels sur F_,

p
N |m m ‘m m m n m o Majoration
2 3 5 7 11 13 17 19 de 7
1[5 ’ 515 10 - 10 20 | 20 5
-:;— = ——;_ —g_— o 12 18 12 | 18 6
—.1-;— —;— __:- _:—_ _;_ 16 16 16 | 16 8
—;;_ -;_ -_;— -;—- —-;- 12 16 - | 24 4
—;;_ —;— __;_ _;__ ——;_ 9 18 21| - 3
—;B— —:- -—;— —-‘—— —-g- 12 12 24 | 24 6
—;;— _;_'_—:- _;—— s 8 16 24 | 16 8
2| -| -|8 | 8| 8| 16| 16] 24 8
_;;— _;_ —-:_ —;—— —_;_ 12 9 | 18| 27 3
—;;- - ";- —;—— _—g— 12 8 16 | 20 4
_;g_ - _g__ _;;— 12 12 18 | 12 6
-;;— -;_ __;_ _g__ s 8 14 18 | 20 2

La comparaison des tableaux (5.2,2.1) et (3.3,1) montre immédiatement que
la pointe P1 engendre le groupe X_N(Q) tout entier lorsque N ¢ m1—{15,21,24},
et un sous-groupe de X_N(Q) d'indice au plus 2 pour les trois niveaux N = 15, 21
et 24. D'autre part, on remarque que le groupe de Lie réel XN(IR) est connexe
pour N € ’0’8'(,1—{15, 21, 24}, et qu'il a deux composantes connexes lorsque N = 15,
21, 24.

Nous allons voir que pour ces trois valeurs de N, la pointe P1 engendre
le sous-groupe XN(Q) (a) XN(IR)O des points de la composante neutre XN([R)O de
XN([R) qui sont rationnels sur @, que XN(Q) n XN(R)O est d'indice 2 dans XN(Q),

et que XN(Q) est engendré par 1l'ensemble des pointes de XN rationnelles sur @,

Reprenons les notations de (4.2.7). L'image de 2z = i par q’N est un

point rationnel sur la courbe XN cIP2 d'équation (4.2.0). Faisant suivre d’N de
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la translation par —¢N(in), on obtient :

(5.2.2.2) antlb’* —> x(¢) ce(e)

qui envoie ic sur 1'élément neutre (0,1.0) de XN"

(5.2.3) Points rationnels, Yy

(i) Points rationnels de X,

15°
(n a pris pour équation minimale de X15 (ef. (4.2.6)) :

y2+xy+y = X3+x2—10x—10.

La pointe P1 est un point d'ordre 4. Utilisant (4.1) et (4.2.5), on voit que ses

coordonnées sont (8, -27).

Les involutions W,_, W,, W_ s'écrivent, dans les coordonnées (g, ) @

157 737 5
w15(6y T) = (—G, T);

W3(o, T) = (a/tz, -1/),
WB(G, t) = (‘6/12, -1/1),
comme on le voit facilement en remarquant que w15 échange les pointes P, et P15,
et que w3 n'a pas de points fixes (puisque x(3) = 1, d'aprés (3.1.3)).
La définition de w3 en termes de matrices montre que w3(P15) =P . Il en

5
résulte que P5 est un point rationnel d'ordre 2, et que w3 est la translation
par P5. L'expression obtenue pour w3 permet de calculer les coordonnées de PS’
qui sont (-1, 0).

De méme, WB(P1) = P}, soit P1+P ce qui mantre que P3 est un

=P
5 3’
point d'ordre 4.
On peut donc donner la liste des points rationnels de X15 :
P15 ’ P3 = ("21 "2)1
P, = (8, -21), By = (=1, o),

2P, = (3, =2),  P+3P, = (-2, 3), -

5 1
5P, = (8, 18), P +2P, = (-13/4, 9/8),
] 39 d 3 3 s
et 1'expression des involutions w3 , w5 N w15
WB(P) = P+P, w5(P) = PP, w15(1>) = P,-P.

(n vérifie bien les résultats annoncés, Le tableau (5.2.4) indique la

t 1 d t
structure de w15(m) e X15(Q)-
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(ii) Points rationnels de X

21°

(n a pris pour équation minimale de X?1:

voaxy = xo-ax=1  (of. (4.2.6)).

Procédant de la méme fagon que pour X _ , on établit ce qui suit :

15

Les involutions W , W

s'écrivent :
21 Wy

3
W21(c,1) = (-c,t):

(RERY (o/1%,1/7),
(o) = (=o/x%,1/5),

ou, en termes de la loi de groupe :

WB(P) P_-P, ou P7 est d'ordre 4,

7

WY(P) = P+P et P_ est d'ordre 2,

37 3
w21(P) = PP

Le groupe X21(Q) est d'ordre 8, et engendré par les pointes :

Py P, = (=2, 1),
P, =‘(5, =30, B = (1, 2),
2p, = (2, -1), SEeEs = (=1, =1),
3P, =(5,8), 22 4P, = (-1/4, 1/8).
(iii) points rationnels de x24.'
On a pris pour équation minimale de X (ef. (4.2.6)

24

y2 = x20-x%4x44.

Pour chaque diviseur positif d de 24, il existe une pointe P. et une seule de

da
niveau .d, On obtient ainsi tous lés points rationnels de x24,
Le fait que A(3) = -1 (cf. (3.3)) montre que w3 est une translation par

un point d'ordre 2, & savoir P8° D'autre part, d'aprées Fricke [9], on a i
1(1/2) = =2, <(1/3) = -3, <(1/4) = -4, <(1/6) = 6.

Utilisant les équations (4,2,5), on obtient les coordonnées des pointes ¢
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P

24’
P1 = (4’_6)y
P12 = (2:0)’

63
Eé = (1;0)’
P, = (0,-2),
P = (0,2),
P, = (=2,0).

Remarque, Les courbes X2O s, X 6 possédent six pointes rationnelles sur @, La

encore, les groupes X2O(Q), X36(Q) sont formés des pointes,

(iv) Liste des points rationnels,
Le tableau suivant donne la liste des points rationnels des courbes modu—

laires elliptiques. Les coordonnées des points sont relatives & 1l'équation minimale

donnée par le tableau (4.2.6). On omet de noter le point & 1'infini, Lorsque

XNQR) possede deux composantes connexes, ce qui a lieu pour N = 15, 21, 24, on

a séparé par un point virgule les points situés sur deux composantes connexes dis—

tinctes,

(5.2.3.1) Coordonnées des points rationnels,

X (595)7 (57_6): (16’60), (16,—61)-

X (1,-1), (2,2), (2,-5), (9,23), (9,-33).

X (-13/4,9/8), (-2,3), (-2,-2), (-1,0) ; (3,-2), (8,18), (8,-27).

X (11/4,-15/8), (7,13), (7,-21).

flﬁ_ (5’9)9 (5)'10).
o~ (-1,0), (0,x2), (4,%10).

X (=2,1), (=1,2), (=1,-1), (=1/4,1/8) ; (2,-1), (5,8), (5,-3).

X4 (-2,0), (0,x2), (1,0) ; (2,0), (4,%6).
fgz_ (3,4), (3,-5).

;_(22_ (0,0), (2,%4).

féé_ (’1;0)9 (0’11)9 (27:3).

X (2:’1).
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(5.2.4) Tableau : Structure de XN(Q) c XN([R).

Le tableau suivant représente le groupe de Lie réel XN(IR), les points mar-
qués étant les points de XN(Q), parmi lesquels figurent les pointes rationnelles.

Oon utilise le plongement de XN(IR) dans [P2(IR) défini par (5.2.2.2).

N=11
G
N=17
4
1%
N=21

‘
£,
N=32 N=36 N=49
” Eu £ b £ £
P [4

Soit CN c XN(Q) le sous-groupe engendré par la pointe P1. D'aprés ce que

1'on vient de voir, CN est d'indice 2 dans XN(Q) pour N = 15, 21, 24, et
CN = XN(Q) pour N ¢ m1-.{15,21,24}. Dans les trois premiers cas, on peut trou-
ver une pointe rationnelle sur @, non contenue duns CN' n a donc le résultat

annoncé :
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THébR%ME 5.2.5 ¢ Le groupe XN(Q) des points de la courbe modulaire elliptique

XN rationnels sur @ est fini et engendré par les pointes de XNl qui sont ra-

tionnelles sur Q.

(n désignera par n](N) 1'ordre du groupe CN'

(5.2.6) Chemin fondamental, ‘ ,
Soit t ¢ ]o0,1], et posons z(t) = -i.log(t). L'application ainsi définie
se prolonge en une application continue de [0,1]‘ dans la sphére de Riemann, et

dont 1l'image est contenue dans {%T . Composant avec 1l'application canonique

4o ﬁ*/PO(N),

on obtient un chemin IN dans la surface de Riemann XN ¢ :
’
IN:[0,1]—>XN,C.
Le chemin IN s'appelle le chemin fondamental de XN ¢
’
Considérons l'application ¢N (cf. (4.2.7)), qui induit un plongement de
d ' :

Xy ¢ dams le(c)‘

oty - xle) < o),
La restriction de ¢N au demi-axe imaginaire Re(z) = 0, Im(z) > 0, consi-
dérée comme fonction de la variable réelle Im(z), est injective, analytique, et
a4 valeurs dans XNOR)O. L'injectivité résulte de ce que le demi-axe imaginaire est
contenu dans un domaine fondamental de rO(N), l'analyticité de celle des fonc-
tions o(z) et <(z) (cf. (4.1)). Enfin, o(z) et +(z), donc x(z) et y(z)

sont & valeurs réelles pour 2z imaginaire pur,

De la sorte, par composition avec by o la restriction & ]0,1[ du chemin

fondamental s'identifie & un chemin sans fin dans XN(m)o c;,mz, soit Iﬁ
1 (t) = (x(2(t)), ¥(2(t))) € &°.

LEMME  5.2.6.1

(i) a) Soit N = 20, 24, 32, 36 resp., L'image de I est_contenue dans 1'ouvert

N

{(x,9) €& |x > 4 (vesp. x> 4, x> 2, x > 2)}.

: }
y > 0

{ J

b) Soit N = 27. L'imqge de Iﬁ est contenue dans 1'ouvert

(o) em? |y > 4.
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(ii) a) Soit N = 11, 19. L'image de Iﬁ est contenue dans 1'ouvert

{(x,¥) € B |x < 5}.

b) Soit N

]

14, 15, 17, 21, 49 resp, L'image de I& est contenue dans

1'ouvert

[(y) €B® |x > 9 (vesp. x> 8, x>7,x>5, x> 2.
{ y >0 }

Démonstration : (i) Comme on 1'a rappelé en (4,1), les fonctions ¢(z) et
(z) soht dans ce cas des fonctions analytiques de Im(z) sur le demi-axe imagi-
naire, strictement décroissantes, tendant vers + o lorsque Im(z) tend vers d+;
r(Z) tend vers 0 1ofsque Im(z) tend vers + o« et g(z) tend vers une limite
finie, Utilisant alors 1'expression (4.2.5) de x,y en fonction de ¢ et T, ON
obtient facilement le résultat du lemme,

(ii) Cette fois, o(z) est une fonction strictement crois-

sante de Im(z), qui s'annule pour Im(z) = N_1/2, et qui tend vers - o, +
resp. lorsque Im(z) .tend vers 0+, + o resp. La fonction ¢ est décroissante
pour Im(z) ¢ ]O,N-1/2[, croissante pour Tm(z) > N-1/2, et tend vers + o aux

deux extrémités, La encore, on utilise les équations (4.2.5) pour conclure.

De plus, dans tous les cas, la deuxidme coordonnée y(t) de Iﬁ(t) est une

fonction strictement croissante de t ¢ ]0,1[.

La camparaison des résultats du lemme (5,2.6),avec la liste des points ra-

tionnels de XN donnée par le tableau (5.2.3.1) montre immédiatement :

Z
CONSEQUENCE : L'image de Iﬁ dans XN(m) ne contient aucun point de XN(Q) (et a

fortiori aucun point de CN).

2 étant de classe ¢~ et injective permet

L'application II'\I: Jo,+ <o[— R
d'orienter XN(R)O dans le sens des t croissants, D'autre part, la sphére S1
est mpnie de son orientation canonique. Dans ces conditions, il existe un unique

isomorphisme de groupes de Lie réels orientés, soit :
0
o:x )° - 5" - w/z.
Par composition avec 6, le chemin sans fin Iﬁ , de classe (°, donne un

chemin sans fin 6 o Iﬁ , de classe dw, injectif, et qui ce prolonge en un chemin

continu 6 o IN , d'extrémités IN(O), IN(1) vérifiant :
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6o IN(O) = e(PN) = 0 (é1ément neutre de S1),
eo_IN(1) engendre le sous—-groupe de S1 noyau de la multiplication par n1,
Enfin, 1l'image de Iﬁ ne contient aucun point de ce noyau, & cause de la
conséquence du lemme (5.2.6).
. — )
Le chemin 6 o IN se reléve de fagon unique en un chemin 6 o IN dans le

revétement universel R de s1 :
/\_/
6 o I:[0,1] - R.

L'application 6':~fﬁ posseéde les propriétés suivantes :

(i) 1;—:‘5; est continue, injective, croissante ;
- =
(ii) 0 o IN(O) =0;

/e-:_ho) ¢ 1z ;
n

1
(iii) la restriction de B o I, & ]0,1[

N est de classe 6”, et

son image ne contient aucun point de J—Z.
. n
1

Par conséquent, /E"I‘T; est une bijection continue croissante de [0,1]

sur [O,J—], dont la restriction a ]0,1[ est de classe (. Bn particulier :
n
1

PROPOSITION 5.2.6.2 : Le chemin 6 o IN:[O,1] - R/Z est équivalent au chemin
t —_— b
n1(N5'

L'image de IN est regrésentée en trait gras dans le tableau (5.2.4).

6. LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINNERTON-DYER.

6.1. JFonction L* normalisée,
Soit X wune courbe elliptique définie sur . Rappelons ici la définition

de la fonction L* de X (cf. [35]).

(6.1.1) Désignons par  une forme différentielle minimale de X (cf. (4.2.3)).

A toute place v de @ est associé le groupe de Lie X(Qv),oh Qv désigne
le complété de @ en v, (n désigne par By la mesure de Haar normalisée de Qv’
c'est-a-dire la mesure de Lebesgue si Qv =R, et la mesure de Haur telle que

Z)=1 si v = p,
uv( P) p

Dans ces conditions, au couple (w, uv) est canoniquement associde une



mesure sur X(Qv) (cf. [4], p. 38, 10.1.4). On note (w)v cette mesure,

/
DEFINITION 6,1,2 ¢ On appelle longueur de X relative a v, et on note MV(X) le
nombre

M (X) = (w) .
v ‘/X(QV) M

614 On désigne par S un ensemble fini de aces de @, contenan es aces
(6.1.3) désigne p ble fini de pl d , t t les pl
de mauvaise réduction de X et la place & 1l'infini,

N

(n associe & S le produit eulérien :

(6.1.3.1) 12(x,5) =.|_]—(MV(X))_1:I\;[ L (x,8),

VES
ol Lp(x,s) est le facteur local en p de la fonction L de X (cf. (2.2)).

(n constate facilement [35] que, pour deux tels ensembles S1, 52, le quo-

tient Lg (X,s)/Lg (X,s) est une fonction de s qui tend vers 1 lorsque s
: ‘

tend vers 1,
Par conséquent, si la fonction L(X,s) est définie au point s = 1, la

valeur LE(X,1) de Lg(x,s) au point s = 1 ne dépend pas de S.

/
DEFINITION 6.1.4 ¢ (n appelle fonction L* de la courbe elliptique X, et on dési-

ne par L*(X,s), tout produit eulérien ne différant de (6.1.3.1) que par un nombre

fini de facteurs, et tel que L*(X,s)/Lg(x,s) tende vers 1 lorsque s tend vers

1.

PROPQSITIQN 6.1.5 : Avec les notations de (4.3.1) et (6.1.2), on a :
M \X) =c (X)/L
P( ) p( )/ p(x,1)

pour tout nombre premier p,

Ce résultat est démontré dans les notes de Tate [36].

COROLLAIRE, Le produit eulérien :

(6.1.5.1) pe(te) = (0. [T e (0)7 lx,e)

p premier

est une fonction L* de la courbe X,

C'est cette fonction L* normalisée que nous utiliserons par la suite,
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6.2. éﬁoncé de la conjecture,

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

(on se reportera & [34], [35], [38] pour plus de détails),

CONJECTURE 6.2.1 (Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer)., Soient X une courbe

elliptique définie sur @, L(X,s) sa fonction L, et L*(X,s) une fonction L*
de X. .
(i) La fonction L(X,s) est non-nulle au point s =1 si le rang r _de X

est nul, et admet un zéro d'ordre r en ce point si r > O,

(ii) Supposons que r = 0, et soit Ny l'ordre du groupe x(a). Alors :

1*(x,1) = §§§ ,

Mo

ou sh est l'ordre du groupe de Tate-Jafarevid (cf. (51, [38]).

Remarque, (n a un énoncé analogue a (ii) dans le cas ou le rang de X est non-nul,
n se reportera & [35], [33], [38]. -

Exemples. La majorité des exemples numériques explicites & l'appui de la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer concernant des courbes elliptiques admettant une multi-
plication complexe (cf, [2], [3], [33]).

Le premier exemple de calcul explicite de L*(X,1) pour une courbe ellipti-
que sans multiplication complexe est donné par Swinnerton-Dyer dans [35] : Il

s'agit de la courbe modulaire elliptique de niveau 11.

6.3. Ccalcul de L*(N,1).

Nous sommes maintenant en mesure de calculer L*(X ,1) = L*(N,1) pour cha-

1
N!
cune des courbes modulaires elliptiques XN , N € ?7(1. .

(6.3.1) Soit ¢ = dx/(2y+kx+p) la forme différentielle minimale de XN‘<iéjé
considérée en (4,2.7). on a vu (cf, (4.2.7.1)) que :

w= £ (2)az,
et que la fonction :

£(z) = (2ni)-1.fw(z)

a pour série de Dirichlet associée la fonction L(N,s) de la courbe XN (ef.
(2.2.3)).
La technique utilisée par Swinnerton-Dyer consiste & passer de L & f gréce

4 la formule de Mellin, En effet, d'aprés cette derniére :
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L(1w,1) =f (-oni)f(z)dz,
0

1'intégrale étant prise sur le demi-axe imaginaire, orienté comme en (5.2).
Utilisant Py (ef. (5,2)), et le fait que ce dernier conserve les orien-

tations :
P
L(N,1) =f V-w)s
P1

1'intégrale figurant au second membre est celle d'une {-forme différentielle cal-
culée le long d'un chemin différentiable dans une variété de dimension { orientée,

Utilisant maintenant 1l'isomorphisme 6 de (5.2), le fait que -y est une
différentielle invariante sur le groupe de Lie XN(R)O (donc est transformée par
6 en un multiple de dt sur S1), et la proposition (5.2.6.2) on obtient :

-1
L) = a7 )
X, (&)

enfin, se reportant & (6,1), dans le cas particulier o v est la place & 1'infi-
ni, et utilisant une coordonnée locale pour calculer 1l'intégrale de la forme diffé-
rentielle -, sur la variété orientée XN(B)O, on vérifie sans peine :
(w) = -w (notations de (6.1)).
1 oo
D'ou, en définitive :

L(N,1) = n1(N)—1.((XN(IE!):XN(IR)O))_1.Mw(XN).

D'aprés (5.2.4), on a pour toutes les courbes modulaires elliptiques X

.

n, (1) (e (®): x, (R)®) = (),
ou nO(XN) désigne l'ordre du groupe XN(Q) (cf, (5,2,3,1)), Donc :
(6.3.1.1) L(w,1) = n;1.1v1°°(xN).

(6.3.2) Notons L*(N,1) la valeur au point s = { d'une fonction L* de la

courbe XN' Utilisaht la fonction L* normalisée (6.1.5.1), on obtient :
-1 -1
* =
L*(N,1) (pl |N] cp(xN)) oy

n est donc ramené au calcul des entiers cp(xN), Ce calcul a déja été fait
(cf. (4.3.5), et le tableau (6.3.4)). On trouve dans tous les cas considérés :
c (XN) = no(XN).

p premier P

n a donc démontré :
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EgﬁggﬁmEL§43‘§ : Soit L*(N,s) une fonction L* de la courbe modulaire elliptigue
Xy s et no(N) 1'ordre du groupe XN(Q). AMors :

1*(W,1) = (n ()72

n constate que les courbes modulaires elliptiques vérifient la partie (i)
de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (6.2.1). 5i 1'on admet la partie (ii)
de cette derniére, le théoréme précédent entrafne : ‘

Le groupe de Tate-%afarevi¥ des courbes modulaires elliptiques est trivial,

Tableau (6.3.4) Courbes modulaires elliptiques XN'

n, n
Notations, On a posé N = p11,p22, p1 < p2, n1 > 0. On note :

A le discriminant d'une équation minimale de XN (cf° (4,2,1)),

j 1l'invariant de la courbe elliptique XN’

n, 1'ordre du groupe XN(Q) (ef. (5.1)),

cp 1'entier défini en (4.3.1) (cf. (4,3,5,1)‘pogr le calcul de cp),
L*(1) = L*(N,1) la valeur en 1 de la fonction IL* normalisée (cf,

(6.3.2)).

T A D
1| 112 |=2"%313947 (bs) - 5 - |5 | 1/
14 [2%° |s%45%27%7% | (b)) (v,) 2 | 3 |6 | 1/3
15 |-3%4 159505474 | (b 2 (v,) > | 4 |8 1/64
:;_ 174 |-5214 5774 (b4) - 4 - -;—_ 1/16
19 | 19° |-21817197 () - 5 |- |3 | /s
ZZT P52 |24113572 (c 6) (b2) 3 2 _g—— 1/36
21 |3%7%| 19375 472 (v,) (v,) 4 | 2 |8 | 1/e
21 |85 |45 (c5,) (b,) s | 2 s | 1/6a
;;_ 57 0 (c 6) - 3 - —;—— 1/9
52 | 22| 2% (e 5,) - s | - L4 | e
% 2% | o (c 3) (c 2) 5 | 2 |6 | 1/
w0 | 1P| -5 (c 2) - 2 | - |2 | /4
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\
7. APPLICATION A CERTAINES COURBES ISOGENES.

7.1, Fonction I normalisée et isogénies,

Soient X, X' deux courbes elliptiques définies sur §. (n rappelle gu'une
isogénie X - X' définie sur @ est dite admissible si elle induit un morphisme

séparable des composantes connexes des fibres fermées du modéle de Néron (faible).

PROPOSITION 7,1.1 ¢ Soient' X, X' deux courbes elliptiques définies sur @, telles

qu'il existe une isogénie admissible de X sur X'. Alors X et X' ont méme con-

ducteur et méme fonction L.
o se reportera a [15], 6.11.
Désignons par L*(X,s), L*(X',s) 1les fonctions I normalisées (cf,

(6.1.5.1)) de X et X',

COROLLAIRE : Sous les hypothéses de (7.1.1) :
1 1
L*(x,8) _ M (x').me (k')
T¥(Kt,s) = I (e (1)

ou %”(x) est la longueur de X relative & la place & 1'infini (6.1.2), et

cp(x) 1'entier défini en (4.3.1).

Il nous suffira donc, connaissant L*(X,1), de calculer ¥ (X') et

HCP(X') pour en déduire L*(X',1).

7.2. JParasites,

Nous dirons qu'une équation de la forme (4.2.0), & coefficients dans Q, et
définissant sur @ une courbe elliptique X, contient le parasite p, p> 0 si
son discriminant vaut p12.A, ou A désigne le discriminant minimal (c'est-a-dire

le discriminant d'une équation minimale) de la courbe X.

/ , .
Etant donnée une équation (4.2.0) de X, contenant le parasite p, soit
w' = dx/(2y+xx+p). Alors p.u' est une forme différentielle minimale de la

courbe X,

7.3. Paramétrisation de Weierstrass,

Supposons que la courbe elliptigue X d'équation

(7.3.1) ¥2 = xOpax4b,

ol

soit paramétrée par la fonction de Weierstrass 3[(u), de périodes wer Wy

1'on suppose w, réel positif :
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X

'%(u)
(1/2). 4 (u).

y

o
Supposons que 1'image du segment [0, w1[ soit la composante neutre X(R)

du groupe de Lie réel X(R). Alors :
@y
f lax/2y| = (x(qt):x(m)°).f du = (X(R)iX(R)O}.m1.
x(R) 0

Supposons enfin que 1l'équation (7.3.1) contienne le parasite p. Alors la

longueur de X relative & la place & 1'infini (6.1,2) est donnée par :

i (%) = 0. (x(®):X(®)u, -

7.4, Isogénies de noyau cyclique,

On conserve les notations de (7.3). Soit P un point de Xtors rationnel

sur @, Alors
) ) o N
(i) ou bien P ¢ X(R) , et son paramdtre est alors :

k

u = vy avec (k,n) = 1,

Désignant par X' le quotient de X par le sous-groupe cyclique d'ordre n en-

endré par P, et par ' le parasite contenu dans 1'équation (7.3.1) associde aux
g P ’ [¢]

w
périodes ;5, w, s on a :

oy ¥4
w(x) =o' (x'®):x'(®)7). s
(ii) ou bien P ¢ x(R)®. o a alors :

i (x1) = o' (X" (®):x ®) Yo, -

On se reportera & la note [39] pour les équations explicites des isogénies

de noyau cyclique,

7.5. Application aux courbes de la liste de Swinnerton-Dyer de conducteur N ¢ 7&{1.

On utilise dans cette partie une liste de courbes elliptiques de petit

N

conducteur établie par Swinnerton-Dyer, Pour N = 11, on a rajouté & la liste ori-.
ginale la courbe notée C11 , qui n'y figurait pas, et dont le calcul est dil &
vélu [39].

Pour chacune des valeurs de N ¢ Tﬂ1, la liste contient un nombre fini de
courbes elliptiques, toutes isogénes entre elles (conformément & ce que mredit la
conjecture de Weil (2.5)). Pour chaque N ¢ 3711, on désigne par AN » By s etec,.

les courbes de la liste de conducteur N, exception faite pour la courbe modulaire
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elliptique XN , que 1'on continue de noter de cette fagon,

Remargue (7.5.1). La question se pose de savoir si la liste de Swinnerton-Dyer

(complétée par 011) comprend toutes les courbes de conducteur N ¢ ]UE.

n peut répondre affirmativement & cette question pour N = 24, 32, 36, ou
cela résulte des travaux de (gg [25], [26]. Baker et Coates ont montré que la dé-
termination de toutes les courbes de conducteur donné est possible en théorie, le
seul obstacle étant la longueur des calculs que cela implique,

‘Si 1'on admet que deux courbes de conducteur N ¢ 3UE sont isogénes sur @,
on est ramené & déterminer toutes les courbes isogénes sur @ & une courbe donnée,
3 savoir la courbe XN' Ce dernier probléme est plus facile, et on peut le résoudre
dans certains cas, par exemple pour N = 11. BEn effet :

(i) 11 résulte des travaux de Serre [28] que le groupe de Galois des points
d'ordre g de A11 est GL(2,Z/12) pour tout nombre premier g autre que 5.
Cela entrafne que les seules isogénies de A11 définies sur @ et de degré pre-
mier sont de degré 5,

(ii) La théorie de Tate montre que du point de vue rigide-analytique A11
est isomorphe & Q11/(qz) avec v11(q) = 1. Or il existe une isogénie de degré 5,
a4 savoir celle qui donne la courbe Q11/(q52) = x11 qui augmente la valuation en
11. Toutes les autres ne peuvent que la diminuer : I1 n'y en a donc pas, Le méme

raisonnement vaut pour B11. I1 en résulte que les seules courbes isogénes sur @

N

sont et .
a X, Ay et By

(7.5.2) on a calculé pour chacune des courbes X figurant dans la liste et de

conducteur N € ZIH :

(i) La longueur Mn(x) relative & la place & 1l'infini, Pour simplifier
1'écriture, et tenant compte de ce que seul intervient le rapport de deux telles
longueurs, on convient de prendre pour unité, pour chaque M ¢ 77&, le nombre w,
défini en (7.3) qui est tel que 1'équation (7.3.1) correspondante contienne le
parasite 1,

En d'autres termes, avec cette unité :
)
(k) = (x(®):x(R)").

(ii) Les coefficients cp(x) définis en (4.3.1) (cf, (4.3.5) pour le calcul
d c ).
e p)

(iii) L'ordre no(x) du groupe Xx(@).

Pour ce dernier calcul, il est commode d'utiliser (7.3.1).
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Remargue (7.5.3).

(i) Lorsque la fibre en p du modeéle de Néron de X est de type multipli-
-catif non déployé, elle ne devient isomorphe & une extension de Gm par un groupe
fini que sur [F 2. On doit en tenir compte si 1l'on veut utiliser la proposition

(5,2,1) dans ce cas : (On peut examiner le cas de X24 , P =3, pour s'en convaincre,

 (ii) La proposition (5.2.1) est classique lorsqu'on suppose que X a une
bonne réduction en p, Elle donne alors une majoration de nO(X) invariante par
isogénie sur Q (c'est la majoration obtenue en (5.2.2.1)). Par contre, l'utilisa-

tion du modéle de Néron permet une majoration plus fine,

emple : Considérons dans la liste de Swinnerton-Dyer les courbes de conducteur

21 : A » B

21 , etc...

21
Comme 1'indique (5.2.2.1), toutes ces courbes ont un groupe de points ra-

tionnels d'ordre divisant 8,
D'autre part, la fibre en p= 3 est déployée sur FBv, de type
(ba), (p4), (b2)’ (b1), (b1) respectivement ,
n en conclut que 1'ordre de X(g) divise :

8, 8, 4, 4, 2, 2, respectivement,

(7.5.4) On pose dans le tableau (7.5.6) :
1,(X) = Mm(x).ncp(x)
(avec les conventions faites en (7.5.2)), ce qui fait que le corollaire de (7.1.1)

s'écrit :

1x(x,8) yO(X')
Lx(x',s) (X)) 7

n constate que pour toutes les courbes étudi€es on a :

1*(1) = n0_2.

Si 1l'on admet la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, on peut donc
conclure :
Le groupe de Tate-¥afarevi¥ des courbes de la liste de Swinnerton-Dyer de

conducteur N ¢ 3]11 est trivial,

(7.5.5)‘Tableau. (Extrait de la liste de Swinnerton-Dyer).
Ce tableau donne les coefficients A, u, a, B, Yy d'une équation minimale

(4.2.0) de chacune des courbes AN » By s etc..., N ¢ 37(1 . (cf. les notations du
début de (7.5)).



Auy o B Y A g o B Y
p|ot-1 o o A, (10 0 -39 90
|01 -1 -0 —20 Xy [10 0 -4 -

C,, |01 -1-7820 263580 c,, |10 01 0
X, 0 4 =6 Dy, [10 0 -49 ~-136
B, 0-36 =70 E, |10 0 -784 -8515
s o-1 o F,, {10 0 =34 -217
D, 0-171 -874 by (00 -1 -24 =36
By 0-11 12 B,, |00 -1-384 -2172
F14 -0 2731 =55146 X24 00 -1-4 4
D, |00 -116  -180
5 -0 242 E,, |00 -1-64 220
B 1-5 2 24
15 B, |00 =11 0
Cys 10 0
X5 1-10 -10 Xy [OT 0 0 =T
Es 1 -135 -660 By, [01 0 0. 0
Fio 13 -28 C,p |01 0 =270 -1708
G5 1 -2160 =39540 Dy, [01 0 =30 63
Hyo 1-110 -880
A -1=1 0 Xgp 00 0 4 0
-1 =6 - -
B, 1 4 B, [00 0 -1 0
C,s -1-=91 =310 Csp [00 0 =11 -14
X, -1 -1 =14 Dy, |00 0 =11 14
19 1 0 5600 0 0 1
Xig -9 =15 By [00 0 =15 22
C.o |01 1 -769 -8470 00 0 0 =21
19 036
D 060 0 -135 =594
001 -41 =116 36
- - X -1 -
00 36 -140 4o |10 -T2
00 - B -1 - -78
10 g |10 13T T
001 4 4
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(7.5.6) Tableau,

Les notations utilisées sont celles mrécisées en (7.5.2) et (7.5.4). Pour

n n

N € 2011 on pose N=p 'p2

| Py 8VEC P <D, et n o> 0.
type de type de
Mn Cp Cp réd, en p, |réd, en p Yo | Mo (1)
1| %2 1 2
als | (b1) 5 5 1/25
alt |5 - (b5) - 5 5 1/25
l1/5] (b1) 1/5 | 1 1
NERERE (b6) (bB) 6 6 1/36
By, |1 1] 6 (b3) (b6) 6 6 1/36
Ciul3 | 2| (bz) (b1) 6 6 1/36
b
D, 1/3 2 | 1 (b18) 2 1) 2/3 | 2 1/4
b
Ells | 1] 2 (b1) 5) 6 6 1/36
F, /3] 1| 2 (b9) (b2) 2/3 | 2 1/4
Agld | 1] 1 (b1) (b1) 4 4 1/16
Bol4 | 22 (b2) (v,) 16 | 8 1/64
Coof4 | 1] 1 (v,) (®) 4 4 1/16
b b
Xgl2 | 2] 4 ( 4) ( 2 16 | 8 1/64
Bt |22 (bg) (v,) 4 4 1/16
Folt |28 (b2) (bg) 16 | 8 1/64
b b
G5 1/2) 2] 1] ( 4) ( 1) 1 2 1/4
b
Hio 1/2| 2 | 1 (b16) ( 1) 1 2 1/4
Aol4 | (b1) 4 4 1/16
B,o 2| (b2) ) 4 1/16
¢y, 1 1 (bi) 1 2 /4
Xt | 4 (b4) 4 4 1/16
19 6 1 $b1) 6 3 1/9
192 | 3| (b,) _ 6 3 1/9
9 2/3] 1 (b1) 2/3 | 1 1
Ale/s 1) (es) (v,) 2/3 2 | 1/4
Byl /30 1] 2 (c 6) (v,) 2/3| 2 1/4
Cool2 | 3] 1 (¢ 3) (b1) 6 6 1/36
Xoolt | 3] 2 (c 6) (b2) 6 6 1/36
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(7.5.6) (suite).

M lc_ |c . Y ) 1*(1)

) p1 p2 réd, en p‘I réd, en p2 o o
R ERRE (bg) (b1) 16 |8 [ 1/64
K02 |4 |2 (b4) (b2) 16 | 8 | 1/64
0,02 |2 |1 (bz) (v,) 4 |4 | 1/16
ot (2 |2 (bz? (b4) 4 | 4 | 1/16
B, |1/2 |1 |2 (b1) (b2) 1 12 | 1/4
F,|1/2 |1 ]2 (b1) (bg) 1 |2 | 1/4
I'IEERERE (/c 7) (b4) 4 |4 | 1/16
B,, /2 11 |2 {c 8) (b2) 1 |2 | 1/4
a2 4 |2 (c 51) (b2) 16 | 8 | 1/64
Dy 1/2 |1 |2 (c 8) (vg) 1 |2 | 1/4
B,l2 |2 |1 (¢ 7) (b1) 4 |4 | 1/16
Flz |2 | (e 2) (b1) 4 | 4 | 1/16
X |1 |3 (c 6) 3 13 | 1/9
B3 |1 |, (e 1) 513 | 1/9
C,e /3 |1 |- (c 8) - 1/3] 1 1
D|3 |1 (¢ 3) 3 |3 | 1/9
Xol1 |4 (c 51) 4 | 1/16
B.,|2 (e 2) 4 | 1/16
Og 1 1 |- (c 4) - 1 |2 | 1/4
D2 |2 (c 4) 4 |4 | 1/16
Xsolt |3 ]2 (c 3) (c2) T6 |6 [ 1/3
Buel 3 |2 (c 6) (c2) |6 |6 | 1/36
Cse 1/3 |1 |2 (c 3) (c7) | 2/3] 2 | 1/4
D 1/3 |1 |2 (c 6) (c7) | 2/3] 2 | 1/4
X[t |2 (c 2) 2 |2 [ 1/4
Byg| ! 2 |- ‘(c 2) - 12 {2 | 1/4
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