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8 - lére Partie

INTRODUCTION

On connait le théordme de J, NASH affirmant la possibilité de plonger
isométriquement toute variété riemannienne dans un espace euclidien de dimension
suffisamment grande (probléme déjd considéré localement par E, CARTAN et M, JEANNET).
Il en résulte que la connexion de LEVI-CIVITA d'une variété riemannienne peut

s

toujours &tre induite (en un sens i préciser) par une certaine connexion plate.

Nous nous sommes intéressés ici & la généralisation d'une telle situation,
et montrons en particulier, que dans le cas d'un groupe structural compact, toute

~

connexion peut &tre induite par une connexion & courbure .nulle. Le principe de la
démonstration consiste & étudier le cas particulier de la connexion canonique d'une
variété de Stiefel généralisée, et & utiliser le théoréme de M,S. NARASIMHAN et
S. RAMANAN affirmant le caractére universel de cette connexion canonique dans le

cas du groupe orthogonal .

L'essentiel de ce travail est localisé dans les chapitres III

(paragraphes B et C) et IV,

Chapitre I : Rappels sur les fibrés vectoriels réels différentiables

Soient E——) U un fibré vectoriel de base U et fibre type M,
x un point de U , et e un élément de E_ + Dans la pratique, on sait qu'il
est souvent commode d'exprimer e par ses coordonnées relativement & un repére
de Ex : celd revient & se donner un isomorphisme d'espaces vectoriels M _ET) E
(c'est-di-dire un point £ de la fibre P_du fibré principal P associé & E)

et & définir e par son image E'I (e) dans M ,

Le choix d'un repére § particulier étant généralement considéré comme
peu élégant, on préférera n'en fixer aucun et définir e par la fonction
e . PL—> M qui, & ¢ , associe E'I (e) (étant bien entendu que

cette fonction, qui vérifie

()=t Ple) Vee P, Voeeg 6L,
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est entidrement déterminée par sa valeur en un seul point). Il revient au méme

de considérer E  comme 1l'espace quotient de M x P parla relation d'équiva~
lence (m, g )~ (g'%, £g) V&g € GL(M) (on recomnait l'origine de la définition
d'un fibré de fibre type donnée, modelé sur un fibré principal donné).

Ainsi une théorie de Géométrie différentielle aura généralement deux

expressions :

@

= 1'une, en termes de fibrés vectoriels , sera souvent plus géométrique,

- 1l'autre, en termes de fibrés principaux, correspondra simplement & la fagon
moderne d'exprimer la théorie avec des coordonnées.
Dans ce premier chapitre, nous nous proposons essentiellement de rap-
peler quelques définitions et détails techniques relatifs & cette dualité d'expres-
sion. Pour toute démonstration, on pourra se référer en particulier &

BERNARD (1], koszuL [id], Licunerowzcz fe| et womrzu [20].

Chapitre II : Connexions induites sur les fibrés principaux

Toute connexion sur un G-fibré principal « induit de fagon naturelle
une connexion sur tout sous-fibré principal de groupe H, pourvu que G/H soit
un espace homogéne réductif (par. A). On définit aussi les formes de plongement.

La donnée d'une connexion sur le produit fibré P® P' de deux fibrés
principaux P et P' de méme base U, est équivalente aux données d'une con=-

nexion sur P et d'une connexion sur P' (par. B).

Dans chacun des exemples étudiés au § C, on s'efforcera d'interpréter
géométriquement les formes de plongement :
- dans le cas d'une G-structure définie par un tenseur t, la forme de plongement,

relative & une connexion linéaire, définit la dérivée covariante de t par
rapport & cette connexion.

~ dans le cas d'une connexion de CARTAN, la forme de ploﬁgement est la forme de
soudure de l'espace de repéres associé & cette connexion,

(1) ou, plus généralement, en termes de fibrés non principaux
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- pour un espace de MINKOWSKI, la forme de plongement mesure "l'écart" de cet

espace avec un espace euclidien.
-~ pour un espace homogéne réductif, la forme de plongement est la forme fonda=
mentale d'espace de repéres sur le H-fibré principal G ——> G/H,.
Les résultats des S5A et B sont essentiellement contenus dans [?%] et
ont été retrouvés indépendamment dans [5], [__lJJ et ELE} .
Pour le §C, voir aussi (liste non exhaustive) :

~ BERNARD [1] , GOETZ [6j et LICHNEROWICZ \:}6_] P. 237 pour l'exemple 1,

- EmREsvany [1] , LICHNEROWICZ [(16] , et NouTzU p. 73 "o,
- GUILLEMAIN [ﬂ " " 3,
- LICHNEROWICZ [17] , p. 48 et NOMIZU [21] . " "o,

Chapitre III : Connexions induites sur les fibrés vectoriels

Aprés une étude géométrique des lois de dérivation sur les fibrés
vectoriels qui sont somme de WHITNEY de deux sous-fibrés vectoriels (§ A), nous
montrerons que sa transcription en termes de fibrés principaux (§ B) fait inter=-

venir des situations qui forment successivement :

~ un cas particulier de II-A (ol G est ici un sous-groupe de GL(n,R) et
H=0gq (GL(k. R) » GL(n-k, R) )

- et un cas particulier de II-B (ol H est le produit direct H'x H" avec
B = 6N (L(k,R) x {1}) et E" = (I} = GL(n-k, R) ).

Au § C, nous expliquerons comment la connexion canonique d'une variété
de Stiefel s'interpréte dans ce cadre, donnant de cette connexion une nouvelle
définition plus géométrique que les anciennes (cf. S. KOBAYASHI [?] .

NARASIMHAN et RAMANAN (19] et TAKTZAWA 23] ).

Au § D, nous &tudierons l'exemple important, convenablement généralisé,

des sous-variétés d'une variété pseudo-riemannienne.
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Chapitre IV : Extensions triviales d'une connexion

L'espace homogéne G/H étant supposé réductif, et un supplémentaire CM)
de H dans G (stable par ad(H) ) étant donné, nous avons déjd montré que la
connexion canonique w, sur le H-fibré principal P, i G—> G/H est induite
par la connexion naturelle i courbure nulle du G-fibré trivial G = G/H —> G/H
obtenu & partir de P o Dbar extension du groupe structural, On verra que @,
joue en fait un r8le universel parmi toutes les connexions sur un H-fibré principal

P, qui possédent une telle "G-extension triviale" (5A).

Nous avons déjd montré que la connexion canonique D* qu fibré vectoriel
n . . ~ S n
Ek _ Gk,n-k est obtenue par projection (parallélement & En-k) de la con-

~

nexion naturelle & courbure nulle du fibré vectoriel trivial
n . k
R % Gy nox —> Oy pox (¢f+ III-C). En fait, D
les connexions D sur un fibré vectoriel E, possédant une telle "n-extension
triviale". On retrouve ainsi, de fagon particuliérement simple, un résultat de

S. KOBAYASHI [9] relatif aux variétés riemanniennes de dimension k immergées

est universelle parmi toutes

isométriquement dans 1'espace euclidien R" (§B).

N

Interprétée en termes de fibrés principaux dans le cas od G C GL(n, R)
et H=H'x H' =G n(GL(k, R) = GL(n-=k, R)), 1'existence d'une n-extension triviale
de D est une propriété moins forte que l'existence d'une G-extension triviale de
la connexion w correspondant & D sur le H'-fibré principal associé, Toutefois,

localement, ces deux propriétés sont équivalentes (§C).

Dans le cas G = O(n), un théorime de NARASIMHAN et RAMANAN [19]
prouvant le caractére universel de la connexion canonique DX au fibré universel
E; _— Gk,n-k (pour n assez grand) permet de montrer l'existence d'une
n-extension triviale de toute connexion & groupe d'holonomie compact. Réciproque-
ment, prouvant directement dans certains cas l'existence d'une n-extension triviale,

on peut améliorer le résultat de [19_1 en sbaissant n (§D).

Une partie du contenu de ce chapitre est résumée dans [13] et Elh] .
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Notations

Les variétés, espaces fibrés et applications considérées seront toujours
aupposées différentiables de classe C~ (et exceptionnellement analytiques).

Si W est une variété, on notera :
Tx(w) 1'espace vectoriel tangent & W en un point x de W,
D(W) 1'anneau des fonctions différentiables sur W & valeurs réelles,
T(W) le fibré vectoriel tangent &8 W ,
'_1'_(_2_)‘ le D(W) = module des champs de vecteurs différentiables sur W .

Plus généralement, si E——3 W est un fibré vectoriel différentiable,
on notera E le D(W) - module des sections différentiables de E ,

£
8i U ——> V est un morphisme de variété, si « est une forme dif-
férentielle sur V .et si A —3 V est un £ibré (principal ou vectoriel) au-des-
sus de V, on notera :

A la fibre de A en un point x de V
Af le fibré de base U image réciproque de A par f ( (Af) = £(x) )
«f la forme sur U image réciproque de « par f ,
Si f est un plongement régulier de U dans V, on &crira parfois
A\U (resp. « | U) au lieu de Af (resp. « £).
Si G est un groupe de Lie, on notera G son algébre de Lie.

Si H est un sous-groupe de Lie de G, et si o% désigne un supplé-
mentaire de H dans G , on notera a et a % » les projections sur H

et sur dh (parallélement & b et H) d'un élément a de G .
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Si P —3 U est un fibré principal différentiable de groupe struc-
tural G (on dira en abrégé : un "G fibré principal") et si R: 6—>Aut M
est une représentation de G comme groupe d'automorphismes d'une certaine
variété différentiable M , on notera “3(6) [P] (ou M, [PJ s'il n'y a pas
d'ambighité sur X ) le fibré (1) e fibre type M modelé sur P .

Si P' — 3 U est un G'-fibré principal différentiable, on notera
P ® P' le produit fibré de P et P' : c'est un G » G' fibré principal dife-
férentiable de base U, défini comme la sous-variété de P x P' telle que

(p P')x = P = P'x (G = G' opérant & droite de fagon naturelle).

@) Si M est munie d'une structure de type S plus fine que celle de variété

différentiable, et 8i G préserve cette structure quand il opére sur M
par R s chaque fibre de M X [ P] admet une structure naturelle de type S
isomorphe (non canoniquement) & celle de M - Par exemple, si M est un espace
vectoriel réel de dimension finie, et si X est une représentation linéaire,

M (e [P] est un f1§re vectoriel réel différentiable .
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Chapitre I Rappels sur les fibrés vectoriels

réels différentiables

A - Opérations sur les fibrés vectoriels

B - Formes différentielles a valeurs dans un fibré vectoriel

C =~ Connexions

D -~ Différentiation extérieure
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A - Opérations sur les fibrés vectoriels

Tous les fibrés vectoriels considérés seront supposés réels et diffé-
rentiables.,

Soient P —> U (resp. P'—>U) un fibré principal différentiable
de groupe structural G (resp. G') , M (resp. M') un espace vectoriel réel et KX
(resp. g’ ) une représentation linéaire de G (resp. G') dans M (resp. M').

Si P' =P, l'application & ———> (£,§) de P dans PN P
permet d'identifier P & un sous-fibré principal de PEI P ( G étant identifié
& un sous-groupe de G » G par l'application diagonale)., Si ¥ désigne une
représentation linéaire de G x G dans un espace vectoriel N , et si j’o
‘désigne la restriction de ¥ & G » les fibrés vectoriels N ) E’W P]
et N [P] sont canoniquement isomorphes : on conviendra de les identifier,

:t(e)

1°) Produit tensorier (1)

de 2 fibrés vectoriels

Notons g@@s' la représentation linéaire de G x G' dans M ? M*

détinjie par ( R ®R) (g, eV = R @ X(g).

On appellera "produit tensoriel" des fibrés E = !& [P] et E' =M E'}
) . @ e’

(et 1'on notera E & E') le fibré vectoriel

Mo M) ® P
R Rex’ )(GnsG?@ ]

Proposition I, A.1-

(I) Pour tout point x de U , il existe un isomorphisme canonique

A
d'espaces vectoriels ¢ : E & E' = 5 (E®E')
x xR x x

(1)

I1 ne s'agit ici que de produits tensoriels internes
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(II) Il existe un isomorphisme canonique de D(U) -modules

¢: E @ E' __ = o E®E' défini par la condition :

“ p(u)
(¢ (s@s')) (x) =¢ (s(x) @ s'(x)) ¥s¢ E
¥ s' E!'
¥ xe U

Cas particulier P = P!

/
si Q (resp. Q ) est une représentation linéaire de G dans

M (resp. M') et si Qo désigne la restriction de ReR’ a ¢ identirié
8 la diagonale de G » G, on déduit des remarques préliminaires de ce paragraphe

que

les fibrés vectoriels (M ® M') Pl et (M® M') PRP
Qo [ ] R eoR’ [ ]

sont les mémes.

. / . .
(Oon notera désormais encore Q, ®@ ? la représentation '?o )e

2°)

Somme directe (1) (ou somme de Whitney) de 2 fibrés vectoriels

Notons RQQ’ la représentation linéaire de G x G' dans M@ M'
définie par

(Re &) (g ) ym+ m = <Q(s).m> + <g/(8'). n' >
Vg, g'le GxG' , f m+m€ M D M
On appellera "somme directe" ou "somme de Whitney" des fibrés vectoriels

E=MgqlP] et E' = Mlre'] (et 1'on notera E @ E') le fivré
vectoriel (M ® M') P= P'7.
e’

(1)

Il ne s'agira que de sommes directes internes
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Proposition I, A, 2

(I) Pour tout point x de U , il existe un isomorphisme canonique d'espaces

iels . ' ] '
vectoriels T _: E, ® E x —=——3 (E ®@ E )x .
(II) I1 existe un isomorphisme canonique de D (U) modules

r: E ® E' __= JE @ E', dfini par la condition
o AN~ A A A AAA A

(rls+s') )y =T, (slxMs'(x) ) Vsg E Vs'¢ B' VxeU

si p=p, Q
1 /
la représentation 9\@3\ , il résulte des remarques préliminaires que

désignant la restriction & la diagonale de G G de

les fibrés (M + M')Ql[P] et M @ M) 3@3/ [PBl P]

sont les mémes p
(on notera encore 9\@9\ la restriction 31 )e

3°) Puissances extérieures d'un fibré vectoriel

Notons } QR 1la représentation linéaire de G dans f M  défininie

par
< ( :S{) (g)y m AeeeAnm > = Q\(s)mll\ 3(3) myA ...ASR(g)mr
VSQGO V mlegoAmr E Xu

On appellera "puissance extérieure rlém" du fibré vectoriel
e

r
E=Mg [P], le fibré vectoriel (noté A E) é&gal &

(A m [P].

ASL
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Proposition I, A, 3

(I) Pour tout pointb x de U, il existe un isomorphisme canonique

¥, d'espaces vectoriels de ) (Ex) sur ( ) E)x .

(II) Il existe un isomorphisme canonique ¢ de D(U) -modules de

r r
A E sur A E . Cet isomorphisme est défini par la condition :
¥ (sl Acee A sr) (x) = Wx (sl(x) A eee A sr (x) )

Vsl""’sr GE va cvu.

4°) Fibré dual d'un fibré vectoriel

si K est une représentation linéaire de G dans un espace vectoriel M ,
on notera X* 1a représentation linéaire de G dans le dual M¥ de M,

définie par :
»* t -1
Q*(g) = Qg™
{x* R (gt ™
( « (@u,m>=w, R (g7 )m> Veget ¥Yme ¥, Yue )
On appellera "fibré dual" du fibré vectoriel E = M3 [P] , le fibré

vectoriel MQ\ (P] . On le notera E¥,

Proposition I, A, U

(I) Pour tout point x de U, il existe un isomorphisme canonique 8
d'espaces vectoriels de (Ex)’* sur (E”)x .

(II) I1 existe un isomorphisme canonique 6 de D(U) =modules de (g)“
sur E:: . Cet isomorphisme est défini par la condition :

( o(a) (x)=ex (o) ¥ o«c¢c EF
¥y x¢e U
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X

(ot ay désigne 1'élément de (Ex) défini par

<a, y D = valeur en x de <a , m > \'/meEx,

m désignant une section quelconque de E prenant en x la valeur m ),

5°) Fibré vectoriel adjoint
*
si Q( est une représentation linéaire de G dans M , K @& est une
représentation linéaire de G dans End M= u* @ M.
On appellera "fibré adjoint" d'un fibré vectoriel donné E = M X [P] le
ez .
fibré (E ndM) R¥oQ [r] = £*® E (on le notera E ndE),
Combinant les propositions 1 et 7 d'une part, 2 et 8 d'autre part, on voit
que les espaces vectoriels (End E)xet End (Ex) sont canoniquement isomorphes

ainsi que les D(U) -modules EndD(U) E, et End E ,

AAAAAnAA

On vérifie aisément que :

3:‘@& est la représentation adjointe de G dans End M .

6°) Les foncteurs modelage et section

Botons gu la catégorie des fibrés vectoriels différentiables de base U
(avec, pour morphismes, les applications dont la restriction &
chaque fibre est linéaire sans &tre nécessairement un isomore-

phisme de fibre sur fibre)
On la catégorie des D(U) -modules

\&G la catégorie dont les objets sont les couples (M,g ) ol M
est un espace vectoriel réel et ol R est une représentation
linéaire de G dans M , et dont les morphismes de (M,R )
dans (M',QZ’) sont les applications linéaires u de M dans

M' vérifiant Q\'(g) cu=u., R (g) v gg G

(on dira en abrégé qu'une telle application linéaire est

"permise" ).
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Soit P un G-fibré principal différentiable de base U .

On vérifie aisément que le modelage sur P définit un foncteur /"P de la
catégorie ‘36 dans la catégorie UU :

tup (4, %) =m, [P]
¥p (u) est l'application de Mg [P] dans M;J [P] définie par

4 up@)  (a(me)) = @' (a(m),e)

(ol q et q' désignent les applications canoniques

l Mx P — MQ[P]et M'IP————)M'&,[P])

R ue : si u est une application linéaire permise injective, yu,(u) est
Jemarque P

une injection. Plus généralement, est un foncteur exact.

¥p

On définit aussi de fagon évidente un foncteur o de [} y dans
(‘JJU en posant :

au(E) =E pour tout fibré vectoriel E

( ou(r) ) o= £f 00 pour tout morphisme f de E dans E'

Soit R une représentation linéaire de G dans M , On en déduit une
représentation linéaire 3 de G cans M . Soit ad la représentation linéaire
adjointe d¢ G dans G . L'application g de G dans End M est une ap-
plication linéaire permise de (G , ad) dans (End M, R* @R ).
Proposition I. A. 5

On en déduit un homomorphisme Vp (3 ) de G ad [P] dans End(MSR [PJ )e

8i R est fiddle, Hp ( g ) est une injection.
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7°) Conventions

Désormais, on conviendra toujours d'identifier

E® E' a ® E' et (E ® E') i E ® E
-~ D(U) ~— X x R X
E®E' & E @® E' et (E ens')x i E ® E
ke 2 P E e« (3 E), 3 } (B)
E* i (@) et (E¥) 3 (e )%

S . [P] 4 un sous-fibré vectoriel de End E, du moins lorsquea est
fidéle.

~

B - Formes différentielles & valeurs dans un fibré vectoriel

Soient P un fibré principal (différentiable) de groupe G et de base U ,

&R une représentation linaire de G dans un espace vectoriel
réel M,
E=M P| le fibré vectoriel associé
R [ .] ’

R(U) 1le fibré principal des repéres linéaires de U
(ol 1'un de ses sous-fibrés principaux)

On appellera p-forme sur U 4 valeurs dans E un &lément du

D(U) = module X (T (V) ) ® E, c'est-d~dire une application D(U)=p-linéaire
“~ )
alternée a qui, & p champs de vecteurs XgseeosXp ) € T(U) , associe

une section a(xo....,xp_l) € E.

On notera 1; (U, E) 1le D(U)=-module ﬁ (T(u) ) e() E.
p(y)
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En tout point x de U, on en déduit naturellement un élément
A ()
a G A ) P ' . .
x x G;R E, . L'existence de 1l'application x — a, nous
suggére de considérer a comme une section d'un certain fibré vectoriel, On
déduit effectivement, des propositions 1 4 8 de I = A 1le

Théoréme I, B, 1

I1 existe un isomorphisme canonique a — 3 a de D(U) =modules de
p P %
A (T(U)) @ E sur ( A (R ® M) [z = 2]

oar00e D(U) M R

Il existe un isomorphisme canonique d'espaces vectoriels de

P P *
A ('rx(u)) g E, sur ((A ( ’Y) ? M) [R(U)E P_])x, et

a{x) est 1'image de @, par cet isomorphisme.

Correspondance entre formes sur U 8§ valeurs dans E, et formes tensorielles

de t G) sur P a valeurs dans M :

P
Notons A R (P, M) le D(U) =module des p-formes B sur P
(G)

a valeurs dans M , vérifiant YV d £ ,eess 4,k € T, (P) e¢ ~ g¢ G :
: 1y .
5(d°§ s soey dp-lz ) =0 si l'un des vecteurs 4.t est vertical

B(doi-g,.u, dp_lz-g) = @(8-1) B(dOE gecey dp-l E) .

Théoréme I, B, 2

I1 existe un isomorphisme canonique @ —— 5 @

P P
D(U) -modules de A (U,E) sur A (P, M) .
G
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P
Notons n la projection P —3U . Soit a g A (u, E).

On définit wne p-forme ¢ sur P & valeurs dans M , en posant :
:(d d_ .t )= 5-1 alr @ £ yeeey wd_.E )
o *°** %pa1 0% ? ’ p=1

(£ est un isomorphisme M _ = E"E )e

P
I1 est immédiat de vérifier que o e A X (P ,M) et que l'application AP
(c)

ainsi définie est un isomorphisme.

Dans le cas particulier p =0 ,

Ao définit un isomorphisme de D(U) -modules de E sur l'espace
A

° :
A (P,M) des fonctions différentiables ¥ de P dans M vérifiant

R (c)

e = (1) ee) YeeP Vee G

Combinant les théorémes I. B, 1 et 2, on en déduit 1le

Corollaire I, B, 3

S

P p
Les D(U) -modules A (U, E) et A (P,M) sont canoniquement isomorphes &

P G

o p
(wme, & (78 )

t 3 A
= E QI(GL(u, R) x G)

(g 1 désignant la représentation naturelle de G L(n, R) x G dans

ﬁmﬁemx
R
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si P = R(U), les D(U) -modules précédents sont encore isomorphes &
P % o D
(A (R") ® M) _RU) et a A Q?(U) P (R ® @
R 4° g° ! &
1 1

(Q ° désignant la restriction de g
1

, &la diagonale de G L(n, R)x G L(n, R) ).

Produits extérievrs

Soient P un G .fibré principal différentiable de base U
M,K) (M',8') et (M",R") trois objets de ‘ZG

et soit (m, m') —> <m, m'> une application bilinéaire de M x M' dans

M" vérifiant :

< & (g) n, Rg) n*> = ?’/(g) an'> Vg € G Vmen
V n' e M!

Par application du foncteur composé o , on en déduit une

u-* ¥
application bilinéaire

Mg fp)x w & [r] — M ow P notée <y

A 1'aide de <y >, On définitqun produit extérieur
P
(a,8) —9 a q Bae 5 (U, Mg [p]) x & (U Mg, [P]) aans
N (U, M" g, [P] )e A 1'aide de < , > on définit un produit extérieur
Xy vy P q
(a, )—‘ﬁ a A de A K(c) (P,M) x A &/(c) (p, M') dans

Ptq "
A RK"(G) (p, M").

Théoréme I, B, U

P - q
Voaeh (u, g [P]), ¥ Be A (v, wgp, (1)

&A§=GAB
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Remarque On a adopté la convention suivante pour les produits extérieurs :

I
(G A B) (x1’x2.0".xp+q) = Z (‘l) a(xil’.'.'xi ) B(xi '...’xip’_q)

ol la sommation Z est effectuée par rapport 4 toutes les permutations

il XXy ip irl e lp‘..q de {l.o.o’ Py Ptlyeee q}

et ol I désigne 1'indice de la permutation. Il est & remarquer que nous ne

. . : 1 . .
faisons pas figurer Tp"'—qri_ devant le signe Z et que nous ne nous restrei=
gnons pas aux permutations vérifiant

1

1<12<"‘<1p et 1p+1<1p+2<”'<1p+q_‘

‘.
C - Connexions
Soit P —" s U un G-fibré principal différentiable, OR une
représentation linéaire de G dans M, et E le fibré vectoriel M K [?].
Une connexion (ou connexion infinitésimale) sur P est une
l-forme w sur P & valeurs dans G , vérifiant :

.

w(k) = A VAege G ( A désignant le champ de vecteurs
fondamental sur P engendré par A )

wldg, @) =ad (1) . w (ag) V¥ ge G Na ¢ T(P)

Une connexion (ou loi de dérivation)sur E est une application
T(Uyx E — > E qui
AL TR —

(x , 0)___) Dx o

‘w est D(U) = linéaire en X
- est additive en o

- vérifie Dy (fo)=(Xf)o+f‘on V X € E{E) Vo € E

YV re
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Nous allons rappeler briévement comment les connexions sur P et
sur E se correspondent.

s

1°) Transport paralléle sur E associé & une connexion sur P

Soit w : T(P) ——> G une connexion sur P . Rappelons qu'un
vecteur d¢ & T(P) est dit "horizontal" si  w(dg)
différentiable ¥ : [a,b] ——> P de P est dit "horizontal" si tous ses

vecteurs tangents sont horizontaux.

0, qu'un chemin

Soit y : [a,b] ——> U un chemin différentiasble de U a'extrémités

Y 1818
x, et x . Pour tout £ [ an , notons J (F,a) 1'élément de be obtenu

comme extrémité de 1l'unique chemin horizontal Y de P admettant §, comme

origine et se projetant sur y : Eq (resp, JY (Ea) ) est un isomorphisme

M % Exa (resp, M _-'\4._> Exb) , et JY(Ea) . (Ea)'l est un isomore

phisme de E  sur Exb o Du fait que w (d&.g) = a.d(g'l). w (dg), on déduit
a
par intégration le long de y que JY (Ca.g) = JY(Ea).s. Y g¢ G.

Par conséquent, 1'isomorphisme JY(Ea) . (Ea)-l est indépendant de 1'élément

€, choisi dans Px « On le notera désormais J1 et on 1l'appellera le
a a
"transport paralléle de E, sur E le long de y ", Remarquons que
a

Jl x, est un isomorphisme , non seulement pour les structures d'espaces
a
vectoriels de E et Exb , mais encore pour les G-structures dont ces
a
espaces sont munis : par exemple, si G = S O(n) et si Ql est 1l'injection

naturelle de G dans G L ( R®), chaque fibre de E est munie naturellement

d'une orientation et d'un produit scalaire, et J; conserve cette orien-
a

tation et ce produit scalaire.
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2°) Loi de dérivation sur E associée & une connexion sur P :

Une section o € E sera dite "invariante" le long d'un chemin dif-

férentiable t Y s x

y de U, si

o(xt) =JI x °(xt') quels que soient t et t' appartenant & l'inter-
t! Tt

valle de définition de y .

La "variation moyenne" de o entre x, et x_ , sera donc mesurée par

t t
1 Y 292
= [Jx , x olxg,) = °(xt)_] (é1ément de E_ )e
t t t
P s 1 Y
La quantité 1lim <= [J alx,..) = olx ‘)] s'appelle
h+ o0 h Xeen ¢ t+h t

"la dérivée covariante de ¢ en X, s le long de y "

Théoréme I, C. 1

(I) La dérivée covariante de ¢ en Xy le long de y ne dépend pas & pro=
prement parler de vy, mais seulement du vecteur X, tangent ay en

x, ; ofi la notera désormais D, g .
t Xt

(II) L'application x —> Dy(x)? ©st une section différentiable de E ,
VX e TU) ¥ oeE -

(III) L'application D : (X,0) —> Dyo ainsi définie est une loi de
dérivation sur E ,

(IV) Cette loi de dérivation D est définie par

be =¥.§  Voeex, Vxe 1w

(6 et Dy o dgsignant les images de ¢ et Dyo par 1'isomorphisme

A de E sur | (p, M), et X* désignant le relévement hori-
AAM

zontal de X dans P).
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I1 résulte en particulier de ce théoréme, que si la représentation
est fidéle, & deux connexions différentes sur P , sont alors associfes deux

connexions différentes sur E .

Il est faux que toute loi de dérivation sur E proviemne d'une con-
nexion sur P : par exemple, si P est le fibré des repéres orthonormés de U
relativement 4 une métrique riemanienne, et si D est une connexion sur T(U)
(ou connexion linéaire), D ne provient d'une connexion sur P que si le trans-
port paralléle de D est une isométrie (on montre facilement qu'id toute loi de
dérivation sur E , on associe un transport paralléle par intégration). Par
contre, D provient toujours d'une connexion dans le fibré de tous les repéres
de U , Plus généralement, on a le .

Théoréme I. Cs 2

Si G =G L(M) etsi Q est la représentation canonique de G dans M,
toute loi de dérivation sur E est l'image d'une connexion sur P et d'une
seule par l'application définie au théoréme I, C. 1.

3°) Courbure

Etant donnés (P,u) et E =M [P] étant muni de la loi dérivation

D associée & w , on définit

2
-une 2 , forme R¢ A (U, End E), en définissant pour tout couple X, Y de

T(U) 1'endomorphisme R(X,Y)v de E par :
AArana M

R(X,Y)o. =Dy Dyo = Dy Dyo = D[x 1°

2
-une 2 , forme 0 ¢ MG(P.G),enposant :
2(2,2') = dw (Hor Z , Hor 2')

(Hor 2 et Hor Z' désignant les parties horizontales de Z et 2!
relativement & w ).
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D'apréds I. B, 2, Q est l'image par A, d'une 2 , forme

Q¢ w, s, 2]

Théoréme I, C. 3

R =y, (Q\ ) .0 ol u(R) désigne l'injection de G 4 [p] aans
End E définie & la proposition I. A. 5.

D - Différentiation extérieure

Soient E M P fibré iel
oien = % [J un fibré vectorie.
w une connexion sur P
D la loi de dérivation sur E associée & w .

A l'aide de w , on définit une application R - linéaire

v I/: (P, M) __,"Z1 (p,M)
L. [ RKRe)

en posant :

(vw g ) (zo....,zp) = dB (Hor Z_ ,e.., Hor zp)

ol d est la différentiation extérieure habituelle

Hor Z; désigne la partie horizontale de zZ; relativement & w

A l'aide de D, on définit une application R - linéaire

P p+l
dy : A (UE) ——> A (U,E)

29
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en posant :

(4p2) (X peee X)) = cin, e s Raeees X))

i=0 i

2, A A
+ 7 ()™ 4 ( x.,x.] s X soeesXspeoesXspooesX, )
it x 3 o i 3 P

V xo.'..'xp e “T~(‘g) .

méoréﬂgﬁlo Do 1

P
dD et Vw se correspondent par les isomorphismes Ap de A (U,E) sur

(P, M) aéfinis en I, B, 2 :

P
A
a(6)

Ap"l . dD = Vu ‘o AP

Cas ol P est un "espace de repéres" ; c'est-d-dire oll le fibré tangent

T(U ut étre obtenu comme modelé sur P :
n
nU) = inRO [P] .
1
Il existe une 1 - forme canonique id &€ A (U, T(U) ), & savoir
1l'application X —>X

1
Lal-forme & = 1, (id) € AQO(G) (P, R®) est appelée la

" forme fondamentale " de l'espace de repéres P ,
Soit w une connexion sur P , et D 1la connexion sur T(U) associée.

On appelle indistigctemeut "torsion" de la connexion considérée la
2 = forme € - d,(ia) € A (U, T(U) ) ol la 2 = forme

2
[=v,0¢€A ] (@) §%)- (D'apris le théorime I. D. 1, ] et G
o

se correspondent par A2).
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De la comnnexion sur P , on déduit une loi de dérivation (encore
notée D ) non seulement sur T(U) , mais encore sur tout fibré vectoriel
2 . . D
modelé sur P et en particulier sur M g\[_P] et sur ( A ( Rn)*® M) [P]
R

p
dont l'espace des sections est A (U,E) oi E =M Q\[P] « On vérifie aisément

P
que si a ¢ A (U, E)
p-1
(Dya) (X,peeesX ) =Dy [a(xo,...,xp_l)]- I alXgeeeeiDXipeensX ) o
i=0
De cette formule, de la définition de dpa , et de la formule

[xi,xj] =- ﬁ’(xi,xj) * Dy X; - ij X;  qui définit la torsion, on déduit

aisément la

Proposition I.D.2

(apa) (xo.....xp) = 2 (-1t (Dxiu ) (xo,...,’fi,..., xp)
1

f+5+1 A A
+'z (-1)*9" o ( ‘@(xi.xj), oreeeaXiseeesXspeen X )

i<

Revenons au cas général ol P n'est plus nécessairement un espace

de repéres.

Equations de structure

Pour toute connexion w sur P, on a le

Théoréme I, D, 3
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Q = deo + [u ,m]
(ol 1'on a posé [u ,u:] (z, 2') = [w (Z)y w (Z'):‘ au sens du crochet
dans G )

v B_ds8 8 v s8¢ A (p, M)
= +w »
e = A 1))

(ol le produit extérieur w 5 B est & comprendre au sens de la
forme bilinéaire canonique G » M ——35 M déduite de la représen-
tation 3 : G ——3 End M associée & la représentation :
&: ¢ —scLm ).

Identités fondamentales (de Bianchi, et de Ricci)

Soit E=M 2 [P] muni d'une connexion D associée & une connexion ¢ sur P .
Notant encore D 1la connexion sur End E associée & w , on a l'identité de

Bianchi :

Théoréme I, D, U

2 .
' dyR=0 oi R € A (U,End E) est la 2-forme de courbure

2

D'aprés I. C. 3 et I. D. 1, il revient au méme d'écrire cette identité :

[
Soit o & E : c'est une O-forme C A (U, E) dont la différentiel-

le extérieure ay o n'est autre que la l-forme X ﬂ—> D, & qui apparient &

1
A (U,E). D'aprés la définition méme de la forme de courbure,

R(X,Y)o = (dD Do ) (X,Y) donc R(X,Y)o = (d2Do ) (X,Y). Plus généralement,

on a l'identité de Ricei :
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'Ihéoréme I, D, 5

Pa=Rpa ¥V agh (U E)

D
. 2
le produit extérieur de R ¢ A (U, End E) par o étant & comprendre au sens

de la forme bilinéaire canonique

End E x E —> E.,
A~ AAANA

D'aprés I, B, 4, I.C. 3 et I, D, 1, il revient au mEme d'écrire cette identité

vV = 0,8 Veeﬁ- (P, M)
¢ R(6)

[oﬁ le produit extérieur est & prendre au sens de la forme bilinéaire canonique
G x M — 5 M, déduite de la représen'tation S S G —— 5End M as-

sociée & la représentation Q] .
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Connexions induites
Chapitre II

sur les fibrés principaux

A < Plongements d'espaces fibrés
formes de plongement

connexions induites

B - Connexions sur un produit fibré

C =~ Premiers exemples

1°) G=-connexions
2°) Connexions de Cartan
3°) Espaces de Minkowski

4°) Espaces homogénes réductifs
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A - Plongements d'espaces fibrés - Formes de plongement - Connexions induites

Soient G un groupe de Lie, et H un sous=groupe de Lie.

Puisque la représentation adjointe ad de H dans G conserve le
sous-espace H de G , elle induit une représentation linéaire ad de H
dans E/H,défini:pa.r ad(h) . v = v .ad (h) Y h ¢ H (o =
désigne la projection cancnique de G sur G P )e

Si 1l'espace homogéne G M est réductif et si ou" désigne un supplémentaire de
H dans G tel que ad(H) c)l. Cc,o , la restriction de W & cMi est un
isomorphisme permis de (C”o »ad) sur (G JH * ad ) dans la catégorie %H
des espaces vectoriels sur lesquels H opére linéairement.

t
On dira qu'un morphisme de variétés U — ——»V "vérifie la

condition R, D " (initiales de : rétraction par déformations) si 1l'une des
. deux hypothéses suivantes est satisfaite :

~oubien U=V et f est 1l'identité

- ou bien U et V sont dénombrables & 1'infini et il existe

r
un morphisme V—____3 U tel que f , r soit homotope &
(id)v et r.f= (id)u .

P qQ
Soient P ——5 U (resp, Q —>V) un H fibré principal
(resp. G).

On appellera "plongement de P dans Q " un couple (f,p ) d'ap-
plications ol f est un morphisme de U dans V et p un plongement de P
dans 1'image réciproque Qf de Q par f, réalisant P comme sous-fibré
principal de Qf .

Donnons nous une connexion w sur Q , et un plongement (f,p) de
P dans Q . Notons ¥ 1'application canonique de Qf dans Q. On appelle
"forme de plongement" de P dans Q relativement & (f,0 ,w ) la l-forme Pg
sur P & valeurs dans G JH® image réciproque de m ., w par ’t\" - -—
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On vérifie que :

~ 1
P = (mw) fp ¢ N aa(m) (P,_q/ )

Supposons désormais G / réductif et soit C’L un supplémentaire de

H
H dans G invariant par ad(H). On appellera encore forme de plongement la

~
l-forme P2 sur p 4 valeurs dans ow , égale & u‘* e £p o (I1 est clair

que Pt et PL se correspondent par l'isomorphisme permis n de d) sur

G /H ). Notons d'autre part «' la l-forme sur P & valeurs dans H , égale
- ~

a mH.f p o On a alors le

Théoréme II. A, 1

4"

f p est une forme de connexion sur P
A 1 0‘)

f p appartient & A ad(H) (p,0b ).

(I) 1la l-forme w' = W

(II) 1la l-forme Pg = wa‘) .

Puisque p(£ h) =p(£) . h VecP, yhet,

on peut affirmer :

- d'une part que 1'image par p du champ de vecteurs fondamental A sur P

engendré par 1'élément A de H , est la restriction & p(P) du champ de

vecteurs fondamental A sur Qf engendré par A ,

- d'autre part que p(df.h) = € (d£).h ¥ d € TE(P) V h ¢ H
N
On en déduit, compte tenu de ce que w f est une connexionsaur Qf :
_ = d'une part que ' (R) = A et Pe (R) = o

- d'autre part que (w' + P2) (df.h) =ad (h ) (w' + P2) (dg) .
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Mais puisque ad(H) HC E\‘et ad(H)C)lp (Clo » la représentation
adjointe de H dans G commute avec les projections de G sur H et
(parallélement & Mo et H ). On en déduit :

w'(de.h) = ad(EY), w'(dE) et Pe(dg.h) = ad (RY) . pe (aE) .«

La connexion ' sera dite "induite" par (w, (f,0), (’L )e

Formules induites par les équations de structure

Soient w' et PL la connexion et la forme de plongement induites

sur P par (w, (£,p) ,C’o)c

Proposition II. A, 3

(1) @ ¥o=a' 49, P+ [Pe, Pt]

(9 et @' désignant respectivement les courbures de w et w ').

(II) a¢ ﬁ (Q, M), af p RQ\’(H) (P, M) et

c)
(Vwa) ;p =V, (alf"'p)i-PlAa}p

(@\ désignant une représentation linéaire de G dans M, désine la
représentation de H dans M obtenue par restriction de R s s le
produit extérieur PL u'f"'p étant & comprendre au sens de la forme bili-
néaire canonique Gx M M définie par la représentation Q\ :

G —>End M)

De 1'équation de structure Q =duw+ [w ’ w] , on déduit :
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N N N N
Q fe = d(mfo)#-[(:\ fp, wf p]
= d(u'+Pe) + [w'+P2, w'+P2]
= (d'+ o' ,w'] )+ (aPe+w y P2 )+ [Pe, pz]
Mais du' + ‘_w' , w'] =Q' et dPL+uw' ) PL =, Py , d'od (I).
De 1'équation se structure Vv a =da+w pa , on déduit :
" " n .
(voa) fo=alafo )+ (“fp)A(afp)

" ~ A
=d(a £ p) + w' AMa £p) + PL A afp
N N ~
Mais d(a £p) +w' A (afp) = .t (a £ p) d'ol (II)
~ P P
Le fait que afp & Agr(x) (P, M) lorsque agA ) (P, M) est absolument im=

médiat),

On dira que (f,p) est un plongement "affine" (resp."développable")
. 4"
de P dans (Q,w) si P2 =0 (resp. 2 £ p= 2'). Un plongement est donc
développable si et seulement si

70 PL +[pe, m]= o0

Il en est en particulier ainsi d'un plongement affine.

Equations de GAUSS~CODAZZI
Si 1'on se donne un plongement (f,p) de P dans Q
une forme de connexion ' sur P
X oy
une 1-forme PLE A .o o (P, Ol )

on peut se demander s!il existe une connexion w sur Q induisant o' et P2 .
La réponse est fournie par la
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Proposition II. A, L

(I) si f vérifie la condition R.,D, , il existe une connexion w sur Q
telle que w' et P2 soient induites par (m,(f,p),cuo). En outre, si

U=V etsi = (id)u , i1 n'existe qu'une seule telle connexion w .

(II) si f vérifie R.D. , une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe sur Q une connexion w & courbure nulle induisant w«' et P2
est que les données ' et P% vérifient 1l'équation :

Q'+ v, Pe+ [PR. . pz] = 0 (équation de GAUSS-CODAZZI).

Il existe en effet sur Qf une connexion wy et une seule telle que
wp = w' +PL. Soit r un morphisme V —> U tel que f . r n (id)v et
r. £ = (id)u . La forme wye T est une connexion sur Qfr , induisant wy
sur Qf = (Qfr)f .

-~

Il existe un isomorphisme € de Q f r sur Q , tel que sa projec-
tion M : vV — >V vérifie ¥, f = f ., Soit w 1'image réciproque

de w, o r par ¥ -1 s wf est égal & w Il est clair que w eat une

1 1°
connexion sur Q induisant w' et PL par ( (f,p) ,O‘t )e

La condition Q'+ 9V , P2+ [Pz , Pl] = 0 est évidemment néces-
saire pour qu'il existe une telle connexion w & courbure nulle, ceci en
vertu de la formule (1) de II. A. 3. Réciproquement, si cette condition est
) de  w; est nulle : en effet Q (o 41E 4 pdyE ) =0
Y d) & e, (P) d'aprés cette méme formule (I) de II. A. 3 ; comme les
vecteurs verticaux de TD(E) (Q f) et les vecteurs tangents & p (P) engendrent

vérifiée, la courbure @

tout T,y (Qf),ma 9 (X¥) =0 VX Y¢ Toe) (@) < Eer.

Comme @, est de type ad G, on en déduit 8, = 0. Puisque w est 1l'image

réciproque de w, par T .qg'l , Q aussi est nulle,



ko l1ére Partie : Quelques propriétés des connexions induites

Exemple (qui jouera un r8le important au chapitre IV)

Prenons pour P le fibré principal G —> G /o
pour w' la forme de connexion «' (dg) = (g"1 dg)H

pour Pt la l-forme P& (dg) = (g'l dgi .

La condition Q'+, PL+ [PI. » Pl.] = 0 est satisfaite,

Les champs de vecteurs horizontaux en P sont engendrés par les champs de
vecteurs invariants & gauche M sur G définis par les &léments M de(’l
(dbcg)- (ct. T4] 2. ).

I1 suffit donc de vérifier que
(n'+vm,P9.+[P!.,P!.])(ﬁ,f)-o VM.NQC% .
or n'(ﬁ.i)--[M.N]g p
(v, PL) (M, W) = Mpe(N) - F .}z‘(ﬁ) - Pt (M, §)
s-pz(ﬁ,i)s-[_u.u]% .
‘x_u ,Ptl (M,N)= [Pl. (M) , P2 (ﬁ)]
d'oll 1'égalité cherchée.
Plus simplement, ' +7V , Pt + [pr. . Pz_] est égal &

alw' + PL ) + Eo' +PL, o+ Pt] , et l'équation de GAUSS-CODAZZI n'est

autre ici, que 1'équation de MAURER-CARTAN du groupe G .

B - Connexions sur un produit fibré

1] "
Soient P'..P_>U (resp. P"_£_9 U) un fibré principal de
groupe structural G' (resp, G" ) et w' (resp. w") une connexion sur
P’ (resp. P").
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8i (¢' ,e") e P x P" = (P'@ P") , 1l'espace
T(E' ") (P'® P") s'identifie au sous-espace des vecteurs (d £', d g")
’

de T ") (P'x P") = TE, (p') @ 'rg.. (P") tel que p'(d g') = p"(ag").

(g,
Identifiant alors G'x G" avec G' ® G" , on définit une l-forme o sur
P'® P" 4& valeurs dans G'x G" , en posant :

w(dg?,dg") = o' (dg" )+ o"(ag") ¥ (ag',at")e T " (pr & P")

(g7,
Il est clair que w , ainsi définie, est une connexion sur le
G' » G" . fibré principal P'& P" , que l'on appellera la "connexion produit"

”

(ou plus simplement le produit) de w' et w" .

On se propose, réciproquement, de montrer la

Proposition II, B, 1

(I) Tout fibré principal Q — 3 U de groupe structural G = G' x G"
est canoniquement isomorphe au produit fibré du G'~fibré principal
Q" —3 U et du G".fibré principal Q/G' — U,

(II) Pour toute connexion w sur Q , il existe une et une seule connexion
w' sur Q/gr ainsi qu'une et une seule comnexion " sur /g,
telles que » s'identifie au produit des connexions w' et "

par l'isomorphisme de la partie (I).

La lére paréie du théoréme est évidente, Identifions désormais Q
et Q /6" B Q /Gt Pour démontrer la 2&me partie, remarquons que la projection
sur G' de w (d' , 4 £") ne dépend que de d g' , et que cette projection
doit nécessairement &tre égale & w'(df') si w' existe. On définit ainsi
une forme w' sur P' d valeurs dans G' , qui est en fait une forme de
connexion, On définit " de fagon analogue ; il est alors clair que u est

bien le produit de w' et w" .



ko lére Partie : Quelques propriétés des connexions induites

Soit E' = M' (_P'] (resp. E" = M" [P"] ) un fibré vectoriel muni
de la connexion D' (resp. D") associée & une connexion w' sur P!
(resp. w" sur P" ). Soit w 1la connexion sur P'El P" &gale au produit de
m' et N"t
~ la loi de dérivation D , associée & w , sur le fibré vectoriel

E'® E"=(M & M") [P'ﬁ P"J est définie par :
- R

Dy (o' ® o") = (D'x @ ")+ ('@ D"xo ")

VO'eE . Vo"eg , ¥ XeNy .

- la loi de dérivation D' associée & w sur

(E' @ E"=(M @® M) [P'a P"_] est définie par :

1 ] " ] ) " "
Dx(u +d")=D', ¢ +D" o

X

VoegE ,VdEE , ¥ XEIU

L]

En effet, le relévement w~-horizontal X de X dans T(P'@® P")

est égal & (X'¥, x"¥), od X' * (resp. X" %) est le reldvement w '~hori-
zontal (resp.  "=horizontal) de X dans T(P') (resp. T(P") ).

4"
Notant ¢ 1l'image d'une section o par Ao ,ona

~~— —~ —
( o! 8 0") (z' . z") = g! (z') Q o" (z")

et (ot 40" (2, 2") =07 (2') + &% (a")
Done
(x' ,x" ) m" =((x'* . O ® 3"]+ [3" ® (x"*, 3‘")}

N
et (X' , X" ) o +o" = Qc'* . 3") +(x"“. 3"') .



Chapitre II : Connexions induites sur les fibrés principaux 43

Il suffit donc d'appliquer I. C. 1 pour en déduire les formules annoncées.

C - Premiers exemples

1°) G-connexions

Soit E ——3U un fibré vectoriel de fibre type R" , et notons

P, le G L(n, R)=fibré principal qui lui est associé,

Soit G un sous-groupe de Lie de G L(n, R) : une Gmstruc—
ture ”’ sur E est un sous-fibré principal P de Pp admettant G com-
me groupe structural,

Soit M un espace vectoriel réel, et R une représentation
linéaire de G L(n, R) dans M , Suivant BERNARD [1] , on dira que la
Gmstructure P (PC PE) est définie par un tenseur

o
t e A (P.
E'
K (cL(n, R) )
soit l'espace des éléments £ de Py vérifiant t(£) = u (le groupe G

Etant alors l'ensemble des éléments g de G L(n, R) tels que Q (g).u=u).

M) , s'il existe un élément u de M tel que P

Réciproquement, on sait d'aprés [1] que la donnée d'un tenseur

o
t €A (PE, M) et d'un élément u de M définissent une

K(cL(n, R)

G-structure sur E , pourvu que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(1)

Le terme de G-structure est employé dans un sens un peu plus général que

dans [1] ': on ne suppose pas nécessairement que E = T(U).
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(1) Vv x¢ v, 3 €P; tel que t(€) =u

(II) 1'application t : Pp—3 M, C M est différentiable, non seulement
quand on la considére comme prenant ses valeurs dans M , mais encore
quand on la considére comme & valeurs dans la classe d'intransitivité
M, g u (c'est-3-dire 1'orbite de u lorsque CL(n, R) opdre

sur M)o

[la signification de la deuxiéme condition est la suivante : M, est égal

GL(n R)
G
biunivoquement aux sections différentiables du fibré modelé

& 1l'espace homogéne $ or les Gestructures correspondent

GL(n, R) [PE] —> U, c'est-d-dire aux fonctions différentiables t
G/ GL(n, R)

GL(n, R) . =1
de P, dans /G véritient t(£s) =38 . t(€) Ve Py
V 8 ¢ GL(n, R) : 1le cas oll la G-structure est définie par un tenseur ap-
o
partenant & A (PE, M) correspond simplement i la donnée d'un
&(6L(n, R)
plongement différentiable de GL(n& dans M , tel que la restriction
G

de Q a &(n& s'identifie & l'opération naturelle & gauche de

GL(n, R) sur cet espace homogéne].

Soit P une Gestructure sur E ; 1l'injection 7 de P dans Pp
permet de définir un plongement (7, (id)u) de P dans P, : soit

1 End R
Pt =x(wq )¢ A (p, /) la forme de plongement induite par
ad G G
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(1, (id)u) et une connexion w sur Pp (ol = désigne la projection
n End R" o
canonique de End R sur « Nous dirons, suivant s que w
/G)

est une "Ge-connexion" sur E ,si P2 = O,

Supposons la G-structure définie par un tenseur
o

A
R(cL(n, R) )

vérifiant t(f£) = u). Dans [1] , BERNARD a montré qu'une condition nécessaire

(PE.M) (P est 1l'ensemble des éléments { de Pp

et suffisante pour que w Soit une G-connexion est que t ait une dérivée
convariante nulle par rapport & w ¢ Vw t = 0 ., Nous allons montrer, plus
généralement, que P% détermine entiérement la dérivée covariante
1

vt e A

v &(cL(n, R) )

Notons (A,m) — <A,m> 1l'application bilinéaire canonique
End B" « M — 3 M définie par &R . Puisque R(g) u=u v ge G,
<Au> = 0 VAg G et par conséquent <A1, u> ne dépend que de Al

(PE, M)

(at € End ®") : on notera encore <= Al, u> cet élément.,

On a alors la :

Proposition II, C. 1

( v t)g = <PL , w oli <P , u> est la l-forme sur
P & valeurs dans M , définie par
<Pt , u> (ag) = <pg (dg),u>

En effet Vm t=dt + <w, t>

Donec (Vm t)l=d(t1) +<wi, to> .
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Mais t4, est la fonction constante égale & u , et d(tq )=0.

Par conséquent : (Vw t)l= <wq 4, u>
= <MWy, u >

= <P ,u > , d'ol la proposition.

GL(n, R)
G

un supplémentaire de G dans End ( B®) stable par ad(G). Notant &'

la projection w de w sur G paralldlement & & s il résulte de

II, A, 1.que ' est une connexion sur P , Appliquant II, A, 4, on voit qu'il

existe sur PE vuns\ G-connexion ]/o\ et une seule induisant w' :

Dans le cas ol 1'espace homogéne est réductif, soit oVo

Q

Cette connexion ' sera appelée "la G-connexion induite par w " (qui n'est
évidemment égale & w que dans le seul cas ol w est déja une G-connexion).

2°) Connexions de CARTAN

Soient Q@ ——> U un G=-fibré principal

H un sous-groupe de Lie de G
o une section différentiable du fibré
mode1é (%/g) [a] —> v .

Cette section ¢ s'identifie canoniquement i la donnée d'un sous-fibré principal
P de Q admettant H comme groupe structural, et 1l'on conviendra 4d' identifier
(G /H}[QJ et @ /H) [P] qui sont canoniquement isomorphes en tant que variétés
différentiables fibrées en espaces homogeénes,

On définit un fibré vectoriel (g H) ad [PJ —>» U en faisant opérer
linéairement H sur G /H par la représentation ad définie au début du

paragraphe A de ce chapitre. Géométriquement, (Q; /H [P]) s'identifie



Chapitre II : Connexions induites sur les fibrés principaux L7

canoniquement & To(x) ((G/H) [P] )x quand on identifie Q/H. a Teo (G/H) R

e, désignant la projection sur G/ ‘de 1'élément neutre de G .

H
Suivant EHRESMANN [h] » on appellera "soudure" de U sur le fibré en espaces
homogénes G Ju [P] tout isomorphisme de fibrés vectoriels de T(U) sur

E/E {P] (se projetant sur (id)u )e

La donnée d'une soudure (qui implique évidemment que U et G /8
ont méme dimension) est équivalente & la donnée d'une structure d'espace

1
de repéres sur P , c'est-i-dire d'une l-forme P{ € A ad H {p, Q/H)

telle que P2 (dg) # O pour tout vecteur df tangent & P non vertical

(cf. [l] )e

Notant toujours = 1la projection G — G R ceci justifie la définition

suivante :

Suivant [h] , on appellera "connexion de CARTAN" une connexion « ¢
T(Q) —> G sur Q, telle que la forme de plongement PL = n(wl P)
de P dans (Q,w ) soit une forme d'espace de repéres (c'ested-dire

vérifie Pu(dg) # O pour tout vecteur df tangent & P non vertical).

Cette forme P sera appelée ici la "forme de soudure" relative & la connexion
de CARTAN ¢ o

Supposons désormais G réductif, et soit * un supplémentaire

/H
de H dans G, stable par ad(H). Comme corollaire de II. A, 1 et II. A. b,

on obtient la

Proposition II, C., 2

L'application ¢ — 3 ( (u | P)H y (w I P)o" ) est une correspondance
biunivoque de 1'ensemble des connexions de CARTAN sur Q sur 1'ensemble
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des couples formés d'une connexion (w fP)I-I = ' sur P et d'une forme

(z, ).

. 1
de soudure (m’ P)cl, = Pt € Agyy
(o& et _(_}/H étant maintenant identifiés par 1] c&; ).

Munissant P d'une strucutre d'espace de repéres 4 1l'aide de PL , u'
est en particulier une connexion linéaire sur U , dont la torsion J
est égale & v, Pt . Notant alors 2 et Q' 1les courbures de w et
w' , la formule (I) de II. A. 3 devient ici

a|p=g+]+[pe, pe]
Par projections sur H et sur dt s on obtient :

(a | Plg =0+ [pe ,Pz]g

(@ | p)y =1 +[pz,Pr.]‘u’

Interprétation géométrique

La connexion «w sur Q permet de définir une notion de transport
paralléle le long d'un chemin de U pour tout fibré associé & Q (méme non
vectoriel), et en particulier pour le fibré G/H [Q] ——> U . Soit x
un point de U et y un lacet "infinitésimal" en X, 3 le transport paral-
1éle le long de y est un "déplacement infinitésimal" de la fibre en x,

(qui est un espace homogdne) sur elle-méme : Ce déplacement infinitésimal
est mesuré par un élément A& G : un repire de (G/H [Q] )xo est défini
par
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- un point y ¢ (G/H [Q] )xo

- un repére linéaire de l'espace q tangent Ty l. (G/H Q )x ]
)

la composante A& , entiérement définie par Z + [PJL N Pz]eu N

représente la variation de y

la composante AH , entidrement définie par 0 + [P!. Pz] B

représente la rotation du repére linéaire une fois y fixé.

Dans le cas des connexions affines, G est le groupe affine
A(n, R) de R® , H est le groupe linéaire G L(n, R) .

Puisque A(n, R) est le produit semi-direct de G L(n, R) par le
groupe abélien R" , clb est alors isomorphe 3 R® et [('M) ,ouO]
On en déduit Y_PQ . Po.] = 0 et
n'

(@ | P)eL(n, B)

(2 |P) = 7

Rn

d'ol une interprétation géométrique de la torsion comme la composante translation
du déplacement affine de 1l'espace tangent sur lui-méme obtenu par transport
paralldle le long d'un cycle infiniment petit (cf. LICHNEROWICZ [16] p. 93

et E. CARTAN (2] p. 180).

3°) Espaces de MINKOWSKI

L'algébre de Lie O(n) est la sous-algdbre de Lie de End ( R") ,
formée des matrices antisymétriques. Prenons pour CJ? 1'espace des matrices

symétriques de End ( an) : on vérifie aisément que
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End (8%) = 0(a) +db

ad (o)) Mo c db
u"/w’] < X ’

/

Soit P € P, une O(n)=structure sur un fibré vectoriel trivial

E
E= R°x U ——> U : il revient au méme de se donner différentiablement
une métrique euclidienne sur ®® pour tout point x de U , Le fibré principal

Pp=GL (n, R) x U admet une connexion canonique i courbure nulle :

wldg, dx) =g dag V(g &) € T(qx) G Lin, ®)s U ).

“8soit U 1x'injection canonique de P dans P .

La connexion ' induite sur P par (w, (2, idu), oua) sera appelée
la connexion canonique de P ,
1
La l-forme de plongement P2 & A o(n) (P,e“) ) mesure 1l'écart

qui existe entre P et le fibré trivial 0(n) x U —> U : 1la nullité
de Pt équivaut en effet au fait que les métriques euclidiennes sur R®,
associées par P & chaque point x de U , sont toutes les mémes,

La formule (1) de II, A. 3 devient ici :

o'+ [Pr,Pe] = 0

vu, PE = 0

Cas particulier :

Prenons pour U 1la variété des directions orientées de R®
(quotient de R® - {0} par la relation d'équivalence :

X vVAX Y 2>0)
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Pour tout x € & - {0} , notons

jx : R® _3_7 '.I.'x (&" - {0} ) l'isomorphisme canonique d'espaces vectoriels

associé 3 la structure affine canonique de R", Pour tout vecteur X & ®"® R
notons j X 1le champ de vecteurs tangent & R - {0} dont la valeur en

un point x de R® - {0} est J(X) (si X,Y€ R ,ona [‘_jx,jy]=o).

Soit J 1le champ de vecteurs tangent & R® - {0} tel que J(x) = jx(x) .

Une fonction différentiasble f : R® - {0} ——> R est dite

"positivement homogéne de degré o " si

(A x) = A% £(x) V¥ x ¢ B - {0} v A>0.

Une telle fonction vérifie 1'identité d'Euler

Je.f=af

et, pour tout vecteur X & (i , la fonetion j X . £ est positivement
homogéne de degré a = 1.

Soit L : IR® = {0} —_— R* une fonction différentiable 3 valeurs
positives, positivement homogine de degré 1. A tout point x de ®® - {0} ,
on associe une forme bilinéaire symétrique 8, sur R® en posant ;

g (X, ¥) =5 (x) . jv.3 12

(il est clair que cette fonction de ( LRn)2 dans R est linéaire en X ;
elle est d'autre part symétrique en X et Y, donc linéaire en Y puisque

Ej Xy J YJ = 0 ). Puisque % L2 est positivement homogine de degré 2 ,
iXed ¥ -Jé'-L est positivement homogdne de degré 0, ce qui implique :

& = & x vV x € & - {0} ¥ i >0
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La métrique g, ne dépend donc que de la direction § : on la notera
désormais 8

Suivant GUILLEMAIN [7] , on dira que 1'on munit R" d'une structure
"d'espace de MINKOWSKI" si 1'on s'est donné une fonction différentiable
LR - {0} —> R+. positivement homogine de degré 1, telle que les
métriques & associées soient toutes définies positives.

Une telle structure est donc en particulier une O0(n) =structure
P sur le fibré vectoriel trivial R°x U ——) U, I1 existe donc une
connexion canonique sur P , et la nullité de P€ &quivaut au fait que
l'espace de MINKOWSKI est en fait un espace euclidien (L associant & tout
vecteur X de R® sa norme euclidienne [[X | ).

4°) Espaces homogines réductifs

Soit G /g un espace homogéne réductif, et ol) un supplémentaire de H
dans G vérifiant ad(H) b cdb . Soit Po' le H-fibré principal

p s s o s e
G ——> G /H e On peut considérer Po comme sous-fibré principal du
G-fibré trivial G x G/H : 1l'injection ¢, de P  dans G x Gy étant
celle qui associe (g, g H) 3 g ol g H aésigne la projection p(g) de

gsurG/H.

~

Soit & la connexion canonique d& courbure nulle sur G x G /5 —>G /8
définie par & (dg, dx) = gX dg V¥ dg € T(6), V & € TGy .
A 1'aide du plongement (7 , (:i.d)G ), w induit une connexion Wy
H

sur P et une l-forme Pi (Po,Guo) vérifiant :

o€ Maam

u, (2 8) = (5" sy

Pr, (a ) = (F" dg),
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Cette connexion Wy est la connexion canonique de 1l'espace homogéne
réductif. Puisque Py (dg) = 0 implique p(dg) =0, Pt est une forme

d'espace de repéres et w o €5t une connexion linéaire sur G JH (invariante

3 gauche),

Cette construction de w, explique pourquoi 1l'équation de GAUSS=-CODAZZI

est vérifiée (cf, II. A. Exemple final)
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Connexions induites sur
Chapitre III
les fibrés vectoriels

A - Projections d'une loi de dérivation

B - Transcription en termes de fibrés principaux

C =~ Connexions canoniques sur les variétés de

Stiefel généralisées

D - Géométrie des sous-variétés
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A - Projections d'une loi de dérivation

Soit E ———)U un fibré vectoriel, scmme de WHITNEY de deux
sous-fibrés vectoriels E! —>U et E" — 35U, On a alors
E=E' @ E" ; on identifiera E' (resp. E") & un sous D(U)-module de E ,
L ™Y ™) M sy R )

et on notera p' (resp. p") la projection de E sur E' (resp., E") paral=-
I o rm A
l8lement & E" (resp. E').
AA AN

Nous avons déja vu (fin du paragraphe II. B) que si D' et D"
sont des lois de dérivation sur E' et E" ,on définit une loi de dérivation

D sur E en posant :

Dyo =D'y (p's) + D"y (p" ) Ve ru), voekE.

On a, réciproquement, la

Proposition III, A, 1

Pour toute loi de dérivation D sur E,

(1) 1l'application D' : (X,0') ——> D'y o', définie par
D'y o' = p'(Dx a'), est une loi de dérivation sur E' [resp. 1'appli-

cation D" : (X, o") — D"x o")= p" (Dx o") est une loi de dérivation
sur E" ].

(II) 1'application @Ll : X — @‘1)){ ,on @ ,)x désigne 1'ap-
plication de “Ei' dans E:' définie par (D "1)x (c') = p" (Dy ') ,
est une l-forme sur U & valeurs dans le fibré vectoriel
(E")*® E" [résp. 1'application @ 2yt X —> (99. 2)x’, ol
(Q "2)){ désigne 1l'application de E’: dans E' définie par

Arnn

(9 L2)x (o") = p'(Dy o") , est une l-forme sur U & valeurs dans le

fibré vectoriel (E")* @ E'] .
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Soient, en effet, X & T(U) , o' € E' et £ ¢ D(U).

Puisque D est une loi de dérivation sur E, on a
Dy (f o') = (X.f) o' + £ Dy o' , soit :

P' Dy (fo')=(Xf) o'+ fp' (Dya')

" Dy (fo') = £fp" (DX ')

D'autre part, l'application (X,q') —> Dy o' est bi-additive en X et

en o', On en déduit :
- d'une part que D' est une loi de dérivation sur E'

- d'autre part que l'application (X,0') —— p"(Dx ¢') est D(U)-bilinéaire
en X et o', donc que Pﬂ.l est une l-forme sur U & valeurs dans
(E )* ® E",

On a un résultat analogue en échangeant les rSles des ' et " ,

d'ol la proposition,

Les lois de dérivation D' et D" , ainsi définies sur E' et
E" , seront appelées "les projections" de D sur E' et E" . [On dira
aussi que D' est la projection de D sur E' parallélement & E"J .

Les formes @21 et & %, seront appelées "les secondes formes
fondamentales"” de E' et E" relativement & D . Cette terminologie sera

justifiée au paragraphe D de ce chapitre .

~N
Remarque : la connexion D sur E , obtenue & partir de D' et D" en

~
posant Dyo = D'x(p'o) + D"x (p"o), admet aussi D' et D" comme projec-
S —
tions; mais 4 des secondes formes fondamentales Q ll et ? 22 nulles.
Il est bien clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour que

N

D =D est que ?ll=0 et ?22=0.
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Formule des courbures

Proposition III., A. 2

On a,

P'

p

Dans

R

R!

v o' € f_' » V XI.Y.é w

[R(X,Y) . o'] = R'(X,Y) . o'+ (? L5 A?!'I)(X,Y) . o

[R(X,Y) . o'] = (d,ﬁ @ zl') (x,1) * o'

ces équations,

€
€

2
A
2
A

(u, E¥® E) représente la 2-forme de courbure de D

(U, E"™® E') représente la 2-forme de courbure de D'

(1)

(11)

5T

le produit extérieur ? L, A@Ll doit &tre compris au sens de l'application

bilinéaire canonique

EFQ " « (E* e B — 5 (E)¥® E

obtenue par composition des applications .

Al . P . .
D représente la loi de dérivation sur E' * ® E" canoniquement obtenue

par produit de D' et D" ,

En abrégé, ces formules peuvent s'écrire :

PR =R + P2 0 P e, (1)

p" Rp' =

a, @2 (11)
D
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et, de méme,

P"RDP" = R"+ in AQza (1)

p'Rp"=dAgl (11)
D 2

Démonstration : soient X,Y € E(‘H) et o' ¢ El . On a alors :
p' R(X,Y) . o' = p' (Dx Dy o' - y Dy o' =D X,¥] ')
= p' Dy p' Dya' +p' Dy " Dy o'
- p' DY p' Dx G' - p' DY p",‘Dx 0'
- p' D tX,Y] g
= R (1) .o+ (Pr, (D), o - (Pr)y (Pr)y o

d'oll la formule (I)
et

p" R(X,Y) . o'

P" Dy @' Dyo' + 3" Dy B Dy o

- p" DY p' Dx o! = p" DY P" DX o!

- p" D [l'(,Y] a'

= (¥ 2))y (D' o) + D" [(? 210y o'J

- (9"1)1 (0'y 0') - D"y (P 2,)x o'

- (EPll) [X,Y] of

= 0y(& 2y o0t - D (Pry)ye0t - g"l)[x.q.o'

= (a 39711) (x,Y). o

d'ol la formule (II),
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Cas ol D respecte une pseudométrique sur E

Supposons avoir défini, pour tout point x de U , une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée g, sur E_, de telle fagon que 1'ap-
plication x — &, (o(x) , 7t(x) ) soit différentiable quelles que

soient 0, T ¢ E.

ANA
: * ¥ o s
Supposons que la section x —>8 de E ® E ainsl
définie ait une dérivée covariante nulle, relativement & une connexion D

sur E :
(Dx g) (0,1) =X . glo,t) = g(DX a,1) -~ g (o, Dy T)
=0 V x¢ (V) Vo ,tE€E.

Supposons enfin que E'-—3 U soit un sous-fibré vectoriel de
E tel que, pour tout x ¢ U, E'x soit un sous-espace non isotrope de Ex
relativement & 8, (ce qui signifie que la forme bilinéaire symétrique g'x .
induite par g, sur E' , est non dégénérée)., Soit g' la métrique ainsi

définie sur E' ,

[ " '
L'orthogonal E x de E x dans Ex

de E'x dans E"x , et la forme bilinéaire symétrique g"x induite par

est alors un supplémentaire

g, sur E"x est également non dégénérée, Soit g" la métrique ainsi

définie sur E" = U E"x R
xe U

Proposition III, A. 3

D' et D" désignant les projections de D sur E' et E" , on a :

D'yg' =0 et ' Dyg" = 0 v xe¢ TU)- .-
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En effet (D'Xg') (al’rt) =X, gc (q"‘(') - 8' (Dlx al’ n)_gv(oc. D' rv)

X
Mais  g'(d',1") = g (o',1')
et g'(d'y o'y1') = g(p' Dy o',1')
= B(Dx o, 1) puisque E' et E" sont ortho-

gonaux relativement & g .
Donc (D'y g') (o' , 1') = (Dy g) (o' ,1') = 0

De méme , D"x g"=0 d'oll la proposition,

Sous les hypoth&ses précédentes (Dg = 0 , E' et E" orthogonaux
relativement & g ), la donnée de chacune des deux formes g’ '1 et @2 2

est équivalente & la donnée de 1l'autre, Plus précisément, on a la

Proposition III, A, U

V X € T(U) , l'application (P2 de E" dans E' est égale i 1'opposée
hatend arar

AArn

2))(
de la transposée de (? L 1)x, relativement aux métriques g' et g"
c'est=d=dire :

g (Fey)y oy =g ((Pry)y 0" ,0") Vo'ec B', Yo "EE.

En effet g ( (@zl)x o' ,0") =g (p" Dyo' ,0")

=g (on' ,0") puisque E' et E" sont

orthogonaux,

=X,gl',0")=-¢g (on" s 0"') puisque

ngao )
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-g (Dx o" , 0') puisque o' et o"

sont orthogonales /

- g (p' Dy ¢" , 0') puisque E' et E"

sont orthogonaux.

C. Q. Fo D.

B - Transcription en termes de fibrés principaux

Soient k et n deux entiers > 0 (k < n). Notons {egyeense}

la base canonique de R® ; identifions {el,...,ek} 8 la base canonique de

Rk , et {ek+1,...,en} 4 la base canonique de &k , de telle sorte que

R® est identifié a B ..} B et que G L(k, R) x G L(n-k, R) est

identifié & un sous-groupe de Lie de G L(n, R).

On supposera désormais que G est un sous-groupe de Lie de
G L(n, R) et que K =G,y [GL(k. R) x G L(n-k, a)j

Identifiant de fagon nesturelle G L(k, R) et G L(n~k, R) & des sous=-groupes

de G L(k, R) x G L(n-k, R), supposons (1) :

H=H'xH" avec H' = G GL(k, R) et H" = G g GL(n-k, R) .
n=k

On a alors H' =G |End B et H" =G ()End ®

Posons C)& =G (Rk)*a &%) et 0% =G (,Rn-k)*@ R
1 N g 25N m ?

(1) Il en est ainsi par exemple pour G = 0o(n, R), G L(n, R), etc...
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[End 8" &tant naturellement identifié & la somme directe

End 8 @ End m"k@((ak)tm ) e (&) ® &) |-
R R

On vérifie ajisément :

ad(H') . H" = 0 ad(H") . H' = 0
sa(n') . do, oy sa(e") . b, cch,
aar) b, c b, aai) .cb,ccb,
- 1'0"’2]C L. [f’u’l"Ou’lJ =0 M’z"’“z}’ 0

Si a € g_ s on notera aH, N 311" s 8 dlol et acla ses composantes
— 2

relativement 3 la décomposition G =H' @ H' @ d) @ db , et em
- - 1 2

poserab*:dbl +0u72 a%=adbl+aow2
(on a clairement a.d.(l-l)C‘»“b C(‘Jb et [ou),o’bjc H )e

Notons r Q n & représentation linfaire canonique de G dans R

Q k " " " " " oge " le

nek

@ o " " " " " g " an
n

g ' " " " " "o " Rn
n

Q " " " " " "oy " Rn
| X a
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Supposons donnés un G fibré principal Q—> U

et un H sous-fibré principal P —3 U

Puisque H =H'x H" , P est égal au produit fibré P'& P" du H'-fibré
principal P' =P > U et du IH" - fibré principal

P" = Py —> U (IL. B, 1),

Lemme III, B, 1

6l e g ]

n-=k

En effet |R§ [Q] = «R‘;( o 7] = lR; o [P'B P"]

n

Mais puisque R = B* ® r’™F et puisque

Q\:=9{k oK _,

n wil _ k i n-k "
mg\o [rr & ?] = 'RQ\ [r] ® & (],
n k ‘ﬂ-‘-k
d'ou le lemme
Notons désormais E , E' et E" les fibrés vectoriels IR; [QJ .
n

a;ktp'] et (R“ék (e"].

n-k
Remarque
Supposons réciproquement que E = R; [Q]a.dmet une décomposition

n
E' @& E" en somme de WHITNEY,

63
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Soit P le sous-ensemble de Q formé des isomorphismes

-1 n=k

. n X -1 ' = k "
£ B _=, E_ tels que £ (E x) R ev ¢ (E x) = R .

si ¥x €, P n'est pas vide, 1l'ensemble P = L_-) P admet une
xe U
structure naturelle de H-sous-fibré principal différentiable de Q , et la

S

décomposition de E en somme de WHITHEY associée & ce sous-fibré par le

lemme III, B. 1 est la décomposition E' @ E" dont on est parti,

Il en est en particulier ainsi dans le cas ol Q est l'espace des repéres
orthonormés pour une métrique pseudo-riemannienne g sur E , et oi E'

E" sont orthogonaux relativement & g .

Lemme III, B, 2

Nous avons vu que les sous-espaces (‘ﬂ‘;l et db 2 de 9_ sont stables par la

représentation adjointe ad de H dans G

Le fibré vectoriel (C*) ) [P] (resp. (Cyﬂ 2)ad [P} ) est un sous-fibré

1l'ad
vectoriel de (E')‘@ E" (resp. (e ¥*® ') ).

En effet, 1'injection canonique i de C‘)L 176N (( Rk) (=4 (Rn-k>
- R

k

dans ( Rk) ® &’™ induit, dans la catégorie %II , un morphisme injectif
R

ge (b, aa) ams ((RY) @ B, R @?n_k>.

Par application du foncteur modelage qui est exact, on en déduit

UP s
- H
C . . . "
une injection i de (%l)ad [P] dans (E') @ E" .

PR P *
On définit de méme j : (C%Z)ad[P] — (") @ E'.
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Soient désormais Q , P , P' , P" , E , E' , E" définis comnme
précédemment, et soit @ une connexion sur Q ., Puisque ad(H)O‘k QCUO »
t induit une connexion :; = (0 ' P)g sur P (théoréme II, A, 1), qui
est le produit d'une connexion w' sur P' et d'une connexion w"
sur P" (Proposition II. B, 1), La forme de plongement Pt = (u| P)

admet, par projections de o'o sur o“’) 0‘9 2 deux composa.ntes

1
Pi) = (m)do' S A aa
1

1
(P&)et 1>1z==-(1=:z)ouo (Pou))

Notons D la connexion sur E associée & la connexion w .

Théoréme III, B, 3

(I) Les connexions D' sur E' et D" sur E", respectivement associées

a w' et w" , sont les projections de D sur E' et E" .,

1
(II) Les l-formes ?zl € A(U, ((:Vol)m1 [P] ) et

1
Qla cAr(uU, (& 2)ad [P] ) , respectivement associées & Pe,

et Pt, par 2 (théoréme I, B, 2), sont les secondes formes fonda--

1
mentales de E' et E" relativement & D

une fois (cn’l)ad E’] et (%Q)ad B’] identifiés 4 des saus-fibrés

vectoriels de (E'Y* @ E" et (E")* ® E') .

Démonstration :

Notons 7, 1l'injection de P dans Q , et soit & = VL (£)) un élément
de 14, (P).
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Notons GE 1l'espace des vecteurs verticaux de TE(Q)
H' £ le sous-espace de GE engendré par la sous-algSbre g_' de G

H" £ le sous-espace de GE engendré par la sous-algsbre H" de G

(wsl) le sous=-espace de GE engendré par le sous=espace (‘Al de G

((*72) le sous-espace de GE engendré par le sous-espace C& o de G

= H'E ® HHE = 'L (TEO (P) )n GE

by, ® (b,

1'espace des vecteurs horizontaux de TE (Q), relativement 3 w

.Hg
b

> &

1'image par 1 de l'espace des vecteurs horizontaux de TE (p) ,

& (<)
N
relativement & w .
He

M\MMN\MAMMA—M
/ (TE (r)))
s ——
] )
4 ]
?
)
: s
5. | /1‘9. (x ) §
€ 7 13 )
/ )

4 -y

%

tal

A A AP AN dAA A b0 n a

Schéma. de Tg Q)
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On a évidemment GE = HE & O%E , et puisque w( = o + Pp .
N
(Jog +%E =fb€ + % g+ Pour tout X¢ T(U) , notons x* 1e reldvement

. . N gt 3 .
horizontal de X dans Q (relativement i w ), et X 1'image par 7,
du reldvement horizontal de X dans P (relativement & o ). S5i o ¢ E,
by ~—
notons ¢ 1'élément correspondant de
o

ERORUERE

)
Les fonctions ¢ ¢ AQ ) (9, R®) sont entidrement détermindes
n

~

par leur restriction & 17, (P) . Celles qui correspondent aux sections o

67

(resp. o") du sous-fibré E' (resp, E") de E , sont celles dont la restric=

tion & 7, (P) prend ses valeurs dans le sous-espace R (resp. IRPK) de R" ,

—_——~— * a
D'aprés le théorme I.C, 1, Dyo'=X". o' v xe T(U)

V o'€ E'C £. Remarquons la valeur en £ du champ de vecteurs

X* o X* est égale 3 1'opposé du vecteur P!LE(_)E*) engendré en £ par

1'élément P2 [1-1 (-)-('; )} de On') .

)
Remarquons enfin que, pour @ ¢ I\g @) (q, "), 1la dérivée
n

AE .f de ¥, relativement au vecteur vertical AE ¢ TC(Q) engendré par
1'élément A de G , est égal & = <A,P(g) > ou <, > désigne 1l'ap-
plication bilinéaire canonique G = R® ——3 R? : en effet le groupe

des translations d droite (expt A)t ¢ A est le groupe & un paramétre de
transformations de Q engendrant le champ fondamental § —> AE B

on a donc AE e = tl-i»mo % [_Lf (£ «exptA) - Y(C)J .
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Mais (£ . expt A) = SRn ( (exp t A)"1)(e) ) =gn (exp =t A).(P(g) )

etA.‘£=Q ( 1im
¢ ot aso0

cH=

exp (-t A) =(id) ). (8(g) )

- <A, (E) > .

—~—

— X ~ - —
On adonc (Dyo') (£) =X % GV =X7. o =P (X%).%"
X 13 g £
— " ~ <l —
=XG. T em 1 (X%5) ), 3 (e) >,
Observant
~—~—
v % ~ ' N . . 292 k

- d'une part que XE . o' =(D x© ) () est en particulier un élément de R ,

- d'autre part que < Pg (1_,'1 ()-C’; ) ), o (g) > = <Pg 1 (L-l(f*g)), () >

est un élément de IRn-k/ car <£l , R¥ > &K et

<&2 , RE>= 0

on en déduit : D'x o' = p' (Dx o')

¥ o'¢ E'
(P 2)),(c") = p" (D, ') -

et, de méme : D", ¢" = p" (D, o")
o X 9 P X ‘ V 0" e E"

@1, (" = p (0, 0"

d'oll le théoreéme.
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C - Connexions canoniques sur les variétés de Stiefel généralisées

Soit G un sous-groupe de Lie de G L(n, IR), Conservant les convene
tions du paragraphe B, on pose : H' = Gp GL(k, R) H" = GpGL(n-k, R)
i =G q (GL(k, R®) x GL(n-k, R) ) et 1l'on suppose toujours H = H' x H" , On
identifie G , de fagon naturelle, i une famille de repéres de R" qui seront
dits "adaptés" (sous-entendu : & la G-structure plate canonique de R").

On appellera grassmannienne 1'espace homogéne symétrique

Gk,n—k

G géométriquement, un point de G est un couple (£,£')
,

Yo" k,n=k
formé d'un k-plan ¢ de R® et d'un (n~k) plan supplémentaire ¢' tels
qu'il existe un repére adapté ge¢ G de R® dont les k premiers vecteurs

scnt dans ¢ et les n-k derniers dans '

On appellera variété de Stiefel V. X (resp. Vok l,) le H'=fibré
- -k k

k,n

principal G/H" considéré comme fibré au-dessus de la grassmannienne (resp. le

H" fibré principal G/H' —> G : géométriquement, la fibre de

\/

H'x H")
- [} ' &
(resp. vn—k,k) au-dessus d'un couple (£,£') € Gk,n—k est composée

de l'ensemble des repéres de £ (resp. £ ') qui possédent la propriété de

k,n=k

pouvoir €tre complétés par un repére de £' (resp. £ ) pour former un repére
adapté g ¢ G de R,

On notera E; (resp. Enzy ) le fibré vectoriel modelé sur V,
(resp. vn-k,k)’ de base G

kyn=k

yn=k ;

E;: = ‘ngk [vk,n-k:,

n nek
E =R v
n~k gn-k [n-k,k]
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Géométriquement, la fibre de El": (resp. Eﬁ X ) au-dessus du couple (%,3')
est l'espﬁce vectoriel % (resp, 3'). Puisque t@® ¢' = R , la somme de
n 2 o . . n
WHITNEY Ek ® E:-k est égale au fibré vectoriel trivial R ' x Gk,n-k "9Gk,n-k .
Par projection sur E: parallélement & E;_k de la connexion naturel-
s PPY . .o o n
le & courbure nulle du fibré vectoriel trivial R '« Gk,n-k — Gk,n-k , On

. . k . . n
obtient une connexion D~ qu'on appellera la connexion canonique de Ek .

Soit Q 1le G-fibré principal trivial G « O ok —> G,k P @

S

sa connexion canonique i courbure nulle, Soit P 1le H' x H" fibré principal
G sps e

G —> /H'x gn + Définissant Ob = J’l @cvoz comme au paragraphe B de

ce chapitre, la connexion Wy induite sur P par (w,(%) est la connexion

cmon'ique de la grassmennienne munie de sa structure d'espace homogéne
symétrique (ef, II., C, exemple L), D'aprés II, B. 1, P est le produit fibré

. ' .
vk,n-k’ vn-k,k et wy gst le produit d'une connexion W k Sur vk.n-k

et d'une connexion W sur Vn . D'aprés le théoréme III, B, 3,

=K =K,n

. . s n .
la connexion canonique Dk est la connexion sur Ek associée & we o

Remargues

1) Dans le cas G = 0(n) , (g,E")€ G nek implique que £’ est le sup-
o0~

b

plémentaire orthogonal de £ : on peut alors identifier Gy pox &
’
1l'ensemble des k~plans (ou des n-k plans) de ®" . La définition de g K
est alors donnée dans Sh. KOBAYASHI [9] , NARASIMHAN et RAMANAN [151] , et
TAKIZAWA [23] .
2) Une importante propriété de D, (cf. Chapitre IV) est d'étre obtenue com-

me projection de la connexion canonique & courbure nulle d'un fibré trivial.
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Interprétation géométrique du fibré tangent i la grassmannienne :

1
Puisque la forme de plongement §7 L& A ad H (p, (bl @d‘? 2) de P

dans (Q,w) n'est autre que la forme fondamentale de P considéré comme espace

de repéres au-dessus de la grassmannienne (II, C, exemple 4), 1'application

. ~ ~ . . . 2

PL T("k,n-k)~ - (dbl E’:l + db s [P] ) est un isomorphisme de fibrés
. 2 's S

vectoriels, et par conséquent un vecteur X ¢ T( $.% ) (Gk,n-k) s'interprete

* ’
&lément d ) ¥
comme un élément de g a ; < (’; ) % (9

Dans le cas particulier G = O(n) , il suffit de connaltre Qll
pour connaitre Qz = Qﬁl +Q %y (d'aprés III, A, 4), observant enfin que (}l?l

» ~ ‘ - . 3
est alors égal a ( le) ® (Rr" k) tout entier, on obtient le
R

Théoréme III, C, 1

n
n
Notant d;' K,nek * Vk,n-k . E " les espaces Gk,n-k , vk,n-k et Ek

dans le cas G = O(n), et notant @ 2, et 922 les secondes formes fonda-

mentales de tE]l: et 'Ennk relativement & la connexion canonique & courbure

a2 .. n
nulle du fibré trivial R" « (¢ k,nek > G k,nek
les applications ?f. : NG ) = ( lE n )‘Q E n
1 kyn=k’ —> k n-k

etgzz : NG k,n-k) _3'_} ( E g-k)*® 'E' ;

sont des isomorphismes de fibrés vectoriels,
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En particulier, pour tout k-plan 3‘ de B, on a deux isomorphismes

d'espaces vectoriels :
* 1
(Qzl); T (6 ) 2T e E

A 1,%
(@12)? N (G ) 25 (3D ® 3

D - Géométrie des sous-variétés

Soit V une variété de dimension n , et U une sous-variété de
dimension k réguliérement plongée (plongement noté f ). Soit G un sous-
groupe de Lie de G L(n,R), Conservant les conventions du paragraphe B, on

pose encore :

B = 6 (6L(x, R) x GL(n~k, R) ) H' = G q GL(k, R)

H" = G ()} GL(n-k, R) .

S

Soit Q — V (resp. P' —> U) 1l'espace des repéres adaptés i une
G-structure sur V (resp. & une H'=structure sur U ). On notera TU(V) au
lieu de T(V)l U 1l'espace des vecteurs tangents & V ayant leur origine dans
U, On appellera "fibré normal" tout sous-fibré vectoriel N de Tb(V) tel

que TU(V) =7U) @ N. Soit N un tel fibré normal.

Soit PN le sous-ensemble de Q|U formé des repéres de V dont
les k premiers vecteurs sont tangents & U et les (n-k) derniers sont
dans N . Supposant Py (\(QlU)x # }5 ¥x¢ U, Py est alors un

H-sous=-fibrésprincipal de QlU . On dira alors que la H'~-structure P' —> U
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est compatible avec la G-structure Q —> V relativement au fibré normal I,

(py)

si P' est égal au H'=fibré principal " .

Supposons désormais cette compatibilité vérifiée; et soit P" 1le H"-

(py)

fibré principal 2l (PN =P'®@ P"), Notons et py les projections

Py
de TU(V) sur T(U) et N parallélement & N et T(U).
Soit D 1la connexion linéaire sur V associée & une G-connexion g

sur Q . Notons D' et D" 1les projections de D sur T(U) et N,

9711 et Q? L 2 les secondes formes fondamentales, La connexion D' est
une connexion linéaire sur U , associée & une H' connexion ' sur P'
d'aprés le théoréme III., B, 3,

1°) Torsions induites

3 Soit (§ (resp. ') 1a torsion 4, (id), [%esp. dD,(id)U] de D

\fesp. D'] .

Proposition III, D, 1

Yxrre 10, Cxn =6 xn+ Py 1 -F e,

En effet, G (X,Y) = DY - DX - [X,Y]
= p"(Dy¥)-p' (DyX) = Ec,y] + P'D,Y - p"D X

=gxn + @ - .
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Corollaire III, D, 2

si 1? =0 , alors B ' est également nul et la forme bilinéaire

(X,Y) —> (§3zl)x (Y) de ( T(U) )% dans N est symétrique.

Corollaire III, D, 3

Si la Ge-structure Q est pseudo-intégrable (@J) c'est-d-dire a un tenseur
de structure nul , et s'il existe un fibré normal N tel que P' soit
compatible avec @ relativement 4 N , la H'=-structure P' est également

pseudo-intégrable,

2°) Structures pseudo-riemanniennes

Supposons que G soit le groupe OF (n, IR) des matrices inversibles
de GL(n, R) qui respectent la forme bilinéaire symétrique non dégénérée
n

I X:¥s -E X, ¥: o La donnée d'une G-structure Q sur V est alors
. i, iv1
1=1 i=p+l

ko]

équivalente 4 la donnée d'une métrique pseudo-riemannienne g . Supposons en
outre qu'en tout point x de U, la forme bilinéaire symétrique g'x induite
par g, sur le sous-espace Tx(U) de Tx(V) soit non dégénérée : 1l'orthogonal

~

N de Tx(U) dans Tx(V) relativement 3 g, est alors un supplémentaire

de Tx(U) dans Tx(v) et 1'on définit ainsi un fibré normal orthogonal

N=U L

xe U

Les propositions III, A, 3 et III, A. 4 sont alors appliquables,

On a, en outre, le
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Théoréme III, D, U

Soit D la connexion de LEVI-CIVITA de la variété pseudo-riemannienne (V,g).

(I) 1la projection D' de D sur T(U) parallélement & N est la connexion de

LEVI-CIVITA de la variété pseudo-riemannienne (U, g').

(II) la forme bilindaire (X,Y) _)(Qzl)x (Y) de () )2 dans W

est symétrique, et est la forme polaire de la seconde forme quadratique

fondamentale de la théorie des sous=-variétés d'une variété pseudo-rieman-

nienne,
D'aprés III. A. 3, D'yg' = 0 v x e T(U)
D'aprés III. D, 2 , 8 =0

Or la connexion de LEVI-CIVITA de (U, g') est l'unique connexion linéaire
sur U , & torsion nulle et vérifiant D'g' = O. Elle ne peut donc qu'€tre
égale & D' , d'ol (I).

Puisque € = o0 , la forme (X,Y) > (gll)x (Y) est symétrique
d'aprés III.D.2), Elle est donc la forme polaire de la forme quadratique
x —3> @ !Lx(x) = py (Dxx) : on reconnalt bien 13 la seconde forme quadratique

fondamentale de la théorie des sous-variétés d'une variété pseudo-riemannienne.

La partie (II) de ce théoréme justifie la terminologie adoptée pour
Q !Ll et ka « En outre, on a ici :

g (Do, (0 w)=ug(r, (P, v) ¥ XYE W) ¥ ve i



76 lére Partie : Quelques propriétés des connexions induites

Lorsque (V, g) est une variété localement euclidienne, le: ¢quations

o

R+ Qa, A Q2=
a5 Pr, -0
R +Qr n Ps,
% 1,

L
o

]
o

ne sont autres que les classiques équations de GAUSS~CODAZZI  elles sont égui-
valentes 3 l'équation Q' +V , PL+ [P e, PJLJ = 0 de II. A, 4, ou

aux quatre projections de cette équation sur H' , H-"/ O“)l et (*2 .

Si la codimension de U dans V est 1, les deux dernidres équations sont

identiquement vérifiées,

Le théoréme III, D, 4 permet de généraliser en termes de connexions
linéaires, et indépendamment de toute métrique, la théorie classique des sous-
variétés d'une variété pseudo-riemannienne ("théorie des courbes, et des

surfaces" dans l'espace euclidien), Pour plus de détails, cf, (}5] et [22] .
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Extensions triviales
Chapitre IV

d'une connexion

A - Extensions principales triviales
B = Extensions vectorielles triviales

C = Comparaison entre extensions triviales vectorielles

et principales

D - Théordmes d'existence dans le cas G = O(n)

7
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A - Extensions principales triviales d'une connexion

Soit H un sous-groupe de Lie de G , et Jl:) un supplémentaire de
dans G tel que ad(H)-Omo < d.

je

N
Si P——> U est un H-fibré principal, on notera P —> U le

~

G-fibré principal obtenu i partir de P par extension du groupe structural.
1°) Définitions

Soit P (resp. P') un H-fibré principal muni d'une connexion w
(resp. '), On appellera morphisme de (P,w) dans (P', ') tout morphisme
¢ de H-fibrés principaux de P dans P' tel que w = o' &£ (on

définit ainsi une catégorie).

~

On appellera G-extension & courbure nulle d'une connexion w® sur

~
un H-fibré principal P une connexion « & courbure nulle sur P , telle
4"

que w= (w \ P)H . Une telle G-extension i courbure nulle sera dite
triviale si, en outre , le groupe d'holonomie de ® est O () .

3 . 3 N
8i Y est un morphisme de (P,w) dans (P', w'), et si ' est
n ~

une G-connexion 3 courbure nulle (resp. triviale) de ' , w' ,¥ est

une Geextension 3 courbure nulle (resp. triviale) de w que l'on appellera l'image

n, -~
;Nécivroque'\'de w' par @ tfﬁ désignant le morphisme de GC-fibrés principaux
P — > P' obtenu par extension de *ﬁ] .

(1)

Si U est simplement connexe, toute extension i courbure nulle est

automatiquement triviale.
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2°) R8le universel de la connexion canonique de l'espace homogéne réductif c;/I-l

Soit Py le H-fibré principal G ——9G/H , et w, sa connexion
canonique g (dg) = (él dg)H . Nous avons déja vu (II. C. exemple L) que ;o
est le fibré trivial G x G/H_——> G/H et que la connexion 30 sur ;o s
définie par 30 (dg, dx) = él dg , est une G-extension triviale de w_ .

Donc tout morphisme ¥ de (P,w) dans (Po' wo) induit, par image réciproque

~N . s
de Wy » une G-extension triviale de w .«

Réciproquement, toute Gmextension triviale de w peut &tre obtenue

de cette fagon : plus précisément, on a le

Théoréme IV, A, 1

(I) L'application qui, i tout morphisme ¥ de (P,w) dans (Po,w o)’ associe

1'image réciproque de "‘\"o par £ , est une application surjective de

1l'ensemble des morphismes de (P,w) dans (Po’ wo) suwr l'ensemble des

G-extensions triviales de w .

(II)Si 1'on suppose en outre la base U de P connexe, une condition nécessaire
et suffisante pour que 2:'0 ait méme image réciproque par deux morphismes
YLet¥' de (P,w) dans (Po, uo), est qu'il existe un élément g¢ G ,

~

tel que ' = Lg P Lg désignant la translation 3 gauche par g‘ dans

P°=G.

N~
~ Soit o : T(P) —» G une Geextension triviale de g . Puisque
"

P est trivial et » & holonomie nulle,il existe une fonetion ¢y : P —> G

N
telle que v(E.g) = v(E)eg V e¢P , ¥ g¢6

=y toay .
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On en déduit que la restriction ¥ de y & P est un morphisme de H-fibrés

principaux de P dans P, telle que y = (fl .df)H puisque ¢ = (a;'l P)H .
d'ou la partie (I) du théoréme, - -

Soient ¥ et ¥ ' deux morphismes de P dans Po = G—»(G/H).

N~
Soient y et ¢' les fonctions de P dans G obtenues en composant £

et § ' avec la projection de G « G/ sur G ., On a alors :

H

30.‘3? viiap et &‘o.?'-w"l . oap'
Direwque ces images réciproques sont les mémes implique l'existence d'une fonction
g : P — 35 G localement constante et constante sur chaque fibré telle que
v' (g) =g (g) oy (g) vV E¢ '1\;. ( [10] ps 55 = proposition 2), Si donc U
est connexe, la fonction g est constante, et il est clair que (' = Lg £,
d'ol la partie (II).

3°) Cas analytigue
Supposons le H-fibré principal P —> U analytique réel, et la con-
~N

nexion w sur P analytique, Supposons en outre P trivial,

Théoréme IV, A, 2 (passage du local au global)

~
Pour qu'il existe une connexion analytique sur P , qui soit une G-extension

triviale de w , il faut et il suffit que dans chaque composante connexe Ui
de U , il existe un ouvert non vide U'i tel que (P| U'i’ w) admette

une G-extension analytique triviale,

Il est évident que la condition est nécessaire, Pour montrer qu'elle
est suffisante, on peut se ramener au cas oi U est connexe en raisonnant de

fagon indépendante dans chaque composante connexe.
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Supposons donc U connexe, et soit U' un ouvert de U tel que
(Pl U',0) admette une G-extension analytique triviale, D'aprds IV. A, 1, il
existe un morphisme ' (nécessairement analytique) de (P|U',w) dans
(Po,m ). La fonction ¥ ' si/étend en une fonction ‘2\; : ;lU' —> G , analytique,
et vérifiant <€ ' (£.g) = L' (£) . & V g€ PlU' ,VYge¢ G. Elle définit
par conséquent une section analytique o' ou ’E"‘lU' (définie en prenant pour
o'(x) l'ilément £ de (; | U')x tel que .,}T? (£) soit 1'élément neutr: de G).
Puisque P est trivial, o' s'étend en une section analytique ¢ de P tout
entier (du moins si U' est connexe, ce qu'on peut toujours supposer), et permet

~ ~
par conséquent d'étendre ¥ ' en une fonction analytique ¥ : P —>35 G en

posant @

£= olpg) « £ (g) Veed

~ —~ ~N
Puisque Y (£.g) = £ () . g v t¢ P Vv 8€ G, la l-forme
-v..l I

. d:€ sur P est une connexion analytique & courbure nulle, qui induit sur
. . N - o . - . P .
P une connexion analytique ({ l. d\f_l P)H qui colncide nécessairement avec

w sur P|U' . Mais puisque U est connexe, et puisqu'elles sont analytiques,

ces deux connexions coIncident partout, d'oi le théordme,

B - Extensions vectorielles triviales d'une connexion

Reprenant désormais les conventions du paragraphe III-B, supposons G
inclus dans GL(n, R) et posons H' = G nGL(k, R) H" = G N GL(n-k, R) et
H=H s " = 60 6Lk, R) «GL(nek, m)] .

Pour toute variété U , on notera I‘ (U) 1le fibré vectoriel trivial

R U — U, et P (U) 1le G-fibré prlnclpa.l associéd G x U — U,
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1°) Définitions

Soit P'—>U un H'-fibré principal, et E = mﬁ? [P'] 1e ribré
k
vectoriel modelé de fibre type RE .
N

On appellera "plongement" de E dans En(U) tout homomorphisme
injectif o : E -————)En(U), réalisant E comme sous-fibré vectoriel de
4"
En(U)’ On appellera "fibré normal" relatif & un plongement o tout sous-fibré

N "]

vectoriel N de E (U) tel que En(U) = afE) ® WH.

A
On notera P, § le morphisme surjectif En(U) —3 E obtenu en
’
A
composant la projection de En(U) sur « (E) paralldlement & NI avec 1'iso=

morphisme ol ae a(E) sur E .
Pour tout fibré normal N relatif & a , on notera Py o le sous-

~ ~ ’
ensemble de Pn(U) formé des repéres § de En(U) dont les k premiers
vecteurs sont dans o(E) et les (n-k) derniers dans N ,

N
Si PH,a N (Pn(U) )x # ¢ Vx¢ U, PN,a est un H=-sous=fibré principal

~

différentiable de Pn(U).

N
Un plongement o de E (muni de la H'=structure P') dans En(U)

Zn

n
(muni de la G-structure triviale Pn(U) ) sera dit "adapté" relativement
a N si
3 3 3 . v
(1) Py, estun H-sous=fibré principal différentiable de Pn(U)
,

P
(2) P' est égal au H'-fibré principal Hya "
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Si P' est muni d'une connexion w, et E de la connexion D as-
sociée & w, on appellera n-ex}\;‘ension triviale de D un couple (a, N) formé
d'un plongement o de E dans En(U) et d'un fibré normal N relatif & a

tels que

(1) o soit adapté relativement & N

(2) 1la connexion D corresponde par o & la connexion sur aofE)
obtenue par projection parallélement & N de la'\‘connexion naturel-

le & courbure nulle du fibré vectoriel trivial En(U).

Si P'i —> U; estun H-fibré principal (i =1, 2) muni d'une con-
nexion w, et si le fibré vectoriel modelé E; = R® [P'i] est muni de la con=
nexion D associée & w; 5 on appellera morphisme de (El,Dl) dans (E2.D2)
tout morphisme strict de fibrés vectoriels E —> E', associé i un morphisme
de (P'l, w) dans (P',, “’2)‘

Soit ¥ un morphisme de (B, Dl) dans (E,, D,) au-dessus d'une

2'

— n
application £ : U — U, Soit a, un plongement de E, dans En(Ua) :

2
N
on définit un plongement o, de El dans En(Ul) en posant
_ - P s .
(al)x = (a2)\£(x) . ‘;Ex ) Vxeu . (Yx désigne 1'isomorphisme

o _ c s < .
(E —= (Ez)'f (x) Obtenu par restriction de fa (El)x , et 1'on a

l)x
. . i hhet n
identifié de fagon naturelle (En(Ul) )x et (En(UZ) )f(x) & R')se On

appellera a, 1'image réciproque de @, par Y . Si N, est un fibré normal

relatif a a, , le fibré N, = N, . ¥ , obtenu comme image réciproque de UR

1

par ¥ , est un fibré normal relatif & a, , Si @, est un plongement adapté

2

5> » ¢ est un plongement adapté de

1
N
de E, dans E (U.) relativement & N
2 " n 2
. s s - .
E, dans En(Ul) relativement & N, . 5i ( @ Na) est une n-extension

triviale de D, , (al, Nl) est une n-extension triviale de Dl .
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2°) R8le universel de la connexion canonique du fibré E; modelé sur la

variété de Stiefel généralisée

Reprenant les notations et définitions du paragraphe III-C, on a vu

~
n
que B (0 )= B © I, .
n N
R ras . o
Soit a, 1'injection naturelle de E, dans E (Gk,n-k) : clest
” n . ’ -

un plongement adapté de Ek muni de la H'=structure vk,n-k dans En(ak,n-k)

. e 2 n PO .
relativement au fibré normal En x * Par définition méme de la connexion

n

i D
canonique sur En-k ;

n . cos
% (ak, En-k) est une n-extension triviale de D, .

k

Tout morphisme ¥ de (E,D) dans (Ei . Dk) induit, par image réciproque

o

de (ak, E_ . ) une n-extension triviale de (E,D). Réciproquement, toute

n
n-k
n-extension triviale de (E,D) peut &tre obtenue de cette fagon : plus précisément;

on a le

Théoréme IV.3.1

L'application qui, 3 tout morphisme ¥ de (E,D) dans (EE . Dk)‘ associe
1l'image réciproque de (ak . Ez-k) par ¥ , est une bijection de 1l'ensemble

des morphismes de (E,D) dans (E; . Dk) sur l'ensemble des n-extensions
triviales de D ,

Soit (a,N) une n-extension triviale de D .[E est supposé modelé

~

sur P' , et D associé & une connexion w sur P'J . lNotons a 1l'application
N
E —> R obtenue en composant o avec la projection de En(U) = R% U sur

R® . soit ¥ 1l'application de U dans G, qui, au point x de U, associe

k,n=k
le couple ( u(Ex), Nx) € Gk,n-k . Puisque (Eﬁ) T(x) = u(Ex) s l'application
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4 de E dans E' dont la restriction 3 E_ est 1l'isomorphisme a_ de
k x x

E  sur a(Ex) est un morphisme strict de fibrés vectoriels de E dans E.l': .

au-dessus de Y.

Par construction de ¥ , 1'image réciproque de (ak, Eg_k) par \{

est égale & (a,¥). Si (a,N) avait été obtenu comme image réciproque de

(uk, E:_k) par un morphisme strict ¢ de E dans Ez , on surait en outre

€= vy

Puisque (a,) doit &tre une n-extension triviale i la fois de D
et de la connexion Dk‘ ¢ image réciproque de Dk par ¥ , ces deux connexions

ne peuvent qu'étre égales, et ¥ est un morphisme de (E,D) dans (Elr: . Dk)

que 1l'on vérifie sans peine &tre associé 3 un morphisme de (P',w) dans
(Ve neke » @)

Il est clair que l'application (a,l) —» ¥ ainsi définie est
1'application inverse de ¥ ——3 image réciproque de (ak, Eg_k) par ¥ ,

d'oli le théoréme.
3°) Cas d'une connexion linéaire
3i P'—> U est un espace de replres sur une variété U de dimension

k, le fibré modelé E = &% [P'] est alors le fibré tangent T(U), et toute

connexion D sur E est une connexion linéaire,
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a) Proposition IV. B, 2

Pour toute n-extension triviale (a,N) de D , la torsion E? de D est

donnée par la formule :

z;?=p .da

a,N

[o& a désigne la l-forme sur U 4& valeurs dans iRn, obtenue en composant

a: T(U) — R"» U avec la projection d¢ ®"% U sur an:I .

En effet € (X,Y) = DY - DyX = [X,Y] Vx,ye ) .

or DY = Py,N (X oa (Y) )
DX = PN (Y oa (X))
ke - Po,y & [X¥])

et X. alY) - Y.a(X) = a.( [X,Y] )=aa ( XY) Ceqofod,

~
(on a identifié R" et (En(U) )x en tout point x de U).

b) Soit f une immersion de U dans la variété R ,

N
La différentielle df définit un plongement a, de T(U) dans En(U) (vérifiant

af =:(f ol :(f est obtenue en composant « o avec la projection de En(U)
sur R%),
~
Supposons le plongement X . de T(U) dans En(U ) adapté (7(U)

étant muni de la H'=-structure P' ) relativement & un fibré normal N , On

dira alors que : f est une immersion adaptée de U (munie de la H'-structure

n

P') dans R (munie de sa G-structure plate canonique).
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Si f est une telle immersion adaptée, on lui associe une application :

‘_-ff 20— G ek 0 associant au point x de U 1le couple
0=

(af (Tx (v) ), Nx) € G (comme dans la démonstration du théoréme IV, B, 1)

kyn=k
et un morphisme strict ¥, de T(U) dans E: s au-dessus de ¥ .

(On appelle %, 1'application de GAUSS associde & f ).

Proposition IV, B. 3

L'image réciproque de la connexion canonique Dk par 1l'application de GAUSS

:Ef L | S, Gk nox ©st une connexion linéaire 3 torsion nulle, adaptée
0=

4 la H'-structure P' sur U,

~

Il est clair que Yf est associée 4 un morphisme de H=-fibrés princi-
paux : P' — > Vk nek * et que par conséquent, 1l'image réciproque D =D, . \-Qf
SN
de D par ‘£f est adaptée a la H'=structure P' .,

Par construction de l'application de GAUSS, (o(r,l‘l) est 1l'image
réciproque de (u.k, Eg-k) par . . Appliquant alors la proposition IV. B. 2,
on trouve : ‘@ = pm,N . d ap o Puisque ap = if, on a d ap = 0
it G =o0.

Cas particulier G = O(n) H'= O(k)

La donnée d'une H'-structure P' sur U est équivalente & la donnée
d'une métrique riemannienne g sur U , Dire qu'une immersion f : U —» R"
est adaptée relativement 4 un fibré normal N signifie que f est une
isométrie de (U, g) dans 1l'espace euclidien R", le fibré normal N ne

n
pouvant &tre alors que le supplémentaire orthogonal de d £(T(U) ) dans En(U).
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Comme il n'existe qu'une seule connexion linéaire Do sur U qui
soit 4 la fois sans torsion et adaptée a& la structure riemannienne g (la
connexion de LEVI-CIVITA), la proposition IV, B, 3 fournit le résultat suivant,
afl 3 Sh. KOBAYASHI ( [9] ) :

Proposition IV, B, 4

Soit f une immersion isométrique d'une variété riemannienne U de dimension
k dans l'espace euclidien R®. Notant D, 1la connexion de LEVI-CIVITA de U,
1l'application de GAUSS ff associée 4 f est un morphisme de (T(U), Do)

n
dans ( Ek"Dk)'

C - Comparaison entre extensions triviales vectorielles et principales

Soit toujours G un sous-groupe de Lie de GL(n, R),
H' = 6 GL(k, R) , H" = G pGL(n-k, R) ,
H = H'x H" = Gn[cL(k, R) x GL(n-k, R)}. Soit oVo le supplémentaire de H dans

G défini au paragraphe III. B, et notons o‘p le supplémentaire Clb ® H"
de H' dans G (vérifiant ad(H')OPC )e

Soit P'——>5 U un H'-fibré principal. Munissant le fibré vectoriel
modelé E = & {P'] de 1a connexion D associée & une comnexion w sur P',
on se propose de comparer les deux propriétés suivantes :

- il existe une n-extension (vectorielle) triviale de D

- il existe une G-extension (principale) triviale de w .
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~

D'aprés les théorémes IV, A. 1 et IV, B, 1 , on est ramené & étudier l'existence
de morphismes entre (vk,n-k . wk) et (Po, mo) ol Vk,n-k et P,
désignent les H'=fibrés principaux G/H" _ G/H'x " et ¢ —> G/H'

munis de leur connexion canonique .

Lerme IV, C, 1

F
Le morphisme naturel G ——> G/H" de PQ dans vk,n-k

s d

Crgr —> Cyprx pm

est un morphisme de (Po, wo) dans (Vk,n-k . wk) .

Ce résultat s'obtient immédiatement 3 partir des définitions de
et W o
Lemme IV, C., 2

Pour tout point (£,£') de

G pok = T, wm o il existe un voisinage
» |- >

\] .
G(E.E') de (£,£') dans Gk,n—k et un morphisme
) S
e nek | G(g,gry ) ———— ¢ de
| oo
Sy e——————— O

(v

k,nek G(E.E') s wk) dans (P° , wo).
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Géométriquement, F est l'application qui, & tout repére g & G
de g" , associe le couple formé du k-repére de ®R" engendré par les k
premiers vecteurs de g , et du n-k plan supplémentaire engendré par les n=k

derniers vecteurs de g .

L'application f , qui associe au couple formé d'un k-plan et d'un
n-k repére supplémentaire le couple formé de ce k-plan et du n-k plan engendré

par le (n-k) repére, est la projection naturelle du H"-fibré principal

Vami,k — G nek ¢

Soit (£,£') un point de G un voisinage ouvert de ce

G
kon=k * “(g,£')
point au-dessus duquel Vn-k,k e Gk,n-k est trivial, et soit s :

G(E,E') —_— vn—k,k = G/H' une section de ce fibré au-dessus de G(E,E')'

ans ' . . . ~ ')
Soit S 1'application (Vk,n-k } G(E.E') ) —> G qui, & tout couple (z,§l)
formé d'un k-repére z et d'un (n-k) plan supplémentaire 5'1 , associe le

n-repdre de R" obtenu en complétant z par le (n-k) repére s (gl , g’l) )

(ot £ désigne le k-plan engendré par 2z ).

Il est clair que (S,s) est un morphisme de H'-fibrés principaux ;

et, puisque F o 5 est 1l'injection naturelle de
(vk,n-k IG(E.E') ) dans vk,n-k et que w . F=

(lemme IV, C, 1), w,- S estla restriction de @ a

Veynekc | Se ey e

Le lemme IV, C. 2 en résulte.
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Des propriétés universelles de w, et w ,on déduit le

Corollaire IV, C, 3

(I) L'existence d'une G-extension principale triviale de w [ équivalente a
1l'existence d'un morphisme de (P', w) dans (Po' wo)J entralne l'existence
d'une n-extension triviale de D [équivalente & l'existence d'un morphisme

L
de (P',w) dans (vk,n-k Wy ﬂ.

(II) La réciproque n'est vraie que localement : s'il existe une n-extension
vectorielle triviale de D , tout point x de U admet un voisinage

U tel que (p lUx , w) admette une G-extension principale triviale.

Les fibrés Po et Vk n-x Sont, en fait, analytiques ainsi que les
s
connexions wy et we e Les morphismes (s,s) peuvent &tre choisis analytiques.

Du théoréme IV. A. 2 et du corollaire IV. C. 3, on déduit le

Corollaire IV. C. L

"
S8i P' et w sont analytiques, et si le G-fibré principal P' (obtenu &

partir de P' par extension du groupe structural) est trivial, l'existence
d'une G-extension principale triviale analytique de w est &quivalente 4 l'exis-

tence d'une n-extension vectorielle triviale analytique de D .

D - Théorémes d'existence dans le cas G = O(n)

Soit P' —— U un O(k)=fibré principal différentiable dont la base
U est de dimension {p , et soit D la connexion sur E = Rk [P'J associée

4 une connexion w sur P',



92 18re Partie : Quelques propriétés des connexions induites

NARASIMHAN et RAMANAN ont montré dans [19]:

(1)

1°) I1 existe ‘un morphisme différentiable ¥ de (P,w) dans (M "
o=

»)
si n) 2 K3 (p+1) (2p+1).

2°) Pour tout point x de U, il existe un voisinage U, d x dans U et

un morphisme différentiable ¢_ de (PIU , w) dans (V s w)
: x x kyn=k

si n) o3 (2p+1).

3°) Si P' et w sont analytiques, les morphismes o, précédents peuvent

€tre choisis analytiques (2);

On en déduit le

Théordme IV. D. 1

(I) 1I1 existe une n-extension vectorielle triviale de D

Y np2 K3 (p+1) (2p#1) .

(II) Pour tout point x de U , il existe un voisinage U, de x dans U,

PN

tel que la restriction de D & E| U, admette une n-extension vectoriel-

le triviale V  ny 2] (2p41) .

4"
(III) Si P' et w sont analytiques; et si P' est trivial, il existe une

n-extension vectorielle triviale analytique de D , avec n = 2k3 (2p+1).

(1) C'est pourquoi dans le cas G = O(n), la connexion canonique w sur

)4
Wk -k st appelée '"connexion universelle".
’

(2) I1 n'en est pas de méme pour V¥ , que l'on obtient en recollant les ¢_ 4
x

1l'aide d'une partition différentiable de 1l'unité.
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Corollaire IV, D. 2

On en déduit le résultat d'analyse suivant :

Soit a : T(U) —30(k) une l-forme & valeurs dans O(k) .

Supposons U de dimension {p .

(I) I1 existe alors, pour tout point x de U , un voisinage U, de x dans
U et une fonction différentiable f : U —» o(n) (avec n = 21(3(2p+l) )

telle que o(l U, = (?l d f)o(k) projection de 0O(n) sur O(k) paral=
1&8lement & of® = O’BG o(n<k) .

(II) Si 1'on suppose en outre U et of analytiques, on peut choisir la fonction

f analytique, et la définir sur U tout entier.

I1 suffit, en effet, pour démontrer le corollaire, d'appliquer IV, D, 1
au cas ol P' est le fibré trivial O(k) x U —> U, et ol w est la forme de

connexion dont 1l'image réciproque par la section canonique de P' est a .
Au lieu d'appliquer les propriétés universelles & l'existence d'extensions
triviales, on peut inversement abaisser le nombre n de [19] en prouvant directe=-

ment l'existence de n-extensions triviales :

Etude ducas k =2 :

Localement, on peut toujours supposer E triviel : soit ( 01,02) une
base orthonormée de E . Puisque la dérivée covariante de la métrique doit &tre
& :
nulle, la connexion D sur E est définie par une l-forme & valeurs réelles

Y : ™(U) ——> R en posant Dy o, = v(X) . o, et Dyo , ==y (x) o 0

2 1
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Lemme IV. Do 3

Si y admet un facteur intégrant, D admet une 3-extension vectorielle triviale.

Considérons en effet le plongement adapté o« de E dans E3(U) défini

par

= . 2
a(ol) =rcos f.e; +rsinp.e, + /l-r . eq

- sin b.e, + cos e

a(a,) 2

ol €1» € €3 désignent les sections canoniques de E3(U), et ol r et o

sont des fonctions arbitraires U —» R .

Prenant obligatoirement pou;' N le fibré orthogonal & o(E) dans

-~
E3(U) » Py, e€st alors égal & la transposée Y de a ; et par conséquent,
1]

la matrice

ol> <D > |

9 %

ol

1
x %1

> < D >

02,02

el

1
x %1%

P . 1 . s s
définissant la connexion D~ sur E obtenue par projection de la connexion

S

naturelle & courbure nulle de E;(U), est égale 3

r cos r sin 9 l-r (Xr) cos 6 = (X6) r sin 6 -(Xe) cos @
. o] (Xr) sin 8 + (X8) r cos @ -(Xx6) sin 8
- gin @ cos 6 0
- (Xr) —= 0

V12
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0 -r(Xe)

r(Xe) : [}

Done, pour que ol =p , 11 faut et il suffit que y =-r 4 6.

On pourra donc choisir r et o de fagon que y =-r d 6 d8s l'instant que vy

admet un facteur intégrant.

Corollaire IV. D. b

Soit U une variété de dimension 2, P' —3 U un 0(2)=fibré principal et w
une connexion sur P' .

I1 existe alors un morphisme de (P',w) dans (vk,n-k . wk)

(I) - localement, avec n = 3

(II) - globalement, avec n =9

(III) - globalement, avec n =3 si (P',w) est analytique

N
et si P' est trivial,

Toute l-forme Yy sur une variété de dimension 2 admet localement

un facteur intégrant.

Suivant un procédé standard, on peut passer d'un résultat local & un
résultat global & condition de rultiplier n par p+l (si dim U 6 p)
(cf. (ig] ) , d'od (II).

La partie (III) résulte de IV. C. L.
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Remarques

1) avec k =2, p= r les nombres n de NARASIMHAN et RAMANAN sont

80 = 2k3(2p+1) dans le cas local et 240 = 80 (p+l) dans le cas global. On

les a donc améliorés.

2) On généralise ainsi le fait que, localement, toute variété riemannienne & deux

dimensions peut €tre isométriquement plongée dans R3 .

Cas d'une variété riemannienne

D'aprds le résultat de JANNET (g] cf. aussi E. CARTAN (2 |, on sait

qu'il est possible de plonger isométriquement (localement) toute variété rieman-
k(k+1)

nienne U de dimension k dans l'espace euclidien R 2,

On en déduit la

Proposition IV, D. 5

Soit P' —) U 1le fibré des repéres orthonormés adaptés 3 une structure rieman-
nienne sur une variété U de dimension kX . Soit w sa connexion de
LLEVI=-CIVITA,

)

I1 existe alors un morphisme de (P',w) dans (V o
_ kon=k *“ k

- localement, avec n = k_(l;_*'_ll
2
= globalement, avec n = ]((Lzﬂ)—

si si (P"U) est analytique

- globalement, avec n = k(l;*-l)

N
P' est trivial
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Remarque :

Avec k = p , les nombres n de NARASIMHAN et RAMANAN sont

2k3(2k+1) dans le cas local, et 2k3(2k+1) (k+1).

97
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DEUXIEME  PARTIE

Les fibrés i groupe structural variable

en Géométrie d'ordre supérieur
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Introduction

Il nous a semblé utile de rassembler et comparer différentes définitions

des connexions d'ordre supérieur.

On sait que définir une connexion sur un fibré principal équivaut 3
réduire le groupe structural d'un certain prolongement de ce fibré. Ainsi,
KOBAYASHIIT] a montré que la donnée d'une connexion linéaire sans torsion sur une
variété V revient & munir le fibré H'(V) des repdres d'ordre 1 de V d'une
structure de sous-fibré principal du fibré H2(V) des repdres holonomes d'ordre
2 de V (résultat étendu par P. LIEERMANN aux connexions linaires avec
torsion, & condition de remplacer H2(V) par le fibré ﬁg(V) des repéres semi-
holonomes d'ordre 2 de V). Tel est aussi le point de vue adopté par
BOURBAKI dans (_1] .

Toutefois, pour généraliser cette méthode et lui donner une pleine
efficacité, i1l apparalt nécessaire d'admettre des espaces fibrés dont le groupe
structural "varie" avec le point de base : c'est essentiellement ce que nous
avons voulu montrer dans cet article , passant entidrement sous silence certains
aspects plus géométriques des connexions (tels le transport paralléle infinité-
simal ou global, et les dérivations covariantes)..

Le chapitre I est consacréd des généralités sur les fibrés a groupe
structural variable (notion dlie & H. CARTAN [2] , reprise par J. FRENKLL (ﬁ] )e
En plus de généralisations immédiates de propriétés classiques des fibrés a
groupe structural fixe, on montre (th. 1 et 2) qu'un fibré & groupe structural
variable peut aussi s'interpréter comme un fibré i groupe structural fixe
(groupe "tordu"). (Le théoréme 1 ci-dessous admet corre corollaire le th. du par.
II.1 de FRENKEL ( [?] , n° 15, p. 1€9). D'autre part, une construction analogue

a4 celle de notre théoréme 1 est faite dans [i} a propos du prolongement

&

Q ______>CbV d'un fibré principal Q —> V dans le cas "non trivial").
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Utilisant alors 1l'outil ainsi introduit, on redéfinit dans la seconde
partie les connexions holonomes d'ordre m au sens d'EHRESMANN [EJ (et 1'on peut
considérer le théoréme 6 comme une généralisation i 1l'ordre supérieur et au cas
od Q n'est pas nécessairement un espace de repéres, du résultat de KOBAYASEI
rappelé précédemment). On montre d'autre part (théoréme 7). qu'une telle connexion
induit naturellement une A-connexion au sens de BOURBAKI [;] pour toute algébre
locale A de rang) m, et que réeiproquement toute Efa-connexion peut €tre

I

obtenue ainsi d'une fagon et d'une seule (ol R désigne 1'algdbre locale des

séries formelles i 1 indéterminée, tronquées & l}ordre m+l). On redériontre aussi
(théoréme 8) un résultat de NGO VAN QUE Bﬂ exprimant qu'une connexion holonome
au sens d'EHRESMANN sur un fibré principal O induit naturellement une sur con-
nexion holonome au sens de P. LIBFRMANN [8] sur tout fibré vectoriel T associé
& Q , et que réciproquement toute surconnexion peut €tre obtenue ainsi d'une
fagon et d'une seule lorsque 0 est l'ensemble de tous les isomorphismes d'espaces
vectoriels de la fibre type sur une fibre de E .

Dans la partie III, on réexpose (toujours 4 l'aide des fibrés & groupe
structural variable) la notion de ¢b ~connexion (BOURBAKI ﬁ] ), ol dﬁ désigne

un espace fibré en algdbres locales.

Le sujet est loin d'&tre recouvert ici. Fn particulier, nous n'avons
pas mentionné la généralisation au cas semi-holonome, lequel semble constituer
en fait le domaine naturel de la Géométrie d'ordre supérieur, Il y aurait
d'autre part beaucoup & dire du cas particulier des sous-fibrés principaux d'un
espace de repéres d'ordre arbitraire ("structures infinitésimeles" suivant la
terminologie d'EHRESMANN) : les prolongements de ces fibrés peuvent exceptionnel-
lement €tre considérés comme des fibrés principaux a groupe structural fixe ; on
y définit torsion et géodésiques ; et la torsion des connexions d'ordre supérieur
peut &tre utilisée pour redéfinir les obstructions successives A la platitude
d'une structure infinitésimale (GUILLEMAIN, STERNEERG [(] et STERNEERG,
SINGER [}O] ), généralisant le procédé utilisé par EFRNARD pour définir le
premier tenseur de structure (P. LIBERMANN et NGO VAN OUE nous ont signalé avoir

~

des textes en préparation i ce sujet).
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Cet article fait suite & la lecture d'un papier inédit de N. BOURBAKI
(1es "Pierres"), qu'il a bien voulu nons communiquer.

Nous l'en.remercions vivement.
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I - Espaces fibrés admettant un

"espace structural fibré en groupe"

Conventions

(1)

Soient V et F deux variétés différentiables' ', On notera §_v
(resp.?f; ) 1la catégorie dont les objets sont les espaces fibrés différentiables
localement triviaux de base V (resp. et de fibre type F ), et dont les morphis-
mes sont les applications différentiables se projetant sur l'application

identité de V (resp. et qui sont "stricts", c'est-d-dire induisent des dif-

féomorphismes de fibre sur fibre).

Pour tout fibré E et tout point x de la base V de E, Ex

désignera la fibre en x de E .

*
Si E (resp. E') est un objet de ng (resp.g.Fv ); on notera

E® E' le produit fivré (J (E » E',) de E et E': c'est un objet de
Fx P! xeV

Sy

Pour tout fibré principal Q —3V de groupe structural G (de Lie),
et pour toute variété M sur laquelle G opére différentiablement & gauche

par un homomorphisme de groupes R : G —3 Aut(M), on notera MQ{(G) [a]
(ou M. [Q] s'il n'y a pas d'ambiglité sur @ ) le fibré de fibre type M et

de base V , modelé sur Q & l'aide de la représentation@ .

(1) "gifférentiable" signifiera toujours : de classe C* .
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A - Espaces fibrés presque principaux

Soient G et L deux groupes de Lie, et g\: L —> Aut (G) un
homomorphisme de groupes de Lie. Soit R —3 V un fibré principal différentiable
de groupe structural L . (On écrira parfois en abrégé A(g) au lieu de

QM) . g)e

Le fibré modelé §= GS(L) [R_] posséde, en tout point x de V , une

fibre x canoniquement runie d'une structure de groupe de Lie isomorphe

(non canoniquement) & G .
Définition 1

G
Soit Q ——3 V un objet de §V .

On dira que 1l'on a muni Q d'une structure de "fibré presque principal" d'espace
structural‘vg , i 1'on s'est donné un morphisme $ de la catégorie 5[\/

-

¢: Q@& e) ———> Q tel que, pour tout point x de V , .g’x opére

4 droite sur Qx de fagon simplement transitive par l'application

cfx P ‘@x ———Q, dduite de § .

Soit G & L le produit semi-direct de G et L , ol la loi de

groupe est définie par :
(¥,2) (¥',2") = (¥ (N)g',a\") 7 £¥'€ G, ¥ AN e L

et soit Q—>V un fibré presque principal d'espace structural 5 = G$(L) R] .
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Théoréme 1

(i) QR R — V posside une structure naturelle de fibré principal différen-

tiable de groupe structural G é L, G ; L opérant & droite sur Q& R

de fagon suivante :
(qyr) (v,2) = (qex(y) , rod) ¥ (q,7) ¢ (QIE'R)x
V(y,x) & G § L
(r (y) désignant 1l'imege de y par l'isomorphisme r : G —'i—>‘gx).

G .
(ii) Dans la catégorie G- v Q est canoniquement isomorphe au fibré modelé

[y [ s 2 ~ o
G(G ; L) LQB R] , ol 1'on fait opérer G 5’{‘ L & gauche sur G en posant :

<lvd) yg>=v. RN g \{(y,x)ecé L, VgegéG

On définit un isomorphisme de G( L) k}, RJ sur Q en associant,

G

& la classe d'équivalence (g, (q,r) ) de (g, (aq,r) ) modulo G & L , 1'élément

q.r(g) de 0 . Cet élément q.r(g) ne dépend pas du représentant (g,(q,r) )

classe d'équivalence est en effet de la forme :

(<), a5, (ar) (v,0) )
Mais (vt = (A2 (Yot ) L et (< (v g, (aor) (vaA) ) =

O Y @), (aerty) L a0 ) ) = (', (2, £') )
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1yt

avee g' = A" g) ,a' =qer(y) , v =r 2.

Lyl e) = arly) < r(y" )

On a done - q'.r'(g') = q r(y) « rax~

a . rlyy 7t g) = qurlg)

On vérifie que l'application ainsi définie de G( L) [Qna R] dans

G

A=

S/

. . . [« N -
Q est bien un isomorphisme dans "} , d'ol le théorcme.
v

Remarques :

1°) Par cet isomorphisme, gx opére a droite sur (GG . 1 o R} )x de
R
la fagon suivante :
.
(gy (ayr) ) e g = (g o r 1 (cx) » (q,r) )
Ve, (ar) )€ty o pmR)), VoG x -
Rk

2°) si L est le sous-groupe de Aut(G) réduit & {Idc} . (3 est le fihré

trivial G » V

> V , et G=G&L.Ona OWR = Q et un finhré

presque principal d'espace structural (4 n'est alors rien d'autre qu'un fibré

principal de groupe structural G .

B - Fibrés modelés sur un fibré presque principal

Soit Q@ ——3 V un fibré presque principal d'espace structural % .

Soit ouc ——3> V un fibré localement trivial de fibre type M , et soit
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p ¢ -@a d/[: ——-}C)!\t un morphisme de la catégorie §V tel que, pour tout
point x de V , ﬁx opére & gauche sur On"f 5 per 1'application

Qx:%x‘cjﬂ’x —)c)ﬂ:xdéduitede )
Notons on = o%x % 1'espace quotient de C/u)xx Qx par
x

la relation d'équivalence (m,q)v (y=1 m, qy )

¥ (ma)g clx* Q

v vy € gx
Définition 2

L'ensemble O)P = U C){) x @2dmet une structure naturelle de fibré dif-
xeV

rérentiable localement trivial de base V et fibre type M . On l'appellera le
fibré de fibré-type 0’% » modelé sur Q par la représentation p , et on le
notera O!P=(’/n79(% ) [Q] (ou CM')ﬁ [QJ s'il n'y a pas d'ambigllité sur e ).

Cas particulier (K)

Supposons a) que ‘% = GX(L) [_R]
b) que clb = Mgy (R]

c) que G opdre différentiablement & gauche sur M par une application
(yom) ——— 3 <y,m> de Gug M dans M telle que
A<yym> = <Aly) , A (m) > .

On peut alors faire opérer “g}x 4 geuche sur J/I:‘x par une application
. -1 -1
et By s n) —> r<r (g) » r (mx)> (avec g € 'Q(x s mxedtx » T€ R)

il est clair que cette définition ne dépend pas de 1'€lément r choisi dans Rx .

On a alors :



I - Groupe structural variable 111

Théoréme 2 :

(i) ¢ & L opdre d gauche sur M par l'application

( (ys2)y m) ——> < v,1 (m)>.

D .
(ii) Les fibrés (‘)‘ = (‘/‘\0 Qlet M Q &I R| sont canoniquement isomorphes
4 (¢ ;\ L)
!

dans la catégorie @; .

On géfinit un isomorphisme de M ) [0_ BR] sur 0“9‘% [0] en associant, 3 la
R

classe d'équivalence m) de (my(q,r) ) modulo G & L, 1'élément
(r(m),q) de c)Px ( (x = projection de (q,r) ) &gal & la classe d'équivalence de
(r(m),q) modulo -gx . Cet élément de Ov:c ne dépend pas du représentant (m,(q,r))
choisi dans la classe d'équivalence (m, (q,r) ) : tout autre élénent de

cette classe est en effet de la forme ((Y.A)—l(m). (qyr) (y,1) ).

or (1) @) = 07 (7Y, ) () =t (7h), A7) > = a7

(qer(y), r A). Posons

n

Et (q,r) (y,2)

n*=2"<y ,m ,q"=q.r(y), rr=rai.

On a alors (r'(m'"),q") (r(a~t <Y-l.M> )y ar(y) )

(r <y, m>, qurly) ) = ( < r(y™), rm)> , qurly) )

et (r'(n'),a") = ( <r(y) )™, r(m)> , qurly) ) = (r(n), q).
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On vérifie que l'application ainsi définie de ”(G .

L) E]HR] dans OP

iy
est bien un isomorphisme dans {): H , d'oll le théordme.
v

Remarque :

si L= {14} , ( g est alors trivial et Q principal), c/n) est le fibré

trivial !Mx V—— V . Dans ce cas, OP n'est autre que le fibré rodelé
1 4] -

Revenons au cas général :

Théoréme 3

I1 existe une correspondance biunivoque canonique entre les sections différen-
tiables de 0P= ok 4 LQ] et les morphismes ¥ de N dans c% (au sens

de la catégorie 153 v) qui vérifient :

€ (g) = (g7 . £(a) Ve, ¢, Ve q

A un tel morphisme ¥ , on associe la section ¢ : V ——-)op

qui, & tout point x de V , associe la classe d'équivalence ( ¥(q), q) de
(¢(q), q) modulo ‘5 x (cette classe d'équivalence est indépendante de

1'élément q choisi dans 0"4:)'
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C - Sous-fibrés presque principaux

Soit ’g = GQ(L) ER] un fibré en groupes de Lie. Soit I un sous=-
groupe de Lie de G invariant par Q , c'est=g=dire vérifiant Q (LY.R =H .
On en déduit un fibré en groupes de Lie %= H.X(L) [R] , qui est un sous=fibré

en groupes de ‘% en le sens évident suivant : il existe un morphisme 7
(au sens de la catégorie & V) de Y aans 9 tel que ’Zx identifie -%x

a4 un sous-groupe de Lie de %x en chaque point x de V.

Soit Q@ —— V (resp. P——> V) un fibré presque principal d'espace
structural % (resp. % ).

Définition 3

On dira que 1l'on a muni P d'une structure de sous-fibré presque principal
de Q , si 1l'on s'est donné un morphisme i (de la catégorie $V) de P
dans Q , vérifiant :

i(q.hx)=i(q)-'l,(hx) VxéV. 'quPx. thG gx .

( i définit en particulier une injection de chaque fibre Px dans la fibre
Q, correspondante).

De fagon habituelle, G opdére & gauche sur G/H par l'application

(v,8) e— 3 vy.+.g (o0 g daésigne, pour tout élément ¢ de G , la
classe 4 droite modulo H de g ).

D'autre part, puisque H est invariant par la représentation g de
L dans G , @ se factorise et permet de faire opérer L & gauche sur G/H
par l'application :

~~ o ~
(A 8) — Ag) YA€L  YTe Gy :



~
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T N~~——— —~ -
Puisque A(y) « A(8) = AM(y) . AMg)= AMyg)=Ar.vg

on est dans le cas particulier (K) du paragraphe B ; en particulier, ‘g x

LR] )x . On a alors le :

~

opdre & gauche sur (G

/B (1)

Théordme L

Les sous=-fibrés presque principaux de Q , admettant % comme espace structural,

sont en correspondance biunivoque canonique avec les sections différentiables de
C9/n 2 L1

Soit en effet P un tel sous-fibré presque principal : pour tout point

~
q de Qx , notons o(q) 1la classe i droite modulo %x d'un quelconque élément

g

~ . . P 3 . ” '/ P
. de ‘g x tel que a.g ¢ P (0(q) ainsi défini ne dépend pas de 1l'élément

- choisi). L'application T: Q -—;3/% ainsi définie vérifie

“o(q. yx) = (Yx)-l . 0(q) et définit par conséquent une section différentiable

o de ( ‘3/% )3 [Q] , en vertu du théordme 3.

Réciproquement, soit o~ une section de ce fibré définissant une ap-

plication T: Q ———> ‘5/1, + Soit P 1l'ensemble des éléments q de Qx

tels que 9(q) soit égal i la classe A droite modulo "Jézx de 1'élément neutre

de ﬁx : 1'ensemble P = (_/ Px posséde une structure naturelle de sous-fibré
" xe V

presque principal de Q , admettant 7€ corme espace structural. Les deux ap=~

plications définies sont inverses l'une de l'autre, d'ol le théoréme.
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II = Prolongements holonomes des espaces fibrés

Connexions holonomes d'ordre supérieur

Rappels sur la terminologie des jets et points proches (ef. [}] . [}]'et [é] )

(1)

et commutative A de dimension finie sur le corps R des nombres réels, dont
aucun élément n'est inversible, telle que A™ # 0 et A" 2 o, soit B

la catégorie dont les objets sont les algdbres locales de rang m , et les mor-

On appellera algeébre locale de rang m toute algébre associative

phismes les homomorphismes d'algdbre ( £l n'est autre que le catégorie des
espaces vectoriels réels de dimension finie). Pour tout couple d'algébres A et
B, on notera H(A,B) 1l'ensemble des homomorphismes d'algébre de A dans B .

Soit V une variété ¢~ et D(V) 1'algdbre des fonctions C* de
V dans R . Pour tout point x de V et tout entier m>»1 , Ix(V) désignera
1'algdbre des germes en x d'applications ‘£ € D(V) nulles en x , et Imx(v)
1'algcbre locale de rang m égale & Ix(v) o+l
(1, )

Pour toute alglbre locale A de rang n , on appelle A~point de V
proche de x tout élément de H(Imx(v), A).

() Cette définition est un peu différente de celle de EJJ : ce qu'on appelle

ici algdbre locale n'est que 1'idéal maximal d'une algébre locale au sens de
A. VEIL (WEIL considdre les homomorphismes d'algébres & &lément unité. Mais
il existe évidemment une équivalence naturelle entre les deux catégories

ainsi définies).
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Soient V une autre variété, f une application différentiable de V

dans ¥, x un point de V et y =f(x) son image par f . L'application
* . .

transposée f : D(W) —> D(V) induit par passages aux quotients une ap-

rlication jmx feH (Imy (v, Imy(V) ) appelée le n-jet de f en x .

Les points x et y = f£(x) sont appelés respectivement la “source" et le
"out" du jet.

On a réciproquement le :
Lerme 1

Pour tout élément ue E (Imy('.'l) . Imx(V) ) , il existe une application dif-
férentiable f : V—> VW telle que jmx f=u.

On posera mey(V,W) = H(Imy (w), Imx (v) ).

Soient ann 1'algdbre locale Imo(Rn) : c'est aussi 1'algdbre des séries

forrelles, 4 n indéterninées, sans terme constant, tronquées 2 l'ordre m+l .
On appelle vecteur tangent & V en x , d'ordre n et de dimension n
tout &lément de J’o“x(n",v) = H(I”‘x(v), R”’n) , c'est-ii-dire tout R"‘n - point de

V proche de x .
L'application £y qui, d toute application ¥ de g8 dans V s 8S=

socie 1l'application corposée f.¥ de R" dans V¥ , induit une application
b RR,V) — J”‘o y(ez",w) qui ne dépend que de j"‘x f.

On a réciproquement le
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Lemme 2

Pour n =1 , pour que deux applications f et f' de V dans V induisent
la méme application Jmo x('R,V) —_ Jmo ,y(R',w) , 1l faut et il suffit qu'el-

les aient méme mn-jet en x .

On pourra donc identifier le jet jmx f & l'application J'mo x(-Fl,V) _ Jmo y(R,w)
qu'il définit.
Si n est la dimension de V, les algdbres locales 'Rmn et I"’x(v)

sont isomorphes (non canoniquement) : un isomorphisme 2z : Rmn —= Imx (v)

s'appelle un m-repdre de V en x . L'ensemble H(V) des m-repdres de V
possdde une structure naturelle de fibré principal de base V et groupe struc-

tural le groupe Lmn des automorphismes d'algébre de Rmn « La fibre en x du

fibré modelé ('Rmn)(Lm ) [H“(v)] s'identifie naturellement 2 Imx(V). Pour toute
. n

algébre locale A de rang n , Lmn opdre naturellement & gauche sur H(\Rmn, A)

et la fibre en x (AV)x du £ibré modelé v = H(Rmn ,A)( n [Hm (V)]
Lh

est l'enserble des A-points de V proches de x .

Toute algldbre locale A de rang n s'identifie de fagon naturelle

i H(R“"l, A). En particulier, Imx(V) s'identifie & J"‘x o(VsR).
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Pour tout fibré E —>5V, on notera J'E ——>V 1le fibré dont

la fibre (J"nli‘)x en un point x de V est l'ensemble des m=jets jmx ]

des sections locales s de E définies au voisinage de x ; on appelle

JUE 1e prolongement holonome d'ordre m de E .

A - Prolongement holoncme d'ordre m d'un fibré principal

Soit Q —> V un fibré principal de groupe structural I' . Posons

(%)

n = dim V, et soit G" = I le groupe de Lie des Rmn - points de I .

~

Le groupe Lmn opSre i gauche sur G , et le fibré modelé '%m =g"
(

(V)

n

(V)
L n)

admet comme fibre en x le groupe de Lie I des m=jets de source x

d'applications de V dans T .
.n .m .m .m
Posons j .8 . j g8 =5 (sg) vV is e(JmQ)x et

v jmx g€ (‘gm)x (o0 sg représente la section locale x — s(x).g(x)

de Q) : (gm)x opére ainsi & droite sur (J™ Q)x de fagon simplement transitive.

Lemme 3

Le prolongement holonome d'ordre m de Q , 7 —> V, poss&de une structure
naturelle de fibré presque principal de base V et d'espace structural ‘9 o,
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B - Prolongement holonome d'ordre m d'un fibré associé

Supposons que T opére différentisblement sur une variété M , et

soit E = My EQ] le fibré modelé associé. Par prolongement de l'application

B® &en )
. s . m ( n’ n
'« M —> M, on déduit une application G «x M — M par laquelle
m QRmn) m
G~ opere différentiablement & gauche sur M ; d'autre part, L n opére
®",)
aussi sur M , et de telle fagon que :
n m QRmn)
A < yym >= <X (y), A(m)> YieL , VyeG , V¥ me¢ M

On se trouve donc dans le cas particulier (K) étudié au paragraphe I.

m
m ® }
Notons (V) M le fibré modeléd ( ny n Efn(vi} (dont 1a fibre en x est

@)
" (V)

1'ensemble M des m=jets de source x d'applications de V dans M ).

Théoréme 5

o . (1) . . n
Le fibré modelé 1 [;' Ql est canoniquement isomorphe & J E (au
n

sens de la catégorie <] V)'

On @éfinit 1'isomorphisme dont il est question, en associant, 4 la

classe d'équivalence modulo (% m)x d'un élément (jmx Mo, jmx s) de

(I;:(V) J n n
. : PR .T . N P
M) (J Q)x s 1'81ément j x(s (v) ) de (7 E)x (ol s(u) désigne

la section de E définie par s (u) (y) = 1'image dc 1'é1ément u(y) de M
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par le difféomorphisme s(y) : M _&__>Ey .

C - Connexions holonomes d'ordre m que Q

m
En opérant (mn )r = G(m) » le groupe Lmn laisse invariant le

m
®,")
sous-groupe T de ' ° ' . Le ribré 'ﬁo =r . (H*(V) ) est le fibré
L
n

trivial T »« V —5 V : c'est un sous-espace fibré en groupes de gm .
Définition 5

On appellera connexion holonome d'ordre m sur Q tout espace fibré
principal K —>V de groupe structural I , muni d'une structure de sous-

fibré presque principal de I — V.

La restriction & K de la projection canonique J"Q —> Q &tant néces-

sairement un isomorphisme de fibrés principaux de X sur 0,

on peut encore appeler connexion holonome d'ordre m sur Q tout morphisme

de Q dans JBq réalisant  comme sous-fibré presque principal de J7Q .

Equivalence avec la définition 4a'EHRESMANN

D'aprés le théordme 4 du paragraphe I-C, on peut encore définir une

connexion holonome d'ordre m sur Q , comme une section différentiable du

fibré "973 . gm [J’“ Q] .
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Soit % y la variété des difféomorphismes ¥ de Q, sur Qy qui

vérifient ¥ (z.y) =¢(z) . v Vze 2 Y yer-.

L'ensemble ‘#x = L_J @x v est naturellement muni d'une structure de fibré
yeV

localement trivial de base V et de fibre type T . Soit ‘g’; la sous=-
variété de (J° \l‘x)x formée des m~jets des sections s : V —3 ¥ 5 telles

que s(x) soit 1l'identité de Q sur Q .

Théoréme 6
m
G, -

Le fibré / Q] n'est donc rien d'autre que le fibré des &léments

m
I1 existe un difféomorphisme canonique ‘% / .%m [Jm Q} x Sur
(é o

de connexion holdnome d'ordre m au sens d"EHRESMANN L4 .

Démonstration du théordme 6

Soit g une application Ve—>3 ' , et o une section locale de Q.
Au couple (g,0) on associe une section locale s de v ainsi définie : en
tout point y ol o est définie, s(y) désignera 1l'isomorphisme de 0, sur

Q;/ appliquanht o(x) sur o(y). gly). Il est clair que jmx s ne dépend que

de (jmxg, jm g) et méme que de la classe d'équivalence de (jmx g » jmx a)

n o sa s s e s m
modulo (-4’3 )x « On définit ainsi une application de (% )x x (J Q)x (g n)
x

sur (™ Yx)x s qui est en fait un difféomorphisme et dont la restriction &

me Vsl (JmQ)x (% m)x = (ﬁm/gg(gm) [J‘"QJ x ©5t un difféomorphisme

sur gmx ( e désigne 1'élément neutre de T ), d'oll le théoréme.
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. m . .
Equivalence avec les R ,-connexions au sens de Bourbaki

.. m
Rappelons (ef. [l] ) que, pour tout fibré principal q —3 V de
groupe structural T et pour toute algébre locale A, on nmunit canoniquement

A

LN Ay d'une structure de fibré principal de groupe structural Ap .

D'aprds Bourbaki, on appelle A-connexion sur ( tout sous-fibré princi-

pal ¥, — Ay ge AQ ___)AV , de groupe structural I' , possédant
en outre les propriétés suivantes :

(o

s . o . . o
a) L'image réciproque de Kl par la section canonique V - — AV de A'V

est égale au fibré 0O — V.
b) Vx¢g v, Vz¢ Qx s, 1l existe une section locale ¢ de Q, définie dans un
voisinage de x , vérifiant o(x) = z, et telle que l'application induite

A
o
(AV)x -\)(AQ)z de 1l'ensemble des A-points de V proches de x dans

l'ensemble des A-points de (O proches de z , soit un difféomorphisme de

A .y _ A A [ .
( ‘I)x sur la sous~-variété (I{l)z =Y ﬂ( Q)z de ( Q)Z « [I1 est clair que

la projection Ay (1’1)z —_ (\AV)x définit alors le difféomorphisme

inverseJ .

Théorime T

(i) 1a donnée d'une connexion holonome d'ordre n sur @ définit canoniquement

une A=connexion sur 7 pour toute algébre locale A de rang > e
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(ii)Réciproquement, pour A = (RII , toute R’;-connexion sur Q peut &tre

définie ainsi & partir d'une connexion holonome d'ordre m sur Q
d'une fagon et d'une seule.

Soit K V un TI=fibré prinecipal, sous-fibré presque principal de
-‘._} 9

M ——3V . Pour tout point z de Q , notons K, 1l'image de z par 1l'iso-
morphisme canonique de Q sur K : il existe une section locale o de Q ,
n

définie au voisinage de x = m(z), telle que K = J x 0 qui est un homo-

. 0o r o '
morphisme d'algébre Imz(Q) __;.I’"x(v) « A tout A-point x' de V proche de
x {x': Imx(V) ——3 A), associons le A-point de 0 proche de z égal &
x' . Kz . Soit Kl la sous=-variété de (AO,) formée des éléments x' . K, »

fibrée au~-dessus de Ay par l'epplication x' . v, —3x' (1'application

s . 22 pe . A
x' — x’.Kz est injective). On vérifie facilement que Kl NEEEEEEN
A A
est un T-sous-fibré principal de "Q —L—) V  satisfaisant aux propriétés

d'une A-connexion.

.

Réciproquement, soit K — AV une A-connexion sur Q : pour tout point =z
de Q , il existe donc une section locale o de Q , définie au voisinage de

. . ¢ pod . A A A
x = o(z) , induisant un difféomorphisme o de ( V)x sgr (Kl)z= Kl n( Q)z.

D'aprds le lerme 2 (rappels au début de la partie II), le difféomor=-

phisme précédent détermine entiérement jmx o pour A = lle . Posons alors

K, = jmx o : l'enserble K des K, est muni naturellerment d'une structure de
I fibré principal, sous-fibré presque principal de J™0 —3 V, et K est

1'unique connexion d'ordre m induisant K o d'ol le théoréne.
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Fquivalence avec les surconnexions holonomes d'ordre m au sens de

P. LIEFRMANN (résultat de NGO VAN OUE [9] )

Soit 51 : I ———5GL(M) une représentation linéaire de I dans un
espace vectoriel M de dimension finie, et soit E = M a(r ) [QJ le fibré

vectoriel associé.

Rappelons (cf. [f-ﬂ ) que J'E —> V est un fibré vectoriel dif-
A
férentiable, et que la projection naturelle p : J"E — 3 E est linfaire sur

chaque fibre.

(1)

N
P. LIBERMANN" tout relévement de p , c'est-d-dire tout homomorphisme (au sens
‘ i 3 . 3 0’ » . .
de :}*v), injectif linéalre sur chaque fibre, ?: : E -——)JnE, tel que

On appellera "connexion holonome d'ordre m sur E au sens de

; . 1= IdE . NGO VAN QUE a démontré dans (91 que cette définition équivaut
(lorsque I' = GL(M) ) 3 celle d'une connexion holonome d'ordre m au sens

A'EHRESMANN, D'aprés le théoréme 6 ci-dessous, il revient au méme de démontrer le

Théoréme 8

(i) Il existe une application canonique de l'ensemble des connexions holonomes
d'ordre m sur Q au sens de la définition 5, dans l'ensermble des con=-

nexions holonomes d'ordre m sur E au sens de P, LIBERMANN

(ii) 5i la représentation /}l : " ——> GL(M) est fidéle, 1'application pré-

cédente est injective.

(iii) si T = GL(M) (et si (k? est 1l'identité dans T ),l'application précédente

est bijective.

On appelle ici "connexion" (resp. "sous-connexions", ce que P. LIBERMANK ap-

pelle "sur connexion" (resp. "connexion").
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Soit en effet i : Q + J° Q une connexion holonome d'ordre m sur Q . Soit
eckE . Choisissons alors un €lément q arbitraire de Q et un élément m de
M (nécessairement unique si R est £idSle) tel que e soit égal & la classe
d'équivalence (q, m) de (q, m) modulo T , Soit o une section locale de Q
telle que i(q) = jmx o(o(x) = q) , et soit s 1a section locale y - (o(y), m)
de E (s(y) =e) . Le jet jmx s de cette section ne dépend que de i et e , et
1'application ite » jmx 8 ainsi définie est une connexion holonome a'ordre

m sur E au sens de P, LIBERMANN, d'olu la partie (i) . Les parties  (ii) et

(iii) se vérifient alors sans peine,

~

2&me Partie : Les fibrés & groupe structural variable

III - Généralisation aux &= prolongements

(d'aprés N, BOURBAKI)

Soit R + V un fibré principal de groupe structural L , et
R: L -+ Aut A un homomorphisme de groupes de Lie, de L dans le groupe des
automorphismes d'une algébre locale A , En tout point x de V , le fibré
p . . sy
modelé A= ApL) [R] admet une fibre A, canoniquement munie d'une structure

d'algébre locale isomorphe (non canoniquement) & A .

Supposant A de rang m , et V de dimension n , on fait opérer &
geauche le produit direct de groupes L x Lmn sur (f(‘nn, A) en posant :

‘()‘,l—),u>ﬂﬂx),u,t'l Viel, V!.chn VuCH(Rmn,A),
La fibre en un poin;, x de V du fibré modelé
K = w®, Mg ) [RRE"W)]

est alors égale & l'ensemble des ubx-points de V proches de x .



~
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Pour tout fibré principal Q v oae groupe structural T ,

BOURBAKI appelle Arprolongement de Q le fibré NQ—A—."»'AVI (od A} désigne
1'image réciproque par n du fibré A, ) dont la fibre en un gAk-point x' ge
V proche de x est égale & 1l'ensemble des ‘A&-points de Q , proches d'un point

de Qx s sur projetent sur x' par " n .

Par prolongemenf. de R: L -+ Aut A, on déduit un homomorphisme de
L dans le groupe Aut(AI‘) des automorphismes du groupe de Lie Ap , et le fibré
modelé en groupes G = (AI‘)L [R] admet comme fibre en un point x de V 1le
),

groupe de Lie o Notons Gp 1l'image réciproque de G rer la projection

canonique p : - VvV,

Théoréme 8
!
Le fibré 'A’Q ->‘A’V admet une structure naturelle de fibré presque principal

d'espace structural (9 p) -~ % .
Définition 6

On appellera Asconnexion sur Q tout espace fibré principal X - ‘A(J , de
|}
groupe structural T , sous-fibré presque principal de A Q - 'Aﬁ s Vérifiant

en outre les conditions suivantes :

1°) L'image réciproque de K -+ ‘A‘I par le plongement canonique
o, :V - J&? est égale au fibré Q -+ V , (co(x) désigne 1'homomorphisme
nul de I" (V) dans A).

2°)Vxev, Vze Q » il existe une section locale ¢ de Q , définie dans

un voisinage de x , vérifiant o(x) = z , telle que l'application
(4\3‘)

-1 .

P (x)= (‘A\')x des con-pomts de V proches de x sur la variété Ki
des Jox -points de Q proches de z qui sont dans X . (le difféomorphisme
inverse Kz - ('A‘I)x est alors égal & 1'application induite par 'A% )e

Q

g: p'l(x) -+ 2z soit un difféomorphisme de la variété
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Cas particulier Jo= I™(V)

Supposant maintenant .on = Imx(v) en tout point x de V , il existe
un plongement canonique o, de V dans V autre que o  : c'est celui qui,
& tout point x de V , associe 1'homomorpnisme identité de I x(V) sur lui-

-

meme,
Théoréme 10

(i) L'image réciproque par o, du fibré presque princiapl ‘NQ - ‘MI est
égale au fibré presque principal (J® Q) -+ V.

(ii) Pour toute I®(V)~connexion X sur Q (qui est en particulier un sous-
|
fibré presque principal de "A'Q > ‘Aﬂ} 1'image réciproque de X par

o (qui est en particulier un sous-fibré presque principal de

J®Q + V) est une connexion holonome d'ordre m sur Q .

Ainsi, toute I™(V)-connexion sur Q définit canoniquement une connexion holonome
d'ordre m sur Q , et définit a fortiori une A-connexion pour toute algébre

locale A de rang 3 m ,
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