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8 1ère Partie

INTRODUCTION

On connaît le théorème de J« NASH affirmant la possibilité de plonger
isométriquement toute variété riemannienne dans un espace euclidien de dimension
suffisamment grande (problème déjà considéré localement par E. CARTAN et M» JEANNET).
Il en résulte que la connexion de LEVT-CIVTTA d'une variété riemannienne peut
toujours être induite (en un sens à préciser) par une certaine connexion plate.

Nous nous sommes intéressés ici à la généralisation d'une telle situation,
et montrons en particulier, que dans le cas d'un groupe structural compact, toute
connexion peut être induite par une connexion à courbure nulle. Le principe de la
démonstration consiste à étudier le cas particulier de la connexion canonique d'une
variété de Stiefel généralisée, et à utiliser le théorème de M.S, NARASIMHAN et
S. RAMANAN affirmant le caractère universel de cette connexion canonique dans le
cas du groupe orthogonal •

L'essentiel de ce travail est localisé dans les chapitres III
(paragraphes B et C) et IV•

Chapitre 1 ; Rappels sur les fibres vectoriels réels différentiables

Soient E——^ U un fibre vectoriel de base U et fibre type M ,
x un point de U , et e un élément de E • Dans la pratique, on sait qu'il
est souvent commode d'exprimer e par ses coordonnées relativement à un repère
de E : cela revient à se donner un isomorphisme d'espaces vectoriels M—^—> E
(c'est-à-dire un point Ç de la fibre P du fibre principal P associé à E)

Tet à définir e par son image Ç~ ( e ) dans M •
Le choix d'un repère Ç particulier étant généralement considéré comme

peu élégant, on préférera n'en fixer aucun et définir e par la fonction
f̂ : p ———^ M qui, à Ç , associe

cette fonction, qui vérifie
f̂ : p ———^ M qui, à Ç , associe Ç ( e ) (étant bien entendu que

t ( ç g) ' g'1 î fC ç ) V S ç \ , V e e (îi-(M),
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est entièrement déterminée par sa valeur en un seul point)» II revient au même
de considérer E comme l'espace quotient de M x p par la relation d'équiva-x — x
lence ( m , ç )/v (g"w, ç g) ^ g ç GL(M) (on reconnaît l'origine de la définition
d'un fibre de fibre type donnée, modelé sur un fibre principal donné).

Ainsi une théorie de Géométrie différentielle aura généralement deux
expressions :
- l'une» en termes de fibres vectoriels ^/ , sera souvent plus géométrique,
- l'autre, en termes de fibres principaux, correspondra simplement à la façon
moderne d'exprimer la théorie avec des coordonnées»

Dans ce premier chapitre, nous nous proposons essentiellement de rap-
peler quelques définitions et détails techniques relatifs à cette dualité d'expres-
sion» Pour toute démonstration, on pourra se référer en particulier à
BERNARD [l] , KOSZUL [ld, LICHNEROWICZ Ce] et NOMIZU (JOJ.

Chapitre II : Connexions induites sur les fibres principaux

Toute connexion sur un G-fibré principal ^ induit de façon naturelle
une connexion sur tout sous-fibre principal de groupe H, pourvu que G/H soit
un espace homogène réductif (par. A ) » On définit aussi les formes de plongeoent.

La donnée d'une connexion sur le produit fibre PBB P* de deux fibres
principaux P et P' de même base U, est équivalente aux données d'une con-
nexion sur P et d'une connexion sur P' (par» B)»

Dans chacun des exemples étudiés au S C, on s'efforcera d'interpréter
géométriquement les formes de plongement :
- dans le cas d'une G-structure définie par un tenseur t, la forme de plongement,
relative à une connexion linéaire, définit la dérivée covariante de t par
rapport à cette connexion»

- dans le cas d'une connexion de CARTAN, la forme de plongement est la forme de
soudure de l'espace de repères associé à cette connexion»

(l) ou, plus généralement, en termes de fibres non principaux
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- pour un espace de MINKOWSKI, la forme de plongement mesure "l'écart" de cet
espace avec un espace euclidien.

« pour un espace homogène réductif, la forme de plongeaient est la forme fondas
mentale d'espace de repères sur le H-fibré principal G ————> G/H.

Les résultats des §A et B sont essentiellement contenus dans [23j et

ont été retrouvés indépendamment dans [$j, [l^®^ |iy •

Pour le §C, voir aussi (liste non exhaustive) :

- BERNARD [l] , GOETZ [6j et LICHKEROWICZ |l6] p. 237 pour l'exemple 1,

- EHRESMANN [Vj , LICHKEROWICZ (l6J , et NOMIZU p. 73 " " 2»

- GUILLEMAIN [7] " " 3 .

- LICHNEROWICZ [17] , p. kQ et NOMIZU [21] " " ^,

Chapitre III : Connexions induites sur les fibres vectoriels

Après une étude géométrique des lois de dérivation sur les fibres

vectoriels qui sont somme de WHITNEY de deux sous-fibres vectoriels ( S A ) , nous
montrerons que sa transcription en ternes de fibres principaux (§ B) fait inter-
venir des situations qui forment successivement :

- un cas particulier de II-A (où G est ici un sous-groupe de GL(n,R) et
H = G ̂  (GL(k, R) M GL(n-k, R) )

- et un cas particulier de II-B (où H est le produit direct H ' x H" avec

H' = G^(GL(k,R) x {I}) et H" = G ^ f { I ) x GL(n-k, R) ).

Au § C, nous expliquerons comment la connexion canonique d'une variété

de Stiefel s'interprète dans ce cadre, donnant de cette connexion une nouvelle

définition plus géométrique que les anciennes (cf. S. KOBAYASHI [9] «
NARASIMHAN et RAMANAN [19] et TAKIZAWA J23J ).

Au § D, nous étudierons l'exemple important, convenablement généralisé,

des sous-variétés d'une variété pseudo-riemannienne.
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Chapitre IV : Extensions triviales d'une connexion

L'espace homogène G/H étant supposé réductif» et un supplémentaire cffv

de H dans G (stable par ad(H) ) étant donné, nous avons déjà montré que la

connexion canonique (*» sur le H-fibré principal P : G ———> G/H est induite

par la connexion naturelle à courbure nulle du G-fibré trivial G x G/H ——> G/H

obtenu à partir de P par extension du groupe structural. On verra que u

joue en fait un rôle universel parmi toutes les connexions sur un H-fibré principal

P, qui possèdent une telle "G-extension triviale" (SA).

Nous avons déjà montré que la connexion canonique D du fibre vectoriel

E" ———^ G. , est obtenue par projection (parallèlement à E11 ,) de la con-

nexion naturelle à courbure nulle du fibre vectoriel trivial

R11 x G. . ———^ G. , (cf. III-C). En fait, D est universelle parmi toutesK.n—.K &,n—&
les connexions D sur un fibre vectoriel E, possédant une telle "n-extension

triviale". On retrouve ainsi, de façon particulièrement simple, un résultat de

S. KOBAYASHI i"9j relatif aux variétés riemanniennes de dimension k immergées

isométriquement dans l'espace euclidien R" (§B).

Interprétée en termes de fibres principaux dans le cas où G Ç OI»(n» R)

et H = H' x H" = Gn[GL(k, R) *• GL(n-k, Ry, l'existence d'une n-extension triviale

de D est une propriété moins forte que l'existence d'une G-extension triviale de

la connexion (*) correspondant à D sur le H'-fibre principal associé. Toutefois,

localement, ces deux propriétés sont équivalentes (§C).

Dans le cas G = 0(n), un théorème de NARASIMHAN et RAMANAN D-9]

prouvant le caractère universel de la connexion canonique îr du fibre universel

E11 ——^ G. . (pour n assez grand) permet de montrer l'existence d'une

n-extension triviale de toute connexion à groupe d'holonomie compact. Réciproque-

ment, prouvant directement dans certains cas l'existence d'une n-extension triviale,

on peut améliorer le résultat de f^l en abaissant n (§D).

Une partie du contenu de ce chapitre est résumée dans [l3^ et [l^ •
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Notations

Les variétés, espaces fibres et applications considérées seront toujours
supposées différentiables de classe C" (et exceptionnellement analytiques)»

Si W est une variété, on notera :
T (W) l'espace vectoriel tangent à V en un point x de W »
D(W) l'anneau des fonctions différentiables sur W à valeurs réelles,
T(W) le fibre vectoriel tangent à W ,
T(W) le D(W) - module des champs de vecteurs différentiables sur W .

Plus généralement, si E———^W est un fibre vectoriel différentiable,
on notera E le D(W) - module des sections différentiables de E •

fSi U ————^V est un morphisme de variété, si « est une forme dif-
férentielle sur V .et si A—^V est un fibre (principal ou vectoriel) au-des-
sus de V, on notera :
A la fibre de A en un point x de V
Af le fibre de base U image réciproque de A par f ( (Af) a A,./ \ )
«f la forme sur U image réciproque de « par f •

Si f est un plongement régulier de U dans Y, on écrira parfois
A ( U (resp. ̂  | U) au lieu de Af (resp. ̂  f).

Si G est un groupe de Lie, on notera G son algèbre de Lie*
Si H est un sous-groupe de Lie de G, et si cfw désigne un supplé-

mentaire de H dans G , on notera a- et au , les projections sur H— — 2, <î<b —
et sur ofc (parallèlement à oR» et H ) d'un élément a de G •



Notations 13

Si P ———> U est un fibre principal différentiable de groupe struc-

tural G (on dira en abrégé : un "G fibre principal") et si S( : G——>> A ut M
est une représentation de G comme groupe d'automorphismes d'une certaine

variété différentiable M , on notera M^. [pj (ou M,, [ Pj s'il n'y a pas
d'ambiguïté sur S. ) le fibre (1) de fibre type M modelé sur P .

Si P' ——> U est un G'-fibre principal différentiable, on notera
P S P' le produit fibre de P et P' : c'est un G ^ G' fibre principal dif-

férentiable de base U, défini comme la sous-variété de P x P' telle que

(P CS P')^ s P^ " P'^ (G *« G' opérant à droite de façon naturelle).

Si M est munie d'une structure de type S plus fine que celle de variété

différentiable, et si G préserve cette structure quand il opère sur M
par S. , chaque fibre de M o [̂  P^ admet une structure naturelle de type S

isomorphe (non canoniquement ) à celle de M - Par exemple, si M est un espace
vectoriel réel de dimension finie, et si ÎR est une représentation linéaire»

M ^(ç) C p-] est un fibrê vectoriel réel différentiable •
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Chapitre 1 Rappels sur les fibres vectoriels

réels différentiables

A - Opérations sur les fibres vectoriels

B - Formes différentielles à valeurs dans un fibre vectoriel

C - Connexions

D - Différentiation extérieure
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A - Opérations sur les fibres vectoriels

Tous les fibres vectoriels considérés seront supposés réels et diffé-

rentiàbles•

Soient P——>U (resp. P'——>U) un fibre principal différent table

de groupe structural G (resp. G') , M (resp. M') un espace vectoriel réel et 5(.

(resp. S^ ) une représentation linéaire de G (resp. G') dans M (resp. M').

Si P' s P , l'application Ç ————^ (Ç,Ç) de P dans P ET P

permet d'identifier P à un sous-fibre principal de PS P ( G étant identifié

à un sous-groupe de G x G par l'application diagonale). Qi-S désigne une

représentation linéaire de G « G dans un espace vectoriel N , et si ̂

désigne la restriction de ~f à G , les fibres vectoriels N ̂ jp,^ [p QB p]
et N [pi sont canoniquement isomorphes ; on conviendra de les identifier.

^w

1°) Produit tensoriel ̂  de 2 fibres vectoriels

Notons sK^â^ la représentation linéaire de G x G' dans M ^8 M'

définie par ( ^ 8»^) (g , g') » ^ (g) ® 5^(g').

On appellera "produit tensoriel" des fibres E = M [p] et E» = M' JP^

(et l'on notera E ̂  E') le fibre vectoriel 3!^

(M ® M') [? 09 P'"|
IR (^^ )^0

Proposition I. A.l

(l) Pour tout point x de U , il existe un isomorphisme canoniaue
<\,

d'espaces vectoriels * : E ^ E' —"•——^ (E ® E ' )x x p x x

(1) II ne s'agit ici que de produits tensoriels internes
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(il) II existe un isomorphisme canonique de D(U) -modules

» : E ^ E' ^ ). E® E' défini par la condition :
^ D(U) ^ ^——

( * (s « s') ) (x) » ̂  (s(x) « s'(x) ) V s^ JL

V s» J3^
^ x ç U

Cas particulier P « P*

Si o< (resp. iH ) est une représentation linéaire de G dans
M (resp. H') et si ,9̂  désigne la restriction de âî e>5i/ à G identifié
à la diagonale de G » G, on déduit des remarques préliminaires de ce paragraphe
que

les fibres vectoriels ( M ® M').. Vp] et (M ̂  M» ) fpapi
îo- SL^^ L J

sont les mêmes»

(On notera désormais encore <A- ® 9s la représentation <â\ )•

2°) Somme directe / (ou somne de Whitney) de 2 fibres vectoriels

Notons ÎR^X la représentation linéaire de G n G' dans M ̂  M»
définie par

<( 9.^ S/ ) (g. g') . m + m»> » <S(g).m> + <$/(gt), m'^

V (g» 6') € G < G» , V m + m* é M ® M'

On appellera "somme directe" ou "somme de Whitney" des fibres vectoriels

E » M g [̂P] et E' » ÏJl^^^] (et lton notera E <£> E») le fibre
vectoriel (M ® M» ) FP Bl P' 1 .

â®^ -" J

II ne s'agira que de sommes directes internes
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Proposition I» A, 2

( I ) Pour tout point x de U , il existe un isomorphisme canonique d'espaces
vectoriels r̂  : Ê  ® E'^ ———^ ^ (E ® E' ) .

(II) II existe un isomorphisme canonique de D (U ) modules

r : JL Œî Jl ^ > E ® E» , défini par la condition

( r(s+s') )^ s r^ (s(x)+s'(x) ) V sç JB^ Vs'ç ̂ t V x^ U

Si P a P» , jî  désignant la restriction à la diagonale de G G de

la représentation 3^3^ , il résulte des remarques préliminaires que

les fibres (M + M ' ) [p] et (M (^ M» ) - fP 81 P 1ai se>sf L J

sont les mêmes

(on notera encore £\©j\ la restriction S- ).

3°) Puissances extérieures d'un fibre vectoriel

Notons S A la représentation linéaire de G dans ^ M défininie
par

r
< ( A ,9s ) (g), m^ A ... A m .̂ > » Â(g)n^ A A(g) m^A ... A ^(g)m^.

Y g C 0 » ^ m ^ A . . . A m ^ ç ?M

On appellera "puissance extérieure r161188** du fibre vectoriel

E = M g . [ P J , l e fibre vectoriel (noté î E) égal à

( î M) ^ [p] .

A5^
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Proposition I. A, 3

(I) Pour tout point x de U, il existe un isomorphisme canonique

^ d'espaces vectoriels de A (E ) sur ( A E) •

(II) II existe un isomorphisme canonique ^ de D(U) -modules de

r r
A E sur A E • Cet isomorphisme est défini par la condition :

^ (s^ A ... A s^) (x) = ̂  (s (x) A • • • A Sp (x) )

^/s^.....s^ ̂  Vx ê U .

^°) Fibre dual d'un fibre vectoriel

Si 5\. est une représentation linéaire de G dans un espace vectoriel M ,

on notera S\* la représentation linéaire de G dans le dual M^ de M»
définie par :

^ (g) » t â(<T1)

( < ̂  (g) u , m > = <u» (S. (g'"1^ > ^ g ç G , V m ç M , V u ê r M*1)

On appellera "fibre dual" du fibre vectoriel E » M [pj , le fibre

vectoriel M ^p1 • On le notera E^ •
ô\

Proposition I. A. h

(I) Pour tout point x de U, il existe un isomorphisme canonique 9

d'espaces vectoriels de (E^)^ sur (E^) .

(Il) II existe un isomorphisme canonique 8 de D(U) -modules de (E)^

sur E^ . Cet isomorphisme est défini par la condition :

( 9(a) (x) = 9^ (a^) ^ a € JL"^
^ x C U
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^
(où a désigne l'élément de (E ) défini parx —
<a 9 m> a valeur en x de <a , m > y m^ E ,
"m désignant une section quelconque de E prenant en x la valeur m ) •

5°) Fibre vectoriel adjoint

Si & est une représentation linéaire de G dans M , c^ ^'X est une

représentation linéaire de G dans E n d M = M ® M .

On appellera "fibre adjoint" d'un fibre vectoriel donné E = M ̂  (_Pj le

fibre (E ndM) ^y ^ [pj = E*^ E (on le notera E ndE).

Combinant les propositions 1 et T d'une part, 2 et 8 d'autre part, on voit

que les espaces vectoriels (End E) et End (E ) sont canoniquement isomorphes

ainsi que les D(U) -modules End^yx E et ^^5 •

On vérifie aisément que :

3^®^ est la représentation adjointe de G dans End M •

6°) Les foncteurs modelage et section

Notons Gy ^ catégorie des fibres vectoriels différentiables de base U

(avec, pour morphismes, les applications dont la restriction à

chaque fibre est linéaire sans être nécessairement un isomor-

phisme de fibre sur fibre)
V»

Ow la catégorie des D(U) -modules

^§,, la catégorie dont les objets sont les couples (M,̂  ) où M

est un espace vectoriel réel et où S, est une représentation

linéaire de G dans M , et dont les morphismes de (M, 90

dans (M' .â^ ) sont les applications linéaires u de M dans

M' vérifiant &^(g) . u = u . ^ ( g ) V g ^ G

(on dira en abrégé qu'une telle application linéaire est

"permise" ).



20 1ère Partie : Quelques propriétés des connexions induites

Soit P un G-fibré principal différentiable de base U .

On vérifie aisément que le modelage sur P définit un foncteur A/., de la
- ^ . vi. - - . . ^ 1 r

catégorie 6- dans la catégorie Ç,?U •

pp (M. A ) - M ^ [P]

Vp (u) est l'application de M [p] dans M^ [p 1 définie par

Vp(u) (q(m.ç)) - q» (u(m).ç)

(où q et q.' désignent les applications canoniques

M x P ——^ M f P"1 et M» - P ——> M' . \^\ )
9. -1 A' L J

Remarque : si u est une application linéaire permise injective, pp(u) est
une injection» Plus généralement, pp est un fondeur exact»

cfc
On définit aussi de façon évidente un fondeur a de ^ .. dans

.. en posant :

o..(E) " E pour tout fibre vectoriel E

( OT/^ ) o» f o o pour tout morphisme f de E dans E'

Soit â^ une représentation linéaire de G dans M • On en déduit une
représentation linéaire 9\ de ^ dans M • Soit ad la représentation linéaire
adjointe de G dans G • L'application $ de G dans End M est une ap-
plication linéaire permise de (G , ad) dans (End M, 3t̂  ® ̂  ).

Proposition î. A. 5

On en déduit un homonorphisme Up (^ ) àe (^ , fpj dans End(M l 1 ^ ) »
3\

Si S^ est fidèle» pp ( $ ) est une injection.
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T°) Conventions

Désonnais» on conviendra toujours d'identifier

E g> E' à E <g> E' et (E ^ E» ) à E ^> E'
———— ^ D(U) " x x B x

E ® E ' à J^ <S) JS^ et (E OE') à E 0 E»

îî E à ^ JE_ et ( ^ E)^ à ^ (E^)

E ^ à (E^ et (E^ à (E^

£ ^ L^ 1 EL un sous-fibre vectoriel de End E, du moins lorsque ^ est
fidèle.

B - Formes différentielles à valeurs dans un fibre vectoriel

Soient ^ P un fibre principal (différentiable) de groupe G et de base U ,

^ une représentation linéaire de G dans un espace vectoriel

réel M ,

E = M fp j le fibre vectoriel associé,

R(U) le fibre principal des repères linéaires de U

\ (où l'un de ses sous-fibres principaux)

On appellera p-forme sur U à valeujs dans E un élément du

D(U) - module A (T (U) ) (^ E , c'est-à-dire une application D(U)-p-linéaire
——" D(U) ^

alternée a qui, à p champs de vecteurs X -...»X - ç T(U) , associe
0 P——J. fW^MMM,

une section o i (X . . . . ,X , - ) Ç E •o y^-^ -^v^
p p

On notera A (u* E) le D(U)-module A (T(U) ) ^ E .
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En tout point x de U, on en déduit naturellement un élément
P ^

^ • /m /TJ^ ) -̂k
x v: x ® E . L'existence de l'application x ———-^ a nous

(R x x

suggère de considérer a comme une section d'un certain fi'bré vectoriel» On
déduit effectivement, des propositions 1 à 8 de 1 - A le

Théorème !• B« 1

II existe un isomorphisme canonique a ————> ï de D(U) -modules de

î (T(U) ) <8 E sur ( ? (R^g) M) [p(U) B pj
<<N<WW^ D(U)^ \ J< / _

II existe un isomorphisme canonique d'espaces vectoriels de

? ( T ( U ) ) ® E sur ( ( ? ( R^O M ) fR(U) S p7\ et
x ÏR x V^ (R / -î/3'

a(x) est l'image de a par cet isomorphisme •

Correspondance entre formes sur U à valeurs dans E, et tonnes tensorielles
de type 5\ (G) sur P à valeurs dans M ;

P
Notons A ^ (P» M) le D(U) -module des p-formes B sur P

S^(G)
à valeurs dans M , vérifiant V d^Ç » • • • » d -Ç ç T (P) et V gç G :

Ig(d Ç , •.., d ,Ç ) s 0 si l'un des vecteurs d.Ç est vertical

B^ç-e..... ^ç-e) s A (s"1) eC^ç . • • •» dp.i ç) •

Théorème !• B, 2

X ^
II existe un isomorphisme canonique a ____"—> a ^e

P P
D(U) -modules de A (U,E) sur A (P, M) .

^(G)
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P
Notons TT la projection P —— .̂U • Soit a ç A (U, E).

On définit une p-forme ï sur P à valeurs dans M , en posant :

0(^0 » • • • » S)-!̂  ^ s ç" "^ ̂  » • • • » ff S)-!̂  ^

(ç est un isomorphisme M »• ^ E ).
^ç

P
II est immédiat de vérifier que î ç A (P ,M) et que l'application X

ainsi définie est un isomorphisme.

Dans le cas particulier p = 0 ,

À définit un isomorphisme de D(U) -modules de E sur l'espace0 M^
o
A (P»M) des fonctions différent tables \£ de P dans M vérifiant

^(G)

Ï(ç g) s (g"1) !£(ç) V ç € P \ /6<E G

Combinant les théorèmes I. B» 1 et 2, on en déduit le

Corollaire I. B> 3

P P
Les D(U) -modules A (U, E) et A (P»M) sont canoniquement isomorphes à

r? , -n^ ^ À - -^(G)(- ' "°)* î "). [,(.)»,]|R(u)a

et à A,, (R(U)B P. ^ ( ̂ f ® n)
<î fr.T.rn. in w r.^ v / IR /

ri inVU/BB r, A V n / <0»
^(GL(n. R ) x G ) v / (R

:^(-A . désignant la représentation naturelle de G L ( n » R ) K G dans

^ ( R"?® M).
1R
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Si P » R(U), les D(U) -modules précédents sont encore isomorphes à

( î ( R11)* <2> M) ^ R(U) et à ^ (R(U) ^ ^ ( R^ (g) M^
ffl ^1 ai v (R '

(9, ° désignant la restriction de ^ à la diagonale de G L(n, R)x G L(n, R) ).
1 J-

Produits extérieurs

Soient P un G *• fibre principal différent table de base U

(M,&) (M ' .A ' ) et (M".^") trois objets de fç

et soit (m, m') ———^<^» m^ une application bilinéaire de M x M' dans

M" vérifiant :

< Ô( (g) m, ̂  (g) m'> = ̂  (g) ^m^' \ / g ç G V m Ç M

V m1 ^ M'

Par application du fondeur composé a.. , y , on en déduit une

application bilinéaire

M ̂ Ol* Mt ^/ LPJ ——> M"^ [P] notée < , > y .

A l'aide de <, >- , on définit un produit extérieur

(a,3) ——> a ^ B de ^ (u. M^ fr] ) x ? (u. M^, fP]^) dans
P"*'̂

A (U, M" ^,. [pj ). A l'aide de < , > on définit un produit extérieur

(î,Sf) ———^ S A Sf de A ^((0) (P»M) ^ A g/(Q) (P. M » ) dans
p+q

A Â"(G) (p» MM)-

Théorème I. B, h

^ ex (, A (U, M^ [P] ) . \/ B é ^ (U, M» [Pj )
^

ï A Ï s a ^ 8
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Remarque On a adopté la convention suivante pour les produits extérieurs :

(a A 0) (^•^••••^B+a5 s I (-^-î^t^ ».-.X^ ) (3(X^ ....»X^ )
p - 1 p p+1 p+q

où la sommation ^ est effectuée par rapport à toutes les permutations

i, • • • i -̂.̂ .i • • • ^•o+a ^>e ^••••» P» P4'!»»»» q)

et où I désigne l'indice de la permutation. Il est à remarquer que nous ne

faisons pas figurer i i . devant le signe ^ et que nous ne nous restrei-

gnons pas aux permutations vérifiant

î  < ig < ... < ip et î  < î  < ... < î  .

••
C • Connexions

Soit P —1r—^ U un G-fibré principal différent table» Q\ une

représentation linéaire de G dans M, et E le fibre vectoriel M ^ ^ Pj .

Une connexion (ou connexion infinitésimale) sur P est une

1 - forme (D sur P à valeurs dans G_ » vérifiant :

< « ï ( î ) = A V A ^ G ( A désignant le champ de vecteurs

fondamental sur P engendré par A )

h»(dÇ. g) « ad (g~1) . M (dÇ ) V g ̂  G ^/ dç ^ T(P)

Une connexion (ou loi de dérivation) sur E est une application

T(U) x E ———> E qui
——-—— -*» A^A

(X , o).
"X0

r - est D(U) - linéaire en X

• est additive en a

I- vérifie D,. (f o) = (Xf)o + f D,, o V X ç Tj(U) V o ^ J^

V f ç: D(U)
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Nous allons rappeler brièvement comment les connexions sur P et
sur E se correspondent.

1°) Transport parallèle sur E associé à une connexion sur P

Soit ce : T(P) ——> (̂  une connexion sur P • Rappelons qu'un

vecteur dÇ ^ T(P) est dit "horizontal" si <*)(dç) = 0, qu'un chemin

différentiable 7 : [a.bj ———^ P de P est dit "horizontal" si tous ses
vecteurs tangents sont horizontaux»

Soit y s [a»bj ———> U un chemin différentiable de U d'extrémités

x^ et x^ . Pour tout ^a é ^ » notons JY (S ) l'élément de P
a o

obtenu

comme extrémité de l'unique chemin horizontal 7 de P admettant Ç ce

origine et se projetant sur y : Ç^ (resp. JY (ç^) ) est un isomorphisme

M —=—> \ (^P- M -=-̂  E ) , et J^Ç) . (Ç F1 est un isomor-
a ^ a a

phisme de E sur E . Du fait que œ (dÇ.g) = ad(g-1). œ (dç). on déduit
a \

par intégration le long de y que J^ (ç^.g) » ^(ç^î.g. V g ^ G .

Par conséquent, l'isomorphisme J^ç) . (Ç )"1 est indépendant de l'élémenta a
Ç^ choisi dans P . On le notera dé sonnais JY et on l'appellera le

a \ ̂
transport parallèle de E sur E le long de y ". Remarquons que

& "b

J^ y est un isomorphisme , non seulement pour les structures d'espaces
a D

vectoriels de E et E , mais encore pour les G-structures dont ces
a \

espaces sont munis : par exemple, si G = S 0(n) et si 9^ est l'injection
naturelle de G dans G L ( R"), chaque fibre de E est munie naturellement

d'une orientation et d'un produit scalaire, et ^ conserve cette orien-
xa xb

talion et ce produit scalaire.
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2°) Loi de dérivation sur E associée à une connexion sur P :

Une section o ç E sera dite "invariante" le long d'un chemin dif-

férentiable t —r——^ x. de U , si
• w

o ( x . ) = J Y o(x.,) quels que soient t et t' appartenant à l'inter-t x^, x^ t
valle de définition de y .

La "variation moyenne" de a entre x. et x., sera donc mesurée par

T^K.x, ̂  -^J (élément de E^ ).

La quantité lim i \ J^ „ ot^^) - o(x.) s'appelle
h -. 0 h L "t+h ̂  t+h -J

"la dérivée covariante de o en x., le long de y ".

Théorème !• C« 1

(I) La dérivée covariante de o en x^ le long de y n® dépend pas à pro-

prement parler de y, mais seulement du vecteur X. tangent à y en

x. ; on la notera désormais D- o •t X^

(II) L'application x —> Dy/ \a est une section différentiable de E ,

\f X é TjW V o^ .

(III) L'application D : (X,o) ————> D^o ainsi définie est une loi de

dérivation sur E •

(IV) Cette loi de dérivation D est définie par

Dyo = X ^ . î V O C E . V x é T(U)
X^ ' «M. ' /̂ ^^

(? et D,, o désignant les images de o et DyO par l'isomorphisme
A o ^

X de E sur A (P, M), et X désignant le relèvement hori-
— .̂(G)

zontal de X dans P).
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II résulte en particulier de ce théorème 9 que si la représentation
est fidèle, à deux connexions différentes sur P , sont alors associées deux
connexions différentes sur E •

II est faux que toute loi de dérivation sur E provienne d'une con-
nexion sur P î par exemple, si P est le fibre des repères orthonormés de U
relativement à une métrique riemanienne, et si D est une connexion sur T(U)
(ou connexion linéaire), D ne provient d'une connexion sur P que si le trans-
port parallèle de D est une isométrie (on montre facilement qu'à toute loi de
dérivation sur È , on associe un transport parallèle par intégration). Par
contre, D provient toujours d'une connexion dans le fibre de tous les repères
de U . Plus généralement, on a le

Théorème 1. C» 2

Si G = G L(M) et si °j^ est la représentation canonique de G dans M ,
toute loi de dérivation sur E est l'image d'une connexion sur P et d'une
seule par l'application définie au théorème ! • C« ! •

3°) Courbure

Etant donnés (P,o») et E » M [pj étant muni de la loi dérivation

D associée à u» , on définit

2
- une 2 • forme R ç A (U, End E), en définissant pour tout couple X, Y de

T(U) l'endomorphisme R(X,ï) de E par :

R(X,Y)o. a D.. DyO - Dy D..O - Dr,, yio

2
- une 2 • forme SI Ç A^ ,, (P, G ), en posant :

î î (Z,Z') » d<*) (Hor Z , Hor Z ' )

(Hor Z et Hor Z' désignant les parties horizontales de Z et Z9

relativement à œ ).
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D'après I. B. 2, $î est l'image par X? d'une 2 • forme
_ 2
» € A (u» 5 ad &J )-

Théorème I, C, 3

R » Vp ( & ) . ÏÏ où up( ̂  ) désigne l'injection de G ̂  [p] dans
End E définie à la proposition I. A, 5»

D - Différentiation extérieure

Soient f E = M [p] un fibre vectoriel

(i) une connexion sur P

0 la loi de dérivation sur E associée a u ) *

A l'aide de ù) » on définit une application R - linéaire

P P+l
V : A (P, M) ————> A (P,M),

•S(G) ' %(G)

en posant :

(V B ) (Z ,...,Z ) = d0 (Hor Z » • • • » Hor Z )

où d est la différentiation extérieure habituelle

Hor Z^ désigne la partie horizontale de Z. relativement à u •

A l'aide de D» on définit une application R - linéaire

P P^-l
d^ : A (U,E) ———> A (U,E)
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en posant :

(d^)(X^....Xp) • JE (-1)1 D^ (a(X^... .̂ ..... Xp) )

+ .2, ,(""1) a ( ^i^jj » ^•••••^•••••^•••••^ î

v ^••••^p ^ ̂  •

Théorème !• D» 1

p
dp et V^ se correspondent par les isomorphismes \ de A (U,E) sur

P .
A (P, M) définis en I. B. 2 :

â(G)

^ 1 - % a v.'- ^p

Cas où P est un "espace de repères" ; c'est-à-dire où le fibre tangent

T(U) peut être obtenu comme modelé sur P :

T(U) » 1R^ [P] .

1
II existe une 1 - forme canonique id ç A (U, T(U) )» à savoir

l'application X ———^X .

1
La 1 -forme 6 » \^ (id) Ç A fi (G) ^p» ÏRn^ est ^P®1®® la

w forne fondanentale " d® l'espace de repères P •

Soit a) une connexion sur P , et D la connexion sur T(U) associée.

On appelle indistinctement "torsion" de la connexion considérée la
2 -_fome <? » dp(id) ç A (U. T(U) ) où la 2 - forme

2
i s ^ 6 ç A ^^ (P. p")- (D'après le théorème I. D. 1. ^ et <^

se correspondent par \ ).
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De la connexion sur P , on déduit une loi de dérivation (encore

notée D ) non seulement sur T(U) , mais encore sur tout fibre vectoriel

modelé sur P et en particulier sur M „ [p] et sur ( ^ ( R")^® M ) îp]
P — »R L J

dont l'espace des sections est A (U,E) où E = M fpl . On vérifie aisément
p A1 -

que si a ^ A (U, E)

P-l
(Dxa)(X^.....X^)»D^[a(X^.....X^)1- ^ a(X^....D^.....X^) .

J i=0

De cette formule, de la définition de d-.a , et de la formule

[x^.Xjl » - Ç(X^,Xj) + D^ X. - D^ X^ qui définit la torsion, on déduit
^ J

aisément la

Proposition Î.D.2

(dDa) ^••••V = ï (-•l)l ^x." ) (^••••^i»*^» ^J
i 1
L
i

+ \ (-l)1'̂ ^1 a ( €(X,.XJ,X ....^,...^.....X)l* J * o * * * * ••t-^»* •* »"i » • • • ••"•n7
~ u •J — J P

i < J

Revenons au cas général où P n'est plus nécessairement un espace
de repères,

Equations de structure

Pour toute connexion h) sur P, on a le

Théorème I, D, 3
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Sî " do» + f u ,(»)[

(où l'on a posé Çw , (DJ (Z, Z ' ) = [0 (Z), (D (Z ' ) | au sens du crochet

dans G )

V, 8 = d 8 + û, A 8 V 8 Ç A (P, M)

(où le produit extérieur fa» A B est El comprendre au sens de la
forme bilinéaire canonique g »«. M ———^ M déduite de la représen-
tation j\ : G ————> End M associée à la représentation :

SL î G ———\G L(M) ).

Identités fondamentales (de Blanchi, et de Ricci)

Soit E = M Q [pj muni d'une connexion D associée à une connexion a» sur P
Notant encore D la connexion sur End E associée à ai y on a l'identité de
Blanchi :

Théorème ! • D« k
. 2

d-̂  R = 0 où R ê A (U, End E) est la 2-fome de courbure

D'après I. C» 3 et I. D. 1, il revient au même d'écrire cette identité :

V îî a 0
1 hl

o
Soit a ^ E ; c'est une 0-forme ç A (U, E) dont la différentiel-

le extérieure d~ o n'est autre que la 1-fonne X —Do——^ ̂ ^ (3U1 apparient à
1
A (U,E)« D'après la définition même de la forme de courbure»

R(X,Y)o » (dp Dcr ) (X,Y) donc R(X.Y)o » (d^o ) (X.ï). Plus généralement,
on a l'identité de Ricci :
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théorème !• D« 5

2 , P
d p<x » R ^ a V a ̂  A (U, E)

2
le produit extérieur de R ^ A (U, End E) par a étant à comprendre au sens
de la forme bilinéaire canonique

End E M E ———> E .

D'après I. B. U, I.C. 3 et I. D. 1, il revient au même d'écrire cette identité

^ 8 3 » A 8 V B ̂  ? (P. M)
^(G)

^où le produit extérieur est à prendre au sens de la forme bilinéaire canonique

g. « M .————^ M, déduite de la représentation 5t : _G ^ End M as-
sociée à la représentation .̂ 1 . -
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A - Plongements d'espaces fibres - Formes de plongement - Connexions induites

Soient G un groupe de Lie, et H un sous-groupe de Lie»
Puisque la représentation adjointe ad de H dans G conserve le

sous-espace H de G , elle induit une représentation linéaire ad de H
dans Ĝ  yg , définie par ad(h) . ir " v .ad ( h ) V h ^ H (où ir
désigne la* projection canonique de G sur G /u ) •— — ̂

Si l'espace homogène Gyg est réductif et si 0̂  désigne un supplémentaire de
H dans G tel que ad(H) ĉ  C (W » la restriction de 7T à w est un
isomorphisme permis de (cMft , ad) sur ( ̂  /u • ad ) dans la catégorie 6 u
des espaces vectoriels sur lesquels H opère^linéairement.

f
On dira qu'un morphisme de variétés U —————>V "vérifie la

condition R» D " (initiales de : rétraction par déformations) si l'une des
deux hypothèses suivantes est satisfaite :

- ou bien U « V et f est l'identité
• ou bien U et V sont dénombrables à l'infini et il existe

r
un morphisme V—————> U tel que f . r soit homotope à
(id)^ et r.f « (id)^ .

P q.Soient P————>U (resp. Q ———>V) un H fibre principal
(resp. G ) .

On appellera "plongeaient de P dans Q " un couple (f , p ) d'ap-
plications où f est un morphisme de U dans V et p un plongement de P
dans l'image réciproque Qf de Q par f» réalisant P comme sous-fibre
principal de Qf •

Donnons nous une connexion u> sur Q , et un plongement ( f , p ) de
P dans Q • Notons f l'application canonique de Qf dans Q» On appelle
"forme de plongement" de P dans Q relativement à (f, p ,œ ) la 1-forme ps,
sur P à valeurs dans S. /u » image réciproque de ir • (D par f . p .
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On vérifie que :

^ 1
P9_ = (TT.O)) t p € A ̂ ) (P.^/ ^

Supposons désormais G y.- réductif et soit cw un supplémentaire de

H dans G invariant par ad(H), On appellera encore forme de plongement la

1-forme Pi sur p à valeurs dans db , égale à a» u • f p •(II est clair
db

que Pt et Pi se correspondent par l'isomorphisme permis v de cfc sur

•^/H ^' Notons d'autre part h)1 la 1-forme sur P à valeurs dans H , égale
— i»

à (A),, . f p • On a alors len

Théorème II• A, 1

^
(I) la 1-forme û)1 = <*)„ . f p est une forme de connexion sur P

"" ^ 1 M(II) la 1-forme Pi = a) y . f p appartient à A ,/»N (P,0fc ).

Puisque p(ç h) = p(ç) .h V Ç Ç P , y h ^ H .

on peut affirmer :

- d'une part que l'image par p du champ de vecteurs fondamental A sur P

engendré par l'élément A de II , est la restriction à p(P) du champ de

vecteurs fondamental A sur Qf engendré par A ,

- d'autre part que p(dÇ.h) = ç (dÇ).h ^ dÇ Ç T (P) V h ^ H.

^
On en déduit, compte tenu de ce que u f est une connexion air Qf

- d'une part que G»' (î) = A et Pi (î) = 0

- d'autre part que (a)' + P&) (dÇ.h) = ad (h ) (a)' + PS.) (dÇ) .
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Mais puisque ad(H) jî < H et ad(H)cAL> C w> » la représentation
adjointe de H dans G commute avec les projections de ^ sur H et çJUff

(parallèlement à <A? et jî )• On en déduit :

(d'(dÇ.h) » adtn^.td'tdç) et PJl(dÇ.h) a ad (E1) . PI (dÇ) .

La connexion h)' sera dite "induite" par (œ, (f,p),db ).

Formules induites par les équations de structure

Soient u' et PI la connexion et la forme de plongement induites

sur P par (œ, (f,p) ,dk).

Proposition II» A» 3

(I) Î2 ? pa tî» +V , PA + [PA, P&J

(f2 et ^désignant respectivement les courbures de u et u t).

(II) a ^ A , (Q. M) , a ? ? A<g^-x (P, M) et
&(G) ^ (H)

(V^ a) Ï p s V^, (a? p) + Pt ^ a î p

(c^ désignant une représentation linéaire de G dans M, désine la

représentation de H dans M obtenue par restriction de 0\ à H , le
^

produit extérieur Pfc ^ afp étant à comprendre au sens de la forme bili-
néaire canonique G * M M définie par la représentation -\ :
G ———^ End M )

De l'équation de structure Sî » d te + Hi) , (A»| , on déduit ;
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(\, ^ 'V ^ -
S2 fç^ a d(œfp)+^u) f p, o)f p]

a d(o)'+PJl) + [u '+P&, OI'+PAJ

= (do)'+ [a)' , u)'] ) + (d PA + a)' ^ PA ) + [PA , Pfc1

Mais do)' + L' , (D'I s ^ et d Pfc + œ' ^ P& ''V Pfc , d'où (l).

De l'équation se structure V a = d a + h ) ^ a « on déduit :

(V a) f p » d(a fp ) + (a) f p) A (a f p)
U)

^ ~ 'V»

s d(a f p ) + a)' A(a f p ) + P& A afp

Mais d(a î p) + œ' A (a ? p) « V , (a ? p) d'où (II)u)

'V P P
Le fait que afp ^ ^o^u) (P» ^) lorsque a ^ A Q/p\ (P» M) est absolument in-

médiat)•

On dira que (f,p) est un plongement "affine" (resp."développai) le")^ ^—
de P dans (Q,(»)) si PS. » 0 (resp» î2 f p= î2'). Un plongement est donc
développable si et seulement si

7 , PA + [PA • P&] « 0

II en est en particulier ainsi d'un plongement affine.

Equations de GAUSS^CODAZZI

Si l'on se donne un plongement (f,p) de P dans Q

une forme de connexion h)' sur P

une 1-forme PA ^ A ^ „ (P,ofc )

on peut se demander s'il existe une connexion u sur Q induisant œ* et P& .
La réponse est fournie par la
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Proposition II, A» 4

(I) Si f vérifie la condition R.D, , il existe une connexion u sur Q

telle que o' et Pfc soient induites par (ù),(f»p), cw ). En outre, si

U = V et si f = (^u » 11 n'existe qu'une seule telle connexion a) .

(Il) Si f vérifie R.D. , une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe sur Q une connexion (D à courbure nulle induisant a)' et PS.

est que les données œ' et PJl vérifient l'équation :

Î2' + 7 , PS. + [PA , PfcJ = 0 (équation de GAUSS-CODAZZI).

Il existe en effet sur Qf une connexion u>, et une seule telle que

(t),p =o ) ' + PA • Soit r un morphisme V ——^ U tel que f . r ^ (id) et

r. f = (id) • La forme u- . r est une connexion sur Qfr , induisant u-

sur Qf = (Qfr)f .

-̂ »
II existe un isomorphisme S£ de Q f r sur Q , tel que sa projec-

tion ^S : V ————^ V vérifie ^ . f s f . Soit h) l'image réciproque

de (D^ . r par 4. ~ ; o f est égal à œ . Il est clair que us est une

connexion sur Q induisant œ' et P& par ( (f,p) , ûKo ).

La condition îî ' + V , Pfc + FPA , PA"1 = 0 est évidemment néces-
(jj L. «J

saire pour qu'il existe une telle connexion a) à courbure nulle, ceci en

vertu de la formule (l) de II. A. 3. Réciproquement, si cette condition est

vérifiée, la courbure îî^ de o^ est nulle : en effet Sî (p d-Ç , pd?Ç ) = 0

^ d^ Ç, d^^c (p) d'après cette même formule (l) de II. A. 3 ; comme les

vecteurs verticaux de T ( r ) ( Q ^ et les vecteurs tangents à p (P) engendrent

tout T^^ (Q f). on a ^ (X.Y) » 0 V X, Y ^ T^) (Q f). ^ ç « P .

Comme î2^ est de type ad G, on en déduit $î- = 0 . Puisque ù) est l'image

réciproque de u^ par r .tg,"1 , Î2 aussi est nulle.
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Exemple (qui jouera un rôle important au chapitre TV)

Prenons pour P le fibre principal G ——^ Giy ,
pour (t)' la forme de connexion &»' (dg) a (g" dg)..

pour PA la 1-fonne PA (dg) a (g"1 dgL

La condition ft' + V , PA + [pA , PAJ " 0 est satisfaite.

Les champs de vecteurs horizontaux en P sont engendrés par les champs de
vecteurs invariants à gauche M" sur G définis par les éléments M de dk)
( cfc C G ) - (cf. [lU] p. ).

Il suffit donc de vérifier que

(n' + v , PA ^ [PA , pi] ) (iî, î) a o V M, N ^ ctb •

Or 0' ( M . N ) » - [M , N^g ^

(V , PC) (M , N) » M.^€^) - N ,B€tM) - PA (M, N)

« - PJt ( M , N ) « - [M . NJ .. .

(PA . Pt^ (M . N) = [PA (M) . PA (N) 1

d'où l'égalité cherchée.

Plus simplement, ft' + V , PA + FpA , PA"I est égal à

d(û»' + PA ) + L' + PA , a»' •»• PAl » et l'équation de GAUSS-CODAZZI n'est

autre ici, que l'équation de MAURER-CARTAN du groupe G •

B • Connexions sur un produit fibre

Soient P'.—pt > U (resp. P"—P—^U) un fibre principal de
groupe structural G' (resp. G" ) et w9 (resp. M") une connexion sur

P' (resp. P").
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Si (Ç' » Ç") ç P'^ P"^ » (P'ST P")^ . l'espace

T/ , w ^ (P'61 P") s'identifie au sous-espace des vecteurs (d ç', d ç")

de T^, ^ ̂  (P'^ P") » Tç, (P') ® Tç« (P") tel que p'(d ç') » p^dç").

Identifiant alors G* < G** avec G' ® G" , on définit une 1-fome u sur
P' SX P" à valeurs dans G* x G" , en posant :

(ritdÇ'.d^) » ̂ (dÇ^ ^(d^) V (dç'.dç") ^ T^, çn^ (P» ̂  P")

II est clair que 00 , ainsi définie» est une connexion sur le
G» x G" . fibre principal P' fil P" , que l'on appellera la "connexion produit"
(ou plus simplement le produit) de (D' et h)" •

On se propose, réciproquement, de montrer la

Proposition II» B, 1

(I) Tout fibre principal Q .——^ U de groupe structural G = G' ^ G"
est canoniquement isomorphe au produit fibre du G'-fibre principal
Q/0" ——^ U et du G", fibre principal Q/ç, ——>U.

(Il) Pour toute connexion u sur Q , il existe une et une seule connexion

b»1 sur Q/QM ainsi qu'une et une seule connexion w" sur Q/Q» »
telles que o>) s'identifie au produit des connexions (x)' et <»>"
par l'isomorphisme de la partie (l)»

La 1ère partie du théorème est évidente» Identifions désormais Q
et ^/G" ® ^/G' ' pour demontrer la 2eBle partie» remarquons que la projection
sur G' de (D (dç' , d Ç") ne dépend que de d Ç' , et que cette projection
doit nécessairement être égale à u)'(dç') si ui' existe» On définit ainsi

une forme u' sur p' à valeurs dans G' » qui est en fait une forme de
connexion. On définit ai" de façon analogue ; il est alors clair que u est
bien le produit de y' et œ" •
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Soit E' = M' [p'j (resp. E" " M" [p"] ) un fibre vectoriel muni

de la connexion D» (resp. D") associée à une connexion o» sur P'

(resp. ù»" sur P" ). Soit u la connexion sur P'H P" égale au produit de
œ' et (»)".

- la loi de dérivation D , associée a u , sur le fibre vectoriel

E' «» E" » (M» 8> M") FF'» P-l est définie par :
R L J

D^ (o» ^ o") » (D'^ o» 6> o") + (o' 0 D"^o ")

V o' ç ̂ ' . \/ o" ^ ̂  . \/ X ç T^) .

- la loi de dérivation D associée à u) sur

(E» ® E" » (M» ® M") [p'g P'J est définie par

D1^ (o' 4- o") » •D\ o» + D"̂  a"

V o'ç. E* . V o" ^ E" . ^ X Ç T(U^-

^â
En effet, le relèvenent (ri-horizontal X de X dans T(P'a P")

est égal à (X* ̂  » X"^), où X» ̂  (resp. X"^) est le relèvement o '-hori-

zontal (resp. oo "-horizontal) de X dans T(P') (resp. T(P") ).

^
Notant o l'image d'une section o par \ , on a :

( o' ® o") (z* » z") «T^z») e (^(z")

et ( o» + o") (z» . z") a Ç'' (z») + o^ (z")

Donc

(x» .x" ) ^o^" «[(x'*. 3'»)^^]+[3' '^(x"^. ^)]

et (X1 . X" ) o^^o" » (x^ . ?•) + (x"^. ^) .
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II suffit donc d'appliquer I. C. 1 pour en déduire les formules annoncées.

C - Premiers exemples

1°) G-connexions

Soit E ——>U un fibre vectoriel de fibre type ÏR11 , et notons

P- le G L(n» R)-fibré principal qui lui est associé.

Soit G un sous-groupe de Lie de G L(n, (R) : une G-struc-

ture sur E est un sous-fibre principal P de P,, admettant G com--— _ — — -——— —— ^
me groupe structural.

Soit M un espace vectoriel réel» et 5^ une représentation

linéaire de G L(n, R) dans M • Suivant BERNARD [il , on dira que la

G-structure P (PC Pg) est définie par un tenseur

t é 5^ (PTP» M) , s'il existe un élément u de M tel que P
A(GL(n. R) ) E

soit l'espace des éléments Ç de Pg vérifiant t(ç) = u (le groupe G

^étant alors l'ensemble des éléments g de G L(n, R) tels que ^ (gLu = u).

Réciproquement, on sait d'après |̂ l1 que la donnée d'un tenseur
o

t ë A (P , M) et d'un élément u de M définissent une
SlGL(n, R) E

G-structure sur E , pourvu que les deux conditions suivantes soient réalisées

Le ternie de G-structure est employé dans un sens un peu plus général que
dans ^l] : on ne suppose pas nécessairement que E = T ( U ) .
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(I) V x£ U, 3 ^pg tel que t(ç) a u

(II) l'application t : Pg——^ M^ C M est différent table, non seulement

quand on la considère comme prenant ses valeurs dans M . mais encore
quand on la considère comme à valeurs dans la classe d'intransitivité

My de u (c'est-à-dire l'orbite de u lorsque GL(n. m) opère
sur M ).

[la signification de la deuxième condition est la suivante ; M^ est égal

à l'espace homogène GL(nJ^ , ^ les G-structures correspondent

biunivoquenent aux sections différentiables du fibre modelé
rGL(n, H) \ r -]
[ ^o] crf R) L^J —^ u» o'est-à-dire aux fonctions différentiables t

de Pg dans GL(n^ vérifiant t(Ç s) » s1 . t(ç) i ̂  p
^^ G " E

V s ^GL(n, fi) : le cas où la G-structure est définie par un tenseur ap-
o

partenant à A (PE. M) correspond simplement à la donnée d'un

plongement différentiable de GL^^ dans M . tel que la restriction
G

de ^ à n^^ st identifie à l'opération naturelle à gauche de
\f

GL(n, B) sur cet espace homogène 7.

Soit P une G-structure sur E ; l'injection î de P dans P
permet de définir un plongeaient (l.(id^)de P dans P : soit



Chapitre II : Connexions induites sur les fibres principaux U$

( 1 » (id^ et un® connexion <*> sur PE ^où 1r âé8i6n® la projection
„ End IR"

canonique de End (R sur ^^^9 Nou8 dirons, suivant |jJ , que u
"̂̂  G

est une "G-connexion" sur E , si Pi s 0 .

Supposons la G-structure définie par un tenseur
o

t ^ A (Pp»M) (P est l'ensemble des éléments Ç de P,,
3{(GL(n. R) ) E E

vérifiant t(ç) = u). Dans [ij , BERNARD a montré qu'une condition nécessaire
et suffisante pour que ù) soit une G-connexion est que t ait une dérivée

convariante nulle par rapport à eu ; V t s 0 . Nous allons montrer, plus
généralement» que Pi détermine entièrement la dérivée covariante

1
L t e A^ ^v» M) :

ùl A(GL(n. P) ) E

Notons (A,m) ——> <A»m> l'application bilinéaire canonique
End ffi" < M ——^ M définie par ^ . Puisque S (g) u » u \/ g ^ G,

<A»u> = 0 V A^ ^ et par conséquent <A1, u> ne dépend que de ir A1

(A ^ End »R11) : on notera encore <ir A1, u> cet élément.

On a alors la :

Proposition II• C> 1

( V^ t) ̂  » <Pt , u> où <PA , u> est la 1-fonae sur

P à valeurs dans M , définie par
<Pt » u> (dÇ) » <PA (dç)»u>

En effet V t = dt + <o), t>

Donc (v^ tH » d(t Z ) + <uï î , t^ > .
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Mais t ̂  est la fonction constante égale à u , et d(t ^ ) = 0 •

Par conséquent : (V t)l = <u)^ » u >

= <1tUt , U >

= <PA , u > , d'où la proposition.

Dans le cas où l'espace homogène \n,J^ ^^ réductif, soit OW
^ G

un supplémentaire de G dans End ( IR11) stable par ad(G). Notant a»'

la projection (*L, de a) sur ^ parallèlement à cw • 11 résulte de
II. A» 1. que (i)1 est une connexion sur P • Appliquant II» A» 4, on voit qu'il

existe sur P,, une G-connexion u* et une seule induisant o1 :h ^
Cette connexion w1 sera appelée "la G-connexion induite par y M (qui n'est

évidemment égale à u que dans le seul cas où œ est déjà une G-connexion)»

2°) Connexions de CARTAN

Soient Q ___> U un G-fi'bré principal

H un sous-groupe de Lie de G

a une section différentiable du fibre

modelé ^/îî) [o] ——> U .

Cette section o s'identifie canoniquement à la donnée d'un sous-fibre principal

P de Q admettant H comme groupe structural, et l'on conviendra d' identifier

f^^&J et (^/HJC^ qul sont G6"'10111^11®111®11'1' isomorphes en tant que variétés
différentiables fibrées en espaces homogènes.

On définit un fibre vectoriel (G/v) 3 [pj ——^ U ®û faisant opérer

linéairement H sur J^ /„ par la représentation ad définie au début du

paragraphe A de ce chapitre. Géométriquement, ((^/ulM) s'identifie
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canoniquement à T^) ̂ ) [p] ̂  quand on identifie 5/3 à T^ (G/g) .

e^ désignant la projection sur G, de l'élément neutre de G .

Suivant EHRESMANN [u] » on appellera "soudure" de U sur le fibre en espaces
homogènes G/g p] tout isomorphisme de fibres vectoriels de T(U) sur

J?/H H (se Prêtant sur (id)^ ).

La donnée d'une soudure (qui implique évidemment que U et G,
ont même dimension) est équivalente à la donnée d'une structure d'espace

de repères sur P , c'est-à-dire d'une 1-forme PA é A , (P . G, )
— ad H '"'/H

telle que PS. (dç) ^ 0 pour tout vecteur dç tangent à P non vertical
(cf. [l] ).

Notant toujours ir la projection G ——> G/g . ceci justifie la définition
suivante :

Suivant [U] . on appellera "connexion de CABTAN" une connexion a» :

T(Q) -——> G sur Q , telle que la forme de plongement P& » ïï(o» | P)
de P dans (Q,œ ) soit une forme d'espace de repères (c'est-à-dire

vérifie PA(dÇ) ^ 0 pour tout vecteur dÇ tangent à P non vertical).

Cette forme P^ sera appelée ici la "forme de soudure" relative à la connexion
de CARTAN œ .

Supposons désormais G/.. réductif, et soit cfc un supplémentaire
de H dans G^ , stable par ad(H). Comme corollaire de II. A. 1 et II. A. 4,
on obtient la

Proposition II. C. 2

L'application a, ———^ ( („ | p)^ , ̂  [ p)^ ) ^ ̂  correspondance

biunivoque de l'ensemble des connexions de CABTAN sur Q sur l'ensemble
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des couples formés d'une connexion (w 1 P),, a u)' sur P et d'une forme1 n
1 .

de soudure ((D | P) s PA é A^ g (P,^).

(ôb et G^,. étant maintenant identifiés par ir) cj((y ).

Munissant P d'une strucutre d'espace de repères à l'aide de Pi » (*)'

est en particulier une connexion linéaire sur U , dont la torsion ^
est égale à V , PA • Notant alors H et H9 les courbures de u et

ci»' , la formule (l) de II. A. 3 devient ici

Û | P » î2' + ^ + [pJt, PJtl

Par projections sur H et sur dfc , on obtient ;

(S2 | P)g » îî' + [pt , Pi] g

(îî | P)^ » î + [Pt . PA].

Interprétation géométrique

La connexion u sur Q permet de définir une notion de transport
parallèle le long d'un chemin de U pour tout fibre associé à Q (même non
vectoriel), et en particulier pour le fibre Gyg rQ"] ———>U • Soit x
un point de U et y û  lacet "infinitésimal" en x « l e transport paral-
lèle le long de y est un "déplacement infinitésimal" de la fibre en x
(qui est un espace homogène) sur elle-même : Ce déplacement infinitésimal
est mesuré par un élément A ç G : un repère de (G,.- Fcil ) est défini— /H l- J x
par
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- un point y g. (G/g [Q] )^
o

- un repère linéaire de l'espace q tangent T | (G, Q ) |

- la composante Au, » entièrement définie par ^ + FPA » PA^ .. ,
représente la variation de y

- la composante Ag , entièrement définie par H + tpA , P&1 ,

représente la rotation du repère linéaire une fois y fixé.^

Dans le cas des connexions affines» G est le groupe affine

A(n, (R) de R11 , H est le groupe linéaire G L(n, ÎR) .

Puisque A(n, R) est le produit semi-direct de G L(n» |R) par le

groupe abélien R11 , (A) est alors isomorphe à R11 et f cK> »olj|p| = 0 .
On en déduit ^P^. , P̂ .1 s o et

(" 1 ^GLtn. R) = ftt

(» | P) , I
n

d'où une interprétation géométrique de la torsion comme la composante translation

du déplacement affine de l'espace tangent sur lui-même obtenu par transport

parallèle le long d'un cycle infiniment petit (cf. LICHNEROWICZ fie] p. 93
et E. CARTAN [2] p. 180).

3°) Espaces de MINKOWSKI

L'algèbre de Lie 0(n) est la sous-algèbre de Lie de End ( |R11) ,

formée des matrices anti symétrique s. Prenons pour ofc l'espace des matrices

symétriques de End ( tR11) : on vérifie aisément que
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( End ( R11) « 0(n) + dfc /

ad (0(n) ) oU? C ct(?

û|o ofc] C 0(n)

Soit P C P_ une 0(n)-structure sur un fibre vectoriel trivial

E • (R11 x U ———^ U : il revient au même de se donner différentiablement

une métrique euclidienne sur IR11 pour tout point x de U • Le fibre principal
P-, • G L (n, (R) n U admet une connexion canonique à courbure nulle :

tt(d g, d x) « g1 d g V (dg. dx) C T( ^ G L(n, Or U ).

Soit t l'injection canonique de P dans Pg •

La connexion w9 induite sur P par (œ, (l » id ), cU? ) sera appelée
la connexion canonique de P •

La 1-fonne de plongement PA € A „/ \ (P,QW ) mesure l'écart

qui existe entre P et le fibre trivial 0(n) ^ U —> U : la nullité
de Pt équivaut en effet au fait que les métriques euclidiennes sur R11 ,
associées par P à chaque point x de U , sont toutes les mêmes»

La formule (1) de II. A« 3 devient ici :

ft' + IPA , Pt] » 0

^M, Pi » 0

Cas particulier :

Prenons pour U la variété des directions orientées de R

(quotient de R11 - {0} par la relation d'équivalence :

X ' V À X V \ > 0 )
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Pour tout x ^ <R11 - {0} , notons

j : H" ——s—^ T ( (R11 - {0} ) l'isomorphisme canonique d'espaces vectoriels

associé à la structure affine canonique de (R11, Pour tout vecteur X ç <R11 »

notons j X le champ de vecteurs tangent à R11 - {0} dont la valeur en

un point x de IR" - {0} est j^(X) (si X , Y C. ^a » on a [j X. j ïj = 0).

Soit J le champ de vecteurs tangent à IR11 - {0} tel que J(x) a j (x) •

Une fonction différent table f : (R11 - {0} ——> IR est dite
"positivement homogène de degré a " si

f(X x) = Xe1 f(x) V x Ç; IR" - {0} V À > 0 .

Une telle fonction vérifie l'identité d'Euler

J • f » a f

et, pour tout vecteur X ,̂ B11 , la fonction j X • f est positivement

homogène de degré a - 1 .

Soit L : (R11 - {0} ———> (R^ une fonction différentiable à valeurs

positives, positivement homogène de degré 1. A tout point x de IR11 - {0} ,

on associe une forme bilinéaire symétrique g sur ÏR11 en posant ;

6^ (X. ï) = J^(X) . j Y . 1 L2

(il est clair que cette fonction de ( IR") dans R est linéaire en X ;

elle est d'autre part symétrique en X et Y, donc linéaire en Y puisque

Fj X, j Yj s 0 )• Puisque •= L2 est positivement homogène de degré 2 »
1. 2j X • j Y • -^ L est positivement homogène de degré 0, ce qui implique :

^x s g^ x V x ç- iR" - {0} N/ \ > 0
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La métrique g, ne dépend donc que de la direction 6 : on la notera
dé sonnai s g. •

Suivant GUILLEMAIN ^ïj , on dira que l'on munit ^n d'une structure
"d'espace de MINKOWSKI" si l'on s'est donné une fonction différentiable
L î (R11 - {0} «——^ R , positivement homogène de degré 1, telle que les
métriques g associées soient toutes définies positives»

Une telle structure est donc en particulier une 0(n) -structure
P sur le fibre vectoriel trivial R" « U ———> U» II existe donc une
connexion canonique sur P , et la nullité de P€ équivaut au fait que
l'espace de MINKOWSKI est en fait un espace euclidien (L associant à tout
vecteur X de R11 sa norme euclidienne |( X (| )•

4°) Espaces homogènes réductifs

Soit G,., un espace homogène réductif, et olb un supplémentaire de jï
11

dans G vérifiant ad(H) ofc CC(b • soit p le H-fibré principal
p

G —————^ G y.. • On peut considérer P comme sous-fibre principal du

G-fibré trivial G ^ G/., : l'injection ^ de P dans G X- G/y étant

celle qui associe (g» g H) à g où g H désigne la projection p(g) de

g sur G^ .

Soit œ la connexion canonique à courbure nulle sur G x G^*, —^ G/.,

définie par ï (dg, dx) » g1 dg v dg ç T (G) . \/ dx <. ^/^ •

A l'aide du plongement (^ , (id)p ), œ induit une connexion u
- /u u

1 /H M
Vï/u

1 /H

L a

.1

sur P et une 1-forne PA ^ A , „ (P ,w) vérifiant :^ <.. ̂  ^v^— .. ̂  « ̂  g ̂

u»o (d g) s (ë dg>H

P^ (d g) = (g1 dg)̂
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Cette connexion œ est la connexion canonique de l'espace homogène
réductif. Puisque PA (dg) = 0 implique p(dg) = 0 , PA est une forme
d'espace de repères et œ est une connexion linéaire sur G yy (invariante
à gauche)»

Cette construction de a) explique pourquoi l'équation de GAUSS-CODAZZI
est vérifiée (cf. II. A. Exemple final) .
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Chapitre III
Connexions induites sur
les fibres vectoriels

A - Projections d'une loi de dérivation

B - Transcription en termes de fibres principaux

C - Connexions canoniques sur les variétés de
Stiefel généralisées

D - Géométrie des sous-variétés
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A - Projections d'une loi de dérivation

Soit E ———>U un fibre vectoriel, somme de WHITNEY de deux
sous-fibres vectoriels E' ———>U et E" ___> U. On a alors
^"^ e S 9 on identifiera £,' (resp. ^M) à un sous D(U)-module de E ,
et on notera p' (resp. p") la projection de E sur E' (resp. E") paral-
lèlement à E" (resp. E'). ^ /WM ^

^WWWI ^UM

Nous avons déjà vu (fin du paragraphe II. B) que si D' et D"
sont des lois de dérivation sur E» et E" ,on définit une loi de dérivation
0 sur E en posant :

D^o » D'^ (p»o) + D^tp^ ) V X ^ T(U) . ^ o ê E .

On a, réciproquement, la

Proposition III. A, 1

Pour toute loi de dérivation D sur E,

(I) l'application D» : (X.o') ———^ D'.. o' , définie par

^X at " pt^DX at^ est tlne loi de derivation sur E» fresp. l'appli-

cation D" : (X, o") ———> D" a")3 P" (Dy o") est une loi de dérivation
sur E"^. X A

(II) l'application 9 ̂  : X ——> ffi^ . où ^A ̂  désigne l'ap-

plication de E' dans E" définie par (^A-L (a') » p" (D,, o' ) .
1A4A ^A<VA . L À X

est une 1-forme sur U à valeurs dans le fibre vectoriel

(E')^ E" [resp. l'application <? ̂  : X -———> (^& ̂  '. où

(y Ag)^ désigne l'application de E" dans E' définie par
^^ ^u^\

^ 2\ ^an^ s P'^X a"^ » est une l•forme sur u à valeurs dans le

fibre vectoriel (E")^® E'1 .
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Soient, en effet, X é T(U) , a' ^ E1 et f ç, D(U) .

Puisque D est une loi de dérivation sur E, on a

D^ (f o ') s ( X . f ) a ' + f D^ o' , soit ;

p' D^ (f o » ) » (X f) . CT' + f p' (D^ o ' )

p" D^ (f o ' ) s f p" (D^ o ')

D'autre part, l'application (X,o') ———^ Dy o' est bi-additive en X et

en o' • On en déduit :

- d'une part que D' est une loi de dérivation sur E'

- d'autre part que l'application (X,o') ———^ ^"^x o t ^ est D(u)-blllnealre

en X et o' , donc que PS. est une 1-forme sur U à valeurs dans

(E')* ̂  E".

On a un résultat analogue en échangeant les rôles des ' et " ,

d'où la proposition.

Les lois de dérivation D' et D" , ainsi définies sur E' et

E*' , seront appelées "les projections" de D sur E' et E" • |̂ 0n dira

aussi que D' est la projection de D sur E' parallèlement à E" ( •

Les formes ff A- et ff t^ seront appelées "les secondes formes

fondamentales" de E' et E" relativement à D . Cette terminologie sera

justifiée au paragraphe D de ce chapitre •

^
Remarque : la connexion D sur E , obtenue à partir de D' et D" en

posant D..OT = D'y(p'o) + D" (p"o), admet aussi D' et D" comme projec-

tions; mais à des secondes formes fondamentales ff A, et (Jp Ap nulles.

Il est bien clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
^\»

D = D est que (? fc, = 0 et ^? fc? = 0 .
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Formule des courbures

Proposition III, A, 2

On a, V o» ç j» . V X. Y Ç TOO

p» [R(X.Y) . o'I » R ' (X,Y) . o' + (y^ A^^LX y) • o' (I)

p" [R(X.Y) . o'] = (d^ ̂  ^) (X.Y) • 0> (II)

Dans ces équations,

f B é A ( U , E ^ < ^ E ) représente la 2-forme de courbure de D

2
H' ê A (U, E»^® E ' ) représente la 2-forme de courbure de D'

le produit extérieur y fc A y A- doit être conç>ris au sens de l'application
bilinéaire canonique

(E')^ E*' < (E")^ ^ E' ______^ ( E ' ) ^ ® E«

obtenue par composition des applications .

D représente la loi de dérivation sur E' ̂  ̂  E" canoniquement obtenue
Y par produit de D' et D" •

En abrégé, ces formules peuvent s'écrire :

p» R p* » R' + ̂ ^ A <S \ (I)

P" H P' a à ^ ^ ^ (II)
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et, de même,

p" R p" = R** + ç?^ A^ (I)

P' R P" = <IA. <d? ^ (II)
D 2

Démonstration : soient X,Y Ç T(U) et o' ç E1 . On a alors :
<1^—————————————————————————————— «<W%AA -^^-

p» R(X.Y) . o' = p' (D^ Dy o1 - Dy D^ o' - D r-̂  y-, o' )

» p» D^ p» Dy a' + p' D^ p" Dy o'

- p' Dy p» D^ o' - p» Dy P" D^ a'

- P' D [X.Y] CTt

» R» (X.Y) . a» + (ÇP^)x (^^îy o» - (Ô\)y (^^îx a'

d'où la formule (I)

et

p" R(X,Y) . o» » p" D^ p' Dy o» + p" D^ p*' Dy o'

- p" Dy p' D^ o' - p" Dy p" D^ CT'

- pw D LX^J ot

a (^^^ (D'y o') + D^ [(Ç^)y a'I

- (î?^)y (D^ a » ) - D^ ( ^^^a»

- l̂5 [X,ï] ot

« D^P ̂ ^ . a. - D^($\)^a' - ^^î^^-^

» (^ l̂) (X . Y) . o'

d'où la formule (II).
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Cas où D respecte une pseudométrique sur E

Supposons avoir défini, pour tout point x de U » une forme

bilinéaire symétrique non dégénérée g^ sur E , de telle façon que l'ap-
plication x ———^ g, (o(x) , -r(x) ) soit différentiable quelles que

soient a , T ^ E •
>\AM

^y (̂

Supposons que la section x ——> éL. de E ^ E ainsi

définie ait une dérivée covariante nulle, relativement à une connexion D
sur E :

(D^ g) (o,T) = X . g(o,T) - g(D^ o,-r) - g (a, D^ -r)

= 0 \/ X & T(U) \/o ,T ç E .
•»^^ /»^

Supposons enfin que E' ——^ U soit un sous-fibre vectoriel de
E tel que, pour tout x Ç U, E' soit un sous-espace non isotrope de E

relativement à g (ce qui signifie que la forme bilinéaire symétrique g' ,
induite par g^ sur E'^ , est non dégénérée). Soit g' la métrique ainsi
définie sur E' .

L'orthogonal E" de E* dans E est alors un supplémentaire
de E1 dans E" , et la forme bilinéaire symétrique g" induite parx x x
g sur E" est également non dégénérée. Soit g" la métrique ainsi

définie sur E" s (_l E" .
xê U x

Proposition III. A. 3

D' et D" désignant les projections de D sur E' et E" , on a :

D'^g' = 0 et ' D^g" = 0 rf X ^ T(U) . .-
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En effet (D'^g') (o ' ,T ' ) s X . g' ( a 9 . ^ ) - g' (D'^ o'. T')-g'(o', D'^ T» )

Mais g ' C o ' . T » ) = g (o' .T')

et e'^'x o t » T t ) ss eCp' ^ O' .T ' )
= S^y (y1 » T' ) puisque E' et E" sont ortho-

gonaux relativement à g .

Donc (D'^ g » ) (o' , T » ) « (D^ g) (o* » T» ) = 0

De même , D"^ g" = 0 d'où la proposition.

Sous les hypothèses précédentes (Dg s 0 , E' et E" orthogonaux

relativement à g ), la donnée de chacune des deux formes ~J \ et V t ?

est équivalente à la donnée de l'autre. Plus précisément, on a la

Proposition III. A. U

V X 6 T(U) , l'application (<:pAJ.,de E" dans E' est égale à l'opposée
^vw^^ — j^^- ^^^

de la transposée de W\ ̂ ) , relativement aux métriques g' et g"

c'est-à-dire :

g( (^i)x </ . ^) a8 -g ( (^^x a" t a t ) ^ ( ï t € E^ • v ° " ^Ji"

En effet g ( ̂ t^ o 9 » o" ) " g (p" D^ o ' , o")

» g (Dy a ' » o " ) puisque E' et E" sont

orthogonaux,

» X . g (o ' , o " ) - g (D o " , a ' ) puisque

D ^ g - O y
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g (D- o" , o * ) puisque o' et o"

sont orthogonales.

g (p* Dy o" , C T » ) puisque E' et E"

sont orthogonaux..

C. Q. F. D.

B - Transcription en ternes de fibres principaux

Soient k et n deux entiers > 0 (k < n)» Notons {e,,..»,e }

la base canonique de IR11 ; identifions {e,,.».,e,} à la base canonique deJ» &

R , et {e. -,.•.,e } à la base canonique de (R11" , de telle sorte que

<R11 est identifié à t^ ® B"^ et que G L(k, R) ^ G L(n-k, R) est

identifié à un sous-groupe de Lie de G L(n, R) .

On supposera désormais que G est un sous-groupe de Lie de

G L(n, P) et que H = G^ [GL(k. R) x G L(n-k, (R)J

Identifiant de façon naturelle G L(k, R) et G L(n-k, R) à des sous-groupes

de G L(k, R) ^ G L(n-k, (R), supposons :

H s H'x H" avec H' = G ^ GL(k, R) et H" = G ̂  GL(n-k, K) .

On a alors H_' s G_UEnd l^ et H" s G H E n d (R^

Posons cAk , = G, /\ (( (R^® ^)} et cU). = G A ( ( (R11"1')^® ^ ) ,
- nx (R / ^ i i \ ^ / /

II en est ainsi par exemple pour G = 0(n, (R), GL(n, (R) , etc..
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[ End R11 étant naturellement identifié à la somme directe

End ^ © End «R11"1' 0 ( ( R^® R )̂ © ( ( (R^) <S^ ^ ) 1 -
v R / v (R / j

On vérifie aisément :

ad(H') . H" = 0 ad(H") . ̂  = 0

ad(H' ) . cfc^ CC^ ad(H") . ̂  cdfci

ad(H') .^gC^ ad(H") .(A^Cdfcg

[dfc^^]< H [^,^J , 0 [^.cA,]» 0

Si a ç G , on notera a^, , a^ ,̂, , a ^ et a j i ses composantes

relativement à la décomposition G^ = H' ® H" <S c(fc <^ ûtfc » et on
— 1 2

posera w b s o U î + ^ U ) a u s s a ^ L • ' • a l f1 2 C^ dbi <3lb 2

(on a clairement ad(H) cfflP C ûlfc et ÏÇ^>^]c H ).

Notons f y^ la représentation linéaire canonique de G dans IR11

<L? ,
•^V Ir " •' »» »» tt Ut M .0*^

'31 *» t» »» •» »» TT»» »» •D11""^

n-k H IR

Ç o „ „ „ „ „ ^ .. ^n

^ ^ " " " " " H' " R"

<3) '» " »» f» tt »» TT»» »» ipn
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Supposons donnés un G fibre principal Q ,__&. U

et un H sous-fibre principal P __^ U

Puisque H = H' M. H" , P est égal au produit fibre P» S3 P" du H'-fibré
principal P » = P .^ , , ———^ u et du II" - fibre principal
p" = P/ÎÎ1 —^u (I:[* B» !)•

Leimne III» B» 1

K» rQ] » a^ fp.7 « p"-1' rp"1" [Q] » B" [P'J © p"-* fp"'?
a > - i ® i - J <p L j
"n '"k yn-k

En effet 0° M » (R" [pj = (R" fp.a p"1

^ u ^n u ^ L •J

Mais puisque (R11 = ^ ® (R"^ et puisque

Q ° =Q ©^
y^ ^k ^^n-k »

Î R . [p. o p"] = ^ [p.] e ̂ k [?"].
^n 3vk î-k

d'où le leimne

Notons désormais E , E' et E" les fibres vectoriels R11 f Q 7 .

^ ^] et ^ [P-7. ^
^k ^n-k

Supposons réciproquement que E = R" [QJ admet une décomposition
<Xn

E' <î> E" en somme de WHITNEY.
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Soit P le sous-ensemble de Q formé des isomorphismes

Ç: ^ ^ > E, tels que Ç"1 ( E * ) = ^ CL Ç-1 (E"J = «Î  •
r Si. X ' X

Si V x Ç U, P n'est pas vide, l'ensemble P = l——^ P admet une
x xç. U x

structure naturelle de H-sous-fibre principal différentiable de Q , et la

décomposition de E en somme de WHITHEY associée à ce sous-fibre par le

lemme III. 3. 1 est la décomposition E1 © E" dont on est parti,

II en est en particulier ainsi dans le cas où Q est l'espace des repères
orthonormés pour une métrique pseudo-riemannienne g sur E , et où E*
E" sont orthogonaux relativement à g ,

Lemme III. B. 2

1(L JlNous avons vu que les sous-espaces Cw- et Cw ^ de G sont stables par la

représentation adjointe ad de H dans G

Le fibre vectoriel (o(b ) [pj (resp. ( c^ ?) ^ M ^ est un sûus-fibré

vectoriel de (E')*® E" (resp. (E")*^ E*) ).

En effet, l* injection canonique i de dfc - G \̂ ( ( R ) (g) (R11 )

!<• n !<• ^flr
dans ( R ) ^ (R ~ induit, dans la catégorie 6,, , un morphisme injectif

R n

de ( (A^. ad) dans ( ( ^k) ® (R"^. ^* <^̂ n-k ) •

Par application du fondeur modelage Up , qui est exact, on en déduit

une injection T de ( <W ) jp] dans (E* ) ® E" .

On définit de même J : (Ott>J ^P] __> (E")^<0 E' .
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Soient désormais Q . P . P' . P" . E . E* , E" définis connne
précédemment, et soit CJ une connexion sur Q . Puisque ad(H)cw ç^aUp ,
&0 induit une connexion ( » ) = ( ( * » f P) sur P (théorème II. A. l), qui

est le produit d'une connexion u' sur P* et d'une connexion u "

sur P" (Proposition II. B. l). La forme de plongement P& » (œ) PL
admet, par projections de dfc sur db ^ et ûfc deux composantes

PA1 a (pt)^ ê A ad H (p» ̂ l5 et ^2 s (^^ € ^ ad H (p•cu)2) •w^ cw^

Notons D la connexion sur E associée à la connexion œ .

Théorème III. B. 3

(I) Les connexions D' sur E' et D*' sur E", respectivement associées

à w9 et < * » * * • sont les projections de D sur E' et E" •

(II) Les 1-formes c? ̂  é A (-U . (db^)^ [p] ) et

^ A g ^ A t U , (Ag)^ ^PJ ) , respectivement associées à PA

et Ptg par À^ (théorème I. B, 2), sont les secondes tomes fonda-

mentales de E* et E" relativement à D

une fois (cX^)^ ^1 et (c^>2)ad 1?] i<ientifiés à des sous-fibres

vectoriels de (E' f^ g) E" et (E")^ ^ E') .

Démon strat ion :

Notons 1, l'injection de P dans Q , et soit Ç = l (Ç ) un élément
de Z (P).
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Notons / G l'espace des vecteurs verticaux de T (Q)

H'ç le sous-espace de G engendré par la sous^algêbre H» de G

H" le sous-espace de G engendré par la sous-algèbre H" de G

(olfe^) le sous-espace de G engendré par le sous«espace oli- de jG^

/ (cfcg) le sous-espace de G engendré par le sous^espace ûlfc? de G

\ _Hç = H'ç © H"ç = 1 (Tç (P) )^ Gç

c^ = (^)ç e> (clfc^ç
/y
<*?. l'espace des vecteurs horizontaux de T (Q), relativement à ù)

d̂fc- l'image par \ de l'espace des vecteurs horizontaux de T (P) »
^ 'o

relativement à œ •

Schéma de T (Q)
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On a évidemment C^ = Hç <£> (ĵ  .et puisque œ f = 2 + Pfc .

> Ç +/l& ç =dlb^ + ̂  ç. Pour tout X ^ T(U) , notons X^ le relèvementcfc

horizontal de X dans Q (relativement à œ )» et X^ l'image par ^

du relèvement horizontal de X dans P (relativement à 2 ). Si o ç E,
notons o ^élément correspondant de ^

^(G) (Q. ̂ ) .

Les fonctions ^ ç A^ (G) (Q» (Rn) sont e îêreraent déterminées
n

par leur restriction à ^ (P) . Celles qui correspondent aux sections o'

(resp. o") du sous-fibre E' (resp. E") de E , sont celles dont la restric-

tion à ^ (P) prend ses valeurs dans le sous-espace IR^ (resp. (R11-1^) de R"

D'après le théorème I. C. 1 , D '̂ = X^. ?» ^ X^ T(u)

^ at €- £1 c £»• Remarquons la valeur en Ç du champ de vecteurs '

X^ - X^ est égale à l'opposé du vecteur PAç(X^) engendré en Ç par

l'élément Pfc [z-1 (X ^ )7 de 0^ .

o
Remarquons enfin que. pour ^ ç A-, ̂  (Q, R11). la dérivée

Aç .f de îf , relativement au vecteur vertical A ^ T (Q) engendré par

l'élément A de G_ . est égal à - <A,^(ç) > où < . > désigne l'ap-

plication bilinéaire canonique G_ x. R11 ——^ R1'1 : en effet le groupe

des translations à droite (expt A)^ ^ est le groupe à un paramètre de

transformations de Q engendrant le champ fondamental Ç _____^ A

on a donc A . ̂  = lim ^ [ ̂  (ç . exp t A) - Ï (ç) 1 .
" t ->- 0 " L J
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Mais Ï(Ç . exp t A) = 5^ ( (exp t A)-2)^) ) = Ô^ (exp -t A).(Ï(ç) )

et A .^ =â? ( lim i exp (-t A) -(id) ). (Ï(ç) )
' n t ^ 0 "

= - <A. t£(ç) > .

On a donc (D^ o' ) (ç) = X ^- ?» = X"^ 7' - Pfc (X^ ) . ̂

= X ^ . ^ +< PA (^-1 (X^) ). 3'» (Ç) >.

Observant

- d'une part que 7^ . ?• = (D'^ o » ) (ç) est en particulier un élément de ff^ ,

- d'autre part que < PA (^-1 (X ^ ) ). ?• (ç) > » <Pfc ^ (^^(X^)). Ï '(ç) >

est un élément de /R11"^ car <flfc , ^k ><^ (R"̂  et

<A^ , ̂  > = 0 .

on en déduit : D' o* s p* (D-, o')
X X

^W0'5 s PM ^x o t )

et, de même : D'* o" = p" (D o")

(^\)^") 'P' (DX^Ï

d'où le théorème.

1 o' ç E'

V o" ^ E"
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c ' connexions canoniques sur les variétés de Stiefel généralisée.

Soit G un sous-groupe de Lie de G L(n, IR). Conservant les conven-

tions du paragraphe B, on pose : H' » G ̂  GL(k, IR) H" = G^GL(n-k, •R)

H = G n (GL(k, R) < GL(n-k, B) ) et l'on suppose toujours H = H' x H" . On

identifie G , de façon naturelle, à une faaille de repères de B" qui seront

dits "adaptés" (sous-entendu : à la G-structure plate canonique de B°).

On appellera grassmannienne G^^ l'espace homogène symétrique

3 ,̂̂  g,, : géométriquement, un point de G^ ̂  es?; un couple (ç,ç')

tonné d'un k-plan ç de B» et d'un (n-k) plan supplémentaire ç' tels

qu'il existe un repère adapte g ^ G de |R" dont les k premiers vecteurs
sent dans ç et les n-k derniers dans ç' .

On appellera variété de Stiefel V^_^ (resp. V^ ^ le H'-fibre

principal G ,̂, considéré comme fibre au-dessus de la grassmannienne (resp. le

H" fihré principal G/g, ——, ̂  ̂ ) , géométriquement, la fibre de

Vn-k (resp' vn-k,k) au-dessus d'un couple (S.S')^G,,n^ est composée

de l'ensemble des repères de ç (resp. ç .) qui possèdent ^a propriété de

pouvoir être complétés par un repère de ç. (resp. ç ) pour tonner un repère
adapté g ^ G de R" .

On notera E^ (resp. E^ ) le fibre vectoriel modelé sur V,
k,n-k

(resp. V_ . . ) , de base G, , :n~^iK k,n-k

E" s ^ FV 1
K «k L "»"-''-I

E - p11"- rv nn-k ^n-k r11-1^]rn _ ^n-k
în-k
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Géométriquement, la fibre de E" (resp, E1 1 , ) au-dessus du couple (?,?')

est l'espace vectoriel ^ (resp, Ç ' ) , Puisque ç © ç' = »R11 , la somme de

WHITNEY E" €> E"̂  est égale au fibre vectoriel trivial R" < G ^^ —^ G ^

Par projection sur E. parallèlement à E . de la connexion naturel-

le à courbure nulle du fibre vectoriel trivial R11»* G. . ——^ G, , , oniv^n—.K ' j^^n—K
Tr n

obtient une connexion D qu'on appellera la connexion canonique de E, •

Soit Q le G-fibré principal trivial G x G^ ^^ —> G^ ^^ et (D

sa connexion canonique à courbure nulle» Soit P le H' x H" fibre principal

G ——^ ^-<î» TTM • Définissant û(p = db ® C|b ^ comme au paragraphe 3 de
n y n . -L c.

ce chapitre, la connexion us induite sur P par (ydio) est la connexion

canonique de la grassmannienne munie de sa structure d'espace homogène

symétrique (cf. II. C» exemple U), D'après II. B. 1, P est le produit fibre

î, T. 8 V et a) est le produit d'une connexion (J , sur V, ,&,n—K n-K,k o . - k k,n-k

et d'une connexion GJ , sur V , • D'après le théorème III, B. 3»n—& n—K,n

la connexion canonique D. est la connexion sur E, associée à u), •

Remarques

1) Dans le cas G a 0(n) , (Ç»Ç ' )ê G. , implique que Ç' est le sup-K,n—K

plémentaire orthogonal de ç : on peut alors identifier G, , à.K^n—K

l'ensemble des k-plans (ou des n-k plans) de <R11 • La définition de a»

est alors donnée dans Sh. KOBAïASHI [9] » NARASIMHAN et RAMANAN fl9j7 , et

TAKIZAWA [23] .

2) Une importante propriété de D. (cf. Chapitre IV) est d'être obtenue com-

me projection de la connexion canonique à courbure nulle d'un fibre trivial»
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Interprétation geoitté trique du fibre tangent à la grassmannienne :

Puisque la forme de plongement <? A ^ A , „ (P, cfc, ^>c(b ^) de P

dans (Q,h)) n'est autre que la forme fondamentale de P considéré comme espace

de repères au-dessus de la grassmannienne (II• C» exemple 4), l'application

Pi î T(G. ,) ^ (dfc, F^ + W o f?"! ) est un isomorphisme de fibresk,n—k • 1 — «J & L J

vectoriels, et par conséquent un vecteur X ^ T/ ^ » \ (^v y) s'interprète
\ ^ 9 7 ï K,n-K

comme un élément de ^ ® ^ ^ f ^ » ^ ® ^
<R - • v * / R 7

Dans le cas particulier G = 0(n) , il suffit de connaître y JL

pour connaître ^A at ^^ i + <3 A? (d'après III. A. 4), observant enfin que w-

est alors égal à ( B^f ̂  ( (R"^) tout entier, on obtient le
R

Théorème III. C« 1

Notant <& ̂  , V^^ , £ [ les espaces G^^ , V^_^ et E^

dans le cas G = 0(n), et notant ^ fc, et y A? les secondes formes fonda-

mentales de tE" et E n relativement à la connexion canonique à courbureK n—K

nulle du fibre trivial tR" * (& , , ___> G- ,, ,-k,n-k '" k,n—k

les applications <?^ : T( (& ^ ) -^ ^ ( £ ^ î*® E -̂:^^) ^^ ( ib p*® E ̂

et^ : T«& ̂ ^) Â^ ( E ̂ )*<8 E ;;

sont des isomorphismes de fibres vectoriels,
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En particulier, pour tout k-plan ^ de R" , on a deux isonorphismes

d'espaces vectoriels :

^h\ 'V^,n-^ -——>^ ̂

^l•2\ "\^^ -^^Ï ^

D - Géométrie des sous-variétés

Soit V une variété de dimension n , et U une sous-variété de

dimension k régulièrement plongée (plongement noté f ). Soit G un sous-

groupe de Lie de G L(n,ÎR), Conservant les conventions du paragraphe B, on

pose encore :

H » G Q (GL(k, IR) x GL(n-k, R) ) H' » G q GL(k, R)

H" s G (\ GL(n-k, <R) .

Soit Q—> V (resp, P' —^ U) l'espace des repères adaptés à une

G-structure sur V (resp. à une H'-structure sur U ). On notera T,j(V) au

lieu de T(V) | U l'espace des vecteurs tangents à V ayant leur origine dans

U. On appellera "fibre normal" tout sous-fibre vectoriel N de TTTÎV) tel
lue Ty(V) = T(U) ® N . Soit N un tel fibre normal.

Soit P... le sous-ensemble de QJU formé des repères de V dont
les k premiers vecteurs sont tangents à U et les (n-k) derniers sont

dans N , Supposant PM<^(Q|U) ^ fO V x é u » p^ est alors un

H-sous-fibrésprincipal de Q(u • On dira alors que la H'-structure P' _^ U
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est compatible avec la G-structure (î -—^ V relativement au fibre normal N,

(Pj^
si P* est égal au K'-fibré principal ^>^H" .

Supposons désonnais cette compatibilité vérifiée; et soit P" le H**-

(p^fibre principal /î^ (P^j ^P 'BP") . Notons p et p. les projections

de T (V) sur T(U) et N parallêlenent à H et T(U).

Soit D la connexion linéaire sur V associée à une G-connexion œ

sur Q • Notons D' et D" les projections de D sur T(U) et N,

-j î- et y t les secondes formes fondamentales. La connexion D' est

une connexion linéaire sur U , associée à une H* connexion CD* sur P1

d'après le théorème III. B. 3.

1°) Torsions induites

Soit (? (resp. <g t) la torsion dp (id)^ Iresp. d^,(id)yj de D

tresp. D'1 .

Proposition III. D. 1

V X.Y Ç. T(U) . € (X.Y) » <?» (X.Y) + ^A1 (Y) - <? i1 (X)
i^^i. A 1

En effet, é (X,Y) » D^Y - DyX - [x,Y7

— -»»/r» w\ -.t fT\ •v\ Tv

A 1 »• ' J

s p'tD^Yl-p'tDyX) - IX,Y] + p"D^Y - p^ByX

«^(X.Y) + Ç ̂  (Y) - Jl\ (X).
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Corollaire III. D. 2

Si ^S = 0 , alors ^ ' est également nul et la forme bilinéaire

(X,Y) ——^ ^^x (Y) de ( T(u) )2 dans K est ay111®'1-1'1^.

Corollaire III. D. 3

Si la G-structure Q est pseudo-intégrable ( jl? c'est-à-dire a un tenseur

de structure nul ^ et s'il existe un fibre normal N tel que P' soit

compatible avec Q relativement à N , la H'-structure P' est également

pseudo-intégrable•

2 ° ) Structures pseudo-riemanniennes

Supposons que G soit le groupe (^ ( n , lR) des matrices inversibles
de GL(n, »R) qui respectent la forme bilinéaire symétrique non dégénérée
P n
î x-y- -̂  x. y. • La donnée d'une G-structure Q sur V est alors

i = 1 i=p+l z

équivalente à la donnée d'une métrique pseudo-riemannienne g • Supposons en
outre qu'en tout point x de U, la forme bilinéaire symétrique g' induite
par g^ sur le sous-espace î ( U ) de T ( V ) soit non dégénérée : l'orthogonal
îî̂  de T ( U ) dans T ( V ) relativement à g est alors un supplémentaire
de T ( U ) dans T ( V ) et l'on définit ainsi un fibre normal orthogonalx x

» = LJ NX •x<, U x

Les propositions III. A. 3 et III. A. h sont alors appliquables.
On a, en outre, le
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Théorème III, D. h

Soit D la connexion de LEVI-CIVITA de la variété pseudo-riemannienne ( V , g ) .

( I ) la projection D' de D sur T(U) parallèlement à N est la connexion de
LEVI-CIVITA de la variété pseudo-riemannienne (U , g ' ) .

(II) la forme bilinéaire ( X , Y ) ___^((?^\ W de ( T(U) )2 dans N
est symétrique, et est la forme polaire de la seconde forme quadratique
fondamentale de la théorie des sous-variétés d'une variété pseudo-rieman-
nienne •

D'après III. A. 3 » D ' . , g ' = 0 V X ̂  T(U)
D'après III. D. 2 , ^ê' = 0

Or la connexion de LEVI-CIVITA de ( U , g ' ) est l'unique connexion linéaire
sur U , à torsion nulle et vérifiant D'g' = 0. Elle ne peut donc qu'être
égale à D' , d'où ( l ) .

Puisque S = 0 , la forme ( X , Y ) ————^ ( 3 S, ) ( Y ) est symétrique
d'après III.D.2), Elle est donc la forme polaire de la forme quadratique
X .——^ y Ay(X) = p.. (DyX) : on reconnaît bien là la seconde forme quadratique
fondamentale de la théorie des sous-variétés d'une variété pseudo-riemannienne.

La partie (il) de ce théorème justifie la terminologie adoptée pour
a & et ^ A? • En outre, on a ici :

g ( Q ̂\ W ̂  ) = -6 (Y . (îP^X v ) V X,Y ̂  T^) /̂ ̂  N .
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Lorsque (V, g) est une variété localement euclidienne. Ici' equa.t.ionîî

R' + y&2 A ̂ i3 °
^^1 » 0

R" +^14 A (?l^ s 0

^ ^ ^2 = °

ne sont autres que les classiques équations de GAUSS-CODAZZI elles sont cQui"
valentes à l'équation Sî' + V , P& + fP A , PJll = 0 de II. A, U , ou(i) w «J
aux quatre projections de cette équation sur J^»H^ dfc- et CW? •
Si la codimension de U dans V est 1, les deux dernières équations sont
identiquement vérifiées.

Le théorème III. D. U permet de généraliser en ternes de connexions
linéaires, et indépendamment de toute métrique, la théorie classique des sous-
variétés d'une variété pseudo-riemannienne ("théorie des courbes» et des
surfaces" dans l'espace euclidien). Pour plus de détails, cf. fl1?] et [22] •
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Chapitre IV
Extensions triviales

d'une connexion

A - Extensions principales triviales
B - Extensions vectorielles triviales
C - Comparaison entre extensions triviales vectorielles

et principales
D - Théorèmes d'existence dans le cas G s 0(n)
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A - Extensions principales triviales d'une connexion

Soit H un sous-groupe de Lie de G , et cVo un supplémentaire de H_

dans G tel que ad(H).dJl? C oM&-

^
Si p———^ u est un H-fibré principal, on notera P——^U le

G-fibré principal obtenu à partir de P par extension du groupe structural.

1°) Définitions

Soit P (resp. P') un H-fibré principal muni d'une connexion (A)

(resp. a)'). On appellera morphisrae de (P,O)) dans (P', ù)') tout morphisme

^ de H-fibré s principaux de P dans P' tel que u = u)' .x. (on

définit ainsi une catégorie).

On appellera G-extension à courbure nulle d'une connexion œ sur
'\»

un H-fibré principal P une connexion ^ à courbure nulle sur P » telle
^ i

que uï == (œ \ ?)„ • Une telle G-extension à courbure nulle sera dite
' 5 . ^ (1)

triviale si, en outre , le groupe d'holonomie de œ est 0 •

Si S£ est un morphisme de (P,^) dans (P', œ'), et si " ' est^ ^
une G-connexion à courbure nulle (resp. triviale) de (̂  , u) ' . x est

une G-extension à courbure nulle (resp. triviale) de ù) que l'on appellera l'image
^ C"'"̂

réciproque de___<*)' par Sf ï désignant le morphisme de G-fibres principaux

p ____^ p1 obtenu par extension de ^ I .

{1) Si U est simplement connexe, toute extension à courbure nulle est
aut omat i quemen t t ri vi aie•
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2 ° ) Rôle universel de la connexion canonique de l'espace homogène réductif /H

Soit P,. le H-fibré principal G ———^ G,.. , et y sa connexion0 /n 0
—1 ^canonique œ (dg) = (g dg),, • Nous avons déjà vu (II, C. exemple U ) que P

O n 0
r\^

est le fibre trivial G x G,-, ——> G,- et que la connexion u sur P ,/H ' /H o o

définie par î (dg, dx) = g dg , est une G-extension triviale de d) •

Donc tout morphisme ^f de (P»O)) dans (P , ai ) induit, par image réciproque

de œ , une G-extension triviale de œ .

Réciproquement, toute G-extension triviale de u) peut être obtenue

de cette façon : plus précisément, on a le

Théorème IV. A. 1

(I) L'application qui, à tout morphisme îf de (P,(A)) dans (P ,o) ), associe

l'image réciproque de î par Ï , est une application surjective de

l'ensemble des morphismes de (P,(*)) dans (P , ui ) sur l'ensemble des

G-extensions triviales de m •

(II)3i l'on suppose en outre la base U de P connexe, une condition nécessaire

et suffisante pour que ai ait même image réciproque par deux morphismes

f et -£ ' de (P,O)) dans (P^, a) ), est qu'il existe un élément g^ G ,

tel que ^ ' = L . îf » L désignant la translation à gauche par g dans
6 6

P^ = G .

'\<

Soit u : T(P) —> G une G-extension triviale de u • Puisque
. . ^ . <v>

P est trivial et a) à holonomie nulle, il existe une fonction ^ : P ——^ G
^

telle que ^(ç.g) a ^(ç).g , \ / Ç ^ P , V S ^ G
^ -1
o)= ^ , d ^ ,
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On en déduit que la restriction Ï de ^ à P est un norphisme de H-fibrés

principaux de P dans P^ , telle que ^ » (<f1 .d^?) puisque u> = ( ^ / P) ,
d'où la partie (l) du théorème. ~

Soient Ï et f ' deux morphisnes de P dans P = G -> (G,, ).
~ ° / ^

Soient ^ et 4»' les fonctions de P dans G obtenues en composant £,

et f ' avec la projection de G ^ G. sur G . On a alors :

^Q • Ï s ^"1 • d^ et ^ . ̂ ' « ^'-1 . d^'

Dire que ces images réciproques sont les mêmes implique l'existence d'une fonction

S î P ——> G localement constante et constante sur chaque fibre telle que

4»' (Ç) s 6 (Ç) .4' (ç) V' Ç ( P. ( [10] P. 55 - proposition 2). Si donc U
est connexe, la fonction g est constante, et il est clair que C f ' = L .£ ,
d'où la partie (il).

3°) Cas analytique
Supposons le H-fibré principal P —> U analytique réel, et la con-'\fnexion (D sur P analytique. Supposons en outre P trivial.

Théorème IV. A. 2 (passage du local au global)

Pour qu'il existe une connexion analytique sur P , qui soit une G-extension
triviale de u , il faut et il suffit que dans chaque composante connexe U.
de U , il existe un ouvert non vide U ' . tel que (P\ U ' . , o) admetteî ^ ' ' i*
une G-cxtension analytique triviale.

II est évident que la condition est nécessaire. Pour montrer qu'elle
est suffisante, on peut se ramener au cas où U est connexe en raisonnant de
façon indépendante dans chaque composante connexe.
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Supposons donc U connexe, et soit U' un ouvert de U tel que

(P| U',<jû) admette une G-extension analytique triviale. D'après IV. A. 1, il

existe un morphisme ^ ' (nécessairement analytique) de (P | U'.o)) dans

(P ,oj ). La fonction ^ ' s'étend en une fonction <^ ' ; P ( U' _> G » analytique»

et vérifiant ^ (ç.g) = -£' (ç) . g v Ç ç P | U' ,Vgê G. Elle définit
^ \par conséquent une section analytique o' ou P | U' (définie en prenant pour

o'(x) l'élément Ç de (P I U') tel que ^ (ç) soit l'élément neutre de G).
^ " ^

Puisque P est trivial, o' s'étend en une section analytique a de P tout

entier (du moins si U' est connexe, ce qu'on peut toujours supposer), et permet

par conséquent d'étendre '>£ ' en une fonction analytique Ï : P ——> G en

posant :

Ç = o(p Ç) . f (ç) V ç ç ?

-^ -^ ^
Puisque f (ç.g) = ^ ( ç ) . g \ / Ç ^ P ^ 6 ^ G » lai-forme

^-1 ^ ^^ • dx sur P est une connexion analytique à courbure nulle, qui induit sur
jr^ «« ^ 1

P une connexion analytique (1 ~ . d^£.| P) qui coïncide nécessairement avec

H) sur P | U' . Mais puisque U est connexe, et puisqu'elles sont analytiques,

ces deux connexions coïncident partout, d'où le théorème.

B - Extensions vectorielles triviales d'une connexion

Reprenant désormais les conventions du paragraphe III-B, supposons G

inclus dans GL(n, (R) et posons H' = G O GL(k, R) H" = G f} GL(n-k, |R) et

H = H' x H" = G f\ [GL(k, IR) . GL(n-k, IR)1 .

^
Pour toute variété U , on notera E (U) le fibre vectoriel trivial

n '\i —
^ > U ——> U, et P^(U) le G-fibré principal associé G x U ——^ U .
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1°) Définitions

Soit P * — — > U un H'-fibré principal, et E = (R^ [P'1 le fibre

k k

vectoriel modelé de fibre type IR .

^
On appellera "plongement" de E dans E (U) tout homoraorphisme»\, n

injectif a : E ———>.E (U), réalisant E comme sous-fibre vectoriel de^ n
E (U), On appellera "fibre normal" relatif à un plongement a tout sous-fibre

vectoriel N de E (U) tel que ê (U) = a(E) ($> N .

^
On notera p le morphisme surjectif E (U) —4. E obtenu enQ f^ n

^
composant la projection de E (U) sur e< (E) parallèlement à N avec l'iso-

morphisme a" de a(E) sur E •

Pour tout fibre normal II relatif à a , on notera P,, le sous-
'V, ^ N»a

ensemble de P^(U) formé des repères ^ de E (U) dont les k premiers

vecteurs sont dans a(E) et les (n-k) derniers dans N .

^ ^
Si P^ ^ ^ ^n^^ ^x ^ <r V x^ U, P est un H-sous-fibré principal

différentiable de P (U).n

^
Un plongement o< de E (muni de la H'-structure P') dans E (U)n

^
(muni de la G-structure triviale P (U) ) sera dit "adapté" relativement

à N si

^
(1) P.. est un H-sous-fibré principal différentiable de P (U)IM,(X n

P
(2) P' est égal au H'-fibré principal '"^rf
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Si P' est muni d'une connexion t»), et E de la connexion D as-

sociée à a», on appellera n-extension triviale de D un couple (a, N) formé
'\/

d'un plongement a de E dans E (U) et d'un fibre normal N relatif à an
tels que

(1) a soit adapté relativement à N

(2) la connexion D corresponde par a à la connexion sur a(E)

obtenue par projection parallèlement à N de la connexion naturel-
'\f

le à courbure nulle du fibre vectoriel trivial E (U).n

Si P ' _ ——> U. est un H-fibré principal (i = 1, 2) muni d'une con-

nexion œ_ et si le fibre vectoriel modelé E. = (R fP'- ' î est muni de la con-

nexion D associée à u). » on appellera morphisme de (E-,D.) dans (Ep,Dp)

tout morphisme strict de fibres vectoriels E ———^ E', associé à un morphisme

de (P'^. (^) dans (P'^, <^).

Soit ^ un morphisme de (E,, D,) dans (E , Dp) au-dessus d'une
— ^

application ^f. : U- —> Up . Soit ûp un plongement de E? dans E (Up) :
f^

on définit un plongement a. de E- dans E (U,) en posant

^l^x = ^^(x) • ^x / v x € ̂  ' ^ désigne l'isomorphisme

(E )^ —^—^ ^2^ ( ) obt®nu Par restriction de S à (E-) , et l'on a

^ ^
identifié de façon naturelle (E (U ) ) et (E (Up) )^-/ \ à ÎR"). On

appellera a l'image réciproque de a par ^ • Si Np est un fibre normal

relatif à a le fibre N, = N? •Ï , obtenu comme image réciproque de Np

par \£ , est un fibre normal relatif à a- , Si a? est un plongement adapté
^

de Ep dans E (\J ) relativement à Np , a est un plongement adapté de
'v/

E, dans E (U,) relativement à N- . Si ( a , N ) est une n-extension

triviale de D^ , (a N-) est une n-extension triviale de D- .
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2°) Rôle universel de la connexion canonique du fibre E. modelé sur la

variété de Stiefel généralisée

Reprenant les notations et définitions du paragraphe III-C, on a vu

l»6 V^.n-k^ ^ ® ^-k-

^

Soit a, l'injection naturelle de E" dans E (G, , ) ; c'estK K. n k.n—k

un plongement adapté de E11 muni de la H'-structure V, , dans E (G, , )K K. y n—K n K , n—K

relativement au fibre normal E" , • Par définition même de la connexionn-"k

canonique D sur E" , (a, » E11 ,) est une n-extension triviale de D. •
K. n—K / K n~K K

Tout morphisme SC de (E»D) dans (E" , D ) induit, par image réciproque

de (a,, E11 , ) une n-extension triviale de (E,D). Réciproquement, toute

n-extension triviale de (E,D) peut être obtenue de cette façon : plus précisément;

on a le

Théorème IV.3,1

L'application qui, à tout morphisme ^£ de (E»D) dans (E^ , D.), associe

l'image réciproque de (a, , E11 ) par '£ , est une bijection de l'ensemble

des morphismes de (E,D) dans (E" , D ) sur l'ensemble des n-extensions

triviales de D ,

Soit (a,N) une n-extension triviale de D . lE est supposé modelé

sur P' , et D associé à une connexion a) sur P' [ • Notons a l'application
i»

E ——> R obtenue en composant a avec la projection de E (u) = (R^ U sur

IR • Soit ^f l'application de U dans G. , qui, au point x de U, associeK , n—K

le couple ( a(E^), H^) ç, G^ ^^ . Puisque (E^) ç , x = a(E^) , l'application
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^î de E dans E" dont la restriction à E est l'isonorphisne a de
K. X X

E sur a(E ) est un morphisme strict de fibres vectoriels de E dans F" ,x x . &

au-dessus de Ï •

Par construction de ^ , l'image réciproque de (a,, E11 ,) par 4'le n—K

est égale à (a,N)« Si (a,ÎJ) avait été obtenu comme image réciproque de

( a , , E , ) par un morphisrae strict ^ de E dans E11 , on aurait en outre
JK n—A K,

Ï = ^

Puisque (a,N) doit être une n-extension triviale à la fois de D

et de la connexion D,»^ image réciproque de D, par ^ , ces deux connexions
n

ne peuvent qu'être égales, et ^ est un morphisme de (E,D) dans (E , D.)

que l'on vérifie sans peine être associé à un morphisme de (P',(*)) dans

^k.n-k • "^ •

II est clair que l'application (a,H) ——^ ^ ainsi définie est

l'application inverse de f ——-> image réciproque de (o.- E11 , ) par Ï. ,K n™K
d'où le théorème,

3 ° ) Cas d'une connexion linéaire

Si P' -—> U est un espace de repères sur une variété U de dimension
k, le fibre modelé E = iR [P'I est alors le fibre tangent T ( U ) , et toute
connexion D sur E est une connexion linéaire.
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a) Proposition IV. B« 2

Pour toute n-extension triviale (a,N) de D , la torsion Ç) de D est
donnée par la formule :

^ =s ^.N • d a

[où a désigne la 1-forme sur U à valeurs dans ÎR", obtenue en composant

a : T(U) ———> (R" x U avec la projection de (R"» U sur (R11 1 .

En effet Ç (X,Y) = D..Y - D..X - |X,Y'] V X,Y (_ T(U) .
A X L -l ~v-~~>.

Or D Y s p (X .a (Y) )
•A. U yXl

^ s ^.N (Y •a (x) )

L^'Pa.N (; L^P )

et X. a(Y) - Y.a(X) - a.( [x,Y] ) = d a ( X,Y ) c.q.f.d.

'\t
(on a identifié IR11 et (E (U) ) en tout point x de U).

b) Soit f une immersion de U dans la variété ÏR11 ,
^

La différentielle df définit un plongement a de T(U) dans E (U) (vérifiant

df =(<-. où ç<« est obtenue en composant o< „ avec la projection de E (U)

sur R").

Supposons le plongement &^ de T(U) dans Ï (U) adapté (T(U)

étant muni de la H'-structure P' ) relativement à un fibre normal N , On

dira alors que : f est une immersion adaptée de U (munie de la H'-structure

P') dans (R11 (munie de sa G-structure plate canonique),
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Si f est une telle immersion adaptée, on lui associe une application

\f „ : U ————^ G, , en associant au point x de U le couple

(df (T (U) ), N ) ç G, , (comme dans la démonstration du théorème IV. B, l)x x .K ,n—K

et un morphisme strict \£ de T(U) dans E11 , au-dessus de ^ „ .

(On appelle ^£ „ l'application de GAUSS associée à f )•

Proposition IV, B» 3

L'image réciproque de la connexion canonique D, par l'application de GAUSS
f : U ——^ G, . est une connexion linéaire à torsion nulle, adaptéei " 9 n—K
à la H'-structure P' sur U •

II est clair que ^£ „ est associée à un morphisme de H-fibrés princi-

paux : P' ————> V, , , et que par conséquent, l'image réciproque D = D, • ̂ -,

de D^ par \£ ^ est adaptée à la H'-structure P' .

Par construction de l'application de GAUSS, («<,.,N) est l'image

réciproque de (oL, E11 ) par ^-, . Appliquant alors la proposition IV. B, 2,

on trouve : Ç? = p „ . d a- . Puisque a,. = df, on a d c i - 0
Ol.li I I I

d'où '£ = 0 •

Cas particulier G = 0(n) H's 0(k)

La donnée d'une H'-structure P' sur U est équivalente à la donnée

d'une métrique riemannienne g sur U • Dire qu'une immersion f : U ——> iR"

est adaptée relativement à un fibre normal N signifie que f est une

isométrie de (U, g) dans l'espace euclidien (R11, le fibre normal N ne
^

pouvant être alors que le supplémentaire orthogonal de d f(T(U) ) dans E (U).n
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Comme il n'existe qu'une seule connexion linéaire D sur U qui
soit à la fois sans torsion et adaptée à la structure riemannienne g (la
connexion de LEVI-CIVITA), la proposition IV» B. 3 fournit le résultat suivant,
dû à Sh. KOBAYASHI ( [9] ) :

Proposition IV, B, k

Soit f une immersion isométrique d'une variété riemannienne U de dimension
k dans l'espace euclidien 1R11, Notant D la connexion de LEVI-CIVITA de U »
l'application de GAUSS 7̂ associée à f est un morphisme de ( T ( U ) , D )
dans ( E" , . D ^ ) .

C - Comparaison entre extensions triviales vectorielles et principales

Soit toujours G un sous-groupe de Lie de GL(n, ER) ,

H' = G^GL(k , (R) , H" = G fiGL(n-k, (R) ,

H a H'x H" = GQJGL(k, R) x GL(n-k, R)L Soit oUb le supplémentaire de H dans

G défini au paragraphe III» B, et notons oV le supplémentaire otb ^ H"

de H' dans G (vérifiant ad(H' ) c)P C.W).

Soit P' ———^ U un H'-fibré principal. Munissant le fibre vectoriel

modelé E = (R [P'J d6 la connexion D associée à une connexion a) sur P',

on se propose de comparer les deux propriétés suivantes ;

- il existe une n-extension (vectorielle) triviale de D

- il existe une G-extension (principale) triviale de u •
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D'après les théorèmes IV. A. 1 et IV, B. 1 , on est ramené à étudier l'existence

de morphismes entre (V » u.) et (P..» h ) ) où V , et P^& y n™K K o o ' K. f n—K o

désignent les H'-fibre s principaux G/,,.» ———^ G/,., TT»» e^ G -——> G/.,,/ri /n >< n /H

munis de leur connexion canonique •

Lemme IV. C. 1

F
Le morphisme naturel G —————> Gy-,, de P dans V ,

^ f i
G/î{1 ———^ °/H'^ H"

est un morphisme de (P , a) ) dans (V . , (A ) •
0 0 K.f n—K K

Ce résultat s'obtient immédiatement à partir des définitions de œ

et o)̂  .

Lemme IV, C. 2

Pour tout point ( Ç » Ç ' ) d e G. . = 9^w» TT" » 1^ exls^e un voisinage

G, , N de (Ç,Ç' ) dans G, .̂ et un morphisme

^.n-kl^Ç.Ç.) )—————'————> G de

^ s v

"(Ç.Ç') -———————————> ^H»

^k.n-k "(Ç.ç») • "k) dans ^o • "o5-
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Géométriquement, F est l'application qui, à tout repère g ç. G
de (R , associe le couple formé du k-repère de (R11 engendré par les k

premiers vecteurs de g , et du n-k plan supplémentaire engendré par les n-k
derniers vecteurs de g .

L'application f , qui associe au couple formé d'un k-plan et d'un

n-k repère supplémentaire le couple formé de ce k-plan et du n-k plan engendré
par le (n-k) repère, est la projection naturelle du H"-fibré principal

^-k.k ———> ^.n-k •

Soit (Ç ,Ç ' ) un point de G^^ , Gç ^ un voisinage ouvert de ce

point au-dessus duquel V^^ ——^ G^^ est trivial, et soit s :

^Ç.Ç») ———^ -̂k.k = ^H' une section de ce fibre au-dessus de G( ..

Soit S l'application (V^^ j G^^. ^ ) ——> G qui. à tout couple (z.^)

formé d'un k-repère z et d'un (n-k) plan supplémentaire Ç' . associe le

n-repère de R11 obtenu en complétant z par le (n-k) repère s( (ç , Ç' ) )
(où ç^ désigne le k-plan engendré par z ),

II est clair que (S,s) est un morphisme de H'-fibrés principaux ;
et, puisque F o S est l'injection naturelle de

^k.n-kf^.ç.) ) da^ Yn-k et ̂  ^ - ^ "o

(lemme IV. C. l), • œ^. S est la restriction de OL à

^.n-J^.Ç.P-

Le lemme IV, C. 2 en résulte.



Chapitre IV : Extensions triviales d'une connexion 91

Des propriétés universelles de u et (A » on déduit le

Corollaire IV. C. 3

( l ) L'existence d'une G-extension principale triviale de a) f équivalente à
l'existence d'un morphisne de ( P ' , u) dans (P^, a) )J entraîne l'existence
d'une n-extension triviale de D (équivalente à l'existence d'un morphisme
de (P^)dans (V^ , ̂  )J .

(il) La réciproque n'est vraie que localement : s'il existe une n-extension
vectorielle triviale de D , tout point x de U admet un voisinage
Û  tel que (P | U , u) admette une G-extension principale triviale.

Les fibres P et V, . sont, en fait, analytiques ainsi que lesu i\., n—K
connexions ô  et ̂  • Les norphismes ( S , s ) peuvent être choisis analytiques.
Du théorème IV. A. 2 et du corollaire IV. C. 3, on déduit le

Corollaire IV. C. 4
^

Si P' et a) sont analytiques, et si le G-fibré principal P' (obtenu à
partir de P' par extension du groupe structural) est trivial, l'existence
d'une G-extension principale triviale analytique de œ est équivalente à l'exis-
tence d'une n-extension vectorielle triviale analytique de D •

D - Théorèmes d'existence dans le cas G « 0(n)

Soit P' ——> U un 0(k)-fibré principal différent table dont la base
U est de dimension f p , et soit D la connexion sur E = Œ^ (P'1 associée
à une connexion œ sur P ' •
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NARASIMHAN et RAMANAN ont montre dans [l9"| ;

1°) II existe w un morphisne différent table y de (P.œ) dans ( U^ , , <u,)
K. , n—.K K

si n^ 2 k3 (p+1) (2p+l).

2°) Pour tout point x de U » il existe un voisinage U de x dans U et

un norphisme différentiable $ de (p| U , œ) dans (V. i, » ")x x K,n—.K

si n^ 2k3 (2p+l).

3°) Si P' et t*) sont analytiques, les norphismes $ précédents peuvent

être choisis analytiques ^;.

On en déduit le

Théorème IV. D. 1

(l) II existe une n-extension vectorielle triviale de D

V n^2 k3 (p+1) (2p+l) .

(il) Pour tout point x de U , il existe un voisinage U de x dans U ,

tel que la restriction de D à E | U admette une n-extension vectoriel-

le triviale V n ̂ . 2k3 (2p+l) .

^
(III) Si P' et (*i sont analytiques; et si P' est trivial, il existe une

n-extension vectorielle triviale analytique de D , avec n = 2k3 (2p+l).

(1) C'est pourquoi dans le cas G = 0(n), la connexion canonique us , sur

y. , est appelée "connexion universelle".K , n—K

(2) II n'en est pas de mène pour ^ , que l'on obtient en recollant les $ à

l'aide d'une partition différentiable de l'unité.
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Corollaire IV» D» 2

On en déduit le résultat d'analyse suivant :

Soit a : T(U) ———^O(k) une 1-forme à valeurs dans 0(k) •

Supposons U de dimension ^ p •

(I) II existe alors, pour tout point x de U , un voisinage U de x dans

U et une fonction différentiable f : U -^ 0(n) (avec n = Sk^Sp+l) )

telle que e< ( U s (? d f)o/^\ projection de 0(n) sur 0(k) paral-

lèlement à ûf » dk^ 0(n^kT .

(Il) Si l'on suppose en outre U et o^ analytiques, on peut choisir la fonction

f analytique, et la définir sur U tout entier.

Il suffit, en effet, pour démontrer le corollaire, d'appliquer IV. D. 1
au cas où P' est le fibre trivial 0(k) x U ——> U, et où a» est la forme de
connexion dont l'image réciproque par la section canonique de P' est a •

Au lieu d'appliquer les propriétés universelles à l'existence d'extensions
triviales, on peut inversement abaisser le nombre n de fl9 1 en prouvant directe-
ment l'existence de n-extensions triviales :

Etude du cas k = 2 :

Localement, on peut toujours supposer E trivial : soit ( o-.o?) une
base orthonormée de E • Puisque la dérivée covariante de la métrique doit être

*M*

nulle, la connexion D sur E est définie par une 1-forme à valeurs réelles
Y : T (U) ———> R en posant D.. o- = y ( X ) • o et D̂ o ? s -Y ( X ) . o ,
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Lemme IV» D» 3

Si y admet un facteur intégrant, D admet une 3-extension vectorielle triviale,

Considérons en effet le plongement adapté a de E dans E-(U) défini
par

a(o,) = r cos 9-e- + r sin 9. e? + / 1-r . e..

a(o?) = - sin 9.e + cos 9.e?

où e-, e-, e- désignent les sections canoniques de E^(U), et où r et 9

sont des fonctions arbitraires U ——^ <R •

\
Prenant obligatoirement pour N le fibre orthogonal à a(E) dans

E,(U) , p.. est alors égal à la transposée a de a ; et par conséquent,ï ri, (x
la matrice

/ <^ ''l • "l ' ' ̂  °1 * °2 '

\ <D^ °2 » °1 ' ' ̂  °2 • °2 '

définissant la connexion D sur E obtenue par projection de la connexion

naturelle à courbure nulle de E-.(U), est égale à

r cos 9 r sin 9

{- sin 9 cos 9

(Xr) cos 9 - (X9) r sin 9 -(X9) eos 9

(Xr) sin 9 + (X9) r cos 9 -(X9) sin 9

- ( X r ) — — — o /
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0 -r(X9)

r(X9) 0

Donc, pour que D1 = D , il faut et il suffit que y =-r d 6 .
On pourra donc choisir r et 9 de façon que y =»r d 6 dès l'instant que y
admet un facteur intégrant.

Corollaire IV. D. U

Soit U une variété de dimension 2, P'—^ U un 0(2)-fibré principal et

une connexion sur P' •

II existe alors un norphisne de (P',œ) dans (V v » ûi,-)K, , n—K it

(I) - localement, avec n = 3

(II) - globalement, avec n = 9

(III) - globalement, avec n = 3 si (P',^) est analytique
^

et si P' est trivial,

Toute 1-forme y sur une variété de dimension 2 admet localement
un facteur intégrant,

Suivant un procédé standard, on peut passer d'un résultat local à un

résultat global à condition de multiplier n par p+1 (si dim U < p)

(et. [l9j ) » d'où (II). s

La partie (III) résulte de IV. C. h.
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Remarques

1) avec k » 2, p s r les nombres n de NARASIMHAN et RAMANAN sont

80 » Sk^Sp+l) dans le cas local et 2to = 80 (p+l) dans le cas global. On
les a donc améliorés.

2) On généralise ainsi le fait que. localement, toute variété riemannienne à deux

dimensions peut être isoraétriquement plongée dans R3 .

Cas d'une variété riemannienne

D'après le résultat de JANIŒT [3] cf. aussi E. CARTAN [2 ] . on sait
qu'il est possible de plonger isométriquement (localement) toute variété rieman-

k(k-H)
nienne U de dimension k dans l'espace euclidien IR 2

On en déduit la

Proposition IV. D. 5

Soit P' ——) U le fibre des repères orthonormés adaptés à une structure rieman-

nienne sur une variété U de dimension k . Soit œ sa connexion de
LLEVI-CIVITA.

Il existe alors un raorphisne de (P',O)) dans (V ,u )
k^n^k k

- localement, avec n s k^k^l^

?
- globalement» avec n = k^k'>'l^

- globalement, avec n = M?l „ „ r (P.^) ^ analytique

1 ^\ P' est trivial
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Remarque :

Avec k s p » les nombres n de IIARASIMHAN et RAMANAN sont

Sk^Sk+l) dans le cas local» et 2k3(2k+l) (k+l).
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DEUXIEME PARTIE

Les fibres à groupe structural variable

en Géométrie d*ordre supérieur
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Introduction

II nous a semblé utile de rassembler et comparer différentes définitions
des connexions d'ordre supérieur.

On sait que définir une connexion sur un fibre principal équivaut à
réduire le groupe structural d'un certain prolongement de ce fibre. Ainsi,
KOBA.YASHI M a montré que la donnée d'une connexion linéaire sans torsion sur une
variété V revient à munir le fibre H^CV) des repères d'ordre 1 de V d'une
structure de sous-fibre principal du fibre H^V) des repères holonomes d'ordre
2 de V (résultat étendu par P. LIBERMANN aux connexions linéaires avec
torsion, à condition de remplacer H ( V ) par le fibre B ( V ) des repères semi-
holonomes d'ordre 2 de V ) . Tel est aussi le point de vue adopté par
BOURBAKI dans [ il .

Toutefois, pour généraliser cette méthode et lui donner une pleine
efficacité, il apparaît nécessaire d'admettre des espaces fibres dont le groupe
structural "varie" avec le point de base : c'est essentiellement ce que nous
avons voulu montrer dans cet article , passant entièrement sous silence certains
aspects plus géométriques des connexions (tels le transport parallèle infinité-
simal ou global, et les dérivations eovariantes).

Le chapitre 1 est consacré à des généralités sur les fibres à groupe
structural variable (notion due à H. CARTAN [ 2 ] , reprise par J. FRENKEL [5] ) .
En plus de généralisations immédiates de propriétés classiques des fibres à
groupe structural fixe, on montre (th. 1 et 2) qu'un fibre à groupe structural
variable peut aussi s'interpréter comme un fibre à groupe structural fixe
(groupe "tordu"). (Le théorème 1 ci-dessous admet conne corollaire le th. du par.
11.1 de FRENKEL ( (^ , n° 15, p. l 6 9 ) . D'autre part, une construction analogue
à celle de notre théorêne 1 est faite dans \1\ à propos du prolongement

<̂  AQ ———^ V d'un fibre principal Q —> V dans le cas "non trivial").
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Utilisant alors l'outil ainsi introduit, on redéfinit dans la seconde
partie les connexions holonomes d'ordre m au sens d'EHRESMANN [UJ (et l'on peut
considérer le théorème 6 comme une généralisation à l'ordre supérieur et au cas
où Q n'est pas nécessairement un espace de repères, du résultat de KOBAYASHI
rappelé précédemment). On montre d'autre part (théorème T).qu'une telle connexion
induit naturellement une A-connexion au sens de EOURBAKI fÏ7 pour toute algèbre
locale A de rang^ m, et que réciproquement toute fR"-connexion peut être
obtenue ainsi d'une façon et d'une seule (où ÎP^ désigne l'algèbre locale des
séries formelles à 1 indéterminée, tronquées à l'ordre m+l). On redénontrc aussi
(théorème 8) un résultat de NGO VAÎT QUE [9] exprimant qu'une connexion holonome
au sens d'EHRESMANîî sur un fibre principal Q induit naturellement une sur con-
nexion holonome au sens de P. LIBERMANN [8j sur tout fibre vectoriel E associé
à Q , et que réciproquement toute surconnexion peut être obtenue ainsi d'une
façon et d'une seule lorsque Q est l'ensemble de tous les isomorphismes d'espaces
vectoriels de la fibre type sur une fibre de E .

Dans la partie III, on réexpose (toujours à l'aide des fibres à groupe
structural variable) la notion de ̂  -connexion (BOURBAKI [l] ) , où <sk désigne
un espace fibre en algèbres locales.

Le sujet est loin d'être recouvert ici» En particulier, nous n'avons
pas mentionné la généralisation au cas semi-holonome, lequel semble constituer
en fait le domaine naturel de la Géométrie d'ordre supérieur. Il y aurait
d'autre part beaucoup à dire du cas particulier des sous-fibres principaux d'un
espace de repères d'ordre arbitraire ("structures infinitésimales" suivant la
terminologie d'EHRESMANîî) : les prolongements de ces fibres peuvent exceptionnel-
lement être considérés comme des fibres principaux à groupe structural fixe ; on
y définit torsion et géodésiques ; et la torsion des connexions d'ordre supérieur
peut être utilisée pour redéfinir les obstructions successives à la platitude
d'une structure infinitésimale (GUILLEMAIN, STERNEERG J6J et STERNEERG,
SINGER [lO] ) , généralisant le procédé utilisé par BERNARD pour définir le
premier tenseur de structure (P. LIHERMANN et NGO VAN QUE nous ont signalé avoir
des textes en préparation à ce sujet).
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Cet article fait suite à la lecture d'un papier inédit de N. BOURBAKI
(les "Pierres"), qu'il a bien voulu nons communiquer.
Nous l'en remercions vivement.



s
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1 - Espaces fibres admettant un
"espace structural fibre en groupe"

Conventions

Soient V et F deux variétés différentiables » On notera Q1 „

(resp»^ F ) la catégorie dont les objets sont les espaces fibres différentiables

localement triviaux de base V (resp. et de fibre type F ), et dont les norphis-

mes sont les applications différentiables se projetant sur l'application

identité de V (resp. et qui sont "stricts", c'est-à-dire induisent des dif-

féomorphismes de fibre sur fibre).

Pour tout fibre E et tout point x de la base V de E , E

désignera la fibre en x de E •

Si E (resp. E') est un objet de ^ „ (resp.^ „, ) ; on notera

E» E' le produit fibre LJ (E « E' ) de E et E' : c'est un objet de

^F' xév x x

^V

Pour tout fibre principal Q ——>V de groupe structural G (de Lie),

et pour toute variété M sur laquelle G opère différentiablenent à gauche

par un hoiaomorphisme de groupes S. : G —^ Aut(M), on notera Mofp\ C^]

(ou Mç [o] s'il n'y a pas d'ambiguïté sur % ) le fibre de fibre type M et

de base V , modelé sur Q à l'aide de la représentation "A •

"différentiable" signifiera toujours : de classe C" •
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A - Espaces fibres presque principaux

Soient G et L deux groupes de Lie, et &, : L —> Aut (G) un

homomorphisme de groupes de Lie. Soit R ——> V un fibre principal différent table

de groupe structural L • (On écrira parfois en abrégé \ (g) au lieu de

^(\) . g).

Le fibre modelé ^^ G < s ( ' [ \ [R] possède» en tout point x de V , une

fibre ^ canoniquement inunie d'une structure de groupe de Lie isomorphe

(non canoniquement) à G •

Définition 1

^G
Soit Q ——^.V un objet de y „ •

On dira que l'on a muni Q d'une structure de "fibre presque principal" d'espace

structural ,̂ , si l'on s'est donné un norphisne $ de la catégorie ^k.

A : Q H À ——————> Q tel que» pour tout point x de V , ^-L opère

à droite sur Q de façon simplement transitive par l'application

fx : ^x " ^x ————^Sc dêduite de + •

Soit G x L le produit semi-direct de G et L , où la loi de
^- \

groupe est définie par :

(^,)0 (^ .À ' ) = (^(^'«AX') y ^^ e G » v À.X' a L

et soit Q — — > V un fibre presque principal d'espace structural y = G ^ ç / - ^ [R7 •
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Théorème 1

(i) QB R ——» V possède une structure naturelle de fibre principal diffêren-

tiable de groupe structural G ^ L . G ^ L opérant à droite sur Q» R
de façon suivante : a

(<l»r) (ï.A) = (q.r(Y) » r.À) Y (q,r) Ç (QeaR)

V (y,À) ^ G K L
S?

(r (y) désignant l'image de y par l'isonorphisne r : G -^ -€ ).
<7 X

f
(ii) Dans la catégorie ^ y , Q est canoni<iuenent isonorphe au fibre nodeig

"(G x L) [Q H "J • où lton fait '̂•er ° - L à gauche sur G en posant ;
SI w

< (Y,A) , g > = Y. ^(A) e V (Y,A)( G ^ L , V e ^ G
^

On définit un isonorphisne de G^ ^ ^ ^ g) RJ sur Q en associant,

à la classe d'équivalence ^.T^rT) de (g" (q,r) ) nodulo G . L , l'ëlënent

q.r(g) de 0. . Cet oignent q.r(e) ne dépend pas du représentant (e,(q,r) )

choisi dans la classe d'équivalence (e.'Tq.r')") : tout autre élément de cette

classe d'équivalence est en effet de la forne :

( < (Y,A)"1 , 6 > , (q.r) ( T , À ) )

Hais (Y.X)-1 = (r1 (T-1),,-1 ) , et (< (Y,,)-1, g > , (q,,.) (,,,) ) .

. (A"1 (Y"1) .>~1 (g) , (q.r(Y) , r\ ) ) = (g» , (q«, r') )
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avec g' = À" (y" g) , q' s q.rty) • r1 = r À .

On a donc q'.r'(g') = q r(y) • rU" (y"" g) = qr(y) • r(y"" g)

= q . r(YY " g) = q*r(g)

On vérifie que l'application ainsi définie de G^ ^ - ^ ^QÊ^ RJ dans

Q est bien un isonorphisme dans .^» , d'où le théorème.

Remarques :

1°) Par cet isonorphisne, ^ opère à droite sur (G^ ^ ^ ^ ta RJ )^ de
5<

la façon suivante :

( g . ( q » r ) ) . ŝ  = (g . r" (g ) » ( q , r ) )

.̂ (n,r) ) ç(^ , L ^^^ » V ^ C ^ x •
S. "

2°) Si L est le sous-groupe de Aut(G) réduit à {Idç} , ^ est le fibre

trivial G » V ————> V ^ e t G s G x L . O n a Q l ^ R s O . et un fibre
8^

presque principal d'espace structural Ci n'est alors rien d'autre qu'un fibre

principal de groupe structural G •

B - Fibres modelés sur un fibre presque principal

Soit Q ———^ V un fibre presque principal d'espace structural ^

Soit ow ———--^ V un fibre localement trivial de fibre type M , et soit
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p : ̂  B dk ———^dk un morphisme de la catégorie <^ tel que. pour tout

point x de V , ̂  opère à gauche sur cA ^ par l'application

^ x : 1 x x ̂  x —> c^ x déduite de Ç •

Notons dP^ = oft^ . (̂  l'espace quotient de cA ^ Q par
^^ff ^ x

-̂  U A

la relation d'équivalence (m,q)^ (Y"1 m, qy )

^ (m,q)ç oi^ ^ Q^

V Y G $x

Définition 2

L'ensemble Ol = ^—/ C/l ^ admet une structure naturelle de fibre dif-
x ç_ V

rérentiable localement trivial de base V et fibre type M . On l'appellera le

fibre de fibre-type d(b » modelé sur Q par la représentation p . et on le

notera çA sw^ ) H (ou c^ . [o] s'il n'y a pas d'ambiguïté sur ç ).

Cas particulier (K)

Supposons a) que ^ = G^^ [n]

b) que C^ = H^^ [R]

c ) que G opère différentiablement à gauche sur M par une application

(Y,m) ——————^ <Y»m> de G ^ M dans M telle que

À<Y»m> = <Â(y ) » À (m) > .

On peut alors faire opérer ^ à gauche sur C^l par une application

^x : ^x t ^——^ r<^"l (6^) . r-1 (m^)^> (avec g^ç^^ . m^C^ . ré R^)

il est clair que cette définition ne dépend pas de l'élément r choisi dans R .
On a alors :
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Théorème 2 :

(i) G *t L opère à gauche sur M par l'application

( ( y»^ )» m) ———> < Y » À (n)>.

(ii) Les fibres (7t = ^.[Qjet M/ç ^ y JQ Ça RJ sont canoniquement isomorphes
^H ^

dans la catégorie y •

On définit un isomorphisne de M,^ ^ ^ JQ ta RJ sur oU? [o1 en associant, à la
______ ^ ^

classe d'équivalence (m,(q,r) ) de (m,(q,r) ) nodulo G K L, l'élément

( r ( m ) , q ) de ĉ  ( (x = projection de ( q , r ) ) égal à la classe d'équivalence de
( r ( m ) , q ) module ̂  • Cet élément de oV ne dépend pas du représentant ( m » ( q , r ) )JT • <»<-v v.j.v,«»«.*« w »*w ' »*^ »«*.'-̂ ^AH-l ^CbB VAMi A G^J. daCtiUCUl^ \U1)\4^J.

choisi dans la classe d'équivalence (m, (q»r) ) : tout autre élément de

cette classe est en effet de la forme ((Y.XÎ^Cm), (q,r) ( Y » A ) ).

Or (Y,A)-1 (m) = (X-1 (v"1). À'1) (m) = <À"1 (Y"1), ^(m) > = À'^Y-1, m>

Et (q»r) (y»^) = (q-rty)» r ^)« Posons

m' = À" < y"1 » m> , q' = q . r ( y ) » r' = r \

On a alors ( r ' ( m ' ) , q ' ) = (r(ÀÀ~1 <Y"l,m> ) , qr(y) )

= (r <Y~ » m > , q . r ( y ) ) = ( < r(y~ 1), r(m)> , q . r ( y ) )

et ( r ' ( m ' ) » q ' ) = ( <r(y) F1, r(m)> . q . r ( y ) ) = ( r ( m ) , q ) .
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On vérifie que l'application ainsi définie de ?!/„ .. \ R0RJ dans Oj

/^ ' A

est bien un isonorphisne dans y * , d'où le théorêne»
V

Remarque :

Si L = {Id^,} , ( '6 est alors trivial et Q principal), oft> est le fibre»j d

trivial î lx V ———> V • Dans ce cas, ût n'est autre que le fibre modelé

•^ ra •
Revenons au cas général :

Théorème 3

II existe une correspondance biunivoque canonique entre les sections différen-

tiables de ûï = cw ^ j^Qj et les raorphisnes ^f de û. dans ÔW (au sens
^ a , .

de la catégorie -r „) qui vérifient :

-£ (<1.^) = (g^r1 . ^(q) Vg^ ç ̂  . V' qC ^

A un tel raorphisne ^f > on associe la section o î V-———>0»

qui, à tout point x de V , associe la classe d'équivalence ( Jf(q), q) de

( "£(q)» q) module *^ (cette classe d'équivalence est indépendante de

l'élément q choisi dans Q^)*
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C - Sous-fibres presque principaux

Soit ^ = G ̂ ^ [RJ un fibre en groupes de Lie. Soit II un sous-

groupe de Lie de G invariant par ^R , c'est-à-dire vérifiant ^ (L).H = H .

On en déduit un fibre en groupes de Lie ^ = H ̂ ç^ QR] , qui est un sous-fibre
»

en groupes de <j en le sens évident suivant : il existe un morphisne ^

(au sens de la catégorie à» y) de ̂  dans ^ tel que ^ identifie -'^

à un sous-groupe de Lie de ^ en chaque point x de V .

Soit Q ———> V (resp. P——>V) un fibre presque principal d'espace
structural ^ (resp. ^ ).

Définition 3

On dira que l'on a muni P d'une structure de sous-fibre presque principal

de Q , si l'on s'est donné un norphisne i (de la catégorie S^ ) de P
dans Q , vérifiant :

ik.h^) » i(q) . Z (h ) V x ^ V . ^ q ^ P V h ç ^ .
. — x •^ x

( i définit en particulier une injection de chaque fibre P dans la fibre
Q correspondante)•

De façon habituelle, G opère à gauche sur G/H par l'application

(y»g) ——————^ Y • g (où Q désigne, pour tout élément g de G , la
classe à droite nodulo H de g ).

D'autre part, puisque H est invariant par la représentation "5? de
L dans G , ^\ se factorise et pemet de faire opérer L à gauche sur G/îî
par l'application :

(À.g ' ) ————^ A(g) V x ç L ^ /g-^ G^
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Puisque À (y ) . ^(g) = ^(v) • ^(g) = ^(v g) s > • Y g

on est dans le cas particulier (K) du paragraphe E ; en particulier, ^

opère à gauche sur (G, JR ) . On a alors le :/H ^Lj x

Théorème h

Les sous-fibres presque principaux de Q , admettant % comme espace structural,

sont en correspondance biunivoque canonique avec les sections différentiables de

^/^^J-

Soit en effet P un tel sous-fibre presque principal ; pour tout point
^~ iL-î

q de Q » notons o(q) la classe à droite nodulo <vr) d'un quelconque élément

g de ^f tel que q.g ^ P (o(q) ainsi défini ne dépend pas de l'élément

g choisi). L'application o : Q ————> y/w ainsi définie vérifie

^(q. y ) = (y )"' • ï(q) et définit par conséquent une section différentiablex x

o de ( ^j/Mo ) A CQJ » en vertu du théorème 3«

Réciproquement, soit v une section de ce fibre définissant une ap-

plication y : Q —————^ "|(/y • Soit P l'ensemble des éléments q de Q

tels que Ï(q) soit égal à la classe à droite module /^' de l'élément neutre

de "4 î l'ensemble P = (_) P possède une structure naturelle de sous-fibre
<J x xé V x

presque principal de Q , admettant w comme espace structural. Les deux ap-

plications définies sont inverses l'une de l'autre, d'où le théorème.
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II - Prolongements holonomes des espaces fibres

Connexions holonomes d'ordre supérieur

Rappels sur la terminologie des jets et points proches (cf. [ij 9 [sj et [oj )

On appellera algèbre locale de rang m toute algèbre associative

et commutative A de dimension finie sur le corps (R des nombres réels, dont

aucun élément n'est inversible, telle que A"1 ^ 0 et A"4'1 a 0 . Soit ^m

la catégorie dont les objets sont les algêbres locales de rang m , et les nor-

phismes les homomorphismes d'algèbre ( £^ n'est autre que la catégorie des

espaces vectoriels réels de dimension finie). Pour tout couple d'algêbres A et

B , on notera H(A,B) l'ensemble des homonorphismes d'algèbre de A dans B •

Soit V une variété C" et D(V) l'algèbre des fonctions C de

V dans (R • Pour tout point x de V et tout entier m ̂ . 1 , 1 (V) désignera

l'algèbre des germes en x d'applications ^ € D(V) nulles en x , et T^ (V)

l'algèbre locale de rang m égale à 1 (V) ^^ ,
^^(\ (V) )"+1

Pour toute algèbre locale A de rang m , on appelle A-point de V

proche de x tout élément de Hd"1 (V), A).

(1) Cette définition est un peu différente de celle de Illl : ce qu'on appelle

ici algèbre locale n'est que l'idéal maximal d'une algèbre locale au sens de

A, WEIL (WEIL considère les homomorphisnes d'algêbres à élément unité. Mais

il existe évidenraent une équivalence naturelle entre les deux catégories

ainsi définies).
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Soient V une autre variété, f une application diffêrentiable de V

dans W , x un point de V et y =f(x) son image par f • L'application

transposée f : D(W) ——> D(V) induit par passages aux quotients une ap-

plication j^ f ç H (Î 1 (W), I^V) ) appelée le m-jet de f en x .

Les points x et y = f(x) sont appelés respectivement la "source" et le

"but" du jet.

On a réciproquement le ;

Leme 1

Pour tout élément u ̂  H (l" (V) , Ie1 (V) ) , il existe une application dif-

fêrentiable f : V —^ W telle que j" f = u .

On posera J" (V,W) = 11(1" (W). 1" (V) ).—y J —

Soient fif1 l'algèbre locale I"1 (R11) : c'est aussi l'algèbre des sériesn o

fomelles» à n indéterminées, sans terme constant» tronquées à l'ordre m+1 •

On appelle vecteur tangent à V en x » d'ordre m et de dimension n

tout élément de J" (P^.V) = H(l1'1 (V), «R" ) , c'est-à-dire tout R" - point de

V proche de x .

L'application f^. qui» à toute application ^ de R" dans V , as-

socie l'application composée f.Ï de (R11 dans W , induit une application

^o x( Rntv )———^ ^o y^'^ qui ne dcPend (îue de Ï\ f •

On a réciproquement le
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Leznme 2

Pour n s 1 , pour que deux applications f et f de V dans W induisent

la même application J"̂  ^ÏRtv^ ———> ^o y^»^ » i:L faut et il suffit qu'el-

les aient même m-jet en x •

On pourra donc identifier le jet ^ f à l'application J"1 (îî,V) —^ J21 (R,W)

qu'il définit.

Si n est la dimension de V, les algèbres locales <R131 et I"1 (V)

sont isomorphes (non canoniquenent) : un isomorphisme z : R"1 —3fc-> I"1 (V)

s'appelle un m-repère de V en x . L'ensemble H^V) des m-repères de V

possède une structure naturelle de fibre principal de base V et groupe struc-

tural le groupe L1*1 des automorphisraes d'algèbre de P^ .La fibre en x du

fibre modelé ^^\r^ \ [^(V)] s'identifie naturellement à 1" (V). Pour toute
n

algèbre locale A de rang m , L" opère naturellement à gauche sur H(®1"1 , A)

et la fibre en x (A,,) du fibre modelé ^ = Htl̂  ,A) ("H"1 (V)]
v x n (L0 ) L J

est l'ensemble des A-points de V proches de x •

Toute algèbre locale A de rang m s'identifie de façon naturelle

à HÎP.^, A). En particulier, I^V) s'identifie à J" ç(V,(R).
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Pour tout fibre E ——>V, on notera J"̂  ———^V le fibre dont

la fibre (J"^) en un point x de V est l'ensemble des m-jets j sx • x
des sections locales s de E définies au voisinage de x ; on appelle

J"̂  le prolongement holonome d'ordre m de E .

A - Prolongement holonome d'ordre m d'un fibre principal

Soit Q —^ V un fibre principal de groupe structural r » Posons

/p131 )
n s dim V» et soit G"1 s n r le groupe de Lie des vP - points de F •

Le groupe L^ opère à gauche sur G°1 , et le fibre modelé ^m s Gm n ^^

I^V) L n

admet comme fibre en x le groupe de Lie F des m-jets de source x

d'applications de V dans F •

Posons ï\s . j^g = ï\ (sg) V Ï\s a (A^ et

V S^ K ç. ( ̂ m) (où sg représente la section locale x -——>s(x).g(x)
X çj X

de Q) : (û111) opère ainsi à droite sur («^Q) de façon simplement transitive,
Q X X

Le prolongement holonome d'ordre m de Q » Ĵ Q —-^ V, possède une structure
naturelle de fibre presque principal de base V et d'espace structural ̂  m .
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B - Prolongement holonome d'ordre m d'un fibre associé

Supposons que r opère différentiablement sur une variété M » et

soit E = M- fol le fibre modelé associé. Par prolongement de l'application

(^m) (^ )
F * M ——> M, on déduit une application G"1 x n M ———> n M par laquelle

(.R )̂
G opère différentiablement à gauche sur M ; d'autre part, L"1 opère

CB» )
aussi sur M , et de telle façon que :

^m )
\ < Y.m >= <À (y) . X(m)> \/ \ ç L^ , V y <, G"1 . V m ^ n/ M

On se trouve donc dans le cas particulier (K) étudié au paragraphe I.

Notons I ̂  M le fibre modelé \ " M / , ^ [^(V)] (dont la fibre en x est

I^(V)
l'ensemble M des m-jets de source x d'applications de V dans M )•

Théorème 5

Le fibre modelé \ Ilj [j" q] est canoniquenent isomorphe à J" E (au

^ (s^
sens de la catégorie ^ ..).

On définit l'isomorphisme dont il est question, en associant, à la

classe d'équivalence module (& In)^ d'un élément (j" p , j" s) de

fl^V) ^
^ ^ ^ ^Q^ .l'élément j^(s (p) ) de (J^ (où s(u) désiene

la section de E définie par s (u) (y) = l'image de l'élément u(y) de M
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par le diffêomorphisme s (y) : M ^» \ E •

C - Connexions holonomes d'ordre m que Q

En opérant K n ;p s G / , le groupe L1"1 laisse invariant le

Msous-groupe r de n r • Le fibre ^ s F (H^V) ) est le fibre
L n

trivial r M V ——^ V : c'est un sous-espace fibre en groupes de 'fi"1 •
Ç

Définition 3

On appellera connexion holonorae d'ordre m sur Q tout espace fibre
principal K ———>V de groupe structural r » muni d'une structure de sous-
fibre presque principal de Ĵ Q ——^ V •

La restriction à K de la projection canonique Q̂ ———^ Q étant néces-
sairement un isomorphisne de fibres principaux de K sur Q ,

on peut encore appeler connexion holonone d'ordre m sur Q tout norphisme
de Q dans Ĵ  réalisant Q comme sous-fibre presque principal de J"^ •

Equivalence avec la définition d'EHRESMANN

D'après le théorème ^ du paragraphe I-C, on peut encore définir une
connexion holonome d'ordre m sur Q , comme une section différent table du
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Soit 9 la variété des difféomorphismes ^ de Q. sur (̂  qui

vérifient Ï(z.Y) =l(z) . Y v z ^ Se V Y é r •

L'ensemble 4' = L—1 $ est naturellement nuni d'une structure de fibrex yev x y

localement trivial de base V et de fibre type r . Soit ^ ra la sous-

variété de (J^ 4' ) formée des m-jets des sections s : V ———> V telles

que s(x) soit l'identité de Q sur Q •

Théorème 6

II existe un difféomorphisme canonique [ 3 y^ \ J" Q sur

^ ?-•,.),-M
Le fibre ( A /^ \ ̂  \Jm Q n'est donc rien d'autre que le fibre des élémentsV / û o ) ^ 1 3 '- -1
de connexion holohone d'ordre m au sens d'EHRESMANK h •

Démonstration du théorème 6

Soit g une application V ———> F , et o une section locale de Q.

Au couple (g»<ï) on associe une section locale s de V ainsi définie ; en

tout point y où o est définie, s(y) désignera l'isonorphisme de 0 sur

(̂  appliquant a(x) sur o(y)« g(y)» II est clair que j s ne dépend que

d® (j fî» J"1 o) et même que de la classe d'équivalence de (j"1 g » j o)

modulo (*^( ra) .On définit ainsi une application de ('ô21) < (^Q) >^
î x 0 x Ï^f^ m)

/" '"9 'x

sur (j" y ) » qui est en fait un difféomorphisme et dont la restriction à

J" (V.F) < (J^Q) / = [f^"/^ [̂ 1 est un difféonorphisnex e

i msur ̂  ( e désigne l'élément neutre de r ) » d'où le théorème.
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Equivalence avec les IR^-connexions au sens de Eourbaki

Rappelons (cf. [ij ) que, pour tout fibre principal Q ———) V de

groupe structural F et pour toute algèbre locale A, on nunit canoniquenent
A

A —-———7T—^ A» d'une structure de fibre principal de groupe structural F •

D'après Bourbaki, on appelle A-connexion sur Q tout sous-fibre princi-

pal K-. ————^ V de Q ————^ V , de groupe structural r , possédant

en outre les propriétés suivantes :

a) L'image réciproque de K- par la section canonique V . — — > V de V

est égale au fibre Q ——\ V •

b ) ^ x ^ V , ^ z ^ Q , il existe une section locale a de Q, définie dans un

voisinage de x , vérifiant a(x) = z, et telle que l'application induite

A Ao A
( V)^ —————)( O.)gde l'ensemble des A-points de V proches de x dans

1'ensemble des A-points de Q proches de z , soit un difféonorphisne de

("V)^ sur la sous-variété (K^ = K^ Q (^^ de (-^Q)^ . [il est clair que

la projection TT : (K-)„ ————> (^/) définit alors le diffêomorphisnc
J. Z< X

inverse 1 •

Théor$r.e 7

( i ) La donnée d'une connexion holonone d'ordre n sur Q définit canoniquenent
une A-connexion sur Q pour toute algèbre locale A de rang .̂ m.
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(ii) Réciproquement» pour A = (R131 , toute R^-connexion sur Q peut être

définie ainsi à partir d'une connexion holonome d'ordre m sur Q

d'une façon et d'une seule.

Soit K ————^ V un r-fibrê principal, sous-fibre presque principal de

J\.———^v . Pour tout point z de Q , notons K l'image de z par l'iso-

morphisme canonique de Q sur K •• il existe une section locale a de Q ,

définie au voisinage de x = Tr(z), telle que K = j" a qui est un homo-z x

morphisme d'algèbre Î Q) •———> I^CV) . A tout A-point x' de V proche de

x ^x t : ̂ x^ "~———^ A^9 associons le A-point de Q proche de z égal à

x' . K^ . Soit K^ la sous-variété de (\) fomée des éléments x' . K ,

fibrée au-dessus de ^ par l'application x' . K ——>x' (l'application

x' -————> ^^z est injective). On vérifie facilement que K ____^ \
A

est un F-sous-fibré principal de \ ———7T——^^ satisfaisant aux propriétés
d'une A-connexion.

Réciproquement, soit K- ———> V une A-connexion sur Q : pour tout point z

de Q , il existe donc une section locale a de Q , définie au voisinage de

x = o(z) , induisant un difféomorphisme o de (^5 sur (K ) = K r\ C^) .x 1 z l l i z

D'âpres le lenne 2 (rappels au début de la partie II), le difféomor-

phisme précédent détermine entièrement j111 o pour A = IR31 . Posons alors
•m x l

^ = J ^ a : l'ensemble K des K est muni naturellement d'une structure de

F fibre principal, sous-fibre presque principal de Ĵ , __) V, et K est

l'unique connexion d'ordre m induisant K. , d'où le théorème.
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Equivalence avec les sureonnexions holonomes d'ordre n au sens de

P. LIBERMANN (résultat de NGO VAN QUE [9] )

Soit j( : r ————>GL(M) une représentation linéaire de F dans un

espace vectoriel I! de dimension finie, et soit E = M ^ / \ \ Ql le fibre

vectoriel associé.

Rappelons (cf. [̂  ) que Ĵ E ——> V est un fibre vectoriel dif-
'Vi

férentiable, et que la projection naturelle p : Ĵ E -——^E est linéaire sur

chaque fibre.

On appellera "connexion holonome d'ordre m sur E au sens de
'\«

P. LIBERMANN" tout relèvement de p , c'est-à-dire tout homomorphisme .(au sens

de ^ y ) » injectif linéaire sur chaque fibre, i : E ——^J^» tel que

p . l = Id̂  • NGO VAN QUE a démontré dans [?] que cette définition équivaut

(lorsque F = GL(M) ) à celle d'une connexion holonone d'ordre ra au sens

d'EHRESMANN. D'après le théorêne 6 ci-dessous, il revient au nêne de démontrer le

Théorème 8

( i ) II existe une application canonique de l'ensemble des connexions holonones
d'ordre m sur Q au sens de la définition 5» dans l'ensemble des con-
nexions holonomes d'ordre m sur E au sens de P. LIBERMANN

(i i ) Si la représentation jL î P ———^ GL(M) est fidèle, l'application pré-
cédente est injective.

(iii) Si r = GL(îl) (et si CK est l'identité dans r ),!'application précédente
est bijective.

On appelle ici "connexion" (resp. "sous-connexions", ce que P. LIEERÎÎANN ap-
pelle "sur connexion" (resp. "connexion").
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Soit en effet i : Q -»- J" Q une connexion holonome d'ordre m sur Q . Soit
e e Ê  . Choisissons alors un élément q arbitraire de Q̂  et un élément m de
M (nécessairement unique si ^ est fitfèle) tel que e soit égal à la classe
d'équivalence ( q , m) de ( q . m) module F . Soit o une section locale de Q
telle que i(q) - j"^ o(o( x ) - q) , et soit s la section locale y -̂  ( o ( y ) , m)
de E (s (y) " e) . Le jet j^ s de cette section ne dépend que de i et e . et
l'application i : e -»- j"^ s ainsi définie est une connexion holonome d'ordre
m sur E au sens de P. LIBEBMANN. d'où la partie ( i ) . Les parties (ii) et
(iii) se vérifient alors sans peine.

2ème Partie ; Les fibres à groupe structural variable

III - Généralisation aux «A»- prolongements

(d'après N. BOURBAKI)

Soit R -*• V un fibre principal de groupe structural L , et
3^ : L -*• Aut A un homonorphisme de groupes de Lie. de L dans le groupe des

automorphismes d'une algèbre locale A . En tout point x de V , le fibre
modelé eA» " A^) [RJ admet une fibre j^ canoniquement munie d'une structure
d'algèbre locale isomorphe (non canoniquement) à A ,

Supposant A de rang m , et V de dimension n , on fait opérer à
gauche le produit direct de groupes L x L\ sur (p" .̂ A) en posant :

< (X. t). u > -jyx) . u . r1 V À c L . V L e L\ V u e HtR^. A) .

La fibre en un point x de V du fibre modelé

^-(H((^,A))(^ [RBH'-CV)]

est alors égale à l'ensemble des iA>-points de V proches de x
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Pour tout fibre principal Q i V de groupe structural r .

BOURBAKI appelle ^prolongement de Q le fibre ^Q—ÎL.^ (^ ^j désigne

l'image réciproque par ir du fibre ^ ) dont la fibre en un c -̂point x' de
V proche de x est égale à l'ensemble des ^-points de Q , proches d'un point
de Q^ , sur projetant sur x' par ^r .

Par prolongement de fs : L -^ Aut A . on déduit un homomorphisme de
L dans le groupe Aut( r) des automorphismes du groupe de Lie ^ , et le fibre
modelé en groupes g » (^^ [R] admet comme fibre en un point x de V le

(cA> \
groupe de Lie x r . Notons g p l'image réciproque de G par la projection
canonique p : - v -»• V .

Théorème 8

Le fibre Q -*• V admet une structure naturelle de fibre presque principal
d'espace structural (Q p) -»• ^fr .

Définition 6

On appellera ^connexion sur Q tout espace fibre principal J< -» tA^ , de
groupe structural r . sous-fibre presque principal de ^'Q -. <A^ . vérifiant
en outre les conditions suivantes :

1°) L'image réciproque de % ^ A par le plongeaient canonique

°o : v ^ v est ̂ ^ au fibre Q -. V . (o^(x) désigne l'homomorphisme
nul de I^(V) dans A^).

2 ° ) V x c V , V z c Q ^ , i l existe une section locale o de Q , définie dans
un voisinage de x , vérifiant o(x) a z . telle que l'application
(^) ^ W \

o : p (x) •> \ Va soit un difféomorphisme de la variété

P (x) - rV)^ des c^-points de V proches de x sur la variété JL

des ^-points de Q proches de z qui sont dans K . (le difféomorphisme

inverse J^ ^ C^ est alors égal à l'application induite par eA* ).
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Cas particulier ^= I^V)

Supposant maintenant <Aa » I111 (V) en tout point x de V , il existe

un plongeaient canonique o, de V dans V autre que o : c'est celui qui,

à tout point x de V , associe l'homomorpnisme identité de I" (V) sur lui-

même»

Théorème 10

(i) L'image réciproque par o- du fibre presque princiapi Q -*• ^f est
égale au fibre presque principal (J311 Q) -*• V •

(ii) Pour toute I^V) -connexion K sur Q (qui est en particulier un sous-

fibre presque principal de Q -»• ^f l'image réciproque de K par

o, (qui est en particulier un sous-fibre presque principal de

J^ Q -»• V ) est une connexion holonome d'ordre m sur Q •

Ainsi, toute I^V) -connexion sur Q définit canoniquenent une connexion holonome

d'ordre m sur Q , et définit a fortiori une A-connexion pour toute algèbre

locale A de rang ^ m •
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