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INTRODUCTION

LORENZEN a donné, en 1939, une forme axiomatique à la théorie des idéaux sur un
groupe abélien ordonné. On connaît son importance pour l'étude de la divisibilité
dans un corps commutatif relativement à un ordre de ce corps» K.E. AUBERT a déve-
loppé, en 1957, une théorie des idéaux, les x-systèmes, sur un demi-groupe commu-
tatif n'ayant pas nécessairement d'élément unité et n'étant pas nécessairement un
semi-groupe. Appliquée au cône positif d'un groupe ordonné, la notion de x-systêmê
d'AUBERT est plus générale que celle de r-systême de LORENZEN. Dans le cas non
commutatif, AUBERT a proposé une axiomatique prolongeant celle qu'il avait donnée
dans le cas commutatif. Mais cette dernière généralisation présente des inconvéni-
ents, par exemple l'ensemble des idéaux bilatères (au sens ordinaire) d'un anneau
non commutatif ne constitue pas, en général, un x-systême bilatêre. L'objet du pre-
mier chapitre de ce travail est de donner une axiomatique qui prolonge au cas non
commutatif la théorie (commutative) d'AUBERT, et qui soit applicable aux systèmes
d'idéaux usuels (idéaux d'un demi-groupe, d'un demi-anneau, d'un anneau, • • • ) •
Un a-système à gauche sur un demi-groupe D est défini par une application,

X 0 > X, de l'ensemble des complexes de D dans lui-même telle que
XÇX , XÇ? ^ XÇY, XY Ç XDY""C7XY, DXC^. Une telle application est une
opération de fermeture. Ayant défini l'union et la multiplication des a-idéaux, un
a-système à gauche» ordonné par inclusion est un demi-anneau, un demi-groupe ordon-
né quasi-entier à gauche, résidué à droite, un gerbier complet (un demi-groupe ré-
ticulé, rêsidué à gauche si le demi-groupe D possède un élément permis à droite).
C'est pourquoi les structures ordonnées et la rêsiduation joueront un rôle impor-
tant dans la suite.
Les demi-groupes appelés "renversables d'un coté"(un demi-groupe D est renversa-

ble à gauche si XDYÇ XY U DXY , V X, Y Ç D)ont des propriétés qui, du point de
vue de la théorie des a-idéaux, les rapprochent beaucoup des demi-groupes commuta-
tifs. C'est pour les demi-groupes renversables d'un côté que la notion de x-systê-
me bilatêre coïncide avec la notion de a-système bilatêre. Les demi-groupes multi-
plicatifs des anneaux sous-commutât if s, étudiés par BARBILIAN, sont renversables
d'un coté.
On sait que l'étude des anneaux de DEDEKIND est facilitée par l'introduction des

idéaux fractionnaires. Ceci nous a conduit (chapitre 2) à associer à un a-système
^t- défini sur un demi-groupe D un a-système "S-fractionnaire" sur un demi-groupe
de fractions à droite de D pour un complexe S. Nous avons été contraint d'imposer
à S et à ̂ t- un certain nombre de conditions• Pour pouvoir faire intervenir la rê-
siduation, qui jouera un rôle important, nous nous restreindrons dans les chapitres
3 et 4 aux a-idéaux S-fractionnaires qui sont "S-réguliers".
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Dans les chapitres 3 et 4, nous nous sommes proposé d'étendre les notions d'an-
neau de DEDEKIND et d'anneau de KRULL. Un demi-groupe unitaire D, non nécessaire-
ment commutatif, est dit <^r-dedekindien (-^-: a-système bilatêre sur D, S: comple-
xe de D) si l'ensemble des a-idéaux entiers S-réguliers est un demi-groupe de DEDE-
KIND (c'est-à-dire un demi-groupe ordonné entier où tout élément s'écrit d'une ma-
nière unique sous la forme d'un produit fini d'éléments maximaux deux à deux permu-
tables). Cette définition généralise celle d'un anneau de DEDEKIND. Un demi-groupe
unitaire D, non nécessairement commutatif, est dit ̂ ^ -normal si l'équivalence d'
ARTIN,C6, dans l'ensemble des a-idéaux S-réguliers, r(^r<,), est régulière pour la
multiplication et si le demi-groupe-quotient icÇ^r^/CL est un demi-groupe de DEDE-
KIND. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau intègre, ̂-le a-système
formé par les idéaux de l'anneau, S l'ensemble des éléments non nuls de l'anneau,
D est^g-normal si, et seulement si, l'anneau considéré est un anneau de KRULL.
La définition d'un demi-groupe -̂ -normal généralise également celle de la S-norma-
lité donnée par GUERINDON dans le cas des anneaux commutatifs. Ceci nous a amené à
établir certains résultats concernant les demi-groupes réticulés et résidués, en
particulier à établir des conditions assurant la permutabilité des éléments maxi-
maux dans un demi-groupe entier, à examiner les propriétés de l'équivalence d'ARTIN
dans un gerbier non entier où la multiplication n'est pas supposée commutative.
Nous avons obtenu des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un demi-groupe
soit«5^g-dedekindien (-^fg-normal) prolongeant les conditions connues pour qu'un
anneau soit un anneau de DEDEKIND (de KRULL). Des exemples de demi-groupes non com-
mutatif s «^-dedekindiens ou .-^,-normaux, et des contre-exemples, terminent le cha-
pitre 4.

La terminologie suivie dans ce travail est celle utilisée dans les "Leçons sur la
théorie des treillis, des structures algébriques ordonnées et des treillis géométri-
ques" de Mme DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT.

J'adresse mes vifs remerciements à M. LESIEUR, professeur à la Faculté des Scien-
ces d'ORSAY, rapporteur de cette thèse, et à M. GUERINDON, professeur à la Faculté
des Sciences de RENNES, dont les conseils et les encouragements mbnt été précieux.
Je remercie également M. BRILLOUET, doyen de la Faculté des Sciences de NANTES, qui
m'a fait l'honneur de présider mon jury, et M. PETRESCO, professeur à la Faculté
des Sciences de NANTES qui a bien voulu me donner mon second sujet.



CHAPITRE 1

Axiomatique des a-idéaux

1. Définition des a-idéaux et propriétés de fermeture.

Dans toute la suite nous désignerons par D un demi-groupe multiplicatif, par

^(D) l'ensemble des parties de D, par 9(D) l'ensemble des complexes ou parties

non vides de D, par X.Y ou XY l'ensemble des éléments de D de la forme xy, avec

x € X, y €Y, X et Y étant deux complexes de D.

Les symboles Ç et ^ seront utilisés pour des inclusions au sens large, d et

fêtant réservés aux inclusions strictes.

Définition 1.1. Nous appellerons "a-opération à gauche" (resp. "a-opération à

droiteV "a-opération bilatêre") une application

f: X^^ 'CD) 0 XÊ^'CD)

satisfaisant aux axiomes suivants:

(Al) X Ç X , V X € Ç'(D) ,

(A2) XC 'Y • > X C ' Y , V X^e^'CD)

(gA3) DXCX , VXê^ ' (D) ,

(resp. (dA3) X D Ç X , VXe^D) ,

(A3) X D LJD X Ç X , V X 6 Q^' (D) ) .

(A4) X Ï Ç XDY LJXY , V X, YC^^D).

Une a-opération bilatêre est à la fois une a-opération à gauche et une a-opéra-

tion à droite. Si D est commutatif, les trois notions se confondent.

Définitions 1.2. f étant une a-opération à gauche définie aur D, l'image X du

complexe X sera appelée le "a-idéal à gauche engendré par X". Le complexe X consti-

tue un "générateur" du a-idéal X .

L'ensemble ̂ r des a-idéaux à gauche définis par f est un "a-système à gauche défi-

ni sur D", ou un "système de a-idéaux à gauche défini sur D".

Dans un a-système à gauche ̂ Tun a-idéal X tel que X D^X sera appelé un "a-idé-

al bilatêre" de ^- (cf Remarque 4.5).

Remarques 1.1.

a) Le a-idéal engendré par le complexe {x} réduit à un seul élément sera

noté x au lieu de {x} •

b) Un a-idéal à gauche est un idéal à gauche (au sens ordinaire) du demi-

groupe D.

c) Le a-idéal engendré par D est égal à D. Il sera noté D.
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Définitions 1.3.
a) l'application

X e y'(D) 0 ) X = D
est une a-opération bilatêre. Le a-système quelle définit sera appelé le "a-systè-
me impropre".

b) L'application qui, au complexe X associe l'idéal à gauche X (au sens
ordinaire d'idéal à gauche dans un demi-groupe) est une a-opération à gauche. Le
a-système qu'elle définit sera appelé le'a-système à gauche" et X sera le "d-idéal
à gauche" engendré par X.

c) Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, l'application qui,
au complexe X associe l'idéal à gauche X (au sens ordinaire d'idéal à gauche dans
un anneau) est une a-opération à gauche et le a-système qu'elle définit sera appelé
le "k-systëme à gauche". X est le "k-idéal à gauche" engendré par X.

d) On définit de même le "d-systëme à droite',' le "d-système bilatêre". le
k̂-système à droite", le k-système bilatêre".

Remarque 1.2. Si D contient un élément unité à droite, noté e, et si X contient
un élément inversible à gauche par rapport à e, X s D. Par suite:

a) Si D est un groupe (pour la loi de demi-groupe) le a-système impropre
(qui est également le d-systême) est le seul a-système que l'on puisse définir sur
D.

b) Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un corps, le a-système impropre
et le d-système bilatêre(qui est également le k-systême bilatêre) sont les seuls
a-systèmes que l'on puisse définir sur D.
Remarque 1.3. La conjonction des axiomes (Al) et (A2) est équivalente à la con-

jonction des axiomes (Al), (A2a) et (A2b), où
(A2a) XÇ-Y ————> X£Y , y X, Y & ff ' (D)
(A2b) î - X , y x € Q ' ( D ) .

Une a-opération à gauche est donc une application de fermeture sur y ' ( D ) •

II en résulte les conséquences suivantes:
a) (X^)^^ étant une famille non vide de a-idéaux, dont l'intersection

est non vide , Ç^\ X. est un a-idéal.
b) Le a-idéal engendré par le complexe X est l'intersection des a-idéaux

contenant X.
c) (X^)^j étant une famille non vide de complexes dont l'intersection est

non vide F"^ X. est contenu dans F"? X . .
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d) (X.).»^, étant une famille non vide de a-idêaux

L-J x ç LJ x « LJ x^ .
i 1 i i i i

Définition 1.4. (X.).^,- étant une famille non vide de a-idéaux, nous ap
——————————— l iei _ \ / — "i—i-

rons "union" de la famille (X.), et nous noterons ^v X. , le a-idéal l»jx.
i i -

Définition 1.5. (X.).-, étant une famille finie non vide de a-idéaux, nous appel-

lerons "somme" de la famille (X.) l'union des a-idéaux de cette famille.

Si I as {l, 2, ... , n} la somme de la famille (X.) sera notée I X. , ou encore
i«l

X- + X« + ... + X .

L'addition des a-idéaux est une opération associative, commutative, idempotente.

Elle possède également les propriétés suivantes:

a) X Ç Y > X + Z Ç Y + Z , V Z ,

(d'où Xç X' et Y Ç.Y' > X + Y £ X' + Y') ,

b) X Ç X + Y et Y Ç X + Y ,

c) X + Y " Y <————==> X C Y ,

d) X + (X OY) » X et X 0 (X + Y) = X .

Proposition 1.1. La relation d'ordre définie sur un a-système^par l'inclusion

des a-idéaux ( X ^ Y <===> X Ç Y) munit ^r d ' une structure de demi-treillis complet.

La borne supérieure d'une famille (X.). - non vide de a-idéaux est l'union\/X..

Le a-idéal D est l'élément universel de ce demi-treillis.

S'il existe un élément commun à tous les a-idéaux du système (condition réalisée,

en particulier, dans un a-système à gauche si D contient un élément permis à droite.

cf proposition 2.6) la relation d'ordre précédente donne à <^-une structure de

treillis complet.

2. Multiplication ̂ des rideaux ̂ et ̂ residuat ion.

Proposition 2.1. Compte tenu de (Al) et (A2) l'axiome (gA3) est équivalent à l'a-

xiome
(gA'3) D x ^ x . V x & D .

Les axiomes (gA3) et (Al) impliquent (gA'3). Inversement (gA'3), (Al) et (A2)

donnent

D X » D ( LJ(x)) = L-̂ J (Dx) Ê^-a^ s X .
x€X xéX xCX
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Proposition 2.2. Compte tenu des axiomes (Al ) , (A2), (gA3), l'axiome (A4) est
équivalent à l'axiome

(A'4) X Y = XDYLJXY , V X^ Ï 6 ^f' (D) .

Les axiomes (Al), (A2), (gA3) donnent XDY Ç XDY g: XY et XYÇ XY , donc
XDYLJXY = XDY + XY^XY . De plus (A2) et (A4) donnent XYçXDYUXY, de sorte
que (A'4) est vérifié. Inversement si (A'4) est satisfait, il en est de même de
(A4) d'après (Al).
Remarques 2.1. Si D contient un élément unité (d'un seul côté ou bilatère) l'axi-

ome (A4) est équivalent à chacun des axiomes suivants:
X Y Ç XDY ou X Y = XDY .

Si D est commutatif, (A4) est équivalent à chacun des axiomes
X Y Ç X Y o u X Y = X Y .

(voir aussi Proposition 7 . 3 . )
Définition 2.F. Nous appellerons "produit" de deux â deaux X et Y , pris dans

cet ordre, et nous noterons XoY, le a-idéal X Y •
L'axiome (A4) s'énonce alors

X Y Ç XoY = XDY + XY , dans le cas général ,
X YÇ. XoY = XDY , si D contient un élément unité d'un côté ou

bilatêre ,
X YÇ XoY » XY , si D est commutatif.

Remarque 2.2 . Dans un a-système à gauche -^«",
a) DoX = m. Ç X ,
b) XoD = XD ,
c) DoX s D X ^ X s D ? , siD possède une unité à gauche ,
d) XÇXoD = XD , si D possède une unité à droite,
e) X + XoD est le a-idéal bilatêre engendré par X dans ̂ r^, autrement

dit l'intersection des a-idéaux bilatêres de -^r-contenant X •
Proposition 2. 3 . La multiplication des a-idéaux est une opération associative.
Les a-idéaux Xo(YoZ) et (XoY)oZ sont égaux au a-idéal engendré par le complexe

XYZLJXDYZUXYDZUXDYDZ .
La multiplication définit donc une structure de demi-groupe sur un a-système.

C'est d'elle qui s'agira quand un a-système sera considéré comme demi-groupe.



AXIOMATIQUE DES a-IDEAUX ^

Proposition 2.4. La multiplication vérifie la propriété de distributivité généra-
le à gauche et à droite par rapport à l'union.

Les a-idéaux Xo (\/ Y ) et \/CXoY.) sont égaux au a-idéal engendré par
i 1 i x

^s (XDY^UXY^). De même les a-idéaux (\/ Y^ )oX et \/(Y oX) sont égaux au
a-idéal engendré par l_) (Y.DX L-JY.X).

i i i

L'addition et la multiplication des a-idéaux définissent donc sur un a-système
une structure de demi-anneau.

Proposition 2. 5 . Un a-système à gauche - T̂est un demi-groupe ordonné, quasi-entier
à gauche. C'est aussi un gerbier complet. De plus, si D possède un élément permis à
droite, S^ est un demi-groupe réticulé.

En effet, XÇY implique X Z C. Y Z et ZX Ç ZY , donc XoZ C. YoZ et ZoX ̂  ZoY .
De plus, XoY^DoYçY. Les propositions 1 . 1 . , 2 . 3 . et 2.4. permettent d'achever
la démonstration.

Proposition 2 . 6 . S1il existe dans D un élément permis à droite, œ , le a-idéal
œ engendré par a) dans un a-système à gauche est tel que

a) ̂ ç X, Vx ,
b) X + S = X , ^ X,
c) Xoœ = (jûoX = d) , Y X.

Proposition 2 . 7 . Dans un a-système à gauche ou à droite
a) XoDoY = XDY = X DY = XD Y = X D Y ,
b) XoYoZ = X Y Z .

Dans un a-système à gauche X Y^ XoY = X Y .

Ce sont des conséquences de la définition 2 . 1 . et du fait qu^ne a-opération est
une application de fermeture.

Proposition 2.8. Un a-système à gauche est un demi-groupe résidué à droite.
$̂4 étant un gerbier complet quasi-entier à gauche X^"Y existe quels que soient

X et Y. De plus X.*Y est l* union de l* ensemble non vide des Z tels que YoZC. X
(cf [13], p.158, th.4).

Remarque 2 . 3 . X . ' Y est contenu dans ^ensemble E , ( X , Y ) des x tels que Y x a X.
Mais l'égalité n'a pas nécessairement lieu (cf remarque 3. 3 . chapitre 2 ) .
De façon précise il y a équivalence entre les trois propriétés

a) X.-Y = E^( X,Y ) ,
b) Y xCX ^ Y x c X ,
c) Y x ç X ^ Y Dx ç X .

(voir aussi proposition 5 . 4 . ) .
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Remarque 2.4. Un a-système à gauche n'est pas nécessairement résidué à gauche
(cf Remarque 3.3. chapitre 2 ) . De façon précise:
Proposition 2 . 9 . Un a-système à gauche est résidué à gauche si, et seulement si,

quels que soient X et Y, il existe au moins un élément x ê D tel que x Y C X. Le
résiduel X'.Y est alors égal à l'ensemble E (X,Y) des x € D tels que x Y Ç X.
La condition est nécessaire: Si X\Y existe, tout x de X'.Y est tel que x Y ÇX.
La condition est suffisante: Etant donnés X et Y, supposons l'existence de x € D

tel que x Y Ç X. Alors XoY = x Y c: X. Comme de plus un a-système à gauche est un
gerbier complet X'.Y existe quels que soient X et Y. Le résiduel X*J est l'union de
l'ensemble non vide des Z tels que ZoY Ç X (cf [l3] , page 158, th.4).
D'autre part*^r étant supposé résidué à gauche, x Yç X implique XoY Ç X, soit

x € xc X*,Y; nous avons E (X,Y) Q X\Y, d'où l'égalité, car nous avons vu que
X'. Y était contenu dans E ( X , Y ) .

Corollaires.
a) Si D contient un élément permis à droite» un a-système à gauche est ré-

sidué à gauche.
b) Un a-système bilatêre est résidué à gauche et à droite. Dans un tel

a-système X . ' Y = E^(X,Y) et X\Y = E ( X , Y ) .
Remarque 2.5. Si D contient un élément permis à droite, un a-système à gauche est

un treillis complet et un demi-groupe réticulé résidué; nous avons donc:

X . - ( VY^ = r " " 1 ( X . ' Y p et X-.(\/Y^) =f—\(X-.Y^).
Proposition 2.10. D ayant un élément permis à droite, cj ,^ étant un a-système à

gauche défini sur D, distinct du a-système impropre, si l'ensemble des a-idéaux
distincts de ïo" est un demi-groupe vérifiant la règle de simplification à droite, le
a-système ̂  est bilatêre.
S i X ^ S , ^ ^ ^ , Z = ( X o Y ) ' . ? , nous avons XoY = ZoY , comme XoY est distinct

de œ , il en est de même de Z, de sorte que Z = X. Or, tout résiduel à gauche est
un a-idéal bilatêre de^, X est donc bilatêre et̂ t est un a-système bilatêre.
Par exemple,-si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau non commutatif,

l'ensemble des k-idéaux à gauche distincts de l'idéal nul ne constitue pas un semi-
groupe s'il existe un k-idéal à gauche non bilatêre.
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3. a-systèmes de caractère fini.

Définition 3.1. Un a-système est dit de "caractère fini" si
X » (______) Y , V X &^'(D)

Y€ Ï(X)
^(X) désignant l'ensemble des complexes finis de X.

Remarque 3.1. frétant un a-système de caractère fini, si x 6\/ X . , il existe
\ / - i€I

une partie finie J de 1 telle que x € \/ X . .
iej 1

Proposition 3.1. Un a-système est de caractère fini si, et seulement si, l'en-
semble des a-idéaux forme une famille L/-inductive.
La démonstration, indépendante de (A4), peut se faire comme dans [43> P* 10 th.6
Proposition 3.2. Si D contient un élément permis à droite, un a-système à gauche

sur D, de caractère fini, est un treillis faiblement H-continu, autrement dit, si
(Y?, est une chaîne croissante de a-idéaux

xnc^ Y^) «^(xn^) .
C'est une conséquence de la proposition 3. 1 . et de la distributivité de l'inter-

section par rapport à la réunion en théorie des ensembles.
Proposition 3.3. Si^est un a-système de caractère fini, distinct du a-système

impropre, A un a-idéal de ̂ admettant un générateur fini, A n'étant pas minimal
dans ̂4- , tout a-idéal appartenant à l'ensemble^des a-idéaux strictement contenus
dans A est contenu dans un élément maximal de f^.
Il suffit d'appliquer le théorème de Zom, ̂ é̂tant inductif puisque ̂f orme une

famille LJ -inductive.
En particulier, si^rest de caractère fini, distinct du a-système impropre et si

D , considéré comme a-idéal, admet un générateur fini, tout a-idéal distinct de D
.est contenu dans un a-idéal maximal (en appelant "a-idéal maximal" un élément maxi-
mal de l'ensemble des a-idéaux distincts de D) .
Proposition 3.4. Si 5^ est un treillis modulaire, M un a-idéal maximal ne conte-

nant pas le a-idéal A, le a-idéal A H M est maximal dans l'ensemble des a-idéaux
strictement contenus dans À.
S'il existait un a-idéal X tel que A H M c: X <=. A , la modularité de ̂ donnerait

A H(X + M) » X + (A OM), autrement dit A » X, d'où contradiction.
Proposition 3.5. Dans un a-système à gauche les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a) condition de chaîne ascendante (ÇA): toute chaîne de a-idéaux stricte"
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ment croissante est nécessairement finie,

b) condition maximale (CM): tout ensemble non vide de a-idéaux contient au
moins un élément maximal»

c) conditions de caractère fini et de la base finie (CF et BF): le a-sys-
tème est de caractère fini et tout a-idéal admet un générateur fini.

(ÇA) et (CM) sont équivalentes: c'est une propriété des ensembles ordonnés.

(CA)=^(CF et BF): Si X 6 §('(D), on peut former une chaîne strictement crois-

sante de a-idéaux de la façon suivante: X^x^, où x^ € X; si X, ^ X, X ^ [x ,x } ,
où x^€. X. x^ X^ ; si ^ ^ X, X^ « Tx^.x^où x^ 6 X, x^ ̂  . et ainsî de

suite. Si (ÇA) est vérifiée, la chaîne est finie, X admet un générateur fini, d'où
(BF). De plus le a-système est de caractère fini puisque {x ,x«,...,x \c:X.

(CF et BF) > (ÇA) : soit X^ 0 X^ C ... C.X^ C ... une chaîne strictement crois-

sante de a-idéaux. Si (CF) est vérifiée, ^4- est (J"111^^» donc X = X en posant
X = ̂ J X^. De plus le fait que X admette un générateur fini implique que la chaîne
est finie.

Définition 3.2. Un a-système à gauche -^qui satisfait aux conditions équivalen-
tes (ÇA), (CM), (CF et BF) sera dit "nœthérien". Nous dirons aussi que D est
"t^r-nœthérien" .

Cette définition est moins restrictive que celle choisie par AUBERT (cf [4^ p.25)
dans le cas des x-systèmes.

Définition 3.3. Un a-idéal est dit "fini" s'il admet un générateur fini.

La somme de deux a-idéaux finis est un a-idéal fini.

Remarques 3 « 2•

a) Un a-idéal d'un a-système de caractère fini n'est pas nécessairement
fini. Par exemple si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau le k-systême
à gauche est de caractère fini (cf Proposition 6.1) mais n'est pas nécessairement
noethérien.

b) Un a-système où tout a-idéal est fini n'est pas nécessairement de ca-

ractère fini, donc pas nécessairement nœthérien. Par exemple, 0 et a étant deux
éléments distincts d'un ensemble infini D muni d'une structure de demi-groupe en
posant xy = 0, Vx, y € D, l'application

^ { X U{0}, si X est fini et si a 4 X,
X 6 -5 ' (D) 0 ^ x = \

[ D, si X est infini ou si a € X,

définit sur D un a-système dans lequel tout a-idéal est fini mais qui n'est pas de
caractère fini. De façon précise nous avons:

Proposition 3.6. Un a-système où tout a-idéal est fini est de caractère fini si,
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et seulement si, de tout générateur d'un a-idéal on peut extraire un générateur fi-

ni de cet a-idéal.

La condition est évidemment suffisante. Pour établir qu'elle est nécessaire, il

suffit de remarquer que (CF et BF) implique (ÇA) et que le raisonnement de la pro-

position 3.5. (pour établir que (ÇA) > (CF et BF)) montre que de tout généra-

teur on peut extraire un générateur fini.

4. L'ensemble des a-systèmes définis sur un demi-groupe D.

Dans ce paragraphe, nous ferons intervenir plusieurs a-systèmes. Nous noterons

X ,X., • • • ; X., • • • les a-idéaux engendrés par le complexe X dans les a-systèmes

^t- , ̂ T, ... ; ̂ -. , ... .La notation J?(-r+, o1 signifie que l'addition et lai . fc «
multiplication dans le a-système9rsont noÇées respectivement + et o.

Définition 4.1.^4- et ^<étant deux a-systèmes définis sur D,^est dit "plus

fin" que ffa', ou^^est dit "moins fin" que «^ si X ç_ X, pour tout complexe X.

Le d-systême à gauche et le a-système impropre sont respectivement le plus fin et

le moins fin des a-systèmes à gauche que l'on puisse définir sur D.

Un a-système à gauche n'est pas nécessairement de caractère fini (ef remarque 3.

2b.). Comme le a-système impropre et: le d-systême à gauche sont de caractère fini,

*un a-système moins fin ou plus fin qu'un a-système de caractère fini n'est pas né-

cessairement de caractère fini.

Un a-système moins fin qu'un a-système nœthérien est nœthêrien.

Proposition 4.1. Pour que^Tsoit plus fin que OoiX faut et il suffit que

(X.) = X, , autrement dit que w'soit contenu dans »9r' .

(cf [l7] , p. 18)

Corollaire. Un a-système moins fin qu'un a-système à gauche .et qu'un a-système à

droite est un a-système bilatère. En particulier un a-système moins fin qu'un a--

système bilatêre est bilatère.

Proposition 4.2. Si ^~ est plus fin que (W, X = Y implique X. = Y, .

(cf [l7] , p. 18).

Proposition 4.3. Si ,9r est plus fin que ^<et si tout a-idéal de ^T est fini, il

en est de même de tout a-idéal de ffo.

X, étant un a-idéal de u7\.\ existe un complexe fini Y tel que X, = Y . Alors

YÇ-X, donne Y, Ç X, , mais 5^ étant plus fin que< ,̂ X, = Y ÇY,, donc X, = Y,

et X^ est fini.

Remarque 4.1. Si^rf+» o | est plus fin que ^|T, *~\ nous avons
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\*\ <=\^\ et ^ '\Ç\*\ '

les égalités pouvant avoir lieu ou non. Il en résulte que si^ est plus fin que

-̂, ^"n'est pas nécessairement un sous-demi-treillis de-?r—.

Théorème 4.1. L*ensemble T des a-systèmes à gauche que l'on peut définir sur D,

ordonné par la relation

^4- ^ (^ <——=——^?^ est plus fin que (̂ ",

est un treillis complet. Le a-système impropre en est l'élément universel, le

d-systême à gauche en est l'élément nul.

Pour démontrer ce théorème, il suffit, puisque T contient un élément universel,

de montrer que T est un n -demi-treillis complet (cf [l3j, p. 35).

Soit ( ^ ) . î c T une ^•aE!^•^•e non vide de a-systèmes à gauche sur D, le a-idéal en-

gendré par X danst^r. étant noté X .» et soit f l'application:

f: X C ^ ' C D ) 0 X r^ X^ .

Cette application est une a-opération à gauche. En effet:

(Al) X Ç X , V i implique X C X

(A2) X C Y implique successivement X Ç Y. , Vi , puis X .^Y. , ^ i, et

enfin X Ç= Y .

(gA3) D X = D.( r»Xp Ç (^(DX^) Ç Ç}\ = X .

(A4) X Y = (HX^) ( O Y ^ Ç n(X^) , or X Y Ç (XDY UXY) impli-

que H X Y. Ç (XDYLJXY). , V j , et par suite

0 X.Y. d 0 (XDY UXY). = XDY UXY ,
i 1 1 " j j

donc XYÇXDYÏJXY .

Le a-système à gauche —^défini par cette a-opération est plus fin que chaque

^4. puisque X Ç X. , \/i . D'autre part, si^est un a-système à gauche plus fin

que chaque ̂ -^-j, X. est contenu dans chaque X., donc dans X et ^tfest plus fin que

^^4-. T est bien un H -demi-treillis complet, et par suite un treillis complet.

Remarque 4.2. ^?r"et ffy étant deux a-systèmes à gauche sur D, posons

\1) as \ 9 ^n) SB [x(2n-l)]b et ^n+l) ss [x(2n)]a Pûur n ̂  1.

X ss l J X. . . L'application: X€y*(D) 0 > X est une a-opération
n ^1 w

à gauche et le a-système qu'elle définit est le plus fin des a-systèmes à gauche

moins fins que ^?t"et (Ta\ C'est 4onc la borne supérieure de ^4et ff^f dans le

treillis T ( cf [4]^ p. 16) .

Il en résulte en particulier que X = X, implique X « X at X, .
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Remarques 4.3»

a) un raisonnement analogue montre que les ensembles T. et T des a-systè-

mes à droite et des a-systèmes bilatêres que l'on peut définir sur D sont des

treillis complets.

b) Si T,\/T désigne l'ensemble des a-systèmes tels que-WV^^ où

^J?^r € T, et ̂ 6T , le corollaire de la proposition 4.1. montre que T,V T = T.

c) T est un sous-treillis complet de T, et de T .

Théorème 4.2. L'ensemble F des a-systèmes à gauche de caractère fini que l'on

peut définir sur D, ordonné par la relation

^r- ± CPy < > 5^- plus fin que (^\

est un treillis complet. Le a-système impropre en est l'élément universel, le d-

système à gauche en est l'élément nul.

Soit (<•52••).icT une famille non vide de a-systèmes à gauche de caractère fini. Il

suffit pour démontrer le théorème, d'établir que le a-système •?r, où X = Ç^X. ,
—— l-cJL 3.

défini au théorème 4.1. est de caractère fini. SiCX") est une chaîne croissante de

a-idéaux de,?4-, nous avons, en effet, LJ ^ss U (0 (X-b ) = OCUO^D.
j j ^" j

Comme les ^9r. sont de caractère fini L-ÏCX^). est un a-idéal de-^-., donc de -̂,

V i» et par suite L^CX-3) est un a-idéal de ^-, ce qui montre que ̂  est de ca-

ractère fini. j

Proposition 4.4. ^^'i^ie-T ^^t une famille non vide de a-systèmes à gauche de

caractère fini définis sur D, X un complexe de D, U l'ensemble des suites

u = (u^, u^,... , u ,̂ ...) définies dans I, si à toute suite u C U nous associons

le complexe u(X) défini par

u(X) = (__(V^ » où ^W = \ » u^(X) = fVl<x)^u P0^ n ̂  1

n l̂ 1 •— » n

(Y^ désignant le a-idéal engendré par Y dans ^4- ), l'application
n "n

x e y (D) o ? = (__) u(x)
U€U

est une a-opération à gauche et le a-système qu'elle définit est la borne supérieu-

re des ^~ dans les treillis T et F .1 g g

Cette proposition généralise dans le cas des a-systèmes de caractère fini la re-

marque 4.2.

(Al): XÇu^CX) , Vn , Vu implique X Ç u(X) , Vu donc XÇÏ .

^ (A2a): X ç Y implique u^(X) Ç u^(Y), ^n. Vu, donc u(X) Cu(Y), Vu, et enfin
XÇ? .

(A2b): Soit Y = {yi, y^, ..., y? } un complexe fini de X. Il existe une suite
2
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u- fe U et un entier n. tel que y. ç. u - ' ( X ) . Si v est une suite de U commençant par

u; , u^ , ... , u ,̂ u^ , ... , u ,̂ ... , u^ , i ,

nous avons y. 6 v (X), V j, où q " n- + n« + ... + n + 1, et Y Çv (X), donc

Y^Ç [v(X)]^ - v (X) Ç? . Mais ̂  étant de caractère fini (?)^- l————J Y^,
^ ^ î  ^ Y € ^(X)

de sorte que (X) .ÇX et (X). " X . Ceci ayant lieu pour tout i de I implique

successivement u (56 - Ï , \/n , V u , u0?) - S? , Vu et X - ?.

(gA3): Si x € X, il existe une suite u 6 U et un entier n tel que x € u (X),

d'où DxÇ D.u (X) Ç u (X) çf , et D ?Ç? .
^^ ^>

(A4): Si x < X et y €. Y, il existe deux suites u et v de U et deux entiers m et

n tels que x € u (X) et y € v (Y). Si w est une suite de U dont les m+n premiers
termes sont u,»u«» ..» u , v-, v^, • • > v , ceci implique x € w (X) et

y € w (Y) , donc
lu^u

xy € ^n+n00 •wm+n(Y) c ̂ -m^^^^^ & XDY u XY '

et finalement X îç XDY UXY .

L'application X '——'^——^X est bien une a-opération à gauche. Le a-système ̂ r

qu'elle définit est moins fin que chaque •^T. car X. Ç X, Wi . Si G est un a-sys-
tème à gauche moins fin que chaque ^'^ X.ÇX (X étant le a-idéal engendré
par X dans 0) pour tout ÎÊI implique u (X) Ç X , Vn, Vu, puis u(X) çX ,Vu,

et finalement X Ç X • ^Test donc bien la borne supérieure de la famille (-̂ ,)

dans le treillis T .
g ^

Enfin^est un a-système de caractère fini. Si(X11) est une chaîne croissante de

a-idéaux de v7, c'est aussi une chaîne croissante de a-idéaux de ̂ r>. donc L-JX• i n
est un a-idéal de ̂ •. , et ceci quel que soit i, par suite c'est un a-idéal de (7^^

ce qui montre que ^est de caractère fini et que <^est aussi la borne supérieure

de la famille C? ;̂) dans le treillis F .
- g

Remarque 4.4. ^ ^ " i ^ i ^ r êt&Qt une famille non-vide de a-systèmes à gauche de ca-
ractère fini, la démonstration précédente montre que, s'il existe un complexe X tel
que X " X. , V i, ce complexe est tel que X " X . Comme un a-idéal de ^^est un

a-idéal de chaque •^'A» il s* ensuit que nous pouvons définir ̂ "comme le a-système
à gauche défini par l'application X 0 ) X - f~"^ Y, e(X) étant l'ensemble

ï « €\A)
des complexes Y de D tels que X çY " Y. quel que soit i € I.

Théorème 4.3. Le treillis F est un sous-treillis complet du treillis T .
6 g

Ceci résulte des démonstrations faites pour le théorème 4.2. et la proposition
4.4.

Proposition 4.5. L'ensemble des a-systèmes à gauche nœthériens définis sur D
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forme un treillis qui est un sous-treillis de F • C'est aussi un demi-treillis com-

plet.

Si 5r et (/ôsont deux a-systèmes noethêriens définis sur D, <^-\/ ffï) et ^t\0v

les bornes supérieure et inférieure décret ffo dans le treillis F (ou dans le

treillis T ), ^94V^<est noethérien puisque moins fin que -̂ r. De plus si X est le

â-idéal de^A ^^engendré par X, X est égal à X OX— Or, de X nous pouvons ex-

traire (proposition 3.6.) deux complexes finis Y et Z tels que Y " X , Z, « X..

Nous avons alors (Y UZ) - X et (Y UZ). » X. , d'où YUZ - X et tout a-idéal

de <S?4/\ VTf est fini. Comme un tel a-système est de caractère fini, <^$4- /\ ^yest nœ"̂

thérien.

Définition 4.2. frétant un a-système à gauche, nous appellerons "a-système bila-

têre associé à ̂ r " le plus fin des a-systèmes bilatêres moins fins que ̂ r.

Proposition 4.6. Si WÇx, «\ est le a-système bilatêre associé au a-système à

gauche <^9^ F+, oj , nous avons

a) X^ = X^ + X^o D - (X UXD)^ ,

b) ^^b-^^b et h^b -V^ •

(ffyest un sous-demi-treillis de^?r, un sous-treillis si D contient un élément

permis à droite)•

a) L'application: X • 0 > X, » X + X o D est une application bilatêre. La vé-

rification des axiomes (Al), (A2), (A3) est immédiate, celle de (A4) se fait en re-

marquant que:

Vb m ^a + ̂  ^^a + ̂  D) S (\ + x^ ^'^a* Yao D) "

- X^o Y^ + X^o Y^oD - (XDYUXY)^ + (XDYUXY)^o D - (XDY UXY)^.

/C^ *!Âb) Le a-système ̂ défini par cette application est moins fin que«^t. De plus, si

^ est un a-système bilatêre moins fin queĵ T-, nous avons, en notant X le a-idéal

engendré par X dans Ç, X Ç X , d'où X D ^ X D ç X ,de sorte que X." (XUXD) CX
et çest moins fin que ̂ . Ainsi ^est le a-système bilatêre associé à -^î

c) X^TY^ « (X UY)^ » [(X UY) U[(XUY)D]}^ -

« (X LJXD)^ + (Y UYD)^ « X^ + Y^ .

De plus X^ » Y^ « (XDY)^ + (XY)^ « (XDY)^ + (XDY)^o D + (XY)^ •*• (XY)^e D -

- ̂  \ + \° Yao D " V \ •

Remarques 4.5. Pour qu'un a-idéal d'un a-système à gauche .?»soit bilatêre (cf dé-

finition 1.2.) il faut et il suffit qu'il appartienne au a-système bilatêre associé

à5<-.

Si ^Test le d-systême à gauche, le a-système bilatêre associé à -9rn'est autre
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que-le d-systême bilatère. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, le
a-système bilatère associe au k-systême à gauche n'est autre que le k-systême bila-
tère.
Proposition 4.7» (L) étant un a-système à gauche défini sur un demi-groupe D con-

tenant un élément permis à droite et (^) le a-système bilatère associé, si (L) vé-
rifie la condition de chaîne ascendante ou la condition de chaîne descendante af- '
faiblie, ou si (^) vérifie la condition de chaînes finies, (L) est une (^-algè-
bre de LESIEUR et CROISOT.
Les conditions ( A ) , ( B ) , ( C ) , ( D ) de [19], p.81, ou [20], p. 25, sont en effet

réalisées.
(voir aussi propositions 5 . 6 . et 5 . 7 . ) .

5. Demi-groupes renversables à gauche.

Dans ce paragraphe nous allons définir une classe particulière de demi-groupes
présentant de l'intérêt du point de vue des a-systèmes d'idéaux.
Définition 5. 1 . Un demi-groupe D sera dit "renversable à gauche" si

^ C [̂ LJIÏxy , V x, y € D.
Il revient au même de dire que D est renversable à gauche si, et seulement si

XDY Ç XY UDXY , N/ X,Y ç Q' (D) .

On définirait de même un demi-groupe renversable à droite. Par exemple:
a) Un demi-groupe commutatif est renversable à droite et à gauche.
b) Un demi-groupe tel que Dx Ç xD, ̂  x € D, est renversable à droite.

(si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau sous-connutatif, c'est-à-dire
d'un anneau tel que ba= ax admette au moins une solution dans D, quels que soient
a et b dans D, (cf [5] , p.39 , ou ^9] , p. 5 6 6 ) , D est renversable à droite car
Dx ç xD , V x € D) .

c) Un antisemigroupe à droite (demi-groupe dans lequel xy * x, y x , y ) ou
un antisemigroupe à gauche (xy 8B y, V x,y) est renversable a gauche et à droite.

d) Un demi-groupe globalement idempotent (D.D " D ) , rectangulaire (au sens
de KIMURA) est renversable à gauche et à droite car dans un tel demi-groupe
xyz = xz , V x,y,z (ef [is] , p. 14.05). '

e) Le cône positif d'un groupe ordonné est un demi-groupe renversable à
gauche et à droite (cf paragraphe 4. chapitre 2 ) .
Remarques 5.1.

a) Si D possède un élément unité, D est renversable à gauche si, et seule-
ment si, aD ÇDaD as Da, ^/a Ê D.
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b) Si D possède un élément unité, D est renversable à gauche et à droite

si, et seulement si, Da = aD = DaD , \? a €D.

Proposition 5.1. D possédant un élément unité à droite, e, il y a équivalence

entre

a) D est renversable à gauche,

b) tout a-système à gauche est bilatêre,

c) le d-système à gauche est bilatêre.

a) >*b): En prenant Y = {e}, la condition de renversabilité à gauche donne

XD Ç X UDX , et par suite XoD = XDÇXLJDX = X .

b) =====» c): résultat trivial.

c)====^a): Si le d-systerne à gauche est bilatêre, nous avons

(X UDX)D Ç XUDX, d'où XDY Ç (X UDX)DY C. (X UDX)Y = XY UDXY .

Remarque 5.2. Si D possède un élément unité à gauche, nous avons les implications

b) ) c) >a) , (si le d-idéal à gauche engendré par X est bilatêre, DXD est

contenu dans DX, d'où XDY Ç DXDY çDXY, et c) implique a)). En prenant pour D un

antisemigroupe à gauche, on voit que a) n'implique pas nécessairement b).

Remarque_5.3. Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau unitaire, les

propriétés de la proposition 5.1. sont encore équivalentes à

d) le k-systême à gauche est bilatêre.

Propos Uion_5.2. D étant un demi-groupe quelconque, X 0 ^X une application

de fermeture définie sur ~ÇW telle que 3 = 0 , il y a équivalence entre les qua-

tre propriétés

(Bl) X Y C XY , >rf X, Y € 5' (D) ,

(B2) Eg(X,Y)= E (X,Y), V X,Y € ff'W,

(B3) E^(X,Y) ÇE^(X,Y) , V X,Y€ ff'(D) ,

(B4) E^(X,Y) = E^(X.Y) , V X, Y^S^D).

Il y a également équivalence entre les quatre propriétés

(Cl) X Y Ç X Y , V X.Ye^D) ,

(C2) E^(X,Y)= E^(X,Y),V X,YC ff1 (D) ,

(C3) E^(X,Y) C:E^(X,Y) , ̂  X,Y € ff1 (D) ,

(C4) Eg(X,Y) = Eg(X,Y) , Y X,Y e 5>t (D) .

(Les ensembles E (X,Y) et E,(X,Y) ont été définis dans la proposition 2.9. et dans

la remarque 2.3.).

Il suffit de démontrer l'équivalence des quatre propriétés (B).

(Bl) ===̂  (B2): Nous avons E (X,Y) CE (X,Y) " Z. Si Z - 0 , (B2) est vérifiée

Si Z ^ 0, nous avons Z Y ç X . ZYÇZYÇX, Z Ç. E (X,Y) d'où l'égalité (B2).
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(B2) . » (B3) ; Z - E^(X,Y) ^ 0 implique successivement YZçX, YZÇX,
Y çE (X,Z) - E (X,Z) , Y ZÇX et enfin E^(X,Y) çE^(X.Y).
Si Z - 0 , (B3) est vérifiée car, par hypothèse, 3 - 0 .

(B3) > (B4) : E^(X,Y) ç E^(X.Y) g. E^(Î,Y) - E^(X,Y) .
(B4) > (Bl) : XY ç XY implique Y ̂  E^(XY,X) , donc

Y Ç E,(XY,X) - E,(XY,X) , d'où X ?ÇXY .

Remarque 5•4 . Si l'on suppose en outre que l'application de fermeture est une
a-opération à gauche, X . ' Y est contenu dans E , ( X , Y ) (cf remarque 2 . 3 . ) , et si de
plus D contient un élément permis à droite, x ' . Y est égal à E (X,Y) (cf proposi-
tion 2 . 9 . ) .
Si D est commutatif, on retrouve le théorème 3 de M , p. 7.
Proposition 5.3. Il y a équivalence entre

a) D est renversable à gauche,
b) Dans tout a-système à gauche sur D, X YÇXY, ^X, Y 6 O' ( D ) ,
c) Dans le d-système à gauche sur D, X Y fi XY, >rf X, Y € ^'(D),
d) Tout a-système à gauche sur D possède l'une des propriétés (B) et l'une

des propriétés (C) de la proposition 5 . 2 . ,
e) Le d-système à gauche sur D possède l'une des propriétés (B) et l'une

des propriétés (C) de la proposition 5 . 2 . .
(En considérant que 0 engendre un a-idéal à 0 ) .

Nous utiliserons le
Lemme 5.1. En supposant seulement que l'application X 9 )X est une applica-

tion de fermeture, il y a équivalence entre
a) X Y C XY,
b ) X Y Ç X Y e t X Y ç X Y .

Il suffit de vérifier que b) implique a) . X Y ç XY implique X Y ç; X Y, donc
Î~?Ç.5~Y"^T?, soit X Y - TT, d'où X?çS~? - Î'YÇXY , et par suite
X YÇXY » X Y.
Démonstration de la proposition 5.3.
a)——»b) car nous avons X Y Ç XDYl^XY Q DXYUXY " XY
b) >c); évident
e)——=4a): X YÇ XY implique XeY " XY (- XDY + XY) , donc XDYçXY. soit

XDYÇXY - XYLJDXY
a)===^d): car a) implique b) qui implique (Bl) et (Cl).
d) »e): évident



AXIOMATIQUE DES a-IDEAUX 23

e)——^a): les conditions (Bl) et (Cl) impliquent c ) . d'après le lenme 5.1.
donc a)«
Proposition 5.4. Si D possède un élément unité à gauche il y a équivalence

entre
a) D est renversable à gauche,
b) X.'Y " E.(X,Y) dans tout a-système à gauche sur D,— — —c) X.'Y " E , ( X , Y ) dans le d-système à gauche sur D.

a) ^b) d'après la remarque 2.3. car Y x ç X implique Y X^YÎÇ-Y x ç X.
b) • î l e ) ; évident.
c)——^a): D ayant un élément unité à gauche, DYx - Y x - YÎ , c) implique alors

(cf remarque 2 . 3 . ) Y DxçYx , d'où YDx ç DYDx ç: DYx .
Les implications a)—4b)—^c) n'exigent pas l'existence d'un élément unité à

gauche dans D»
Proposition 5.5. E étant un sous-demi-groupe d'un demi-groupe D renversable à

gauche, «^^(X—^—4X) un a-système à gauche sur D, l'application qui, au complexe(^ •X de E associe le complexe X • XOE est une a-opération à gauche sur E.
La vérification des axiomes (Al), (A2),(gA3) se fait sans difficulté. Celle de

(A4) résulte de ce que
x ?- (xnE)(ynE)ç;x Y nEçxvnE - JŒYLJXÎ ,

car XyçXEyOXYsXDYUXy - XY .
Le a-système ainsi défini sera appelé 1 ' "empreinte" ou la "trace" de -̂ r sur E.

Si D n'est pas renversable à gauche, la proposition 5.5. n'est pas nécessairement
valable, même si É est un a-idéal de «P^.
Proposition 5*6. ̂  désignant le d-système bilatère défini sur un demi-groupe

unitaire D, renversable à droite, si l'ensemble des résiduels à gauche et l'ensem-
ble des résiduels à droite de tout d-idéal bilatère vérifient la condition de chaî-
ne ascendante (axiome (D) des (^)-algèbres de LESIEUR et CROISOT), Çest une
(^)-algèbre dans laquelle les notions d'idéal primaire (à droite), d'idéal se-
condaire (à droite) et d'idéal tertiaire (à droite) coïncident.

X' et B étant deux d-idéaux bilatères tels que X*ç SoB, soit X l'ensemble des
x € B tels que ax c X' , X est tel que aX • X' car a«B • DaDBD • aDBD « aB et
X' Ç aB . Nous avons donc ioX • aX • X' avec X ç B . Ceci montre que tout d-idéal
bilatère de la forme a est L-principal au sens de LESIEUR et CROISOT (cf [l9] »
p. 107) • Tout d-idéal bilatère étant union de d-idéaux L-principaux, et ̂ 5 étant
distributif, donc en particulier semi-modulaire, chaque d-idéal tertiaire à droite
est primaire à droite (cf [l9] , p. 108).
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II en résulte que tout d-idéal bilatêre de D, peut être décomposé, d'une manière
unique, sous forme d'une intersection d'un nombre fini de d-idéaux primaires à
droite (bilatêres).
Proposition 5.7. % désignant le k-systême bilatêre défini sur un anneau unitai-

re D, si le demi-groupe multiplicatif de D est renversable à droite et si l'ensem-
ble des résiduels à droite et l'ensemble des résiduels à gauche de tout k-idéal bi-
latêre vérifient la condition de chaîne ascendante, % est une (cê)-algèbre dans
laquelle les notions d'idéal primaire (à droite), d'idéal secondaire (à droite) et
d'idéal tertiaire (à droite coïncident.
Démonstration analogue à celle de la proposition précédente.
Remarque 5.5. »$3̂  étant un a-système à gauche défini sur un demi-groupe D renver-

sable à gauche
a) la relation x ̂  y ( ) y ç x est une relation de pré-ordre sur

D compatible avec la structure de demi-groupe de D. (cf aussi exemple 6 . 4 . ) .
b) le produit de deux a-idéaux finis est un a-idéal fini.

6 . Exemples de a-systèmes.

Exemple 6 . 1 . D étant un ensemble muni de deux lois partout définies, l'une notée
multiplicativement, l'autre notée &, ces deux lois satisfaisant aux conditions

(1) (ab)c » a(bc) , V a , b, c 6 D,
(2) a(b & c) = (ab) & (ac) , Va, b , c € D,
(3) (b & c)a = (ba) & (ça) , Y a, b , c € D,

l'application qui, au complexe X de D associe la partie stable pour la loi & engen-
drée par le complexe P(X) = XLJDX est une a-opération à gauche.
La vérification des axiomes (Al), (A2), (gA3), (A4) se fait en tenant compte des

remarques suivantes:
a) La partie stable pour la loi &, s ( A ) , engendrée par le complexe A, est

égale à (____) A. , où A = A, et pour i ̂  1 ,
i ̂ 0 • u

A^» [x C D | x = a^ & â  & . . . & â  , n̂  1 , â  é A^ } .
(la loi & n'étant pas supposée associative, les expressions telles que a, & a« & . .
. . & a sont définies par récurrence:

a^ & â  & . . . & Bp = (a^ & â  . . . & â  ) & â  ) .

b) A et B étant deux complexes de D, les complexes A et B , d'indices
p et q, définis dans l'alinéa précédent sont tels que A B C (AB)• p q —— P"^"çi
(démonstration par récurrence sur p et q ) .

c) P(X).P(Y) = P(XDYLJXY).
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Si la loi & est supposée associative, s(A) est l'ensemble des éléments de D de la
forme a, & a« & . . . & a , où a. € A, n ̂  1 . Si la loi & est associative et com̂
mutative, s(ALJB) « a(A) & s ( B ) .
Exemple 6.la. D étant un groupoïde contenant un élément idempotent, a, la loi du

groupolde étant notée &, nous pouvons définir sur D une multiplication en posant
xy = a, V x, y € D. Les conditions (1) , (2) et (3) sont satisfaites et le a-idéal
X engendré par X est la partie stable pour la loi & du groupolde engendrée par le
complexe X LJ {al •
Exemple 6.1 b . D étant un demi-groupe multiplicatif, la multiplication et la loi

& définie par x & y = y , N / x , y € D , vérifient les conditions ( 1 ) , (2) et ( 3 ) . Le
a-idéal engendré par X dans le a-système que nous venons de définir est égal à
XUDX. Ce a-système n'est autre que le d-système à gauche.
Exemple 6. 1 c . D étant un groupe pour une loi notée T(l'élément neutre étant no-

té e, le symétrique de a étant noté a ' ) , les conditions ( 1 ) , ( 2 ) , (3) sont satis-
faites en prenant comme multiplication la loi xy " e , V x, y et comme loi &, la
loi x & y = x T y ' . Le a-idéal engendré par X dans le a-système étudié est le
sous-groupe (pour la loi T ) du groupe D engendré par X.
Exemple 6. 1 d . D étant un demi-anneau, autrement dit la loi & étant en outre

supposée associative, le a-idéal à gauche engendré par X dans le a-système précé-
dent n'est autre que l'idéal à gauche (au sens idéal à gauche dans un demi-anneau,
cf [l] , p. 24.03) engendré par X.
Exemple 6 . 1 e . D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, prenons comme

loi & la loi x & y a B x - y , ^ / x , y É D , la multiplication étant celle de l'anneau
nous obtenons un a-système à gauche qui n'est autre que le k-système à gauche •
Exemple 6.If. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, prenons l'addi-

;ion comme loi:&, la multiplication étant celle de l'anneau. Les conditions (1) à
(3) sont vérifiées. Le a-idéal engendré par X dans le a-système obtenu est la par-
tie stable pour l'addition engendrée par XLJDX.
Si D contient un élément unité, ce a-système coïncide avec celui de l'exemple

6.1 e .
Exemple 6.1 g . D étant un treillis distributif, prenons comme multiplication la

loi xy x x A y et comme loi & la loi x & y ae x v y • Dans le a-système obtenu, le
a-idéal engendré par X n'est autre que l'idéal engendré par X au sens idéal dans un
treillis.
Proposition 6 • 1 . Les a-systèmes définis dans l'exemple 6 . 1 . et ses cas particu-

liers sont de caractère fini.
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Soit X un a-idéal du a-système de l'exemple 6.1. Pour tout a de XUDX, il existe

un complexe fini Y contenu dans X, tel que a € Y (Y « (a} si a c X» Y • [b^ si

a al db, avec b € X)• De plus, en reprenant les notations de l'exemple 6.1., si pour

tout a de (XUDX). , il existe un complexe fini Y (Y ç X) tel que a € Y , il en

est de même pour tout b de (XUDX). , , car b est de la forme a« & • • • & a » où
les a. appartiennent à (XUDX). , et b € Y , Y étant le complexe Y.UY^U.-.UY

contenu dans X, Y. un complexe fini contenu dans X tel que a. €. Y. • Ainsi pour

tout i ^ 0, et tout a € (X UDX). il existe un complexe fini Y contenu dans X» tel

que a € Y . Ceci montre, puisque X " ^ » ^ Q * (XUDX), que le a-système considé-
ré est de caractère fini»

Remarque 6.1. Le a-système de l'exemple 6.1. est modulaire si (0 ayant un zéro),

a ) X + Y - X & Y ,

b) x & y € X et x 6 X impliquent y tf X .

La condition a) est satisfaite si la loi & est associative et commutâtive, car

alors s(AUB) " s (A) & s(B) • Cette condition a) est équivalente à la condition

a') Vx', x" € X , V y' . y" € Y , les éléments (x' & y») & (x" & y"),
(x' & y') & (y" & x"), x', y' peuvent se mettre sous la forme x & y, avec x « X ,
y < Y .

On retrouve ainsi le fait que les sous-groupes d'un groupe abélien ou les idéaux
à gauche d'un anneau forment des treillis modulaires.

Remarque 6.2. Un a-système (quelconque) est distributif si l'une des conditions

suivantes est réalisée: (D ayantjun élément permis à droite)

X + Y - X U Y , o u X o Y - X H Y .

Par exemple, le d-systême à gauche est distributif, le a-système formé par les idé-
aux d'un treillis distributif est distributif.

Exemple 6 . 2 . D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau topologique non
nécessairement coomutatif, l'application qui, au complexe X associe l'adhérence de
l'idéal à gauche engendré par X est une a-opération à gauche.

Exemple 6 . 3 . ̂ T étant un a-système à gauche défini sur un demi-groupe D conte-
nant un élément permis à droite» nous poserons les définitions suivantes:
^ "a-idéal quasi-premier" est un a-idéal P tel que XoY ç P Implique X ç P ou

Y C P .
Un^-idéal premier" est un a-idéal bilatère quasi-premier.
Le "QP-Radical de X" est l'intersection des a-idéaux quasi-premiers contenant X.

Il sera noté QP-Rad(X)<.
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Le "P-radical de X" est l'intersection des a-idéaux premiers contenant X. Il sera
noté P-Rad(X).
Nous supposerons que le a-système bilatère ̂0 associé à^est de caractère fini
(condition réalisée sî est de caractère fini).
L'application f: X€ 9 ' ( D ) ^ ^ ̂- p-Rad(X) est une a-opération bilatère sur D.
La vérification des axiomes (Al), (A2), (A3) est iméédiate. Celle de (A4) repose
sur les lemmes suivants:

Lenme 6 . 1 . P-Rad(X) - P-Rad(X + XoD). autrement dit le P-radical de X est égal
au P-radical du a-idéal bilatère engendré par X dans w^t.
Lemme 6 . 2 . Si X est bilatère, P-Rad(X) est l'ensemble des x € D tels que tout

m-système contenant x rencontre X (l'expression "m-système" est prise ici au sens
de MAC COY (cf [22] , p . 826) et désigne un complexe M tel que, si a 6 M, b « M, il
existe d 6 D tel que adb € M •
(Démonstration analogue à celle de [261 , p . l 0 ) .
Lenme 6 . 3 . P-Rad(X) o P-Rad(Y) g P-Rad (XoY).

(Ceci peut s'établir au moyen des deux lemmes précédents).

La vérification de (A4) est alors immédiate, XDYUXY étant égal à P-Rad(XoY).
Le a-système obtenu sera appelé le "a-système radical associé à^r". Le a-système
radical associé à ̂r est le même que celui associé au a-système bilatère associé au
a-système »^.
Remarque 6 . 3 . Relativement aux opérations définies sur les a-idéaux du système

,j4 le P-Radical et le QP-Radical possèdent les propriétés suivantes:
a) P-Rad(X'.D) - QP-Rad(X'.D) Ç QP-Rad(X) ç P-Rad(X) ,
b) P-Rad ( ̂ Xp- P-Rad ( Ly» P-Rad(X^),
c) P-Rad (XH Y) ç P-Rad (X)0 P-Rad (Y) - P-Rad (XoY),
d) Si le a-idéal X est bilatère

P-Rad(X'.D) - QP-Rad(X'.D) " QP-Rad(X) • P-Rad(X),
e) Si les a-idéaux X et Y sont bilatêres

P-Rad (X H Y) - P-Rad (X) H P-Rad (Y) P P-Rad (XoY) .
Proposition 6 . 2 . Le a-système radical associé à un a-système ̂r-est un treillis

distributif.
Si « est le symbole de la multiplication des a-idéaux dans le a-système radical,

nous avons
X * ? » P-Rad(XoY) - P-Rad (X)0 P-Rad (Y) -Ïn^ .

L'une des conditions de la remarque 6 . 2 . étant réalisée les a-idéaux d'un a-sys-
tème radical forment un treillis distributif.
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Proposition 6.3. Le a-système radical associé à^r^est de caractère fini. Il est

noethérien si ff^est noethérien.

La démonstration utilisera le lemme suivant qui peut s'établir comme dans L20J,

P.II):
Lemme 6.4. Pour que X-P-Rad(X), il faut et il suffit que Z^ X implique Z ÇX

(X et Z étant supposés bilatêres, Z° désignant le produit de n a-idéaux égaux à

Z).

Soit (X.) une chaîne croissante de a-idéaux du a-système radical associé à <-̂ r-.
Z011^ L-J S", où Z € ^^ implique, fêtant de caractère fini, Z011^ L-J ? .

Il existe donc un indice, j par exemple, tel que Z01^ X =P-Rad(X.) et le lemne

montre que Z est contenu dans X. • Ainsi Z est contenu dans t-J 7, , le lemme montre

que ^T-^ X. , qui est égal à U X. , est égal à son P-Radical, de sorte que
LJx^ • LJ ?< » et le a-système radical est de caractère fini.
i 1 i 1

Si ffjest noethérien, il en est de même du a-système radical puisque ce dernier

est moins fin que uff.

Exemple 6.4. C\_ étant une relation d'équivalence sur D, compatible avec la struc-
ture de demi-groupe de D, c'est-à-dire telle que:

x^x' e ty^y* > xy ^x'y'

l'application qui au complexe X de D associe la partie X saturée pour^engendrée

par XUDX est une a-opération à gauche. Le a-système qu'elle définit est le

"a-système à gauche associé à (^ " .

La vérification des axiomes est immédiate. Le a-système à gauche associé à l'éga-

lité est le d-systême à gauche. Le a-système associé à la relation universelle est

le a-système impropre. Sifflet y sont deux relations d'équivalence sur D, compati-

bles avec la structure de demi-groupe de D, si ̂ est plus fine que jP, le a-système

à gauche associé à ff^est plus fin que celui associé à ^f •

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, A un idéal bilatère de l'an-

neau, la relation: x ̂ y < ) x-y € A est une relation d'équivalence compatible

avec la structure de demi-groupe multiplicatif de D.

Le a-idéal du a-système à gauche associé à ̂ est formé par l'ensemble des élé-

ments de la forme x + a, ou de la forme dx + a, où x € X, d € D, a e A.

Dans le cas général il y a équivalence entre:

a) x - y ,

b) x ̂ y, ou, il existe u et v dans D tels que x ̂ uy et y^Çvx.
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Proposition 6.4. D étant renversable à gauche et _^r(T 0 ') X) un a-système

à gauche sur D» la relation: x^y < ) x " y, est une relation d'équivalence

sur D compatible avec la structure de demi-groupe de D, et le a-système à gauche

(X Q > X) associé à ^ est plus fin que le a-système»^.

Cr\^ est une relation d'équivalence compatible avec la structure de demi-groupe de

D car x <%y et x'<{Ç, y' impliquent x = y , x' » y',d'où Xoy s x'oy', soit, D étant

renversable à gauche, îx' » ̂ yy\ et finalement xx'(% yy' .

D'autre part, X est l'ensemble des z € D tels que & = y, où y € X' = X UDX. Com-
- - <^» i » - -

me y € X' implique yC^X, nous avons X »[ J y ç:X , et le a-système à gauche
. Y € X '

associé ^ M.est plus fin que le a-système <ja^. Pour que l'égalité ait lieu, il

faut et il suffit que X »(___) y, autrement dit que X = (^___Jx , car y «B dx
yT? x € X

entraîne y € x. Cette égalité a lieu si^t'est le a-système impropre ou si^rest le

d-systerne à gauche.

Exemple 6.5. ^^ST' étant un a-système à gauche défini sur D et A un idéal bilatère

de^r , l'application qui, au complexe X de D associe le complexe X « X + A ( + é-

tant le symbole de l'addition dans »?f") , est une a-opération à gauche sur D. Le

a-système qu'elle définit est le "a-système-quotient"de ̂ rpar A. Il sera noté-^T/A

Si + et o (resp.T'et » ) sont les symboles de l'addition et de la multiplication

dans ^- (resp. dans *^T'/A.) » nous avons
< ^ ^ , o » t A O » i ^ t ^ ^ n ^ »
X Ï Y = X + Y et X » Y » X o Y + A .

Si^Test de caractère fini (resp. noethérien) J^ /A est de caractère fini (resp.

noethérien)•

7. Comparaison avec d'autres définitions de systèmes d'idéaux.

7. A. ^92Pĵ ais^n_avec^ J_es^ -̂sys t̂̂ nes^d^e ,K«_Ej_ AUBERTj_

K.E. AUBERT a défini (cf. \3} , p. 6.01, ou [4] , p. 4), en supposant le demi-

groupe D commutatif, la notion de x-systèmes d'idéaux en prenant comme axiomes:

(1) ACA^
(2) ASB^=====^ A^ÇB^ ,

(3') A.B^CB^ ,

(3") A.B S(AB) .
A 2t.

Dans le cas où D n'est pas supposé commutatif, AUBERT a proposé (cf. f3l, p. 6.01

ou [4], p. 38) de définir les x-idéaux à gauche en remplaçant l'axiome (3") par

1'axiome
<g3") Y <BA)x •
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La proposition suivante précise les relations entre a-systèmes bilatères et
x-systèmes bilatères:
Proposition 7.1. Tout x-système bilatêre est un a-système bilatère. Si D est

renversable d'un côté (cf. définition 5 . 1 . ) les notions de a-système bilatère et de
x-système bilatêre coïncident. En particulier si D est commutatif, les notions de
a-système et de x-systêae coïncident.
Les axiomes (1) et (2) sont les mêmes que (AI) et (A2). ( 3 ' ) et l'axiome B̂ A CB^

sont équivalents à (A3). Enfin (g3") et l'axiome (d3") B.A^S(BA)^ impliquent
(lenme 5 . 1 . ) B A G (BA) , donc impliquent (A4).
Si D est renversable d'un côté, (A4) s'énonçant X YSXÏ (cf. proposition 5 . 3 . )

il y a équivalence entre a-systèmes bilatères et x-systèmes bilatères.
En général, la notion de a-système bilatère est plus faible que la notion de

x-système bilatère. Par exemple l'ensemble des idéaux bilatères (au sens ordinaire)
d'un anneau non conmutatif constitue un a-système bilatère mais non , en général,
un x-systême bilatère.
Par contre, il n'y a pas, en général, de relation entre a-système à gauche et

x-système à gauche. Toutefois, si D est renversable à gauche un a-système à gauche
est un x-systême à gauche car X Y CXY implique X Y CXY (lenme 5 . 1 . ) .
Notons enfin que dans un x-système à gauche, la multiplication des x-idêaux n'est

pas nécessairement associative, car nous avons seulement
<Ax•Bx>•cx - ÇA B, Ĉ  S [A(B C^ - A^.(B^).

7B. Comparaison avec le système d'axiomes de LESIEUR et CROISOT.

Dans le cas non commutatif, LESIEUR et CROISOT ont proposé (cf [l9j , p. 85) de
remplacer l'axiome (g3") d'AUBERT par l'axiome plus faible

(A) X Y SX"? .
Ces auteurs avaient en vue d'obtenir un exemple de (w)-algèbre. L'axiome (A) con-
vient alors, mais il présente des inconvénients pour l'étude des systèmes d'idé-
aux: si nous supposons vérifiés les axiomes (AI), (A2), (gA3) et ( A ) , et si nous
dêfiniâsons toujours la multiplication en posant XoY • X T, nette multiplication
n'est pas nécessairement associative, la distributivité à gauche de la multiplica-
tion par rapport à l'union n'est pas nécessairement vérifiée. De façon précise, on
peut établir la
Proposition 7 . 2 . Si dans la définition d'un a-système à gauche, l'axiome (A4) est

remplacé par l'axiome ( A ) ,
a) pour que la multiplication soit associative, il faut et il suffit que

l'on ait en outre
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X Y £X Y , si Y est de la forme Y - 5 V,
b) les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

i) la multiplication est distributive par rapport à l'union,
ii) le groupoide formé par les idéaux est résidué à droite,

iii) X Y £Ï"Y, si Y est de la forme Y " l__1 Y. .
i l

L'axiome (A4) semble donc préférable à l'axiome (g3") d'AUBERT ainsi qu'à l'axio-
me (A) de LESIEUR et CROISOT. Notons que l'axiome (A) est vérifié dans un a-système
à gauche car X Y " X ? S XD Y + X"? - X î.

7C. Comparaison avec les r-systèmes de LORENZEN.

Les r-systêmes d'idéaux de LORENZEN, définis sur un groupe ordonné filtrant
sont en fait des systèmes d' "idéaux fractionnaires". Aussi la comparaison entre
les r-systêmes de LORENZEN sur les groupes ordonnés filtrants et les a-systèmes se-
ra faite au paragraphe 4 du chapitre II, lorsque nous aurons défini les a-systèmes
S-fractionnaires.
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CHAPITRE II

a-Idéaux S-Fractionnaires.

1. Préliminaires.

Etant donnés un a-système à gauche JT sur D et un demi-groupe D(S) de fractions à
droite de D relativement à un complexe S, nous allons prolonger<S^r de manière à ob-
tenir un système de a-idéaux "S-fractionnaires" sur D ( S ) • Ce prolongement générali-
sera la définition classique des idéaux fractionnaires d'un anneau intègre.
Rappelons tout d'abord, brièvement, la définition d'un demi-groupe de fractions à

droite d'un demi-groupe D relativement à un complexe S.
S étant un complexe tel que

(LI) S est multiplicatcément fermé,
(L2) Tout élément de S est simplifiable à gauche et à droite,
(L3) a € D et s & S > 3 a' € D et s' € S, tels que as' = sa' ,

la relation ̂ définie dans D X S par
( a , s ) ̂  ( b , t ) =̂==» 3u € D et v e D tels que [^ ; ̂ »^ g

est une relation d'équivalence. L'ensemble quotient DX S /^, , que nous noterons
D ( S ) , peut être muni d'une structure de demi-groupe unitaire en posant
C l ( a , s ) . C l ( b , t ) » Cl(ad,tu), où d et u sont tels que d € D , u 6 S, sd as bu,
Cl(a,s) désignant la classe d'équivalence du couple ( a , s ) . L'élément unité du demi-
groupe D(S) est Cl ( s , s ) .
L'application g: a € D Q )^ g(a) = Cl(as,s) €• D(S) est un homomorphisme in-

jectif de D dans D ( S ) . De plus g(s) est inversible dans D ( S ) , quel que soit s € S,
et pour tout a € D ( S ) , il existe a €, D, s 6 S teisque a = g ( a ) [ g ( s ) ] = C l ( a , s ) .
L'élément Cl(a,s) sera noté a/s ou as" et D(S) est le demi-groupe des fractions
à droite de D relativement à S.
D sera identifié au sous-demi-groupe g(D) de D(S) au moyen de l'isomorphisme g de

D sur g ( D ) .
Si D est le demi-groupe multiplicatif d'.un anneau (que nous désignerons également

par D ) , D(S) peut être muni d'une structure d'anneau prologeant celle de D en po-
sant a/s + b/t = (ad + bu)/tu, où d et u sont tels que d €, D, u € S, sd = tu.
L'application g est alors un homomorphisme injectif de la structure d'anneau de D
dans celle de D ( S ) .

<-̂ T" étant un a-système à gauche, un complexe "S-fractionnaire" ou "S-minoré"
étant un complexe de la forme Xs~ (XÇcD, s € S) nous ferons notre prolongement du
a-système ̂ r de façon à satisfaire, en particulier, aux conditions suivantes:
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1) Le a-idéal S-fFactionnaire engendré par le complexe S-fractionnaire
Xs" est le complexe X s ,

2) Le complexe X s" Y t~ est S-fractionnaire,
3) Le produit des a-idéaux S-fractionnaires Xs et Yt est le a-idéal

Z u~1, si X S'ÎY t~1 « Z u~1,
4) La multiplication des a-idéaux S-fractionnaires est associative.

Pour atteindre le but proposé, il nous faudra imposer à ̂et à S, outre les con-
ditions (LI), (L2), (L3), d'autres conditions que nous allons préciser.

a) Comme Xt~ » Xs(ts)'" 1, nous devons avoir X t~1 = Xs" (ts)~1, or
X t « X s(ts) , il nous faut donc la condition

(A) Xs - Xs , Vs € S, V X fc Ç' (D) .

b) D'autre part Xs~ « Yt""1 doit impliquer X s"1 » Y t~1 . Or il existe
u 6 S et d € D, tels que su « td. Les égalités Xs~1 " Yt~1 et Xs~1 » Yt~1 étant
équivalentes à Xu " Yd et Xu - Yd , il faut que Yd" = Yd, puisque XÎ « Xu d'après
(A).Ceci sera réalisé, d'après ( A ) , si nous savons que d appartient à S. Nous in-
troduirons dono la condition

(B) sd € S et s € S > d € S,
ou la condition plus faible

( B ' ) s € S et t € S i Ji il existe u, v € S tels que su = tv.
Ceci étant, Xs'"1 » Yt~1 implique Xs~1 « Yt"1.

c) Etant donnés deux a-idéaux S-fractionnaires Xs"" et Yt , nous voulons
l'existence de u € S tel que Xs"" Yt~ uÇs'D. Ceci sera vérifié si nous avons:

(C) s € S et X € ̂  ———> 3 u € S, Z Ç;D tels que Xu = sZ, ou la
condition plus forte

( C ' ) s € S et X €5̂  ===̂ 3 u € S, Z €^4- tels que Xu » sZ, car, (C)
étant satisfaite, il existe v 6 S, Z C D tels que Yv » sZ et, en prenant u égal à
tv, nous aurons X s" Y t~ u « X Z C^D.
Les conditions ( A ) , ( B ' ) , (C) étant vérifiées, si F » X s~1 Y t"'1 et si u et v

sont deux éléments de S tels que Fu » U CD, Fv » V £D, la relation F = Uu~1» Vv""1

entraîne U u~ - V v~ , et le a-idéal S-fractinnnaire U u~1 sera, par définition,
le produit des a-idéaux X s"! et Y t~1.

d) Nous voulons également que cette multiplication des a-idéaux S-frac-
tionnaires soit associative. Soient X s , Y t~1 , Z u~1 trois a-idéaux S-frac-
tionnaires et supposons satisfaites les conditions ( A ) , (B) ou ( B ' ) , et ( C ' ) . Nous
avons ;

|^(X s'^oCY t'hj o (Z u~1) » XoVoA (uw)" 1 ,
avec v, w, V , A tels que v € S, w €. S, Y v = s V et Z w = tv A.



34 CHAPITRE II

(X s"1),, [(Y t'^oCZ u~1)] » XoC (uxy)"1 ,

avec x, y, B, C tels que x 6 S, y ^ S, Zx = tB et YoBy = sC.

Comme tv A a = Z wa = Z xyb = t B yb, a et b étant deux éléments de S tels que

va = xyb, nous avons v A a ss B yb, et par suite

s V A a = Y v A a = Y B yb g YoB yb = s C b ,

donc V A a ÇC b (s Cb), d'où VoA a çC b, ce qui entraîne

[(X s'hoCY t~1)] o(Z u"1) C (X s'ho [(Y ^hoCZ u'1)].

Nous avons seulement une inclusion alors que nous voulions une égalité, la condi-

tion (C'), jointe à (A) et à (B) ou (B') étant insuffisante pour assurer l'associa-

tivité de la multiplication il en est de même, a fortiori, de la condition plus

faible (C).

Si nous supposons» en outre, que:

(D) s X = ÎX , V s € S, V X € S* (D) ,

l'égalité s V A a = Y B y b donne alors s VoA a = YoB yb , d'où VoA a » C b et

l'égalité a lieu.

Remarquons enfin que si (A), (B) ou (B') et (D) sont satisfaites, et si Ds = sD

quel que soit s € S (cette dernière condition est une conséquence de (A) et (D) si

le demi-groupe contient un élément unité, e: prendre X = fe\ ), (C') est également

satisfaite car il existe alors X' Ç D tel que X s = s X' et

s X ' = » X s = S s = T~s » TT1 » s F ,

d'où X' = F.

En résumé, nous formulerons sur S et-TTles hypothèses suivantes, que nous appel-

lerons les six'conditions (S)":

(51) S est un sous-demi-groupe de D,

(52) tout élément de S est simplifiable à gauche et à droite.

(53) Ds = sD , V s 6. S ,

(54) s ê S et d ^ S ————) sd ^ S et ds ^ S,

(55) s X = "sX , Vs € S , Vx fc 5^'(D) ,

(56) X s = X s ' , V s € S , N / X ê ^ ^ D ) .

les conditions (SI), (S2), (S5) et (S6) sont identiques à (LI), (L2), (A) et (D).

(S3) implique (L3), (S4) contient(B) et une condition supplémentaire qui nous sera

utile par la suite. Ces conditions ne sont pas nécessairement indépendantes: par

exemple, si D est unitaire, (S3) est une conséquence de (S5) et (S6).

Proposition 1.1. Un complexe S qui vérifie (S3) et (S4) est réversible à gauche
et à droite.
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Si s é S, t € S il existe d € D tel que st = td. Comme t € S et comme td » st6 S,
(S4) implique d € S, et S est réversible à gauche.
On verrait de même que S est réversible à droite.
Proposition 1.2. L'ensemble des éléments s €D qui satisfont aux conditions (S3)

et ( S 2 ) , s'il n'est pas vide, satisfait aux conditions (SI) et (S4). Il est de plus
réversible à gauche et à droite.
Cet ensemble S étant supposé non vide, il en est de même de l'ensemble S' des

éléments s vérifiant (S2) et de l'ensemble S" des éléments s vérifiant (S3), et
S » S'O S " .

a) S vérifie (SI): soient s et t deux éléments de S " . Si d €. D, il existe
d' et d" dans D tels que ds = sd' , d't = td " , de sorte que dst = sd't » std", et
Dst ̂ stD. On verrait de même que stD £Dst, d'où stD = Dst. Ainsi s €. S" et t € S"
impliquent st € S " . S" vérifie (SI ) ; comme il en est de même de S ' , S vérifie (SI).

b) S vérifie (S4): soient s et d tels que s € S, ds €. S. Alors dDs = dsD »
Dds» d'où dD » Dd et d £ S " . D'autre part ad = bâ entraîne ads = bds , d'où a = b,
et d est simplifiable à droite. Enfin da = db entraîne das = dbs, et comme il exis-
te a' et b' dans D tels que as = sa' et bs = s b ' , nous avons dsa' a dsb', d'où
a' = b ' , ce qui donne a = b et d est simplifiable à gauche. Par suite d € S. Il en
résulte que s € S et d ̂  S entraînent ds ^, S. De même s 6 S et d É̂ S entraînent
sd ^.S.

Proposition 1.3. Les a-systèmes à gauche définis dans l'exemple 6.1-du 1er cha-
pitre et ses cas particuliers sont tels que s X = ix et X s » XsT , si s est tel
que sD = Ds.

En reprenant les notations de l'exemple 6 . 1 . du 1er Chapitre, nous avons
P(sX) = sXUDsX = sXUsDX et P(Xs) = XsUDXs. La distributivité de la multipli-
cation par rapport à la loi & montre que l̂ l̂i ïs Ĉ -̂L8 et ̂
|p(s X ) ] ̂  = s [fi^W] ^ , d'où X s ' » X s e t " s î = s X .
La propriété est encore valable si le a-système considéré est bilatêre, c'est-

à-dire si, au lieu de prendre P(X) égal à XUDX, on prend P(X) égal à
XUDXUXDUDXD.
Remarque 1.1. Si D est un anneau intègre et.9t"le k-système, S l'ensemble des

éléments non nuls de D, D(S) le corps des fractions de D, les conditions (S) sont
satisfaites et les a-idéaux S-fractionnaires au sens de ce paragraphe 1. ne sont
autres que les idéaux fractionnaires de D au sens habituel.

2. a-idéaux S-fractionnaires.

Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que le a-système à gauche ̂ et le
complexe S vérifient les six conditions (S) du paragraphe 1.
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Définition 2 . 1 . Un complexe X de D(S) sera dit "S-fFactionnaire" ou "S-minoré"
s'il existe s € S tel que Xs Ç^D. Un complexe de D sera dit "entier". Un complexe
entier est S-fractionnaire.
Prop o s i t ion 2 . 1 . Un complexe X de L(S) est S-fractionnaire si, et seulement si,

il existe s é, S tel que sX £D.
X étant S-fractionnaire, il existe s fe S tel que Xs = X* £ D* Or, d'après ( S 3 ) , il
existe X" ̂  D tel que sX' = X " s , d'où sX = X" CD. La condition est donc nécessaire
On voit de même quelle est suffisante.
Remarques 2 . 1 .

a) X-, X^, . . . , X étant n complexes S-fractionnaires il existe un élé-
ment s £ S tel que X.s Ç D, ̂  i € [l, n] .

Il existe en effet s , € S tel que X . s . CD, et comme S est réversible à gauche,
il existe des t. € S tels que s-t, = s-t^ = . . . s s t = s (cf. [12j , p.85) et
X^s CD, Vi. Cet élément s est aussi tel que s X . Ç ; D , V i. Il en résulte que si
j X - , X^, . . . , X ^ est une famille finie non vide de complexes S-fractionnaires,
t——) Xi est S-fractionnaire.

b) Tout complexe contenu dans un complexe S-fractionnaire est S-fraction-
naire. En particulier l'intersection d'une famille quelconque non vide de complexes
S-fractionnaires est un complexe S-fractionnaire si elle est non vide.

c) Le produit de deux complexes S-fractionnaires (au sens produit de deux
complexes) est S-fractionnaire , d'après le choix des conditions ( S ) .
Définition 2.2. Nous appellerons "a-idéal S-fractionnaire engendré par le com-

plexe S-fractionnaire X « X* s " le complexe X = iTs"1.
L'ensemble des a-idéaux S-fractionnaires sera noté ̂ 2̂  et sera appelé le

. b
"a-système S-fractionnaire associé à ̂ret à S " .
Remarques 2.2.

a) L'égalité X's"' 1 = Y't" 1 implique Fs"1 = ̂ t"1 d'après le choix des
conditions ( S ) .

b) Un a-idéal S-fractionnaire est un complexe S-fractinnnaire.
c) Si X CD, on peut écrire X = Xss~1 , d'où X » Xs' s'"1 - X, et ^f- S'^,,S

Un a-idéal S-fractionnaire contenu dans D sera appelé un "a-idéal entier"
d) X étant S-fractionnaire, il existe s CS, X' Ç; D et X"SD tels que

X = X's~1 = s^X" . alors X = Fs"1 = s"1 X" .
/^> , -

e) Si D est unitaire, s € S implique s = s " Ds » sD et s" « Ds~ - s~'T).
s €. S et t £ S impliquent s ï = " s F « S o î = Dst » stD.

f) Si X^, X^, . . . , X sont n a-idéaux S-fractionnaires il existe s €. S et
des complexes Xj^ , X^ , . . . , X̂  de D tels que X. - X^ s~1 , V i.
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Proposition 2.2. Les a-idéaux S-fractionnaires possèdent les propriétés suivan-
tes, valables quel que soit s €S, quels que soient les complexes S-fractionnaires
X et Y; . ^\̂ ^ ^\ ^ ^ ^ i ^ ^ ^ ^ ,a) sX - sX, Xs » Xs ,s X̂ « s~1 X , Xs~1 = Xs~1 ,

b) X £ X ,
c) XÇY ==» XSY ,

(donc X Ç Y ==̂  X Cl Y , Ï. » X ) ,
d) D XÇX,
e) XY S XDYU XY .

Les démonstrations sont immédiates, par exemple pour e ) : X et Y pouvant s*écrire
respectivement X » s X^ et Y = ̂  t~1 nous avons

s X Y t » s Î Y Ï « ?'?' S X"DY'LJ X"Y' = s XDYU XY t , d'où e) .
Si «?rest un a-système bilatêre, la propriété d) peut être remplacée par la sui-

vante plus précise:
d ' ) D X U X D CX

Remarque 2.3. L'application X 0 ) X est une application de fermeture dans 1'
ensemble des complexes S-fractionnaires. Cet ensemble n'est pas, en général, un
treillis complet pour la réunion et l'intersection. Nous avons néanmoins les pro-
priétés suivantes:

a) p̂î i étant une famille non vide de a-idéaux S-fractionnaires dont
l'intersection est non vide, Ç^ X est un a-idéal S-fractionnaire.

b) le a-idéal S-fractionnaire engendré par le complexe S-fractionnaire X,
est l'intersection des a-idéaux S-fractionnaires contenant X.

c) (x^)^! étant une famille de complexes S-fractionnaires dont l'inter-
section est non vide, Cl x. Ç 0 X. .

d) (^J^T étant une famille non vide de a-idéaux S-fractionnaires
—— x! & CT"?^ » LJ X. , si LJ X. est un complexe S-fractionnaire.

Définition 2.3. (X?^ - étant une famille finie non vide de a-idéaux S-frac-
tionnaires, nous appellerons "somme" de ces a-idéaux le a-idéal S-fractionnaire
LJX^. Si 1 »^1, 2, . . . , n^ , on le notera X^ + X. + . . . + X .
Cette définition est justifiée par le fait qu'une réunion finie de complexes

S-fractionnaires est elle-même S-fractionnaire. Si les X. sont des a-idéaux entiers
leur somme au sens ci-dessus coïncide avec leur somme dans ^4- . C'est pourquoi
nous utiliserons le même symbole pour noter l'addition dans J^ et celle dans ̂ 4- .^ S
Si X^ - Iq s" , 1 X^ - ( î x[) s"1 . D'autre part l'addition dans -̂  pos-

sède les propriétés signalées pour l'addition dans ̂  (cf. définition 1. 5 . chapi-
tre I . )
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Si (X.). T est une famille infinie de a-idéaux S-fractionnaires et si U X. estl ici ————— ^ ^ i
un complexe S-fFactionnaire, nous pouvons définir 1'"union" des X. comme étant le
a-idéal S-fractionnaire N// X. = LJ X. .

i i- i i

Définition 2.4. Le produit, XoY, de deux a-idéaux S-fFactionnaires X et Y, pris
dans cet ordre, est le a-idéal X Y.

Le produit au sens ci-dessus de deux a-idéaux entiers coïncide avec leur produit
dans -?T • La multiplication dans -^f-et celle dans -5^e peuvent donc être notées
avec le même symbole.

La multiplication est telle que
.--—^ ^^

( XDY + XY , dans le cas général,
a) X Y ÇXoY s ^ "SSî, si D possède un élément unité,

( XY , si D est renversable à gauche.
b) DoX = 'SK CX,
c) XoD = 5S,

A "̂s, ^ ^
d) DoX = DX = X = D X , s i D possède une unité à gauche,
e) X Ç X o D = XD , si D possède une unité à droite.

La multiplication est associative d'après le choix des conditions (S). Elle est
doublement distributive par rapport à l'addition (même raisonnement que dans la
proposition 2.4. du Chapitre I, mais il ne s'agit pas ici de la distributivité gé-
nérale). L'ensemble fa?r- est donc muni d'une structure de demi-groupe et d'une

b

structure de demi-anneau.

Remarques 2.4. D étant unitaire, î un complexe S-fractionnaire^ s un élément de

S, ^ ^ ^ ^
a ) s o X = s X , X s £ XoS ,

- <^^ •^^ - - estb) s o s = s^o s = D (s est inversible dans ^^q) 9
c) X = X7 s-1 = s-1 X"' ===̂  X = "s^ÏoX^ Ç îTo s^ .

Proposition 2.3. D étant unitaire, si le demi-groupe-^r est commutatif, il en
est de même du demi-groupe -^'o.

Remarquons que le a-système < r̂ est bilatêre puisque demi-groupe commutatif et que
X = ? s-1 = s-1 P implique ici X7 » X" , car X" s = s IT = s o X1' = Fo ? ss 5? s.

De plus étant donnés X et Y, il existe s e S tel que X » X7 s-1 = s"1?7 ,
Y = iFs-l « s ^ ^ e t S o X o Y o S » (sî)o(Ys) = i^oTP = ^oX^ i o X o Y o s' .
d'où XoY ss YoX, puisque T est inversible dans *-^r_.

b

Proposition 2.4. <-^Tq étant ordonné par inclusion (ou ce qui revient au même en
posant X 1̂ Y ^ ^ X + Y = Y ) peut être considéré comme un gerbier. De plus si D
possède un élément permis à droite ^-^c peut être considéré comme un demi-groupe
réticulé.
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C'est une conséquense des propriétés de l'addition et de la multiplication et de
ce que, si D contient un élément œ permis à droite» nous avons encore:

( j o E X , ( A ) + X = X , ( ^ ) o X = X o ( J û = ù) , v X •

Proposition 2.5. Si D contient un élément permis à droite, le treillis ̂ T(, est
conditionnellement complet.
Soit ( X . ) . ^ , une famille non vide de a-idéaux S-fractionnaires bornée. Le comple-

xe Y = <—^X. est S-fractionnaire, car X » X* s" étant un majorant de cette famille
Ys S X s » X'gD, et Y engendre un a-idéal S-fractionnaire qui est le plus petit
majorant de cette famille. D'autre part f . 1 X. est un a-idéal S-fractionnaire qui
en est le plus grand minorant» *^- eŝ  donc conditionnel lement complet en tant que
treillis.

3. a-idéaux S-réguliers.

Le demi-groupe des a-idéaux S-fractionnaires n'est pas nécessairement résidué.
POur obtenir des propriétés intéressantes, où la résiduation joue un rôle utile,
nous serons conduits à considérer un sous-demi-groupe de c^t,,.

b

Définition 3.1. Un élément r de D(S) sera appelé "S-rrégulier" s'il est de la
forme r " ts~ , avec t 6 S, s € S.
Proposition 3.1. r étant S—régulier, quelle que soit la façon d'écrire r sous la

forme du~l, avec d 6 D, u € S, d est un élément de S.
Si ts-1 = du"1, avec s, t, u C, S, d € D, il existe, S étant réversible à droite,

s' et t' dans S tels que s's = t ' t , d'où t'd = s ' u , et d appartient à S car il en
est ainsi de t' et de t ' d .
Proposition 3.2. Le produit de deux éléments S-réguliers est S-régulier.
st-1 et uv~1 étant S-réguliers, il existe t' et u' dans S tels que tt' - uu', et

st-1 uv-1 est S-régulier comme étant égal à (st')(vu')- 1 .
Définition 3.2. Un a-idéal S-fractionnaire est appelé'S-régulier" s'il contient

un élément S-régulier.
L'ensemble des a-idéaux S-fractionnaires (resp. entiers) S-réguliers sera noté

r(^g) (resp. rCPC)). Le a-idéal X = 2̂  s-1 étant S-régulier, tout élément S-régu-
lier de X peut s'écrire ts-1, où t ê X^D S.
Proposition 3.3. Il y a équivalence entre:

a) X est S-régulier ,
b) X contient un élément de S,
c) X contient un élément inversible dans D ( S ) .

(notons qu'un élément S-régulier est inversible dans D ( S ) , mais que la réciproque
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est en général, inexacte).
a) <———>b): ts étant un élément S-régulier de X, il existe u € S tel que

ts~l = s~lu, et u € X car D X dX, donc a) > b ) . InversemenÇ comme tout élément
de S est S-régulier, b) =^a).

b) ( » c ) : tout élément de S étant inversible dans D ( S ) , b) ——» c ) .
Inversement dt"^- étant un élément de X ayant pour inverse hu"'l dans D ( S ) , il existe
k € D tel que ku = uh, d'où u » kdt"1 et u € X , c) ===>b) .

Corollaire. Si îTs-l (resp. s" X^) est S-régulier, il en est de même de ̂
(resp. de 3?7).
Proposition 3.4. Tout a-idéal S-fractionnaire contenant un a-idéal S-régulier

est S-régulier. L'ensemble des a-idéaux S-réguliers est un treillis. Si D contient
un élément permis à droite cet ensemble est un sous-treillis du treillis des a-idé-
aux S-fractionnaires.
La somme de deux a-idéaux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. De plus l'inter-

section de deux a-idéaux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. En effet si
X = X^s"1 et Y » Y^s"1 sont S-réguliers, si us"1 et vs~1 sont deux éléments S-ré-
guliers appartenant respectivement à X et Y, il existe u* et v' dans S tels que
u'u = v ' v , et puisque DX Ç X , DY £ Y l'élément S-régulier r = u'us"1 » v'vs"" 1 ap-
partient à XH Y.

Corollaires:

vide.

a) L*intersection d'un nombre fini de a-idéaux S-réguliers n'est jamais

b) rC^r ) est un sous-treillis de r^ïç) .

Proposition 3.5. r(?(-) et r(-^-g) sont des demi-groupes réticulés.

Il suffit de montrer, compte tenu de ce qui précède, que le produit de deux a-i-

déaux S-réguliers est un a-idéal S-régulier. Or, si x et y sont des éléments S-ré-

guliers de X et Y, xy est un élément S-régulier appartenant à XY, donc à XoY.

Remarque 3.1. r^) et r(-^-) sont des demi-anneaux.

Proposition 3.6. r(^g) est un demi-groupe résidué à droite.

Les a-idéaux X » î s-l et Y - Y^-l étant S-réguliers l'ensemble^îes a-idéaux

S-réguliers Z tels que Yo Z ç X est non vide car, t appartenant à XOS, sT e. ̂

puisque: ^ ^^^ <^^^
Y o s î = Y s ï ' ^ Y s î - ^ o î ç î s X .

La réunion R des Z S-réguliers tels que Y<»Z SX est un complexe S-fractionnaire;

nous avons, si ts~1 est un élément S-régulier de Y et si Z € ̂ "î

ts~1 Z s SYZ s S(YoZ)s SX s - X^S D,

et Z st ÇsSt'^t » sD S D. Ceci ayant lieu pour tout Z C^montre que Rat-fi J). T'nf^
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R » R, car R é. ^<. En effet,

îoR a YDR + YR « YD(UZ) + Y(U Z) =UYZ ,

d'où YoRC.X puisque YZ £ Y<»Z Ç X. Ainsi ̂ contient un élément maximum qui est

donc le résiduel à droite X.'Y de X par Y.

Remarque 3.2. X et Y étant deux a-idéaux S-réguliers, nous pouvons définir

deux résiduels à droite de X par Y , l'un noté X.*Y(^( ) au sens de la résiduation

dans À- , l'autre noté X. "Y (rC-^)) au sens de la résiduation dans r^^,). Mais
- - »/ - -la a-idéal X.*Y («X ) est S-régulier: s appartenant à XOS, s est contenu dans

X.*Y (•^4 ). Il en résulte que r(«^ ) est également un demi-groupe résidué à droite.

Le résiduel à droite de X par Y dans ce demi-groupe peut être noté X. *Y (r(A)).

Les trois résiduels ainsi définis sont liés par la relation

X.-Y (̂ ) = X. -Y (r(-5+))C x.-Y (r(-^g)).

Proposition 3.7. Si D est unitaire, r^W ) et r^t-) sont des demi-groupes ré-
0

sidués à gauche.

a) r(<^Tg) est résidué à gauche. L'ensemble ^"des a-idéaux S-réguliers Z

tels que ZoY Ç X , X et Y étant deux a-idéaux S-réguliers donnés, est non vide car

ts~1 étant un élément S-régulier de X, le a-idéal î appartient à ̂ <, puisque l'on
a: ^

i • Y - Dt Y' s-1 C DtDs~1 Çy î s-1 SX .

La réunion R des Z de ^3<est un complexe S-fractionnaire: si us"1 est un élément

S-régulier de Y, Ru est contenu dans D. Enfin R = R, puisque R € ̂ car RoY Ç X.
Ainsi r(.̂  ) est résidué à gauche.

0 j

b) r(^) est résidué à gauche. L'ensemble Cdes a-idéaux entiers S-ré-

guliers Z tels que Z°Y S X , X et Y étant deux a-idéaux entiers S-réguliers don-

nés, est non vide car s €. îf si s fc XÏÏS. Si R' est la réunion des Z €. ̂  , R'=R'

car R'Ê ̂ puisque R'oY C X . Ainsi r^) est résidué à gauche.

Remarques 3.3..
a) X et Y étant deux a-idéaux entiers S-réguliers, entre les résiduels

X*.Y ( r(<^<-)) défini en b), et X* .Y (r(-^g)) défini en a) dans la proposition 3.7,
nous avons l'inclusion

X-.Y (r(j4))SX-.Y(r(-^g)) ..

b) Notons que^t n'est pas nécessairement résidué à gauche. Par exemple D

étant le demi-groupe défini sur ^a, b, c, d, eV par la loi

a b c d e
a a b a a a
b a b b b b
c a b c d e
d a b d e c
e a b e c d

(demi-groupe 2095 de [2ô] ),^4 étant le d-système à gauche, le résiduel à gauche
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de a par b n'existe pas. En prenant S = îc, d, el , les six conditions (S) sont sa-
tisfaites, r(*^) et r(->r g) se réduisent à ̂ D^ , car c est élément unité de D et d
et e sont inversibles dans D.
Remarquons aussi (cf remarque 2.3. chapitre I) que nous avons:

a . ' a = a = îa) C E , ( a , a) a ^ a , c, d , e\ .

Proposition 3.8. Si D est unitaire et si rÇ^r) est un demi-groupe commutatif, il
en est de même du demi-groupe r^T_)
Même raisonnement que dans la proposition 2 • 3 .
Proposition 3 . 9 « , Si^ est bilatêre, ou si D est unitaire lorsque •?» est seulement

un a-système à gauche, le demi-groupe r(^c) est conditionnellement complet en tant
que gerbier.
On démontre comme dans la proposition 2.5. que r^Tç) est conditionnellement com-

plet en tant que demi-treillis. De plus si l'une des expressions VX. , V ( X . ° Y ) ,
V (î ° Xp a un sens, il en est de même des deux autres (si X» S/ X. ,XoY et YoX
sont des majorants des familles (X^o Y)^ et (YoX^)^ ; si Z =\/(X^o Y ) , Z ' . Y est
un majorant de la famille (X.L ; si Z = \/(YoYp , Z . ' Y est un majorant de la
famille ( x . ) . ) « D e plus quand ces expressions ont un sens, elles constituent des
a-idéaux S-réguliers et enfin les égalités

(\/X^) o Y -\/(X^o Y) et Y o (\/X? = \/ (Y o x?
ont lieu chaque fois que l'une des expressions qui y figurent a un sens.
Remarque 3.4. Nous avons supposé que 5j était un a-système à gauche. Si-^»est un

a-système à droite et S un complexe de D vérifiant les six conditions ( S ) , D(S) le
demi-groupe des fractions à droite de D relativement à S (qui peut aussi être con-
sidéré comme le demi-groupe des fractions à gauche de D relativement à S ) , tout ce
qui a été écrit aux paragraphes 2 et 3 est encore valable, avec quelques modifica-
tions évidentes dans les énoncés de laiemarque d) de la proposition 2 . 4 . , des re-
marques b ) , c ) , d ) , e) de la^finition 2.4. des remarques a) et c) de la remarque
2.4. Dans la proposition 3 . 6 . et la remarque 3.2. (resp. dans la proposition 3 . 7 . ) ,
il faut remplacer les résiduels à droite (resp. à gauche) par des résiduels à gau-
che (resp. à droite). Enfin les propositions 3.3. et 3.4. sont encore valables mais
jâvec quelques modifications dans leurs démonstrations.

4. Comparaison avec les r-systêmes de LORENZEN.

Rappelons les définitions et résultats suivants:
a) G étant un groupe ordonné dont e est l'élément unité, on appelle "cône

positif" de G l'ensemble des x ç. G tels que x ̂  é.
b) Un demi-groupe.arbitraire D est le cône positif d'un certain groupe or-

donné G si, et seulement si.
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1) Tout élément de D est simplifiai) le à gauche et à droite dans D.
2) D contient un élément unité e.
3) ab = e(a, b € D) implique a = b = e.
4) aD = Da , Va € D.

(résultat dû à BIRKHOFF, cf [6],ou[l4] , page 14.)
Le cône positif d'un groupe ordonné est donc un demi-groupe renversable à gauche

et à droite.
c) Un groupe ordonné G, dont le cône positif est D, est filtrant si, et

seulement si, D engendre G. (Résultat dû à CLIFFORD, cf (loj, ou ̂ 14J , p. 13).
d) G étant un groupe ordonné filtrant, d'élément neutre e, de cône positif

D, un r-systême de LORENZEN sur G est défini (cf. ^14J, p. 100, voir aussi (^2lj ,
p. 536) à partir d'une application de l'ensemble des parties minorées de G dans
l'ensemble des parties de G satisfaisant aux conditions

II X&X^. .
h X&Y^==^CY^,
1̂  (a)^. = U(a) , \/ a € G,
1̂  a\ss <aX)r et \ a = ̂ r ' ̂ a € G-

(U(a) étant l'ensemble des x € G tels que x ̂  a, U(a) = Da = aD).
Le r-idéal engendré par D est égal à D car D = (e) d'après 1^. Tout complexe de

D est une partie minorée de G.
Nous avons alors la proposition suivante:
Proposition 4. 1 . D étant le cône positif d'un groupe ordonné filtrant G, il y a

égalité entre l'ensemble des r-systêmes de LORENZEN définis sur G et l'ensemble des
a-systèmes S-fractionnaires définis sur G à partir des a-systèmes entiers définis
sur D tels que aX = aX et Xa = Xa (ou ce qui revient au même tels que aX Ç̂ aX et
Xa^Xa), \/a € D, \Y X €$'(D).
Un r-sys terne (\ étant défini sur G, l'application

f: X € Î ? ' ( D ) 0 Y X^.
est une a-opération bilatêre sur D dans laquelle X a = (Xa) , aX = (aX) .
Les axiomes (A I ) , ( A 2 ) , (gA'3), (dA'3) sont satisfaits. D'autre part,

X Y = X . ( l___) [y} ) = (___) (X y) = {___| (Xy) C.(XY)
r r yTY1' J y € Y r yeY r r

et de même XY S (XY) . L'application f définit donc sur D un x-systême bilatêre
d'AUBERT, donc un a-système bilatêre. Le complexe S = D et ce a-système vérifient
les conditions ( S ) , D(D) est égal à G puisque D engendre G.
Les propriétés des a-idéaux S-fractionnaires montrent que tout a-idéal D-fraction-

naire est un r-idéal de ff^ et réciproquement.
Inversement, soit^t un a-système à gauche défini sur D. Ce a-système est bilatêre

(cf proposition 5.1. Chapitre I ) . Le complexe S = D vérifie les conditions ( S I ) ,
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(S2), (S3), (S4). Comme D est renversable à gauche, nous avons (proposition 5.3.

chapitre I) aXÇaX et Xa$Xa , Vae.D,Vx€5' (D). Si nous supposons le a-sys-

tème^- tel queliXSaX , XaÇXa, les conditions (S5) et (S6) sont alors satisfai-

tes et nous pouvons définir l'ensemble des a-idéaux D-fractionnaires, <?r,., associé

à^v, en prenant S égal à D. G étant supposé filtrant, D engendre G et les propri-

étés des a-idéaux S-fractionnaires montrent que le a-système D-fractionnaire ̂ r^

est un r -système de LORENZEN sur G.

Comme nous ne nous limitons pas au cas où D(S) serait un groupe ordonné filtrant»

dont D serait le cône positif (et même dans ce cas), la notion de a-système est

plus générale que celle de r-systême.

5. Comparaison entre les notions de a-idéal S-régulier et de D-idéal d'ASANO dans

le cas des demi-groupes.

Soient D un demi-groupe unitaire, S un complexe de D vérifiant les conditions

(SI), (S2), (S3), (S4),J2<- le d-systême à gauche sur D (les conditions (S5) et (S6)

sont alors satisfaites), D(S) le demi-groupe des fractions à droite de D relative-

ment à S. D(S) peut être considéré comme "demi-groupe-quotient" de D selon S. Nous

allons comparer les notions de d-idéal S-régulier et de D-idéal au sens d'ASANO.

Rappelons les définitions des notions que nous utiliserons:
a) Un'brdre" de D(S) est un sous-demi-groupe unitaire E de D(S) tel que

D(S) soit demi-groupe-quotient de E selon JOE, J étant l'ensemble des éléments de

D(S) inversibles dans D(S) (cf [2], p. 17 , ou [23J, p. 84).

b) Un ordre E est "régulier" si, Vx êD(S), il existe des éléments a et b

de E inversibles dans D(S) , tels que xEa & E, bEx ç: E (cf.p],p.l9, ou[23],p. 87).
c) Un ordre E est "maximal" si tout ordre F contenant E, pour lequel il

existe des éléments a, b, a', b' de D(S) inversibles dans D(S) tels que aFb C E et

a'Eb'CF, est égal à E (cf[2J, p. 18, ou ^23], p. 86).

d) E étant un ordre de D(S), un'tl-idéal à gauche" de D(S) est un sous-en-

semble A de D(S) contenant un élément inversible dans D(S), tel que EAÇ^A, et tel

qu'il existe un élément a € D(S), inversible dans D(S), satisfaisant à AaÇ;E ( cf

O], p. 17, ou [23], p. 84).

Remarque 5.1. D est un ordre régulier de D(S).

D est un ordre de D(S) car D est un sous-demi-groupe unitaire de D(S), et D(S)

peut être considéré comme le demi-groupe-quotient de D selon jflD, J désignant

l'ensemble des éléments de D(S) inversibles dans D(S). De plus, Vds"^^ D(S), les

relations ds~ Ds =» dD C D et sDds"1 = Dd' Çs. D (où d' est tel que sd = d's) montrent

que l'ordre D est régulier.

Proposition 5.1. L'ensemble des D-idéaux à gauche (au sens d'ASANO) de D(S)
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coïncide avec l'ensemble des d-idéaux à gauche S-réguliers de D ( S ) .
a) Un D-idéal à gauche de D(S) est un d-idéal à gauche S-régulier. Soit A

un D-idéal à gauche de D ( S ) . Il existe un élément ds"^" inversible dans D(S) tel que
Ads"1^ D. Posons Ads~1 = B et désignons par d ' t ' " 1 l'inverse de d dans D(S) . Nous
avons alors A sa Bsd't"'^, avec B S D, d' ç. D. Si C = Bsd ' , alors A = Ct"^-, avec
C C D. Un D-idéal à gauche est donc un complexe S-fractionnaire. Comme de plus
DAs^ implique DC Ç C, C est un d-idéal à gauche de D et A est un d-idéal S-frac-
tionnaire. Ce d-idéal est S-régulier puisqu'il contient (par définition d'un D-idé-
al) un élément inversible dans D ( S ) .

b) Un d-idéal à gauche S-régulier est un D-idéal à gauche de D ( S ) . La vé-
rification est immédiate.
Remarque 5 . 2 . ASANO a défini l'ordre à gauche X d'un D-idéal à gauche X comme

l'ensemble des x €. D(S) tels que x X&X et a montré que cet ordre à gauche était
un D-idéal à gauche (d'où notre notation X ) et un ordre contenant D, équivalent à
D (en ce sens qu^il existe a, b , a ' , b' inversibles dans D(S) tels que aX bSD et
a'Db'^X ) . On vérifie facilement que X = X*.X (il s'agit du résiduel dans T^-^

6 § S

Remarque 5.3 . L'ordre à droite X̂  d'un D-idéal à gauche X est l'ensemble des
xê D(S) tels que X xç^X. C'est un complexe S-fractionnaire, contenant un élément
inversible dans D ( S ) , mais ce n'est pas, en général, un d-idéal à gauche (ou à droi-
te) S-fractionnaire.

Si X est un D-idéal bilatère, l'ordre à droite X , de X est un d-idéal bilatêre
^ ^ a

S-régulier contenant D, et X , = X.*X.

Remarque 5.4. (T^T étant le d-systême bilatêre sur J), X un d-idéal bilatêre S-ré-
gulier, nous pouvons définir deux résiduels à droite de X par X, suivant que l'on
considère X comme élément de r^g) ou comme élément de r(^g). Ces deux résiduels
sont égaux. Il en est de même des deux résiduels à gauche de X par X.

Proposition 5 . 2 . Si X est un d-idéal à gauche S-régulier contenant D, il y a é-
quivalence entre:

a) X est un sous-demi-grou^e de D ( S ) ,
b) X est un ordre de D ( S ) ,
c) X est idempotent pour la multiplication des d-idêaux S-réguliers,
d) X S X ' . X .

a)^==^b): conséquence de la définition d'un ordre car D(S) est un demi-groupe"
-quotient de D selon JQX.

a) ̂ ==»c): Si X est un demi-groupe, X.X ÇÎ. De plus D étant unitaire et contenu
dans X, nous avons X&X.X, donc X.X " X , autrement dit XoX - X. Inversement, si X
est idempotent, X®X = X.X = X, et X est un demi-groupe.
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a)<==»d): car X ' . X » X , et ASANO a montré (cf [2], p. 18) que XCX était
équivalent à la propriété a ) .

Proposition 5.3» II y a équivalence entre:
a) D est un ordre maximal de D ( S ) ,
b) Si X est un d-idéal à gauche S-régulier contenant D et possédant l'une

des propriétés équivalentes de la proposition 5 . 2 . , X est égal à D.
c) Le demi-groupe des d-idéaux bilatères S-réguliers est intégralement

fermé»
d) Le demi-groupe des d-idéaux à gauche S-réguliers est intégralement fer-

mé à gauche.

a)==^b): Si DCX = Fs-1 et si X est un ordre de D ( S ) , X est équivalent à D,
car eDe S X e t e X s ^ D ( e étant l'élément unité de D ) , donc X = D si D est un
ordre maximal de D ( S ) .

b) ——>c) : Si X est un d-idéal bilatêre S-régulier idempotent, X peut être consi-
déré comme un d-idéal à gauche S-régulier idempotent. Si de plus X contient D, X
est par hypothèse égal à D. Par suite le demi-groupe des d-idéaux bilatères S-régu-
liers ne possède pas d'éléments idempotents contenant strictement D, il est donc
intégralement fermé.

c) ï Va) : ASANO a montré (cf [ 2 ] , p. 18) que D est un ordre maximal si, et seu-
lement si D est l'ordre à droite et l'ordre à gauche de tout D-idéal bilatêre, au-
trement dit a) et c) sont équivalentes.

b)<t ^d) : r(<^g) est résidué à gauche et possède un élément unité à gauche, D.
On démontre comme dans le théorème 8 de [isj, p. 162, que pour que r(<tPr- ) soito
intégralement fermé à gauche, il faut et il suffit qu'il n'y ait pas dans r(-^ )

ô
d'éléments idempotents contenant strictement D, donc b) et d) sont des propriétés
équivalentes.
Remarque 5.5. ffo étant le d-système bilatêre défini sur D, si D est ̂ -normal (cf

définition 2 . 1 . chapitre IV), en particulier si D est ̂ 9-dedekindien (cf défini-
tion 2 . 1 . chapitre III), r(<^g) est intégralement fermé, et D est un ordre maximal
de D ( S ) .
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CHAPITRE III

Demi-groupes ̂?r-dedekindiens
« w <• • , « • « wwwwwwwWw «--«>«•.«-«•«>«

Dans ce chapitre, D désignera un demi-groupe multiplicatif avec élément unité,
Ŝ4' un a-système bilatêre sur D, S un complexe de D contenant des éléments non in-
versibles dans D. Nous supposerons que S et ̂vérifient les six conditions (S) du
S 1 chapitre II. nous nous proposons d'établir des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que le demi-groupe rĈ  ) des a-idéaux entiers S-réguliers soit un
demi-groupe de Dedekind, ou pour que le demi-groupe r^g) des a-idêaux S-réguliers
soit un groupe, les deux problêmes étant liés. Nous commencerons par établir quel-
ques résultats concernant les demi-groupes réticulés ou résidués, résultats qui
nous seront utiles par la suite.

1. Demi-groupes réticulés ou résidués et demi-groupes de Dedekind.

Théorème 1.1. Un demi-groupe C/o
a) contenant un élément unité, noté D,
b) non entier, résidué à gauche et à droite, réticulé,
c) dans lequel tout élément premier majore un élément inversible à gauche,
d) dans lequel tout élément non entier admet un multiplicateur à droite

entier,
e) dont le sous-demi-groupe entier vérifie la condition de chaîne ascen-

dante,
est un groupe si, et seulement si,

(GI) les éléments couverts par D sont deux à deux permutables,
(G2) tout élément premier distinct de D est couvert par D,
(G3) ̂ )est intégralement fermé (A* .A = A . ' A » D, ̂ AC<^>).

Lorsque ces conditions sont réalisées ̂) est un groupe commutât if et le sous-demi-
groupe entier de (6'est un demi-groupe de Dedekind.
Les conditions sont nécessaires:

(GI): c'est une conséquence du théorème 12 de \13j, p. 230.
(G2): c'est une conséquence du

Lemme 1.1. Dans un demi-groupe unitaire, demi-réticulé, résidué à droite, où
tout élément est majoré par un élément couvert par D, si tout élément couvert par
D est inversible, tout élément premier distinct de D est couvert par D.
Si P est premier, distinct de D, non couvert par D, il existe un élément M cou-

vert par D tel que P ̂  M. Cet élément M est inversible. Les relations
M(P. *M) ̂  P < M » MD montrent que P . " M est entier et, puisque P est premier, que
P.'M^P. D'autre part, MM'1? » P implique P ̂ M(P.'M) , d'où P = M ( P . ' M ) et
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DP = P = M ( P . ' M ) ̂  MP, ce qui conduit à D ̂  M, d'où contradiction.
(G3): C'est une conséquence du théorème 7 dej^u], p. 161.

Les conditions sont suffisantes: la démonstration se fera en généralisant celle
de VAN DER WAERDEN concernant les anneaux de Dedekind (cf^Z?], tome 2, section 103
déjà utilisée par AUBERT (cf [4] , p. 30) pour les x-systernes dans le cas commuta-
tif. Cette démonstration utilisera les lemmes suivants:
Lemme 1>2. Dans un demi-groupe avec élément unité D, résidué et intégralement

fermé, D . ' X » D ' . X , Vx.
D . ' X = ( X ' . X ) . ' X = ( X . ' X ) ' . X » D ' . X

Lemme 1.3. Dans un demi-groupe unitaire réticulé, dont le sous-demi-groupe en-
tier vérifie la condition de chaîne ascendante, pour tout élément entier A, il
existe un nombre fini d'éléments premiers P-, P», . . . , P tels que

^ " ' R n ^ ' ^RÎ » V i € C l , n ] .
Démonstration analogue à celle de VAN DER WAERDEN, lemme 1, ou à celle de AUBERT,

lemme 1.

Démonstration du théorème: les hypothèses sur ̂ êt les conditions (G) impliquent
que West un groupe.

a) pour tout élément premier P, distinct de D, on a D ̂  D . ' P .
P contient un élément A inversible à gauche, donc tel que (D ' . A ) A » D,

et l'on démontre comme-dans VAN DER WAERDEN (lemme 3) ou dans AUBERT (lemme 2) 1'
existence d'éléments premiers P«, . . . , P tels que PB ̂  A < P , avec
B » P̂  . . . P^^A. Si B » D, nous avons P = A, d'où ( D ' . P ) P - D si D . ' P était é-
gal à D, ceci entraînerait P = D, d'où contradiction, donc D < D . ' P . Si B ̂  D, la
formule X(Y'.Z)^. ( X Y ) ' . Z (cf^24J, p. 328) donne PB(D'.A) $. (PBD) • .A "
( P B ) ' . A ̂  A ' . A = D et B ( D ' . A ) ̂  D . ' P , d'où B ̂  (D. *P)A. Comme B ̂ A, D . ' P est dis-
tinct de D, donc encore D <D.'P .

b) Tout élément premier est inversible.
On démontre comme dans AUBERT (lemme 3) que D . ' P , qui est égal à D ' . P ,

est l'inverse de P.

c) Tout élément entier de West inversible, et le sous-demi-groupe entier
de fffest un demi-groupe de Dedekind.

Raisonnement analogue à celui de VAN DER WAERDEN, théorèmes 2 et 3.
d) C/^ est un groupe

Si F € y ^ , F admet un multiplicateur à droite entier G, par hypothèse,
comme FG et G sont inversibles, puisque entiers, il en est de même de F.
Proposition 1.1. Dans m demi-groupe entier, résidué à droite, ̂^ dont D est
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l'élément unité, entre les conditions
(Cl) à droite A ̂  B ) 3 C tel que A = BC ,
( C ' 1 ) à droite A ̂  B ==^B(A.'B) = A,
(C2) à droite A ̂  B < D -===== A < A. 'B ,
W à droite A^ B<D ^je tel que A <C et A = BC,

nous avons les relations
a) (Cl) à droite <——»(C'l) à droite
b) W à droite <——>(C1) à droite et (C2) à droite,
c) (Cl) à droite et la règle de simplification à droite impliquent (C2)

à droite, donc ($) à droite.

Les démonstrations sont immédiates. Notons que (Cl) à droite et ($) à drotte ont
un sens dans un groupoïde ordonné entier, ce sont les conditions ( $ ' ) à droite et
W a droite de fl3], p. 219 et 221. On a une proposition analogue pour un demi-
groupe entier résidué à gauche.
Proposition 1.2. Dans un demi-groupe réticulé avec élément unité D, tout élément

couvert par D est premier.
C'est le théorème 8 de (jLs], p. 143.
Proposition 1.3. Dans un demi-groupe entier, résidué à droite» où tout élément

distinct de l'élément unité D est majoré par un élément maximal, vérifiant (C2) à
droite, tout élément premier distinct de D est maximal.

Si P est premier, distinct de D, non maximal, il existe un élément maximal M tel
que P ̂  M. Nous avons M ( P . ' M ) ̂  P avec P premier, donc P.*M ̂  P, en contradiction
avec l'inégalité P <P.*M donnée par (C2) à droite.
Nous savons (cf ^13^, p. 219) que dans un gerbier entier satisfaisant à la condi-

tion (Cl) d'un côte et à la règle de simplification de l'autre, les éléments maxi-
maux sont permutables. Nous allons indiquer d'autres conditions qui, jointes à 1'
une des conditions ( C l ) , assurent la permutabilité des éléments maximaux.
Proposition 1.4. Dans un demi-groupe entier, réticulé , résidué à droite, véri-

fiant (Cl) à droite, les éléments maximaux sont deux à deux permutables.
M et N étant deux éléments maximaux distincts, la relation NM ̂ M implique

M . ' N = M et la relation MN ̂ M entraîne M N . ' N ^ M . ' N » M, d'où N(MN. *N) ̂  NM. Or,
( C ' 1 ) à droite, équivalente à (Cl) à droite, donne N(MN.*N) = MN , de sorte que
MN ̂  NM, et par suite MN = NM puisque M et N jouent le même rôle.
Proposition 1.5. Dans un demi-groupe entier, réticulé, où tout élément distinct

de l'élément unité D est majoré par un élément maximal, vérifiant la condition (Cl)
d'un côtê^, les éléments maximaux sont deux à deux permutables.
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Supposons, par exemple, (Cl) à droite vérifiée. M et N étant deux éléments maxi-
maux distincts, il existe un élément A tel que M A N = MA. Cet élément étant dis-
tinct de D est majoré par un élément maximal P, d'où MN ̂  M A N = MA^MP^P.
Comme P est premier. M, N, P maximaux, ceci entraîne M = P ou N = P.
Si M = P nous avons MN <M AN ̂  M2 , et M2 = MN V M2 = M(N VM) = MD » M.

Il existe, <C1) à droite étant vérifiée, un élément B tel que A = MB car A ̂  P = M,
d'où M AN = MA = M^ = MB = A. Il en résulte successivement A ̂  N, MA ̂ MN,
M N ^ M A N = M A ^ M N , NM^MAN = MN.

Si N = P , M N ^ . M A N = M A < M N , et nous avons encore NM ̂  M A N = MN.
Comme M et N jouent le même rôle, MN = NM = M A N.
Madame DUBREIL-JACOTIN a montré (cf f13]» P'22^» théorème 8) que "la condition

nécessaire et suffisante pour qu'un gerbier entier T, dont les éléments maximaux
sont deux à deux permutables, soit un demi-groupe ordonné de Dedekinc^ est que T sa-
tisfasse à la condition ($) d'un côté et à la condition de chaîne ascendante". La
proposition 1.5. montre que dans cet énoncé on peut supprimer l'hypothèse "les élé-
ments maximaux sont deux à deux permutables" à condition de remplacer le gerbier
fgu± est un demi-groupe demi-réticulé) par un demi-groupe réticulé. De façon précise
nous avons le
Théorème 1.2. Un demi-groupe entier fffe.st un demi-groupe de Dedekind si, et seu-

lement si,
a) ̂ est réticulé,
b) ̂ vérifie la condition (<0 d'un côté,
(O^^vérifie la condition de chaîne ascendante.

Les conditions sont nécessaires (cf ̂ 13] , p. 224, théorèmes 7 et 8 ) . Elles sont
suffisantes car les éléments maximaux sont deux à deux permutables en vertu de la
proposition 1. 5 .
Théorème 1.3. Un demi-groupe entier West un demi-groupe de Dedekind si, et seu-

lement si,
a) ̂ est réticulé,
b) ̂ vérifie la condition (Cl) d'un côté,
c) tout élément distinct de l'élément unité est le produit d'un nombre fi-

ni d'éléments maximaux.
Les conditions sont nécessaires. Elles sont suffisantes car les éléments maximaux

sont deux à deux permutables d'après la proposition 1, 5 . De plus la décomposition
d'un élément distinct de l'élément unité en produit d'éléments maximaux est:unique
(théorème d'unicité de^isj, p. 221). Remarquons que la condition (Cl) d'un côté
est plus faible que la condition W d'un côté.
Remarque 1 . 1 . Un demi-groupe entier ayant les propriétés a) et c) du théorème 1.3,
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n*est pas nécessairement un demi-groupe de Dedekind. Par exemple le demi-groupe ̂ ^
engendré par trois éléments D, M, N tels que

M2 = M , N2 = N , XD = DX = X , \/X 6. ̂ ^,
ordonné en posant

MN < M < D , MN < N < D ,
(MN)11'*'1 < M(NM)11 < (NM)11 < (MN)11 pour n ̂  1,
(MN)^1 < (IIM)"^ (NM)11 < (MN)11 pour n > 1,

est un demi-groupe possédant les propriétés a) et c ) , mais n'est pas un demi-grou-
pe de Dedekind puisque les éléments maximaux, M et N, ne sont pas permutables.
Toutefois un demi-groupe entier ayant les propriétés a) et c) du théorème 1.3.

est tel que
d) tout élément premier distinct de l'élément unité est maximal,
e) M et N étant deux éléments maximaux l*une au moins des inégalités

MN ̂  NM, NM ̂ MN est vérifiée,
f) les inégalités MN ̂  X ̂  NM impliquent l* existence de deux entiers p et

q, strictement positifs, tels que X = N̂ ^
2. Demi-groupes ̂ ĝ dedekindiens.

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe 1. en prenant comme demi-
groupe wle demi-groupe r^') des a-idéaux S-réguliers, ou le demi-groupe r(-^t)
des a-idéaux entiers S-réguliers.
Définition 2 . 1 . D sera dit "^^- dédekindien" si r^r) est un demi-groupe de

Dedekind.
Définitions 2 . 2 .

a) Un "a-idéal S-rëgulier premier" est un a-idéal entier P , S-régùlier,
tel que Xo Y £ P implique Xç^P ouYSP , X e t Y étant des a-idéaux S-réguliers
entiers.

Un a-idéal entier qui est un a-idéal premier décret qui est S-régulier est un
a-idéal S-régulier premier. Inversement P étant S-régulier premier est un a-idéal
premier danser, car XoY£P ( X et Y entiers mais non nécessairement S-réguliers)
implique (X + P)o(Y + P) SP , d'où, X + P et Y + P étant S-réguliers et P S-régu-
lier premier, X + P £ P ouY+PcP et finalement X CP ou Y ç̂ P » et P est
bien un a-idéal premier de ̂ î.

b) Un "a-idéal S-régulier maximal"(ou "couvert par D " ) est un élément ma-
ximal de l*ensemble des a-idéaux entiers S-réguliers distincts de D.
Remarque 2 . 1 . L* existence des a-idéaux S-réguliers maximaux est assurée si r(-^-)

vérifie la condition de chaîne ascendante, ou si le a-système est de caractère
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fini (proposition 4.3. du chapitre I) car nous avons supposé que S contenait des

éléments non inversibles dans D (s étant un élément de S non inversible dans D,
5 " Ds est S-régulier et distinct de D).

Pour que les a-idéaux S-réguliers maximaux soient deux à deux permutables, il

suffit, d'après les propositions 1.4. ou 1,5. que r(iS^) vérifie -la condition (Cl)
d'un côté.

Théorème 2.1. Lorsque rC-î4") vérifie la condition de chaîne ascendante, le demi-

groupe r^^^) est un groupe si, et seulement si,

(Gl) les a-idéaux S-réguliers maximaux sont deux à deux permutables,

(G2) tout a-idéal S-régulier premier, distinct de D, est maximal,

(G3) r(<^Ç) est intégralement fermé.

Lorsque ces conditions sont satisfaites r(-^) est un groupe commutatif et D est

c^^-dedekindien •

II suffit d'appliquer le théorème 1.1. Les conditions a), b), c) et d) sont véri-

fiées: pour <jf il suffit de remarquer que si s € SO? , P étant S-régulier premiel;

P majore le a-idéal i inversible dans r(-^), pour d) il suffit de remarquer que
îos - X^D , si X - X^-l.

Théorème 2.2. D est 5 -̂dedekindien si, et seulement si,

a) r(<^) vérifie la condition (Cl) d'un côté,

b) tout a-idéal S-régulier entier distinct de D est un produit de a-idéaux
S-réguliers maximaux.

Il suffit d'appliquer le théorème 1.3. à ^» rC?^).

Théorème 2.3. D est ̂ Ç-dédekindien si, et seulement si,

a) rG-^-) vérifie la condition ($) d'un côté,

b) r(-^) vérifie la condition de chaîne ascendante.

Il suffit d'appliquer le théorème 1.2. à ^» r(^-).

Théorème 2.4. D est ^ -̂dedekindien si, et seulement si,

a) rC-^) vérifie la condition de chaîne ascendante,

b) r(*?^) est un groupe.

Ces conditions sont nécessaires: Un a-idéal S-régulier maximal M est premier et

contient un élément s 3e S. Par suite M figure dans la décomposition de s en pro-

duit de a-idéaux S-réguliers maximaux: s » MoZ (où Z est un produit de a-idéaux

S-réguliers maximaux), d'où M^os"1 » D. Ceci montre que M est inversible dans

r(^g) puisque, r(^) étant commutatif, il en est de même de r(^ç). Ainsi, tout

a-idéal S-régulier maximal est inversible. Si X = X^s"1 est un a-idéal S-régulier,

X est inversible dans r^fg) puisque X » X^o s"1 , ̂  étant un produit de a-idéaux

inversibles et s~1 étant inversible. r(-?r_) est bien un groupe. Nous savons en
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outre qu'un demi-groupe de Dedekind vérifie la condition de chaîne ascendante.
Ces conditions sont suffisantes d'après le théorème II de [ I 3 ! » P-230.

Théorème 2.5. Si r(<^r) vérifie la condition de chaîne ascendante, il y a équi-
valence entre

a) r(-^t-) est un groupe,
b) r(^) vérifie la condition (Cl) d'un côté et la règle de simplifica-

tion du même côté.
a) '•—^b): C'est une conséquence des théorèmes 2.4. et 2. 2 .
b) ==^a): r(<?T- ) est un demi-groupe de Dedekind d'après la proposition 1 . 1 . c)

et le théorème 2.3. et r(-^r_) est un groupe d'après le théorème 2.4.
Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau intègre,^- le k-systême défi-

ni sur D, S l'ensemble des éléments non nuls de D, pour que rC-̂ r ) , qui est l'en-
semble des idéaux non nuls de l'anneau, soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et
il suffit (cf [llj, p. 32) que tout idéal entier non nul et distinct de D soit un
produit d'idéaux premiers. La démonstration de COHEN ne semble pas s'étendre au cas
d'un anneau non commutatif, et a fortiori au cas plus général où nous nous plaçons
Toutefois, si nous supposons vérifiées la condition (Cl) d'un côté et une autre
condition (soit (C2) du même côté, soit (Cl) de l'autre côté, soit que tout a-idéal
S-régulier maximal est inversible dans rG^r,,)) le résultat est encore valable.• D
Ceci fait l'objet des trois théorèmes suivants:
Théorème 2 . 6 . D est-^-dedekindien si, et seulement si,

a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-idéaux S-réguliers
premiers,

b) r(<w) vérifie la condition ($) d'un côté.
Les conditions sont nécessaires. Elles suffisent car les a-idéaux S-réguliers

premiers distincts de D sont alors maximaux et il suffit d'appliquer le théorème
2.2.
Théorème 2. 7 . D est -^-dedekindien si, et seulement si,

a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-idéaux S-réguliers
premiers,

b) r(<^T-) vérifie les conditions (Cl) ^ droite et (Cl) à gauche.
Ces conditions sont nécessaires. Elles suffisent:

a) les a-idéaux S-réguliers premiers sont deux à deux permutables. P et Q
étant deux a-idéaux S-réguliers premiers, et . ' le symbole de la résiduation à
droite dans r(^(-) (ou dans 5f-, mais non dans r ( ^ r _ ) ) , les relations PoQÇQ et
Qo [(PoQ).'Q]^ Q o [ p . ' Q ] et la condition (Cl) à droite, équivalente à (C' I ) à droite
donnent poQ S?Qo[p. • Q ] . Mais P. 'Q = R^ o . . . o R , où les R. sont S-réguliers pre-
miers, et Q ° [ p . ' Q ] S-P donne Q o R ° . . . oR S" p .
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Si Q^P, il existe alors un indice i tel que R.ÇP et nous avons

R^QP<=P.'Q as R^o ... o R^R^SP ,

de sorte que P. *Q = P et la relation PoQ S Qojp.'QJ établie précédemment donne

PoQ SQop. Ainsi Q cfep et P ̂ Q impliquent P°Q « Q°P.

Si P CLQ, nous avons Q^P, donc PoQ S,Q<»P. Là condition (Cl) à gauche entraîne

l'existence de X tel que P = X®Q et P est de la forme V^° ...e V^o Q , où les V^

sont S-réguliers premiers. Comme Qd^P» il existe un indice j tel que

V, ÇsP = V-o .. .o V o Q QV. , d'Où P SP°Q SP et P = PeQC.QepcP.j 1 m j ————
Nous avons alors P®^ ss Çop ,

b) Les demi-groupes r(t?r-) et r(-fl̂ ) sont donc commutatifs.

c) r(^tg) est un groupe. P étant un a-idéal S-régulier premier, contient

un élément s de S. Le a-idéal s peut s écrire s = P-» • • • o P., où les P. sont

S-réguliers premiers. Comme s est inversible dans le demi-groupe commutatif rC'-^ç)

les a-idéaux P. sont inversibles dans r(s9r ). De plus P,o • • • op, ^ P implique

l'existence d'un indice i tel que P. Çs P. Si P • P. , P est inversible. Sinon,

l'inclusion P.C P implique, d'après l'alinéa a), P. at P.®P et P a D puisque P.

est inversible. Comme tout a-idéal S-régulier premier est inversible, il en est de

même de tout a-idéal S-régulier entier et de tout a-idéal S-régulier.

d) D est^^-dedekindien. Si P est S-régulier premier distinct de D, P est
- - ° - - - - Q/

maximal car PCQ implique P ss PoQ (alinéa a))» d'oû Q = D puisque r(<^^c) est un

groupe. Le théorème 2.2. permet d'achever la démonstration.

Théorème 2.8. .9̂  étant de caractère fini ou r(c?^) vérifiant la condition de

chaîaa ascendante, D est ^"-dedekindien si, et seulement si,
b

a) tout a-idéal S-régulier entier est un produit de a-idéaux S-réguliers

premiers,

b) r(5^) vérifie la condition (Cl) d'un côté,

c) tout a-idéal S-régulier maximal est inversible dans r(-^aT„).

Ces conditions sont suffisantes d'après le théorème 2.2. car tout a-idéal S-régu-

lier entier, distinct de D, est contenu dans un a-idéal S-régulier maximal et tout

a-idéal S-régulier premier distinct de D est S-régulier maximal d'après le lemme

1.1.

On sait (cf [il]9 p. 33) qu'un anneau intègre est un anneau de Dedekind si, et

seulement si, tout idéal premier non nul est inversible dans l'ensemble des idéaux

fractionnaires. Nous avons ici le

Théorème 2.9. D est^^-dedekindien, si et seulement si,

a) r(^L) vérifie la condition (Cl) d'un côté,

b) rC^-) vérifie la condition de chaîne ascendante,
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c) tout a-idéal S-régulier est inversible dans r(*?^ç).
Ces conditions sont suffisantes: le lemme 1 . 1 . montre que tout a-idéal S-régulier

premier est S-régulier maximal. De plus tout a-idéal S-régulier entier est un pro-
duit de a-idéaux S-réguliers premiers (raisonnement analogue à celui de [27], tome
II, p. 85). Le théorème 2. 8 . permet d^chever la démonstration.
Remarque 2 . 2 . Si D est commutatif, on peut supprimer la condition b) dans l*énon-

cé du théorème 1.3 . de sorte que dans les énoncés des théorèmes 2 . 2 . , 2.8. et 2 . 9 .
on peut supprimer respectivement les conditions a ) , b ) , a ) .
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CHAPITRE IV.

Demi-groupes ̂ r -normaux.
»'f»WW<ffflwWf,'»wîïf»f»fWf»WM

Nous ferons les mêmes hypothèses qu'au début du chapitre III. Nous nous proposons
d'étudier l'ensemble-quotient de r(^ ) module l'équivalence d'Artin. Nous cher-
cherons, en particulier, à quelles conditions cet ensemble-quotient est un groupe
à quelles conditions le sous-demi-groupe entier de cet ensemble-quotient (lorsque
ce dernier est un demi-groupe) est un demi-groupe de Dedekind, ce qui nous condui-
ra à étendre la S-normalité de GUERINDON. Nous commencerons dans le paragraphe 4.1 .
par étudier l'équivalence d'Artin dans un gerbier, non entier, où la multiplication
n'est pas supposée commutative. Dans le cas où cette multiplication est commutative
cf I^lâJ, p . 240 et sq.

1. Equivalence d'Artin.

Nous désignerons par G un gerbier avec élément unité D, non entier, résidué,
où la multiplication n'est pas supposée commutative.
Définition 1 . 1 . L'équivalence »̂ / D» X sa D. X ,

X = Y {CL) <•———————> (
^ P ' . X » P ' . Y ^

sera appelé "L'équivalence d'Artin". La classe de X(X € G) sera notée C1(X).
Les équivalences A^(X s Y <——»D.*X = D.*Y) et -A (X E Y ̂  ^ D ' . X » D*.Y)

sont des équivalences du "type A" étudiées par MOLINARO (cf {^24] ) et CL = Â O A.
Proposition 1.1 . L'équivalence d'Artin est régulière par rapport à l'union. Tout

élément congru à un élément entier est entier. En particulier C1(D) est formée d'é-
léments entiers.

Les équivalences A^ et ̂ A sont en effet régulières par rapport à l'union (cf /24]
p. 330). Enfin X ̂  D et X = Y(^l) impliquent Y .1 D ' . ( D . ' Y ) = D * . ( D . ' X ) -1D*.D = D.

Si la multiplication dans le gerbier G est supposée commutative, on sait que
chaque classe module fZ contient un élément maximum et que l'équivalence d'Artin est
régulière par rapport à la multiplication. Dans le cas non commutatif les deux pro-
positions ci-dessous donnent des conditions suffisantes pour qu'il en soit ainsi.
Proposition 1.2. Si G est conditionnellement complet (en tant que demi-treillis)

chaque classe module ̂ .contient un élément maximum.

(^ et^ étant les classes de X € G module A^ et pA, <^^Ç admet un plus petit
majorant X* , puisque majoré par D.' ( D \ X ) (ou par D ' . ( D . ' X ) ) . Les inégalités
X ̂  X ^ D . ' ( D * . X ) donnent, grâce à la convexité des classes, X = X* ( A ) . On a de
même X = X* (A^), d'où X E X* (ÛL) et X* est élément maximum de C1(X).
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Définitions 1.2. Le gerbier G sera dit

a) "Symétriquement réâidué" si D.'(D'.X) « D'.(D.'X), Vx êG,
b) "êquirésidué" si D.'X "D'.X , Vx € G.

Si G est êquirésidué, on pourra écrire D:X au lieu de D.*X ou D'.X.

Proposition 1.3. Entre les conditions

(RI) G est intégralement fermé,
(R2) G est êquirésidué,

(R3) G est symétriquement résidué, . . ^ . ,

(R4) V X € G, il existe X1 et X" tel que (
( D'.X » D.'X"

(R5) CL est régulière (pour la multiplication) et toute classe modulo CL
contient un élément maximum,

(R6) CL est régulière,
nous avons les implications

___„ ^^ (R4) ̂ ^
(RI) > (R2) ) (R3) ,̂ ^3^(R6)

(R1)——^(R2), grâce à la formule ( A . ' B ) ' . C « ( A ' . C ) . ' B .
(R2) >(R3), démontration immédiate.
(R3)——^(R4), D . ' X - D . ' [ D ' . ( D . ' X ) ] " D ' . [ D . • ( D . 'X)] , il suffit de prendre

X' « D . ' ( D . ' X ) . On voit de même qu'on peut prendre X" « D ' , ( D * . X ) .
(R3) ^(R5), car (R3) est une condition nécessaire et suffisante pour que

^-D*-
(R4) ==^(R6), nous nous appuierons sur le
Lemme 1.1. Pour que Ap soit régulière à gauche, il faut et il suffit que, pour

tout X é G, il existe Z ê G tel que D . ' X « D ' . Z , autrement dit que l'ensemble des
résiduels à droite de D soit contenu dans l'ensemble des résiduels à gauche de D.
La condition est nécessaire: Si Y » D . ' X et si Y' = Y(A.J, nous avons, A^ étant

régulière à gauche, XY = XY' (A^), d'où
D ̂ Y.'Y « ( D . ' X ) . ' Y = D . ' ( X Y ) = D . ' ( X Y ' ) - ( D . ' X ) . ' Y ' » Y . ' Y '

et Y' » Y'D ^ Y ' ( Y . ' Y ' ) ̂  Y.
Ainsi D . ' X est maximum dans sa classe module A^, donc D . ' X = D ' . [ ? . ' ( D . 'X)J et nous
pouvons prendre Z » D . ' ( D . ' X ) •
La condition est suffisante: Si Y = Y ' ( A J ) ) , nous avons

D.'(XY ) » ( D . ' X ) . - Y " ( D ' . Z ) . - Y « ( D . ' Y ) ' . Z = ( D . ' Y ' ) ' . Z = ( D ' . Z ) . ' Y ^ ( D . ' X ) . - Y » =
" D . ' ( X Y ' ) , et A^ est régulière à gauche.

Comme Ap(resp. pA) est régulière à droite (resp. à gauche) (cf ["24] ) , ( R 4 ) donne
une condition nécessaire et suffisante pour que A^ et A soient régulières des deux
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côtés, donc une condition suffisante pour que U, soit régulière.
Remarques 1.1.

a) Si G est conditionnellement complet (en tant que demi-treillis), (R5)
et (R6) sont équivalentes.

b) Si G est commutatif, (R2) est satisfaite. , donc (R3), (R4), (R5) et
(R6) également.

c) (R2) est équivalente à la condition
(R'2) XY ̂  D ===̂  YX ̂  D.

d) (R3) est équivalente à la condition
(R'3) D . ' X ^D.'Y < > D*.X ^D'.Y .

e) (RI) est équivalente à la condition: G est un demi-groupe ̂ 2--nomal
d'élément, bimaximum D, cf J25J , p . 3.14).
Remarque 1.2. Si Aest régulière, on démontre, comme dans le cas commutatif, que

toute équivalence régulière par rapport à la multiplication et à 1'union, telle que
la classe de D soit formée d'éléments entiers, est plus fine que l'équivalence d'
Artin. Une telle équivalence est fortement régulière supérieurement (cf L13J, p.179
théorème 4 ) .
Proposition 1.4. Il y a équivalence entre

a) G est symétriquement résidué et^Lest l'égalité,
b) V X, il existe Y et Z tels que X = D*.Y = D . ' Z .

a) implique X = D . ' ( D ' . X ) = D ' . ( D . ' X ) , donc b ) . Inversement b) donne
X = D . ' ( D ' . X ) = D ' . ( D . ' X ) et X = X' entraîne alors X = X ' .
Proposition 1.5. Il y a équivalence entre

a) CL est simpliftable des deux côtés,
b) G est intégralement fermé,
c) ff^ est régulière et G/A est un groupe.

a) ——^b): D ̂ X'.X = (DX)*.X implique DX .̂ (^(DX) • .XJX < DX, donc DX = ( X ' . X ) X ,
et D asX*.X si Aest simplifiable à droite. Comme C1(D) est formée d'éléments en-
tiers, on en déduit X ' . X = D. On verrait de même que X.*X = D.

b) ^c): Q^ est régulière (proposition 1 . 3 . ) . De plus, nous avons
D ' . [ x ( D . ' X ) j = D.'[x(D.*X)3 = ( D . * X ) . ' ( D . * X ) = D. On en déduit que C1(D.*X) est in-
verse à droite de C1(X). De même C 1 ( D * . X ) , qui est égal à C l ( D . ' X ) , est inverse à
gauche de C1(X), et G/^Lest un groupe.

c) • )» a ) : démonstration immédiate.
Remarque 1. 3 . Si CL est régulière et C1(X) inversible dans G/CL, l'inverse de

C1(X) est C1(D.*X) qui est alors égal à C l ( D ' . X ) .
Proposition 1 . 6 . S'il existe une équivalence ̂ régulière par rapport à l'union
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et à la multiplication, pour laquelle la classe de D est formée d'éléments entiers

et telle que G/^ soit un groupe, G est intégralement fermé et ,̂« CL.

Si X 6 G et si G/^ est un groupe, il existe X' € G tel que XX'= D(^) et

X'X = D(^). L'hypothèse sur C1(D) et la convexité des classes donnent

XX' ^X(D.'X) 4° et X(D.'X) = D(^). De même (D'.X)X = D(^). Ceci ayant lieu

pour tout X de G, nous avons

(D-.X)[D.-(D-.X)]= D(^) et (])•. (D.-X)](D.-X) = D(^) ,

tt'où, ̂  étant simplifiable, X s D.'(D'.X)(^) et X E D". (D.'X) (^) .

Si Y s X(^), nous avons Y =,D.*(D'.X), d*où (D'.X)Y ^D et Y ^D.'(D*.X). Ainsi

D.'(D'.X) est maximum dans la classe de X module ^. On voit de même que D'.(D.'X)

est maximum dans cette même classe, ce qui montre que ^C est régulière, G étant

Symétriquement résidué.

Enfin X s Y(^Z.) Impliquant D. •(D*.X) = D.'(D'.Y-), donc X = Y(^), ^2 est plus

fine que ̂  et comme W^ est elle-même plus fine que ÛL nous avons bien ̂ » ÛL . La •

proposition 1.5. montre alors que G est intégralement fermé.

Corollaire. Si G est un groupe, Qu'est autre que l'égalité.

Proposition 1.7. Il y a équivalence entre

a) C1(Y) = C1(X VY),

b) D. 'Y < D. "X et D' .Y < D* .X .

Il est immédiat que a) implique b). Inversement, D.'Y ^ D.*X donne

D'.(D.'X) ^D'.(D.'Y) , donc X \ /Y ^ D'.(D.-Y) et D.'Y ^D.'(X\/Y), d'où

D. 'Y = D. • (X VY) puisque Y ̂  X V Y entraîne D. • (X N/Y) ^ D. *Y) On montre de même

que D' .Y ^ D* .X implique D". (X V Y) = D' .Y .

L'ensemble-quotient G/CL (le demi-groupe-quotient, si CL est régulière), sera or-
donné en posant

C1(X) ^Cl(Y) < ) C1(Y) = C1(X\/Y) .

Remarques 1.4.

a) Si G est symétriquement résidué, la remarque 1.1.d) et la proposition

précédente donnent

C1(X) < C1(Y) < > D . - Y ^ D . ' X <———>D'.Y ^.D'.X .

b) X ^Y implique C1(X) ^ C1(Y), mais C1(X) ^ C1(Y) implique seulement

X^D. ' (D ' .Y) et X ^ D'.(D.'Y).

c) Si chaque classe contient un élément maximum, C1(X) ^ Cl (Y) implique

X*^Y* , X* et Y* étant des éléments maxima de C1(X) et Cl (Y).

d) II y a équivalence entre les quatre propriétés: X est entier,

C1(X) ^ C1(D) , C1(D) < Cl(D.'X), C1(D) ^ Cl(D'.X).

Proposition 1.8. Si (R4) est vérifiée, la relation d'ordre de G/ CL est compati-
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blé avec la structure de demi-groupe de G/^2..

Supposons Cl(X)^: C1(Y) et Cl(X') ̂  Cl (Y*). Il existe d'après (R4) Z tel que

D*.Z = D.'X, ce qui donne

D.-(YY') = (D. -Y) . -Y '^(D. 'X) . -y ' = (D- .Z) . -Y ' = (D . -Y ' ) - .Z^ (D. -X ' ) - .Z =

= (D' .Z). 'X' = (D.*X).*X' » D . * ( X X ' ) .

De même, D.'Z' = D'.X implique D'.(YY') ^D'.(XX') .

Proposition 1.9. Si (R5) est vérifiée, la relation d'ordre sur GiCL est compati-

ble avec la structure de demi-groupe de G/û..

C1(X) < C1(Y) implique X ̂  Y^ , dt où XZ < Y^Z, ZX ^ ZY* et par suite

C1(X)C1(Z) ^ C1(Y)C1(Z) et C1(Z)C1(X) <C1(Z)C1(Y).

Proposition 1.10. Si G est intégralement fermé, il y a équivalence entre

a) X = Y(6t),

b) X\Y s D(û,) et Y'.X s D(^L),

c) X.*Y s D(ÛL) et Y.'X = D(^),

d) il existe D* et D" congrus à D tels que D'X = YD".

a)aa=a^b): G/A étant un groupe (proposition 1.5.) X = Y implique D*.X = D'.Y.

Les relations (D-.X)(X-.Y)^ D-.Y et X(D-.Y)$ X-.Y (cf [24] . formules 10' et

9') donnent alors Cl(X-.Y) ^ C1(D) et C1(D) ^Cl(X-.Y), d'où X-.Y = D. On démontre

de même la relation Y*.X = D.
b)s==^a): X-.Y = D Implique (X-.Y)Y = Y, d'où C1(Y) ̂  C1(X) car (X-.Y)Y^X. De

même Y* .X E D implique C1(X) ^Cl(Y), et par suite X = Y( ÛJ).

c) ( ^ a): raisonnement analogue.

a) 4===>d): Si D' » Y(D.'Y) et D" = (D.'X)X, D' et D" sont congrus à D et YD"-D'X.

Donc a) r ^ d). La réciproque est immédiate.

Proposition 1.11. Si (R5) est vérifiée, toute classe première distincte de C1(D)

a pour élément maximum un élément premier de G.

Raisonnement analogue à celui de (J1.3J, p. 245.

Proposition l.t2. G étant intégralement fermé,si une classe distincte.de C1(D)

contient un élément premier, cet élément est maximum dans sa classe. La classe d'un)

élément premier de G non congru à D est une classe première.

Raisonnement analogue à celui de ^13j,p.245.

Proposition 1.13. Si G est intégralement fermé, le sous-demi-groupe entier de

G/^t vérifie les conditions ($) à droite et ($) à gauche.

Si C1(X) ^ C1(Y) < C1(D), Z - (D.'Y)X est tel que C1(X) <C1(Z), Cl(X)-Cl(Y)Cl(Z)4

De même ($) à gauche est satisfaite.

Proposition 1.14. Si G est réticulé et si (R5) est vérifiée, le demi-groupe GlQ^
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est réticulé.
Deux éléments C1(X) et C1(Y) admettent un plus petit majorant égal à C1(X\/Y) et

un plus grand minorant égal à C1(X A Y ) • De plus fêtant régulière pour l'union
et la multiplication et G étant réticulé, la multiplication dans G/CL est distri-
butive par rapport à l*union.
Remarque 1.5. Si G est réti6ulé et (R6) vérifiée, G/CL est un gerbier.
Proposition 1.15. Si (R5) est vérifiée, le demi-groupe G/^L est résidué.
G/CL est un demi-groupe ordonné (proposition 1 . 9 . ) . L'élément C1(X " . Y ) (resp.

CKX^.'Y)) est le plus grand élément de G/^Ztel que C1(Z)C1(Y) ̂ Cl(X) (resp.
Cl (Y) Cl (Z) ^ C l ( X ) ) .
Corollaire. Si (R5) est vérifiée, Y = Y' implique X*.*Y = X*.^' et X**.Y = X*-.Y*.

Proposition 1.16. Si ̂2 est régulière et G/A un demi-groupe ordonné, G/€L est
complètement entier fermé si, et seulement si, G est complètement entier fermé.
En effet, "Cl(XY) = C1(X)C1(Y) et X ̂  D" équivaut à "C1(X) ̂  C1(D)" .

Proposition 1.17. Si ÛL est régulière, G réticulé et conditionnellement complet
en tant que gerbier» G/^L est conditionnellement complet en tant que gerbier.

Soit [c10^]^! une famille non vide d* éléments de G/CL majorée par C1(X). Il
existe (proposition 1 . 2 . ) un élément maximum X dans C1(X), cet élément majore la
famille ( X . ) qui admet donc un plus petit majorant M,et C1(M) majore la famille
^1(X.)J. . Comme M ̂ .X* nous avons C1(M) ̂  C1(X) et G/CL est conditionnellement
complet en tant que demi-treillis.
De plus l*utilisation de la proposition 1.2. montre que l'existence de ̂  C1(X.)

est équivalente à l*existence de N/̂  X^, et que, si ̂ / X^ existe, ̂  C1(X.) =
<^y J- 1 1Cl( ^ X^)• Le fait que G est conditionnellement complet en tant que gerbier

entraîne ensuite r -i . , - -
C 1 ( Y ) . [ Y C1(X^)J = ^/(ci(Y).Cl(X^j ,
[\/ C1(X ) ] . C1(Y) = ^/FCKX ).C1(Y)1 ,

i i L - "
chaque fois que les expressions qui y figurent ont un sens.
Proposition 1.18. Si G est réticulé et intégralement fermé, pour que le sous-

demi-groupe entier G/CL soit un demi-groupe de Dedekind, il faut et il suffit qu*
il vérifie la condition de chaîne ascendante.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car G/^L est un
groupe, réticulé, commutatif, vérifiant la condition ($) à droite (cf proposition
1 . 5 . , proposition 1.14. théorème 12 de ̂ 13] , p . 230, proposition 1 . 1 3 . ) .
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2. Demi-groupes <^g-normaux.

Nous allons utiliser les résultats du paragraphe 1. et ceux du paragraphe 1.

du chapitre III, en prenant comme gerbier G, le gerbier r(^^) qui est en fait un

demi—groupe réticulé.

Remarque 2.1. Si l'équivalence d'Artin, G^ , dans r(^Tç) est régulière

a) toute classe contient un élément maximum (proposition 1.2.)

b) r(«-^r_)/ ÛL est un demi-groupe ordonné (proposition 1.9), réticulé

(proposition 1.14), résidué (proposition 1.15), conditionnellement complet en tant

que gerbier (proposition 1.17).

c) toute classe première distincte de C1(D) a pour élément maximum un

a-idéal S-régulier premier (proposition 1.11.).

Proposition 2.1. Il y a équivalence entre

a) r(<S*_) est intégralement fermé,
.0

b) r(^(ç) est complètement entier fermé,o
c) û^est régulière et r(S4<,)/ Q^ est intégralement fermé,

d) CL est régulière et r(-flfc)/^ est complètement entier fermé.

(Un demi-groupe unitaire, ordonné, est dit complètement entier fermé à gauche si

un élément et toutes ses puissances admettent un multiplicateur commun à gauche,

cet élément est entier). C'est une conséquence des résultats du paragraphe 1. et du

théorème 10 de Fia], p. 165.

Définition 2.1. D sera dit "^^-normal" si l'équivalence d'Artin est régulière

dans r(*^Tç) et si le sous-demi-groupe entier de 'c^'^lû^ est un demi-groupe de

Dedekind.

Si D est le demi-groupe multiplicatif d'un anneau commutatif, <?• le k-systême, la

définition ci-dessus coïncide avec celle de GUERINDON (cf \V^\ , p. 509). Si X est

un idéal entier S-régulier, nous imposons à X d'être congru à un produit d'idéaux

entiers S-réguliers X-, ..., X , où C1(X.) est une-classe couverte par C1(D). Une

telle classe est une classe première et a pour élément maximum un a-idéal S-réguli-

er premier. GUERINDON impose aux classes de contenir un a-idéal S-régulier premier,

mais alors r(*?r<,) est complètement entier fermé (cf Ql5j, p. 509) donc intégrale-

ment fermé et toute classe distincte de C1(D) qui contient un a-idéal S-régulier

premier est une classe première (proposition 1.12) donc couverte par C1(D) (cfyjj

p. 221, théorème 4) car le sous-demi-groupe entier de r(^\,)/û, satisfait à la
0

condition W des deux côtés.

Théorème 2.1. Lorsque ÛL est régulière et lorsque r(.9^)/û. vérifie la condition

de chaîne ascendante, le demi-groupe r(-Pr--)/û, est un groupe si et seulement si,
b

(Gl) les classes couvertes par C1(D) sont deux à deux permutables,
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(G2) toute classe première distincte de C1(D) est couverte par C1(D),

(G3) r(<^-g)/ÛL est intégralement fermé.

Lorsque ces conditions sont réalisées r(--^_)/^^ est un groupe commutatif et D

est o9rc~normal.
0

II suffit d'appliquer le théorème 1.1. du chapitre III, les hypothèses a), b), c)

et d) étant satisfaites. Pour b): si s est un élément de S non inversible dans D,

Cl(D.'i) contient strictement C1(D) et r(-^c,)/^2- est non entier. Pour c) : si
- - - f^/

C1(P) est une classe première, C1(P) majore Cl (s) qui est inversible dans rC-î3^)/^.

s appartenant à sn?. Pour d) : si X = Fs"1 alors Cl(X)Cl(s) = CK?) £C1(D).

Théorème 2.2. D est «^«-normal si et seulement si,
———————""""T" -

a) r(*^-<,) est intégralement fermé,

b) rC?(-)/â. vérifie la condition de chaîne ascendante.

Ces conditions impliquent que U. est régulière et r(«-^,)/^ intégralement fer-

mé. Par suite r(^)/û. vérifie la condition (+) des deux côtés et rG^)/^Z est

réticulé. Il suffit alors d'appliquer le théorème 1.2. du chapitre III à ^3=r(^) /CL

Théorème 2_^3. tétant régulière, D est «-•^r.-normal si, et seulement si,

a) r(*P^)/û, vérifie la condition de chaîne ascendante,

b) rC-^g)/û, est un groupe.

Raisonnement analogue à celui du théorème 2.4. chapitre III.

Théorème 2.4. ^C étant régulière, D est*5^f-normal si» et seulement si,^_——_______— ^
a) toute classe entière est un produit de classes premières,

b) rd^-)/d vérifie la condition ($) d*un côté, ou les conditions (Cl)

à droite et (Cl) à gauche.

Raisonnement analogue à ceux des théorèmes 2.6. et 2.7. du chapitre III.

On peut également, en supposant ^-régulière, énoncer des théorèmes analogues aux

théorèmes 2.2., 2.3., 2.5., et 2.8. du chapitre III.

Proposition 2.2. Si tout a-idéal entier S-régulier, distinct de D» est contenu

dans un a-idéal couvert par D et si r(^r ) est intégralement fermé, il y a équi-

valence entre

a) dest l'égalité,

b) si M est un a-idéal S-régulier couvert par D, D: M couvre D,

c) tout a-idéal S-régulier couvert par D est un résiduel de D,

d) tout a-idéal S-régulier premier distinct de D n'est pas congru à D,

e) X = D(< )̂ implique X = D.

a) >b): M étant couvert par D, M = D:(D:M) implique M = D:(D:M) donc D<tD:M.
De plus D C X S D : M implique M S D : X C = D et par suite D:X = M = D:(D:M), car X ? É D .
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Ainsi X = D:M et D:M couvre D.

b) )c) : si D couvre M , D:M couvre D, donc M n'est pas congru à D et M étant

tnaximum dans sa classe, M = D:(D:M), M est bien un résiduel de D.

c) i)d): P étant un a-idéal S-régulier premier distinct de D, il existe un a--

idéal M couvert par D contenant P. Puisque M est un résiduel de D, M est égal à

D:(D:M) et M n'est pas congru à D et par suite il en est de même de P.

d) ——>e): Si X SD,X ^ D, il existe un a-idéal M couvert par D tel que XSM.

Cet a-idéal est premier et congru à D d'après la convexité des classes en contra-

diction avec l'hypothèse d). Donc X SD implique X SB D.

e)<—^a): Xa Y implique (proposition 1.10) X* .Y 5 D, donc X'.Y " D et par suite

Y SX, donc Y = X, car X et Y jouent le même rôle.

Remarque 2.2. Avec les hypothèses de la proposition précédente, on peut montrer

que chacune des conditions équivalentes a) à e) implique

f) Z couvre D implique D couvre D:Z.

Théorème 2.5. . Il y a équivalence entre

a) D est-Pïg-dedekindien,

b) D est -̂-normal et CL est l'égalité.o

a) •• yb) : rC Î") vérifie la condition de chaîne ascendante et rP^) est un

groupe (théorème 2.4. chapitre III), rC^»-) est donc intégralement fermé et d est

l'égalité (proposition 1.6) , d'où D es t^r--normal.o

Proposition 2.3. Si D est * -̂-normal et M un a-idéal S-régulier entier non congru:

à D, il y a équivalence entre

a) Cl(M) est couvert par C1(D) et M est maximum dans sa classe,

b) M est premier»

c) M est premier et minimal dans l'ensemble des a-idéaux S-réguliers pre-

miers •

a) ^b): c'est une conséquence de la proposition 1.11.

b)—=^a): Cl (M) peut s'écrire C1(M)= C1(M^)C1(M^) ... Cl(M^) , où C1(M^), ...

.., Cl (M ) sont des éléments de r(<0^g)/A couverts par C1(D). Comme r^^g) est

intégralement fermé. Cl (M) est une classe première et M est maximum dans sa classe.

Il existe un indice i tel que Cl (M.) ^Cl(M), d'où Cl (M) est couvert par C1(D).

b)-===s^c): Soit P un a-idéal S-régulier premier contenu dans M. Nous avons

C1(P) ̂  C1(M), d'où C1(P) = C1(M) et P = M , car a) est vérifiée.

Proposition 2.4. Si r(-^Tg) est intégralement fermé et si M est un a-idéal S-ré-

gulier couvert par D, il y a équivalence entre

a) M est inversible dans r(«-^q),

b) M n'est pas congru à D.

Si M est inversible, son inverse est D:M et D:M est différent de D. Inversement,
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M1& D Implique DC:D:M et M " MoDSMo(D:M) S D, donc Mo(D:M) - D, car Mo(D:M)-fi

impliquerait D:M £M:M « D. On verrait de même que (D:M)oM " D, et M est inversible

dans rC?^g).

groposition 2.5. *^ étant de caractère fini, si D est ^r_-normal et si r(*fl( )

contient un seul a-idéal maximal M, il y a équivalence entre

a) M est inversible dans r(-^<,),a
b) M est le seul a-idéal premier de r(-^) distinct de D.

Les propositions 2.3. et 2.4. montrent que a) Implique b). Inversement si C1(Q)

est un élément maximal de r(J^-)/û, (il en existe, car Cl(s) est strictement con-

tenu dans C1(D) si s est un élément de S non inversible dans D), P « D:(D:Q) est

l'élément maximum de C1(Q), donc premier et par suite P " M. La proposition 2.4.

montre que M est inversible.

Proposition 2.6. Si D est ̂ r, -normal

a) D:(XoY) =(D:X)o(D:Y),

b) X'.Y £Xo(D:Y),

c) X\Y SX.'Y ,

d ) X s X ' e t Y S Y ' ) X ' .YaX".Y' et X. 'YSX' . -Y ' .

r(^Tg)/ûî. est un groupe, et C1(X)C1(Y) et C1(X<»Y) étant égaux, il en est de mê-

me de leurs inverses, d'où a). La relation (cf (^24j , formule 9') XO^:Y) C(XoD)'.Y "
s X'.Y donne X°(D:Y)oY S(X'.Y)oY C X, et par suite, compte tenu de ce que

C1(D:Y) est l'inverse de C1(Y), C1(X-.Y)C1(Y) - C1(X), donc C1(X".Y)-C1(X)C1(D:Y),

d'où b). La propriété c) se démontre d'une manière analogue. Enfin î SX' et Y a Y'

donnent D:Y = D:Y', puis Xo(D:Y) s X'o(D:Y') , d'où X* .Y S X".Y' et X. 'YSX'. 'Y'.

Remarque 2.3. Si r(S»^)/A est commutatif, il en est de même de r(^-)/^L car

tout élément de r(^g)/û- est de la forme Cl( X)[ci(s)3~ , où C1(X) et Cl(s) ap-

partiennent à r(^^)/CL.

Définition 2.2. Soient A un demi-anneau avec élément unité noté e, P un groupe

commutatif totalement ordonné noté additivement,\^ le demi-groupe obtenu en adjoi-

gnant à l un élément noté +00 et en posant

a <+00 , (+0o) + ( +o») » +09 , a + (+00) - (+oo) + a - + 09 . VacF,

nous appellerons "valuation sur A" une application v de A dans (̂  satisfaisant aux
axiomes :

(VI) v(xy) - v(x) + v(y), V x, y 6 A,

(V2) v(x) - v(y) ) v(x+y) > inf [v(x), v(y)J ,

v(x) ^ v(y) ) v(x+y) - inf^v(x), v(y)] ,

(V3) v(e) - 0,

(V4) v(h)) " +«>, si A contient un élément œ tel que au " h), ou tel que
œa " œ, \^ a € A.
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Remarques 2.4.
a) v(xy) - v(yx) , V^Y € A.

b) si x est inversible à droite (resp. à gauche) et si x~1 est l'inverse
à droite (resp. à gauche) de x, v(x ) - - v(x)

c) x + y « y implique v(y) ̂  v(x).

d) l'ensemble des x 6 A tels que v(x) ^ 0 est un sous-demi-anneau unitaire
B de A. Il sera appelé le "demi-anneau de la valuation".

e) si A est un anneau, toute valuation de A considéré comme anneau (au

sens vaination dans un anneau) est une valuation de A considéré comme demi-anneau
(au sens ci-dessus) et réciproquement.

Théorème 2.6. D est <^-normal si et seulement si, il existe une famille

/̂ iel de valuations sur le demi-anneau r(*^g), à valeurs dans le groupe additif
de l'anneau Z des entiers rationnels, satisfaisant aux conditions:

(Kl) l'image de r(^g) par v^ est Z, Vi,

(K2) f | B ^ - T(^), B^ étant le demi-anneau de la valuation v.,

(K3) V^ €r(-^tg), l'ensemble des indices i tels que v.(X) ^ o est fini,

(K4) Vi € I. 3 X € r(-^-g) tel que v^(X) - 1, v (X) - 0 si j ^ i .

Les axiomes (Kl), (K2), (K3) ci-dessus correspondent aux axiomes (AK,), (AK ),
(AK^) utilisés par BOURBAKI (cf. [s] , p. 6) pour définir les anneaux de Krull aU
moyen des valuations sur un anneau.

Les conditions sont nécessaires;

a) Définition de v^(X).

D étant ̂ -normal, soit [C1(M^)J^ la famille des éléments maximaux de r(e<)/<.

Si X SD, nous poserons v. (X) " 0, V i ê I.

Si X^D, X entier, il existe des entiers a^ 0, définis d'une façon unique,
tels que ^ _ a^ 0

C1(X) - T||ci(M^)J , avec la convention: (̂ C1.(M )J est égal à C1(D).

Nous poserons v.(X) » a., V i € I.

On peut remarquer que, si X et Y sont entiers, Î S Y équivaut à v (X) - v (Y)
pour tout i.

Si X 6 ̂ -^g), X peut s'écrire sous plusieurs formes équivalentes, si

X « î s-1 - s"^ - •^t-1 ,

nous avons sY^ - X" t, d'où soî1- X^î, et comme r(<^)/A est un demi-groupe de
Dedekind et un semi-groupe,

v^(s) + v^ÏQ " V ÎT) + v^(î),

donc, v^) - v^(s) = v^ÏQ - v^(î) ,
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donc, v^) - v^<s) - V^CYO - v^(T) ,

ce qui est par suite encore égal à v^xQ - v^(s). Nous poserons alors

v^(X) " v^^) - v^(s) , et ceci pour tout i de I.

b) Les v^ ainsi définis sont des valuations sur r(cP^g).

L'axiome (V3) est satisfait d'après la définition de v.(D).

Il en est de même de (V4) puisqu'il n'y a pas d'éléments œ , rÇ^'a^/d étant un
b

groupe,

L'axiome (VI) est satisfait: X - s""^ et Y - T't"1 Impliquent

îoY - s"1^ e T^t"1. Or, il existe 2 tel que
B-IX"- o yT . z s"1 , d'où XoY - Z(ts)~1,

de sorte que:

v^(XoY) - v^(Z) - v^(Ts) - v^? Y^ - v^(îo s) -

- ^(X^) + v^î1') - v^(î) - v^(s) - v^(X) + v^(Y).

Enfin l'axiome (V2) est satisfait: l'indice i étant fixé, si X et Y sont entiers,
nous avons ^ ^

C1(X) - L^^J • cl<x^) et C1<Y) -LCKM^)] i . 01(7")
où X' et ?' sont deux a-idéaux entiers tels que v.^X1") - v.Ô^) - 0 .

En supposant a^ ̂  b^ et en posant c^ - b^ - a^ , nous en tirons, fêtant régulière

pour l'addition, -. - r iai - oc<
C1(X + Y) - [C1(M^)J 3-. C1(Z), où Z - X' + (Mp - o Y' .

Si a^ - b^ , c'est-à-dire si v^(X) - v^(Y), nous avons bien l'inégalité

v^(X + Y) > infjv^(X), v^(Y)].

Si a^ ^ b^ , nous avons X^M^ car v^^îT) - 0 et car C1(M.) est une classe pre-

mière, donc a 'fortiori Z^M^, ce qui entraîne v.(Z) - 0 et par suite

v^(X + Y) - inf^(X) , v^(Y)J .

L'axiome (V2) étant vérifié dans le cas des a-idéaux entiers l'est dans le cas gé-

néral, car, X - PS" et Y - Y^s"1 impliquent v.(X+Y) - v.OF1 + Y^) - v.(T).

c) Les axiomes (Kl), (K2), (K3), (K4) sont satisfaits.

(Kl): v^M )̂ - n et v^(D: M^11) - — n si n > 0 , v^(D) - 0.

(K3): c'est une conséquence de la définition de v.(X).

(K4): i étant fixé, v^(fi^) - 1 et v,(iî ) - 0 si j^ i .

(K2): B étant l'intersection des demi-anneaux des valuations v., X « X's~1 où
v^(X')"a^ , v.(s) » b^, donne v.(X) « a. - b..

Si X € B, les a^-b^ sont positifs ou nuls. Si a^ - b. ,V i, alors X'ss, donc

X» D et X € r(j4-). Si les a^-b^ ne sont pas tous nuls, soit Z le a-idéal produit

(dans un ordre arbitraire) des M^0^1"151^ où a^ ^ b^. Alors Z o s ^ X » , d'où Z5 X
et X€.r(-Q(-). Ainsi B est contenu dans r(3a(-).

Comme la définition des v^ montre que r(-°(-) est contenu dans B, nous avons bien



68 CHAPITRE IV

B » rC-^4.

Les conditions sont suffisantes ;

Soit (v^).,,. une famille de valuations sur le demi-anneau r(-^lg) vérifiant les

axiomes (Kl), (K2), (K3) et (K4). Ce dernier axiome montre l'existence de M^ tel

que: A
v^) = 1 , v^) » 0 si j ^ i.

a) D.'M. et D'»M. sont distincts de D.

(K2) montre que M.é r^*-), d'où DgD.'M.. Il existe, d'après (Kl), un a-idéal

M' tel que v.(M') - -1.
^ ^ A ^s ob

Si v.(M') « a, avec a < 0, le a-idéal N^ « M' o (M.) (en posant b = -a) est
tel que:

Vj(Np » 0, et v^(Np - v^(M? si k ^ j .

Comme il y a au plus un nombre fini d'indices j pour lesquels v (M.) est non nul,

nous pouvons supposer M' tel que v.(M? ^0 pour j ^ i.

L'axiome (K2) montre alors que M..®M' est contenu dans D, d'où M'S-D.'M. et, d'

après la remarque 3.2c, v.(D.'M^) ^ v. (M?, ^j.

Il en résulte v.(D.'M.)^-l , donc D.'M. ^ D.

Un raisonnement analogue permet de voir que D'.M. est distinct de D.

b) v.(D.'M^) " -1 si j » i , v.(D.'M^) » 0 si j ^ i.

M^o(D.'MpC D donne v, (M? + v.(D.'M^) ̂  0,V j, soit

-v^) ^ Vj(D.'M^) < 0 , \/ j ,

puisque DCD.'M. donne v.(D.'M.) ̂  v. (D) = 0,'^j. Nous avons alors,

v (D.'Mp = 0 , pour j ^ i, et v^D.'M? « 0 ou -1.

Comme v^(D.'Mj) as 0 impliquerait D.'M^^D, en contradiction avec ce qui a été

établi en a), nous avons v. (D.'M.) = -1.

On a un résultat analogue en ce qui concerne D'.M..

Il en résulte que, quel que soit l'entier rationnel n, il existe un a-idéal X.

tel que:
v^(X^) = n , v^(Xp " 0 si j ^ i .

c) v^(D.'X) » v^(D'.X) » -v^(X) , \/X € r(5^g),^i6 I.

Xo(D. 'X)ÇsD implique v.(X) + v^(D. *X) ̂  0, ̂  i. Or, il existe Y tel que

v^(Xoî) » 0 , Vi (si v.(X) =0 , ̂ i, il suffit de prendre Y = D, sinon, { 1, 2,.

.., p 1 étant l'ensemble fini des indices j tels que v.(X) ^ 0, il suffit de pren-

dre Y égal à X^ o X^ o ... o x^ , où X est tel que v^(X.) » 0 si k ^ j et

v^(X ) » -v^(X)).

Nous avons donc X<»Y S D, d'où Y Ç D . ' X , et ,
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- v^(X) ^ v^(D.-X) ^ v^(Y) - - v^(X) ,\/ i .

Ainsi, v^(D.-X)—v^(X) ,Vx 6 rCP^g), V i € I.

On démontre de même que:

v^(D'.X) - -v^(X) ,Vx6.r(-^g) et V i €1.

d) v^(X) - v^(Y) , ^/ i € I ^———^ X SY(A-).

v^(X) « v^(Y) , ̂  i implique

vJxe(D.-Y)] - 0 ,\/i ,

donc, Xo(D.'Y) S D, soit D.'YC: D.'X , et par suite D.'X - D.'Y, X et Y jouant le

même rôle. Un raisonnement analogue montre que l'on a aussi D'.X < D'.Y.

Ainsi Xss î(^»)« La réciproque est une conséquence de c).

e) D est <9r -normal.

Les résultats obtenus en c) et d) montrent que r(<^r_) est équirêsidué

(Xe(D'.X)SD donne D'.X ç, D.'X, de même (D.'X)oXÇD donne D.'XSsD'.X, d'où

D.'î - D'.X). Ainsi l'équivalence d'Artin dans r(-^g) est régulière.

Si X € r(-^), posons v^(X) - a^. Si les a^ sont tous nuls, v^(î) - v.(D), Vi,

donc XSD. Dans le cas contraire, si ï l , 2, ..., p'V est l'ensemble (fini) des i

tels que a^ ^ 0 (alors a.> 0), nous avons pour tout i,

v^(X) -v^081 o ... oMp 0 ^)

donc. M0 8 1 o ... o g ̂ sr X.i p —

Cette décomposition est unique d'après d). De plus Cl(M.) est couvert par

C1(D) : si M^S M C D, nous avons v^ (D) ̂  v^ (M) ̂  v (M? , ̂  j , d'où v (M) - 0

si j ^ i. Si v^(M) - 0, M est congru à D, si v^(M) - 1, M est congru à M<. Ainsi
D est .̂ Tg-normal.

Définitions 2.3.

a) D étant .̂ g-normal , les valuations v^ définies dans le théorème 2.6. se-

ront appelées les "valuations essentielles" de r(.^(ç).

b) D étant ^g-noirnial, (v^)^ la famille des valuations essentielles de

^•^•'S^' il existe P0111" chaque i un a-idéal S-régulier M., maximum dans sa classe
module ^Z., tel que v^(M^) - 1, v (M )̂ - 0 si j ^ i. Cet a-idéal est S-réguliex

premier. Il sera appelé le "a-idéal associé à la valuation essentielle y.-".
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3. Demi-groupes intégralement •^-clos.

Nous appellerons "cas classique" le cas où D est le demi-groupe multiplicatif

d'un anneau commutât if, intègre, noté également D, où S ss D - ^OJ et où ̂ r est le
k-systême sur D. D(S) est alors le corps K des fractions de l'anneau D, r(^(-,) est

b

l'ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de l'anneau D.

Nous ferons intervenir, dans le cas général, des a-idéaux S-réguliers de la forme

x, avec x = ts~1, t, s € S. Un tel a-idéal est égal à Dx, ou encore à xD. De plus,

il est inversible dans r(-^g) et son inverse peut s'écrire sous l'une des formes

D'.x, D.'x , ït" , Dsf1 , st"^. Nous avons x » D*.(D.'x) » D.'(D'.x), x^ - x ,̂
^ç/p entier strictement positif.

Définition 3.1. Nous utiliserons dans certaines questions, en le précisant ex-

plicitement, l'hypothèse suivante, appelée "hypothèse (H)" :

5» ^^^ x , V x €r(5t).
x € snx

qui peut encore s'énoncer'sous la forme équivalente:

X » XHS , ̂  X 6 r(X).

Si D est un demi-groupe unitaire avec zéro (resp. sans zéro), renversable à droi-

te et à gauche, dans lequel tout élément distinct de zéro (resp. tout élément) est

simpliftable à gauche et à droite, nous pouvons prendre S égal à D - \Q\ (resp. é-

gal à D). D(S) - \0\ (resp. D(S)) est alors un groupe. L'hypothèse (H) est vérifiée

En particulier, elle l'est dans le cas classique.

Remarque 3.1. L'hypothèse (H) étant vérifiée, rG?^-) est équirésidué.
b

X • X' s"1 Implique X - ( ̂ -^^^ x) s"1 - ^^-^^ xs~1 ,
^^ x € s n x ' x&snx '

d'oùD.-X-D.-^S/xs-l) -mD.-xs^) - 0 sx-Ï - H (D- .xs^) -D-^VXS^) -
» D'.X.

L'équivalence d'Artin dans r(^g) est donc régulière quand l'hypothèse (H) est
vérifiée.

Proposition 3.1* L'hypothèse (H) étant vérifiée^il y a équivalence entre
a) C1(X) ^Cl(Y) ,
b) Y ç z ) X g z .

(X et Y sont des a-idéaux S-réguliers, z un élément S-régulier).

Remarquons que, quel que soit le a-idéal S-fractionnaire Y, il existe un élément

S-régulier z tel que Y Çz : si Y - Y' s"1 , il suffit de prendre z égal à s~1.

a)a==>b): C1(X) <C1(Y) et Y S 2 impliquent D.'z SD.'Y SD.'X, donc

XSD'.(D." X)SD'.(D.'2) • î.
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b) ass^a): D.'Y est de la fome Zs-1. L'hypothèse (H) permet d'écrire
Z - ^^^-^ 2 , de sorte que D.'Y - (\/z) s~1 -Vzs-1 , d'où

z c snz /^i ^^ "̂̂
YÇD'.(D.'Y) - D'.iyzs-1]- 0(D'.zs-1) - Hsz"1 . Comme b) est vérifiée,

Y&sz"1 implique XS sz~1 » d'où XÇOsz""1 - D'.(D.'Y), et par suite
D.'Y " D.|D'.(D."Y)JSD.'X. Un raisonnement analogue montre que l'on a w

D'.Y^D'.X, ce qui entraîne C1(X) ^C1(Y).

Notons que l'hypothèse (H) n'a pas été utilisée pour établir que b) était une
conséquence de a), et que, lorsque (H) n'est pas vérifiée, il est possible que b)

implique a) ou que b) n'implique pas a) (cf paragraphe 4.E.).

Corollaire. L'hypothèse (H) étant vérifiée, il y a équivalence entre

a) X S Y (^L),

b) XSz < )Yfez.
(î et Y étant des a-idéaux S-réguliers, z un élément S-régulier).

Remarque 3.2. Ce corollaire montre que, dans le cas classique, X étant un idéal

fractionnaire non nul, il y a équivalence entre les notions de classe d'équivalen-

ce de X module l'équivalence d'Artin, et de "diviseur" au sens de BOURBAKI. Il y
a de même équivalence entre: X est maximum dans sa classe module ̂ î et X est un

"idéal divisoriel" au sens de BOURBAKI.

Définition 3.2. D sera dit "complètement intégralement ^g-clos dans D(S)" si

pour tout élément x S-régulier pour lequel il existe un,a-idéal X, contenant D, tel

que x011^ X q11®1 q"® soit l'entier n strictement positif, on a x Ç.D.
^y

Dans le cas classique: pour que l'anneau D soit complètement intégralement ^^~~

'clos dans K, il faut et il suffit qu'il soit complètement intégralement clos au

sens de BOURBAKI (c f j^?} , p. 20).

Théorème 3.1. L'hypothèse (H) étant vérifiée, il y a équivalence entre

a) D est complètement intégralement ̂ ^-clos dans D(S),

b) r(^Tq)/^^ est un groupe.

a) ===^b) : Si nous montrons l'équivalence suivante, z étant S-régulier et X un

a-idéal S-régulier, X®(D.*X) Cz 4™"^ D çz, nous aurons (corollaire de la propo-

sition 3.1.) Xo(D.'X) «D, ainsi C1(X) sera inversible quel que soit X S-régulier
et r(«^g)/Q^ sera bien un groupe.

Il est clair que D Ç; z implique X^D.^^z. Inversement, supposons Xe(D."X)crz,

et soit y un élément S-régulier tel que X Sy* Nous avons D.'ydD.'X, puis

Xo(D."y)SX°(D.'X) Çz, d'où z~1 o X cy. Ainsi X^Y implique z^oXSy, et par
'̂ ^t0^ ^ ^ ^ j *'""

suite z"1 °XÇy, vn^O. La proposition 3.1. montre que ceci entraîne

Cl(z'"î ox) ^Cl(X), \/ n >.0. Nous pouvons supposer X maximum dans sa classe modu-
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lo .̂, alors z-1 "oXÊX , Vn> 0. Ainsi z^î^eTX'.X, \^n > 0. Comme D£X\X et
comme D est complètement intégralement * ,̂-clos dans D(S), ceci montre que nous a-

vons z"^- 6 D» z ^ f iD et DÇz. Ainsi rC^g)/û^ est bien un groupe.

b) a—^ a) : Soit x un élément S-régulier pour lequel il existe un a-idéal X, con-

tenant D, tel que x ÇT^ > ^V11 ^ ®* Posons Z » ̂  ^ x on. Z étant contenu dans
n^1

^ est un complexe S-fFactionnaire et nous pouvons considérer le a-idéal Z qui est

S-régulier. Alors xoZ - x.Z fi 2 donc Cl(x). C1(Z) ^Cl(Z). Comme r(^g)/^ est un
groupe (ordonné) ceci implique Cl(x) ^Cl(D), donc x ^D et a) est vérifiée.

Dans le cas classique» on obtient le théorème 1 de BOURBAKI (cf [s],?. 5).

Remarques 3.3.
a) L'hypothèse (H) n'intervient pas pour démontrer que b) implique a). Il

en résulte que si D est 9^-normal, D est complètement intégralement ^'-clos dans
D(S). C'est ainsi que l'anneau D de Birkhoff-Witt (cf paragraphe 4.E.) est complè-
tement intégralement ̂ --clos dans D(S) bien que l'hypothèse (H) ne soit pas satis-
faite puisque le k-idéal S-régulier Y n'est pas l'union des y où y € s0ï.

b) Par contre si (H) n'est pas vérifiée, D peut être complètement intégra-
lement <?'-clos dans D(S) sans que r(^g)/A soit un groupe (cf paragraphe 4.D.).

Théorème 3.2. L'hypothèse (H) étant vérifiée, D est ^^g-normal si, et seulement
8i» ^_

a) D est complètement intégralement ^••clos dans D(S),

b) ï(W)IÛL vérifie la condition de chaîne ascendante.

Il suffit d'utiliser les théorèmes 3.1. et 2.3.

Dans le cas classique, le théorème ci-dessus n'est autre que le théorème 2 de
BOURBAKI (cf ^sl.p. 7). Il y a donc équivalence dans le cas classique entre

a) D est un anneau de Krull,
b) D est <?('-normal.

D

Dans le cas classique l'axiome (K4) du théorème 2.6. est donc une conséquence
.des axiomes (Kl), (K2), (K3). La question se pose de savoir s'il en est encore de
même daas le cas général.

Définition 3.3.
a) Un élément S-régulier, x, de D(S) sera dit "^T-entier sur D" s'il_— ^ —____—^—^—_—

existe un entier n strictement positif tel que
x-f i .D.^x-1 .

Les éléments S-réguliers de D, c'est-à-dire les éléments de S, sont-?^-entiers
sur D.

b) D sera dit "intégralement^*-clos dans D(sy*si tout élément S-régulier
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de D(S) qui est ^-,-entier sur D appartient à D.
b

Ces définitions prolongent les définitions classiques»

Proposition 3.2. Si D est complètement intégralement S'-clos dans D(S), D est

intégralement ̂ --clos dans D(S),
b

x étant un élément S-régulier de D(S) Ptg-entier sur D, il existe un entier n^O

tel que x^CT D + -E- î01 (- X). Nous avons alors DgX et x^SX, Vp >0, d'où

x ^ D puisque D est complètement intégralement .^-clos dans D(S). D est intégra-

lement ^^,-clos dans D(S).

Proposition 3.3. Si D est intégralement ̂ -clos dans D(S) et si r(f^4-) vérifie

la condition de chaîne ascendante, D est complètement intégralement -^^-clos dans

D(S).

Soit x un élément S-régulier pour lequel il existe un a-idéal X, contenant D, tel

que x^C: X ,\/n > 0. Si X - X's-1 nous avons x^o s^X^^n >0, et s^X' .

Posons Yo • S » ?n " s + J L x ° ° s , pour n >1. Puisque r(S^) vérifie la

condition de chaîne ascendante l'ensemble des y^ (i ̂  0) contient au moins un élé-

ment maximal , y . Or, m ̂ n implique y £y , l'élément maximal y est donc

maximum, ce qui nous donne en particulier y - " y , ce qui implique:

x S D + ^— x • Cette relation exprime que x est -^-entier sur D, donc que

x appartient à D puisque D est intégralement -^-clos dans D(S). Ainsi D est com-

plètement intégralement -^Ç-clos dans D(S).

Dans le cas classique les propositions 3.2. et 3.3. redonnent des résultats con-
nus.

Théorème-3.3. (H) étant satisfaite et r(^<-) vérifiant la condition de chaîne

ascendante, D est «^g-normal si, et seulement si, D est intégralement -^-clos
dans D(S).

C'est une conséquence du théorème 3.2. et de la proposition 3.3. L'hypothèse (H)

n'est pas nécessaire (cf paragraphe 4.E.). Il en est de même de la condition de

chaîne ascendante concernant r(^) puisqu'il existe des anneaux de Krull non noe-
thériens.

Théorème 3.4.^ étant le d-systême bilatêre sur D, T un complexe de S vérifiant

dans D les six conditions (S), si sT » Ts, Vs € S,

a) le complexe U - S.T-1 et le d-systême bilatêre ̂ défini sur D(T) véri-

fient dans D(T) les six conditions (S) (et D(S) peut être considéré comme le demi-

groupe des fractions de D(T) relativement à U) ,

b) si D est intégralement ^-g-clos dans D(S), D(T) est intégralement La-
clos dans D(S).
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La propriété a) résulte de ce que S et T vérifient dans D les conditions (S) et
de,la condition: sT - Ts , ̂ s €> S (utile pour établir la relation uD(T) • D(T)u,
^ u ̂  U). La propriété b) se démontrera en utilisant le

Lenme 3.1» x"! (n > 1) étant un élément de D(S) défini à partir d'un élément

S-régulier x - vs~ et d'un élément t de S, il existe u 6 S tel que u x^ - (xt)°

a) Si a € S, il existe b é S tel que xa " bx.

Les conditions (S3) et (S4) assurent l'existence de w 6 S tel que as - sw, et
de b € S tel que vw • bv, ce qui donne

xa • vs a • vws " bvs" " bx •
b) Comme t ê S, l'alinéa précédent montre l'existence de u» € S tel que

xt - u^x. Alors u t̂ - (xt)2. S'il existe u , € S tel que u ^ "-t - (xt)11"1,

l'alinéa a) montre l'existence de u €, S, tel que x(tu ,) " u x, d'oû

ujft - xtuyf '1 ! - (xtXxt)^1 - (xt)^ La propriété est donc valable quel que
soit l'entier n (n > 1).

JîêapiasfratipT^ .de_b)j_ x étant un élément U-régulier de D(S) (de la forme x • uv

avec u 6 U, v ^ U) est un élément S-rêgulier de D(S) (de la forme x " st , avec

s 6 S, t é S). Le d-idéal engendré par x dans r(^g) sera noté x et x - Dx - xD.
Le d-idêal engendré par x dans r(^^) sera noté Ï et ï - D(f)x - xD(T).

Supposons x ^-entier sur D(T). Il existe alors un entier n >0 tel que

ï011^1^'1') + JE- x » donc, jetant le d-systême, tel que

"x^C D(T) U [^ 'x011 , c'est-à-dire tel que
Li-1 J

x" € D(T) ou tel que x11 6, DWx13 pour un certain entier p (0 ̂  p < n). Il existe

donc un entier m (m > 0) et un élément t € T tels que x^t ç D. Nous pouvons trouver
d'après le lemme, û  € S tel que û x"1! - (xt)°1. Ainsi "ft0 g^D, relation exprimant

que xt est 9 -̂entier sur D, d'où xt ̂  D, puisque D est intégralement ^^-clos dans

D(S). Nous en déduisons x €.D(T), ce qui établit que D(T) est intégralement ^̂ r,-
clos dans D(S).

Nous avons un théorème analogue en ce qui concerne les anneaux:

Théorème 3.5. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, ̂ r" le k-système

bilatère sur D, T un complexe de S vérifiant dans D les six conditions (S), si

sT - Ts,Vs € S,
a) le complexe U - S.T"1 et le k-systême bilatère Défini sur D(T) véri-

fie les six conditions (S) (et D(S) peut être considéré comme le demi-groupe mul-

tiplicatif de l'anneau des fractions de l'anneau D(T) relativement au complexe U).

b) si D est intégralement<?Tg-clos dans D(S), D(T) est intégralement^-
clos dans D(S).
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la démonstration de a) se fait comme précédemment. Pour établir b) nous utilise-

rons les mêmes notations que dans le théorème 3.4. Si l'élément U-rêgulier x est

^-entier sur D(T), il existe un entier n (n ^0) tel que

^on "ç.1 w 0 1

x Œ D(T) + 2L x .
^ i»l

Comme yffest le k-systême, il existe des éléments y^ , y^, ..., y^_^ de D(T) tels

que: x1 - y^ + xy^ + ... + ̂ '\^ • ^
T étant réversible à gauche, nous pouvons supposer les y. de la forme d.t , où

d. C D, t £T. Ainsi x^ = d + xd^ + . . . .+ x11" d^ . Or, (lenme 3.1.) il existe

u € S tel que u x^t » (xt)11 , et si a € S il existe b € S, tel que ax - xb (rai-

sonnement analogue à celui de l'alinéa a) du lemme ), il existe donc v fi S tel que

u x13 sa x^ . Nous avons donc (xt)11 " u d + xv,d, + ... + x11 v ,d - , ce qui
n Ê.en ^ -o(n-n n ° c^

implique xt ^ D + x + . . . + x , autrement dit xt est •>%-entier sur D, et

xt fi. D, puisque D est intégralement-?T--clos dans D(S). Ainsi x ^D(T) et D(T) est

intégralement ^^-clos dans D(S).

Théorème 3.6. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau, ̂  le k-systême

bilatère sur D, P un k-idéal S-régulier premier, si T " S-P est non vide et tel

que si = Ts, Vs ç. S, et si l'hypothèse (H) est satisfaite dans D par S et^r-,

a) D(T) contient un seul k-idéal U-régulier maximal, lequel est égal à

P.D(T). L'anneau D(T) sera alors dit "U-local",

b) l'hypothèse (H) est vérifiée dans D(T) par U - S.T"1 et le k-systême

bilatère ̂ âéfini sur D(T),

c) si rC^^Î vérifie la condition de chaîne ascendante, et si D est •"'fc-

normal, l'anneau U-local D(T) est ^-normal.

Remarquons tout d'abord que S vérifiant les conditions (S) et P étant premier, T

vérifie les conditions (S) dans D de sorte que le théorème 3.5. est applicable.

On vérifie facilement que P.D(T) est un k-idéal U-régulier de D(T), distinct de

D(T) puisque l'élément unité de D(T) n'appartient pas à ce k-idéal. D'autre part,

si X est un k-idéal U-régulier entier de D(T), distinct de D(T),'XOD est alors
«/ ^ -i

un k-idéal S-régulier de D, ne rencontrant pas T, et tel que X - (XHD)T . Par

suite (?riD)OS£Pns, d'où, l'hypothèse (H) étant vérifiée dans D, SUD &P

et^CP.T"'1 - P.D(T). P.D(T) est donc le seul k-idéal U-rêgulier maximal de D(T).
^ -1 >/
X étant un k-idéal U-rêgulier entier de D(T), dt €. X (d ê D, t € T) implique

^/ ^
d G. XÏÏD. Comme (H) est vérifiée dans D par S et ̂ -,et comme xiïD est un k-idéal

S-régulier de D, il en résulte d ê (ÎÏÏD) OS, soit d ç. ÏD S, de sorte que

dt~1^ ?OU t'^CXnu, puisque ÏnsSX'O S CXOu. Nous avons donc?£?Du,

d'où ?- ?OU et l'hypothèse (H) est vérifiée dans D(T) par U et ^^

D étant ?f- g-normal est complètement intégralement ^r-clos dans D(S), donc in-
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tégralement »?T-clos dans D(S), et par suite D(T) est intégralement ̂ ^.-clos dans

D(S) (théorème 3.5.). Comme (H) est vérifiée dans D(T) par U et (^T\ et comme

r( ffy^ vérifie la condition de chaîne ascendante, D(T) est ^̂ -nonnal (théorème

3.3.).

Remarques 3.4.

a) Nous avons un théorème analogue en prenant pour D un demi-groupe quel-

conque, pour *-?T"le d-système bilatêre sur D, pour P un d-idéal S-régulier premier.

b) Comme T = S-P la condition sT = Ts , Vs €. S est toujours vérifiée si

s €T, si bien qu'il suffit d'imposer sT « Ts, Vs 6. SOp.

c) rÇ^y) vérifie la condition de chaîne ascendante si l'ensemble des

k-idéaux entiers S-réguliers de D, ne rencontrant pas T, vérifie la condition de

chaîne ascendante.

Proposition 3.4. D étant ^r --normal, (v.f)^^T ^-a famille des valuations essen-

tielles de r(-^«), B. le demi-anneau de la valuation v., T un complexé de S véri-

fiant les conditions (SI) et (S4), J l'ensemble des i € 1 tels que v.(î) «O ,

Vt €T. Alors D(T) = f ) e(B.), en posant e(B.) » t——) X, D(T) étant le
i € J l X € B.

demi-groupe des fractions de D relativement à T.

Remarquons que T satisfait aux six conditions (S). Posons e SB l * e(B.).
-.1 i € J i

a) D(T) S €• xt appartenant à D(T), il existe un a-idéal S-régulier
-1 "^ -1 - ^^contenant xt , par exemple t = Dt . Si i € J , v.(t) » 0, d'où v.(t-1) " 0 et^^ - i i.

t - €. B^, par suite xt~1 € e(B.) , Vi € J, d'où xt-1 é £ et D(T) S e •

b) e Çg D(T). Si :̂s € e nous pouvons supposer, si D contient un élément

zéro, xs~ ^ 0 (car xs~ •= 0 implique xs~ € D(T))« Soit X l'intersection de l'en-

semble non vide (il contient s"~l) des a-idéaux S-réguliers contenant xs~ . Comme

xs~1 ç. e(Bp, en supposant i 6 J, il existe un a-idéal S-régulier X.€ B. tel que

xs~1 € X^ . Nous avons alors XCX. , ce qui entraîne X € B. et par suite X£e(BA

Soit K l'ensemble des k € I tels que v^(X) < 0. Si k € K, X ^appartient pas à B,,

d'où X^e(B.) et k é j . Il existe donc t, ê T tel que v,(i,)> 0, et un entier
— A "^kt K K

n^ (n^>0) tel que v^ Xo(t^) J ^ 0. L'ensemble K étant fini d'après (K3), ran-

geons les (t,) K, où k parcourt K, dans un ordre déterminé et considérons leur pro-

duit u. Ce produit dépend de l'ordre choisi, mais v.(u) en est indépendant, Vi €.1,

car, s' et s" étant deux éléments de S, v.(s's") » v.(S'os")= v.(s') + v.(i"),

Nous avons alors v^(Xou) ̂ 0. V i € I, ce qui Implique XeS CD. Si iT » Xou , X

est égal 9 X^u , et comme u €.T, X est contenu dans D(T), d'où XS'^Ê D(T) et

e s D<T)•
Nous avons donc bien D(T) = ( ^ e(B.).

i € J <^/_
Proposition 3.5. L'hypothèse (H) étant vérifiée, D étant ^r-normal, D(S-M )

est égal à e(Bq) si S-Mq est non vide, M étant le a-idéal associé à la valuation
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essentielle v •q
Pour le démontrer, il suffit de montrer que J « ̂ q| , J étant l'ensemble des

i 6 I, tels que v. (t) " 0, ̂  t 6 S - M . Soit t € S - M , ï est congru module CL
— on-i à on - i — —à un produit de la forme M- -e . . . e M P , et comme t ̂  M , M ne figure pas

dans l'ensemble M , , . . . , M , d'où v (t) " 0 et q € J. D'autre part i + q entraîne
H^M et par suite, l'hypothèse (H) étant vérifiée, M.O S^M 0 S. Il existe
donc un élément t tel que t 6 5.0 S, t^ M 0 S. Nous avons alors v . ( î ) ̂  0, d'où
i ^.J. Ainsi J » fq} et la proposition 3.4. montre que D(S-M ) " e(B ) .
Proposition 3 . 6 . S contenant l'élément unité de D, l'hypothèse (H) étant satis-

faite et D étant <̂ 54- -normal, tout a-idéal S-régulier premier contient un a-idéal
S-régulier premier non congru à D.
S contenant l'élément unité de D, S - A est non vide quel que soit le a-idéal A

distinct de D. D'autre part, il suffit de démontrer la proposition en supposant que
le a-idéal S-régulier premier P est distinct de D puisque S contient des éléments
non inversibles dans D. Soient (v.»).(eT ^a famille des valuations essentielles de
rC^4g), J l'ensemble des i € I tels que v . ( î ) » 0 , Vf € S-P , M le a-idéal as-
socié à la valuation essentielle v , où q € J. Nous avons

f ^ e(B^) « D(S - P) S ̂^ " D(s ~ ̂q̂i € «J
Si p €. S - P, il existe donc a € D , m é S -M tels que p » am , c'est-à-dire
tels que m " pa, ce qui montre que p ̂  M car m ̂  M et par suite que S-P C S-M ,
d'où S H M C;S HP et, l'hypothèse (H) étant vérifiée, M Œ P, ce qui démontre la
proposition.
Théorème 3.7. S contenant l'élément unité de D et l'hypothèse (H) étant vérifiée

il y a équivalence entre
a) D est «-^^-dedekindien,. s
b) D est ̂ -g-normal et tout a-idéal S-régulier premier distinct de D

est maximal.
a) ——^b) : c'est une conséquence des théorèmes 2.1. du chapitre III et 2.5.
b)——>a): P étant un a-idéal S-régulier premier distinct de D contient un a-idé-

al S-régulier premier M non congru à D. Nous avons donc P » M et P n'est pas con-
gru à D. Ainsi fl, est l'égalité (théorème 2 . 1 . ) et D est j4 -dedekindien (théorème
2 . 5 . ) .
Théorème 3.8. S contenant l'élément unité de D, l'hypothèse (H) étant vérifiée,

D est ̂t -dedekindien si, et seulement si,
a) rC?t) vérifie la condition de chaîne ascendante,
b) D est intégralement -̂ g-clos dans D ( S ) ,
c) tout a-idéal S-régulier premier distinct de D est maximal.
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Les conditions sont nécessaires d'après les théorèmes 2.4. et 2.1. du chapitre M

3.2. du chapitre IV, et la proposition 3.2. du chapitre IV. Les conditions sont

suffisantes d'après la proposition 3.3. du chapitre IV et les théorèmes 3.2. et 3.7
de ce même chapitre.

Théorème 3.9. D étant le demi-groupe multiplicatif d'un anneau,.̂  le k-systême

bilatère sur D, S un complexe de D vérifiant les conditions (S) et contenant l'élé-

ment unité de D, P un k-idéal S-régulier premier minimal (et distinct de D), si

a) L'hypothèse (H) est vérifiée dans D par S et M,

b) T » S - P est tel que st - ts ,V s. €. S ,V t € T,

c) L'ensemble des k-idéaux entiers U-réguliers de D(T), où U • S.T~1, vé-

rifie la condition de chaîne ascendante 9

d) D est -^--normal,^. o ,
D(T) est alors ̂ -dedekindien et le groupe formé par les k-idéaux U-réguliers de

D(T) est un groupe cyclique admettant P.D(T) comme générateur. ( <^é tant le k-sys-

tême bilatère défini sur D(T)).

Le théorème 3.6. montre que D(T) est ^Ç-normal. D'autre part P.D(T) étant un

k-idéal U-régulier maximal de D(T) est U-régulier premier. Nous allons montrer que

P.D(T) est le seul k-idéal U-régulier premier de D(T) distinct de D(T).
v ,̂ ^

Soit X un k-idéal U-régulier premier de D(T), distinct de D(T). X' - XH D est un

k-idéal S-régulier de D ne rencontrant pas T, donc contenu dans P puisque l'hypo-

thèse (H) est vérifiée. Soient Y^ et Z^ deux k-idéaux S-réguliers de D tels que

?o 2^ fiX1. On vérifie facilement que Y » T-1 Y"' T~1 et Z » T~1 ? T-1 sont des

k-idéaux U-réguliers de D(T), ce sont d'ailleurs les k-idéaux engendrés dans D(T)

par Y7 et Z\ Soient s" yt~ € Y et u^zv"1 € Ï (s,t,u,v € 1 , y € Y1 , z € Z"').

Il existe un k-idéal Z^ de D tel que Z^ut = utZ" et un élément z" de Z^ tel que

zut » utz".'La condition st « ts, Vs € S, Vt € T Implique s0z7" SOz" , d'où,

(H) étant satisfaite, ? - Z^ et z" appartient à Z^. Ainsi (s^yt"1) (u'̂ v"1) -

s'"lyz"(vut)~l , avec yz" € iT.Z^ Çî? , de sorte que

(s-^t"1) (u^zv-1) e T-l ? T-l » Ï.

Nous avons donc ?.?SX, ce qui équivaut à Ïo? ̂ Ï, d'où^ eS ou Ï SÏ puisque

X est U-régulier premier, et enfin î1 £ iT ou ̂ çT car F C? H D et Z^^On.

Ceci exprime que le k-idéal X7 est S-régulier premier, et par suite égal à P, ce

qui entraîne X = P.D(T). Le théorème 3.7. montre alors que D(T) est <;: -̂dedekin-
dien.

Comme D(T) ne contient qu'un seul k-idéal U-régulier premier distinct de D(T), le

groupe T(ffy^) est un groupe cyclique engendré par P.D(T). Tout k-idéal entier

U-régulier de D(T), distinct de D(T), est une puissance (strictement positive) de
P.D(T).

Remarque 3.5. Le théorème est encore valable si la condition b) est remplacée par
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l'ensemble des deux conditions
b') T « S - P est tel 'que sT - Ts , >/ s € S,
b") ^b € D, V t € T, il existe u 6 T, d €. D tels que bu - tbd.

La condition b) a été utilisée pour appliquer le théorème 3.6., ce que permet la
^/

condition b')» et pour montrer que, X étant un k-idéal U-régulier premier de D(T),

distinct de D(T), X7 - XflD était un k-idéal S-régulier premier de D, ce qui per-

met la condition b"). En effet, supposons aDb Ç X"' (a é D, b € D), et soit t €, T.

Il existe alors u € T et d €. D tels que bu " tbd, donc tels que f^-bu * bd , et

aDbS^ implique aDt-^buS^ , puis aDf^-bS^T u^s^ Ceci ayant lieu pour
V V ^ V

tout t de T donne a D(T) b £X, d'où, X étant premier, a €. X ou b € X et par suite

a € X"1 ou b ç, ^T, ce qui montre bien que ? est un k-idéal S-rêgulier premier de D.

Si D est commutatif, b), b') et b") sont toujours vérifiées.

Remarque 3.6. On a un théorème analogue en prenant pour D un demi-groupe quelcon-

que, pour^^le d-système bilatère sur D, pour P un d-idêal S-rêgulier premier mi-

nimal (et distinct de D).

4. Exemples de demi-groupes-?»g-dedekindiens ou -?tg-normaux.

4•A. Remarques préliminaires.

Les théorèmes 1.2. et 1.3. du chapitre III ont été appliqués au demi-groupe rÇ^t)

des a-idéaux entiers S-réguliers. Ils sont bien entendu applicables au demi-groupe

^t- lui-même (<-?( étant supposé bilatère). C'est ainsi que le théorème 1.3. du

chapitre III, permet, par exemple, d'établir que:

Si le a-système bilatère*^ est un demi-groupe de Dedekind,

a) le a-système radical associé à «^4-(cf. exemple 6.3. du chapitre I) est

un demi-groupe de Dedekind idempotent,

b) le a-systême-quotient ^9r-/A , où A € ^f- , (cf. exemple 6.5. cha-

pitre I) est un demi-groupe de Dedekind.

Dans un demi-groupe unitaire D, il existe un d-idêal bilatère maximal et un seul,

il est formé par l'ensemble M des éléments inversibles ni ^ droite, ni à gauche.

Par suite, si le d-système bilatère sur D est un demi-groupe de Dedekind, les

d-idéaux bilatères sont des puissances de M. Par exemple, D étant le demi-groupe

avec élément unité e, engendré par deux générateurs a et b auxquels on a imposé les

conditions sf» e ( p entier fixé, p ^2) et ba " b, les d-idéaux bilatères sont de

la forme b » î011 ( n > 0 ) et le d-système bilatère est (un demi-groupe de Dede-

kind.

4.B. Premier exemple: matrices.

D étant un demi-groupe satisfaisant aux conditions (I)» (2), (3) de l'exemple
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6.1. du chapitre 1 et aux conditions supplémentaires
(4) (a & b) & c » a & (b & c) , \/a,b,c 6. D,
(5) 3 e 6 D tel que ea » ae « a , V a C D,
(6) 3 0 e D tel que 0 ^ e , Oa - aO - 0 e t a & O - O & a - a Va € D,

(D est un demi-anneau avec élément unité et élément zéro), nous désignerons par D
l'ensemble des éléments de la forme

a!! • • • ^nt
A » .•.•..••......• , en abrégé A - [a^j , où a^ € D, V i, j

^nl • • • a^

et nous définirons dans cet ensemble deux opérations: à A '"^a..J et à B "(b—J

l'une associe A & B = L^J > où ^ = ^41 & b.. , Vi, j, l'autre associe
AB »fd^] , où d^ » a^ b^ & a^ b^ & ... & a^ b^ , V i , j .

Ces deux lois définissent sur D une structure de demi-anneau où les conditions (I)
à (6) sont vérifiées. Les éléments du demi-anneau D seront appelés ''matrices
d'ordre n sur D".

<̂ ?T- étant le a-système bilatêre sur D dans lequel X est la partie stable pour la
loi & engendrée par DXD (c'est-à-dire le a-système bilatêre défini dans l'exemple
6 . 1 . du chapitre I, ou encore le a-système formé par les idéaux bilatêres du demi-
anneau D ) , X étant un complexe de D , nous désignerons par E(X ) l'ensemble desn c^9 ~ n
éléments des matrices de X^, par X l'ensemble des matrices dont tous les éléments
appartiennent à E(X ) . L'application qui à X associe X est une a-opération bilatê-
re sur D^. La vérification des axiomes (AI), (A2),(A3) est immédiate. Celle de (A4)
se fait en remarquant que:

a) E(X^).D.E(Y^)£E(X^),
b) E^).E?Y^-£EÎXDJ7,

c) un a-idéal de «^r étant stable pour la loi &, les éléments de la matri-
ce AB appartiennent à E(X D Y ), si A EX et B C Y .n n n n n

<^» C^» <-— '̂"3 /^_
Noua avons alors ^-^SX^D^Y^ et (A4) est vérifiée. Le a-système bilatêre ^7/7
ainsi obtenu est le "a-système bilatêre de D^ associé à^ ".

Tout a-idéal de ̂  peut s'écrire X - E(X ), il suffit de prendre pour X l'en-
semble des matrices dont tous les éléments appartiennent à X.
L'application

f: x - ÎZT") 6 ̂  e ) f(x) - Ï e ̂n n ^~
est une bijection de^ sur ̂ . De plus ^ + ̂  étant l'ensemble des matrices
dont tous les éléments appartiennent à E (X, U Y ) ("ÈTx") +E?Y"") ) f(X) + f(Y) est
^-, . ̂  . ̂  „. . ^ ^ n n . n n
égal à f(X + Y) . D'autre part X^° Ŷ  est l'ensemble des matrices dont tous les
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éléments appartiennent à E(XD Y ) , autrement dit à îîx~)og(Y ) , carn n n n n
E^D^)£E(X^.D.E(Y^) - Ê .̂ S E(X^) ,

f(XoY) est égal à f<î)of(Y). Ainsi f est un isonorphisne du demi-anneau ̂ sur le
demi-anneau ̂7^. Il en résulte que, si l'ensemble des a-idéaux non nuls de ̂  est
un demi-groupe de Dedekind, il en est de même de l'ensemble des a-idéaux non nuls
de^.
Remarquons que:

a) .ce qui précède est encore valable sî  est remplacé par un a-système
bilatère quelconque pouvu que

x € X , x ' € X , y € Y , y ' ^ Y ) xy & x'y' €. X o Y .
b) Si D est un anneau unitaire, ̂^ le k-système bilatère sur D.^hest

alors le k-systême bilatère sur l'anneau D ,
c) Si D est un demi-groupe unitaire avec zéro, dans lequel ab " 0 Implique

a » 0 ou b - 0, la loi x & y « y , si y ̂  o, x & y - x, si y - 0, jointe à la mul-
tiplication de D, donne à D une structure de demi-anneau où les conditions (I) à
( 6 ) sont vérifiées. Les a-idéaux du a-système bilatère -^défini sur D, comme dans
l'exemple 6 . 1 . du chapitre I, ne sont autres que les d-idêaux bilatêres de D. Par
suite, si l'ensemble des d-idéaux bilatêres non nuls de D est un demi-groupe de
Dedekind, la construction précédente fournit, pour chaque valeur de n, un demi-an-
neau et un a-système sur ce demi-anneau dont l'ensemble des a-idéaux non nuls est
un demi-groupe de Dedekind. La construction peut, par exemple, se faire à partir du
demi-groupe défini à la fin du paragraphe 4.A. après adjonction à D d'un élément
zéro.
Revenons au cas où D vérifie (I) à ( 6 ) , ̂  étant le a-système bilatère formé par

les a-idéaux bilatêres du demi-anneau D. Si S est un complexe de D vérifiant (SI),
(S2),(S3) et (S4), S et M vérifient alors (S5) et ( S 6 ) . Soit S l'ensemble des
matrices "scalaires" [a^] . où â  - 0 si i ̂  j , â  • â  - n . . - â  - s avec
S E S . Les six conditions (S) sont satisfaites par le a-système 9^ et le complexe
S^, ce qui permet de définir un a-système Ŝ -fractionnaire sur D . L'application
f précédente est alors un isomorphisme du demi-anneau r(-^) (resp. r(^ ) ) sur
le demi-anneau r(^)^) (resp. r^g ) ) , de sorte que si D est ̂^ -dedekindien ou
^4^ -normal, D est ̂h -dedekindîen ou ̂ >î ç - normal.

n n

Plaçons nous dans le cas particulier où D est un anneau intègre. L'hypothèse (H)
est alors vérifiée dans D par le complexe S - D - [o) et le k-systême ̂ f. De
plus si P̂  est un k-idéal premier non nul de D^, distinct de D^, Ï9 est l'ensemble
des matrices dont tous les éléments appartiennent à un k-idêal premier non nul, P,
de D. distinct de D. Si T̂ - Ŝ  - ̂  , Û  - S^.T^"1 , si ̂est le k-systême bilatê-
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re sur D^Cy» ^C )̂ e8t alors un anneau U -̂local (cf théorème 3.6.). Si D est un
anneau de Krull et si D^(T^) est noethérien, D (T ) est alors ^ ĵ -dedekindien et

le groupe formé par les k-idéaux U -̂réguliers de D (T ) est un groupe cyclique ad-

mettant P .̂D^(T^) comme générateur (cf. théorème 3.9.) car l'hypothèse (H) est vé-
rifiée dans D^ par le complexe S^ et la a-système bilatêre ^J .

4.C. Deuxième exemple.

D étant un demi-groupe avec élément unité e, ^^f un a-système bilatêre sur D

de caractère fini, et S un complexe de D tels que les conditions (S) soient satis-
faites. Si

a) /̂ X 6 r(^ ), 3 x € D tel que X - Dx • xD ,
b) Dx « xD implique x « Dx,

D est t̂ -o-dedekindien.
ô

r(-^") vérifie la condition de chaîne ascendante car *̂ r est de caractère fini
et tout a-idéal S-régulier admet un générateur réduit à un seul élément (raisonne-

ment identique à celui de la proposition 4.6. du chapitre I). De plus, la condition
( » ) à droite est satisfaite: si A et B sont deux a-idéaux S-réguliers liés par

A SB CD, il existe a et b tels que A « Da « aD, B » Db « bD. a est donc de la

forme a • bc, et bDc - bcD. B étant S-régulier contient un élément de S de la forme
db. L'égalité dbDc - dbcD implique, db étant simplifiable. De « cD, d'où c "De = eu
Nous avons donc

B o c • DbDc - Dbc" - Da - A (1)

Le a-idéal c est S-régulier car A l'étant A contient un élément de S qui est de la

forme fa, et fbc € S FIS • D'autre part (1) montre que A Se. Si l'égalité a lieu

il existe g 6 D, tel que c » ga - gbc. Or, c étant S-régulier, il existe he D, tel

que ch € S et ch » gbch donne gb » e car ch est simplifiable. D'où D » DgbcDb = B,

en contradiction avec l'hypothèse B C:D. Ainsi A est strictement contenu dans c et

W à droite est vérifiée. Le théorème 2.3. du chapitre III montre alors que D est
*^4- g-dedekindien.

JPranier̂ e_agp î̂ at̂ iMi: En prenant pour D le demi-groupe multiplicatif d'un anneau

principal, pour S l'ensemble des éléments non nuls de D, pour^^-le k-systême, on

retrouve le résultat connu: un anneau principal est un anneau de Dedekind.

^euxi&ae^agp î̂ at̂ î n^ Soit D l'ensemble des quatemions de la forme

a + bi + cj + dk, où a, b, c, d sont tous quatre des entiers rationnels, ou sont

tous quatre des fractions irréductibles, non nulles, de dénominateur égal à 2.

L'addition et la multiplication des quatemions définissent sur D une structure

d'anneau. Soit <?( le k-systême bilatêre défini sur D et soit S l'ensemble des qua-

ternions de la forme a, où a est un entier rationnel non nul.^i- est de caractère

fini et les conditions (S) sont satisfaites. De plus, pour tout k-idéal à gaucher,

il existe un quaternion q C D tel que A » Dq (cf. Cl6] , p. 307, théorème 374). On
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en déduit que pour tout k-idéal bilatêre A de D, il existe un quatemion q € D tel

que A » Dq " qD, et la condition a) est satisfaite. Il en est de même de la condi-

tion b). Le demi-groupe multiplicatif de D est donc c-?Tq-dedekindien. Dans cet

exemple tout k-idéal bilatêre entier non nul est S-régulier, ce qui permet d'énon-

cer le résultat obtenu:

L'ensemble des idéaux bilatères non nuls de l'anneau formé par les quatemions

a + bi + cj + dk, où a, b, c, d sont tous quatre des entiers rationnels ou tous

quatre des fractions irréductibles de dénominateur 2, non nulles, est un demi-grou-

pe de Dedekind (et un semi-groupe)•

4.D. Contre-exemple: quatemions.

Soit D l'anneau des quatemions de la forme a + bi + cj + dk, où a, b, c, d sont

des entiers rationnels. On peut montrer facilement que l'ensemble des quatemions

s de D tels que Ds » sD est l'ensemble T des quatemions de la forme

u + vi + wj + xk, où u, v, w, x satisfont à l'une des conditions

a) |u [ »(v ) " |w | » (x | ^ o

b) deux des quatre entiers u, v, w, x sont nuls, les deux autres ayant

même valeur absolue différente de zéro,

c) trois seulement des quatre entiers u,v,w,x sont nuls.

(̂- étant le k-système bilatêre sur D, S l'un des ensembles

S - T,

S " ^ q € D | q » a , a entier non nul j ,

S " î q é D ( q » a ou a i , a entier non nul ) ,

S m { q 6 D \ q 9 a ou a j , a entier non nul ] ,

S ^ l q C D j q ^ a ou a k . a entier non nul ] ,

S » [q é D | q » a, ou ai, ou aj, ou ak, a entier non nul J ,

les six conditions (S) sont satisfaites, et dans les a-systèmes S-fractionnaires

obtenus tout k-idéal S-fractionnaire non nul est S-régulier.
^

S étant l'un quelconque des ensembles précédents, D n'est pas -^——dedekindien,

ni même .̂ (--normal, car r(<-^~(,) n'est pas intégralement fermé. Si s " 2n (n>0)

et si P « jn(l+i+j+k), n(l-i-j-k)j , le k-idéal S-fractionnaire A- ̂  s"1, qui

contient strictement D, est idempotent, ce qui montre bien que r(̂ p(--,) n'est pas
b

intégralement fermé. L'ensemble des idéaux bilatères non nuls de l'anneau D n'est

donc pas un semi-groupe (cf. (l^J » p. 161, théorème 7), ce qui peut se voir di-

rectement en remarquant que ^o A^ « s o p", bien que ̂  ^ s , À7" étant le k-idé-

al précédent et s étant toujours l'entier 2n. On peut aussi montrer que le demi-

groupe r(«^4--,) est équirésidué, la démonstration peut se faire, grâce à la remar-
" ^ A

que l.lc, en montrant que XoY CD implique YoX Ça.D.

En remplaçante?^ par le d-système bilatêre et en prenant pour S l'un des comple-
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xes précédents, le demi-groupe multiplicatif de D n'est pas «-^T-dedekindien, ni
même t-̂ 4g-normal (même raisonnement).

Signalons qu'il existe des complexes S, vérifiant les conditions ( S ) , autres que
ceux que nous avons indiqués, par exemple, l'ensemble des quatemions de la forme
a, où a est un entier non nul non multiple d'un nombre premier fixé. Dans cet exem-
ple, tout k-idéal S-fractionnaire non nul n'est pas nécessairement S-régulier.
Reprenons pour ̂  le k-systême bilatère et pour S l'ensemble des quatemions de

la forme a, où a est un entier rationnel non nul. L'hypothèse (H) n'est pas véri-
fiée, mais par contre on peut s'assurer que D est complètement intégralement <-^-
clos dans D ( S ) . Puisque r(^('g)/^. n'est pas un groupe, D n'étant pas -̂nor-
mal, ceci montre que dans le théorème 3 . 1 . , a) n'implique pas nécessairement b) si
(H) n'est pas satisfaite.

4.E. Troisième exemple: l'anneau de Birkhoff-Witt.

Soit D l'anneau de Birkhoff-Witt formé par l'algèbre obtenue en adjoignant à un
corps commutât if K les deux générateurs X et Y, non permutables, liés par XY-YX-X.
<̂ 54 étant le k-systême bilatère défini sur D, l'ensemble S des éléments de D de
la forme X1* (p entier strictement positif) satisfait aux conditions ( S ) .
Tout k-idéal entier A , contenant un élément non nul de la forme JE- a X11 (a € K,

n > 0) est S-régulier, car, si A ̂  D, un élément non nul de A de la rorme ̂  a.X1

(a^ € K, i > 0) dont le degré, quand on le considère comme "polynôme" en X, est
minimum est de la forme â X11 (n > 0). On le démontre en utilisant le fait que,

m ,
si P " JE. a^X appartient à A, il en est de même de Q " PY - (Y + m)P,
Tout k-idéal entier non nul. A, est S-régulier. Pour l'établir on montre que, P

étant un élément non nul de A, de degré n par rapport à Y quand il est écrit sous
la forme 2L» flj^1 > l'élément XP - PX, qui appartient aussi à A, est non nul

^ » J •
et qu'il est de degré par rapport à Y strictement inférieur à n quand il est écrit
sous la forme précédente.
Il en résulte que tout k-idéal S-fractionnaire non nul est S-régulier. D'autre

part, l'ensemble des k-idéaux S-réguliers est intégralement fermé. Pour l'établir,
il suffit de montrer que cet ensemble ne contient pas d'élément idempotent conte-
nant strictement D. Soit A = A^ s"1 » s"1 A"' (s - X11 , n > 0) un k-idéal S-réguli-
er idempotent contenant D. Ces hypothèses impliquent sD&A^, puis

s A1' « sD ?"£ A^.PÇA^O^ « ̂ û - s(AoA)s - s A s - s AÏ ,
donc A " . A ' « s A ' . Soit p le plus grand entier positif ou nul tel que tout a'€ A^
puisse s'écrire sous la forme a' » ̂ p fjL a . . X 1 ^ ] ( a , , C K ) . Les relationsL ij 1J -» ij
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A" « (Y + m)^ et Y"^ = X̂ Y - m)11 montrent que p est aussi le plus grand
entier positif ou nul tel que tout a* ç. A* puisse s'écrire sous la forme

a' s ^ .^L b^ X^ j Xp (b^. é K ) , ou encore le plus grand
entier positif ou nul tel que tout a" €, A" puisse s'écrire sous la forme

a" » xP / -̂  c X1 ̂  \ ( c . , é K ) , ou sous la forme
' - ' • » 4 -̂J — •*-Jr ^" "i

a" sa ̂ -2- d^ X1 Ŷ xP (d^ é K ) . D'autre part le produit de deux
i>J _

éléments de D - S est un élément de D - S. La relation A".?^ = s A' montre donc que
2p = p + n , d'où p = n. Ainsi AÏ est de la forme A' = s B. La condition (S5) mon-
tre que B est un k-idéal. L'inclusion DCA donne alors sD = Ds CÂ' = s B , d'où
DÇ B, et par suite D = B, donc A » A' s~1 = sDs"1 = D.r( ̂ 4) est bien intégrale-
ment fermé •
Enfin l'anneau de Birkhoff-Witt est noethérien à gauche et à droite r(«-^)/^.

vérifie donc la condition de chaîne ascendante. Le théorème 2.2. montre alors que
le demi-groupe multiplicatif de l'anneau de Birkhoff-Witt considéré est -^,-norma].S
Le demi-groupe multiplicatif de D n'est pas ^^,-dedekindien, car X est un k-idé-

b
al premier ( on établit en montrant que les relations A ̂  X, B ̂  X, ADBÇX, où
A, B G D, sont incompatibles) non maximal puisque strictement contenu dans le
k-idéal S-régulier Y distinct de D.
Si P est un k-idéal S-régulier premier, S - P est vide puisque S - P est un demi-

groupe quand il est non vide, de sorte que P contient X. X est donc minimum dans
l'ensemble des k-idéaux S-réguliers premiers et par suite X est le seul k-idéal
S-régulier premier non congru à D module l'équivalence d'Artin. Le groupe r(-?^ )/6LS
est donc un groupe cyclique admettant la classe d'équivalence de X comme généra-
teur.
Nous avons signalé (cf. remarque 3 . 3 . a ) que l'hypothèse (H) n'était pas vérifiée

dans D par S et ̂ . Néanmoins les propriétés a) et b) de la proposition 3 . 1 . ou
de son corollaire, sont équivalentes. Soient A et S deux k-idéaux S-réguliers tels
que A ç̂ z < ^ B ̂ z, où z est un élément S-régulier de D ( S ) , z » X1" , avec r en-
tier rationnel non nul, ces k-idéaux sont tels que

D:z SD:A 4——> D:z sD:B .
Comme A et S sont congrus module ̂  à des k-idéaux de la forme Xp ou X4, puisque
r(^1-^)/OL est un groupe cyclique admettant la classe de X comme générateur, on
en déduit A S B (CL).

Soit S l'ensemble des éléments de D de la forme X1113, où p est un entier fixé
strictement supérieur à 1, n un entier strictement positif. Les conditions (S) sont
satisfaites par S et par le k-système bilatêre ̂  sur D. Comme S CS, il existe
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un homomorphisme (unique) f de D(S ) dans D(S) tel que g m f®h, g et h étant les
homomorphismes canoniques de D dans D(S) et D(S ) • Cet homomorphisme est ici injec-
tif et surjectif, il constitue donc un isomorphisme de D(S ) s u r D(S) et nous pour-
rons identifier D(S) et D(S ) . Tout k-idéal S-fractionnaire (resp. S-régulier) est
S -fractionnaire (resp. S -régulier) et réciproquement. Le demi-groupe multiplica-
tif de D est donc -^"S -normal.
L'hypothèse (H) n'est toujours pas vérifiée dans D par S et le k-systême bila-

tère sur D. Mais les propriétés a) et b) de la proposition 3. 1 . ou de son corol-
laire, ne sont plus équivalentes. Nous avons

^z<^xP^ç;z

ynpz étant un élément S -régulier de D(S ), c'est-à-dire de la forme X ', n étant un
P P

entier rationnel non nul, bien que

D:^-X^ X^-D:^.
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