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Sur 1 ' axiomatique des systèmes générateurs, des rangs, • • •
Applications à certains problèmes combinatoires
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Introduction

Ce travail reprend en partie la rédaction de ma thèse. Il contient

des résultats obtenus depuis, notamment dans les chapitres I, II, III et V qui ont

été entièrement refondus.

L'objet primitif de ce travail a été l'étude du problème de géo-

métrie algébrique suivant !

Soient pour i = 1,.,., n , M. = (x3) n points de 1 espace

affine K sur le corps K et k un sous-corps de K. A quelles conditions peut-on

choisir pour chaque point M. une de ses coordonnées x " 1 ' , de sorte que les n

éléments de K ainsi choisis soient algébriquement libres sur k ?

La propriété :

Vj <= {l,...,n} , dimal̂  k (M^ / iej) ^ Card J

s'est avérée nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, d'où l'intérêt

d'étudier cette propriété combinatoire associée à la dimension algébrique dans le

cas d'autres dimensions»

Dans BOURBAKI [ C, II, 5 ] , § 5 , exercice 14, P. 108 et

dans Commutative Algebra de P. SAMUEL et 0. ZARISKI [L] , chap. I, § 21 et

chap. II, § 12 et 17 , est définie la structure de <p-espace pour étudier les

propriétés communes des espaces vectoriels, des extensions de corps et des p-bases,

propriétés associées aux notions de parties libres, de bases et de dimension.

La première partie de ce travail a donc pour but d'étudier les

espèces de structures qui peuvent être définies en partant des notions de parties

libres, bases, rang ou dimension, fonctions génératrices, fermetures algébriques

et sous-espaces. Le langage fonctoriel étant désormais classique (voir J. BENABOU

[P] et C. EHRESMANN [R]), et les espèces de structures, qui seront définies, étant



espèces de structure au sens de BOURBAKI
[c, I, 4] , le chapitre 1 a pour objet de dégager les "bonnes" structures grâce
aux équivalences et aux déductions, qui sont des cas particuliers d'isomorphismes
fonctoriels. Deux espèces de structure sont ainsi mises en évidence ;

a) La structure de -^-espace : ensemble E muni de <S? c. t=>(E), de caractère
fini (les éléments de ^£ sont les parties libres).

b) La structure de <p-espace : <̂  -espace E tel que, pour toute partie finie
X de E, les parties libres maximales incluses dans X ont toutes le même nombre
d'éléments.

Les planches 1 et II résument les systèmes d'axiomes équivalents
et les équivalences canoniques de structures pour les ^ -espaces elles <p-espaces.
La planche III est un diagramme commutatif contenant un certain nombre de fonc-
teurs fondamentaux définis dans le chapitre I.

Voici un bref historique concernant ces questions : Hassier
WHITNEY dans [ n ] a étudié pour les ensembles finis des systèmes d'axiomes équi-
valents pour les notions de rang, base, partie libres, parties liées et bases
complémentaires. En 1948, Richard RADO a étendu la notion de rang aux ensembles
infinis dans [10] . Les structures définies sont essentiellement équivalentes à
celle de <p-espace. Récemment P. SAMUEL et 0. ZARISKI dans Commutâtive Algebra
ont étudié une-structure équivalente définie à partir d'une fonction génératrice.
Par ailleurs, l'étude des treillis géométriques ( [ E ] , IIIe Partie) et d'une
manière générale les recherches sur les fondements de la géométrie (voir E.ARTIN
[A] et R. BAER [o] ) ont conduits à définir des espèces de structure plus ou
inoins équivalentes en partant des notions de sous-variétés ou de sous-espaces.
Indiquons en outre les articles de HAUPT, NOBELING et PAUL [ 3 ] et de Richard RADO
[ç] où sont introduits des systèmes d'axiomes équivalents à ceux des <p-espaces,
et le livre de Marshall HALL [r] chapitre 20, où sont étudiées en détail les
géométries projectives planes.



La notion de circuit (partie liée minimale), introduite par
Hassier WHITNEY dans [n] , simplifiera beaucoup de démonstrations. Cette termi-
nologie est issue de la théorie des graphes (les graphes planaires sont canoni-
quement munis d'une structure de <p-espace, voir [ 1 2 " ) ) .

Le chapitre II consiste en l'étude de ces deux espèces de struc-
tures grâce aux morphismes qui ont été définis au chapitre I. Les structures
image réciproque et somme directe existent toujours, par contre, pour les p̂-espaces
les structures produit ou quotient n'existent pas en général. La réduction d'un
<p-espace associée à l'image réciproque permet de préciser les liens entre les
tp-espaces et les treillis géométriques. Quelques énoncés sur le problème de repré-
sentation terminent ce chapitre.

Le chapitre III est un chapitre Charnière entre cette première
partie et les problèmes combinatoires. L'on rencontre le mot "disjonction" en
théorie des ensembles (sous-ensembles disjoints), en théorie des corps (disjonc-
tion linéaire ou algébrique)... • Ces disjonctions sont de deux types : la dis-
jonction linéaire est de nature initiale, i.e. est liée à la notion de produit,
alors que la disjonction algébrique est de nature finale, i.e. est liée à la
notion de réunion ou somme. D'où deux types de disjonction :

a) La disjonction simple, qui contient les disjonctions ensembliste et algé-
brique. Après avoir étudié cette disjonction dans les ^-espace, et notamment y
avoir analysé la propriété de translation, l'on démontre des propriétés particu-
lières à la disjonction dans les ^-espaces, propriétés qui sont déjà combinatoires

^) La disjonction double, qui contient la disjonction linéaire.

La deuxième partie a pour objet la résolution de problèmes combi-
natoires, finis ou infinis, sur les «^-espaces, voire les ^-espaces. Les chapines
IV et V sont consacrés au :



Problème Etant donnée une famille de cardinaux (a.). - , caractériser les

familles ^pi^T de Parties d(un ^P-espace E, pour qu'il existe une famille

tp-disjointe ( Y _ ) incluse dans (X.) (i.e. pour tout i, Y .^X . ) et telle que

pour tout i, dim ip (Y.) == a. ; et construire une telle famille (Y.) quand elle

existe.

Une condition nécessaire d•existence sîimpose :

Vj c 1 , dim <p (X ) s a . ( 1 )

où l'on écrit : X - U X^ [i&j] et a. = I a^ [i^j] .

L'on dit qu'une famille (X^) est de type (a^) quand la condition (1) est

réalisée.

Au chapitre IV l'on démontre :

1°) Si 1 est fini, toute famille (X.) de parties d'un <p-espace E, de type (a.)

contient une famille ^-disjointe de type (a.).

Quand les a^ sont finis, deux démonstrations sont données, d'où

deux méthodes (suppressibilité et empilement) pour construire une famille disjointe

incluse et de type (a.)

Ce résultat a pour cas particuliers le théorème de KONIG-HALL et

un théorème de Richard RADO (voir [l0] ).

2°) Le résultat 1°) est vrai dans un ^f-espace E si et seulement si E est

un <p-espace.

Les familles infinies sont étudiées au chapitre V. Voici les

principaux théorèmes :

3°) Toute famille (X^) de parties d'un <p-espace E, telle que pour tout i

dim <p (X^) soit finie, contient une famille M?-dis jointe de type (a.) si et

seulement si :

YJ s- ^ (I) , dim <p (X ) ^ a.



où S^(l) est l'ensemble des parties finies de I.

Ceci généralise un théorème de Richard RADO (lemme 1 de [lu])

4°) Toute famille dénombrable (X.) telle que, pour tout i dim ip (X.) soit

infinie, contient une famille disjointe (Y.) telle que pour tout i,

dim ç (Y.) = dim <p (X.)

{Pour les familles telles que Card I ^ ui , cet énoncé est faux

en général).

5°) Si l'on admet^seulement l'axiome du choix, l'on a :

Soit pour une famille (a.). ,. de cardinaux infinis, L l'ensemble des a, et les

propriétés :

(a) Pour tout cardinal <£L tel que ^ = VL ou L soit singulier,

l'on a : Card {i | a^ == ^ } ^ ^

(b) Pour tout cardinal {. s- L tel que -f ^ U et € soit régulier,

l'on a : Card {i | a^ == ^ } ^ ^

(c) Toute partie X de L telle que :

VY cX , Sup Y e. X U ^ Sup X}

vérifie Ord (X) ^ œ

(d) L'ensemble des cardinaux 'i de L tels que :

^ ^ 1 ^ i et Sup L 0 0^-,n) = ^

où -? est le cardinal de cofinalité de -? et ]^-, { [ l'ensemble des cardinaux<î^,

a un cardinal strictement inférieur à t/6 .

Toute famille (X.) de parties d'un <p-espace E telle que dim 4>(X.)

soit infinie pour tout i et telle que (dim ip(X.) )•.:-.• vérifie les propriétés

(a), (b), (c) et (d) , contient une famille <p-dis jointe (Y.) telle que :

pour tout i el, dim ç (Y.) = dim ip (X.)
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(Les conditions (a), (b), (c) et (d) sont restrictives, et seuls des cas

marginaux signalés au passage, sont restés ouverts).

6°) Si l'on admet l'axiome du choix et l'hypothèse du continu généralisé,

toute famille (X.). , de parties d'un <p-espace E telle que, pour tout i€l,

dim <p(X.) soit infinie, et telle que la famille (dim <p (X.)). - vérifie les
1 1 1 <£. 1

propriétés (c), (d) et :

(a«) V^L , Card{i|a^ = ^} ̂

contient une famille ^-disjointe (Y.) telle que :

pour tout i&I, dim <p (X^) == dim ip (Y.).

Ce chapitre se termine par une étude complète des familles dénombra-
bles.

Au chapitre suivant, après avoir examiné la manière dont peut s'é-

changer un élément d'une base donnée avec un autre élément pour obtenir une

nouvelle base, l'on étudie les circuits généralisés, i.e. les ensembles "f? de cir-

cuits tels qu'il existe une partie libre L pour laquelle les circuits de ^ ont

au plus un élément en dehors de L, Quand L est fixée, la correspondance galoi-

sienne : ^ —»> ^ & - L est un isomorphisme de l'ensemble des circuits généra-

lisés définis par L sur ^(<p(L) - L) ordonnés par l'inclusion. D'où la fonc-

tion L^ = UL^ [x€.X]. L'on a ainsi une généralisation des "Systèmes fondamen-

taux de circuits" de Hassier WHTTNEY. Une propriété caractéristique combinatoire

des circuits généralisés est exposée par le théorème 4. Des applications à des

constructions de ip-espaces permettent d'améliorer un résultat de H. WHITNEY

([n]. Appendice) concernant les ^-espaces IF -représentables. Avec ces tech-
niques, l'on démontre alors :

Soit E un <p-espace et k un entier ^1. Pour qu'une partie S de E

admette une partition formée de k parties libres, il faut et il suffit que S

vérifie l'une des propriétés équivalentes :

(P^) Card S^k et pour tout X e. ^ (s) , Card Xé.k . dim <p(X)

(P'^) Card S ^ k et pour tout sous-espace A de dimension finie,

Card ( A U S ) ^ k . dim tp ( A n S)

Ayant démontré ce théorème sur les espaces vectoriels, M. RADO se

demandait si une condition nécessaire et suffisante de représentabilité d'un

tp-espace comme partie d'un espace vectoriel n'était pas la validité de ce théorème.
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Le dernier chapitre est une théorie constructive des changements
de base. Pour les définir, il a été nécessaire d'établir le lemme combinatoire de
7 . 1 . L'importance des changements de base faibles est qu'on peut en démontrer
l'existence pour tout ordinal dénombrable....

Plus précisément :
Soient X et L deux bases d'un 4>-espace E, é. un bon ordre sur X.

Si Ord ( X , ̂ ) ̂  ̂  , alors il existe au moins une injection u de X dans L telle
que : L - u(X) + X soit une base de E et VxeX , (L-u ( J <_ , x [ ) ) U (J<_, x)
soit une base de E.

Quelques considérations sur des notions plus fortes et des exemples
sur les matrices montrent la complexité de ces questions.

Je tiens à remercier vivement Monsieur le Professeur SAMUEL, mon
directeur de thèse, pour les conseils avisés et les encouragements qu'il m'a
constamment prodigués, et pour la confiance qu'il m'a toujours témoignée. Ce
travail lui doit beaucoup et je le prie d'accepter ma sincère gratitude, ainsi
que Monsieur le Professeur BENZECRI, qui m'a engagé dans la recherche.

Je prie Monsieur le Recteur MARTIN et Monsieur le Doyen BOCLE, mes
premiers maîtres, qui m'ont conseillés depuis mes débuts, d'agréer l'hommage de
mon profond respect et de ma sincère reconnaissance.

J'exprime ma sincère gratitude à Messieurs les Professeurs GUERINDON
et GLAESER, et à Monsieur BENABOU pour leur aide et pour l'intérêt qu'ils ont
porté à mon travail.

Enfin je ne saurais non plus oublier l'aide et les encouragements
de Messieurs les Professeurs ANTOINE et METIVIER, ainsi que de tous ceux qui
m'ont entouré au cours de mes études. Que tous veuillent bien croire à ma recon-
naissance.
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û
f-̂

>̂<
m
ï

M
v)
^<

K

3
X

H

?î

^

^
1
u

^

^

<<-»<
>^

Ï̂
-s
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PLANCHE III

Diagramme récapitulatif des principaux facteurs définis
au chapitre 1 •

projection

^ ^____plein

Ce diagramme est commutatif, les flèches représentant des

foncteurs ensemblistes.

^_^ sont des isomorphismes

c—^ sont des fondeurs d* inclusion, ou des foncteurs injectifs
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Chap. I____Axi ornât ique sur les parties libres

et les parties ou familles génératrices

1.1. Int roduct ion

Les notions de parties libres, rang, partie liée, circuit, fonctions gé-

nératrices, fermetures et treillis sont du langage courant de nombre de théories

dans la Mathématique» L'objet de cette première section est de définir les struc-

tures naturelles obtenues en généralisant ces notions dont les cas particuliers

sont bien connus et de comparer les diverses généralisations obtenues. Il se dé-

gage de cette étude deux structures importantes :

1°) ^-espace : couple (E ,oï?) formé d'un ensemble E et d'une partie ^ de

^ (E) , de caractère fini.

2®) tp-espace : couple (E, ip) formé d'un ensemble E et d'une fermeture <p,

de caractère fini et vérifiant un axiome d échange qui'sera précisé.

Certaines des équivalences de structure qui sont présentées ont été étu-

diées par H, Whitney [ 1 1 ] pour les ensembles finis, R. Rado [l0J pour les rangs,

B. Jonsson [ 4 J pour les fermetures et les treillis, • • •

Voici quelques précisions sur le langage utilisé pour les équivalences

de structures et de catégories

Pour éviter toute difficulté de logique, tous les ensembles considérés

sont supposés appartenir à un même ensemble universel dans lequel on peut faire

les opérations ensemblistes usuelles (voir C, Ehresmann [ R ], introduction,

pp. VIII et IX), et Ens est de la catégorie des applications entre ces ensembles.

Une catégorie ensembliste est alors un couple ((^ , S) formé d'une caté-

gorie C et d'un foncteur fidèle S de 'C dans Ens appelle fondeur d'oubli. Un

fondeur ensembliste de (^, S) dans (fi,*, s î) ^st alors un fondeur F de ^

dans Ç1 covariant tel que S = S' o F . (^, S) et ( jC^' , S') sont dites iso-

morphes si et seulement si il existe un isomorphisme ensembliste de ^ sur .̂' •

Si les objets de fi (resp. (Q* ) sont des ensembles structurés par une

espèce de structure ^ (resp. ^9') , ̂ et t^' sont équivalentes (au sens de

Bourbaki [c, I, 4] , Cl, n° 7) si et seulement si (I c .̂ S) et (I J '̂ , S')
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sont isomorphes (I ̂  sous-catégorie des isomorphismes de '6 ). Voici en outre
quelques propriétés :

1) Un foncteur ensembliste est déterminé par les transformés des objets (on

en déduit aisément alors les transformés des morphismes).

2) Si F et G sont ensemblistes et si F o G existe, F o G l'est aussi.

3) Si F est ensembliste et inversible, alors F" est ensembliste.

Ces notions s'étendent aisément aux foncteurs ensemblistes contrava-
riants.

Pour tout ensemble E, l'on écrit ,C (E) l'ensemble ordonné des objets

au-dessus de E : A^.B si et seulement si l'application identique de E est un

morphisme de A dans B (si 1 isomorphisme de A sur B entraîne A == B sinon

préordre seulement).

1.2.- Parties libres, rangs, parties liées, bases et circuits

1.2.3.T -£ "espaces

Définition 1.- L'on appelle ^ -espace tout couple (E ,o^) formé d'un ensemble

É et d'une partie-^ de î» (E), de caractère fini, i.e. vérifiant l'axiome^ :

(L^) ( Y X e ^(E)) ( (X€^) «=> (V'Y € ^ (X) , Y€.f))

Les X € »€ sont alors appellées des parties libres (ou ^f -libres)

Si X est libre, toute partie de X est libre.

Exemples :

1°) Tout A-module à gauche M. L'on peut définir entre autres les ensembles

de parties libres suivant :

l a ) -2^== { X | X C M et \/x^X , X Â X -{x ̂

où X - {x \ est le sous-A-module engendré par X - -(x} • Ce sont les parties

liïrs^-^lâs81^®8^.- —-
* V (X) est l'ensemble des parties finies de X

^ (X) est l'ensemble des parties de cardinal p, de X
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1 b) ^ = { X | X C M et ((Z\^ x[xeXj= 0)^ (VxeX, ^ x = 0) )).

où Z- est une combinaison A-linéaire.

Quand M est unitaire, ^ ^ -^ ; mais ^ == °^ si et seulement si
A/I est un corps où 1 est l'annulateur de M. (voir [C, II, 2] , n° 12 , p.45).

2°) Soit B sous-anneau de A, ^ (resp. ^ ) l'ensemble des parties X de
A telles que ** :

V Y = { ^ ,..., y^ £ ^(X) , Vf^B (X., ,..., Xj

f (y 4 » • • • > y ) = 0 entraîne f = 0

(resp. V x € X , i/Y = {y^ ,..., y^ [. ^ ^(X - ^x}), il n*existe pas de poly-

nômes f£B [X^ , X^ ,..., X^) distingué en X^ tel que : f(x, y.,..,y ) == 0

(l'on suppose ici que B a une unité e qui est le coefficient du terme de plus

haut degré en X ) ).o

Les parties dans ^f sont dites algébriquement libres sur B, celles

dans <i?, intégralement libres sur B.

3°) De tout schéma simplicial S (ou complexe simplicial) (voir[M], chap. I,

3.2., p. 37) on déduit canoniquement un ^-espace : soit ^ l'ensemble des

simplexes de S, ^f est l'ensemble des parties X de S telles que :

VY € T ^ ( X ) , (y) y soitunsimplexe.

Une famille (x.) d'éléments d'un ^-espace est dite libre si et
————— 1 i€î

seulement si les x. sont distincts deux à deux et - fx. [ i<=l} est une partie

Ï -libre.

L'on désigne par L la catégorie dont les objets sont les ^€ -espaces,

et dont les morphismes sont les applications f de (E ,<^) dans (E' ,^') telles

que :

(h ) toute famille (x.) d'éléments <^e E telle que (f (x.) ) soit ^'-tibre,

est ^ -libre

(on généralise ainsi la notion d'application linéaire).

B |_X. ,..., X 1 est l'anneau des polynômes h n indéterminées X ,..., X

sur R
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1.2.2.- rang sur (E ,^€). Rangs faibles.

L'application r^ (ou r_.?) qui à toute partie X finie de E associe le

nombre entier :

r^ (X) = r(X) = Max ( |Y|) [ï € ̂  et Y<=x ] ( 1 )

vérifie les axiomes * :

(R ) r(0) = 0 et Vxe^E), Vx£E , r(X4x) = r(X) + h où h = 0

ou h = 1

(R^) 1/X C <^(E) , J Y e ^ (X) , r(X) = r(Y) = 1 Y I

Définition 2." On appelle rang (resp. rang faible) sur un ensemble E toute ap-

plication r de ^(E) dans l'ensemble N des entiers naturels vérifiant les axiomes

(R.) et (R,) (resp. (R^)) ci-dessus.

Il résulte de l'axiome (R^) que : Vx & ̂  (E) , 0^. r(X) ^ | X |

L'on désigne par R (resp. R) la catégorie dont les objets sont les

ensembles (E , r) munis d'un rang faible (resp. rang) r, les morphismes de

(E , r) dans (E' , r') étant les applications f de E dans E' qui diminuent

le rang, i.e. telles que :

(h2) Vï € ^(E) , r' (f(X)) é r(X)

Théorème 1.- (E , r) ___^ (E, ̂ )

où ^ = { X | X C E et VY £^ (X) , r(Y) = IY | j. (2)

définit un fondeur ensembliste de J^ sur î^ dont la restriction à R^ est un iso-

morphisme de R sur L. L'isomorphisme inverse est défini par la relation (l).

Démonstration : On vérifie que :

1°) E étant un ensemble donné, r—^ -^ défini par (2) est une applicatiai

de R^ (E) dans L(E) qui n'est pas croissante en général, mais dont la restric-

tion à R (E) est un isomorphisme d'ensembles ordonnés de R(E) sur L(E), ce der-

nier point étant d'ailleurs une conséquence de :

L'on écrit | Y | au lieu de Card Y quand aucune confusion n'est à craindre
avec une valuation.
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2°) Si f est un ^f-morphisme de (E , r) dans (E* , r'), f est un JL^raorphisme

de (E , ̂ ) dans (E* , -3?y,) (réciproque fausse en général), mais f est un

R-morphisme si et seulement si f est un L-morphisme^^ ww, -

D'où la correspondance galoisienne :

Corollaire 1.- Soit E un ensemble r__^ ^ et «S?__„ r ̂  sont

des isomorphismes inverses l»un de l'autre de l'ensemble JR(E) ordonné par r ^r

si et seulement si Vx €. ̂  (E) , r^(X) ^ r^(X), sur ^(E) ordonné par :

^€ ^ ^ ̂  (inclusion dans ^(^(E))) .

Corollaire 2.- Les espèces de structure définies respectivement par :

(E, ̂ , (L^) ) et (E, r, (R^) et (R^) ) sont équivalentes.

L'énoncé du théorème 1 s'exprime aussi en disant que la diagramme (I)

est commutât if, où 1 et I" sont les isomorphismes

entrer et JL^ F le fondeur ensembliste de R^

sur ^L, P = 1 o F 1e foncteur projection de JE^

sur ̂  (P o P = P)etc-». le foncteur d'inclusion de R

dans R

En particulier notons le :

Corollaire 3.- Soit E un ensemble, r__^ r = r^ est une projection crois-
sante de JK (E) surj^E) . ^ est appelle le rang associé au rang faible r.

Prolongement du rang aux parties infinies :

La formule (1 ) de 1.2.2. permet de prolonger r en une application deJfe (E)
dans l'ensemble des cardinaux ^ |E|:

r(X) = Max M [ Y c X et y e ^ j (.,,)

c'est le prolongement canonique de r à ^ (E). Les propriétés (R ) et (R ) restert

vraies en remplaçant ^(E) et ^(X) par ^»(E) et ^ (X) respectivement. Par

contre la propriété : "une partie finie X est libre si et seulement si r(X) = |X|",
n'est plus vraie pour les parties infinies.

1.2.3.- Parties liées, circuits et bases d'un *2f-espace

Définition 3.- Soit E un -2?-espace. On appelle partie (resp. famille) <Ç-liée

(ou plus simplement liée) toute partie (resp. famille) non -Z? -libre. L'on ap-

pelle circuit toute partie ^-liée minimale et base toute partie ̂ libre maximale.
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^ = ^(E) - -y est l'ensemble des parties liées et vérifie :

(î^) ^e^ (E ) - {0 [ , et ( V x e ^ ( E ) ) ((XG«?) ^==> (Y(x)o.? ^ 0 ) )

Alors toute partie liée contient une partie liée finie, donc une partie
liée minimale. L'ensemble \? des circuits vérifie :

(C^) ^c3'(E) - \ft\ et deux éléments distincts de ^€ ne sont pas comparables
(pour l'inclusion).

y étant de caractère fini est inductif pour l'inclusion (voir par exemple

Bourbaki JC, I, 3] , ^4, 5, p. 70), donc admet des éléments maximaux et toute

partie libre est incluse dans une base. L'ensemble ^ des bases vérifie l'axiome :

(B^) ^ ^ 0 , ^c>(E) et deux éléments distincts ne sont pas comparables.

Cet axiome ne suffit pas pour reconstruire une ^S? de caractère fini. En
effet fc est tel que, pour tout XcE,

A ^ = -^(x)

est inductif pour l'inclusion, et il est aisé de construire des (fe vérifiant (B.)

et ne possédant pas cette dernière propriété. D'où la nécessité du second axiome :

(B^) (& est de caractère fini) : VX€^(E) , ^ -SB oX [ B <?^} est induc-
tif pour l'inclusion.

Il est aisé de vérifier que, sur un ensemble E quelconque, les structures
suivantes sont équivalentes :

1) f vérifiant (L )

2) r rang sur E

3) ^ vérifiant (î^)

4) ^ vérifiant (C )

5)* <fc vérifiant (B^) et (B^)

* L'équivalence utilise le résultat suivant :

soit ^cf>(E) telle que : \/X e ̂  , V Y < £ ^ (X) , Y ê ̂

Alors ^ est inductive pour l'inclusion si et seulement si ̂  est de caractère

fini. (Démonstration aisée par récurrence transfinie pour la condition nécessaire)
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ces équivalences : ̂  , ̂  , ̂  , ̂  , r̂ , , r^ , ... étant

explicitées sur la planche I.

Résumons les résultats les plus intéressants :

proposition 1.~ Dans un oZ?-espace E, une partie est liée si et seulement si elle

contient un circuit ; une partie est libre si et seulement si elle est incluse

dans une base ; une partie finie X est un circuit si et seulement si :

VxeX , r (X - x) = r (X) == (Xl- 1

Les -̂morphismes sont en outres caractérisés par l'une des conditions
équivalentes :

(h^) Si (x^) est ^-liée , (f (x^)) est ^'-liée

(h^) Si (xp est un ^-circuit, (f (x^)) est ^?*-liée

1.2.4»- Rangs réguliers. Axiomes de Régularités.

L'on constate pour l'instant une analogie assez complète entre les notions

définies sur un ^-espace et celles qui sont couramment utilisées dans un espace

vectoriel par exemple. Cependant la propriété fondamentale du rang dans un espace
vectoriel n'est pas vérifiée en général. Plus précisément :

Définition 4.- Un rang faible r sur un ensemble E est dit régulier s'il vérifie
la propriété suivante :

Vxe^ (E ) , toute partie libre incluse dans X «t maximale a pour
cardinal r (X).

Un ^-espace est dit régulier si r^ est régulier.

Tout rang faible régulier est un rang.

Si r est un rang régulier, pour calculer r(X), il suffit de construire

une partie libre maximale incluse dans X. Le rang de X est alors le cardinal de
cette partie libre maximale.

Théorème 2.- Soit r un rang faible sur un ensemble E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(R R) r est un rang régulier

(R 3) Vx<?3'(E), VY^(E) tels que r(XuY) = r(X) + 1,JyeY tel que r(X-+y) = r(X>H

(R'3) Vxe^(E) ,VxeE et Vy&E tels que r(X+x)==r(X4y)=r(X), on a r(X+x+y) == r(X).
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Démonstration

1°) Si r est un rang faible vérifiant (R'3) :

VX^^E) , \/Z € r} (X) tels que t /x<£X - Z , r (Z + x) = r (Z) , on a

r(X) = r(Z) (raisonner par récurrence sur |X - Z|). En particulier pour toute

partie libre maximale Z incluse dans X, r(X) = r(Z) == |z |, Donc r est un rang

régulier, et l'on démontre de même l'axiome (R^ ),

2°) Si r est un rang faible vérifiant (R.) :

Soit X e ^(E) et Y une partie libre maximale incluse dans X .

Alors si r(X)> |Y ( , il existe T c x - Y tel que r (Y + T) == r(Y) 4- 1 = |y|+ 1,

donc il existerait y ^T tel que r(Y+y) = |Y|+ 1 : Y + y serait libre,

ce qui contredit le caractère maximal de Y. Donc r(X) == IYI^ r(Y) et r est un

rang régulier»

3°) Si r est un rang régulier :

VX<?^(E) , 1/xéE , VyCE tels que r (X4a) = r(X4y) == r(X) , on a :

soit E une partie libre maximale incluse dans X : r(X) = î z l = r(Z) •

Alors r (Z+x) = r(Z+y) = r(X) = Î Z J , donc Z+x et Z+y sont liés , et Z est

une partie libre maximale inclure dans X + x -4- y

D'où r (X + x + y) = | Z | = r(X) : r vérifie (R )

C Q F D

Corollaire .- Soit r un rang sur E, ^l'ensemble des parties r-libres et

1'ensemble des parties r-liées. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(R R) r est un rang régulier

(L ) Vxé--^ VYÊ^ tels que |x|==|Y|+ 1 soit fini, JxcX-Yte l que Y4x£^

( L ) Vxe<?(E) , VY^r f (E ) tels que I X t = | Y l + 1 et Y ̂  ̂  , on a :

( V x € X , Y + x < ? c ^ ) ==^ ( X € ^ )

Voici maintenant d'autres système?- 1'axiomes équivalents :
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Théorème 3.- Soit r un rang sur E et ^ l'ensemble des r-circuits ,

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(R R) r est un rang régulier

( C ) V X Ê ^ , V Y ^ ^ . X ^ Y , V x ^ X H Y , .3Z£^ tel que Z c X u Y - ^x|.

( C * ) V x e ^ f , ^ Y € ^ f , V a 6 X n Y , Vx eX - Y , -3 Z^ tel que xé:Z et Z^XuY-^

( C " ) Toute partie X^^(E) telle que r(X)= ( X I- 1 contient un circuit et un seul

Démonstration

On vérifie comme ci-dessus : (R R) -=>• (C^) ==> (C*^) ===̂  (R R)

et (C..) ^ .̂ ( C * ) . Les seuls points délicats sont :

lo) (c»»)^==> (R R) : Soit E vérifiant (C" ) , F <? ̂ (E) est dite régu-

lière si les parties libres maximales incluses dans F ont toutes même cardinal. Si

toute F^^(E) est régulière, r est régulier. Nous allons le démontrer par récur-

rence sur |F|. C'est trivial pour |F|== 0 et supposons le vrai pour |Fj^n-1 .

Soit F£^(E) avec (Fl== n

Si r(F) = n F est libre, donc régulière

Si r(F) == n-1 F contient un seul circuit, donc est régulière

Si r(F) ^ n-2, soit Y une partie libre maximale incluse dans F.

VxeF-Y tel que \ x j. £ ^f , Y + x est lié, donc (Y+x régulière),

J V ^ - Y , Y - y + x e^f . Y - y + x est libre maximale car :

ou bien |Y| == |Y - y + x| == n-2 et r(F) = n-2

ou bien |Y|< n-2 et si Y - y + x + z ^ Y - y + x et est libre,

on contredit le fait que Y + x + z soit régulière.

Alors Y et Z étant deux parties libres maxi-mâles de F, on peut passer de Y à Z

en échangeant les éléments un par un, d*où |Y| = |Z|, et F régulière.

30) (c ) _ > (C* ) : Nous allons démontrer par récurrence sur | X u Y | que

V x c X o Y , V a é X - Y , 3 Z ( S ^ , Z c . X u Y - . j x } et a e Z ,si X ^ ^ et

Y^ ^ , c*est trivial si I X u Y l = 0 , 1 ou 2 . Supposons le vrai si J X U Y l ^ n - 1 et

soit X6'é7 , Yfc -€ tels que Ix uYl== n , a^ X OY et x é X - Y.
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S'il existe Z^^, Z<:XuY -^x). tel que |ZuX|<n, il suffit de rai-

sonner sur X et Z et d'utiliser l'hypothèse de récurrence.

Sinon, tout Zc^ftel que Z C X U Y - «J x V vérifie : Z o Y - X .

Alors, d'après (C^) il existé au moins un tel Z, et ^t^X - X» i! existe T&^f,
T c Y u Z - \t\

ou bien xéZ

ou bien x^Z , alors T ^ X , | XuT| < n et on a Z ' c X UT - .(a), et

x é Z ' dans XuT

Théorème 4>- Soit r un rang sur E et fe l* ensemble des bases, r est régulier

si et seulement si fi vérifie les axiomes (B.), (B«) et :

(B,) VB^ ^> , ^B'e^) , VxéB' - B, les seules bases contenant x et incluses
«i

dans B + x sont de la forme B - y + x où yéB partie finie non vide de B.

Alors toutes les bases de E ont même cardinal, et ce cardinal est appelle

la dimension de E : le rang infini est lui-même régulier.

Si r est un rang régulier, pour toute base B, pour tout xe.E tel que
\ji\ e ^C (donc X&B ' pour une base B' au moins),

ou bien X & B et B = ^ x ^ (l'échange doit être effectif ).

ou bien x^B et , d'après (C'^) et (C*^) , B + x contient un

circuit et un seul C, et B - y + x e. (te si et seulement si yeB == BnC.

Réciproquement soit r un rang tel que ^> vérifie les axiomes (B.), (B^)

et (B^). Soient Fe^(E) , X et Y parties libres maximales incluses dans F, et

Y - x = ^y, ,..., y \ . Il< existe B°£^ tel que X<^B° et B'e fïtel que Y<^B'

Comne X + y, est liée, B° 0 (X - Y) + ^. Soit x.<sB° 0 (X-Y)
1 y! ' y!

B1 = B° - x. + y. G (3 et il suffit d'itérer ceci avec X1 = X - x. + y^ et

Y1 = Y . Après m itérations, on a : Y'^Y , X'^X- ^x^ ,..., x^} + (Y-X)

où les x. sont tous différents, et B1" = B° --(x. ,..., x^j.+ (Y - X) e. ̂

Or B^X" , et Y étant libre maximale dans F, X"1 = Y : 1 x 1 = I Y J .

Soient B et B' deux parties libres maximales incluses dans F, Si B
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est fini,B' l»est aussi et | B | = |B'| (raisonner sur des parties finies conte-

nant B) ; si B est infini, alors (B^)^g, est un recouvrement de B :
en effet pour tout y< B ,

ou bien yeB' et B == {y).

ou bien y^B' et B' + y est lié. L'ensemble des circuits

inclus dans BuB ' et contenant y est non vide et ceux de ces circuits tels que

IGOB' I soit minimal, vérifie ICnB ' (= 1. Donc C r»B* == { t } et C = B +t
contient y : yêB^ . Alors^ :

|B| ^ L |B^| [xfiB'J - |B'|

et inversant les rôles de B et B* , JB l == IB 'J .

J^_ Fonctions génératrices et parties libres

1 » 3 » 1 * - Fonctions génératrices minces

Soit E un ^f -espace. L *applicat ion q> (ou mieux ip^) de <$ (E) dans
lui-même, qui à tout X e ̂  (E) associe :

(3) <P^>(X) == <p(X) = { x f x e X ou X<£E e t J Y e ^ . Y c X et Y + X ̂  \

vérifie les propriétés :

(G^) (caractère fini) : Vx 6 ̂  (E) , ^)(X) = U <p(Y) [y & ^ (X)j

^2) Vx e^ (E) , x c ^ (x)

(G^) (échange) : ^X e ̂  (E) , 1/xeE , Vy^E tels que y^(X),

si ye^p (X + x) , alors xcç (X -»- y)

Mais en général <p n'est pas une fermeture (i.e. ne vérifie pas
<P o tp = <p) . L'on se propose maintenant de définir les parties libres à partir
des fonctions génératrices,

(*) Un résultat classique de la théorie des cardinaux infinis dit que si

^iel est une famme de cardinaux tel1® que s il existe un cardinal infini
a pour lequel :

Viel , Ua^a et ll^a , alors T. ̂  fié i] = |i |
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Définition 5«" L'on appelle fonction génératrice mince (en abrégé : f g m)
d'un ensemble E dans un ensemble F (resp. sur un ensemble E) toute application
<p de ̂  (E) dans ̂  (F) (resp. dans lui-même) vérifiant l'axiome ( G , ) .

En particulier toute f g m est croissante»

exemples : 1) Soit M un A-module à gauche, <p(X) l'ensemble des
combinaisons linéaires d'éléments de X» <p est une f g m sur M

qui vérifie (G,) si M est un module unitaire
qui vérifie (G,) et (G^) si M est un espace vectoriel sur le corps A.

2) Soit . une loi de composition interne sur E et A CE.
<p(X) = A X (resp. <p(X) == X.X) est une f g m sur E,

3) Soit i une correspondance de E dans F • X __» ^>(X)
est une f g m de E dans F, en particulier quand ^ est le graphe d'une appli-
cation»

Voici en outre la t

Proposition 2 : Tout produit fini de f g m est une f g m»

1.3.2. Parties et familles exactement libres d'une f g m.

Définition 6>- Soit ^ une f g m de E dans F et AcF. On dit que X
4>-engendre A^ ou encore que X est un système générateur de A si <p(X) = A. En
outre une partie X de E est dite exactement libre si X est un système générateur
minimal de <p(X). Sinon X est dite exactement liée» X est une base de A si
<p(X) = A et X est exactement libre.

Une famille (x.) d'éléments de E ^-engendre A si A^ipt/x. | ieA
1 i<sl l i ^

elle est exactement libre s'il n'existe pas de sous-famille stricte qui engendre
ç («fx. | ici}) ; sinon elle est exactement liée.

L'ensemble o^ e des parties exactement libres est :

^e = ^ X J C E et V x ê X , ç ( X - x ) ^ ( X ) }
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et (x^) est exactement libre si et seulement si J x. | i€ll l'est et les

x. sont distincts deux à deux.

<p est "caractérisée" par ses "valeurs" sur ^f® o Î/(E) :

Vx e ^ (E) , ^p(x) - u <p(Y) [Y e ^ (x) n ̂  e )

^ ^ n'est ni de caractère fini, ni même inductif en général. Cependant
on a :

^ Ê ̂  et Vxe^ , U Y [Y^(X) 0 ^ ^ ) = X

exemple. «. Soit E un ensemble, <ifcî/(E) et ^eo2Ç. Alors pour tout XdE :

VXÊ^(E), <p(X) =Sup n-l[riÊ^ et J(X^) strictement croissante
i«n

telle que Vi^n , X^6:^(X)n^)

est une f g m de E dans Ci) -»- 1 et l'on a :o
^ n ^(E) = ̂

En général o^0 n'est pas inductif. Il l'est cependant si et seulement

si: il n'existe pas de familles (X^)^^° d'éléments de ^ telles que :

Vmeo^ , ^^necj est strict®ment croissante à partir d'un certain rang,
o

et U^ (n^J ^ 0 ̂  [n.^]

Alors dans ce cas :

^ - { X | X C E et V Y £ ^ ( X ) , 3Z€^(X)n^ , Z 3 Y }

ç n'est pas un rang faible en général.

1.3«3« Diagonalisation d'une f.g.m.

Il est bon de donner à tous les ensembles considérés un élément nul uni-

versel 0 et de supposer que <p(0)o0 pour toute f g m ip.

Soit tp une f g m de E dans F et ^ une correspondance de E dans F.

^ <p = ^ 1 V x £ X , ^ (x) o ç(x) ^ 0 et ^ (x )o (^p (X) -ç(x-x))^l
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vérifie
_fï ^ ^e

^ ^ c ^<p

Si l»on prend ^ = -f(x,y) | x£E et y e U (<p(X) - <p(X-x)) [xcEJl,

<"- ^ î = ^e

Si ^> est une application de E dans F, alors ^ y est de caractère

fini.

On appelle diagonale de ip toute application <T de E dans F telle que

<y = oZ?6 et <r(x) == 0 pour tout x SE tel que ip(x) = <p(^). Une f g mtp ç
ip est dite diagonalisable si elle admet une diagonale.

Or ^ est diagonalisable si et seulement si :

V x c E , F^ = û (<p(Y) - <p(Y-x)) [x^^ , Y€-^(X) et x^ ï j ^ ^

en particulier si 4>(x) == <p(^), pour tout X€o^ , x^X. On pose alors F == 0.

Toute application (T de E dans F telle que <r (x) €.¥ pour tout xeE est une
diagonale pour ip, et on les a toutes ainsi. En outre dans ce cas ;

4^ = <r~ o (p est une f g m sur E qui vérifie (G<).

On a ^> e c o^ e , et si o- est in.jective pour J x | <r (x) ^ 0 V ,

-y e = ^ î e = ^^ est de caractère fini, 1- est une diagonale pour ^

et l»on a :

.f^ = { X | X C E et VxéX , x^(X-x)}= ^

et

V X C E , ^(X) c {x | x f X ou X Ê E et ^Y^^x) 0 ^ ® , Y + x ^ ^ e }

l'inclusion étant stricte en général, sauf si ^ vérifie (G ).

Dans ce dernier cas, on dit que <p est injectivement diagonalisable.

Théorème 5»~ Soit <p une f g m de E dans F telle que <p(x) - <p(0) soit fini
pour tout xcE. Alors <p est diagonalisable (resp, injectivement) si et seulcrncit

si il existe un ensemble rf c ^ (E) et cofinal à £^(E) telle que :

Vx^ , <p|x î ^(X) __^ ^(F) (restriction de ç)

soit diagonalisable (resp. injectivement).
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La démonstration se fait en utilisant la limite projective :

Soit pour tout X € ^ ( E ) , Z l*ensemble des diagonales de ipjy .

Si X C Y et Y€^(E) , u^y : ZY—^ £^ où UXY^^X

^X ï "XY^ ^ x ï Y<='<^(E)] est un système projectif d •ensembles finis et non
vides, donc est non vide (voir [c, I, 3J » ^7 > n° 4 par exemple), et alors

toute <ré:3jjn^ ( Z^ , u^y) est diagonale de (E, <p, F). D'où le théorème 5
sachant que :

^n (1^ , u^y) [x .YC^E) ] ^ Jim (Z^ , u^y) [x,Yé^)

On fait le même raisonnement pour les diagonales injectives.

1.3*4»" Fonctions génératrices.

Outre les propriétés (G^), (G^) et (G.) de 1.3.1., une application ip
de J^(E) dans ^>(E) peut vérifier les propriétés :

(G ) 1g est une diagonale pour ^p. i .e. eî  3 ^®

(G^) VX^^(E) - ^E , <p(X) = U <p (X-x) [xÊX^

(G^) (fermeture) 45 o <p == ip

Définition 7.- On appelle fonction génératrice faible (en abrégé : f g f) sur

un ensemble E toute application ip de î (E) dans lui-même qui vérifie les

axiomes (G^) et (G^) . Une f g f est dite échangiste (resp. diagonale ;

resp. exacte) si elle vérifie l»axiome (G )(resp. (G.) ; resp. (G-)) .
•^ 4 5

Une fermeture sur E est une f g f qui vérifie l̂ axiome (G,).

L»on désigne par j j ^ ~~ la catégorie dont les objets sont les couples

(E,ç) où q) est une f g f sur E, et dont les morphismes de (E,ip) dans (E«, <p*)

sont les applications f de E dans E* telles que :

(H~) f o <p == ip' o f

F : (E , <p) ————^ (E , ̂ ) où

(4) ^- ^ X ( X C E etVxeX, x^ç (X-x)^ = ^E

est un foncteur ensembliste de j^ dans j^
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D'où la sur-catégorie propre / de $ ~ : ^> où les morphismes de

(E , ip) dans (E* , 4?*) sont les applications u de E dans E' , morphismes

de (E ï<^ ) dans (E , <^' ,). F s'étend alors en un foncteur ensembliste de ^f

dans L qui sera aussi noté F,

G : (E , ̂ ) ———^ (E , <p^) où ^ est défini par (3)

est un fondeur ensembliste de L dans ^ • Soit G(L) = ^

F et G induisent sur J^ et j^ des isomorphismes inverses l'un de l'autre:
L'on écrit L̂  = F ( ïfî=) == F (^==) .

Définition 7 *.- On appelle fonction génératrice sur un ensemble E toute fonc-

tion génératrice faible <p sur E vérifiant l'une des propriétés équivalentes ci-

dessous :

1) II existe o^c c^(E), de caractère fini telle que q) ̂  == 4) (voir (3))

2) <P^ = <P (voir (3) et (4) )
^ < p

3) <p est échangiste et exacte

4) : V X C E , ip(X) = U tp(Y) [Ys^(X)n ,2f^J , et <p est échangiste.

La structure d'ensemble muni d'une fonction génératrice est donc équiva-

lente à celle de -^-espace. Voici quelques relations liant ip , o^f,...

V X C E , <p^ (X) = X U . f x ( x € E et 3 Y e ^ (X) , Y -»- x e ̂  }

ou <p .̂ (X) = {x |x£E et JY G ^(X) , r(Y-+x) = r(Y)}

(Vxe^, VxeE-X) ( (X + x Cof) ^=^ (x ^ <p^,(X) )

(^) La terminologie employée pour les catégories est :
1) S sous-catégorie propre de $' si et seulement si ç et ç* ont les mêmes

objets,
2) ç sous-catégorie pleine de c' si et seulement si pour tout couple (A,B)

d'objets de ç, , ^ ( A , B ) = <=' ( A , B ) .
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En particulier, X c E est libre si et seulement si

il existe un ordre total sur X tel que, pour tout xeX, xwp (] ̂ - , x [ ).

Alors cette propriété est vraie pour tous les ordres totaux.

La planche 1 donne les équivalences complètes.

J.̂ 1̂ . Fondeurs de fermeture. Régularisation. Treillis des sous-espaces. <p-espaces

^ (resp. <^ ) est la catégorie dont les objets sont les couples (E,<p)
-**^ (V^r

où ip est f g f sur E, les morphismes de (E,ip) dans (F, ^) étant les applications

f de E dans F telles que :

(H^) f o <p c. 4> o f (resp. (H~) f o n> = <p o f )

^" (resp. 4^) en est la sous-catégorie pleine "des fonctions géné-
vv" cy*"

ratrices",

^F< (resp. j0 en est la sous-catégorie pleine "des fermetures" ,

et ^< (resp. j~) en est la sous-catégorie pleine "des fonctions généra-

trices régulières".

¥^ (resp. <(> ) est la sous-catégorie pleine de ^ dont les objets

sont "les fermetures" (resp. "les fonctions génératrices régulières")

1.4.1.- Le fondeur de fermeture . ^-espaces •

P : (E,<p) ——> (E, co ) où o> = U tp" [n <=• co -]

(pour tout entier n A 1» 4>11 est la n-ième itérée de <p)

est un fondeur ensembliste de ^ sur F^- tel que P o P = P

P projette ^ ~~ sur F~" et se réduit à l'identité sur F^ .

c^ est la fermeture la moins ^ ^ -fine sur E telle que ^ c, CD

P est le fondeur de fermeture.
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Remarque P n'est plus un fondeur ensembliste de î sur F
^^™—^—— »̂̂ » MW. MtW

Toute fermeture <p est une f g f diagonale, mais n'est pas échangiste en

général» Si elle est échangiste, alors ^S est régulier (vérifier (C^) par

exemple)» Oh a :

ï » F n ^g .

et on pose la:

Définition 8,- On appelle y-espace, tout couple (E,<p) où <p est une fonction

génératrice régulière sur E (i.e. ̂  est régulière).

Soit <p une application de ^ (E) dans lui-même» (E,ip) est un (p-es^ace si

et seulement si <p vérifie les axiomes (G,), (G,), (G_) et (G/.) , i.e. si et seu-

lement si <p est une fermeture échangiste»

1.4.2*- Régularisation d'un «^-espace» Clôture

Mime si (E,<p) est une fonction génératrice, (E, cj ) n'est pas en général

un <p-espace« L'on va cependant associer canoniquement à toute fgf <p sur E une

fg régulière <p R sur E ainsi :

Soit «Pô " <P ^1 ' °<p 9 ^2 ° ^œ,
0 1

,et pour tout entier n^O , ^^ =û>^ , ̂ ^ » %,.,
2n»i

et <p R - U«p^ [n^^o]

où ^ " {l/XcE et VXÊÏ , x^<p (X-x)}

et, VX€^(E) , ^(x) aB Xu{x /x<LE et j Ye^(X), Y€^ et Y+x ̂ }

(p R est la fonction génératrice régularisée de <p
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Si (E,^) est un ^-espace, ^ R = ̂  ^ est le ^espace régularisa

de (E,-^), d'où ^R ... ^

Pour tout XCE , q>H(X) est la <p-cloture de X

et ^(^ est la fermeture de X

L'on a : û) c (pR et eu R = q)R.

Remarques

1°) (E,M>) ———^ (E,<pR) ne définit pas un fondeur ensembliste de $f-c

(resp. ^fas) dans ^ (resp. dans î " ) .

2°) (pK n'est pas en général la structure de <p-espace la moins -̂fine sur«v«>^>
E telle que <pc<pR. Plus précisément, si 4» est une structure de <p~espace telle

que <p c ^ , en général <pR ^ ^

3°) Si <pc»p1 (resp. si ^, c. ^^ en général ^R et <p'R ne sont pas

comparables dans Y (E) (resp. dans ^ (E)).

1.4«3» Ensembles de sous-espaces et fermetures

Soit <p une f g f sur E. L'on appelle sous-espace de E tout couple (A/j||.) où

A<iE et où 9j^ , restriction de 4> à ^ (A), est une application de ^> (A) dans

lui même»

L'ensemble ^f = T(E,<p) des sous-espaces est :

T (E,<p) = .[A/A<=E et A = q)(A)l

et vérifie ;

T (E,<p) = T(E,^)» .(c^(x) / X C E } «^

(S^) E fe ^ et toute intersection d'éléments de J9 appartient à ^

(S^) ^f est inductif pour l'inclusion
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ïf est un treillis complet inductif pour l»inclusion et l»on a :

A A^ » H A^ et v A^ « c^ (U A^)

le sous-espace engendré par X étant o (X).

E est élément universel et <o (0) élément nul, mais les atomes ou points
n'existent pas toujours, les sous-espaces de la forme co (x) pouvant être inclus
les uns dans les autres suivant des chaînes descendantes infinies .

Soit ^< la catégorie dont les objets sont les couples (E,^) où tfc ^ (E)

vérifie les axiomes (S.) et (S^), les morphismes de (E,^) dans (E*, ^») étant

les applications f de E dans E* telles que :

V A * < ̂  , f"1 ( A * ) € y

Théorème 6 (Schmidt - P> Hall) (^)

F ; (E,<p) ——». (E,T(E,<p)) définit un fondeur ensembliste de ^ f sur S4 ,

et G ; (E,^)——^ (E, <p^) où ;

V X € ^ ( E ) , <p^ (X) = H A [A€^ et XCA]

définit un foncteur ensembliste de S4^ sur F/ • Soit F la restriction de F

à F-^ , F et G sont des isomorphismes inverses l*un de loutre entre F^ et S^
Mv* ° M^ 4MW,

(^) Ce résultat a été démontré sous une forme un peu plus faible (équiva-
lence de structures) par J. Schmidt [22] et P. Hall (non publié) (voir [ Q ] ,
chap. II, S.» P. 81) .
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Démonstration :

II est aisé de démontrer que <p^? vérifie (G^) et (G/.). L'on démontre que,

pour tout XcE, (p^ (X) = U q? (Y) [Y£J'(X)] , par récurrence transfinieu J
sur Gard X. C'est trivial si X est fini. Supposant ceci vrai si Card X^ a,

soit Z c E tel que Card^= a* Alors il existe au moins une famille (Z.) strio-
1 ifil

tement croissante de parties de Z telles que ;

Vi^I , Card Z.<;a et Z = U Z.
1 i 1

Alors :

<p (Z) = U <p ( Z ) = U U q> (Y) » U çjY)
ty i <f 1 i Yêc^Zp :f Y&^(X) :r

L'on vérifie aisément que F et G sont des fondeurs ensemblistes en remar-

quant que :

(f o <p c <p* o f) <?==» (<p o f~1 c. f""1 o <p ' )

f
Mais F n'est plus un fondeur ensembliste de ^ dans S , surcatégorie

de S^ obtenue en transportant les morphismes de F (F est isomorphe au
-•**»'* MU*

fondeur de fermeture).

Soit <p une f g f sur E. L'on pose :

<^= {X/XCE et VxeX , x^<p (X-x)}

et

^< » {x/XcE et il existe un ordre total sur X tel que .

Vx^X , x/<p (]<- , x[)}

^ et ^f < sont de caractère fini et ^ c ^ <

r SB r^. ̂  est le rang associé à <p
^(P

et rc,^ r est le rang symétrique associé à «p.
•^(P
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Soit XcE. <?„ : YcE ——». ^X^ a= ^^^^^ est une f g f • Si <p est

une fermeture, «?„ en est une aussi. L'on écrit ly et r Sy les rangs associés

à <p^ .

(E,<p) est dit semi-régulière si, pour toute partie X de E, pour tout

sous ^y-espace A de E, pour toute partie «^ ̂  -libre maximale Y incluse dans

A, on a Card Y = r-(A)

L'on appelle 4>-base de A toute partie Y «^ -libre maximale de A» Alors

ip(Y) = A. Mais en général il existe des parties -̂  -libre Z de A telles que

ip(z) == A. Z sera alors appelle une base faible de A.

L*on appelle <p-base forte de A toute partie X de A telle que «p(X) « " A et

\/x€X , (p(X-x)cA (alors Xfioîf ). Un sous-espace A n* admet pas en général de

base forte. L'on a cependant la :

Proposition 3 (^) Soit 4) une fermeture sur E et A un sous-espace. Si A admet

une base forte finie, toutes les bases fortes de A sont finies (mais r S (A) peut

être dénombrable). Si A admet une base forte infinie B, toutes les bases fortes

de A sont infinies et ont pour cardinal rS (A) as Card B.

démonst rat ion :

Soient L et M deux bases fortes de A. Si L est infinie, on a Card M^ Card L.

En effet, pour tout ^ é L, il existe M.ê^M) tel que -fe, <p(M ). Or ;

V-^ ^ L L^ - {h/h € L et M^ « M^ } est fini .

(^•) Enoncé analogue à celui de [Q] , chap II , 5. , p. 82
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En effet pour tout m c M ^ , il existe L <î -f (L) tel que mé^(L ) .

Donc 1̂  est fini et <p(L., ,) ^ M „ , d 'où <p(L, ) - > < p ( L ) ,
*-1^ M _^ <- M / ' 0

<p(L U L ) = <p(L ) et L c. L
Mj? 0 0 0 M 0

Donc ^(M) est infini et :

Card M == Card J"(M) => ^ x Card L = Card Lo

Comme Card M est infini, on a de même Card L^ Card M d'où égalité.

Remarque : En général si A est un sous-espace de (E,<p) ,

rS (A) < r(A), même quand r(A) est infini.

(E,<p) est un ip-espace si et seulement si T(E,tp) est un treillis géomé-

trique (voir [EJ, IIIe partie).

Inversement à tout treillis géométrique T correspond le ^-espace P(T) des

points de T, où pour tout X^P(T),

tp(X) est l'ensemble des points x ^ v y [ y < £ X J ,

(L'on verra au chapitre II, 2.4.1 les fondeurs canoniques qui lient ces struc-

tures).

J.4»4«~ Autres systèmes d'axiomes équivalents pour les ^-espaces.

Voici des axiomes concernant les familles libres ou liées :

1°) Axiomes de Steinitz-Van der Waerden. (voir [l]et (jj) sont les axiomes

des ip-espaces.

2°) Axiomes de Haupt Otto, Nobeling et Pauc. (voir [3)) . Soit E un ensemble

et ^l'ensemble des familles finies (x ,..., x ) d'éléments de E. On considère

une partition (^\ , ̂ ^) de ^, et on convient :
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(x^,..., x^) e. ̂  s'écrit A [x^,..., xj (parties liées) (abhangig)

(x^,..., x^)€ ̂  s'écrit U [x^,..., xj (parties libres) (unabhangig)

avec les axiomes :

(K) si x^ ss x^ , on a A [x^,x^]

(I) si A [x^,..., x^1 , alors pour tout y eE, on a A[x^,..., x^, y]

(A) si U [x^ ,...,x ] , A [x^,..., x , y] et A [x^..., Xp, zj

on a A [x^,..., x , y, zj .

3°) Axiomes de Rado (voir [ç])

Soient E, rf (coimne en 2) et 1 une relation d'indépendance :

1 application de Cf dans !0,il telle que :

1) - 1 est décroissante : l(x^,..., x^) ^ 1 (x^,..., x^, ^^)

2) - 1 est commutative : l(x^,..., x^) a= I(x^(-|) ^ • • • ^ ^(n)^

Vcrcn !

3) - 1 est non reflexive : I(x,x) == 0

4) - 1 est distributive, i.e.
n+1

1 (x^,.. . , x^) Ky^,. . . , y^) = ^ I(x^,... , x^ y^)

1.4,5.- Principales propriétés des <p--espaces

(a) Toute partie libre maximale Y de A est appellée base de A. Toute base

de A est une base de ^p(A)

(b) (Théorème d'échange). Si ip (Y) = A et si X est une partie libre de A, il

existe Y 'c Y telle que Y 'n X == 0 et Y'U X soit une base de A.



40 Chapitre I

(c) Soit B une base de A. Toute base de A a même cardinal que B.

Card B = dim^A == r^A est appelle la dimension de A. En outre, si Y <p-engendre

A, Card Y ^ dim^A ; et si Y est une partie libre de A, Card Y é dire A ; et

quand dirn^ A est fini (resp. infini), l'égalité dans l'un ou l'autre de ces cas

entraîne (resp. n'entraîne pas en général) que A soit une «p-base de A.

(d) Soit L une partie libre et xeE. L + x contient un circuit et un seul;

L^ + x ; et une partie L' de L est telle que x«<p(L') si et seulement si

xe<p(L) et L'3 L .

(e) Si (L^) est une famille de parties d'une partie libre L,

4> (n L? » n <p(L^)

1.5«- Applications et exemples

1 . 5 » 1 » ~ A-modules et groupes

Soit M un A-module à gauche unitaire et, pour tout XcM, <p (X) le

sous-A-module engendré par X

^Q ss ^ est l'ensemble des parties libres usuelles, et <p R(X) est la

clôture de X

Soit o^ l'ensemble des parties X de M telles qu'il existe un ordre total

sur X pour lequel :

Vx.X , x^ ^.x^

(E» -^ ) est un ^-espace semi-régulier,

En effet ^ est de caractère fini (raisonner par limite projective de manière

analogue au théorème 5 de 1.3.3.). Le fait que (E,«^) soit semi-régulier

résulte du théorème de Jordan-Holder (voir par exemple Bourbaki [c,II,lJ, §6,
n° 14, p. 85)
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\fX (^ (M) , r^(X) = long (^ (X))

est définie même quand la longueur est infinie (voir Bourbaki [c,II,2] , §1,

n° 10 , p. 30 )

M est un espace vectoriel si et seulement si ^ = ^ , et alors (M, ̂  )

est un tp-espace.

L'on a des résultats analogues pour les groupes à opérateurs.

1.5*2.- Ensembles ordonnés et treillis.

Soit (E, é) un ensemble ordonné et ^ l'ensemble des parties X de E telles

Que (X, <- induit) soit totalement ordonné, ^f est de caractère fini et ^ est

l'ensemble des -fx,yl tels que x et y ne soient pas comparables.

(E,,2T) est un ^-espace si et seulement si la relation "x et y ne sont

pas comparables" sur E est transitive. (E, é: ) est alors dit régulier .

1.5*3.- Corps

Soit K un corps, k un sous-corps de K et <p(X) la clôture algébrique de

k(X) dans K (voir [Lj , vol I, chapitre II, § 12) . (K , <p) est régulière et

l'on retrouve ici les propriétés classiques des parties algébriquement libres et

du degré de transcendance»
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Soit A un anneau unitaire et pour tout XcE, ^p<(X) l'idéal bilatère

engendré par X. Soit -^ défini comme en 1.5.1. pour <p.. (E,-^ ) est semi-régu-

lier (voir A-module) •

p
Soit k un corps de caractéristique p > 0 et pour tout xcE, <p(X) == k (X).

(k,4)) est un ip-espace (voir [L] , vol. I, chapitre II, § 17). Les bases sont

alors appellées les p-bases.

1.5.4.- Les "Géométries".

Toute géométrie G est telle que l'ensemble de ses points soit canoniquement
un tp-espace. En particulier :

a. Tout espace affine sur un corps K
b. Tout espace projectif sur un corps K

(voir [ 2 ] , § 9 , pp. 189-205 ou [E], III, chap. IV, pp. 354 à 373)
c« Toute géométrie plane affine, de translation ou non, desarguesienne ou non,

pascalienne ou non (voir[E], III, chap V, pp. 318-353)
d. Toute géométrie plane projective (voir [FJ , chap. 20, pp. 346-420).
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Chap. II LES STRUCTURES DE o;? -ESPACE ET DE ç-ESPACE

2.1.- Généralités. Comparaisons de Structures

2 . 1 . 1 . Rappels sur les catégories de base.

L'on entend par «^-espace la donnée d'un ensemble muni de l'une

des structures équivalentes de la planche I, et l'on désigne par L la catégorie

dont les objets sont les «^-espaces et dont les morphismes de (E,o2Ç) dans

(E', ip') sont définis par l'une des propriétés équivalentes :

(h^) , (h^) , (h^) ou (h^)

(L'on identifie ainsi les catégories L , R et ^g).
^W ••»*»*• ,A»f»

Pour différencier plusieurs structures on pourra employer des indices ;

ainsi »£1 est l'ensemble des parties ip '-libres de (E, r ' ) .z z z

Du point de vue des fonctions génératrices, il est naturel de définir

la catégorie L~ (resp. L^) ayant pour objets les «^-espaces, les morphismes de

(E,ip) dans (E', ç') étant les applications f de (E,^p) dans (E' , ip') telles que

(h.) f o <p = 45' o f

(resp. (h^) f o ^ c ^ ' o f )

On a

L" c L^ c L

La première inclusion est évidente. Pour la seconde : si f est un L^-morphisme

de (E,o^) dans (E',<^'), soit (x.). ̂  une famille d'éléments de E telle que

(f(x.)) soit «if '-libre. Alors les x. sont distincts deux à deux et, considérant

un bon ordre sur 1 :
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Vi^I f(x? i ^ ({f(Xj)/ jêl et j<i})

donc t(x.) ^ f o 4) ({x , / j e - I et j^ i?
••• ii

et à fortiori x^ ^ n> ({x^ / jc l et j < i})

donc (x.) est -î-libre,

De même l'on entend par <p-espace la donnée d'un ensemble muni de l'une

des structures équivalentes de la planche II, et l'on désigne par 4 (resp. 4 ;
Atx» <"^»^

resp. Y ) la sous-catégorie pleine de JL^ (resp. jT ; resp. ^-) dont les objets
/w\

sont les ip-espaces. On a :

^== c. ^ c 4>

Propriétés caractéristiques des Lrmorphismes (resp. des J. -morphismes)

Une application f de (E,^) dans (E',^') est un L-(resp. <|)-mor-

phisme si et seulement si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes

(h ) toute famille (x^) telle que (f(x^)) soit '̂-libre, est ^-libre

(h^) VX ^ ^ (E) , r' (f(X)) ^ r(X)

(h ) Si (x? est ^-liée, (f(x?) est ^-liée

(h^) Vc^ , ( f (x))^^c ^t ^-liée

(h) YX é. p (E) tel que f j ^ injective et f(X) base de f(E), Xé-^T

(h ) Vx^' ï? tel que f(^ injective, f(X) contient au moins un circuit.

(h ) l /Xep (E) tel que : j x < £ X , x<.4>(X-x); J y ^ X , f (y)^<P 1 (f(X--y))

Les équivalences sont aisées à vérifier
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Propriétés caractéristiques des Î -morphismes (resp. des j -morphismes).

La notion suivante est souvent utile : Une famille (x.) d'éléments
1 i&I

d'un ^€ -espace est appellee un pseudo-circuit si :

Vi^I x^ç ({x^j<sl-i})

En particulier une partie X de E est un ps eudo-circuit si (x) ., en

est un. Il est clair qu'alors, pour XCE, les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

1) X est un pseudo-circuit

2) YX^X, x<sq) (X-x)

3) X est réunion de circuits

L'on désignera par P "€ ou P('ê) l'ensemble des ^-pseudo-circuits.

Une application f de (E,°^) dans (E',^Ç') est un L^- (resp. ^^mor-

phisme si et seulement si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes:

(h^) f o <p «= <p' o f

(h^ f) Vx & ^(E) , f o <p(X) c <p1 o f(X)

(h^) H> o f" c f~ o »?'

Oi^) \/X Ê ̂  , (f(x)) ^^ est un pseudo-circuit de E'

(h^) VXÊP(E) tel que : Vx^X, xc<p(X-x), on a : VY^

y eip' (f (X-y)) (comparer avec (h^))

et (pour les ç-espaces seulement) :

(h? VA '< - ^ , f~1 (A' ) € J0
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Propriétés caractéristiques des î. -morphismes

Une application f de (E,^) dans (E ' ,^*) est un ^ ""-morphisme

si et seulement si elle vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :

(h,) f o tp = tp' o f

(h~) l / A ' e ^', f '^A')^^ et VA € ^ , f ( A ) € ^ .

L'on peut aussi les caractériser à l'aide des circuits. Les structures

image réciproque et image directe permettront de préciser ces morphismes,

2.1,2.- Comparaisons de structures

L'ensemble L(E) des structures de -^-espace sur E est ordonné

(voir Bourbaki (c, I, 4] , § 2, n° 2 , p, 25) par l'une des propriétés

équivalentes ci-dessous :

(0 ) ^ est plus fine que ^' (on note ^' <r ^ )o ~ " " '
(0^) -^c^

(0^) r ' ^ r

(0^) S c ^'

(0.) Y C <= ^ , J C'^.^' , C^C
4

(0^) fô' c ^

De même l'ensemble ordonné L^E) est ordonné par l'une des propriétés
A»*»

équivalentes ci-dessous :
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(0 F^) o^est fortement plus fine que «f* (on note ^ / ^ !£)

(0 F^) <p<^'

(0 F^) \/X^^ , X est réunion de ^'-circuits (i.e. ^c P ^*)

et, pour les ^-espaces seulement :

(0 ¥ } ) ^ c ^

L'ordre de L s= (E) se réduit à l'égalité .

Si o^ est fortement plus fine que o^', ^ est plus fine que <^'.

Propriétés de l'ensemble ordonné .L(E)«

La structure la plus fine est caractérisée par :

^ == P(E) ; ^ = 0 ; VX^(E), r(X) = Card X et <p (X) = X ; P == -f

c'est la structure de ^-espace discret sur E,

La structure la moins fine est caractérisée par :

^ = { 0 } ; ^= 0^(E) ; Vxep(E) , r(X) = 0 et (p(X) = E ; ç> ^ \^\

c'est la structure de 4)~espace grossier sur E,

L'on démontre alors sans difficultés le :

Théorème 1.~ j^(E) est un treillis complet. Plus précisément :

( 1 ) A ^ - n ^ ; Si 1 est fini, V ^. = U <2?.
i€l 1 iel 1

et dans le cas général :

v ^ = { X | X C E et VYÊ^(X) , Jiel , Y ^ ^ }

(2) Vx^r f (E) , ( V r ) (X) = Max r. (X)
i z i x
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et soit p(X) = Min r.(X) ,
i 1

p est un rang faible, mais non un rang en général. Donc :

î r. ss P as r^ (voir corollaire 3 du théorème 1 de 1 .1 . )
P

(3) 00 A ^ = M I N ( U ^) et V ^ = M I N ( n ̂ ) n :V(E)

Ce treillis est distributif, mais non complémenté.

Propriétés des ensembles ordonnés J^(E) et j|/(E)

Pour ces ensembles ordonnés, la structure la moins fortement fine est

la structure grossière, et la structure la plus fortement fine est la structure

discrète.

L'on démontre aisément la :

Proposition 1.- j^E) et jg^(E) sont des ensembles ordonnés inductifs pour

leur ordre et pour leur ordre inverse. Plus préciaément, (^ 7 . ) étant une famille

totalement ordonnée de -^-espaces (resp. ip-espaces), dans I/(E) et dans ¥(E)

on a :

^ ^ = V ^ , A\ ^ = A ^ (1 )

p ( v ^ ) = 0 p ^ et P ( A ^ ) = V P ^ (2)

V ^ = U (p^ et A <p^ = 6 (3)

(*) Si X est une partie d'un ensemble ordonné, l'on désigne par MIN (X)

(resp. M A X (X)) l'ensemble des éléments minimaux (resp. maximaux) de X.
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VXCE , e(x) = u ( n < p ^ ( Y ) ) [Y^(X)] (4)

(en général H ^ ne vérifie pas (G^)).

Ces ensembles ordonnés ne sont plus des treillis, les bornes supé-

rieures ou inférieures n'existant plus en général, même pour deux éléments,

2.1,3. - Exemple fondamental ; ̂ , ou ^[A] , r^ ... .

Théorème et définition 2.-

Sbit î? une structure de ^-espace sur E et ACE. Alors :

(a^) ^= ^ [A ]= ^(A) U MIN ({C-A|CÊ^}-^})

définit sur E une structure de 'Ï -espace moins fine que ^ appellée la translatée

de '€par A et ayant les propriétés suivantes :

(a^) ^A^^ fA^ {^XCE ' X n A = 0 et Vc^^, C ^ X U A o u C n x = = ^ }

(aj ^^^^(E), <p(A)UX €. < p ( X ) c <p(AUX)
3 "

( a ) ( V X ^ ^ ( E ) , ^(X) - <p(AUX)) ^—^ (^^ ^ ^)

(a-) VX^E) , r^(X)^Min (r (X uB) - r(B)) [ B £ ^ ( A ) J

Si "é est une structure de <p-espace, ^[AJ est aussi un ip-espace

et alors ^[AJ est fortement moins fine que ^ et, outre (a^), on a l'égalité

dans (a-).

Démonstration

(a ) définit ^?. et "€ ^.'€ est trivial. On utilisera ^? [A] pour

éviter les indices inférieurs.
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L'on vérifie (a^) en démontrant d'abord que :

^ == { X | X C E , X H A ^ 0 ou J c e ^ tel que C e X u A et C n X ^ 0 }

II est en général difficile de calculer ip et r autrement que par les formules

de la planche I. Cependant (a ) et (a-) donnent des bornes remarquables et

(a.) donne tp. quand " € . est fortement plus fine que ^ •

D'après i p ^ , ip^(0) = <p(A) . D'où :

Vx<s .^(E) , <p^(X) 3 kp(A)uX.

Soit maintenant :

^ = M I N ({C-A1C€^}-^) et ^== { c | C e ^ et C-A^^J

on a :

VX£^(E) , ^(X) - A u X u J x | x & E et J Y ^ ^ ( A U X ) , Y + x ^ ^ l

or ^ c €' , donc : 4î»(X) c q) (AUX)

Si ^ « ̂  , Y x £ ^ p ( A U X ) - A U X , J Y < £ ^ ( A U X ) , ^+x e- €.

Comme Y+x est réunion de circuits de ^., il existe Z ^ ^ (Y) tel que

Z+x € ^.. Donc x e ^ p (X) et <p (X)=> ^ p ( A U X ) .

Si "é. ^ ^?, jc^'é' ,Jxê-C tels que x n'appartienne à aucun

î?.-circuit inclus dans C, Donc :

x e < p (Au(C-x)), mais x^<p(C-x ) .

D'où (a ) et (a )

En général ip(X) ^ ^(X). On a d'ailleurs d'après (a ) :

(çc^) <^ (^P^^) ^=^ (VX^(E) , ^ ( X ) = < ? ( A U X ) )
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Avant de démontrer ( a - ) , il est bon d'énoncer les :

Corollaire 1.- Soient M et N deux parties libres d'un ^f-espace E. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

a ) M u N < F - ^ et M O N = 0

b) M <£• Ï et N & ̂

c) N e ̂  et M Ê ^

Corollaire 2.- Soit E un -^-espace, A c E et B une base de A. Pour toute

partition (M,N) de B, M est une -^-base de A, Réciproquement, si N est une

partie libre de A et M une ^.,-base de A, M n N == 0 et M u N est une base de A.

Ces corollaires se démontrent sans difficultés à partir de la propriété

(a«). Démontrons (a-) :

VX6-^ (E) , V z € ^ ( A ) n 2 f , J Y C X , Y€^ tel que :

r^(X) = Card Y == r^(Y)

et d'après le corollaire 1, Y O Z = = ^ et YUZ^-^ , donc :

r (XuZ) ^ Card Y + Card Z = r^ (X) -»- r(Z)

soit

r^(X) À r(XuZ) - r(Z)

Alors pour tout B <=- ^ (A), considérant Z e-^n^B) tel que r(B) = C;>rd Z,

on a :

ig(X) ^ r^(X)^r(XuZ) - r(Z)^r(BuX) - r(B)

d 'où

Vx<s ^(E) , r^(X) ^ Min (r (BUX) - r(B)) [B 6. ^ (A)]
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(II est aisé de vérifier que, si A^A» , r[A]^r[A'] ).

é-. r(BuX) - r(B) n*est pas une fonction décroissante de B en général»

Soit maintenant (E,^) un ^-espace. L'on va d'abord démontrer que

</ £.< ^ en prouvant par récurrence sur Card (C-A) que tout C € ̂  est réunion de
A

^-circuits. C'est trivial si Card (C-A) = 0. Supposons le vrai si
A

Card (C-A)^n-1 et soit C ^-^€ tel que Card (C-A) = n.

Si C-A f- ^ , C est trivialement réunion de ^-circuit. Sinon

C-A d ̂  , donc : 3 C* ̂ ^ tel que C ' - A C C - A et C ' -A&^ . Alors,

\/x€.C , si x € C n A , {x}e^ ; si xê--C'-A , C ' -Ae ^ ; si X€C-A et

x^C'-A, il existe a^(C-A) n (C'-A) == CHC'-A et d'après l'axiome (C'^), il

existe C" <? ̂  xeC" et C " c C u C ' - {sa} . Donc C" - A c C-A et xeC". Par

hypothèse de récurrence, C" est réunion de Ï.-circuit s, et en particulier il

existe C <= ^ tel que xsC et C c. C" - A , donc C_c C-A .
X A X X X

Comme 'é, ^ '€ , d'après (a , ) ,

V X € E , <p^(X) = <p(A^X)

et, ip étant une fermeture, <p. est aussi une fermeture, donc (E, ip ) est un

ip-espace. On en déduit alors aisément le :

Corollaire 3.- Soit (E,4)) un <p-espace et ACE. Alors (E, ç.) est un

^-espace, ^c<P^ et ^ s= ^(A)

A et B étant deux parties de E, on a les propriétés :

a) A c B -—^ <p. est fortement plus fine que <pp

b) <p(A) c 4?(B) <==» (p., est fortement plus fine que ipp

c) <p(A) = ip(B) <$==> <p^ = <pg
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Ces propriétés sont fausses dans un -^-espace quelconque»

Soit (E,<p) un <p-espace, AcE et X & ^ ( E ) . Si B est une base de

A et B' une base de B u X contenant B, alors B* est une base de A U X et,

d'après les corollaires 1, 2 et 3» B t - B est une ip.base de X.

Donc : r^(X) = Card (B'-B)

Si r(A) est fini, on a r^(X) = r(XuA) - r(A)

Sinon, B et B* sont infinies ; mais :

V x ^ X , J B ' ^ € . ^ ( B » ) , xe<p(B'^)

donc B»^ = U B*^ [ x < s X j & ^ ( B » ) et Xcç(B*^) .

En outre V x e B * - B , x & X , donc B* 3 - (x} : B ' o B ^ - B

Donc B* - B est encore une «p., -base de X
"o

où B^ " B'^ - (B* - B) e. ^(B)

et rp (X) = Card (B* - B) = r^(X) = r(XuB^) - r(B^)
o

Donc

r^(X) » Min (r(XuB) - r(B)) [B & ^ (A)]

efc le :

Corollaire 4«- Soit (E,<p) un <p-espace et AcE.

VX^(E) , ^(X) » <p(AuX)

et

VX€^(E) , si r(A) est fini, r^(X) = r(XuA) - r(A)

sinon :

r^(X) = Min ( r (XuB) - r(B)) [B^rf(A)]

où r(XuB) - r(B) = rn(X) est une fonction décroissante de B.
D
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2,2,- Structures initiales dans les «^-espaces et dans les y-espaces

2»2«1«- Images réciproques et structures induites

Soit E un ensemble , (E*,^') un -^'-espace et f une application de

E dans E», La structure image réciproque par f de (E*, ^*) dans J^ est, si elle

existe, le «^-espace (E,-^) tel que :

( I N ) Pour tout ^"-espace (E",^"), pour toute application g de E" dans E,

g est un L-morphisme si et seulement si f o g est un L-morphisme.

Or (E,^) est la structure la moins fine sur E telle que f soit un

morphisme, et f est un morphisme si et seulement si, pour tout X €.rf(E),

r(X) ^ r'(f(X)).

Considérant alors (E,^) telle que :

V x é d (E) , r(X) = r'(f(X))

on démontre aisément que ;

a) si r* vérifie (R.) (resp. (Ry) ; resp.(EL)), il en est de même de r.

b) la propriété (I N) est réalisée par (E,o^)

è) f est alors un ĵ --morphisme et (IN) est réalisée dans L\

On a donc ainsi la structure image réciproque dans L et L^ , et a fortiori

dans ï et ^ . D'où le :

Théorème 3 •"

Soit (E*. ̂ ') un <^'-espace, E un ensemble et f une application de E

dans E 1 , La structure image réciproque par f de (E', ^f1) dans T. existe toujours

c*est le -^-espace (E,<S?) défini par l'une des propriétés équivalentes :
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(IR^) (VX<^(E)) ( (Xe^)^ ((^^xeï est ^•-libre))

(I R^) Vx erf(E) , r(X) = r l(f(X)) (on écrit : r == r* o f)

(I Rj ^ {xlXcE, ^ injective et f(X)e ^'} U ^{x,y}|x6E, yeE, x? ,̂ et

f(x) = f(y)^ <p'W}

(I R^) ( V X € ^ ( E ) ) ( ( X e f e ) ^^ ( ( fWîxcX base de f(x) )

(I R-) tp = f""1 o <p o f

et, pour les <p-espaces seulement :

(I R^) A ff"1 (A' ) | A « ê ^•}

Alors f est un L -̂morphisme et (E,«^) est aussi la structure image

réciproque de (E1, ^t) par f dans I/S

Si (E*, ̂ t) est un <p-espace, (E,^) est un (p-espace et c*est la struc-

ture image réciproque dans ^ et dans ^,

Corollaire : Soit (E,^?) un ^-espace et AcE. La structure induite .̂ L

de (E,^) sur A existe toujours et on a (*') :

^;C^(A) ; r^rl^ ; ^(^'0^^)

<E>|. est l* ensemble des bases de A.

et VX€^)(A), M)(^ (X) » M>(X) n A.

Si (E,<^) est un ip-espace, ^f^it^ est un ^P-espac® (o11 a la v^me structure

induite pour L , L^ et éventuellement ^ et ^^).

(*) Une convention usuelle consiste à écrire f|,, la restriction de f à X.
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2.2.2.- Existence de structures initiales quelconques,

Soit (E., ^.) une famille de ^-espaces, E un ensemble et pour

tout i, f. une application de E dans E.. Il est aisé de démontrer que la

structure initiale dans L pour la famille (E.,<^., t.). - existe toujours :

c'est (E, Max r. o f, )

Les théorèmes 1 et 3 permettent de calculer <S?.,.

Cependant, en général, les structures initiales n'existent plus dans

LS ^ et y, cependant, la famille (E. ,°^, f.) étant fixée, on a toujours
Avw .4 *̂1 -***' ± JL JL

avantage à la résoudre d'abord dans L • Si l'on obtient une structure de (^-espace

et si lès f. sont des J^(resp. ^ )-morphismes, on a alors la structure initiale

dans 4 (resp. ¥)•

2.2,3«~ Structures produits

La structure produit existe toujours dansL, mais rarement dans ^ •

Voici une étude de la structure produit dans .ĵ

Soit (E., <pj)^ ^ y une familleVîp-espaces, E = H E. et pour tout

i c.1, pr. la projection de E sur E. •

pr. est un morphisme de (E,4>) dans (E.,<p.) pour tout ié.1 si ;

VXÊ^(E) , <p(X) c H pr^1 o ^ o pr^ (X) = <r(X)

donc <r (X) = TT <p. o pr. (X)
ifil 1 1

<r vérifie les axiomes (G,) et (G^L mais e3Ll® ne vérifie (G.) (resp, (G,.)) que

si et seulement si tous les «p-espaces (E.,<p,), sauf un nombre fini (resp. sauf

un au plus), vérifient la propriété :

VX€E^ , <p^(x) = E^ .
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Donc, sauf pour des cas triviaux, <r ^ ^ (E) •

Soit maintenant (E,4>) un ç-espace tel que :

pour tout (p'-espace (E', «?')» pour toute application g de E' dans E, pour

tout i e. I, pr. o g soit un morphisme. Alors :

g 0 tp' C T 0 g

donc, si <re$(E) , (E,T) est la structure produit des (E. , <p.) ;

mais si <r ^ $(E), même si la borne inférieure des <p&4 (E) telles que

ip c. a- existe, la structure produit n'existe pas en général.

2.3«- Structures .finales dans les ^f-espaces et dans les ip-espaces

2 » 3 « 1 * — Images directes et structures quotients»

L'on démontre comme ci-dessus que, dans L , la structure image directe

de (E.^t) par une application f de E dans E' existe toujours ; c'est (E*,^*)

ainsi définie :

€ ' = { f (C) |Ce t f et f ]ç injective} .

Cependant, si (E,o<0 est un (p-espace, (E',^') n'est pas un

^p-espace en général,

D'où de même la structure quotient dans Jl^(E),

Par contre dans L4 , ^ et y les structures images directes et

quotient n'existent pas en général.
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2«3«2.~ Existences de structures finales quelconques

Soit (E., ^€.) une famille de «^-espaces, E un ensemble et pour

tout i, g, une application de E. dans E« II est aisé de démontrer que la

structure finale dans L pour la famille (E.,<^., g.) existe toujours : c'est

(E, A ̂  )

ou Vi€l , ^ = {gi(C)[c^ et g^jç injectivel

et A ^° » MIN (U € ° ) .
1 i l

Cependant, en général, les structures finales n'existent plus dans

JL^ î. et î^ et ^ton a ^es P1"0?1*1^®8 analogues à celles de 2.2.2.

2.3,3«~ Sommes directes et unions directes,

Si f est une application injective, la structure image directe d'un

«p-espace par f est un <p-espace (l'axiome (C^) "se transporte"), ce qui n'est

plus vrai en général quand f n'est pas injective.

D'une manière générale, soit (E.,o^,) une famille de «^-espaces,

E un ensemble, et pour tout i, g, une injection de E, dans E, de sorte que

(g.(E.)). - soit une partition de E. La structure finale pour (E,,<^,, f,)

dans L est appellée structure somme directe des •̂ . et l'on écrit © -<f, , On a

® ^i = {^ i ( C ) | C £ ^ et i^ l j

Toute somme directe de (p-espace est un ip-espace.

Si les E. sont des parties de E et f, l'inclusion canonique de E.

dans E, alors ® ^S. est appellée l'union directe des (E.,<S?.) et l'on
i x 1 1

écrit W ^. . On a ;
i 1

W ^ = U ^. (réunion dans ^ (^(E)) )
i i i 1
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L'on démontre alors aisément le :

Théorème 4*-

Soit (E.). , une partition d'un -^-espace (E,^f) et pour

tout tel, (E., ^.) structure de «^-espace sur E.. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(U D ) E = W E,
i 1

(U D ) ^ = {x|X<=E et Vi^I , X O E ^ c ^ ^ }

(U D^) Vx Ê ^(E) , r(X) = ? r^ (XUE? [i€ ij

(U DJ ^= U ^,
3 i 1

(U D ) X e fo si et seulement si pour tout i<=I, XOE^ <£. ^>^

(U D ) Vxê^(E) , <p(X) == U <Pi (XOE^)

En outre (E,e^) est un <p-espace si et seulement si tous les (E,,-^.)

sont des ^-espaces•

Lors de la disjonction, on verra des propriétés plus précises, notam-

ment pour les (p-espaces (voir chapitre III).

2.4.- Irréductibilités. Isomorphismes.

L'existence de structures image réciproque et somme directe permet de
réduire un "^-espace" de deux manières :



60 Chapitre II

2.4«1» Première réduction associée à l'image réciproque,

La relation "(E,<p) « (E'.çQ si et seulement si il existe une appli-

cation f de E dans E* telle que <p soit l*image réciproque par f de ^n est une

relation de préordre sur les ^-espaces.

Un ip-espace (E,<p) est dit 1-réduit si tout ip-espace (E',<P') tel

que (E*,<p») ex (E,4)) est isomorphe à (E,<p).

Proposition 2,- Un «p-espace (E,»p) est 1-réduit si et seulement si il vérifie

rune des propriétés équivalentes (donc toutes)!

(1) <p(0) = 0 et <P(x) = {x} pour tout x

(2) tout X c E tel que Gard X ^ 2 est <p-libre

(3) Les circuits de E ont tous au moins trois éléments.

Il est aisé de vérifier l'équivalence des propriétés (1), (2) et (3)9

et un <p-espace qui les vérifie est 1-réduit. L*on obtient ainsi tous les (p-espaces

1-réduits. En effet l'on va définir le fondeur de 1-réduction qui ;

- à tout (p-espace (E,ip) non grossier associe canoniquement son 1-réduit

(E., <pJ tel que (B^, <p^) ^ (E,<p)

- à tout morphisme f de (E,<p) dans (E*, < p » ) tel que

f"1 (<p» (^)) = tp(^) C E associe un morphisme f^ de (E^, <p^) dans (E1^ <p^).

Soit T la catégorie dont les objets sont les treillis géométriques,

les morphismes de T dans T 1 étant les applications f de T dans T* telles que,

pour toute famille (x^) d'éléments de T,

f ( v x? = v f (x^) et f (A x^) == A f (x?

et, u étant le plus grand élément de T , f(u) est le plus grand élément de T* .
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F : (E,tp) ——^ T(E,4>) treillis géométrique des sous-espaces de (E.^p)

et (f : (E,«p) __> (F.4») ——» ("f~1" î T (F, 40 —^ T(E,<p)) est

un fondeur de y dans T^ (catégorie duale de T) (voir 2 ,1 ,1 ,

Oip<^=> (H^) ).

Soit T. la sous-catégorie de T dont les objets sont les treillis
4*««1 /WM

géométriques ayant au moins deux éléments et dont les morphismes transforment le

plus petit élément en le plus petit élément,

G : T_»(P(T), <p) où P(T) est l'ensemble des points (*) de T et où,

pour tout XCP(T) , ç(X) est l'ensemble des points x^ v X et

(u : T ' — ^ T ) — ^ ( G u : x — ^ G u ( x ) = A A ' [A'ê T* et u(A')^x])

est un fondeur pleinement fidèle de T* dans ï
WMW

G(T* ) <= $. sous-catégorie pleine de ^< dont les objets sont les
» A«»J. *———————— ^^

4)~espaces 1-réduits.

En effet(P(T), ç) est 1-réduit, et, si (E,(p) est 1-réduit,

G o F (E,<p) = (E., <p.) où E. = J{x} (x^El et x —^ [x\ est un isomor-

phisme de E sur E.. Donc (E,ç) est objet de $„ si et seulement si tout xfiE

est de la forme x = -jx \ • Si l'on admet l'axiome de fondation (voir[Q],

chapitre I), l'on sait que, en général, il existera des éléments X€.E tels que

aucun élément ne leur appartienne,

(^•) Les points d'un treillis T ayant un pLus petit élément 0 sont les éléments

x de T tels que x > 0 et il n'existe aucun élément yéT tel que 0<y<x.
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Soit Ç'< la sous-catégorie de ^<"

- dont les morphismes sont les morphismes non triviaux, i.e. les morphismes

f de (E,4>) dans (F, ^>) tels que f(E) ^9(0)* (Alors les ip-espaces grossiers

sont isolés et perdent leurs unités)

- et dont les objets sont les ç-espaces non grossiers," et $8 la sous-catégoxie

propre de ^'<<: dont les morphismes sont les morphismes exacts, i.e» les mor-

phismes f de (E,<p) dans (F, ^) tels que f~1 (4^, (0)) = <p(0).

$4 est une sous-catégorie pleine de 4 et ^e
1 -***, -*•*-

A tout morphisme non trivial f de (E,ç) dans (F, <{ ) est associé

le morphisme exact p(f) de (E,<p ff~1 (^ (0))]) dans (F, ̂ ) ayant même appli-

cation sous-jacente, et, posant p(E,ip) == (E,<p), p est une projection dejlisur j8,

mais ce n*est pas un foncteur»

L'on démontre alors aisément que :

F. == G o F , foncteur de ^e dans ï. est le fondeur de
A^u\

1-réduction :

a) G o F (E,<p) == (E^, <p^) où :

E^ = {q)(x) | xêE - <p(0)} (1)

TI i x —> ç(x) application de E-<p(0)sur E. est la protection

canonique de E sur son 1-réduit , (p. est l'image directe de (E-<p(^), <p induit)

par TE et

ip. == T[ o (p o •fT (2)

En outre, il existe au moins une application f de E ^ dans E telle

que f o TE =ï 1-, (f est une section de 7t) et toute section f est telle que

(E., ^p.) soit l'image réciproque de (E.^p) par f.
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b) [u ; (E,<p) ——«. (E*,<p')J ——„ G o F(u) « u^

est tel que le diagramme ci-contre E-çW ———u restreint E»-<p»(^)

soit comnutatif. Plus précisément n n'

E, ————U1—————. E..,

u. « x1 o u o il (3)

c) à tout morphisme non trivial f est associé le morphisme 1-réduit

f . « = G o F o P(f) (mais ce procédé n*est plus fonctoriel).

d) Réciproquement, soient (E,ip) et (E*, <p') deux <p-espaces. Si <p(0) ^ 0

et <p*(0) == ^ ? il n'existe aucun morphisme de (E,(p) dans (E',^').

Sinon, à toute application <r de ip(^) dans (^(^), à tout morphisme

u. de (E^,<p<p dans (F^, ^^), et à toute famille (<T\)^g ^applications

çr de x-<p(0) dans u(x) - <p'(^), correspond le morphisme exact de (E,<p)

dans (F,^) :

<r^(y) si yé<p(0)

y ——^ f(y) - <

u (<r^(y)) si y&x-<p (0)

2,4,2,- Réduction associée à la somme directe (^-espaces)

Un «^-espace (E,o^) est dit 2-irréductible s'il n'existe pas de

partition de E en deux parties A et B telle que (E,<^) soit union directe de

(A,^) et (B, -^g).

Un ^-espace 2-irréductible est dit 2-réduit

Un <p-espace est dit 1-2-réduit s'il est à la fois 1-réduit et 2-réduit.
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Soit La relation d'équivalence R sur le ^-espace E :

(il existe n circuits C^ i»1,..,n de E tels que : i
R ^x,y{<=^ (x==y) ou ^

x feC^ , ^ î+i ̂  pour i»1,...,n-1 et yéC /

Soit E/R = I et (E^)^j les classes d'équivalence de E suivant

R. Alors (E^) est une partition de E, et, si pour tout i ^ = ëW(E.),

on a :

^ u ^
i^I x

Donc E - fcj (E^, ^) = ^ (E^), <p^ )

et la :

proposition 3.~ On appelle composantes d'un ^-espace (E,<^) les clasees

d'équivalence (E^) [ifiE/R] de E suivant la relation d'équivalence R. Alors

E est union directe de ses composantes E^ munies de ^f induit et chaque com-

posante est 2-irréductible.

En particulier :

a) E^ = {x} si et seulement si Xfc<p(^) ou x n'appartient à aucun circuit.

b) un ^-espace est 2-irréductible si et seulement si on peut joindre deux

éléments quelconques de E par une suite finie (non vide) de circuits consécu-

tivement non disjoints.

c) un espace vectoriel, un corps K algébriquement clos (degré de transcen-

dance) sont des ^-espaces irréductibles quand on leur enlève ^p(0).
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2.4.3. Isomorphismes

Les catégories L et L" (resp. ï et ¥ ) ont les mêmes isomorphismes ;
t>tkw ,tZ*l- A*** •*—

Une application f de (E,^) dans (E*, ^ ) e3t un, tsomorphisme si et

seulement si f est une bijection et vérifie 1*1010 des propriétés équivalentes

suivantes :

( 1 ) (x <• ^) ^=^> (f(X) Ê o^t)

(2) (X ^ fô) <^=^ (f(X) ^ tô«)

(3) ( X ^ ^ ) ^-^ ( f ( X ) ^ € * )

(4) VX^(E) , f o ip(X) = <p« o f(X)

et, pour les ^-espaces seulement ;

(5) (A<sT(E,tp)) <——^ (f(A)ÀT(E^') )

Voici un résultat plus fin î

Un ^ -espace est dit complet si toute partie libre finie est incluse

dans un circuit.

Les -^-espaces complets sont les ^-espaces maximaux pour la relation

d*ordre :

(E,^) ^ (E ,^<) ^—^ ^ c <é/

(L^nsemble $ (E) des structures de -^-espace sur E est alors un ensemble

ordonné inductif).

exemple ; Un espace vectoriel, un A-module sont des ^-espaces complets.

Si (E,^) est un ^-espace complet, et si f est une bijection de

E sur (E», ̂ '), f est un isomorphisme si et seulement si on a :

(3 C) (X ê ^ ) ——5> (f(X) €. -€ )
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Cette propriété est l'analogue de théorèmes classiques en algèbre et

en analyse : Si f est une bijection linéaire, son inverse est linéaire ; Si f

est une bijection linéaire continue, son inverse est linéaire continue (si on a

suffisamment de propriétés sur les espaces topologiques considérés).

2.5.- Le problème de la représentation

On appelle représentation de (E,o^) dans (E',^?') toute injection

f de E dans F telle que, f restreint à f(E) soit un isomorphisme de (E,^)

sur (f(E), ^|,(E)).

L'on dit encore que f est un isomorphisme de (E.^) dans (E'.^f).

Etant donnée une classe C de «^-espace (resp. (p-espaces)

1°) A quelle condition tout -^-espace (resp. <p-espace) se représente-t-il

dans au moins un objet de C ?

2°) Quels sont les «^-espaces (resp. ^-espaces) qui se représentent comme

parties d'un objet de C? Les caractériser de manière aussi simple que possible.

Voici quelques réponses dans le cas des <p-espaces, quand C est la

classe des espaces vectoriels.

a) Si (E,<p) se représente dans un espace vectoriel F sur k, alors (E,<p) se

représente dans tout espace vectoriel F' sur k' tel que dira F^A r(E) et k1

contienne un sous-corps isomorphe à k, donc en particulier se représente dans

k r ;; espace vectoriel libre engendré par r(E) sur k. On dira alors que (E,<p)

est k-représ ent able.

b) Soit E un (p-espace tel que Card 4>(^)^ 1. Si E est k-représ ent able,

le <p-espace 1-réduit E^ associé à E est k-représentable. Inversement si E
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est k-représentable, alors E est k'-représentable pour tout corps k* contenant
un corps isomorphe à k et tel que :

Card k' s a
où

a = (Sup (Card <p(x) - ç(^) [x^EJ ) -t- 1 ( 1 )

(ceci résulte de 2 . 4 . 1 . , d) en prenant pour <r des injections), le 1-réduit
associé à un espace vectoriel est l'espace projectif de ses sous-espaces vectoriels
de dimension 1 ) .

c) Tout <p-espace E tel que Card <p(0) ̂  1 et tel que T(E,<p) soit une
géométrie affine (*) de dimension ̂  3 ou une géométrie plane affine arguesienne
est k-représentable si et seulement si k contient un sous-corps isomorphe à un
corps k défini int rins èquement à partir de T(E,<p) et

Card k^a défini par ( 1 ) .

(ce dernier point est une conséquence de [ E ] , III, chapitre V, théorème 6,
page 339 et chapitre VI, théorème 6 , page 366). De même, de [ E ] , III, chapitre
VI, th. ç, p. 370 et de [F] , chapitre 17, pages 366-375, il résulte un énoncé
analogue à c) pour les géométries projectives irréductibles de dimension ̂  3
ou planes arguesiennes.

Il est aisé de construire des exemples simples de ç-espaces qui ne
peuvent se représenter dans un espace vectoriel en contredisant par exemple le
théorème de Desargues.

(*) Au sens de [Ej, III, chapitres IV et V .



68 Chapitre II

Le problème de représentation est ainsi ramené à un problème sur les
1-réduits. Il est aisé de le ramener à un problème sur les 1-2-réduits. Ce
problème a fait l'objet de nombreuses recherches. Une bibliographie a été faite,
dont voici quelques exemples :

fx] Artin E* est excellent sur les géométries affines et projectives.

[Ej III déjà cité

[F] chapitre 17» PP. 311-420 est ce qu'il y a de mieux sur les géométries
planes projectives et les liens entre la notion de géométrie plane et la notion
de groupe*

[4] est une syntbèse de propriétés concernant les treillis et plus spécia-
lement les géométries* A noter au paragraphe 7 un exposé des problèmes résolus
et des questions ouvertes* ainsi que de divers procédés mis en oeuvre pour les
résoudre, la plupart concernant le problème de la représentation*
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Chap. III LA THEORIE DE LA DISJONCTION

Initialement, l'un des buts de l'étude des <p-espaces a été de
généraliser la notion de disjonction connue pour les parties d'un ensemble
(famille de parties disjointes deux à deux) et pour deux corps intermédiaires
(disjonction linéaire ou algébrique sur un corps de base), tout en gardant les
notions de base, de dimension, • • •

Rappelons qu'étant donné un corps k, un surcorps K fcw .x corps
intermédiaires E et F, on dit que E et F sont linéairement (resp. faiblement
linéairement ; resp. algébriquement) disjoints sur k si :

VX ̂ (E) , VY ^ ̂ (F) ^ E
X et Y étant des parties libres de K k Ĵ  K

-̂  p. ̂
considéré comme espace vectoriel sur k
(resp.: idem ; resp. : des parties algébriquement libres sur k ) ,

On a : X est une partie libre de K, espace vectoriel sur F
et Y est une partie libre de K, espace vectoriel sur E

(resp. XDY == 0 et XUY est une partie libre de K, espace vectoriel sur k)
(resp. X O Y " ^ et XUY est algébriquement libre sur k ) .

En 3 . 1 , 3.2 et 3.3 est présentée une théorie de la disjonction
qui contient les disjonctions ensembliste, faiblement linéaire et algébrique ;
et en 3.4 une théorie de la disjonction double, qui contient la disjonction
linéaire.
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3»1* - Définitions et propriétés générales

3*1.1.- Définitions et notations,

Les notations suivantes seront couramment utilisées :

Soit (X»).i^ T u11® famille de parties d'un ensemble E. Pour tout J^I, on

écrit X "l^X. [i^JJ . On écrit (Y.)c(X.) l'ordre produit sur ^ (E)1 et

on l'appelle encore inclusion ;

(Y.) est incluse dans (X.) si et seulement si, pour tout ±é I, Y.c X. .

Définition 1,- Une famille OU^T de parties d'un ^-espace E est dite

disjointe (ou .^-disjointe) si pour toute famille (Y.) incluse dans (X.) telle

que pour tout î I, Y. soit ^o -libre, on a la propriété :

(D) Y. est <$?-libre et les Y. sont disjoints deux à deux

On dit encore que les X, sont ^-dis joint s, et, quand

1 as {l,..,,nj est fini, que X, ,..., X , et X sont ^-disjoints.

Exemples :

1) Soit (M.).,- une famille de sous-A-modules d'un A-module M (voir

1.2.1. pour £ et ^é<).

1.a| (M.) est ^ -disjointe si et seulement si le sous-module N engendré

par les Mj est (isomorphe à la) somme directe (A-modules) des M_
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2) Soient ( A _ ) , ^ , une Camille de sous-anneaux d*un anneau conroutatif et

unitaire A et B un sous-anneau de A

2.a| (A-L^- j est c^ -disjointe si et seulement si les A. sont algébri-

quement disjoints sur B

2.b| (A.). , est c .̂-dis jointe si et seulement si les A. sont intégra-

lement disjoints sur B»

3) Soit E un (p-espace discret. Une famille (X.) de partie de E est

disjointe si et seulement si les X. sont sans élément commun deux à deux»

3.1«2«- Propriétés élémentaires

1°) Caractère fini

Si (X^) est disjointe, toute (Y.) incluse dans (X.) est

disjointe • Mieux :

^Piêl est ^J011^® si et seulement si Vj^^(l) » ^i^f. T est dis~

jointe et

(X.)^j est disjointe si et seulement si V(Y.) telle que Viél, Y^^(X.),

(Y.) est disjointe.

et finalement
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(X.).^ - est disjointe si et seulement si Vj^(I) et V(Y? telle que

Vi^I, Y^^(Xp ,

(Y.), - est disjointe.

2°) Cas triviaux

Si pour tout i, sauf peut-être un, X.<r <p(0)

(X.) est trivialement disjointe.

Il est clair en outre que, pour qu'une famille (X.), - soit

disjointe, il faut et il suffit que ( X - L ^ T » où J ^st l'ensemble des ici

tels que X.^ip(0), soit disjointe.

Une famille (^•^T sera ^it® strictement disjointe si elle

est disjointe et si pour tout i, X. <L <p(0) •

3°) Associativité et commutativité.

Soit (^)^^r une famille de parties d*un ^-espace.

a) (J p ) n , étant une partition de I, (X.). - est disjointe si et

seulement si V^€- L , (X.). . - est disjointe—————— i l c j^

et (X- ) est disjointe.
^ j f e L

b) <r étant une bijection de 1 sur lui-même, (X.). - est disjointe si et

seulement si (^{•^i^T est t11^01111®*

3.1.3.- Liens avec la notion d îon directe

Soit (X.) . - une famille ^-disjointe de parties d»un

^-espace (E,^). La condition (D) entraîne que :

VY c ^(Xj) telle que , Vi^I, YUX^é^, Y ^ ^ j

et Vi^I, V j ^ I ^ i ^ J , on a X^nx^4>W.
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Donc (X. - ip Ws^f ^st un® partition (au sens large)

de X^ - <p(0) et :

(X - «p(0) , â£ induit) = (̂  (X. - <p(^) , ̂  induit)
i^I

II est immédiat de voir que cette condition suffit pour que

(X.) soit ^-disjointe, et l'on déduit alors du théorème 4 de 2.3.3. la

Proposition 1.- Soit (^.I^T une Camille de parties d'un ^-espace E

et pour tout ié"I, Z. « X. - <p(0). Les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

(D D) (X^) est ^-disjointe

(D D^) (Z^ , ̂  ) = ^ (Z^ , ̂ ^ ) [iél]

(D D,) Y C ei tel que Card C > 2 et C<^X- , il existe au moins un i€ 1

tel que C <TX^ , et Vie:!, Vjel-i , X^nx, <r <p(0)

(D D.) Vce^ tel que Card 02 et CCX,, il existe un ié:I et un seul

tel que Cn \+^ , et Vie 1 , Vjc I-i, X^O X ^ <p(0)

(DD^) Yxé^(X^) , r(X) -J^r^ (XnX^) [ici]

et alors , Ù 6 1 , X^ H «p(X^) ̂  <p(0)

3.1.4*- Dépendance entre f£ et la Je-disjonction

Soient ^ et ^é1 deux structures de ^-espace sur un ensemble E.

Si toute famille ^-disjointe est '̂-disjointe, alors :

a) Vx^W f (x,x) est ^-disjointe, donc '̂-disjointe : x<i(p'(^)

donc :

^W^'W (1)
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b) V G ' ^ ^ ' tel que Gard C * ^ 2 , (C*, ^/ç») est un â^-espace 2-irré-

ductible, sinon il existerait C' et C'^ tels que (C*. ^/p,) = C* â)C, ,

et (C* , Cp serait ^-disjointe sans être ^•-disjointe. Donc :

V C ' ^ ^ S V X Ê C * , V y é C ' , x ^ y , il existe (C . ) , .-L i.~-1 ̂  • • • ̂  n
famille de ^-ttàrcuits inclus dans C' telle que : (2)

x ^ C ^ , y€C^ et pour i » 1,..., n-1 , C^n C^ 5^ ^

II est aisé de voir que ces conditions suffisent. Donc :

Pour que toute famille €-disjointe soit ^'"disjointe, il faut et il suffit que

_^ et ^' vérifient les propriétés (1) et (2) ci-dessus.

Si <p(0) as <p'(0) , (2) entraîne ^* » ̂  , la réciproque

étant fausse. En particulier une famille â^ (resp. <$é.) -dis jointe n*est pas en

général â .̂ (resp. c$?)-dis jointe, même dans les <p-espaces.

Si toute famille ^-disjointe est ^'^disjointe et inversement,

alors ^ « ^ ' .

En effet, on aura alors ip(0) = <p'(0) , ^' » ̂  et 'g'»^1.

3.1.5»- La propriété de translation

On peut construire des familles disjointes de proche en proche

par accumulation en utilisant un procédé de "translation" de ^ :
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Proposition 2.^ Soient E, F, G trois parties d'un ^-espace. Si E et G sont

^-disjoints, alors E et F sont ^-disjoints et E et G sont ^--disjoints.

La réciproque est vraie si %- « ^ê , ce qui est toujours le cas dans les

<p-espaces.

Le début de renoncé se E ̂  - E

vérifie aisément. Réciproquement , si E et F ^ ^^^ ' F

sont ^-disjoints et si E et G sont <^- F €L ^

disjoints, alors :

a) En^p(F) c ip(0) et EOG c <p(F) , donc EnGC<p(0)

et b) V G e ̂  tel que Gard C^2 et C c E u G , on a :

C O E O G ^ cn<p(^ )==0 : en En G » 0

Si C U E = ^ , C^G

Si CHE ^ ^ , alors "en général" C^EuF , donc CcE.

En effet, si C^-EUF :

Quel que soit C ' ^ ^ - , C * < ^ C , on a C 'CG . En effet :

- ou bien C' n*a qu*un élément x*, alors x'é:<p(F) et x^^)

(sinon C 'é^e t C et C* seraient comparables). Donc x ' ^E

- ou bien Card C * > 2. Alors il existe C" € ^ tel que C" - F « C* .

C" 0F 7e 0 , sinon C et C" seraient comparables. Comme E et G sont c^p-dis-

joints, si C ' n E ^ 0 , C ' c E , donc C"cEuF et on contredit le fait que

E et F sont % -disjoints ; donc C ' D E ^ ^ et C*CG.

Si ^p. « ̂  , tout C é <ê est réunion de ^y-circuits, donc

C CG et alors on contredit C HE ^ 0 et C DEDG = 0.

La condition la meilleure s*écrit :

V c ê < ê , C C E U G , C - G n» est pas ^-libre (1)
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La proposition 2 est l'analogue pour la ^é-disjonctJLpn de la

proposition 7 de [ C , I I , 5 ] S , j j 2 , 3 , page 80 pour la disjonction linéaire

(donc est vraie pour la disjonction algébrique).

En 3»2«4« sera énoncé un théorème général qui étend la propo-
sition 2.

3,2«~ Les théorèmes fondamentaux sur la disjonction dans les *p~espaces,

3•2.1.- Lemme préliminaire sur les é^-espaces

Leirane 1, (^.îï.î./ T étant une famille de parties d'un ^-espace E, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

(D) Y, est libre et les Y. sont disjoints deux à deux

(D^) Pour tout i^I, Y^ est é4[Y^]-libre où Y^ = Y^

(D^) II existe un ordre total sur 1 tel que, pour tout iél Y. est

^ [Y^] -libre où Y^ » U Y. [jé:I et j^i]

(D ) Pour tout ordre total sur I, pour tout ici, Y. est £ [Y. ] -libre.

En effet, d*après le corollaire 1 du théorème 2 de 2,1.3, ce

lemme est vrai quand 1 a deux éléments, et (D) entraîne (D.) et (D«).

Or (D^) -===-> (D^) car tout ensemble peut être par exemple

bien ordonné ; et (D.) ====> (D ) car, pour tout ordre total sur I, pour

tout ±€l, ^^i » donc ^l^i^^!^] • Dloû

(D)^(D^)—^D)=^(D^). Il reste à démontrer ; (D^) ====^(D) :
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Ceci se démontre par récurrence sur Card 1 quand 1 est fini»

Cette propriété étant vraie si Card 1 ss 2, supposons la vraie pour Card 1 < n-1,

et soit 1 " [1,,.., n} tel que :

U^I , Y^ é- é&[uY^ [jél , j<i]]

Alors (Y.). , vérifie (D^), donc (D) et par hypothèse de récurrence :

Y = U Y, € ^ et Vi^I-n ,^j6l-n , i ^ j, Y _ O Y = 0
i=1 1 1 3

En outre Y^ ^ <^[Y') , et comme Y e ̂  ; Y^UY € oé et Y^n Y = 0

n ,
Donc U Y- ^ ^ et U^I» V j ^ I i ^ j Y . H Y . ^ 0

i=1 1 x J

Si 1 est infini et si (Y.) vérifie (Dj/pour tout Je: ^ (I),

(Y.). . . vérifie (D^) pour l'ordre total sur J induit par celui de 1 ; donc

(Y.), vérifie (D) , et (Y^)^ ^ aussi en vertu du "caractère fini"

de (D) vis-à-vis de I.

C Q F D

3.2.2.- Applications aux <p-espaces

Théorème 1*- Pour qu'une famille (^.t^T ^e parties d'un <p-espace E soit

^-disjointe, il faut et il suffit que pour tout i, il existe une <p-base Y. de

<p(X.) telle que (Y.), -r vérifie l'une des conditions équivalentes (D), (D,),

(D^) ou (D ). Dans ce cas, toute famille (X',) incluse dans (X.) où les X*

sont ip-libres possède ces propriétés.

Si (X.). , est ip-dis jointe, toute famille (X'.) incluse

dans (X.) où les (X'.) sont <p-libres vérifie (D) par définition, donc aussi

(D.), (D^) et (D ) ; en particulier si pour tout i, X'. est une <p-base de ^(ï.)

incluse dans X. .
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Réciproquement, s'il existe une famille (Yj)^ y vérifiant

(D), (Dj, (D^) ou (D ) telle que pour tout i Y. soit une <p-base de <p(X.),

(Y^) vérifie (D), (D^), (D^) et (D ) d'après le Icône 1. Alors soit (X^)^j

une famille de parties «p-libres incluse dans (X.). Pour tout i, il existe Z.

<p-base de <p(Xj), ^i^ 2icxi • Nous a11011» démontrer que (Z.) vérifie (Dj :

Ïiél, Y. est «p [Y" J -libre et Y", est <p-libre, donc Y", est <ÛY-ï-libre.

Or pour tout i, <p(Y^) " <p(Z^) " «p(X^), donc <py « <p^

y", est ^ T-libre et conme Z. est <p-libre, Z, est

<p^ -libre.

Or pour tout i, <p(Y^) « <p(Z^) « «p(X»^), donc «ûy» 1 " «(fet 1 et ^ est

<te, Tlibre : (Z^) vérifie (D^), donc (D) et a fortiori (X'^) vérifie (D).

Corollaire.- Pour qu'une famille (^L,.! soit 4>-dis.jointe il faut et il

suffit Que l'une des conditions suivantes soit réalisée :

(D»J («p (Xi))i^i est «p-disjointe

( D * ) Pour tout i^I, sauf peut-être un, il existe une <p-base de <p (X,)

qui est «p [X.]-libre.

(D^) II existe un ordre total sur I tel que, pour tout i^ I, il existe une

«p-base de <p(X.) qui est «p [X".]-libre.

On obtient toutes les familles strictement ç-disjoint es ainsi :

Soit X une partie «p-libre d'un «p-espace E et (^L (^T une partition (au

sens strict) de X. Alors (X.) est strictement ip-dis jointe et toute famille

incluse dans (<p OUL^ T ^st «p-disjointe.
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3»2.3»~ La propriété de translation dans les 4>-espaces,

Théorème 2 (La propriété de translation)

Soit (^L^ T tme famille de parties d*un <p~espace E et

pour tout i^I, (^ï)-î T une famille bien ordonnée de parties de X. telles

que î UX^ [j6j^] « X^

(J, bien ordonné et (X3) croissante)» Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1) ^pié-l est <p-disjointe

2) (^ V(j^ TT'1 ^ ^ ^A^I est^u L^ X^]-disjointe
i€I i'1 î^

démonstration :

1) =^ 2) :

En effet, pour tout (j.^ TT J< 9 soit :
1 ±€î -

A » U U^ [k^J. et k < j ] ; et X « U X 1

ici 1 1 1 ifc 1 -

li
Vérifions (D D^) pour (Xi)i^j et ^^ ;

0e) ^ J. a= {(j.) KJ^^TT J. et j. est le premier élément de J.}
ici 1 1 1 ^i i i 1 J

pour tout i € I, sauf un nombre fini

On sait qu'alors, si I est bien ordonné, [ | J. est bien ordonné en considé-
iél x

rant l'ordre lexicographique obtenu en prenant pour ordre tôt al sur I l'ordre

inverse du bon ordre donné (voir pi], chapitre II, 4*3» théorème 14> p. 65)•
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VG € ^ [A] tel que Gard 02 et C<^X , 3 C« c j? , C'-A • C.

Comme ACX, C'<rx et Gard C» ï 2, donc d'après (D D ) pour (X.), il existe
«5 -L

un i€l et un seul tel que C'nX^ + ft 5 et corane C<:C' , il en est de

même à fortiori pour C»

2) ——^1)

Si on considère un bon ordre sur I, J " f^ .L [i €lj est

bian ordonné (*) et l'on-», démonteer par récurrence traofinie (ït¥) sur Ord J

que, pour tout <p € ^(E), 2) ——^ 1).
4M«

La propriété est triviale si Ord J - 0 ou 1. A supposer que

l'on ait démontré que :

V « p 6 ̂  (E) , V(X^) telle que Ord J^ X , (X^) vérifie 2) ̂  (X^) vérifie 1),

soit alors (Xp telle que Ord J « X et vérifiant 2) dans (E,<p).

Si J n'a pas de plus grand élément, i.e. si \ n'a pas de prédécesseur, pour

tout (j^)cj , î̂ iel est ^-disjointe ;

En effet soit pour tout i€ I, J'. « [^- , j ] dans J.

J' -TT1 J'i [i^l] est fini, donc Ord J'<: X et COBBIC ((X^) [j^J'^]) [ici]

vérifie 2)^ a fortiori il vérifie 1) :

^i^ieî est ^-disj<>i^t®•

Donc, en vertu du caractère fini de la disjonction, (X^i,-r est ^-disjointe.

(^) En ne considérant, pour un ensemble E fixé, que les familles (X^) telles

que ; Vi^I, (X^) soit strictement croissante et ^i£l,Vi'^I-i ,

X^X^,c<p(0), tous les ord J possibles forment un ensemble» Soit Sup Ord J " a 5

la récurrence trans finie se fait dans a.
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Si J a un plus grand élément, i.e. si \ a un prédécesseur, pour tout ié I,

J. a un plus grand élément, soit :

Max J^ = P^ et Min J^ = a^

La borne supérieure des éléments de TT JL dans TTJ^ existe et est (P^),

donc pour presque tout ié I, sauf un nombre fini, on a P. BB a, y i.e» J. n'a

qu'un élément» Soit :

[i. ,..., i } l'ensemble des i ^ I tels que Card J^> 2, avec

i^.. .<i^

- Soit pour i€l- i^ , J'^ = J^ et Y^ « X^

et pour i = i, , J'. as J, -P. et Y. "UX. [J^J, et l̂ i 1 >
' "l -l "I ^l ^l -1 1

et \ f i ^ I , ^ j c j ' ^ , ^ Bs ^

(X^) vérifiant 2) , (Y^) vérifie 2) aussi, et comme

Ord (^ J'^) ^ Ord J » X

(Y.). - est (p-disjointe (1)

- Soit pour ±c 1 - i^ , J"! as Ji < P0111* i " i1 » J"! = ( î ! »

et Mi^I , Z^= X^ et ^S^S\ , Z^ « î[

(xh vérifiant 2) dans (E,<p) , (Z^) vérifie 2) dans (E,<p[ï^]) .

Or ord (^ J"^) < ord J » X , donc

^ici est ç l̂ i ] •^^J01111^6 ^ï

- D'après l'as socialivité de la disjonction, (1) et (2) entraînent :

(X^) [ici - i^] «p-disjointe (3)

X, - i, et Y. soAt <p-dis joints (4)
1

X, - i, et Y. sont <p [x. ]-dis joints (5)i l !<, i^

donc d'après la proposition 2 de 3•1*5 »
6
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X, . et X. sont (p-disjoints (6)l - i^ 1^

donc (associativité de (3) et (6)) , î̂ l est «P-disJoint®

Remarque 1) Les conditions : M V (j*)é.TT .L n sont indépendantes en

ce sens que, pour tout (j.) € TT J< » il existe des familles (X3) telles
k x

que, VOc^êT^ J^ , (k? ?É (jp, (ï/)^! est ^[ ].-disjointe et

(X, ) .s. .T n^st pas <$?[ ]-dis jointe alors que (X-)^^T n'est pas

o -̂dis jointe.

Remarque 2) Les conditions de bons ordres sur les J. sont absolument

nécessaires • II eat en effet aisé de construire des contre-exemples (<p-espace)

quand un ensemble J. n'est plus bien ordonné»

L'intérêt de cette démonstration est qu'elle s'étend aux

^-espaces grâce à la proposition 2. D'où le :

Corollaire,- Si E est un éê ^espace; et si (X") est telle que ;

VO^TT'1 Ji > Vd^yf1 J^ tels que Vi^I , j^ k^ ,

^ [ u u ^1 « ^\U U ^]
'i^I kcj^ •'J Li^I k^J^ •'J

k<:k^ k<?3^

Alors les propriétés 1) et 2) sont équivalentes pour (X")
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3,2,4,- Application à la construction des bases et au calcul du rang dans un

4>~espace

Soit (X^L -r un® famille de parties d'un <p-espace et ^ un

ordre total sur I. On appelle segment de 1 toute partie S de 1 telle que,

VicS , V j ^ I tels que j^ i , on a j^S. L'on note ^(l) l'ensemble

des segments de 1 sauf 1 lui-même. Alors on a le :

Théorème 3«-

Soit ( X ^ L ^ T une famille de parties d'un ip-espace E et < un

ordre total sur I. Soit pour tout S € y7 (I) ,

J^ « H <p ( X r 41 ) et Yç une r [xJ-base de X5 .
16I-S ^»il s s

Alors les Y<, sont disjointes deux à deux et Yy/-r\ est une r-base de ç(X^)
et on a : '' /——————————————

r (X^) - [_ r [Xgl (X8) [ S € ^ (I)] (I)

Démonstration :

!f (I) est totalement ordonné et il est immédiat de vérifier la

propriété (D^) du lenne 1 pour (Yç)^^ où y(l) est muni de l'ordre

total ci-dessus. Donc les Y^ sont disjoints deux à deux et Y = Y^ / ^x est

libre.

Comme Y<:<p(X^) , q>(Y)^q>(X^) . Réciproquement :

Vx^(Xi), soit S^ »(ij i^I et x^ (X^,i))J ^ t W

S O I et x ^ « p ( Y ' g U X g ) , x^<p (Xg ) (1)
^ 0 0 0

Si x^<p(Yg ) , x^<p(Y) ; Sinon x^(Yg ) (2)
0 0

donc S^ = {i 1 i£S^ et x<<p (Yg U X ^ ) <^ ^ (I)
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S^S^ et x^ (Yg U Y UXg ) (3)
0 1 1

x^ O^01^) (4)

Si x < . < p ( Y g ( J Y ) , x<-<p(Y) ; Sinon x^<p (Y<, U Y. ) (5)
o 1 o °1

On construit ainsi de proche en proche une suite strictement

décroissante

1 ? ^ ? • • • ^ ^ de segments de 1
tels que

x<-<p (Y, UY<, U ...UYç UXç )
o "1 ^p ^

mais x^ (^ — ̂ S^0 Y^ u • • • UYS U X S ) ^w i ss ^-^

Si xe<p (Yg U...UYg ) , x<f<p(Y) . Sinon, on considère

Sp+i a= ( i l i^Sp et x^^) (YgU. . .UYg u X )}

^1 Ï s? ^

P+1
pour i=i,...,p+i ^ x^<p (( ^J Y< , )U)L

j=1 sj -Sp+i
J î

P+1
Si x^<p ( ^ Yg ) , l»on peut itérer .

J ' j

Or, on ne peut itérer indéfiniment ce processus, car sinon on

aurait une suite (Sp)p^ de segments strictement décroissante telle que

si S.- ̂  S? et ,=. [X,J

^) est ^-disjointe et Y ' = U Y [P^N] est u.-libre
P P €' N p '

x c (^(Y') , mais pour tout P é - N , x <f. ^ (Y» - Yg ) .
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Soit Y' + x le y -circuit unique inclus dans Y* •+• x • Y' ne peut rencon-

trer qu'un nombre fini de Y-, , ce qui contredit le fait que x & y(Y' - Y- )Sp Sp
pour une infinité de Yp •

"P
P

D'où un entier p tel que X€<P ( U Y<? ) : xé<p(Y)
J-l ^

Y est donc une base de <p (X-)
C Q F D

En particulier quand 1 est bien ordonné, tous les segments dif-

férents de 1 eont de la forme J^-, i [ où i € 1
S.

Si S = j <- , i [ = S. , X -1 = <p ( X , , , ) . Q n a alors
1 [̂ - 9 1 J

le résultat plus précis suivant ;

Corollaire

Soit (X,).. ^ une famille de parties d'un ip-espace E et (

un bon ordre sur I. Si pour tout i<:I, Y, est une <p [X . ]-base de

X, , alors les Y. sont des parties disjointes deux à deux et Y, est une

(p-base de X- , et on a :

r (X ) - H r [ X } (X ) (D
i^I - l ^ » 1 ! . A

En particulier, si A et B sont deux parties de E, on a :

r (AUB) = r(A) + r[A](B) = r(B) + r[B] (A) (!")
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ĵ l̂ --^aract^risatĵ rL_des '̂amll̂ ^^ disjointes avec le rang (^-espaces)

3»3«1«" Caractérisation par les sommes.

Théorème 4.-

Soit (^^çj une famille de parties d'un «^-espace (E,<^),

on a :

r (X^) é L r (X^) (H)

Si (X^) est ^-disjointe, on a l'égalité.

Réciproquement, si (E,^) est un ^-espace. si r(X.) est fini

pour tout ie.1 et s'il existe une famille (j^L^r de Parties finies de I,

cofinale à Vd) et telle que, pour tout ^^L,

r (X^) = L r(X,) [i.j^

Alors (Xp est ^-disjointe.

Démonstration

Si Y est une base de X^ telle que r (X ) = Gard Y et si

on considère un bon ordre sur I, on définit par récurrence transfinie sur i &I,

Y^ = YHX^ - Y- ^ . Alors Y^ = Y , les Y. sont disjoints deux à

deux et :

r (Xj) = Gard Y = Z Gard Y^ [ici] ^ Z r(Xp [i^l] •

D'où (3Ç. Si (X^) est «^-disjointe, soit pour tout tel Y. une base

de X^ telle que r(X^) = Gard Y^ . Y- e. ̂  et les Y. sont disjoints deux

à deux. Donc :

r (Xj) ï Gard Y^ « S r (X^) [ici]
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et l*égalité.

La réciproque résulte du fait que la disjonction est de caractère

fini et du :

Corollaire • Soit (X.) . -. une famille finie de parties d'un (p-espace

telle que pour tout i&I, r(X.) soit finie» Alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :

a) (X.) est <p-dis jointe

b) r(X^) = Z r (X^) [i^l]

L'on a démontré a) ^=>b). Réciproquement, soit pour tout i<s.I

Y. une base de X.. Alors Y, engendre X- et d'après b) :

r(X ) = Card Y- = Z Card Y. [i^l] •

Les conditions de finitude font que (Y.) vérifie (D) , donc, d'après le

théorème 1, (X.) est disjointe.

Remarque : Si l'une des conditions de finitude exigée pour la réciproque n'est

pas vérifiée, ou si (E,^) n'est pas un tp-espace, la réciproque n'est plus

vraie.

3.3»2." Caractérisât ion par translation de <p

Théorème 5.- Soit (X.). ^- une famille de parties d'un ^-espace (E,-^).

a) Vi^I , r (X^) ^ r[XI^i] (^ (m)

Si (X^) est ^ -dis jointe, on a l'égalité dans (III).
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Réciproquement, ai pour tout ifil, sauf peut-être un, r(X.) est

fini et l'égalité est vérifiée dans (III), et si (E,«z°) est un ^espace, alors

(X^) est <p-disjointe.

b) Pour tout ordre total sur I,

Viel , r(X^) ^ r [X^^l (X^) (IV)

Si (Xp est ^? -dis jointe, on a l'égalité dans (IV).

Réciproquement, si (E.^f) est un ^-espace et s'il existe un

ordre total sur 1 tel que, pour tout i&I, sauf peut-être le plus petit, r(X.)

soit fini et on ait l'égalité dans (IV), alors (X.) est (p-disjointe.

Démonstration

Les inégalités (III) et (IV) résultent de ce que, pour tout A,

r[A]<r.

Si (X^) est ^-disjointe, pour tout i&I, X, et X- sont

^-disjoints, et, utilisanttia propriété (D D ) par exemple, toute partie

-̂libre de X^ est ^ffx^-libre. Donc

r(X? » r[X^] (X^)

'et a fortiori r(X.) " r [X, . ] (X_ ) pour tout ordre total fixé
1 L [<-,![-' 1

a priori sur I.

Les réciproques résultent (lu corollaire du théorème 1,

(D'^) —». (D'^) (resp. (D'^) —^ D» ). En effet, pour tout i el, soit

Y^ une r [Xj.^] -base (resp. r [X ^ ]-base) de X. . Y. est r-libre

et fini, et comme r(X^) = Card Y^ , Y, est une r-base de 'X. .
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Remarque : La réciproque n'est plus vraie si l'une des conditions de finitude

exigées n'est pas vérifiée, ou si (E,-^) n'est pas un <p-espace.

Voici en particulier un énoncé qui entraîne la proposition 10,

p. 103, de Bourbaki [c, II, 5] , § 5.4 , :

Corollaire Soient A et B deux parties d'un «^-espace (E,-^). L'on a :

(1) r(AuB) <. r(A) + r(B)

(2) r [A](B) <, :r(B)

(3) r [B](A) < r(B)

Si A et B sont -^-disjoints, on a l'égalité dans chacune de

ces relations»

Réciproquement, si (E,^) est un <p-espace :

a) Si l'égalité est vérifiée dans la relation (1) et si l'un des deux

membres est fini, A et B sont <p-dis joints.

b) Si l'égalité est vérifiée dans la relation (2) et si r(B) est fini,

A et B sont ip-dis joints.
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^A^r—JjL-disjonction dans une ^-algèbre

3.4.1.- Généralités

On appelle «^ -algèbre la donnée sur une structure de ^£ -espace

(E,^) d*une loi de composition interne (x,y) —» x.y notée multiplicativement

et telle que ;

V 6 a ^ , V x < £ E , x.C et C.x sont réunions de ^-circuits

Alors on a : <p(0).E = E.»p(0) <=. (p(0)

Définition 2.-

Soit (E, o? ,.) une ^-algèbre et (X^)^^j une famille de parties de E.

(X^) est dite o£ -.-disjointe (ou simplement 2-disjointe) si elle vérifie les

propriétés suivantes :

a) V{i,j}£^(l) , Vx£X^p(0) , V y ê X ^ - ^ 0 ) , x.y-y.x

b) V{i,j,k}ê^(l) , VxÊX^-<p(0) , VyêX^(0) , V z é X ^ - < p ( 0 ) ,

x(y z) = (x y)z

Alors, pour tout J Ê ^ ( I ) et pour tout (x.) a TT (x. - ^p(0)) , H x ^TTx
3 J ^ J J J^J j J j

ne dépend pas de la manière dont on le calcule (ordres et parenthèses).

c) Pour toute famille (Y^) c (x^) telle que pour tout i , Y. e <2? ,

Vj ê ^(1) ( TT x ) [(x ) € n YJ est ^-libre.
J J J J6 J J

exemple. Soit A une algèbre, B une sous-algèbre de A, pour tout XeE, q>(X)

le sous-B-module engendré par X et x.y la multiplication dans A. (A,^? ,.)

est une ^-algèbre et la ^^-•- disjonction entre deux sous-algèbres est la

disjonction linéaire sur B entre ces sous-algèbres.
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Propriét es élément aires.

1°) Caractère fini : mêmes équivalences qu'en 3.1.2. 1°)

2°) Cas triviaux : Si X. c- <p(0) pour tout i&I, sauf peut-être un,

(X.) est trivialement 2-disjointe.

3°) Commutâtivité : (X.). , est 2-disjointe si et seulement si

(X / • \ ) - / : T est 2-dis jointe quand <r est une bijection.

4°) Si (X? est 2-disjointe, pour tout {i,j}e.3^(l) , r ( X ^ O X _ ) ^ 1

Proposition 3.- (As socialivité de la 2-disjonction).

Soit ( X - ) 4 ^ T un® famille de parties d'une ^-algèbre (E,-^,.)

et ( J p ) p c T une Pa1^^1011 de I. Alors considérons les propriétés suivantes :

(1) (X.).^, est 2-disjointe

(2) \ I ( . € L , (X^)^^, est 2-disjointe

et (^) ( ît X^ r 1^^ ] )^^ !^ est 2-disjointe

L'on a toujours (1) ==^ (2). La réciproque (2) -^ (1) est vraie quand :

V(i,j) & ^(I),\/kél-{i,j} , Vxex^p(0), VyeXj-<p<0), V^X^-<?(0)

x (y z) a= (x y) z

ce qui est toujours vérifié quand • est associative.

^ L^^IJ - 1 "• x. ( j fc r̂ ̂ ; , j r y ei ^x./e. * • A. ».
J J 3 J6J j j
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3.4»2.- La disjonction dans une (p-algèbre

Définition 3.- L'on appelle <p-algèbre toute ^-algèbre régulière (E.-tf,.) ,

i.e. telle que :

a) La multiplication soit associative, commutative et tout élément x€.E-<p(0)

est régulier.

et b) Vx<£E-«p(0) , VXÊ^(E) , l'on a ;

x .Xê^ <==> X e ^ <î===^ X.x <^

exemple." Soit A une algèbre intègre sur un corps K. A est une <p-algèbre pour:

- <p(X) sous-espace vectoriel engendré Par X

- la multiplication dans A.

Soit (E,,) le symetrisé de E pour la multiplication, et G

l'ensemble des éléments inversibles de E . G O E 3 E - <p(0) .

Soit

'? = {x'1 X | X 6 ^ e t X Ê Î - ^(0)}

^ vérifie (C^) et (C^) , ^= ^|g et :

(E , Ç , •) est une <p-algèbre unitaire telle que tout élément

x^<p(0) soit inversible. C'est la <p-algèbre symetrisée de (E,^,.).

Remarque : Si l'algèbre est unitaire, l'unité ^ À <p(0), sauf si <p(0) as E.

Soit A = (E, <p, .) une (p-algèbre. L'on appelle sous-algèbre de A toute

partie B de A telle que :

A = <p(A) et A stable pour la multiplication.

Toute intersection de sous-algèbre est une sous-algèbre, d*où la

fermeture co :
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X ——^ œ(X) sous-algèbre engendré par X

3«4«3«~ Propriété fondamentale de la disjonction dans une <p~algèbre.

Les propriétés élémentaires ont été vues en 3.4.1.

2.- Soient X et X* deux parties d'une ç-algèbre (E,<p,.). Pour que X

et X' soient deux disjointes il faut et il suffit qu'il existe une <p-base B de X

et une <p-base B1 de X* telles que la famille :

(b.b«) [(b,b') & B x B 9 ] soit <p-libre.

Démonstration,

La condition est nécessaire par définition. Réciproquement, les

propriétés en jeu étant de caractère fini, il suffit de démontrer que :

si r(X) et r(X') sont finies, et si B (resp. B*) est une <p-base de X (resp.X')

telle que (b,b*) [(b,b')6 B ^B'J soit <p-libre, on a :

V Y e o < ? , YcX , VY'^ , Y 'cx ' ,

(y.y') [ (y .yQ^YxY' ] est <p-libre.

Soit Z (resp* Z') une ç-base de X (resp,.X1) contenant Y (resp. Y*) •

Çard Z « Gard B = r(X) , Card Z » « Card B' - r(X*)

Or, il est aisé de démontrer que,

si A. engendre A et si B. engendre B,

A. • B, engendre A.B

Donc x <p (Z.Z») » <p (B.B») » (p(X.X')

donc r(Z.Z») = r(B.B») =« Card B x Card B »
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et comme Card Z.Z' ^ Card Z ^ Card Z' ,

(z.z') t(z,z') <=- Z ^ Z ' ] est libre ,

et a fortiori

(y-y*) [(y,y*) ^ z ^ z ' ]

Chapitre III

C Q F D

Théorème 6,- Soit (X^)^i une famille de parties d'une <p-algèbre A.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(2 D^) (X? est 2-disjointe

(2 D^) (^i^iel est 2-disjointe

(2 D^) Pour tout i&I, il existe une base B. de X. telle que

(B,L^ soit 2-disjointe.

Les propriétés (2 D^) =^ (2 D) et (2 D) -^ (2 D^) résultent

trivialement des définitions. La propriété (2 D ) ==^ (2 D.) se démontre par

récurrence sur Card 1 quand 1 est fini en utilisant le lemrnc 2 et l'associativité

de la 2-disjonction, puis en utilisant le caractère fini de la 2-disjonction quand

1 est infini.

Remarque : Si X et Y sont 2-disjoints, en général c^(X) et <^ (Y) ne le sont

pas. Ainsi dans l'algèbre k [x] des polynômes à une indéterminée x sur un corps k,

X as {x,x2} et Y = {x3 , x } sont 2-dis joints, mais co(X) = x k[x] et û)(Y) =

x- k [xj ne sont pas 2-disjoints.

Théorème 7.- Soit ( A ^ ) ^ ^ j une famille de sous-algèbre d'une ^-algèbre.

A ^ T T 1 A , = U ( TT A . )
i & I 1 J^(I) icj 1
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est la sous-algèbre engendrée par les A. et (^) l'on a :

r(A)^ n d r(A.) (l)
i<sl 1

Si les (A.) sont disjoints, on a l'égalité dans (1).

Réciproquement, si 1 et les r(A.) sont finis et si la sous-

algèbre A engendrée par les A* a pour rang :

r(A) = F! r(A.) ,
iel i

alors (A^)^^j est 2-disjointe.

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théorème 4«
La réciproque n'est plus vraie en général quand I ou l'un au moins des r ( A , ) est
infini.

L'on a ici une propriété classique de la disjonction linéaire
(voir Bourbaki [ c , II, 5,] §2, ̂ 3 » ' ' • 78 à 8l).

3«4«2«- 2-dis.jonction unitaire

Théorème 8.- Soit ^^i^r une famille de parties d'une ç-algèbre unitaire
non grossière, d'unité e. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(^) Soit (a.). ,. une famille de cardinaux

et H d &i = ^^piel 1 ^i&I > ^i6-^i ou ^ îss 0

et x. ^ 0 pour un nombre fini d'élément

ne dépend que de Card a. • C'est donc, par abus de langage, un cardinal»
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(2 D U) ( X^ U {e} ) est 2-disjointe

(2 D U^) ( < p r . (Xp ) est 2-disjointe

(2 D U^) Pour tout i<s.I, il existe une <p-base B. de X. u {e} telle

que eeB^ et (B'^) = (B'^ - {e}) vérifie la propriété :

(DU) ( TT b ) [ (b , )€ U TT B* fj<£^(l)l1 est libre
iej 1 L 1 i6j x L 'J

Démonstration

L'on a (2 D U) ^==^ (2 D U ^ ) d'après le théorème 6. Nous allons

démontrer que (2 D U ) <^> (2 D U) :

(2 D U^) -^ (2 D U) :

Soit (X? une famille vérifiant (2 D U ) et (B.) incluse dans

î u {e}) l̂e ou® Pour tout i eêB^ et (B . ) = (B. - {e}) vérifie la

propriété (D U). Alors, pour tout J&^(I),

( n B ) [(bp e n B ] » ( n b ) f ( b , ) & u TTB., [Hcj]1
i^J 1 l 1 iéj ^ i^H i 1 1 ifiH i -1

donc, est libre d'après (D U). Par conséquent (B.). -. est 2-disjointe et

(X^u{ep est 2-disjointe d'après le théorème 6.

(2 D U) ==» (2 D U^) se démontre de manière analogue.

Corollaire 1.-

Soit (X^) une famille de parties d'une ip-algèbre (E, <p, .) et (i, ÎP,.)

la ^p-algèbre symetrisée de (E, «?,.), dont l'unité est e. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(2 D U) (X^u{e}) est 2-disjointe dans (E, ïp,.)

(2 D U^) Pour tout i&I, il existe une <p-base B^ de X, (resp. si (E,<p,.)

est unitaire, il existe une <p^ -base B^ de X^) telle que (B.) vérifie la
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propriété (D U) ci-dessus.

Définition 4.- Une famille (Xi)!^.! de Parti®» d'une <p-algèbre est dite

2-dis.iointe unitairement si elle vérifie la propriété (2 D U ).

Corollaire 2.- Si (X.). , est 2-dis jointe et si (Y? est incluse dans (X?

et vérifie ;

Vie.1 , Y. est une <p-base (resp. si E est unitaire une (pr^-base)

de X. , (Y? vérifie la propriété (D U).

Corollaire 3«- Si (X.) est 2-dis jointe unitairement, (X? est ^(•1-dis jointe.

Si la <p-algèbre est unitaire, «p désigne la translatée de <p Par {e}, et si

la <p-algèbre n'est pas unitaire, ip a= <p. où ;

A Ï ! = <?(e)nE= {x|xfiE et 3 y £ E - < p ( 0 ) , {yx , y^ €^}u<p(0) .

Ce corollaire résulte des théorèmes 1 et 8 sachant que, dans (D U),

( H b _ ) [(b,)^ U H B' [ 3 ^ ^ ( î ) ] ]
i&J iêj l

est la famille somme des familles (^ieB'

Remarque 1.-

La 2-disjonction unitaire est strictement plus forte que la 2-disjonction.

exemple : Soit kCx] l'algèbre des polynômes à une indéterminée sur un corps k.

HcN et KcN (N ensemble des entiers naturels)

X = [jf | p^H} et Y » ̂  | p € K }

X et Y sont 2-dis joint s si et seulement si l'application (p,q) »—^ p+q

de H x K dans N est injective.
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L'on vérifiera aisément par exemple que :

X « {x, x3} et Y » [x2} sont 2-dis joints ,

mais qu'ils ne sont pas unitairement 2-disjoints»

Remarque 2. Même si X et Y sont unitairement disjoints dans (E, '<?,.), XuX"

et Tu Y" ne sont pas 2-dis joints en général.

(considérer par exemple X « {l,x} et Y = {l ,x \ dans l'exemple ci-dessus).

Remarque 3« La 2-dis jonction unitaire est strictement plus forte que la ̂ £[e]-dis-

jonction* En effet dans l'exemple ci-dessus, X et Y sont e^[e]-disjoints si et

seulement si HnK c {o}.

Remagoue 4*- Si X et Y sont 2-dis joints unitairement, en général X et <^(Y) ne

sont même pas 2-dis joints*
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Chapitre IV Existence de familles disjointes incluses
dans une famille finie donnée^

4,1.- Notations et terminologie générales

E étant un ^-espace et 1 un ensemble d'indices, on Utilisera couramment

les notations suivantes :

1°) Les lettres <A, <R) , ̂ ,... désignent des familles de cardinaux, et si

cfr= (a.). , , pour tout Jcl , on note :

^ = z ̂  [1€J] et ^T^i^T

2°) (X.). - , (Y.) , (Z.) désignent des familles de parties de E et pour

tout jcl , X == U X^ [iejj.

On note (Y^) ̂  ̂  c (X^fiel] l'ordre produit sur (^(E))1 ,

et ç/k ^ ^> l'ordre produit sur les familles de cardinaux indiciées par 1 (vh in-

férieure ou égale à fe si et seulement si a^b^ pour tout i).

On a vu que si (X.).^- contient une famille ^p-dis jointe (Y^) telle

que dim «p (Y.) == a^ pour tout i, on a :

V jc l dim <p (X ) ^ a

A.

Définition 1,- Une famille 0^)^j est dite de type S^^piçi si

elle possède la propriété suivante :

P^ : ̂ 1 , dim^ <p(Xj) ^ aj

Si a,>dim E, il n'existe aucune famille de type vb . Par la suite on

supposera la condition a-^dim E réalisée.

Soit t% = (a.). , et J l'ensemble des indices i tels que a^ ^ 0,

il est clair que (X.).g, est de type ^ si et seulement si (x?^ y est de

type ij .
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Comme a^dim E, a^ dim E pour tout i. Si c^g est 1 «ensemble des

cardinaux inférieurs ou égaux à dim E, (fke (otf-) , de sorte que les familles de
Ce

cardinaux qui nous «ont utiles appartiennent à un ensemble»

Une famille «p-disjointe (Xp^ j est de type ^ = (a.) si et seule-

ment si pour tout i dim <p (X^)^a^ (Cf. 3.3, théorème 4). On constate par

ailleurs que : si (Xp^i est de type t/^ , toute famille (Y.) contenant (X.)
est de type (k

JL ! ^
est de type ^> pour toute ̂  inférieure ou égale à CT', et pour tout Jcl, (X^îCi^j]
est de type ffh .

En particulier,toute famille contenant une famille <p-dis jointe de type ïfk
est elle-même de type "̂. C^est la réciproque quand I ou les a, sont finis

; qui est l*objet de ce chapitre : étant donné une famille de type ĉ \
existe-t-il une famille <p-dis.1ointe« incluse, de type ,̂ et si oui en construire
une.

4^2^-__Cas_^e_j'amilleg_Jjjiies de cardinaux finis.

Dans ce paragraphe nous allons démontrer dans le cas où les cardinaux a.
sont tous finis le théorème suivant :

Théorème 1.- Toute famille finie de type (^ contient une famille ^-disjointe
de type f / k ' •

On indiquera dans le prochain paragraphe comment résoudre ce problème
en pratique. Enfin le cas où les a. sont quelconques sera étudié au paragraphe
4.4.
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Le théorème 1 est une généralisation du théorème de Konig4"Hall(voir [B],
chap. 10, page 92) qui traite le cas d'un ensemble, i.e. ç-espace discret, 1 fia
et les a. tous égaux a i ( ̂  ) .

M, Rado dans [oj a également démontré un cas particulier du théorème 1 :
les a^ tous égaux à 1 et (^)^j famille de parties d'un ensemble muni d'une
structure équivalente à celle de ç-espace.

Soit (Xp [i € I) une famille de type C/h^ (a.). Pour trouver une solution

c'est-à-dire une famille (Y? ip-disjointe, de type <A et incluse dans (X.), nous
allons donner deux procédés : l'un consiste à supprimer des éléments aux X. tout

en ayant des familles de type < ,̂ afin d'obtenir une famille (Y.) de type CÀT et
telle que dim <p (Y^) == a^ pour tout i. Il en résulte que dim q> (Y-) = a- (voir

3.3 théorème 4), donc (Y^) est ^-disjointe (voir 3.3. , corollaire du théorème
4). Dans le second procédé on part de la famille (0) et on construit des familles

ç-disjointes (Y^), chaque Y. étant une partie libre de X., en ajoutant des élé-

ments aux Y _ . Le théorème 1 étant trivial si Card 1 = 1 , on supposera Card ÎÏ.2.

a) - Démonstration par suppressibjlité

Remarquons d'abord que (X.). - étant de type w^ (&î )» toute famille
(Z.) incluse dans (X.) telle que :

dim <p (Z^) = dim ip (X^) si dim <p (X? < a^

et dim ip (Z^) à âj si dim n> (X.) ^ a-

est de type (S~ ; on peut donc réduire (X^) à une famille incluse (Z.) de type c/k

et telle que dim <p (Z^)^ a^ pour tout i. Il nous suffit donc de démontrer le

('N')- J'ai résolu ce problème alors que j'ignorais le théorème de Konig-Hall et
les travaux de M. Rado.

L'intérêt de ce S 1 est avant tout sa nouveauté, d'abord en ce qui con-
cerne la généralité du résultat, mais surtout dans la manière de traiter ce pro-
blème en travaillant avec des méthodes constructives, et en étudiant certaines
propriétés. Voici quelques références pour les questions de priorité scientifique
concernant la "genèse" de ce théorème :

- Konig 0. et Valko S. [S]- Haii p. en
- Rado R. [çj et [10]

et enfin Robert P. [14].
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théorème 1 quand les dim <p (X^) sont finis, ce que nous allons faire par récur-

rence sur a, •

Le théorème 1 est trivial pour a, = 0 . Supposons le vrai pour a,^n-1,

et soit (X? [i£l] une famille de type ^= (a.) où a- as n et où les
dim <p (X.) sont finis. Nous allons démontrer que :

(fe^) : F Pour tout i€I tel que dim <p (X? > a^ , il existe (Z.) [j€l1 de

type A telle que : Z - X. Vj el - {i). et Z^c X^ ,

dun ç (Z^) < dim <p (X^).

Soit en effet ici tel que dim <p (X.) > a

a^ = 0 : il suffit de prendre Z. == ft

a^ = 1 : Soit T_ une base de <p ( X . ) incluse dans X . , Il nous suffit

de démontrer qu*il existe un élément x de T. "suppressible", i.e. tel qu^on peut

prendre Z^ = T^ - {x}. Il est aisé de voir que xeT. est suppressible si et

seulement si : Vj c î - {xj., dim ip (X 0 (T^ - <xp)^a + 1 . Comme

dim tp (X^) = Card T^ 1, soient x et y deux éléments distincts de T.. Si x et y
sont non suppressibles, il existe Je 1 - \±\ et Hcl - {ij, tels que :

dim <p (XjU(T^ - {^)<âj 4- 1 et dim <p (Xy u (T^ - ^y})) ^ a^ + 1 .

Or dim <p (Xj) ^ âj , donc dim <p (X U (T^ - {xj. )) = dim <p (X ) == a et

T^ - {x }c<p (X ). De même dim <p (X^) == a^ et T. - .fy} c <p (X»). D*où

dim ^ (Xj^^) = aj^^ ( V i e j u H , d i m ^ ( X ^ ) = a p , e tT^c^ ) (X j ^^ ) ,

de sorte que dim ^ (X u x^) = a < a + a^ r (X^) ne serait pas de

type (^. L'un des deux éléments x et y est donc suppressible.

ou a^ ̂  2 : Soit ^ = (b ) et ^ = ( c _ ) ou b. = c. Vj ej - {il. et

b^ = a^ - 1 >1, c^ == 1. Comme bj = n - 1, il existe une famille disjointe (U.)

incluse dans (X.) telle que dim ip (U.) == b. pour tout j dans I. Dans E considéré

corne ^-espace où V == <py , (x.) est de type ^ : soit jcl, ou i é ] et

dim^, ^(X)^di jn^ ^ ( Y ) = b - c , o u i e j e t

dim ̂  ^ (Xj) = dim^ tp(Xj) - dim^ <p(l^) ^ a + 1 - a^ ^ c .

(c.f. 3.3. théorème 4 et son corollaire). Comme C-$.n-1 , 3(V.)c(x.) ,
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(V.) ^-dis jointe et dim^ ^(V.) = c. Vj€l. Soit pour tout j W. une 4/-base

de ^(V.) incluse dans V.. En posant T. == W. si j ^ i et T. = W.uu. ,

(T.) [j^l] est <p-dis jointe, de type (/k et incluse dans (X.), Il nous suffit donc

de prendre 2. = T. dans RA •

Remarquons ici que l'hypothèse de récurrence ne nous sert pas pour a. =0
et a. == 1, et sert à trouver une solution directement ((Z.) est de type det
ip-disjointe) quand a. ̂ 2,

Par au plus ^ (dim <p (X.) -a.) [i€l1 opérations de suppression comme

celle indiquée dans IU , on obtiçnttune famille (Y.Lg, d® type ^ et telle
que dim «p(Y.) as a. pour tout i. (Y.) est donc solution (c.f. 3«3« corollaire

du théorème 4)*

b) »* Démonstration par empilement

Le première démonstration qui repose sur la suppressibilité de certains
éléments exige en pratique beaucoup de vérifications d'inégalités» II sera souvent
plus aisé d'ajouter des éléments les uns après les autres, en faisant des
permutations quand besoin est»

Soit (X^) [i6l] une famille de type ^= (a? fiel], on a :
/^, \ : soit (Y.) [i€l] (p-dis jointe, où chaque Y. est une partie

vk libre de X. et Card Y.^a. . Pour tout ifil tel que Card Y . - < a _ ,
il existe (Z.) «p-dis jointe, où chaque Z. est une partie libre de X_
et Card Z. = Card Y. si j ^ i , et Z^Y^ , Card Z^>Card Y^ .

Il est clair que, partant de la famille (^), par au plus a* opérations
conne celle indiquée dans R'A on construit une solution pour (X_).

Soit en effet ici tel que Card Y^< a^ . Si X^ <p(Yj), il suffit de
prendre Z. « Y. Vj^1 - <1^ et Z^ = Y^ u ̂ x] où x<sX^ , x^<p (Yj). Mais

en général X.c <p (Y-)• On considère alors les suites récurrentes :
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X. » Î-{1\ I.- K,u.(^ = 1 , Y*-u^[ieI,J

K^ °{j/JcK., XjC.p(Y*)} , 1 ^ » K^u^ , Y^uY^lelJ

• • • • • • • • •

\ ' W^ Vl ' ̂  ^(Y^1)^. Ip ° ^ u ii\ , Y*» »UY^ [le Ip]

D'où les suites décroissantes : K,3K.3.., ^ K .^K ;>..,

et Y^o Y1^ ... 3 Y^oY^...

Pour tout entier p> 0 'tel que X.c<p (Y^ , on a Y^ ^ Y^ En effet

si Y^^, ^i"^ ( s i Y j » ^ , j € K q Vq^O ; si Y^ + ^ , (Y^)

étant disjointe, les Y. sont mutuellement disjoints), donc :

Vjelp = 1^ , X ^ c ç C Y ^ : < p ( X ^ ) c y ( Y P )

on aurait donc dim <p (X- ) < Z & < [iel ) , (X.) ne serait donc pas de type «9 •

Si X .c<p (Y^) pour tout p à 0, on aurait une suite infinie strictement décrois-
sante de parties de 1 : (K )• Or 1 est fini, donc il existe un entier q tel que :

X.c^Y^ si 0,ép<q et X.^<p (Y^. Les suites finies (Y^ O ^ p ^ q et
(K ) O ^ p ^ q sont donc strictement décroissantes. Nous allons démontrer que :

VxcX,^ (Y^) ^ j i(q-1)c K^ - ̂  ^ Vl^Kq-D -

V^q-I^Kq-D^^^1) - 3 i(^2)6V2 - Vl - j ^^Kq^) .

v^q-k6xi(q-k)^(Yq^ - J K^-D^VR-I - Vk ^Vk-I^Kq-k-l) -

0 e ̂ (o) "^^^ > en Posant :

Z^ = Y ^ O ^ x } , 1^ = ^Kk) ~ ^k^ u ^k^ pour tout entier k tel

que 0$k$.q«-1, et Z. = Y. pour les autres indices, on obtient une famille

demandée pour 1R'^ •
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En effet, comme X^ ^(Y^, soit xeX^ - ^(Y^. Considérant E coane

lp -espace où 4/== <p , {x). est q/-libre. Or Y^1 - Yq est une (p-base de

^Y^) » <p (Y^1), on peut échanger x et un élément e . de Y^1 - Y? pour

obtenir une autre ^ -base de ^(Yq ), et les Y. étant mutuellement disjoints,
j

il existe i(q-1) unique, i(q-1)sK . - K tel que e 4er^( *\ • Comme

i(q-1)^ , X^q.^ ^(Y^1), et il est alors clair que ^q-l̂ q-ir^0^

(Z.) [j el J est <p-disjointe, Card Z^> Card Y^ et Z^> Y^ ,

Card Z. = Card Y. pour j ^ i et les Z. sont des parties <p-libres de X.» On

démontre de manière absolument identique que (Z.) [j^Igiç] est Ç-dis jointe,.».
par récurrence sur k : On suppose la propriété vraie jusqu'à rentier k(O^k^q-l),

on raisonne dans E considéré comme ^-espace où <j\ BB 9. et A «= (U Z. [j ̂ IQ_|-))-

{^q-k^ ' et on échan6e x et 6^ , X^ et X^(q^ç)» o et q-k^ q-1 et q-k-1 dan»

la démonstration ci-dessus»

4*3«- Application à la résolution pratique du cas fini

Voici d'abord le résultat obtenu dans le cas fini :

Corollaire 1»- ^ss (a.) [i^l] étant une famille finie de cardinaux finis et I<

l'ensemble des i tels que a. ^ 0 pour qu'une famille (X^) [iffi] de parties

d'un <p-espace contienne une famille ç-dis jointe (Y.) [i€l] telle que

dim <p (Y.) == a. pour tout i, il faut et il suffit que :

Pour tout Jc l , dim ç (X )^a. (1)
• J «j 1

Remarquons que les conditions (1) quand J décrit l'ensemble des parties
non vides de l'ensemble I des i tels que a _ > 0 sont indépendantes : soit J une
telle partie, il existe des familles (X.) qui vérifient dim ^p(X.,)^a., pour toute
partie K différente de J et telles que dim ip (X.)-< a- (à partir d'une famille
disjointe (Z.) de parties libres Z. telles que Card Z, as a, , en considérant
x e Z et en prenant X^ == Z - ^x} si iej, X^ = Z^ si i^J, (X^) vérifie



106 Chapitre IV

bien dim ç (\)^ ̂  P0111* KCI et K ^ J> et cependant on a dim <p(X.)= a.-l^a.).

La condition dim <p(X^)^0 est toujours vérifiée» On ne peut donc espérer écrire

moins de conditions dans le corollaire.

Maintenant voici comment en pratique on peut résoudre ce problème» Les
processus indiqués se programment aisément sur machine dans les cas où E est un
^-espace discret, ou un espace affin de dimension finie sur un corps fini,

Soit (X.) [tel] la famille à étudier dont on veut trouver une famille

^-disjointe (Y.) incluse où dim ç (Y.) = a. pour tout i, Pour tous les indices i
tels que a. = 0, on prend Y. = f et on les enlève de I. Puis on remplace

chaque X. pour une base Z. de <p(X.) incluse dans X.. (Z.) est de type fft car

pour tout Jcl, <p(Z,) = <p(X ).

On se ramène ainsi systématiquement à des familles de parties libres de

type vb telles que a.>0 pour tout i.

Voici d'abord deux méthodes qui permettent d'obtenir une solution en

Itérant toujours le même calcul»

a) (suppressibilité).

Soit (X.) [tel] famille de parties libres, de type ^= (a.) (a.>0).

On pose I ss -(l,..,, n} et on range les X. de façon que Gard X. - a. croisse

avec i. Pour les X. tels que Card X.> a, on ne garde qu'une partie ayant a,

éléments.

Posons X. == ^x.,..., x } • Si p = a. on pose Y ~ X. . Sinon p>a<

et on vérifie pour x. les 211"1 inégalités ;

Pour tout Jd -^1} dim <p(X U (X^ - {x^) )àa + a^ .

Dès que l'une de ces inégalités n'est pas satisfaite, x. n'est pas sup-

pressible et on le garde dans X.. Si elles sont toutes vérifiées, x. est suppres-

bible et on l'enlève de X.. On obtient ainsi une famille où X. ou bitn a p-1 élé-

ments, ou bien a un élément x. non suppressible, cette famille étant toujours de
A '

type ffb . On fait la même chose pour x^ avec la famille obtenue, puis pour x^,.«.

On s'arrête dès que ou bien on a a. éléments non suppressibles, ou bien il ne
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reste que a. éléments dans X. et on pose Y. l'ensemble de ces a « éléments»
Comme (X.) [1=2,..,, n] est de type (A r.i dans E considéré comme <py -espace,

il ne reste qu'à itérer la méthode pour (X.). .. •

On .justifie ce processus de la manière suivante : On sait d'après le
théorème 1 qu'il existe une famille (Y.) de parties libres Y.cX., disjointe, et
Card Y. = a. pour tout i. Si x^Y., x est suppressible, de sorte que l'on a au
plus a. éléments non suppressibles (ceux de Y.). S'il y en a a., ils forment
Y de manière unique. S'il n'y en a que b.<a. , Y. contient ces éléments et

a—h-»
a. - b. éléments suppressibles (on a C , manière»de les choisir dans X.).

b) - (empilement)

Comme en a) on range les X. i s= 1,..., n de façon que Card X, - a,

croisse avec i. Puis on prend Y ' partie de X. ayant a< éléments. On construit

(Y2 , Y") disjointe où chaque Y2 est une partie libre de X. ayant a_ éléments

comme indiqué en 2 b). Supposons que l'on ait ainsi construit de proche en proche

(Y1"1) ( j == 1, 2,..., i - l) disjointe où les Y1"" sont des parties libres de

X. ayant a. éléments. Pour obtenir (Y1) [j == 1, 2,..., ij on construit Y1

élément par élément par la méthode qui nous a servi à démontrer R 'A. . A mesure que

l'on ajoute des éléments pour former Y1 , on doit en général modifier les Y1" et

on barre dans chaque X. les éléments qui ont dû être enlevés à un Y." à un
J J

moment ou à un autre (ce sont des éléments suppressibles au sens de a) ci-dessus),
la suite K O^p^q s'allonge et un indice j donné ne peut passer de K qu'à

un K o^ r^P (en effet pour tout entier p, Y13 croit, donc K aussi, mais comme
on a toujours X^^Y^ pour p < q, la suite est toujours strictement décroissante
Quand X.cç(Y^), on ne peut qu'allonger la suite des K.).

c)- remarques

1°) II n'est pas nécessaire de vérifier d'abord que ( X _ ) . ^- est de type c7by
mais si on le fait, on note les parties J telles que dim <p(X.) = a. et on ordonne

celles-ci suivant Card J croissant : (j.) [k ss I,..., pj •
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On résoud (X.) fiej.) , puis on raisonne dans E considéré comme

<p ̂ -espace oà <p^ = <p^ et A = U X^ [icj^]. Puis on résoud (X^) [iej^ - J^Jz)

et on raisonne dans E considéré comme <p,-espace où <p^ = (p. - et
& Z 1 D

B = U X^ [iej^ - J^J^) (^"^c où c a= u ̂  [^Ji^^"* • on obtient

en fin de compte une solution partielle (Y.) [ieU J, [k=1,..., p]1 dont on sait
qu'elle se prolonge en une solution pour (X.). On est alors ramené au cas général
en raisonnant dans E considéré comme <p "espace*

2°) La méthode par suppressibilité est avantageuse quand les dim 4>(X.) sont
voisins des a, car on a alors des chances de supprimer rapidement assez d'éléments.
Au contraire plus les dim <p(X.) sont grands et voisins de a,-, mieux la seconde
méthode est heureuse, car on construit rapidement des familles disjointes incluses
de type A == (bi) où a, - b- est petit, la difficulté est reportée sur les der-
niers éléments (le cas le plus favorable est évidemment celui où dim <p(X.)^a,
pour tout i. Les constructions par la seconde méthode se font alors sans permu-
tation)»

3°) Si on a une famille (X.) dont on ne sait si elle est de type ^k ou non
(vérifier quand même dim <p(X.)^a. et dim ip(X,.)^a,), on peut cependant essayer

l'une des méthodes a) et b) ci-dessus. Si les calculs aboutissent, c'est que (X.)
est de type ub et on a une solution, sinon c'est que (X.) n'est pas de type ^,et
il faut alors modifier Oh (diminuer certains a., en augmenter d'autres..,) si
on veut des solutions "au mieux", i.e. telles que ub soit maximale.

4.4.- Propriétés générales des familles de type W . Applications

4.4.1.- Distributivité des familles de type .̂

La remarque qui suit le corollaire nous permet d'affirmer que la proprié-
té pour une famille (X.) d'être de type ffb n'est pas associative (i.e. (j^) -^CL
étant une partition de I, si (X.) [i&l] est de type <^=(a^)[i£^ (X^) [i^Jg]
est de type (/t.^ pour tout { et (X,^) [S €- L] est de type ^>= (bo = a. p ) ; mais

la réciproque est fausse). On a cependant la propriété de "distributivité"
suivante :
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Soit (Xp [ielj une famille de type ^== (a.) et pour tout i

a_ = Z ha [€eL.] • Soit de plus L 1 ensemble somme des L. et pour tout f

dans L Y^ == X^/^\ où i(̂ ) est l*indice tel unique tel que ^eL./^x . Il est
alors aisé de vérifier que :

"(X? [ielj est de type <^= (a^)"^^ "(Y^) [^eL] est de type ^ - (b^)"

Résoudre (X^) et résoudre (\p) sont donc deux problèmes équivalents.

Voici comment on passe des solutions de (X.) à celles de (Va) et réciproquement :

(X*^) étant une solution de (X^), soit pour tout i X". une base de (p(X*.) inclase
ti

dans X * . . Comme Card X. = p. ̂  a. , il existe

Cp1 x (a^ !) / x(b( !) (^^Lj

partitions (\n ) [^£L.] de X. telles que Card Yo = b^ pour tout (. dans L. ,

et (Y^) [€ €. LJ est solution pour (Ya). Inversement si ('Yo) [ ^ € L 1 est une

solution de (Yp) , (Y- ) fi6!] est une solution pour (X.).

Notons que la propriété de distributivité permet de se ramener systé-

matiquement à des familles de type ^ = (c.) où c, = 1 pour tout k. Mais la ré-

solution de ces systèmes est en général beaucoup plus longue que celle du système

demandé. On a d^ailleurs toujours avantage à diminuer le nombre d'éléments de la

famille, c•est-à-dire à utiliser la distributivité en sens inverse.

4.4.2.- Familles réduites.

Soit (X.) [tel] une famille de type 0^^ (a.). La relation sur
I : R |i , j j si et seulement si <p (X.)<;<p(X.) est une relation de préordre.

Soit p l'équivalence associée, I = I/p est ordonné par la relation d'ordre quo-

tient. On note a, p,Y les éléments de I , i.e. les classes d'équivalences de I
suivant p et X = U X. fie a1.' a i " J

La famille (X ) [aeî ] est dite réduite de (X.)

il est clair que :

"(X^) [ielj est de type ^= (a^)" ^==> "(X^) [aeT^] est de type '̂' = (a )" .
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(on obtient ici une propriété plus forte que la distributivité).

De toute solution (Y ) ^e (X ) on déduit une solution de (X.) de la

manière suivante : Soit a 6.1 et E considéré conroe ^-espace où ^as <p et ^

C == U Yg [P^I - {a}]. Pour tout i dans a, V(Y )cA == V(X.). Soit donc Z.

partie V-libre de X^ ayant a^ éléments, Z, partie ^y -libre de X^ ayant a,

éléments,... (où a==-( l , 2,•••))• t2-),^,, est ^-disjointe et Z est -̂libre,

et en remplaçant Y par Z dans la famille (Yg), on a encore une solution pour

(X ). A partir de cette solution on fait comme ci-dessus avec un second élément
de I ,... d'où en fin de compte une famille ^-^cr telle que (Z ) [ad)

est solution pour (X ) et (Z . ) [iAa) est solution pour (X.) [i&a] d'où(asso-

ciativité Ïe la disjonction) (Z.). ^- solution pour (X,).

4*5•- Cas de familles finies de cardinaux quelconques

Soit ab^ (a.) [iell une famille finie de cardinaux. L == {e, ^ .»»»e l

étant l*ensemble des cardinaux infinis a. de I rangés dans l'ordre croissant,

soit I (resp. I. ; resp. I. où k == 2,..., n) l'ensemble des indices i€I

tels que a. = o (resp. a. fini non nul ; resp. a. = e.). On obtient ainsi la

partition (L) [k == 0, 1, ..., n^ de I.

Il est clair qu'une famille (X.) [ici] est de type vbss (a.) si et

seulement si :

Vjc l^ , dim <p (X.)à a.

et y i . e . 1 , a.. infini, dim ip (X . )^a .

ces conditions étant bien entendu indépendantes (voir début de 4»3)«

Soit (X.) une famille de type dt. Pour k = o, 1, ..., n on note

J^ = U 1^ [ r ^k ] . (X^) [iej^] contient une famille disjointe (Y^) [i^jj

telle que r (Y.)== a. . Dans E considère comme ^-espace où ^ == H). , r == r.

et A == U Y. [iêj,] , comme r(A) est finie, pour k ï =2, . . , ,n e t i e L ,
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r (X^) ^ a^ (c.f. 3.3. corollaire 1 du théorème 3 par exemple). Il va être dé-

montre ci-dessous (théorème 2) qu'il existe une famille ^-disjointe (Z.)[ iel ]

incluse dans (X^) [ie 1 ]̂ telle que r1 (Z.) = -i pour tout i. En prenant

pour tout i dans 1̂  une ^ -base Y. de ^(Z.) incluse dans Z. on obtient une

famille (Y^) [tel ] ç-disjointe telle que Y et Y sont ^-disjoints,
2 ^1

donc (associativité) (Y^) [i€-J^] est (p-disjointe. On itère de même pour I

en raisonnant dans E considéré comme ^ -espace sachant que ^2 = tp ,

B == U Y^ [i<sj^] et r(B) = ^ ^ ^ Ayant itérer n-2 fois ce procédé on

obtient (Y? (i^T) ^-disjointe, de type ck et incluse dans (X.) [i€ l]. En

particulier on a démontré le résultat suivant qui précise le théorème 1 :

Corollaire 2.- Soit ^= (a^) [ifel] une famille finie de cardinaux. Pour qu'une

famille ( X _ ) [i €ij de parties d'un ^-espace contienne une famille disjointe

(Y^) [ici] telle que dim (Y^) = a. pour tout i, il faut et il suffit que :

Pour tout ]^lf , r(X ) ^ a

Pour tout i tel que a. soit infini, r ( X . ) ^ a .

ces inégalités étant indépendantes.

Il reste k démontrer le :

Théorème 2.- Soit a un cardinal infini et I un ensemble f.^ni. Pour qu'une

famille (X.) [i&l] de parties d'un ç-espace contienne une famille tp-dis jointe

JY^) [iê-T] telle c(ue dim <p (Y^) = a pour tout i, il faut et il suffit que :

pour tout i dim <p(X.) ^ a .

Voici d'abord un lemme qui généralise aux ̂ -espaces une propriété clas-
sique des parties d'un ensemble.
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Lerone 1.- Soit a un cardinal infini, M et N deux parties d'un ^espace E telles

que MuN soit 4)-libre. card M = card N = a et card MnN< a. Pour toute partie

X de E telle que dim u?(X) = a. on a la relation :

r^ (X) + r^ (X) = a (2)

Démonstration du lemme 1

Soit Y une ^-base de X. D'après le théorème 2 de 2.1.4. , on a :

Card Y = r^ (X) ^ r(X) = a

Si Card Y = a, la relation (2) est vérifiée. Sinon on a Card Y < a,
donc :

îy (M) = ^ (N) == ^ W a= a

Soit alors M. une ipy-base de M

et N^ une ^^^ ^^ ^ ^

M ^ N ^ = 0 et M^UN^ est ^y-libre (voir 3.2.), donc X et N sont

Çy-disjointes (Xc<p (M ) ) et on a :

r^ (X) = r^(X) = a

Or Y est une ^^ -base de X , et comme N » = N - Mn M est la

^ -base de N, N ^ c N » , N* - N^ est ^^^ -libre , et coimne

^ M u N ^ (Nl ^i) = ^ (M^) c ^^ (X),

Card (N* - N ) ^ Card Y ^ a

Or Card ( M n N ) ^ a , donc : Card (N - N ) < a

et r^^ (X) - a = r^ ̂  (X) ^ r^ (X)

d'où r^(X) = a
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Péaonstration du théorème 2.

La condition est évidemment nécessaire» Inversement, a étant un
cardinal infini, l'on démontre :

((̂ ) f(Yp^ étant une famille finie telle que r(Y.)^a pour tout i, on a

Vici , J T C Y ^ telle que : r(T) = a et Vjfel , r̂ , (Y^) = r(Y^) .

En effet soit ici, Z. une <p-base de Y. et n = Card I. Comme
Card Z.^a, il existe une famille (T ) . de parties disjointes deux ài m IBT—I, • • ,n
deux de Z. telles que Card T ss a pour tout m. D'après le lemme 1, pour tout
j€l, il existe au plus un m. tel que r- (Y.)^ a. On peut donc choisir T
parmi les T^ . m

En appliquant (R ) Card î-fois et en ne considérant que des parties
libres, on construit aisément une famille (Y.) disjointe, incluse dans (X.) et
telle que r(Y.) a£ a pour tout i •

4»6»~ Non-extension de ces résultats aux o^-espaces

L'on peut essayer d'étendre le théorème 1 aux ^-espaces. Déjà M.Rado
dans [ç] a démontré que les axiomes imposés à sa structure sont nécessaires et
suffisants pour la validité du théorème 1. Voici le résultat général :

Théorème 3 (Rado).- Soit E un ^-espace pour que toute famille de type (7b
(pour le rang r/) contienne une famille ^-disjointe de type £T , il faut et il
suffit que (E,<i0 soit un ^-espace régulier, i»e. un ç-espace.

Démonst rat ion :

La condition suffisante résulte du théorème 1 •
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La condition est nécessaire car si (E,^f) n'est pas régulier :

-3 X € ̂  , 3 Y €-3f tels que Card X = Card Y + 1 == n

et Vx<s-X - Y , Y + x ^ .2? (2)

Alors (X,Y) est de type (1, n-1), mais (X,Y)- ne contient aucune
famille disjointe, et de type (1, n-1) .
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ChaP. V Existence de familles disjointes incluses dans

des familles infinies de parties d'un tp-espace.

Suivant en cela Bourbaki [c, I, 3Î 9 l'on admet comme seuls axiomes
logiques 1 axiome du choix (sous sa forme usuelle) et l'axiome de l'infini. Sauf
mention expresse dans l'énoncé du théorème, les résultats énoncés sont indépen-
dants de l'hypothèse du continu généralisé érigé en axiome de la théorie des en-
sembles par J.P. Cohen (voir par exemple [16] et [17ï)«

L'on utilisera en 5 " 2 , des raisonnements sur les limites projectives
dont certaines parties sont analogues à ceux qui sont exposés dans Bourbaki
[c» T» 3J ï ? 6 , exercice 29 et [c, III, 1J , Appendice, page 137 de la
troisième édition.

Une étude systématique des différents cas possibles pour une famille dé-
nombrable et le principe de l'étude générale de l'une d.'elles terminent ce cha-
pitre,

5.1.- Généralités

Soit vb == (a.). , une famille de cardinaux. Alors

L = { a^ | i € 1} = LA , L" == { a^ | .i el et a^ infini } = L^

est un ensemble bien ordonné par l'ordre naturel des cardinaux et pour tout •Ï€ï^

1 'on pose ;

^ = {îl^i et - i - ^ } = ^

( l o ) / » est une partition de I, et l'on pose î û == 0 si ~f est un cardinal

qui n'est pas dans L. On écrit en outre
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^ = -f i l tel et a. fini non nul} == IÎ , d^ = (a.), -f
J. -' vb 1 l £ I

I" = {i|lel et a^ infinie = 1^ , ^=(3?^^

10 = ^ = ^

et a . = Min a^ [i&J et a. infini]

Ces notations seront utilisées sans rappels, en précisant (A quand ce sera néces-
saire.

Contrairement au cas fini, en général une famille infinie de type ^ ne
contient pas une famille disjointe de type c^ . Voici deux exemples typiques :

Exemple 1.- Soit A telle que Card îf ̂  a^- . E étant un ensemble tel que

Card E == âj et (^^i une partition (sens large) de E telle que pour tout
tel Card E^ = a^ , considérons la famille (X.). définie par

V1 ^ T „ f X. = F où FcE . et Card F = a JL.
^ 1 I1 (76

V i ^ I - I , X = E
a^

E étant ^espace discret, ^pi^i est de tyP® ^ et ne peut conte-
nir aucune famille disjointe de type (k •

Exemple 2." Soit JE une famille telle que pour un cardinal infini -éeL on
ait : Card 1^ > f . E étant un ensemble tel que Card E = a- et (E.).

une partition (au sens large) de E telle que pour tout i€l , Card E. = a. ,

prenons XcE telle que Card X = ï , YcE telle que Card Y = Card Î D ,
et <r une bijection de 1^ sur Y. La famille (X.). où :

Vi 6 1^ , X^ = X u \^ (±)}

Vi C 1 - 1^ , X^ = E
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est de type <A dans le ç-espace discret E, mais né contient aucune famille dis-

jointe de type (^.

On peut donc particulariser les familles i/b de la manière suivante :

/L
Définition 1.- Une famille ^= (^ici est dite lisse si elle vérifie la pro-
priété :

(LIS) V ^eL^ , Card I. < i et L Card 1 ^ -d
•" O^m^ m

W est dite faiblement lisse si

(LISf) Card I1' ^ a . et \/ t6 L^ , Card I. <: t
(76 ^ -

Jb est dite rugueuse si elle n*est pas faiblement libre.

Si (A est faiblement lisse, pour tout Jc l ,s i J^ I^^ 0 ,

a- = Sup a. f iej] . Donc pour tout { € L^ :

J~ Card 1 ^ i
O^m^ m "

Toute famille lisse est donc faiblement lisse

Si (X.) est de type (A , on a :

(V ie l ^ , r(X? ^ a? et (V jé^ ( l j [ ) , r(Xj) ^ a^) (1)

inversement, ^ étant fixée, toute famille (X.) vérifiant (1) est de type (A si
et seulement si :

l/J^I" , aj= Sup a^ [i6J"J

i.e. si et seulanent si :

V U-L^ , Card îf ^ f (2)

Les exemples 1 et 2 montrent que, en générale une famille de type df

rugueuse ne contient pas de famille disjointe de type (A.

Il va être démontré ci-après que :
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Si t7b est lisse (resp. si ^ est faiblement lisse et si l'on admet

1 Hypothèse du continu généralisé) , et si en outre :

(CF) O») V x c L^ tel que lt ̂ CX, Sup Y ^ X U (SupXj tt, on a Ot/^ ^ eo

et Cardpl^L^ U^j^et Sup L^]^[= Ji J <f ̂

et L" est de caractère final dénombrable au plus .̂iatofcsr toute famille (X.) de
type vG telle que :

Vifi^ , r(X.) soit fini

contient une famille ^-disjointe de type <k •

Le problème consistant à chercher si toute famille de type dv fai-

blement lisse contient une famille disjointe de type ^ sans utiliser 1•hypothèse

du continu généralisé est laissé ouvert, ainsi que celui qui consiste à généra-
liser le résultat ci-dessus aux familles ne vérifiant pas la propriété (CF).

En 5»2. l'on étudie les familles c^de cardinaux finis, puis en 5.3.
est explicitée la séparation naturelle entre cardinaux finis et cardinaux infinis.

Les familles de cardinaux infinis font l'objet de 5«4« et en 5»5« une discussion
générale des familles dénombralles termine ce chapitre»

5*2.- Familles ^ de cardinaux finis

II est deux cas où l'on peut conclure à l'existence d'une famille

disjointe incluse de type Ukî

- celui où r (X.) est fini pour tout i

- celui où r (X.) est infini pour tout i sauf un nombre fini et où

les a. non nuls sont égaux ai .

5*2.1»- Cas où les X. sont tous de rang fini.

L'on va démontrer le :

(^) Si a == UL. l'on désigne par 63 le caractère final de û> et i == UL .
" T3 a —a a
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Théorème 1«- Une famille ( X . ) . - telle que r(X.) soit fini pour tout i,

est de type ^ = (a.) si et seulement si :

Vj^d) , ^^j (4)

et alors elle contient une famille <p-disjointe de type C/h.

a) Démonstration par limite projective

Soit O^L^T de type ^ = (a ) où r(X^) est fini pour tout i.

Prenons alors pour chaque i^I une base Z. de X. incluse dans X. , (Z.)

est de type (k\ (Z.) c (X.) et Z. est fini pour tout i .

Considérons alors pour toute; partie J de I l'ensemble G. des familles

(Y.) incluses dans (Z.) , disjointes et telles que r(Y.) = Card (Y^) ^ a^ pour

tout i»
Si JcKcI

^K : î̂ K ———- ^i^J

est une application de Gy dans G- •Iv J

n est clair que (G. , f..ç) [j, K e ï (I)J est un système

projectif d'ensembles et que :

G^ »ym (Gj , f^) [J, K € 3^(1)]

Or d'après (4) pour tout J e. ^ (I) , G. est fini et non vide,

donc G- ̂  0 (voir Bourbaki [c, I, 3J , 2eme édition, ^7^ n° 4,

Théorème 1 et exemple 1.)

Voici un raisonnement élémentaire qui permet de démontrer que G, ̂  ft.
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1°) L'on restreint d'abord les G- de façon à rendre les restrictions des

f.y surjectives :
J n

V j e ^ (I) , soit G^ = Gj

GJ = H f^ (G^) [K £ ^ (I) et K3j]

G^ = 0 fj,ç (G^1) [K € ï (I) et K3j]

d'où la suite indéfiniment décroissante :

Vj ^(1) , Gj- ^ => ^ ^ • • • ^ G"'1 3 G" 3 ...

on démontre aisément par récurrence sur nà0 que ;

G" + 0 pour tout J e ^ (I)

G- étant fini, la suite est stationnaire et
<j

F- = H G" ^ 0
J n "

et la restriction g,., de f.y à F, est une surjection de F- sur F..
Jn Jn J J K

telle que :

^un (Gj , f j^) = ^un (Fj , gj^)

Le fait que les g- ., sont suriectives est insuffisant pour démontrerj h l

que la limite projective n'est pas vide (voir [c, I, 3] ? § 1 > exercice 32).

2°) En utilisant le théorème de Zorn, l'on démontre G, ^ 0 . En effet "$

l'ensemble des familles (^•^y telles que Kcl et pour tout Je ^ (K),

(Y .)- /. T e F • Ï ordonné par la relation :

^PieK é (zj)j^L) ^^^ (KCL et ^ieK' ^ =: zi)
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est inductif. On démontre alors aisément que tout élément maximal de ̂  est un
élément de C- .

b) Démonstration par suppressibilité.

Comme en a) l'on raisonne sur (Z.). L'on va d'abord démontrer que :

(R.) f Pour tout i€I tel que Card Z^ 2» a^ , il existe un x dans Z.

suppressible, i.e. tel que la famille (T.)..- , où T. == Z.
J 3 c•lî 3 J

si j + i et T^ = Z^ - x , vérifie :

Vj 6 ^ (I) , r (Tj) .̂ aj (4')

Soit en effet i&I tel que Card Z. ^ a. .

x eZ . est suppressible si et seulement si :

Vj €. (̂I-i) , r (Zj U (Z^ - x)) ^ &j + a^

i.e. si et seulement si pour tout J €. ^ (l-i) , x est suppressible dans

ĵ+i

Or Z^ est fini et si x6Z. n'est pas suppressible, il existe

J- c C?(l-i) tel que x ne soit pas suppressible dans (Z.). , . . • Posantx J J € J^ • 1

K = J- •»- i , à fortiori tout xeZ. n'est pas suppressible dans (Z.). „ ,

ce qui contredit le fait que (Z.). „ soit de type c7h^ • D'où f t i A ) .

Considérons maintenant un bon ordre sur I (si I est dénombrable,

on ordonne I suivant le type d'ordre co et l'on raisonne par récurrence infinie
classique). L'on construit par récurrence transfinie sur i une famille (Y.).

telle que Card Y. == a. pour tout i€l et telle que :

V i ^ I , F^- (^jé-I où [ Y} s= Y, si ^i

1 et Y^ = Z^ si j^i
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vérifie (41), en appliquant (^4-)«

Alors ( ^ • ) - ^ T vérifie aussi (4*) , et comme Card Y. = a. pour

tout i€l, (Y.). - est disjointe (voir 3.3. théorème 4).

c) Indépendance des conditions (3).

Les conditions r (X-)^ a- quand J e ̂  (l) sont indépendantes si
J J

1 es a. sont > 0 :

Soit en effet ( ^ ' ) ' ^ r une famille disjointe de parties libres telles

que Card Y. = a. pour tout i, et soit J e Ï (I). Si l'on prend xeY- et si

l'on considère

X^ == Y - x si iej

et Xj «= Y u Y^ si i e 1 - J

l'on obtient une famille (X^). ^ - qui vérifie r(X^) ̂ a^ pour tout K e. ̂  (l)

sauf pour K == J .

5.2.2.- Cas où les X. sont presque tous de rang infini.

Soit ^o == (a.). , une famille de cardinaux finis non nuls et (X.)

une famille de parties d*un ^-espace E, Alors ^> == (b.) où b. == r(X.) pour

tout i est telle que :

pour K = I., , (X.). „ contienne (^'ÊIC ^-disjointe, de

type (^K , vérifiant r (Y^) = a^ .

Si K est fini, r(Y ) ^ a est fini

Si K est infini, r(Yy) == &., ss Card K , et alors si en outre
n I\

Card K ^ a ^ , l'on a vu en 5»1. exemple 1 que ^-^ri ne contient pas er

général de famille disjointe de type ^~.
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Par contre si Card K < a ^ , considérant E comme ^ -espace où

^ == ^PY , pour tout i€.I^ , r (X^) = r^, (X^) = t^ est infini, et
K

alors il est raisonnable d1 émettre la conjecture suivante :

Soient w == (a^) une famille de cardinaux finis non nuls et (X.)
une famille de parties d»un (p-espace, ayant toutes un rang infini. Comme pour
toute partie infinie J de I, a- == Card J :

(X.) est de type c/b si et seulement si (X.) est de type 1 (^)

et dans ce cas (X.) contient une famille disjointe de type ^ pour toute famille
^ == (c.) de cardinaux finis non nuls telle que :

Z (c^ - 1) ^ Min (r (X^)) ( 5 )

Voici un exemple de familles ^ et ( X . ) de type 1 ne vérifiant pas
(5 ) et telle que ( X . ) ne puisse contenir de famille disjointe de type ^:

exemple 3 ; Soit ^ = (c.). - une famille infinie de cardinaux finis non

nuls telle que c == Z (c. - 1) soit infini et > U • Soit alors E un en-i o
semble de cardinal celui de I, <r une bijection de 1 sur E et XcE telle que
Card X < c et Card X infini

Posant pour tout ici, X^ = <r(i)uX, (X.) est une famille de

type 1 et '€ qui ne peut contenir de famille disjointe de type ^ •

( ^ ) On identifie le cardinal a et la famille c^'== (a.) telle que a. == a
pour tout i.
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5»3>- Réduction de l'étude d'une famille (X.) . quelconque.

Quand on se donne a priori une famille (X.). de parties d'uni x G x s
<p-espace E, on peut chercher quel est l*ensemble ^ des familles vb = (a.) telles

que (X^) soit de type (k 9 ou mieux quel est l'ensemble 3? des familles «^== (a.)
telles que (X.) contienne une famille ip-dis jointe (Y.) de type cf.

Soit ^fl'ensemble des familles (Y.) <p-disjoint es, incluses dans (X.).
0 est inductive, donc admet de'5 éléments maximaux et (Y.)—», (dim ip (Y.)) est

une application de ^f sur 3?. Cependant 3^ n'est pas inductive en général.

Exemple •- Soit E (p-espace discret de cardinal infini a et (X.). famille

de parties de E telle que : card I^a et X. = E pour tout ic. I. Il est

clair que !(? contient toutes les familles (Tb" = (a."). - où a." = 0 si

i^J , a^ == a si i€j et card J = a ; mais si a est le successeur de

a et si card J = a , ^<J ^ 3c , bien que borne supérieure d'éléments de î€

(Notons que ceci peut se produire également quand (dim <p (X.)). - est lisse).

5»3«1*- Si r(X.) est fini pour tout ici.

En convenant que fc = (b.). ̂ - est fini si et seulement si b. = 0

pour tout i sauf un nombre fini, i.e. si et seulement si b,. < ^ o » et e" dési-

gnant par îS (éa) l'ensemble des "parties finies" de (fto, i.e. des

^ = (b.) ^ vb = (a^) telles que b. = 0 pour tout ici sauf un nombre fini

d'indices i pour lesquels b, == a, » alors il résulte du corollaire du théorème
1 que :

3^ est de caractère fini et 9?= '̂

Donc : 3o est inductif et admet des éléments maximaux.

On démontre alors que :

- toute d^Sêest inférieure ou é^ale ?» (r (X.)).

- X admet un seul éliranent maximal ^v si et seulement si (r(X.)). -r €: ^J ,
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i.e. si et seulement si (X^) est ^-disjointe ; et dans ce cas c^= (r(X.) )

- pour une ut c ̂ , les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) - c^est maximale dans W

b) - II existe une (Y^) ç-disjointe, incluse dans (X.) et telle que
dim (p (Y? = a^ pour tout iel et Yj ç-engendre <p(X-).

En outre dans ce cas, toute (Z^) cp-dis jointe, incluse dans (X,) et de

type ^oest telle que Z_ ^-engendre 4>(X-) et dim 4)(Z.) = a. pour tout i ;

en particulier a, = dim ç (X-).

Les constructions faites en 4.2. et 5.2. permettent alors de cons-
truire ^f, d»où ï?= Sg* (il suffit d»en connaître les éléments maximaux).

5.3*2.~ Si pour certains i^l. r(X.) est infini

Soit <b = (r(Xp) et 1° - I0^ ...

On peut négliger systématiquement (X.).^ o , de sorte que l'on
suppose 1° == 0 par la suite •

On résoud (^^çjf comme dans 5.3.1. d*où ^ et Y,. .

On indiquera ci-après comment résoudre (X.). -a), d^ù %, c Slî* et ^
Alors deux cas se présentent :

a) - ou bien \/iel^ , r(X „) <r(X.) et alors :
I x

et

y ^^ <y^ + jco
i = i, + ̂

où ces notations ont le sens suivant :

V^ici^» ^Picif e -^ et (^i^l"^" ".où
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Réciproquement ,

^^ih^ € ^f f ^Piel^ & Jû> en e6"^1 ̂ ici ^ ^ ^

mais on peut modifier (Y.). -^ de façon qu'en fin de compte (Y'.). - e ̂

où Y' . == Y. Viêl . Mieux, on peut le faire de manière que

dim ç ( Y ' ) == dim <p (Y.) ; signalons cependant que, si certains dim ip (Y.) pour

i €,1^ sont < Z dim ip(Y.) [tel J , il peut être nécessaire de changer complè-

tement ces Y. (sinon il suffit de prendre Y * , ipy -base de <p (Y,f o Y.),

incluse dans Y.). D*où la seconde égalité et <w .

b) - ou bien : 3iel^ , dim ip (X f) ^ dim ip (X.).

dans ce cas ^c^fc + rfc^ 1 inclusion étant stricte en général.

Nous verrons sur un exemple (au 5*5« quand I est dénombrable) comment on peut

mener cette étude. Signalons qu*il est bon en général de se ramener à a) en res-

treignant les X. pour i^I, (ou iel^). De toute façon on peut toujours rai-

sonner dans (E,4») où ^ = ç,y et y résoudre (X.) . ^-rCD , en passant aux
A-f 1 1 e 1

^ -bases (qui sont ç-libres), et. en accolant (Y.). ^ e ̂ . on a alors une

solution pour !• D'où

y <^ y. (pour tp) + ^o (pour ipy )1 ĵf

5.3.3*- Réduction de (X^)

La relation : io<j si et seulement si ^p(X.) c ^(X.) définit un

préordre sur I, et si p est la relation d'équivalence canoniquement associée,

soit L == I/o , (^)pe. L ou x^ == ^^i^ V1 € € :

"(X.) est de type (a.)" ^ >. "(x^) est de tyPe (aJ>)"

où 9o = / a. , et on passe facilement de »^' (pour (X / / ) ) à <y (-pour

( X . ) ) et inversement (on "transporte" les partitions de cardinaux finis ou
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infinis représentées par les sommes cardinales).

On peut donc toujours se ramener à l'étude des familles (X.) telles

que ^p(X.) ^ ç (X.) pour tout i ^ j , De telles familles sont dites réduites

(c'est la généralisation de la notion de réduction vue quand 1 est fini en 4.4).

5.4*" Familles ^ de cardinaux infinis

S•4•^•'m La topologie sur 1 et le théorème fondamental

Soit jfe == (a.). , une famille de cardinaux infinis,

L'application qui h toute partie J de 1 associe :

7={ i | ié l et 3 K < c j tel que Sup a, [j € Jj = a^J

est une fermeture topologique, qui définit la topologie ,̂ == y sur 1 •

TT ï i——^a. est une application de 1 dans l'ensemble E des

cardinaux inférieurs ou égaux à a = a == Sup a. [iélj , qui se restreint au

but en une surjection TI de I sur L •

Par 4Î= (f)o T 9 L est muni comme ci-dessus d'une topologie

Ï<^ -= ^- , et i- est l'image réciproque par TT de ^, (au sens de

[C, II, l], Ç 2/3, exemple I, p. 30).

De même pour tout cardinal a , E est muni de la topologie ^ ,

et, si L <^E , .̂ est induite par ^ sur L, et ^- est l'image réci-

proque par 7i de ^ ;a

V j < ^ i , î = î^'Rjyy= \\\w

Etude sommaire de la topologie ^

Une partie X de E est fermée si et seulement si elle vérifiea

1'une des propriétés équivalentes :

1) VY c X , Sup Y € X

2) V b é T E ^ , Sup^[^éX e t ^ b ] ^ X
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Or, pour tout jH.^ E^ , [^ç? ^} et [̂ , a] sont fermés ; donc :

|/^€:E^, ^m é:E^, ^m, ]̂ , m [ est ouvert

et [--^» m] est fermé.

et

V^<^ Eg-a , (Mo»^]» ]Aa]) est une partition de E en deux ensembles

a la fois ouverts et fermés, donc % est totalement discontinue. En particulier

IÂ l est fermé, mais n'est ouvert que si Ji a un prédécesseur.

(^ est compacte : on vérifie qu'elle est séparée. Soit en outre

(X,).., une famille de fermés de E telle que :

Y J c^w, n x^ [ ié j j ̂
Alors a" = Max ( H X ^ [ i 6 j j ) existe pour tout ] é 3^(1)

et a == Min a3 [j <^^(T)] est atteint pour un J^^I)

au moins : a = a" . Comme

V K ^ ^ Î I ) , K ^ ) J , a ^ a K ^ a J , ^ = a*1 == a

donc a ^ OX^[i é ij et l'axiome (C") de [C, II, 1J, Ç 9, 1.

Définition.- Soit ^ = ̂ i\el une falnille de cardinaux et L° l'ensemble

des cardinaux infinis. On appelle caractère fermé de jfe (resp. de L )̂ le plus

petit ordinal a tel que :

pour tout M ̂  L00 tel que MU [Sup Mj fermé, on a : Ord(M) ^ a

et l'on écrit CF(^) (resp. CF(L^)) le caractère fermé de ̂  (resp. I/0).

On appelle caractère ouvert de ^o (resp. de L^), l'ordinal :

C 0 (jh == C 0 (L^ = Ord (Od^))

où (*) : 0(L^ =p|^eL, U i ^ ^ l ^ l et S u p m [ m € L et m c ^ J = ^ l

(*) Si a == U, , l'on désigne par ûJ_ le caractère final de c^ et ? = ^_
a a a
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Soit \ = Sup (Ord M) [M C L^ et M U (Sup M] fermé "l .

Si la borne supérieure est atteinte, CF(^È) == À + 1 ; sinon, CF(jfe) = À .

Si L^ est fini, CF(^) = Ord (L^

Si L^ est infini, Cffct) > o , mais CF(A) peut être un ordinal

infini absolument quelconque ^ Ord (î69) 4.4'

Le but de ce paragraphe est de démontrer le :

.Théorème 2,- Si ^h = (a.) est une famille lisse (resp. si l'on admet l'hypo-

thèse du continu généralisé et si A est une famille faiblement lisse), et si

A vérifie la propriété :

(CF) CF(A) < ., et C0(*) < ., . ^^JC" -̂̂ ^

Alors toute famille de parties d'un ç-espace E, de type 7^ .Vcontient

-une famille <p-disjointe de type ^ .

Ce théorème résulte de 5»3 et du ;
•

Corollaire ••» Toute famille (X.) de parties de rang infini d'un ip-espace E

telle que (r(X.)) soit lisse (rcsp. telle que (r(X.)) soit faiblement

lisse et si on admet l'hypothèse du continu généralisé) et telle que en outre

(r(X.)) vérifie la propriété (CF) , contient une famille disjointe (Y^)

telle que : Vi € I, r(X^) = r(Y^)

Toute famille dénombrable de cardinaux infinis est faiblement lisse

et vérifie la propriété (CF) . En outre, on verra au lenroe 4 que l'hypothèse

du continu généralisé n'est plus nécessaire quand pour le cardinaÏ.,dénombrable,

et pour les a. non dénombrables, la famille est lisse. D'où le résultat

indépendant de l'hypothèse du continu généralisé :
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Théorème 3.- Toute famille dénombrable (X^) telle que r(X.) soit infini

pour tout i contient une famille disjointe (Y.) telle que :

V i ^ I r(Y^) = r(X^)

Pour démontrer le corollaire et le théorème 3, 1 *on va d'abord établir

quelques lemmes de théorie des ordinaux et des cardinaux, puis l'on utilisera une

récurrence transfinie sur L pour construire (Y.) .

5»4«2.- Applications et familles fortes

Soit Ïff == (a^)^^, une famille de cardinaux infinis.

Une famille ^== (b^)^ j est dite :t -forte si elle vérifie :

(FC^) ^ i ^ I , CA^b^a^ ou a^ = U^ a= b^

et

(FC^) V-^ L , tfj ^ U 1^ [m < 1} tel que Sup a^ [i e j] == ^

on a Sup b. [i ^ j] = ̂

et

(FC^) Si L^ n'a pas de plus grand élément, \} C. I tel que fa.( i G jl

soit cofinal à L , , !b^| i €. jj est cofinal à L,
-w - ^

La famille A est dite forte s'il existe au moins une famille 3^

qui est Jk> -forte.

Un ordinal a est dit fort si la famille (U) est forte, i. e.
—————— ———— •" D 6 OC '

s'il existe une application f de a dans lui-même ayant les propriétés :

(FO^) f(o) = o et pour tout %eo. - [OJ , f(Ç) < Ç

et

(FO^) V Ç < a + 1 , Y O <iÇ cofinal ^ ^ , f(0) est cofinal a ^ .

Une telle application f est dite a-forte. Cette définition se

transporte h un ensemble E bien ordonné, d'où E fort et f F-forte.
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Lemme 1.- Un ordinal tt est fort si et seulement si a <sco<,

i,e. si et seulement si a est fini ou dénombrable

démonstration

a) &)< n^st pas un ordinal fort.

En effet s * il existe une application f co.-forte de û). dans lui-

même , soit a. s= 1 ,

o^ = Min g [VT)^ - -Ç , fftp^] (*)

• • •

"n = Mi" t [Vl)«û>i - £ . ^Î^Vi]

• • •

Daprès (F 0.) et (F (L), a existe pour tout n ÊQ> et :

o^ ^ f(a^) <i o^ < f (a.) < ...

donc (a ) est strictement croissante, et :

\/a'Gûû^ , si f(a) ^ a^ , a':an+1

On en déduit par récurrence transfinie sur a que tout ac co. est inférieur à

un a au moins, (a ) serait donc cofinal à œ. , d*où la contradictionn n neco 1

(ces raisonnements sont identiques à'cèuxde [o> I, 3} , (6, exercice 23).

b) Si (oc ) est une famille d ordinaux forts ^»0, indiciée par un

ordinal fort, alors 7~ a est un ordinal fort,
^e a

(^•) co - Ç est une différence ensemhliste ici
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En effet soit p = Z. a = p et V^ea, £- == .̂ a
vea v a v \cv A

Alors, V^a , Ord ( [ ̂  , ̂ [) == a^

et ( [ ̂  » ^M^v^a est une P31^^10" ae i3

Donc : V^€ . ^ , J v<s.a , v unique tel que \^ [^ , ^x»4-il

on écrit "^(^) cet ordinal.

Soit f une application a-forte et pour tout -^ca, soit f une

application [ ̂  , ̂ i.. [ -forte» Alors l'application f de p dans lui-même

définie par :

V Â Ê ^ , ou ^^) et f(^) = ^(^ (x)

ou ^ = e / , ^ ^ 0 et f(?<) == P
^x) f" (^(X))

est une application ^-forte,

(F 0.) est trivialement vérifié. Démontrons (F 0«) :

\/\ e ^ + 1 , Vu c \ , 0 cofinal à \

ou bien \ > ^ / .^ et O* = O.n ( ] ç> / .^ , ^ [ ) est cofinal à \,

donc f(O') = f / . s (0') est cofinal à \ , et à fortiori f(0)

ou bien X = P /^ \ où ^(X) € a + 1 et v(^) a un prédécesseur,

Alors soit U^ J^^, , ̂ ( . 0" = O^U^ est

cofinal à À , i.e. à U^ et f(0") == ^(x^i (OM) est co^aa1®

à IL , i.e. à \ , donc a fortiori f(0)
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ou bien \ = P^/i.\ où ^(\) e a + 1 et v(Â) n'a pas dé prédécesseur.

Alors soit 0, == { v / ^e^(\) et P ^ ^ O }

et °2 = { ^ / ^^ et ^ ( l ^ » ^ ) ^ ^ } •

0. ou 0, est cofinal à ^(\)

Si 0. est cofinal à ^(X) :

Sup f(0) $ Sup f(^) [vf iOj^Sup P ^ t^^0!] ^ ^(\)

Si 0. est cofinal à v(^) :

V^O^ , J Y ^ ^ O ^ ^ ( ] ^ > P ^ [ ) et

Sup f(0) À Sup f(Y^) f^O^] è Sup f(^) [V€0^ ] ^ ^^

et coinme f(0) c ̂ ^\ != x » ^(0) est cofinal à À «

c) Tout ordinal dénombrable est fort

Tout ordinal fini est trivialement fort. uo est fort car

I f(n) = n-1 si n >0

f(0) = 0

est L\? -forte,

II est alors aisé de démontrer par récurrence transfinie dénombrable

que tout ordinal dénombrahie a est fort,

Supposons en effet que tout ^<<a soit fort et a dénombrable.

Si Œ a un prédécesseur a-1 , a = (a-1) + 1

Si a n^ pas de prédécesseur, le caractère final de a est GÎ , et l'on peut

construire une famille cofinale à a ainsi :

soit n ——^ ç une bijection de co sur a et soit :
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"h = ^

% = Min ( îk) t Sk > -In-l] = ^f(n)

(il ) est strictement croissante et cofinale à a' n n ecj

(voir -(0) , Livre I, chap. II , 39, page 83). D^ù :

a == )_ Ord (^-^.-i •" ^n^ en P083^ ^o := 0

necû

Donc a est toujours somme d'ordinaux forts >0, indiciée par un ordinal fort,

et d1après b) a est fort.

d) Les ordinaux a ^ a^. ne sont pas forts

En effet tout ordinal inférieur à un ordinal fort est lui-même fort,

d'où le résultat en utilisant a).

e) Construction d'applications fortes.

exemple d'application cu^ -forte :

f (p-1) <A3 si q = 0 (p eoj et q e. co )
f (pc^ + q) = ^

[ p c ^ + q ^ l si q > 1

f (c»>2) = co , f(o?2 + a) = ^2 + f(a) si 0 <a <cu2

• • • •
f(a5n) = co11-1 , f(^" + a) = ^n + f(a) si O ^ a ^ a ) "
• • • •
f (Û;1*5) = G. ...
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D'une manière générale soit a un ordinal et

a^ = -j S / f ordinal et o^ < a 1

Si gr est une application a^ -forte, on construit une application f a-forte

ainsi :
<^>

V\ € a , soit Â = n < c o + ... + n eu p

la décomposition polynomiale de \ (voir [c, I, 3] , §6, exercice 12, page

100) où n^ sont des entiers > 0, p est un entier>0 et S. ,..., t

sont des ordinaux ^0 strictement décroissants. Alors :

y }? ^ cr^ ^ ^
f(\) = n, co'^ 1+...-^n , ^ p""1 + (n-1) CD P + <x> P

' P-i ^ P

C Q F D

lemme 2.- Soit 1 '̂ une famille de cardinaux infinis.

Si C F(t^) > (^ , 4'n*est pas iorte

Si C Y((k) < û3^ et C 0(cA) < co^ , c^ = (a^).^ est forte, et soit

L== {a^ / ie l ) . et -^== ^fev • Alors il ^^^^e

t6= ^C^ÊL ^-forte telle que pour tout -t e L ,

Card ( ^ m / m e L , m ^ t et C < €}) < Min ( l̂  , ^)

Démonstration

a) 6^== (a.) est forte si et seulement si ^f == (-^) ^ est forte

S*il existe fc =• (h.) -^-forte, soit pour '^-L i(-?) ê l^

Alors "6 = (h - /^) ^ ^T est -^-forte.

Inversement si ^ est forte, il existe ^== ( C / ) ) -<?-forte ;

donc si l^on pose pour tout ici, ^(i) tel que i & I ^ / . N ,
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(&== ( C ^ / . \ ) . T est ^-forte.

b) Si -^est forte, CF (<^ ) é û^

En effet si -$? est forte, il existe ^> = (b^)^. ^ -forte

et si C F(4) > CJ., il existe M c L tel que M U {Sup M), soit fermé et

Ord M = û?. (donc M non fermé),

Soit v__». m l^somorphisme canonique de ûî. sur M

f : v ——^ f(^) == Sup \ [ \e^ et m^ é b^ ]
"M

où 1 ̂ n convient Sup \ [ \ e ^ J = = 0 , est une application <*).-forte

En effet f(0) = 0 et pour tout ^ e c*> - -(O). ,

m, . /A ^ b^ ^ "v ^ donc f^< v

En outre :

V ç e û i + l , V o c ^ C , 0 cofinal à ï ,

On a Sup m^ [ X e û ] = m y (m^ = Sup M)

donc Sup b [ Â e o ] = = m ^
A

et Sup f(0) == Sup À [x e co^ et 3v c.0 , m^ ^ b^ ] = t
M

D^ù la contradiction car to. n'est pas un ordinal fort.

c) Si C F W < û.» et C 0 pf) ^ cc^ , ̂  est forte.

Soient S(L) l'ensemble des a eL tels que :
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a = Min L ou Sup ^ [^e.L et ^ < a] <: a (1) ,

R(L) l'ensemble des a fi L, a sans prédécesseur , a" > U. ('*) et tel que î

Sup î? [ ^ e L - S ( L ) et ^<a j < a (2)

et 1(1) == S(L) U R(L)

L'on peut alors définir L == I(L) , L, = I(L - L ) , . . . ,

L = 1 (L- U L ) ....
A e v

et l'on note Y le plus petit ordinal tel que Ly = 0

(L ) est alors une partition de L.

Soit b = Sup L , Dans l'ensemble E. des cardinaux infinis $ b,

un cardinal aéL est de trois types possibles :

type 1 : a == U ou a a un prédécesseur. Alors aeS(L) et a s L .

type II : a n'a pas de prédécesseur et a = VL .

Si a n'a pas de prédécesseur dans L , ou plus généralement si l'on

a (l), a<£L ; sinon a «-L pour v ^0,

Soit M une partie fermée de L telle que Ord M = o»^ + 1 ,

et \ ——*. m, l'isomorphisme canonique de ^v + 1 sur M, Pour tout
•̂

\ e co + 1 ^ \ sans prédécesseur, m. est de type II. En outre on a

Sup M = MaxMeL^ , C Fft°) ̂  œ^ , d'où , posant Y- = Sup X [\ e.Y] ,

on a :

c^" é C F (^) ^ a>^"^ 1

et en particulier ^ < ùù

Soit a<L, de type 1 ou de type II. Il existe ^e Y tel que

a^L^ et, dans L9 = L - ^U L^ , on a :
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a - =Sup ^ P€I^ et ^<a] ^ Sup ^ [ ̂  & L^ et ^ <, a] < a

Donc a - ^a et il n'existe pas de cardinal ^£L tel que : a - < -ê < a.

En particulier a- est le prédécesseur de a dans L . s'il existe

type III a n'a pas de prédécesseur et T > Uo

type III a : a n'est pas limite dans L, i.e, a a un prédécesseur a-

sinon a eL et il résulte de (2) dans L^ que , soit :

a - = Sup ^ [ ^êL^-S (L^ ) et ^<aj

on a : a - < a

et N == ] a - , a [ H L^ = ] a - , a[ n L

vérifie C F(N) < G), ou mieux NUL = N. L'on exprime encore ceci en disant

que N est discret pour la topologie ^f définie sur L par la fermeture :

M ——^ M == {m / m sL et 3 NcM, Card N^ U et Sup N == m}

Alors on définit :

a*= Sup ^ [ ^ £ R ( I ^ ) et [a-, €} H L^ est ^discrète]

On a a - < a ^ a + •

II résulte de (1) dans L^ que N est cofinal à a .

type III b : Si ? + € Rd^) , ? - < a < a + e t :

^ = ]^- , ̂ } n L^ = ]a- , a+] 0 L^ est ^-discret .
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type III c : Si a + / R(L^) , a-< a-^a+ et :

N = ]a- , a+[ r\ L9 = ] a- , a+[ n L^ est ^-discret,

Dans les deuîç^Twur tout XeV , \>v , on a L , r » N = 0 .A. a

L*on désigne par c/lfl1 ensemble des N où a € U R (Lj .
a ^&Y v

c.l Toute famille <^? = (^) û^w où N est ^-discret et Gard N <o^ est forte.

Ceci se démontre aisément par récurrence transfinie sur a = Ord N,

en considérant une famille (a-)^ -, strictement.croissante et oofinale à a
p

d'ordinaux de a (c^st trivial si a a un prédécesseur), et en utilisant un pro-

cédé analogue à celui de la démonstration du lemme 1, b) , sachant que, -^—^ t

étant l'isomorphisme de a sur N, (•! ) est forte. En effet, c*est
^ V e GÎ

trivial si û)_ = eu , Si (Oo = <o , comme on peut toujours choisir les a-p o p " l v
de caractère final dénombrable au plus, il suffit de prendre :

V^ c o»^ , m^ = Sup ̂  [xe^]

N étant «^-discrète, (m,) _ est (^ ) -forte
0 v ^c<^ ^^e^

Remarque : Un raisonnement identique à celui du lemme 1, démonstration,

a) permet de démontrer qu'une famille < f̂ = (-0 ^ gxr où N est ^ -discret,

mais ^-fermé, où *€. est la topologie définie par la fermeture :

X __» î ={x/x^Sup X et J Y C X , Sup Y = x et cf(X) = o^} U X

ou cf (X) est le caractère final de X.

(Remplacer w^ par ^ et a? par co dans les raisonnements, la suite

(a ) serait alors cofinale à <»?,,)•n n e.u>. 2
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c.- [ Construction d'une famille «^-forte^

Soit f une application Y-forte et pour tout N 6 M ,

une famille (c^ (N)) ̂ ^ ^.gcN"101^

Soit alors ^ é L : -P € L<
A

Si -f est de type I, c? == -^-

Si ^ est de type II, soit N ,̂ = ] ̂ -, ^Jn L . L'on peut faire pour N

la partition (Np ^ ) ̂  ^ ̂  , comme pour L ; l*on a Min N . == -^

et l'on pose :

^ = Min ^^(A)

Si ^ est de type III a, l^n pose c ^ = = ^ -

Si ^ est de type III b ou III c, l'on pose c? == c^ (N)

où N c </0 est tel que ^ e N, quand -^ n'est pas borne supérieure

dans N •

(F c.) est trivialement vérifié

Vérifions (F c^) : V ^ € L, Vu c ] ̂  , ^ [ n L tel que Sup 0 = € ,

a-t-on Sup'c^ [^ £ o] == ^ ? •? ne peut être que de type II ou III.

€cl^ et 0' = 0 n ]^-,^[ est cofinal à -g: O'c (j L.
A € ^ À

Si -E est de type II :

ou bien il existe Â e ç tel que OnL, soit cofinal à -ë. et deux cas :

1°) il existe une famille strictement croissante (~t ) de cardinauxn n cco
de type I, II ou III a dans Onr telle que Sup -t == f .A n
Alors '-( ^ c» ,. pour tout n, et Sup ça == ^

2°) il existe une famille strictement croissante ( { ) de cardinauxn n eûj
de type III b ou III c telle que Sup ^ = { .
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A partir d'un certain rang tous les -^ sont de type III c et situés dans un M e^

< = -^ + , donc Sup ÇA (N) == ^

ou bien pour tout \ c^ , onLl n^st pas cofinal à -t •

Alors il existe une suite strictement croissante (^ ) telle que Sup \? == ̂ ,n n cco n

et une suite strictement croissante (^ ) telle que {. c. L^ pour tout n
n

et Sup t = ^.

Comme ^ . ̂  et ^ ^ s.^^ , on a ̂  é €^ ,

et comme la suite ({.^) ne peut décroître indéfiniment, à partir d'un

rang p, on a ^ = "L- = ^ -. pour tout n^p, donc pour tout n«c*3 ,

^= Min <^^^
et f étant V-forte, on a :

Sup ^ = ^ <t> Sup c^ == "?

Si -t est de type III :

Alors -deiL^ et, comme Card \? ^ lA. , il existe X e ^ tel que

Sup OnL. == ^ , et en outre O* = 0 ^>L^ n J ̂ - , f [

Sup O* " ^
Or, pour tout nc0', m = Min/m/m &N et m^n], est tel que

Si (N^ < "^n et °n ( Ne ) < cn< "n

donc -£ = Sup m [ncO'J == Sup n [nçO'J == Sup c^ (N^) [n€0']= Sup c^ [nfiO'J

C Q F D

c^ i Pour tout ^eL, C o == .{m/m&L, m ^ ^ e t c - s ^ ^ a pour cardinal 1A.

au plus

En effet soit f e-L^ . Si X<£ ^> , c^nLX == ^ -
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Si > >. -s? :

il existe au plus un m j» { de type I, II ou III a dans L-
A

tel que m-< ^ , donc tel que f(f.)< (. éventuellement.

il existe au plus un Ne <^ , NcL. tel que
A

N == Ja,b [n L^ ou N == ]a,bJ n L. et a < •? ^ b .

Donc Card (en n L.) é Oî.

D'où Card c,, ^ ^. pour tout ^

En outre on peut toujours choisir c / » -^ ^L, pour tout -^ ^ ^s. ,

d'en le résultat du lenime 2.

Conjecture : II est fortement probable Que le lemme 2 puisse être étendu

au cas où C F (A) = eu .
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5.4*3. - Autres lemnes préliminaires

Soit E un ensemble de cardinal infini a et ^ l'ensemble des parties

3d de ^ (E) vérifiant :

( S E P ) YX e 3(?» VY e ̂  , X + Y , Card X = Card Y «= a et Gard (X r» Y) <= a.

Le cardinal :

a8 = Sup (Card ^) [^ <= ^]

est appelle le degré de séparabilité de a»

II est aisé de vérifier que cette borne supérieure est atteinte quand

a8 n'est pas un cardinal inaccessible, et le fait que a1" = a entraîne a^a.

lemme 3«- Pour tout cardinal infini a, a ̂  a« En outre, pour tout cardinal

a tel que :

Sup 2 fb< aj ^ a , on a a3 ss 2a > a»

C*est en particulier toujours le cas si l'on admet l'hypothèse du continu géné-

ralisé, et alors la borne supérieure est toujours atteinte*

Démonstration ; Soit a as t^t un cardinal infini tel que

Sup 2 [ b < a ] ^ a

Alors E S S U 2 [ \ e < ^ ] est un ensemble de cardinal :

Card E = L 2c&rd(x) » L 21* - a
\ f=. w b < aa

Cf.)

Considérons alors pour toute f < ^ 2 , l'ensemble H/, des restrictions de f

aux \ <=.^ô • Alors ^ s^H^/ fê^ a l vérifie la propriété (S E P) pour

E, donc

a8^

Comme on a trivialement asé-2a : a8 == 2a
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Si on admet l*hypothèse du continu généralisé, pour tout cardinal

infini a, Sup 2 [b<:a] « a , donc a8 •a 2a « a+ successeur de a.

lemme 4^ Soit (^j^i un® famille de parties d'un (p-espace E telle

que, a étant un cardinal infini on a :

Vi el , r(X^) ^ a et Gard 1 < a®

Alors il existe une famille (Y^^ disjointe, incluse dans (X.) telle

que r(Y.) sa a pour tout i.

Cette propriété est encore vraie si Card I "B a quand a n'a pas de

prédécesseur

Démonst rat ion

a) Si a est régulier et Card I<a8 . toute famille (X.). - telle que

r(Xpà a pour tout i. contient une famille <p-dis.jointe de type a,

Soit a » U^ et Card î » 'i/l < s9 . L'on considère I - co

(P.a). D'où (X^)
p

L'on va construire par récurrence transfinie sur \e.GSç. une partie

T^ de cardinal a de X. , de sorte que :

(T^ \? é M-l soit disjointe

et

V^Op , ^ > x r [ U T^J (X^) ^ a
î  é ̂

Soit X s es et supposons que l'on ait défini Tu pour p e. X

ayant les propriétés ci-dessus. En vertu du caractère fini de la disjonction,

(T^)^. est disjointe. En outré, comme a est régulier et Card \ <: Card I^.a,

en vertu du lemme 5 ci-dessus,
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si r' =r [ U T. ]
1 ^ <£ X ' J

V-v» eco^ , ^ ^ x , r* (X^è a

En particulier il existe une partie r'-libre Z de cardinal a de X <
A

Soit alors 'SC une partie de ^ (Z) , vérifiant (S E P) et telle que

Card ^f{ ^ Card 1 . Or pour tout \? e cj , ^ > X , il existe au plus

un T e. ̂  tel que

r\ (X^) < a

(il n'en existe certainement pas si r(X^)> a), en vertu du tenue 1 du

chapitre IV , et l'on a :

Card (^) < Card '3CP
donc :

il existe T e. ̂  tel que pour tout \? & û)p , \? > \ ,

on ait r'^ (X^) ^ a

II suffit donc de choisir T, = TÀ

D'où (T^)^^ ^ disjointe, de type a, incluse dans (Xj.
P

b) Si a n'a pas de prédécesseur, toute famille (^) j -T telle que

r(X^) = Card 1 ag a pour tout i. contient une famille disjointe de type a»

Si a = li^ , ceci résulte du lenroe 3 et de a) car a3 - 2^ a.

Si a > UL^ , a - V.^ où a n'a pas de prédécesseur, et, cô-

étant le caractère final de a (<^g ^ a), il existe une famille (a^)^fcûjg

strictement croissante de cardinaux ^ a telle que Sup a [ 0£ ^ol " &•

10
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De même il existe une famille (l^e-coo strictement croissante de parties

de 1 telles que Card I^= a^ pour tout N? , et telle que

u ̂  [v^] ° 1 •

Soit en outre pour tout ^^o 9 b^ le successeur de a^ •

L*on va construire par récurrence transfinie sur \ e. co,, une famille
P

(Y^) [ i £ 1^ ] disjointe et telle que :

Vi^ , Y ^ c X ^ , Y^ libre et Card Y^ = b^

et U Y^ [i^lj soit r f (J U Y^1 -libre.
l P^^ i^Ij. "J

En effet supposons ces familles construires pour tout \ ey .

Alors :

r ( U U Y^) < H a . b » L b < b ^ a
\<^ iel^ 1 p^X v ^ ^e\ ^ A

donc si r» = r f U (J Y*^ 1L h ^ À i^Ip. X J

Vi^I , r' (Xp = r(Xp^a

Or bp est régulier et Card y < Card (^o^a » donc d'après a), il existe :

(Y^).^j disjointe telle que

Vi^Ip , Y.^X. , Y^ r»-libre et Card Y;^ = b. .

Donc U Y^ [i^I^] est r*-libre

II est clair alors que :

(Y.) [(i,X)<? U 1 V A ] est r-disjointe, et pour tout i<el,
X^cop
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Y^ - U Y^ [^^e et ^^l

Y^ est libre et Card Y. as a ; et on a (^L

r-dis jointe, de type a, incluse dans ( X , )
C Q F D

lenme S»- Soit a un cardinal infini , î̂ i T une faalille disjointe

de parties libres d'un «p-espace E telles que r(X.)é a pour tout i, et X une

partie de rang a •

Si
r [Xj] (X) < a et Card 1 ^a

on a au moins l'une des trois situations suivantes :

(A) ji&I et -^^^ tel que r [x^ - Y^] (X) = a

(B) ] jcl tel que Card J «= ; et ^(ïpi^j ^(^i^j tels que :

(1) Vi<sJ , r(Y^) ^ a ; les r(Y.) sont distincts entre eux ; et

Sup r(Y^) [iêj] " a

(2) r [X j - Yj] (X) « a

En outre si on tronque J pour tout b < a en :

J^ « { i / i ^ J et r(Y?^b} , la famille (Y^) [iejj

vérifie aussi les propriétés (1) et (2).

(C) JJcI tel que Card J ° a et ^(x^)^^j 6 ^i^isi tel <^ue

r [Xi - f x ^ / Î Ê i n (X) = a

et pour tout KcJ tel que Card (J - K) < a , ^i^i^K a ces P1*0?1'1^^®"
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Démonst rat ion :

L'on peut supposer que X est libre»

Soit Z une r[x]-base de X. et Y une r [X,]-base de X.

X U Z et X, u Y sont deux bases de X- u X , et :

X n Z « X-UY « ^ . Donc :

Card (XuZ) » Card (X^uY) , et comme Gard Y^& ,

Card (X-Y) « Card (Xj-Z) " Card X = a

Toute partie c de X- - Z est une r[(X, - c)u Z uY)-base de X.

Donc :

r [X^ - c] (X) ^ r f Y u Z u (Xj - c)J (X) = Card c

et :

Pour toute partie c de X, - Z telle que Card c « a , on

r [Xj - c] (X) ^ a ,

Comme Card (X, - Z) = a , on a trois cas :

1°) S'il existe tel tel que Card (X. - Z) = a , on a la situation (A),

2°) Sinon, pour tout tel, Card (X. - Z) <a ; mais si

J = \ i / i e-î et X^ - Z + 0 \ est tel que Card J as a ,

on a la situation (c) (prendre x , f X . - Z ...)

3°) Enfin si : Vie.1» Card (X. - Z) <i a et Card J ̂  a, alors :

a = L Card (X, - Z)
i ^ J

donc a est singulier, Card J^a et Sup (Card (X.-Z)) = a et il est alors
i^J i

aisé d'expliciter la solution (B).

C Q F D
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5.4*4*- Démonstration du théorème 2

Soit (x^)^! "n® famille de parties d'un y-espace E telle que

r(Xp « a^ soit infini pour tout i &I, et telle que <^- (^A I 80it ^^

blement lisse (resp. soit lisse, en admettant l'hypothèse du continu généralisé)

et vérifie (C F).

Soit a = Ord (L) et ^ ——^ ^ l'isomorphisme de a sur L, Pour

tout \?&a, on note 1^ (resp. J^ ) l'ensemble des i&I tels que r (X.) " ̂

(resp < (^) et J\, « J^ u 1^.

Coame ^ = (-{^) ^^^ vérifie (C F) , il existe une famille

^as ^v^a ^-forte-

Nous allons construire par récurrence transfinie sur \? e. a une

famille (2.') [i^J^J disjointe, où chaque Z^ est une partie libre de X.

telle que :

Card Z[ - r(X^) - a^ - ̂

ces familles vérifiant :

V v e a , Vi ÊJ^ , (Z.) ^/i\ \ ^^ est décroissante et

Card ( ^ Z< - Z^ ) est nul pour presque tout i, sauf Min (1/i^ , »^./4\)
z(i)$ Â < ^ ' yvi;

au plus où il est égal à m .v •

a) D'après le lenme 4, il existe une famille (Z°) [i^I ]

disjointe telle que, pour tout i€.I , Z° soit une partie libre de X. et

Card Z° « 4l o

b) Supposons que l'on ait construit ces familles pour \ ^- ^

bj Alors si ^ n'a pas de prédécesseur :
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Vi^ , T^ = nz^ [r(i)^^ v]

est une partie libre de X. telle que :

Gard (Z^ - T? ^ m^ et Card T^ = a^

et (T^ T est disjointe.
1 1 € J s?

Considérons sur 1^ un bon ordre de type (3 , naturel si 1^

est fini, initial si 1^ est infini ; et soit ^ —^ iç fisomorphisme

de P sur I^> • II est alors aisé de construire par récurrence transfinie sur $

une famille

^i.j.^p
telle que

\/i<=Jv » ^^fe6 soit décroissante »

V f ^ p , T ioT^ et Card (T^ - T ^ ) é C a r d ^ x m ^ ( ^ 5

V ^ ? ^ 1 , r[^ T^ (x^) « ̂

en utilisant le lemme 5 pour chaque ^ •

En outre, en prenant soin de ne diminuer plus avant T." que si
^e

Card '^<m^(^\ 3 ^ v^me de ne jamais diminuer T. si iej* , on

obtient pour tout i^J^ î

IL! aa n T^ [ ^^Pl

telle que ; Card (T^ - Z^) ̂ ^f^\ 9 donc Card Z^ « ^wn

Alors (^isj est disjointe, et, soit r* - r[u Z^ [jej^]] t

Vi6!^ , r*(X^) - ̂  « a^ .
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b^ | Si \? a un prédécesseur ^ - 1 :

r (UZ^- 1 [iejj) » Z ^^^x SB <^
\ €.N?

Soit r ' = r [ U Z^1 [ i ej^] ; comme <,^^ , on a ;

Vi^ , r' (X^) » ^

L» on pose : Vi<£j^ , 2^ = 2^""1

b_| Dans les deux cas, il suffit d'appliquer le lemne 4 dans le r*-espace E.

L'on obtient une famille r*-dis jointe

( Z , ) _ ^- telle que pour tout iel^ , Z. soit une

partie r»-libre de X. , de cardinal -̂  , d*où :

(Zp [i-jy

cj Construction de la solution : Soit pour tout i él

z^ » r\ z^ [ f(i) ^ ^ ^ aj

( Z . ) , ^ - est disjointe et pour tout i €.1, Z. est une partie libre de X. •

En outre, si on a choisi (ff ^ -forte vérifiant la condition du lenme 2,

on a :

V ^ e a , Card 1\/\^^ et m, ^ -t ̂ \ < l/L

Donc pour tout i €.1 :

ou bien i ej* et Z. = Z ^ ^ ; Card Z. = a.

ou bien i <=. I - J * et S

Card (Z^- Z,) ^ ^,.m^ . a,

donc Card Z. = a. •
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5.5. - Familles dénombrables quelconques,

On déduit des théorèmes 1 et 2, et de la réduction de l» étude d'une

famille (X^) quelconque les corollaires suivants :

Soit (^^ei "n® famille dénombrable de parties d'un <p-espace E,

et M (resp. K ; resp. I') l'enseuble des ±6.1 tels que dim <p (X.) = ^„

(resp. < ^, ; resp. > ^o) :

Corollaire 1,- Toute solution sur 1 - I' se prolonge en une solution sur I,

i.e. pour toute (a^)^j . i» et toute (îp^^I-I^ <P-<iis jointe où Z . c X .

et dix <p(Zp - a^ , il existe (2?^^ <p-dis jointe, incluse danss(X.) et

telle que diœ <p(Z^) - di» <p(X^) pour les i restant.

Corollaire 2.» Si l'une des conditions "N " ^" ou "K est fini" est réalisée.

alors (X? contient (ï^) <p-disjointe telle que diœ <p(Y.) = dim M?(XJ pour

tout i€l - K et dim <p (Y^) - a^ pour ieK, si et seulement si :

pour tout J fini. Je K, dim <p (Xj) ï a.

Corollaire 3.- Si Card K « ^ et N ^ j , soit (a^)^^^ telle que pour

tout J fini, JcK, dim <p (X-)^a.. Soit, de plus, (Yp^,ç «P-dis jointe où

T^<:X. et dim «p(Y.) - a, (c.f. théorème 1).

En posant T - Y^ et H l'ensemble des ieN tels que dimy (̂X.,) < ̂  5

a) ^4)4 eK 8e pro:longe en une solution pour I si et seulement si H «= 0 ;

b) Si H ̂  ̂  il n'existe de solution sur I que si djbn.. <py (X.,) » ^ , ;

c) Si H ̂  ^ et dim^ <PY(l,ç)<^o, soit ^= ^^I^K^II* où les ^ Pour i^H

sont finis suffisamnent grands Cainsi pour a^^diiiiy <p l^uK^ alors (x^ est
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de type uket ne contient aucune famille <p-dis.jointe de type <A'.

Ces corollaires résolvent le cas dénombrable dans sa généralité. Il

reste uniquement à étudier le cas où I* = ^ , Card K aas ^e et N ̂  ft :

(X.). , est une famille de parties de (E,<p) telle que :

1 admet une partit ion (I1 , I.) ; I1 étant dénombrable, telle que

dim <p (X^) < ^o pour i&1 1 et

dim <p (X^) = y, pour i <-I^

choisissant une solution "maximale" (Y.) de (X.) . ,
1 1 i<-I'

<p(Y ^) = <p(X ^) et il nous suffit d* étudier "exactement comme (X^)^j " la
I I • ^ ~ • ' -

famille (X.). , dans E considéré comme 4^ .-espace (on prend <py . si

(Y.) n'est pas maximale). On se ramène de proche en proche à l* étude d*une

famille ^Piel ^ O ^ X v de familles de tyPe ci-dessus ... où
A

y est un ordinal dénombrable.
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Chap. VI____Un théorème d'échange ; circuits

généralisés ; Application a une conjecture de Rado

6.1. - Le théorème d'échange pour un élément.

Problème : Soit A un sous <p-espace de E, B une base de A et X € A - B. A
quelle condition existe-t-î-il ye B, et quels sont tous les yeB tels que :
B» == B - y + x soit une nouvelle base de A ; et en outre que deviennent les B

z
quand Z<SA.

Voici d*abord quelques propriétés de la fonction L définie au para-
graphe 1.4.3«

Soit L une partie libre de (E,<p) :

a) M étant une seconde partie libre et x€.<p(L)n 4>(M), on a les équivalences
logiques :

(Sc^x) ^(L^c M) (xeq>(LûM)) .(M^crL)

b) (M,N) étant une partition de L, considérons E comme ^ -espace où ^= <p^.
On sait qu*alors M est une ^-base de 4>(L), et l»on a :

Vze<p(L) , M^ (pour V ) = MnL^ (pour <p)

Ces propriétés se vérifient aisément sur les circuits et en utilisant
les résultats sur tp vus en 2.1.3.

Théorème 1.- Soient L une partie libre de (E,ip), y<£ L et xc<p(L), alors on a
1 tann-itralAM^Al*équivalence :

(L* == L - y + x est ip-libre) ^—^ (yç L )

et en outre dans ce cas :

a) L* est une ip-base de <p(L)

b) Pour tout zeip(L) = ç(L*), on a :

< L ^= L • , ) 1 (y^ L^) <= .̂ (x^L'^)<=>. (ley(L-y) = » (L' - x)) ]
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c) Pour tout ze<p(L) tel que ycL • on a :

L' = ( L t » L - K) + x où yeK et K c L o Lz x z x y

L'on verra ci-dessus que ce théorème est vrai (avec la même généralité)
dans les espaces vectoriels. Voici d'abord un corollaire qui résoud le problème
posé ci-dessus :

Corollaire .- Soit B une base d'un sous-espace A de (E,<p)* Etant donnés

xeA - B et yeB. les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) - B' ss B - y •<- x est une base de A

(2) - ycB^

En outre dans ce cas. pour z€(p(L) on a :

a) - (y^ \) ̂ =^ (B^ =B^)<$=^ ( z € < p (B-y))

b) - (B^ = ^yp<=»(B^ = B^ - y + x) <g=^ (zg <p(Y) - <p(0))

c) - Si y^B^ , B^ = (B^UB^ - K) + x où y € K et KcB^oB^

Autrement dit, étant donné xeA et B base de A (x^B), on ne peut échan-
ger x avec un élément de B pour obtenir une nouvelle base de A que d'un nombre
fini de manières, i.e. en choisissant un élément quelconque de B^. Les équiva-
lences précisent les cas où : a) B^ est inchangé 5 et b) B^ est changé "comme
dans un circuit". On retrouve en particulier le théorème 5 de 1.2.5.

Démonstration : Nous allons d'abord démontrer que L' est une ^p-base de ^p(L) si et
seulement si yeL . En effet si L' est ç-base de <p(L), L' est libre, donc x^p(L-y)
et comme xe<p(L), y<£L . Inversement si y^-L^ , x^ç(L-y), et considérant E comme

^-espace où 4^= <p, = ̂ L'-X'^ est une 4;•"base de ^L^9 donc ^ x ^ aussi :

L - y + x est une ip-base de »p(L).

Soit maintenant xe<p(L) et y&L^ . L' = L - y + x est une ç-base de
ç(L), et pour tout ze<p(L).

- y^L si et seulement si z^ç(L-y), i.e. si et seulement si L^ ï= L^ .



^6 Chapitre VI

D'où les équivalences b) en remarquant la symétrie entre L et L', sachant que

S = ̂  - y + x -

- Si yêl^ ,

lo) , (y^L ) f > (xeL') d'après les équivalences b)

2°) - On a : L ' n ( L - L ) = L n (L - L ) .z x z x

3°) - Soit M = L - (L n L ) + y et N = L - M.x x z

On a M == M ^ L = -fy} (pour lp= <?„), donc {y , z). est un ^-circuit (on
suppose y ^ z, sinon c) est trivial). Or M = M, donc M* = M - y 4- x est une
V-base de ^p(L). Comme -fy,z} est un ^-circuit. M» = M» == M» , donc

1^3 M* = ( L ^ - L ^ n L ^ ) + x .

D*où c) : L* = (L u L - K) + x où Kc L n L et y&K.

C.Q.F.D.

On ne peut espérer obtenir un résultat meilleur (i.e. préciser K) sans
hypothèses supplémentaires. Nous allons le démontrer dans le cas des espaces vec~

toriels :

Exemple : Soient L = \i , -^••-» ^} ""e partie libre ayant p+1 éléments
d'un espace vectoriel E sur un corps k, et :

p
(1) x == ^ \. -c. où les \. sont tous dans k* == k - \o\

i=o 1 1 ±

(2) y = ^ et z = F ^ ^i où q ^ p elles p^6.k1

l̂e corps k, les entiers p et q tels que O ^ q ^ p et (^.)» ( ^.) variant, on a

ici le cas le plus général (à un isomorphisme près) concernant les espaces vec-

toriels, quand on néglige ce qui se passe en dehors de L ).

Alors L^=L , I ^={y= f^ ^,..., ^q} et L et

L * = = { x , ?.,..., (> 1 sont deux bases du sous-espace vectoriel F engendré par

L. On se propose de déterminer L' , p, q, (\.) et ( p . ) étant des paramètres.
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L' étant une base de F, z s'écrit de manière unique :

(3) z s= V > x + Ï_ \?. •É. ouïes v .€k
0 i==1 i 1 i

Des relations (1), (2), (3) on tire :

- ^ hi \ » o, (£, \ ^+ ̂  "i <

et, d'après l'unicité de la décomposition de z en combinaison linéaire des f. ;

N? \ = L.o o r o

^o x) + î = ho pour i as ^•••» q

\?_ X, + o_ = o pour i == q+1»..., P

Or \ U 7e o, donc ^ ^ o et xe L' ; et pour.

1=0+1 ,..., p, ^ = ^ \ 3^ o : ^e^^ ,..., Cp^ c L'^ .

Donc :

^z ss <^ ^1 ï-99 %} u ^j/i^^^^.q} et ^ \^ ^ \^ 0 }^tl

sachant que ^ = ^ ~ ^o \ î=: IT ^i ^o "" ^o \^ pour i î= ^•••» q

D*où :

L^= (L^L,-K)+x

où K = ^ y ^ u {^ / ie{l,..., q} et ^ ̂  - Pô \ = °^ c ̂ ^

Mais il est bien clair que, 0^.q^p étant donnés, pour tout .Tc ' f l »«»»> qYi il
existe des couples ((^.) , (i^) tels que K = J.

En conclusion, le théorème 1 est vrai sans amélioration dans les espaces
vectoriels : d'un autre point de vue, on peut dire que le théorème 1 sur les es-
paces vectoriels s'étend sans changement aux ̂ -espaces,
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6 . 2 . - Circuits généralisés ; La fonction Ly ; Bases d'un circuit généralisé»

6.2.1.- Définitions

Définition 1.-

a) Etant donné un ensemble ̂  de circuits de (E,ç) , on appelle base de ̂
toute partie libre L de E telle que chacun des circuits de ̂  ait au plus un élé-
ment hors de L.

b) On appelle circuit généralisé (on écrit c.g. en abrégé) de (E,ç) tout
ensemble ̂  de circuits admettant au moins une base» ̂  est dit propre si tous
ses éléments ont au moins deux éléments ; sinon il est dit impropre.

\\^\/ xeip(^)l est un c.g., et toute partie libre L de E en est une
base. Aussi ne considérera-t-on que des circuits ayant au moins deux éléments par

la suite.

Des résultats de 1.4«3« on déduit que :

Tout c.g. ^ de base L dans (E,ip) est de la forme :

^= { 1̂- x / X Ê . N ) .

où N est l»ensemble des éléments des circuits de ^ qui ne sont pas dans L. En
outre 1 application qui à tout circuit de ^ê associe son élément en dehors de L
(i.e. dans N) est une bijection de ^ sur N.

D*où la "correspondance Galoisienne" :

Théorème 2.- Soit L une partie libre de (E,<p). L*ensemblç ^, des c.g. de

base L est un sous-treillis du treillis des parties de ï (E) et ^application :

^———^ N= - (x / J C€^ , xcc - L} « ( ̂  C) - L

est un isomorphisme (de treillis) de S, sur^(q>(L) - L), les circuits générali-
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ses propres correspondant aux parties de ç(L) - (Lfip(0)).

La correspondance inverse est :

N___^ ^ = ^ L x ^ x / X C N}

6 . 2 . 2 . - La fonction Ly .

Voici maintenant un théorème qui précise les relations entre ^ê et N.
Il se présente comme une extension des propriétés de la fonction L .

Théorème 3»~ Soit L une partie libre de (E,q)). Pour tout Ac.<p(L), il existe
une partie libre minimale L(A) et une seule de L telle que Ac<p(L(A)). Cette
application X —^ L(X) de ^ (ip(L)) dans ^ (L) est aussi définie par :

(1) ( L ( A ) = = H L* [ L ' c L et Ac<p(L ' ) j

et (2) L(A) = L - U L [xeA] (^)'A ' ̂ x

x —*, L est un homomorphisme de treillis de parties, et en particulier pour

toute famille (A? de parties de ç(L), L (n A.) = n L(A.) et L(U A.) =UL(A.)î

mais ce n'est un isomorphisme que si <p(L) == L,

L'existence de L(A) définie par (1) résulte de 1.4.3.

Alors Vx^-A, x€q?(A) c <p(L(A)), donc L c L(A) et L.cL(A) ;
inversement Actp(L ), donc L(A) c L, ; d'où l'égalité (2). Le reste du théorème 3
résulte alors aisément de (2).

Comme d'après (l), L(A) == L(^(A)), on a le :

(^) - On utilisera indifféremment L ou L ( A ) , surtout pour éviter les indices
de second ordre.
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Corollaire I,- Pour tout Ac<p(L), L. = L<p (A). En outre, si A et B sont

deux parties de ip(L), on a :

<p(A) c ç(B) =^ L(A) C L(B)

et 4)(A) = <p(B) ==3> L(A) = L(B)

mais les réciproques sont fausses.

Soit B une ip-base de <p(A), Lp = L., et comme Acç(L.) ,
dim <p(A) ^ dim <p(L.) = card L .

Si Ac<p(0), LA as ^ et dim ^^^ == card ^ == °
Si dim <p(A) = card B est infinie :

Card L^ == Card Lgé Z Card L^ [x^B] = Card B

donc dim <p(A) == Card L.» D*où le :

Corollaire 2,~ Pour tout Ae<p(L), Card L(A) ̂  dim <p(A) (3) .

L(A) est fini si et seulement si dim <p(A) l'est, et on a l'égalité dans (3) quand

dim <p(A) est nulle ou infinie»

Notons qu'en général l'inégalité est stricte dans (3) quand dim q)(A) est
finie non nulle»

Corollaire 3*" Soit L une partie libre de (E,<p) et Ac»p(L).

a) M étant une seconde partie libre telle que Ac<p(M), on a :

(L^=M^)^=» ^A^Ï ^==> ("A c L)<=^ ( A c < p ( L n M ) ) l

b) (M, M) étant une partition de L et considérant E comme +-espace où ̂ ss ̂  ,
M

M est une ^-base de*<p(L) et l'on a :

( M (pour ^ ) == M f t L ( p o u r n>) I
1 "_____________î________1
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6,2.3»- Bases d'un circuit généralisé,

Jusqu»ici L est fixé et on étudie les ^admettant L comme base. On
se propose maintenant d'étudier le problème suivant :

Etant donné un ensemble ^ de circuits de E, quelles sont toutes les
bases de ^. et en particulier à quelle condition ^est-il un c.g. ?

On suppose toujours ̂  propre

On déduit aisément des définitions ci-dessus le :

Lerone 1.- Soit ^un ensemble de circuits de (E.4?L Si L est une base de ^ ,
L n ^ (où g = U C [Ce^]) est une base minimale de ^ê. Inversement toute
base L^ de ^ incluse dans ^ est une base minimale de ^ et toute partie libre
L contenant L est une base de ^ .

Il nous suffit donc d*étudier les bases de *ê incluses dans ^. On
démontre alors le :

Lemme 2.- Soient C.,..., C n circuits distincts de (E,<p) et

ë^-fc.,..,. C l . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) ^ est un circuit généralisé
k k

b) pour k = 2,..., p , dim 4) ( (J C.) = Card ( U C.) - k
i-1 1 i=1 1

b 1 ) " M M n n ^ n n

c) Vj c-|l,..., n^ , dim <p (C ) = Card C - k

c') ^J C-(l,. . . , n], , dim <p ( C ) > Card C - k

et dans ce cas 1 ensemble des bases de ^ incluses dans ^ est

•f ̂  - <e^,..., e^} / pour i = 1 , . . . , n , ^^-C^ - j^ ÇA + ft

où & = C . u . . . u C .1 n
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a) =A c). Car si ^ est un c.g., soit L une base de ^, incluse dans ^ .

Or C^^eC^ - L est une bijection de ^ sur N = <?- L, donc pour i =1 ,..,n

et pour tout j + i , ^ ^ C , et L == ^- { ̂  ,..., ^ e fô . De plus ,

Vj c -(l,..., n} = I

L = U L ^ ss c^ - {^-i / ^ ^ 3 } est une «P-base de ^p(C-) ; d*où c) .J i6J "i J • 1 ' J

Inversement, si Lfî^ , L (p-engendre <p ('é') et

Card L = Card Cj - Card I s= dim <p(C_), donc L est une <p-base de tp(C-) : L est
une base de ^€ • D*où la fin du lennne 2.

c) ==» b) : il suffit de prendre J == {i,..., k). où k = 2,..., p.

Il est clair que b) —^ b » ) , c) —^ c » ) et c») —^b*).

b1 -»^> a) se démontre par récurrence sur l'entier n.
Ceci est trivial si n = 1.

Supposons la propriété vraie jusqu'à n-1 et soit

^ = { 0 ^ ,..., C^} vérifiant b«) . ^* ={C^ . . . , C^^ vérifie aussi b'),

donc ^» est un c.g., et ^>1 = -TL* n + -ë. / ^ . Ê N » } où L' est une base

de ^' incluse dans ^' et N' = ^' - L» = \{ ,..., ^ 1.

Comme :
dim <p (i) ̂  Card '5- n = Card (?- i'«) + (Card ?' - n+1) - 1 ,

dim q> (<?)^ dim ç ( ̂ ) + [Card (^-:?») - i)

et comme ^c ̂  Card ( ̂ - <^*) ^ 1 î ^^ ̂  Soit alors -^ fiC - ?* ,

et L = L» U (C - t ) : L est une base de if, d*où a).

n n
Nota : La condition dim ip ( U C.) = Card U C. - n n'est pas suf»
fisante en général •i=s1 i=1

(quand n^3) pour que "€ vérifie a)«
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Théorème 4*- Soit ^ = (C.). une famille de circuits de (E,ç)

(i ——>- C. étant une injection). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) - ^ est un circuit généralisé

b) - -î^piel telle ^ue : V 1 ^ 1 ^ î̂ i - ̂ -i » et ^- {^ / iél}

est libre

c) - VK £ C? (I), dim ç (C..) == Card C., - Card Ki\ i\
c») - t/K etf (I), dim <p (C^) à Card C^ - Card K

où on note pour tout K<=I, C . - uc. [i^K) et ^ == C- •

En outre quand l'une de ces propriétés est vérifiée (donc toutes)
l'ensemble des bases de ^€ incluse dans ^ê est :

^ -\^ - {^/ i^ l} / V i€ l , ^C^-C^) + 0 .

Une partie libre L est une base de ^ê si et seulement si L n ̂  en
est une. En particulier toute base de ^contient :

Bo s= ^ (c^nCj) [{i,j} Ê ^ (I)]

Si ^ est un c.g., tout ^c^est aussi un circuit généralisé

(prendre la même base), en particulier les ^' finis ; d'où d'après le lemme 2,
a) ===̂  c) , a) ====^c1) et c') -==^ c). On démontre comme au lemme 2 que
a) ==> b) et que toute base de ^ , incluse dans ^ , appartient à <fe .

c) ==» a). D'après c), pour tout K e ^ ( I ) , séK =-fc. / i €K} possède
w

la propriété c) du lemme 2, donc '€ est un c.g. et pour tout i&K, il existe

^êC^ - C^ . Or pour tout iff I, C^ est fini, donc il existe -^.sC. - C- .,

et L = ^- -[^. / ieil e ̂  est une base de "é^. En effet pour tout M € ^(L),

il existe K C ̂  (I) tel que McC^ç --| ̂  / i eK} . Or C j ç - { ^ . / i « : K } est
w

une base de ^ , donc libre, et à fortiori M aussi : L est <p-libre, donc base
de ^ . D'où a) et le reste du théorème 4 (en utilisant aussi le lemne 1).
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On a démontré en particulier le :

Corollaire•- La propriété " ̂  est un circuit généralisé" est de caractère fini,
i.e. Ï est un circuit généralisé si et seulement si tout ^'g ̂  Ce) en est un,

6.2.4.- Propriétés caractéristiques des circuits généralisés possibles. Appli-
cations.

La notion de circuit généralisé admet pour cas particulier celle de

"système fondamental de circuits" de H. Whitney dans [il) . Voici comment sont

faits les c.g. quand ip varie :

Soit (E,ç) , ̂  == -fa + x / X€E - B\ où B est une <p-base de E est

un kp-circuit généralisé maximal (ç - c.g.m.), et cette propriété est en fait

indépendante de cp : ̂  est un ^ - c.g. si et seulement si "é^ =? ̂  et ^(B)fl^^
et dans ce cas B est une ^ -base de E, ^un ^-c.g.m., et tout ^-circuit X^ë
est tel que Card (X-B)^2.

La donnée d^n <p - c.g.m» ^fournit déjà de bons renseignants sur la.
structure (E,4?) ; mais en général il y a de nombreuses structures (E, ^R) telles
que ^ soit un ^ - c.g.m. • II est intéressant d essayer de construire une ^ ca-

noniquement associée à ^ê •

Mieux, la donnée de ^€ est en fait indépendante de 4) : étant donné un

ensemble E, on dit que ^ê est un.c.g^p, (c«g« possible ou en puissance) de E

si ^ est un ensemble de parties finies de E de la forme :

^=={B + x /3BcE , x€E - B et (B ) .- „ famille de parties finies de B}1 X X X c Cjr~D f

Soit alors ç & ̂  (E) tel que ̂  soit un ^-c.g.m. (il en existe). Uti-
lisant l* axiome ( C " ) des circuits, si x, yeE - B sont tels que B HB ^ f6 ,z x y
V z e B n B , ( B U B - z ) u {x,yl est réunion de circuits, d^ù en particulier

un ou plusieurs circuits C tels que : Jx.yleC et C c(B uB - z) u {x,yl •

On peut très bien vérifier ( C " ) en n*introduisant qu*un circuit (B ° B )o[x,yl.
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D'une manière générale, posons :

^ » {C/C€^(E) et 3 X € ^(E « B) tel que C gs Xu(z1 B^ [xgX])|>

où Z B [x€x) est l'ensemble des z appartenant à un nombre impair de B quand

x décrit X. Alors ^ vérifie (C,) et (C«), et définit sur E une structure de

9-espace tel que ^ soit un e-c.g.m.

Voici une autre manière de construire ê canoniquement :

Soit ^ un c. g. p. sur E et B une base de ^?» o" étant la bijection

x-_•» € de B sur la base canonique (^ ) ^n ^e l'espace vectoriel libre
fB^ x X & D

k / engendré par B sur k, on prolonge <r en une application (non injective en
général) f de E dans k^ telle que :

x c E - B ——^ f(x) = 2 \^ éy [y^B^] (1)

où ^xeE - B , 7yeB , X ̂ k - ^0|- (prendre les \7 = 1 par exemple).

y ()Q est un <po - c. g. m, du <p^ -espace k' ) associé à la structure d'es-
pace vectoriel, et l'image réciproque <p de <po l̂ ar f est alors telle que ^ soit
un <p-c« g» m» •

Quand k est grand, on a beaucoup de manières de choisir f, d*où en
général beaucoup de <p e ̂  ( E ) , représentables (pour une extension de k ) , telles
que l? soit un <p-c. g. m. ; mais si k = F, n'a que deux éléments f est entiè-
rement déterminée» d'où canoniquement la structure de 6-espace sur E,

Remarque 1,- Quand on considère les c. g. p. ^ê sur E tels que x-^ B^ soit
une injection de E dans 9'(B) (y compris B = {x} si x^B), on obtient
ainsi toutes les <p e i (E) qui sont IF-représentables, On constate donc que

la propriété pour ^ :

V { X ^ ,..., Xj 4) - c.g., S1 X^ (i = 1,..., n] est un <p-circuit,

caractérise les ^ F, représentables, et cette propriété est vraie si et seulement
si elle l'est pour toute partie finie d'un <p - c. g, m, ^ tel que x—»B soit

injective»

D'une manière générale les c. g. p. ^ sur E définissent canoniquement
(E,9) k-représentable où k est un corps de caractéristique 2 ayant un cardiani
suffisamnent grand,
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On améliore ainsi le résultat de H. Whitney [il] appendice.

Remarque 2.- Des procédés comme ceux du type ( 1 ) permettent de transformer le
problème de k-repr es entât ion de (E,ip) en l» étude d'un système d'équations (au
sens le plus général, i.e. f ̂  0, f == 0, f ou f - 0 . . . ) ayant en général plus
d'inconnues (les \7) que d'équations. On sait cependant que de tels systèmes
n'ont pas toujours de solution.

6.^.- Un algorithme 0our résoudre une conjecture de Rado

Dans une communication au Congrès de Stockolm (iç62), M. Rado a présen-
té un théorème sur les espaces vectoriels, théorème dont la démonstration n'a pu
jusqu'ici s'étendre aux "ç-espaces" ( i . e . aux "matroids" au sens de H.Whitney,
c. f. [ i l ] ) . M. Rado conjecturait alors l'une des deux éventualités suivantes :
ou bien ce théorème n'est pas vrai sur les (p-espaces, et sa validité constitue
un axiome supplémentaire qui nous rapproche des axiomes des ç-espaces représen-
tables dans un espace vectoriel, ou bien on peut étendre ce théorème aux ç-espaces.

Le but de ce paragraphe est de lever définitivement ce doute en démon-
trant le ( * ) :

Théorème 5»~ Soit E un <p-espace, pour qu'une partie S de E admette une partition
formée de k parties kp-libres, où k est un entier>0, il faut et il suffit (jue :
S vérifie l'une des propriétés équivalentes :

(P^) : Pour tout X € ^(S), |X| ^ k.r (X) et |S|^k

( P . ) : Pour tout sous-espace A, I A H S ) ^ k.r ( A O S ) et |S| ^ k

où r est le rang sur E associé à 45.

(*) - Après cette communication, M. R. Rado a également trouvé un raisonnement

sur les espaces vectoriels qui s'étend aux "matroids".
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Les conditions (IP )̂ et (P^) sont équivalentes. En effet :

(P ) .===̂  (P.) trivialement

inversement si (P1^) est vérifiée, pour tout X e ^ (S),

|X| ^ t ^ P O O ^ S l < k,r<^(x)ns) == k.r (X)
d'où (P^)

La condition (P.) est nécessaire car, si (S.). _ . . est une
"• X X ' - • • ( . • • • . K

partition de S en k>0 parties libres S., pour tout X e ̂  (S),

|X |== I |XOS^ | [i = 1,..., kj^k. (MajclXUS^I [i = 1,..., k) ).

et comme r(X) ̂  |XOS. | pour tout i (car S. est <p-libre), |X|ékr (X).

La difficulté essentielle est la réciproque.

Comme pour le problème de disjonction, la démonstration que nous allons
donner est essentiellement constructive.

La i'ééiproque est connue quand k = 1, car S est libre si et seulement
si : VXÊ ^(S), Ixl^r(X) (alors |X| == r(X) ).

Nous supposons donc désormais kà2 , et démontrons le :

Lemme 3«" Soit S une partie finie d'un (p-espace E et k u^ entier ̂ 2. Sî S

vérifie (P^), pour toute famille (X1). - de parties libres X. telle que

H X1 [ieil S S ç*) et I = i^..... k} . il existe une famille (Y1)»^ ^£

parties 4)"libres Y1 telle que :

U X ^ [tel] c u Y^ fi^ll^S et Vi é I ip(X1) c ̂ (Y1)

(^) - Pour une famille (X.).^- de parties de E, le terme U X. [tel] dési-

gne U X. [ici] et implique que les X. sont disjoints deux à deux.
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En itérant Isl -fois au plus le procédé du lemme 3 à partir de (^),

on obtient la réciproque du théorème 5 quand S est fini.

Voici comment on'construit (Y ) à partir de (X ) :

Soit ScE. k^2, 1 = -[1, 2...., k^ et (X1). une famille de

parties libres de E telle que IL X1 [ifelj S S.

Posant So = S - (U X1 [i €lJ) = A<, . S'il existe î  €1 tel que

S^ <f. ^ (X °), pour tout x<,êS^ - <p (X °), la famille (Y3) . ̂  où Y3 = X3

ie io
si je l - iç et Y == X + x^ répond au lemme 1 sans autres hypothèses sur S

et les X1. Il ne reste donc à étudier que le cas où :

(âo) : S«,cA où A = Uç (X1) [iel]

Soit alors pour tout tel, A. == X1 (So). S'il existe i.e I tel que

A. <L A , soit io^I (io ^ ̂  nécessairement) tel que A. ^ 4?(X. ) :
1-» ' ' 11 10

l/x,€A. - ç (X °) , -3x^€S<» tel que x.e X 1

' ^ ®
i- -

donc Y = X - x. + Xe est ip-libre (théorème 1),
Xç «

io io , io , ,
Y = X + x. est ç-libre (x. f. <p(X ), et posant Y'3 = X11 pour

jel - ^io , i.l , on a (Y3). Il ne reste donc à étudier que le cas où (a^) et

(a.) : Vi€l , A, = X1 (So)cA

D'une manière générale, pour tout entier qàO, soit I l'ensemble des

a = (i. , • • • , i ) él^ tels que i. ̂  i... pour k = 1»...» q-1 » donc

le = {ô} et I< == I î et pour tout a = (i. ,».., i ) €l , et tout entier k
k °tel que O ^ k ^ q , soit a = (i,,..., i.) et a lc o •

Supposons alors que S et (X1) vérifient :

pour q ^ o , 1^ . .*> p-1 9 on a (*)

(^) II s'agit ici de composition de fonctions L-, • On écrira de même par la
suite a(k) = or ... i(k) == i]ç quand aucune confusion ne sera à craindre.
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( a ) : Va= (i^ ,..., iq) s 1^ , A^ == X q o X q""1 o...o X 1 (S^) c A

où A = H»p (X? [iel].

En vertu des hypothèses successives (a ), (a.).,, (a „)

A est défini par récurrence ainsi :

pour q = 0, 1,..., p-1 ; pour k sss 1,..., q et Vaeî :

i

^^o et V" x ^-^ •

Alors soit pour tout i€l, et pour tout entier q, O^q^p :

^ = V A^ [a=(i,,..., î  , i)^lj (^ = A^)

et A" » U A^ [i^l] = U A^ [(ieij

Nous allons démontrer que :

A ' C A c ... c A1" e A 1 ^ A2 ^ c A?-1 ç A15

1 7 T^
1°) Démontrons que A c A c - . - cA ' . Ceci résulte du fait que, pour tout i^I,

A^ <r A^ c ... c A^

En effet en vertu du théorème 3 et de son corollaire 2, pour tout

(j,i)6l^ , X1 o X3 (S^X^S^) , donc A^ c A^ .

D'une manière générale. A? c A? car pour tout op=(i <,,.., i <,i)cl ,

soit p = (i-, ,..., iq_<, , j, i)ê^ tel que i ^ j ^ \^ ^ i

on a A <= A- quand I a trois éléments au moins» Quand I n*a que deux

éléments : I = -fl,2)- , 1 n'a que les deux éléments a = (1, 2, 1,,..)

et p == (2, 1, 2,...) et il est alors aisé de démontrer par récurrence sur q
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que : A c Ag et Ap c A.
"q -̂H ^q Vl

2°) Supposons maintenant que pour un entier r, l^r^p-1, on ait A^A^1.

Alors pour tout ici, A^* = A^4'1 . Donc pour tous i,j dans I, i ^ j ,

<p (A? = ç (A^) = U

U est un sous-espace ayant les A^ pour bases et U a S . Comme S est fini,i o '
V = UnS est fini et :

Ivl = k.r (V) + |S^| > k.r (V)

ce qui contredit le fait que S vérifie (P.)

Donc on a bien une suite strictement croissante,

Conclusion :

Comme S est fini et vérifie (P.), la•propriété (a ) ne peut être vraie
K P

pour tout entier pà0 •

Donc il existe un entier p^O tel que :

(a ) est vraie pour q = 0, 1, ..., p-1
et

(a ) n'est pas vraie»

Construction de (Y.) (L'on suppose p^l)

Comme (a ) n'est pas vérifiée,

J a= (i (1) ,..., i(p) )el et J i (p+1)cl tels que :

A, ^ , (X^))

Alors :

VxP^-^X1^1)) , xPeX1^

VxP-1^^ tel que x^ex1^ (xP-1)

l/x" Ê ̂  tel que x^ X^^1) (x^

pour k = p-1 , p-2 ,..., 0
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on obtient une suite (x° , x ,•••, x^) telle que pour k = 1,..., p ,

x^X^ et x^S
0 0

Considérons maintenant le processus d'échanges successifs dans les X1 où on

fait passer ^ de X^^ dans x^^ . D'où :

.pi(p) ^ ^i(p) _ ^p ^i(p+1) = x1^0 + x1'
p f p

et T^ = X1 pour iel - <fi(p) , i(p+1)}

Puis par récurrence descendante, pour k = = p , p-1 , . • • , 1

i(k) _ i(k) k ,,i(k+1) ^ ».i(k+l) k
'k " 'k+l " x ï "k ~ 'k+l + x

et T1 == X1 pour ici- {i(k) , i(k+1)l

Et finalement :

.yi(l) ^ ^.1(1) ^ ^o ^ .̂i ^ .̂1 iel-i(l)
o 1 o i

est telle que (Y1) = (T1) est solution

En effet on vérifie par récurrence descendante sur k que :

pour k = p, p-1, ••., 0 :

VxeA'1 ' -1 , T^ (x) = X^) (x)

(utiliser le théorème 1 et les <p.k )
et en particulier pour k == p, p-1, ..., 1

k .k .k-1x €. A - A

Donc les T3 sont bien des parties libres

C.Q.F.D.

Remarque 1.- Quand S vérifie (P,), la suite A C... cA^... est stric-

tement croissante tant qu'on peut la définir, et, au fur et à mesure de la cons-

truction, elle ne peut que s'allonger, un élément x de A ne pouvant passer que à

A^ où k>0.
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Remarque sur cet algorithme fini»

Soit S une partie finie vérifiant (P.) où k entier ^2. Quand on

utilise l'algorithme indiqué, on construit sans permutation :

X ip-base de (p(S) incluse dans S

X2 <p-base de <p(S - X 1 ) incluse dans S - X1

n P"1 i p"1 i
X? ç-base de ç(S - lî X ) incluse dans S - U X

î l î l

pour p = = 1, 2, ..., k

On obtient ainsi sans permutation : X = lî X * c s
^

Si on a de la chance, X = S et 1 algorithme n'est pas nécessaire ;

mais en général XçS. Cependant X est une fraction assez grande de S que nous

allons essayer de minorer. En effet d'après (P.) :

k |X1 ! ^ ISl et de manière générale,

pour p e I,

k |XP| = k.r (S - \^ X1) ^ |S1 - ^ | X 1 1 ( 1 )
î l i-1

Soit alors pour tout p <£ I, I X 1 ! = b J S J : b est un rationnel ayant |s|

comme dénominateur, et O^b 4. 1. Comme Ixl = Isl (b. +...+ b.) ; il nous suffit

de minorer b. + b- +•••+ b. .

1 1 p-1
(1) s'écrit : b^ '4 ,..., b p ^ ' / ^ ( 1 - C b^) , . . .

donc

\ ^ \ (1 - ̂  * ^ ï \(1 - V '•••
et on démontre aisément par récurrence sur p=1,..., k que

b^ 1/, ( 1 - V,)"-1 (2)
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donc

b^ + b ^ + ... + b^à 1 - (1 - V^

Or la fonction (1 - ^/^x croît quand x augmente (x^2) et quand x

tend vers + OD , elle tend vers '/^ , d'où le résultat :

l'algorithme indiqué permet d'obtenir sans permutations

X = U X1 [ici] telle que :

|X| ^ ( 1 - (1 - V^ ) |S|

Si k = 2, on obtient ainsi au moins les 7/8-ième de S, quand k
augmente, on en a une fraction qui va en diminuant, mais toujours supérieure à
A - ̂  ̂  0,63.

Cas où S est infini.

Soit S une partie infinie de E,S vérifiant (P.). VT€^(S), ^en-

semble PL(T) des partitions (T^)^gj de T en k parties libres est non vide

(I == {1,..., k} ) et soient T c U e ^ (S) . (U^)€PL(U) —». (U.nT)ePL(T) est

une application f^ de PL(U) dans PL(T), le système (PL(T), f ) [ T e ̂  (S)]

est un système projectif d'ensembles, et il nous suffit de démontrer que :

PL(S) = lim proj. (PL(T), f^) [Te^(s)] + 0 .

Nous avons déjà rencontré au chapitre V un problème analogue. La

démonstration se fait de la même manière ainsi :

On se ramène à une limite projective surjective en sorte que :

PL(S) = lim proj (QL(T), g ĵ) [T6rf(S)j

où QL(T) c PL(T) et &^ est la restriction de f.py à QL(T) en procédant de

la même manière :

VT , PL\T) = n f^ (PL(U)) [U€^ (S ) , U^T) + ft

d'où un système projectif (PL^T), f1^) où f1^ est la restriction de f-.. .
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Puis PL^T), ... et QL(T) = n PL^T) [ n ^ 1 J ^ 0

Soit t^l'ensemble des familles (X1). de parties de S telles

que : VT€^(S) , (^^ici £ QL(T) (alors les X1 sont libres et

U S . [iel]cs). ^ordonné par inclusion ((X1)^^1)) est inductif, et

(théorème de Zorn) tout élément maximal (M1). - de -^ est tel que

U M1 [tel] sg S, i. e. (M^cPL (S).

En effet si M = U M1 ç S, soit xeS - M. Pour tout U & ̂  (M),

1 ensemble !„ des tel tels que UHS. + x soit libre n*est pas vide, car

gy y^ est surjective. Donc 1^ = û î  [u €^(M)] ^ 0 (car si 1 = 0 ,

on aurait 0 - 1^ H 1^ n ... n l̂  = ly^^ ^^^ ) et Vi ̂  ,

M1 + x est libre, et (M1) n'est donc pas maximale.
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Chap. VII Changements de bases. Applications aux matrices

Les théorèmes d'échange classiques montrent l'existence de bases ayant
certaines propriétés, mais ne se préoccupent pas de la manière dont on peut les
obtenir. Le but de cette section est d'étudier comment on peut construire de
proche en proche une application u d'une base L dans une base L' en sorte que,
par échanges successifs on ait toujours des bases» La première difficulté con<—
siste à bien formuler la notion d'échanges successifs»

7«1* - Lemmes et remarques préliminaires

SoientX et L deux parties d'un ensemble E, ^ un bon ordre sur X et u une
application de X dans L. Le procédé d'échanges successifs entre X et L défini
par < et u se conduit par récurrence transfinie dans X ainsi :

- a étant le premier élément de X, L01 = L

- si x a un prédécesseur y, L3^ = ï7 - u(y) + y

- si x n'a pas de prédécesseur, L* est l'ensemble des z e X u L pour
lesquels il existe y>x tel que pour tout te ]y»x[ , yeL .

L* est bien défini par ces conditions car pour tout z il n'y a qu'un
nombre fini (trois au plus) de passages (soustraction ou addition) effectifs. En

effet :
1) Si zfiX-L , z^L pour tout t>z (z est ajouté une fois pour toute)

2) Si zeL-X , ou bien u (z) =0 et z eL pour tout t

ou bien u^^z) = 0 et x° étant le plus petit élément
de u-^z), V t e ] < - , x ° J , z^ et Vt e ]x°,^[ .z/L1

(II se peut que | u ( z ) | > 1, globalement on échange alors z et u~ (z), mais
l'échange "successif" n'est "effectif" que pour x°)

3) Si z^XnL, on note x* le plus petit élément de u~ (z) s'il existe»

3a) Si u'^z) == 0 , alors zeL1 pour tout t

3b) Si u^(z) ^0 , et x°^z, Vt e ]<-,x°] , z^ et Vt e ]x° ,^[,1^

3c) Si vT^d) ^ f6 , x° < z et u'^z) c] ̂ -, z[ , alors :

Vt< ]<-,xo] , z^ ; Vt€ jxo , z] , z^ ; Vt^ ]«,^f, ̂
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3d) Si u'^z)^, x < » < z , u ( z ) ^ z et u(z)^ ] ̂  , z [ , en notant x1 le
plus petit élément x de iT^z) tel que x ^ z , on a :

Vte )—, x<], zel^ ; V t f j x ° , z } . z ^ L 1 ; Vt^Jz^1], z^L1 ;

Vt€ Jx1 ,_[ , z^ .

Il reste à étudier les cas où zeu" (z), i.e. tels que u(z) = z : on note alors
x° le plus petit élément de u^z) et x1 le plus petit xeu^^z) tel que x > z
s'il existe .

3a') u"" (z) = - f z ^ : zfil^ pour tout t

3b') x° = z et x^z : alors Vt ^ x1 , zfiL1 et Vt > x1 , z^

3c') x°<z et z est le plus grand élément de vT^(z) (x1 n*existe pas) :

l / t e ) ^ , x ^ J , zc^ ; VIE Jxo, z] , z^^ ;^t£ J z,^[ , ze^

3d') x ° < z < x 1 : alors

V t e J ^ , x < J , ze^ ; l/te )xo, z] , z^^ ,Vte ], z, x1] , z G L 1 ;

V t ^ J x ^ f ^ z ^ ^

On constate un très grand arbitraire dans cette construction ; mais
comme on veut obtenir en fin de compte une partie Î  contenant X, en ajoutant un
plus grand élément x^ à X, Î  = L^ si X n*a pas de plus grand élément et
L s= L = L - u(x) + x si X a x pour plus grand élément, en particulier L1

contient XnL ; donc les cas 3b), 3d), 3b*) et 3d') ne peuvent se produire. Les
cas restant sont caractérisés par :

(Ech) V Z ^ X O L , u-^z) c. ]^_ , zj

En outre il est naturel d'exiger que l'échange soit "effectif", i.e.

- ou bien uîx)^!^ et x^ Î  - u(x)

- ou bien u(x) ̂  Î  et x<£ Lx - î^ - u(x)

Alors nécessairement dans les cas 2) et 3a) u'^z) a au plus un élément ; dans
le cas 3c) u'^z) =-(x«4 ; dans le cas 3a') vT\z) = z ; et le cas 3c»)
doit être écarté car z^L2, donc L^ 3 L'. On constate alors aisément que:

Un prodécé d'échanges successifs tel que I^DX et tel que l'échange soit
toujours effectif est caractérisé par le fait que : u est une injection et

^zêXnL, u^z)^ z

En outre dans ce cas, en examinant chacun des cinq cas 1), 2), 3a), 3c) et 3a*),
on vérifie que :
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V ï C X u L , V iêX+X^ , zél^ si et seulement si zeM1

où M1 = L - u(X^) -H^ où X^ = J ̂ - , t [

D o n c V t e X + x " , 1^ =1^ = L - u(X^) + X^

^g^aâa Soient X et L deux parties libres de (E , <p) telles que XC<p(L),

u une application de X dans L, ^ un bon ordre sur X et (l*) ^ ^ associé au

procédé d'échanges successifs (u , ̂ ) de X dans L. Alors L1»!*̂  contient X si
et seulement si :

(Ech) Vz t fXnL , vT\t) <= ]^ , z]

En outre les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) (u > ^) vérifie (Ech) et VxeX+x^ , L* est : une base de <p(L)

b) (u ,^) vérifie (Ech') : VxéXOL , u(x) ̂  u(X^) où X^ = ]^ , x[ ;

et VxcX+x^ , M* = L - u(X^) + X^ est une base de <p(L)

Si l'une de ces propriétés est vérifiée, u est une injection telle que :
VzeXnL , u'^z)^ z et pour tout x^X^^ , L* = L - u(X ) + X

a) > (b, u injectif et I^ = M* pour tout x)

En raisonnant dans le <p -espace E, on constate que l'échange est
Î -utx)

effectif pour tout x<X, et comme u vérifie (Ech), u est une injection telle
que : Vzt fXôL, quand vT^(z) ^ 0 , u^z^z.et VxeX4x , L* = ̂  .
D'où aisément b).

b) =̂ r (a , u injectif et L* = M* pour tout x)

II suffit de démontrer que : u est une injection telle que : pour tout
zeX^L, u~ (z) ^ z quand u~ (z) ^ ft •

u est injective si et seulement si pour tout xcX, u(x) ^ u(X ). Donc
si u n'est pas injective, soit xcX le plus petit y^X tel que u(y)eu(X ).
Alors X^ ^ 0 , la restriction de u à X est injective et u(x) ^ u(X ).

Or M*^ » L-u(X + x ) + X _ ^ + x et l^ L-u(X ) + X sont deux bases de ip(L),-yj w w x x
et ^ = }T + x, donc x^lT : x ^ X n L , ce qui contredit (Ech1).

Pour tout z^X OL tel que u~ (z) ^ 0 , u" ( z ï ^ z . Sinon soit x le plus

petit z ^ X O L tel que u'^z) ^ 0 et u'^z^ z. La restriction ux de u a X

12
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défini un procédé d'échanges successifs (ux , ̂  sur X ) de X dans L tel que
X cL et (Ech). Donc 1̂  = 1̂  pour tout t < x.

Comme u(x) = x^ X + x (sinon, u^x) = x ou x1^ X r » L et u""1 (x1)»
x>x\ et x ne serait pas minimal), M3^ =s l^ - u(x) + x. Or si x^M* (i.e.
x^u(X )), utxî^M* , donc u(x)^u(X ), ce qui contredit (Ech'). De plus si
x^M*/ x^u(X ) ; il existe donc y . < x tel que u(y.) == x, mais u (x.) = x,
ce qui èpntredit u injective.

C.Q.F.D.

Remarque 1.- Si u est injective et vérifie (Ech), u vérifie (Ech'); mais en
général, quand u n'est pas injective, même si (Ech) est vérifiée, (Ech1) ne l'est
pas. Inversement, il est aisé de construire u injective (donc vérifiant (Ech')),
mais ne vérifiant pas (Ec'h), et a fortiori u non injective. Les conditions (Ech)
et (Ech') sont donc indépendantes.

Remarque 2.- La condition (Ech') s'introduit naturellement pour (M^). En
effet si (M*) est une base de ip(L) pour tout xeX + Xe0

- ou x € X - L et u(x) ^ u(X^) u X^

-ou x € X n L et xf^M et u(x)^ u(X ) U X

- ou xeX n L et x€Ï^ , alors

ou bien u(x)ê 1^ , donc u(x) = x

ou bien u(xW M* , alors on peut choisir arbitrairement u(x) dans L-M,
i.e. dans u(X ) - X • (Ech') écarte donc cet arbitraire.

Remarque 3.- Si (u , ̂  ) vérifie a) ou b), vT (2) ^ 0 pour tout z ^ X û L , car
ou bien u~ ( z ) o X = 0 et u(z) == z , donc u~ (z) == z , ou bien u" (z) < z.

7.2.- Changements de bases.

Définition 1.- X et L étant deux parties libres d'un <p-espace E telles que
Xc<p(L) , on appelle changement de base (en abrégé : c d b) de source X, de but
dans L, tout terme (u , ̂ ) formé d'une application u de X dans L et d'un ordre
total ^ sur X tels que : u soit une injection de X dans L vérifiant

VxêX , L - u(X ) + X est une base de ip(L) où X = J^- , x [

et L - u(X) + X est une base de <p(L).

Il résulte aisément du lemme 1 le :
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Théorème le- Soient X et L deux parties libres de (E . u>) telles que Xe œ(L^
^ un bon ordre sur X et u une application de X dans L. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1) (u » ^ ) est un c d b de source X, de but dans L

2) V x e X + x", I^ est une base de <p(L)
et V x e X n L , u^x^ ]<-» x]

3) V x € X + x^ , L - u(X ) + X est une base de «p(L)
et V x e X ^ L , u(x)^ u(X^)

et alors, pour tout x g X n L , u" (x) ^ 0 et u (x)^x ;

et Vx&X -t- x^y I^ = L - u(X ) + X

Justification de la terminologie : changements de bases,

Soit (u , ^) un c d b de X dans L. Alors B = L et B» == L - u(X) + X
sont deux bases de n>('L), et u se prolonge trivialement, à savoir v(x) == x pour
tout x^L - u(X), en un c d b (v , ^*) de B sur B' pour tout bon ordre ^' sur
B induisant celui de X.

v permet alors essentiellement de construire de proche en proche la base
B' à partir de B, en n'ayant par échanges successifs que des bases intermédiaires;
mais seule la restriction de v à X, i.e. u, fait réellement des échanges, en sorte
qu*il est techniquement préférable de raisonner sur u»

L*on note ^^5 l'ensemble des c d b de (E , <p),^<^> est ordonné par
la relation : (u ,^ ) (resp. (u', ^*)) étant un c d b de X dans L (resp. de X»
dans L'), on dit que | ( u , ^ ) ( u * , ^ »)| et on lit u est restriction de u',
ou u' prolonge u. si et seulement si :

X c X * , LcL* , ^* induit ^ sur X
et u est la restriction de u» à X

Si (u , ^ ) est un c d b de X dans L, tout (v , ̂ *) restriction de
(u ,^) est aussi un c d b • Inversement :

^emge_2_^ Tout c d b ( u . ^ ) d e X dans L tel que X ne soit pas une base de <p(L)
se prolonge en un c d b (v , ̂ * ) de X + x dans L où : x est un élément quel-
conque de ç(L) - <p(X) donné à priori et ^ * le bon ordre sur X + x prolongeant ^
et pour lequel x est le plus grand élément,
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En effet comme I^ = L - u(X ) + X est une base de ^p(L), il suffit de
__ X X

prendre v(x)cL tel que v(x)^x si xeXnL. Or :

si xffi^ , on choisit v(x) = x

si x^ Î  , comme X + x est une partie libre, Î  <^X* et on choisit

^^^x-^x-

^^^^rogr^^s^esjcĵ

Le principal intérêt des c d b est qu'on peut en démontrer l'existence
dans un grand nombre de cas. En effet le lemme 2 permet de prolonger un peu tout
c d b de X dans L quand <p(X) ^ <p(L) ; mais nous allons voir que ^ /5 n'est
pas un ensemble inductif, en sorte que l'existence et la construction de c d b
pour les bons ordres infinis est délicate. Cette étude semble bien augurer de
l'existence de c d b pour tout bon ordre sur X. Voici une notion plus faible -

Soient X et L deux parties libres telles que Xc.<p(L), ^ un bon ordre sur
X et u une injection de X dans L. (u , ̂  ) est dit c d b f (c d b faible) de X
dans L si :

VxeX, la restriction de u à X* est un c d b de X' dans L.

Soient ^ un bon ordre sur X, u une application de X: dans L. (u, ^) est
un c d b f de X dans L si et seulement si on a les propriétés :

(1) X et L sont des parties libres telles que Xc <p(L)

(2) VxcX, L - u(X^) + X^ et L - u(X'^) + X'^ sont des bases de »p(L).

(3) L - u(X) + X est une partie libre de <p(L).

Donc un c d b f (u , ̂  ) est un c d b si et seulement si L - u(X) + X <p-en-
gendre <p(L) (c'est toujours le cas si (X , ̂ ) a un plus grand élément).

Soit ( u , ^ ) u n c d b f d e X dans L et a le premier élément de X.
Si L a deux éléments au moins, i.e. si :

\ss ^e» 9 ®1 * • • ' » ^ où qas1

et où a = a, » u"1 (e,)< a^ » u~1 (e^)< ...<a « u~1 (e )
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Alors, notant W l*application de X dans L définie par :

W(a<) a= e, , W(ao) = e. et W(x) = u(x) pour les autres ,

(W ,^) est un c d b f de X dans L,
Ceci est faux en général si on échange les valeurs de a^ et a. où

(i, j)Y{0,1^ .

Démonstration,

(1) et (3) de la proposition 1 sont vérifiées. Il suffit donc de démon-
trer que :

\/x€î , L - W(X ) + X et L - W(X« ) + X* sont des bases de <p(L),

i.e. que :

VxfiX, a^x^a. , îf^ = L - W(X ) + X est une base de <p(L).

Or yxêX, a.^^ x^a< , L* = L - u(X ) + X est une base de <p(L) , donc

N^ == Lx - e. + e, est une 4)-base de <p(L) si et seulement si e,̂  ^p(LX - e<). Or
si eoe<p(LX - e^), comme L^ + a - {eo , e^} c L* -e^ ,

L^ + a - e^c^L* - e^)

donc e^€ <p(L - e.) , ce qui contredit L libre»

L*on sait que en général les ^valeurs" de a. et a. ne peuvent être per-
mutées dans les autres cas (considérer les matrices inversibles).

Lemme4__ Soit (u , je) un c d b f de X dans L et B une ^T-.ufY^+Y1^8® de

<p(L) incluse dans u(X) - X. Si u n^est pas c d b , b ^ 0 et pour b&B, soit

u'̂ b) = x, , il existe une suite (^Un^n^ strictement croissante d*éléments de
X telle que :

1°) (\) soit cofinale à X

et 2°) l'application v : v(x ) = u(x^) pour tout n^O

et v(x) == u(x) pour les autres x. définisse un c d b f (v « <) de X dans L

pour lequel on a :

a) VxéX , Jyf iX , y^x tel que v(x) = u(y)

et b) L - ̂ (X) + X = (L - u(X) + X) + b

démonstration. Posons u^ = u. En raisonnant dans le ̂  -espace E, et en uti-

lisant le lemme 3» on déduit que : ^
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3'x<.>Xo tel que Inapplication u. :

u. (x^) == u(x.), u.(x.) == u(x^) et u,(x) = u(x) pour les autres (x. est unique
si on le choisit successeur de x, dans u" (L - X )) , définisse (u.,̂  )x ® x » ' ""
c d b f de X dans L.

On itère avec x., d'où \iy et x.. à partir de u. et x., puis avec
fx^ , u^1 .., .On construit ainsi de proche en proche une suite (x ) /. strie-
tement croissante dans X telle que, pour tout entier n^.1, l'application u :

[ "n ^x?^ == u ^p-H^ pour p =ï oî 1Î "^ n~1

u (x ) = b et u (x) = u(x) pour les autresn n n
définisse un c d b f (u , ^) de X dans L,

Pour tout n^O, la restriction W de u à X définit un c d b de X
n n \ \

dans L, On a ainsi une suite croissante d e c d b ( W , ^ ) , donc :

W = (J W est un c d b f de X* == U X dans L.
n n ^ O \

Si (x )«,.o\ n'est pas cofinale à X, soit x = Sup x [o^n<u].

On a X == X* et L - W(X ) + X est (p-libre. Or L-u(X ) + X est une <p-base
de <p(L), d'où la contradiction puisque

L - W(X^) ^ X^ ^ L - u(X^) + X^

D'où 1°) et 2°) , a) et b), et le :

Théorème 2.-» L'ensemble des c d b sur (E,<p) muni de la relation d'ordre de
prolongement n'est pas inductif. Plus précisément soit (u. , ̂ .). - une

famille bien ordonnée de c d b de X. dans L. • Alors si le caractère final*
de 1 n'est pas dénombrable,

(u== U u . , ^ . = U ^ . ) est un c d b de X = U X. dans L = UL. ;
i 1 i 1 ———————— i x z

mais si le caractère final de I est dénombrable, alors (u,^) est un c d b f de X
dans L qui, en général, n'est pas un c d b.

'*) voir A» Tarski, quelques théorèmes sur les alephs, Fund. Math» Vol. 7
(1920) p. 2
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Théorème 3«- Soient X et L deux parties libres telles que XCip(L).

Alors pour tout bon ordre ^ sur X tel que :

a = Ord (X ^ ) < "1
il existe une injection u au moins de X dans L telle que (u , <) soit un c d b
de X dans L.

Corollaires Soient X et L deux parties libres telles que Xcç(L), ^ un bon
ordre sur X et Y un segment de X. Alors, si Ord (X - Y) < œ. on peut prolonger
tout c d b (u 9 4 y) de Y dans L e n u n c d b (u',^ ) de X dans L d'au moins une

manière•

II suffit de raisonner dans E considéré comme ^-es'pSLce.

Démonstration du théorème 3*

L'on va raisonner par récurrence transfinie dénombrable sur a. Supposons
le démontré pour tout ordinal \<a. Si a a un prédécesseur, il suffit d'appliquer

le lemne 2. Sinon il existe une suite strictement croissante (o^o^n^ d'ordinaux
a < a telle que :

a = Sup a [ 0^ n < oo]

Soient L' une ç^-base de <p(L) incluse dans L, Y = L - L' : on a
L' ss L - Y. Soit en outre :̂ un bon ordre sur X tel que Ord (X,^ ) == a.

Alors si
X^ est le segment de X isomorphe à a^

• • •
X est le segment de X - U X isomorphe à o^ - oc^.
n p < n p

• • •
(X )„ est une partition de X.v n'O^n^co '

Raisonnons dans le ^-espace E où ç, = 4^» î il existe u, c d b de

X, dans Y.
• • •
Raisonnons dans le <p -espace E où <p == ç . X — ; n existe u^ c d b

de X^ dans Y - U u (Xp) [0 ̂  p < n]. n"1

• • •
Finalement u =®u est un c d b f de X dans L tel que u(X)<lY. Doncn

L - u(X) + X est une partie libre contenant L - Y + X : c'est une base de ç(L).

C. Q. F. D.
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7_4.^^PPHcationauxmatrices.

Soit A s= (a3) C(i»j)€lxj] une matrice sur un corps k, i.e. une
application de 1 <J dans k telle que :

Vj^J , A^ (af) Ci^lJ ck^

(ce sont les vecteurs lignes). On note (e.). ,. la base canonique de k1 / et on
suppose ici Jcl systématiquement.

Posant L = {e. / ici} et X = {A3 / j e]^ , l'on sait que M est
régulière si et seulement si X est libre (famille libre) ce que l'on suppose dé-
sormais •

Soit un bon ordre ^ sur J, d'où
J = 0(a) et X » (A^) 0 ̂ <a

Toute injection u de X dans L définit une injection <r de J dans 1 par utA^^A®"
et inversement»

Alors (u, ^) est un c d b si et seulement si :

(1 ) V^tfOta) , L - u ({ A^ / \ < ̂ }) + {A^/ \ <^}
est une base de k ' ) ainsi que L - u(X) + X.

Si ^ n'a pas de prédécesseur, on a une condition "forte", mais si \? a
un prédécesseur, soient ^ . , v ^ , ..., \y^ les prédécesseurs successifs de
^ (où v n'a plus de prédécesseur), alors (-1) pour -9 est équivalente à :

det (a^) (^(i), j » ^ , ̂ ^ ,..., v,pj + 0

Du théorème 3 on déduit alors

Proposition 1 : Soit A = (a^) ((i,j)€lNj] où J = {o, 1, .... n,.^d
une matrice régulière sur un corps k. Alors il existe au moins une permutation y
des vecteurs colonnes de A (i.e. une injection <r de J dans I) telle que ;

a) Pour tout entier p^O, notant J == {O, 1, ... ?)• , on a

det (a^) C(i,j)^Jp<Jp) ^0

et b) la matrice extraite A, = ^C} [ ( i»j)^J Î rJ) soit inversible.

Quand J est fini, on retrouve un résultat classique.
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Remarque ," Soit A une matrice carrée d'ordre n : IssJ^- f l , ,» . , ni

La donnée d'un bon ordre ^ sur J est équivalente à celle d'une permutation <r de
J et celle d'une irijection de 1 dans J à une permutation <Tp de !• Alors

"(^ f <ip )" est un c d b f pour tout couple de permutations si et seulement
si tous les déterminants mineurs de A sont non nuls, ce qui est en particulier le

cas quand les (a3) [(i,j)elxjj sont algébriquement libres sur le corps

premier k^ •

7»5«- Notions plus fortes

Définition 2«- Soient X et L deux parties libres de (E,<p) telles que Xc<p(L)
et u une injection de X dans L, On dit que u est u n c d b F ( c d b fort) de X
dans L si :

t^Y cX , L - u(Y) + Y est une base de 4)(L).

Soient X et L deux parties libres de (E,ip) telles que Xc<p(L) et u
une application de X dans L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u est un c d b F de X dans L

(2) Pour tout ordre total ^ sur X, (u , ^) est un c d b de X dans L.

(3) Pour tout bon ordre sur X, (u , ^ ) est un c d b de X dans L,

En général les c d b ne sont pas des c d b F. On le constate aisément

même pour X ayant deux éléments.

La propriété pour u d'être un c d b F n'est pas de caractère fini en ce
sens que si :

VY e ^ (X) , U/Y est un c d b F de Y dans L,

Alors u n'est pas en général un c d b F (ainsi considérer L == (e ) ^
(N) n n ̂ 0

base canonique de K / ,

x = ^n^n = ^1 ^n et n^

et pour tout nà.0 , u(x ) = e . . ) .

Reprenons les notations du paragraphe 7•4 î

Une matrice A = (&J) [(i»j)^I^jj est dite forte s'il existe une injection
<T de J dans 1 qui fait de u un c d b F de X dans L.

Il est aisé de vérifier la :
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Proposition 2.- Une matrice A = (a3) |(i»j)el»j] , où J est fini, est
forte si et seulement si il existe une injection y de J dans 1 (d'où permu-
tation des vecteurs colonnes) telle que tous les déterminants mineurs :

det ^^(i) ) f ( i ,J)€K 2]
où K est une partie quelconque de J, sont non nuls»

Toutes les matrices régulières 2 x 2 sont fortes.

Les matrices régulières 3 x 3 non fortes sont toutes, à une permutation
des lignes ou des colonnes près, et à une constante multiplicative non nulle près,
de la forme :

( 1, a, 0 \

A = b, ah, Xb ) a b \ ^ + 0
0, a^, \y I

Ces matrices sont caractérisées par le fait que :

1°) deux de ses éléments sont nuls

et* 2°) deux de ses déterminants mineurs 2 x 2 sont nuls et deux seulement»

Démonstration : Si A est une matrice régulière 3 x 3 î
- on peut, par permutation des colonnes ou des linges, rendre les éléments de

la diagonale principale non nuls.

- il y a au plus trois déterminants mineurs 2 x 2 nuls.

Une matrice régulière 3 x 3 non forte est donc équivalente à :
r^ a X .

A » = b, ab, ^ a b c ^ 0
^ \* jj* c / (bÀ - p) ( Jx ' - a\») ^ 0

alors A* est faible si et seulement si :

\ ^ = = 0 , À» (A » = 0 et un second déterminant mineur 2 x 2 extrait de
manière symétrique par rapport à la diagonale principale est nul.

Matrices régulières 4 x 4 non fortes

1°) Si une ligne ou une colonne a trois zéros, les matrices 4 » 4 régulières
non fortes sont, à une permutation des lignes ou des colonnes près, et à une cons-
tante multiplicative non nulle près de la forme ;
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^ c 0 0 0 » / c a P Y
a 1 a 0 ^ ^ Y O 1 a 0
P b ab Xb I | 0 b ab \b
Y 0 aj. Xf» ) \ 0 0 ap X p

o ù a b c X j j ^ O

2°) Sinon : on vérifie que toutes les matrices régulières 4 x 4 ayant huit
éléments nuls sont fortes» Voici un exemple de matrice non forte :

0 , 0 , c , ce*

a d , b d , 0 -dc1

où a b c d a' b1 c* + 0

3°) Voici un exemple de matrice non forte noyant aucun coefficient nul :

1 1 1 <!
1 - 1 1 1
1 1 -1 -1
1 - 1 1 - 1
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Index terminologique

catégorie ensembliste 1 . 1

foncteur ensembliste 1 .1

'^-espace 1.2

partie libre, famille libre 1.2.1

rang, rang faible 1.2.2

rang associé à un rang faible 1.2.2

partie liée, famille liée 1.2.3

circuit, base 1.2.3

rang régulier ; ̂ -espace régulier 1.2.4.

fonction génératrice mince (fgm) 1.3.1

système générateur 1.3.2

fonction génératrice faible (fgf) 1.3.4

fermeture 1.3.4

fonction génératrice 1.3.4

sous-catégorie propre 1.3.4

" pleine 1.3.4

tp-espace 1.4.1

fonction génératrice régularisée 1.4.2

sous-espace 1.4.3

^-espace 5 4>-espace 2.1 .1

pseudo-circuit 2 .1 .1

>£ plus fine que <if' 2.1.2

^fortement plus fine que rf' 2.1.2

^-espace discret, -grossier 2.1.2

translatée de £ par A 2.1.3

image réciproque (^,<p) 2.2.1

structure induite (̂ ,<p) 2.2.1

somme directe et union directe î'^.3
(̂ M>) ....

<p-espace 1-réduit 2.4.1

foncteur de 1-réduction 2.4.1

•^-espace 2-réduit; composant es 2.4.2

•^-espace complet 2.4.3

représentation 2.5.

(Y? incluse dans (X^) 3 . 1 . 1
famille (^-)-dis jointe 3 . 1 . 1
^-algèbre;famille 2-disjointe 3.4.1
famille de type c^ 4.1.
élément suppressible 4.2.
famille réduite 4.4.2
famille lisse, famille rugueuse 5 . 1 .
famille faiblement lisse 5 . 1 .
caractère fermé, caractère omit S. 4.1.
famille ̂ -forte, ordinal fort 5.4.2
degré de séparabilité de a 5.4.3
circuits généralisés 6 . 2 . 1
procédé d'échanges successifs entre

X et L . . . . . . . . . . . . . . . . 7 . 1 .
changement de base (c.d b) 7.2.

" fort (c d b F) 7.5.
matrice forte 7.5.
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Index des notât ions

Les symboles, notations et terminologies de Bourbaki seront utili-

sées sans rappel, ainsi que les notations ensemblistes suivantes :

Notation utilisée Notation Bourbakiste correspondante

X+Y XuY

X+x ^{x}

X-x X - {x}

X-x+y-z ((( X - \x}) + {y}) - {^})

Elles seront utilisées quand aucune confusion ne sera à craindre

avec des lois de composition*

En outre co : est l* ordinal initial d'indice a, Vi est le cardi-

nal aleph a, c^— le caractère final de ûû et si a a= UL • "S == %— esta a a ci
le cardinal de finalité de 1/L • Tout ordinal \? est 1 ' ensemble bien ordonné des

ordinaux qui lui sont strictement inférieurs.

Ens ; ( Jg, S) ; jy;E)

(E,^) ; ^(E) ; rf(E) ; ^(E) ;^

Rf 5 JR, ; r

^ 5 ^; <6

^e ; ̂
~'<P <P

L-' i
,̂r

T(E,4>) ; ̂

1^ ; ^ 5 ^ ; f B 5 f ; ^

^ ^ ^ 5 ^ • ^ -£

1.1 .

1.2.1

1.2.2

1.2,.3

1.3.3

1.4.

1.4.1

1.4.2

1.4.3

2.1.1

2..1.2

.<
•^A

^IAÎ ^IA

©

<Yi

*J

^

L 5

C F((A) ; CFÇl^); Co(cA)

.s

^

;v<

5^[A]; r^ ; r{A]

^ , W ̂

) c (X^) ; Xj

5 ^J ; ^
* ^

L" 5 Ip 5 ^ ; 1°

î L(A)

2.1.2

2.1.3

2.2.1

2.3.3

3.1.1

4.1.

4.1.

5 Î  5.1.

^oO^S^.I

5.4.3

6.2.2
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