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INTRODUCTION

La théorie des espaces d'interpolation dans les espaces de Banach a donné lieu &
de multiples développements depuis son introduction. Certaines méthodes d‘'interpo-
lation sont maintenant utilisées de fagon classique (citons par exemple [4], [13],
[15], [23], [24], [25], [33]). Si une méthode telle que la méthode dite holomorphe
se généralise sans difficulté au cas des espaces vectoriels topologiques quelcon-
ques, les autres se révélent inadaptables ou inefficaces. Il nous est apparu alors
nécessaire de poser en termes généraux le probléme de 1l'interpolation dans les es-
paces localement convexes et de définir & partir de 14 des méthodes plus adaptées
& des problémes tels que ceux de l'interpolation d'espaces de fonctions holomorphes

que nous nous proposions de résoudre.

Nous nous sommes donc attachée, dans un premier chapitre, & développer une théo-
rie générale de l'interpolation. On munit pour cela la classe des couples d'inter-
polation d'une structure de catégorie, ce qui permet de définir les "méthodes d'in-
terpolation" comme une certaine famille de foncteurs de cette catégorie dans la ca-
tégorie des espaces localement convexes, Une méthode trés générale de construction
de tels foncteurs se dégage de cette étude. Parmi les foncteurs mis ainsi en évi-
dence, les plus naturels sont ceux qui dépendent d'une certaine classe d'endomor-
phismes. Ceci nous a conduite & introduire les espaces Ls(a;f,ﬁ) étudiés dans le
paragraphe 5. Quelques propriétés générales des espaces d'interpolation sont ainsi
mises en évidence : en particulier les espaces Lg(a;ﬁ,e) permettent d'atteindre
algébriquement tous les espaces d'interpolation pour un couple donné, Pour comparer
les topologies d'espaces intermédiaires, on introduit la notion d'espace® -intermé-
diaire (cf. § 6).

Le probléme d'existence d'espaces intermédiaires pour un couple d'interpolation
donné € est donc théoriquement résolu par la connaissance des espaces LB(a;ﬁ,e).

s

Ces derniers, étant en général difficiles & caractériser, on aborde le probléme en
étudiant leurs espaces duaux. Ceci nous porte & définir des méthodes duales d'in-
terpolation (chapitre II, § 1) qui, sous certaines hypothéses d'approximation, sont
mises en dualité avec les méthodes définies dans le chapitre précédent. C'est ainsi
qu'on définit les espaces Ms(a;x,e) et on établit des théorémes de dualité entre
les espaces Ms(a;i,&) et gs(a;%,ﬂ) quand des conditions d'équiapproximation sont
vérifides (cf. § 7) (cette notion généralise la notion d'approximation pour des es-

paces localement convexes).

Lorsque 1'on fait des hypotheses d'équiapproximation, on montre dans le paragra-
phe 9, de quelle maniére la connaissance des espaces ch(a;6,8) permet de conclu-

re & 1'existence ou & la non existence d'espaces intermédiaires algébriquement ou



topologiquement non triviaux pour le couple d'interpolation &.

La détermination des espaces ys(a;i,é) dépend de celle d'espaces d'endomorphis-
mes qui sous des hypothéses d'approximation s'expriment comme produits tensoriels
€, ou T, siony ajoute des conditions de nucléarité. Les espaces Ns(a;I,ﬁ)
se caractérisent alors & partir d'espaces d'applications bilinéaires ou continues
dont la connaissance, dans les cas particuliers d'espaces de Kdthe, d'espaces de
fonctions holomorphes ou de certains espaces de distributions, nous a conduite aux

applications exposées dans les chapitres III et IV,

Dans le troisidme chapitre, nous démontrons qu'il existe une infinité d'espaces
d'interpolation pour le couple ((s),(s')), ou (s) désigne l'espace des suites
& décroissance rapide, (s') celui des suites & croissance lente, On caractérise
complétement ces espaces et on en déduit qu'il existe une infinité d'espaces inter-
médiaires pour des couples d'espaces de distributions (¥,9'), (€,€'), (£,¢') (1).
I1 apparait alors que les seuls espaces intermédiaires usuels de 1l'analyse fonc-
tionnelle pour le couple (@,2') sont e, &' et &4,

On montre dans le paragraphe 4, & 1l'aide d'inégalités élémentaires dans des espa-
ces de suites bornées, que, sous des hypothéses convenables de croissance, les es-
paces de Kdthe définis par les suites (a(m))u. (a(n))l-u’ 0<p<1, sont des
espaces intermédiaires pour les couples d'espaces de Kdthe définis paf les suites

a(n) et a'(n).

Dans le dernier, et quatriéme chapitre, sont abordés les problémes de 1l'interpo-
lation pour des couples d'espaces de fonctions holomorphes et pour des couples
d'espaces de fonctionnelles analytiques définies sur une variété analytique comple-
xe V, On établit qu'une solution du premier probléme dépend de la détermination
d'une certaine enveloppe d'holomorphie, On transpose ces résultats & 1'aide du théo-
réme de dualité, ce qui apporte une solution au second probléme. Lorsque 1l'on sup-
pose que la variété V est de Stein, une étude directe & 1l'aide de méthodes déve-
loppées dans [29] permet d'obtenir des espaces de fonctionnelles analytiques défi-
nies sur des ouverts de V comme espaces intermédiaires pour ces m8mes couples
d'espaces de fonctionnelles analytiques, Ces différents résultats sont explicités

dans les cas particuliers de polydisques de tubes, de domaines de Reinhardt de ch.

Le dernier paragraphe applique ces résultats & des espaces de fonctions holomor-

phes & valeurs vectorielles.,

Les idées essentielles de ce travail ont été amnnoncées en [7], [8], [9], [10],

(11], [12].

(1)/5, e',32,9',f, ¥ désignent les espaces de distribution de M. L.Schwartz [36].
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Signalons que pour lire le chapitre IV et le paragraphe du chapitre IIT il suffit
de lire:

1) la définition des espaces Lc(a;x,e) (ch.I, § 3 et 5)

2) la définition des espaces Nc(a;f,e) (ch, II, § 2 et 6)

3) la définition de la propriété d'équiapproximation (ch.II, § 7)

4) le théorsme de dualité (ch., IT, théoréme 2.1, p.52) ; les propositions 2,30
et 2,32 du paragraphe 10, chapitre II, sont & joindre en ce qui concerne le
chapitre IV,

Nous avons constamment bénéficié des conseils de M. L.Schwartz, tant dans notre
formation générale que dans nos recherches., Il nous a fait 1'honneur d'accepter la
présidence de notre jury. M. J.L.Lions a guidé nos premiéres recherches vers des
problémes d'interpolation et nous a orientée vers le sujet. Nous tenons & leur ex-

primer notre vive gratitude.,

Nos remerciements vont & M, B.,Malgrange qui a bien voulu s'intéresser & notre
q'

travail, se joindre au jury de cette thése et nous proposer le second sujet.

Notre reconnaissance va tout particuliérement & M, A,Martineau pour la stimula-
tion constante que nous avons trouvée auprés de lui. Ses encouragements, ses ériti-
ques et 1'aide qu'il nous a apportée tout au long de 1l'élaboration de ce travail
nous ont été d'un grand prix.

Nous avons beaucoup appris auprés de M, M,Zerner, dans ses groupes de travail
comme dans tous les entretiens que nous avons eus avec lui. Ses conseils et ses di=-
rectives ont grandement contribué au succés de certaines applications de notre

théorie. Nous lul exprimons tous nos remerciements.

Madame Maynard et Madame Goyvaerts ont bien voulu se charger du travail de repro-

duction de cette thése, qu'elles en soient remerciées.



CHAPITRE I

§ 1. Notations générales.

Nous utiliserons dans ce travail les notations et résultats de la théorie des
espaces vectoriels topologiques localement convexes, en suivant [3] et [18]. Nous
nous référerons en ce qui concerne la théorie des produits tensoriels topologiques
& [19], [40] et [37]. Signalons cependant que, comme en [3] et non [19] ou [20],
nous appellerons espace réflexif un espace E qui est isomorphe au dual fort de
son dual fort. Un espace (£ F) sera pour nous un espace localement convexe limite
inductive d'une suite d'espaces de Fréchet. Nous désignerons par espace du type
@%), le dual d'un espace du type (%) , réservant 1'appellation (DF) aux espaces
définis dans [18], par (%¥) un espace de Fréchet du type (¥) et enfin par
@9) 1le dual fort d'un tel espace.

Soit (E,E') un couple d'espaces localement convexes, mis en dualité par une
forme bilinéaire ; si A est une partie de E , nous noterons AO(E E') ° ou A°,
9

le polaire de A pour cette dualité,

Si E et F sont deux espaces localement convexes, £(E,F) désignera l'espace
des applications linéaires continues de E dans F et, © étant un ensemble de
parties bornées de E, on notera Sg(E,F) 1'espace £(E,F) muni de la topologie
de la G-convergence, Par © = ¢ on représentera les parties compactes équilibrées
de E, par b 1les bornés de E, par s les points de E. Par Vv on entendra
1'une quelconque de ces trois classes d'ensembles de E, Nous noterons E' 1le
dual fort de E, E'g 1l'espace QS(E,C) 3 £€(E',F) sera alors 1l'espace des appli-
cations linéaires continues de E' dans F muni de la topologie de la convergence

uniforme sur les parties équicontinues de E' .

On notera ®(E,F) 1'espace des formes bilinéaires séparément continues sur
E x F muni de la topologie de dual fort de E é& F , le produit tensoriel induc-
tif de E et de F, B(E,F) 1l'espace des formes bilinéaires continues sur E x F
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les produits de parties bornées
de ExF .

Tous les espaces localement convexes intervenant comme données dans la suite se-

ront supposés séparés, sauf mention expresse du contraire.
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§ 2. Couples d'interpolation.

On peut noter en utilisant les propriétés classiques des espaces localement con-
vexes, qu'un espace localement convexe E peut &tre décrit de la facon suivante :
On considére un espace localement convexe X, a un vecteur de X, a # 0 , 1'i-
mage de 1'application L ¢ u+ u(a) de £(X,E) dans E n'est autre que 1'espace
E, et si & est un ensemble de parties bornées de X recouvrant X , on obtient
une topologie isomorphe & celle de E , en munissant cette image de la topologie
quotient de .ES(X,E) par le noyau de L .

On obtiendra de m8me E en considérant 1'image de sous-classes de £(X,E) par
1'application L , par exemple en prenant les applications de rang fini, ou nuclé-
aires, ou compactes.,

S

Dans la suite nous nous intéresserons & 1'étude de certains couples d'espaces lo-
calement convexes, auxquels nous attacherons un objet semblable aux applications
linéaires continues, et nous examinerons le résultat d'une construction analogue &

celle déerite ci-dessus.

Donnons tout d'abord quelques définitions :

DéFINITION 1.1.- Un couple d'interpolation € sera la donnée d'un couple de deux

espaces localement convexes (E1 ,Ez) et _de deux injections jl et j2 respecti-
vement de E1 et Ez dans un espace localement convexe E . Par "plongement" de

(E1 »E ) dans E | nous entendrons le couple des injections (j1 ,jz), nous le no-
2
terons parfois (E1 ,EZ;E) .

On peut alors définir "la somme"™ et "l'intersection" de E1 et E  relativement

au plongement (j1 ,j ) de la fagon suivante :
2
L'espace localement convexe intersection, noté En, ou parfois E1 B E, ,ou
Eln E , désignera le noyau de 1'application ,jl-j de Elx Ez dens E | muni de
2 2
la topologie induite par celle de E..

L'espace localement convexe somme, noté EU, ou_encore E1 E E2 , OU E1 + Ea
désignera le sous-espace de E image de E1 @ E2 par 1'application jl+ j3 de
E1 @ E2 dans E | puni de la topologie quotient de E1 @®E par le noyau de

I 2

P
Jl J2

Les espaces En et EY sont séparés si E1 et E le sont., On a alors deux
2

injections naturelles i1 et i de En dans E1 et E respectivement, et le
2 2
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diagramme suivant est commutatif :

n/ \ _y
Nous identifierons 1'espace En & un sous-espace Vectoriel de E; et de Ez »
E, et E, étant eux-m8mes considérés comme des sous-espaces de EU. Nous pour-

rons alors parler de la restriction & En d'une application définie sur Ei

(i = 1,2), et éventuellement de son prolongement & EU.

On identifie alors un espace localement convexe au couple d'interpolation
(E,E3E) , les injections étant alors égales & 1'identité ip de E. Nous allons
maintenant définir les "applications linéaires continues" d'un couple d'interpola-
tion € dans un couple d'interpolation ¥ . Cette notion généralisera la notion

classique quand € et F seront des espaces localement convexes.

DEFINITION 1,2,- 51 € et F sont deux couples d'interpolation, on désigne par

£(e,%) le sous-espace de £(E;,F;) x £(Ez,F,) formé des couples d'applications

s 2 s c oas N N el . .
lindaires u = (w ,uz) dont les restrictions & E considérées comme applications

& valeurs dans FU coincident(z) uef(e,¥) est dite application lindaire continue
de & dans F.

I1 est clair qu'une telle restriction envoie Eﬁ dans Fn et définit un élément
de £(Eﬂ,F ) . Il existe donc une application naturelle, dite de restriction & En,
de £(e,¥) dans £(E0,Fn) .

Soit u un élément de £(€,%) . S1 a est un vecteur de Eu s a = a1+ az
(1=2), a,€E, (1 =1,2), 1le vecteur u(a) = wi(a1) + uz(az) ne dépend pas de
la décomposition du vecteur a. L'application a®+ u(a) ainsi définie est conti-
nue de EU dans FU et sa restriction & Ei coincide avec uy . On peut donc dé-
finir une application naturelle de £(&,¥) dans (E F' ) dite de prolongement &

.

Lorsque nous munirons £(€,%) de la topologie induite par f& (B, B )x£62(E3,F2),
oh € =(& ,6;) désigne un couple d'ensembles de parties bornées respectivement de
E; et de Ez, nous noterons IE(E,F) 1'espace localement convexe correspondant,

I1 est alors clair que l'application de prolongement définie ci-dessus est continue

(2) Nous noterons parfois £(E;,Fi) n £(E,,F,) pour £(&,%).
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U U
de 15(3,:’1') dans £S(E L F) .
DEFINITION 1.3.~ &' ® ¥ désigne le sous-espace de £(€,%) formé des applica-
tions (u,up) telles que wu, soit de rang fini (1 =1,2); muni de la topolo-
gie induite par IE(e,fr’), nous le noterons &' @ ¥, muni de la topologie induite
par (B} N F) x (B! ®; F,) [resp.(E! ®, F) x (B &, F,)], nous le noterons
e e F (resp. &' & F) .

a

REMARQUE 1.1, L'espace S(EU,Fn) s'identifie de fagon naturelle & un sous-espace
de £(€,%), On pourra alors parler de 1l'espace (EU)' ® F'' comme du sous-espace
de £(€,%) des applications de rang fini de Ei dans Fn (1 =1,2).

D'aprés une remarque de Schapira ([34]), on voit facilement que si B est dense
dans E, (i=1,2), €' ®%F s'identifie d l'espace (E°)'® M) .

On notera par E'n 1'espace .Eb(&,C) et par E'U le sous-espace de (En)' des
applications qui sont la somme d'un élément de E; et d'un élément de E} muni de
la topologie localement convexe la plus fine rendant continues les applications na-
turelles de Ef et de Ez' dans E'U. On définit de fagon analogue les espaces

- ' - ' ' v \N
E'G,n = _ts(g,c) et E U = (Ey) 61+ (&) s, que nous noterons encore (E G)

et (E'S)U.

Exemples de couples d'interpolation.-

1) Couple d'espaces de distributions. Conformément aux notations de [40] et

[36] nous appellerons espace de distributions sur IRn, un espace vectoriel topolo-
gique A tel que A €', 1'injection étant continue : nous supposerons dans la

suite que les espaces de distributions considérés sont localement convexes séparés.

Soient E, et E, deux espaces de distributions sur [Rn, si nous plongeons
(E1,B,) dans @ ', nous obtenons un couple d'interpolation dit "couple (E, Ey)
d'espaces de distributions sur R,

2) Si on considére deux espaces vectoriels E,, E, de suites multiples d'or-
dre p de nombres complexes munis de topologies localement convexes plus fines que
celle de Czp (c'est-a-dire que chaque composante d'un élément de E, dépend can-

tinuellement de cet élément), nous parlerons du couple d'espaces de suites multi-

ples d'ordre p, (E ,E,), en plongeant (E,,E,) de fagon naturelle dans Czp.

3) Etant donnés deux espaces localement convexes E; et E, et une injection

(3) En effet une application de rang fini de E, dans F, (i =1,2) est de
rang fini de E dans FN, elle est continue de™ E. dans® F, » son image est de

rang(?inildgl;c fermée dans Fi s elle envoie donec continuement Ei dans
i=1,2).
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continue i de E, dans E,, on leur associe le couple d'interpolation formé du
couple d'espaces (E,,E,) plongé dans E,. Les espaces B et EV sont alors
identifiés par Jj; =i, Jj, = Identité de E,, respectivement & E, et E.

4) Couple dual, Soit € wun couple d'interpolation tel que En soit dense
dans E, et E,. Les applications naturelles de E, et E dans (EN)' sont
alors injectives. On pourra parler du couple d'interpolation €' en plongeant
(E{,E;) dans (En)é , ce couple sera dit couple dual de g. On définira de fagon
analogue les couples €& en plongeant ((E, )é1 » (B, )éz) dans (En); , 6i dési-

gnant un ensemble de parties bornées de Ei recouvrant Ei (i=1,2).

Remarquons qu'alors les espaces (E')1 et (E')U cofncident avec les espaces

E' N et E'U définis plus haut.

Supposons maintenant E dense dans E, (i=1,2), alors (E;)n est _dense dans
(Ei)(': (i=1,2). En effet nous verrons plus loin (ef. proposition 1.1.) que (E(':)n
s'identifie algébriquement & (EU);. Les espaces (Ei); et (EU); sont semi-ré-
flexifs, 1l'application naturelle de (EP); dans (Ei)c': a donc pour transposée
1'application d'injection de E; dans EU, son image est donc dense dans (Ei)(':
(i=1,2). C.Q.F.D.

Propriétés des espaces EN et EU.-

Notons quelques propriétés essentielles

1) L'espace En est complet, si E, et E, le sont comme\ sous-espace fermé de
E, xE,, dutype (¥) si E, et E, le sont. Si E et E, sont du type (&),
tout produit et tout sous-espace d'un espace du type (&) étant du méme type,

£/ est encore un espace de Schwartz. Si E et E, sont du type (2&), nous
verrons plus loin que Ef est encore un espace (@ ). Par contre E, et E
étant du type (DF), EM peut ne pas 8tre du type DF. Si E, et E, sont nu-
cléaires EN est nucléaire comme sous-espace du produit de deux espaces nucléaires
([4]3 che2 5 § 2 n° 2 5 th.9).

Si E et E, sont deux espaces de Banach, nous munirons EN de la norme :
lellEﬂ = Sup ([l » lxllg )
c'est alors un espace de Banach.,

2) L'espace EY est nucléaire si E, et E, le sont comme quotient séparé d'un
espace nucléaire ((19] ; ch.2 ; § 2 n°2 5 th.9), du type (%) si E, et E, le

sont, du type (DF) si les B, (i=1,2) 1le sont comme isomorphe au quotient d'un
produit de deux espaces du type (DF) par un sous-espace fermé, du type (¥) si
les Ei le sont comme quotient séparé d'un produit d'espaces du type (&) [18] ;
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Si E, et E, sont ces espaces de Banach, nous munirons EY de la norme:

llxll = (rally + lxlig ) -
E x=xqt+x B E
x:.’_eEi
C'est alors un espace de Banach.

Nous allons maintenant relier les espaces (En)' et E'U d'une part, E'n et
(EU)' d'autre part. On a la

PROPOSITION 1,1,-

81 € est un couple d'interpolation, (EU); s'identifie algébriquement et topo-

logiquement & (Eé)n, et (En)é & (E;)U. Dans le cas ou E, et E, sont du
type (F¥) (resp &%), ou encore si ce sont des espaces normés (EU);J est iso-
morphe & E;)n et (En){) & (E';)U.

Démonstration :

L'espace EV est défini comme le quotient de 1l'espace E, ® E, par le sous-es-
pace A des (e;,e,) tels que Jy(e;) + jy(e;) = 0, avec les notations du § 2,
Le dual faible de o s'identifie au polaire de A, pour la dualité
(E, @E,, E/ x E]) muni de la topologie induite par (E, ® Ez); = (El); X (Ez); )
Dans le cas oh E; et E, sont du type (F¢) (resp (@¢)) ou encore dans le cas
des espaces normés, si on munit ce polaire de la topologie induite par
(E, )\; X Ez)l'a et (EY)' de la topologie de dual fort, cette identification respec-
te les topologies. L'ensemble A est formé des e = e ® e, tels que (e,, =-e,)
soit dans En, son polaire pour la dualité considérée est donc formé des couples
(e)y ) de E x E} tels que o, et eg' cofncident sur E | c'est-d-dire de

(E')N par définition, ce qu'il fallait démontrer.

On voit de méme que 1'espace (En)é s'identifie au quotient de

(B), @ (8) = (B x E)

par le polaire de EN pour la dualité (E, x E,, E1' ® Ea') s 1'identification res-
pectant les topologies fortes dans le cas d'espaces (%F¥), (D%¥) ou dans celui
d'espaces normés. Il suffit alors pour achever la démonstration de remarquer que
(E")° est défini comme 1'ensemble des e' de E, ®E] tels que pour tout (ey 405)
de EV on ait :

v ' =
Se e > (ELE) T % % > (g,E) "0

et que ceci n'est autre que le noyau de 1l'application 91' ® ee' - el' + e; de
E1' @ Ez' dans (En)'. Le quotient de E1' @ Ez' par ce noyau définissant (E')U,
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on a le résultat cherché.

COROLLAIRE 1.- Soit &ez. Si B, et E, sont du type (%), alors

L 1}
(EU)c E ,N
Démonstration :
D'aprés la proposition, on a (EU)c ai E; 0 La topologie de (E )' est mani-

festement plus fine que celle de la convergence uniforme sur les sommes de compacts
équilibrés convexes de E, et Ez qui est celle de E ,n° Elle est aussi moins
fine. En effet, l'espace E, x B, est du type (%). Il est bien connu que toute
partie compacte convexe équilibrée dans un espace quotient d'un espace E du type
(%) est contenue dans 1'image canonique d'une partie compacte de E qu'on peut
supposer convexe équilibrée, C'est-a-dire que tout compact convexe équilibré de

EV est contenu dans la somme de deux parties convexes équilibrées compactes de E
et de E, respectivement, c'est-&-dire la topologie de E(':,n est plus fine que
celle de (Ey)’. C.Q.F.D.

REMARQUE 2,-

Supposons que En soit dense dans E, et E,. La topologie de (EU)' est la
topologie de la convergence uniforme sur tout borné de EU , celle de E'f‘ s 1'es-
pace E' n étant identifié algébriquement & (EU)', est la topologie de la conver-

gence uniforme sur toute somme d'un borné de E, et d'un borné de E,. On a donc

)" =8, *

1A

on a de méme ¢

1A

EIU (En) 1]

Mais En, étant dense dans Ei (1=1,2), est manifestement dense dans EV, On a
done le

COROLLAIRE 2.~ Soit € un couple d'interpclation. Si E" est dense dans E et
E,, ona:

(B)' =E' = Ei = E'U = (', (i=1,2).
Propriétés des espaces Jg(€,%) ,

Soient € et ¥F deux couples d'interpolation, quand & et &, sont des par-
ties totales de E, et E, respectivement, Ig(€,¥) est séparé.

Si & et ¥ sont des couples d'espaces de Banach, on peut munir -\:b(e,?) de la
structure d'espace de Banach définie par la norme :

“u“:‘b(aﬁ) = Sup [“ul “":‘b(El sF1)’ ”ug”'cb(E?’Fa)] '

(l&) On note A = A et B étant deux espaces topologiques si A C€ B et si
1'application d'1nJec‘Eion est continue.
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Si E, et E, sont du type (DF) , F, et F, du type (%), .T.b(E1 JFi) est
du type (%), donc aussi Ib(e,z«') . Si E et E, sont des espaces de Banach,
si: Fy (i=1,2) est réuz?ion d'une suite croissante de sous-espaces vectoriels
Fg (3=1,2440.), 1les Fg_ étant du type (%), la topologie de F; étant moins
fine que celle de limite inductive des espaces Fg_ , alors ([20], ch.1, p.16, th.A)

= J
.\Z(Ei,Fi) = ljj -\:(Ei,Fi) .
L'application naturelle de
. .
5 (B,F) 0 g (E,F7 )

dans £b(6,fr') est continue pour tout j et tout j', on en déduit que Lb(&:,ff*)

a une topologie moins fine qu'une topologie d'espace (£%). Nous utiliserons cette
propriété & plusieurs reprises pour appliquer le théoréme du graphe fermé de Gro-
thendieck ([19], ch.1, p.17, th.B).

Supposons que € et & recouvrent respectivement E, et E, ,que E, et E,
ont la topologie de Mackey, alors si (Ei)é et F, (1=1,2) sont complets,
J'Gi(Ei,Fi) est complet ([40], Intr,III) et il en est de méme en conséquence
de £6(e,°¢’) .

Si € vérifie la propriété que EN est dense dans E, et E, » on peut alors
considérer 1'espace IE(&(':,?). I1 est séparé si les E, et F, le sont (i=1,2),
complet si les Ei et Fi sont complets ([40]). Supposons maintenant Ei et Fi
complets (i=1,2), si E, et E, possédent la propriété d'approximation ([19]1,ch.1
§5,n°1), en particulier s'ils sont nucléaires, £e((Ei)c':’Fi) s'identifie & 1'es-
pace E; %Fi (cf. [37]) 3 on en déduit que si E, et F, sont du type %),

Ej nucléaires (i=1,2), £€(Eé,°f') est du type (F). Si Ei et Fi sont des es-

2 A 2
paces nucléaires, £€(ec,°¢') est nucléaire.

Si E; et Fy (i=1,2) sont des espaces de Banach, E, et E, réflexifs,
(i=1,2), £€(€;,?) est 1'espace des applications de 8(': dans % formé des cou-
ples (u ,u ) tels que wu, soit compacte de E:'L dans F, . Il est alors muni de

i
la norme induite par celle de .\Zb({-',',?) . Nous le désignerons par : espace des ap-

plications compactes de €' dans %, noté r(e',%) .

Supposons maintenant Ei nucléaire, tonnelé, complet, E; du type (¥) et com-
plet (i=1,2). On a alors
— e ' '
E = ((Ei)c)c et E, = (Ei)c .

On a par suite
_ "we
To(BysBy) = £ (((By) ) 0HE,)

5i E; possede la propriété d'approximation de Grothendieck (cf.[19], ch.1, §5,n°1),
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(Ei):: posséde cette m8me propriété, En effet supposons i adhérent & E;_ ®E

i
dans £C(Ei,Ei) . La transposition u®+ t’u définit un isomorphisme algébrique et
topologique de £c(Ei,Ei) sur .L‘c((Ei);,(Ei);) » pulsque E. posséde la topolo-
gie v ¢ ). Cette application u+ Yu applique Ej'. ®E; sur E, E;_ ot ig,

sur iE:,-'_ + L'espace (Ei)c'= posséde done la propriété d'approximation. On en déduit
que
- LY —_nt 2
'r'c(Ei’Ei) - (Ei)c B Ei - Ei ®n Ei .
Puisque E, est supposé nucléaire et E;_ du type (), E;_ ® E; est du type )
([19], ch.2, § 3, n°2), et par suite (E] & E) x (B} & E,) est du méme type,
donc aussi son sous-espace £c(8,6) .

Catégorie des couples d'interpolation,

En ce qui concerne l'utilisation des catégories, nous nous limiterons & quelques
définitions élémentaires de cette théorie dans le seul but de simplifier la formu-
lation des propriétés dites "d'interpolation" que nous étudierons (cf. [16]).

Nous utiliserons la catégorie 3’ des espaces localement convexes dont les morphis-
mes sont définis par les applications linéaires continues, la sous-catégorie H°

des espaces convexes normables complets, dits Banachisables. Par catégorie des es-

paces de Banach, nous entendrons celle dont les objets sont les espaces de Banach

et les morphismes les applications de norme inférieure & 1.

Nous dirons qu'un espace localement convexe E, majore un espace localement con-
vexe E,, si E, =E , c'est-d-dire selon des conventions déja introduites si
E, CE et si 1'application d'injection est continue. On définit alors de fagon
évidente la notion de stricte majoration. On notera E, =E, , s'il existe un iso-
morphisme vectoriel topologique de E, sur E, , et on précisera E, aig E,

lorsqu'il s'agira d'un isomorphisme d'espaces vectoriels non nécessairement continu.
Etant donnés deux foncteurs
T:AWTY(A) et T' s Aw T'(R) ,
définis sur une catégorie & & valeurs dans }", nous dirons que T majore T'
et nous écrirons T' =T , si pour tout A de & T'(A) = T(A) et si 1'applica=

tion apy de T*(A) dans T(A) , définit une transformation naturelle du fonc-
teur T dans T', c'est-d-dire si pour tout u dans Hom(A,B) , A et Be#

(5) Suivant la notation de L. Schwartz, la topologie Yy sur Ei est celle
")
de ((B)3)e  (of. [407, chel)
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le diagramme suivant commute
%
T(h) 5 T(4)
T'(u) ¢ + T(u)
™) 5 (B) &)

o

Nous écrirons T=T', s'il existe une transformation naturelle o de T dans T°',

telle que pour tout A de 4 PN

Si on considere % comme sous-catégorie de celle des espaces vectoriels, et s'il

définisse un isomorphisme de T'(A) sur T(A).

existe une transformation naturelle o dans cette derniéere catégorie, N défi-
nissant pour tout A wun isomorphisme (algébrique) de T'(A) sur T(A), nous pré-

ciserons T' =T,
alg

Nous allons maintenant définir la catégorie g des couples d'interpolation, Les
objets de cette catégorie seront les couples eux~mémes, Si & et F sont deux
objets de cette catégorie, nous posons Hom(g,F) = £(&,%) , un élément de £(&,F)
est donc un morphisme. La composition de deux morphismes u et v sera le mor-
phisme vou= (v, ou, v, ow,) de £(g,8) . Nous noterons i& le morphisme

identité de e dans € dont on vérifie qu'il est égal & (iE<, lEz) .
!

Nous aurons & considérer diverses autres catégories 3
1) La_sous-catégorie ¥° de ¥ des couples & tels que ET est dense
dans E; (i=1,2),

2) La sous-catégorie ®° de E dont les objets sont les couples de € tels que
E, et E, soient Banachisables, avec Hom(e,%) = £(g,F) si € et F sont deux
objets de @®°.

3) lLa catégorie ® des couples d'interpolation € tels que E, et E, soient

des espaces de Banach, ou Hom(€,%) est 1l'ensemble des applications bornées de €&
dans ¥ dont la norme dans .\‘.D(e,?) est inférieure & 1.

Notons deux propositions relatives & la composition des morphismes de la catégo-
rie g, on a la @
PROPOSITION 1.2,- Soient €,%,g trois couples de %, si uef(e,g) et vei(g,¥),
1'application u+ v ou est continue de 16(8,73) dans 16(6,9") quel gue
soit 6, Si u(®) © & ,1'application v+ v ou est continue de Iel(g,g)
dams Se(e,)

(6) On notera T(u) ou T.u, 1'image de u par le foncteur T,
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COROLLATRE.- Soient & et % deux couples de $°, Y un couple de g. Sitoute
partie convexe équilibrée compacte de (Fi)c': (i=1,2) est équicontinue (en parti-
culier si les Ei scnt tonnelés), 1l'application v+~ v o u est continue de

L A
£e(fﬁ’c,g) dans -\Ze(ec,g) .

La proposition est évidente. Pour démontrer le corollaire, il suffit de se rappe-
ler que 1l'espace £s((Ei i (Fi)c':) peut 8tre considéré comme 1l'espace des appli-
cations linéaires faiblement continues de E} dans (Fi)c'x qui transforment toute
partie équicontinue de (Ei)' en une partie relativement compacte de (Fi)c': , donc
en une partie équicontinue de F,{ , d'aprés 1'hypothése. On applique alors la pro-

position et on obtient le corollaire.

Foncteur d'interpolation.

Notons si uef(%,e) par o sa restriction élément de S(Xn,En) et u son
prolongement élément de £(XU,EU) , On a deux foncteurs naturellement définis, le
foncteur

ns:er " ,

avec, M. = u, si uef(%,e), et le foncteur

User Y ,
avec, uu = u, si uef(%,e)
le foncteur U majore le foncteur (1 de fagon naturelle., On donne alors la défini-

tion suivante ¢

DEFINITION 1.4.- Un foncteur covariant T : &+~ T(e) de % dans ; sera dit
d'interpolation si N=T=uy, =

Si nous nous reportons & nos définitions, ceci signifie qu'd tout couple &
de f , on associe un espace localement convexe T(e) tel que

1°) EN = 7(e) = EY

2°) TIdentifiant T(g) & un sous-espace de EU et EN & un sous-espace de
T(e) , la restrictionde ,u & T(&) est l'application T(u) de T(e) dans
T(g) et celle de T(u) & ED cofncide avec .

Précisons encore quelques notions., Soient & et ¥ deux couples de &, A et

B deux espaces localement convexes, © un couple d'ensembles de parties bornées
de E, et E, ,

DEFINITION 1.5.- On dira que (A,B) possdde la propriété d'interpolation par rap-

..

port & (&,%) si

1A

o) 1) B'=a

EY
2) Mzp=w

1A
1A
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2°) Le prolongement &4 EU d'une application u de £(e F) deflnlt par restric-
tiond A un élément de £(4,B) . )

REMARQUE 1.3.-

5i, & tout couple € de ¥, on assocle un espace localement convexe T(e) tel
que EN = T(e) = BV , pour vérifier qu'on a ainsi défini un foncteur d'interpola-
tion il suffira de vérifier que si € et %€€ , le couple (T(E),T(%)) posséde la
propriété d'interpolation par rapport & (€,%) .

DEFINITION 1.6.- On dira que A est un espace intermédiaire pour & si (A,A)
posséde la propriété d'interpolation par rapport & (&,e)

DEFINITION 1,7.- (A,B) posséde la propriété de S-interpolation par rapport
a (6,9) s'il posséde la propriété d'interpolation et si 1'application naturelle
qs(e,ﬁ) dans £S(A,B) est_continue.

DEFINITION 1,8.- A est un S-espace intermédiaire pour €, si c'est un espace

intermédiaire tel que l'application naturelle de %5(6,8) dans £S(A,A) est con-

tinue.

On définit de fagon analogue un foncteur d'interpolation de la catégorie des
couples d'espaces de Banach & valeurs dans la catégorie des espaces de Banach,

c'est-d-dire un foncteur T de ® dans vig tel que :
nsT=suy.

On peut encore, avec des définitions évidentes, introduire des foncteurs d'in-
terpolation de la catégorie ®° des couples d'espaces Banachisables dans celle

des espaces Banachisables %&°.

On distingue alors les foncteurs d'interpolation de (®° dans ZE? qui se prolon-
gent en des foncteurs d'interpolation de ¢ dans 2% . Citons par exemple la "mé-

thode d'interpolation holomorphe qui définit un tel foncteur,

REMARQUE, -

Si on construit un foncteur d'interpolation T de ® dans &° et si, en outre
& tout couple € de ® on fait correspondre une norme sur T(e) définissant la
topologie de T(g), on aura défini ce qu'on appelle maintenant de fagon classique
une "méthode d'interpolation" pour les espaces de Banach. (cf. A.P, Calderon [4] ;
J. Lions [24], [25] 3 S.G. Krein [23] ; G. Foias [13] ; J. Peetre [33] ; Gagliar-
-do [151).

Nous allons donner maintenant quelques constructions trés générales de foncteurs

d'interpolation,
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§ 3. Pe’finition d'un foncteur d'intel;golation.

Considérons deux couples d'interpolation % et ‘?et un foncteur T de la caté-

gorie ‘E dans 5 . et supposons que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) W=y

(2) 3'®§T§££,

ou ’y' ® et £I désignent respectivement les foncteurs g« 7' ®; & et
er £S(x,6), avec
@' ®)u)=i,0®u
y& ) = 1,
(@) = (v vo u) si uei(e,F), Fe¥ .
Alors & tout vecteur a de XY, nous allons associer un foncteur d'interpolation,

noté T,» de la fagon suivante :

Soit ey, notons 1'application naturelle de T(&) dans £S(i,8) . L'es-

J
e
pace T(g) s'identifie par 1'application j e & un sous-espace vectoriel de
£(XV,EY) ; c'est-a-dire que si u est un élément de T(g) il définit de fagon

unique une application oo de £(XV,8Y) .

On désigne alors par T(aje) 1l'espace image de T(€) par 1'application

Jog P ur Uu(a) de T(g) dans EU, espace que 1'on munit de la topologie guo-
9
tient de T(e) par le noyau de 1'application J, g . Si Jeg et uef(e,%) , on

9,
e 4 T(aje) . On a alors la :

PROPOSITION 1.,3.- €% T(aje) définit un foncteur d'interpolation.

désigne par Ta.u la restriction de

Démonstration

Soit eeg .
1) T(aje) = EV , puisque 1'application Ja est continue comme composée des
9
applications j, et uw u(a) de .ts(XU,EU) dans EU |

2) EN = T(aje) » car en effet, soit e wun vecteur de EN, a' un vecteur de
(YY) aTg I'y s tel que a'(a) = 1 (un tel choix est possible, puisque YU est sé-
paré). Posons
\] \]

u = (;— ® e, ;— ® e)
1'application u définit un élément de U de T(€) et d'aprés 1l'hypothése (2),
Uﬁ(a) = e, L'application e u est continue de EN dans ¥ ® € ,ex u est
continue de E' dans (e), ew U1'.'1(a) est alors contimue de E" dans T(aje) .
3) Soit ¥ un deuxidme couple de %€ , nous devons montrer que (T(aje), T(a;%))

posséde la propriété d'interpolation pour (€,%) ., Soit donc v un élément de
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£(e,¥), T.v applique continuement T(€) dans T(¥) et on vérifie aisément
qu'elle envoie le noyau de l'application Ja % dans le noyau de Ja % clest-a
9 bl

dire que l'application

Ja,e(u) - Ja’g[(Tov) (w)]

est continue de T(aje) dans T(a;%) . Cette application n'est autre que la res-
triction & T(aje) de l'application x+= v(x) de EV dans FU | ce qui signifie
que (T(a;e),T(a3¥)) possdéde la propriété d'interpolation par rapport & (g,%) .

REMARQUE 1.4,-

Dans le cas particulier ou % est un couple de &°, nous avons vu que %' ® &
s'identifiait algébriquement & Xh ® EN . L'application e+ a' ® e , pour tout
a'eXﬁ s est continue de EN dans Xﬁ 8& EN qui a manifestement une topologie plus
fine que celle de %' ® & . I1 suffit pour effectuer la construction précédente de

supposer que :

(e Xxy® €) =T,

REMARQUE 1.5.-

5i % est un couple d'interpolation de ® (resp. de ®°) nous pouvons limiter
la construction précédente & des couples € de ® (resp, 8°). Alors pour © = b,
si le foncteur T opére de ® dans # (resp. de ® dans #°), 1'espace
T(aje) est un espace de Banach (resp. Banachisable) lorsqu'on le munit de la nor-

me quotient de T(e) par le noyau de Ja . Clest-di-dire qu'on définit une métho-

e
’
de d'interpolation pour les couples d'interpolation d'espaces de Banach (resp. Bana-
chisables) en construisant un foncteur de la catégorie ® dans # (resp, de @®°

dans #°) tel que :
(e-%'@ &) =T= (e £ (X,B) ,

REMARQUE I.5'.-

Nous avons imposé ici la condition que 1l'application naturelle Jg de T(e)
dans ss(x,e) était injective pour tout € de ¥ . On se convaincra aisément
qu'elle n'est nullement nécessaire (nous en verrons plus loin un exemple) mais

permet de simplifier le schéma que nous avons décrit.

Nous allons maintenant voir rapidemént que la plupart des méthodes d'interpola-
tion utilisées en analyse sont du type que nous venons d'analyser., On peut citer
en exemple les théories suivantes :

"I) Méthode des moyennes (cf. [24])
Soient p, et p, deux nombres finis, supérieurs & 1, un couple (§,,E,) de
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P:
nombres réels tels que §, £, < 0. On désigne par £ 1 (4=1,2) 1'espace des sui-

tes (un) de puissance pzme sommable,

ne2

Soit X, (i=1,2) 1'espace des suites (un) telles que

~(n.gi), Pi 1
(une (n'gl))ez i, ou ot p_1 =1, i=1,2,
i Pi

muni de la norme naturelle. On note % 1le couple d'espaces de suites (X.1 %) .
Pour tout couple d'interpolation & d'espaces de Banach, on définit T(€) comme
1'ensemble des suites & valeurs dans EY telles que

unen’glsl,pl (§,)) , unen'g%ﬂpe (&) .

muini de la norme évidente.

S5i on pose ?= (T(C))(':, on a @

o' & &2 1() < §(5e) = 00,8 (),

La suite (un) définie par un=1, pour tout neZ définit un élément de iV,

En posant a=(un) , il vient, avec les notations de J.L. Lions :
T(a3€) = s(8; sP1sEy 38252 5E,) = S(5,,p1»B; 38,500 5E,)

IT) Méthode holomorphe (cf, [4], [23], [24])

Notons Q 1'ouvert du plan complexe des 2z défini par O < Re(z) <1, par
H(Q) 1'espace des fonctions holomorphes sur Q, muni de fla topologie de la conver-

gence uniforme sur les parties compactes de Q.
= = [
Posons % = (H(Q)) et y (Hr'(o))c .
Notons HF(Q) 1'espace des fonctions de H(Q) , continues et bornées sur la
frontidre 1 de Q.

Si €e® s on désigne par T(€) 1l'espace des fonctions de H(Q;EU) continues
bornées & valeurs dans E, sur la droite {Re z = 0} , continues bornées & valeurs

dans E, sur la droite {Re z = 1} y muni de la norme

el = Sup (||£(it) s |lE(1+
llpcey = Sup (lleCx I|L°°(R;E1) Je( +1t>llL,°(R;E2))

(") 0n a en offet T(e) @ B = Te), et ((T(€))1)' = Ne) .
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qui en fait un espace de Banach,
On pose alors 3
H.(Q) = 1(¢) ,
T
et on a ¢

(0) o, E" = 7(e) = T(8Y) = m(ozEY) = g (8°(0),B)) |

les propriétés fonctorielles étant respectées ; car en effet si A est un espace

de Banach
T(4) = H(Q3A)
en vertu du théoréme des trois droites.

On désigne alors par a la fonctionnelle arialy‘tique représentée par la masse de

Dirac au point z =906 , 0<9 <1, et on a alors

T(a3€) = [63E,E,] .

III) On peut construire une méthode analogue en considérant comme ouvert Q la

couronne du plan complexe des 2z définie par :
oO<a< |zl <1,

A nombre réel positif donné, et en prenant des conditions au bord dans I1? au

lieu de les prendre dans un espace des fonctions continues et bornées.

En désignant par HLz(Q) 1'espace des fonctions holomorphes dans Q ayant des
valeurs dans L2 & la frontidre, on pose ’7’ = HLz(O) . On désigne par T(€)
1'espace des fonctions holomorphes dans Q & valeurs dans EY , dqui pour |z| =1
sont dans 12(E,) et pour |z] = 2 dans 12(E,) ,

de I2(E) et LZ(EE) . Si A est un espace de Banach, on a ¢

muni de la norme projective

T(4)

A

H(34) ,

en vertu d'un théordme analogue au théordme des trois cercles. Posons % = H'(Q) ,

il vient alors

(¢) @ BN = 7(g) = T(8Y) = B(O;EY) = i'b(H'(Q),EU)_ ,

les propriétés fonctorielles étant respectées.

On peut encore choisir a = § ou 2z, est un point de Q.

zo°?

IV) Méthode des traces (cf. [24])

51 p, et p, sont deux nombres =1, o, et o, deux nombres tels que

0< %1+ o <1 e 0< % +a, <1, On désigne par T(e) , Ce® , 1'espace, noté
2
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par J.L. Lions W(p, , ,E 3p,,0,,E,), des classes de fonctions t = u(t) telles
que

talu1€LP1(o’m3EH)

o, du
t% GEelP? (0,93E,)

muni de la norme projective des espaces Lpl(O,w;Ea) et LP2(O,W;E5) .

On montre alors que

(¢) 8 B = W(P&’QﬁyEU3Pz’°é’EU) =) = EK[O,m[;EU) (8) .
les propriétés fonctionnelles étant respectées. Il existe donc une transformation
naturelle j, (définie par 1'application trace u = u(0) de T(€) dans

%([0,1]3EY)) , transformation non injective (cf. remarque 1.5').

Mais, BV étant complet, on a
€([0,11;EY) =€([0,1] ®EEU = £E((‘¢[O,1])é,EU) .
En posant % = 05[0,1])&

Yr=1(C) .

et en choisissant pour a 1la distribution de Dirac & 1l'origine, on a alors avec

les notations de J.L. Lions ¢
T(a;&) = T(p1 90Yy ’El ;Pg ,0{2 ,Ez) .

REMARQUE. -

Dans tous les cas que nous venons d'énumérer en nous restreignant & des couples
d'espaces de Banach, on peut étendre la méthode & des espaces du type (%), mais
les propriétés des espaces T(é) si on maintient ces définitions d'espaces de

fonctions & valeurs dans EY deviemment mauvaises dés qu'on sort de ce cadre, sur-

tout si on ne considére pas des espaces complets.,

Regardons par exemple comment, en modifiant la définition IIT et en s'inspirant
de la méthode de définition des distributions & valeurs vectorielles domnée gar
L. Schwartz, [40], on peut donner une définition valable pour tous les coupies
de €.

Soient H et HF les espaces de fonctions définies respectivement sur les
1 2
ensembles du plan complexe des 2z, )\ < |z| =1 et A= |z| <1, holomorphes dans
1'ouvert Q= {z;\ < |z] <1}, et respectivement dans

(8)'6([0,»[;EU) espace des fonctions continues sur [0,o[, & valeurs dans Y.
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
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L(Jzl=1) ot L()a]=)

et munis des topologies limites projectives respectivement de H(Q) et 12 _
(]z|=1)
et de H(N) et L2(|z|=x) .

On pose alors pour tout couple € de ¥:

Hoe B) 0 (B e B) = £ ((B )LE) N .cg((HFz)é,Eg) .

T(e)

Yy

On a alors

A

T(e) = £ (H'(Q),E,) n £ (B'(Q),E,) = £ (H'(0),EY) .

On vérifie aussit8t que

H(E) @, E = K(E) o B s £ (8'(0),E") 2 T(e) .

Les propriétés fonctorielles sont toutes respectées, et on peut encore définir

T(a3€) en choisissant pour a 1la distribution de Dirac en un point z, de Q.

Si nous posons % = (HF ,HF 5 H(Q)), X€%°, on est ramené & 1'étude du cas géné-
1 Iz

ral ou le foncteur T est de la forme

ewr .ts(zé,e) .

ce qui justifie déja 1'étude que nous allons entreprendre des foncteurs d'interpo-

lation construits & partir de tels foncteurs.

§ 4, Généralisation de la précédente définition.

Reprenons la construction décrite au précédent paragraphe. Au lieu de considérer
1'image par les applications de T(e) d'un vecteur de U s on peut considérer le
sous-espace Vectoriel de o engendré par 1l'image d'une partie ou ce qui revient
au méme ici, d'un sous-espace vectoriel de XY . Nous allons voir que, pour une

topologie convenable, on obtient encore un foncteur d'interpolation.

Montrons d'abord qu'd partir d'une famille de foncteurs d'interpolation, on peut
définir un foncteur "limite inductive" de cette famille qui est encore d'interpola-
tion. Soient donc un ensemble I et une famille Ti’ ieI, de foncteurs d'interpo-
lation, A tout couple € de ¥, associons le sous-espace de EY formé des sommes
finies d'éléments de Ti(e), ieI., Nous le noterons T+(€) ou encore 'ZI Ti(e),
et nous le munirons de la topologie localement convexe la plus fine rend:;t conti-
nues les applications canoniques de Ti(a) dans T'(e) s topologie séparée, car
pour chaque 1 1'application naturelle de Ti(ﬁ) dans EY est continue. Alors

on a le
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LEMME,.- &+ T'(E) définit un foncteur d'interpolation.

Démonstration :

Chaque foncteur Ti étant un foncteur d'interpolation, on a pour tout € de ‘5:

B = Ti((i) = EU .

donc encore en passant & la limite inductive des injections écrites ci-dessus

B = T+(€) =Y,

Soit F un autre couple de %, (t*(e) ,T+(9)) posséde la propriété d'interpo-
lation par rapport & (€,%) . En effet prenons u dans £(€,%) , son prolongement
a8 EY applique continuement Ti(e) dans Ti(f,‘) pour tout i de I, donc aussi
la limite inductive des espaces Ti(E) dans la limite inductive des espaces

Ti(y) ce que nous voulions démontrer.

Soit T wun foncteur du type décrit dans le paragraphe 3, nous nous limiterons
ici au cas o % = Y .51 A est un sous-espace vectoriel de , hous pouvons
appliquer le procédé décrit ci-dessus, en prenant A comme ensemble d'indices, et
les foncteurs Ti devenant les foncteurs Ta : € T(a,e). Notons T(A;€) 1le
sous-espace vectoriel de EY engendré par les vecteurs u(a), o ueT(€) et aeh,

le lemme précédent conduit alors & la :

PROPOSITION 1.4,-

&vr T(A;€) définit un foncteur d'interpolation.

§ 5. Définition et propriétés générales des espaces Is(a;x,&:) .

Soit % wun couple d'interpolation de ¥ . Nous nous proposons d'étudier la cons-

truction du paragraphe 3 quand on choisit pour foncteur T 4 le foncteur
e Ig(%,e)

€ &$tant fixé. Ce choix est naturel dans la mesure ou on désire obtenir une étude

générale du probléme d'interpolation & partir de la donnée de X «Soit aexV 5 nous

noterons Ig(a3%,€) 1'espace T(a;€) correspondant & ce foncteur. C'est 1'espace

des vecteurs b de BV qui _peuvent s'écrire sous la forme b= u(a) , ob

uef(%,€) , muni de la topologie gquotient de celle de IS(I,G) par le noyau de
L] ] . .

1l'application ut Uu(a) Nous noterons Lx,@,a le foncteur & v+ IE(a,E,C) .

Des propriétés générales des espaces 16(%,6) (ef., § 2)y0on déduit les propriétés
suivantes des espaces I.B(a;i,e), quand on fait varier & la fois %, € et € :

1) Nous avons déja vu que l'espace Lb(a;’.{,e) peut &tre muni d'une structure d'es-
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pace de Banach (définie par la norme quotient de .Cb(I,&)) quand % et €& sont
dans ® (cf. § 2). L'espace Lg(a;Ié,s) s S1 on suppose que X est dans %° et
dans ®, peut &tre muni de la norme quotient de celle de £E(Ié,6) . C'est encore
un espace de Banach. Si on suppose X, et X réflexifs, 1l'espace Le(a;Ié,e)
est 1'image de 1'application u v u(a) quand u décrit 1l'espace des applications
compactes de X! dans E, (i=1,2). Ces espaces ont été utilisés dans [12],(9).
2) Si X est dans §°, Le(a;}ié,s) est séparé puisque X, et E, le sont
(i=1,2). si X, et E, sont du type (%), E, nucléaires (i=1,2), Le(a;}',é,&)
est du type (%). Si X, et E, sont complets nucléaires, Le(a;ié,e) est nu-
cléaire,

3) Soit ZXeg°. Notons encore que si X, et X, sont du type (¥) quasi-complets,
. tonnelés, (Xi)(': est isomorphe & (Xi)é (i=1,2), Les espaces LE(a;ié,E) et
Lb(a;Ié,s) sont alors isomorphes.

4) Supposons E, et E, nucléaires tonnelés complets, E! et E! du type (¥)
et complets, alors Lc(a;e,e) est du type (¥).

Variation des espaces Ie(a;.'i,&) avec a .

Soient % un couple de € , a un vecteur de xY.. Nous allons tout d'abord

faire varier le vecteur a, nous étudierons plus loin la variation de Is(a;‘.’é,a)

avec X et a .
Nous supposerons dans ce paragraphe que © est stable par les applications de
£(%,%)., On a alors la
PROPOSITION 1.5.-
Si a'eIE(a;}C,%) pour tout couple € de ¥
Le(a';i,e) = IE(a;Z,e) .

La démonstration est évidente., Il suffit d'écrire a' sous la forme a' = u(a) ,

oh uef(%,¥) et de noter que l'application v -~V o u est continue de e(%,€)
“dans 1‘6(%,6) (ef. proposition 1.2), On en déduit les :

(9) Si on veut retrouver les espaces utilisés dans [12] en supprimant 1'hypothese
de réflexivité de X, et de X, , il faut supposer que % et X' sont dans
#°, (%eB) , et considérer 1l'espace Le(a;}é,ﬁ ou ¥=7%",

On sait en effet que .\Ze((Xi)g,Ei) = r(Xi,Ei) (espace des applications compactes
de Xi dans Ei)' On a de méme £€((Xn)g,EU) = r(x",EY) ., On voit facilement en

utilisant le corollaire 1 de la proposition 1.1 que (Xn)g = Y'ﬂ « Il en résulte
e T(%,8) = £ (2,€)., ’
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COROLLAIRE 1,- Si a'eLv(a;Z’E,i) :
L (a%%,8) = L (a3%,6) , (1%
pour tout € de ¥ .
COROLLAIRE 2,~ Soit X un couple de ¥°, X, et X, étant supposés tommelés,

5 L] YAl L] .
alors si a eLe(a,ic,!c) :

L (a';%3,€) = L _(a;%1,€) ,

pour tout couple € de ¥ .

En écrivant a sous la forme ix(a) , on obtient le

COROLLAIRE 3.- Pour qu'un vecteur b de Y soit dans Ie(a;l,I) il faut et il

suffit que pour tout couple de € :

Lg(b3%,€) = Ig(as%,e) o

On a encore les

COROLLATRE 4,- Pour que I.S(b;'i,%) c Is(a;i,li) , il faut et i1 suffit que 1'équa-

tion b = u(a) admette au moins une solution u dans £(%,%) ,

COROLLAIRE 5.- Soit A un espace intermédiaire pour un couple d'interpolation €.

Pour qu'il n'existe pas de sous-espace de A distinct_de A et de EN s qui soit
un_espace intermédiaire pour &, il faut et il suffit que pour tout couple

(a,b)eA x A, (a,b)¢EN ¢ EN ,

on ait 1'égalité

Ls(a;e,e) aig L (b3€,€) .
REMARQUE 1.6.-

Si e estdans X', ona: Ie(e;I,I) = X\ . En effet nous savons déja que
< Ie(e;I,i) , mais si u est dans £(%,%) , par définition u(a) est dans X
pour tout a de X, donc L(e;%,%) © X" . L'isomorphisme vectoriel topologique
de I.E(e;x,f) et de X résultera alors de considérations générales qui seront

établies dans le prochain paragraphe.

On retrouve 14 le fait que lorsque % est un espace localement convexe la topo-
logie de I.E(a;}?,l) est indépendante des ensembles Gi (i=1,2), Nous verrons dans
le prochain chapitre qu'en général, si Ig(a;%,%) est distinct de XN et de XU ’

sa topologie varie avec &,

(10) D'aprés nos définitions y =b, c ou s (cf. § 1)
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§ 6. Espaces intermédiaires.

Nous allons voir que tout espace intermédiaire (cf. définition 1.6) pour un cou-
ple € peut 8tre obtenu au moins algébriquement & 1'aide d'un foncteur d'interpo-

lation, et topologiquement quand € est un couple d'espaces de Banach et que 1'es-
pace intermédiaire est Banachisable.

Soit donc € wun couple d'interpolation, A wun sous-espace vectoriel de Y,
Nous allons appliquer le procédé décrit au § 4, en prenant A pour ensemble d'in-

dices et pour foncteurs T:=1 les foncteurs

Le,a ¢ 7" Lglaits%) .

Nous noterons IE(A;&Z,"J’) l'espace T I.E(a;e,g) . De la proposition 1.4 on dé-
duit alors la ach

PROPOSITION 1,6.-

F IE(A;6,3) définit un foncteur d'interpolation.

Nous nous proposons de démontrer le

THEOREME 1.1.- Soit A un espace intermédiaire pour le couple d'interpolation €&,

alors Lg(A;€,E) = A. La topologie de Lg(A;€,€) est la plus fine parmi les topo-
alg
logies d'espaces vectoriels localement convexes pour lesquelles A est un G-espace

intermédiaire.
Démonstration

Démontrons tout d'abord 1'égalité algébrique des espaces A et IE(A;C,{':) . Pour
tout a dans EY s @& est un vecteur de Iea;e,e) s c'est-d-dire que A est un

sous-espace vectoriel de IG(A;E,{E) . Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit
détablir le

LEMME,- Soient ¥ et € deux couples de ¢ , (Y,A) un couple de deux espaces lo-

calement convexes possédant la propriété de S-interpolation (resp. d‘'interpolation)
par rapport & (*,&) , alors :

Lg(Y3%,8) = A (resp. Lg(Y;%,€) CA) -

Démonstration :
L'espace IG(Y,I,Q) est défini comme limite inductive des espaces Is(a;I,e)
quand a parcourt Y . Il suffit de montrer que pour tout a de Y ona:
Is(a;i,e) =Y (resp. Le(a;i,e) cA) .

Par hypothdse (Y,A) posséde la propriété de G-interpolation (resp. d'interpola-
tion) par rapport & (%,€) , c'est-d-dire que :s(x,e) s'envoie canoniquement dans
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‘.ss(Y,A) et continuement dans le premier cas. Cette application de :6(2,6) dans
£S(Y,A) envoie 1l'ensemble des éléments de £(%,€) qui s'annulent au point a
dans 1'ensemble des éléments de £(Y,A) qui s'annulent en ce mme point, ou en-
core, par passage au quotient, envoie (continuement dans le premier cas) Is(a;i,e)
dans A , ce qu'il fallait démontrer.

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que IE(A;P,,&)
‘est un G-espace intermédiaire, c'est-d-dire que 1'application de :E(e,e) dans
£s(IE(A;€’8)’ Lg(4;8,€)) est continue.

I1 suffit donc de montrer que pour tout aGIE(A;e,e) s l'application u * u(a)

est continue de .\'6(8,6) dans IE(A;8,8) . Cette application est continue de
.\‘6(8,6) dans 16(3;8,8) par définition méme, mais

Ie(a3€,e) = Ig(As€,e)

ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE 1.7.-

Cette condition de continuité de 16(6,6) dans J‘,S(A,A) lorsque A est un es-
pace intermédiaire pour € paratt a priori peu forte. Elle n'est cependant pas
toujours réalisée, nous en donnerons des exemples pour les couples d'espaces de
distributions. On peut cependant conclure dans d'autres cas usuels. Par exemple

on a 2

COROLIAIRE 1.~ Soit € un couple d'interpolation de ¥ tel que 1‘6(6,6) soit
ultrabornologique ([20]). Si A est un espace intermédiaire pour € tel que A

ou LS(A,A) aient une topologie moins fine qu'une topologie d'espace (£%), alors
la topologie de A est moins fine gque celle de IE(A;E,F/) ,et A est un espace
€-intermédiaire pour 8.(11)

Démonstration :
1) Supposons que .I',S(A,A) ait une topologie moins fine qu'une topologie d'espace
(£F). Pour aboutir aux conclusions du théoréme il suffit d'aprés le théoreme de

montrer que 1l'application canonique de .v.b(e,e) dans .BS(A,A) est continue,

(11) D'aprés une note récente de M, L.Schwartz et A.Martineau (cf. comptes ren-
dus Ac. Sec. Paris, t. 263, 1966, p. 602 et 870), on peut remplacer 1'hypothése sur
A (ou £S(A,A)) par ¢ A (ou £S(A,A)) est K- analytique pour sa topologie

faible, ou encore : A (ou £S(A,A)) est muni d'une topologie moins fine qu'une

topologie accessible par une infinité transfinie dénombrable d'opérations de limi-
tes projectives dénombrables, limites inductives dénombrables & partir d'espaces
du type (%F).
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Sg(€,€) est supposé ultrabornologique, £S(A,A) a une topologie moins fine

qu'une topologie d'espace ($¥), on peut appliquer le théoréme déja cité du gra-
phe fermé de A.Grothendieck. L'injection sera continue si elle 1l'est pour une to-
pologie séparée sur £(A,A) moins fine que celle de £S(A,A) . Notons A 1'espace
A muni de la topologie induite par celle de E + E,. La topologie de £S(A,A)

est séparée:noins fine que celle de £S(A,A) s l'application canonique de qs(e,a)
dans £S(A,A) est trivialement continue donc aussi celle de qs(&,a) dans

£ (a,0) .

2) Supposons que A ait une topologie moins fine qu'une topologie d'espace (f%).
Le théoréme du graphe fermé montre que la topologie de A est moins fine que celle
de ILg(A,€,€) . Alors A est un espace G-intermédiaire pour le couple & . Il
suffit en effet de remarquer que l'application naturelle de 45(6,6) dans £(4,A)

est continue quand on munit £(A,A) de la topologie induite par celle de
£ (Ig(A3€,€),4)
c'est-d-dire pour celle de £S(A,A) » c.q.f.d,

On peut, si € est un couple d'interpolation d'espaces de Banach et A du type
Banachisable, reprendre le raisonnement en 1l'appliquant & 1'espace Banachisable
£b(A,A) au lieu de £S(A,A) on obtient alors que Lb(A;S,s) = A et on voit de
plus que 1l'application canonique de £b(€,8) dans £b(A,A) est continue, on a

donc 1le

COROLLAIRE 2,- Soit € wun couple d'interpolation d'espaces de Banach. Si A est
un espace intermédiaire pour € , du type Banachisable, Lb(A;E,ﬁ) = A; l'applica-

tion canonique de £b(6,€) dans £b(A,A) est continue.

COROLLAIRE 3.- Soient € et ¥ deux couples d'interpolation, E, et E, du
type (DF) , F, et F, du type (%), X un espace de Banach, Y un espace li-

mite inductive d'une suite croissante de sous-espaces vectoriels Yi du type (%)

5i le couple (X,Y) a la propriété d'interpolation par rapport & (€,F), alors

L (%€,%) =Y,

et 1'application canonique de £b(€,9) dans £b(X,Y) est _continue.
Démonstration ¢

Notons tout d'abord que Ib(ﬁ,?) est d'aprés les hypothdses, du type (%)
(ef. § 2). L'espace £b(X,Y) d'aprés un théoréme de A.Grothehdieck([19] ; th A,
introduction) s'identifie algébriquement & 1l'espace U; £X,Y;) . Il est clair que
la topologie limite inductive des espaces Lb(X,Yi) définit sur £(X,Y) une to-
pologie plus fine que celle de £(X,Y) , c'est-a-dire que £b(X,Y) a une topolo-
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gie moins fine qu'une topologie d'espace (S%) . On ach®ve alors la démonstration

comme on 1'a fait pour le corollaire 1 en appliquant le théoréme du graphe fermé.

Nous allons maintenant pouvoir préciser comment varient les espaces IE(a;I,G)
en fonction du couple % et du vecteur a. Considérons un deuxidme couple de
%, yet G'i (i=1,2), un ensemble de parties bornées de Yi recouvrant Yi s On

a alors la

PROPOSITION 1,7.-

Supposons que pour tout élément v de S(y,x), v(8') €&, alors si beyY .
pour tout a de Is,(b;?,I) on a $

Lg(a;%,E) = Lg, (b;y,e)

quel que soit €& dans €.

Démonstration @

D'aprés le lemme du théoréme 1.1, il suffit de montrer que
(g (235,%), Lg (534,2))

posséde la propriété de G-interpolation pour (%,€). On doit donc voir que toute

application de IS(I,&) se prolonge canoniquement en une application de

£S(L5|(biysx)sﬁgv(bi?,e))

et que 1l'application ainsi définie est continue. Le premier point découle du fait
que Fwv %,(b;y,ff') est un foncteur d'interpolation, le deuxi®me du fait que
1'application u* u , v est continue de %(I,e) dans 1'6,(;,6) (cf. proposi-
tion 1.2).

COROLLAIRE,- La relation aels,(b;],x) et belE(a;i,y) entratne :

Le(as%,8) = Ig, (b54,8)

pour tout couple € de ‘é’_ .
§ 7. N-uplets d'interpolation.

Tous les raisonnements que nous avons faits s'appliquent sans aucune modifica-
tion & des "n-uplets d'interpolation" € , c'est-d-dire & des ensembles de
n-espaces localement convexes plongés dans un espace localement convexe, On défi-
nirait de fagon semblable les espaces EU,EN , des n-foncteurs d'interpolation,

des n-espaces intermédiaires, etc...

3
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Probléme :

On a vu que si A était un espace intermédiaire pour le couple & de % , la
plus fine des topologies localement convexes faisant de A wun €-espace intermé-
diaire était celle de IS(A;S,S) » la moins fine est celle induite par la topolo-
gie de EY . On peut se poser le probléme de déterminer les topologies sur A
moins fines que celle de I.E(A;S,s) et plus fines que celle induite par EU , pour
lesquelles A est un G-espace intermédiaire.

Rectificatif [9] (p.(1) lignes 8 & 1 & partir du bas) :
Signalons que, dans le second cas particulier figurant dans [9] (Cf. p (1), 2°) a.

et b.), contrairement & notre affirmation, les hypothéses du théoréme 1 ne sont pas

toujours réalisées et que la conclusion est malheureusement inexacte, Nous en ver-

rons plus loin un contre-exemple, en choisissant pour couple d'interpolation le cou-
ple d'espaces de distributions @(R), I'(R)) , et pour espace intermédiaire 1'es-
pace €&(R) des fonctions indéfiniment dérivables sur la droite réelle (Cf. p. 132
note (48))

.
.
.
.
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§ 1, Introduction,

Au chapitre précédent nous avons introduit la notion de foncteur d'interpolation.
Dans ce chapitre nous allons étudier un nouveau type de foncteur de g’ dans ;
qui sera, contrairement au cas précédent, contravariant, Nous serons amenés alors
8 introduire une méthode générale de construction de tels foncteurs en un certain

sens duale des méthodes précédentes,

Les définitions qui suivent vont préciser notre propos :

DEFINITION 2.1%- Nous désigmerons par foncteur dual d'interpolation un foncteur
contravariant de la catégorie £° dans g minoré par le foncteur & b E'n et ma-

joré par le foncteur €+ E'U .

Ceci signifie qu'd tout couple d'interpolation & de g’ , On associe un espace

localement convexe T'(€) tel que :

1A

1) (EU)' = E'n T'(€) = E'U = (En)'

2) Soit F un autre couple de ¥°, si u est dans £(&,%),
1'application Y= (tu.l, 1"uz) qui est un élément de £(%',E') se prolonge cano-
niquement en un élément de L(T'(F),T'(€)) .

DEFINITION 2.2.- Un_couple de deux espaces localement convexes (A,B) posséde la
propriété d'interpolation duale par rapport & (€,%) , € et % couples de ¥° si:
1]
1) E'q

1A

A=E'
F'nngF'

2) Pour tout élément u de £(€,%) , 1l'application tu défi-
nit par prolongement un élément de £(B,4) ,

On définit alors la propriété de G-interpolation duale, celle de G-espace inter-

médiaire dual, en analogie avec les définitions du chapitre I (§ 2).

Soit T un foncteur d'interpolation. On peu£ lui associer un foncteur contrava-
riant T* de la catégorie ¥ dans ¥ défini par

T*(€) = (T(e))*
pour CEE, et :

T*u = Y(T.) |
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si uef(e,F), F appartenant 3 € .
Soit T' un foncteur dual d'interpolation, ¥ une classe d'éléments de %°.
DEFINITION 2.3.- On dit que T et T' sont en dualité algébrique sur X , ce

qu'on éerit T Eg l';z s i

Pour tout € appartenant & 3C , il existe un isomorphisme d'espace vectoriel

o, de T*(€) sur T'(E) tel que pour tout u de S(&,%), Feg’, le disgramme

suivant commute ¢
o

Eyr =) —& 5 T1(e) = (&M

o8 B EY F

(FY)r = T™(F) = T(%) = (FN)*

Si_en outre, pour tout € de 3, ap est _un isomorphisme vectoriel topologique
de (T(6))1') (resp. (T(8));) sur T*(€) (resp., T*(¢) muni de sa topologie affai-
blie), on dira que T et T* sont en dualité faible (resp. forte) ce gu'on

L . - _

crira T! X T*I}C) (resp. oA T*JC) .

§ 2, Construction d'un foncteur dual.

Soit % un élément de ¥°, supposons qu'on ait construit un foncteur T du
type décrit au paragraphe 3 chapitre 1 (12), vérifiant la condition que :

e, BN = 7(8) = 55(%,8) ,

pour tout € de ¥°.

Nous allons lui associer un foncteur dual d'interpolation qui sur une certaine
classe d'éléments de ¢° sera en dualité avec T, (13 )y acx” .

Fixons un vecteur a de b .« Soit b un vecteur de E' , le vecteur a ®b
définit de fagon naturelle une forme linéaire sur Xr'] ® EN continue pour la topo-
logie de produit tensoriel inductif. Notons ¥! %8, 1l'espace %' ® € muni de la
topologie induite par T(E)

(12) T n'est pas ici un foncteur d'interpolation, mais sert & le construire!

(13) On note T, le foncteur &+ T(a3€)
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DEFINITION 2.4.- On désigne par T!(a3€) Lle sous-espace de El'J s des vecteurs

b tels que a ®b se prolonge en une forme lindaire continue sur T(&) , muni de
la topclogie localement convexe la moins fine rendant continues 1'injection cano-
nigie de T!(aj€) dans ) et l'application bra®b de T} (a3€) dans
e .

On a alors la ¢

PROPOSITION 2,1,

et T;(aga) définit un foncteur dual d'interpolation.
Démonstration :
1) T;(a;e) = EL'J , par définition.

2) Eﬁ = T2(a38).

Pour tout élément b de El"1 ,

une forme linéaire continue L, , sur T(e), et que la fonction b=~ L, ainsi
9 ]

nous allons montrer que a ® b se prolonge en

définie, est injective et continue de Ef!\ dans X! % €.
Posons La,b(u) = < b,u(a) > (Er'W’EU) ’

pour tout u dans T(€). L'application Jg tur u(a) étant continue de T(€)
dans EY, La,b appartient & (T(€))', sa restrictiond %' ® € cofncide avec
a ® b, c'est donc le prolongement cherché., Si La,b =0,y b s'annule sur

T(a3€), donc sur En; EN est dense dans EU , puisque, par hypothése, & est

dans ¥°, donec b =0 .
Reste la continuité. On a @

L bold

a,b = a,e ?
ou J, 8 est 1'application continue uw+ u(a) de T(€) dans EU . Puisque

9
T(e) = 15(1’5,6) s 1'image d'un borné de T(e) est contenue dans la somme d'un borné
de E et d'un borné de E, . La topologie de Ej aig (EU)' est celle de la con-
vergence uniforme sur les sommes de bornés de E, et E, » 1'application

b'—'boJa’s

est donc continue de El"‘l dans (T(€))' et a fortiori dans (%' g ey .

3) Soit ¥ un deuxidme couple de ‘6°, (T;(a;s),T;(a;"J)) posséde la
propriété d'interpolation duale (cf. définition 2.2) par rapport & (€,%) .C'est
a-dire que pour tout u de £(&,%) , Y applique contimuement T!(a;%) dans
T;(a;e) .

Interprétons la définition de l'espace T!(aje) .
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Notons G, 1'application d'injection de XA ®, EN dans T(e), J e 1'applica-
tion u~ w(a) de T() dans T(a3€), L, 1'application b+ a®b de E\'J
dans (Xﬁ ®, EV)* . On a alors

-1t
T0(a56) = L TG, [(T(e))*1] .
Notons 1., 1'identité de Xr" s iy, ® u envoie continuement X% 3 EN dans
Xf"\ ® , et les deux diagrammes suivants commutent

%G, L,
(n) TI(e) — (x4 @ B <= B}

tu t(iXI!] ® u) u

T'(%) —.EG;> (XT!\ ®i Fﬂ)' <—-1;— FL'J

En effet celui de gauche est transposé du diagramme commutatif s

Ge
e EN——— 5 T(e)

i,®ul \Lu
X

,
X & F—p—> (%) .
F

quant & celui de droite, il commute pour les raisons qui suivent : 1l'espace
(Xl!1 ® Fr  est par définition 1'espace des formes bilinéaires séparément continues
sur X' x F' . 51 L est une telle forme, t(ix, ® u)(L) est un élément de
(B(Xr'\ x EM) , qui, lorsque a' est dans Xf et Ne dans EN, prend la valeur
L(a'yu(e)) . On en déduit que si 2 est dans R

[Miy, ® W (1 (2)1(a%e) =< a'ya > < %u(2),e > = 1,("u(2)) .

XT'\ I-g ’ ’ (X'!\,XU) ’ (ECJ’En) 7

Ceci démontre que Y envoie T'(a,#) dans T'(aj€) continuement. La réunion

des propriétés 1, 2 et 3, établies ci-dessus, achéve la démonstration.

REMARQUE 2.1.-

Notons o 1'injection canonique de T'(a,&) dans EL') . Dans une premiéere défi-
nition nous avons muni T'(a,e) de la topologie localement convexe la moins fine

rendant continues les applications LP, tb~»a®b et o On a le schéma :
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®) mae)  2E2OB (xdE)
%\A ,
Ei

Munissons 1'espace g [(T(&)) ] de la topologie quot:.ent de (T(€))' par le
noyau de tGe H appelons Bg 1'injection canonique de 6[ (T(€))*'] dans
(% ®; €)' , Le diagramme suivant est commutatif

¢t b-— ® b
(©) mwe) £ 270t (e ]

A

On peut alors munir T;(a,e) de la topologie localement convexe la moins fine ren-
dant continues les applications b+ a ® b de T'(aje) dans tG[(T({'l))'] ot oy

de T'(a;€) dans E) -

(I' @ 8)'

DEFINITION 2.4.- On désigne par T'(aj€) 1'espace localement convexe ainsi obtemu
et T; le foncteur &+ T'(a3€) .

Le diagramme (A) étant formé d‘'applications continues, on a clairement la :

PROPOSITION 2.3.-
g T'(a3€) définit un foncteur dual d'interpolation.

REMARQUE 2,2.~

Dans le cas ol X' ® EN est dense dans T(E) , 1'application tGa est injective,
nous plongerons alors (T(e))* dans (Xn ®; En)' L'espace T'(aj€) apparatt
alors comme le sous-espace de E‘J des vecteurs b tels que a ®b appartienne

a (T(€))' , muni de la topologie localement convexe rendant continues les deux
- H]

applications écrites ci-dessous

Le
T'(a3€) —_— (T(e))*
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REMARQUE 2,3.-

Supposons comme nous l'avons déja fait au premier chapitre que le couple X soit
de la forme y(‘} , O Y est un couple de ‘gf’. Donnons-nous un foncteur T de la
catégorie ¥ dans % vérifiant :

(e Yy® EN =T = (em £ (42,8))

(cf. chel § 3). A 1'aide de la construction faite ci-dessus associons lui le fonc-
teur dual d'interpolation T;. . Soit € un couple de ¥°, 1'espace T'(aj€) est
alors le sous=-espace de El:l des vecteurs b tels que la forme lindaire continue
a®b sur (Yc':)ﬁ ®i EN se prolonge en une forme lindaire continue sur T(g) .Nous
allons en donner une définition plus simple et équivalente., Nous avons déja noté
que (Y26 EN=Y"®E . Mais si a est dans (Y oS Yy ctsi b estdans
(EM) iy ECI , @ ®b définit une forme lindaire continue sur YN ® EN . On peut
donc définir T'(aje) comme le sous-espace de EY des éléments b tels que la
forme linéaire contimue a ® b sur Y ®; ED se prolonge en une forme lindaire
continue sur T(€) .

Notons 'EE 1tinjection de YN & EN dans T(€) » On munit alors T'(aj€) de la
topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications
bhb de T'(aje) dans By et bra®b de T'(aje) dans Gg[(T(e))'] s ce
dernier espace étant muni de la topologie quotient de (T(€))' par le noyau de
1'application tEa . On obtient manifestement sur T'(aje) wune topologie isomorphe

& celle définie précédemment.

§ 3. Dualité des foncteurs T, et T! .

Soit ¥ un couple d'interpolation de E’_. A tout foncteur T de 1_5’_ dans g ’
satisfaisant aux conditions du chapitre I, § 3, et & tout vecteur a de XU‘ s on
attache la classe }CI. a des couples d'interpolation & de ¥° vérifiant les con-

, _—

ditions suivantes @
1) X3 9 EN est dense dans T(€)

2) L'ensemble L ., des u de Xﬁ@Eﬂ tels que u(a) = O est dense dans

e

t]

1'ensemble 'Ma g des u de T(e) tels que u(a) = 0 pour la topologie in-
H

duite par celle de T(g) .

On a la @

_PROPOSITION 2.4.-

Supposons gue X4 ® EV soit dense dans T(&) » alors on a les inclusions &
(T(a3e))* = (EM)* et (T(a3e))' < T'(a3e) ,
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T
1'application br a ®b est continue de (T(a3e))' dans (%' ® €)' et dans
(T(e))?
Notons tout de suite que si les espaces (En)' et EG sont isomorphes, en par-
ticulier (cf. proposition 1.1) si E, = BV ou si E, et E, sont du type (%)
ou @), onale:

© COROLLATRE, -~ Si Xt ® E' est dense dans T(€) et si (E,)' = Ej
(T(a;e))f} = T'(a38) .

Démonstration de la proposition :
51 e EN est dense dans T(8) , (T(a3e))' est un sous-espace vectoriel de
E) clest-&-dire de (En)' . En effet on a le :

LEME.- 51 X4 ® EN est dense dans T(€), EN est dense dans T(aj€) .

Démonstration @

Notons ¢ 1l'injection canonique de E" dans T(a3e) .

Ge
e EN 5 1)

u l J u

T 1
u(a) u(a)
EN — T(a3€)

L'application u* u(a) est continue et surjective de T(€) dans T(aj€) ;
Ge(Xﬁ ® EN) est dense dans T(€) donc o(EN) est dense dans T(aj€) , ce qui dé-

montre le lemme,

Si b est dans (T(a3€))', Le(b) est dans tG[(T({*:))':l + En effet, 1'applica-
tion b b o J{", , Ol J& désigne 1l'application u*™ u(a) de T(e) sur T(a3€) »
envoie continuement (C(a3€))' dans (T(€))' , et le diagramme suivant commute :

tGe t \
(et folen]

‘\\\\\\\\\\ 1
b""boJe

(T(ae))* .

On a donc 1l'inclusion (T(a;€))' S T'(a3€) . L'application L, :bra®b est

continue de (T(a3€))*' dans tGel:(T({-:))'] . On voit de m8me, en considérant 1'ap-
plication continue b+~ b o J& o Gy de (T(a3e))! dans (%' % &)' , que 1l'appli-
cation br a ® b est continue de (T(a3€))' dans (%' & €)' 5 ce qui démontre la
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proposition.

On a enfin la
PROPOSITION 2.5.-

Les foncteurs Ta et T; sont _en dualité algébrigue sur }Ca T
1]
Démonstration :

I1 s'agit de montrer que pour tout & de }C ,T? on peut définir un isomorphisme
d'espace vectoriel g de (T(a3e))* sur T'(a €) , en sorte que, pour tout
'mca T et tout ueg(e 3’) s le diagramme suivant commute :
b}

og
(T(a,€))* — 5 T'(a3€)
t(T.u) ] /l Tou
(T(a3%))* —_— T'(a3F) .
F

D'aprés 1'hypothése de densité de X e EN dans T(€), T'(aje) s'identifie &
un sous-espace vectoriel de (T(€))' (cf. remarque 2.2) & 1'aide de 1'application
tGgl o Ly . D'autre part, 1'application tJe de (T(a3e))* dans (T(&))' didenti-
fie, puisque Jg est un homorphisme surjectif, (T(a3;€))' au polaire du noyau
Ma;,3 de Jg pour la dualité (T(e),(T(e))")

D'aprés la proposition 2.4 ¢

-1
M ..)° G
238" (2(e),(x(E))") €

On peut donc définir 1'application

° Le(T'(a;S)) .

-1 -1 t
a{i:(Ge o Ly) o Jg

de (T(a3€))' dans T'(a3€) « Elle est injective. Pour montrer que og est un iso-

morphisme, il reste & montrer que

G o Ly(1(a58)) < (M

)° X
2387 (1(e),(T(e))")

Mais par hypothese, ﬁa_a est dense dans M L6 Pour la topologie de T(€) donc
9,
encore pour la topologie affaiblie de T(E) , 11 suffit alors de montrer que :

t.-1 0 - Y °
o Hed @B = [ (Le) @ 5 (a0t « 27,04 0, )] (2(e),1(e))

ou encore qu'on a l'inclusion :
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({a} ® BY)® c i
Vexy x BNy e BN T 6
Le premier ensemble n'est autre que celui des éléments u de X' ® € tels que

U
séparé, tels que u(a) = O . Les propriétés fonctorielles sont vérifides par les

< u(a),y' > (En,E') =0 pour tout y' de E' , clest-d-dire, puisque B est
V]

applications Jg, Ge et Lg (cf. diagramme B) donc aussi par g 3 ce qui acheve

la démonstration.
REMARQUE 2.4,

On aurait pu examiner un probléme plus général, considérer les couples duaux

14
\J ] A 3 \
el N, € s ou &! aulieude &},

s-foncteurs duaux d'interpolation, (les b-foncteurs étant ceux définis ci-dessus)

définir les r-foncteurs, c-foncteurs ou

comme des foncteurs contravariants de ¢° dans 5 tels qu'on ait :
(e w Eé,ﬂ) =T=(wr Eé,U) , = 1,c ou s respectivement.
On aurait vu que &+~ T'(aj€) définit un T c, ou s-foncteur dual d'interpo-
lation quand on munit T'(a3€) de la topologie localement convexe la moins fine

rendant continues 1'injection canonique de T'(a3€) dans (E"r) (resp. (Ec':)U,(Eé)U)
et 1'application b~ a ®b de T'(aj€) dans

Yo (1(e))*] (resp. “aL(T(€))21, “GL(T(e))1]) .
Notons TT'(a3e), °T'(a3€), 5T'(a,€) 1les espaces correspondants. On a les

PROPOSITION 2,6.~

ST; HIEA o ST'(a;(-‘/) définit un s-foncteur dual d'interpolation,

CT; : & °T1(a38) un_ c-foncteur dual d'interpolation,

&v "T1(a3€) un_g-foncteur dual d'interpolation.

En vertu de la proposition 1.1, (E' = (E.)! et E' _=(E)! . Il est clair
S,U N's 5,N U’s
que 1'application bt b o J, de (T(a;&)); dans (T(ES)é , définie dans la dé-

monstration de la proposition 2.4, est un homorphisme sur son image, on a donc la

PROPOSITION 2,7.-~

si X e E0 est dense dans T(g) , 2lors (T(a;&)); = 51(a3e) , Ll'application
d'injection définit un isomorphisme de (T(a;&))é sur son image,
COROLIAIRE 1,- Si & est dans la classe ¥, 1 sT'(a;E) = (T(a;&)); on en déduit
t]

(14) 7 désigne ici la topologie de Mackey.
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le

COROLLATRE 2.~ 51 € est dans la classe ¥, et si (Eg)! =E! ,u » e les iné-
R n

galités :

(T(a3€))y = °1'(a38) = (T(a3e))} -

(c'est-a-dire que la topologie de °T'(aj€) est compatible avec la dualité
(T(a3€),T'(a3e))
On aurait un corollaire analogue si on remplagait c¢ par T .
REMARQUE 2.5.-

Nous avons choisi ici les topologies de convergence simple ou de convergence uni-
forme sur les parties bornées ou compactes, ce choix n'est pas 1limité par des con-

sidérations générales, mais ce sont 1& les topologies les plus utilisées dans la

théorie des espaces localement convexes dont nous appliquons ici la théorie.

§ 4, Propriétés des espaces T'(aj€)

Soit €& wun couple de ¥°.

PROPOSITION 2.8,-
Supposons E.C) complet, si tG&[(T(f‘z))'] est complet, alors T'(aj€) 1l'est

aussi.
Démonstration :

Reportons-nous au diagramme (€) de la remarque 2.1. Les espaces tGe[(T(('L))'] et
EL'J sont plongés dans (%' ® €)' & 1'aide des applications Be et LE', . Par défi-
nition 1'espace T'(a,€) est isomorphe au noyau de l'application

By = Ly do ar(1(e)) '] « By dans (%' @, €)'

application qui est continue (en effet 1l'application bJ ~a® b est continue de
E5 dans (X% ® EM* (5 =1,2), comme transposée de l'appllcat:l.on

(x'ye) » x'(a) de X[!‘@:.L EN dans Ej) .

I1 en résulte que T'(a3€) est complet si tC‘v&[(T(!i))':\ et EL'J le sont.
De cette caractérisation on peut déduire d'autres propriétés des espaces T'(aje).

1) Supposons par exemple que T(€) et EN soient des espaces Banachisables,
alors tGa[(T(B))'] et E} le sont aussi et par suite T'(aje) est un espace
normable et complet.

2) Supposons maintenant que T(€) et E" soient du type (%¥) (resp. @¢)),
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alors 1:'G(‘:[(T(li))'] ot EG sont du type @¥) (resp. (%¥)) et par suite aussi
T'(a38) .

§ 5. Généralisation de la précédente définition., Définition des foncteurs, T' "

Reprenons 1la construction décrite au précédent paragraphe. Comme nous l'avons
fait au précédent chapitre (ef. § 4, ch. I), remplagons le vecteur a de XU par
un sous-espace vectoriel A de XV . Désignons par T;(A;&) le sous-espace de

' des vecteurs b tels que a ® b se prolonge en une forme linéaire continue
sur T(&) , pour tout vecteur a de A , Nous désignerons par T;(A;&) cet espace
vectoriel muni de la topologie de limite projective des espaces T;(a,s) et par
T'(A,&) 1la limite projective des espaces T(a3€) , a€A . On a alors les :

PROPOSITION 2,9.,- €+~ T'(A,E) et &+ T;(A;&) définissent deux foncteurs duaux
d'interpolation.

Démonstration :
C'est une conséquence immédiate du

LEMME.- Soit ti s 1€I , une famille de foncteurs duaux d'interpolation, le fonc-
teur tN défini par € iDI ti(e) , ou 1'espace 1-2‘1 ti(l-:) = tN(e) est muni de
la topologie limite projective des espaces ti(e) , est un foncteur dual d'inter-
polation.

Démonstration :

Pour tout & de €°, on a par définition

' - . s s
Eﬂ = ti(e) = EU quel que soit i dans I,

On a donc encore en passant & la limite projective de ces injections :

1A

E' .

v < N
Enzt(e) !

La propriété duale d'interpolation d'un couple (tM(€),t(F)), Fe¢o, est évidente.
Nous noterons T} 1le foncteur & T'(4,€) .

Nous allons maintenant étudier la dualité des foncteurs Tp et T,

Notons tout d'abord le

IBOE.- (T(8,€))! = Lin (T(a;e))} (%)
ach

Démonstration

L'espace T(A,€) (cf. ch, I § 4) est défini comme limite inductive des espaces

(15 ) Le symbole ILim désigne la limite projective dans la catégorie des espaces
localement convexes,
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T(a,€), a€A, ou encore comme le quotient de a?A T(a,€) par le sous-espace formé
des vecteurs @ ui(ai) tels que I ui(ai) = 0. Son dual faible s'identifie donc
au polaire de ce sous-espace pour la dualité ( @ T(a;€),l(T(a,€))') muni de la
topologie induite par algA (T(a,s))é ou encore & O, (T(a;&))é , muni de la to-
pologie de limite projective des espaces (T(a,e)); 3 ce qui démontre le lemme.

En utilisant les propositions 2.4 et 2.5 on obtient alors les

PROPOSITION 2,10.- Supposons que XA ® E) est dense dans T(€), on a alors :
(T(a,e))* = (B)" et (T(43€)) c 1'(A,8)

les applications b+~ a ® b, a€A, sont continues de (T(A,€))' dans (T(E))' .

COROLLATRE,- Si en outre (En)' = EG on a 1'inégalité :
(T(4,)) = T*(4,€)

PROPOSITION 2,10.- Les foncteurs T A et TA sont en dualité algébrique sur
3 .

aQA a,T

REMARQUE.- Dans le cas particulier oi A était réduit & une droite nous avons

défini (cf. remarque 2.3) les foncteurs Spr O

T .
T! . Nous allons pouvoir
a?’® "a’ "a

définir & partir de ceux-ci d'autres foncteurs STA . CTA . Trpe par passage & la

limite projective comme nous 1l'avons fait ci-dessus 6T'(A,li),A(G = s,T,c) appa-
raft ici comme muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant conti-
nue les applications b~ b de T'(A,E) dans Bl et b a®b, (a€d) de
T'(A,€) dans Is(‘i,e) . On obtient ainsi un G-foncteur dual d'interpolation

(& = s,7,¢)

De la conjonction de la proposition 2,7 et du lemme figurant ci-dessus, on dé-
duit aussitét la

PROPOSITION 2,11.- Si X8 ® E' est dense dans T(e),

(T(a,8))2 = °1'(As8)

1'application d'injection définit un isomorphisme de (T(A,e))é sur_son image.

Du m8&me lemme et du corollaire 1 de la proposition 2.7, on déduit le

COROLLAIRE 1,- Si & appartient & la classe N ¥ , alors :
£ ach Ma,p » 2lors

Spe(a,e) = (T(a,€))} .

Du corollaire 2 de la proposition 2.7 découle alors le
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COROLLATRE 2,- Si € appartient & la classe

L] - 1 ] .
Ec,U = (Eﬂ)c , alors :

n .
ach ¥a,7 » &tsien outre

(T(a,€))¢ = °1*(a,€) = (T(a3€)))

(c'est-d-dire que la topologie de °T'(A;€) est compatible avec la dualité

(1(4,€),T'(4,¢))) .

§ 6. Définition et propriétés générales des espaces Ms(a,I,B)

Nous allons maintenant, comme nous l'avons fait au chapitre précédent, regarder
les cas extr8mes ou le foncteur T de la construction du paragraphe 5 est de la
forme €~ qs(x,e), %¥ couple d'interpolation de €°  domné.

Soit aeXY , nous noterons Ms(a;l,a) 1'espace T'(a,€) correspondant & ce fonc-

teur. C'est alors 1l'espace des vecteurs b de EG tels que la forme linéaire

a®b sur Xﬁ ® EN se prolonge en une forme linéaire continue sur qs(I,ﬁ), muni
de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications
brb et br a®b, respectivement dans E! et tGe((.f,(l,e))') (cf, défini-
tion 2.4').

Nous noterons Ni s le foncteur dual d'interpolation & — N_(a3%,E) .
»S,a ]

Faisons varier X dans ¥° . On a alors les propriétés suivantes des espaces
Ns(a;I,e) :

51 % est un élément de ® N €° , pour tout & appartenant & ®n €°, on mu-
nit 1'espace Nb(a;I,8) de la norme :

nf

L A
o o[ bllcscz,e0) 17

b =S b H i
” ”Nb(a;I,e) up [H ”EL'J ’tGa(Ll
a
L'espace Ne(a;ié,a) est muni de la norme :

. = Sup [|lbllgs 54~ inf
NE(a,Ié,E) ”EG ,tGe(L

I[ol
a,b)

L, ollcs v ,ey)0)
=a®b 2,b (SE(IC,G))

Les espaces tGe[(.t(l,s))'] et tﬁe[(se(x;,e))'] sont complets comme quotients
d'espaces de Banach par des sous-espaces fermés, il résulte alors de la proposi-
tion 2.8 la :

PROPOSITION 2.12.- Soient % et € deux éléments de ® n £°, les espaces

NE(a;Zé,E) et nb(a;x,e) sont des espaces de Banach pour les normes définies
ci-dessus.

On a encore la :
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PROPOSITION 2.13.- Si % et £ sont des couples d'espaces (%¢) (resp. (@¥))
et s'il existe 1 et J (i=1 ou 2 ; j=1 ou 2) tels que Xi et Ej soient nu-

cléaires, alors Ne(a;}'.é,é) est du type @¥) (resp. (%¥)) . Si en outre tous
les espaces X, st Ej sont_nucléaires, Ne(a;}lé,ﬁ) est nucléaire,

Démonstration :

En appliquant les résultats du paragraphe 4, il suffit de montrer que SE(X(':,&:)
est du type (F¥) (resp. %)) dans les hypothéses de la proposition. Ceci résulte
alors de A, Grothendieck (cf. précisément ch.I § 2).

§ 7. Dualité des foncteurs Ni,e,a ?,E I‘X,e,a . Equiapproximation.

En nous reportant aux propriétés générales établies au paragraphe 3, nous allons
pouvoir donner quelques critéres pour que les foncteurs N € et LI S soient
993 It 2t 3
en dualité. Ncus noterons }é g laclasse I (cf. § 3 propriété (I)), lorsque
bl 9
T est le foncteur g+ Sg(%,€) . On a la :

PROPOSITION 2.1k4.- Si X! ® EN est dense dans Sg(%,€) , alors
Ng(a3%,€) = (En)' et (Ig(a3%,€))" < Ng(as%,e)

l'application b= a ® b est continue de (Ig(23%,))' dans (Sg(%,€))' .
En particulier si % = yé » ou 7 est dans €°, onale

COROLIATRE,- Si Y ® BN est dense dans IE(y(':,E) , alors :
Ne(a;:%,ﬁ) = (Eﬂ)' et (Le(a;yéﬁ))' c Ne(a;gé,ﬂ) ’

l'application b+~ a ® b est continue de Le(a;yé,e) dans (£E(yé,8))' .

PROPOSITION 2.15.- Les foncteurs Ly g a et NI 6, , Sonten dualité sur Ki © .
9 LI 9

Nous allons maintenant étudier une classe remarquable de couples d'interpolation
pour laquelle la dualité des foncteurs IE,a et NS,a est réalisée, Nous intro-
duirons pour cela la notion d'équiapproximation qui généralise la notion d'approxi-
mation de Grothendieck ([19] ch. I § 5 n° 1),

DEFINITION 2,5.- Un élément € de ¥° uvérifie la propriété d'équiapproximation
si 1'identité de € , ig est adhérente & Eh ® BN pour la topologie induite par
.I:c(a,ﬁ) .

Ceci signifie que pour tout compact Ki de tout voisinage Vi de O de Ei
(1=1,2), 1l existe ueEl ® E' tel que :

Ue X, = xieV ’
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pour tout x, de K, , (i=1,2).

DEFINITION 2.6.- Un élément € de %° uvérifie la propriété de s-équiapproxima-
. . s . n
tion si i) est adhérent & E{ ® E' dans xs(e,e) .
En analogie avec une "proposition" de A. Grothendieck (cf. [19] ch. I § 5 n° 1), il

vient la

PROPOSITION 2,16.- Soit € wun couple d'interpolation de %° , les hypothéses suiw

vantes sont équivalentes :

(A1) condition d'éguiapproximation,

(8,) E{® EN est dense dans £c(8,8) .

(A3) Pour tout ¥ de £°, B ® FN  est dense dans £c(8,?r') .

(AL;) ‘Pour tout ¥ de £°, FA ® B est dense dans Ic(ﬂ‘,ﬂ) .

(A5) Pour tout couple d'interpolation % de ¥°, E' ® FV' eost dense dans
J:e(aé,t%) .

(Aé) Pour tout couple d'interpolation % de %°, FN @ EN est dense dans
.\:e(?é,s) .

(A7) Pour tout couple d'interpolation ¥ de %°, et tout ensemble de parties

convexes équilibrées 6.1 de Fi (i=1,2), si u transforme toute partie

de F, appartenant a Gi en une partie relativement compacte de E, , alors
u est adhérente & FA® E) dans Is(?,&) .

Démonstration @

De fagon triviale (A3) et (AI-») impliquent (Az) qui implique (Al) « Montrons
que (Al) entratne (ALI—) . Soit donc uef(F,e) , 1l'application v~ v o u est
continue de £c(€,6) dans £c(.’r',6) (cf. proposition 1,2), ig est adhérente &
Eﬁ ® EN dans £c(6,6) , donc u est adhérente & son image par 1l'application
v» v o u dans £c(3-',s) , laquelle image est contermue dans Ff'T ® EN ,

Onwit de méme que (Al) entratne (AB) . La propriété (A6) est une conséquence
de (A7) en vertu du théoréme de caractérisation des applications de .\3(3;,6)
(ef. [19] ch. I proposition 5).

Les propriétés (A5) et (A6) sont équivalentes., En effet, l'application u*~ Y
définit un isomorphisme de £€(8c'=,?r') sur .\‘,E(’w'c",e) s 1l suffit alors de remarquer
qu'elle applique B ® M sur FN g EN .

Maintenant (Ai) entratne (A7) . En effet, soit uef(¥,&) . Supposons que
ui(Ki) soit relativement compact dans E, , pour tout K, de & (i=1,2), L'ap-
plication v+ v o u est alors continue de 30(6,6) dans fs(i’f',&) et u est
adhérente dans XB(?,&) a4 1'image de E‘!\ ® EN par cette application. Cette image
est contenue dans Fj ® EN ce qui démontre (A7) .
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I1 suffit pour achever la démonstration de montrer que (A6) implique (Au) .
Appliquons (Aé) a g-= "Jé (16) . Aors gé = (?é)(': % . On a donc

1A

5(F,E) c 2(81,8)

£E(g'§8) induit sur £(%,€) 1la topologie £c(9,8) . D'apres (A6), (Fé)n ® BN
’
est dense dans xe(gé,a) , donc & fortiori dans .i‘,c(’.r',e) . I1 suffit alors pour
achever la démonstration de noter que
n
F = F!' .,
( C) alg 8l
Nous avons remarqué ici que si € est dans ¢°, 6; est aussi dans ¢° . On
ala:

PROPOSITION 2.17.- Soit € wun couple d'interpolation de €° vérifiant la pro-

priété d'équiapproximation, alors 6(') est dans #° et vérifie lui aussi la pro-

priété d'équiapproximation, quand E; et E, ont la topologie Y respectivement
de (B ,etde (B! .

Démonstration :

La transposition u+w t‘u définit manifestement un isomorphisme algébrique de
sc(a,e) sur .!Zc(é(':,eé) si &= (8::):: . Cet isomorphisme est un isomorphisme to-
pologique (cf. [40]; p.10). Il applique i, sur gy ot Ere N sur EN@EY .
Mais les espaces (Eé)h et EN sont algébriquement isomorphes comme nous 1l'avons
déja remarqué. On en déduit que si € posséde la propriété d'équiapproximation
el posséde cette m8me propriété, On a encore la @

PROPOSITION 2,18,~ Soit € un couple d'interpolation de 4° , les trois proprié-
tés suivantes sont équivalentes

(1) & yérifie la propriété de s-équiapproximation

(41) pour tout Feg®, Ef® FN  est dense dans £ (e,%)

(111) . pour tout %Feg°, Fl® E? est dense dans SS("J',E‘,)

Démonstration ¢
Supposons que € vérifie la propriété de s-équiapproximation. Soit F wun couple
de #°, u un élément de £(€,¥) . L'application v+ v o u est continue de

£S(8,€) dans £s(6,’.r') » 11 résulte que u est adhérent & 1'image de E} ® ",

par cette application, laquelle est contenue dans Ef'W @ F' | La propriété (ii)

(16) ¥. est dans €° , puilsque E, =BV implique que (EU)' est dense dans

(Ei)' pour toute topologie compatible avec la dualité (Ei’Ei) en particulier
pour celle de (Ei)(': (i=1,2).
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est donc réalisée., On voit de m8me en considérant 1l'application continue
veuov de .f,s(e,e) dans £s(6,3)

que (i) est une conséquence de la propriété de s-équiapproximation. Réciproque-
ment (i) et (ii) impliquent la propriété de s-équiapproximation (il suffit de
remplacer ¥ par &) .

On a alors les

PROPOSITION 2.19.- Soit X wun couple d'interpolation de ¢° wvérifiant la pro-
priété d'équiapproximation, Pour tout € de ¢° :

1) (L (a;%2,))" = (Bp)' et (L (a;%1,8))' < N (a5%],€)
L'application b~ a ® b est continue de (L(a;Ié,él))' dans (JZE(I('!,E))'
2) (Lc(a;i,e))' _s_(En)' et (Lc(a;i,a))' ENc(a,i,E)

L'application b+ a ®b est continue de Lc(a;i,e) dans (.tc(%,e))' .

COROLLATRE.- Si € gst tel que (E)' = E} on a les inégalités @

(L (a;%,€))" = N (a3%1,€)

A

(Ly(a35,8))" = N (a3%,8)

PROPOSITION 2,20,~ Soit % un élément de ¥° yérifiant 1a propriété de s-équi-
approximation, alors pour tout € de €°
(1 (a5%,8))" = (By)' et (L (a3%,8))' < N (a3%,€)

L'application b~ a ® b est continue de (L(a;%,€))' dans (.\‘,S(i,s))' .

COROLLATRE,- Si & est tel que (Eﬂ)' =B ona 1'inégalité
(L (a3%,€))" =N _(a5%,8) .
Démonstration des propositions 3
Ces deux propositions résultent des propositions 2.4, 2.5, 2,16 et 2,18,

Démontrons maintenant les

LEMME 1.- Soient X un couple d'interpolation de ®° , a un vecteur de XU .

xl
}Cacg et }i o (17) contiennent tous les couples de ¥¢° vérifiant la propriété
’ ’ -

d'équiapproximation.

17y cf. asfinition § 7, p. 4O.
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LEMME 2.~ Soient % un couple d'interpolation de ¥° , a un vecteur de mo,

k3
:!Ca s contient tous les couples de ¥° vérifiant la propriété de s-équiapproxima-
, gontlent tous _Les coupiesS de & verilianht .a propriete de S-oquiapproxima.
tion,

Démonstration :

Les deux de’monstration§ sont semblables., Démontrons par exemple, l'affirmation

relative & la classe I
Ié ayE

Z'Ca ¢ nous voyons qu'il suffit de montrer que si u€£(3é,8) et si u(a) =0 , u
9

est adhérent pour la topologie de £E(3?é,6) au sous-ensemble de X' ® B! des

« Si nous nous reportons & la définition des classes

fonctions s'ammulant au point a , Mais 1'application v+~ v o u est continue de
.sc(s,e) dans £€(Ié,6) (ef. proposition 1,2), i, est adhérent & B! ® E, dans
.s:c(s,e) s u est donc adhérent & 1'ensemble des v o u ou v parcourt E}® EN,
ensemble d'applications appartenant & X" 2 BN et stannulant au point a j ce

,
qu'il fallait démontrer.
Appliquons alors les propositions 2.4 et 2.5, on a le

THEOREME 2.1.- Soit % un couple d'interpolationde ¥° . Si € est un élément.
de ¢° yvérifiant la propriété d'équiapproximation, alors,

1) pour tout a' de XY

N (a';%1,€) oTe (L (a';22,€))" = (B)"

2) pour tout a de XV :

No(ai%,8) 2 (L(a3%,e))" = ED* .
Les applications b a'®b et b~ a®b sont respectivement continues de
(Le(a';f(':,fl))' dans (.Ee(}?é,ﬂ))' et de (Lc(a;I,S))' dans (£C(i,€))'

D1 corollaire de la proposition 2,4 découle alors le

COROLLAIRE 1.- Si € uyérifie la propriété d'équispproximation et si (Ey)' =Ej ,
la_topologie de (Le(a';ié,e))' est plus fine que celle de Na(a';}?é,a) , celle de
(Lc(a;I,E))' est plus fine que la topologie de Nc(a;x,ﬂ) .

COROLLATRE 2,~ Si € vérifie la propriété d'équiapproximation, si Xi et Ei
(1=1,2) sont du type @¥) , et s'il existe i et j (i=1 ou 2), (j=1 ou 2),

tels que X, et Ej soient nucléaires, alors

N, (a537,8) = (D (52,8))"

Démonstration @

D'aprés le corollaire 1 1'injection de (Lb(a;i',ﬁ))' dans Nb(a;i',s) est con-
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tinue, elle est surjective d'aprés le théoréme 2.1, Mais dans nos hypothéses
Lb(a;i',e) est du type (¥&) (cf. ch. I ; §5) et Nb(a;x',e) du type @)
(ef. § 4). Le corollaire résulte alors de 1'application du théorime des homomor-
phismes de Banach,

L'application de ce m&me théoréme des homomorphismes conduit au
COROLLAIRE 3.~ Soit € wun couple d'interpolation de ® N iﬁ,’f s Vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation, Pour tout % de ®Bng° , ona :

Ne(a;'.{é,&) = Le(a;Ié,ﬁ) .

La conjonction des propositions 2,18 et 2.5 donne le :

THEOREME 2.2.- Soit % un couple d'interpolation de £° .5 €& est un élément
de ¢° vérifiant la propriété de s-équiapproximation, alors, pour tout aexV :
NS5O 5 (L(a5,0) = BY'

1'application b~ a ® b est continue de (Ls(a;i,a))' dans (.S‘,S(I,G))' .
On en déduit le

COROLLATRE,- Si € vérifie la propriété de s-équiapproximation et si (En)'=E(J ,

la topologie de (Ls(a;I,S))' est plus fine que celle de Ns(a;’f.,ﬁ)

Posons maintenant la

DEFINITION 2,7.- On désigne par °Ng(a;%,8) , l'espace °T'(aje) , ob T est
le foncteur &« 1'6(35,6) (cf. § 5).

51 A est un sous-espace vectoriel de XY contenant X , on définit avec des
définitions évidentes (cf. § 5) les espaces bNg(A;i,E) , CNG(A;X,&) , SNG(A;}’.,&:) ,
auxquels on associe des foncteurs duaux d'interpolation,

On a alors des théorémes de dualité analogue & ceux écrits ci-dessus. Contentons

nous de noter que la réunion des propositions 2.10' et 2.16 donne le

THEOREME 2.3.- Soit € un couple d'interpolation de £° , vérifiant la propriété
d'équiapproximation, Si A et A' sont des sous-espaces vectoriels de XU et

Xt'J respectivement, on a @

NC(A;x,e) afg (LC(A;x,e))v
N (aELe) = (L (A3 .

Si _en outre EY = (En)' , on a les inégalités

(L, (45%,8))" = N _(A;%,€)

(L, (H5%2,€))" = N_(52,8)
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Des propositions 2,18 et 2,10, on déduit en analogie avec le théoréme 2,2 le

s N

THEOREME 2,4.- Soient & un couple d'interpolation de ¥° vérifiant 1'hypothdse
d'équiapproximation, A st A' deux sous-espaces vectoriels de Vet Xy res-
pectivement. On a alors :

°N,(85%,e) = (L (A;%,€))}
N (A'3EL,e) = (L (a%3%,8))!

. . c c
Si en outre (En)(': = E::,U » la topologie de Nc(Agi,e) (resp. de NE(A;Ié,e))
est _compatible avec la dualité

(Nc(A;I,e) » L(A;%,€)) [resp. (NE(A';Ié,e) , LE(A';ié,e))] .

§ 8. Equiapproximation.

Nous allons examiner quelques exemples de couples d'interpolation vérifiant la

propriété d'équiapproximation.

Soit €e$° ; soit A un ensemble de £(€,€) défini par des éléments de
By ® EN ., On suppose que la projection Ai de A sur £(Ei,Ei) (i=1,2) est
équicontinue dans £(Ei,Ei) . Pour que & vérifie les propriétés d'équiapproxi-
mation il suffit qu'il vérifie la propriété suivante :
i, est adhérente 8 A pour la topologie de Jg(€,€) , ol ©, désigne 1'ensem-

e
ble des points d'un sous-ensemble dense de Ai .

En utilisant cette remarque on a alors les :

PROPOSITION 2.2I.,- Soit X un espace localement compact, u une mesure positive

sur X , 1= py == (1=1,2) , P 1l'espace des classes de fonctions de puis-

sance pz - b sommable sur X , alors le couple d'espaces de distributions

(Lpl, 1P2) vérifie la propriété d'équiapproximation.
Démonstration :

I1 suffit de reprendre la démonstration de la propriété d'approximation pour les
espaces IP (cf. [4] ch. I § 5, n° 3, proposition 4.1,) Soit (Kj,ees, K., H)
une partition de X , chaque XJ. étant relativement compact dans X p(KJ.) >0
(j=lye4ey n), Soit ¢I>J. la f‘onction caractéristique de Kj + Considérons 1l'opéra-
teur continu u{Kj} de IPL dans 1IP* 1Pz gérini par @

@) n I f .<I> dx
f)= L ——— .8,
U{K } 3=t F"(KJ) J
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Py Ps
Dans £(L 1, L*) , la norme de u{K } est inférieure & 1, donc si ¥ désigne
J )

1'ensemble de ces opérateurs u{K ) F et 7, " sont des ensembles équicontinus
3 9
de £(1P1, 1P1) et de £(1P2, 1P2) respectivement. Il suffit en conséquence de
montrer que si fu---,fk sont des fonctions continues & support compact, pour
tout € > 0 il existe u dans F telle que :
”u fj = f‘jHLPi =e 3 1=1,2 3 J=l,...,k

Soit K wun compact contenant le support des Ty H= [;K. Par {Kj} désignons

une partition finie de K telle que les oscillations des fj sur chaque KL

soient majorées par inf ( < T ’ < T « Soit up, ' Lcati
W(E)TP () TP (£5} Lapplication

définie ci-dessus. Pour tout x de K , s ona

£ € )
WEN P (u(x))t/Pe

- <i
|u[K_}.fk(x) £,(x)| < inf (
J
ceci pour tout ¢g=1,2,...,k , donc pour tout x de X , ce qui achéve la démons-

tration,

Considérons maintenant un couple d'espaces de distributions (§ 2, ch. I) que nous
supposerons &tre dans ¥° ; Les propriétés de régularisation et de troncature dé-
finies dans L., Schwartz vont nous permettre de fournir des exemples de couples de

¢ vérifiant la propriété d'équiapproximation.
En analogie avec les définitions de L. Schwartz, [40], nous poserons la

DEFINITION 2.8,- Un couple d'espaces de distributions X sera dit normal si H,

et H, sont des espaces normaux de distributions et si en outre & est dense dans

;A

Si on considére un couple d'espaces normaux de distributions % = (H, H,) , on

peut alors considérer le couple des espaces de distributions (H}, H!) ou encore
celui des espaces ((Hl)(':,(Hz)(':) . Nous les noterons respectivement &X' et .ffé .
Si le couple % est normal, il est clair que &' =#' et R =J‘é .

DéFINITION 2,9.~ 0On dit gu'un couple d'espaces de distributions # a_la propriété

d'approximation par troncature si pour toute o de 3 , la multiplication
[@] ¢ o= oT est une opération de L@®,%) , et si, lorsque ¢ converge vers 1

19y

dans l'espace g (18) en restant bornée dans ® ( s 1'opérateur [o] converge

(18) € = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur o

(19) ® = espace des fonctions bornées de £
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vers ie dans .ECU‘,%) .
On dit qu'un couple d'espaces de distributions # a la propriété d'approximation
par régularisation, si, pour toute fonction p de & , la régularisation

{p}: TP Tx, ,
est une opération de L(#,#) , et si, lorsque le support de = O converge vers
1l'origine en méme temps que ‘fﬁnp(x) dx tend vers 1,{p} tend vers i&: dans
s @8 .
On obtient alors, en analogie avec une proposition de [40] (proposition 3 ; p.9)

la ¢

PROPOSITION 2.22,- Si # est un couple d'espaces normaux de distributions ayant

la propriété d'approximation par troncature et régularisation, il a la propriété
d'équiapproximation.

Démonstration @

I1 suffit de transcrire la démonstration donnée dans le cas des espaces de dis-
tributions (ef. [40] préliminaires ; proposition 3). On montre qu'avec les hypo-

théses de la proposition, ig est adhérente dans £c(ﬂ,l) a £@',9') ,eton

achéve la démonstration en démontrant le

LEMME,- Soit #4 un couple d'interpolation de ¥° , G, et G, deux sous-es-
paces localement convexes respectivement de H; et H, . Désignons par 8 le

couple d'interpolation 8 = (G,,G,3HU) . Si dans £c(.7é,%) s iz est adhérent &
£(®,8) , et si 8 a la propriété d'équiapproximation, il en est de méme de # .

Démonstration

C'est une adaptation de la démonstration donnée dans [40] (préliminaires p. 7).

Pour la commodité du lecteur, nous allons la donner.

Appliquons la proposition 2.16., Elle montre que Hh ® G est dense dans .SC(JG,Q)
donc a_fortiori dans £@#,3) mni de la topologie induite par £ch,76) s et iy
est adhérente & £(#,g) dans £c(7(,7¢) , d'ou le résultat,

COROLLAIRE 1,- Les couples d'espaces de distributions formés de deux gquelcongues

des espaces suivants possédent la propriété d'équiapproximation : ™, g_m (m fini
ou non), &, g.,ng’ LP,.‘D£P lsp<e, B 8,7, %" ,0,, 0, éfz (ef, [31]
préliminaires proposition 3 corollaire).

T)

De la proposition 4 de [40] (p.10), on déduit encore le :

COROLLAIRE 2,- Si H est un espace de distribution normal ayant la topologie vy

de (H(':)(': et possédant la propriété d'approximation par troncature et régularisa-
tion, le couple (H,Hé) a _la propriété d'équiapproximation.
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De [40] (préliminaires proposition 4), on déduit enfin le @

COROLLATRE 3,- Soit # un couple d'espaces de distributions normal, tel que H,
et H, aient la topologie vy . S'il posséde la propriété d'approximation par
troncature et régularisation, le couple x% est normal et posséde la propriété
d'équiapproximation.

§ 9. Conditions d'existence d'un espace intermédiaire.

A~

Nous allons voir quelles conclusions on peut tirer de 1'étude des espaces
Nc(a;e,e) pour 1'étude des espaces intermédiaires pour le couple €& . Bien enten-
du le probléme de savoir s'il existe des espaces intermédiaires pour un couple
€ , distincts de £’ et de EY s n'offre d'intérét que lorsque E; et E, sont

respectivement isomorphes & chacun de ces espaces. Nous ferons donc dans ce para-

graphe 1'hypothése suivante :

E, =& et E, =EJ .

Donnons les

DﬁFINITION 2,10,- Nous dirons gu'un espace intermédiaire pour le couple d'interpo-
lation & est topologiquement trivial s'il a la topologie induite par celle de

o 5 qu'il est faiblement topologiquement trivial si sa topologie est celle indui-
te par la topologie faible de ™ 5 qu'il est algébriquement trivial s'il est al-
gébriquement égal & E oud Yo gu'il est non trivial s'il est algébrigquement
et topologiquement non trivial.

On a tout d'abord la

PROPOSITION 2.23.~- Soit & un _couple d'interpolation de ¢° vérifiant la pro-
priété d'équiapproximation. Une condition nécessaire et suffisante pour que tout

c-espace intermédiaire pour € , distinct de EN , soit faiblement topologique-

ment trivial, est que pour tout a de EU n'appartenant pas & Eﬂ H

Nc(a;e,ﬂ) oTe By .
Démonstration @
Pour tout a de BV , afBN , on a :
EN = L,(ase,€) = jor BN

Pour que 1l'application de Lc(a;e,s) dans EY soit un homomorphisme faible, il
faut et il suffit que 1l'image de sa transposée soit faiblement fermée dans
(Lc(a;e,a))é donc encore dans (Lc(a;ﬁ,e))é . Puisque Lc(a;e,a) - BV est injec-
tive, (BU)' est faiblement dense dans (Lc(a;E,a)); . Donc il faut et il suffit

A 4
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que (EY)* oIe (Lc(a;e,e)' , ou encore, en utilisant le théordme de dualité, que
Nc(a;e,e)ﬁ Ef . Donc pour que tout c-espace intermédiaire H définisse un ho-
momorphisme faible de H dans o8 , 11 est nécessaire que pour tout a de EY ,

N N -
afE"' , Nc(a,s,e) oI Er'] .

Réciproquement, supposons que pour tout a de BV s, a n'appartenant pas a
BN, Nc(aga,e) afg Er'] + Le raisonnement fait ci-~dessus, nous montre que pour tout
a de EY n'appartenant pas & ol s 1'injection de Lc(a;(i,e) dans EY est un
homomorphisme faible. Il en est de m&me pour tout c-espace intermédiaire distinct

de E" . En effet, soit H un tel espace intermédiaire, on a les inégalités :
=1 (me,e) suse)

et LC(H;C,E) aig H . De plus, l'injection de Lc(H;e,a) dans EY est encore un
homomorphisme faible puisque

(Lc(H;e,e))' aig o Nc(a;&,ﬂ) = (gY)?

(ef. proposition 2.10). On en déduit que 1'application naturelle de H dans EY

est encore un homomorphisme faible ; ce qu'il fallait démontrer,

COROLLATRE 1,- Si la condition de la proposition est réalisée pour tout c-espace

. 295 s M ' = ]
intermédiaire, H# EN , ona H oIs EY .

REMARQUE,- Notons que si H est un c-espace intermédiaire pour le couple & |,

E est faiblement dense dans Lc(H;e,e) , puisque & vérifie la propriété d'équi-
approximation (cf. lemme de la proposition 2.4), donc aussi dans H qui a une to-
pologie moins fine (cf. théoreme 1.1), Il en résulte que H' est toujours un es-

pace intermédiaire dual (cf. définition 2.2).

COROLLAIRE 2.,- Supposons gue BV & la topologie de Mackey. Si la condition de la

proposition est réalisée, tout c-espace intermédiaire semi-réflexif distinct de
EN s est_topologiquement trivial.

En particulier si BV est complet, il n'existe pas d'espace c-intermédiaire
seml-réflexif complet algébriquement distinct de E" ou V.

Démonstration @

Soit H wun c-espace intermédiaire semi-réflexif distinct de E" si la condition
de la proposition est réalisée, l'application de H dans EV est un homomorphisme
faible donc un homomorphisme de H muni de la topologie de Mackey dans EY ,
puisque, par hypothése, celui-ci est muni de la topologie Ade Mackey., L'espace H
étant semi-réflexif a une topologie moins fine que celle de Mackey, d'ou résulte

la premiére assertion du corollaire.



59

La topologie de H est, dans ces conditions, isomorphe & la topologie induite
par ., Puisque par hypothdse & appartient a ¥° , H est dense dans Y ,
sidonec H et EV sont complets, H = o . C.Q.F.D.

COROLLATRE 3.- Supposons que E; et E, sont nucléaires tonnelés complets Ef

et E! étant du type (¥) et complets, et que la condition de la proposition soit

réalisée, Si Lc(A;e,E) est quasi-complet, A # EN , Lc(A;G,e) est topologique-
ment trivial,

Démonstration @

C'est une conséquence du corollaire 2, En effet avec les hypothéses de la propo-
sition, les espaces Lc(a;€,8) sont tous du type () (cf. propriétés des espaces
-\16(6,9‘) 3 ch, I § 2), donc aussi les espaces LC(A;E,e) . Ces espaces sont quasi
complets du type (f) donc semi-réflexifs [18].

On applique alors le corollaire 2,

Supposons maintenant que E; et E, ont la topologie vy de ((E;)é)é et
((Es)c',)(', respectivement et que € soit dans ¥¢° . Alors il est clair que dans
le cadre oi nous nous sommes placés (E, = E , E, = ) , ona €= (Sé)é .

Pour un tel couple on a la :

PROPOSITION 2,24.- Supposons que € vérifie 1'hypothése d'équiapproximation,
E; et E, ayant la topologie Y ; alors les guatre propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1)  pPour tout a de EY, afE) , N,(a3€,8) = By .
s 3 0 ' er.81)y = wU
(1) Pour tout b de EY, b(En , Nc(b,ac,ﬁc) ale EY .
(i1i) Tout c-espace intermédiaire H pour le couple € , distinct de E" , est

topologiquement faiblement trivial.
(iv) Tout c-espace intermédiaire H pour le couple 8(’} s distinct de Er'1 s st
topologiquement faiblement trivial.

Démonstration ¢

D'aprés la proposition 2.23, les propriétés (i) et (iii) sont équivalentes, Puis-
que Eé vérifie la propriété d'équiapproximation si & 1la vérifie (cf. proposi-
tion 2,17) et puisque & = (8é)é , les propriétés (ii) et (iv) sont équivalentes.
Montrons que (i) implique (ii) et réciproquement. Puisque € = (Cé)é s la trans-
position, comme nous 1l'avons déja noté (cf., proposition 2,17), définit un isomor-
phisme algébrique et topologique de £c(s,€) sur £c(€é,6é) , elle applique

Eﬁ@Eﬂ sur Er‘®Er'1 . On en déduit le :

LEMME.- Supposons que & = (eé)é s € vérifiant en outre la propriété d'équi-

spproximation, Pour gque aeNc(b;e,e) il faut et il suffit que beN(a;Eé,Eé) .
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Reprenons la démonstration de la proposition et supposons que (i) soit réalisé.
Soit beE& ’ b{Eﬁ . D'aprés le lemme, pour que aeNc(b;Gé,sé) il faut et il
suffit que beNc(a;E,e) . Supposons que ag‘En , alors Nc(a;a,e) =E) , donc
beEY , ce qui contredit 1'hypothése. Ceci signifie que Nc(b;eé,ﬂé) = Ey pour
tout beEY , bEE" . On a done (ii). Puisque & = (eé)(': , on en déduit 1l'équiva-
lence de (ii) et de (i).

COROLLATRE.- Si 1'une des conditions de la proposition est réalisée, tout c-espace
intermédiaire H pour € , H= ol s s'identifie algébriquement au dual de E}
muni d'une topologie de c-espace intermédiaire pour Cé 3 Lout c-espace intermé-

diaire pour Eé , s'identifie algébriquement au dual de joll s muni d'une topolo-
gie de c-espace intergédiaire pour le couple & .

Démonstration :

Démontrons par exemple le premier point. La propriété (iii) étant réalisée, si

H est un c-espace intermédiaire pour € , H#E) , HY oIg E!  +On a d'autre
b
part H aTg (Hé)é .« Donc H est le dual de Eﬁ muni d'une topologie moins fine

que celle de Eé,ﬂ , H étant c-intermédiaire pour le couple € |, Hé est un
espace intermédiaire pour le couple Eé 3 11 induit sur E& une topologie de
c-espace intermédiaire, puisque manifestement toute topologie d'espace intermédiai-
re moins fine qu'une topologie de c-espace intermédiaire (ici celle de Eh,c) est
encore c-intermédiaire, C.Q.F.D.

Donnons maintenant une condition pour que tout espace intermédiaire pour un cou-

ple d'interpolation € soit algébriquement trivial, On a la

PROPOSITION 2,25.- Soit € un couple d'interpolation de %° yérifiant la pro-
priété d'équiapproximation, Pour gqu'il n'existe pas d'espace intermédiaire pour

€ algébriquement non trivial, il faut et il suffit que pour tout a de oY n'ap-

partenant pas & EN s l'injection de Eé n dans cNc(a;éi,e) soit un homomorphis-
9
me faible,

Démonstration :

Appliquons le théoréme 1.1. Pour qu'il n'existe pas d'espace intermédiaire diffé-
rent de E; ou E, , il faut et il suffit que pour tout a de EY , n'apparte-
nant pas & il , Lc(a;S,E) o EV . Puisque € vérifie 1'hypothdse d'équiappro-
ximation, E" est faiblement dense dans Lc(aga,e) . Cette condition équivaut
donc & dire que Lc(a;e,e) est faiblement fermé dans EY , ou encore puisque
Lc(a;8,6) oTe (ch(a;E,s))' (ef. corollaire 2, proposition 2.7), que

Bl o™ ch(a;e,e)

est un homomorphisme faible., C.Q.F.D.
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Supposons & nouveau que le couple d'interpolation & est tel que E, |, E, ,
ont la topologie vy , alors Nc(a;e,e) est un espace intermédiaire pour le cou-
ple e! puisque £c(8,s) = £c(€é,€é) (ef. [317).

Done pour que la condition de la proposition soit réalisée, il est nécessaire que

N (ase,e) = By . C.Q.F.D.
On en déduit le :

COROLLAIRE,~ On suppose que E; et E, ont la topologie vy . On suppose en ou-
tre que Nc(a;E,e) oIg EY pour tout aeEﬁ ,

1) si pour tout a€k| , a{Eh . CNc(a;S,e) = (EU); » tout espace intermédiaire
pour €& cofincide algébriquegent avec E ou EY .

2) s'il existe afEy tel que °Nc(a;e,e #(B)! , L,(azes€) est distinct de
EY et 1'injection Lc(a;€,8)~* EY est un homomorphisme faible.

REMARQUE 2,6.- Plagons-nous encore dans le cadre décrit ci-dessus ou € = (eé)é

Supposons que Nc(a;S,E) soit distinect de Eﬁ pour un vecteur a n'appartenant
pas & EN , alors Nc(b;eé,aé) est différent de E . Nc(b;eé,gé) est un es-
pace intermédiaire pour le couple € , Dans la pratique, nous verrons que la con-

dition suivante est souvent réalisée :

Pour tout b de EY n'appartenant pas & E0 Nc(b;ﬁé,eé) # Y . Si cette
condition est réalisée, on déduira de l'existence d'un espace Nc(a;8,€) distinct
de Eﬁ s pour un vecteur de EV n'appartenant pas & joll s l'existence d'un es-
pace intermédiaire pour le couple d'interpolation € , distinct de EN et de
Y

§ 10, Quelques exemples,

I. Interpolation pour des couples d'espaces de suites.

Nous nous proposerons de regarder ce que deviennent les définitions des espaces
N(a;%,6) quand % et € sont des couples d'espaces de suites multiples d'ordre
p et g respectivement (cf. définition 1.3).

DEFINITION 2,11,- Nous dirons qu'un couple d'espaces de suites multiples d'ordre

P s & , est normal si :
1) 1l'espace des suites finies C% C est contenu dans E N
N

2) ®, € st dense dans E' , By et E, .
v -

Toute application linéaire de C% C dans un espace localement convexe étant

continue, on a les inégalités :
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® C§En§Ei§EU§¢Np (1=1,2).
e

Et en transposant ces inégalités, on voit que :

o, C =By =B =B s &) = (1=1,2).
Clest-a-dire que le couple &' est un couple d'espaces de suites multiples d'or-
dre p .« On verrait, par un raisomnement analogue & celui fait dans le cas des
couples normaux d'espaces de distributions (ef. proposition 2.22, corollaire 3),

que Eé est encore un couple normal d'espaces de suites multiples d'ordre p .

Soient X et € deux couples normaux d'espaces de suites multiples d'ordres
respectifs p et q . Alors on a manifestement 1'inégalité :

q NP X N4
.s:c(xi,Ei) = .\:c( c;ylp c, A )y=¢ .

P q
On appellera matrice de AeLC(Xi,Ei) , la suite de & xn qui lui est asso-

ciée dans cet isomorphisme.

En identifiant un élément de £c(Xi’Ei) avec la matrice qu'il représente, on
peut donc considérer le couple d'interpolation formé des espaces de suites multi-
ples d'ordre (p+q) , (£C(X1,E1) , Lc(xz’Ea)) . Puisque 1'espace des suites fi-
nies ® C est dense dans X\ , dire que deux applications linéaires continues
de X N dans E

1 i
qu'elles cofncident sur ® € , donc que leurs matrices sont égales. En d'autres

, i=1,2 respectivement, cofncident sur X , équivaut & dire

termes, l'injection de £§(Xi’Ei) , qui & un élément associe sa matrice, applique
biunivoquement £C(I,8) sur l'espace intersection du couple d'espaces de suites
(£c(X1,E1) , £C(X2,E2)) . Nous identifierons ces deux espaces. Alors l'espace
des suites multiples finies d'ordre (ptq) apparaft comme un sous-espace de
£c(1,8) . On peut faire alors 1l'hypothése suivante :

A (%,e) ¢ Le couple d'espaces de suites multiples d'ordre (p+q)
(£C(X1,E1) , £C(X29Ez)) est_normal.

Mors d'aprés les remarques faites ci-dessus, l'espace (£c($,6))' s'identifie &
un espace de suites multiples d'ordre (ptq) . Et en utilisant la proposition 1.1
on en déduit aussit8t que c'est 1l'ensemble des suites multiples d'ordre p+q qui
peuvent s'écrire comme la somme de deux suites multiples du m&me ordre appartenant
respectivement & (£C(X5,E1))' et & (£c(X2’E2))' . On en déduit en se rapportant

aux définitions du § 8, la :
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PROPOSITION 2,26.,- Soient X% et & deux couples normaux d'espaces de suites,
vérifiant 1'hypothdse A,(%,8) . Soit a un vecteur de XU . L'espace
Nc(a;i,e) est 1'espace des suites b = (bj) , jeN? | telles que la suite d'or-

dre (p+q) , (ai bj) puisse s'écrire comme somme d'une suite appartenant & 1'es-

pace de suites (£c(X1 ,E1))' et d'une suite de (.\‘,C(X2 »E2))' , muni de la topo-
logie localement convexe la moins fine rendant continues les applications b~ b

1 \ ] ]
et (bj) - (aL:.L bj) dans Ej et (Ic(i,e)) respectivement.
En notant que ?ic" est normal si X 1'est, on peut introduire 1l'hypothése :

A (%,8) : Le couple d'espaces de suites multiples d'ordre (p+q)
(£e((X1)é,E1) , £€((X2)c':,E2)) est normal.

I1 vient la

PROPOSITION 2.27.- Soient % et € deux couples normaux d'espaces de suites vé-
rifiant 1'hypothése A, (%,€) . Soit a un vecteur de XYy . L'espace Ne(a;‘f,(':,e)
est 1l'espace des suites b = (bj) ’ jeNq s telles que la suite multiple d'ordre
(p+q) (ai b.) puisse s'écrire comme somme d'une suite appartenant & 1'espace
de suites (£E((X1)('!,E1))' et d'une suite de (£E((Xa)é,E2))' , mmuni de la topo-
logie localement convexe la moins fine rendant continues les applications b+ b

\ L] 3
et (bj)w(ai bj) dans B et (£€(1,6)) respectivement,

REMARQUE 2,7.- Supposons, les hypothéses de la proposition 2,27 étant réalisées,
que X , X, , E et E, sont complets et qu'il existe i et j (i=1 ou 2,
j=1 ou 2) tels que Xi et E. soient nucléaires. Alors (cf. propriétés des es-
paces :6(5,3') s ch. IT; §2), £e((xk)c':’Ek) =X éﬂ E (k=1,2), et son dual
fort est 1'espace des formes bilinéaires continues sur Xk X Ek s que nous note-
rons B(Xk,Ek) , et qu'on identifiera & 1'espace des applications linéaires e-bor-

nées (20) de X  dans E_ , qui apparaft comme un sous-espace de
q P nd
(o cdV)=c"x¥
P
c'est-d-dire qu'on peut identifier B(xk’Ek) & un espace de suites multiples

d'ordre (p+q) (1'application associée & la forme bilinéaire).

On en déduit le corollaire suivant de la proposition 2,27 3

COROLLAIRE.- Supposons que les hypothéses A, (%,€) soient réalisées, que X, ,

(20) On dit qu'une application u de A dans B' est e-bornée s'il existe
un voisinage W de O dans A dont 1'image par u est une partie équicontinue
de B' .
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X, +E et E, soient complets et qu'il existe i et j ,(i=l ou 2, j=1 ou 2),
tels que Xi et Ej soient nucléaires. Alors N(a;?ié,e) est 1l'ensemble des sui-
tes b telles que la suite (ai b.) s'écrive comme somme d'une suite de

B(X,E,) et d'une suite de B(X,,E,) .

Voici maintenant un critére sur le couple € assurant que les hypotheéses
A (%,e) et A (%,8) sont vérifides pour tout couple normal d'espaces de suites
¥ .

PROPOSITION 2.28.- Soit €& un couple normal d'espaces de suites multiples d'or-

dre p . Si le couple €& vérifie 1'hypothese d'équiapproximation, (en particulier

si 1'espace des suites finies est dense dans .Ec(a,e) (21), et si E et E, yé-
rifient 1'hypothése d'approximation de Grothendieck,) alors pour tout couple normal
d'espaces de suites % , les hypothéses 4, (%,&) et A (%,€) sont réalisées.

Démonstration ¢
Soit ¥ wun couple normal d'espaces de suites d'ordre q . On vérifie aisément
que

n
N®P+q csx e s (ge)

N - '
N%"'qc §x0®nE =£€(xc,e) .

Puisque %, ¥' , et € sont des couples normaux, ® € est dense dans X!
[¢] Np c,ﬂ

et Xn, @ C est dense dans E/ ., On en déduit que @, € est dense dans
N4 e

X' 5.0 ®EN et AN ®, N , donc aussi dans chacun de ces espaces munis des topolo=-
’
gies induites respect:.vemen‘t par £ (%,e) et LE(x(':,e) . Mais le couple & véri-
fie 1'hypothése d'equlapprox:uuation, donc X' n® EN est dense dans SC(I,G) ot

i @ BN dans L ("i' ,&) (cf. proposition 2. 16) On en déduit que %+q € est dense
v

dans 10(2,8) et £e(§c'=,6) . D'autre part en reprenant le m&me raisonnement appli-
qué aux espaces £C(Xi,Ei) (i=1,2) et en utilisant la propriété d'approximation de

Grothendieck, on voit que N%"'q C est dense dans 'cc(xi’Ei) et £ ((X:L)c': El)

(i=1,2) ; ce qui démontre que les couples
(£c(x1,E1)’ £C(XE’E2)) et‘ (“:E((Xl)é’El)’ £E((X2)é’E2))

sont normaux.

21y o . - N
() On a en effet : N?pC=Ef'W ®F' s (e,8) .
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On démontrerait de la m8me maniére la

PROPOSITION 2.29.- Soit % un couple normal d'espaces de suites multiples d'or-

dre p . Si le couple % yérifie 1'hypothése d'équiapproximation, et si X, et

X, yérifient 1'hypothése d'approximation de Grothendieck, alors pour tout couple

normal d'espaces de suites & , les hypothéses A,(%,6) et A,(%,8) sont réali-
sées,

REMARQUE 2.8.- Si on suppose que l'espace C est dense dans .\:c(z,S) , sans
8tre dense dans chacun des espaces Xi,E s}P"' il faut écrire que la suite
(ai.b.) est dans 1'espace de suites (£E(x &))' , en faisant attention que 1'es-
pace (.i‘,c(’.il JE1 D)) + (.\‘,‘:(X2 sE;))' n'est pas défini comme espace de suites. On fe-
rait la m8me remarque concernant les espaces Ne(a;xé,e) .

II. Interpolation pour des couples d'espaces de distributions.

Explicitons maintenant les définitions des espaces Nc(a;'f.,a) quand % et &
sont des couples normaux d'espaces de distributions respectivement sur 8’ ot sur
R (cf. définition 2.8).

Notant x 1le point courant de rP s Y celui de r? s hous indexerons par x

ou par y les espaces de distributions sur 8 ou sur RY respectivement.
On a manifestement :

£,(X,B) =L@, ') .

Donc, par le théoréme des noyaux de L. Schwartz (cf, [40] ; ch. I ; § &4)
1]
'r'c(xi’Ei) 's'zx,y ’
(1'é1ément de 3)'( - associé par cet isomorphisme a As.t (X ,E ) est la "matrice"

de cette application lindaire, le noyau de A) . On peut donc considérer le couple
d'interpolation formé des espaces de distributions sur

P X RS ’ (Lc(xlsE:L) ’ ‘r’c(xﬂ’EB)) ¢

On voit, en raisonnant comme on 1'a fait pour les couples d'espaces de suites, que
1'espace "intersection" pour un tel couple est 1l'espace des distributions noyaux
des éléments de .\'.c(x,ﬂ) . Toute fonction &(x,y) de <@ (3) = x s définit
une application linéaire continue de 9}'{ dans Jy . (par T, '-"r <I>(x,y)T(x) dx)

done un élément de £(%,e) . On peut alors faire 1'hypothése sulva.n'te :
B, (z,&) : Le couple d'espaces de distributions sur
P X Rq ’ (lc(xl ’EI) ’ xc(ngz))
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est normal.

Alors 1'espace (£c(x,6))' s'identifie & 1l'espace des distributions sur
RP « B3 qui peuvent s'écrire comme la somme d'une distribution de £C(X1,E1))'
et d'une distribution de (.tc(}g,Eg))' .

On en déduit, en se reportant & la définition des espaces Nc(a;g,a) , la 3

PROPOSITION 2,30.- Soient % et €& deux couples normaux de distributions véri-

fiant 1'hypothese B, (%,€) . Soit T, une distribution de V. L'espace

Nc(agx,a) est 1'espace des distributions Sy telles gue la distribution T ® S

sur Ri X Rg , puisse s'écrire comme somme d'une distribution appartenant & 1'es-
pace des distributions (£C(X1,E1‘)' et d'une distribution de .(EC(XE,EE))' , Il-

ni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applica-

tions sy._. sy et sy._.Txrzz»sy de N(a3%,&) dans B et (.cc(gg,e))' respec-

tivement.

Démonstration :

N

Grice & l'isomorphisme du théoréme des noyaux, on a 3

] N <
2, ® my = Xc,n ® B = xc(;,a) zmx’y

et

A

2 2,8 9 = (%,€) g'i’f)'c’y .

Xy X nJy
Par définition pour qu'une distribution T soit dans N(S;%,€) 4l faut et il
suffit que la forme linéaire S ® T sur Xé,ﬂ ® D se prolonge en une forme li-
néaire continue sur £c(x,€) . Mais SZXG$ ) est dense dans £c(z,5) d'apres 1'hy-
pothése (A1) et c%x-gezy est dense dans ﬂ&,y (ef. (3) 3 VIch, IIT ; § 2), I1
en résulte que be<$ﬁb est dense dans £c(1,€) L'espace N(S;%,€) est donc

celui des distributions T de EY telles que la forme bilinéaire

(@,\y) - < Sx,@(x) > (2,’3) . < Ty,q,(y) > (3,,2)
soit continue pour la topologie induite par celle de £c(x,€) , ou encore telles
que la distribution T ®-Sy soit dans 1'espace de distributions (£c(x,6))' .

Notant que le couple xé est normal si % 1l'est, on peut encore faire 1'hypo-~

thése suivante :

Bz(x,e) ¢ Le couple d'espaces de distributions sur

B x &Y, ({0 0E) , £ ((X)1,E,))

est normal.
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On en déduit de la m&me manidre la @

PROPOSITION 2.31.- Soient % et € deux couples normaux d'espaces de distribu-
tions sur RP et g2 respectivement, vérifiant 1'hypothése B, (%,€) . Soit Tx

une distribution de XG .

L'espace NS(T;xé,e) est 1l'espace des distributions Sy sur R§ s telles que
la distribution Tx ® Sy puisse d'écrire comme somme d'une distribution apparte-
nant & 1'espace des distributions (£E((X1)é,E1))' et d'une distribution de

(£€((X2)é,E2))' , muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant

continues les applications Sy:~ Sy de Ne(a;xé,ﬁ) dans EYj et Sy »T ® Sy
dans (£ (x2,€))' .

Voici maintenant un critére sur le couple & , assurant que les hypothéses
B,(x,8) et B,(%,€) sont vérifides pour tout couple normal % d'espaces de dis-

tributions.

PROPOSITION 2.32.- Soit € un couple normal d'espaces de distributions sur RP .
Si le couple € vérifie 1'hypothése d'équiapproximation, et si E, et E, véri-
fient 1'hypothése d'approximation de Grothendieck, alors pour tout couple normal
d'espaces de distribution % , les hypothéses B,(%,6) et B.(%,€) sont véri-
Lfides.

Démonstration

Par un raisonnement analogue & celui fait au cours de la démonstration de la pro-
position 2.30, on montre que ;ax ® J&_ est dense dans £c(£,€) . £E(xé,€) s

] S - s s 2 s L2 .
£C(Xi,Ei) et £E((Xi)c,Ei) , (i=1,2). Pour terminer, on note les inégalités :

= < '
Dyy = 5(%8) et I =1 (x,8)

et 1'égalité :

3}( ®<2y =$x,y . C.Q.F.D.

REMARQUE.~ Supposant, les hypothéses de la proposition 2,32 étant réalisées, que
X, X, , E et E, sont complets, et qu'il existe i et j (i=1 ou 2, j=1 ou 2)
tels que X, et E. soient micléaires, alors, (ef. ch, I § 2), £€((Xk)é,Ek)
(k=1,2) s'identifie & 1'espace X é; E, , et son dual fort, noté B(Xk,Ek) ,

&4 1l'espace des formes bilinéaires continues sur Xk X Ek s espace qu'on identifie
& l'espace des applications linéaires e-bornées de Xk dans Ek s qui apparaft,

grice au théoréme des noyaux, comme un espace de distributions sur R°® x R? .
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§ 1, Interpolation entre un espace échelonné et un espace de Kdthe.

N° I : Notations.

Soit a(n) une suite croissante de suites de nombres positifs telle que pour
tout 1 de N on puisse déterminer un entier n tel que aén) #0 .

On désigne par E(a(n)) 1'espace des suites de nombres complexes qui peuvent
s'écrire, pour au moins une valeur de meN , comme produit de o ™ et d'une sui-
te sommable. On note a(m),el , meN , 1'espace des produits de suites de 4! (22) ,
par la suite a(m)
1'application de multiplication a ~ o ™.a de g sur a(m) 2+ On a pour tout

("‘)zl = oz(mu)zl , et la réunion des espaces a(m)

, muni de la topologie quotient de la topologie de 4! par

41  est 1'espace E(a(n))-
m) 1

msd o
On rmunit alors E(a(n)) de la topologie de limite inductive des espaces «

On sait alors, (cf.[19] ; ch. IT ; § 4 n° 3), que E(a(n)) ~ limite inductive
dtune suite d'espaces normés est un espace tomnelé, bornologique, séparé du type

(n)

@%) et complet. Nous dirons que c'est l'espace de Kdthe associé & la suite «

Suivant A, Grothendieck, nous appellerons espace échelonné défini par suite
(n) ( E
o

s 1'espace des suites g = (gi) dont le produit par tout o'/, meN , est

sommable, muni de la topologie définie par la famille de semi-normes
= 1, (m
Pm(;) = |l §”L1 s mell

(n))

Nous noterons cet espace F(y

On a le critére de nucléarité suivant ([19] chap. IT ; § 2) :
(n))

AY
THEOREME, Une condition nécessaire et suffisante pour que E(« soit nucléaire

est que pour tout m il existe un entier n tel que la suite a(m)/ o ) soit

23)

sommable. (

51 une suite vérifie la condition énoncée dans ce théoréme, nous dirons qu'elle
vérifie la condition (H) .

Si la condition (M) est vérifiée le dual fort de F(a(n)) est E(a(n)) , et

(22) On désigne par s 1l'espace des suites sommables,

(23 ) On fera la convention ¢/ =0 si ¢ et p sont muls simultanément,
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le dual fort de E(a(")) s'identifie & 1'espace F(a(n))
(n)) (n))

couple d'interpolation formé de deux quelconques espaces de. ces types est toujours
normal (cf. déf. 2.11),

Dans un espace F(y ou E(g s l'espace des suites finies est dense., Un

Considérons un couple d'espaces de suites formé d'un espace de Kéthe et d'un es-
pace échelonné, ¢ = (F(a(n)), E(a(n)) . L'espace des suites finies est dense dans
F(a(n)) et E(p n)) , et en outre le couple € est normal (ef. déf. 2.11).

Rappelons quelques propriétés des produits tensériels projectifs de tels espaces
o n)) et E(B n ) . Suivant nos conventions, étant donnés deux espaces de sui-
tes E, et E, , on identifiera un élément de E, ® E, & sa matrice, c'est-a-dire
&4 une suite double (uij) s, o0 1 représente la variable muette du premier espace,
j celle du second. On montre alors que 1l'application u e (u..) de E(a(n)) ® 2
dans CN x N se prolonge continuement en une injection contiige de E(o n ) & 27
dans €@ XN onaia: "

PROPOSITION . (Cf. [19]; ch. II, § 3). L'espace E(a(n)) %EF(B(“)) s'identifie

& 1'espace des suites doubles (uij) telles que pour tout n , il existe un en-

tier m tel que ¢

(m,)
(2) R Bgn) vy 51 /""imlrl <=
1,J

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les appli-
Q @) 8 Fe™) gans Ea™) &, & .

. n
cations (uij) - Bj uij de E(a
() ¢ (0

Posons % = (F(a(n)), E(a'(n)) , et supposons que les suites ¢«
vérifient la condition (H!) . Nous avons alors le
LEMME. lLe couple ¥ vérifie 1'hypothése d'équiapproximation.
Démonstration :

Les espaces F(a(n)) et E(a'(n)) sont nucléaires et complets. On en déduit les
inégalités

® ¢ =1 (Fa'™), Fa'™)) n £ (5o ™), Bar®)y) -

Mot ¢ c

2at™) &, 7)) o Fr ™) &, 51 ™)) = A

En utilisant la proposition 3.1, on voit facilement (ef. [19] ; ch. II, § 3 n° 3)

que l'espace des suites doubles finies est dense dans

Ea™) &, Fe™)) n (Far®) & B ™))
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et dans chacun des deux espaces composant cette intersection . C.Q,F.D.

En utilisant le corollaire de la proposition 2.27, on a alors la &

PROPOSITION 3.1.- Soit € un couple normal d'espaces de suites, a une suite
de O L'espace Nc(a;x,e) est 1'espace des suites b = (bj) telles gque la

suite (ai bj) s'écrive comme somme d'une suite appartenant & 1'espace de suites
B(E(a(n)), E,) et d'une suite de B(F(a'

"y, E,) , muni de la topologie locale-

ment convexe la moins fine rendant continues les applications

beb et b o~ (a; b)) dang EY et (B(™) & E)n (F(o* ™) éTEa)

respectivement.
Posons €& = F(B(n)), E(B'(n))) . En considérant. B(E(a(n)), F(B(n))) comme
1'espace des applications linéaires de E(q(n)) dans Fén(ﬂ(n)) (24) dont les res-

. s N m . .
trictions & chaque sous-espace a( 21 sont continues, on obtient la

PROPOSTTION 3.2.- [19] ; ch. II, § 3, n° 3). B(E(a(n)), F(a(“))) s'identifie &
1'espace des suites doubles (vij) telles que, pour un entier n = O convenable,
on ait pour tout melN : -~

(

n (n)
Sup o3 ) ’vij'/ Bj <to .
On en déduit aussit8t la :

PROPOSITION 3.3.- L'espace Nc(a;(F(a(n)), E(a'("))), (F(s(n)), E(B'(n)))) est

1'espace des suites b = (bj) telles que la suite (ai bj) s'écrive comme somme

d'une suite u = (uij) s telle que pour un entier moeN et pour tout melN la

(mg)
[eA u. .
. i i . p ' . -
suite double ———rﬁy—l soit bornée, et d'une suite v (vij) telle que pour un
Bs B!(n°)
entier nocN , et pour tout neN la suite double :;%ray- Vij soit bornée.
i

COROLLAIRE.- L'espace N(a;(F(a(n)), E(a'(n)))) s'identifie algébriquement au
dual de L(a;(F(a(nj), £ y)) (25) pour la dualité

0 = (o )ella; (F(a™), B(o*™)))
<cb>=g5 ec.b

jar I b= (b )eNa; (™), B ™)) .

(24) On note par F! 1'espace normé engendré par B, oh B, désigne un

borné convexe équilibré de F' , muni de la norme jauge de B (ef. [3]) .

25) Si eeg® , nous noterons N(aj€) et L(a;€) respectivement pour
Ncga;e,e) et Lc(a;s,e)



71

Démonstration @

Posons C = L(a;(F(a(n)), E(a'(n)))) , B= N(a;(F(a(n>), E(a'(n)))) .
Le couple € = (F(a(n)), E(a'(n))) vérifie 1'hypothése d'équiapproximation. Done
B s'identifie algébriquement au dual de C pour la dualité

<cbs>=<u, a8b> (£,(&,8), 5 (€,€))")

ol u est un élément quelconque de £(€,e) tel que u(a) = c¢ (ef. th. 2.1,

ch. 2, § 7). D'aprés la proposition a ® b = H + G 40l HeB(E(a(n)), F(a'(n))) et
GeB(F(o'*™), E(a'*™)) . Si on représente H , Get u par leurs matrices res-
pectives dont les caractérisations ont été rappelées ci-dessus (cf. proposition
3.2), on peut écrire :

<cbs= v u, . (H.+G,.)
i 1037

la série du second membre étant absolument sommable. On a alors

<csb>s=3x (gu,.a.)b.=xc.b. .
g1 W d oy a0 C.Q.F.D.

NOIT : Conditions d'existence d'un espace intermédiaire entre un espace de Kdthe

nucléaire et son dual.

(n)

Nous supposerons dans ce paragraphe que la suite ¢ vérifie les conditions sui-

vantes ¢

1) Condition de nucléarité (H) (cf. § 1) (t)
o

2) Condition (H®) : Il existe un entier to positif tel que inf oy >0 .,
n

()
Dans 1'hypothése (H®) , ona ¢« i = et F(a(n)) =g , donc a fortiori

Flo n)) = E(o n)) . On peut alors appliquer les propositions du paragraphe 9 du
chapitre 2, qui vont nous conduire & des conditions d'existence d'un espace inter-
médiaire non trivial pour le couple (F(a(n)), E(a(n))) .

™) e 2 Fa™)

Soit a un vecteur de E(y n'appartenant pas a
position 3.1, l'espace N(é;(F(a(n)), E(a(n)))) est 1'espace des suites b = (bj)

telles que la suite double (ai b.) puisse se décomposer sous la forme Vv + w |,

. D'aprés la pro-

ou les suites v = (vij) sy W= (Wij) sont telles que pour un couple d'entiers

(mo,no)eﬂ x 8 convenable, et pour tout couple d'entiers (m,n)eN x N , les suites

(« §m°) vlJ/ §n)) et (o (no) A / (m))

soient bornées. Il en résulte la :
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PROPOSITION 3.4.- Pour gqu'il existe un b-espace intermédiaire faiblement topolo-
( ; )
)

giquement non trivial pour le couple (F(o'/), E(y , il est nécessaire gque

la condition suivante soit réalisée :

On peut trouver deux applications strictement croissantes k - :'|.k et k'~ Jier
de W dans ® , deux entiers (my , no)elN x N , et deux entiers

ryr' , (ryr')elN x N,

tels que :
Pour tout (myn)elN x N , il existe une constante Cm >0 » telle gu'on ait

pour tout (k,k")elN x N :

(m ) (n))
oy oy
(1) 1 =c k. ok
(r) )y - °mn Zni (m)
(s ") oy ) o oy
1 g Jge k

Démonstration :

D'aprés la proposition 2.23, pour qu'il existe un b-espace intermédiaire faible-
ment topologiquement non trivial pour le couple (F(q(n)),.E(Q n))) , i1 est né-
cessaire (et suffisant) qu'il existe une suite a de E(y n)) n'appartenant pas
a F(a(n)) telle que

NasFG™), B £ 56) ,
puisque le couple (F(a(n)), E(a(n))) vérifie la propriété d'équiapproximation.
Supposons donc l'existence d'une telle suite a = (ai) . Scit b = (b.) une suite
de N(a;F(a(n)) , E(a(n))) qui ne soit pas dans F(a(n)) . Dire que i et b ne
sont pas dans F(a(n)) signifie qu'on peut trouver deux entiers r et r' , deux
applications de N dans N , k — ik et k'wr jk' strictement croissantes, et
une constante [ strictement positive telles qu'on ait pour tout entier k

(r*)

ay | zu et |o) b | ST

o™ .
T Kk Jgr Jgr

Mais la suite b est dans N(a;F(a(n)), E(a(n))) . Utilisons la décomposition de
a, bj explicitée dans la proposition 3.3. Il existe deux entiers T et n, po-
sitifs tels que pour tout (myn)eN x N , il existe une constante strictement posi-

tive ¢ telle que
mn

FmO) g(r) a'(.r') Q/(.nO) ygr) Q'(.r')

ke ko4 9y TR e
(n) »(m) =C%n ¢
I 4
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ce qui démontre la proposition.

(n)

Introduisons maintenant une nouvelle condition (H®) sur les suites ¢

1)_Pour tout couple d'entiers * (m',m")eN x N , il existe meN tel que la

[
suite o™’ o / «'™ soit bornée.
2) Pour tout n entier assez grand on peut déterminer une constante
c, > 0 telle que

(n) _, (n)
i n%

1A

pour tout (i,j) tel que i=j .

Si les hypotheses (H), (H®) et (H®) sont réalisées, on peut mettre le cri-
tére (I) de la proposition 3.4 sous une forme (II) plus maniable qui apparait
comme une condition suffisante d'existence d'espaces intermédiaires non triviaux

pour le couple (F(a(n)), E(a(n))) . On a de fagon précise la

PROPOSITION 3.5.- Supposons que les hypothéses )y, (®) et (H®) soient réa-

. . n s 92 s 24 2 .
lisées par les suites . Considérons les propriétés suivantes

(1 ) Condition (I)(%®)
(11 ) Condition (II) :
Il existe un couple d'entiers (mc'),né)sl\l x N, un couple d'entiers (r,r')elix N

et deux applications strictement croissantes de N dans N , k— :|.k et k'~ jk'
tels que pour tout entier meN soient réalisées les deux inégalités

a(n(')) a(r) d(mé) (r')
Jiee i i Jier
(II) ) .I'l‘m. ) _kﬁr;yl >0 et L_lm N im)k_ s 0
Jk' = 1k Q’ik ka =1 k ijk'
k - k --
k' 5 o k' - o

(111) I1 existe aeE(o,(n)) tel que N(a'(F(q(n)), E(q(n)))) soit un espace in-
termé re ébri Q ement non trivial pour le couple

(F(e'™), EG'™)) et que 1tiniection naturelle de L(a;(F(a'™), E(™))) dans
E(q(n)) ne soit pas un homomorphisme faible.

On a les implications (i) = (ii) « (iii) .
Démonstration :
Supposons les hypothéses (H), (H2) et (H®) réalisées.

1) On a manifestement (i) = (ii) .

(26) cf. proposition 3.4
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Si les inégalités (I) sont vérifides, pour tout couple d'entiers (mo,no) , on
peut déterminer un couple d'entiers (mé,né) tel que
(m ) (m'5
o ° a(r) shog °
1]
(1) (no) (r") (no)
o o
oi A désigne une constante strictement positive. On suppose mé et né assez
1 3l
grands pour que les suites 1/0,(m°) et 1/o[(n0) soient bornées (condition (H2))

| 1
et que les suites a(mo et a(no) vérifient le second point de la condition (H®).

On a alors en portant (1) dans (I)

(m‘;) (r') (n(')) (r)
e Y M Oy
O<Vpn< wy m
Cl/jk' Olik

avec =1/c A .,
Ym,m /m,n (m') (nc,))

N s . . 3 s o
D'apres la condition de croissance imposée aux suites o et o s On

peut déterminer deux constantes C et C' strictement positives telles que

(m?) (m?)
a.oqu.o , pour j=1i
i J =
(n') (n!)
o y o S sy
o3 =C o5 s pour j'=i' .

On aura done pour j, = i 1'inégalité

(m(')) (I‘) (né) (r)
. s

. o o
o< <c ka Jygr . 'Jk' 1y
Ym9n a'(n) a(m) ‘
Jgr 1

On vérifie que la réunion des hypothdses (H') et (H®) entrafne la propriété
que : quel que soit le couple (mc'),r') d'entiers, il existe un entier n pour
1 L
lequel la suite d(mo) a(r ) / a(n) tend vers O & 1'infini, Donc pour que vy

myn
soit strictement positive, il faut que

a(né) (X(r)
: Jer he
(2) Lim —Tw > o .
‘jk' = 1k Q/im

k' 5

k
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On aura de fagon symétrique, en intervertissant les r8les de ik et jk' la con-
dition

C[(l’flc:) (r)
i Jier
3 Lim —ig—rﬁy—g— >0 3
Jk' =lk Oljk'
k - 0
k' 5 o

ce qui montre que (II) est vérifié si (I) 1'est et établit 1'équivalence de (i)
et (ii).
2) Montrons gque (ii) = (iii)

Supposons que la condition (II) soit vérifiée pour deux suites (ik), (jk,) don-
nées, deux entiers r,r' , (r,r')eN x N , et un couple (mé, né) de N xN .,
Nous allons construire un espace N(a;(F(Q/(n ), E(a(n)))) distinct de F(y nly et

de B .

I1 est toujours possible de supposer r et r' supérieurs & l'entier to donné

dans 1'hypothése (HZ) .

Posons
0 ,si 1#4i 0, st j#g,
a3 T 4 G 1o P,y 1 G e
_(;)"’ =1 -_(?T), J = Iy
O[ik O{jk'
Posons encore @
vij =2y bj si i>j5 , vij =0 , si i=]]
Wij =0 si 1> ’ Wij =2, bj y S1 i=3 .

On a alors pour tout (i,j)elN x N ay bj = vij + wij .

Les suites a = (ai) et b= (bi) ainsi construites sont dans E(a(n)) .

En effet nous avons supposé la suite —r%-y bornée, r=zt et r'= to .
o

[
. . (r)y_1 (r')y.1 PR

Il en résulte que les suites (o' ) et (o ) sont majorées & une constan-

\]

te prés respectivement par les suites ¢ T et a(r )

dans F(a(n)) , puisque a.a(r) et a(r

. Ces suites ne sont pas

\J
).b ne sont pas sommables,

D'autre part les inégalités (2) et (3) montrent que pour tout m et tout n ,

les suites
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°’3(Lm) (n)
ECORET I I '%‘) 13
o s

. J

sont bornées, C'est-d-dire d'aprés la proposition 3.3, que b est dans

N(a3 (F(e™), B ™))

I1 reste & montrer que N(a; (F(a(n)), E(o,(n)))) est distinct de E(Q,(n)) ot
que sa topologie n'est pas celle induite par la topologie de E(a(n)) . Ceci va

résulter du lemme suivant :
LEMME.- Si la suite (d(n)) vérifie la condition (H®) , la propriété
Na; (™), B™))) i E(o™)

équivaut & la propriété : a appartient & F(q(n))

Démonstration :

Si a est dans F(o,(n)), L(a;(F(a(n)), E(o,(n)))) = F(q(n)) (ef. ch. I § 5,
remarque 1.6). D'autre part, en vertu du théoréme de dualité (th. 2.1.), son dual
s'identifie algébriquement & N(aj (F(a(n)), E(a(n)))) , done

Me;(Fa™), Be™))) = EG™)
alg
(n))

Réciproquement, soit a un vecteur de E(a(n)) n'appartenant pas & F(y
a n'appartient pas & N(a;(E(a(n)), F(a,(n ))) . En effet supposons le contraire,
alors la suite (ai aj) vérifiera les conditions (I). On pourra donc trouver deux
entiers r et r' , (r,r')dN x N , un couple (mo,no)el‘l x N , une application
de IN dans N strictement croissante k w i, , et pour tout m et n une cons-

tante strictement positive Cm telle que

(m)) (n,)

o (r) (r') (r) (r')
M % %

°m = (n) ’

o

" ik
pour tout keN . Ou encore, en utilisant la condition (H®) , il existera un cou-
ple (m' ,n')d\l x N et une constante ¢! >0 , tels que :

(m?) (n)

(3
« a
T
= -y + - pour tout kel
o n N m 9 9
" "
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ce qui est absurde, car lorsque k tend vers 1'infini 1'expression de droite tend

vers zéro. Ceci achdéve la démonstration du lemme et de la proposition 3.5.

Dans notre construction des suites v et w , telles que a®b =v +w , nous
avons posé vij=aibj si 1i=j , vij=0 si i<,]: ’, et wij=aibj si
i<j , wij =0 si iz j . Cette construction est générale comme le montre la
PROPOSITION 3.6.- Supposons que la suite q(n) vérifie la condition (H3) . Pour
que les suites a = (ai) , b= (bj) soient telles que aeN(bjE(y n))’ E(e'™))
il faut et i1 suffit que la suite double

aLibj si iz

vij=
0 si 1<

soit dans (E(a(n)) éﬂ F(q(n)))' et _gque la suite
0 si iz j

wij =

ay bj si i<
soit dans (F(o{™) &, E(o™))
(c'est-a-dire qu'il existe (mo,no)el\l x N tel que pour tout (myn)eN x N les

suites
a(n) o[(nu)
. j 1
i) ot | Ty
Qi Q/j

soient bornées.)

Démonstration :

Soient a et b deux sultes de E(a(n)) telles que beN(a;(F(a(n)), E(a(n)))).
On a ¢

ay bj =iyt Wy (1,5)eN x N,

et on peut déterminer deux entiers m et n, tels que pour tout meN les suites

(m) (m)
[’ + in
Vi3 ino) " Ty
Q’i CYj

soient bornées.

On a donc pour tout (myn)eflN x NN
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(m) () (m)
a. b % =c e %5 + c! (i,5)elN x N
1 J_(E;) = mnm) n ? sJ X ’
! 4 %09
ou e et cﬁ sont des constantes indépendantes de 1 et j .
Q/(no) (m)
.. . i i . .
Si j=zi1 , pour n assez grand -T;;F—_T;) tend vers O uniformément par rap-
O[j CYj
port & j quand 1 - . La suite
(m)
ij %
mo)
o~

est donc bornée. On verrait de méme que la suite
(n)
Wy s o
Zno)

%

est dans g= . La condition de la proposition 3.6 est donc nécessaire.
Réciproquement si a = (ai) et b = (b.) sont deux suites vérifiant cette méme

condition, elles sont manifestement dans E(a<n)) et beN(a;(F(a(n)), E(a(n))))

d'aprés la proposition 3.3 ce qui achéve la démonstration.

Soit A un sous-ensemble infini de N . Notons &(A) = (@i(A)) la fonec-

tion caractéristique de A . Soit r wun entier positif tel que

ieN °?

. (r)
pf oy’ >0
(i1 suffit de choisir r = to) on a la

(n)

PROPOSITION 3.7.- On suppose gque la suite vérifie la condition (H3) .

Alors 1'espace

N(i%% i F™), 56M)))

est 1'espace des suites b = (bj) telles que pour un entier nodN s les suites

(ng) 'y
betb°=—(-r;;-)
o

vérifient les conditions suivantes :
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(no) (m)
1) Pour tout meN : Sup [ (Sup |b. I) . o <+
ieA L gz Y ' .

2) Il existe moel\l , tel que pour tout melN , on ait :

(m )
(m) o
o [ oy o™ yfes ] <

Démonstration :

Soit b = (bj) une suite de ‘ N(?%g H (F(a(n)), E(q(n))))

D'aprés la proposition 3.6, il existe un couple d'entiers (m('),nc'))eﬂ\l x N, tels
que pour tout m'eN , on puisse trouver une constante <*rictement positive Cp
telle que @

) (1)
o (oA

1) [bsl = op —J— , pour tout j =i et tout ieh ,
.

A
Q

i

[e]

(ml) 0[(r)

1IA
1A
8

2) Ib.l =c, =S ,i , pour tout i€A et tout
, 3 m az'm )

J
(m$) (r) (m,)
o

On doit donc, en majorant ¢ par une suite ¢ ° convenable, détermi-

ner une constante Yyt > 0 telle que

(m_)
e . L.
lbjl =Yy T(mv) o POUT tout ieA et tout j =i .
o
J
On a donc la condition 2) de 1'énoncé.

Soit melN . Il existe d'aprés (H®) wun entier positif m' tel que la suite

.

a(r) a(m) / cy(m ) soit bornée par une constante strictement positive finie, que
.

nous désignerons par Km . En majorant a(r) / o{(m ) par Km/a(m) dans (1), on

obtient la condition 1) de 1'énoncé.

Réciproquement, supposons les conditions 1) et 2) de 1'énoncé réalisées. Soit

meN , on a pour tout dieA @

(n) c c (y.(r)
Sup |b. OB B >
s 3 1= (m) () (m, °
J=1 o5 as 5
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ou ey désigne une constante strictement positive. La suite (o,(r))“?l est bornée
par hypothése, on en déduit la condition (1).

On détermine d'autre part, une constante 01:1 > 0 , telle que pour tout ieA :

b (m) ] ‘' (mO) cl:l (mO)
?’g by oy scp oy = —In?;(?) oy oy .
= oy

La condition (2) est donc réalisée. Ceci achéve la démonstration,

COROLLATRE 1,- Supposons que la condition (H®) est réalisée et gqu'en outre pour

tout neN , o, tend vers 1'infini avec i .

Soit aeE(a(n) . Une condition nécessaire pour gque l'espace
Na; (Fa™), E™)))

soit algébriquement non trivial, est qu'il existe un sous-ensemble infini A de
N , un entier noeN s tels que pour tout meN on ait :

(n)
Sup [(Sup lajno l)(&g laj a§m) |)]<m .
L JS '

ieA j=i i
Démonstration :

Soit aeE(a(n)) . Nous avons vu (cf. prop. 3.5.) que pour qu'il existe

beN(a3 (Fl™), ™))
b n'appartenant pas & F(a(n))
ensemble infini A de N , tels que la suite c = &(4) / a(r) appartienne a
N(a3(Fle™), BGa™)))
Mais pour que ¢ soit dans N(a;(F(Q,(n)), 5 ™))) , il faut et il suffit que
a appartienne & N(C;(F(q(n)), E(a(n)))) (cf. ch. IT 3 § 9, prop. 2.24.)
Appliquons la proposition 3.7. Les suites a et c¢ vérifient les inégalités 1)

, 11 est nécessaire qu'il existe reN , un sous

et 2) formulées dans cette proposition. On obtient alors le corollaire en rappro-
chant ces inégalités.
Notation :
Si A est un sous-ensemble de N on pose pour tout ielN :
i7(4)
1(a)

Sup {jeA ; 3<i} ,
Inf {jeA; j=z1i} .

On peut alors énoncer le

COROLLATRE 2,- Supposons, les conditions du corollaire 1 étant réalisées, que les
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suites ¢

() soient toutes croissantes & partir d'un certain rang. Pour qu'il
@)y, B ™)) a1gé
. o

existe un espace N(a;(F(y algébriquement non trivial, il faut

‘on puisse déterminer deux sous-ensembles infinis B et C de N , CcB et

un_entier modN s tels que pour tout melN , on ait :

ey
Lin -8
s ——-Y oy

ieC
Démonstration :
S'il existe un espace N(a;(F(a(n)), E(a(n)))) algébriquement non trivial, on

pourra trouver un sous-ensemble infini B de N , et un entier rell tel que 1l'es

M(HE) 5 6, ™))

o

pace

soit algébriquement non trivial., On doit donc trouver, d'apres le corollaire 1, un
sous-ensemble infini C' de N , et un entier noel\l tels que pour tout melN

(m)
(1) Sup Sup Tj— Sup 4 <+ o
ieC']| j=i (r j=t (r)
JjeB % % jeB %3
1
Soit no'cN tel que q(no) minore q(n"). a(r) . Pour tout nelN , il existe
un entier no. tel que la suite a(n) soit majorée par la suite
b
\]
(mn )
= .
L'inégalité (1) est vérifide pour m=m , Oon aura encore pour tout nelN ¢
: n,r
(n)
Sup Sup —(-— . Sup o. <+ o
ieC'|| j=1 ) j=t 3
jeB % JeB
En particulier, il vient
(n')
(2) Sup Q/(m) o +° <+ o
ieC' 37(B) i'(B)
Pour ieC' , on a :
+ + .+
(17(B)) (B) =1 (B)
+ - -
@€ @N7(B) =17(B) .
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Posons C= U i+(B) , la condition (2) s'écrit encore
ieC*

1

Sup a(m) afno) )< + o
ieC i7(B)

Ceci doit avoir lieu pour tout meN . Puisque la condition (H®) est réalisée et

. m PP
que les suites ¢ tendent vers 1'infini on a encore

(n*)
Lim o,(“‘) °’i° =0 , C.Q.F.D.
iow 17(B)
ieC

REMARQUE 3.1.- On peut encore écrire cette condition : il existe une application
de N dans N strictement croissante k W et un entier moeN s tels que

pour tout melN on ait :
(m) / (mo)
oy oy
k »ew 2k-1 2k
N° IIT : Application

Espaces intermédiaires entre un espace de Fréchet nucléaire possédant une base
et son dual.

Rappelons un résultat de Mitiagin ([31]) qui va nous permettre d'associer & tout

espace de Fréchet nucléaire possédant une base un couple d'interpolation.

On dit qu'un espace localement convexe F posséde une base de Schauder, s'il
existe une suite (xk) de F telle que pour tout x de F , il existe une suite
de nombres (ck) unique vérifiant

©
x = i; o K s

série convergente mais non nécessairement sommable, Une suite (xl;) de vecteurs

de F' forme par définition un systéme orthogonal & (xk) , Si pour tout
(Jok)el x N,

on a x;'j(xk) =6y s ol 6jk désigne 1'indice de Kronecker. Un tel systéme or-
thogonal existe toujours lorsque F est du type (%) . On a alors le

THEOREME (cf. Mitiagin [31]) Soit F un espace de Fréchet nucléaire possédant

une base (xk) . Désignons par (pn) une suite croissante de semi-normes définis-

sant sa topologie et par (xlz) un_systéme orthogonal & (x ) . L'application

X - (x,l;(x))kdN , st un isomorphisme de F sur 1'espace échelomné F(g ™)

s QU
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pour tout n la suite o,(n) est définie par :

(1) Q’l((n) = pn(xk) s kell .

Si donc F est un espace de Fréchet nucléaire possédant une base (xk) s On
peut, compte tenu de ce résultat, plonger F et F' dans CN & 1'aide des injec-
tions respectives

£t xm (g(x)) et £y : ¥y~ (y(x))

On désigne alors par % = (F,F';(xk);CN) le couple d'interpolation correspon-
dant. On obtient alors & 1l'aide des résultats qui précédent des conditions d'exis-
tence d'un espace intermédiaire quand on fait 1'hypothése que F'= F clest-d-dire

que F(a(n)) = E(a(n)) , Ol a(n) et la suite définie en (1).

§ 2, Interpolation entre un espace de Kdthe nucléaire défini par une suite de puis-

sances et son dual.

N° I : Préliminaires :

Soit B wune suite positive croissante, tendant vers 1'infini, telle que pour un
nombre positif t =, la suite B't° soit sommable. Nous noterons E(g) , F(B)
respectivement 1l'espace de Kdthe et 1l'espace échelonné associés & la suite a(n)
des puissances de la suite B . Une telle suite a(n) vérifie les conditions
(B) , (H®) et (H®) définies dans le précédent paragraphe. On en déduit que

les espaces E(p) et F(B) sont nucléaires et que F(p) = E(p) . On ala

PROPOSITION 3.8.- Il existe des espaces non triviaux N(a;(F(p), E(g))) , pour
le couple (F(g), E(B)) .

Démonstration @

Soit k . une application strictement croissante de N dans N , telle que

Y tende vers 1'infini(?7).

"I Y

On pose @ ik = Uy jk FUsiq s A=y {qu} » B= U {u2k+1} .
kelN kelN

pour tout o >0 , la suite B

On vérifie immédiatement & 1'aide de la proposition 3.5, que les suites &(A) et
®(B) sont dans E(g) , sans appartenir & F(g) , et que

(27) Il suffit par exemple de considérer une application croissante de R' dans
R 4 x+ £(x) , telle gue pour tout ¢ >0 , f£(x) x® tende vers 1l'infini avec
X . On définit par récurrence sur k |, Buk corme le plus petit des By » 1eN,

majorant f(auk 1) et on pose B, =B .
- ()
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3(B)eN(a(4);(F(p), E(p))) . C.Q.F.D.

REMARQUE 3.1.~- On pourrait de fagon analogue, envisager le cas du centre d'une
échelle de Riesz nucléaire (cf. [31]), c'est-a-dire considérer non plus toutes les
puissances d'une suite B , mais choisir ¢ o= B Hn s OU est une suite
strictement croissante tendant vers 1'infini. Nous ne nous y intéresserons pas ici,
bien que cette étude ne présente aucune difficulté supplémentaire, (sinon une dif-

ficulté d'écriture) par rapport au cas que nous étudierons.

Nous nous proposons de déterminer tous les vecteurs a pour lesquels les espaces
Nc(a; (F(B), E(B))) sont non triviaux, et de caractériser algébriquement les espa-
ces N(a;(F(g), E(B))) correspondants,

On introduit les

Notations :
Soit a wune suite de E(g) , A un sous-ensemble de N .

1) On note &(A) 1la suite caractéristique de A , et (:'Lk(l-\))k€IN la suite ordon-
née des points de A .

On appelle support de a , noté K(a) s le plus grand sous-ensemble de N en
dehors duquel la suite a est nulle.

On désigne par EA(B) 1l'espace des suites b de E(p) dont le support est con-
tenu dans A , muni de la topologie induite par celle de E(g) .

2) On note a(A) la suite a . &(A) . On pose la] = (lail)isl‘l , et pour tout

n -n
nel , a °)=(ai'Bio)i€N .

On dira qu'une suite b = (bj) domine a , ce qu'on écrira |b|<|a| s'il exis-

te une constante k > O telle que pour tout ieN on ait ]bi| = klai| .

On notera a'i la suite définie par

1 &) o
gt .

On désigne alors par E (B) le sous-ensemble de E(g) (noter que cet ensemble
n'est pas un espace vectonel) des suites a telles que a~ (E(B) (Ceci signifie
qu'on peut déterminer qel et une constante ¢ > O tels que |b | s(sj)q pour
tout JeK(a))

3) Pour tout r entier, on notera Kr(B;a) 1l'ensemble des entiers i de N tels

28 o
(77) On fait ici encore la convention o = 0 si ¢ et ' sont nuls.
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que
r
(py)” = |ay]
Supposons que afF(g) . On note R(B,a) le plus grand des entiers tels que
1'ensemble Kr-l(a) soit infini.

Si aeEo(B) , on pose R'(g,a) = R(B;a'1 . C'est le plus grand des entiers
rel tels que pour tout r' =r , r'eZ , il n'existe qu'un nombre fini d'entiers
appartenant & Kr,(a) sans appartenir & K r+1(a) .

Si a{Eo(B) on posera R'(g,a) = - » . On notera K(p,a) la réunion des en-
sembles Kr(g,a) , reZ , R'(g,a) < r < R(g,a) . Si aeF(g) , on posera

K(g,a) = 9 .
On dira que K(p,a) est le p-support essentiel de a .

4) On a déja défini pour tout sous-ensemble A de N les deux applications
ke k'(A) et ke k7(A) suivantes :

K'(A) = Inf {k'eA ; k' = k}
lk‘(A) = Sup {k"eA ; k" < k} (ef. §1) .
Soient A et B deux sous-ensembles de N , Pour tout ¢ > 0O , on pose
d"(g3A,B) = Inf (log B, - o log By-(gny)
o keA P k™ (B)

4+
d_(p34,B) = ﬁli (Log py*(py = o 1og fy)

On pose alors la

DEFINITION 3.1.-

1) On dira que l'ensemble A est dans la classe '%o(p) s 51 on peut trouver un
sous-ensemble infini B de A tel que pour tout o > 0 , on ait

d;(e;B,A) > -

2) On dira gu'un sous-ensemble B de N appartient & la classe ©(B;A) si pour

tout ¢ >0 , 0ona:
i) d;(B;A,B) S =
13 +
ii) da(g;A,B) >Se-0

Remargues :
1) On peut exprimer le fait que AE?;O(B) sous la forme suivante : il existe une
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application de N dans N , strictement croissante, o kC , telle que pour

tout ¢ > 0 , on puisse trouver une constante strictement positive c¢  telle que
o
o
i () % By W)
o o-1

pour tout celN .

2) Dans le cas particulier o g est la suite i~ 1 , nous omettrons dans tou-
tes les notations qui précddent d'écrire g . On aura, par exemple,

d:(A,B) , 2° , R(a) etc...

Nous écrirons (sg) pour E_ , (sA) pour E, .

Nous allons maintenant caractériser les espaces N(aj;(F(r), E(B))) non triviaux.
Nous effectuerons totalement les calculs dans le cas particulier de la suite
g ¢ 1~ 1 et nous nous contenterons d'énoncer les résultats dans le cas général,
laissant au lecteur le soin de vérifier que toutes les démonstrations s'adaptent
par un simple changement d'écriture,

N° IT : Interpolation pour le couple (s,s') .

En choisissant pour 8 la suite i~ i , on obtient pour F(g) 1'espace (s)
des suites & décroissance rapide. Son dual fort, noté (s') , est alors l'espace
de K6the des suites & croissance lente. Nous noterons (s,s') le couple corres=

pondant d'espaces de suites.

1) Propriétés des espaces N(aj(s,s')) .

Soit a wune suite de (s') . Appliquons la proposition 3.6 (§ 1 n°® II). Elle
permet de caractériser les éléments de N(aj3(s,s')) .

Critere (I) : Pour qu'une suite b = (bj) appartienne & N(a;(s,s')) , il faut et
il suffit gqu'on puisse déterminer (mo,no)eN x N tel qu'il existe pour tout melN
une constante strictement positive cm telle que

; n
, (1) !ai bj! sc i °© 3™ , pour tout i3 , (i,j)eNy N

@ |
i n
(@) Jay byl 2, 504", pourtout 123, (L xN . (*)

On a les

PROPOSITION 3.9.- Pour gue N(a;(s,s')) soit algébriguement non trivial, il faut
et i1 suffit que

%%

cf. note (33).



1) ae(s)
2) N(a3(s,s")) # (s) .

Démonstration ¢

Ceci est un cas particulier du lemme de la proposition 3.5 (§ 1 n° II). On en
déduit le

COROLLATRE.- Soit ae(s') . Si aeN(aj(s,s')) , alors ae(s) .

PROPOSITION 3.10.- Soient a , a, et a, trois suites de (s') . On a les

propriétés suivantes

(1) N(a3(s,s")) = N(Jal;(s,s")) .

(2) si 2] <&l 5 N(]a;|3(s,8") c N(Ja; |5(s55"))

(3) si a=a +a, , ob ae(s) , alors N(a;(s,s")) = N(a;5(s,s")) .
(4) si a, =msa, , ob me(s') , alors N(|al!;(s,s')) cN([aal;(s,s'))
(5) Nas(s,s") = M@ ;(s,6)) = 0@ &2 (5,61))

(6) N(2(B(a));(s,s")) c N(a3(s,s')) .

%

- 1’
Si ae(so)

N(a3(s,s")) = N(a~* 3(s,s"))

N(a(K(a));(s,s")) .
(7) si a((s(')) s a=a, +a,

N(a, 3(s,5')) n Nay3(s,s'))

N(la, 1+la, 15(sy8")) .
Démonstration @

Les points (1) et (2) se déduisent immédiatement du criteére (I).
Démontrons le point (4). Soit me(s') . Soient qeZ et K une constante

strictement positive tels que lmi[ =k 1 , pour tout ielN . Si
b = (bj)sN(a;(S,S')) s
le critdre (I) sera vérifié par cette suite, pour un couple d'entiers
(mo,no)el\l x N 4 et des constantes e, > 0, meN .
On aura

T our i j
P14 73 F o J s P > J

o’
A

no*e n
]ag,ibjlg(K cm)i J , pour i s j

Et pour 1i=j ,

1A

n
.=mq .o
|a2,i bj! (x cm) i 3 ,

87

(‘30) On note (s!) pour Eo(i) (cf. définition 3.1)
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ce qui signifie d'aprés ce méme critdre (I) que beN(la,]|;(s,s')) .

-Démontrons le point (3). Soit be(s') . Pour que beN(a;(s,s')) , il faut et
il suffit que aeN(bj(s,s')) (cf. ch. II § 6), donc que a-a,eN(b;(s,s')) ou en-
core que beN(a,;(s,s')) . C.Q.F.D.

-Démontrons le point (5). La relation N(a;(s,s')) = N(a(K(a));(s,s')) , appa-
ratt clairement d'aprées le critére (I).

La relation N(aj(s,s')) = N(a(K(a));(s,s')) est une conséquence de (3). En ef-
fet, écrivons a sous la forme

a=a.a(Ka)+a.s(Ka) .

La suite a . é(CK(a)) est & décroissance rapide. En effet 1'ensemble des indices
appartenant au support de a sans appartenir & Kr(a) s pour une valeur de /
r < R(a) , est fini par définition. Donc il suffit de voir que si

B = U K (a) ,
r=R'(a) T
la suite a(B) est dans (s) , c'est-a-dire que pour tout ¢ > O , la suite

(1215, (8) 1), ¢

est bornée., Ceci est clair puisqu'il n'existe par définition, qu'un nombre fini

d'indices 1 dans B tels que Iai . Qi(B)! soit minoré par i7%

LCx@,

. Done

et d'aprés (3)
N(a3(s,8M) = MK (,00))
ce qui établit (5).
-Démontrons le point (6). Nous venons de voir que
N(a;(sys")) = N(a.3(K(a));(s35")) .

Appliquons (4), il vient
N(8(K(a))3(s,5")) c N(a3(s,s")) .

Supposons maintenant que ae(sé) (c'est-a-dire que a~'e(s')) . Posons
K
o = 'a( \a))!

Par hypothése la suite ¢~le(s') et on a

oot = 3(K(a)) .
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I1 vient d'apres (4)

N(a3(s,s")) c N(a~le3(s,s")) = N(a(K(a);(s,s')) .
D'autre part on a :
o=a . d(KG@a)) ,
et en appliquant & nouveau (4), on obtient 1'inclusion :
N(&(K(a));(s,5")) < N(a3(s,s")) .
D'ou il suit que
N(e3(s,s")) = N(a(K(a));(s,5")) .
Appliquons (1) et (5), on obtient alors que
N(a;(s,s')) = N(&(K(a));(s,s')) .
Mais on a K(a) = K(a~!) , puisque R'(a) = R(a~!) par définition . Les égalités
suivantes s'en déduisent :
N(a3(s,s')) = N(a=3(s,s')) = N(a(K(a));(s,s'))
ce qui acheve la démonstration de (6).

~-Démontrons le point (7). Posons A, = K(al) et A, = K(ae) . D'aprés les i~
négalités (I), on a :

N(a(8, U A,);5(s,s")) = N(a(4,);(s,5")) n N(a(4,);(s,s"))

s

La suite |a,! + |a,| appartient & (s;) et K(lall +lal) =A ub, .
La propriété (6) conduit alors aux égalités

N(|a, I+1a,]5(s,s")) = N(a(4, U A,);(s,5")) = N(a,;(s,s")) n N(ay3(s,s')) .
Ce qui termine la démonstration de la proposition.
Pour qu'une suite b de (s') appartienne & N(a;(s,s')) nous avons déja noté
qu'il est nécessaire et suffisant que a appartienne & N(bj;(s,s')) . Appliquons

cette remarque aux espaces décrits dans la proposition 3.10, on obtient une forme

équivalente de la proposition 3.10 sous la forme de la

PROPOSITION 3,10'.- Soient a , a, , a, tirois suites de (s') . On a les
propriétés suivantes :

(1)' Pour que aleN(a;(s,s')) il faut et il suffit que [alleN(a;(s,s')) .
(2)* =i la,| < |a,] et si a,eN(a;(s,s')) , alors a,eN(a;(s,s"))
(#)r si a,€N(a;(s,s")) , pour tout me(s') , on a :

a, . meN(a3(s,s')) .
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(5)* Pour que aleN(a;(s,s')) , il faut et il suffit que

a, .5(K(a,))eN(a3(s,s')) .
(6)r si ale(sé) s les propriétés suivantes sont équivalentes
a) a,eN(a;(s,s"))
b) &(K(a,))eN(a;(s,s"))

c) arleN(a3(s,s')) .

Appliquons (6)' et (4)', on obtient le
COROLLAIRE 1.- On suppose gue ale(sé) . 53 aleN(a;(s,s'))

\ . ’ 31
(SK(al)) c N(a3(s,s")) ()

COROLLAIRE 2.~ 0On suppose gue alé(s) et _que as(sé) , alors si

K(a,) c K(a) ,

a,fN(a;(s,s")) .
Démonstration :
Appliquons la propriété (6) on a 3
N(a3(s,s')) = N(a(K(a));(s,s"))
Puisque K(a,) c K(a) on peut écrire :
N(2(K(a))3(s,8")) < N(2(K(a,));(s,5')) < N(a,5(s,s"))
(ef. propriétés (2) et (6)).

Par conséquent si la suite a, appartient & N(a;(s,s')) , on a aussi

1
a,eN(a, 5(s,8"))
d'ol une contradiction puisque cette derniére condition impose que ale(s) (cf,

lemme de la proposition 3.5). Donc a1¢N(a;(s,s')) . C.Q.F.D.

2) Caractérisation des espaces N(aj(s,s')) .

Nous allons maintenant donner des crit®res équivalents au critére (I). On a la

PROPOSITION 3.11.- Soient a = (ai) , b= (bj) deux suites de (s') . Les
cing conditions suivantes sont équivalentes @

(31) Si A cN on note (si) pour EA(i) , c'est-d-dire 1l'ensemble des suites
de (s') & support dans A (cf. définition 3.1 § 2).
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1) beN(a;(s,s')) .
2) Critere (I).
3) Critsre (II) :

T1 existe un couple d'entiers (mo,no)eN xN, m > R(a) , n > R(b) , et
pour tout melN , une constante Yy > 0 , tels que pour tout reZ compris entre

R'(a) et R(a) et tout r'eZ compris entre R'(b) et R(b) on ait les inépa-

lités :

Mo=T mtr?
1) 1 E 3 y pour j<i , iGKr(a) ) jGKr'(b)

n_-r'
(1) 3° =y, ™7, pour j

v

i ’ iGKr(a) ’ ijr'(b) .

1

4) Critere (III) :

Il existe un couple d'entiers (mo,no)eN xW, m > R(a) , n > R(b) , tel

que pour tout (r,r')eZ x & , vérifiant R'(a) < r < R(a) et R'(b) < r' < R(b),

on §uisse déterminer, pour chaque o > O , des constantes strictement positives
L

e et o f telles que pour tout isKr(a) , on ait :

o - o —_—

-1

. .mO .- - (r')
(1) 1 o @GE LB s e
r o

(ii) (i+(K '(b>))no-r . 370 > c(r)
l
r [°1

5) Critere (IV) :
Il existe un couple d'entiers (m_,n )eN x N , m_ > R(a) , n > R(b) , tel

que pour tout (r,r')ef x £ , vérifiant R'(a) < r < R(a) et R'(b) < r' < R(b) ,
T SYINES
b
o o

on puisse déterminer pour chagque > O des constantes finies k

sorte qu'on ait ¢

en

1 (m))

(@) oy ©1 . GO <k ek,

(n)
@ oy 1. @) <k e
(1i1) a . be(s) .

Démonstration :

-Les critéres (I) et (IT) sont équivalents. En effet, d'aprés les propriétés (5)

et (5)' des propositions 3.10 et 3.10', on obtient des conditions (I)' équivalen-

tes aux conditions (I), en limitant les valeurs des indices i et j & K(a) et
K(b) respectivement. Substituons dans les inégalités ainsi obtenues i¥ & a, ,
i

'
et 3T & bj , on obtient alors le critére (II).
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Réciproquement supposons que (II) est réalisé. Alors pour ieKr(a) n CK I_‘_1(.3)
et pour jeKr,(b) n Kr'+1(b) , 0nat !

mo mo+1
1 i . 13 . s
bl c=—=—,1.,j<— our <1i
'a']_ J Ym jm J Ym m=1 s P J ’
n, mo+1
la, b.|<—1-‘]—.i.j<i‘]——1- s pour i=j .
13 Ty Ym 3™

Ceci ayant lieu pour tout r et tout r' , on obtient les inégalités (I)' donc

aussi (I). Ce qui prouve 1'équivalence de (I) et (II).

-Les criteres (II) et (IIL) sont équivalents.
Supposons que (II) (i) soit réalisé., Il 1l'est en particulier pour ieKr(a) ot
j= i'(Kr,(b))) , ce qui donne

10 L@, ) ey

Si ¢>r' ,ona:

-l

30 L ETEL, N = T
r o

(r*) _
o = Yourp!
pour toute valeur de « >0 .

1]
« 51 o=r' , on pose c(r )= Y; o On obtient ainsi (II1) (1)

ou ¢ o

On obtient de la méme maniére 1'équivalence de (II) (ii) et (II) (iii), en posant

(r) r

pour tout o >r ca =Ya-r et pour tout ¢ - r> 0 : ccy =Yy
Le critere (II) entraine donc (III).

Réciproquement supposons les conditions (III) réalisées. Pour tout couple
(myn)el x N tel que mtr' =0 et ntr = 0 , les indgalités (II)(i) et (IT)(ii)
sont trivialement vérifiées pour toutes constantes Ym * Yn supérieures & 1 ,
puisqu'on a supposé mn > R(a) , n, > R(b) .

51 ntr' >0 et mr>0 , onpose g=mntr' , g = mr , Il vient en posant

B
LT

1A

y 51 1>3 iEKr(a) ’ jGKr'(b) .

1A

-1r!
Wi e s, s (a) , e, ) .

On obtient alors les inégalités (II) en posant
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Yy = Inf (1, yr(n")) .
Inf (R'(a),R'(b)) =0 = Sup (R(a),R(b))

Ceci montre 1'équivalence des critéres (II) et (III),

-Le critére (I) implique (IV).

En effet, il suffit d'écrire (I)(i) pour tout ieN , jeKr,(b) s R'"(b) <r'<R(b)
et de substituer jr' 4 b, dans ces inégalités. On obtient (IV) (i) en faisant
alors varier r' . On aura (IV) (iii) en limitant (I) (ii) aux indices ieKr(a)
et en substituant i* & a; » pour tout r compris entre R'(a) et R(a) ,
(IV) (ii1) en écrivant (I) pour i=j .

-Montrons enfin, pour achever la démonstration de la proposition que le critére
(IV) implique (III). Soit re€Z , R'(a) < r < R(a) . On limite les inégalités
(IV) (i) aux indices iGKr(a) et on minore aimo par 1¥-Mo pour de tels entirs
En faisant varier, on obtient (III) (i).

La restriction de (IV) (iii) aux entiers jeKr,(b) , R'(b) < r <R(b) donne,

. n, ng=r'
si on minore bj o/ par j°©

-n _+r'
3 ° 1% = kér)

pour tout ieKr(a) tel que i< j , jeKr,(b) .
On peut d'autre part d'aprés (IV) (iii) déterminer une constante finie k&(r)
telle que @

«n_+r'!
[¢)

3 . i"gk&(r) .

pour tout i=j , ieKr(a) ’ jeKr,(b) .
En joignant les deux inégalités écrites ci-dessus, on a :
-n +r’
.o a () (r)
J . 1 =Suwp (ka , ka )
pour jcKr,(b) , ieKr(a) s 1=j , en particulier pour j = i+(Kr,(b)) avec
ieKr(a) , ce qui conduit & (III) (ii) et achdve la démonstration.

Dans le cas ou on suppose que la suite ae(s(')) , cette caractérisation se simpl-
fie. D'aprés la propriété (6) de la proposition 3.10 on est ramené au cas d'une sui-
te caractéristique d'un sous-ensemble de N . On peut alors énoncer le

THEOREME 3.1.- Soit ac(s!) . Posons A =K(a) . Pour qu'une suite b = (bJ.)
appartienne & N(aj(s,s')) , il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
solent réalisées :
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(1) Il existe mel , tel que la suite p{mo) - (1:>J..J"’"o)j s Yérifie

la condition ¢ pour tout o >0 on a

. (mO) N2
) et [(js;pilbj s ] "0
ieA

(i1) Pour tout reZ , R'(b) <r < R(b) , et pour tout o > O

i (8 K ®)>-w . %%
Démonstration

Notons tout d'abord que la condition (i) implique que la suite b est dans (s')
et qu'on peut alors supposer m_ > R(b) . Il suffit donc, en vertu de la proposi-
tion 3.11, de montrer 1l'équivalence des conditions écrites ci-dessus et des condi-
tions exprimées dans le critdre (IV). On obtient immédiatement une telle équivalen-

ce en écrivant (IV) pour r =0 .

COROLLATIRE 1.~ Une condition nécessaire pour b = (bj)eN(a;(s,s')) est_que pour
tout r'€Z , Kr'(b) appartienne & la classe ©(4) .

Démonstration :
I1 suffit de remarquer que la condition (i) du théoréme 3.1 implique que pour

tout o >0 et tout r' compris entre. R'(b) et R(b) on doit avoir
+
da (4, Kr,(b)) >e® .

Cette condition jointe & la condition (ii) traduit, pa¥ définition méme, que
Kr'(b) appartient & la classe ©(A) . Pour les autres valeurs entidres de r' ,

Kr'(b) est un ensemble fini, la condition est encore trivialement vérifiée.

COROLLATRE 2.~ Soit be(sé) . Pour que beN(a;(s,s')) , il faut et il suffit que
K(b) appartienne & la classe &(&) .
Démonstration :
Les conditions (i) et (ii) du théoréme 3.1 peuvent s'énoncer sous la forme suivan-
te ¢
1°) Pour tout reZ , R'(b) < r < R(b) , Kr(b)eG(A) s
2°) 11 existe m el tel que pour tout o >0

o
mo—r

Inf <d+ (a, K (b)))mo-r S-w .
R'(b) < r < R(b) r

(32) cf. note (33)
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Puisque be(sé) s, R(b) <+ et R'(b) > -o ; donc le 2°) est une conséquence
du premier point. Mais la classe G&(A) est stable par réunion finie donc 1°) s'é-
nonce : K(b) appartient & la classe &(A) . C.Q.F.D.

3) Conditions de non-trivialité des espaces N(a;(s,s')) .

Nous allons maintenant, utilisant la caractérisation des espaces N(a;(s,s')) dé-
crite dans les propositions qui précédent, déterminer tous les vecteurs a de (s')

pour lesquels N(a;(s,s')) est non trivial.
En utilisant les résultats généraux du § 1, on obtient la

PROPOSITION 3.11.- Soit ae(s') , af(s) . Une condition nécessaire et suffisan-
te pour que N(a;(s,s')) soit algébriguement non trivial est qu'il existe un sous=-
ensemble infini A de N tel que &(A)eN(a;(s,s')) .

Démonstration :
Pour que N(a;(s,s')) soit algébriquement non trivial, il faut et il suffit qu'-

il existe reZ et un sous-ensemble infini A de N tels que
a(a) . i-reN(a;(s,s'))

(ef. corollaire 1 proposition 3.7). Mais &(A) . i_rc(sé) , i1 est donc nécessais
re et suffisant (cf. proposition 3.10) que &(A)eN(a;(s,s')) . C.Q.F.D

Utilisons maintenant le corollaire 1 de la proposition 3.10', il vient le

COROLLAIRE.- Soit ae(s') , afs . Pour que N(a;(s,s')) soit un espace inter-

médiaire non trivial pour (s,s') , il faut (et il suffit) qu'il existe un sous-en

semble infini A de N tel que :
(SA) c N(a3(s,s')) .
Nous allons maintenant pouvoir démontrer le

’ a{(s) .

Pour que N(a;(s,s')) soit algébriguement non trivial, il faut et il suffit qu'-
il existe un entier m > R(a) , un sous-ensemble infini B de N tel gque pour

THEOREME 3.2.- Soit ae(s')

tout o >0 , on ait gquel que soit r entier compris entre R'(a) et R(a) :

(mo)
. - _ 33
- ixmw[(j:lf l&; °D . @ (Kr(a)))"’]_o . %
ieB

Démonstration :
a) la condition est nécessaire.

(33) Signalons une erreur dans les inégalités du lemme 1 de [12], leur formula-
tion correcte figure dans le critére I de la page 81. En conséquence les énoncés de
la proposition et du théoréme de la page 2 de [12] doivent 8tre remplacés par ceux
des th. 3.1 et th. 3.2.



9% CHAPITRE III

Si N(aj;(s,s')) est algébriquement non trivial, il existera un sous-ensemble infi-
ni A de N , tel que le critére (IV) de la proposition 3.11 soit réalisé, Ecri-

vons ces conditions. On aura pour tout o > 0 :

(mo) Ne% (O) . . .
|ai | . = ka , pour tout jeB , iz j
o - a _ ()
et 3 . @G (Kr(a))) <k , pour tout jeB
pour au moins un couple (mo,no)dN x N kér) désignant des constantes finies.

On aura donc pour tout JjeB :

(m,)
(Sup laim° Do+ GTE () = (kr(f) k()
iz o o

Cecl ayant lieu pour tout o > 0 , on en déduit que

Lim [( sup |afm°)|) L @] = o0 ()
joetizg T :
JjeB

Ce qui démontre la nécessité de la condition.

b) la condition est suffisante.

Soient m un entier positif et B un sous-ensemble infini de N tels que la con-
dition (V) soit réalisée.

Notons (io)ch la suite ordonnée des points de B et posons pour tout geN :
(m))
- o' yy=-1
u = ( Sup Iai 1)

i=i
[e)

et pour tout reZ compris entre R'(a) et R(a)

vor = ()7 (a)
e = @)TE (a)

L'hypothése (V) s'éerit encore : Pour tout r€Z , R'(a) < r < R(a) et tout >0

Lim(u . (v )M =+w
[¢ O

g " ®

Nous allons montrer qu'il existe un sous-ensemble infini A de N tel que

2(A)eN(a;3(s,s'))

la suffisance résultera alors de la proposition 3.11. Nous allons pour cela déter-



miner une suite & valeurs dans N strictement croissante (jo)oeN telle que
(m,) o
(1) Pour tout @ >0 : ILim [( sup [a, 1) j] =0
o
c-w- 12z
(2) Pour tout @ > 0 et tout R'(a) < r < R(a)

Lim [jo . ((jc)'(Kr(a)))' °’] =4

o - o
La suite caractéristique de 1l'ensemble A = UEN {jo} sera un élément de
N(a;(s,s'))
d'aprés la proposition 3.11, ce qui démontrera notre assertion.
Démontrons tout d'abord le

LEMME.- Il existe une suite & valeurs entidres (j,)

97

vérifiant les deux condi-

oelN
tions suivantes :

(1) Pour tout @>0 , u_ . jg-.o quand o - o

o J
(11) Pour tout o >0 et tout reZ , R'(a) <r < R(a) , —-L—a — o guand
g =~ . (VU,I‘)

Démonstration :

Pour tout o > O et pour tout R(a) < r < R(a) ,

——La'—o“'w
(vc,r)

quand o - o , c'est-d-dire que quel que soit M > 0 ,

u
AL&.>M
(vo,r)

’

pour o assez grand, ou encore logu - o log vcT r> log M , soit
c ’

logu - log M

log v >o
OeT

pour o assez grand.

Donc chaque suite
logu - log M
——

log \g’r

tend vers + o . On peut se contenter de donner & M des valeurs entiéres, ces
suites sont alors en infinité dénombrable. Il existe donc, par le lemme classique

de Dubois Reymond, une suite (ch) tendant vers + » , telle que
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log ug - log M

>
log v o °?
g oo
pour o assez grand, c'est-a-dire
u
RS o S—
a L)
(v_)°
1%y

pour o assez grand, ce qui signifie que la suite

Choisissons maintenant une suite (g ) positive tendant vers 1'infini, telle que
o

pour tout o > 0 , la suite

a . Bc

o
[

tende vers O quand ¢ tend vers 1'infini. Pour cela il suffit (et il faut) que

N s N . o, . . .
Ec croisse moins vite que chaque suite zf s ce qui est toujours possible, gréce

encore au lemme de Dubois Reymond. Alors pour tout o > O 1la suite

tend vers 1'infini avec o .

1
Posons jc = ([uc] +1) BG s Ol [uG] désigne la partie entiére de u_ . On

voit alors, pour tout o > O et tout reZ , R'(a) < r < R(a) , que

La condition (ii) est donc vérifiée pour une telle suite.

Vérifions la condition (i).

Soit o >0 , on a pour tout o 1'égalité

-1+2
o B [ul+1)\of
u .j =u o BC-
[} o [ u

\ g
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(m ) m - R(a)
Mais u=<Sup la, Ot =1° R
o . 1 o
i=zdi /
[0}

donc u —-» quand o - , puisque m > R(a) . I1 en résulte que u_ . jg
o

tend vers zéro quand o - o , ce qui démontre (i). Le lemme en résulte.

Considérons une suite (jc) du type décrit dans le lemme.
Alors pour tout R'(a) < r < R(a) et tout o >0 :

(7R N L g e,

quand o = + o .
. -1 .o
En effet puisque pour tout o > 0 , la suite us e Jg " O lorsque o -+ , la

suite
S - =Y
[(10) (Kr(a)))] -3

tend vers 1'infini. On en déduit que pour tout r (ic§+(Kr(a))/jc -+ o quand

o -+ o . Donc pour ¢ assez grand, on a :

S G @) = v

Puisqu'on peut réaliser j0 > vc p Pour o assez grand, on a
L]
(X (a)) =v
(1) (@) = v
a4 partir d'une certaine valeur de o .

Donc pour tout o > O et tout r entier R'(a) < r < R(a) ,

(GIELDD . 5 ==
quand g - ®
La suite (jc) vérifie donc la condition (2) énoncée ci-dessus.

Pour achever la démonstration il suffit de montrer qu'il existe une sous-suite in-

finie de la suite (jo) vérifiant la condition (1).

Supposons qu'il existe une fonction strictement croissante k - oy de N dans N
telle que pour tout keN on ait

lcrk = JOk
Alors
(m.)
S . =
o, s oD =u,
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On a donc d'aprés la condition (i) du lemme

m

Lim ( Sup |a°).j°’=0

kow 12 i I %%
%%

ce qui prouve que si A = kLé'I\I [jo } , &(a)eN(a3(s,s'))
k

Si I) n'est pas vérifié alors dés que ¢ est assez grand, on a

i j tout N .
U>Jo s pour tout el

Alors, puisque pour tout o > 0O

(m )
( Sup laio DI &
izi °
o
tend vers O quand o -+ ® , il suffit pour montrer que la condition (1) est ré-
alisée par la suite (jo) de prouver que pour tout o > O , il existe ca >0 ,
tel que
(m)
o R
(sup [ai N . ig<e, -

3°§i<1c

T1 est clair qu'on peut se limiter aux valeurs entiéres positives de o . Soit
rocﬂ y To>0-m . Puisque la suite

pour ¢ assez grand, on aura vU r < ja s c'est-&i-dire, puisque jc <i , qu'il
[

’
n'existe pas d'indice i compris entre jc et io pour lesquels

-ro
a; = i .

Donc on peut réaliser pour ¢ assez grand :

m) =~-r -m -r -m
o . 0 o_. o ()
ai =1 §Jc ’
dés que j =i<i .
I} [}
On a donc
(m -(ro+m°)
(Sup  fa, O) . I =5
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D'aprés le choix de T, cette quantité tend vers O quand ¢ -+« . La con-
dition (1) est par conséquent réalisée et si

A= ogN {jc} , ®(A)eN(a;(s,s")) .

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

COROLLATRE,-~ Soit ae(sé) . Pour que N(a;(s,s')) soit algébriquement non tri-

£y

vial, il faut et il suffit que K(a) appartienne & la classe 7%° .

4) Propriétés des espaces intermédiaires pour le couple (s,s') .

PROPOSITION 3.13.- Soient A, et A, deux ensembles de %° 3 posons

a, = a(4) , a, =a4) .
Pour que (sé) N N(a, 3(s,s")) # (sé) N N(ay3(sys')) , il faut et i1 suffit qu'il
existe un sous-ensemble infini propre B de A, y 4, tel que
#(B)eN(a, ;(s,5")) y N(a,3(s,s'))

Démonstration :

a) la condition est suffisante.
En effet, supposons par exemple que &(B)eN(a,;(s,s')) . D'aprés le corollaire 2
‘de la proposition 3.10' , &(B) n'appartient pas & N(&(A, U A;);(s,s')) , puis-
que Bc A yA, . Mais

(s2) n Na(4, u A);(s,s")) = (s?) n N(al;(SBS')) N N(a,3(s,s"))

(cf. proposition 3.10) . On a donc

N(a,5(s,5')) n N(aps5(s,s')) 0 (s!) # N(ay(sy5")) n (s}) .  C.Q.F.D.

b) la condition est nécessaire.

Supposons que (sé) n N(a,5(s,s')) soit distinct de (sé) N N(ag;(s,s*)) .

On aura encore, soit
N(a,5(s45")) n N(ay;(sys)) n (s2) # N(a;5(s,5")) n (s8)
soit
N(a,;(s,5')) n N(ay3(s,5')) n (s!) # N(ay5(s,5")) n (s2)
Supposons par exemple que la premiére condition est réalisée. Posons
Ay =4 UA, , a, =38(a) .

Soit D un sous-ensemble infini de ® tel que

3"y of. définition 3.1 ; §2n° I .
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#(D)eN(a;(s,s')) et &(D)¢N(ay3(s,s')) .

Un tel ensemble existe d'aprés la proposition 3.10' . Appliquons le critére IV de

la proposition 3.11 & la suite C . Pour tout (m,n)sN xN , ona

(1) sup (37 . ()M <+w
ieD
(11) swp (1 . @ <tre .
ieD
On a

.- =1 =1 - . - .-
AN LT = @ LEN*T L (@eNT L aTe)?
Puisque @(D)cN(al;(s,s')) , le premier facteur du produit du second nombre reste
borné quand i parcourt D (critére IV). S'il existait une valeur de « telle

que (i-(Ai))'a . i-(AS) reste borné, on aurait, pour tout nelN :
=1 .- n '
Sup (4 @A) <+ (1" .
ieD
On voit de m8me que si, pour une valeur positive de g |, i+(A1).(i+(A3))-B res-

tait borné, on aurait pour tout nell :

-m
Sup((17(a)) ° . 1M <+ o (2v) .
ieD
Par hypothése &(D) n'est pas dans N(aa;(s,s')) . L'une des deux conditions (1')
ou (2') n'est pas réalisée. On pourra donc trouver un sous-ensemble infini D' de

D tel que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

1) Pour tout o >0 :

e (1) . (") >° (3)
1eD"

2) Pour tout o >0 :
Inf (37(4) . AN so0 ()
ieD!'

Posans By = U {17()} et B, = U (1°(a)} .

On a, puisque A c A,

(17(a,))7(4) =17(8,)

et

]

e nt@) = 1%,
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pour tout ie€D' . Les conditions (3) et (4) donnent alors

Inf (1 . (74N so0 (3"
ieB,
Inf (17(4,) . 1) >0 (1) .
ieB,

On a d'autre part pour tout i de D' :
iT(a) . (@ teN =1 L @™
WEN™ L EANTw) =17 L GETs) .

Puisque la suite (D) appartient & N(a,;;(s,s')) , &(D') 1lui appartient et le

1A

critére IV de la proposition 3.11 est vérifié. On en déduit que pour tout o > O

Spp (3. AN <+w (5)
ie€B,

et o
Sup (17 . @A) <+ e (4)
ieB,

Ces conditions jointes aux conditions (3') ou (4') montrent (cf. proposition 3.11)
que 1'une des deux suites &(B,) ou &(B,) est dans l'espace N(a,;(s,s')) .
C.Q.F.D.

COROLLATRE.- Suppasons que A, c 4, . 5i N(a,;(s,s')) # N(a,;(s,s")) il existe
un sous-ensemble infini B appartenant & 1la classe 7°  tel que

1) A,cBch

2) (s§) c N(ay;3(sys))

3) (sg) n N(ay3(s,s")) = (s) n (sf) .
Nous allons alors pouvoir énoncer le

THEOREME 3.3.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires algébriquement et

topologiquement non triviaux pour le couple (s,s') , dont les intersections avec

(sé) sont deux & deux distinctes.

Démonstration :

D'aprés la proposition 3.13, il suffit de construire une famille d'ensembles de
7, (Ad) , a€l , telle que pour tout couple (a,@')el x I , ou bien ﬁy con
tienne un sous-ensemble infini appartenant & la classe 6<Ad') , ou bien Aa'

contienne un sous-ensemble infini appartenant & la classe G(A ) .
o

En notant que, pour o fixé, la classe G(Aa) est stable par réunion, on peut
procéder de la fagon suivante.
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Soit Ao un ensemble de la classe "z° 5 11 existe Ale;l? tel que A, soit
dans la classe @(Ac) (cf. corollaire 1, théoréme 3.1). On construit alors parré-

urr d sembles A de 7° définis par A _es(A cee U A .
currence des ensemble o e pa Pe(ou U p-l)

Les ensembles B_= Ao U ees U Ap répondent alors & la question. En modifiant

Ao s on obtiendra de nouvelles familles d'ensembles.

Nous allons voir maintenant que tous les espaces intermédiaires "raisonnables"

sont formés de suites du type décrit dans la

DEFINITION 3.2.- On désigne par &(s') 1'ensemble des suites vérifiant la condi-
tion (V) (ef. théoréme 3.2 ; n° II-3).

THEOREME 3.4,- Tout b-espace intermédiaire pour le couple (s,s') distinct de

(s) , faiblement topologiquement non trivial est contenu dans &(s') .

Démonstration :
Soit F un b-espace intermédiaire pour le couple (s,s') . Supposons qu'il
existe a dans F n'appartenant pas & &(s') . Ona :
(s) = L(a3(s,s")) s F = (s") .
Le théoreme de dualité (cf. ch. II ; § 7) donne
(s) = F' < N(a;3(s,s")) = (s")

Si a n'est pas dans &(s') , N(aj;(s,s")) aig (s) (cf. théoreme 3.2 ; n° II-3).

Donc 1l'injection de F dans (s') est un homomorphisme faible, ce qui contredit
1'hypothese.

o

5) Exemples d'ensembles de 72° .

A toute suite a = (ai) de (s) , a; > O pour tout i , on peut associer un

ensemble de la classe 72° .

On pose i, =[a ]+ 1 et on définit par récurrence :

. -1
i [(aik-l) ]

On a alors pour tout o > 0O

" -1 .

cette expression tend vers 1'infini puisque a€(s) , ce qui signifie que 1'ensem-
ble A= i n° .
le kHN {J.k} est dans 7

REMARQUE.- Soit a une suite de (s') dont le support essentiel appartienne &

%’ . Nous avons vu que tous les espaces (sé) ou Beg[K(a)] étaient des sous-es-
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paces de N(a;(s,s')) . Ce sont des espaces de suites lacunaires. Mais il ne fau-
drait pas croire que tous les éléments de N(a;(s,s')) sont des suites dont le sup-
port essentiel est lacunaire, c'est-i-dire d'une suite pouvant s'écrire comme somme
d'une suite de (s) et d'une suite lacunaire. Au contraire, nous allons montrer
que pour toute suite caractéristique d'un ensemble A = kléiN {ik} , Ol (ik) est
une suite strictement croissante d'entiers tels que pour tout o >0 ,

. -
Loy oo R
tend vers 1'infini avec k , 1l'espace N(&(A);(s,s')) contient des suites dont le

support essentiel est IN tout entier.

Soit (dk) une suite d'entiers positifs tendant vers 1'infini, telle que pour
tout k @

e < ()" < g

@k
et que l'ensemble kgl\l (ik) soit dans la classe ©(A) .
(Une telle suite existe d'aprés la proposition 3.8 ; § 2 ; n® I). Soit R unentier

quelconque. Posons w = (ik)()[k , et définissons une suite b = (bj) comme suit :

= (u)F
buk uk)

R~ . .
bu_k+p (uk+p) P » S+ P = 41"

< f rp,k

R-
b“k'P (u -p)

<ou

» 1 P<U-k‘ik ’

log Y

Tpok 1og(uk-p)

On a @ -
P
S IS D (u +p) oA
. up oy | = Sup R+l
L >ty P

D'autre part, on a pour p <u - i ¢

b(R+1) - 1
- T +
K () PO

1 -1
1_u.k(uk-§)<uk .
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On en déduit que

(R+1), _ -1
e o=
=k
Par définition méme de la suite (uk) , pour tout @ >0 , la suite ig . u£1
tend vers O , c'est-&-dire que _ Sup lbgR*l)I . i% tend vers O.
1 4

D'autre part, pour r =R , on a pour tout kelN
(L) () =w +R-1 .
Mais pour tout A >0 ,
i
(uk+>\)°’

-+ o quand k -+ o

puisque la suite s et W tendent vers 1'infini,

Y

La suite b = (bj) remplit donc les deux conditions de la proposition 3.11 (§ 2;
n° II-2) et beN(&(4);(s,s")) .
Montrons maintenant que X(b) =N .

Soit o un entier positif quelconque
1) o= w+ P , pour une valeur k entidre, avec p<iy 4 -

Alors ¢ appartient & KR_p(b) , et puisque :'Lk+1 - tend vers 1'infini avec
k , Kr(b) contient une infinité de nombres pour tout r =R .

2) 9= W~ P , pour une valeur k entiére, avec p > u - :'Lk .

Alors ¢ est dans KR—r .
P,k

. o . o
Soit o >1 , pour p > W~ 4o rp,k > o et puisque W - W o avee k,
on voit que chaque ensemble Kr(b) a une infinité de tels nombres.

Le support essentiel de b est donc bien N tout entier.(35) C.Q.F.D.

6) Remarques sur les espaces intermédiaires pour le couple (s,s') .

Nous avons vu (cf. proposition 3.11 et corollaire) que tout espace N(a;(s,s'))
algébriquement non trivial posséde des sous-espaces du type (sA) s A sous-ensem-

ble infini de N . Cette propriété suggére la

PROPOSITION 3.14.~ Soit F un espace intermédiaire pour le couple (s,s') (non

(35) Remarquons que R'(b) = - o .
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nécessairement b-intermédiaire), alors pour tout a€F , on a quel gue soit r en-

tier fini @ (sﬁr(a)) cF .

Démonstration

Soit F un espace intermédiaire distinct de (s) . Soit a wune suite de F
n'appartenant pas & (s) , r un entier compris entre R'(a) et R(a) . La mul-
tiplication par @(Kr(b)) est un morphisme de (s,s') dans lui-méme. Donc

a.@(Kr(a)) = ar

est dans F . On a le

LEMME.- Soit c une suite telle gue [c|<|a] , alors ceF .

Démonstration :
I1 suffit de montrer que ceL(a;(s,s')) c'est-a-dire qu'il existe uef((s,s'))

tel que u(a) =c .

On a pour tout jeN @

c.
= -l
;=% (6ij =) ey s
J
C.:
ol 5ij désigne 1'indice de Kronecker. Posons u]._'j = 6ij ;% , (1,3)eN x N .

On vérifie, grice & la proposition 3.3, que (uij) est la matrice associée & un
morphisme de (s,s') dans lui-m&me. Donc
ceL(a;(S,S'))(Bé) C.Q.F.D.
Mma a, = @(Kr(a)).acL(a;(S,S')) . Donc en utilisant le lemme

jr . @(Kr(a))eL(a;(s,s')) .

La multiplication par jR , R entier fini, est un morphisme de (s,s') , donc

L a(K (a))el(a;(s,8")

pour tout ReZ , et en appliquant & nouveau le lemme, on voit que toute suite de
(s') dont le support est contenu dans Kr(a) appartient & L(aj;(s,s')) . Autre-
ment dit (sk (a)) c L(a;(sys")) c F C.Q.F.D.

r

REMARQUE.- On pourrait directement étudier les espaces L(aj(s,s')) comme 1'a sug-
géré M. Zerner. Mais ces espaces sont plus difficiles & caractériser. On obtient ce-

pendant assez facilement en étudiant des séries

iE‘N T ol (uij)e.t((S,S')) R (ai)e(S’)

c.
(36) Avec toujours la convention g% =0 si cj et aj sont nuls simultanément.
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des propriétés de lacunarité des suites de (sé) qui appartiennent & un espace in-

termédiaire pour le couple (s,s') .

N° IIT : Cas général de 1'interpolation d'un couple (F(g) , E(p)) .

Comme nous l'avons énoncé au début de ce paragraphe, on obtient dans le cas géné-
ral de 1'interpolation d'un couple (F(g), E(g)) des résultats semblables & ceux
déerits dans le cas de (s,s') , en remplagant partout la suite g : i~ i par
une suite p arbitraire. Notons par exemple en analogie avec le théordme 3.1 (§ 2
n° II), 1le

THEOREME 3.5.- Soit aeEo(B) . Pour que b = (bj)eN(a;(F(B), E(g)) il faut et il

suffit que (m) -m
(1) IL existe un entier meN , tel gue la suite b ° = (bj B ) jeN vérifie

la condition ¢
Pour tout o >0

2 (m_)
Lim (swp |b. ) . (Bi)a =0
ieK(gsa) \ jz il 9
i+

(i1) Pour tout r entier tel que R'(g;b)< r<R(p,b), Kr(B,b) appartienne & la
classe G(B;K(a))(yﬁ-

COROLLAIRE.- Soit b = (bj)eEo(B) . Pour que beN(a;(F(p), E(p))) , il faut et
il suffit que K(B;b) appartienne & la classe &(g;K(a)) .

En adaptant la démonstration du théortme 3.2 (§ 2 ; n° II) on obtient aussitét le
THEOREME 3.6.- Soit aeE(p) , agF(B) . Pour que N(a;(F(g) , E(B))) soit algébri

quement non trivial, il faut et il suffit gqu'il existe un entier m, > R(psa) , un
sous-ensemble infini A de N tel gue pour tout o > 0 et tout r entiercompris

entre R'(a) et R(a) , on ait-:

Lim (('Sup_

(m,)
i-w\Jj=zi

25 l) + (e ()" >=°
ieA

COROLLATRE 1,- Soit aeEo(s) . Pour que N(a;(F(g) , E(p))) soit algébriguement

non trivial, il faut et il suffit que son support soit dans la classe "Zo(ﬁ) .
On obtient enfin de fagon analogue au théoreme 3.3, le

THEOREME 3.7.- Il existe une infinité d'espaces N(a;(F(g) , E(g))) algébriguement
et topologiquement non triviaux pour le couple (F(B) , E(g)) dont les intersec-
tions avec EO(B) soient deux & deux distinctes.

(37) cf, définition § 3 ; n° I,
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En transcrivant dans le cas d'une suite B générale la proposition 3.14, onéta-
blit la

PROPOSITION 3.15.- Tout espace intermédiaire pour le couple (F(g) , E(g)) dis-
tinct de F(B) , contient un espace EA(B) , A sous-ensemble infini de N .

N°e IV : Problémes des topologies

Tous les résultats que nous avons explicités jusqu'ici ne font pas intervenirles
topologies des espaces N(a2;(F(B) , E(g))) . On sait seulement que ces topologies
ne sont pas des topologies faiblement triviales d'espaces intermédiaires. Mais on
peut se poser & ce sujet quelques questions fondamentales dont nous n'aborderons

pas ici la discussion.

1) N(a3;(F(p) , E(B))) est-il quasi-complet? Ici, on est amené de fagon naturelle
4 se demander si l'espace (L((F(B) , E(B))))' est quasi-complet, ce qui serait vrai
si £((F(g) , E(B))) était quasi-tonnelé ([21]).

I1 serait intéressant de décider si £((F(B) , E(B))) est bornologique, car on
saurait alors en particulier que N(a;(F(g) , E(g))) est complet.
2) N(a;(F(g) , E(B))) est-il bormologique? C'est un sous-espace fermé de 1'espace

ultrabornologique (£((F(B) , E(B))))' (dual d'un espace (¥) complet). S'il est
bornologique, on pourra expliciter sa topologie, et, caractérisant 1l'espace des for-

mes linéaires bornées sur ses parties bornées en tant qu'espace de suites, on endi-

duira une caractérisation algébrique de tous les espaces intermédiaires pour le cou-
ple (F(g) , E(g)) .

3) L(a;(F(g) , E(B))) est-il quasi-complet? Si cela était, N(a;(F(g) , E(p))) mu-
ni de la topologie de dual fort de L(a;(F(B) , E(B))) (qui est une topologie d'es-
pace intermédiaire pour (F(B) , E(B))) serait bornologique. Ceci permettrait de
résoudre le probléme de savoir s'il existe des espaces intermédiaires non triviaux

pour le couple (F(B) , E(p)) qui soient bornologiques.

§ 3. Interpolation pour des couples d'espaces de distributions.

N° I.1 : Quelques exemples.
Si on peut définir un isomorphisme du couple (s,s') sur un couple d'interpola -
tion ¥ , appliquant les calculs effectués dans le cas de (sys') on obtiendravia

cet isomorphisme des espaces intermédiaires pour le couple F .

Rappelons quelques isomorphismes connus

a) Si p est un entier, p > 1 , nous noterons (s(P)) 1'espace des suites .

miltiples d'ordre p , (a.

4 ) I € T ..,ip)eNP , & décroissance rapide,
P
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(s'(P)) 1'espace des suites multiples d'ordre p & croissance lente, (s,s')P le
couple d'espaces de suites formé de (s(p)) et (s'(P)) . (2,2')P désignera le
couple d'espaces de suites formé des couples d'espaces de suites multiples d'ordre
p d'indices positifs ou négatifs Z(p) et Z'(P) , respectivement & décroissance

rapide et & croissance lente.

Considérons l'ensemble des suites multiples d'ordre p |,

I
P

. . P
. ) (11,...1p)cN .

On peut transformer un tel espace en fabriquant une fonction biunivoque cp de N

sur OF s Je gp(j) = (il,j,...,i j) qui satisfasse aux propriétés suivantes :
bl

P
L'image réciproque de

A = +d 44 ip) | 1, + .00+ i, = n}

est un intervalle Jn de N et J, < Jd est

K Kt ? c'est-d-dire que tout ¢ de J
inférieur & tout g de J

k

k+H

Mors & a = (a, , définie par

5 ) , on associe la suite (§j)

1...ip JeN

Ej = acp(j) , JeN .

Dans ces conditions l'application & ¢ awr & , établit un isomorphisme entre
(s(p)) et (s) d'une part, entre (s'(p)) et (s') d'autre part, qui conserve
1'inclusion naturelle et le produit scalaire., Autrement dit, elle établit un iso-
morphisme de (s,s')p sur le couple (s,s') . Nous noterons encore EP cet iso-

morphisme.

Par une méthode analogue, on établira un isomorphisme entre les couples d'inter-

polation (Z,Z')p et (s,s") .

b) Nous considérons maintenant T(p) , le tore & p dimensions, et son groupe
dual (Z( )) , 1'ensemble des systémes de n entiers (nl,...,np) . Aors (cf.
[36], tome II), la transformation de Fourier établit un isomorphisme entre le couple
d'espaces de distributions (g (T(P)), 8'(T(P))) des fonctions indéfiniment déri-
vables et des distributions sur le tore & p dimensions, et le couple (z,z')p .

(La conservation du produit scalaire est la formule de Plancherel).
¢) Considérons maintenant le systéme des fonctions de Hermite sur R soient :

1/l
2.() = o (= @) 2@ - q, (g 0%

- 2 -2
(38) Qn(x) = nlfﬂg/ ](_)m % , [f%] = partie entidre de

0

g
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(avec les notations de L. Schwartz), base orthonormée de IL2(R) . On montre que
([36], tome IT ; p. 117) fey(R) équivaut &

an(f) =T f(x).%%(x) dx nelN

est une suite & décroissance rapide. Pour tout Te¥'(R) , posant T(Jzn) = an(T) ,
on en déduit que T » a(T) = an(T)) , établit un isomorphisme de S'(R) sur (s').
I1 vient en outre T(f) =Z 2 (T) an(f) . Donc le développement suivant les fonc-
tions d'Hermite, établit un isomorphisme du couple (s,s') sur le couple (&£,3*)

d'espaces de distributions sur R .

Dans RP les systémes &£, L =2 x)e... YA (x.) forment un sys-
’ v 1.3, i, % i,7p

téme orthonormé de LQ(Rp ) , on en déduit de la méme manidre un isomorphisme entre

le couple (s,s')_ et le couple d'interpolation que nous noterons (“f’,,:f')p formé
des espaces de distributions Y(RP) et Y'(RP) . D'aprés ce qui précide, on a

donc un isomorphisme de (y,y')p sur (s,s') . Nous le désignerons par op

N° I.2 : Interpolation pour le couple (H(E) , H({0})) .

Soit  wun ouvert du plan complexe, nous désignerons par H(yp) 1l'espace des
fonctions entiéres sur le plan complexe, muni de la topologie de la convergence uni=-
forme sur les compacts de ¢ . Si W est un ensemble quelconque du plan complexe,
nous noterons ici H(W) 1'espace des fonctions holomorphes sur V muni de la topo-
logie de limite inductive des H(y) quand  parcourt la famille des voisinages

ouverts de W .,

On désigne par ‘%o le couple d'interpolation formé des espaces de distributions
H(C) et H({0}) . On peut établir un isomorphisme de Zo sur un couple

(F() , E(B))
comme suit

Posons Bj = kj , JelN , ou k est un nombre positif quelconque supérieur & 1,
L'espace F(g) ne dépend pas de la valeur choisie pour k . C'est 1l'espace des
coefficients de Taylor & 1l'origine des fonctions entiéres sur € . On peut 1l'iden-
tifier & l'espace des fonctions entiéres muni de la convergence uniforme sur tout
compact, & 1'aide de 1'isomorphisme (an) - (2w 3 a, Z") . Cet isomorphisme se
prolonge en un isomorphisme de l'espace E(g) des coefficients de Taylor qui sont
dominés par une suite (RJ) pour R > O » sur l'espace H({0}) des fonctions ho-
lomorphes & 1'origine, Cet isomorphisme respecte 1l'inclusion naturelle et le produit
scalaire. On a donc un isomorphisme ho de xo sur le couple (F(p) , E(p)) .
On peut alors utiliser les résultats généraux énoncés dans le paragraphe 2 n° III,

On sait donc qu'il existe une infinité d'espaces intermédiaires qu'on peut caracté-
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riser comme espaces de coefficients de Taylor & 1l'origine.

Les espaces N(f;¥)
Reportons-nous aux résultats généraux du paragraphe 2 n° IIT.
-La classe N, °(B) s'explicite comme suit :
Aea’(g) équivaut a :
I1 existe un sous-ensemble infini B de A , tel que pour tout o >0

d*(B3A,B) = Inf (4 - cA™(4)) > -
ol ieB

-Bes(p;A) si et seulement si, pour tout o > 0

d*(8;B,4) = Inf (1 - A™(B)) > - =
< o ieA
d”(p;B,A) = Inf ArB) - ad) > - w

ieA

Soit (:Lk)k N 0 une suite d'entiers positifs, qui vérifie la condition :
Pour tout ¢ >0 , ik+1 - °d'k tend vers 1'infini avec k .
Soit

e

(z) =5 &=
R

’(39)

THEOREME 3.8.- L'espace N(a;]&o) est_algébriquement et topologiquement non tri-

vial.
Pour qu'une fonction f de H({0}) , £(2) =% cn(f) 0 , appartienne &
n
N(a;%) ’

il faut et il suffit que

(1) il existe Ro supérieur au rayon de convergence de f tel que

(£) i
z (Suwp 'lili—'-) ZlkeH(C) )
k i=2 :Lk Rc>

(4i) Pour tout R> 0 ,

lk

z (Swp oy R) 2
k i<y

€H({0}) .

(%) 17(a) = sup {jehs 3 <1} 5 1T(A) = Inf {jeh; § = 1)
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On en déduit le

COROLLATRE.- Si (c(f))"1 = ((ci(f))-l)ieN appartient & E(g) , la condition du
théoréme équivaut & la suivante : le support K(c(£)) appartient 3 la classe
e(psA) , ob A=, uiy] .

REMARQUE 3.4.- Les espaces apparaissent comme peu naturels pour des analystes. Ici
encore on peut justifier le résultat. On peut opérer comme on 1l'a fait dans le cas

(s,s') , en montrant que dans tout espace intermédiaire pour le couple

(F(g) , E(p))

il existe un sous-espace du type EA(B) s, A sous-ensemble "lacunaire" infini de
N (ef. § 2 n° II, 5) ; proposition 3.14). On en déduit que si un espace intermédi-
aire pour ‘%;) était contenu dans un espace (£¥) on aurait EA(B) = F(L"o). (Ceci
grice au théoréme du graphe fermé ([19] ; préliminaires)). On voit ainsi qu'un es-
pace intermédiaire pour Zo ne peut pas 8tre contenu dans un espace de fonctions
holomorphes sur un compact de € distinct de {0} . (En effet ceci signifierait
que pour toute suite c¢ = (ci) de E(B) , la série ngA a, 2" serait convergente
en un point Z distinct de 1'origine).

On peut opérer également de fagon directe pour montrer qu'un espace intermédiaire
pour JEO ne contient pas un espace de fonctions holomorphes sur un ensemble V de
Runge du plan complexe distinct de {0} oude € . En effet, pour tout xC
ot pour tout feH({0}) , posons f)\(Z) = £f(32) . L'application u : f w £, est
un morphisme du couple ato sur lui-m8me. Si F est un espace intermédiaire tel
que H(V) sF , u se prolonge en une application continue de F dans F . Gré-
ce & la propriété que V est de Runge, on peut affirmer que le prolongement de u
& H(V) est encore 1l'opérateur de changement de variable Z e~ 32 . Donc F devra
contenir i H(W) = H({0}) C.Q.F.D.

N° IT : Interpolation pour le couple (:r’,;j")n .

Nous nous plagons maintenant sur Rn . Nous allons examiner plus en détail le
cas de 1'interpolation pour le couple (¥, )n . Nous avons dit dans le N° I de ce
paragraphe qu'on obtenait une infinité d'espaces intermédiaires pour (b",:{')n a
partir des calculs effectués dans le cas (s,s') . Les espaces N(T;(:l’,d")n) qu'-
on obtient ainsi n'entrent pas dans le cadre classique des espaces de distributions
utilisés en analyse (espaces de fonctions différentiables, duaux de tels espaces,
espaces de fonctions sommables etc...) Nous allons justifier ce résultat en démon-
trant une proposition sur la structure locale des distributions d'un espace inter-
médiaire pour (¥ ,J")n .

(40) Sous-espace des suites-d support contenu dans A
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PROPOSITION 3.16.- Scit F un espace intermédiaire pour (b",:f')n s

1) Si la restrictionde F & un ouvert Q de R non vide est f ormée de distri-

butions d'ordre uniformément. borné, alors F a]=.g SR .

2) Si la restriction de F & un ouvert contient une mesure de Dirac, alors

F = #'(R" .
alg

Démonstration du premier point :

On se raméne aussit®t au cas ou ( est un voisinage ouvert borné de 1l'origine,
puisque les translations et les homothéties sont des isomorphismes du couple

(2,2 )n sur lui-méme.

Soit Q un tel ouvert. La dérivation envoie F dans F ., Donc si @F , tou-
tes ses dérivées sont dans 1l'ouvert  des distributions d'ordre uniformément bor-
né, par suite @ est indéfiniment dérivable sur cet ouvert.

Supposons que F soit distinct de S(BY) . Alors cn(F) (M)

est un espace in-
termédiaire pour (s,s') distinct de (s) . Donc, il existe un sous-ensemble in-
fini A de N tel que (s‘z\) c cn(F) , ou encore g;ll(sA) cF , (§ 2n° I1.5 ;

proposition 3.14),

L'espace (SA) muni de la topologie induite par (s') est du type (£F) parce
que (s') estun (@¥)) , donc aussi 0;11(5;\) muni de la topologie induite par
celle de #'(R™) . Par hypothdse l'application de restriction de (™) & 1'ou-

vert (0 envoie o '(s!) dans &(Q) . Les applications de restriction de
n ‘SA PP.
-1 N ]
o (sA) dans 2'(Q)

et de &(Q) dans &'(Q) , qui est séparé, sont continues. Donc 1l'application de
o;f(s&) dans &(Q) est continue d'aprés le théoréme du graphe fermé ([20], préli-

minaires).

Une distribution S de c;ll(sA) est somme de sa série d'Hermite

S...

= 5 a £ ® ... & .
(Pyse-=pJec(a) PreeePp 7P P

1 n

ol "tk désigne la fonction d'Hermite d'ordre k . Donc, pour toute suite

(apl...n) de (S'(n))

la série écrite ci-dessus devrait converger dans €(Q) et en particulier & 1'ori-

gine.

(M) o, est 1'isomorphisme de (.‘f,-f')n sur (s,s') (ef. § 3, I/1).
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Posons apl"'Pn =py...p, . Quand k tend vers 1'infini ]KZK(O) se comporte

k"i/ b . On peut supposer que o(A) contient une infinité de termes de la

comme
forme (2k1""’2kn) . La série considérée n'est alors pas convergente, ce qui

contredit 1'hypothése et achéve la démonstration de 1).

Démonstration du 2éme point :

On suppose 12 encore que (2 est un volsinage borné de 1'origine, et on se ramé-

ne au cas ou la restrictionde F & ( contient la distribution de Dirac & 1l'ori-

gine, Démontrons tout d'abord le

LEMME.- Solent T,,..., T, , n distributions tempérées sur R .
Soit ae(s') . Si T1®...®Tn€L(a;(s,s');(&f,;f')n) , TieL(a;(s,s');(b",'d")l) ,

our i=1,2,...,n .

Démonstration :
Soient & ,...,& , n fonctions de J(R) telles que pour tout i = Lyeeosy

on ait ¢

<Ti’cbi>(y',3')1=1 .

Les applications uy terd ®...0 :bi-i ® e Qe ® <I>n sont des mor-

i+1
phismes de (¢,#'), dans (:f’,d")n , donc les t‘ui définissent des morphismes de
(€4 ,:r')n dans (£,¥'), . En appliquant la propriété d'interpolation on sait donc

que si T, ® ... ®T est dans L(a;(s,s‘);(tl’,a“')n) y Ty = t’u(Ti) est dans

L(a;(s,s');(#,9"),) C.Q.F.D.

Ceci permet d'affirmer que des espaces de fonctions m fois continuement différen-
tiables distincts de #(R") ne sont pas intermédiaires pour le couple .(-'f,\‘f')n .
En notant qu'un espace intermédiaire est stable par dérivation et par transforma-
tion de Fourier, on en déduit qu'un espace intermédiaire qui contient une fonction
constante ou une distribution de Dirac n'est pas intermédiaire. Ceci permet par
exemple d'affirmer que &;p , ® , &y + 0 , (yl'“) (42) etc... ne sont pas in-

termédiaires.

Les espaces N(T;(&f’,tf")n)
DEFINITION 3.3.- On pose eCfn) = c;j(e(s)) (ef. définition 3.2 ; § 2 n° II - 4),

C'est 1l'ensemble des distributions tempérées sur R? , T , telles que

N(T;(%,#") ) soit distinet de Y(R") .

(*2) of. définitions dans [36] et [40].
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C'est encore 1l'espace des distributions T de Y'(R”) dont la suite des coeffi-
cients du développement suivant les fonctions d'Hermite, a(T) = (ai(T)) 1P
est tel que la suite cn(a(T)) (LB) vérifie le critére (V) (cf. § 2 3 n® IT - 4).

THEOREME 3.9.~

1) Tout b-espace intermédiaire faiblement topologiquement non trivial pour
(.‘t’,.r')n distinct de ¥ (R") , est contenu dans e(v’n) .

2) si T(6(b"n) , T¢L(B®) Lles espaces L(T;(-Y,d")n) et N(T; (L )n) sont
algébriquement et topologiquement faiblement non triviaux.

Démonstration

Le premier point est une transcription du théoreme 3.4. (% 2, n® II - 4) & partir
de 1'isomorphisme o de (V,Y')n sur (s,s') .

On sait que si N(T;(:f’,:f;')n) est algébriquement non trivial, L(T;(,¥#")) est
topologiquement non trivial (cf. chapitre II ; § 9 ; proposition 2.23), ce dernier
est donc contenu dans G(tfn) done distinet de ¥'(R™) , il contient la distribu-
tion T et est donc algébriquement non trivial. Rappelons que N(T;(.’f,:f")n) n'est
jamais faiblement topologiquement trivial si T¢¥(R™) , sinon SN(T;(¥ ,f')n) le

serait aussi, ce qui contredit les relations
CHTE, N 5 UTEPN,) #YED

Ceci achéve la démonstration du théoréme.
COROLLAIRE.- Soit Tes(.‘fn) , n'appartenant pas & Y(R") , alors
NI, 0 et )

est distinct de 5'(Rn) .

Démonstration
D'aprés le théoreme N(T;(¥,¥ ')n) est algébriquement non trivial donc ne conti-

ent pas de distribution de Dirac en un point (prop. 3.16) C.Q.F.D.

Nous allons maintenant établir un théoréme d'existence d'une infinité d'espaces

intermédiaires algébriquement et topologiquement non triviaux pour (¥, ')n .
Soit £ une famille de suites de (s")) telle que pour tout

(a,,8)etx 28, a #a, ,

on ait

() ona: o(alm)= (D dA (er 8351,
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N(ay3(5,8%) 0 (s2) # Nay3(s,8") 0 (s3) . (M)

Posons \%=c;‘1( ) . Onale

THEOREME 3.10.- Les espaces N(T;(‘:f,:f')n) , Tet sont non triviaux, Ils vérifient
les propriétés suivantes

1) Pour tout meN , les espaces N(T;(&/,:f')n) 03'(m)(ﬁn) , Tet , sont deux &
deux distincts.

2) (Propriété de quasi-analycité) Pour que deux espaces N(T;(V,#")n) , Tef ,
cofncident, il faut et il suffit qu'il existe un ouvert non vide de Rn tel que

leurs restrictions & (Q cofncident.

3) Pour que deux espaces N(T;(¢ ,:r"')n) cofncident, il faut et il suffit qu'il exis-
te un ouvert non vide de R®" tel que leurs intersections avec 8,(0)(45 ) cofnci-

dent.

Démonstration du premier point :
Supposons que le résultat est acquis pour n =1 , Posons pour tout ae(s')

A(a) = Na;(s,8");(7,7"),) @ SED) +F(R) © N(a;(s,s");(#,9"),) @ F(R™Y) +

o +F@Y) ® N(a;(s,s');(#,9),) .

Soient meN , T, et T, deux distributions de & , on pose a, = C’n(T1) y

a, = On(TQ) .
Si N(Tl;(.‘f,.'f")n ﬂ-ﬂ'(m)(ﬁn) afg N(Te;(bf",)"')n) nﬁ'(m)(ﬁn) , alors toute distribu-

tion de k(a,) 02" (&) est, une distribution de Ha) n3* D@ |, Mais on

a le

1EMME,- Soient Sl,...,Snef'(R) tels que S, ®...®Sn€N(al;(s,s');(.‘f,:/')n) ,
alors Sig'N(al;(s,s');(.‘f',J")l) s pour i=1,2,,..,n .,

Démonstration

Elle est analogue & celle du lemme de la proposition 3.16.
Appliquons ce lemme, On a alors @

N(a,3(s,5");(#,9),) 02" ™ (R) = Nay;(s,8)5@0),) n2*™R)

soit encore :

(Lm) L;z)existence d'une telle famille a été prouvée dans le théoréme 3.3 ( § 2
n® IT - .

L
( 5 ) &'(q) = Espace des distributions & support compact dans ¢ .
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N(T:L;(:fs«f')x) n @'(m)(R) = N(Te;("],:f'):l) ﬂ@"(m)(R) ’

ce qui contredit 1'hypothése.

Reste le cas de n =1 . Appliquons le corollaire de la proposition 3.13 (§ 2
n° IT - 4). Il existe B c i(al) U R(ag) tel que (sé) soit un sous-espace de
N(a, ;(s,s')) oude N(ay;(s,s')) et que

(sp) n N(|ay | + |2, |5(s,5")) = (sf) n (s) .

Nous avons vu que Gal(sé) contient des distributions d'ordre arbitrairement

grand (cf. proposition 3.16). Et puisque

N(a,5(s,5")) n N(ay3(s,5")) n (sg) = (sg) n N(|a, | + [a,]5(s,s')) ,
il existe des distributions d'ordre arbitrairement grand dans 0;?(sé) qui ne sont
pas dans N(T,;(7,#'),) n M(T,;(,0"), ; ce qui démontre 1).

Mais la multiplication par une fonction de @(R™) est un morphisme de Cf,f’)n. .
Donc si qed(R™) ,ona:i o. °;3<Sé) c N(T, ;(#,%"),) u MT,;(S,9),) .

Soit  un ouvert quelconque de R" (non vide). D'aprés la proposition 3.16, il
existe oed(Q) et une distribution Ssoal(sé) tels que oS ne soit pas dans

3(Rn) . Mors oS n'appartient pas &
N(T 3" ) 0 NCTF0) )
En effet si cela était, on aurait :
o, (aS)eN(a, 5(s,5")) n N(ay;(s,s")) = N(|a, | + |ay]5(s,s"))
(cf. § 2 3 n°® IT ; proposition 3.10).

Puisque B c R(]all + laal) , N(]all + lael;(s,s')) c N(&(B);(s,s')) (3 2 ;n°II;

proposition 3.10). D'autre part comme cn(S)GSé , on a par la m8me proposition que
N(#(B);(s,s')) c N(o (5);(s,s")) .
I1 vient donc :
cn(aS)GN(cn(S);(S,S')) ’
soit
oSeN(8; (7)) ) .
La multiplication par @ est un morphisme de (¥,¥') . On en déduit que :

SeN(oS; (7,7) )
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qui impose que oSe/(R™) (cf. proposition 3.9) 3 § 2 3 n® IT - 1), ce qui est ab-
surde.

Autrement dit, si T, # T, , I, et T2€u€ , pour tout ouvert Q de R"

existe une distribution & support compact contenu dans ( , appartenant &

N(T,3(,9)) U NI (7,0),)

, il

sans appartenir & N(Tl;(if,:i')n) n N(Tz;(f:f,&")n) . Ceci démontre le trosime point,
le deuxiéme en est une conséquence.

On peut établir de fagon analogue la

PROPOSITION 3.17.- Il existe une famille infinie & de distributions & support
compact telle que les espaces N(T;(‘:/,J")n Ne' , Ted soient deux & deux dis-

tincts.

Démonstration :
. . . e oe s
Soit (Ai)iel\l une suite d'ensembles infinis de N , tels que A, , c A, , pour
tout 1 et tels que

N(2(A;,4)5(s,5")) n (s!) # N(a(A,)5(s,5")) n (s2)

Alors, d'aprés la proposition 3.13 (§ 2 ; n® IT - 4), on peut trouver des sous-en-
sembles infinis Bi de Ai , 1ielN , tels que :

N(a(A;);(s,8')) n (s}gi) =(s) n (Séi) , et (Séi)eN(q’(Ai+1);(S’s')) .

Ensuite, on détermine des distributions Tp de 0;11(51'3 ) et les fonctions ozp

de <D(R) telles que «_ T  soit un élément de N(&(A );(s,s')) , sans &tre
n P P P
dans 2(R") .

Mors les espaces &'(R™) n N(ozp Tp;(‘.:f’,:f")n) sont deux & deux distincts. En effet

puisque
T ¢N HEgA
% p¢ (ap P C )n) ’

il suffit de montrer que o TPGN(QIP_H{ Tp+k;(17’,:f') , pour tout k=1 .

Or, on a les inclusions (déja justifides dans le théoreme 3.10) :

cn(Tb)e(sép) c N(<I>(Ap+1);(s,5')) c N(@(Awk);(s,S')) c N(<I>(Bp+k);(5,s')) )

N(o72 (Q(Bp_'_k));(y"yt)n) c N(Tp+k;(3’,:f')n) c N(a/p+k TP_,_k;(if’,V")n) )

ce qui montre que
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ap Tp appartient & N(ap+k Tp+k;(‘f,:f')n) C.Q.F.D.

N° III - Interpolation pour le couple (3,&')n .

Nous désignerons par (e,e')n le couple d'interpolation formé des espaces dedis-
tributions e(R”) et e'(R") . Si x désigne le point courant de R ,

X = (xl,...,xn) ,
nous préciserons parfois (Cx ,6.}'{) .

Nous allons voir de quelle maniére on peut ramener 1'étude de 1l'interpolation

pour (6’6')11 a celle de (£,7' )n . Nous allons pour cela démontrer le

THEOREME 3.11.-

1) Si X est un espace intermédiaire pour le couple (5,8')n , il existe un espa-
ce intermédiaire Y pour (Jf,!')n tel qu'on ait soit X f Y n e'®Y) , soit
alg

X=e®) +YNneEr .

2) Si X est un espace intermédiaire pour le couple (¢ ,.f')n , il existe un espa-
ce_intermédiaire Y pour le couple (5,6')n tel que

Y ana'(Rn) .

al
Nous allons tout d'abord établir quelques propositions.

PROPOSITION 3.18.- Soit X un espace intermédiaire pour le couple (e,e')n , on

a

X = Xne®™) +xne@® .
alg

Démonstration :

L'espace X étant intermédiaire pour (6,6')n ,» les espaces X, = XN e(R™) ot
L, =Xn e'(R™) sont encore intermédiaires pour ce méme couple. On a (ef. th. 1.1}
ch. I; § 6)

(1) X = L(K5(8,60))) + LOG3(EEN) + gy B T;EEN,)

X UX,

Soit T une distribution de X , de la forme T, +T, , ou T,e€(R"). et
Tese'(Rn) , T, n'étant pas & support compact.

Soit «eR") tel que of, =T, . Alors (1=)T = (1-a)T, est une fonction indé-
finiment différentiable. La multiplication par une fonction de E&(R™) est un mor-
phisme du couple (8,8')n , done (1-@)TeX, et oTeX, . Il suit de 1'égalité (1)
que
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L((1=a)T;(€,e")y) + LlaT3(€,E%) ) c X
On a 1'égalité T = oT + (1=)T , donc
L(T;(E,e')n) c L(ozT;(s,C')n) + L((1-q)T;(6,6')n)

et

LEG(E,80,) = LK 3(EEN,) + LK;(E,e),) .

Les espaces X, et X, sont intermédiaires pour le couple (EL,Ei')r1 , ce qui si-

gnifie que X = L(X,l;(&,e')n) et X, = L(Xz(e,ﬁ')n) . Ceci démontre la proposi-
tion.

PROPOSITION 3.19.- Soit X un espace intermédiaire pour (&,E') , contenu dans
n _— n ———=
e'(R7) , alors

X 5, LGOS n e @)

Démonstration :
On a le

LEMME.- Soit Tee'(R™) , T n'appartenant pas a P(R”) , ona
(& (] _ v av v
UBEE,) 5 UTES) 0 e@)

Démonstration

Soit u une application contimue de D(R") dans D'(R") .
Supposons que u(T)e€'(B™) . I1 existe alors «ed(R") ot Be%([Rn) , tels que
R.u(aT) = u(T) . Désignons par [q] et [B] les opérations de multiplication par
o et B respectivement. On a ([B] o w o [@])(T) = u(T) , et on vérifie aisément
que si uej:((éf’,:(')n) s [B] o U, [@] appartient & £((€,3')n) , tandis que si

ues((€,8') ), [B) o uo [o] est dans £((#,#') ) . On en déduit aussitst le
lemme.

Soit maintenant X wun espace intermédiaire quelconque pour (5,6')n . Ona
X5 L(X;(8,8) ) = TEX L(r;(e,8") )
d'ou encore d'apreés le lemme :
(2) X g SLUBEY) 0 e' | c LXs(#,9") ) ne' (&) .

Réciproquement, si Te€'(R") s'écrit sous la forme T, + ... T, pour k fini,

avec TieL(Si;(i'f’,:f")n) y S;eX (1 =1,...,k) , il s'écrit encore

(o) + oou + (osz) ,
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pour toute fonction de D(R®) telle que oT =T . Mais aTleL(Si;(yﬂa")n) puis-
que la multiplication par o est un morphisme de Gf;s”)n . Autrement dit T
appartient & 1l'espace I (L(S;C/,Y')n) ne®)) ,donca X , dapres (2). Bt

SeX
on a

X = LGS ne'®) ; C.Q.F.D.
alg n

PROPOSITION 3.20.- Soit X un espace intermédiaire pour (8,6')n , contenu dans

e(R") , distinct de D(R”) , alors X = E(R") .
_— I alg

Démonstration :

Démontrons tout d'abord le

LEMME 1.- Si X contient une fonction strictement positive en dehors d'une boule

de rayon fini, alors X = &R .
alg

Démonstration @

Soit f une fonction de X strictement positive en dehors de la boule de rayon
R . Pour tout (a,ﬁ)eﬂXRp) xJ@E®Y) , of +p est encore dans X . En choisis-
sant convenablement o et B , on voit donc que X contient des fonctions stric-
tement positives sur R" . Pour tout ge€(R") 1la multiplication par gh"! est un
morphisme de (s,e')n , donc

g = (gh1)(h)el(h;(e,e") ) , et X = e(®Y) C.Q.F.D.
alg

L'espace X contient au moins une fonction non négative invariante par rotation

s s

4 support non compact. Il contient une fonction non négative & support non compact,
puisque X est distinct de Jﬁ(Rn) et que fFeX chaque fois que f est dans X .

D'autre part, considérons 1l'application T » T!a , avec
rH T (n)(p.T) do
ol N(n) désigne le groupe des rotations de R® , et ou la distribution ,.T est
définie par
< puTy®d>=<T,51.8 > , ®€D@®™) ,
avec
a(x) = a(p) ()

Cette application définit un morphisme du couple (€ 6')n et on sait (cf. 38],

exposé n° 7) que si f est une fonction indéfiniment différentiable, on a

(46) Ceci a un sens puisque @(n) est compact et que la fonrtion o+ T est
continue & valeurs dans J(R%) .
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£ (x) =

rn-l I f(Y) as ,
%n |x’=|y|=r
ou oy désigne 1'aire de la sphére unité de R™ . Autrement dit £% est pvari-
ante par rotation et d'aprés la propriété d'interpolation, £5 est dans X quand
f lui appartient.

Donc l'espace X contient une fonction F non négative invariante par rotation
& support non compact. Pour montrer que X = s(Rn) il suffit alors de montrer,
d'aprés le lemme, qu'il existe ue£((€,5')n) tel que u(F) soit strictement posi-

tive en dehors d'une boule de rayon fini,

On peut alors trouver une suite (ai,bi) d'intervalles de R' , 8, otwo ,

tels que F soit strictement positive sur la couronne
K, = {ai < [x| < bi}

Nous allons choisir la suite des Ki de la fagon suivante. On fixe (ao,bo) arbi-

trairement. On choisit ensuite a > Sup (1,b0+ ao) , puis par récurrence

a;,q 2 Sup (i+1,bi+(ai-bi_1)) , pour i=1 .

Posons L =2 - bi , 1la suite 4 = (zi) est alors croissante.

i+1
1°) La suite ¢ est bornée supérieurement.

Soit M une borne supérieure de ¢ , & une fonction de ($(Rn) strictement po-
sitive sur la boule de rayon M . L'application v ¢ T~ T 4, & définit unmorphis-
me du couple (5,5')n , donc v(F)eX . Mais v(f) est strictement positive sur

" , donc X = €@®") , d'aprés le lemme.
alg
2°) La suite 4 tend vers 1l'infini.

Choisissons pour chaque ielN deux fonctions oy et Bi de éb(ﬁp) , strictement
positives & 1'intérieur de leur support, le support de oy étant égal & Ki , Ce=
lui de B4 étant une boule de rayon € 0 &g > 0 , la suite des €5 étant choi-
sie comme il suit : on prend €, =2, et on impose aux €y les conditions récur-
rentes suivantes :

[ E141 <2341 7 By
(1) )
| fae1 > 2aag - (Bytey)

Dans ces conditions, pour toute distribution T de ZZ'(Rn) , le support de

T; =B; oy T est contenu dans la couronne

Ky = {a;-¢; = |x| = b+es}
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T* &étant une fonction strictement positive & 1'intérieur de cette couronne.

D'aprés les inégalités (1), Fe T By * @;F est une application de e(®) dans
e(R") (sur tout compact on a une somme finie) qui est continue. L'application
Tp § By * Q'iT est manifestement continue de 31'( dans 6'(Rn) , pour tout com-

pact K de R , elle est donc continue de e'(R") dans e'(R") . Donc

v:T.—»gBi*aiT

est un morphisme de (5,8,')n sur lui-m&me. D'aprés la propriété d'interpolation
v(F) appartient &8 X . Mais v(F) =3 F; est strictement positive sur
i

uky=C ol

done X afg e(R") , par le lemme 1 . C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme :

Soit X un espace intermédiaire pour (e,e')n . Posons X =Xn e(B?) ot
L=Xn e'(Rn) . D'aprés la proposition 3.20, X, est algébriquement égal soit
a (") , soita €&(R™) . D'aprés la proposition 3.19, 1l existe un espace in-
termédiaire pour (b‘,t/')n , soit Y , tel que Y n e'(RY) aig X, . En appliquant
la proposition 3.18, on obtient alors le premier point du théoréme.

Soit X un espace intermédiaire pour le couple (Y,.f")n on a
= . "
X 3 UG,

Puisque la multiplication par une fonction de J(R”) est un morphisme de (/7' )n

on a
= ;@ 2) ) ne' (R .
In 5'(Rn) = T (L(b’( 9
ale bex 0 e'(RY) "
Par le lemme de la proposition 3.19, on a :

Xne@®) = L(bs(e,e").) = L(X n " (BM);(e,e").) .
n ) I, beane'(Rn) e.e'),) ne'®);(e,e'),

ce qui démontre le deuxiéme point du théoréme.
COROLIATRE,~ Soit X un espace intermédiaire pour le couple (8,8')n .58 X
contient une distribution & support non compact, il contient e(R®) tout entier.

REMARQUE 3.5.- Grfce & ce théoréme et au théoréme 3.10 ( § 3 n° II), on peut affir=
mer qu'il existe une famille infinie d'espaces intermédiaires pour le couple
(e,e'), du type N(T;(e,g')n) , ob Tee'(R") . Mais on ne sait pas a prioris'il
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existe des espaces intermédiaires topologiquement non triviaux. L'étude des espaces

N(T;(g,e')n) va nous permettre de répondre & cette question.

Les espaces N(T;(G,E')n)

Nous allons maintenant étudier les espaces N(T;(e,;e')n) . les espaces g(R™)
et &'(R") vérifient 1'hypothése d'approximation de Grothendies k, le couple
(3,6')n est normal (cf. définition 2.8 ; § 8) et vérifie 1'hypothése d'équiap-
proximation (ef. ch. II ; § 8). Il en résulte par la proposition 2.32 (ch. II ;

§ 10, n° 2) qu'étant donnée une distribution T de e(Rn) + e'(R™) , l'espace
N(T;(e,e')n) est celui des distributions S de (e+e')(R®) , telles que Sx ® Ty
puisse s'écrire comme somme d'une distribution de B((=;x ,8&) et d'une distribution
de 13(&:;c ,ey) .

Nous allons ramener la caractérisation des espaces N(T;(E,E')n) , & celle des
espaces intermédiaires pour le couple ,b")n précédemment étudiés en démontrant
le ¢

THEOREME 3.12.- Soit Ted'R") , de la forme T, + T, , ob T,ee'(R") et ob
Tzee(ﬁn) y T n'étant pas & support compact. Alors :

1) st T, =0, NMTile,en)) g, (&)

2°) si T, #0 et T, =0 ,
NM(T;(ese"),) 5, E®D) + (N(T300)) net®Y)
3°) si T, #0 et T, #0 ,

N(T;(e,e'),) oig N(T,37¢*) ) n e'(RY) .

Démonstration :
Nous allons tout d'abord établir les

LEMME 1.- Soit Heﬁ;c _ si I-IeB(e:)'c ,ey) , Son support est contenu dans un en-
’

semble de la forme
n
ﬁx x K ,

oun K est un compact de R; .

Démonstration :

S5i T est une forme bilinéaire continue sur e;'c x &, elle définit une appli-
cation linéaire u : 0y = (fy-—o T(ex ,fy)) de ¢ dans &' bornée. Nos espaces
étant nucléaires complets, 1'application u est nucléaire (cf. [21] ; ch. IT ;
p. 39) , c'est-d-dire définie par un noyau :

H(x,y) = £, @v(x) ®Y (y)
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ol ('\(\))ejl,1 , (@v(x)) borné de & (Y\)(y)) borné de ¢! .
Un borné de 83', est contenu dans un espace gy , K compact de ER? ,(cf.[367).
La distribution H s'annule donc sur @x fo‘-EK , donc par continuité sur

B x (K C.Q.F.D,
(ef. [36] 5 ch. IV ; § 3 ; th. 3). Autrement dit, H a son support contenu dans
n 7
fo x K .( )

En raisomnant par symétrie sur x et y , on obtient le

LEMME 2.- Soit H une distribution sur [Ri X R; . Pour que HeB(E, ’&3;) il faut
que_son support soit contenu dans le produit d'un compact de [R:: par ler1 .

LEMME 3.- Si SeN(T;(s,e')n) , L'une des distributions S ou T est & support
compact.

Démonstration :
si S(N(T;(&,E')n) » la distribution S _® Ty s'écrit, d'aprés les lemmes 1 et

2

2, comme la somme d'une distribution H & support compact K' en x etd'une dis-

N

tribution G & support compact K en y . Si T n'est pas un support compact,
il existe <I>€§by , & support dans GK et telle que < Ty ,(y) > (‘23', ,ﬂ)y) =1 .,On
a donc

S =< G(x -
% < ( 9Y)s (y) > (2y|- ,:,%,) ’
c'est une distribution & support compact.

Mais les relations TeN(S;(g,g')n) et S€N(T;8,6')n) sont équivalentes. Donc si
S n'est pas & support compact, T doit &tre & support compact.
LEME 4.- 5i Tee'(R™) N(T;(e,e"),) o e .

Démonstration :
Soit S(x) wune fonction de € Ty une distribution de g' .
' s
L'application (ex ,£) m < CH ,9(x) > (e},c ’ex) < Ty I (y) > (E',)', ’ey) ost une forme
bilinéaire continue sur 6}'{ X ey . Donc

' . C.Q.F.D.
S. ® T eB(e! ,e.) et SeN(T;(e,e").) . Q
On aura de fagon analogue le

LEME 5.- 51 Tee(R”) , N(T;(e,e') ) 2 e'®) .

4 . .
( 7) Notons que H est une fonction indéfiniment différentiable en x & valeurs

dans '
€y
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LEME 6.- 51 Tee'(R") , e'(R") n N(T;(7,#) ) = e"(R") n N(T3(€,e") )
Démonstration :
Soient See' , Tees . Il existe xed et Befby tels que oS =S et pT=T.
si SeN(T; (¥ ')n) , puisque la multiplication par « définit un morphisme de
(yx "Y;c) dans (8x’6:'c) ’ S=aS€N(T;(3’,d")n,(&,6')n) . Donc
TeN(S;5(e,e'),); %)) .

La multiplication par B est un morphisme de (.‘fy ,f;_) dans e, ’8y") , alors
T = gTeN(S;(e,e') ) .
5i SeN(T;(S,&')n) , on déduit de fagon analogue que SeN(T;(O”,d")n) du fait

que la multiplication par une fonction de J(R?) est un morphisme de (e,e')n

dans (Y,O‘")n . Ceci achéve la démonstration du lemme.

Démonstration du théoréme :

1) soit Te€. , T n'étant pas & support compact. D'aprés le lemme 5 on a @
'R N(T;(e,e')n) , par le lerme 3, N(T;(g,g')n) ce'(B") . On en déduit 1'é-

eu s Y = . .
galité e'(R) ale N(T;(e,e )n) .

2) Soit Tee}'r . D'aprés les lemmes 4 et 6 , on a l'inclusion
N(T3(e,e"),)) o E(RY) + g'(B") 0 N(T;(#0))
Réciproquement si SeN(T;(E,E')n) y S estdelaforme S + 5, ob
S,€e, , Syeey
Par le lemme 4 , S, =S - SIGN(T;(E,a')n) , alofs d'aprés le lemme 6 ,
S, c N(T;(V,:f‘)n) ,
autrement dit S appartient & l'espace e(R") + e'(R™) n N(T;(b",f')n) , donc

N(T;(epe), = eBY) + e'(RY) n N(T;,0") )

3) Soit Te-' de la forme T,+T ,ob T1663; y Tpe » T n'étant pasa support
compact. D'aprés le lemme 3 , N(T;(e,e')n) ce'(R") . Le lemme 6 montre alors que

N(T;(e,e") ) o e'(B™ n NT; ¢, )

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

On en déduit le
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COROLLAIRE.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires N(T;(g,g')n) con~
tenus dans e'(R") deux & deux distincts.

Démonstration :

I1 suffit de considérer les espaces N(1+S;(6,8')n) , ou S parcourt une fa-
mille & de distributions & support compact telle qu'on 1'a décrite dans la propo-
sition 3.17 (§ 3, n° II). Les espaces N(1+S;(g,g')n) sont alors deux & deux dis-
tincts d'aprés le théoréme ci-dessus et la proposition 3.17.

On obtient en corollaire le

THEOREME 3.13.-~

1-a) Soit A un espace b-intermédiaire pour le couple (e,f_’,')n , faiblement
topologiquement non trivial, distinct de F(R™) , contenant une fonction indéfi-
niment différentiable & support non borné, alors A c g(R™) + 6(\9’;1) nery .

1-b) Soit A un espace b-intermédiaire pour le couple ((-:,e')n , distinct de
3(Rn) et tel que A = er(R™) , 1l'injection n'étant pas un homomorphisme faible,
alors Ac e(ffr'l) ne'@®) .

2) Supposons gue Tee(?fr'l) ne'@®) , T n'appartenant pas & J(R") , alors
L(T;(e,e"),) = &' (BY)

il est distinct de e'(Rn) , algébriquement et faiblement topologiquement non tri-
vial ; N(T;(e,e')n) est algébriquement non trivial, distinct de e(Rn) et de
e'®Y) .
Démonstration :

1-a) La démonstration de ce premier point est calquée sur celle du théoréme 3.9
(8 3; n° II). Si A est un espace intermédiaire vérifiant les conditions requises
pour tout TeA n &'(R”) , n'appartenant pas 3 J(R") , on a

L(1+T5(e,e') ) = A
d'ou on déduit par dualité que
r T N(1+T;(e,e'),) o3 N(T; (£,9), ) n e (") oIg 2R
si T n'est pas dans s(t/x") . Ceci implique que A soit topologiquement faible-
ment trivial et contredit 1l'hypothése.

Pour démontrer b), on procéde de fagon semblable en utilisant la propriété que

NMT;(ese"),) = 8D

si T est & support compact sans 8tre dans (R™) .
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2) Soit T(G(ifn) ne'(®) , T n'appartenant pas a D(R”) , alors

N(T3(8,€),) = e(BY) + ') 0 MT;(79),)
d'aprés le théoréme ci-dessus. Mais g'(R™) n N(T;(tf,o‘")n) est distinct de e'(R®)
ot de g(Rn) (cf. corollaire du th. 3.9). Ceci montre que N(T;(e,e')n) est algé-
briquement non trivial et distinct de e(R") et de g'(R%) .

On a d'autre part -L(T;(e,e')n) afg L(T;(if’,d")n) ne'@® et

L(T;(e,e'),) = e'(R) ,

puisque e'(R®) est un espace b-intermédiaire pour (e,e')n (cfe che I ;86 ;
th. 1.1). Puisque N(T;(e,e')n) est distinct de g(R®) , L(T;(e,e')n) est fai-
blement topologiquement non trivial, et par 1-b) est contenu dans F(:/r'l) n e'(Rn)

donc distinct de e'(R®) , ce qui achéve la démonstration.

N° IV - Intérgolation pour le couple (@,3')n .

Nous désignerons par (3,«5') le couple d'interpolation formé des espaces de

n
distributions J (R®) et 2'(RM) ; nous préciserons parfois (3}( ,3)'() comme dans

le cas de (e,e')n B

On peut ici encore ramener 1'étude (algébrique) des espaces intermédiaires pour
le couple (@’@')n & celle des espaces intermédiaires pour (¥’¥') . On remarque
tout d'abord corme 1'a fait L. Schwartz, que e(B®) et g'(R") sont des espaces
intermédiaires pour le couple (‘fb’@')n . On a en fait la propriété plus générale

suivante @
THEOREME 3.1%,-

1) Soit A un espace intermédiaire pour le couple (e,g')n , il existe un es-

pace intermédiaire B pour le couple (@,@')n tel que A aig B .

2) Soit A un espace intermédiaire pour le couple (3,3')n contenu dans

(e + e") (R , 11 existe un espace intermédiaire B pour le couple (g,e')n tel
que A aig B .

Démonstration

Soit A un espace de distributions sur R* ., Si A est intermédiaire pour
(e,e'), , ona A=1Las(ee')) = 3 L(T;(e,e"),, ; s'il est intermédiaire pour
(3’@, )n T€A

?

A=L(A@,2) ) = 3 L@,2)) .
TeA B
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Les deux points du théoreme seront donc établis si on montre que pour tout

Te(ere)(®) , LT(ee), = LTEI,

ou encore si on établit le
LEME.~  £(3,0) ) oI ((e,e"))
Démonstration :

1) Soit u une application de £@J'c ,:253'{) . Elle définit par restriction un é1é-
ment de .t(sx ,»553',) et de .S(e}'c ’\Qb") . Le noyau associé & u est donc par défini-
tion méme (cf. [40] 5 ch. I ; p. 99 et 100) semi-compact et semi-régulier en x .
Soit u une application de £@x ,J«y) , sa transposée définit un élément de

N

S(Q';r "Z;() , le noyau associé & u est donc semi-régulier et semi-compact en y .

Donc si ue£( (iﬁ,@')n) , le noyau associé est un noyau régulier et compact, il
appartient donc & (3x & 6y) n (6;c & Ey) d'aprés (cf. [40] 5 ch. I ; p. 102 ;
prop. 31) , ce qui établit que

u"‘:((e’e')n) .
2) Soit maintenant u€£((5,6')n) , T le noyau associé & u . Alors
ue £E0! ,:b;,) .

En effet, il suffit de montrer d'aprés le théoréme des noyaux que Tng{ &, ou
encore, puisque a‘&x vérifie la propriété de L. Schwartz (cf. 40 ; ch. I ; p. 55)
que, pour toute & dans ), la fonction T.8 = (x + < Tx,y ,8(y) > h ,th))
appartient & 'Zx «.Ona T.3= tu(<I>) , et 1'application est dans 7 Y

L] L]
e, ye,) n ey he))
Y [ - c . I'n 4 " [}
par suite T.<I>€ex ne;= l’x . Ceci montre que T&Jx ®Jy .

Pour voir que ue.&‘,(xz;( ,«Z‘y) il suffit de raisonner par symétrie sur x et y .
D'aprés le raisommement fait ci-dessus on voit que tu(.ﬁ(@::, ,@}'{) , donc que
uei(fé'x ,._’/y) .

Ceci achéve la démonstration du lemme, et par suite celle du théoréme.

COROLLAIRE.- Soit X un espace intermédiaire pour (@,QS')n distinet de J(R) .
Si X est contenu dans e(®) alors X afg e@®@) .

REMARQUE 3.6.- Comme dans le cas de (¥,5" )n , on va résoudre le probléme de sa-
voir s'il existe des espaces intermédiaires topologiquement non triviaux en étu-
diant les espaces N(T;(@,Z')n) .
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Les espaces N(T;(c@,@')n) .
THEOREME 3.15.-
1) Soit T une distribution sur B a support non compact, on a :
> _ n
MT3@,9,) 5 JED

2) Soit T une distribution de &'(R") , n'appartenant pas & -J(R") , on a :

N @,20,) 3 et ®) 0 NT;E,en),) = e®) 0 MTES,)

Démonstration :

1°) On raisonne comme on 1l'a fait dans le cas de (E,s')n .
Soit S wune distribution de N(T;(Q,Z')n) . 5.® Ty est la somme d'une fonction
F indéfiniment dérivable en x & valeurs dans ' et & support compact et d'une

fonction G indéfiniment dérivable en y & valeurs dans 02;( et & support compact.

Donc si T n'est pas & support compact, il existe qx@y tel que
< T, > el N =1
SRS
et tel que le support de & ne rencontre pas celui de G . On a alors :

S.=<5.®T ,a&ly)> 9, =< F(x,y), (y) > (99 oy -
x x % 'y @y ,2y> @ ,2)

C'est une fonction indéfiniment dérivable & support compact. C.Q.F.D,

2) Soit Te€'(R") , n'appartenant pas & J(R") . S'il existe S & support non
compact dans N(T;(@,J')n) , puisque S(N(T;(@,@')n) équivaut & T€N(S;@,~Z’)n) ,
on déduit du premier point ce théoréme que T est dans D(R™) , ce qui est absur-
de. On a donec :

MT;0,2) ) c e'(R) .
Pour achever la démonstration, il suffit d'établir le

LEMME.- Soit Teg'(R") , on a les égalités :

N(T;@,00),) n e (@) = NMTie,et),) ne'®) 5 MIE7)) e ®) .

Démonstration :

On raisonne comme dans le cas de (e,e')n (ef. th. 3.12). On choisit o et g
dans Q(Rn) tels que oS =S et BT =T . La multiplication par une fonction de
fD(an) est un morphisme de (e,s')n dans (oD,-?')n et de (o?,@')n dans (e,e')n .

On en déduit que

Al n . " = v . ’
EED N ML) = el nNT(een),) .



132 CHAPITRE TIIT

Et en utilisant le lemme 6 du théoréme 3.12, on obtient 1'égalité :
e'(R) n N(T;@Q,2") ) = ¢'(RY) 0 MT; ") ) . C.Q.F.D.
n alg n

Le couple % = (3D') est tel que (3é)é =% (cf, ch, IT ; § 9), donc enutilisant
le fait que la topologie de cN(T;(J,@')n) est compatible avec la dualité

N(T362,2) ), LT32,2)))

(ef. proposition 2,24; ch, IT ; § 9) on aura établi comme on 1'a fait dans le cas

de (&",d")n en corollaire les

THEOREME 3.16.- Il existe une infinité d'espaces intermédiaires N(T;(&D,@')n) pour
le couple (@,@')n , algébriquement et topologiquement non triviaux.

Démonstration :
I1 suffit de considérer les espaces N(T;(@,@‘)n) , Ted , & désignant une fa-
mille du type décrit dans la proposition 3.17 (§ 3 ; n° II).

THEOREME 3.17.-

1) Soit X un espace b-intermédiaire pour le couple (@,az')n , distinct de
(Rn) , topologiquement faiblement non trivial, alors X est contenu dans

&) ne'®) .

2) Si Tee (;j'}l) ne'@®) , T n'appartenant pas & IE®Y L(T;(Q,@')n) et

N(T;(@,«'D')n) sont_algébriquement et topologiquement non triviaux.

COROLIAIRE.- Les espaces &(R™) et ¢'(R™) ne sont pas b-intermédiaires pour le
couple (@,@')n (c'est-a-dire que 1l'injection de (@x € 3:)") n ({0}'( € @y) dans

\J
(e, ¢ M dn(e) e ey)

n'est pas continue). (48)

Probléme :

Existe-t-il des espaces intermédiaires distincts de 3'(!Rn) pour le couple
(«9,3')n qui contiennent g(R") + e'(R") sans lui 8tre égaux algébriquement? Autre~
ment dit si T est une distribution & support non borné, Tée(R™) + e'(R") , a-t-
on toujours L(T;(g,e')n . DR 7 (On sait seulement que la topologie faible

de L(T;(e,e') ) est la topologie induite par la topologie faible de 3'(Rn))
n

.

(48) On peut ajouter en utilisant le théoréme du graphe borélien déja cité (cf.
note 11) que la topologie de €(RR) est strictement plus fine que celle de

(L(e;2,2'),) . (Bn effet L(€;(P,2'),) est souslinien , ¢(R") est du type (%)
et le graphe de 1'injection canonique de E(R") dans L(£;(2,2')n) est fermé).
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§ 4. Interpolation de deux duaux d'espaces échelomnés et de deux espaces de Kothe
B e e e et a  a  a  e a a a e e e e et ey e e N i e N e ]
nucléaires.

N° I - Interpolation de deux duaux d'espaces échelonnés.

On se propose maintenant de caractériser quelques espaces N(aj%,€) quand €

est un couple d'espaces échelonnés (F(Brﬂ), F(g'\™))

Donnons-nous deux espaces échelonnés F(B(n)) , F(B'(n)) quelconques. On véri-
fie aisément que le couple €& = (F(B(n)), F(g'*"™)) est un couple normal d'espaces
de suites. Nous allons faire sur ce couple une hypothése dont le seul but est sim-

plifier les énoncés des résultats qui vont suivre.

(H4) 2 Soit (m,n)elN x N , alors 1'une des deux hypothéses suivantes est vérifide:

1) 5 ™/p™ o5t bornse,

(i1) Bs(m)/ggn) tend vers 1'infini avec j .

On supposera en outre que les suites s(n) et 5,(m) sont strictement positives.

Soit | un entler tel que 0=y = . On pose la

; ( ) ( ) .
' . m,n m,n '
DEFINITION.- L'espace E (5 ) (resp. E(B ) est 1l'espace des suites
b= (bj) qui peuvent s'écrire comme le produit d'une suite bornée (resp. sommable)

et d'une suite B(m,n)
- i

) QU

1~
Bim'n) = (£) My

muni de la topologie localement convexe la plus fine rendant continues les applica-
tions b~ b°B(m’n) de ¢° (resp. 4') dans Ew(sim,n))
W -

(m’n))

L*espace E(B.
W

est alors un espace de Kdthe.

(n)

Supposons que les suites g et B,(m) vérifient la condition de nucléarité

(m,n) y (myn)elN x N

(H1). Alors, pour une valeur domnée de | , les suites g
P s i -
vérifient cette méme condition, 1l'espace Ew(eém’n)) est alors nucléaire et s'iden-

tifie au dual fort de 1l'espace échelonné
R ™)
Bu

Donnons-nous deux suites a(n) et a,(n) définies par @

IR %)1

P ob Ly

y 1lelN

ol R et R' dont deux constantes telles que 1 < R' <R
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(n) (n)

On vérifie aisément que les suites ¢« et o vérifient la condition (H1)
de nucléarité, le couple % = (E(a(n)), E(g'(n))) est alors un couple normal d'es-
paces de suites, E(a(n)) et E(oz'(n)) vérifient 1'hypothése d'approximation de
Grothendieck. On établit comme pour le couple (F(a(n)), E(oz(n))) (ef. § 1, n° I)
que % vérifie la propriété d'équiapproximation. On en déduit, en appliquant la

proposition 2.28 (cf. ch. II, § 10), que si a est un vecteur de

E(a(n)) + E(cx'(n)) = E(or(n))

pour tout couple normal d'espaces de suites € , 1l'espace Nc(a;x,e) est celuides

suites b = (bj) telles que la suite double (a.:.L bj) soit dans 1'espace

(e (z,80)"

c'est-d-dire dans 1'espace B(F(a(n)), E ) + B(F(a'(n)), E) .
Nous allons déduire de cette caractérisation le :

THEOREME 3.18.- Soit a = (™) , XJR',R[ . Soit €& = (F(B(n)), F(B'(n))) , un
couple d'espaces échelonnés vérifiant 1'hypothése (m4) , alors :

1) N (asz,e) 5, ™M),

= <U
alg 0= <p,

. - log R/}

U g .
log R/R'

2) si 1'hypothdse F(B'(n)) = F(B(n)) est_réalisée, p(0) et 9'(") >0 ,la
topologie de Nc(a;z,s) est moins fine que celle de la limite inductive des espaces
E( ™) (u<u)
® Y ! W u‘0 ¢

Supposons que F(B‘(n)) = F(B(n)) . Alors pour tout entier neN , il existe un
entier meN tel que la suite B,(m)/B(n) tende vers 1'infini. Soient

(mn)elN x N, O=p<1 ,
(m,n)

la suite Bu est dominée par toutes les suites

Bf}m,n) y w=v<l .Onen

déduit les inégalités

oo (myn)y _ pe (myn)
E(Bu )—E(Bu. )

(117

(m,n) (m,n)
[ F(g,™™) = Flg ™)
dés que 1 > u' > oo

Pour tout 0= )x=1 , posons
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E< x(ﬁ(m,n)) = Ln E(B(m,n)) - Lin (B(m,n). & M9
d <A b <A H

M
(m,n)eN x N

F< X(B(m,n)) = lim F(B(m’n))
] < ]

w< A
On a le

COROLLAIRE,- Les notations ont la m#me signification que dans le théoreme 3.6.
Supposons gque la condition 2)_du théoréme soit réalisée. Si F(B(n)) et F(B'(n))
sont _des espaces nucléaires, alors

B “ogimm))
"

1) N (a5%,6)

<u,°

(m,n)
F (Bu )

n

2) L(a3%,8)

Démonstration du théoréme :
. _ . (m,n) (m,n) .
Soit b = (b.) une suite de Em(Bo ) + EW(B1 ) . Pour que b appartienne
& N(a;%,e) , il faut et il suffit que la suite double (aib.) puisse se décompo-

ser comme somme d'un élément de l'espace de suites doubles B(F(q(n)), F(s(n))) et
d'un élément de 1'espace de suites doubles B(F(a'(n)), F(e'(n))) .

ILEMME 1.~
1) F™) & 6™y = re™ 0 ) | o F™ & 8

désigne 1'espace échelonné de suites doubles associé & la famille des suites dou-

bles (ozin Bjm) , (myn)eN x N

2) B(r™), Fe™)) + B ™), #er ™)

est 1'espace des suites doubles (ui,j) pour lesguelles on peut déterminer deux
couples d'entiers (m,n)elN x N , (m',n'")ell x N , et une constante C stricte-

ment positive telles gue

u, .
1J

|=o o™ o 4™ a0,

pour tout (i,j)eN x N

Démonstration :
1) Si on identifie F(a(n)) én F(e(n)) de fagon naturelle & un espace de suites
doubles, c'est encore l'espace limite projective des espaces

I
( 9) Le symbole Lim désigne la limite inductive dans la catégorie des espaces
localement convexes, Lim désigne la limite projective dans cette méme catégorie.



136 CHAPTTRE IIT

@™ . @™y (e 8 )

d'aprés la propriété de commutation du produit tensoriel et de la limite projective
(ef. exposé n® 7, prop. 5), par les applications
(n) _(m)
(uij) - (C(i Bj uij> .
Mais on a zl ® g = 123 3 (ch. I; § 2, p.61); 1'espace F(a(m)) ® F(e(n)) est
’

J
donc un sous-espace vectoriel topologique de F(y n) ® B(n)) . Mais

F(d(n) ® B(n))

est complet et l'espace des suites doubles finies est manifestement dense dans
F(a(n)® B(n)) . On en déduit que F(a(m))®F(9(n)) est dense dans F(a(n) ®_B(n))
et par suite que o™ & F(e™) = 7™ @ 6™y | ce qui établit 1).

2) En appliquant ce résultat, on voit alors que 1l'espace IC(x,e) est la limite
projective des deux espaces échelonnés associés respectivement aux deux familles de
suites q(m) @ e(n) et a,(m) ® e'(n) , (mn)dN x N . Son dual s'identifie alors

(cf. § 2, n°® 1) & 1'espace des suites v,. + Vis o ou (Vij) est majorée & une

1)
constante prés par une suite (uim) . Bgn)) et wij par une suite

(a3 ™). 652"

convenable ce qul établit la deuxiéme partie du lemme. La dualité
(5,(2,8), (£(z,6))")

est donc de la forme < u,v >= ¢ Uiy Vig o ue£(x,e) , ve(£c(x,6))'
i,j

Reprenons la démonstration du théoreme. Supposons les inégalités (1) du lemme 1
réalisées. Elles s'écrivent : il existe (m,n,m",n')eN x N x N x N tel que
1,3 1\t
(R - =) (R - =) '
|Mgc}—ﬂ—ém+——i—y@ﬂ
J A J 2 J

(1)

pour tout couple d'entiers (i,j)eN x N , ou encore : il existe deux nombres A

et B , avec
R-1 R R' -1 R'
=A<y o =B<T

et un couple d'entiers (m,n) tels que

bs] = C (at ggn) +pt gy (1)
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pour tout couple d'entiers (i,j)ell x N .

D'aprés le choix de A , B est inférieur & 1 . Supposons A <1 ., Faisant
tendre i vers l'infini pour j fixé, on trouve bj =0 . On peut donc ajouter
aux conditions (1') la condition A = 1 . Nous écarterons pour l'instant le cas
A=1

Fixons A et B , A>1 , B< 1 . Pour réaliser(1'), il suffit de le réaliser
pour tout jeN et pour la valeur ij de 1l'entier i1 qui rend minimum le second
membre de (1'), c'est-d-dire que (1') e’quivaut a

Ib I c [A J (n) +B J |§n’)]

pour tout JjelN .

« s . . o N . + .
Remarquons que si i. =1! +i% , ob 1i! est une suite de R . (:L"J') une

suite bornée de R’ , 1'inégalité (1') est équivalente & la suivante :

Il existe C' strictement positif, tel que
<t

it it
[b.] =cC [e(.n) Ad 4 B'.(“') B Y] (2)
" J J
Soit j une valeur entiére positive quelconque. La fonction
£(t) = Bgn) AY Bj(n') B" , teR

atteint son minimum pour la seule valeur

avec [ = log ( Tog & )/log 3
3
}[

On a alors en remplagant 'tj par sa valeur dans f

. . 1-

log A
avec = —571 og A8
Notons encore que lorsque A et B premnent toutes les valeurs dénotées ci-dessus

w variede O & | bornes exclues ; by = ( 1og R/%) / ( log R/R') .
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Al
1) Supposons que la suite B,(n )/B(n) soit bornée. Alors si on pose

= (Sup t., ,0) |,

J

la suite i, - i! est bornée et d'aprés ce qui précéde on peut remplacer ij par
is, dans 1'inégalité (1'). On a donc

() | !(n') (n)
J

] =C' [BJ (n) (n')

o] = C [e; 1o e e e )

ou on a posé

(n")
= C(1 + sup E-r;’-O
B

C'est-a-dire que si pour un entier n il existe au moins un entier n' tel que
MCOIRE

soit borné, alors toute suite majorée & une constante prés par g n
est dans N(a;x,&) .

tende vers 1'infini. Si on

.(n')/B(n)

2) Supposons maintenant que.la suite g
pose i, =t.+ i" , il est clair que (i%) est une suite bornée. La condition
J

(2) est donc équivalente & la suivante :

Il existe j, , O<p< Wy o UD couple d'entiers (n,n')elN x N et une constan-

te C strictement positive, tels que

b = clp} 1 (nt )) (a(n)) , JeN . (%)

Nous allons maintenant pouvoir conclure :

Soit une suite b dominde par une suite B(n) . Oa bien il existe n' tel que
\J
B,(n )/a(n)cz°° et d'aprés 1) b est dans N(aj;%,8) , ou bien il existe n' tel
) ( (n)
que 3'\n ;/a‘n) tende vers 1'infinl, auquel cas 5‘“’ a5t dominde par toute sul-
\J
n

te s(m ’ O<i<l ,et b estdans N(a;x,8) d'apr3s 2), (on retrouve

ici les conditions domndes par le cas A =1 guis nous avions dcarté).

(
Soit b wune suite dominde par une suite B\m,n) O<uc< Mo e St e (m)/e(n)
tend vers 1'infini b est dans N(a;%,&) d'aprés 2) , sinon ,\m,

/a ’  est bor-
m,n)

née d'apres (H4) donc gs dominée par B(n) , et b est dans N(a;%,e)

d'apres 1).

I1 en résulte que pour gue b(N(a;x,e) , il faut et il suffit qu'elle soit domi-
Em ny

née par une suite Bu ’ 0=y < Wy o Ce qui démontre la partie algébrique du

théoréme.

2) Comparons maintenant les topologies de Nc(a;x,a) et celle de limite inductive
des espaces Ew[Bim’n)] , quand on suppose que F(B'(m)) = F(a(n)) . 51 €& dési-
gne le couple



(e, r(gr(n)y)

on a alors (EU) '=EY , et puisque % vérifie la propriété d'équiapproximation,

on en déduit (cf. proposition 2.19, ch. 2 ; § 7) que

(Ly(a35,8)" = N (a32,8) (%)

1A

I1 suffit de montrer pour établir le deuxiéme point du théoréme que pour tout

O=sypu< Wy s Onas
(m,n) '
E. [B 1 =L (a5%,))" .
W ¢}
Nous allons maintenant majorer Lc(a;x,e) . D'apres le lemme 1
5 (z,8) = P ® 8™y 1 F(or ™ o gr (™))

En écrivant pour tout couple (m,n)e N x N et tout couple (m',n")elN x N 1les iné-
galités

0 ] 1-9 0 ] 1_9
™) ™) () YT Juy|

(m) _(n) (m*)_,(n") 51
6oy By [uggl + (1-0) of ™ T8Y Tuggl 5 ()
ol (uuj)GCN x N , O<p<1l ., On en déduit aussitbt que pour tout 6 compris

entre 0 et 1

9

e . 1-9 8 vy 1-6
™ @ ) 0 Flo' ™ & 0 ™) 2 5™ ™)y T g (6 (g )y T

ou encore d'aprés le lemme 1 du théoréme 3.18, que :

A

0 .\ 1-6 o i
2,0 = FG™) @) Ty 6 ™)y (00T

soit 50(333) = F(GET:gg)é% F(aéT:gg) :

Mais a = (M) est dans le dual de 1'espace F(aim’n)) , pour tout 0 =u < Wy

En effet, i1 suffit de vérifier que pour tout 0 =y < Mo la suite a est domi-

(msn)

née par une suite o, convenable, ou encore qu'il existe m et n tels que :

(50) On aura la m8me propriété si F(B(n)) et F(B'(n)) sont nucléaires car on
a encore (EU)' = E} comme espaces 2¥ (ef. proposition 1.1)

(51) Ceci résultant immédiatement de 1l'inégalité
Sy yl-e =ex+ (1-8)y si x,y20 , O=6=1 , dite indgalité de Young.
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1a
1R 1M
k<(R-m) (R'—n)

ce qui peut toujours &tre réalisé si

log B

e o T log %'
On en déduit aussit8t le
LEMME. - Lc(a;x,&) = F((B(n))l_p' (5'(n))u) , pour tout O =y < Wy
En transposant cette injection d'image dense, on a la relation

(F(BiM,n) N = (Lc(a;x,ﬁ))' .

D'autre part (F(Bém,n) N 5 E,,(B(m’n)) , et on vérifie aisément que 1'applica-
alg W
tion b Hb/B(m,n) est continue de ¢* dans (F(Bim’n)))' , c'est-d-dire que
M

Em(a(m’n)) = F(B(m’n)))'
W M
On a donc

Ew(5<m’n)) = N (a3%,€) ,
W c
pour tout 0=y <y, . D'ol en passant & la limite inductive
Lim E, (B(m'n)) = N (a3%,€)
——5 "™ n = "e 1 X9 ?

ce qu'il fallait démontrer.

Démonstration du corollaire :

1) Supposons les conditions 2) du théoréme 3.6 réalisées. Alors on a :

U ERG™Y) = N (sne)

0 <<k [ alg

la topologie du premier espace étant plus fine que celle de Nc(a;x,e) . D'aprés
1'hypothése de nucléarité, les espaces Ew(a(;’n’n)) (0 =y =1) sont nucléaires,

du type (£F) et isomorphes & E(Bim’n ) . On en déduit que

Ew(eﬁm'n)) = Lin B(s™D)) = 5 o(p(mn))

U
W< W g

o<

' <
L'espace E MO(B(m,n)) est du type (£F) . L'espace Nc(a;x,s) est du type
(B¢) (ef. ch, II, ”é 4, prop. 2.8). En appliquant le théorsme des homomorphismes &
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1'application continue de E ( (m n)) dans N (a %¥,&) on a donc @
N (as%,e) = E u'°(aff""“)) . C.Q.F.D.

2) L'espace Lc(a;x,e) est du type (F¥) (cf. ch. I, § 5). L'espace

(mmn)
2 F<Buo - 1/a)

est du type (%) et nucléaire, donc du type (¥) , quand on le munit de la topo-
logie de limite projective des espaces

(m n) \
\ W, - /e,

Nous avons vu que L (a3%,8) =n ( Bém,n)i/qA> (cf. lemme). D'autre part les sui-
q Mo
tes finies dont denses dans

(m n)
2 & " -1/q\ )
On sait que
/2 F(Béj’?)l/q\;\’ ug U E(\Bim ’_1)1/ > ot (L (25%,€))" = N (a3%,8)

//
d'aprés le théoréme de dualité. On en déduit que :

e — (m,n) '
(L (25%,€)) a_ig(\ " (pmfilq \> .

Mais si E=sF , E densedans F , E et F du type (%¥¥) , pour que E =F

il faut et il suffit que E' 3 F' (cf. ch. II, § 9). Il en résulte aussit8t que
alg

<
L (as%,e) = n F \B(m n)1/q> =F X _gi‘“’n)) . C.Q.F.D

REMARQUE 3,7.- Pour tout nombre p > O , notons H(Dp) 1'espace des fonctions
holomorphes sur le disque de centre O , de rayon p , muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts de D . On désignera par H'(D ) 1le

dual fort de H(Dp) , espace des fonctionnelles analytiques sur D .
p

Puisqu'on a supposé que O<R' <R , on a H'(DR,) = H'(DR) . On peut donc,

en plongeant H'(DR,) dans H'(DR) considérer le coupke d'interpolation des fonc-

tionnelles analytiques sur DR et DR' , que nous noterons

{ rsDge}
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Le développement de Taylor & 1l'origine, permet d'identifier les espaces locale-
ment convexes E(a(n)) et H'(DR) d'une part, E(a'(n)) et H'(DR,) d'autre
part. Cette identification respecte les inégalités

E(Q/'(n)) = E(Q,(n)) et H'(DRI) = H'(DR) *

Autrement dit le couple d'interpolation % = E(cy(n)), E(a'(n))) est isomorphe au
couple d'interpolation a =H' «. On a donc pour tout couple d'interpola-
{DR’D '}

tion &

’

J L (a5%,¢€)

L,(b;9,€)

[Nc(a;;,e) N_(b5,€)

ol a= (xi) et b=3% 5y désignant la fonctionnelle analytique £ w £(2)

)\ ’
sur DR .
On peut alors remplacer dans tous les résultats de ce paragraphe le couple %

par Y . On en déduira des propriétés d'interpolation entre les espaces

N (a;%,6) et L (a;%,€)
et les espaces Nc(b;;{,e) et Lc(b;z,e)

qui font 1'objet de 1'étude du prochain chapitre.

Applications :
I - Supposons que les suites e(n) et g'

(n)

soient de la forme

(n) _ (B')j
n

(n) - J [}
ﬂJ - (Bn) 9 BJ

ou Bn et B;x sont deux suites strictement positives croissantes et telles que

pour tout (m,n)eN x N , la suite Br'n/Bn tende vers 1'infini. L'hypothése de nu-

cléarité est alors vérifiée., Si on suppeose en outre que pour tout nelN , il existe
. ' ' s .

q et p entiers tels que B, < Bn+p et By < Bn+q les hypotheses du corollaire

sont vérifiées. Donnons quelques exemples :

I) Posons e(n) =, -% s B,(n) = - vl

oi o et ' sont deux nom
bres tels que O0< p< p' <w , ( un nombre positif tel que < o' - —l;%f .

F(e(n)) et F(B'(n)) s'identifient alors respectivement aux espaces H(Dp) et
H(Dp,) & 1'aide du développement en série de Tayloi‘, oh D et D, désignent
p
les disques du plan complexe centré & l'origine de rayons respectifs o et p' .

On retrouve alors un résultat connu (5 2) que nous généraliserons dans le chapitre

(52) Cf. M. Mascart [30] et J. Lions [26]. Ce résultat a également été établi par
M. Zerner (non publié).
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suivant sous la forme du

THEOREME 3.19.- Soient O<R'<\X<R , O<p<yp' , z  un nombre complexe
de module égal & 2\ , alors

1) Lo(e, »(H'p p 33 (HDHDLD) = Bty i)
N log MR
ou Ho = lgg R'/R °
2) Nole, 3y p P)iCHDDLHDGD) = B Loy i)

Démonstration :

En appliquant le corollaire du théoréme on voit qu'il suffit de montrer le

1-by 5
LEMME, - n F<(Bn " )J> = N H(D 1ap ,U-)
W< g b < PP
Démonstration @
Soit | < By - L'espace H(D 1 ,u) s'identifie par développement de Taylor
p p
(m) (m)

& l'espace F[y '] ol vy désigne la suite définie par

‘Y§_M) = (pl—Ul p,U‘ - 1/m)i , ieN .

Pour montrer que les espaces F[( )\(m)):] et F[(Bll;u Br'nu‘)‘]] cofncident, il suffit
de remarquer ([19] ; ch, II, p. 111), que pour tout m il existe p et q tels

que

1o
o o™ - 1/m

m <1 ,
(o' - p+§) (o - /)

et que pour tout (p,q)eN XN , on peut trouver m tel que

1 M 1-p
(p' - Fg) (R* - 1/q)

1
1o < .
o M pv“‘ - 1/m

Ceci achéve la démonstration du théoreme.

IT) Etudions maintenant le cas ou
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{
L
1
(n) _ "*n
l BJ = (YJ)
1
nd
o™ =t

o p et p' sont deux nombres réels positifs donnés (0 < p< p') eton (yj)
désigne une suite strictement positive, Yj =1 pour tout j , la suite v,

étant supposée monotone décroissante tendant vers O quand j tend vers 1l'infini.

Soit u wun nombre tel que O <y <1 . L'expression des suites Bim,n) est
donnée par :
SR .
( ) pl_'_.l p.,..]-'
( mn,n ) = ( .) n m .
BU» ; Yj
En étudiant la variationde m et de n , on obtient le
THEOREME 3.20.- On a les égalités :
L
X"i
D Ohsay o EEP)FE M = U BT
R*“R' W< b
avec x = 1=pﬁ + %, et M. = (log 3/R)/(1log R'/R) .
L
ot
OB (SR });(Fw(“)),ﬂa-(“)))) R (P RN
R*"R' h<p, 9
Exemple : Posons Y5 = %-,

D'aprés le théoréme de Hadamard (cf. [1]) 1'espace E(B(n)) s'identifie & 1'es-
pace des fonctions entieres d'ordre < , , (muni de la topologie de limite induc-
tive des espaces de fonctions entiéres d'ordre k , k < p) que nous noterons

A L'espace des fonctions entiéres d'ordre = , est alors isomorphe & 1'es-
pace des fonctions entidres d'ordre = p que nous noterons Z=0 .On obtient le

THEOREME 3.21.- Soit % = (H'(Dp),H'(Dp,)) , O<R' <R<w , a=() ,
R' <A< R .Pour tout p< p' <~ ona les égalités :
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L (a3g, (= °, 4% 7)) =& =x

N (255, (K= 0, K= 0)) =& <x
1 W 1-p
avec 2= S, u_ = (log MR)/log R'/R)) .
X P 4 °

N° IT - Interpolation de deux duaux d'espaces de Kdthe.

Tout en conservant le m8me foncteur € w» Nc(a;x,&) ou

x=(H'(DR),H'(DR,)) , O<R'<R<ow ,

a= (") s R"<A<R ,

nous allons étudier les espaces N(a;%,£) quand € est un couple d'espaces de
Ksthe (E(p*™),E(s™)) .

Nous supposerons comme nous l'avons fait dans le N° I de ce paragraphe, que les -

suites B(n) ot B'(n) vérifient 1'hypothése (H¥) (of. § 4, n° 1),
Pour tout j , O<p <1 , définissons 1l'espace Fw(B&n,n)) corme 1'espace des
suites dont le produit par toute suite Bum,n) , (m,n)eN , est sommable, munide

la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les applications

brb s(ﬂl’n) de Fm(B'Em,n)) dans 7
On a alors le

THEOREME 3.22,- Soit € = (E(g'(n)),E(B(n))) un_couple d'espaces de Kothe véri-
fiant 1'hypothése (H4) , alors :

. i} ERACEY : _L»z_R_'P
1) N (a5%,€) oo u<g<1mx,(g ) sk W =TERR

2)si E(B(n)) = E(B'(n)) , les deux es§aces étant nucléaires, alors la topologie
m,n )

de limite inductive des espaces F _(p est une topologie d'espaces (£F) et

est plus fine que celle de Nc(a;‘,{,&) .

Démonstration :

Par définition Nc(a;}',,ﬂ) est 1'espace des suites b = (bj) telles que a®b
soit dans (£c(x,a))' . Comme on 1l'a fait dans le cas des espaces de K&the on mon-
tre alors que ceci équivaut & dire que la suite double (a:.L bj) peut se décomposer
comme somme de deux suites doubles appartenant respectivement aux espaces de suites
doubles 5(F(a(m)),E(E'(n)) et B(F(q'(n)),E(g(n))) (ef. ch. II, § 10, prop.2.28)

Nous avons déja décrit la caractérisation de ces espaces (cf. § 1, n® I). Il en

résulte le
10
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LEMME 1.- Pour que beN(a;%,&) il faut qu'on puisse déterminer deux entiers m

et ng tels que pour tout couple d'entiers (m,n)eN x N , il existe une constante

Crrm positive telle qu'on ait pour tout i et tout j entiers positifs
() (n)
ai o
l21 23] = O Ty * = @
f3 %3

N

On est ramené pour étudier de telles inégalités & étudier des inégalités du type

. (m) . (n)
i o i o
b.| =C A . -1+ B ' -1
| JI =C ( (BJ ) (BJ ») o,
o A=»1(R - ib) , B=x1(R'- % ) . Nous avons déja étudié de telles inéga-
o
1ités (cf. démonstration du théoréme 3.18)., On obtient alors le

LEMME 2.- Pour que beN(a;%,&) il faut gu'on puisse déterminer ., <pu <1 , tel
Zm,nsb

gue pour tout couple (m,n)eN x N la suite By soit bornée.

Pour achever la démonstration de la partie algébrique du théoréme il faut encore
montrer que pour tout p, <p<1 , Fm(gim’n) c Nc(a;x,&) . Mais puisque % vé-

rifie 1'hypothése d'équiapproximation, on a :

(Lc(a;I,S))' c Nc(a;x,s) , (ef. proposition 2.19)
I1 suffit de montrer que
(m,n) '
E”(Bu ) c (Lc(a;x,e))

Mais il est clair que Fm(eim’n)) s'identifie au dual de E(Bim’n)) (pour la dua-
1ité

(m,n) (m,n)
< U,V > = U, . V.. E ’ Feo ! .
V> izj 15 Vag 0 u€ (Bp. ), ve (Bu )
9,
I1 suffit donc .de montrer le
LEMME. - L (a3%,¢) éE(ei’"’")) pour tout p, <p =1 .

Démonstration :

Nous aurons démontré le lemme si nous montrons que

(m,n)y o (m,
£,(2,0) = 5, (Ba{™™) B ™))

m,n

)
pour tout , <p =1 et que a€E(a§_u ") pour ces mémes valeurs de , . Nous
avons déja établi le deuxiéme point.

Montrons le premier :
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Soit u = (“:l.j) une sulte double définissant un élément de .\:c(x,e) . Ceci si-
gnifie (cf. [19], ch. II, § 4, n° 3) que pour tout (m,n)ell x B , il existe
(m',n')elN x N tel que les suites :

(m) 0
o [ la
izj luijl B—'-(?) <o et -;L(n—)—— <o
9 .
J

On déduit donc que pour tout 0 <g <1

-0

o) +(n)
oy <(w><%w) T

et en particulier que

(a§m))1-u ( ,(n))M
(B o (m* ))u ( (h ))1-9

© =1-u ,

ﬁll
1,J

pour tout O s W < Wy La suite (uij) définit donc un élément de

(m,n)y & (m,n)
F(ozu ) &, E(Bp, )

Le premier espace de ce produit tensoriel étant nucléaire, le deuxiéme étant com-
plet, c'est donc encore 1'espace .E(E(q&m’n)),E(p('m’n))) .L'application est conti-

nue car si (ozj'_(m) uij) tend vers O dans g ®“ E(e(n) ot (a(n) u, ) dans

& ® E(B'(n)) , pour tout 0 <®< 1 , la suite (O"(m)) (o (n))1-9 1J> tend

vers O dans g ®6 (B(n)) (g' () 1-9) En effet nous savons que
il ® E(a(n)) =E( (g (n)))

8 5 ™ =p(Gy )

2 & E((6™) e ™y ) ()05 (m))")

ol E:,(L?) = B(n) , Blgn) = B(n) (ef. [21] déja cité au § 1),

Donc ces trois espaces sont définis respectivement comme limites inductives de

~() () ~(n)y0 ~,(m),1-6

Vg B gy et BTYGETT g

Mais 1'injection de
(~(n)

(n)

)n(e

"( ) e '( ) 1-6
)dans (Bn).(sn) .1,;3
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est continue, ce qui achéve la démonstration du lemme et du théoreme.
On a alors la

PROPOSITION 3.21.- Soient Y(n) et y'(n) deux suites vérifiant (H1) B(n)

’

et e'(n) deux suites guelconques, alors pour tout O <9 <1 , le couple

E((y )01 (1)) 1-8) 5 (a(m)y8(q (m)y1-0)

posséde la propriété d'interpolation par rapport aux couples

) (E(Y(n))’E(Y'(n))) e_t <E(B(n))’E(B'(n)))
(n)

Si g et B,(n) vérifient (H1) (condition de nucléarité) ou si
F(e™y s r(er™)y |
F (e(m’n)) = (E(B(m’n)))' = (L (a3%,8))" =N (a3%,6) ,
® Y W (¢} (¢}
alors Lin Fco[B'S,m’n)] s Nc(a;x,&) .

Problémes : Les deux espaces sont-ils isomorphes? Dans le cas ou les espaces

F(g'™) et F(e'(n)) sont nucléaires, on se raméne pour le premier espace & une

s

limite inductive d'une suite d'espaces F(g m,n)+ %) , c'est-d-dire & un espace
M1
(£%) . Le graphe de l'application

Lin £, (5™) | N (a3%,8)

est fermé, et 1'application est surjective ; mais on ne sait malheureusement pas

démontrer que Nc(a;x,e) est bornologique (c'est un sous-espace fermé de
(e (z,6))

espace ultrabornologique puisque dual d'un espace du type (¥) et complet).
Si Nc(a;x,e) n'est pas bornologique, on peut néanmoins espérer que

(L (a5%,€))"

soit bornologique (cf. probldme des topologies, § 2, n° IV).

ettt
-l emlwmlml-
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CHAPITRE IV

§ 1. Préliminaires.
i s

N° T : Notatioms.

V étant une variété analytique complexe dénombrable & 1'infini (53), on désigne
toujours dans la suite par H(V) 1'espace des fonctions holomorphes sur V , muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de V . C'est unespace
(%¥) nucléaire ([19]) ; ch. II, § 1, n° 3). A partir de la donnée d'une telle va-
riété V , utilisant les notations de A. Martineau [29], on pose les définitions

suivantes :

H'(V) est 1'espace dual de H(V) , espace des fonctionnelles analytiques défi-

nies sur V .

Si @ est une partie de V , on note Hw(V) 1'espace des fonctions holomorphes
sur ¢ , muni de la topologie de limite inductive des H(U) , U parcourant la
famille des voisinages ouverts relativement compacts de @ . On sait alors que si
w est un ouvert de V on a : Hw(V) = H(p) , et Hw(V) est donc du type (%¥)
nucléaire, tandis que si  est compact, ce méme espace est du type () nuclé-
aire. Un élément du dual topologique de Hw(V) , noté H&(V) , sera dit fonction-

nelle analytique locale définie sur ¢ dans V .

Si ®y et wy sont deux compacts, ou ouverts de V , W Cwy 5 On désignera

par i 1'application de restriction de H (V) dans H (V) , et par
wl ’ wz w2 wl

1w1,w2 1'application transposée qui applique continuement H; (V) dans H& ) .
2

1

Etant donné une sous-variété fermée W de V , A un ouvert (ou un compact) de

W , B un ouvert (ou un compact de V tel que Ac B , on désignera par

t
°(a,W),(B,V)

1'application de restriction de HB(V) dans HA(W) et par °(a,W),(B,V) sa
transposée qui va de HA(W) dans Hé(V) .

On dira qu'une fonctionnelle analytique définie sur V , est portable par B ,

(53) Toutes les variétés analytiques complexes intervenant dans la suite seront
implicitement suposées dénombrables & 1l'infini. On ne fait pas d'hypoth&se de con-
nexité sur V ,
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si elle provient d'une fonctionnelle analytique locale définie sur B , c'est-d-
dire si elle appartient & 1l'espace ip V(Hé(V)) . On dira qu'une fonctionnelle a-
’

nalytique définie sur B dans V est strictement portable par A dans W , si

elle provient d'une fonctionnelle analytique locale définie dans W sur A ,c'est

a-dire si elle appartient & 1'espace o(a,W) (B V)(HA(W)) .
9 9 H

Généralisation des notations :

Considérons deux variétés analytiques complexes V et W , un étalement ® de
V dans W , c'est-d-dire une application analytique qui soit un homéomorphisme
local ([6] ; [28] 5 [22]). L'application f »~ f ¢ envoie continuement H(W) dans

ts ‘s . . .
H(V) , nous la noterons e o et désignerons par iywe Se transposée, qui
va de H'(V) dans H'(W) . On pose alors la

DEFINITION 4.1.- Une fonctionnelle analytique définie sur W , sera dite ®-por-
tabl r V sielle artient & 1'espace i H'(V .
able pa elle app P iy o (V)

Soit (V,0) une variété analytique complexe étalée dans € , ou ¢ désigne
1'étalement de la variété analytique complexe V dans [ Supposons V connexe
et considérons le prolongement analytique maximum au-dessus de € de toutes les
fonctions holomorphes de V relativement & ¢ (ef. [28] et [22]). On a un domaine
étalé dans C° y (0(V),$) et un étalement ¥ de V dans T(V) , avec

=87 ,
dont la donnée constitue 1'enveloppe d'holomorphie de (V,p) et que nous noterons
(r(v),%,¥) .On sait alors d'aprés un théordme d'Oka ([34], [22]) que Tr(V) est

une variété de Stein et que 1'application Ui = est un isomorphisme d'espa-
V,r(v),¥ i P

ces vectoriels topologiques.

n . . s sn e 2 .
Tout ouvert de €  sera muni canoniquement d'une structure de variété étalée dans

n

€ .51 @ est un tel ouvert, nous noterons iw,l"(w) pour iw,l"(w),h‘i" .

Notons enfin que par abus de langage, si A est un sous-ensemble d'un espace to-
pologique B , on appellera composante connexe de A dans B , la réunion des

composantes connexes des points de A relativement & B .

N° IT : p-uplets d'espaces de fonctions holomorphes sur {wl,...,u)p} .

Soit V une variété analytique complexe. Considérons p-ouverts (ou compacts),

Wygeos ,u.‘p de V d'intersection non vide,

Nous noterons
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pour tout systéme d'indice (ii""’ik) k=sp .

On dira que le systime (wl,...,wp) vérifie 1'hypothése de comnexité (C) , si
la composante connexe de ¥, p dans chacun des wj est égale &

wj sy J=1l,..0p

On peut alors, sous cette hypothése plonger & 1l'aide des applications de restric-
tion tiw.,w , les espaces Hw.(V) dans Hw W)y , =100,
J'il...p J 1...p

On définit ainsi un p-uplet d'interpolation

H{wi’...,w }(V) , ou (le(V),...,Hw (V)) , ou enfin (H(wl)""’H(wp))V
p P
s'il s'agit d'ouverts de V . Un tel objet sera dit p-uplet des fonctions holomor-

phes sur wl,...,wp .

L'espace somme H, (V)+...+Hw (V) relatif & ce p-uplet d'interpolation est alors

1
1'espace des fonctions holomorphes sur wy P qui sont la somme des restrictions
a w1 p de fonctions holomorphes sur wl""’wp , muni de la topologie quotient
de
H, (Dx...xH V) .
w1 wp
L'espace intersection H wmn...n Hw (V) s'identifie grice & 1l'hypothese

(€) , & 1l'espace Hy(V) A P

IIT : p-uplets d'espaces de fonctionnelles analytiques locales définies sur
{wi,...,mp} dans V .

Soit V une variété analytique complexe ; si w, et w, sont deux ouverts (ou

compacts) de V , w Cw, ,on dira que wy posséde la propriété de Runge par

rapport a wy si 1l'image de sz(V) par l'application Y est dense dans

W
10%2
B, (V) . Alors 1'application i, ,  est une injection et toute fonctionnelle
1 1272
analytique locale définie sur wy peut 8tre identifide & une fonctionnelle analy-

tique locale définie sur w .

/
DEFINITION 4,2.- Soit {wl,...,gp} un systéme de p-ouverts (ou compacts de V) .
On dira qu'il vérifie la propriété (R) si : pour tout 3 =1,2,...,p
de Runge par rapport & w .

, wj est

On dira qu'il vérifie la propriété (R') , si pour tout j = 1,...,p , oy
est de Runge par rapport & V et si w est de Runge par rapport & V .

Sous 1'une de ces deux hypoth@ses, on peut plonger les espaces HJ (V) dans
J
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H&(V) 2 1'aide des injections 1 0 et on obtient ainsi un p-uplet d'interpo-
4
lation noté : J

H{wl""’wp}(V) , ou encore (H&l(v),,,,,H&p(v)) ,

ou enfin parfois s'il s'agit d'ouverts (H'(wl)””’H'(wp))V . Un tel objet sera

dit p-uplet des espaces de fonctionnelles analytiques locales définies sur

{w1y""(ﬂp} Q;aﬁ Vo,

L'espace intersection H& M n... nH (V) , s'identifie alors & l'espace des
1

fonctionnelles analitiques locales définies sur  qui sont représentables par

des fonctionnelles analytiques locales sur wj & 1'aide des applications iw 0 °
.j,

On a2 immédiatement le

IEMME 1.~ Soit {wl,..., }  un _systéme de p-ouverts ou compacts de V , si les
hypothéses (R) et (C) sont réalisdes, alors

( (V) =&

{wls“'swp}(V) :

H
{wl,... ,wp}

IV : Propriété (H)

DEFINITION 4.3.- On dira gqu'un systéme de p-ouverts (ou compacts) de

v, {wi,...,wp}

vérifie la propriété (H) , si toute fonction holomorphe sur © . p cut s'é-
crire comme la somme de p-fonctions holomorphes sur wl,...,wp respectivement.

Supposons la propriété (C) réalisée par un systéme {wl,...,wp} d'ouverts (ou

de compacts) de V . Alors la propriété (H) signifie que les espaces

B (V+...48, (V) et H ()

W P 1.,
sont égaux et isomorphes, Si en outre le systéme considéré vérifie (R) , alors
la propriété de dualité énoncée dans la proposition, signifie que 1'espace

B (V) .o n B (V)
1 p

identifié & un sous-espace de H&(V) » est 1'image de H} (V) dans H&(V)
par l'application i . ceeP

wl...p’w

En particulier si w =V , il résulte des propriétés (H) , (C) et (R) que
toute fonctionnelle analytique définie sur V portable par wl""’wp est porta-

ble par wy p °
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Remarques sur la propriété (H)

On suppose maintenant que V est une variété de Stein.

Nous noterons O% le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur V .

Un systéme de p-ouverts (ou compacts) de V , {wi,...,wp} , forme un recouvre-
ment U de ¢ . On désigne par chuqﬁv) , le k®Me groupe de cohomologie du re-

couvrement U & valeurs dans G% .

Cas de deux ouverts ou compacts

Soit {wi,wz} un systéme de deux ouverts ou compacts de V . Dire qu'un tel

systéme vérifie la propriété (H) signifie par définition m@me que :

#@h6)=o .

N

Notons Hk(w,eﬁ) le k®Me groupe de cohomologie de ® & valeurs dans 0% ,
k>0 . On sait qu'il existe une injection de Hlﬁl;ea) dans Hl(w,e%) , on a

par suite le

LEMME 3.~ Soit [wl,wz} un systéme de deux ouverts (ou compacts) de V , pour
que {w,w,} yérifie la propriété (H) , il suffit que

Hl(w,oﬁ) =0 .

Si w, et sont soit des cuverts de Stein, soit des compacts H(V)-convexes,
28w & w Sule] convexes

la condition est nécessaire.

Démonstration :

Nous venons de voir la suffisance de cette condition. Elle est nécessaire. En ef-
fet si W et w, sont des compacts H(V)=convexes on a Hl(wj,0§) =0 ([6]) .
D'autre part on sait que w1,2 est encore H(V)-convexe, on a donc

1 =
H (wl,z,ev) =0 .

En appliquant le théoréme de Leray sur les recouvrements acycliques ([16] ; ch. II,

§ 5), on en déduit que

chu;ev) = Hi(w,e§) =0 .

On ferait le m8&me raisonnement dans le cas d'ouverts de Stein en notant qu'une in-

tersection de deux ouverts de Stein est un ouvert de Stein (ef. [5]).

Cas de p-ouverts ou p-compacts

Introduisons une propriété plus faible que la propriété (H) .

Nous dirons qu'un systeme {wi,...wz} de p-ouverts ou compacts de V vérifie la
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propriété (H') si la condition (H) est vérifiée par le systéme des ouverts (ou

compacts) {0f,..0 ’wl')} avec

O3 = O (1) (GH). D

Notons encore % le recouvrement de w par {wi,...,wp} . La condition (H')
signifie que HPl (&) =0 .

En appliquant & nouveau le théoréme de Leray on obtient le

LEMME 4.- Pour gqu'un systime de p-ouverts de Stein (ou de p-compacts H(V) con-

vexes), {wl,...wp} , vérifie la propriété (H) il est nécessaire que

-1 4
Plwe) =0 N .
Supposons les conditions du lemme réalisées. Si chaque systéeme
{“’1"“"”j-i"”j+1"""°p} , J=1,..0,p ,

satisfait & la propriété (H) , la propriété (H) sera vraie pour le systéme
{wl,...,wp} . En effet, soit
feH ) .
i...p
Puisque Hp'l(u;%) =0 , la propriété (H') est donc réalisée. La fonction f
peut donc se décomposer comme la somme des restrictions de p-fonctions holomorphes
sur ws , J=1,...,p . Il suffit alors d'appliquer la propriété (H) aux sys-

temes {wl gooe ’“’j-l "”j+1 gese ,wp} pour démontrer notre assertion.

On en déduit par exemple le

LEMME 5.- Soit V une variété de Stein connexe de dimension n , non compacte,

s

pour gue le systéme de p-ouverts ou compacts {uy,.-. ,wp} satisfasse & la proprié-
té (H) .

Démonstration :
On sait que Hq(w;e‘v) =0 pour gzn+1 .
La variété V étant supposée connexe non compacte, d'aprés un théoréme de B. Mal-

grange H’“(u,;ev) =0 ([27]). Donc toute fonction f de le (V) est dans
eeep

= Hy ()
i oLle (3= ...p

On applique le méme raisonnement aux fonctions de

H (V) ,pour j=1,...,p .
G (3= (M) . ep

Sk . . .
(”7) Cette condition est vide si p>n .
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En itérant le procédé on décompose f en une somme de restrictions & ®p
de fonctions de H (V) . On applique alors 1l'hypothése, d'ou on déduit

le lemme. Loeredn2

COROLLAIRE.- Si V =€ , l'hypothése (H) est vérifide pour tout systéme d'ou-
verts {wl,...wp} . )

§ 2. Interpolation pour un p-uplet d'espaces de fonctions holomorphes sur des

.2y 2 . . )y "ol
ouverts d'une variété analytique complexe étalée dans C .
S Ao,

Soit (V,p) une variété analytique complexe étalée dans ¢ .
Considérons un systéme de p-ouverts {wi,...,wp} de V vérifiant 1'hypothése de

connexité (C) . Nous allons caractériser les espaces

, 6
LE(a;aec,H[w1 W) % ,

,---,wp}
quand ¥ et a sont les objets suivants :

i:H{Dl’...’Dp](C) N Dl,..-,Dp

désignant p disques ouverts du plan complexe d'intersection non vide, et a = 6z

la fonctionnelle analytique définie sur D = 8 Dj °
1
f e f(zo) ,
N . 57
oz est un point de D . (7')
On a le
1.- £ (%' ,H V)) = H (CxV
LEMME (2 {wl""’wp}( )) = H(exV)

ou_on a posé

Q= (Dlxwl) U (Dyxwy) U v U (Dpxwp) .

Démonstration :

Par définition £ (%',H (V)) est 1'espace de p-uplets d'applications
¢ *e {wl""’wp}

linéaires continues de

H'(D,) dans H (V) , j=1,...,p
J wj i

() Cf. Zelazko [41]
(56) Cf. chapitre I.

(57) Une telle fonctionnelle est un élément de Hﬂ(C) donc encore de
HY, (€) +... + Hp (C€)
1 P



156 CHAPITRE IV

dont les restrictions & H'(Dl) N eee N H'(DP) = H'(D1 p) considérées comme ap-

N

plications & valeurs dans

H W ,
wi...p )

coincident.

Mais on sait d'aprés A. Grothendieck ([18]) que :

58
£ (H'(D ),H ) = (exv) ()
€ Loop? wl...p HDl...prl...p
Ce méme isomorphisme applique £5(H'(Dj)‘Hw.(V)) sur 1'espace HD-Xw.(cxv) . L'es-
pace 3 3%
£ (my €),H v
. {Dl,...,DP}( ), {wl,...,wp}( )

peut donc 8tre identifié & 1'espace des p-uplets de fonctions holomorphes sur

Dlxwl,...,Dpxwp , qui cofncident sur Dl---wal---P , c'est-&-dire & 1l'espace
des fonctions holomorphes sur ( . C.Q.F.D.
Introduisons les notations suivantes @

Soit (W,®) une variété analytique complexe étalée dans €n+1 .

Si z désigne un point de € , on notera W, 1la sous-variété de W 3
o

w, o= @'1({%} x €

o
s s N g i
et par ¢, 1'application (p°'§)/WZ , ou p désigne la projection de C
o o
sur €' . La variété WZ est alors étalée dans (" par & .
o o

Nous noterons T, (W) & la place de (F(W))Z .

o o
A la dommée d'une variété analytique complexe dans € , (V,9) , et d'un systé-

me d'ouverts {wl,...,wp} de V nous allons associer les objets suivants :

1°) La variété analytigue complexe étalde dans Cn+1 (q,3) , dite associée &
((V,W)y{wl,---,wp]) y O

Q:
k

D x o

g

et ou & désigne la restriction & ( de l'application 1dD x® de D x V dans

Cn+1

) Cet 1somorph15me Eeut 8tre défini par
ue (,3) - (o)) () . e S (H'(D1, p)Hy (VD) .
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2°) L'étalement @) de w, p dans T, (Q) , associé & @ , construit de la
fagon suivante : ° °

si (r(q),®,¥) désigne l'enveloppe d'holomorphie de ((,&) et si on note o

1'étalement naturel de Wy dans Q, on pose
ceeD o
.
¢, = ‘i’z o0 .
o o
C'est un étalement de w dans T, (q) tel que le diagramme suivant commute :
eedD o
&,
-0 —o &
wy
T, (Q)

0

DEFINITION 4.4.- On dira qu'une fonction f de B, (V) est o] prolongeable

1...p o
& T, (@) , s'il existe une fonction ¥ holomorphe sur T, (@) telle gue :
o o

f=focp; .
[e]

(ceci signifie encore d'aprés nos notations qu'elle appartient & 1'espace

t.
g o, @ 5O

On peut alors énoncer le :

THEOREME 4.1.- Soit (V,) une variété analytigue complexe étalée dans c? ,
{wl,...,wp} un systéme de p-ouverts de V vérifiant 1'hypoth&se de connexité (C).
Alors

L (s, ;H? (c),H (v )
€ 620 {Di""’Dp} {wl...wp} )

s'identifie & 1'espace des fonctions de H(w ), 9, -prolongesbles & T, ().
o o '

ce D
L'application g~ g o ¢ définit un homomorphisme de H(l“Z (@) sur
o 0
L (s, 3H! (¢),H W) .
SR LIS R (TR )

Démonstration :
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b _t
osons oy = q»i p’n
t.
=i
o2 wl...p’rzo(n)’véo

_t
*3 7~ Pr, (a),r(q)
o

_t. ~
\ dl} - ln’r(o) ,Y *

Le diagramme suivant est commutatif

]
Ba) D )

S

H(T(Q)) 2, K(r, (@) .
o

I1 résulte de la définition et du lemme 1 du § 2, que 1l'espace

(¢),H )

L (s, ;H!
€ Z_o’ {Dl""’Dp} {ml,...,wp}

est le sous-espace de H(w1 p),a (H(Q)) , muni de la topologie quotient de
H(q) par le noyau de @ -

Mais oy est un isomorphisme vectoriel topologique par combinaison de la défini-
tion de 1l'enveloppe d'holomorphie qui par le théoréme classique de Poincaré-Volterra
est dénombrable & 1'infini, et du théortme du graphe farmé (cf. [32] et [22]). .
D'autre part d'aprés H. Cartan ([5]), o3 est un homomorphisme surjectif(””). En

appliquant la commutativité du diagramme écrit ci-dessus on voit donc que

Le(ézo;HiDl,...,Dp}(q:)’H{wl,..- ,wp}(v)) aig QZ(H(FZO(Q)) ’

et que a, est continue de H(rZ (Q)) dans
o

L (

5 H! (¢),H
€ zo’ {Dl""’Dp} ’

W) .
lagseeer®)) ))
Mais ces deux espaces sont du type (%) (cf. resp. [20] et ch. I, § 2) a, est
donc un homomorphisme d'aprés le théoréme des homomorphismes de Banach ; ce qui aché-

ve la démonstration.

(59) Comme nous 1'avons rappelé plus haut (aprés la définition 4.1) T(Q) est
une variété de Stein, d'aprés le théoreme d'Oka.
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Nous allons maintenant choisir pour fonctionnelle analytique de HiD D }(C)
) 10Dy

la fonctionnelle coszo + el + ckszk » 00 2 ,...,7 sont (k+1) points de

D , CoaseesCp k + 1 constantes complexes non nulles.

PROPOSITION 4.1.- Soit (V,p) wune variété analytique complexe étalée dans &,

{wl,...,wp} un systéme de p-ouverts de V vérifiant (C) . Alors

LE(

nhm =

0 coézc;H{"_Dl, cee ,Dp}(m) ’H{wly. .o ,wp}(v))

est 1'espace

k
z Le(s sHY (e),n ()

2 {Dl,...,Dp} {wl,...,wp}

des fonctions holomorphes sur wy P qui peuvent s'écrire comme la somme de

k + 1 fonctions de H(u,1 p) qui_soient respectivement @) -prolongesbles &

r, (Q) ¢+ 9=0,...,k . L'application c
o

2

k
b '
(go, ,.gk) - I g ¥ .

définit un homomorphisme de

I tM=

3 H(r, (Q)) sur Lg(
=0 ]

o= (¢}

. 5zc5H{D1,...,DP}(C)’H{wl,...,wp}(V)) :

Démonstration ¢
La nécessité résulte aussit8t du théoreme 4.1. Réciproquement, soit f une

fonction de

W) .

n~M=

LE(SZC;H{D Dp}(m)yH

o 0 {wl,---,wp}

1900

Par définition, il existe (fo, cee ,fk) holomorphes sur w o appartenant res-
pectivement & L (s ;H! (c),H M) , o=1,...,k , telles
e 2 {Dl,...,Dp}

{wl,...,mp}

c £ .
g 0 ©

™M=

que f =
o

D'aprés le théoreme 4,1, puisque c5 i‘g définit une fonction de

LE(GZG;HiDi,...,Dp}(C)’H{w19°ooswp}(V)) !

elle est @) _prolongeable a r, (Q) ; c'est-ad-dire qu'il existe (fo,...,fk)
(o] o
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dans

I @

k k
H(rZ () telle que £ ¢ f = % Foo! -

c=0 o o

La fonction (fo,...,fk) définit une fonction holomorphe sur la sous-variété ré-
gulidre de T(Q)

nc =

r, (o)
o=0 2

C'est donc, d'aprés un théoréme de H. Cartan déja cité, la restriction &

(Q
. rzc )

[ty

[¢)

d'une fonction holomorphe sur Q) ; et ona pour tout inl

P
k t k <
T Fo i ~(z ,0) = T Tfog' (g =1(g) .
c=0 er(Q),‘i’ o’ c=0 Zc
Ce qui montre que f appartient & 1l'espace
L ( 5, sH! (¢);H W) .
€ o E 0 ZU’ {Dl’“"Dp} ’ {wl,...,wp}

La partie topologique de 1'énoncé résulte encore une fois du théoréme de 1'homomor-

phisme. C.Q.F.D.

Notons Eféz ,...,szjj le sous-espace vectoriel de Hﬁ(m) engendré par
o k
8, seced,
o

On déduit aussit®t de la proposition 4.1 le

COROLLATRE, - LE(EEGZO,...,5Zk]’} ;H{Dl’_”’Dp}(c),H[wl’“_,wp}(v))

k
=L( %

€.20 SZ;H%Dl,...,Dp}(c)’H{wi,-..,mp}(V)) ‘

§ 3 - Interpolation d'espaces de fonctionnelles analytiques locales.

A VI

N° I : Cas de p-ouverts d'une variété étalée dans C° .

Nous allons ici utiliser les propriétés de dualité (généralisées au cas des p-u-
plets d'interpolation) établies au chapitre II . Les résultats du paragraphe précé-

dent vont alors nous permettre de caractériser certains espaces

€ 520 {Dl,...,Dp} ) {wi,...,mp} )
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Soit donc {‘”1"“ ’“"p} , un systéme de p-ouverts d'une variété analytique complexe
(7,9) étalée dans €° . On suppose que ce systéme vérifie les propriétés (C) et
(R) . D'aprés le paragraphe 2, posant

¥=H }(V) ’

c t €=H
{Dl,...,Dp}() ©

{wgse v
on a

' & € =HD) & H(y) = HD x o)

£ (x,e) = H()

et 1'injection de %' ® € dans .!!E(I(':,E) devient 1'application de restriction des
fonctions de H(D) & H(w) & 1'ouvert ¢ .

Voici d'abord une condition nécessaire et suffisante pour que le p-uplet

H{wlr cee 1wp}(V)

appartienne & la classe A (ot H désigne le foncteur € ~ £E(xé,€)) ,
24’
classe pour laquelle les foncteurs € —» L (5 3%',e) et €~ N (5 ;%',6) sont en
ez %e e %247 %c

dnalité (cf. ch. II, § 3,(I)) . Ona le:

, il faut et

]

LEMME.- Pour gque H (V) appartienne & la classe X
{wii'"swp} 520’

il suffit que ( soit de Runge par rapport &8 D x w .

Démonstration :
La condition est nécessaire en vertu des identifications faites ci-dessus. Elle
est suffisante. En effet, notons W la sous-variété de D x @ , {zo} x w « Nous

devons montrer que toute fonction holomorphe sur Q dont la restriction &

{Zo} X . .p

est nulle, est limite dans H(Q) de fonctions de H(D x w) nulles sur W .
Soit f wune fonction de H(Q) , nulle sur {zo} X W oo La variété qn W
est isomorphe & un espace Wy Uees Uuwy pour un ensemble d'indices (io...ik)
(par projection sur V ). En‘vertu de 1'hypothése (C) , f est donc nulle sur
0N W . Elle peut donc s'écrire sous la forme

f=(z-2)g , zeC , on geH(Q) .
L'ouvert ( étant de Runge par rapport & D yx g , g est adhérente &

t

1, DxeB(Dx))

dans H(Q) , donc encore &
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t,
lQ,wa(H(D) ® H(w))

puisque H(D) ® H(y)) est dense dans H(Dxw) . La multiplication par (z—zo)
opére continuement de H(n) dans lui-m8me, donc f est adhérente &

(z-2.).% o (K(D) © H(w)) .

Q,Dxw

Les fonctions de (z-zo).t‘iQ Dxu)(H(D) ® H(w)) s'annulent sur W , ce gui achéve
£

la démonstration.
Supposons les hypothéses du lemme réalisées et interprétons le théoréme de dua-
1lité.
Posons =H (7 €=H v et choisissons encore pour
osons ¥ [Dl,...,Dp}( ) {wl,...,wp}( ) P

a la fonctionnelle 5, .
o

On sait alors que Ne(a;xé,a) est 1'image de (Le(a;xé,E))' dans H&(V) , par
1'application transposée de 1l'application d'injection de Hw(V) dans LE(a;xé,E)
(ef. proposition 2.5) .

Avec les notations introduites dans le précédent paragraphe, notons Fz (@) 1a
composante connexe de (' (wi ) dans T () . °
Zy le..p 24

5i ' désigne 1l'étalement naturel de () dans D x ¢ , il existe un étalement

@' de T(n) dans D x I'(w) tel que le diagramme suivant commute

1]
Q .__q’___';.DXUJ

Y lidD x ¥

(o) — D x T{(w)

Nous dirons que &' est le prolongement de & & T(Q) .
Alors S; est un étalement de FZO(Q) dans T(w) , et 1'injection de Hw(V)

o
dans Le(a;xé,e) se factorise de la fagon suivante :

t,
1w1 ,u)
-Hw(v) eeP > L.(a;%),€)
t . i : F
I p ~ ~ '
1u:,1“(w) K wl'”p,r‘zo(n)’q)zo
H(r(w)) s H(r, ()
[e]

°F, (o), () 8
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ou 1 et sont des isomorphismes d'espaces vectoriels

w, T(w)

t
Py ,f: (Q) Q‘P'
topologiques. 1...p7" 20 %o

On en déduit que 1'image de (Le(a;xé,e))' dans H(L(V) par 1'application

i est égale &
wl...p’w &

.~1 ,
“w,r(w) ° T, (0),8) (H (FZO(Q))]
o o

C'est-a~dire que pour qu'une fonctionnelle analytique locale définie sur ¢ dans
V appartienne & Ne(a;xé,s) , il faut et il suffit que son image dans H'(r(w))

soit %' -quasi portable par f‘ ( .
Zo Zo
La topologie de H(w) étant isomorphe & celle de H(r(w)) 1'application
T fl.-'1 o o =y (ry ,
w,r(w) ° Pr_ (9),r(w),&}
o )
définit un isomorphisme de H'(i:Z (@) sur NE(a;zé,s) . On en déduit le
o ;
THEOREME 4.2.- Soient (V,p) une variété analytique complexe étalée dans € ,
{u’l”"’“’p} un systéme de p-ouverts de V vérifiant les hypotheses (C) et
®) (0.
On suppose que la variété  associde & ((V,cp),{wl,...,u)p}) est_un ouvert de

Runge de D x w .

Alors 1l'espace N sHY (©),H v est formé des fonction-
€(620’ {D]_:"'aDP} )s {wls---,wp]( )

nelles analytiques locales sur  dont 1'image dans r‘(w) sont des fonctionnelles

5; -portables par fz (@ , (o &' est le prolongement & T1(Q) de 1'étalement
o o —_—
naturel ' de Q dans D x w) .

}(V)) , est la topologie lo-

La topologie de N (5 ;H! (¢),H
ez’ {Dl""’Dp} ’ {wl,---,wp

calement convexe la moins fine rendant continue 1'injection

-1 A .
i °f, (,r(w),3) ° 1,r() T dens H (FZD(Q)) .
o} o

N° II': Cas d'un systéeme d'ouverts sur une variété de Stein.

Nous allons maintenant utiliser des résultats généraux sur les porteurs des fonc-
tionnelles analytiques définies sur une variété de Stein, pour donner un résultat

dans un cadre légérement différent.

(60) (R) signifie que @, est de Runge par rapport ) w , (j=1,...,p) ,
(of. déf. k4.2). J
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On suppose que V est une variété de Stein, {wl,...,wp} un systéme de p-ou-

verts de V vérifiantla propriété (C) de comnexité et la propriété (R') (61) .

Alors 1'espace Ns(a;xé,H{w }(V)) est formé de fonctionnelles analytiques

g30ees

locales sur w et s'identifie donc par l'application i & un espace de fonc=-

w,V
tionnelles analytiques définies sur V , C'est cet espace que nous nous proposons

de caractériser.

On a le schéma suivant :

. .
Bl 0D ppw) D@DV gy
A
pw,DXw ! pV,DxV (I)
i
B () . B
Y,V

en identifiant ®w & la sous-variété {zo} xw de Dxw et V & la sous-variété
{Zo}xV de DxV .

Par définition 1'espace N(a;xé,H%w (V)) est formé des vecteurs T de

H'(yp) tels que 1,---,wp}
R SR CHES

Mais 1l'application liw,DXV est injective en vertu du :

LEMME.~ D x @ est de Runge par rapport & D x V .

Démonstration :

Ceci résulte immédiatement du fait que

~

H(Dyw) = H(D) 8 H(w)
H(DyV) = H(D) @ﬂ wv) ,
(ef. [19]) , et de la densité de H(V) dans H(w) |, C.Q.F.D.

o }(V)) , il faut et il suffit que la fonction-
ey

nelle T = iw V(T) soit telle que pV,DxV(T) soit portable dans D x V par 1'ou-

Donc, pour que TeN(a;%',H!
c {wi’

vert Q . Poar qu'il en soit ainsi d'aprés un théoréme de A. Martineau ([29] ;
ch.I, th. 1.,1) il faut eE il suffit que pV,DxV(i) soit portable par 1'enveloppe
H(DxV)-convexe de € , QDXV . Mais pour que pV,DxV(T) soit portable par 1'ou-
vert H(DxV)-convexe ﬁDxV , il faut et il suffit (ef. [29]; ch. I, th. 2.6) que

) C'est-a-dire qu'on suppose wj et w de Runge (cf. § 1) dans V .
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T soit portable dans V par V 0 6D><V c'est-a-dire d'aprés nos définitions par
(anV)zo .

Notons wZo la projection de (anV)ZO sur la variété V . On a le
LEMME. - CGZ est de Runge par rapport & V .

)
Démonstration @

(QDXV)ZO est une sous-variété réguliere de D x V la variété de Stein QDXV .

Donc toute fonction holomorphe sur (QDxV) se reléve en une fonction holomorphe

z
~ L= o s s P
sur QDxV . Mais (zDXV est de Runge par rapport & D x V , d'ol on déduit le
lemme.
I1 s'ensuit que

s ot = 4. (>

1, oz, 8 ) =15 G,

[w ge e o) }
1 D o
ou encore

N(a;xg,H{wl’m’wp](V)) oTe T, (V) n B (V)
o

Comparons les topologies de ces deux espaces.

"1wp}

convexe la moins fine rendant continues les applications T~ T et Tr p, Dx‘”(T)
’

La topologie de Ne(a;x(‘:,H{(‘o (V)) est définie comme la topologie localement
1°°

dans HJ)(V) et :'LQ wa(H'(Q)) respectivement, ce dernier espace étant muni de la
H]

topologie quotient de celle de H'(Q) par le noyau de i

Q,Dxw
Pour montrer 1'égalité des topologies des espaces Ne(a;xé,H{w
1°°

w
Z

o
équivalentes @

HY (V) n H(L(V) , 11 suffit donc d'établir que les deux conditions suivantes sont

2) oy DT~ 0 dams i (E'(Q)) T(Ne(a;x(':,H{wl, W) .

oo )

b) szt oi (T) = 37t (T) ,(qui uniquement déterminé pour T dans
w, SV T,V w, »V
o o
Ns(a;xé,H W,

{wla"'awp}

tend vers O dans HL (V)) .
w
7

o

Utilisons la commutativité du diagramme (I) et 1'injectivité de 1'application
liw DyV * On peut alors mettre a) sous la forme
’

a') pV,DxV(T) tend vers O dans in,va(H'(O)) muni de la topologie quotient
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de H'(Q) .
On a le schéma suivant :

H'(anV)
A

i x 15
0,8,y iy DXV
=N

HY(Q) e 5 H'(DXV) ,
0,DxV

ol iQ ﬁD est un homomorphisme surjectif comme application transposée d'une in-
b xv

jection d'image fermée d'un espace (FY) dans un espace (%®f) . D'autre part,

o e ., , . . .
1QD)(V’DXV est injective., Il en résulte que H'(Q)/ker i, Dxv est isomorphe &

H'(ﬁDxV) *
C'est-d-dire que a') équivaut & :
a") (T) tend vers O dans i~ (H'(. .)) .
Py, DxV Cnxy Opev

Mais le diagramme suivant commute $

i~

DXV
B (G,) __QDXV—;, H' (DxV)
p(J:ZO,V) by PV, DXV
1 (@, ) - H* (V)
° i~
zo’V

p(-- v),a est un isomorphisme de H'(w_ ) sur son image, toujours d'apres
Wy 2 ’anV Zs
[

le théoréme de H., Cartan cité., Donc a") s'éerit :

15,1 V(T) tend vers O dans H'(§, ) soit b) . C.Q.F.D.
z ? o
[e]

THEOREME 4.3.- Soient V une variété de Stein, {wl,...,wp} un_systeéme de p-ou-
verts de V vérifiant (C) et (R') .

Alors, si on note ;’zo la projection de (ﬁDxV)zo sur la variété V , on a :
N ( sH! c),H V)) = H'(V ! v .
€ 6z°’ {Dl,...,Dp}( )s {wl,...,wp}( ) w( ) n H’&zo( )
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COROLLATRE 1.- Dans les hypothéses du théoreme, si le systéme {w,a‘,z } vérifie
la propriété (H) , (en particulier si V =C) , alors °

W) = HJ) n?nz wy .

N H:H ¢),H
E(GZO’ {Dl,...,Dp}( )’ {wl,...,wp}
(o]

Démonstration
Ceci est une conséquence immédiate des résultats du § 1.

On a en particulier le :
COROLLATRE 2,- Si w est H(V)-convexe, alors on a :

DERILEL U

N (s ;H! (¢),H
€ zo’ {Dl"_“’Dp} !
(o}

Ceci nous conduit & poser la définition suivante :

DEFINITION 4.5.- Etant donné un recouvrement ouvert fini {wgseee ,wp} d'un ouvert

H(V)-convexe w de V , on dira qu'un ouvert U de V est intermédiaire pour le

systéme d'ouverts {wy,... ,u)p} si

1) wl.”chcV

2) H.['](V) est un espace intermédiaire pour H! w .
— [wl yooe ,wp}

On aura par exemple le 3

COROLLATRE 2'.- Si w est H(V)-gonvexe, pour tout =z, Llowvert GZ est un
o

ouvert intermédiaire pour le p-uplet d'interpolation Hi“’ w )
JRRRRELS

Considérons maintenant deux points Z, z; de D , on obtient le

THEOREME 4.4,- Soient V une variété de Stein, {wl,...,wp} un systéme de p-ou-
verts de V vérifiant (C) et (R') , alors

N€<[[azo,széJ],H§D1,_“,DP}CG:),H{%.__,wp]W)) =EM R (M 0)
(o] [¢]

En particulier si w est pseudo~convexe et si Hl({f)z U GZ,) =0 , &Z n Ez'
) o

o
est un ouvert intermédiaire pour le systéme {“’1"“2) .

N° III : Cas d'un systéme de compacts sur une variété de Stein.

Soit [mi,...,wp} un systéme de p-compacts de V , V variété de Stein. On sup-

pose que ce systéme vérifie les propriétés (C) et (R') .

On choisit maintenant comme foncteur d'interpolationle foncteur &‘,HNE(sZ , ,e) ,
c

N o

ol
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=g © ,
Y (Byse-- D)

51”"’Bp désignant p-disques fermés du plan complexe, d'intersection non vide.

On a alors si €& désigne le p-uplet d'interpolation H{ , le

wgse s}V

LEME. - yoe=t DOy, u)®

.te(yé,e) = Ha(CxV) , 00 Q= Li! D, X ®

Dans ce cas N(zsZ }(V)) apparait comme 1'espace des fonctiomnelles

IX74) H

o’yc’ {wl,...,wp
analytiques définies sur ® dans V , dont 1l'image dans HﬁXw(CxV) est quasi-por-
table par .

Rappelons la définition suivante [29] : on dit qu'un cohpact K de V est un
“bon compact® si HEV(V) s'identifie & un sous-espace fermé de HK(V) (par1'homo-
morphisme de restriction). On démontre qu'une condition suivante pour que K soit
un bon compact de V est qu'il vérifie la condition suivante 3

v) Il existe une famille équicontinue F d'applications de [0,1] dans KV
telle que pour tout yeKV , il existe feF , vérifiant £(0) =y , f(1)ek .
(On voit alors que si V est de dimension égale & 1 , tout compact de V est un
bon compact, que cette condition est remplie par un polyédre analytique de ¢ ,
d'un compact convexe, de l'enveloppe de deux polydisques etc...)

c) Alors si K est un bon compact de V , pour qu'une fonctionnelle analyti-
que définie sur V soit quasi-portable par K il faut et il suffit qu'elle soit
quasi-portable par KV ([29], ch.I, prop. 1.10).

On peut alors énoncer le

THEOREME 4.5.- Soient V une variété de Stein, {wy,... ""‘p} un systéme de p-com-

pacts de V yvérifiant (C) et (R') . Alors si (o est un bon compact de C x V,
on a

N (5 ;H! ¢),H () =8 (V) nHL (V) .

el {Dl,...,Dp]( Flugseeesn) ) =B n 5y
Nous n'éerirons pas la démonstration qui suit en tout point celle faite dans le cas
d'un systéme d'ouverts. L'hypothése que Q est un bon compact de € x V est néces-
saire & cette démonstration. En effet, contrairement au cas ouvert, on ne sait pas
si une fonctionnelle définie sur € x V est quasi-portable par un compact si et
seulement si elle 1'est par son enveloppe H(CxV)-convexe.
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§ 4, Exemples.

N° I : Cas des domaines étoilds de C° .

Supposons maintenant que V = ¢ . Considérons un ouvert de V &toilé par rap-
port & un de ses points (c'est-a-dire stable pour les homothéties réelles positives

ayant pour centre ce point, de rapport A , O =2 =1) . On obtient alors le

IEMME.- Soit [ un ouvert de € étoild par rapport & un de ses points, I'(q)
est un ouvert de €" &étoilé par rapport & ce point.

Démonstration :

Donnons ici quelques indications de la démonstration suggérée par H. Cartan.

Notons § 1'étalement canonique de @ dans C° , (r(p),¥,3) 1'enveloppe d'ho-
lomorphie de (Q,y) . Appelons &, 1'homothétie de rapport A , 2€[0,1] .
C'est une application analytique de ( dans lui-méme dépendant continuement du pa-
ramétre \ . On sait alors qu'il existe une famille d'applications 5% analytique

de r1(n) dans lui-m8me, telle que le diagramme suivant commute :

<]
Q A o’
v : ¥
F \Cn K 2o

/ | 2 7
S v oo

) ¢ (o)
$

A
On en déduit alors que @ est injective. En effet, soient g et T deux points

de T(n) de méme projection sur €° c'est-d-dire tels que W(gl) = W(gz) . Ona
$(5k(g1)) = V(@X(gz)) , pour tout Ae[0,1] .

{ est un homéomorphisme local, donc l'ensemble des )\ tels que §X(€1) = $x(52)
est ouvert ; il est fermé puisque &. dépend continuement de 3 . Mais 50 est
une application constante, on a donc §x(g1) = 5x(§2) pour ) =0 , donc pour

tout 2Ae[0,1] ; en particulier pour ) =1 d'ou il découle que
G =G C.Q.F.D.

Soit {wl,...,wp} un systéme de p-ouverts de C° &toilés par rapport & un méme

point de W, .p ° Alors  est un ouvert de Cn+1
ses points, donc aussi son enveloppe d'holomorphie T1(Q) . Notons Fz (@) 1la com-

o

étoilé par rapport & un de
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posante connexe de ¢} (wl p) dans r, (n) (avec les notations du paragraphe 2)
0 L] o

a

et appelons @, la projection de fz (o) sur € ; on a alors en corollaire du
o o
théoréme 4.1, le

THEOREME 4.6.- Soit {wl""’wp} un systéme de p-ouverts de <, qu'on suppose
étoilés par rapport & un méme point de wy p ° Alors

1) 1.(s (e),H }(mn)) = H(&z ) .

sHE '
z {Dl,...,Dp} o

{wl,...,wp

2) si Zoseees2, Somb (k+1) points de D , CoreeesCy (k+1) constantes non

nulles, on a

k

n ~ s
L ( zo c_ b {D ,.'_’D }(C) Heo .."wp}(c ) = H(wzo)+...+Hszk? .

- ] n 62
= LE(U:BZQ,”.,6Zo]],H[D1""’Dp}(C),H{wl""’wp}(c )) (°9)

On en déduit le
COROLIATRE 1.- Si n =1

Le(s Fooots,

Zo H {Dli""D} }(C)) = (H((D N eee N (I)z ) .

%o k

On a de fagon plus générale (cf. § 1 - 4 )

COROLLAIRE 2.- Si le systime {,

,...,&Zk} vérifie la propriété (H) , alors :
o

L€(620+...+5 ; {D1,--.,D : C),H .“’wp}(ﬂi)) = (H((‘bZo Neee N wzk) .

REMARQUE.- Les ouverts &z sont pseudo-convexes, puisque toute sous-variété ré-
J

gulidre d'une variété de Stein, ici T(Q) , est de Stein ([15]) . On peut alors

appliquer les remarques faites sur la propriété (H) dans le § 1. En particulier

si k=1 , une condition nécessaire et suffisante pour que le corollaire 2 soit
vérifié est gue

2z
o]

1 ~ . -
H ((D U a)zl,dcn) =0 .

Méthode duale :

Soit {wl,...,wp] un systéme d'ouverts étoilés de ¢ .

(62

) (Cs, seeesb, 7] désigne le sous-espace vectoriel engendré par B, seeesb, o
o o o (<]
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On sait d'aprés un résultat de Behnke (cf. [5]) que tout ouvert pseudo-convexe
étoilé de €" est réguliérement étendable & " et que tout domaine réguliérement
étendable & € est polynomialement convexe. Il en est donc ainsi de 1'enveloppe
d'holomorphie d'un ouvert étoilé de ¢ , d'aprés le lemme. Mais puisque pour tout
3 H(wj) = H(F(wj)) , ona H(w) = Hr(y) . On en déduit que le systéme

{0)19 L ,wp}
considéré vérifie la propriété (R') .
Posons V = T(y) . C'est un ouvert pseudo-convexe de €" et T(n) d'aprés le

lemme qui précéde, est un ouvert étoilé pseudo-convexe de V ., Nous venons de voir

qu'il est polynomialement convexe, on a donc le

IEMME.- ( est de Runge par rapportd V .

On peut alors appliquer le théoréme & un tel systéme d'ouverts. On obtient le

THEOREME 4.7.- Soit {mi,...,wp} un systéme d'ouverts étoilés par rapport & un
méme point de ¢® , alors

«HY n — LR
1) Ne(ézo’H{Dl,...,Dp}(c)’H{wl,...,wp}(C )) =H (wzo)

2) Si Zoyeeeszy  Sont (k+1) points de D :

<H? Nyy e n ' n
Ne(lLeg veenty Willip 03 ( Py, gy (F0) = B (€00 .eenB] (0.
[¢] o

COROLLAIRE.~ Si le systéme {&, ,...,d, } vérifie la propriété (H) , ou encore
si n=1 ona: ° k

(¢),H (€™) = 1} o
o, Neee N w,

N ([[6, see-»5, 113H
3 zg 2y {Dl,...,Dp] . .

fag -+ rap)

N° ITI : Application au cas de deux polydisques de ¢ N

Considérons sur €% 1le systéme d'ouverts {wl’wZ} , O

=1 =12(X)
wX _1Y s X vs'Yo_

désignant des disques du plan complexe, tels que pour tout ¢ = 1,...,n ,

v(l) n Yéz) 9

o
Soit D, = v(1) - (2 : ; . :
oit 1 =Y, et D2 = Yo deux disques de € , d'intersection non vide.

SUNER frontidre de y(X)

Nous noterons 3y ;
o o

x=12 3 o=1,...,n .
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Alors w; et w, sont des ouverts étoilés et on peut appliquer les résultats
des théorémes 4.6 et 4.7 & un tel systéme d'ouverts si on connait 1'enveloppe
d'holomorphie de la réunion Q des deux polydisques de €n+1

n n
m oy e om @

Y .
g=0 9 o=0 °

Celle-ci a été déterminée par M.M. Bros et Glaser (63). Rappelons leur résultat.

n
Soit w = I Ygx) , X =1,2 les polydisques de €” considérés ci-dessus.
c=0

On note i , j , k , respectivement les indices des variables relatives &

chacune des configurations (i) , (ii) , (iii) , que nous allons décrire :

(1) aYil) et aYéZ) se coupent en deux points o et By distincts, on peut
alors définir les disques in) , X=1,2 par:
() _ NCY) 1 (x)
vy = {23€C 5 0" < Arg 2., <8 *tm o,
i*Fi
ol 0<e§x)<n 3 x=1,2

(41) L'un des disques est strictement intérieur & 1'autre, par exemple

Ygl) - V§2)

sos s 1 2
Si ., et p. désignent les points de base du faisceau défini par Yg ) et yg ),
J

en appelant aj celui des deux points tel que aj€y§X) :

e
) - e ) x) oy =
ij = {zjeC 5 'Z-'B’l < P } , O0< Py < 1 5 x=1,2 .
J J
. (
(ii1) Vi c Yi , avél) et ayiz) ont un point commn «  , on notera sz)

(x)

le centre et d, '’ le diamdtre de ¥ (x = 1,2)

- Pour tout A tel que O=\r=1 , on définit :

(63) Ce résultat est exposé dans un travail dactylographié intitulé
% Enveloppe d'holomorphie de la réunion de deux polydisques "
par M.M. Bros et Glaser (C.E.R.N. Gendve).
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%, =0,
v = fz,6€ 5 (1-1) ol + 20{®) < are Zz'ﬁi < (-r oM

+ xe,iz) + m}

- 2% (1)y1=n; (2)yn
'vj()\) = {zjeC ; ';:]:E' < (pj ) (pj DA}

1 2

(=) (204 ) ]

v (W) =4 2,€€C 5 [2-5, (V] < |2, (V=0 | 32, (W) = oy + —F———5—
Ay (1= 2y ey

\

(x)

n
Nous poserons oV 2 I Yc()‘) , [0,1] . Un tel ouvert g sera désigné

c:
par "polydisque intérieur du polyfaisceau déterminé par wy et w, .° (6Lb) I
vient alors, en appliquant les théordmes 4.6 et 4.7 , le

THEOREME 4.8.-

1) Soit zoeD1 . On a les égalités :

/

(OV]
L (s, ;H} (¢),H (€) =H U ©
e "z *>"{D,,D,} g swo} ’
o 1972 19w ﬂizo)é)éi
(GV)
N (s, ,H! (¢),H (c™) = =Y U ©
e'°z *({D,,D,} M }
o PsD2 192 u(0) izt
ou p,l(ZO) est donné par la relation
2
6 -6 7~
u§ZO) _ 9 % , avec o = Arg o o
CICE o Z5~Po
2) Soit z(')(D2 . On a les égalités :
L (s, ;H (¢),H (€)) ==H U oM
D,,D 4 ' ’
ez {Dy» 2} {N1’“’2} oé)\abézo)
N sHY nyy _ V)
e(az(')’ {Dl,Dz}(c)sH{wl,wz}(m )) = H' U w .

L]
ogxsmé%)

64
i ( ) ]?ans le cas o n =1 on retrouve ainsi les disques du faisceau de cercles
déterminé par wy et W qui sont intérieurs & o Uw =w .
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1
ol uéZO) est donnée par la relation :
' 92+n' 0 A%
(zg) o V24
by 00 = —=——=2 , avec 6,0 = Arg z?-eo .
9 = 9 o o "o

THEOREME 4,9.- Soient zoeD1 , zéeDz , On_suppose ezo > n-ezé , alors @

1) L (s, +5 ,3H? ©, (€) = H U ey
&2 % {Dy,D,} ,1,w2} u§Z°)§)§u§zé)

] . n
LE([[ezo,azs]],H{Dl,Dz}(C),H{wl,wz](c ) .

\
2) N ( <H! (€);H (Cn =H U (7\)\ .
VN0, 05 1058ip, 0y (950, ) X (20 (2))
<x§u
Al
ol ugzo) et uézo) sont les constantes définies dans le théoréme 4.8.

Démonstration :

1) Appliquons le théoreme 4.6 , il vient 3

S yy = SHY =
L€(620+625’H{D1’D2}(¢)’H{wv“’z}(c )) LE([[szo,sZé]],H{Dl,DZ}W),H{wl,wz}(c))

n <HY . n
LE(6 {D Dz}(m) sH wz}(e )) + L€(6ZQ’H{D1sz}(c)’H{“’pwg](c )) .

D'aprés le théoréme qui précéde, c'est encore l'espace

q u u)(x) + v w(x)\ .
uizo)é =1 oé)éug%)

/

Le systéme des deux ouverts

TS Jnl

Al
lui%)é)éi o170
/
vérifie la propriété (H) . En effet, puisque nous avons supposé
28 (z?
] zn-ezé ; ui 8) =N 5)

2z
o]

et la réunion des deux ouverts considérés est un ouvert pseudo-convexe, d'aprés le

théoréme de Bros et Glaser.
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On a donc
1

H( U w()\) ;o

o=)=1

et la propriété (H) est vérifide (cf. § 1) . Il suffit alors d'appliquer le co-

-

rollaire 2 du théoréme 4.6 pour obtenir la premiére partie du théoréme. La deu-
xitme partie est une conséquence du théoréme 4.7 et de la propriété (H) (ef.
corollaire 2)

On aura en particulier les

CGROLLAIRE 1.~ Supposons 8, =m- e;,
o o

(z4)
JHY . nyy _ of (u,o0%)
L€(6Z0+628,H{D1’D2}(®)’H{wi!wz}(c )) - H<(D 1 >

N ([[s 1];H! (¢);H (@) = H'( (uﬁzo))
e ttos 1020 135D D1y ) w

On en déduit que tout polydisque intérieur du polyfaisceau déterminé par w, et

ws est un ouvert intermédiaire au sens donné dans le paragraphe 3 , pour le sys-

téme des polydisques {“’1’“‘2}

Ce résultat genéralise celui donné au chapitre 3 dans le cas de deuxpolydisques

concentriques. Enongons de fagon précise ce qu'on obtient dans ce cas.

COROLLATRE 2.~ Si wy et wy sont deux polydisques concentriques de Cn de

rayons respectifs

x)

X

Rj(. )""9R1,(1 (X=1’2) ’
alors si aeD2 et si Rgl) = Rgz) pour j=1,2,,..,n
n (A)

L z );H! c),H C = H o
(olzgdstp oy (@t (O = ' o))

A
ol w( o) est le polydisque de m8me centre que wy et wy s de rayons

_ (gt (2)>ko ._
Rj()‘o) = (Rj ) (Rj y J=1,..uyn

2
\ =T s
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N° 3 : Cas des tubes de €" .

Considérons dans €° 1le systéme d'ouverts {wl,wz} , ol wy et wp désignent
deux tubes de € ayant pour bases respectives deux domaines S1 et Sz de R%.
On voit facilement & 1'aide du théoréme du tube (cf. [2] ;5 p, 92) que les espaces

intermédiaires pour le couple

n
H(Wl’wz}(c )

obtenus par les méthodes précédemment décrites, sont des espaces de fonctions holo-
morphes sur des tubes de ¢” . Nous allons expliciter ce résultat dans le cas ol
5, et S, somt des domaines convexes de R" d'intersection non vide. On obtient
alors, en désignant par w(X) le tube de € de base S(N) = AS, + (1-2) S, 1le

THEOREME 4.10.- Soit z eD; , 2l€D, , ona les égalités

-

1) L (s, ;H (€);H @) =1 (”’)
€ Zo {D1 ’DZ} {w1 pwz} \ u§Z°)<)\§1 w /

/
il . 1y / (7\)
2) LE(SZ;’H{DpDz}(C),H{wng}(q: )) H U w \

omqugt)
nyy = 5i W)

3) N(s, sHip g 4(€)H @y=8 y oM,
R O AR (VY \\ugzo)qgi )
: \
4) N(s, . 3Hf (¢);H (c)) = nY w(k)s
[3 ZO {D1’D2} {(01’(1)2} (oékql‘zzé) ‘

ol ugzo) et uézo) sont les constantes définies dans le précédent numéro (cf.
théoréme 4.8) .

Démonstration :
On se trouve dans le cadre d'applications des théorémes 4.6 et 4.7 . Il suffit
donc de caractériser les ensembles
W, et Wy
o o
On transforme comme dans le cas des polydisques concentriques, D1 et D2 en deux
tubes de bases réelles et on applique alors le théoréme du tube ([2] ; p. 92) .

Un calcul aisé conduit aussit8t au résultat.

On aurait un théoréme analogue au théoréme 4.9 en choisissant

2

[°] gﬂ'ez| )
o} o]
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en particulier si on a le

COROLLATIRE.- Supposons que 8, =m- 9;, , alors

o o

(zq)

e Nyy _ M
Le(ézo + ézé ’H{DI,DZ}(c)’H{wi,wz}(C N=E (")

( L (6)H @ - )
NE [[6Zo9éz°]]’H[D1,D2} ’ {U.)ls(DZ} - ¢ '

Ce corollaire exprime que tout tube de base S(X) = xSl + (1-})32 est un ouvert

intermédiaire (au sens du § 3) pour le systéme de tubes {wl,mz} .

Ne IV : Cas des domaines de Reinhardt de ¢n .

Rappelons qu'un ouvert de €" est dit domaine de Reinhardt, si pour tout
(Zl’°"’zn) de O , le point
(elel z e o z )
greees n
appartient & Q , quel que soit (91,...,en)eﬁn (ef. [28], [22]) . 81 Q est

un domaine de Reinhardt connexe contenant 1l'origine, toute fonction f holomorphe

sur () peut s'écrire d'une maniére et d'une seule, sous la forme

f(z) = £ a 2z |,
ae® ¢
la série converge normalement dans () . On montre que pour que Q connexe conte-

nant 1l'origine soit un domaine d'holomorphie, il faut et il suffit que 1l'ensemble

g€ g
0 = {g;gsﬁn;(e 1,...,e n)(Q}

soit un ouvert connexe de R" , tel que si gcﬂ* , neQ* dés que nj = gj

s
J=1,...n .

Considérons un systéme {wl,wz} de deux domaines de Reinhardt connexes, conte-
nant 1'origine. On peut supposer sans restreindre la généralité du probléme d'in-
terpolation, que Wy et wy sont des domaines d'holomorphie (puisque 1'enveloppe
d'holomorphie de tels domaines, est univalente).

.

Soient D1 et D2 deux disques de € , centrés & 1'origine de rayons respec-
i Q = =
tifs R1 et R2 , R1 < RZ . Les ouverts 1 D1 X wy et 02 > X w2 sont
manifestement des domaines de Reinhardt de

o + 1

leur enveloppe d'holomorphie est un domaine de Reinhardt univalent de €C° +1 et

12
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on tombe alors dans le cadre d'application des théorémes 4.1 et 4,2 ( § 3,
resp. A et B) .

Pour tout A réel, O=2r=1 , posons
o) = f2e€” 5 2 = (2N, atewy , wew,)

‘Il vient alors, en utilisant 1'expression du domaine d'holomorphie d'un domaine de
Reinhardt (ici QU 02) rappelée ci-dessus, le

THEOREME 4.11,- Soit {wy,wy} un systéme de deux domaines pseudo-convexes de

Reinhardt de € , connexes, contenant 1'origine., Si zc’eD2 , zofD1 , on a les
égalités

e Ny _ ()\))
Le(‘izo’ﬂ{nl,nz}(m)’H{mi,mz}(c N=H xoéu)él“’ )

<H? n = H
Nf(bzo’H{Dsz}(C)'H{prz}(c DER: xog@ w(x))
~ Log(|z|/Ry)

avec )\O = Tog R1 Rz .

REMARQUES. -
1) On retrouve ici les résultats du paragraphe n® 2 dans le cas particulier des
polydisques concentriques.

2) En intervertissant les r8les de D

on en déduit que les ouverts w( LY sont pour tout A\ compris entre O et 1 des

1 et D2 sans modifier la valeur de )‘o

ouverts intermédiaires pour le systéme {‘”1"”2} , (cf. déf. 4.5) .

§ 5 - P-uplets d'espaces de fonctions holomorphes & valeurs vectorielles.

Rappelons briévement quelques notions connues (ef. [21]) N
Soit E un espace localement convexe quasi-complet, V wune variété analytique
complexe. Une fonction f définie sur V & valeurs dans E est dite holomorphe
sur V & valeurs dans E , si elle est scalairement holomorphe sur V & valeurs
dans E , c'est-d-dire si, pour tout e'€E' , la fonction
zem<f(z) , e'> (E,E') °* zeV
est holomorphe sur V .

L'application qui & une telle fonction f associe l'application e' » < ?,e' >
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de E' dans H(V) , définit un isomorphisme de 1l'espace vectoriel H(V,E) des
fonctions holomorphes sur V muni de la topologie de la convergence uniforme sur

les compacts de V sur 1l'espace

H(V)E = £E(Ec':,H(V)) = £E(H'(V),E) .

Nous identifierons indifféremment H(V,E) & 1'un de ces deux espaces.

Supposons que V est étalée dans c? , par un étalement ¢ . De 1'isomorphisme
de H(V) sur H(I'(V)) et des égalités rappelées ci-dessus, on déduit un isomor-
phisme de H(V,E) sur H(r(V),E) . si feH(V,E) nous noterons f son prolonge-
ment & H(T(V),E) .

Par extension, on dit qu'une fonction f définie sur une variété analytique eom-
plexe V & valeurs dans un espace localement convexe F non nécessairement quasi-
complet est holomorphe & valeurs dans F si elle est holomorphe & valeurs dans le

quasi-complété T de F .

Soient E et F deux espaces localement convexes, j(E F) une injection conti-
’

nue de E dans F .

Soient V et W deux variétés analytiques complexes, ¢ un étalement de V

dans W ., On pose alors la :
DEFINITION.- Une fonction feH(V,F) est ¢q-prolongeable & H(W,E) s'il existe
f'eH(W,E) telle que @
f=3j fr .
J(E,F) o o
Si f'€H(W,E) nous appellerons g-restriction de f' & V 1'élément f de
H(V,F) défini par £ =f"'"o ¢ .
- Considérons une variété analytique complexe V , un systéme d'ouverts
{wl,---,wp]

de V vérifiant les hypotheses (C) et (R') .

Soit € un p-uplet d'interpolation de %52 (65) . Pour simplifier, nous suppo-

serons que les espaces El””’Ep ot EY sont quasi-complets et que € = (8é)é .

Soit f wune fonction de H(w,EU) dont la restriction & w5 notée fj , dé-
finit une fonection holomorphe & valeurs dans Ej sy J=1,000,p &

Par principe du prolongement analytique, puisque la propriété (C) est vérifide,

(7)) Clest-a-dire tel que En est faiblement dense dans chacun des Ej ,
J=1,ie0yp
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ceci équivaut & la donnée de p-fonctions holomorphes fl""’fp respectivement sur
®pseeeruy a4 valeurs dans El""’E

p

, dont les restrictions & wy définissent
une méme fonction holomorphe & valeurs dans joul .

eesD
Considérons pour tout j =1,...,p l'application vy de (Ej)é dans Hw )
définie par e' w < fj,e' > . J

Pour tout e'eEi Neev N Eé aig (V) » on a, si Z€wy ,p

< fj(z),e' s E< fj,(z),e' >, (3,39e{1,...,p} x {1,...,p}

- o g .
Donc v = (vl,...,vp) définit un élément de £€(60,H{w1’...,wp}(V)) .
Appliquons la propriété duale d'interpolation. Elle montre que v applique conti-
nuement
N (s, 3H! (e),H A (v
€ 6zo’ {Dl,...,Dp} ) {ml,...,mp} 2
dans N (s

e zo‘anl,...,Dp}(c),eé) ,

et le diagramme suivant est commutatif :

I-X(Ll(V) Neee N H(LP(V) __,,Ne(azo;HiDi,m,Dp}(w);H{wi,m’wp}(v)) —»H&)(V)
(1) &0 Yy Y
n
B > Nle sy p g3 T

Nous allons interpréter ce diagramme dans chacun des différents cas étudiés dans

le paragraphe 3 :

1°) Cas d'une variété étalée dans ¢ .

On a le

THEOREME 4.12.- Soient (V,») une variété analytique complexe §talée dans €°
{ml,...,wp} un_systeéme d'ouverts vérifiant (R) , (C) et (H) .

Si feH(p,EY) , ot si sa restrictiond ., est dans H(w.,‘Ej) S 3=1,000,p ,

alors il existe f'eH‘(FZO(Q),cNe(azo;HEDi,...’Dp}(w),Eé)) telle que :
1) f' est un wéo-prolongement de la restriction de f & ®1,..p (qui est un

élément de

Hwy .p,EU))(éé).

66, . J
) ¥y, est 1'étalement de ®; ., dans on(ﬂ) associé & @ (cf. § 2).
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2) Le prolongement f de f & H(r(w),EY) , est un 5; -prolongement de f' &
~ 6 °
r, @ ) .
o

Démonstration :

1) Puisque la propriété (H) est vérifiéde, on a :

H (V)n...nHd (V) =8 (V)
Wy L) Y...p

L'injection de H' (V) dans N (s ;H! (¢),H (v n'est
J u)l...p ) [ 620’ {Dl,...,Dp} )’ {wl,...,wp} ))

autre que la transposée iw " de 1l'application de restriction & Wi p *
1...p’

L'injection de
NC(6ZO;H<{D1 geee ,Dp}(t) ’H{wi goee ,wp} (V))

est 1'injection canonique que nous noterons ¢ . Nous noterons oy 1‘'isomorphisme

de H'(FZO(Q)) sur NE(GZO;HiDlpuoo1DP}(m)’H{w1y-o0y(np}(V)) défini dans le théo-
réme 4.2 (ef. §3) . ()

Alors le diagramme (I) peut se compldter de la fagon suivante :

T, @),r(w),8;

ol o o
B (r, () 5 H'(r(w))
; 7 ° -1
i ~ g i
0, ..p'Tz (@) 9y, / ;”1 w,T(w)
[e] 0]
v V7
H' N (5 ;H! (¢),H (v H'(V
‘”1 .p i > € 620’ {Dl,DP} ’ {W1’-..,wp} )) o > W )
Wy p,w
e e |
t, | ‘tv t
v ) v
N c
E N ( SH! (C);e") o8]
€ 620’ {Di’Dp} e o >

6
( 7) &) est 1'étalement de T, (q) dans 1(w) construit & partir de 1'étale-
o
ment de (o dans Dy ¢ (ef. § 30) .

(68) a1 .
T (@),r(@,8) ° te, () .
o o
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On obtient & nouveau un diagramme commmutatif, et on a :

t .
Vol

w1

LI}

tv o oi ~, '
eeop® t wi...p’rzo(o)"pzo

c"otVocy =tVoi-1 o ix x
1 ws T(w) T, (o), (w),@é

o] o}

Ceci s'écrit encore, en désignant par f' 1'application holomorphe

t ~
2w (Vo ai) (5Z) yde T, (@) dans cNe(sZ ;HiD beeesD }(C),eé) .
o o 1 P
f/‘”1...p =1 ooy
0
fr=%o3" .

\
Ceci démontre les deux affirmations du théoréme.

-~ Dans le cas particulier ol gpé et <§; sont des isomorphismes, 1l'énoncé se sim-

plifie. On aura par exemple le ° °

THEOREME 4.13.- Soient {wl,...,wp} p ouverts &toilés de € , ou p domaines de
Reinhardt.

On_suppose que le systéme {u)i,...,wp} vérifie la propriété (H) .

Soit feH(y,EY) , T son prolongement & H(r(w),EY) . Alors la restrictionde f &

wy est _prolongeable en une fonction holomorphe sur 1'ouvert ({,z de c” &

o
valeurs dans

°N (s, ;H! (€)ser)
eb2 {DyseeesD} €

qui cofncide avec la restriction de f & G,z .
o

2°) Cas d'une variété de Stein.

On a une interprétation immédiate du diagramme (I) sous la forme du

THEOREME 4.14.- Soient V une variété de Stein, {uws,.-.,w } un systéme d'ouverts

vérifiant (R) , (C) et (H) . On suppose que @ est H(V)-convexe.
Soit feH(y,BY) . Si sa restriction £5 & o estdans HusE) , J=1,..0,p

la restriction de f & E,z est_holomorphe & valeurs dans
o

Mo, i, ,...,03(0:e0) -
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Applications :

En choisissant pour D1 et D2 deux disques concentriques de rayons respectifs
R et R' , et pour Zg le nombre réel )\ , R < )\ <R' , on pourra appliquer

ces résultats quand le couple & est un couple d'espaces de Kéthe, nucléaires
(&6 ™), B(s* ™))
tel que £(p™) < 5(gr™)

Nous avons remarqué (cf. ch, III, § 4, remarque 3.7) qu'on avait

(o, sHip, o 3(003e3) = N (a3 (B ™) B ) e2)

N 3 1.1 .

oh a=OY , o™=t o= @D, e .

En appliquant les résultats du précédent chapitre (cf. corollaire th. 3.18) on au-
ra par exemple, le

THEOREME 4.15.- Soient F(B(n)) et F(p* (n)) deux espaces échelonnés nucléaires,
( (n)) ( (n ), B n et ' étant supposés strictement positifs.

Soient w; et w, deux ouverts étoilés par rapport & un méme point de € ,

z un_point de D1UD2 . On pose )\=lzo| .

Alors, toute fonction holomorphe sur wy a4 valeurs dans E(B(n)) et sur wy
N E(B' n ) ~ .

& valeurs dans est _holomorphe sur w, & valeurs dans
o

g < uo(a(m,n))

avec W, = %%éﬁ—(ég) .

REMARQUES.- On pourra, par exemple, expliciter ces résultats dans le cas ou
désigne 1l'espace des fonctions entiéres d'ordre < p , ( (n)) 1'espa-

ce des fonctions entiéres d'ordre < p' , p< p' <o
Ceci donne 1'énoncé suivant :

Une fonction holomorphe de & valeurs dans l'espace des fonctions entiéres
d'ordre < p, , de g, & valeurs dans l'espace des fonctions entiéres d'ordre
1 2

<P est holomorphe de Z’z & valeurs dans l'espace des fonctions entiéres
o
d'ordre < ¥ , ou % est dormé par :

% E ”O(B(‘“ n)y - Lin «B'("‘))‘*(e(n))i') (ef. ch.III, § 4, th. 3.18)
W<,
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i:i‘l-pi'uo (70)
£ 0 ) :

Pour @, et @, on pourra, par exemple, considérer des tubes, des polydisques
de €” ou des domaines de Reinhardt, cas dans lesquels nous avons défini explici-

tement les ensembles az .
o

(™) (ef. ch. IIT, § 4, th. 3.2I)
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