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INTRODUCTION

Le présent ouvrage comprend deux parties : la premiére est consacrée i 1'é-
tude des dérivations dans des anneaux de Krull et & 1'application 3 la factorialité
de certains anneaux tandis que la seconde concerne des dérivations de noyau k
d'un corps K de caractéristique p non nulle, extension purement inséparable

d'exposant 1 de k. .

PARTIE I

La premiére partie est subdivisée en deux chapitres, suivis d'un appendice :
au début du premier chapitre sont rappel&s quelques résultats classiques concernant
les anneaux de Krull et leurs classes de diviseurs ; soient A un anneau de Krull,
A' un sous anneau de Krull de A, le groupe C(A) (respectivement C(A')) des
diviseurs de A (resp. A') ; il existe alors un homomorphisme canonique j de
C(A') dans C(A). Puis est énoncé un important théoréme (théoréme O) relatif 3 la
descente p-radicielle en caractéristique p non nulle affirmant 1'existence d'un

monomorphisme canonique & de ker j dans 0 /¢>. (D est le sous-groupe de A

formé de dérivées logarithmiques d' unités de K ; ()' est le sous-groupe des
dérivées logarithmiques d'unités). A propos de ce théor&me, deux conjectures ont

été faites :

(1) Soit U] 1'idéal A.DA. Toute dérivée logarithmique qui se trouve dans Cn est

la dérivée logarithmique d'une unité.

(2) Un élément de qui est la dérivée d'un &lément de K est aussi la dérivée

d'un élément de A.

Ces conjectures sont démontrées lorsque A est un anneau de séries formelles, la

dérivation étant nulle sur le corps des coefficients ; lorsque A est un anneau

local, son idéal maximal contenant ‘et 1la dérivation P &tant proportionnelle

a3 D ; enfin lorsque A est de valuation discréte, son idéal maximal contenant(7 .

Le premier chapitre se termine par une interprétation du théoréme O grice
aux groupes de cohomologie des groupes multiplicatifs des anneaux de nombres duaux

construits 3 partir des corps considérés.



Le second chapitre est un exemple d'application de la théorie développée
au premier chapitre : &tant donnés un corps k de caractéristique 2, u une

indéterminée sur k, soit 1'anneau A' :

A' = k(u) ﬁ x,y,zﬂ

i
oi x, y, z sont liés par la relation x2 +y + uz2j =0, i et j @&tant deux
entiers impairs positifs. Pour quelles valeurs de i et j 1'anneau A' est-il

factoriel ? Nous verrons que la factorialité de A' est tout-i-fait exceptionnelle.

-

Pour résoudre ce probléme, nous serons amenés 3 utiliser des raisonnements
d'arithmétique ; en particulier apparaitra la permutation o de 2s objets défi-

nie par :

a(28) = 2
L =1,.0.,8

0(28-1) = 2 + s

qui est déja intervenue dans certaines &tudes de descente p-radicielle [3]. Quel-

ques propriétés de cette permutation seront dégagées dans 1'appendice.
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CHAPITRE I

RESULTATS RELATIFS A LA THEORIE DE LA DESCENTE P - RADICIELLE

A} Quelgues rappels
Soit A un anneau intigre. La relation (A :® ) = ( A :® ) entre idéaux

(entiers ou fractionnaires)05 ,05' de A est une relation d'équivalence, dite

"équivalence d'Artin". Les classes d'équivalence s'appellent les diviseurs de Ae

La multiplication des idéaux donne une multiplication des diviseurs ; muni de
cette loi et de la relation correspondant & l'inclusion, l'ensemble des diviseurs
de A est un monoide ordonné, noté D (A). Pour que D (A) soit un groupe, il faut
et il suffit que l'anneau A soit compldtement intégralement clos. Lorsque D (a)
2st un groupe ordonné dont les éléments positifs (qui correspondent aux idéaux
entiers de A) vérifient la condition minimale, l'anneau A est un anneau de Krull :
par exemple, un anneau noethérien et intégralement clos est un anneau de Krull.
Considérons alors un anneau A de Krull, Soit P (A) 1'ensemble des idéaux premiers
(P de hauteur 1 de A (c'est-3-dire que(P¢(o)et ne contient pas: d'autre idéal
premier que lui-m&me et (o) )s Nous avons alors les résultats suivants [1]2

- pour tout élément 03 de (P (A), 1'anneau de fractions ﬁ? est l'anneau
d'une valuation discréte nommée .

- 1tanneau A est 1'intersection de ces ﬁ? .

- tout diviseur § de A s%écrit, et de fagon unigue, sous la forme

8 = (PGZP(A)nQP)(P
ou les n (03) sont des entiers peesque tous nuls.
Le diviseur correspondant & 1'idéal principal Aa, que nous noterons (a) s 'écrit :
(2) =0>eZP(A)v0’(°)' ®
Les diviseurs correspondant aux idéaux principaux sont appelés les diviseurs prin-
cipaux ; ils forment un sous-groupe, noté F (A), de D (A). Le groupe quotient
D (A) / F (A) est noté C (A) et s*appelle le groupe des classes de diviseurs de A.
Les anneaux factoriels sont les anneaux de Krull A tels que C (A) soit nul,
Soient maintenant A un anneau de Krull de caractéristique p # o, de corps des
fractions K et D une dérivation de K telle que @
D (A) CaA

Notons K' le noyau de K et A' 1'anneau K'n A. Comme KP (resp. Ap) est contenu
dans K? (resp. A'), l'anneau A est entier sur A!'. De plus, l'anneau A' est de
Krulle Pour tout élément (p de P (Ar), il existe un seul é1ément T de P (A) tel que
B A= @ : c'est 1'ensemble des x de A tels que xP soit dans @ [2] . La
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restriction de v? 3 K' est une valuation 2quivalente % V(P . Soit _g(g’@) 1'in-

dice de ramification correspondant au couple (Q,(P). Faisons correspondre 503

le diviseur | :
J((P) J((P) :?n§7:6>a(‘5°,03) 8

Par lindarité j s'étend en un homomorphisme de D (A')dans D (A). Comme A est
entier sur A?!, pour tout élément F de P(A), 1'idéal premier &N A est nul ou
de hauteur 1 donc 1l'homomorphisme j applique F(A') dans F(A) d'ol un homomorphis-
me canonique J de c(A') dans c(A). Soit Q) 1e sous groupe additif de A composé des
é13ments de la forme % avec t dans K (ce sont des Wérivées logarithmiques") @
il contient le sous groupe (D/ des dérivées logarithmiques d'unités (c'est-3-di-
re des Du—“ ol u parcourt le groupe des unités A‘de A). Neus avons le théoréme
suivant [3] :

Théordme O

Il existe un monomorphisme canonique ¢ :

$ : kerj'______, 696)/
Si de plus le degré de K sur K' est p et si D,A n® est dontenu dans aycun idéal
premier de hauteur 1 de A, alors cl-> est un isomorphismes

A propos de ce théor®me, deux conjectures ont été faites @

1 = Soit ()I’I'idéal A. DA, Toute dérivée logarithmique qui s& trouve dansU’
est la dérivée logarithmique d'une unité,

2 = Un é1ément de ()] qui est la dérivée d'un élément de K est aussi la dé-
rivée d'un élément de A.

Ces deux conjectures ont été démontrées dans  quelques cas particuliers.

B ) Etude de quélques cas particuliers
1) A est un anneau de séries formelles 3 une indéterminée X sur un

corps L et la dérivation D est nulle sur le corps L. Soit x 1'élément DX que nous
supposerons dans 1'idéal maximal 97U de A : alors l'idéal()’ est 1'idéal maximal
x A et est contenu dansIMl. L'ensemble des unités de A est le groupe multiplica=

*
tif A des séries formelles d'ordre nul.

Dans ces conditions, les conjectures 1 et 2 sont vraies, démontrons la conjec-

ture 1 : la dérivée logarithmique DF’E est dans U] donc s'écrit xQ, ot Q est dans

A ; la série P peut s'écrire comme le produit d'une puissance de X et d'une série

R d'ordre nul

P=X"R
/
XCQ: x(ﬁ +-5-)
* x R R
Comme R appartient 3 A, 1'élément Q - i appartient 3 A donc n est nul modulo

la caractéristique p : la dérivée logarithmique pr est aussi la dérivée
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logarithmique de l'unité R.
La conjecture 2 se démontre d'une manidre analogue.

2) L'anneau A est local, son idéal maximalTl contient l'idéalcq et la
dérivation DP est la ] .

Nécessairement, 1'élément a est dans K' : en effet, appliquons la formule de
Barsotti-Cartier (4] 3 un élément x de A n'appartenant pas & A?! :

DPx = (D_i)p . Dp_1(D_x)= a Dx

X X X
Appliquant la dérivation D, nous obtenons :

X

Da Dx + ao(gil= aD(Dx]:; Da =0
X X

Si 1'élément a appartient 3 A , la conjecture 1 est vraie :
soit t un élément de[ﬂ qui est la dérivée logarithmique d'un élément x de K :

quitte 3 remplacer x par un élément de Apx, nous pouvons Supposer que x appar=—

» ¢
tient 3 A, Comme g‘appartient a A, 1'élément g;- est dansl'h par récurrence,
-1
nous voyons que Exx est dansTl pour tout n positif : 1'élément u = -1+ L%;TS

est alors une unité et t est la dérivée logarithmique de u-!.

" .
Supposant toujours a dans A » nous obtenons un résultat plus fort que la conjec—
ture 2 : tout élément t de A qui est la dérivée d'un élément x de K est la dé-

rivée d'un élément de A. Nous voyons en effet que t est la dérivée de 1'élément
DP~2 (a='t) de A (le cas p = 2 ne fait pas exception, car D° est 1'identité).

3) L'anneau A est de valuation discréte et son idéal maximalM contient
1'idéal Q'

Soit z une uniformisante de 1l'anneau A.

a) étude de 1'iddal (]
Comme l'anneau A est\de valugtion discrete, 1'idéalVU| est pridbipaI. Soit y un
&1ément de A tel que v (Dy) soit minimal : ainsi(q est 1'idéal engendré par Dy.
Si v (Dy) est égal & v (Dz), 1'idéal est engendré par Dz. Sinon montrons
qu'il existe un élément u dans A* tel que v (Du) soit égal & v (Dy) : 1'élément
y de A s'écrit uz", avec u dans Aret n entier positif ou nulz

Si n est nul module p, 1'égalité v (Dy) = v (Du) + n entraine que n est nul, donc
y appartient & A*. Si n n'est pas multiple de p, v (Dz) ne peut &tre supérieur
av (Dy) que si Du n'est pas nul @
v(Dy)g Inf[n+v(Du),n-1 + v(Dzﬂ
Or, les trois hypothéses n différent de O, v (Dy) inférieur (resp. inférieur ou/
"égal) 3 v (Dz) (resp. v (Du) ) conduisent 3 une incompatibilité.
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b) Etude de la validité des conjectures 1 et 2

Si 1'igéal Ulest engendré par Dz, la conjecture 1 est vraie : supposons que
1*é1ément t,lde la forme b Dz, b appartenant 3 A, soit la dérivée logarithmi-
que de x, que nous écrirons uz® ; l'entier relatif r s'écrit hp + 1, s étant
un entier non négatif, inférieur 3 p. La dérivée logarithmique de uz® est t,
donc nous pouvons nous limiter au cas ou r est un entier non négatif, inférieur
a p.

Dx = Du z¥ + r Dz 271 u

Dx = x b Dz

Si r n'est pas nul, v .(Dx) vaut v (Dz) + v(x) - 1, maisaussi v (Dz) + v (x) +

v (b), ce qui contredit le fait que b est dans A : 1a dérivée logarithmique de
X n'ést donc dans quue si v(x) est multiple de p et nous avons alors gue t est
la dérivée logarithmique de 1l'unité u. Lorsquetn est engendré par Dz, nous pou-
vons seulement en déduire que si un élément t de U] est lz dérivée d'un £1ément
de K, i1 est ou bien la dérivée d'un élément de A, ou hicn la dérivée d'un é1é-
ment u z'P ol u est un élément de Afet h un entier relatif ; supposons en effet
que 1'élément t, de la forme b Dz, b appartenant 3 A, soit l= dérivée de x, que
nous écrirons uz¥ ; 1l'entier relatif r s'écrit hp + s, s &tant un entier non
négatif, inférieur 3 p. Si s est non nul, nous avons :

v (Dx) = v (b) + v (vz)

v Dx) =v (Dz) + r - 1
Comme b est dans A, r est supérieur ou égal 3 1 donc x est dans A .
Si s est nul, nous avons ¢

v(b) + v(pz) = v(Du) + hp.

Nous en déduisons seulement que x est de la forme uzhp.

/7
¢) Etude de 1'anneau A
/
Lorsque U\ est engendré par Dz, l'anneau A est 1'ensemble des &léments de la

forme uzhp, ol u est un élément de Al*et h un entier non négatif.

I1 est clair que les éléments de cette forme appartiennent 3 . Soit x un élé-
ment de A'que nous écrirons uz! :

Duz" + n Dz z™! u =0
Si n est nul modulo p, Du est nécessairement nul, donc u appartient i A’*
Si n n'est pas multiple de p, cemme v (Du) est supérieur ou égal 3 v (Dz), 1'éga=
1ité z Du + n Dz u = D entraine la nullité de Du, donc celle de n mwocule p, d'ou

une contradiction.

d) Etude de dérivations D telles que DP soit de la forme aD

Cemme dans le paragraphe B) 2), nous démontrons que Da est nul.
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montrons que a appartient 3 l'anneau P(:

~ supposons que, quel que soit x dans A, v(Dx) soit supérieur ow égal 3 v(x) :
comme D n'est pas la dérivation nulle, il existe un x dans A tel que Dx soit
différent de zéro. L'hypothdse, applicuée successivement % Dx, D?x, ..., DPJ x
montre que

v(a) + v(Dx) = v(Dpx)Zv(Dp-1x)Z.,.Zv(sz)z v(Dx)
Alors, v(a) est positif ou nul, d;;c a est ;; éigment d;-A'
- supposons qu'il existe un x dans A tel que v(Dx) soit inférieur & v(x) : dcri~
vons x sous la forme uzly Si n était multiple de p, v(Dx) serait égal 3 n+v(Du),
donc ne pourrait &tre inférieur 3 n, puisque Du appartient 3 A. Sinonm :
v(Dx))Inf[v(Du) + n,v(Dz) +n-1]
Les deux nombres v(Du) ;zn, v(Dz) + n - 1 sont supérieurs ou égaux 3 n, d'ol
une contradiction. Par une démonstration analogue, nous obtenons le résultat
suivant : 1'é1ément a est dans U si et seulement si v(Dz) est égal 3 v(z) (donc
vaut 1). Dans ces conditions, nous avons :
v(x) = v(an) Y n;O si v(x) # hp

C) Généralisation du thdoréme O et interprétation par les groupes de

cohomologie,
1) Constructions préliminaires

Etant donné l'anneau de Krull A de caractéristique p non nulle et de corps des
fractions K, considérons n dérivations D{,..., D, indépendantes de K telles que,
pour tout i, nous ayons 3}
Dy ACA
Désignons par K';j le sous corps de K noyau de Dj, par A'i l'anneau A K'j (qui
est aussi le noyau de la restriction de Dy 2 A), par A'; le groupe des unités
de A'y. Alors, si PF désigne le groupe des unités de A, nous avons :
Al = A"n A

Soit € un élément tel que Elsoit nul. Appelons L 1'anneau de nombres duaux
K ®@KE , B 1'anneau A @Ke et M 1'ensemble A¥@ KE . Le groupe multiplicatif de
L , soit LF, est K¥¢ K& tandis que celui de B , soit B*, est M.

Les n applications S{, e..ey 8n de L dansl définies par :

si(a +b ) =a + (b + Dia)ﬁ

sont des automorphismes de L dansL . Leurs restrictions & B et B*sont aussi des
automorphismes de B et B*,
Nous avons :

sisj(a+b€) =a+ (b+ (Di + Dj)a)£

7z n *
Le groupe G engendré par les est isomorphe 2 ( /pZ) + Comme le groupe L_///,6
B
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est isomorphe A K*/A*, i1 est aussi isomorphe 3 F (A), groppe des diviseurs

principaux de A, d'ol la suite exacte s

5 < B 1 F(A)——0
Notons[B‘)u et (L'A) les invariants de BY et " par G ; le groupe F (A) est inva-

riant par G et nous avons la suite exacte :

G 1 1 4
() L@ (P F(a) —H'(6,87) 1! (6,1°) > HlG,F(A))...
2) Etude des différents termes de la suite exacte (1)
T G
a) Etude de (B™)
G
L'élément a+b€  dep est dans (B*) si et seulement sipour tout i nous avons :
a+hé =si(a+be)
=a+(b+ Dia)e

asbe € (8%) 0 D2 = O )

% »* I
[ 0 [
@ae A1 OAzﬂnAn_A

Les invariants par G de B* sont donc les éléments de AT @ K €
b) Etude de (1*)G .
. *
Un raisonnement analogue au précédent montre que les invariants par G de L  sont

les éléments de K'@ Ke, ou K' désigne le corps K;nxén...n K
n

¢) Etude de 1'(G, B™)

Un 1 - cocycle f est une application de G dans B* telle que

f(st) = s(f(t)). £(s) Vs,teG
Pour déterminer f , il suffit de connaftre les images f(si) lorsque i varie de
1an:

A f(s;) = a; + be
Calculons f(s?i’) ; d'aprés la définition de 8§ , nous avons 3
s';(a*b )=2a+ (b+ nD, a)é
P Py _
sy =1 = f(s]) =1

D'autre part, calculens f(si)‘: H
£(s2) = (s;(a; + mE ))u(a; + b, €)
=a§ + (ay(b, +Djay) + aibi)g
Par récurrence, nous obtenons 3
f(sl;) = ag +mg €
Comparant les deux expressions de ﬁ'(sg)‘ s hous en déduisons que aP  est

b1
égal 3 1, Or a,P =~ 1 = O peut encore stécrire (a; - 1)P = O donc a; est égal & 1.
i N i i

mi-C'p bi-pbi%mi-o
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Poungue$ soit un l-cobord, il faut et il suffit qu'il existe un &lément a + b€
dans B*¥tel que :

£(s) = (s(a + b)) (a + be) L ¥5€C
a+ (h + Dia)E = (a + be) (1 + bia)
Dia =a+ (b + bia)é
by ==

Soit & le sous groupe additif de K” constituéd par les dérivées logarithmiques
D.a
d'unités (c'est-i~dire 1' ensemble des G—i—)i -1 n lorsque a décrit A%),
seees

Nous venons de démontrer que ut (3, B¥) est isomorphe 3 K YD .

d) Etude de H' (¢, ™
Soit &) lé sous-groupe additif de A" constitué par les dérivées logarithmiques d'élé-

D.a
ments de K (c'est-d-dire 1l'ensemble des (-%—)

=1 n appartenant 3 An).
seses

Un ralsonnement analogue 3 celui fait au c) montre que H (G, ¥ ) est isomorphe & Kzs

e) Etude de H' G, F (4)) 1
Comme G opére trivialement sur F (A), le groupe H (G, F (A) ) est constitué par les
homomorphismes £ de G dans F (A). Pour déterminer f, il suffit de connaltre les

images f(si) lorsque i wvarie de 1 3 n. Soit Xi un ‘élément de K* tel que le di-

i soit f(si). Comme aiP est 1'identité, le di-

viseur (x.p) est le diviseur unité. Cela signifie que xip est une unité, c'est-i-

dire que v(x ) est nulle pour toute valuation discréte v de 1'anneau A : 1'élément

Viseur principal (xi) engendré par x

X, appartient donc 3 A et (x ) est le diviseur unité. L' homomorphlsme envoie tout
automorphisme s; sur le d1v1seur unité donc le groupe H (G, F(A) ) se réduit 3
son élément neutre.
Nous obtenons finalement la suite exacte :
@) 1 e, )% — F ) K — K —> 0

3) Lien avec la théorie de la descente p-~radicielle

Etant donné 1'anneau A' = A" VA' N ... 7 A' , nous avons la suite exacte :
1 2 n

1 —- (13*)G —_— (L"‘)G > F(A") > 0
Compte tenu de la suite exacte (2), nous obtenons la suite exacte (3) :

(3) 0 —>F(A") > F(A) > KO —> KR —> 0
Comme dans la partie A), considérons 1'homomorphisme canonique j de C (A') dans

C (A) : son novau est j (F(A) )/ F(A").

La suite exacte (3) permet de définir un homomorphisme de i (F(A) ) dans Cﬁﬁﬁa
dont le noyau est F (A') d'oli un monomorphisme 6 de ker j dans 4)/g' : ceci est une
généralisation du théoréme O.

Remarque : Il est 3 noter que cette interprétation du th&oréme O par les groupes de
cohomologie renforce 1'analogie entre la descente p-radicielle et la descente ga-
loisienne (ol les dérivations sont remplacées par les automorphismes) puisque cette
derniére théorie avait été interprétée par la cohomologie.
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CHAPITRE II

APPLICATION A L'ETUDE DE LA FACTORIALITE DE CERTAINS ANNEAUX

Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k et

A' 1'anneau :

2

A' = k(u) [EX,Y,Z]] ot x~ + y1 + uzzj =0

i et j &tant deux nombres entiers impairs supérieurs ou &gaux & 1. Le probléme

consiste 3 &tudier pour quelles valeurs de i et j 1l'anneau A' est factoriel.

A) LIEN AVEC LA THEORIE DE LA DESCENTE p-RADICIELLE

Soit K' 1le corps des fractions de A' ; nous cherchons 3 plonger K'

dans un corps K et 3 construire une dérivation D de K de noyau K'.
Considérons 1'anneau A :

A = k() HY,zﬂ

oi t est une indéterminée sur k, et K son corps des fractions :

ceuo (12

Soit D 1la k-dérivation de A définie par :

pt = vyt
DY = zJ
Dz =0

I1 est clair que k(tz) IIYZ,Z ﬂ est contenu dans le noyau de D. D'autre

part, considérons 1'élément x défini par :
x =Y + tz)

px=2v"13 -0
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Introduisons les notations suivantes :
tT=u Y =y

Le corps k(u) ((x,y,z)) est contenu dans le noyau de la dérivation D

étendue & K, ol x est défini par :
X = Yi + tzj

x2= y1 + uz2j
Le corps K est de degré 2 sur k(u)((x,y,2)). Par construction, la dé-
rivation D2 est nulle : nous en déduisons que K est de degré 2 sur ker D donc:

ker D = k(u) ((x,y,2)) ol x2 = yi + uz2j

. Posons ﬂmﬁ=x2-#—u¥iCmm

i 23

Etudions la surface x2 =y + uz

nous sommes en caractéristique 2, nous avons :

f'x =0

i-1

fly =y

f'z =0

Le critére jacobien montre que la surface ne contient qu'une seule courbe

singuliére définie par :

Dans A', cette courbe singuli&re est définie par 1'idéal premier A'y : il
en résulte que 1'anneau A'A, est de valuation discréte, donc l'anneau A' est
y
normal en codimension 1. Comme A' est un anneau de Macaulay, il est intégralement

clos.

Dans ces conditions, nous avons :
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A' = k(u) ((x,y,2)) N A

L'anneau A' est le noyau de la restrictionde D & A et 1"homomorphis-

me canonique J :
J:c@)— CcQ)

est défini. Comme 1'anneau A est factoriel, le groupe C(A) est nul et le noyau

de j est le groupe C(A') tout entier.

Appliquons le théoréme O rappelé au chapitre I : il existe un isomorphisme

% de ker j sur G/ _,
M|

ker J = C(A')———)m/@v

Pour &tudier C(A'), il suffit donc de voir la forme de @ /GD' .

Etudions les &léments de () : si F appartien£ 3 () , il existe un 818-
ment G de K tel que :

=6
F=3

Calculons DF ; compte tenu de la nullité de D2, nous obtenons :

- (%)

DF = F

Réciproquement, si F est solution de 1'équation F2 = DF, 1'élément F
est la dérivée logarithmique de F car F = 2;. Les éléments de () sont donc les

solutions de 1'équation (1) :

(1) F2 = DF

qui appartiennent 3 1'anneau A.
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B) RESOLUTION DANS L'ANNEAU A DE L'EQUATION (1)

Munissons Y du poids j et 2z du poids 1i. Soit Fn la composante iso-

bare de F, de poids n :

F =2 a Y z a, € k(t)

oli 8, m sont liés par la relation :
n=2j+mi

Etudions DF_ :
n

, considéré comme fraction rationnelle

en ¢t.

Ainsi DFn est isobare, de poids n + ij - j. Décomposons chaque série F

en somme (infinie) de composantes isobares :

F=F +Fpy+

Nous appellerons ordre de F, et nous noterons O(F), le poids de sa plus basse com-

posante non nulle. Nous introduirons () @ le sous groupe de ) formé des déri-
vées logarithmiques d'ordre supérieur ou &gal & q : ainsi GJ)q) est une filtra-

tion de () . Munissons (' de la filtration induite :
@) = @ N 0N

et le groupe quotient &8 = 03/6)' de la filtration quotient (tgq). Nous avons :

- O o
23q @+ )1, o,

Le groupe tg est isomorphe au groupe gradué Z t?

{ (car il s'agit
q q/Sq-i-l
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d'espaces vectoriels sur F2).

Soit F une dérivée logarithmique non nulle : 1l'ordre de F2 est égal 3
deux fois l'ordre de F ; d'autre part, 1l'ordre de DF est supérieur ou égal i

l'ordre de F augmenté de ij - j . Comme F est solution de 1'équation (1), nous

en déduisons :

2 0(F)

nv

O(F) + 1j - j
o) > 1j - 3

1) RECHERCHE DE LA COMPOSANTE ISOBARE DE F DE POIDS ij - j .

Le poids de la composante F est 2(ij - j) donc Fij - j est elle-

_ 13-3

méme solution de 1'équation (1). Pour alléger les notations, nous poserons :
Fij - j =G

c=2_a Y °
n

n,m

Les entiers n et m sont 1iés par la relation :
nj +mi=j3j{-1)

Soit d le pged de i et j : d est un entier impair :
j=4dj' i=adi'
nj' +mi' = j'(1'da - 1)
(i'd - n-1)j' = mi’'

D'aprés des propriétés de divisibilit&, nous en déduisons :
m= 2j'

2=0,.0.,d -1
i-1-21i'

=]
"
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a) les entiers 1 et j sont premiers entre eux : d wvaut 1

Alors, G se réduit au mondme aYi-l. Comme G est solution de 1'&qua-

tion (1), nous avons :

ar Y2172 o 2 y2i-2

Dans ces conditions, ou bien G est nul (et il est la dérivée logarithmique de
1'unité 1), ou bien G est la dérivée logarithmique de 'unité a.

b) cas général : d est supérieur 3 1

Comme d est impair, il est de la forme 2s + 1, o8 s est un entier su-

périeur ou égal a3 1.

Mettons en évidence les exposants pairs et impairs de Y :

S - ' ' s-1 RENL '
-3 ay yimlm2edt 23t - gi1-11(201) | (2041)3
2=0 2=0
Calculons DG :
S, 2i-2-224' 223" SZ'I \ i j)
DG=§)82£Y z *20(32“1’{*82“12

yi=2-1' (2241)  (20+1)5"

Ecrivons que G est solution de 1'équation (1) ; par identification, nous obtenons

les relations suilvantes :

a'22 = ai L =0,00e48
(2)
2

04l = Fpegtl 2 =0,.04,8-1
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Nous allons montrer que les a, sont nuls pour & différent de O.

2
Faisons tout d'abord quelques remarques sur les valuations v de k(t)

triviales sur k ; elles sont de deux types :
- ou bien v est la valuation 3 1'infini, et alors nous avons :
v(£') > v(f) + 1 VE € k(t)
- ou bien v n'est pas la valuation 3 1'infini, et alors nous avons :
v(f") > v(f) -1 VE € k(t)
Dans tous les cas, nous avons donc :
v(E") 2 v(f) - 1.
Soit ¢ 1la permutation de 2s objets définie par :

o(28) = & )
L =1,.00,8
0(22-1) = 2 + s

Appelons o le nombre d'éléments du cycle engendré par j : remarquant que quel
que soit j, son cycle contient au moins un nombre pair et un nombre impair, nous

en déduisons que o est supérieur ou égal 3 2.

Partant de a2 , nous aurons o égalités du type de celles &crites en (2) faisant

i}

intervenir au premier membre tantdt la dérivée d'un a, , tantdt un a, mais une
P ) 3

fois au moins nous aurons un a,. La dernidre égalité aboutira & 1'élément a,.

[ j

Soit v une valuation quelconque de k(t), triviale sur k. Prenons les valuations

~

des o @&galités ainsi &crites et additionnons les membre & membre apré&s avoir mul-

tiplié 1'avant dernidre relation par 2, la précédente par 22,..., la premiére par

Za_l. Compte tenu du fait que v(f') est supérieur ou &gal 3 v(f) - 1, nous obte-

nons :



Factorialité de 21 -
certains anneaux

2°‘v(a)->'v(a)-(2+22+"+2°"1)

3 3

Q" -1 v 32 - 2°

Comme v(aj) appartient & Z, il est positif ou nul : ceci &tant vrai pour

toutes les valuations de k(t), les aj sont des polyndmes en t.

Soit d(al) le degré du polyndme a, . Nous avons :

2

d°(a'y) g d°(ap) - 1

3
Prenant le degré des polyndmes intervenant dans les o relations écrites

ci-dessus, nous obtenons :
2% a°(a

) < d°(a,) -1

3 3

Q" -1 d@) -1

Le degré d'un polyndme ne pouvant €tre négatif, tous les a, sont nuls.

Dans ces conditions, G se réduit 3 :

G=ay™?! a € k(t)

Comme dans le cas a), G est ou bien nul, ou bien la dérivée logarithmi-

que de a .

2) ETUDE DES COMPOSANTES ISOBARES DE F DE POIDS SUPERIEUR A ij - j .

Nous pouvons donc nous limiter 3 1'&tude de (I>q, a 'q et fgq pour ¢
supérieur & 1ij - j. Notons Pq 1'ensemble des polyndmes isobares de poids q.
Soit ¥ 1'bomomorphisme de ) dans P qui, 3 tout F=F + F + ees  ap-

q q q Tqtl

partenant ECD‘I fait correspondre sa composante Fq de poids q. Le noyau de V¥

est M) g+’

2
Soit F un &lément de ®© q : 1'ordre de F  est supérieur ou &gal & 2q, tandis
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que, si DPq est non nul, il est d'ordre q + ij - j sfriétement inférieur 3 2q

(puisque q est strictement supérieur & ij - j). Comme F est solution de 1'é-
quation (1), c'est que DFq est nul :

F € A'"N p
q q

w(Dq) c A" N Pq

Soit (q 1'idéal de A engendré par Y:"-1 et zj} Comme toute dérivée logarithmi-

que d'unité appartient i U], nous avons les relations :

() '
‘l‘(q)CAf\Pq

¥WR) c N na N p
q q
Montrons que nous avons surjectivité, c'est-d-dire que nous avons les relations (3):

\y(G)q) =A" N ?
(3)
w(O’Dq)aU]ﬂ A0 R

Soit donc Fq un &lément de A' N Pq. Nous cherchons des polyndmes isobares

Fﬁ (n > q) tels que F défini par :

+ eee

F=F +F,

soit solution de 1'équation F2 = DF (1).

Comparant les composantes isobares, 1'équation (1) se traduit par :

2
n DFZn—ij +j

F

n>1j=j=>2n-1j+j>n

De plus,l'entier 2n - 1j + j est pair. Chaque Fm est donc déterminé par "inté-
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gration" 3 partir d'un F: avec s strictement inférieur & m. Remarquons que, si

m est impair, la condition sur Fm s'écrit DFm = 0. Il s'agit donc de déterminer
un polyndme isobare Fm de poids m par une condition de la forme DFm = GZ, ol G

est un polyndme isobare donné de poids supérieur ou &gal & q. Par additivité de la

dérivation et de 1'élévation au carré, nous sommes ramenés au cas d'un mondme

G=a Yk 2" ot a appartient 3 k(t), les entiers m, £, n vérifiant :
m+ iy - j =2 (2 + ni)

Si 2% est supérieur ou égal & i - 1, nous prendrons :

F o= a2 t Y2£ zZn
m Y1-1

Si 2n est supérieur ou égal 3 j, nous prendrons :
- 32 Y22,+1 z2n-_-|

F
m

Nous sommes toujours dans l'un de ces deux cas, car, si 2% est inférieur 3
i-1, et si 2n est inférieur & j, par des considérations de parité, nous obte-

nons :

29 <1 -3 2n<j-1

m+ij -3 (A-3)5+1(3-1)

m<ij -2j -1
Or m est supérieur 3 1j - j.
De plus, si nous supposons par récurrence que nous avons G dans(q , nous aurons
ou bien % supérieur ou égal 3 i -1 et 2% - i + 1 sera encore supérieur i
1 -1, ou bien n supérieur ou égal 3 j et 2n - j sera encore supérieur i j,

de sorte que F_ peut étre pris dans L?.

Les relations (3) se trouvent ainsi démontrées : elles montrent qu'il existe un

isomorphisme canonique de 58 sur (A' N P) ' ). Donc
LU} C/opn at N opy
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8

a9 a une structure de k(tz) espace vectoriel de dimension finie n(q).
q+l

C) CONCLUSION
L]
Le groupe C(A') est donc un k(u)-espace vectoriel de dimension finie

N(i,j) = 2_  n(q)
q>ij-j

i-1

Etudions cet entier N(i,j) : dans l'anneau A, 1'idéal O} = (¥ -, zj) admet un

supplémentaire engendré par les mondmes Yz z" tels que #<i-1 et n<j.

i-1 h]

Comme Y + tz' appartient 3 (], un supplémentaire de (N A' dans A' est
P

engendré par les mondmes ng‘zn tels que 22 <i -1 et n < j. L'entier N(i,j)

est égal au nombre de ces mondmes qui sont de poids strictement supérieur 3
ij - j : N(i,j) est le nombre des couples (2,n) tels que :

2 <1i-1

n<j

225 +ni > 1j - j

THEOREME 1 - Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k

et A' 1'anneau k(u) ﬁ?,y,zﬂ ol x2 + yl 4+ uz22j = 0, 1 et j @gtant deux nom-

bres entiers impairs supérieurs ou égaux 3 1. Alors le groupe C(A') des classes

de diviseurs de A' est un k(u)-espace vectoriel de dimension N(i,j) &gale au
. ega’le au

nombre de couples (2,n) tels que :
0220 <i-1, 0<n<j et 20j+mni>ij-j
Pour que l'entier N(i,j) soit nul, il faut que 1'inégalité :
(-3j+ G -Digly-g
soit satisfaite ;

43 -2§-120
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S8i i wvaut 1 ; cette condition est vérifiée quel que soit j ; de méme si
j wvaut 1, cette condition est vérifiée quel que soit 1. A part ces deux cas 13,

N(i,j) ne peut &tre nul que si i et j valent tous les deux 3.

COROLLAIRE - Les seuls anneaux factoriels de la famille k(u) [[x,y,z]) avec

x2 + yi + _uzzj =0 sont :

k(u) [[x,y,z ]] avec x.2 +y+ “ZZ.j

0 Vj impair > 1

k(u) [[X,y,z ]] avec x° + yi + uz? 0 Vv, fmpair > 1

k(u) [[x,y,z ]] avec x° + y3 +ub =0

CAS PARTICULIER : lorsque les entiers 1 et j sont égaux, il est facile de cal-
culer N(i,j) :

29 <1 -1
n<i
28 +n>1
Posons 1 = 2s + 1.
28 < 2s L <s
n<25+1\

2£+n:25+1

Le nombre n peut prendre 2s + 1 valeurs. Si n est pair, il lui correspond

121-— 1 valeurs de & donc (% - 1) couples (%,n) ; Si n est impair, il lui cor-

respond “_'z'l valeurs de % donc (n%l) couples (2,n). D'ol :
N(i,i) =2 1+ 2+ *** + (s-1)

N(i,i) = s(s - 1)
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21

Nous retrouvons bien que 1'anneau k(u) [[x,y,z]] avec x° + yi +uz” =0 n'est

factoriel que si i1 vaut 1 ou 3.

REMARQUE
Dans un récent article LIO], Salmon a &tudié l'anneau A' = k(u) Ex,y,z:ﬂ

~ 2 . X = 2 5 2
ol x + y3 + uz6 = 0 ; cherchant 3 donner une réponse & la question suivante posée

par P. Samuel dans [8] : si B est un anneau local, factoriel et complet, 1'an-
neau des séries formelles B [[T]J est-il factoriel ? Salmon a démontré que 1'an-

neau A': k(u) [[X,}',ZJ] ol xz + y3 + uzﬁ' = 0 @&tait factoriel, alors que 1l'anneau

A' I:[T]] ne 1'était pas. Il est 3 noter que si cet exemple répond par la négative
3 la question posée, c'est le seul anneau de la famille qui pouvait convenir.
Etudions la factorialité de 1'anneau A' [[T]] . Pour cela, rappelons un lemme expli-
cité dans [8] : soit B un anneau intégre, no@thérien ; supposons qu'il existe
trois éléments U, V, W dans B et trois entiers non nuls n, m, £ tels que :

- U est premier

- V n'appartient pas & UB

- Wn_]' n'appartient pas & UB + VB mais W appartient 2 *B + V™8

fmm - fm - mn - nf >0

Alors 1'anneau B [[T_ﬂ n'est pas factoriel. Pour utiliser ce lemme, nous poserons
U=y V=2 W=x
n=2 =1 m = 2j

-8i i et j sont tous les deux supdrieurs ou &gaux 4 3, 1l'inégalité
41§ - 21j - 24 - 43 > O est vérifiée donc A' ET]] n'est pas factoriel.

- 81 i vaut 1, 1'anneau A' [[_T]] n'est autre que k(u) Ex,z,T’D donc
il est factoriel.



Factorialité de - 27 -
certains anneaux

APPLICATION

L'étude précédente nous permet de déterminer dans quel cas 1'anneau
A1 = k(u) [x,y,z] avec x2 + yi + uz2j = 0 est factoriel, k &tant toujours

un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k, i et j deux entiers

impairs supérieurs ou €gaux & 1. En effet, le groupe C(Al) est encore isomorphe
a 03}4i; oi @ 1 désigne le sous groupe de A1 formé de dérivées logarithmi-
1
/
ques. de Kl et @ 1 le sous groupe formé de dérivées logarithmiques ddnités. Un

€lément F de A1 est dans () 1 si et seulement si il est solution de 1'équa-

tion :
F2 = DF

Décomposons encore F en somme de composantes isobares :
F = Fq + ees + Fr

avec Fq #0, r>gq

Le poids des composantes isobares de DF varie entre q + ij - j et r + ij - j.

Nous avons donc nécessairement :
2q2q+1ij -]
2r < r + i - ]

I1 en résulte que :
r=gq=1ij - j

Alors F se réduit a Fij—j :.d'aprés 1'étude faite au paragraphe B) 1), F est

1 a dérivée logarithmique d'une unité donc D) se réduit a O.

e,
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THEOREME 2 - Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k

et A 1'ameau k(u) [x,yz] ou X+ yi +uz?d = 0, i et j @gtant deux en-

tiers impairs supérieurs ou égaux 3 1. Alors, 1'anneau A, est factoriel.
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ETUDE DE LA PERMUTATION o DEFINIE PAR :
o(22) = & 2=1,.i40,s

0(28-1) = 2 + s

1. La permutation ¢ peut s'interpréter comme une homothétie de Z/

(2s+1)

Considérons 1'application 1t de Z dans Z définie par :

(i) = its + 1)

Si i et j sont &gaux modulo 2s + 1 , il en est de méme de (i) et T(j)

donc 1'application <t induit sur z/(23+1) une application T.

T(21) = 2i(s + 1)

i modulo 2s + 1

(21 - 1)

L}

(24 - 1)(s + 1)

i+ s modulo 2s +1

L'application induite T colncide sur Z/(Zs+1) - {0} avec o .

2. Etude des orbites de longueur maximum

Soit i wun Elément de "{1,...,2s} . Etudions la longueur # de l'orbite de 1 :

(1) = i(s + 1)
(1) = i(s + D"
PE) -i=1 [s+ D" - 1]
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La longueur de l'orbite de 1 est le plus petit entier & tel que

i [(s + 1)r - IJ soit nul modulo 2s + 1 ; soit L 1la longueur de l'orbite de 1;

nous avons alors :
L

(s+1) " -1=0 (2s + 1)
Quel que soit 1, la longueur de son orbite £ est un diviseur de L. D'autre
part, si i et 2s + 1 sont premiers, la longueur de 1l'orbite de i est L donc
il y a au moins ¢(2s + 1) &léments appartenant 3 des orbites de longueur maximum
L (¢(2s + 1) est la fonction d'Euler et désigne le nombre d'entiers positifs infé-
rieurs ou égaux 3 2s + 1 et premiers 3 2s + 1).

L .
Comme 2~ et 2s + 1 sont premiers, nous avons :

26s + 1) Y -2t =0 (2s + 1)

-1=0 (2s + 1)
Le plus petit entier L vérifiant 2L - 1=0 (2s + 1) est appelé 1'ordre du
nombre 2 modulo (2s + 1). D'aprés un théoréme di i Euler, l'entier L est un

diviseur de ¢(2s + 1)  [11]

Propriété 1 : Il existe au moins ¢(2s + 1) &léments appartenant 3 des orbites de

longueur maximale L, oi L est l'ordre du nombre 2 modulo (2s + 1) donc di-
viseur de ¢(2s + 1)

2) la longueur de l'orbite d'un &lément quelconque est un diviseur

de L.

3. Conditions pour que toutes les orbites aient la méme longueur

Etudions tout d'abord dans quel cas il n'y aura qu'une seule orbite : il faut que

L soit &gal au nombre d'objets 2s. Or L est un diviseur de ¢(2s + 1) et :

$(2s + 1) 2s

A

$(2s + 1) = 2 <> 2s + 1 est premier
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Si 2s + 1 est premier et si 2 est d'ordre 2s modulo 2s + 1, le nom-

bre 2 est appelé racine primitive de 2s + 1.

PROPRIETE 2 : pour qu'il n'y ait qu'une seule orbite, il faut et il suffit que

2s + 1 soit premier et que 2 soit racine primitive de 2s + 1.

Etudions ce qui se passe lorsque 2s + 1 est premier : la condition

i(2 L 1) = 0 (modulo 2s + 1) entraine 22 -1=0 (modulo 2s + 1) donc tous

les cycles ont la méme longueur L.

D'autre part, la longueur de toute orbite est un diviseur de L donc si L est

premier, toutes les orbites ont la méme longueur L.

PROPRIETE 3 : les orbites ont toutes la méme longueur dans les cas suivants :

1) 2s + 1 est premier

2) 1l'ordre de 2 modulo 2s + 1 est un nombre premier. Si N est le nombre d'or-

bites distinctes, nous avons :

NL = 2s

Ce ne sont pas 13 les seuls cas ol toutes les orbites ont la méme longueur ; consi-

dérons le nombre 2s + 1 :

2% -1

25 -1

2s + 1

L 920, 515, ,10 5

Le nombre 2s + 1 n'est pas premier car il est &gal au produit des deux nombres
premiers 601 et 1801 :

2s + 1 = 601 x 1801
L'ordre de 2 modulo 601 est 25 ; de méme l'ordre de 2 modulo 1801 est 25

donc 1l'ordre de 2 modulo 2s + 1 est un multiple de 25. D'autre part, nous

avons
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22 _ 1= (@ -1@s+ D)

donc 25 est un multiple de l'ordre de 2 modulo 2s + 1 : finalement 1'ordre de
2 modulo 2s + 1 est 25. Les seules longueurs d'orbites possibles sont 5 et
25 : soit 1 un &lément de {1,...,2s} dont 1l'orbite est de longueur 5 :

i=60lt+r 0<r <60l

1(2° - 1) =

1}
o

(modulo 2s + 1)

(2 - 1)

]
o

(modulo 601)

Ceci est impossible donc r est nul : i est multiple de 601 ; faisant le méme

raisonnement avec 1801, nous voyons que i est 3@ la fois multiple de 601 et de

1801, ce qui est impossible donc la permutation définie par :

26 + 1= 220 4+ 213 4 210 L 95 4

nombre non premier, a toutes ses orbites de longueur 25, bien que 1l'ordre de 2

modulo 2s + 1 ne soit pas premier.

Etudions le cas o 2s + 1 est premier : pour qu'il n'y ait qu'une orbite, il faut
et il suffit que 2 soit racine primitive de 2s + 1. Soit L 1l'ordre de 2 modu-
lo 2s + 1 : alors L divise 2s.

Rappelons un théoréme [12] : soit 2s + 1 premier ; alors :

(2s + 1)]2% - 1 «<—> 25+ 1 =81 21

1+

(2s + 1)]2° + 1 <> 25 + 1 = 81

Si 2s + 1 est de la forme 8i : 3, alors 2s + 1 divise 25 +1 s si L divi-

sait s, 2% - 1 serait nul modulo 2s + 1, ce qui est impossible. Comme L divi-

se 2s, L est de la forme 2a, oi a est un diviseur de s.

Si 2s + 1 est de la forme 8i : 1, alors L est inférieur ou égal 3 s donc il

y a plus d'un cycle : pour rechercher des s ne donnant qu'une seule orbite, nous
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pouvons nous limiter 3 &tudier les nombres premiers 2s + 1 de la forme 8i : 3.

Mais tous les nombres de cette forme ne conviennent pas : par exemple, pour

43 = 8.5 + 3, 11 y a trois orbites de longueur 14. Le nombre uv(N) d'entiers

q premiers inférieurs ou &égaux 3 N tels que 2 soit racine primitive de q a

été étudié par Artin ; celui-ci a fait la conjecture suivante p3] : si II(N) dé-

signe le nombre de nombres premiers inférieurs & N, on a :
U(N) ~ T(N).A

ol A désigne le produit infini pris sur tous les nombres premiers :

1
A= g (1- STE:TT)

Ici, nous avons retrouvé le premier facteur de ce produit, 3 savoir (1 - %).

4, Etude de la décomposition en facteurs premiers de 2s + 1

Soient 2s'+ 1 un diviseur de 2s + 1 :
2s + 1 = A(2s' + 1)

et %' 1la longueur d'une orbite de la permutation définie 3 partir de 2s' + 1 :

il existe un entier 1 appartenant & {1,...,2s'} tel que &' soit le plus pe-
1
tit nombre annulant i(2£ - 1) modulo 2s' + 1 ; le nombre )i appartient i

{1,...,2s} et &' est le plus petit entier tel que Ai(ZE' - 1) soit nul modulo
2s + 1 donc la longueur de 1l'orbite de Ai relativement & la permutation définie
par 2s + 1 est &' : dans les longueurs d'orbites relatives 3 la permutation dé-
finie par 2s + 1 figurent déjid toutes les longueurs d'orbites relatives aux per-

mutations définies par des diviseurs de 2s + 1.
Supposons que pour la permutation définie par 2s + 1 = q premier, nous ayons o
orbites de longueur L = Sil . Peut-on en déduire des renseignements sur les lon-

gueurs des orbites pour la permutation G définie par qn =25+ 1, oi n est

un entier positif ?



- 34 - Partie I. Chap. II App.

Soit Ln la longueur de 1'orbite de 1 pour la permutation 9, ¢
Ln n
2°-1=0 (q)

L

2%-1=0 (q >L |1

L =)L
'n

D'autre part, la relation ZL -1=0 (modulo q) entraine :

n-1

2Lq - 1=0 (modulo qn)

n-1
=1 |1Lg

Nous en déduisons que A est un diviseur de qn_l.

Etudions le cas oi n vaut 2 : alors L, vaut ou bien L, ou bien Lq ; si L

2 2
vaut L, nous avons :
g1
o 2
2 -1=0 (modulo q°)

Donc q2 divise 2q—1 - 1 : ceci n'arrive que si q2 est un nombre de Wieferich,

cas tout 3@ fait exceptionnel; &cartons donc provisoirement ce cas : alors L2 vaut

L.
q

L i-2 i L i-1
Montrons que si 2 q - 1 n'est pas divisible par q~, 29 - 1 n'est pas
divisible par qi+1 H

Lq =1+ hqi—l

oi h n'est pas divisible par q ; élevons a la puissance q ; comme q est pre-

mier, tous les coefficients binomiaux (?) sont divisibles par q :

1qi™? i, 2211

2 =1+ hq" +h'q !

ol u est entier ; comme i est supérieuf ou égal @ 2, i+ 1 est inférieur ou
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i-1
égal & 2i -1 ; 2Lq - 1 ne peut pas &tre divisible par qifl. Par récurrence,
L n-2
nous obtenons que 2 1 - 1 ne soit pas divisible par qn donc Ln est égal a
an_l.

Il.y a au moins qn - qn_1 nombres appartenant 3 des orbites de longueur Ln.

Soit Aq 1l'un des qn_1 - qn_2 nombres divisibles par q et non divisibles par
2

q“ : q est dans une orbite de longueur Ln—l'

n -1 ..
Nous avons au moins q - qn L €léments dans des orbites de longueur Ln’ au moins

qn-1 - qn-2 dans des orbites de longueur Ln_1 , et ainsi de suite, Or, il n'y a
que qn - 1 @&léments donc il y a exactement o orbites de longueur an-l,
o orbites de longueur an-z, ceey orbites de longueur L.

PROPRIETE 4 : soit q un nombre premier (> 2) tel que q2 ne soit pas un nom-

bre de Wieferich ; supposons que la permutation définie & partir de q ait o

orbites de longueur L = g-i . Alors la permutation définie 3 partir de qn a

1

no orbites : o de longueur an_ » o de longueur an_z, .o, o de longueur

L.

Etudions maintenant le cas ol q2 est un nombre de Wieferich : L2 vaut L ; tou-

2
tes les orbites sont de longueur L et elles sont en nombre Sf:l =oa(q + 1).
La généralisation se fait d'une maniére analogue : la permutation définie & partir
de qn a oq orbites de longueur an—z , oq de longueur an-3 s sesy 0q de

longueur Lq, a(q+l) de longueur L. Remarquons que ce cas est tout & fait excep-

tionnel puisqu'il n'existe que deux nombres q inférieurs 3 106 tels que q2

soit un nombre de Wieferich ; ce sont :

q = 1093 q = 3511
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PARTIE II

La seconde partie est subdivisée en quatre chapitres et est consacrée 3
1'étude de dérivations d'un corps K extension purement inséparable d'exposant 1

d'un corps k de caractéristique p non nulle.

Dans le premier chapitre, des rappels concernant la notion de p-base de
telles extensions sont d'abord faits : 1l'existence et les propriétés des p-bases
constituent des résultats analogues 3 ceux relatifs aux bases des espaces vecto-
riels. Puis sont E&noncés deux lemmes : le premier permet de prolonger une dériva-
tion d'un corps L, de noyau k & un corps M de degré p sur L, le degré res-

tant k, le second concerne le noyau d'une dérivation, combinaison linéaire & coef-

ficients dans k des puissances d'une dérivation de noyau k.

Dans le second chapitre, nous définirons une famille de dérivations parti-
'cuiiéres appelées 'bonnes dérivations' lorsque K est de degré au plus dénombrable
sur k. Aprés avoir donné quelques propriétés de ces bonnes dérivations, nous mon-
trerons qu'il en existe toujours et qu'il est possible de faire se correspondre les
p-bases et les bonnes dérivations de K sur k. Enfin, nous examinerons quelques

problémes d'extension de bonnes dérivations.

Dans le troisiéme chapitre sont &tudiées de fagon systématique les bonnes
dérivations lorsque K admet sur k wune p-base dénombrable ; lorsque le cardinal

de cette p-base est finl et égal & n, le théoréme 4 affirme que, D désignant une
bonne dérivation, les pP (j=0, 1,000, n = 1) constituent une base de 1'es-

h|
pace vectoriel % engendré sur K par les P > 0) et méme que ‘g/ est 1'al-

gébre de Lie de toutes les dérivations de K. La connaissance d'une bonne dériva-

tion entraine donc la connaissance de toutes les k-dérivations du corps.

Dans le cas ol la p-base de K est infinie dénombrable, le théoréme 5

donne des résultats qui étendent ceux du théoréme 4 : 1l'espace vectoriel envisagé

.
est maintenant 1'ensemble des séries formelles 2 ay P s ay € K, qui est
i=0
aussi 1'algébre de Lie dé toutes les k-dérivations de K ; sur , les topologies
de Krull et des séries formelles sont identiques et tout &lément de peut &tre

considéré comme limite d'éléments du plus petit sous espace (g,n de %} contenant
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D et stable par €lévation 3 la puissance p.

Dans le quatriéme chapitre sont &tudiées toutes les dérivations de K de
noyau k lorsque le degré [K t k ] est fini et égal & n : il s'agit bien d'une

€tude plus générale que celle du chapitre 3 car dans celui-ci, seules les bonnes

r
dérivations, c'est-d-dire telles que DP  soit nul, intervenaient,

Aprés avoir donné quelques lemmes généraux sur les dérivations et les liens
entre les dérivations et la p-indépendance d'éléments de K, le théoréme 6 énonce-
ra une condition nécessaire et suffisante pour qu'une dérivation de K dans K ait
exactement k pour noyau : la forme de cette condition montrera en particulier que
1l'ensemble des dérivations de K dont le noyau est k définit un k-ouvert de

Zariski dans l'ensemble des dérivations de K nulles sur k.

Enfin, aprés avoir généralisé la formule de Barsotti-Cartier, nous revien-
drons 3 1'é@tude des dérivées logarithmiques : le théoréme 7 permettra de caractéri-
ser les éléments p de K quil sont dérivées logarithmiques relativement & une
dérivation de noyau k : la condition est une équation différentielle du

(pn - 1)ieme ordre.
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CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

A) RAPPELS CONCERNANT LA NOTION DE p-BASE

Soit K un corps de caractéristique p différente de O, contenant un
sous corps k. Supposons que K soit une extension algébrique de k telle que le
polyndme minimal de tout &lément x de K soit de la forme XP - a =0, ol a

est un élément de k : un tel corps K est appelé extension purement inséparable

d'exposant 1 de k.

Etant donnée une famille Q;l) d'éléments de K , nous noterons
i€l
k(p.) le corps obtenu & partir de k par adjonction des (p,) . Une fa-
i i
i€l iel
mille (pi) d'éléments de K est une p-base de X sur k si elle est
i€l

p-indépendante sur k (c'est-d-dire si pour toute partie J de I, distincte de

I, les corps k(pi) et k(ci) sont distincts) et si K est obtenu 3 par-
i€l i1eJ

tir de k par adjonction des (Oi)
iel

PROPRIETE : Toute extension K purement inséparable d'exposant 1 de k admet une

p-base (ﬁi) sur k.
1€1

Ceci constitue une propriété classique {5] .

Soit gF 1'ensemble des familles d'éléments de K p-indépendantes sur k : cet
ensemble n'est pas vide car la famille réduite au seul &lément po de K - k est
indépendante sur k, et il est ordonné par inclusion. Nous allons montrer que F
est un ensemble inductif : pour cela, considérons une partie totalement ordonnée de
EF, soit (FA)Ai A

Etudions la famille F définie par :

e- U s,

AEA
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Soit G une partie de F distincte de F : il existe un &élément o dans F - G
donc un indice )Xo dans A tel que p soit dans Fxo ;5 P appartient au corps

k(F). Notons G, =F N G ; comme 1'ensemble des F, est totalement ordonng, il

en est de méme des GA et nous avons :

k@ = U ke
AEA
Supposons que p soit dans k(G) : alors il existe un u dans A tel que o

soit dans k(Gﬁ). Comme la famille des FA est totalement ordonnée, deux cas sont

possibles :

- ou FAo est contenu dans Fu : alors Gu et Gu U{e} sont deux parties dis-
tinctes de "Fu qui est p-indépendante donc les corps k(Gﬁ) et k(GuU{p})

sont distincts ce qui contredit le fait que o appartient 3 k(Gﬁ).

- ou Fu est contenu dans FAo : alors Gu et Gu U{p} sont deux parties distinc-

tes de FAo et nous aboutissons 3 la méme contradiction. Finalement, 1'&lément

p appartient 3 k(F) - k(G) et la famille F est p-indépendante.

D'aprés le théoréme de Zorn, 1l'ensemble ordonné inductif f} posséde un &lément
maximal, soit F. Montrons que F constitue une p-base de K, c'est-d-dire que
K est égal 3 k(F) : supposons en effet, qu'il existe un élément o dans

K - k(F). Soit F' la famille F U{o}. Pour toute partie G' de F, distincte de
F', ou bien G' est contenue dans F et k(G') est contenu dans k(F) donc dis-
tinct de k(F') , ou bien G' contient p donc G' - {p} est unepartie de F
distincte de F : les corps k(G' - {p}) et k(F) sont alors distincts ; comme
les degrés de k(F') sur k(F) et de k(G') sur k(G' - {p}) sont &gaux et va-
lent p, les corps k(F') et k(G') sont aussi distincts. La famille F' est

p-indépendante, ce qui contredit le caractére maximal de F : 1la famille F cons-

titue donc une p-base de K sur k que nous noterons (pi) .
i€I
v vy
Montrons que les Py oo Py ol les vy sont des entiers strictement inférieurs
1 n

3 p, sont linéairement indépendants sur k :

v v
soit Z Ai Py e oin = 0 une relation de dépendance linéaire ; considérons J :
i 1 n
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J-{ijlij € I 40}

C'est une partie finie de I ; fixons N dans J toy vérifie une équation poly-

ndmiale de degré inférieur & p, a coefficients dans k(p ) 3 or, son
Yies-m
polyndme minimal sur k est de degré p donc °N appartient 3

k(pi) , , ce qui contredit la p-indépendance des py ¢ 1'ensemble J
i e J-{N}

est donc vide.

COROLLAIRE :

Pour que I soit fini et &gal 3 {1,...,n} , il faut et il suffit que le degré de
v v
K sur k soit pn. Les pll eee P n

(0] < 1 < p) constituent alors une base de K

sur k.

V.

Comme les vee

i in , ol les v, sont des entiers strictement inférieurs & p sont

1 n
linéairement indépendants sur k, deux p-bases différentes ont le méme cardinal,

ceci en utilisant une propriété analogue des bases des espaces vectoriels.

Remarquons qu'une dérivation D de K dans K, nulle sur k. est entiérement
déterminée par la donnée des images 'par D des Eéléments d'une p-base de K sur k.
De plus, le choix de ces images est entiérement arbitraire.

B) QUELQUES LEMMES CONCERNANT LES DERIVATIONS

Soient K une extension purement inséparable d'exposant 1 de k et (Di)i €1

une p-base de K sur k.

LEMME 1 :

Soient J wune partie de I distincte de I et 1 un élément de I - J.Considé-
rons le corps L (resp. M) admettant (Oj)j €7 (xespectivement (pj)j € JU{i})

comme p-base sur k. Soient A une dérivation de L dans M de noyau k et

B un élément de K- Im A tel que :

(1) si ‘Im A est une partie de L, distincte de L, B appartient 3 L
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(2) sinon, B appartient 3 K - M.

Alors A peut se prolonger en une dérivation & de M dans K de noyau k en

posant A (g) = 8.
Considérons la dérivation 4 de M dans K définie par :

Ax = Ax Vx eL
Aoi =8

Montrons que le noyau de A est k : soit x un &lément du noyau de A ; comme

MP  est contenu dans le noyau de A, nous pouvons supposer que X est un polyndme
en o, a coefficients dans L, de degré inférieur a p :
p_1 p=2

X = ajp + azp +eeo + ap_lpi + a a, € L

P i

Ax = p-1 _1y.P-2
Ax = (Aal) Py +Aa_ +B al(p l)pi +.00+ @

Feoot ( ap_l)pi .

p-1
Deux cas sont a distinguer :

(1) On a Im(A) contenu dans L et 1'élément B est dans L - ImA : les

pi (j = 040es, p=1) constituent une base de M sur L ; la nullité de Ax entrafne:

Aal =0

ajB(p—j) +Aaj+1 =0 j=1,00., p-1

Comme le noyau de A est k, 1'&lément a, est dans k.
A32 =-a (p-1) B

Comme B a &té choisi dans L - ImA, il ne peut &@tre 1'image par A de - 2
a, (p-1)
donc a, est nul : 1'élément a, est alors dans k. De proche en proche, nous démon-

1 2
trons ainsi que :

3 = a, T.ee= @ =pa_ =0
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Aa_ =0 a € k
p =0 = 3

L'élément x est égal 3 ap donc appartient 3 k : le noyau de A est bien k.

(2) L'élément B est dans K - M

p-1 s
Comme (Aal)pi +ooat ( ap-l) P ap appartient 3 M et que B est dans K - M,

la nullité de Ax entralne celle de a (p-l)Dl;_-.2 +oeat ap-l et 1'indépendance des

Oi (J =0,¢0e, p-2) sur L montre que :

L'élément x est donc égal 3 ap : il appartient au noyau de A qui est k.

LEMME 2

Soient A une dérivation de K de noyau k et I' une combinaison linéaire 3 coef-
ficients dans K de 1, A,..., A"

_ m m-1
T = amA + am_lA +ooot alA + aol a, € K

Supposons a différent de O. Alors, la dimension sur k du noyau de T est au plus

égale 3 m.

Si ker T est réduit & 0, le résultat est &tabli. Sinon, soit a, un élée-

ment non nul de ker T . Considérons 1'élément % de K défini par :
X =a_X;

ol x désigne un é€lément quelconque de ker TI'. Comme T (aoxl) est nul, nous avons :
a A" (0 X,) +eeet a_ ax, =0
m o'l o ol

Comme A est une dérivation, chacune des quantités Ai(aoxl) peut &tre calculé@ grace

3 la formule de Leibnitz :
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i i
i 1 i-1
8" (e x) =1§° 1) 87 @)™ (xp)

La relation P(aoxl) = 0 peut donc s'écrire sous la forme :

m m-1 .
b A" (x) + b A (x7) *+eoot bya(x)) + b x, =0
ol les bi sont des éléments de K. Calculons bm H
b =a a
m om
I1 est toujours non nul. Calculons bo :
_ m m-1
bo = amA (ao) + am_lA (uo) +ooot alA(ao) + a o

P(ao)
Comme 1'&lément @ a été choisi dans le noyau de T , le coefficient bo est nul.
Considérons alors 1'application To-1 de K dans K définie par :

_ m-1 m-2
Tp1 ™ bmA + bm—lA +ooot bZA + b1
Cette application est du méme type que 1l'application T mais elle est de degré m~1

par rapport & A. L'élément a%y appartient au noyau de l'application Th-1° autre-

ment dit % s'obtient 3 partir d'un &lément du noyau de r.1 Ppar "intégration",

I1 en résulte que :
dim ker r'é 1 + dim ker rm—l

Le raisonnement se poursuit de proche en proche : ou bien nous arrivons i une appli-

cation Ty (avec 1 positif) dont le noyau est réduit 3@ O et nous obtenons :

dim ker T < m - 1 + dim ker rl
dim kerT < m-1

ou bien aucune des applications Fl (avec 1 positif) n'a son noyau réduit 4 O et
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et nous obtenons :

dim kerl‘fm-!- dim ker I‘o

L'application I‘o est une homothétie de rapport non nul donc son noyau est réduit

3 0. Dans tous les cas, nous obtenons bien :

dim ker I' < m,
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CHAPITRE II

NOTION DE BONNES DERIVATIONS

Dans tout ce chapitre, nous considérerons un corps K de caractéristique p diffé-
rente de O, extension purement inséparable d'exposant 1 de k, le degré de K sur
k @&tant au plus dénombrable.

A - DEFINITION DES BONNES DERIVATIONS

Une dérivation D de K est appelée bonne dérivation de K sur k si et seule-

ment si :

1
[ker pP :k] = inf G, K:x])

-]
pour 1 =0, 1, ... etsi K= U ker pP
i=o

Faisant 1 = 0, il en résulte immédiatement que le noyau de D est le corps k.

i

Nous noterons K1 le corps ker oP .

CONSEQUENCES DE LA DEFINITION

(1) Soit D wune dérivation de K. Pour que D soit une bonne dérivation de K sur

k, il suffit que les deux conditions suivantes soient réalisées :

a) ker D = k

L
: i . = U
b) [Ki.k];inf(p,[K.k]) et k= K
En effet, d'aprés le lemme 2, le degré de Ki sur k est Iinférieur ou égal 3 p

. d'ol le résultat.

i
(2) Si D est une bonne dérivation de. K sur k et si 1 <j, DP  est une bonne

dérivation de K, sur Ki'

h|

Si pi est supérieur ou égal a [K : k] , les corps K1 et Kj sont égaux & K ; DP est

la dérivation nulle et le résultat est trivial.
i

Supposons pi strictement inférieur a [K : k] ; alors, le noyau de D  est bien Ki'
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i+l

Partie II. Chap. II-A

[ker @ )ik | = inf (pi*l, [ :x])

i+l

i+l

[ker o ) Ki] = g P— fx:g])

[Ki : k]

> inf ( pt, [Kj : Ki])

La conséquence (1) entralne alors le résultat.

(3) S1 D est une bonne dérivation de K sur k, nous avons :

fer o' :x )= e @, [k:x])

I1 existe un entier 2 tel que :

Si nous avions ker D1 = ker Di+1, nous aurions :

i+1

2+1

ker D1=kerD = ... = ker DP

2+l

Or le degré de ker oP sur k est p“l tandis que celui de ker Di est infé-

rieur ou égal & 1 (d'aprés le lemme 2) donc les ker D:l (1 =1,...) constituent

une suite d'espaces vectoriels sur k

* )
[ker oP :k:|=p

- 2+l
Lker P : k] =p 241

i

[ker pP 3 k:|<:i

i
entrainent alors 1'égalité : [ker pP

emboités, tous distincts. Les trois relations:

(4) si [K : k] = p", une dérivation D de K est bonne si et seulement si

n
ker D= k et pP est la dérivation nulle,
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- 8i D est une bonne dérivation, nous avons :

i
(x<i : k} = inf (", p")
i
Pour tout i supérieur ou égal 3 n, Ki est égal & K donc DP  est la dérivation

nulle.

- Si D est une dérivation de noyau k telle que Dprl ‘soit la dérivation nulle,
nous avons déja (Ki : k) = inf (pi, pn) pour tout i sup8rieur ou &gal & n. D'autre
part, [Ki+1 : Ki_—J est inférieur ou égal 3 p (d'aprés le lemme 2). Comme [Kn : k]
est égal a pn, I:K:l-f-l s Ki] est égal & p donc ‘-Ki : k] = pi pour tout i infé-

rieur ou égal 3 n.

(5) Si K est de degré infini dénombrable sur k, D est une bonne dérivation si et
seulement si :

a) [Ki:k]=p1 1=0,1, ...
n
b) pour tout x dans K, il existe n tel que oP x = o.

(6) Pour tout i supérieur ou égal 3 1, D (ker Diﬂ) = ker Di

- Si x appartient & ker Di+1, nous avons :

o ox) =0l x =0

Nous avons donc :

D (ker D1+1) C ker Di C ker Di+1

- Comme le noyau de D est k, D(ker Di+1) est un k-espace vectoriel de dimension i ;

de méme, ker Di est de dimension 1 : il en résulte que ces deux espaces vectoriels
sont égaux. Si K est de degré infini dénombrable sur k, toute bonne dérivation D
est surjective : en effet pour tout x dans K, il existe n tel que x appar-

tienne 3 K .
n

n
K =D (ker 0P 1)

n
Il en résulte que x est 1'image d'un &lément de ker P 1
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()] Si D est une bonne dérivation de K sur k, il existe une base (ei)1€I de

K considéré comme espace vectoriel sur k telle que :

i

De; =e =1 et De =e, , pour i>2 (d'oll De; =1, 121)

i
et si v =ey (1> o), les vy constituent une p-base de K sur k.

- D'aprés la conséquence (6), k est égal & D (ker D2) donc 11 existe un &lément

e, dans ker D2 tel que De, = 1. Comme e

1

1 1 n'est pas dans k, les &léments (1, el)

constituent une k-base de ker D2.

- Soit (eo =1, e . en) une k-base de ker Dn+1 telle que :

1 oo
Dey =& z

1

2 N
Comme ker Dn+ =D (ker Dn+2), il existe un €lément e dans ker (Dn+ ) tel que

n+1

Den+1 =e. I1 est clair que (eo =1, €15 vor s en+1) constituent une base de
n+2 2 5 P
ker D ~. Le résultat est ainsi établi par récurrence.

i
- Comme DP (yi) =1, tout vy appartient a Ki+1 - Ki' donc vy est une p-base

de Ki+1 sur Ki ; l'ensemble des Y3 constitue donc une p-base de K sur k.
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B - EXISTENCE DE EONNES DIRIVATIONS

THEOREME 1. : Soit K, (i=0,1, ...) une suite de sous corps de K de degré inf

inf (pi, [K : kJ) sur k telle que K = é;é K, . Alors, il existe une dérivation D

i
P _
de K telle que ker D° = Ki'
Pour i > 1, choisissons une p-base Py de K1 sur Ki—l chaque fois que Ki—l
est différent de Ki : alors, les (pi)i€ 1 ainsi obtenus constituent une p-base de

Ksur k (I est fini si EK : k| 1'est).

- Le lemme 1 permet d'affirmer 1l'existence d'une dérivation D, de Ky dans Ky

prolongeant la dérivation nulle de k dans k, le noyau de D, &tant k, en choi-

1

sissant D est nulle sur Pl et que

: 2
= . 1
1°1 = B dans k - {0}. Comme 1'application Dy

tout élément de Kl peut s'écrire sous la forme d'un polyndme en P1 a coefficients

dans k, de degré inférieur ou égal & p-1, la dérivation D{ est nulle sur Kl'

Calculons Dg_l (pg_l) ;3 la formule de Leibniz donne :

B P = -1t 0T

=G@-1 )P

i

- Supposons construite une dérivation Dn de Kn dans Kn telle que ker DE = K1

pour i inférieur ou &gal & n, et que DE -1 (pl;."1 ...pg—l) = X; soit dans k - {O}.

Si Kn est 8gal & K, nous pouvons prendre Dn =D et le probléme est résolu. Si-
non, le lemme 1 montre que la dérivation Dn peut se prolonger en une dérivation

D de K dans K en choisissant D

n+l n+1 n+1 dans Kn - Im Dy

n+l Pn+l Bn+1
Montrons que nous pouvons prendre Bn+1 = pp_l ces pg_l : c'est bien un &lément de

Kn 3 supposons qu'il existe un &lément y dans Kn tel que :

p-1 p-1 _
pl vee PL Dny
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n
Appliquant Dg -1 , nous obtenons :

Comme la dérivation Dﬁ est nulle sur Kn et que ?fﬁ est différent de O, nous

=

aboutissons 3 une contradiction.

Choisissons donc B+l = pi-l .o pg-l. La dérivation D .1 2insi obtenue a pour

noyau k. Comme 1, Ppel? *°° 2 92:1 constituent une base de Kn+ sur Kn, pour

1
n+l
prouver que la dérivation D§+1 est nulle sur Kn+1’ il suffit de voir que
n+l
D§+1 (pn+1) est nul :
n+l o+l _,
D§+1 (ope) = D§+1 (8
} Dpn+1 _pn o)
n+l n

=0
D'aprés la conséquence (4), Dn+1 est une bonne dérivation de Kn+1 donc :

i

P -
ker Dn+1 K1

pour i inférieur ou égal i n+l.

n+l n
- -1 -1 p-1 o
Calculons maintenant DE+1 1 (pg ...pz pE+1) s comme la dérivation Dﬁ est
nulle sur Kn’ nous avons :
n n
p p-1 p-1, _ p-1 p-l1 .p p-1
Dn+1 (pl e pn+1) P e* Pn Dn+1 (pn+1 )

- _ p-1 p-1  p-2
(p 1)]"n Py e Pp Pnel

- pn s 11217 p-1 p-1 p-1
Appliquons p - 1 fois la dérivation Dn+1 3 1'élément Py eee P I

n n+l
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n+tl n
P - p-1 p-ly _ p-1 p-1 p-1
D (P ~eee P D = (-1 1] Pl s O
o1

Faisons agir maintenant 1'application Dﬁ+1 :
AL | p-1 p-1 p%1 , p-1  p-1
Darr  (PL 7 eee Ppep) = (P = 1) 1YETI DR IT Tl 0BT

= - 1P

(r 1) 1Y n

L'élément ]Wn+1 =(p~-1) !3‘3 est bien dans k ~ {0} : les hypothéses de ré&currence
sont bien reconduites et nous obtenons finalement une dérivation D de K ayant

les propriété@s requises et telle que :

1

n n Lipt...4p"
-1 -1 -1 -1 -1) 1!
P (pli p-ly Bli [¢-D ]

eee Op

I1 est clair que la dérivation ainsi construite est une bonne dérivation de K sur
k.

. COROLLAIRE 1 :

Il existe des bonnes dérivations de K sur k.

En effet, soit (pi) une p-base de K sur k ol I désigne une partie de N.

i¢l

Considérons la suite de son corps Ki :

Ki = k (913 LA ] pi)

Ces sous corps K1 vérifient les hypothéses du théoréme 1 donc il existe une bonne

i

dérivation D de K telle que ker P = K1 .

COROLLAIRE 2 :

Pour toute extension E de k de hauteur 1, il existe une dérivation de noyau k.
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Par suite du corollaire 1, seul le cas de degré infini non dénombrable demande une
démonstration.

Soit (p,). une p-base de E sur k : comme toutes les p-bases ont le méme car-
i'i €I

dinal, 1'ensemble I est infini non dénombrable. D'aprés le théoréme de Zermelo,

1'ensemble I peut &tre muni d'une relation de bon ordre sans plus grand &lément :

pl,.-.,pn,...,pw,pw+1,...,owq_n,...,p,,...

w

Appliquons le lemme 1 en prenant pour J 1'ensemble vide et pour g 1'élément Pyt

il existe une dérivation D :

D:k (pl) —— > k (01,02)

de noyau k, définie en choisissant :

-1
Doy = 0}

Soit maintenant J 1'ensemble des &léments de I strictement inférieurs 3 1i. Les
notations étant celles du lemme 1, toute dérivation de L dans M de noyau k

peut se prolonger en une dérivation D de M dans K en choisissant par exemple
Dpi = pz:i . Le principe de récurrence transfinie nous permet alors d'affirmer 1'exis-

tence d'une dérivation D de K dans K de noyau k.

Remarque : La dérivation D ainsi construite n'est pas surjective. Nous allons

montrer que pp—l n'est la dérivée d'aucun élément de K. Supposons en effet qu'il

existe un €lément x dans K tel que :

p-1
Dx =
°1

I1 existe une partie finie J de I , contenant n é&léments, telle que x appar-

tienne au corps A/ admettant (pi) comme p-base sur k. Ordonnons J grace

i€yJ
3 la relation de bon ordre :

J={1i,, 1., ees , 1n}

1’ 72
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Comme Dpj est différent de pp-l pour tout j, 1l'indice 1 figure dans J et nous

avons 11 = 1. Soit A& le corps admettant (pi)i € J-{1} comme p-base sur k :

alors, A.n est un espace vectoriel sur A; admet tant pour base pi (3=0,1,..,p-1)

donc x peut s'écrire :

= p-1 '
X =a p; et 3,10 + a, a; € An
Etudions Dx : d'une part, c'est pg-l ; d'autre part, nous avons :
= -1 - p-2 p-1
Dx = o, (-1 ajpy  hee. ¥ ap_l + (Dal) CHE Dap

En identifiant les coefficients de pg-l , nous obtenons :

Da1 =1

h|

s'écrire :

Soit A! 1le corps admettant Py s soes Pyj comme p-base sur k ; 1'élément a, peut
2

_ 1 p-1 1 p-2 1
a.]_—(ll.o1 +0t2 pi + o0 t O
n n
~ 1 s At
ol les oy appartiennent a An—l'
La condition Da1 =1 donne :
Dal =1
P
1 p-2 1 _
(-1 oy pj_n + eee * up_l o]

L'indépendance des i (3 =0, ¢es, p-1) sur A;—l montre que ul est nul pour

P 1
n
i=1, «o., p-1 et a appartient a A;_l. De proche en proche, nous démontrons

ainsi que a; est dans A;—Z’ ooy Aé et finalement dans k, ce qui est impossible,

car Da; n'est pas nul,
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C - PROBLEME RECIPROQUE

Revenons au cas ol le degré de K sur k est au plus dénombrable. Etant donnée une

p-base (pi)i €1 de K sur k, nous savons lui associer une bonne dérivation D

telle que :

i
ker D =k (pl, ...,pi)
(D p-1 p-1 ]
Dpi =p1 e Py i>1 Dp1 € k - {0}

Réciproquement, &tant donnée une bonne dérivation D de K sur k, peut-on lui as-

socier une p-base telle que les relations (I) soient satisfaites ?

THEOREME 2

i

Soient D wune bonne dérivation de K sur k, Ki les corps ker oP . Alors, il

existe une p-base (p,) de K sur k telle que les relations (I) soient sa-
i — —

i€l

tisfaites.

- D'aprés la conséquence (6) de la définition des bonnes dérivations, k est contenu

dans D(Kl) donc il existe un &€lément ey dans K, tel que Dp1 soit un é€lément

1

non nul de k.

- La démonstration se poursuit par récurrence : supposons construite une p-base

Pps ceesPy de Kn .sur k telle que :

Ki =k (pl, ceesy pi)

p-1 p-1

Dog =Py =~ eve Py

n>i>1

D'aprés la conséquence (6), le corps Kn est contenu dans D(Kn+1) donc il existe

un élément P+l dans Kn+1 tel que :

_ p-1 . p-1
Dpn+1 LS LY

D)

n
D'aprés un calcul fait lors de la démonstration du théoréme 1, pP (pg 1...p§

est différent de O donc n'appartient pas i Kn. I1 en résulte que Poel

Pa+l
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\

est une p-base de Kh+1 sur Kn donc les hypothéses de récurrence sont reconduites.
Une fois P1 choisi, les autres py sont déterminés modulo un &lément de k. Quant

& pg, 11y a Card (k- {0} ) possibilités.

D - PROBLEMES D'EXTENSION DE BONNES DERIVATIONS
PROPRIETE 1

Soit L wune sous extension de K de degré fini pn sur k. Toute bonne dérivation

D de L sur k se prolonge en une bonne dérivation de K sur k.

Seit Pys e++s P, ume p-base de L sur k associée d la bonne dérivation D comme
il a été fait dans le théoréme 2 ; la p-base Pys +++» P, DPeut se compléter en une

p-base (pi)i €1 de K sur k. Prolongeons la dérivation D & k en posant :

-1 -1.
Dpi = pg o pg-l

Nous savons (corollaire 1 du théoréme 1) que la dérivation ainsi abtenue est une

bonne dérivation.
PROPRIETE 2

Soit L une sous extension de K de degré infini sur k avec L distinct de K.

I1 n'existe pas de prolongement d'une bonne dérivation D de L sur k en une

bonne dérivation de K sur k.

Supposons qu'il existe un tel prolongement D de D. Soit p un élément de K - L :

n
alors, il existe un entier n tel que D P p soit nul,

n _n
ker DP C ker DP

n
[ker P k] = pn

n
Il en résulte que [ker P ok ] est supérieur 3 pn, ce qui contredit la définition
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d'une bonne dérivation.
PROPRIETE 3

Soit L une sous extension de K de degré fini pn sur k. Pour toute bonne déri-

vation A de K sur L et toute bonne dérivation D de L sur k, il existe une

n
bonne dérivation D de K sur k telle que A = DP gqui prolomge D.

D'aprés la remarque (7) qui suit la définition d'une bonne dérivation, il existe une

base (ei) de K considéré comme espace vectoriel sur L telle que :

e =1

o A%y = &4 1

1

vy

et si i = ¢€; (i>1), 1les (yi) constituent une p-base de K sur L.
P =

- Soit D une bonne dérivation quelconque de L sur k., Utilisant 3 nouveau la re-

marque (7), nous savons qu'il existe un &lément a, dans L tel que :

n
p -1 =
D (ao) 1
Posons alors D (yo) =a. La dérivation D se trouve ainsi prolongée en une déri-
vation du corps L (yo) admettant y, comme p-base sur L.
n .
La dérivation DP est nulle sur L ;

n
p = = =
D (yo) 1 Ael Ay°

Comme le noyau de B n'est pas L (yo), nous avons :

ker D =1

ker D =L (yo)
n

I1 en résulte que D est une bonne dérivation de L (yo) sur k telle que DP

coIncide avec A.

- Supposons que nous ayons pu prolonger D en une bonne dérivation D de

n
L (yo, ceey yi) sur k telle que PP  coincide avec A et que L(yo""’yi-l) soit
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n+i-1

le noyau de D . Considérons 1'élément e = e 141 de L (yo,...,yi). Par

définition, nous avons :

i+1__1
P (e) =1

n+i+l n
Donc x appartient 3 ker DP “P *L1 Par application de la remarque (6), nous

en déduisons 1l'existence d'un élément a1 dans L (yo,...,yi) tel que :

=p"-1
D (ai+1) = e

Prolongeons D en une dérivation de L (¥ _,¥ ,e0.,¥..,) en posant :
0’71 i+l

Dyse1 = 2141

n+i+2

Alors, le noyau de D reste k et D est la dérivation nulle, donc D est

n
une bonne dérivation de L (yo,yl,...,yi+1) sur k. Calculons DP (yi+1) :

D (yi+1) = e
Or par définition de la base (ei), nous avons :
b Gyp) = e

n
Les dérivations A et P coincident sur L (yo, yl""’yi+1) et le résultat

annoncé est démontré par récurrence.



- 38 - Partie II. Chap. III-
CHAPITRE III
ETUDE DETAILLEE D'UNE "BONNE DERIVATION"

Dans ce paragraphe, nous allons &tudier 1l'espace vectoriel (,J engendré par

n
D, Dp, vens oP sees sur K, lorsque D est une "bonne dérivation".

RAPPEL

Soit E un corps de caractéristique p non nulle. Considérons un ensemble (D de

dérivations de E vérifiant les propriétés suivantes :
(1) b, €® ,Dzem = D1+D2€®
DD ER L Dhed [p,.0,] = D, - DD, €D
(i11) DE® =» P D
(iv) De® ,a €E => aD€el)
Un tel ensemble O) est une p-algébre de Lie de dérivations de E.

Enongons le théoréme de Jacobson [6] : soit E un corps de caractéristique p non
nulle. Considérons une p-algdbre de Lie @ de dérivations de E, de degré fini £ sur
E. Soit F 1le sous corps des @D -constantes de E (c'est-i-dire 1'ensemble des &lé-

ments x de E tels que, pour toute dérivation D de () , 1'élément Dx est nul),

Alors :

(1) Le corps E est une extension purement inséparable d'ex-

.

posant 1 de F et le degré de E sur F est pg'

(2) Toute F-dérivation de E appartient a3 @

(3) si Dl’ DZ’ seey DR. constituent une base de () sur E,
Y1 V2 Ve

les D1 D2 eoe DJL (Oé vi<ps D°:l = 1) constituent une

base de 1'anneau des transformations F-linéaires de E, con-

sidéré comme espace vectoriel sur E.
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A - LE CORPS K EST DE DEGRE FINI SUR k

Soit pn le degré de K sur k. Soit D une bonne dérivation de K sur k et

-

(pl,...,pn) une p-base de K sur k associée & D comme il a &té dit au chapltre
II - C.

n
Soit (/}‘ 1'espace vectoriel engendré par D, Dp, ooy oP s see sSur K.

THEOREME 3 :

Si K est de degré pn sur k, alors :

(1) (,2 est un K-espace vectoriel de dimension n et les dé-

n-1
rivations D, Dp, ooy oP constituent une base de (g

(2) est une p-algébre de Lie contenant toutes les k-dériva-

tions de K.
n
D'aprés la construction de D, la dérivation DP  est nulle donc il en est de méme

our toutes les dérivations DP avec j supérieur & n. Soit m 1le plus petit
P

m
entier tel que D, Dp, veny D’  soient lindairement dépendantes sur K. Nous pouvons

alors écrire :

m m-1 m—-2
pP =, DP +a, DP + see ¥ 0_D
1 2 m
n
ol les oy sont des &léments de K. Comme DP est nul et que D ne l'est pas,

1'entier m vérifie :

n

[1A'4

m

m
Appliquons la dérivation o’ 3 pl;.-l s

3
P @Ph =0 st g21

D (pli_l) =(p-1 01{-2 (bpl)
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. . m
Nous en déduisons la nullité de e Etudiant successivement les images par oP

p~-1 p-1 p-1 p-1
de (o7 "3

Py Py s eees ...pi-l), nous démontrons que tous les ay sont nuls

I - -
en utilisant le fait que pP (pg 1...92 1) est nul si j est supérieur ou &gal 3
m
i, mais est différent de zéro si j vaut i-1. La dérivation DP est nulle. Or

si m é&tait inférieur & n, nous aurions :

P, p-1 p-1
D¥ (o} " ... pp ) #0

Nécessairement, les entiers m et n sont égaux et les n générateurs D, Dp,...

n-1
D, Dp, eee, DP de sont linéairement indépendants sur K : ils constituent

donc une base de g} qui est bien un K-espace vectoriel de dimension n.

Soient A et A' deux éléments de (%} s calculons [A,A’] en utilisant la formule
de Leibnitz : :

n-1 pi
A =i£0 a, D a, € K
A =ni1 b Dpj b, € K
o 3
n-1 n-1 i i i i
[a,4'] =1£° jzo (a,0° (bj).DP - bij (a;).0P )

La dérivation [A,A'] est encore dans Q} donc (g, est une algébre de Lie.

Soit (g/ la p-alpébre de Lie engendrée par Cg : c'est un K-espace vectoriel de
dimension N. Considérons le sous corps k' des CJ/ -constantes de K : comme k
est le sous corps de (] =-constantes de K, le corps k' est contenu dans k. D'au-
tre part, comme (g’ est la p-algébre de Lie engendrée par , toute dérivation

de (5' egt nulle sur k donc les corps k et k' coIncident. Appliquons alors

le théor@me de Jacobson : le corps K est de degré pN sur k=k' donc N est
/
égal 3 n et (] et (] colncident : est alors une p-algébre de Lie. Appli-

quant 3 nouveau le théoréme de Jacobson, nous voyons que toute k-dérivation de K

-

appartient a Q} et que les Dj (0 <j <pm ; D° = 1) constituent une base de 1l'an-

neau des transformations k-linéaires de K, considéré comme espace vectoriel sur K.



Etude d'une bonne - 61 -
dérivation

B - LE CORPS K EST DE DEGRE INFINI DENOMBRABLE SUR k

Soit D une bonne dérivation de K sur k et (pi)i €N une p-base de K sur

k associée 3 la bonne dérivation D comme il a &té expliqué au chapitre II - C.

PROPRIETE

m
Les dérivations D, Dp, ooy pP sses sont linéairement indépendantes sur K.

Soit m 1le plus petit entier tel qu'il existe une relation de la forme :
pm pm—1
D’ =g D *evota P ag D

ol les oy sont des éléments de K. Comme dans la démonstration de la premiére par-

~

m
tie du théoréme 4, appliquons successivement o’ 2 pg—l, ('.';]_pz)p-]',...,(plpz...pi)p-1

] - -
Utilisant le fait que pP (pg 1...95 1) est nul si j est supérieur ou égal 3 i

mais est différent de O si j est égal & 1i-1, nous montrons que tous les a, sont

m
nuls, donc que la dérivation D  est nulle. Or, par la construction méme de D,

nous avons :

P p-l p-1
D (01 cee pm+1) #0
m .
Nous aboutissons 3 une contradiction donc les dérivations D, Dp, p? seees oP seee

sont linéairement indépendantes sur K.

o
Soit Lg 1'ensemble des séries formelles ) a; o , od les a; sont des &léments
i=0

de K. Considérons un €lément A de : pour tout x dans K, il existe un entier

n tel que x appartienne a k(pl, voey pn) s par la construction méme de D, nous

avons 3

b
Vi > n P x) =0

Wy

Ceci nous permet de définir A(x)

n-1 i
Ax) = | a; 0P ()
i=o
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THEOREME 4

© i
Si Lg, est 1'ensemble des séries formelles Z a; pP (ai € K), alors nous avons :
i=0

(1) (g est 1'ensemble de toﬁtes les k-dérivations de K

(2) Sur (g s la topologie de Krull coIncide avec la topologie
des séries formelles.

(3) Soit (ﬂ D le plus petit sous espace de (ﬂ contenant D

et stable par €lévation & la puissance p. Alors (%} D est par-

tout dense dans ?

(1) Montrons tout d'abord que tout élément A de (ﬂ est une dérivation : quels que
solent x et y dans K, il existe n tel que x et y appartiennent 3

k (pl, esey pn). Alors nous avons :

n-1 i
A(x+y)-2aiDp (x +y) aieK
i=0
n-1 i
Axy) = ] a; D° ()
i=o0

-1

n
Une combinaison linéaire & coefficients dans K des dérivations D, Dp,..., oP

est encore une dérivation, d'od les relations :

A(x + y) = Ax + Ay

A(xy) = x Ay + y BOx

Soit x un élément de k : pour tout jJ, pP (x) est nul, donc Ax est nul : tout
€lément de (ﬂ est bien une k-dérivation de K.

Réciproquement, soit A une dérivation de K dans K nulle sur k. Posons

Api =0y ol les ay appartiennent 3 K. D'apré&s la définition de D, 1'élément

Dp, = B; est non nul,

a =
fo) .

ol
|

Alors, les dérivations A et aoD coIncident sur k(pl) et aoD appartient i(g
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Supposons déterminés des &léments 3y 815 eeesy de K tels que les dérivations

n i n i
A et P . P =
e 120 a; D coIncident sur k(pl, , pn+1) Posons izoai D (pn+2) Hoe2®
pn+1
[ 3 2 = P . =
D'aprés la définition de D, D (pn+2) -2fn+1 appartient 3 k - {0} . Considé-
rons a ., défini par :
a “nt2 T Hpt2
n+l :
bﬁn+1
n+l n+l i
Comme DP est nulle sur k (p,, eeey 0_..), les dérivations A et Z a, DP
1 n+l =0 i

coincident sur k (pl, ceey pn+1).

n+l p

1 .

D'autre part, calculons z a; D (pn+2) :

i=o0

n+l Pi
igo 41 D (pn+2) = Hae2 + 8+l 2Yn+1
= %42
= Apn+2

n+l i
Les dérivations A et Z a; pP coincident donc sur k (pl, ceey pn+2). De proche

i=o0

en proche, nous déterminons tous les coefficients a, donc A peut se mettre sous

e i
la forme | a; DP : c'est un &lément de Eg .

(2) Soit A un élément de : la dérivation Ap est encore une k-dérivation

de K donc appartient & Lg. C'est dire que (g est une p-algébre de Lie.

Soit (n’n 1'ensemble des &léments de (g, d'ordre supérieur ou égal 3 pn : les
idéaux Uln forment un systéme fondamental des voisignages de O dans une topolo-

gie sur compatible avec la structure d'anneau de 0 ; cette topologie est la

topologie usuelle des séries formelles. Soit DerKn K 1'ensemble des dérivations

n
de K nulles sur Kn = k(pl, ...,pn). Par constructions, le noyau de DP  est exac-

~

tement Kn : un raisonnement analogue & celui fait pour démontrer la partie (1) du

théoréme montre que ()L a coIncide avec DerKn K.
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Sur (a = _Derk K, nous pouvons aussi définir la topologie de Krull : c'est la topo-

logie obtenue en prenant comme base de voisinages de O dans les sous espaces

Der; K (c'est-d~dire 1'ensemble des dérivations de K nulles sur 1), oi L est

une extension finie de k. La relation ()I'n = _DerKn K montre que la topologie de

Krull est plus fine que la topologie des séries formelles.

Soit maintenant L une extension finie de k : il existe q tel que Kq contienne

L (ot Kq =k (pl, ...,pq). Alors De q K #th est contenu dans Der. K , ce qui

K L
montre que la topologie des séries formelles est plus fine que la topologie de Krull:

en résumé, ces deux topologies sur (g sont identiques.

(3) Soit Lé] D le plus petit sous espace de contenant D et stable par &léva-

tion 3 la puissance p : montrons que tout &€lément A de % peut &tre considéré

comme limite d'éléments de Lg D¢

© i
AE(/}*=)A =>ZaiDp a, €K

i=o0

Les A + O[{l constituent une base de voisinage de A "dans (g . Pour tout q, la

q-1 i
dérivation z ay o appartient 3 ( A+m-q)ﬂ(gn , ce qui montre bien que (JD est
i=o0

partout dense dans (ﬂ .

REMARQUE : Cette partie (3) du théor&me 5 est un cas particulier d'un théoréme dd
3 Gerstenhaber [7] : en effet, celui-ci a démontré que, si K est un corps de

caractéristique p, tout sous espace fermé de Der K est de la forme %A pour un

certain élément A de Der K.
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CHAPITRE IV
ETUDE DE TOUTES LES DERIVATIONS DE K DE NOYAU k LORSQUE
[k : k| EST FINI

Dans tout ce chapitre, nous nous intéresserons 3 un corps K extension purement in-
séparable d'exposant 1 de k de degré fini sur ki

[K:k] =pn
A - CARACTERISATION DES DERIVATIONS DE K DE NOYAU k
LEMME 3

Soit A une dérivation de K de noyau k. Si les applications A, Az, X

ce ey

sont linéairement dépendantes sur K, elles le sont sur k.

Soit m le plus petit entier tel qu'il existe une relation du type :

m m-1 m=-2
A =oapq A tap o b Foeee + gl

ol les oy appartiennent & K. Pour tout x dans K, calculons Am+1(x) de deux

maniéres différentes :

m+1l
A

(x) = A™(ax) A"(x) + o

"
i

m-1 2
a1 m-2 B (x) + .00 + aqh (%)

+1
AT

@ = 8™ = a__ 8700 + oo+ 08700 + Alay_ 2T +

+Aul Ax

Par soustraction, nous en déduisons :

bl "0 + 8 )8 "P00 + e+ 8(ay) Bx = 0

m-2

-1 ) AT+ s 8ab =0

ACo_ 1) + Ao

m-1

Etant donné le caractére minimal de m, nous avons nécessairement :

m-2

aag ) = Blag_ o) = eee = Aap) =0

Les coefficients oy appartiennent donc & k.

Soient D ..., D des dérivations éléments de Der, K et p,, ..., 0_ des &lé-
1’ > n k 1 n

ments de K. Considérons le déterminant A (Dl’ D2, ooy Dn 3Ry Pos v pn) défi-

5
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ni par :
Dl(pl) DZ(pl) ves Dn(pl)
D,(0,) D,(p,) «ev D (p,)
A(D].’ ooc,Dn; pl,o--, pn) = .1 2 272 .n 2
Dl(on) Dz(on) . Dn(pn)
LEMME 4

Soit (Dl’ ey Dn) une base de Derk K sur K. Pour que n &léments Ops vees 0y

de K forment une p-base de K sur k, il faut et il suffit que A(Dl,...,D

pps oo pn) soit différent de O.

- Montrons tout d'abord que, pour que n &léments Pps tees Pp de K forment une

p-base de K sur k, il faut et il suffit qu'il existe n dérivations Ai dans

Derk K telles que Ai(pj) = Gij ¢ osi Pps sees 0y forment une p-base de K sur k

nous pouvons définir n dérivations Ai nulles sur k en posant Ai(pj) =4

ij

(Gij désigne le symbole de Kronecker) puisque nous savons que, pour déterminer une

dérivation de K, il suffit de choisir arbitrairement les images des &léments d'une

p-base. Inversement, considérons n &léments Pps =oes On de K tels qu'il existe

n dérivations de K nulles sur k vérifiant Ai(pj) + Gij . Les dérivations Ai

sont linéairement indépendantes sur K et en nombre égal 3 la dimension de Derk K

donc elles constituent une base de Derk K.

~

L'élément Ch n'appartient pas & k (sinon Al(ol) serait nul). Si o, appartenait

2
a k(pl), nous aurions Az(oz) égal 3 O car la dérivation AZ nulle sur k et

P
1 2

sur k est p2. De proche en proche, nous pouvons ainsi démontrer que le degré de

sur est nulle sur k(pl). Comme o appartient 3 k, le degré de k(pl,oz)

k (p1,52,

emboités k(pl, cees on) et K sont égaux : les éléments P soes P forment une

...,on) sur k est pn. Or le degré de K sur k est pn donc les corps

p-base de K sur k.
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Ces dérivations A; sont appelées dérivations partielles relativement 3 la p-base
Pi*

- Si ppe *ees pp forment une p-base de K sur k, considérons les n dérivations

partielles Ay ot elles peuvent s'exprimer comme combinaison linéaire i coefficients
dans K des éléments Dl’ cees Dn de la base de Derk K :
i i i
Ai =a, D1 + a, D2 + oeee * a, Dn

: = 212 i i ~ iz
Pour un i fixé, les n &léments 815 eees 3 sont déterminés d'une fagon unique

par les conditions :

Ai(pj) = Gij

Le déterminant du systéme, qui n'est autre que A(Dl’ l.., D_ Pps oo pn) est donc

n
bien différent de O.

- Si A(Dl’ eeesy D Pps coes pn) est différent de O, les n systémes :

n
‘i‘ i
a_D (p.) = S,
=1 m m j ij
permettent de déterminer d'une maniére unique n dérivations Ai telles que

v (oj) =8,

5 donc (pl, cees pn) est une p-base de K sur k.

LEMME 5

Soit (pl, esey pn) une p-base de K sur k. Pour que n dérivations Dl""’Dn

appartenant 3 Derk K constituent une base de Derk K sur K, il faut et il suffit que

le déterminant A (Dl’ vees D3

h Pps oo pn) soit différent de zéro.

- 8i D D_ constituent une base de Der, K, il suffit d'appliquer le lemme 4.

1> cree Dy Kk

-~ Supposons le déterminant A (Dl’ cony Dn 3P s pn) différent de 0. Considé-

rons les n dérivations partielles A, relatives d la p-base (pi) : elles consti-

i

tuent une base de Derk K sur K donc les n dérivations Di sont des combinai-
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sons linéaires & coefficients dans K des dérivations

I
1 1
Dy =agay*eee HFaj by,
1
Di (pj) O,j

5 i ~ 5 Z
La matrice construite & partir des F est réguliére (car son déterminant est 1'in-

verse de A ( Dl’ ooy Dn 3o vees pn) donc les dérivations Dl’ veey Dn forment

une base de Derk K.

THEOREME 5

Pour qu'une dérivation A de K nulle sur k admette exactement k comme noyau,

n-1
il faut et il suffit que 4, Ap, cooy Ap soient linéairement indépendantes sur K.

n-1
- 8i A, AP, ceey Ap

une base de Derk K sur K. Toute "bonne dérivation" D de K est combinaison 1i-

sont linéairement indépendantes sur K, elles constituent

n-1
néaire 3 coefficients dans K de A, Ap, ooy Ap :

n-1
P

D=aoA+a1Ap+...+a A

n-1

Soit x wun élément du noyau de A @

pJ'
A (x) =0 j =0, «s., n-1
D(x) =0

Comme le noyau de D est k, 1'élément x est dans k : le noyau de A est exac-

tement k.

- Soit A une dérivation de K de noyau k. Appelons i 1le plus grand entier tel

i i+l
soient linéairement indépendantes sur K : alors, I\ est

i
combinaison linéaire 3 coefficients dans K des dérivations A, Ap, ceey P

que A, AP, ..., AP

i+l i
AP =aa? 4+ +a P ran
i 1 o
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D'aprés le théor&me de Jacobson rappeld au chapitre III, les applications k-liné-

i+1_

aires 1, Ay, eeey Ap

i+1
Ly, As eses AP sont lin8airement dépendantes sur K, donc aussi sur k d'aprés

i+1
P

sont linéairement indépendantes sur K : les applications

apparalt alors comme combinaison linéaire 3 coef-

i+1
ficients dans k de 1, A, ee., AP —1. D'aprés 1l'unicité de la décomposition de
i+l i+1 i+l

Ap suivant la base 1, A, ..., Ap " nous en déduisons que Ap est com-

i i-1
binaison linéaire 3 coefficients dans k de Ap Ap s seey Ap, A

bl

le lemme 2 : la dérivation A

D'aprés le lemme 3, la dimension du noyau de 1'application

i+l i
AP - aiAP - eee = alAp - aoA est au plus pi+1 . Or, cette application doit

eétre nulle sur K tout entier, donc nous avons :
i+1=n
n-1
Les dérivations A, Ap, ooy AP sont linéairement indépendantes sur K.

COROLLAIRE 1

Si A est une dérivation de K de noyau k, les dérivations AP sont combinai-

n-1
sons lindaires 3 coefficients dans k de A4, Ap, esey AP pour tout j supérieur

ou égal 3 n.

n
Au cours de la démonstration du théoréme 5, nous avons vu que AP pouvait se mettre

sous la forme :

AP =a AP + ees + a AP 4 aoA

1

ol les a sont des éléments de k.

i
n
Les termes intervenant dans 1'expression de AP sont deux i deux permutables, donc
n+l

P s'écrit :
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n+1
B

n 2
= gP AP P,\P PpP
A a0t tapt o+ aA

p™1 ml o P pt . p
4 gigl (an-l 2t ai—l) ATt aoA

Le résultat s'établit ensuite de proche en proche.

COROLLAIRE 2

L'ensemble des dérivations de K dont le noyau est k définit un k-ouvert (de

Zariski) dans Derk K.

n-1
Pour que A ait pour noyau k, il faut et il suffit que A, Ap, ceey AP soient

n-1
linéairement indépendantes, c'est-3-dire que A (A,Ap,...,Ap H 01,...,Dn) soit

différent de O, pour une p-base quelconque de K,
CAS PARTICULIER

Etudions le cas oi K est de caractéristique 2 et est une extension de degré 4

de k. Soient (pl, 02) une 2-base de K et A, et A2 les dérivations partielles

1

relatives 3 cette 2-base. Soit A une dérivation de K nulle sur k :

A= XlAl + x2A2

Pour que le noyau de A soit k, il faut et il suffit que A et A2 soient liné-

airement indépendantes, c'est-a-dire que A (A,A2 B pl,pz) soit non nul. Cela donne

la condition simple A(xlxz) différent de O.
B - CARACTERISATION DES DERIVEES LOGARITHMIQUES POUR UNE DERIVATION DE NOYAU k

Soit jz 1'espace vectoriel des applications k-lindaires de K dans K. Pour toute

n-1
dérivation A de K de noyau k, les dérivations A, Ap, ooy AP constituent

une base de la p-algébre de Lie Derk K donc, d'aprés le théoréme de Jacobson rap-

-1

n
pelé au chapitre III, les applications 1, A, A2, ooy AP constituent une base
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de fé& sur K.
Pour tout &lément p de K, introduisons la notation suivante :
i i i-1 2 i-2 i
-1 - -
N B i LR e U0 R e

LEMME 6

Soit A une dérivation de K de noyau k

(1) L'application K-linéaire ¢ de £ dans ¢ gsfinie par :

i i
2(A7) = (A +0.1)°  (1=0, eor, " - 1)
est bijective pour tout p dans K

(2) L'application ¢ est un homomorphisme d'anneaux si et sau-

n
lement si p[p ] vérifie la relation :

Q[pn—l]

“n )
plp ] =ap + alplp]-i- eee + 2

n~-1
n
sont les composantes de AP relativement 3 la base
n-1
A, AP, Lo, AP

ol les a
— i

n n-1

AP =an+a A+ ... +a AP
(o] 1 n-1

(1) Chaque (A + p.l)i est combinaison linéaire 3 coefficients dans K de
1, Ay eeey Ai, la coefficient de Ai étant 1 ; la matrice de ¢ relativement a

la base 1, A Apn—l de Eﬁ est une matrice triangulaire n'ayant que des 1
’ 3 ey

sur la diagonale principale donc elle est inversible ; les (A + p.l)i

(L1=0, vy pn - 1) constituent alors une base de Z‘& , ce qui montre que 1'appli-

cation ¢ est bijective.

n n
(2) Si ¢ est un homomorphisme d'anneaux, ¢(Ap ) est égal a (tk(A))p . Or, d'a-

prés une formule &tablie par Jacobson LG] , nous avons :
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i i [ i]
(+ p-l)p = Ap +p P

n n-1

P P
=aA* .eee ta A

A

(Le corollaire 1 du théordme 6 montre que les a, appartiennent i k)

3

Comme ¢ est K-lin@aire, nous avons :

n

o (AP

n-1 n-1
)=a (a+o.1)+a P + p[p].l) P an_l(Ap +p[p 11

n
= Ap + (aop + a [P] [pn‘lj

P
P+ +a F ). 1

n n
@N? = (o + .1)P

n n
= Ap + p[p ]. 1
n : n
L'égalité (3(a))? = o(sP ) entratne :

(1]

[p"]
) P - aop + alptp] + eee + an_lp

- Supposons vérifiée la relation ci-dessus. En reprenant le calcul précédent en sens

inverse, nous en déduisons que ¢

n n
o(aP ) = (2(a))P

Nous avons donc, d'aprés la définition de ¢(A1) pour 1 < pn -1

o(a™) = (a(a)™
pour m inférieur ou égal & pn. Supposons cette relation vraie jusqu'd %, nombre

2 s .n 5
supérieur 3 p . D'aprés le lemme 3, nous avons :

n
A =a 4+ oA+ .. +a_ AP T
(o] n
p-l

ol les oy sont dans k.
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241 _ 2 "
A =a b + alA teeeta A
p -1

A”+1)

n
8 ag 0@ +a; G2 +ta | 2)P

p-1

2(a) { ag *ag 0(8) Feet o

n
(2 (a))P '1}
p -1

Or, par hypothése, nous avons :

s(tY) = Nt

n
=09 +a, 0(A) + ... + a @ (A))P -1
o 1 pn_1

Nous en déduisons :

+ +
Azl 2+1

o ( ) = (8(a))

Cette &galité est donc valable pour tout Q&.
En raison de la K-linéarité de ¢, pour démontrer que ¢ est un homomorphisme

d'anneaux, il suffit de vérifier que :

. . i
o(ah) o (and) = o(at(andy)

pour i et j inférieurs 3 pn et a appartenant & K.

Etudions le cas o i wvaut 1 :

e(A) = (A + p.1)
o(ard) = a & + p.1)d
a(a) . @(aAj) = (A + p.1) { a(a + p.1)j }

=a+ 0.3 4 a(a + p.1)d

h| +a AJ+1

A

Aap’) = pa . A

¢(A(aAj)) = pa(A + p.1)j + a(A + p.1)j+1
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La relation est donc vérifiée par i = 1. Supposons-la vérifiée pour tout 1 infé-
rieur 3. m. Etudions alors :

2™ .« o))
o 0™ o (@) = o @) qs(Am_l) o (and)

D'aprés 1'hypoth&se de récurrence, nous avons :
2™ o(and) = 0™ (ady)
Calculons alors Am-l (aAj) grdce 3 la formule de Leibnitz :

m-1
Am—l (aAj) - Z (mil) Am—lzg) . Aj-HL
=0
m-1 i
2™ (@l = 7 @h ™h oIh
=0
m:l m-1 ‘ m-1-% j+2
1 Cr) e A @ .o
=0

o (4™ o(ard) =

=

Appliquons 3 nouveau l'hypoth&se de ré&currence :

m-1
o(a™ oard) = (“‘;1) oa 2™tk LAY
f=0
w1 m-5 j+e m-15%, ,j+2+1
= 7 MY o™ (@) . &1+ ATTE) A )
L=
m-1
=1 @hH+dED e o?*h
=1

m
+ A" (a) <I>(Aj) +a o(a™d)
Utilisons la relation :

EhH o+ &b =D

Nous obtenons alors :
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m
o(a™ oasdy = o 7 B 4" Ha) Mt
2=0
= o 4" (aad)
L'égalité annoncée est ainsi vérifi&e. Pour tout i, nous avons donc :
oM oy = st (asdy)
L'application ¢ est un homomorphisme d'anneaux.

Remarque : La méthode précédente m'a &té inspirée par un exercice de Jacobson [ﬁ] .
LEMME 7 - (GENERALISATION DE LA FORMULE DE BARSOTTI-CARTIER)

Si K est un corps de caractéristique p et si A est une dérivation de K, nous

avons

i i
P (p”]
£ o

pour tout x de K et tout entier j supérieur ou égal & 1.

i+l [
Calculons tout d'abord p[p ) a partir de pr'] pour €lément quelconque p de
K:
(3 I R
-1
op]=op+Z(AP 0)P
i=1
j+l j+1 0§+l i_ j+1-1i
I e s
i=1

j+l J j+1_
o[p ] = (p['.p ])p + aP 1(o)

Pour j = 1, la formule annoncée n'est autre que la formule de Barsotti-Cartier [4] :

2w o, el o

X X X

Supposons la formule vraie 3 l'ordre j et appliquons la formule de Barsotti-Cartier
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4 la dériyation AP

]
P P
= (x) = (A x(x)) + AP (A}:()

D'aprés 1'hypothése de récurrence, nous avons :

3 )
P P
A (x) - (Ax)

X X

Nous en déduisons :

j+l "
P | (H)lp ]}P . Apj+1_1 ox,
X v\ x x
Ax lp
= )

THEOREME 6

n
Soit A wune dérivation de K de noyau k ; alors Ap peut s'écrire :

" P pnt
87 =ap +an . ta A a; ek

Dans ces conditions, pour qu'un &lément  de K soit la dérivée logarithmique

d'un &lément de K, il faut et il suffit que o soit solution de 1'équation :

n-1
o) =ap+ alp[p] + o0 + a [p ]

o n-1°

- Supposons que p soit la dérivée logarithmique d'un &lément o de K. Appliquons

le lemme 7 :

p" P "1
AT (o) = a fo + a;A0 + .ol ¥ a 18 (o)
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n
P n-1
AJU_)sa o+ ap[pJ +...+a p[p ']
o 1 n-1

g

L'élément p est bien solution de 1'équation

™) {p] [p*1]
= + con
o ap +apC o+ ta P
- Réciproquement, supposons p solution de cette &quation. Nous pouvons alors con-
sidérer 1'automorphisme ¢ de % défini dans le lemme 6. Il est nécessairement de

la forme {9 } :
-1 ¥
8(X) =C " XC VvXed

o C est un élément inversible de { . Prenons pour X 1'homothétie HX définie

par un élément x quelconque de K :

. -1 =
®(H) : € (H) C=H

H .C=C.H
X b

Comme C commute avec toutes les homothéties de rapport un &lément de K, c'est
une homothétie : il existe un &€lément o non nul dans K tel que C soit 1'homo-
thétie de rapport ¢ . Etudions alors ¢(A-p .1) : par définition de ¢ , c'est &

d'autre part nous avons :
-1
o(A=p.1) = 0 = (A-p.1)o
-1
A=o0 (A-p.1)o

Appliquons la transformation 0-1 (A-p.1) 3 un &lément quelconque x de K :



L}

ol (a-p.1) (ox)

q—l . ( A(ox) - p.ox)

o7t (amp.1) o)

=t (oAx + xAo - pox )

Ax+x£-px
o

Ax = Ax + x %g - pX

Choisissant x non nul, nous en déduisons :

Ao
[

L'élément p apparalt comme la dérivée logarithmique de o.
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