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INTRODUCTION

Le présent ouvrage comprend deux parties : la première est consacrée à l'é-
tude des dérivations dans des anneaux de Krull et à l'application à la factorialité
de certains anneaux tandis que la seconde concerne des dérivations de noyau k
d'un corps K de caractéristique p non nulle, extension purement inséparable
d'exposant 1 de k. '

PARTIE 1

La première partie est subdivisée en deux chapitres, suivis d'un appendice :
au début du premier chapitre sont rappelés quelques résultats classiques concernant
les anneaux de Krull et leurs classes de diviseurs ; soient A un anneau de Krull,
A' un sous anneau de Krull de A, le groupe C(A) (respectivement C ( A ' ) ) des
diviseurs de A (resp. A ' ) ; il existe alors un homomorphisme canonique j de
C ( A ' ) dans C ( A ) . Puis est énoncé un important théorème (théorème 0) relatif à la
descente p-radicielle en caractéristique p non nulle affirmant l'existence d'un
monomorphisme canonique 5 de ker j dans (D A"\ « ( CD est le sous-groupe de A
formé de dérivées logarithmiques d' unités de K ; (Q' est le sous-groupe des
dérivées logarithmiques d'unités). A propos de ce théorème, deux conjectures ont
été faites :

(1) Soit 0] l'idéal A.DA. Toute dérivée logarithmique qui se trouve dans C/j est
la dérivée logarithmique d'une unité.

(2) Un élément de 0) qui est la dérivée d'un élément de K est aussi la dérivée
d'un élément de A.

Ces conjectures sont démontrées lorsque A est un anneau de séries formelles, la
dérivation étant nulle sur le corps des coefficients ; lorsque A est un anneau
local, son idéal maximal contenant (J\ et la dérivation D étant proportionnelle
à D ; enfin lorsque A est de valuation discrête, son idéal maximal contenante .

Le premier chapitre se termine par une interprétation du théorème 0 grâce
aux groupes de cohomologie des groupes multiplicatifs des anneaux de nombres duaux
construits à partir des corps considérés.
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Le second chapitre est un exemple d'application de la théorie développée
au premier chapitre : étant donnés un corps k de caractéristique 2, u une
indéterminée sur k, soit l'anneau A* :

A* = k(u) [[ x,y,z]j

où Xp y, z sont liés par la relation x + y + uz J = 0, i et j étant deux
entiers impairs positifs. Pour quelles valeurs de i et j Panneau A* est-il
factoriel ? Nous verrons que la factorialité de A* est tout-à-fait exceptionnelle.

Pour résoudre ce problême, nous serons amenés à utiliser des raisonnements
d'arithmétique ; en particulier apparaîtra la permutation a de 2s objets défi-
nie par :

o(2A) = A
S, = l , . . . , s

o(2A-l) = H + s

qui est déjà intervenue dans certaines études de descente p-radicielle [ 3 " | . Quel-
ques propriétés de cette permutation seront dégagées dans l'appendice.
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CHAPITRE 1
RESULTATS RELATIFS A LA THEORIE DE LA DESCENTE P-RADICIELLE

A) Quelques rappels
Soit A un anneau intègre» La relation (A : uî ) « ( A t (B' ) entre idéaux

(entiers ou fractionnaires)^ , (B de A est une relation d'équivalence, dite
"équivalence d'Artin"» Les classes d'équivalence s'appellent les diviseurs de A»
La multiplication des idéaux donne une multiplication des diviseurs ; muni de
cette loi et de la relation correspondant à l'inclusion, l'ensemble des diviseurs
de A est un monoïde ordonné, noté D ( A ) » Pour que D (A ) soit un groupe, il faut
et il suffit que l'anneau A soit complètement intégralement clos» Lorsque D (A)
est un groupe ordonné dont les éléments positifs (qui correspondent aux idéaux
entiers de A) vérifient la condition minimale, l'anneau A est un anneau de Krull î
par exemple, un anneau noethérien et intégralement clos est un anneau de Krull»
Considérons alors un anneau A de Krull. Soit P (A) l'ensemble des idéaux premiers
p̂ de hauteur 1 de A (c'est-à-dire que/p^(o) et ne contient pas: d'autre idéal
premier que lui-même et ( o ) ) • Nous avons alors les résultats suivants [ i j :

- pour tout élément/p de ( ? ( A ) , l'anneau de fractions A^ est l'anneau
d'une valuation discrète nommée •

- l'anneau A est 1 * intersection de ces A.p •
- tout diviseur 8 de A s'écrit, et de façon unique, sous la forme î

o ^ 21 ^ (/?) • / ?(?(= P(A) vu °
ou les n ((p ) sont des entiers presque tous nuls.
Le diviseur correspondant à l'idéal principal Aa, que nous noterons ( a ) s 'écrit :

^'(AA^-fP
Les diviseurs correspondant aux idéaux principaux sont appelés les diviseurs prin-
cipaux ; ils forment un sous-groupe, noté F ( A ) , de D ( A ) . Le groupe quotient
D ( A ) / F ( A ) est noté C ( A ) et s'appelle le groupe des classes de diviseurs de A,
Les anneaux factoriels sont les anneaux de Krull A tels que C ( A ) soit nul»
Soient maintenant A un anneau de Krull de caractéristique p ̂  o, de corps des
fractions K et D une dérivation de K telle que :

D (A) Ç A
Notons K' le noyau de K et A' l'anneau K'n A. Comme K10 (resp, AP) est contenu
dans K' (resp» A ' ) , l'anneau A est entier sur A ' . De plus, l'anneau A' est de
Krull» Pour tout élément (p de P ( A ' ) , il existe un seul élément (P de P (A) tel que
Q C\ f\ •=. /O : c'est l'ensemble des x de A tels que xP soit dans (^ \21 • La
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restriction de v^ à K' est une valuation équivalente à s^p . Soit ^(<?/p) l'in-

dice de ramification correspondant au couple (<3^) . Faisons correspondre à /p
le diviseur i(/p) : ^

. J - .W-,^^-3

Par linéarité j s'étend en un homomorphisme de D (A')ci ans D (A). Comme A est

entier sur A » , pour tout élément 'î de P(A), l'idéal premier ff H A ^ est nul ou

de hauteur 1 donc 1'homomorphisme j applique F(A') dans F(A) d'où un homomorphis-

me canonique J de C(A') dans C(A)» Soit 0^ le sous groupe additif de A composé des

éléments de la forme °^- avec t dans K (ce sont des 'dérivées logarithmiques") $

il contient le sous groupe (D des dérivées logarithmiques d'unités (c'est-à-di-

re des -^ où u parcourt le groupe des unités A de A). Nous avons le théorème

suivant [3] :

Théorème 0

II existe un monomorphisme canonique )̂ :

? • ^J————^/^
Si de plus le degré de K sur K' e^t p et si D.A n' est dontenu d^n.s_.aucun idéal

premier de hauteur 1 de A, alors <^ est un isomorphisrne^

A propos de ce théorème, deux conjectures ont été faites :

1 - Soit Cî l*idéal A, DA, Toute dérivée logarithmique qui se trouve dans (Jf

est la dérivée logarithmique d'une unité»

2 - Un élément de (Jl qui est la dérivée d'un élément de K est aussi la dé-

rivée d'un élément de A.

Ces deux conjectures ont été démontrées dans. quelques cas particuliers»

B ) Etude de quelques cas particuliers

1 ) A est un anneau de séries formelles à une indéterminée X sur un

corps L et la dérivation D est nulle sur le corps L. Soit x l'élément DX que nous

supposerons dans l'idéal maximal TTL de A ; alors l'idéal U] est l'idéal maximal

x A et est contenu dansUfl» L'ensemble des unités de A est le groupe multiplica-

tif A des séries formelles d'ordre nul»

Dans ce» conditions, les conjectures 1 et 2 sont vraies, démontrons la conjec-

ture 1 ; la dérivée logarithmique ^- est dans (J\ donc s'écrit x Q , où Q est dans

A ; la série P peut s'écrire comme le produit d'une puissance de X et d'une série

R d'ordre nul

P « X" R

x Q ^ f î î . ^-S-')
X R 7 ,

Corwne R appartient à A , l'élément Q - — appartient à A donc n est nul modulo

la caractéristique p î la dérivée logarithmique Ç? est aussi la dérivée
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logarithmique de l'unité R.
La conjecture 2 se démontre d'une manière analogue»

2) I^anneau A est local, son idéal maximal^ÏÏl contient l'idéal U] et la
dérivation DP est de la forme a» D oh a est dans K>
Nécessairement» l'élément a est dans K* : en effet, appliquons la formule de
Barsotti-Cartier [4] à un élément x de A n'appartenant pas à A' :

D^ = fax.^ 4 D^/^xW a .Dx.
x \ x / \ x / x

Appliquant la dérivation D, nous obtenons ;
Da .DX+ aD/j^= aD/fix.^ =̂  Da == 0

x l x 1 ^ x
Si 1 élément a appartient à A y la conjecture 1 est vraie ;
soit t un élément de 01 qui est la dérivée logarithmique d'un élément x de K :
quitte à remplacer x par un élément de A^x, nous pouvons supposer que x appar-
tient à A» Comme a appartient à A , l'élément -̂ est dansTH.; par récurrence,
nous voyons que ~g—— est dansTTLpour tout n positif : l'élément a ̂ -1 r -̂  x

est alors une unité et t est la dérivée logarithmique de u~^•
A*Supposant toujours a dans A , nous obtenons un résultat plus fort que la conjec-

ture 2 : tout élément t de A qui est la dérivée d'un élément x de K est la dé-
rivée d'un élément de A» Nous voyons en effet que t est la dérivée de l'élément
DP""2 ( a " 1 ! ) de A (le cas p « 2 ne fait pas exception, car D° est l'identité).

3) L'anneau A est de valuation discrète et son idéal tpaximaiTTL contient
l'idéal in
Soit z une uniformisante de l'anneau A»

a) étude de l'idéal 0\
Comme l'anneau A est de valuation discrète, l'idéal U\ est principal» Soit y un
élément de A tel que v (Dy) soit minimal : ainsi UJ est l'idéal engendré par Dy»
Si v (Dy) est égal à v (Dz), l'idéal 0) est engendré par Dz. Sinon montrons
qu'il existe un élément u dans A tel que v (Du) soit égal à v (Dy) ; l'élément
y de A s'écrit uz", avec u dans A et n entier positif ou nu^»
Si n est nul modul» p, l'égalité v (Dy) « v (Du) + n entraine que n est nul, donc
y appartient à A . Si n n'est pas multiple de p, v (Dz) ne peut être supérieur
à v (Dy) que si Du n'est pas nul ;

v(Dy)> Inf[n+v(Du),n-1 + v(Dz)J
Or, les trois hypothèses n différent de 0, v (Dy) inférieur (resp. inférieur ou/
égal) à v (Dz) (resp. v (Du) ) conduisent à une incompatibilité,
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b) Etude de la validité des conjectures 1 et 2
Si l'idéal L^lest engendré par Dz, la conjecture 1 est vraie ; supposons que
I élément t, de la forme b Dz, b appartenant à A» soit la dérivée logarithmi-
que de x, que nous écrirons uz3" ; l'entier relatif r s^crit hp + 1 , s étant
un entier non négatif, inférieur à p» La dérivée logarithmique de uz5 est t,
donc nous pouvons nous limiter au cas où r est un entier non négatif, inférieur
à p»

Dx = Du Z11 + r Dz z1'"1 u
Dx = x b Dz

Si r n'est pas nul, v (Dx) vaut v (Dz) + v(x) - 1 , maisaussi v (Dz) + v ( x ) +
v ( b ) , ce qui contredit le fait que b est dans A : la dérivée logarithmique de
x n'est donc dans U|que si v ( x ) est multiple de p et nous avons alors que t est
la dérivée logarithmique de l'unité u» Lorsque L/j est engendré par Dz, nous pou-
vons seulement en déduire que si un élément t de U\ est 1s dérivée d'un élément
de K, il est ou bien la dérivée d'un élément de A, ou bien la dérivée d'un élé-
ment u ẑ P où u est un élément de A et h un entier relatif ; supposons en effet
que l'élément t, de la forme b Dz, b appartenant à A, soit l? dérivée de x, que
nous écrirons uz1' ; l'entier relatif r s'écrit hp + s, s étant un entier non
négatif, inférieur à p» Si s est non nul, nous avons :

y (Dx) = v (b) + v (Dz)
v (Dx) = v (Dz) + r - 1

Comme b est dans A, r est supérieur ou égal à 1 donc x est dans A »
Si s est nul, nous avons :

v(b) + v(Dz) = v(Du) + hp.
Nous en déduisons seulement que x est de la forme uz P,

e) Etude de l'anneau A
Lorsque 0\ est engendré par Dz, l'anneau A est l'ensemble des éléments de la
forme uz^P, où u est un élément de A et h un entier non négatif,
II est clair que les éléments de cette forme appartiennent à • Soit x un élé-
ment de A que nous écrirons uz" t

Duz" + n Dz z"-1 u « 0
û"^Si n est nul module p. Du est nécessairenent nul, donc u appartient à A .

Si n n'est pas pultiple de p, CTnme v (Du) est supérieur ou égal à v ( D z ) , l'éga^
lité z D u + n D z u = 0 entraine la nullité de Du, donc celle de n ir.odul» p, d'où
une contradiction.

d) Etude de dérivations D telles que DP soit de la forme a.D
Comme dans le paragraphe B) 2 ) , nous démontrons que Da est nul»



Descente p-radicielle - 11 -

montrons que a appartient à l'anneau A ;
- supposons que, quel que soit x dans A, v(Dx) soit supérieur oy égal à v ( x ) ;
comme D n'est pas la dérivation nulle, il existe un x- dans A tel que Dx soit
différent de zéro. L'hypothèse, appliquée successivement à Dx, D^, . . . , DP-4 x
montre que ;

v ( a ) + v(Dx) = vCD^^vCD^x^^.^D^^Dx)
Alors, v(a) est positif ou nul, donc a est un élément de A»
- supposons qu'il existe un x dans A tel que v(Dx) soit inférieur à v ( x ) : écri-
vons x sous la forme uz". Si n était multiple de p, v(Dx) serait égal à n+v(Du),
donc ne pourrait être inférieur à n, puisque Du appartient à A . Sinon :

v(Dx)>Inf[v(Du) + n , v ( D z ) +n-l]
Les deux nombres v(Du) + n, v(Dz) + n - l sont supérieurs ou égaux à n, d'où
une contradiction. Par une démonstration analogue, nous obtenons le résultat
suivant ; l'élément a est dans U si et seulement si v(Dz) est égal à v(z) (donc
vaut 1 ) » Dans ces conditions, nous avons ;

v ( x ) = v ( D " x ) V r\>0 si v ( x ) /fc hp

C) Généralisation du théorème 0 et interprétation par les groupes de
cohomoloqie.

1 ) Constructions préliminaires
Etant donné l'anneau de Krull A de caractéristique p non nulle et de corps des
fractions K, considérons n dérivations D I , . . . , D̂  indépendantes de K telles que,
pour tout i, nous ayons 5

D^ A C A
Désignons par K' j ^ le sous corps de K noyau de DI, par A ' i l'anneau A K'i (qui
est aussi le noyau de la restriction de D^ à A ) , par A'^ le groupe des unités
de A ' i , Alors, si A désigne le groupe des unités de A, nous avons ;

A^A^nA',
Soit € un élément tel que 6. soit nul» Appelons L l'anneau de nombres duaux
K ® «£ , B l'anneau A ®K£ et M l'ensemble A^e«£ • Le groupe multiplicatif de
L , soit L*', est K^eKE. tandis que celui de 6 , soit B^, est M.

Les n applications s-i, . . . , , 8n de L dans L définies par :
s . ( a +b ) = a + (b + D . a ) £

sont des automorphismes de L dans L , Leurs restrictions à B et 6 sont aussi des
automorphismes de B et B •
Nous avons ;

s^s.(a+b£) = a + (b + ( D . + D . ) a ) c
Le groupe G engendré par les est isomorphe à (^/pz) • Comme le groupe L / .

0
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est isomorphe à K*yx^» il est aussi isomorphe à F (A)» groppe des diviseurs

principaux de A» d'où la suite exacte ;

G AG 1————^——^———^F(A^———^°Notons (E?J et (l^f les invariants de B^ et L par G ; le groupe F (A) est inva-

riant par G et nous avons la suite exacte :

( 1 ) Î Bf— )̂0-̂  F(A)-^H1(G,B")-^H1(G,^)-^^(G,F(A))...

2) Etude des différents termes de la suite exacte d)

a) Etude de (B^)0

L'élément a+b£ deB est dans (B^") si et seulement sipour tout i nous avons :
a+b£ =s.(a+b 6)

=a+(b+ D.a )ê

a+b&^B^^ D.8 = 0 i
,^ .̂

<==̂  a é A^n A ' n... n A * = A'^

•̂  ^Les invariants par G de B sont donc les éléments de A * ^ K Ê-

b) Etude de (L*)0

•^
Un raisonnement analogue au précédent montre que les invariants par G de L sont
les éléments de K '®K£» où K' désigne le corps K ' O K ' ^ - ' - O K '

1 2 n
c) Etude de H1 (G.. B")

Un 1 - cocycle f est une application de G dans B telle que t

f(st) = s(f(t)). f(s) V s , t 6 Œ
Pour déterminer f y il suffit de connaître les images f(s ) lorsque i varie de

1 à n :
f ( s ^ ) = a^ -i- b^6

Calculons f(s^) î d'après la définition de Si » nous avons t

s^a+b ) = a + (b + nD. a) 6

s^ 1 ^ f(s^) = 1

D'autre part, calculons f(s~) »

f(s^) ='(s^a^. + te,;£)).(a^ + b^ £ ))
=a;+(a^+D^a^

Par récurrence» nous obtenons ï
f(s[) = a^ + m^£

Comparant les deux expressions de ^(s^) , nous en déduisons que a^ est

égal à 1 . Or a ^ - 1 a 0 peut encore s^crire (a^ - 1 )P «• 0 donc ai est égal à 1 .

î - C'p bi - p b^ ^ ^ . o
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Pour que? soit un 1-cobord, il faut et il suffit qu'il existe un élément a + bS
dans B-tel que :

f(s) = (s(a + b£)} (a + bfc)"1 VSÊG

a + (^ + D^a)£ = (a + bfc) (1 + b.a)

D a s= a + (b + b^a)6

^'-a-

Soit il) le sous groupe additif de K11 constitué par les dérivées logarithmiques
D^a

d'unités (c'est-à-dire l'ensemble des (——) - lorsque a décrit A*).
1 a î l » • • • »n

Nous venons de démontrer que H (G, B^) est isomorphe à K fOS .

d) Etude de H1 (G. ^)
Soit<^) lé sous-groupe additif de A11 constitué par les dérivées logarithmiques d'élé-

D a
ments de K (c'est-à-dire l'ensemble des (——)._, appartenant à A").a i-~ J., • • •, n

Un raisonnement analogue à celui fait au c) montre que H (G,L^) est isomorphe à ïdjv

e) Etude de H1 (G, F (A) )
Comme G opère trivialement sur F (A), le groupe H (G, F (A) ) est constitué par les
homomorphismes f de G dans F (A). Pour déterminer f, il suffit de connaître les
images f (s.) lorsque i varie de 1 à n. Soit X. un élément de K^ tel que le di-

viseur principal (x ) engendré par x soit f(s ). Comme a^ est l'identité, le di-

viseur (x^) est le diviseur unité. Cela signifie que ^.p est une unité, c'est-à-

dire que v(x.) est nulle pour toute valuation discrète v de l'anneau A : l'élément

x_ appartient donc à A et (x.) est le diviseur unité. L'homomorphisme envoie tout

automorphisme s. sur le diviseur unité donc le groupe H (G, F(A) ) se réduit à

son élément neutre.
Nous obtenons finalement la suite exacte :

(2) 1 —^B^)0 __^ (I/)0 ——^ F (A) —^/^ -^ K11/^ —> 0

3) Lien avec la théorie de la descente p-radicielle

iitant donné l'anneau A' = A ' i ^ A ' rl ... ^ A' , nous avons la suite exacte :i L n

1 _^ (B^)6 ——^ (L^ ——> F (A') ———> 0
Compte tenu de la suite exacte (2), nous obtenons la suite exacte (3) :

(3) 0 — — ^ F ( A ' ) ———^ F(A) ———^ K"/^'——^ K " / ^ — — ^ 0
Comme dans la partie A), considérons l'homomorphisme canonique j de C (A') dans

C (A) : son novau est j~1 (F(A) )/ F(A').

La suite exacte (3) permet de définir un homomorphisme de j~ (F (A) ) dans <^)/̂ )'
dont le noyau est F (A') d'où un monomorphisme J) de ker j dans À)/^)' ; ceci est une
généralisation du théorème 0.
Remarque : II est à noter que cette interprétation du théorème 0 par les groupes de
cohomologie renforce l'analogie entre la descente p-radicielle et la descente ga-
loisienne -(où les dérivations sont remplacées par les automorphismes) puisque cette
dernière théorie avait été interprétée par la cohomologie.
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CHAPITRE II

APPLICATION A L'ETUDE DE LA FACTORIALITE DE CERTAINS ANNEAUX

Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k et
A* l*anneau :

A* = k(u) r [ x , y , z ] [ où x2 + y1 + uz23 == 0

i et j étant deux nombres entiers impairs supérieurs ou égaux à 1. Le problême
consiste à étudier pour quelles valeurs de i et j l*anneau A* est factoriel.

A) LIEN AVEC LA THEORIE DE LA DESCENTE p-RADICIELLE

Soit K* le corps des fractions de A* ; nous cherchons à plonger K*
dans un corps K et à construire une dérivation D de K de noyau K * .

Considérons l*anneau A :

A = k(t) [[ Y , z ] ]

où t est une indéterminée sur k, et K son corps des fractions :

K = k(t) ([ Y.zJ)

Soit D la k-dérivation de A définie par :

Dt = Y1-1

DY = z3

Dz == 0

II est clair que k(t ) [ [ Y , z ] j est contenu dans le noyau de D. D^utre
part, considérons l*élément x défini par :

x = Y1 + tz3

Dx = 2 Y1"3^3 = 0
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Introduisons les notations suivantes :

t2 = u Y2 = y

Le corps k(u) ( ( x , y , z ) ) est contenu dans le noyau de la dérivation D
étendue à K, où x est défini par :

x = Y1 + tz3

2 i 2jx = y + uz

Le corps K est de degré 2 sur k ( u ) ( ( x , y , z ) ) . Par construction, la dé-
rivation D^ est nulle : nous en déduisons que K est de degré 2 sur ker D donc:

2 i 2iker D = k ( u ) ( ( x , y , z ) ) où x = y + uz J

2 i 2i 2 i 2iEtudions la surface x = y + uz J . Posons f(x,y) = x - y - uz J . Comme
nous sommes en caractéristique 2, nous avons :

f'x = 0

, , i-1f y = y
Vz = o

Le critère jacobien montre que la surface ne contient qu'une seule courbe
singulière définie par :

r y = 0

1 2 2j[ x = uz J

Dans A * , cette courbe singulière est définie par l'idéal premier A'y : il
en résulte que l'anneau A ' , est de valuation discrète, donc l'anneau A' est

y
normal en codimension 1. Comme A' est un anneau de Macaulay, il est intégralement
clos.

Dans ces conditions, nous avons :
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A* = k(u)((x.y,z))n A

L*anneau A* est le noyau de la restriction de D à A et l̂ omomorphis-

me canonique j :

j : C(A')———> C(A)

est défini. Comme l'anneau A est factoriel, le groupe C(A) est nul et le noyau

de j est le groupe C(A*) tout entier.

Appliquons le théorème 0 rappelé au chapitre 1 : il existe un isomorphisme

$ de ker j sur C^ / ,
(D

ker j = CCA')————> O/ .

Pour étudier C(A*), il suffit donc de voir la forme de (D / , .
UNJ

Etudions les éléments de (D : si F appartient à (D , il existe un élé-

ment G de K tel que :

"ffi

Calculons DF ; compte tenu de la nullité de D , nous obtenons :

- - (I£)2

DF = F2

2Réciproquement, si F est solution de l*équation F = DF, l'élément F

est la dérivée logarithmique de F car F = —. Les éléments de CD sont donc les

solutions de l'équation (1) :

(1) F2 = DF

qui appartiennent à l*anneau A,
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B) RESOLUTION DANS L'ANNEAU A DE L'EQUATION (1)

Munissons Y du poids j et z du poids i. Soit F la composante iso-

bare de F, de poids n :

^-f \ YA2ï l ^^Am

où t, m sont liés par la relation :

n = Aj + mi

Etudions DF :n

DF -Z a' Y1-1^ +A.a , Y^-1 ̂n n Je x'&,m

où a* désigne la dérivée usuelle de a. , considéré comme fraction rationnelle•se x>

en t.

Ainsi DF est isobare, de poids n + ij - j. Décomposons chaque série F

en somme (infinie) de composantes isobares :

^W^ •"
Nous appellerons ordre de F, et nous noterons 0(F), le poids de sa plus basse com-

posante non nulle. Nous introduirons CD , le sous groupe de (D formé des déri-

vées logarithmiques d*ordre supérieur ou égal à q : ainsi ((D ) est une filtra-

tion de d) . Munissons <Dl de la filtration induite :

((O* ) = (<0 n îD')q q

et le groupe quotient ^j = CD/ , de la filtration quotient (0 ). Nous avons :

^^'^(D-'^

Le groupe J est isomorphe au groupe gradué ^ D i^ (car il s*agit
q ^q+l

2
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d*espaces vectoriels sur F - ) .

Soit F une dérivée logarithmique non nulle : tordre de F2 est égal à
deux fois l'ordre de F ; d*autre part, l*ordre de DF est supérieur ou égal à
tordre de F augmenté de ij - j . Comme F est solution de l'équation ( 1 ) , nous
en déduisons :

2 0(F) ^ 0(F) + ij - j

0(F) ^ ij - j

1) RECHERCHE DE LA COMPOSANTE ISOBARE DE F DE POIDS ij - j .

Le poids de la composante F ^ . _ . est 2(ij - j ) donc Fij - j est elle-
même solution de l'équation ( 1 ) . Pour alléger les notations, nous poserons :

Fij - j = G

G = Z a ^T ^nn,m

Les entiers n et m sont liés par la relation :

nj + mi = j (i - 1)

Soit d le pgcd de i et j : d est un entier impair :

j ss dj* i = di*

nj* + mi* = j'C^d - 1)

( i ' d - n - Dj* = mi*

D*après des propriétés de divisibilité, nous en déduisons :

m = Jtj *
a = o , . . . , d - l

n = i - 1 - Ai*
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a) les entiers i e^_ j sont premiers entre eux : d vaut 1

Alors, G se réduit au monôme aY ~ . Comme G est solution de Inéqua-
tion ( 1 ) , nous avons :

a- Y21-2 . a2 Y21-2

Dans ces conditions, ou bien G est nul (et il est la dérivée logarithmique de

l'unité 1), ou bien G est la dérivée logarithmique de l'unité a.

b) cas général : d est supérieur à 1

Comme d est impair, il est de la forme 2s + 1, où s est un entier su-
périeur ou égal à 1.

G^ f ' av 1 - 1 - ^ z^
A=0 ~

Mettons en évidence les exposants pairs et impairs de Y :

G = F ^ Y1-1-2^ z2^ . 'f1 a,, , yi-l-î l) ^Dj*
A=0 &=0

Calculons DG :

"•-â-'"12"2'2"''211'^^"1'*^21)
Yi-2-i'(2A+l) ^(2A+l)j'

Ecrivons que G est solution de l'équation (1) ; par identification, nous obtenons

les relations suivantes :

a'^ = a^ i = 0,...,s

(2)

^+1' ^s+l ^^•—s-l
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Nous allons montrer que les a sont nuls pour ^ différent de 0.
A»

Faisons tout d'abord quelques remarques sur les valuations v de k(t)
triviales sur k ; elles sont de deux types :

- ou bien v est la valuation à l'infini, et alors nous avons :

v ( f ' ) ̂  v(f) + 1 Vf £ k(t)

- ou bien v n'est pas la valuation à l'infini, et alors nous avons :

v ( f ' ) ^ v(f) - 1 Vf € k(t)

Dans tous les cas, nous avons donc :

v ( f ' ) ^ v(f) - 1.

Soit o la permutation de 2s objets définie par :

/ o(2JO = A
j A = l , . . . , s
( o(2A-l) = H + s

Appelons a le nombre d'éléments du cycle engendré par j : remarquant que quel
que soit j , son cycle contient au moins un nombre pair et un nombre impair, nous
en déduisons que a est supérieur ou égal à 2.

2Partant de a . , nous aurons a égalités du type de celles écrites en (2) faisant
intervenir au premier membre tantôt la dérivée d'un a. , tantôt un a. mais une
fois au moins nous aurons un a . La dernière égalité aboutira à l'élément a . .

Soit v une valuation quelconque de k ( t ) , triviale sur k. Prenons les valuations
des a égalités ainsi écrites et additionnons les membre à membre après avoir mul-

^
tiplié l'avant dernière relation par 2, la précédente par 2 , . . . , la première par
2 . Compte tenu du fait que v ( f ' ) est supérieur ou égal à v(f) - 1, nous obte-
nons :
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201 v(a ) ^ v(a ) - (2 + 22 + • • + 201"1)

(2" - 1) v(a^) ^ 2 - 201

Comme v ( a . ) appartient à Z, il est positif ou nul : ceci étant vrai pour
toutes les valuations de k ( t ) , les a sont des polynômes en t.

Soit d(a ) le degré du polynôme a. . Nous avons :~ x.

d ° ( a , ) ^ d ° ( a ) - 1

Prenant le degré des polynômes intervenant dans les a relations écrites
ci-dessus, nous obtenons :

2" d ° ( a ^ ) ^ d ° ( a . ) - 1

(201 - 1) d ° ( a ^ ) ^ - 1

Le degré d^n polynôme ne pouvant être négatif, tous les a sont nuls.

Dans ces conditions, G se réduit à :

G = a Y1"1 a ç k(t)

Comme dans le cas a ) , G est ou bien nul, ou bien la dérivée logarithmi-
que de a .

2) ETUDE DES COMPOSANTES ISOBARES DE F DE POIDS SUPERIEUR A ij - j .

Nous pouvons donc nous limiter à l1étude de CD , (D * et rf pour qq q q - ^
supérieur à ij - j . Notons P l*ensemble des polynômes isobares de poids q.
Soit V l'bomomorphisme de CQ dans P qui, à tout F = F + F + . . . ap-q q q q+1 r

partenant à CD fait correspondre sa composante F de poids q. Le noyau de ^

^q+r
Soit F un élément de Û) : l'ordre de F est supérieur ou égal à 2q, tandis
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que, si DF est non nul, il est d'ordre q + ij - j strictement inférieur à 2q

(puisque q est strictement supérieur à ij - j). Comme F est solution de l'é-

quation (1), c'est que DF est nul :

F € A' H P
q q

V(Œ) ) c A' n p
q q

Soit 01 l'idéal de A engendré par Y ~ et z3. Comme toute dérivée logarithmi-

que d'unité appartient à U1, nous avons les relations :

n<0q) c A' n p^

HC/) c 0} n A' n p
q | q

Montrons que nous avons surjectivitê, c'est-à-dire que nous avons les relations (3):

V(û ) = A' H P
q q

(3)

(̂û7 ) " 0} n A' n p

Soit donc F un élément de A' 0 P • Nous cherchons des polynômes isobares

F (n ^ q) tels que F défini par :

F = F + F , , + - • •q q+1

soit solution de l'équation F2 = DF (1).

Comparant les composantes isobares, l'équation (1) se traduit par :

^ = ̂ n-ij + j

n > ij = j => 2n - ij + j > n

De plus,1'entier 2n - ij + j est pair. Chaque F est donc déterminé par "inté-
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gration" à partir d'un F avec s strictement inférieur à m. Remarquons que, si

m est impair, la condition sur F s*écrit DF = 0. Il s'agit donc de déterminerm m

un polynôme isobare F de poids m par une condition de la forme DF = G2 où Gm m '

est un polynôme isobare donné de poids supérieur ou égal à q. Par additivité de la

dérivation et de l'élévation au carré, nous sommes ramenés au cas d'un monôme

G = a Y z où a appartient à k(t), les entiers m, A, n vérifiant :

m + ij— j = 2 Oj + ni)

Si 2& est supérieur ou égal à i - 1, nous prendrons :

F ^———Y^z 2 1 1

m Y1"1

Si 2n est supérieur ou égal à j, nous prendrons :

F - a2 Y2^ z2"-;!

Nous sommes toujours dans l'un de ces deux cas, car, si 2A est inférieur à

i - 1, et si 2n est inférieur à j, par des considérations de parité, nous obte-

nons :

2^ i - 3 2 n ^ j - l

m + ij - j ^ (i - 3)j + i(j - 1)

m ^ ij - 2j - i

Or m est supérieur à ij - j.

De plus, si nous supposons par récurrence que nous avons G dans (/[ , nous aurons

ou bien Jl supérieur ou égal à i - 1 et 2JI - i + 1 sera encore supérieur à

i - 1, ou bien n supérieur ou égal à j et 2n - j sera encore supérieur à j,

de sorte que F peut être pris dans U).

Les relations (3) se trouvent ainsi démontrées : elles montrent qu'il existe un

isomorphisme canonique de Î3 i^n sur (A' H P )y, /n ^ A ' H P ) • Donc
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<S 2ÛQ/^P a une structure de k(t ) espace vectoriel de dimension finie n(q).
- ^ q+1

C) CONCLUSION
•

Legroupe CCA*) est donc un k(u)-espace vectoriel de dimension finie

N(i,j) = H n(q)
q>ij-j

Etudions cet entier N(i,j) : dans l'anneau A, l'idéal 01 = (Y1"1, z3) admet un

supplémentaire engendré par les monômes Y^ z11 tels que A < i - 1 et n < j .

Comme Y ~ + tz3 appartient à [̂  , un supplémentaire de (̂  n A* dans A* est
rt n

engendré par les monômes Y z tels que 2& < i - 1 et n < j . L'entier N(i,j)

est égal au nombre de ces monômes qui sont de poids strictement supérieur à

ij - j ; N(i,j) est le nombre des couples (A,n) tels que :

r 29, < i - 1

n < j

2jlj + ni > ij - j

THEOREME 1 - Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k

^t A* 1 * anneau k(u) ?[x,y,zjj o^ x2 + y1 + uz2J =0 , i e^ j étant deux nom-

bres entiers impairs supérieurs ou égaux à 1. Alors le groupe CCA*) des classes

de diviseurs de A* est un k(u)-espace vectoriel de dimension N(i,j) égale au

nombre de couples (A,n) tels que :

0 ^ 2SL < i - 1, 0 ^ n < j et 2^j + ni > ij - j

Pour que rentier N(i,j) soit nul, il faut que l'inégalité :

(i - 3)j + (j - l)i ^ ij - j

soit satisfaite ;

ij - 2j - i ^ 0
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Si i vaut 1 ; cette condition est vérifiée quel que soit j ; de même si

j vaut 1, cette condition est vérifiée quel que soit i. A part ces deux cas là,

N(i,j) ne peut être nul que si i et j valent tous les deux 3.

COROLLAIRE - Les seuls anneaux factoriels de la famille k(u) [[x,y,z]] avec

2 i 21x + y + uz J = 0 sont :

k(u) [[x,y,z ]] avec x2 + y + uz^ = 0 V impair ^ 1

k(u) [[x,y,z ]1 avec x2 + y1 + uz2 = 0 V itopair ^ 1

k(u) [x,y,z ][ avec x + y + uz = 0

CAS PARTICULIER : lorsque les entiers i et j sont égaux, il est facile de cal-

culer N(i,j) :

2A < i - 1

n < i

2S, + n > i

Posons i = 2s + 1.

/ 2SL < 2s A <

n < 2s + 1

2A + n > 2s + 1

Le nombre n peut prendre 2s + 1 valeurs. Si n est pair, il lui correspond

^ - 1 valeurs de A donc (J- - 1) couples (A,n) ; Si n est impair, il lui cor-

respond —r— valeurs de 9, donc (~~5~) couples (A,n). D'où :

N(i,i) = 2 1 + 2 + •:• + (s - 1)

N(i,i) = s(s - 1)
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Nous retrouvons bien que l'anneau k(u) [[x,y,z] avec x2 + y1 + uz21 = 0 n'est

factoriel que si i vaut 1 ou 3.

REMARQUE

Dans un récent article [lu] , Salmon a étudié l'anneau A' = k(u) f[x,y,zj|
Q 0 f.

où x + y + uz = 0 ; cherchant à donner une réponse à la question suivante posée

par P. Samuel dans [s] : si B est un anneau local, factoriel et complet, l'an-

neau des séries formelles B [[T]] est-il factoriel ? Salmon a démontré que l'an-

neau A'= k(u) [[x,y,zj] où x + y + uz = 0 était factoriel, alors que l'anneau

A' l[T]j ne l'était pas. Il est à noter que si cet exemple répond par la négative

à la question posée, c'est le seul anneau de la famille qui pouvait convenir.

Etudions la factorialité de l'anneau A'[[T]] . Pour cela, rappelons un lemme expli-

cité dans [8] : soit B un anneau intégre, noéthérien ; supposons qu'il existe

trois éléments U, V, W dans B et trois entiers non nuls n, m, H, tels que :

- U est premier

- V n'appartient pas à UB

- W11"1 n'appartient pas à UB + VB mais W11 appartient à U^B + V"^

- Jlmn - Àm - mn - ni > 0
ss •

Alors l'anneau B [[ï.]] n'est pas factoriel. Pour utiliser ce lemme, nous poserons

U = y V = z W = x

n = 2 A = i m = 2 j

- Si i et j sont tous les deux supérieurs ou égaux à 3, l'inégalité

4ij - 2ij - 2i - 4j ^ 0 est vérifiée donc A' Iri] n'est pas factoriel.

- Si i vaut 1, l'anneau A' [[TÎJ n'est autre que k(u) |fx,z,T"]] donc

il est factoriel.
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APPLICATION

L'étude précédente nous permet de déterminer dans quel cas l'anneau
A- = k(u) [x,y,z] avec x + y + uz J = 0 est factoriel, k étant toujours
un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k, i et j deux entiers
impairs supérieurs ou égaux à 1. En effet, le groupe C(A-) est encore isomorphe
à C D , , / / où Oj - désigne le sous groupe de A- formé de dérivées logarithmi-^(Di 1 '
que s de K- et OÙ - le sous groupe formé de dérivées logarithmiques dunités. Un
élément F de A- est dans CD - si et seulement si il est solution de l'équa-
tion :

F2 = DF

Décomposons encore F en somme de composantes isobares :

F = F + . . . + Fq r

avec F ^ 0, r > qq =

Le poids des composantes isobares de DF varie entre q + ij - j et r + ij - j .
Nous avons donc nécessairement :

2q ̂  q + ij - j

2r ̂  r + ij - j

II en résulte que :

r = q = ij - j

Alors F se réduit à F ^ . . ; d'après l'étude faite au paragraphe B) 1 ) , F est
la dérivée logarithmique d'une unité donc (D i/^' se réduit à 0.- OJi
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THEOREME 2 - Soient k un corps de caractéristique 2, u une indéterminée sur k
r\ • 0 •

et A- 1 * anneau k(u) rx,yz~] où x +y + uz ~ = 0 , i et j étant deux en-
tiers impairs supérieurs ou égaux à 1. Alors, l*anneau A- est factoriel.
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APPENDICE

ETUDE DE LA PERMUTATION o DEFINIE PAR :

o(2A) = H 9. = l , . . . , s

o(2&-l) = A + s

1* La permutation a peut s interpréter comme une homothétie de Z, ,

Considérons Inapplication T de Z dans Z définie par :

r(i) = i(s + 1)

Si i et j sont égaux module 2s + 1 , il en est de même de -r(i) et i(j)
donc ^application T induit sur Zy . . une application ï.

T(2i) = 2i(s + 1)

= i module 2s + 1

T(2i - 1) = (2i - l)(s + 1 )

= i + s module 2s + 1

L*application induite ï coïncide sur Z, , . - {0} avec o .

2. Etude des orbites de longueur maximum

Soit i un élément de {l , . . . ,2s} . Etudions la longueur Jt de l'orbite de i

T(i) = i(s + 1)

Al) = i(s + l)11

^(i) - i = i [(s + l)11 - l]
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La longueur de l'orbite de i est le plus petit entier A tel que

i [(s + l̂  - 1 | soit nul module 2s + 1 ; soit L la longueur de 1 orbite de 1;

nous avons alors :

(s + 1^ - 1 = 0 (2s + 1)

Quel que soit i, la longueur de son orbite 9, est un diviseur de L. D'autre
part, si i et 2s + 1 sont premiers, la longueur de l'orbite de i est L donc
il y a au moins <()(2s + 1) éléments appartenant à des orbites de longueur maximum
L ((j)(2s + 1) est la fonction d'Euler et désigne le nombre d'entiers positifs infé-
rieurs ou égaux à 2s + 1 et premiers à 2s + 1).

Comme 2 et 2s + 1 sont premiers, nous avons :

2(s + 1) L - ^ = 0 (2s + 1)

^ - 1 = 0 (2s + 1)

Le plus petit entier L vérifiant 2 - 1 = 0 (2s + 1) est appelé l'ordre du

nombre 2 module (2s + 1). D'après un théorème dû à Euler, l'entier L est un

diviseur de <K2s + 1) [il]

Propriété 1 : II existe au moins <j)(2s + 1) éléments appartenant à des orbites de

longueur maximale L, ou L est l'ordre du nombre 2 modulo (2s + 1) donc di-

viseur de 0(2s + 1)

2) la longueur de l'orbite d'un élément quelconque est un diviseur
àe. L*

3, Conditions pour que toutes les orbites aient la même longueur

Etudions tout d'abord dans quel cas il n'y aura qu'une seule orbite : il faut que

L soit égal au nombre d'objets 2s. Or L est un diviseur de <(>(2s + 1 ) et :

<K2s + 1) ^ 2s

<()(2s + 1) = 2 <===> 2s + 1 est premier
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Si 2s + 1 est premier et si 2 est d'ordre 2s modulo 2s + 1, le nom-
bre 2 est appelé racine primitive de 2s + 1.

PROPRIETE 2 : pour qu'il n'y ait qu'une seule orbite, il faut et il suffit que
2s + 1 soit premier et que 2 soit racine primitive de 2s + 1.

Etudions ce qui se passe lorsque 2s + 1 est premier : la condition
S, 5.i(2 - 1) = 0 (modulo 2s + 1) entraine 2 - 1 = 0 (modulo 2s + 1) donc tous

les cycles ont la même longueur L.

D'autre part, la longueur de toute orbite est un diviseur de L dnnc si L est
premier, toutes les orbites ont la même longueur L.

PROPRIETE 3 : les orbites ont toutes la même longueur dans les cas suivants :

1) 2s + 1 est premier

^ l^o^d^Q d6 2 modulo 2s + 1 est un nombre premier» Si^ N est le nombre d*or-
bites distinctes, nous avons :

NL = 2s

Ce ne sont pas là les seuls cas où toutes les orbites ont la même longueur ; consi-
dérons le nombre 2s + 1 :

225 - 12s + 1 » ————-
25 - 1

» 220 + 215 + 210 . 25 + 1

Le nombre 2s + 1 n'est pas premier car il est égal au produit des deux nombres
premiers 601 et 1801 :

2s + 1 = 601 x 1801

L'ordre de 2 modulo 601 est 25 ; de même l'ordre de 2 modulo 1801 est 25
donc l'ordre de 2 modulo 2s + 1 est un multiple de 25. D'autre part, nous
avons :
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225 - 1 = (25 - l)(2s + 1)

donc 25 est un multiple de l'ordre de 2 module 2s + 1 : finalement tordre de
2 module 2s + 1 est 25. Les seules longueurs d'orbites possibles sont 5 et
25 : soit i un élément de { l , . . . , 2 s } dont l'orbite est de longueur 5 :

i = 601 t + r 0 < r < 601

i(25 - 1) = 0 (module 2s + 1)

r(25 - 1) = 0 (modulo 601)

Ceci est impossible donc r est nul : i est multiple de 601 ; faisant le même
raisonnement avec 1801, nous voyons que i est à la fois multiple de 601 et de
1801, ce qui est impossible donc la permutation définie par :

2s + 1 » 220 + 215 + 210 + 25 + 1

nombre non premier, a toutes ses orbites de longueur 25, bien que l'ordre .de 2
modulo 2s + 1 ne soit pas premier.

Etudions le cas où 2s + 1 est premier : pour qu'il n'y ait qu'une orbite, il faut
et il suffit que 2 soit racine primitive de 2s + 1. Soit L l'ordre de 2 modu-
le 2s + 1 : alors L divise 2s.

Rappelons un théorème fl2"| : soit 2s + 1 premier ; alors :

(2s + 1) |2® - 1 <==> 2s + 1 = 8i î 1

(2s + 1) \23 + l <==> 2s + 1 = 8i î 3

Si 2s + 1 est de la forme 8i î 3 , alors 2s + 1 divise 28 + 1 ; si L divi-
sait s, 2® - 1 serait nul modulo 2s + 1, ce qui est impossible. Comme L divi-
se 2s, L est de la forme 2a, où a est un diviseur de s.
Si 2s + 1 est de la forme 8i - 1, alors L est inférieur ou égal à s donc il
y a plus d'un cycle : pour rechercher des s ne donnant qu'une seule orbite, nous
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pouvons nous limiter à étudier les nombres premiers 2s + 1 de la forme 8i î 3.
Mais tous les nombres de cette forme ne conviennent pas : par exemple, pour
43 = 8.5 + 3, il y a trois orbites de longueur 14. Le nombre u(N) d'entiers
q premiers inférieurs ou égaux à N tels que 2 soit racine primitive de q a
été étudié par Artin ; celui-ci a fait la conjecture suivante [l3] : si n(N) dé-
signe le nombre de nombres premiers inférieurs à N, on a :

u(N) ~ n ( N ) . A

où A désigne le produit infini pris sur tous les nombres premiers :

A~-n/l--^)

Ici, nous avons retrouvé le premier facteur de ce produit, à savoir (1 - - 1).

4. Etude de la décomposition en facteurs premiers de 2s + 1

Soient 2s*+ 1 un diviseur de 2s + 1 :

2s + 1 = \(2s1 + 1)

et A' la longueur d'une orbite de la permutation définie à partir de 2s* + 1 :
il existe un entier i appartenant à { l , . . . , 2 s ' } tel que A* soit le plus pe-

Jl*tit nombre annulant i(2 - 1) module 2sT + 1 ; le nombre Ai appartient à
{ l , . . . , 2 s } et A* est le plus petit entier tel que XiÇZ^ - 1) soit nul modulo
2s + 1 donc la longueur de l'orbite de Ai relativement à la permutation définie
par 2s + 1 est &* : dans les longueurs d*orbites relatives à la permutation dé-
finie par 2s + 1 figurent déjà toutes les longueurs d'orbites relatives aux per-
mutations définies par des diviseurs de 2s + 1.

Supposons que pour la permutation définie par 2s + 1 = q premier, nous ayons a
orbites de longueur L s= • ẑ- . Peut-on en déduire des renseignements sur les lon-

gueurs des orbites pour la permutation a définie par q" = 2S + 1, où n est
un entier positif ?
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Soit L la longueur de l'orbite de 1 pour la permutation ç :

2^ - 1 = 0 (q11)

L
2 n - 1 = 0 (q)> L | Ln

L = ALn

D'autre part, la relation 2 - 1 = 0 (module q) entraine :

2^ - 1 = 0 (module q11)

- L, | L,11-1

Nous en déduisons que À est un diviseur de q11" .

Etudions le cas où n vaut 2 : alors L^ vaut ou bien L, ou bien Lq ; si L-

vaut L, nous avons :

^1

2 a - 1 = 0 (module q2)

Donc q divise 2e1" - 1 : ceci n'arrive que si q est un nombre de Wieferich,

cas tout à fait exceptionnel; écartons donc provisoirement ce cas : alors L- vaut

L .
q

L i"2 • L i"1

Montrons que si 2 ^ - 1 n'est pas divisible par q1, 2 ^ - 1 n'est pas

divisible par q^ :

2L(li"2 = 1 . hq1-1

où h n'est pas divisible par q ; élevons à la puissance q ; comme q est pre-

mier, tous les coefficients binomiaux /^\ sont divisibles par q :

2L<li"l = 1 . hq1 + hV1-1 x p

où v est entier ; comme i est supérieur ou égal à 2 , i + 1 est inférieur ou
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égal à 2i - 1 ; 2 q -1 ne peut pas être divisible par q + . Par récurrence,
n-2

nous obtenons que 2 e 1 - 1 ne soit pas divisible par q11 donc L est égal à
,n-lLq .

Il y a au moins q - q nombres appartenant à des Orbites de longueur L .

Soit Àq l'un des q - q nombres divisibles par q et non divisibles par
2q : q est dans une orbite de longueur L - ,

Nous avons au moins q11 - q11" éléments dans des orbites de longueur L , au moins

q11 - q11 dans des orbites de longueur L - , et ainsi de suite. Or, il n'y a

que q11 - 1 éléments donc il y a exactement a orbites de longueur Lq11" ,
a orbites de longueur Lq , . . . , orbites de longueur L.

_ ^PROPRIETE 4 : soit q un nombre premier (> 2) tel que q ne soit pas un nom-
bre de Wieferich ; supposons que la permutation définie à partir de q ait a
orbites de longueur L = ̂ z— . Alors la permutation définie à partir de q11 ji
na orbites : a de longueur Lq , a de longueur Iq11 , . • t . , a de longueur
L.

2Etudions maintenant le cas où q est un nombre de Wieferich : L^ vaut L ; tou-
a2-!tes les orbites sont de longueur L et elles sont en nombre • ~ = a(q + 1 ) .L

La généralisation se fait d'une manière analogue : la permutation définie à partir
de q a aq orbites de longueur Lq , aq de longueur Lq , . . . , aq de
longueur Lq, a(q+l) de longueur L. Remarquons que ce cas est tout à fait excep-

fi 9tionnel puisqu'il n'existe que deux nombres q inférieurs à 10 tels que q
soit un nombre de Wieferieh ; ce sont :

q = 1093 q = 3511
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PARTIE II

La seconde partie est subdivisée en quatre chapitres et est consacrée à
l'étude de dérivations d'un corps K extension purement inséparable d'exposant 1
d'un corps k de caractéristique p non nulle.

Dans le premier chapitre, des rappels concernant la notion de p-base de
telles extensions sont d'abord faits : l'existence et les propriétés des p-bases
constituent des résultats analogues à ceux relatifs aux bases des espaces vecto-
riels. Puis sont énoncés deux lemmes : le premier permet de prolonger une dériva-
tion d'un corps L, de noyau k à un corps M de degré p sur L, le degré res-
tant k, le second concerne le noyau d'une dérivation, combinaison linéaire à coef-
ficients dans k des puissances d'une dérivation de noyau k.

Dans le second chapitre, nous définirons une famille de dérivations parti-
culières appelées "bonnes dérivations" lorsque K est de degré au plus dénombrable
sur k. Après avoir donné quelques propriétés de ces bonnes dérivations, nous mon-
trerons qu'il en existe toujours et qu'il est possible de faire se correspondre les
p-bases et les bonnes dérivations de K sur k. Enfin, nous examinerons quelques
problèmes d'extension de bonnes dérivations.

Dans le troisième chapitre sont étudiées de façon systématique les bonnes
dérivations lorsque K admet sur k une p-base dénombrable ; lorsque le cardinal
de cette p-base est fini et égal à n, le théorème 4 affirme que, D désignant une

bonne dérivation, les Dp ( j = 0, 1 , . . . , n - 1 ) constituent une base de l'es-
j

pace vectoriel U), engendré sur K par les D? (j ^ 0) et même que (X est l'al-
gèbre de Lie de toutes les dérivations de K. La connaissance d'une bonne dériva-
tion entraine donc la connaissance de toutes les k-dêrivations du corps.

Dans le cas où la p-base de K est infinie dénombrable, le théorème 5
donne des résultats qui étendent ceux du théorème 4 : l'espace vectoriel envisagé

oo i
est maintenant l'ensemble des séries formelles T~ a. Dp , a. €. K, qui est

i = 0 1 i

aussi l'algèbre de Lie dé toutes les k-dêrivations de K ; sur Oi , les topologies
de Krull et des séries formelles sont identiques et tout élément de CÏ peut être
considéré comme limite d'éléments du plus petit sous espace Oi - de Cl contenant

<T D Q
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D et stable par élévation à la puissance p.

Dans le quatrième chapitre sont étudiées toutes les dérivations de K de
noyau k lorsque le degré [K : k ] est fini et égal à n : il s'agit bien d'une
étude plus générale que celle du chapitre 3 car dans celui-ci, seules les bonnes

r
dérivations» c'est-à-dire telles que D̂  soit nul, intervenaient.

Après avoir donné quelques lemmes généraux sur les dérivations et les liens
entre les dérivations et la p-indépendance d'éléments de K, le théorème 6 énonce-
ra une condition nécessaire et suffisante pour qu'une dérivation de K dans K ait
exactement k pour noyau : la forme de cette condition montrera en particulier que
l'ensemble des dérivations de K dont le noyau est k définit un k-ouvert de
Zariski dans l'ensemble des dérivations de K nulles sur k,

Enfin, après avoir généralisé la formule de Barsotti-Cartier, nous revien-
drons à l'étude des dérivées logarithmiques : le théorème 7 permettra de caractéri-
ser les éléments p de K qui sont dérivées logarithmiques relativement à une
dérivation de noyau k : la condition est une équation différentielle du
(p11 - l)16^ ordre.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

A) RAPPELS CONCERNANT LA NOTION DE p-BASE

Soit K un corps de caractéristique p différente de 0, contenant un
sous corps k. Supposons que K soit une extension algébrique de k telle que le
polynôme minimal de tout élément x de K soit de la forme XP - a = 0, où a
est un élément de k : un tel corps K est appelé extension purement inséparable
d'exposant 1 ê k.

Etant donnée une famille ( p . ) d'éléments de K , nous noterons
i€I

k(p ) le corps obtenu à partir de k par adjonction des ( p . ) . Une fa-
i€I i ici

mille (p ) d'éléments de K est une p-base de K sur k si elle est1 i€I
p-indépendante sur k (c'est-à-dire si pour toute partie J de I, distincte de
I, les corps k ( p . ) et k ( p ) sont distincts) et si K est obtenu à par-1 ICI i i6J
tir de k par adjonction des ( P . )

i€I

PROPRIETE : Toute extension K purement inséparable d'exposant 1 de_ k admet une
p-base ( P . ) sur k.

1 i€I
Ceci constitue une propriété classique \5\ .

Soit <J* l'ensemble des familles d'éléments de K p-indépendantes sur k : cet
ensemble n'est pas vide car la famille réduite au seul élément p de K - k est
indépendante sur k, et il est ordonné par inclusion. Nous allons montrer que 5
est un ensemble inductif : pour cela, considérons une partie totalement ordonnée dey, soit (F^, ̂  =
Etudions la famille F définie par :

F- U F,
X 6 A A
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Soit G une partie de F distincte de F : il existe un élément p dans F - G
donc un indice À» dans A tel que p soit dans F, ; p appartient au corps
k(F). Notons G = F n G ; comme l'ensemble des F est totalement ordonné, il
en est de même des G et nous avons :À

k(G) = U k(G )
À ê A

Supposons que p soit dans k(G) : alors il existe un \i dans A tel que p
soit dans k ( G ) . Comme la famille des F est totalement ordonnée, deux cas sontTJI A
possibles :

- ou F- est contenu dans F : alors G et G Ù{ P} sont deux parties dis-AO P TJI P
tinctes de , . F qui est p-indépendante donc les corps k(G ) et k(G U { p } )
sont distincts ce qui contredit le fait que P appartient à k(G ) .

- ou F est contenu dans F, : alors G et G Ù{ p} sont deux parties distinc-p Ào y H -

tes de F et nous aboutissons à la même contradiction. Finalement, l'élémentÂO
p appartient à k(F) - k(G) et la famille F est p-indépendante.

D'après le théorème de Zorn, l'ensemble ordonné inductif 9 possède un élément
maximal, soit F. Montrons que F constitue une p-base de K, c'est-à-dire que
K est égal à k(F) : supposons en effet, qu'il existe un élément p dans
K - k(F). Soit F' la famille F U { p } . Pour toute partie G' de F, distincte de
F ' , ou bien G' est contenue dans F et k ( G ' ) est contenu dans k(F) donc dis-
tinct de k ( F ' ) , ou bien G' contient p donc G' - { p } est unepartie de F
distincte de F : les corps k(G' - { p } ) et k(F) sont alors distincts ; comme
les degrés de k ( F ' ) sur k(F) et de k ( G ' ) sur k(G' - { p } ) sont égaux et va-
lent p, les corps k ( F ' ) et k ( G ' ) sont aussi distincts. La famille F' est
p-indépendante, ce qui contredit le caractère maximal de F : la famille F cons-
titue donc une p-base de K sur k que nous noterons ( p . )

- i€I
v- v

Montrons que les p . . . . p . , où les v. sont des entiers strictement inférieurs
l* n

à p, sont linéairement indépendants sur k :
v- v

soit X ^.» P/ . . . p.11 = 0 une relation de dépendance linéaire ; considérons J :
i 1 n
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J - {ij | ij ^ 1 ; À^ 0}

C'est une partie finie de 1 ; fixons N dans J : p- vérifie une équation poly-
nômiale de degré inférieur à p , à coefficients dans k,p v ; or, sonv -î^- i € J - {N}
polynôme minimal sur k est de degré p donc p appartient à
k ( p . ) , ce qui contredit la p-indépendance des p . : l'ensemble J

' i c J - {N}
est donc vide.

COROLLAIRE :

Pour que 1 soit fini et égal à { l , . . . , n } , il faut et il suffit que le degré de
v- v

K sur k soit p11. Les p ~ . . . p n (0 ̂  4 < P) constituent alors une base de K
sur k.

v- v
Comme les . . . . n , où les v. sont des entiers strictement inférieurs à p sont

'l "n 1

linéairement indépendants sur k, deux p-bases différentes ont le même cardinal,
ceci en utilisant une propriété analogue des bases des espaces vectoriels.

Remarquons qu'une dérivation D de K dans K, nulle sur k. est entièrement
déterminée par la donnée des images'par D des éléments d'une p-base de K sur k.
De iplus, le choix de ces images est entièrement arbitraire.
B) QUELQUES LEMMES CONCERNANT LES DERIVATIONS

Soient K une extension purement inséparable d'exposant 1 de k et (P^)^ ç ^
une p-base de K sur k.

LEMME 1 :
Soient J une partie de 1 distincte de 1 ̂  i un élément de 1 - J.Considé-
rons le corps L (resp. M) admettant ( p ) ^j (respectivement ( p ) ç ju{ip
comme p-base sur k. Soient A une dérivation de L dans M de noyau k e^
3 un élément de K - Im A tel que :

(1) ̂ i Im A est une partie de L, distincte de L, $ appartient à L
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(2) sinon, 6 appartient à K - M.

Alors A peut se prolonger en une dérivation ~L de_ M dans K de noyau k en
posant A (p.) = 0.

Considérons la dérivation A de M dans K définie par :

Ax = Ax Vx € L

Ap^ = 8

Montrons que le noyau de A est k : soit x un élément du noyau de A ; comme

M* est contenu dans le noyau de A, nous pouvons supposer que x est un polynôme

en p. à coefficients dans L, de degré inférieur à p :

P-1 P-2
x - ai?^ + a2p^ +... + a ip^ + a a^ 6 L

Ax = (Aap p^~1 +...+ ( a ? P ^ +Aa +0 a^(p-l)p^~2 +...+ a

Deux cas sont à distinguer :

(1) On a Im(A) contenu dans L et l*élément 3 est dans L - ImA : les

P- (j a o,..., p-1) constituent une base de M sur L ; la nullité de Ax entraîne:

Aa- = 0

a^(p-j) +Aa^ = 0 j » 1, . . . , p-1

Comme le noyau de A est k, l'élément a- est dans k.

Aa^ = - a^ (p-1) 3

Comme P a été choisi dans L - ImA, il ne peut être l* image par A de - ^

a^(p-l)

donc a- ^st nul : l'élément a^ est alors dans k. De proche en proche, nous démon-

trons ainsi que :

a- ss a- =. . .== a - =Aa = 0
1 2 P-1 P



- 42 - Partie II. Chap. I-B

Aa » 0 ==̂  a 6 kP P

L'élément x est égal à a donc appartient à k : le noyau de A est bien k.

(2) L'élément 0 est dans K - M

Comme (Aa^)p^ + • • • + ( a ? i + a appartient à M et que @ est dans K - M,
la nullité de Ax entraîne celle de a- (p-l)?^ + . . . + a et l'indépendance des

P^ (J SB 0 > » » » » P~2) sur L montre que :

a! ° ^ ' • • • = Vl ° °

L'élément x est donc égal à a : il appartient au noyau de A qui est k.

LEMME 2

Soient A une dérivation de K de noyau k et r une combinaison linéaire à coef-
ficients dans K de 1, A , . . . , A :

F = a ̂ m + a -A"1"1 + . . . + a-A + a 1 a. € Km m-1 1 o i

Supposons a différent de 0. Alors, la dimension sur k du noyau de r est au plus
égale à m.

Si ker F est réduit à 0, le résultat est établi. Sinon, soit a un élé-
ment non nul de ker r . Considérons l'élément x- de K défini par :

X =0^

où x désigne un élément quelconque de ker r. Comme F (a x-) est nul, nous avons :

a A"1 (a x ) + . . . + a a x- = 0m o 1 o o 1

Comme A est une dérivation, chacune des quantités A (a x-) peut être calculé grâce
à la formule de Leibnitz :
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i i - . -
T m A" ^ u1"1

i ^o^ a8 i (1) Al ^o^1"1 (xl)
l̂ o

A ^o^ a8 ^ (1) A ^
1=0

La relation r(a x-) = 0 peut donc s'écrire sous la forme :

V1" <xl)+ Vî "1 <xl) ̂ ^ blA<xl) + Vi° 0

où les b. sont des éléments de K. Calculons b :1 m

b = a am o m

II est toujours non nul. Calculons b :

\ ° V" ̂  + ̂ -l̂ "1 (ao) ^•^ alû<ao) + Vo

° ^"o)

Comme l'élément a a été choisi dans le noyau de r , le coefficient b est nul.

Considérons alors l'application r i d® K dans K définie par :

-̂1 = V111"1 + Vl^"2 + • • • + b2A + b!

Cette application est du même type que l'application r mais elle est de degré m-1
par rapport à A* L'élément AX- appartient au noyau de l'application r i , autre-
ment dit x- s'obtient à partir d'un élément du noyau de r̂  par "intégration".

Il en résulte que :

dim ker r < 1 + dim ker r i

Le raisonnement se poursuit de proche en proche : ou bien nous arrivons à une appli-
cation r (avec 1 positif) dont le noyau est réduit à 0 et nous obtenons :

dim ker r < m - 1 + dim ker I-

dim ker r < m - 1
ou bien aucune des applications r- (avec 1 positif) n'a son noyau réduit à 0 et
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et nous obtenons :

dim ker r ̂  m + dim ker r

I/ application F est une homothétie de rapport non nul donc son noyau est réduit
à 0. Dans tous les cas, nous obtenons bien :

dim ker F < &.
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CHAPITRE II
NOTION DE BONNES DERIVATIONS

Dans tout ce chapitre, nous considérerons un corps K de caractéristique p diffé-
rente de 0, extension purement inséparable d'exposant 1 de k, le degré de K sur
k étant au plus dénombrable.

A - DEFINITION DES BONNES DERIVATIONS

Une dérivation D de K est appelée bonne dérivation de K sur k si et seule-
ment si :

[ker D13 : k] = inf (p 1, [K : k] )
i

pour i = 0, 1, . . . et si K = U ker Dp
i=o

Faisant i = 0, il en résulte immédiatement que le noyau de D est le corps k.
i

Nous noterons K. le corps ker D- •

CONSEQUENCES DE LA DEFINITION

(1) Soit D une dérivation de K, Pour que D soit une bonne dérivation de K sur
k, il suffit que les deux conditions suivantes soient réalisées :

a) ker D = k

b) [K^ : k] ̂  inf ( p 1, [K : k] ) et K = ̂  K^

En effet, d'après le lemme 2, le degré de K. sur k est inférieur ou égal à p
d'où le résultat.

i
(2) Si_ D est une bonne dérivation de. K sur k et si i jîj, D13 est une bonne
dérivation de K sur K . .

Si p1 est supérieur ou égal à |K : kl , les corps K. et K sont égaux à K ; D* est
la dérivation nulle et le résultat est trivial.
Supposons p strictement inférieur à [K : kl ; alors, le noyau de D13 est bien K .
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r i+l 1
[ker ^p ) : k J = inf ( p^, [p : k] )

I- n1'1'1 -î ^1
[ker(DP ) :K , ] . . inf̂ ^ ̂  : KJ )

^ inf ( p1. ̂  : Kj)

La conséquence (1) entraîne alors le résultat.

(3) Si D est une bonne dérivation de K sur k, nous avons :

[ker D1 : k ] = inf (i, JK : k])

II existe un entier S, tel que :

P ' ï i ^P* 1

Si nous avions ker D = ker D + , nous aurions :

C.+1
ker D1 = ker D14'1 = ... = ker D13

Or le degré de ker Dp sur k est p^1 tandis que celui de ker D1 est infé-

rieur ou égal à i (d'après le lemme 2) donc les ker D1 (i = 1,...) constituent

une suite d'espaces vectoriels sur k emboîtés, tous distincts. Les trois relations:

[ker D^ : k ] = ̂

[ker DP^kJ^^

r- i -

[ker D? : k J ^ i

entraînent alors l'égalité : ker D13 : k | = i.

(4) JM [K : kj = p11, une dérivation D jie K est bonne si et seulement si

n
ker D s k e^ D* est la dérivation nulle.



Notion de bonnes
dérivations

- 47

- Si D est une bonne dérivation, nous avons :

(K^ : k) = inf (p1. p11)

Pour tout i supérieur ou égal à n, K. est égal à K donc D^ est la dérivation

nulle.

n
- Si D est une dérivation de noyau k telle que D^ soit la dérivation nulle»

nous avons déjà (K. : k} as inf (p , p11) pour tout i supérieur ou égal à n. Dt autre

part, fK.,.i î K | est inférieur ou égal à p (d'après le lemme 2). Comme [~K : k [

est égal à p11, pC - : K j est égal à p donc f"K : kj = p1 pour tout i infé-

rieur ou égal à n.

(5) S^ K est de degré infini dénombrable sur k, D est une bonne dérivation si et

seulement si :

a) [l̂  : k] = p1 i = 0, 1, ...

n
(Pb) pour tout x dans K, il existe n tel que D' x = 0.

(6) Pour tout i supérieur ou égal à 1, D (ker D ) = ker D

- Si x appartient à ker D , nous avons :

D1 (Dx) = D1'^1 x = 0

Nous avons donc :

D (ker D1'1"1) C ker D1 C ker D1'*'1

- Comme le noyau de D est k, D(ker D + ) est un k-espace vectoriel de dimension i ;

de même, ker D est de dimension i : il en résulte que ces deux espaces vectoriels

sont égaux. Si K est de degré infini dénombrable sur k, toute bonne dérivation D

est surjective : en effet pour tout x dans K, il existe n tel que x appar-

tienne à K •n

K = D (ker D13 + 1)n

II en résulte que x est l'image d'un élément de ker D13
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(7) M D est une bonne dérivation de K sur k, il existe une base (e ) de
1 iç 1 —

K considéré comme espace vectoriel sur k telle que :

De! ss ^ as 1 et î = ^-1 P0111" i ï 2 ^d'011 ̂ i as 1» i^l)

et si y^ = e ^ (i > o), les y^ constituent une p-base de K sur k.
P

- D'après la conséquence (6), k est égal à D (ker D2) donc il existe un élément
9

e^ dans ker D tel que De^ = 1. Comme e n'est pas dans k, les éléments (1, e )

Q

constituent une k-base de ker D •

- Soit (e^ = 1, e^, ... , e^) une k-base de ker D114'1 telle que :

î = ̂ -l i -î 1

Comme ker D11'*'1 = D (ker D11'1'2), il existe un élément e^ dans ker (D^2) tel que

^n+l = en• 11 est clair ̂  ^o aî 1? elï • • • » ^S^ const^•tuent une base de

ker D . Le résultat est ainsi établi par récurrence.

i
- Comme Dp (y^) = 1, tout y^ appartient à K^ - K^ donc y est une p-base

de K^ s11^ K^ ; l'ensemble des y. constitue donc une p-base de K sur k.
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B - EXISTENCE DE BONNES DmVATIONS

THEOREME 1, : Soit K^ (i = 0, 1, ...) une suite de sous corps de K de degré inf

j^ (p , [K : kj) swc_ k telle que K = ̂  K^. Alors, il existe une dérivation D

i
àe_ K telle que ker ^p = K .

Pour i ^ 1, choisissons une p-base p de K sur K chaque fois que K

est différent de K^ : alors, les (PjLç T ainsi obtenus constituent une p-base de

K sur k (I est fini si [K : k] l'est).

- Le lemme 1 permet d'affirmer l'existence d'une dérivation D de K dans K

prolongeant la dérivation nulle de k dans k, le noyau de D étant k, en choi-
sissant D^ = 8^ dans k - {0}. Comme l'application D2 est nulle sur p et que

tout élément de K^ peut s'écrire sous la forme d'un polynôme en p à coefficients

dans k, de degré inférieur ou égal à p-1, la dérivation D^ est nulle sur K .

Calculons D^~ (p^~ ) ; la formule de Leibniz donne :

Df1 (pf1) = (p - 1) ! (D^)1^1

= (p - 1) ! (e^-1

- Supposons construite une dérivation D de K dans K telle que ker D13 = Kn n n - n i

pour i inférieur ou égal à n. et que D^ ~1 (p^~1 ...p^"1) =^ soit dans k - {0}.

Si K^ est égal à K, nous pouvons prendre D = D et le problème est résolu. Si-

non, le lemme 1 montre que la dérivation D peut se prolonger en une dérivation

"n+1 de ^+1 dans Vl en Moisissant D^ p^ = ̂  dans K^ - Im D^.

Montrons que nous pouvons prendre e^^ = p^~1 ... pP~1 : c'est bien un élément de

K^ ; supposons qu'il existe un élément y dans K tel que :

p-1 p-1
p! • • • PU -V
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n
Appliquant D13 "" , nous obtenons :

r ^ D ^ y .n n -

n
Comme la dérivation D13 est nulle sur K et que ^ est différent de 0, nousn n n '

aboutissons à une contradiction.

Choisissons donc p .. = pÇ" ... P13" . La dérivation D - ainsi obtenue a pour

noyau k. Comme 1, p -, ... , p + i constituent une base de K - sur K , pour

n+1
prouver que la dérivation D^ , est nulle sur K -, il suffit de voir quen+i n+1 -

n+1

^+1 ^ est nul :

n+1 n+1
D !̂ (Pn.l) = ̂ 1 <^

n+1 n

-^i 'p ^)
= 0

D'après la conséquence (4), D - est une bonne dérivation de K - donc :

ker D !̂ = K!

pour i inférieur ou égal à n+1.

n+1 1 1 1 - 1 n

Calculons maintenant D13., ~ (p?" ...pp"" pF"",) ; comme la dérivation D^ estn+i. j. n n+j. n

nulle sur K , nous avons :

€1 ^r1-^^'1-^1 €1^
-(p-Dyn^'1-^1 ^

Appliquons p - 1 fois la dérivation Dp .. à l'élément pF ... p^ p1^ :
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n+1 n , - - - -^i"' <pr l•••p^;)=<p- l ) ! i ) '^ ^ 1 ' " ^ 1

Faisons agir maintenant l'application D13 ~ :

n+1 , . , - , n , , -î •1 <1 - ̂  - <? - 1 ) !^"1 D^1 <pr1- ̂
= (p - 1) !̂

L'élément ^% - as (p - 1) ! ̂  est bien dans k - {0} : les hypothèses de récurrence

sont bien reconduites et nous obtenons finalement une dérivation D de K ayant

les propriétés requises et telle que :

p"-! p-1 p-1 _ P11-! [(p - 1) ,] l̂ "-^"1

L» ^p- • • • p / ~ p! L -J

II est clair que la dérivation ainsi construite est une bonne dérivation de K sur

k.

COROLLAIRE 1 :

II existe des bonnes dérivations de K sur k.

En effet, soit (p.»).r , -r une P-base de K sur k où 1 désigne une partie de N.

Considérons la suite de son corps K. :

K^ = k (p^, ..., p^)

Ces sous corps K. vérifient les hypothèses du théorème 1 donc il existe une bonne

i
dérivation D de K telle que ker D1^ = K .

COROLLAIRE 2 :

Pour toute extension E de^ k de hauteur 1. il existe une dérivation de noyau k.
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Par suite du corollaire 1, seul le cas de degré infini non dénombrable demande une
démonstration.

Soit ( p . ) . - „ une p-base de E sur k ; comme toutes les p-bases ont le même car-
dinal, l'ensemble 1 est infini non dénombrable. D'après le théorème de Zermelo,
l'ensemble 1 peut être muni d'une relation de bon ordre sans plus grand élément :

PI, . . . , P̂  • • • , P^ , P^i , . . . , P^ » • • • , P^. . • • •

Appliquons le lemme 1 en prenant pour J l'ensemble vide et pour p . l'élément p- :
il existe une dérivation D :

D : k (p^) —————> k (p^, p ^ )
de noyau k, définie en choisissant :

DP, » PJ-1

Soit maintenant J l'ensemble des éléments de 1 strictement inférieurs à i. Les
notations étant celles du lemme 1, toute dérivation de L dans M de noyau k
peut se prolonger en une dérivation D de M dans K en choisissant par exemple
Dp^ = pP~1 . Le principe de récurrence transfinie nous permet alors d'affirmer l'exis-
tence d'une dérivation D de K dans K de noyau k.

Remarque : La dérivation D ainsi construite n'est pas surjective. Nous allons
montrer que p^" n'est la dérivée d'aucun élément de K. Supposons en effet qu'il
existe un élément x dans K tel que :

Dx = p;-1

II existe une partie finie J de I , contenant n éléments, telle que x appar-
tienne au corps A admettant ( p . ) . ., , comme p-base sur k. Ordonnons J grâce1 n i i € j
à la relation de bon ordre :

j = { ^ , i^, . . . , i^}
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Comme Dp^ est différent de p![~1 pour tout j, l'indice 1 figure dans J et nous

avons î  = 1. Soit A^ le corps admettant (p^ j_^ comme p-base sur k :

alors, A^ est un espace vectoriel sur A^ admet tant pour base p^ (j0,l... ,p-l)

donc x peut s'écrire ;

x = a! p^l+ • • • + vi p^ -p \ ^ ̂
Etudions Dx : d'une part, c'est p^~1 ; d'autre part, nous avons :

Dx = D^~1 (p - 1) a^~2 +... + a^ + (Da^) p[~1 + ... + Da

En identifiant les coefficients de p^"1 , nous obtenons :

Da! = 1

Soit Aj le corps admettant p^ , ..., p comme p-base sur k ; l'élément a peut

s'écrire :

1 p-1 1 p-2 1
BI^I °± + a 2 Pi + • • • ^pn n -

où les a. appartiennent à A' -.
1 n—i

La condition Da- sa 1 donne :

Da1 . 1
P

(p - 1) a1 p^"2 + ... + a1 = 01 î  p-1

L'indépendance des p^ 0 = 0 , . . . , p-1) sur A' montre que a1 est nul pour
n

i = 1, ..., p-1 et a^ appartient à A ' - . De proche en proche, nous démontrons

ainsi que a^ est dans A^_^, ..., A^ et finalement dans k, ce qui est impossible,

car Da- n'est pas nul.
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C - PROBLEME RECIPROQUE

Revenons au cas où le degré de K sur k est au plus dénombrable. Etant donnée une
p-base (p^)^ ç j_ àe K sur k, nous savons lui associer une bonne dérivation D
telle que :

( ker Dp = k (p , . . . , p )
(I) i
\ ̂i aï P?"1 • • • P̂ î i > 1 î î € k - W

Réciproquement, étant donnée une bonne dérivation D de K sur k, peut-on lui as-
socier une p-base telle que les relations (I) soient satisfaites ?

THEOREME 2

i
Soient D une bonne dérivation de K sur k, K les corps ker D13 . Alors, il
existe une p-base (p ) . ç de_ K sur k telle que les relations (I) soient sa-
tisfaites.

- D'après la conséquence ( 6 ) de la définition des bonnes dérivations, k est contenu
dans D(K ) donc il existe un élément p dans K tel que Dp soit un élément
non nul de k.

- La démonstration se poursuit par récurrence : supposons construite une p-base
p - , . . . , p de K sur k telle que :

K^ = k (p^, . . . , p^)

Dp. = pP" 1 . . . pP^1 n ̂  i > 1

D*après la conséquence ( 6 ) , le corps K est contenu dans D(K , ) donc il existen n+i
un élément p - dans K - tel que :n+1 n+1

^.i - pr1 ••—r1
n iD'après un calcul fait lors de la démonstration du théorème 1, D̂  (p?~ . . . p ^ ~ )1 n

est différent de 0 donc p - n*appartient pas à K . Il en résulte que p -n+1 n n+ i



Notion de bonnes - 55 -
dérivations

',
est une p-base de K . 1 sur K donc les hypothèses de récurrence sont reconduites.
Une fois p- choisi, les autres p . sont déterminés module un élément de k. Quant
à pp il y a Card (k - {0} ) possibilités.

D - PROBLEMES D1EXTENSION DE BONNES DERIVATIONS

PROPRIETE 1

Soit L une sous extension de K de degré fini p11 sur k. Toute bonne dérivation
D je L sur k se prolonge en une bonne dérivation de K sur k.

Soit p - , . . . , p une p-base de L sur k associée à la bonne dérivation D comme
il a été fait dans le théorème 2 ; la p-base p - , . . . , p peut se compléter en une

p-base ( P . ? ) . ? c T ^e ^ sur ^' Prolo1̂ 601̂  la dérivation D à k en posant :

Dp^pr 1...?^
Nous savons (corollaire 1 du théorème 1) que la dérivation ainsi abtenue est une
bonne dérivation.

PROPRIETE 2

Soit L une sous extension de K de degré infini sur k avec L distinct de K.
Il n'existe pas de prolongement d^ne bonne dérivation D de L sur k en une
bonne dérivation de K sur k.

Supposons qu^l existe un tel prolongement 5 de D. Soit p un élément de K - L :
n

alors, il existe un entier n tel que D ̂  p soit nul.

n n
ker y C: ker D1'

[ker D̂  : kj = p11

II en résulte que (ker D̂  : k J est supérieur à p , ce qui contredit la définition
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d*une bonne dérivation.

PROPRIETE 3

Soit L une sous extension de K de degré fini p11 sur k. Pour toute bonne déri-
vation A de K sur L et toute bonne dérivation D de L sur k, il existe une

n
bonne dérivation D jie K sur k telle que A = D̂  qui prolonge D.

D*après la remarque (7) qui suit la définition d*une bonne dérivation, il existe une
base ( e . ) de K considéré comme espace vectoriel sur L telle que :

% = 1 ^ = ê  i ̂  1
et si y^ = e ̂  (i>l), les ( y . ) constituent une p-base de K sur L.

p = 1

- Soit D une bonne dérivation quelconque de L sur k. Utilisant à nouveau la re-
marque ( 7 ) , nous savons qu*!! existe un élément a dans L tel que :

DP -1 (a,) - 1

Posons alors D (y ) as a . La dérivation D se trouve ainsi prolongée en une déri-

vation du corps L (y ) admettant y comme p-base sur L.
n

La dérivation D^ est nulle sur L ;

Dp (YQ^ s 1 as Ae! = ^o
n

Comme le noyau de 5" n^st pas L (y ), nous avons :

ker Dt" = L
n+1

ker 5P = L (y )0 n
II en résulte que D est une bonne dérivation de L (y ) sur k telle que D

coïncide avec A,

- Supposons que nous ayons pu prolonger D en une bonne dérivation D de
n

L (y , • • • , y.) sur k telle que ffl coïncide avec A et que L(y^,.. . ,y^_^) soit
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_ n+i-1
le noyau de D^ . Considérons 1 élément e = e . - de L (y >...,y.). Par

P -1
définition, nous avons :

A1^1-1 (e) = 1

n+i+1 n
Donc x appartient à ker 'D • Par application de la remarque (6), nous

en déduisons l* existence d^n élément a . - dans L (y ,...,y.) tel que :

DP"-1 (a,,,) . e

Prolongeons D en une dérivation de L (y ,y-,.••»y..i) en posant :

î+l = ^+1

_ n+i+2
Alors, le noyau de 5 reste k et 5^ est la dérivation nulle, donc D est

n
une bonne dérivation de L (y ,y-,«..,y. -) sur k. Calculons D1 (y.»,i) î

^ (y^> - e
Or par définition de la base (e ), nous avons :

A (y^) = e

n
Les dérivations A et D13 coïncident sur L (y^, y^999^^-^ et le résultat

annoncé est démontré par récurrence.
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CHAPITRE III

ETUDE DETAILLEE D'UNE "BONNE DERIVATION"

Dans ce paragraphe, nous allons étudier l'espace vectoriel Cl engendré par

D, D", ..., D ,,.. sur K, lorsque D est une "bonne dérivation".

RAPPEL

Soit E un corps de caractéristique p non nulle. Considérons un ensemble CD de

dérivations de E vérifiant les propriétés suivantes :

(i) D^ C (D , D^ é 0 ==» D^ + D^ é (D

(ii)D^<D ,D,eO) ^ [D,^] » D^ - D^ é©

(iii) Dê(D -==?> ^ 6<D

(iv) DCCD , a é E =^ aD 6<D

Un tel ensemble (D est une p-algêbre de Lie de dérivations de E.

Enonçons le théorème de Jacobson [ô] : soit E un corps de caractéristique p non

nulle. Considérons une p-algèbre de Lie ff) de dérivations de E, de degré fini S, sur

E. Soit F le sous corps des (D -constantes de E (c*est-à-dire l'ensemble des élé-

ments x de E tels que, pour toute dérivation D de (D » l'élément Dx est nul).
Alors :

(1) Le corps E est une extension purement inséparable d'ex-

posant 1 de F et le degré de E sur F est p '

(2) Toute F-dérivation de E appartient à CD

(3) Si D-, D^, ..., D constituent une base de (D sur E,

v! Y ^les D Tî ... D (0 ̂  v . < p ; D° = 1) constituent une

base de l'anneau des transformations F-linêaires de E, con-

sidéré comme espace vectoriel sur E.
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A - LE CORPS K EST DE DEGRE FINI SUR k

Soit P11 le degré de K sur k. Soit D une bonne dérivation de K sur k et
( p i > » » » i p ) une P~base de K sur k associée à D comme il a été dit au chapitre
II - C.

n
Soit Ot l'espace vectoriel engendré par D, D " , • • • , D* , • • • sur K.

THEOREME 3 :

Si_ K est de degré p" sur k, alors :

(1) Cl est un K-espace vectoriel de dimension n et les dé-
n-1

rivations D, D13, . . . , D13 constituent une base de Ul

(2) Oj est une p-algèbre de Lie contenant toutes les k-dériva-
tions de K.

n
D'après la construction de D, la dérivation Dp est nulle donc il en est de même

pour toutes les dérivations Dp avec j supérieur à n. Soit m le plus petit
m

entier tel que D, D?, . . . , D13 soient linéairement dépendantes sur K. Nous pouvons
alors écrire :

m m-1 m-2
DP = ô  DP + ô  DP + . . . + â  D

n
où les a. sont des éléments de K. Comme Dp est nul et que D ne l'est pas,

l'entier m vérifie :

n > m
m <

Appliquons la dérivation D? à p^ :

DP (p^"1) = 0 si j ^ 1

D (pf1) = (P - 1) P^"2 (Dp^
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Nous en déduisons la nullité de o^. Etudiant successivement les images par D̂

de p! P2 9 • • • ' ^P? PJ • • • P ? ) > t̂ s démontrons que tous les a. sont nuls

en utilisant le fait que D̂  (p^ 1...?^ 1) est nul si j est supérieur ou égal à

i, mais est différent de zéro si j vaut i-1. La dérivation D̂  est nulle. Or
si m était inférieur à n, nous aurions :

^r1-^;)'8"
Nécessairement, les entiers m et n sont égaux et les n générateurs D, D ^ . . .

D, D 1, . . . . Dp de (A sont linéairement indépendants sur K : ils constituent
donc une base de Cl qui est bien un K-espace vectoriel de dimension n.

Soient A et A' deux éléments de iX ; calculons [ A , A ' ] en utilisant la formule
de Leibnitz : °

n-1 i
A as I a, DP a, C K

i=o i i

n-1 j
A' = I b DP b , € K

j=o j -î
_ _ n-1 n-1 i j 1 i
[A^] = I ï (a.D? ( h ) ^ - b.DP ( a . ) . D P )

i»o j=o - j J i

La dérivation [ A , A ' j est encore dans OL donc (A est une algèbre de Lie.

Soit CJ la p-alfeèbre de Lie engendrée par C\ : c'est un K-espace vectoriel de
dimension N. Considérons le sous corps k' des Q/ -constantes de K : comme k
est le sous corps de ÇA -constantes de K, le corps k* est contenu dans k. D'au-
tre part, comme U\ est la p-algêbre de Lie engendrée par 0\ , toute dérivation
de CT est nulle sur k donc les corps k et k' coïncident. Appliquons alors
le théorème de Jacobson : le corps K est de degré ^ sur k = k* donc N est
égal à n et C\ et 0l coïncident : Oî est alors une p-algèbre de Lie. Appli-
quant à nouveau le théorème de Jacobson, nous voyons que toute k-dérivation de K
appartient à (^ et que les D3 (0 ̂ j <p111 ; D° » 1) constituent une base de l'an-
neau des transformations k-linéaires de K, considéré comme espace vectoriel sur K.
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3 - LE CORPS K EST DE DEGRE INFINI DENOMBRABLE SUR k

Soit D une bonne dérivation de K sur k et ( p . » ) . », une p-base de K sur
k associée à la bonne dérivation D comme il a été expliqué au chapitre II - C.

PROPRIETE
m

Les dérivations D, D1', . . . , Dp , . . . sont linéairement indépendantes sur K.

Soit m le plus petit entier tel qu*il existe une relation de la forme :
m m-1

DP =^ DP + . . . +a^DP+^D
où les a^ sont des éléments de K. Comme dans la démonstration de la première par-

tie du théorème 4, appliquons successivement Dp à pF" , (p-p^) 1 3" , . . . , ( p , p « . . . p . )

Utilisant le fait que Dp (pF~ . . . p ^ " ) est nul si j est supérieur ou égal à i
mais est différent de 0 si j est égal à i-1, nous montrons que tous les a. sont

m
nuls, donc que la dérivation îf est nulle. Or, par la construction même de D,
nous avons :

^PÎ"1-^0
2 m

Nous aboutissons à une contradiction donc les dérivations D, D^, D̂  , . . . , D̂  , . . .
sont linéairement indépendantes sur K.

i
Soit U\ l*ensemble des séries formelles ^ a. D9 , où les a, sont des éléments

0 i«o i 1

de K. Considérons un élément A de 0{ : pour tout x dans K, il existe un entier
n tel que x appartienne à k ( p - , • • • , p ) ; par la construction même de D, nous
avons :

Vj > n DP (x) = 0

Ceci nous permet de définir A(x) :

n-1 i
A(x) = ^ a. DP (x)

i=o 1
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THEOREME 4

lî. ĉ  est l'ensemble des séries formelles ^ a, Dp (a. € K ) , alors nous avons :0 ^ l 1 ———————————

(1) ̂  est l'ensemble de toutes les k-dérivations de K
(2) Sur Ot , la topologie de Krull coïncide avec la topologie
des séries formelles.
(3) Soit Ul le plus petit sous espace de 01 contenant D
et stable par élévation à la puissance p. Alors 01 est par--
tout dense dans -^.

(1) Montrons tout d* abord que tout élément A de CX est une dérivation : quels que
soient x et y dans K, il existe n tel que x et y appartiennent à
k ( p . , • • • , p ) . Alors nous avons :l n

n-1 i
A(x + y) = ^ a. DP (x + y) a, é. K

i=o - 1

n-1 i
A(xy) = ^ a. DP (xy)

i=o 1

n-1
Une combinaison linéaire à coefficients dans K des dérivations D, D 1 1 , . . . , D13
est encore une dérivation, d*où les relations :

A(x + y) = Ax + Ay
A(xy) = x Ay + y Ax

Soit x un élément de k : pour tout j , D13 (x) est nul, donc Ax est nul : tout
élément de 01 est bien une k-dérivation de K,

Réciproquement, soit A une dérivation de K dans K nulle sur k. Posons
Ap. = a. , où les a. appartiennent à K. D'après la définition de D, l'élément
Dp- = 0- est non nul.

Alors, les dérivations A et a D coïncident sur k(p- ) et a D appartient à 0[
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Supposons déterminés des éléments a , a-, ..., a de K tels que les dérivations

n i n i
A et I a^ Dp coïncident sur k(p^, ..., P^)« Posons ^ a^ D? (P^) as ^+2'

î o i=o
n+1

D'après la définition de D, Dp (p ) =îT appartient à k - {0} . Considé-

rons a - défini par :n+i

"n+2 • ^n+2
^+1 î a " " ^

^n+1
n+1 n+1 i

Comme D13 est nulle sur k (p-, ..., p .-) , les dérivations A et ^ a. Dp

1 n+l i=o 1

coïncident sur k (p- , • • • 9 p .•.)•

n+1 i
D'autre part, calculons T a. D? (P .0) ;

i=o i n -

n+1 i
ï \ Dï> <pn+2) = ^+2 + Vl yn+1i=o

= ^+2

= ^+2

n+1 i
Les dérivations A et ^ a. D13 coïncident donc sur k (p-, ..., p ^o)« De proche

i=o

en proche, nous déterminons tous les coefficients a donc A peut se mettre sous

i
la forme ^ a. D13 : c'est un élément de 0) .

(2) Soit A un élément de ÇA : la dérivation A13 est encore une k-dérivation

de K donc appartient à Ot. C'est dire que 01 est une p-algêbre de Lie.

Soit UL l'ensemble des éléments de C/l d'ordre supérieur ou égal à p : les

idéaux CX forment un système fondamental des voisignages de 0 dans une topolo-
n

gie sur Ul compatible avec la structure d'anneau de 01 ; cette topologie est la

topologie usuelle des séries formelles. Soit Der K l'ensemble des dérivations
n

de K nulles sur K = k(p-, ...,p ). Par constructions, le noyau de Dp est exac-

tement K : un raisonnement analogue à celui fait pour démontrer la partie (1) du
n

théorème montre que UL ^ coïncide avec Der̂  K.
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Sur L'I = ̂ î, ^» nous pouvons aussi définir la topologie de Krull : c'est la topo-
logie obtenue en prenant comme base de voisinages de 0 dans ̂  les sous espaces
Der- K (c'est-à-dire l'ensemble des dérivations de K nulles sur 1 ) , où L estL
une extension finie de k. La relation C/L s Der- K montre que la topologie den Kn '
Krull est plus fine que la topologie des séries formelles.

Soit maintenant L une extension finie de k : il existe q tel que K contienne
L (où K = k ( p , , . . . , p ) . Alors Der- K * OL est contenu dans Der- K , ce quiq 1 q Kq q L
montre que la topologie des séries formelles est plus fine que la topologie de Krull:
en résumé, ces deux topologies sur (JJ sont identiques.

(3) Soit 01 le plus petit sous espace de U[ contenant D et stable par éléva-
d ô A ^tion à la puissance p : montrons que tout élément A de Up peut être considéré

r\\ Ccomme limite d'éléments de L-1 - :
û ^

i
A £ 0\ -=̂  A = i a . D13 a. 6 K

d i=o •"-

Les A + Oi constituent une base de voisinage de A dans Û  . Pour tout q, la

dérivation ^ a. Dp appartient à ( A+^L )^^D > ce ̂ ui montre bien q11® ̂ D est
i=o u

partout dense dans C/[ •

REMARQUE : Cette partie (3) du théorème 5 est un cas particulier d'un théorème dû
à Gerstenhaber [?] : en effet, celui-ci a démontré que, si K est un corps de
caractéristique p, tout sous espace fermé de Der K est de la forme 01 pour un
certain élément A de DerK.
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CHAPITRE IV
ETUDE DE TOUTES LES DERIVATIONS DE K DE NOYAU k LORSQUE
[K : k] EST FINI

Dans tout ce chapitre, nous nous intéresserons à un corps K extension purement in-
séparable d'exposant 1 de k de degré fini sur k;

[ K : k ] - ^

A - CARACTERISATION DES DERIVATIONS DE K DE NOYAU k

LEMME 3

Soit A une dérivation de K de noyau k. Si les applications A , A , . . . , A^
sont linéairement dépendantes sur K, elles le sont sur k.

Soit m le plus petit entier tel qu'il existe une relation du type :

m m-1 m-2A = a i A + a o A + • • • + a , Am-1 m-2 1
où les a . appartiennent à K. Pour tout x dans K, calculons A (x) de deux

manières différentes :

A^Cx) ï A^Ax) ^ a , A^x) + a . A^Cx) + ... + a^x)m-1 m-2 1

A^Cx) = ACA^O = a -A^x) + ... + a, A^x) + A (a ^A^^x) +m-1 1 m-i
+Aa, Ax

Par soustraction, nous en déduisons :

A(a JA^^-CX) + A(a JA "^(x) + ... + A(cx - ) Ax = 0m-1 m-2 i

A(a .)lm~l + A(cx .) A111'2 + ... + A(a )A = 0m—1 m—2 i

Etant donné le caractère minimal de m, nous avons nécessairement :

A(oc J = A(a .) = . . . = A ( a - ) = 0m—1 m—2 1
Les coefficients a. appartiennent donc à k.

Soient D - , ..., D des dérivations éléments de Der, K et p - , ..., p des élé-1 n K i n
ments de K. Considérons le déterminant A (D- , D^, ..., D ; p - , p ^ , ..., p ) défi-

5
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ni par :

A(D^. . . . , D ^ ; p ^ , . . . . p^) =

D^(p^) D^(p^) ... D^(p?

D^) D^) ... D^p?

D )̂ D )̂ ... D )̂

LEMME 4

.So^t (^ • • • » D^) une base de Der^ K sur K. Pour que n éléments p . . . , p
de K forment une p-base de K sur k, il faut et il suffit que A(D . . . . . D ;
p^» • • • » p ) soit différent de 0.

- Montrons tout d'abord que, pour que n éléments p - , . . . , p de K forment unei n
p-base de K sur k, il faut et il suffit qu'il existe n dérivations A . dans

Der̂  K telles que A ^ ( p j ) = ô^ : si p^. . . . , p^ forment une p-base de K sur k
nous pouvons définir n dérivations A^ nulles sur k en posant A . ( p . ) = ô
(6^ désigne le symbole de Kronecker) puisque nous savons que, pour déterminer une
dérivation de K, il suffit de choisir arbitrairement les images des éléments d'une
p-base. Inversement, considérons n éléments p , . . . . p de K tels qu'il existe
n dérivations de K nulles sur k vérifiant A . ( p . ) » 6 . . . Les dérivations A .

sont linéairement indépendantes sur K et en nombre égal à la dimension de Der K
donc elles constituent une base de Der, K.

K.

L'élément p^ n'appartient pas à k (sinon A (p ) serait nul). Si p appartenait

à k ( p ^ ) , nous aurions ^(P^ ëgal à ° car la ̂ â̂ on A nulle sur k et
sur p^ est nulle sur k ( p ^ ) . Comme p^ appartient à k, le degré de k(p , p )

2sur k est p . De proche en proche, nous pouvons ainsi démontrer que le degré de
k ̂ l'^ " " • ' ' n ^ sur k est P • or le degré de K sur k est p11 donc les corps
emboîtés k ( p - , . . . , p ) et K sont égaux : les éléments P - , . . . , P forment une-L n I n
p-base de K sur k.
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Ces dérivations A^ sont appelées dérivations partielles relativement à la p-base

Pf

- Si pp ..., p^ forment une p-base de K sur k, considérons les n dérivations

partielles A^ î elles peuvent s exprimer comme combinaison linéaire à coefficients

dans K des éléments D-, ..., D de la base de Der K •
I n k

^ '^ ^l^ aiî)2+ • • • -^n^

Pour un i fixé, les n éléments a^, ..., a1 sont déterminés d'une façon unique

par les conditions :

û,(p_,) = 5^

Le déterminant du système, qui n'est autre que A(D-, /.., D ; p,, ..., p ) est donc
i n i n

bien différent de 0.

- Si A(D^, ..., D^ ; p^, ..., p ) est différent de 0, les n systèmes :

Ji^^' ^
permettent de déterminer d'une manière unique n dérivations A. telles que

A^ (P.) = «S donc (p^, ..., p ) est une p-base de K sur k.

LEMME 5

Soit (p , ..., p ) une p-base de K sur k. Pour que n dérivations D ,...,D

appartenant à Der K constituent une base de Der, K sur K, il faut et il suffit que

le déterminant A (D , ..., D ; p- , ..., p ) soit différent de zéro.-————————— JL n i n —————————————————

- Si D-, ..., D constituent une base de Der, K, il suffit d'appliquer le lemme 4.

- Supposons le déterminant A (D , ..., D ; p- , ..., p ) différent de 0. Considé-
i n i n

rons les n dérivations partielles A. relatives à la p-base (p.) : elles consti-

tuent une base de Der, K sur K donc les n dérivations D. sont des combinai-
K 1
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sons linéaires à coefficients dans K des dérivations A 4 î

^'^^ • • • ^n^i

D! <Pj> = oij

La matrice construite à partir des a . est régulière (car son déterminant est l1in-
verse de A ( D , . . . , D ; p , . . . , p ) donc les dérivations D - , . . . , D forment
une base de Der, K.

THEOREME 5

Pour qu'une dérivation A de K nulle sur k admette exactement k comme noyau,
n-1

il faut et il suffit que A » A^ » • • • » A^ soient linéairement indépendantes sur K«

n-1
- Si A» A » • • • » A sont linéairement indépendantes sur K, elles constituent
une base de Der. K sur K. Toute "bonne dérivation" D de K est combinaison li-

n-1
néaire à coefficients dans K de A» A^, . • • , if '-

n-1
D = o^A + a^ + ... + a^^

Soit x un élément du noyau de A ;

^p (x) = 0 j =0, ..., n-1

D(x) = 0

Comme le noyau de D est k, l*élément x est dans k : le noyau de A est exac-

tement k.

- Soit A une dérivation de K de noyau k. Appelons i le plus grand entier tel

i i+1
que A» A^, • • • , A^ soient linéairement indépendantes sur K : alors, A^ est

i
combinaison linéaire à coefficients dans K des dérivations A, A^, ..., A^ :

i+1 i
Ap == a. A1^ + ... + a A1' + a A
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D'après le théorème de Jacobson rappelé au chapitre III, les applications k-liné-
±+l-•[aires 1, A» • • • » A^ sont linéairement indépendantes sur K : les applications

i+1
l» A» • • • > A sont linéairement dépendantes sur K, donc aussi sur k d'après

i+1
le lemme 2 : la dérivation /^ apparaît alors comme combinaison linéaire à coef-

i+1
ficients dans k de 1, A» • • • » A^ • D'après l'unicité de la décomposition de
i+1 i+1 i+1

A suivant la base 1, A» • • • » A nous en déduisons que A est com-
i i-1

binaison linéaire à coefficients dans k de A13 » /f » • • • » A13, A .

D'après le lemme 3, la dimension du noyau de l'application
i+1 i

A^ - a.A^ - . . . - a-A^ - a A est au plus p . Or, cette application doit
être nulle sur K tout entier, donc nous avons :

i + 1 = n
n-1

Les dérivations A, A13, . . . , A13 sont linéairement indépendantes sur K.

COROLLAIRE 1

Ŝ i A est une dérivation de K de noyau k, les dérivations Ap sont combinai-
n-1

sons linéaires à coefficients dans k âe_ A , A13, . . . , A13 pour tout j supérieur
ou égal à n.

n
Au cours de la démonstration du théorème 5, nous avons vu que A1 pouvait se mettre
sous la forme :

n n-1
AP = a P̂ + . . . + â P + a An-1 1 o

où les a. sont des éléments de k.
n

Les termes intervenant dans l'expression de A sont deux à deux permutables, donc
n+1

A13 s'écrit :
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-n+1 n 2
A = ̂ -1̂  + • • • + ̂  + Ap

n+1 n-1 i
Ap -,1, <<-! \ + ̂ i-l) ûp + ap-! V

Le résultat s'établit ensuite de proche en proche.

COROLLAIRE 2

L'ensemble des dérivations de K dont le noyau est k définit un k-ouvert (de
Zariski) dans Der K.

n-1
Pour que A ait pour noyau k, il faut et il suffit que A , A^, . . . » A^ soient

n-1
linéairement indépendantes, c'est-à-dire que A ( A , A ^ , . . . , A ^ ; p . . , . . . , ? ) soit
différent de 0, pour une p-base quelconque de K,

CAS PARTICULIER

Etudions le cas où K est de caractéristique 2 et est une extension de degré 4
de k. Soient ( p - » p^) une 2-base de K et A et A les dérivations partielles
relatives à cette 2-base. Soit A une dérivation de K nulle sur k :

A - x^ + x^

2Pour que le noyau de A soit k, il faut et il suffit que A et A soient liné-
^airement indépendantes, c'est-à-dire que A ( A , A ; P^.P^) soit non nul. Cela donne

la condition simple A(x..x^) différent de 0.

B - CARACTERISATION DES DERIVEES LOGARITHMIQUES POUR UNE DERIVATION DE NOYAU k

Soit ^? l'espace vectoriel des applications k-linâaires de K dans K. Pour toute
n-1

dérivation A de K de noyau k, les dérivations A , A13, . . . , A* constituent
une base de la p-algèbre de Lie Der, K donc, d'après le théorème de Jacobson rap-

2 D11 - 1pelé au chapitre III, les applications 1, A , A , . . . , A^ ~ constituent une base
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de % sur K.

Pour tout élément p de K, introduisons la notation suivante :

p^ = / + (AP-1?)1^1 + (A^p)^2 + ... + /~\

LEMME 6

Soit A une dérivation de K de noyau k

(1) L'application K-linéaire $ de^ £ dans <;? définie par :

$(A1) » (A + p.l)1 (i = 0, ..., p11 - 1)

est bijective pour tout p dans K

(2) L'application $ est un homomorphisme d'anneaux si et sau-

r m
lement si p L J vérifie la relation :

."-.„.../"..... .̂ -1)
n

où les a. sont les composantes de A^ relativement à la base

n-1
A, Ap, ..., Ap :

n n-1
A? = a A + a, Ap + ... + a , A?o 1 n-1

(1) Chaque (A + p.l) est combinaison linéaire à coefficients dans K de

1, A, •••, A , la coefficient de A étant 1 ; la matrice de $ relativement à

- . i A p -1 de ûb est une matrice triangulaire n'ayant que des 1

sur la diagonale principale donc elle est inversible ; les (A + p.l)

(i = 0, ..., p11 - 1) constituent alors une base de Ifc , ce qui montre que l'appli-

cation $ est bijective.

n n
(2) Si $ est un homomorphisme d'anneaux, ^(A' ) est égal à ($(A))* . Or, d'a-

près une formule établie par Jacobson [ô ] , nous avons :
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(A +p.l)pi»Api+p [p i : l. 1

n n-1
A s V + • • • + Vî

(Le corollaire 1 du théorème 6 montre que les a appartiennent à k)

Comme $ est K-linéaire, nous avons :

C^) - a, (A + p.l) + a^ (A? + p^.l) *...+ a^A^'VP11"11!

°ûpn+<aoP+alP [p3.....a^ftPn- l^l

(tCA))1' » (A + p.l)1'11

» AP11 . p^. 1

n n
L'égalité ^(A))? = ^CA? ) entraîne :

.^. .„.. ̂ ,"1..... .̂ k°-1]
- Supposons vérifiée la relation ci-dessus. En reprenant le calcul précédent en sens
inverse, nous en déduisons que î

n n
$(AP ) » (^A))1'

Nous avons donc, d^près la définition de $(A1) pour i < p11 - 1

^(A111) » ($(A))111

pour m inférieur ou égal à p11. Supposons cette relation vraie jusqu'à A, nombre

supérieur à p11. D'après le lemme 3, nous avons :

A n11 1A =a + a, A + .,. + a A*o i n ,p -1

où les a, sont dans k.
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o +1 9 ^
A =a^A + a^A + ... + a ^ Ap

P -1

P +1 9 H
îCA" ) = oî  $(A) + a^ ($(A)) +...+ a ^ (^(A))15

p11-!

( n t }s= $(A) 1 o^ + a^ <ï>(A) +...+ a ^ (^(A))1 ' " {
l p -1 J

Or» par hypothèse, nous avons :

«KA^) » ^(A))^

n -
ss a^ + a^ $(A) + ... + a ^ (<KA))P ~

p -1

Nous en déduisons :

$(A^1) = ^(A))^1

Cette égalité est donc valable pour tout A.

En raison de la K-linéarité de $, pour démontrer que $ est un homomorphisme

d'anneaux, il suffit de vérifier que :

<î>(A1) $ (aA3) = «KA^aA-h)

pour i et j inférieurs à p11 et a appartenant à K.

Etudions le cas où i vaut 1 :

<KA) = (A + p.l)

«KaA-b = a (A + p.l)^

$(A) . ^(aA^ = (A + p.l) i a(A + p.l^ l

= a(A + p.l)^1 + Aa.(A + p.l^

ACaA^ » Aa . A3 + a A'14'1

^(ACaA3 ) ) = Aa(A + p.l)j + a(A + p.l)3'1'1
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La relation est donc vérifiée par i = 1. Supposons-la vérifiée pour tout i infé-

rieur à m. Etudions alors :

^(A111) • $(aA )

$(A111) $ (BA ) as < î»(A) ^(A111" ) $(aA )

D'après l'hypothèse de récurrence, nous avons :

îCA"1"1) ^(aA3) = ^(A111"1 (aA^)

Calculons alors A (aA ) grâce à la formule de Leibnitz :

.m-1 , . j v r /mriN .m-l^Av A 1 + ^A (aA-) = ^ ( Jl ) A (a) . A-1

&=o

^A"1-1 (a^)) = T ^î1) ^Zâ) $(A^)
Jl=o

^(A111) ^(aA^ » ̂  î1) $(A) A111"^) . ̂ (A^)
&=o

Appliquons à nouveau l'hypothèse de récurrence :

^m) ^(aA^ = "'f (m-1) $(A ^~1^ . ̂  )
A=o ''

= "I1 C111!1) ^A-^a) . A^ + A^Tâ) ^+^1)
A=o

= m? C111!1) + (Kb A^â) $ (A3^)
î

+ A^a) ^(A^ + a ^l^3)

Utilisons la relation :

("î1) + (T-b - (?)

Nous obtenons alors :
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<KA111) ^aA^ = $ ? (?) A^a) A3^
Jl==o

= 0 ^ (aA^

Légalité annoncée est ainsi vérifiée. Pour tout i, nous avons donc :

<KA1) «KaA-1) = «KA^aA^)

L'application $ est un homomorphisme d*anneaux.

Remarque : La méthode précédente m*a été inspirée par un exercice de Jacobson \6~\

LEMME 7 - (GENERALISATION DE LA FORMULE DE BARSOTTI-CARTIER)

Si K est un corps de caractéristique p et si A est une dérivation de K, nous

avons :

AP\x) ^JP33

x v x'

pour tout x de K et tout entier j supérieur ou égal à 1.

Calculons tout d*abord p ^ à partir de p ^ pour élément quelconque p de

.w. / < s (/-1.,'1-'
i=l

^. /fl. ̂  (/s>>1*1-1
i = 1

P.F . , (p^)P + ^P3 -(p)S^-.^.P ̂ P^

Pour j = 1, la formule annoncée n*est autre que la formule de Barsotti-Cartier [4l :

^1 = (^P + ̂  (̂ £)
X X X

Supposons la formule vraie à l'ordre j et appliquons la formule de Barsotti-Cartier
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à la dérivation A13 :

Z î, (Z )̂1' - ^j+l-1 e

D'après l'hypothèse de récurrence, nous avons :

^ (x) _ ^Jî^
x v x 7

Nous en déduisons :

Z^l.^^f.^1-!^

[P^'J
<^

THEOREME 6

n
Soit A une dérivation de K de noyau k ; alors A peut s'écrire :

n n-1
A15 = a^A + a^ + ... + a^^ a^ 6 k

Dans ces conditions, pour qu'un élément p de K soit la dérivée logarithmique

d'un élément de K, il faut et il suffit que p soit solution de l'équation :

p^n]=a„p.a/^....a„_^Pn"lJ

- Supposons que p soit la dérivée logarithmique d'un élément o de K. Appliquons

le lemme 7 :

A^-pM

n n-1
if (a) = a Ao + a-A^ + ... + a^^ (o)
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n
,P
AL-£1. a^a/^ . ... . a./^

a

L*élément p est bien solution de l'équation

PLPn3 .ap.a/^....a /P11-1 J
o 1 n-1

- Réciproquement, supposons p solution de cette équation. Nous pouvons alors con-
sidérer 1T automorphisme $ de ^ défini dans le lemme 6. Il est nécessairement de
la forme [ 9 1 :

$(X) = C~1 X C V X e î>

où C est un élément inversible de î? . Prenons pour X l*homothétie H définie

par un élément x quelconque de K :

OOy : C~1 (H^) C = H^

H . C = C . Hx x

Comme C commute avec toutes les homothéties de rapport un élément de K, c*est
une homothétie : il existe un élément o non nul dans K tel que C soit l^omo-
thétie de rapport o . Etudions alors $(A-p .1) : par définition de $ , c'est A ;

d'autre part nous avons :

<î»(A-p.l) 3 a" (A-p.l)o

A = ç (A-p.l)o

Appliquons la transformation a (A-p.l) à un élément quelconque x de K :
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a"1 (A-p.l) a(x) = o~1 (A-p.l) (ox)
= o . ^ A(ox) - p.ax )

= a (aAx + xAcr - pox

Ax + x ^2 - px
0

Ax = Ax + x -a- - px

Choisissant x non nul, nous en déduisons :

P~
I/ élément p apparaît comme la dérivée logarithmique de o.
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