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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES ELEMENTS TERTIAIRES
ET ISOTYPIQUES DANS LES MODULES ET LES (<)-ALGEBRES

par

Jacques FORT

Ce travail porte essentiellement sur les deux notions suivantes :

La notion d'élément tertiaire d'une ()=-algtbre (L) , introduite et étu-
diée par L. LESIEUR et R. CROISOT dans (3 , [4] , [15) , et [ef") .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module U sur un anneau

% non nécessairement commtatif, et que (T) est le treillis des idéaux
bilatdres de & , la notion de sous-module tertiaire généralise alors celle
de sous-module primaire définie dans le cas ol & est un anneau commtatif

(cf. N. BOURBAKI, Algdbre commutative, chapitre 4)

La notion de sous-module isotypique d'un module U introduite par P. GABRIELL,

et appliquée & 1' N -~décomposition d'un sous-module en sous-modules isotypi-
aues (cf. [10]) ; tous les résultats que nous utilisons ici figurent au cha-

pitre X de [16] , en liaison étroite avec la notion de sous—nodule tertiaire.

Nous nous proposons dans ce travail, en suivant les suggestions de

Monsieur le Professeur L. LESIEUR, d'étudier les questions suivantes :

Staffranchir, partiellement ou totalement, des conditions de chaine ascen-

dante (ou descendante) portant sur les résiduels & gauche et & droite des

sous-modules d'un module U (conditions figurant & l'axiome (D) de [13] , I ;

ou & 1'axiome D du chapitre III de [16]) ; et étudier, dans ces conditions
nouvelles, les sous-modules tertiaires, les radicaux tertiaires, et les sous-

modules unirésidués.

Définir une notion d'élément injectif et d'enveloppe injective dans les treillis

modulaires, () -continu et complet ; et utiliser ces notions pour introduire

celle d'élément isotypique dans un treillis modulaire noethérien (ou artinien).

(1) cr. bibliographie aux deux derniéres pages.
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3/ Comparer cette notion d'élément isotypique & celle d'élément tertiaire.
Nous avons divisé notre exposé en onze chapitres.

L'étude du radical tertiaire d'un sous-module et des sous-modules ter—
tiaires d'un & -module & gauche U , est conduite au chapitre I , dans la
situation la plus générale. Cette étude est précisée, sous une condition (E)
assez large, au chapitre II ; nous avons pu ainsi étendre & des modules ne
vérifiant pas nécessairement 1'axiome (D) , de nombreux résultats de L. LESIEUR
et R. CROISOT. Lorsque cette extension n'était qu'une simple transposition,
nous n'avons indiqué que 1'énoncé correspondant 3 lorsqu'elle a nécessité au
contraire une élaboration originale, nous avons donné intégralement les dé-

monstrations.

Le comparaison des notions de sous-module tertiaire et de sous-module
unirésidué est abordée au chapitre III, sous la considération des faits sui-
vants : on sait que, d'une part, tous les exemples de modules ou d'anneaux
construits pour tenter de séparer ces deux notions ont été =jusqu'a présent-
inopérants ; et que, d'autre part il n'a pas été obtenu d'éventuel théordme
général d'équivalence des deux notions. Cette équivalence est cependant connue
dans le cas d'un module sur un anneau commutatif, et dans le cas d'un anneau
artinien & gauche (cf. § 7 et 8 de [13] , II). Nous étendons cette équivalence
au cas des modules sur un anneau artinien 2 gauche (théordme 3.3) ; deux autres
cas d'équivalence sont abordés, et un théordme de transfert (théordme 3.1)
permet de ramener le probldme au cas des idéaux d'un anneau -~tout au moins

dans des conditions assez usuelles-

De la structure de module de U , nous ne conservons au chapitre IV
(et jusqu'au chapitre X), que celle du treillis (L) de ses sous-modules j
et 1'étude porte essentiellement sur un treillis (L) modulaire, complet et
Ne-continu. Le chapitre IV précise et indique quelques propriétés des treillis
modulaires portant sur les quotients semblables et sur les unions (et intersec-
tions) directes, propriétés qui seront utilisées dans les chapitres suivants.

Pour introduire les notions d'éléments injectifs dans (L) et d'enveloppe
injective d'un é1ément de (L) , nous nous sommes volontairement limités 3 la
considération des seuls éléments de (L) , et nous n'avons pas cherché A plonger
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(L) dans un treillis (L') plus riche en propriétés que (L) =-ce qui est le
cas par exemple du treillis des sous-modules d'un module M , lorsque M est
plongé dans un module injectif-. Nos définitions ont cependant été choisies de
telle sorte qu'elles cofncident le plus souvent avec les définitions habituelles
correspondantes, dans le cas particulier o (L) est le treillis des sous-modu=
les d'un module injectif.

Anx g_l_x_apitres M et Y_I_ sont introduites les notions d'extension essentielle
d'un élément donné de (L) , et d'élément complément de (L) ; leurs propriétés
élémentaires sont étudiées. Les éléments de (L) qui ne possddent pas d'exten—
sion essentielle propre ont §té appelés injectifs, bien qu'ils cofncident avec
les éléments compléments de (L) ~théordme 6,1=, Ce dimorphisme d'écriture a
été maintenu afin de conserver l'analogie des énoncés des propriétés étudides avec

ceux des propriétés correspondantes que nous conneissons, touchant les modules.

Nous prouvons au chapitre VII 1'existence "d'enveloppes injectives™ d'un

élément donné de (L) , qui sont caractérisées par des énoncés de mBme forme que
ceux portant sur les enveloppes injectives d'un module (théordme 7.2), & 1l'excep=

tion cependant de leur unicité (2 un isomorphisme prds).
Au chapitre VIII les injectifs (ou compléments) extr8maux de (L) sont
étudiés en détail, et leurs diverses caractérisations sont fondamentales pour

1'étude des applications faite aux chapitres suivants.

Le treillis (L) est supposé noethérien (ou artinien) au chapitre IX

(ainsi qu'aux deux dernmiers chapitres) ; Nous y donnons d'abord un théordme de
décomposition d'un élément complément de (L) en intersection de compléments
maximaux de (L) (théoréme 9.1). Puis nous étendons un théordme de G. AZUMAYA
3 une classe de treillis (L) satisfaisant & une condition supplémentaire (S)
(théordme 9.2) ; et nous donnons une caractérisation des modules injectifs por-
tant uniquement sur le treillis des sous—modules de modules extensions faciles &

construire (théoréme 9.3)

Une relation d'équivalence dans 1l'ensemble & des quotients co-irréducti-
bles de (L) (définition 10.2 et proposition 10.1) nous a permis de définir au
chapitre X , la notion de I” ~types de quotients co-irréductibles attachés & un
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élément donné X de (L) § I eat une classe d'isomorphismesde quotients pou=
vant 8tre choisie ultérieurement de plusieurs fagons intéressantes. Il est alors
possible, pour chaque choix de [* , de développer une théorie des éléments
f_—isotypigues de (L) , et de décomposer les éléments de (L) en intersection
réduite d'éléments I -isotypiques (théordmes 10.2 et 10.3).

Au chapitre XI, nous appliquons les résultats du chapitre X aux (B)-algdbres
modulaires (L) et aux modules., Nous déterminons des conditions suffisantes por-
tant sur la classe | pour qu'un élément ["-isotypique de (L) soit tertiaire,
par 1'étude des résiduels essentiels de cet élément (théordme 11.1) ; enfin il
est possible de choisir [ dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des P-tﬁes et des sous-modules [’ ~isotypiques équivalente & celle, connue,
des sous-modules isotypigues (théordme 11.3),

Je tiens & exprimer ici toute ma profonde reconnaissance i Monsieur le Pro-
fesseur L. LESIEUR rapporteur de cette thdse ; ses enseignements et ses conseils
m'ont été d'un grand secours pour 1l'élaboration de ce travail, et pour sa rédac-
tion définitive.

J'adresse mes vifs remerciements & Monsieur le Professeur P. DUBREIL qui m'a
fait 1'honneur de présider mon Jury, et 3 Monsieur le Professeur A. REVUZ qui a
bien voulu me proposer un deuxidme sujet de thdse.

Je suis également trés reconnaissant envers Monsieur le Professeur R. CROISOT

auprds de qui j'ai toujours trouvé l'accueil le plus favorable.



CHAPITRE I
-
RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE, SOUS-MODULES TERTIAIRES.

Les notations et symboles suivants seront en usage principalement au cours
des chapitres I , II , III .

& désigne un anneau non nécessairement commtatif ou unitaire. U désigne
un & -module b gauche. Les éléments de & sont représentés par des lettres
grecques minuscules, ceux de U par des minuscules ordinaires, les idéaux bila=~
tdres de & par des majuscules manuscrites, les idéaux d gauche par des gothi-

ques, les sous-modules par des majuscules d'imprimerie.

(x) représente le sous-module engendré par xe€ U, (ol 1'idéal a gauche
engendré par x € &, (x) 1'idéal bilatdre engendré par o € &. Le symbole o &* x
représente la réunion de 1'élément ox et de tous les §léments x> e dé=-
crivant & .

Pour tout sous-module X de U et tout sous~ensemble non vide SCU la
notation X °. S représente l'ensemble S € & telsque € s € X, ¥s € S ;
c'est un idéal & gauche de & . Si S est sous-module de U , X °. S est un
idéal bilatdre de & appelé résiduel 2 gauche de X par S , il est propre
si sgX.

Pour tout élément ¥ du centre de & et tovi sous-module X de U, la
notation X .° ¥ représente 1l'ensemble des x €U tels que ¥ x € X j c'est un

sous-module de U ,

Pour tout idéal bilatdre B de & et tout sous-module X de U , la no=
tation X .° & est 1'ensemble des x € U tels que ox € X, ¥k € &; clest
un sous-module de U appelé résiduel d droite de X par & .

1. RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE.

Les deux définitions qui suivent sont celles domnnées dans [13) , II ,
(définitions 6.1 et 6.2) 3
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DEFINITION 1.1 - Soit X un sous-module quelconque de U . Les éléments o« de %
vérifiant la condition :

a€ X=> Ja' € (a) tel que a' ¢X et o E*a' ¢ X

forment un idéal bilatdre g%(x) de & .@(X) s'appelle le radical tertiaire
du sous-module X .

DEFINITION 1.2 - On dit qu'un sous-module T est tertiaire lorsqu'il .vérifie la pro-
priété suivante 1+ a G*b C T et b & Tamp x €5T) .

PROPOSITION 1. 1(') X #U étant sous-module de U , on a 3
2) R (x) = ﬂ SUx . 8) .

b) si ¥ est 616ment du centre de SQ(X) €R(x . .

a) si Sa ¢ , ona EQ(X) c SR(x *. a) 3 en effet soient Peﬂx)
ot BEX ‘. a; il existe alors x €(Ba) tel que x¢ X et pE*xg X.
Mais x est de la forme x = ¥a avec KE(pI ot x¢x . & j comme
f) E* x C X est équivalent & FE* ¥ €X °. a, il résulte bien PE&(X ‘e 0).

st EacX,ona X°.a=5 ot NEX . a)=82REX .
Réciproquement soit o« € Q(K ‘. a) = # , idéal bilatdre de &

Soit aussi b & X . Mon:rons qu'il existe b' € (b) , b’ ¢ X avec
o E* b' € X . (équivalent & =% € RX) ).

Si x&*b C X, on choisit b' =D .

Si «&*b 5: X, oubien «X b ¢ X pour un certain \E By par déti-
nition de b, « € GUX *. Ab) , et 11 existe «' € (| tel que
o & X . Xb et aE* «' ¢ X *.ADb . On choisit dans ce cas b' = o' XD j
oubien otb & X ; € JUX *. b) et il existe o & (ol  tel que a"¢X . b
et X E* «" € X °. b . On choisit dans ce cas b' =" b .

) si pedUX) ot BEX.TY ,ou ¥b ¢ X, on peut trouver x & (¥b)
tel que xﬁx et f)&*x C X3 x estde la forme x= ¥b' avec b' € (v)
puisque ¥ appartient au centre de & .
b'E X0 ¥ ;oet Ps*rb' X entraine ¥p E*b' & X, ou
pE*D' C X.°Y ; par suite Pe@(x.’h’). :
Dans le cas ot X .° ¥ =U, on a encore JR(X .* &) = & 3&(]()

(1) cf. proposition 1.1 de [8] , II .



PROPOSITION 1.2 - Pour les sous-modules x1 ’ X2 peeey Xn » ON & 2
KE) 0 KE) 0 ... n &) ¢ KE NX N ...OX)

Il suffit de faire la démonstration pour deux sous-modules 11 et Xz « Soient

aeSQ(x,) n @(xz) et b ¢ X, NX,.0na, pr exemple, b ¢ X, ; il existe
alors b' € (b) tel que b’ ¢ X, et « E*b' X .

Si o B*b' C X, , alors b ¢ I, NX, ot xE*b' C X, NX, en-
trainent meSQ(x1 nXx).

Si o« E* b ¢ Xz , deux éventualités 3

- ou bien « b! ¢ X2 , et ocefﬂ(xz) entraine 1l'existence de b" € (x b')
tel que b" ¢ X2 et oo H* b" C X2 . Mais b" € (b') entraine :
«E*b" C X N X, avec b"¢ X N X, , et par suite ue.ﬂ(x1 nx,) .

- ou bien o A b! ¢ Xz pour un certain A € & ; on raisonne comme précédemment
en remplagant b' par Ab' .

Cette proposition étend, au cas des modules, sans imposer de conditions de
chaines sur les sous-modules de U ou sur les idéaux de & » la propriété 1.6
de [13], 11I.

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES.

DEFINITION 1.3. ~ Rappelons la définition d'un sous-module seconusire donnée au
§ 6 de [‘31 ’ 1 »
Un sous-module X est dit secondaire si & Y cX,¥Y ¢ X ==p J

ki. entiers positifs (i =0, 1y.eey n j 0 20) et des idéaux bilatdres £1

tels que :
k k k
$°I1ﬂs 'I2 e L, B Ucx ot X0 L, =X

PROPOSITION 1.3 -
a) Tout sous-module secondaire est tertiaire.

b) Tout sous-module tertiaire selon la définition de MM. LESIEUR et CROISOT



donnée & la propriété 7.2 de EB] s I = (1) = est tertiaire selon la défini-
tion 1.2 .

a) résulte de la propriété 7.4 de [13] , I , dont la preuve n'utilise
aucune condition de chatne, et de la partie b) de la proposition.

b) est une conséquence des définitions, et est indiquée en note A& la défi-
nition 2.2 de [13] , II .

REMARQUE - Il n'est pas certain que l'équivalence des définitions données dans I et
II de [13] pour les éléments tertiaires, soit valable dans le cas général du
présent chapitre 1. Néanmoins cette équivalence est assurée dans des conditions
trds larges —cf. le théordme 2.2 du chapitre 2-,

THEOREME 1.1 - Tout sous-module (V-irréductible est tertiaire.

La démonstration du lemme 3.1 de [13] , II ,
"Tout idéal & gauche 0 —irréductible est tertiaire"

qui n'utilise que la structure de module & gauche de l'anneau, s'étend d'elle

méme au cas des modules,

DEFINITION t.4 - On appelle résiduel élémentaire de X , un résiduel d gauche propre
de X de la forme X °. (y) , avec y¢X.

DEFINITION 1.5 - Un idéal & gauche & de & est premier & droite si 3
a&*PQCIﬁPeaou x8*xc &

(1) Rappelons la propriété 7.2 de [13] , I . Pour que X soit tertiaire il faut
et il suffit qu'il vérifie la condition @

X o Rhox et X Hh)NYCXTC X
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PROPOSITION 1.4(” ~ Soit T#U un sous-module tertiaire, on a les propriétés

a) SU) = E; [T . (y)] - U [r-. (r)]
YET yér
b) st JUT) est un résiduel 2 gauche propre de T , il est premier.
c) &a ¢ T ap AT = RN(T °. 2)
d) si ¥ est un &lément du centre de & ,
¥U ¢ 1=JUD = 5T .7 ¥)
e) 1'idéal & gauche T °. a est premier & droite si et seulement si :

a€&erT -.SQ(T)

Preuve de a) : Soit Pe&(l‘) ; choisissons b ¢ T, i1 existe b' € (b) tel que
b E T et pE*D C T, équivalent b PET °. (b') .
Inversement, Vy¢ T ona T° (y) ¢ SRUAT) car PE*YQ T, ¥ #T
et T tertiaire entrainent Pe&(l‘) .

Preuve de ) : Soit w EXP S R(M =1, T o SERUD
il existe y € Y,y ¢ T tel que pa*y¢1' .
D'autre part uG*P_C_T’.! entraine uG*Pg*ygT
Reprenons pt,*ygrz
~oublen Pyé Tjalors a&* Byc T entraine x€S(T), T étant
tertiaire.

~ ou bien ﬁly# T pour un certain A€ 8 ; et de méme ocE*PXyQT
entraine o ERAT) .

Preuve de c) : Il existe 5e€ & tel que §¢T ‘e &, De ee@.(l‘ ‘. 8) résulte
que 1'on peut trouver E' € (E| telque E'@ T . a ot 4 B* e CcT' s,
ou: B'a @T ot PE*¥E'a CTy
T étant tertiaire on a bien Fe,fR(T) . La proposition 1.1 achdve la démonstration.

(1) cf. proposition 1.2 de [8] , II .
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Preuve devd) t M8me forme de démonstration qu'ad c¢) ; en effet x ¢ T.'¢ et
peﬂ?(’r S ¥)=>3x' € (x) telque x* € T. ¥ ot p&*x'cT. ¥,
ou: Fx'@&T et p&E* ¥ x' c T;
T étant tertiaire 3 ee@(T) o On utilise ensuite la proposition 1.1 ,

Preuve de ) : Supposons que T °, a soit premier 2 droite, et que a ¢ TOR(T) .
Il existerait donc Cans 52(1') un élément (J tel que pa ﬁ T ; on peut alors trouver
a' € (ea) tel que a'¢ T et pE*a' C T, Mais a' = p' & avec e'e (f)] ’
d'ol Pé* P'c_:T'.a;P¢T'.a==)eE*¢T'.a.
T °. a étant premier 4 droite, il vient P' € T °, a, en contradiction
avec P' a=a' ¢. T.

Inversement soit a € T .° JX (T) 338 a €T alors T e a=& est bien
idéal premier (i droite) ; si a ¢ T , soient alors deux éléments ot et {3 de
G tels que uB*pgT'.a,quientraine OLXE*P_QT'.&, VYae B;

1'éventualité P €T °. a assure la preuve ;

si f¢r.a, x&* BacT et xABx fa cT entrainent :
xeSUT) et x A eR(T) WAeE puisque T est tertiaire.
Comme par hypothdse a € T ."RU(T) , x&* e & T ou X E*C T *. a .

REMARQUE -~ Il est possible de définir un "radical tertiaire" @E(X) du sous-module
X , comme étant l'intersection des résiduels essentiels de X . QE(X) est aussi
1'intersection des idéaux premiers & droite de la forme X °. a (L. LESIEUR,
Cours de Mathématiques approfondies, Orsay 1963) .

La proposition 1.4 montre que, dans le cas d'un sous-module tertiaire T ,
1l'ensemble des éléments a tels que T °., a soit premier & droite, coIncide avec
le sous-module T .°J2(T) ; d'ol 3

(1) T [T ST = (D)
Pour un sous-module quelconque X , nous avons 1l'inclusion :
(2) XL [xoRE) e NE@

En effet la premidre partie de la preuve de o) de la proposition 1.4 ,
montre que si X °. a est premier & droite, alors a € X CHR(X) (que X
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soit tertiaire ou non tertiaire) ; et il résulte bien :
X [X.RX))] € x°.(a) g X'.a

En 1'absence de condition de chatne, 1'égalité (1) n'est pas toujours réa~-

lisée pour un sous-module X non tertiaire, comme on peut le montrer par 1'exem-
ple 2.1 du chapitre II .

Lorsque le module vérifie, pour chacun de ses sous-modules X , la condition (E)
(introduite au chapitre II), 1'égalité suivante est réalisée, pour tout sous-

module X 3
RX) =% [X S RE) = R(x)
Elle est conséquence de la proposition 2.4 et des inclusions s
R cx . xR e Rw

PROPOSITION 1.5 - Pour qu'un sous-module X # U soit tertiaire il faut et il suffit
qu'il vérifie la propriété :

X . (x) D X==pxeil(x)

C'est la définition 3.1 de [13] , III , restreinte aux idéaux principaux
(x) de & .
X. () D X=23 y f:x , «&*y c X, X tertiaire ==p> x & R(X) .
Réciproquement, si la propriété de 1'énoncé est vraie pour X o U , soit alors

u&*ygx,y¢){;ona. y€E X . (x).
yyﬁ X et la propriété en question entraine x E€IR(X) .

THEOREME 1.2 - Si le module U est unitaire pour que le sous-module X # U soit
tertiaire, il faut et il suffit que X ait la propriété :

88. ¢ x=la>3?,(X)‘= 'ﬂ(x .. 3)

La condition est nécessaire d'aprds la proposition 1.4 c) .
Inversement, supposons que X ait la propriété et soient x € 8,a€vU,
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tels que : « E¥a C X ot a ¢ X —qui entraine ZLa yﬁ X puisque U est
unitaire-. Soit alors (3 choisi tel que Pé¢X° . ajcome xE*¥a X ona
aussi : * &*0 ac X, ou o(E*PQx'. a } par suite x € R(X °. &) = R(X) ,
et X est bien tertiaire.

REMARQUE ~ Ce théordme 1.2 est inexact lorsque & n'a pas d'élément unité. Consi-
dérons & cet effet le demi-groupe G défini par la table de multiplication

et construisons sur le corps Z2 = {0,1} 3 deux éléments, 1l'algebre & aré1é-
ments générateurs a, b, ¢, et dont la multiplication est celle issue de la ta=
ble de G . Les éléments de & sont 3

0O,a,b, c, athb, btc , cta , atbic

& = {O,a} est idéal bilatdre de & ., Son radical tertiaire R contient
les éléments a et c puisque aB =c& = {0} » mais ne contient pas b car

(o] ={o,b}=b5*b¢&;;doncs

R ={0 y 8B, C, a+c} et B nlest pas tertiaire puisque b & * ¢ = {0 ’ a} = &,
c # b3 y b €R . Les seuls éléments x de & tels que & x ¢ R sont :
b, atb , bre , atbic .

Les quatre résiduels 2 ‘. x correspondants contiennent a et ¢ mais ne
contiennent pas b puisque aB=c8={0} et bx €R.
Par suite $°. x = J . On vérifie aisément que R(RN) =R , ot
Ex ¢. R= R(R) = R( R£°.x) 3 B véritie la propriété du théordme sans
$tre tertiaire. :

DEFINITION 1.6 - Un sous-module X est dit 38-_ ~tertiaire, lorsqu'il est tertiaire et
que son radical tertiaire est R .
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THEOREME 1.3 - L'intersection d'une famille _f_1n£ de sous-modules ﬁ—tertiairos est
un sous-module IR -tertiaire.

Cet énoncé est celui de la propriété 7.6 de [13] , I » établie sous les
conditions de chatne (D) au § 1 de [13] , I, et celui du lemme 3.2 de [13] ,
II , établi sans utiliser de condition de chatne, dans le cas d'un anneau. Son

adaptation au ca- des modules est aisée.

Le théordme 7.1 de [13] , II , relatif aux idéaux & gauche, s'adapte im-
médiatement au cas des sous-modules, sous forme de la proposition suivante i
(donnée dans [8] , I , sous la référence "Théordme 1")

PROPOSITION 1.6 = T ‘¢tant sous-module JR ~tertiaire de U , e¢ x un élément de U ,
sil'ona & x ¢ T, 1'idéal & gauche T °. x est SR ~tertiaire dans & .

Rappelons la démonstration : R = R(T °. x) d'aprds la proposition 1.4 j
si «xE*PCT" .x avecp¢T‘.x,
« E* P xCT ave B x % T; T étant JR-tertinire : v € N= R(T *. x) .

PROPOSITION 1.7 = T étant sous-module (R ~tertiaire de U , et § un élément du cen-
trede & , si 1'ona YU ¢ T , le sous-module T .°¥ est X -tertiaire dans U .

C'est une conséquence de la proposition 1.4 d) : R=RKT . ¥) .

On termine comme & la proposition 1.6 .

THEOREME 1.4 - T -étant sous-module ..(R-tertiaire de U, et S un sous ensemble non
vide finide U, si &S fT , 1'idéal & gauche T ". S est Jl~tertiaire dans &.

En effet T . S = R N € S et s ¢ T (ne sont conser—

vés que les s € S tels que S s g T) ; le théoréme est alors conséquence de la

(T °. si) avec s

proposition 1.6 et du théordme 1.3 .
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CHAPITRE II
-fe
MODULES VERIFIANT LA CONDITION (E)

-fe
1. UNE CONDITION D'EXISTENCE DES RESIDUELS ESSENTIELS.
Rappelons la définition et la propriété suivantes 3

DEFINITION 2.1 - On appelle résiduel essentiel du sous-module X , un idéal bilatdre g
tel qu'il existe un sous-module Y D X avec 5’ =X .Y et

XCZCY¥=X".2=X"'.1Y , Z étant sous-module de U ,

on dit alors que 3) est résiduel essentiel de X par rapport & Y.
C'est la définition donnée dans [15] . Dans le cas od X , Y, Z sont des é1é-
ments d'un treillis modulaire (c'est ici le cas), cette définition est équivalente & :

DEFINITION 2.1' - L'idéal 9 bilatdre est résiduel essentiel du sous-module X , s'il
existe un sous-module Y g X avec S) =X .Y et

2¢X,2C Y=X".2=X".Y , 7 étant sous-module de U .,
Cette équivalence est donnée dans [15] .

PROPOSITION 2,1 -~
a) Tout résiduel essentiel du sous-module X # U eost un idéal premier.

b) Si 9 est un résiduel i gauche propre maximal de X # U , c'est un résiduel
essentiel de X .

Ce sont respectivement le lemme et la propriété 1 de [15] «+ Dans tout ce
chapitre II, tous les sous-modules envisagés seront supposés vérifier la condition
suivante (sauf 3 la proposition 2.2) 3

CONDITION (E) — On dit que le sous-module X £ U vérifie la condition (E) ,
d'existence des résiduels essentiels, si ¢ y ¢. Xe=p3y' € (y) tel que
y'é& X et X °. (y') soit résiduel essentiel de X par rapport & (y') .
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PROPOSITION 2.2 - Tout sous-module X de U , X # U, vérifie la condition (E) lorsque

1'une des conditions suivantes est réalisée :
a) L'anneau & est artinien A gauche,

b) L'ensemble des résiduels élémentaires du sous nodule X # U vérifie la condition
maximale -ceci pour tout sous-module véritable X . de U-,

c) Le module U est unitaire et semi-simple.

d) Les conditions de chatne Q)_ de L. LESIEUR et R. CROISOT de [13], I , sont
vérifiées par tout sous-module de U .

e) L'anneau & vérifie (E) pour sa structure de & -module & gauche (tous les
idéaux & gauche propres de © vérifient (E)).

REMARQUE PRELIMINAIRE - Pour X # U , la condition (E) est équivalente & la condition
(E')

Ey¢X==¢ Iy € (y) tel que y'¢ X, et tel que X °. (y')

soit résiduel essentiel de X par rapport & (y'). En effet, visiblement, (E)
entraine (E'). Inversement soit y ¢ X ; si Ey;t_ X alors (E') entraine (E) ;
si Eyc X, alors X', (y) = & ~est résiduel essentiel de X par rapport

a (y)

Preuve de a) : On vérifie (E') . Soit B y ¢ X 3 désignons par (¢| wun idéal minimal
parmi les idéaux d gauche monogdnes (X\| +tels que (N\|y ¢ X, et posons
Pa=x-. xly . & est résiduel essentiel de X par rapport & (%] y = (xy) , en
effet soit un sous-module 2 ) tel que 2 € (x|y et 2 ¢ X . Il existe z € (xly
tel que zﬁx et z €2 ; z="y avec %' € (x| ; z¢X entraine
(z) = (') y ¢ X avee ('l € (%] , par suite ('l = (x| et Z = (x|y ,
X°* 2= 5’ .

Preuve de b) : On vérifie (E) . Soient y ¢ X ot & =x". (yo) un résiduel élémen-
taire maximal parmi les résiduels élémentaires X °. (y') vérifiant y'@& X et
yelly. G est essentiel par rapport (yo) car, soit un sous-module Z tel
que Z C (yo) et 2 ?x, il existe 2z ¢ Z tel que zf X;(z) c2 Q_(Yo)
et la maximalité de & entrainent 3

X' (z) =X".Z=X". (yo).g"
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Preuve de c) : On vérifie (E') ~dans ce cas &y g_f X équivaut 2 y £ X- Soit donc
By ¢ X ; par suite le sous-module Sy différent de {0} est semi-simple (cf, par
exemple le corollaire 1 p. 33 n® 4 du § 3 chapitre 8 de [3]) et est somme directe de
sous-modules simples 5yi ,ie I,

Ey ¢ X entraine l'existence de j € I +tel que Eyj ¢ X . Posons
EP =X °. éyj , Ona y:l e &y, yj ¢ X , et on vérifie aisément que c(P est
résiduel essentiel de X relativement au sous-module simple Eyj .

REMARQUE - Dans le cas particulier ol & est semi-simple (en tant que & -module A
gauche), les conditions de c) sont réalisées pour tous les modules A gauche
sur & , car si & est semi-simple (et unitaire) tous les & —modules b gauche
sont semi-simples (cf. par exemple le théordme 4.2 de [4]).

Preuve de d) : L'axiome (D) du § 1 de [13] , I , impose la condition maximale, d'ume
part & 1l'ensemble des résiduels i gauche de X , d'autre part & 1'ensemble des rési-
duels & droite de X .

Preuve de e) : On vérifie (E') . Soit &y ¢ X;Posons f=aX"'.y, b # E.
Il existe donc x € § , ¢ h . & véritient la condition (E) pour ses idéaux
a gauche, .il existe o' &€ (x| tel que o' ¢ h , et tel que j:] ‘e (] = S)
soit résiduel essentiel de h par rapport & («'| . Nous avons 3
3)= Xy e @ =X . ('] y=X°. (' y) ot y¢x .

Montrons que & est résiduel essentiel de X relatif a (' y) 3 soit donc

un sous-module Z tel que Z C(x'y) ot 2 %x y 6t posons (L =2 *. y;
et (L' = (x'|N\ (L ; nous avons 3

Z= CIy:CL'y P

Observons que (' y = 2 ¢X équivaut a (I'¢h =X ‘. y . Mais
' < ('] , et & est résiduel essentiel de l:] par rapport & (x| ; il en
résulte @

9:h'.u'=(x’.y) ..a'-X'.a'y-x..z.
& est bien résiduel essentiel de X relatif & (x' y) , et la condition

(E') est vérifiée par le sous-module X . Remarquons que la réciproque de cette
propriété est inexacte
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Soit & un anneau commtatif unitaire ne vérifiant pas (E) pour sa struc-

ture de & -module (cf. exemplle 2.1 qui suit). Si J(; est un idéal maximal de
E , le & -module quotient U = & /M, est simple, donc vérifie (E) .

EXEMPLE 2.1 - I1 existe des modules ne vérifiant pas la condition (E) . Plus préci-
Jey By a'une femille
infinie d'anneaux unitaires 8i ne vérifie pas la condition (E) pour tous

sément nous allons établir que 1'anneau produit & =

ses idéaux & gauche. _
Soit ﬁ') 1'idéal bilatdre de & constitué de tous les §léments
€ = (Ei)i e a4 support fini (i.e., §i = 0 pour tout indice i appartenant
au complémentaire d'une partie finie de 1I). ﬁ: est distinct de 8 puisque
la famille {Ei} e est infinie. Montrons que &J vérifie la propriété
(*) v’¢$t=,3 rI' € (?l tel que r]'qg ot &°. (r)lcﬁa'. (r]'l (inclusion stricte)

= (n,)
1=
i pour lesquels r’ i # 0 est infini, et admet une partition en deux sous-en-

n'appartenant pas & b , 1'ensemble S(q) des indices

sembles infinis disjoints :
s(n) =1, U 1,

Pour toute partie H de I posons &, = (Ci) défini par 3 Qi = £
i

€1 i

(616ment wnité de E.) si 1€ H ot L =0 si 1 EH.
Choisi 1 ' défini 'm & .n=(n!)
oisissons alors r? ni par \'I L, q qiiel;
Ni=0 s 1¢L1,et Ni= € Ny=0y s €L .
Nous avons Y)' e(ql et q'¢ﬁ>.Montrona que &, (ql;‘ﬁ's'. (q’\

Pour cela introduisons 1'élément E‘L + YX€E nous avons E’L D NN v)' =0,
2 2
et par suite E'L edh-. (q'l j d'autre part £, . VI¢§3 entraine
2 2
e ¢ % (nl . 104d6e1 b véritie bien la propriété () .
2

Dans ces conditions, b4 n'a pas de résiduel & gauche essentiel, car
si !P =% °e (L était résiduel i gauche essentiel de 5 relatif a 1'idéal
b gauche L , pour e &L, ¢ &, on aurait s

Q- B (x
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La propriété (*) permettrait de trouver o' € (x| (L tel que o'¢ #
et Fbe, (x| - &°. (" , ce qui contredirait le fait que J° est un
résiduel essentiel de ﬁ} relatif & L .

Cet exemple s'applique en particulier au composé direct KN d'une famil-
le dénombrable de corps isomorphes. Lorsque la famille d'anneaux est finie,

nous obtenons par contre :

PROPOSITION 2.3 ~ Pour que l'anneau & = I—T Si » produit d'une famille finie
d'a.nneaux unitaires Ei , Vérifie la condition (E) pour tous ses idéaux a
ga,uche, il faut et il suffit que chacun des anneaux 5 vérifie (E) pour

tous ses idéaux & gauche.

Soient Py seees Ppos Qq recesr Q4 les projections et injections cano-
niques associées & la représentation de & comme anneau produit des anneaux

51 pecey 6n

9 . Py
g, —i> =1 & —2 &,
i=1
Nous savons que 1'anneau & est composé direct des sous-anneaux
04(8,) yeees q (B ) ; ot que pour x € (&) , o = q;(p;(x))
-cf. n°® 11, § 8 , chap. I , BOURBAKI [3]-.
Il est aisé de vérifier que, pour deux idéaux & gauche L et h de & ’

() b =@ o (o " n )

i=1

et, dds que b c ‘13(5;;) ’

@ a-.b ”[@3 %(Eiﬂ D 4 (pj(a) . pj(b9

Supposons que 1'anneau & vérifie la condition (E) pour tous ses
idéaux & gauche, et montrons que tout idéal & gauche dj de B 5 vérifie
cette m8me condition dans EJ. .

soit N, € &, 0y ¢ X1 ay(ny) ¢ (@) et la condition (B),
entrainent 1'existence de r)' , 616ment de sqj( '?j) = q._’(gj 71) , tel que
YI' ﬁ qj(CIj) et que
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soit résiduel essentiel de q (X j) dans & , relatif & 1'idéal & gauche
Ey = (qj(ﬁj))r)' c (g, -

La relation (2) donne :

e §- [§ qi(ai)] @D g (arj (&, pj(q'))) ;

obaervonsqne n' ¢q(Cl) entraine p(l?)¢a , car )7 eq(g);

et que ''e q (Gj ?j) entraine p, (q e 61 ')j I1 nous reste b. mon-

trer que (X (& j P, (I? ) o. est résiduel essentiel de (L 5 relatif & 1'idéal
A gauche 6 P j( ? de 8 So:lt pour cela un idéal & gauche q i de &
tel que :

3

q5¢ & o qif G
ce qui entraine 1
3) étant résiduel essentiel de. qj(C(j) dans E , relativement & 5 7' ]
a . .
(3) entraine alors :
" qy= & (& ’1‘7") -9,
ce qu'il fallait montrer.

Réciproquement : supposons que chaque anneau & i vérifie la condition (E)
pour ses idéaux A gauche, et montrons que tout idéal i gauche (L de 5
véritie (E) . Soit donc 79_8 7¢ (L. I1 existe au moins un i.ndicc j pour

lequel p,(n) ¢p(a) ycar (L = 2 ‘11(1’1(‘1)) ot n= 2 qi(pi('))
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la condition (E) appliquée & 1'idéal émche P j(C() de 1'anneau
Gj » assure l'existence d'un élément YI‘ de &, tel que :
"5 ¢ Pj(CI) ’ V]; e 53- Pj(l?) Q‘Qj = pj(CI) ‘e (sj ?."i) est résiduel es-
sentiel de pJ.((I) dans &, relativement &4 & j v; . Observons que
4y (py & (545,) qj(pj(']))j_c_ By cer qyfpy(n)) =g (0 4 & étent
1'é1ément unité de Bj R

Nous avons d'autre part qj(r];'i) ¢ X car Y]:" ¢ pj(a) . Montrons que
&= . (8 qj( 75) est résiduel essentiel de ([ dans & relativement

3 1'idéal & gauche & qj( 75) . Considérons un idéal 2 gauche C{ de B
tel que 3

q¢a qcBay(ny) = ay(Ey 93 -
Comme q c qj(éj) , nous avons 3
2 () & 2(CD ot 2@ < By
et i1 résulte : cg)j = pj(a) ‘. pj(q) . La relation (2) donne alors :
ac-. q = [g?j qi(éi)] & qj(gj) = °. qj(BJ. ?5) = 83.

Il existe des modules U vérifiant la condition (E) pour tous leurs
sous-modules, et ne vérifiant pas les conditions de chaine (D) de L. LESIEUR
et R, CROISOT (cf. p. 82 et 83 de [13] , I) , comme le montre 1'exemple sui-

vant 3

EXEMPLE 2.2(1) - g) étant 1'ensemble des nombres premiers p de N , considérons

le Z-module U somme directe des Z-modules quotients Zp = 2/pZ :
U=z
pe® P

U est un Z-module semi-simple =cf n® 3, § 3, chap. 8, BOURBAKI [3]-,
ot vérifie la condition (E) en vertu de la proposition 2.2.

(1) cf. un autre exemple & la fin de ce chapitre.
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Le sous-module O de U ne vérifie cependant pas la condition de
chatne descendante pour ses résiduels & gauche, car soit S = {p1 v Py soeey P ,...}
une suite infinie de nombres premiers P, de & y deux & deux distincts ; les

résiduels :

n
ﬁ',n=0'.(z ai)s piz==p1'p2 eoo an
i=1 i=1
(ot a8, est un générateur du sous-module Zp de U) forment une suite infinie

strictement décroissante. i

Observons que tout idéal premier pZ de Z est résiduel & gauche propre

premier de 0 , car :

0 °, a,p = p ; a.p étant un générateur du sous-module Zp .

P

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES D'UN MODULE VERIFIANT LA CONDITION (B).

PROPOSITION 2.4 - Le radical tertiaire Q d'un sous-module X # U est 1'in-
tersection des résiduels essentiels de X , pas nécessairement en nombre fini.
th. est un résiduel & gauche propre de X ; si X est tertiaire, Q est
idéal premier (cf. Proposition 2.1 de (8], II)“) .

Observons tout d'abord que tout résiduel essentiel de X est élémentaire :
si gj =X ‘. Y est essentiel par rapport &4 Y, pour tout y € Y, y ¢ X
on a 9 =X °. (y) et & est essentiel par rapport & (y) .

Soit ﬁ) 1l'intersection des résiduels essentiels de X (il en existe
d'aprds la condition (E)) ; Considérons un élément Pé& et un résiduel es-
sentiel & =X °. (y) de X relatif d (y) .

y¢ X et Pécﬂg Sy € (y) tel que y'¢ X et fs*y'g‘-_ X3
d'od Pé X°. (y') = @ , car & est essentiel ; par suite ngt.

Inversement soit ote.% et y ¢ X ; d'aprds la condition (E) il existe

y e,y gé X tel que Q)- =X °. (y') soit résiduel essentiel de X
relativement & (y') ; come xe Jb on a bien X E* y! C X et ole@.

(1) Cette proposition est appliquée & 1l'exemple 2.2, & la fin de ce chapitre.
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L'ensemble des résiduels 3 gauche de X est une famille de Moore sur
les parties de & (cf. par ex. la définition p. 8 du § 4 de [5]). R est
donc résiduel & gauche (propre) de X , et il est premier d'aprds la proposi-
tion 1.4, lorsque X est tertiaire. En particulier cela prouve le théordme
2de 81, 1,

Cette proposition 2.4 a le m8me énoncé que le théordme 1.4 de (13), III ,
établi au moyen de 1l'axiome (D) de [13] , I , et elle permet de caractéri-

ser, sous la seule condition (E), les sous-modules tertiaires de U , au

moyen des résiduels essentiels comme il est fait dans [14] au théordme 1 ot
dans [13] , III , au théordme 3.1 , & savoir 3

THEOREME 2.1 - Le sous-module X # U est gﬂ-tertiaire(z) si, et seulement si,
il possdde un et un seul résiduel essentiel. Ce résiduel essentiel unique
est GV, ot IU est un idéal premier (cf. théordme 2.1 de [8] , II)

Si X#U est Q-tertiaire, 8?. contient tout résiduel essentiel Q
de X (d'apres le a) de la proposition 1.4) ; la proposition précédente 2.4
montre que c@ = g> .

Inversement, supposons que X ait un résiduel essentiel unique g)
La proposition 2.4 montre que .-SP = Q(X) « Montrons que X est tertiaire 3

soient x€ 8 et y € U tels que xE*¥y C X et y & X .

La condition (E) entraine l'existence de y' € (y) tel que y' f X
et &' =X"'. (y') est résiduel essentiel de X ; donc L =x'.(y) et:

x€Xx'..Ncx(y)=F =RE
THEOREME 2.2 - La définition d'un sous-module tertiaire (1.2 de la présente étude)

est équivalente & la définition donnée dans B3] , 1, (cf. le rappel (1)
donné & la proposition 1.3).

(1) Si 1'anneau & est artinien & gauche, le radical tertiaire d'un sous-

module tertiaire T # U est un résiduel & gauche propre premier.de T .

(2) i.e. X est tertiaire, et son radical tertiaire est 3?. .
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La deuxidme définition entraine la premidre d'aprds la proposition 1.3 .
Réciproquement, soit un sous-module X # U tertiaire au sens de la définition

1.2 . Si X n'était pas tertiaire au sens de [13] s I , 11 existerait un
idéal bilatlre Jt et un sous-module Y tels que :

x. ¥ 0rex , x.ohbox , réx .

Soit alors y € Y, y ¢. X ; en vertu de la condition (E) il existe
y € () ,y & X, avec G =X *. (y') résiduel essentiel de X relatif
3 (y') . D'aprds le théordme 2.1, $ = a , radical tertiaire de X .

D'autre part X .° & OX etla proposition 1.5 entrainent -%_C_@.
Donc IR =x". (y') entraine y'€ X Rex.; Jb ; compte tenu de
YYE Y etde (X.° ﬁ)) N YC X, on aurait y' € X, ce qui est impossi-
ble.

DEFINITION 2.2 — Un sous-module X £ U est dit unirésidué s'il possdde un, et un
seul, résiduel a gauche propre premier. Si g) est ce résiduel unique, on dit

aussi que X est c?_—unirésidué.
C'est la définition donnée par exemple au théordme 3.1 de [13] , III .

THEOREME 2.3 - Tout sous-module ‘vg_)_—unirésidué est Q—tertiaire (cf. théordme 2.2
de [8] , 11) .

C'est 1'énoncé du théoréme 7.2 de [13] , I § mais la démonstration de
ce théordme utilise la condition maximale sur les résiduels d gauche du sous-

module, par conséquent ne peut s'appliquer ici.

Soit donc un sous-module X , SP ~unirésidué ; X # U sans quoi X
n'aurait pas de résiduel propre (premier). Comme tout résiduel essentiel de
X est premier (proposition 2.1), et que X possdtde des résiduels essentiels
en vertu de la condition (E), il résulte que X possdde un résiduel essentiel,
et un seul, qui est 8) « X est alors g)—tertiairo d'aprds le théordme 2.1,

Rappelons la définition d'un sous-module primal donnée au § 4 de [13], I,
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DEFINITION 2.3 - Un sous-module X est dit primal si les relations : X . tﬁ 20X

et X .° :% D X impliquent : (X."% ) O (x.° it)ox; & .t &,

1
étant des idéaux bilateére de & o

On obtient alors, comme & la propriété 7.1 de [13] , I , le théordme :

THEOREME 2.4 - Tout sous-module tertiaire est primal.

C'est une conséquence immédiate de 1'équivalence des définitions donnée
par le théordme 2.2,

Indiquons une proproété des résiduels essentiels minimaux, sous une hy-

pothdse plus forte que la condition (E) ;

PROPOSITION 2,5 - Soit X un sous-module de U , distinct de U , vérifiant la
condition (E) et la condition minimale(m) sur ses résiduels & gauche ; dans
ces conditions, X ne possdde qu'un nombre fini de résiduels & gauche propres
premiers minimaux (en tant que résiduels i gauche propres premiers), et qu'un
nombre fini de résiduels essentiels minimaux.

X #£ U possdde des résiduels & gauche propres premiers en vertu de (E) ,
ot des résiduels A gauche propres premiers minimaux en vertu de (m) . Su
posons que 1l'ensemble Q des résiduels & gauche propres premiers minimaux de
X soit infini. Il existerait alors une famille infinie dénombrable
91 , 92 gecsy Qn yooo d'éléments de Q , deux 2 deux distincts. Considé-

rons alors la suite décroissante :

&2 & n@zgginQZnQ 2.,.2%. n& N...08 2...

Supposons que 5)1 (\92 ﬂ“oﬂg)n= 91 0920 ...ﬁg)n(\g)n+1 (n31);

g) 02 0oe SPDQ 3)"” et Qnﬂ premier entrainent l'existence de i < n

c{ . _ .
tel que cJ Jn+1 ; et d'aprds la minimalité de le , 9’1 = Qnﬂ ce qui

est contraue & l'hypoth¢se "deux & deux distincts"”,

(1) est alors une suite strictement décroissante et infinie de résiduels

3 gauche propres de X , ce qui contredit (m) .

M8me méthode pour prouver que X n'admet qu'un nombre fini de résiduels

essentiels minimaux.
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REMARQUES -~
1) Le radical tertiaire de X est alors intersection d'un nombre fini de rési-
duels essentiels de X ,

2) Les conditions de la proposition 2.5 sont en particulier réalisées lorsque
& est artinien 2 gauche ; le résultat se trouve alors renforcé par la
proposition 3.3 du chapitre III.

Terminons ce paragraphe par une propriété qui sera utilisée plus loin.

PROPOSITION 2,6 - Soit X un sous-module I -tertiaire de U , distinct de U ;

X & la propriété suivante &
Ey ¢X entraine & =X °. Ay et dy ¢X

C{ désignant 1'idéal a gauche T = (X *. y) .° g ; $® est alors résiduel
essentiel de X relativement 3 Ly .

I1 existe A€ & tel que Ay ¢ X ; D'aprds la condition (E) on peut
trouver y' € (Ay) tel que y' ¢ X et que X °, {y') soit résiduel essen-
tiel de X relatif 3 (y'). On a alors g)s X * (y') (cf. théordme 2.1).

Mais (y') = (\'] ¥y avec X' € (| , par suite 9()'] y <X, ou
M e@ .y Pl et (NMyecAys Clygéx car (N yEXS

P=x.(Nly2x". Ay.

D'autre part, par définition de O, g) € X°'. Xy . Enfin Pa=x". ay
est résiduel essentiel de X par rapport 3 (Iy , car il est résiduel i gauche

propre maximum de X .

EXEMPLE 2.3 - Module vérifiant la condition (E) pour tous ses sous-modules, en
lequel le sous-module nul ne vérifie aucune des deux conditions de chaine pour
ses résiduels & gauche.

\

Considérons, comme & 1l'exemple 2.2 le groupe additif :

v= P =z

pe® P
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Soit . B = | ! tn 1'anneau produit des anneaux 81) , identiques & 1l'an-
PE
neau des entiers 27 , pour tout indice p € 8) B

Pour (e ) =X€ 8 ot (;p) =x € U, (x_étant la classe
el pe® P
modulo. pZ de 1'élément x de 2Z) définissons oKX par :

oxx = (¢ x )

P Pre®

Pour cette loi de composition externe U est alors un 5-module unitaire.
Zp s'identifie & un sous & -module de U , et est un S -module simple
(puisque c'est un Z-module simple) ; le & -module U est semi~simple, donc

vérifie la condition (E) pour tous ses sous-modules (d'aprds la proposition
2.2, ¢).. ’

Indexons les nombres premiers de g) par les entiers naturels,
9’{1’1 ’Pz yoooay an“o} ’ Piiépj si 19‘3 °
Pour chaque entier n désignons par & n 1'ensemble fini

Qn = {p1 » Py reces Pn} , et considérons le sous-module Yﬁ de U. cons~

titué des éléments y = (y ) tels que ;p = 0 pour tout indice,
PE

P E & n’ (le support fini de y est contenu dans le complémentaire de Q)n

dans & ) ; par des identifications évidentes :

Y= @D 1z
npﬁg)np

et nous trouvons aisément que tﬂ’:n =0 °, In =< I ‘ g P) X l P2

red, A0

Le sous-module nul O possdde donc une chafne ascendante stricte infi-

nie de rés‘ 1du015 at ga.D.ChO propres °
:ﬂ; C fj?; eoo qjt C 90a

D'autre part, définissons les sous=-modules de U 3

Y = @ Z 3
2Ty, ¥
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les résiduels &' =0 ", ¥' = l I pilx g constituent une
n n & ®' P
ped) r¢P,

chatne descendante infinie :

&;3(%53'003‘%;3...;

Zp étant identifié & un sous-module de U , les résiduels essentiels de O

sont en nombre infini et donnés par 3

0°. Zp=39p=(p z) x(w]g) l 6“1’) .

eJ-{p}

Le radical tertiaire Q de O est, d'aprds la proposition 2.4,

@=’ ! (p 2)
PE

-
CHAPITRE III
-t
COMPARAISON DES SQUS-MODULES TERTIAIRES ET UNIRESIDUES

Dans le cas abstrait traité dans [13] , I , il existe des exemples pour
lesquels un élément tertiaire n'est pas unirésidué (cf. exemple d) , p. 111
de [13] y I). Mais dans le cas des modules ou anneaux satisfaisant aux con-
ditions de 1'axiome (D) de [13] , I , il n'a pas encore été possible de trou-
ver des exemples pour lesquels les deux notions se séparent (un élément tertiaire
qui ne soit pas unirésidué). L'équivalence des deux notions est par contre connue
dans le cas d'un anneau artinien 2 gauche (cf. théordme 7.3 p. 467 de [13] , II).
Le présent paragraphe a pour objet 1'étude, dans certains autres cas, de cette

équivalence.
1. RESIDUELS A GAUCHE PROPRES PREMIERS DE X .

PROPOSITION 3.1 - Soit X # U un sous—module g)_ =tertiaire vérifiant la condition (E)
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et la condition minimale g_gl pour ses résiduels & gauche(1) s 8i P =X"°.7Y

est un résiduel & gauche propre premier de X , distinct de Q , alors il

existe un élément y € Y tel que 3

a) g).___x°° (y) ’ @:X’.ay avec CC=(X’.y) o°9 et CIfo’
'c® et Pea.

b) 1'idéal a gauche 6 =X °. y est & —tertiaire et Pt c.
G- x.8=M5".8, &P=m". .
) Ty=x.P)n By,

et ¢+ " 2?6 est idéal bilatere et ﬂ; c (" entraine " ﬁ; c @ tow,

Preuve de a) Q' #9 et 9' c Q entraine L(P' c ;(f) . La condition (m) et
1'0) =irréductibilité de 1'idéal premier §'  sur les idéaux bilatdres de © ’
montrent que G est résiduel élémentaire de X 3

Pr=x"°.(y) avec y€Y et y¢Xx.

On a 8y¢x ,car BycX entraine S(y)c X et & = &'
la proposition 2.6 s'applique et § =x". Ay avec Uy¢X.

Enfin supposons 9 c & 3 cela entraine 3
Qz(y)=92yg8’aygx ou 9)2g9' ’
ce qui est impossible car 53 ' est premier ne contenant pas 9 .

Preuve EEL) : NG est @—tertiaire d'aprés la proposition 1.6, On a {P' - HG car
Q' y= c(P' (y) € X ; mais 8)' = MG est impossible puisque g’ est premier
distinct de & et que MG est 8) —tertiaire. (J serait résiduel propre de $ ),
donc 8" c MG.

D'autre part, par définition de (7 , on a MGc (X, et G
impossible car alors ({y = Iy c X .

a  est

(1) ce qui est en particulier réalisé par 1l'axiome de chatne (D).
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Preuve de c) : Posons 93 = X °. B ; P'c (L entraine $'8 cPrc X ot
& c §3 . D'autre part 5359(1 entraine 8333 Eycx, 3’33()') cX,
3’53.;83' avec 3’¢£P' et é" premier, d'od 3393" .

Pour montrer la seconde relation observons de m8me que 5’ ' C MG entraine
Grc M. & ;5 de Mclon abduit NG .Ec .5 = ', d'od
gr=M".8 .

Enfin MG étant & ~tertiaire, 8) est résiduel A gauche propre de 0 :

@t (H6.°8) =15 T -

Preuve de d) : Soit Jbc CL ; onapxyggdygx , par suite S’Jt(y)gx
et Q&QQ' entraine thg)' . .
D'aprds la définitionde & : TLyc (X .°& )N Ey ; soit alors
z €(X .'g))ﬂay; z est la forme zs)yex.'g) , d'ol Nel et
Ay € &y .

Une premidre conséquence de cette proposition est le théordme de transfert
suivant :

THEOREME 3.1 - U est un & -module A gauche vérifiant les conditions (E) et (m)
(1)

Si, dans 1'anneau & , tout idéal A gauche (propre) tertiaire est uniré-
sidué, dans le module U 1les notions de sous-module (£ U) tertiaire et de

de la proposition 3.1 , pour tous ses sous-modules

sous—module unirésidué coincident.
Le radical tertiaire du sous-module est alors le seul résiduel a gauche
propre premier de ce sous-module (cf. Théordme 3.3 de (8] , II).

La condition (E) étant réalisée, tout sous-module & —unirésidué (donc
sous-module propre) est & ~tertiaire (cf. théordme 2.3).

Inversement, si X # U était E-tertiaire, sans 8tre unirésidué, X
Possdderait un résiduel & gauche propre premier <J’' distinct de & . D'apris
la proposition 3.1 il existerait un idéal & gauche M de & , distinct de & ,
qui serait & ~tortinire et admettrait G = #°.& comme résiduel a gauche

(1) ce qui est en particulier réalisé par 1'axiome de chatne (D) .
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propre premier 3 et par suite M0 serait tertiaire sans &tre unirésidué, ce
qui est contraire & 1'hypothdse.

Nous allons étudier quelques cas de cofncidence des deux précédentes

notions.
2. CAS D'UN ANNEAU & ARTINIEN A GAUCHE,

Les conditions (E) et (m) sont réalisées pour tout & -module &
gauche U , De plus, il est montré dans [13] » II , au théoréme 7.3, que
si & est artinien A gauche, pour qu'un idéal & gauche propre soit
& ~tertiaire il faut et il suffit qu'il soit & -unirésidué. Le théordme 3.1

s'applique donc et 3

THEOREME 3.2 - U étant un & -module & gauche sur un anneau artinien 3 gauche,
pour que le sous-module T # U soit 9_)_ =tertiaire il faut et il suffit qu'il
soit 9_3_ =unirésidué. ' ‘

Ce théortme est le théordme 3 de [8] s I =cf, aussi remarque suivant
le corollaire 3.1=. Des résultats beaucoup plus précis peuvent 8tre obtenus,
3 1l'exemple de ceux obtenus dans [13] , II, aux théordmes 8.2 et 8.3 qui

s'énoncent 3

Théordme 8.2 ¢ Dans 1'anneau €  artinien a gauche, pour Q # &
les quatre notions d'idéal & gauche 9 =primal, 8’ ~tertiaire, g ~unirésidué

et 9 -secondaire cofncident,

Théordme 8.3 : si 1'anneau artinien d gauche & possdde un é1ément
unité & gauche, les quatre notions d'idéal & gauche primal, tertiaire, uni-

résidué et secondaire cofIncident.

A cette fin, utilisons le théordme 8.1 de [13] , II :
Dans un anneau artinien & gauche, tout idéal bilatdre propre premier est
maximal (en tant qu'idéal bilatdre propre).

On en déduit s

PROPOSITION 3.2 -~ L'ensemble i des résiduels & gauche propres premiers d'un
sous-module X #£ U est fini et non vide ( & artinien 2 gauche) .
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En effet Q n'est pas vide en vertu de la condition (E) , et Q vérifie
la condition maximale (et minimale) d'aprds le théordme 8.1 de [13] s II o La
démonstration du théordme 2.1 de [13] ; I (tout élément n'admet qu'un nombre
fini de résiduels & gauche propres premiers) utilise la condition maximale sur
les résiduels & gauche propre premiers de X , et la condition maximale sur les
résiduels & droite de X (équivalente & la condition minimale sur les rési-
duels & gauche de X en vertu de la proposition 1.1 de [13] s I). Ces con-
ditions se trouvait réalisées lorsque & est artinien i gauche, la preuve de
la proposition 3.2 en résulte.

La propriété 2.4 de [13] , I , appliquée au cas des modules s

Quel que soit le sous-module X ; on peut trouver un nombre fini d'idéaux
bilatéres premiers Qi (i =1, 25000y k) tels que ¢

K k
S.cx.uvc &
T.] 9% () %

est valable; car elle n'exige que la condition maximale sur les résiduels
& droite de X .

D'autre part, la condition (E) et la Proposition 3.2 entrainent que tout
résiduel & gauche propre de X # U est contenu dans un résiduel A gauche propre
maximal de X (deux possibilités selon que & est ou n'est pas résiduel a
gauche propre de X) ; il résulte que le théordme 2.2 de [13] , I , est aussi
valable :

Pour tout sous-module X , la condition X .’53 =X équivaut & la condi-
tion@¢.)'t) pour tout résiduel 3 gauche propre maximal J‘b de X .

Il résulte de ces diverses observations que les théordmes de [13] y Iy
sur la caractérisation des é1éments secondaires et primaux par leurs résiduels

& gauche propres premiers, sont valables ici. Rappelons-les (cas des modules) 3

Théordme 4.1 de [13] ;, I s Pour que le sous-module X # U soit primal,
il faut et il suffit qu'il admette un seul résiduel & gauche propre maximal.
Si g) est ce résiduel, on dit que X est Q_)_ «primal.

Théordme 6.1 de [13] , I s Pour que le sous-module X # U soit secondaire,
il faut et il suffit qu'il admette un seul résiduel a gauche propre g) pre=
mier qui soit idéal bilatdre premier maximal contenant X °. U . On dit que
X est !g)_ =secondaire,
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I1 est maintenant possible de montrer le théordme :

THEOREME 3.3 = U étant un 3 -module a gauche sur 1'annesu artinien d gauche & ’
pour & # & 1les quatre notions de sous-module (# U), "8 ors J ~primal, & d’~tertiaire,
9 unirésidué, g ¢ -gecondaire coIncident (c'est le théordme 4 de [8] , I).

En effet, les implications 3
9 -gecondaire =—> 8) ~unirésidué === 8’ ~tertiaire === Q —primal
résultent : la premidre du théordtme 6.1 de [13] , I , déjd cité, la deuxidme
du théordme 2.3, la troisidme du théordme 2.4 et du théordme 4.1 de [13,1,
déjh cité. ‘

Inversement soit X_# U un sous-module Q ~primal avec 9 # E .
Tout résiduel i gauche propre premier de X est distinct de & (d'aprds
& 4 & ot le théordme 4.1 de [13] , I) et est résiduel A gauche propre maxie
mal de X (théordme 8.3 de [13], II), par suite est confondu avec 9 (théo-
r8me 4.1 de [13] , I)e X est donc g’ ~unirésidué ; mais & ne contient stricte-
ment aucun idéal bilatdre premier de & (théordme 8.3 de [13] , II), X est
alors $’-secondaire (théordme 6.1 de [13], I).

COROLLAIRE 3.1 = U étant un & -module A gauche uniteire sur 1'annesu unitaire 5
artinien A gauche, les quatre notions de sous-modnlo (# U) 9 D) —primal, & < ~uni-
résidué, Q -gecondaire, _@ ~tertiaire, coIncident.

Dans ce cas, en effet, il n'existe pas de sous-module distinct de U et
admettant & comme résiduel & gauche propre.

REMARQUE - Le théordme 3.2 peut aussi s'établir sans utiliser le théordme de transfert
3.1, lorsque & est artinien & gauche. En effet tout résiduel A gauche propre
premier &' = X °. Y du sous-module & -tortisire X(f U) est de la forme
S ax'.s y 8 étant un sous~ensemble fini non vide de Y tel que
SOX=fg.5i EScX,alors @ =& =& .51 ESEX, 1o théordme 1.4
montre que PruX"’. 8 est 9 -tertiaire ce qui exige alors que G - 3’ .
X est bien 8’ ~unirésidué.
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3. CAS D'UN ANNEAU NOETHERIEN & DONT TOUS Lii? IDEAUX A GAUCHE SONT BILATERES.

THEOREME 3.4 - Dans un anneau noethérien & gauche E e lequel tous les idéaux &
gauche sont bilatdres, les notions d'idéal & gauche propre (bilatdre),
‘?_-tortiairo b droite (en tant qu'idéal a gauche) et d'idéal d gauche propre
& -unirésidué, cofncident (cf. théordme 3.1 de [8] , II).

Les conditions d'application (E) et (m) de la proposition 3.1 sont
vérifides pour la structure de & -module a gauche de 1'anneau & . Si un
idéal d gauche X ¢ & , & ~tertiaire, admettait un résiduel i gauche pro-
i)ro premier 9' =X ", Y distinct de 9 » i1 existerait (d'aprds la pro-
position 3.1) un idéal & gauche HG ¢ & qui ne serait pas bilatdre ; (si HG
était bilatdre il serait confondu avec &' d'aprds le d) de cette mbme
proposition).

COROLLAIRE 3.2 - Soit U un module A gauche sur 1'amesu & vérifiant les condi-
tions du théordme 3.4 ; si U satisfait & la condition minimale (m) pour les
résiduels A gauche de ses sous-modules, les notions de sous-module (¥ U)

g’ ~tertiaire ot de sous-module & -unirésidué cofncident.

& étant noethérien i gauche, U satisfait & la condition (E) pour
tous ses sous-modules. Il suffit alors d'appliquer le théordme 3.1, compte tenu
du théordme 3.4.

4, CAS D'UN ANNEAU NOETHERIEN A DROITE.

L'étude est alors possible pour les idéaux bilatdres de & « Auparavant
établissons la proposition :

PROPOSITION 3.3 - Soit & un idéal bilatdre d'un anneau & » vérifiant la condi-
tion maximale (M) pour ses résiduels & droite &b s , O S est un sous-
ensemble non vide quelconque de & . L'idéal Jb 2 1a propriété ¢+ "ES $ %
ot X est &Ptertiaire b droite" =%, S est @ —tertiaire (2 droite)".

(M) est équivalente & la condition minimale sur les résiduels e% ‘e S,
car les applications :



§ e— *'.S et S —— %.'S

détinissent (par leurs restrictions) une application biunivoque anti-isotone de

1'ensemble des résiduels & gauche %*. s (qui sont des idéaux A gauche)

sur 1'ensemble des résiduels & droite &% .° S (qui sont des idéaux A droite).
Supposons alors que £ soit @-tertiaire  droite (en tant qu'idéal

A gauche) et que &S ¢ . D'aprds la condition minimale précédente il existe

wne partie fine S telloque S, S5, sSN&ag, H'.s= K. 5

ot £, 8, st 3’ ~tertiaire d'aprds le théordme 1.4.

THEOREME 3.5 - Soit & un anneau noethérien 4 droite j un idéal propre bilatdre ﬁ,
de & oest c?_ ~urilrésidué si et seulement si il est g ~tertiaire & droite
(en tant qu'idéal A gauche). (cf. théordme 3.2 de [8] , II).

La condition (E) est vérifiée par la structure de & -module & gauche
de 1'anneau & ; tout idéal a gauche 9 ~unirésidué est alors & -tertiaire
d'aprds le théordme 2.3.

Inversement, soit % # GA un idéal bilatdre 8) ~tertiaire. Soit aussi
g" - * ‘e Y' un résiduel & gauche propre premier de ‘ﬁ .ona P ¢ 8’ .
si Sved yalors ' =& =9 .51 ET ¢ & d'aprds la proposition
3.3, g" = -ﬁ ‘e X' est 3)-tertiaire, ce qui entraine $' = ,_CP . éﬂ’; est
bien & -unirésidué.

-

CHAPITRE IV

-l

SIMILITUDE DANS LES TREILLIS MODULAIRES

-

1. HYPOTHESES ; NOTATIONS ; DEFINITIONS.

Tout au long des chapitres qui suivent, (L) désigne un treillis modulaire,

N —continu et complet ; nous renvoyons pour les définitions et propriétés usuelles

aux "Legons sur les treillis" de M.L,JUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT [e] .




- 35 -

Les éléments de (L) sont notés par les capitales d'imprimefie
Ay Byeooy Xyeee L'union (borne supérieure) et 1'intersection (borne inférieure)
de (L) sont respectivement écrites U et N , L'élément universel ot 1'élé=
ment nul de (L) sont désignés par U et O,

En raison des applications au treillis des sous-modules d'un module, ou
b celui des sous-groupes distingués stables d'un groupe A opérateurs, la rela=
tion d'ordre A < B dans (L) se lira indistinctement : A est inférieur ou
égal b B, A est contenu (ou plongé) dans B, B contient A, B est
une extension de A dans (L) . '

On appelle quotient A/B 1le couple formé de deux éléments de (L) tels
que B A j 1l'ensemble (Z) des quotients de (L) est ordonné en treillis
par restriction & () de l'ordre du treillis produit (L) x (L) (1) ; au
quotient A/B est associé le sous-treillis de (L) , ou segment, constitué de
tous les §léments X de (L) tels que B < X <A ; ce segment sera noté aussi
AB 3 pour 1l'ordre induit par celui de (L) , A/B est modulaire, N —continu
et complet.

Deux quotients A/B et C/D sont dits transposés (cf. G. BIRKHOFP
p. 72 [2]) si 1'un des couples de conditions suivantes est réalisé

a) B=AND e C=AUD
b) D=B0NC et A=BUC

On sait que, dans ces conditions, l'application T —>T UD
(resp. T—> T NC) réalise un isomorphisme des treillis A/B et C/D
(cf. 1a propriété 3 p. 63 de [6] , ou le théordme 6 p. 73 de [2]). Dans le
cas particulier du treillis des sous-groupes distingués stables d'un groupe &
opérateurs, deux groupes quotients transposés A/B et C/D sont isomorphes en
tant que groupes a opérateurs (cf. par exemple le théordme 6 p. 83 du chapitre 1
de [3]).

Deux quotients A/B et C/D sont dits semblables (cf. O. ORE p. 430 ,
I [19]) ou projectifs (cf. G. BIIKHOFF p, 72 [2]) s'il existe une suite finie
de quotients x'/r‘ gecey xi/Yi yeess A'n/Yn , telle que deux quotients succes-
sifs soient transposés, et que A/B = x‘/Y1 , C/D= ){n/Yn ; les treillis A/B
et C/D sont alors isomorphes. En particulier, lorsque deux quotients A/B ot

(1) A/B<C/D signifie: A<C et BgD.
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C/D wérifient 1 AN DwBNC et AUD=B UC (AB et C/D sont des
segments correspondants de A. CHATELET), ces deux quotients sont serblables,

2. UN THEOREME DE SIMILITUDE.

Dans la suite, il sera fait usage de la proposition suivante 1

PROPOSITION 4.1 - Soient A , B , H, trois éléments de (L) tels que :
HOA=HN ‘B (= N)
Posons A‘B(HUB)OA B‘n(HUA)ﬂB

1°) Les quotients A‘/N et B’/N sont semblables, et 1'isomorphisme corres-
pondant : T—> (T U H) N B laisse invariant tous les §1éments de (A N B)/N .
2°) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) A=A NB

b) B‘ =ANB

¢)N =H 0 (AU B)

Preuve : Posons F= (H U A) N (H U B)
1°) A’/N et F/H sont des quotients transposés car :

HOA‘-HO(HUB)(]A-HQA-II ,
HUA = nu[.m(nun] = (HUA)N (HUB) = P ,
puisque (L) est modulaire ; et
T=—>TUH est 1'isomorphisme associé.

De m8me, les quotients F/H et B1/N
sont transposés, 1'isomorphisme associé
étant s T—> TNOB , car

B TﬂBl-Tﬂ(HUA)OBzTOB,
lorsque T F .

A‘/N et BI/N sont donc semblables,
1'isomorphisme associé o : T —> (TUH)N B
étant le composé des deux isomorphismes
précédents.

¢ laisse invariant tout élément 2
de (ANB)/N ; en effet, Z <B,
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N=HNBg Z, et la modularité de (L) entratnent :
(ZUH)NB=aZUMENB) =2 .

2°) Montrons tout d'abord que i'élément H' = H N (A UB) peut remplacer H
dans les expressions définissant A, et B1 « Soit TS AUB,
(rum)ﬂ.&-{ru [u n(Aun)]} NA=(TUE)N(AUB)NAa=(TUH) DA
De m8me
(TVE')NB=(TURNB.

Il suffit alors de faire respectivement T =B et T.= A dans chacune
des égalités précédentes pour obtenir

A= (H'UB)NA B, =(H'VUANB .
Supposons maintenant que A = ANB ., (L) étant modulaire 3
B=BU(ANB) =BUA =BU[ANBEUR)| = BUANNEBUW),

mais 1+ H' { AUB, B=H'U[BO(AUB)] = U B, ce qui entratne 1
H=aHNB=HN(AUB)NB=HONB=N,
Inversement, supposons que H' = N , alors 3
.A1=(H'UB)ﬂAs(NUB)ﬂA-BﬂA.

On démontre de m8me 1'équivalence des conditions b) et ¢) .

REMARQUE -~ La proposition 4.1 se transforme aisément en une proposition duale, le
principe de ‘dualité §tant valable dans (L) (cf. M.L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR
et R, CROISOT, p. 59 [6]).

'COROLLAIRE 4.1 - Lorsqu'un sous-treillis de (L) a pour diagramme 3

E
les six quotients A/E , B/E , C/E , D/A, D/B , D/C , sont deux & deux
semblables.
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I1 suffit d'appliquer la Proposition 4.1, ou sa duale, Par exemple,
avec le choix s

H—C A=A B—>B ,

on obtient la similitude de A/E et B/E .

3. DBCOMPOSITIONS DIRECTES,

Lae plupart des définitions et propriétés de ce paragraphe ne sont pas

originales ; elles sont néanmoins rappelées et numérotées pour la commodité
des renvois aux références.

DEFINITION 4.1 = Z étant un élément dorné de (L) , un élément A de (L) est
union directe sur Z des n éléments Ay s Ay yeeey A, de (L) 1lorsque
les conditions suivantes sont réalisées 3

n
1) a=l) a;
i=1

20) Ay s Ay yeeey A, somt U -indépendants sur Z , c'est-d~dire i

Vi, Ain(yi A))=Z VA AT .

(cf. G. BIRKHOFF p. 94 et 74 de [2]) . n
Lorsque Z = 0 (cas usuel), on écrira 1 A= @ Ai .
i=1

PROPOSITION 4.2 - Pour que n éléments A, , A, yeeey A , de (L) soient
1 2 n
U -indépendants sur Z , il faut et il suffit que

A #Z ot AN(AUAU..UA V=2 , (=2 3..0).

C'est, sous une forme équivalente, le théordme 21 p. 435 de O, ORE, I REIN
Sa démonstration utilise 1l'axiome de modularité. Un corollaire de cette propo=-

sition sera fréquemment utilisé par la suite 3

COROLLAIRE 4,2 - Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) A‘OA2=A30(AIUA2) .
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b) AzﬂA3 A1D(AZUA3)o
c) A30A1=A20(A3UA1).

Si 1l'une d'elles est réalisée, les six éléments ainsi écrits sont égaux, et :

A = (A1 UAZ)D(A1 U AB) 3 Ay = (AZU A3)f\(A2UA1) 3 Ay = (A3u A1)ﬂ(A3UA2) .

En effet l'une des conditions écrites exprime que Al’ A2, A3, sont U -in~
dépendants sur Z = A1 N A2 = Azﬁ A3 = AB N A1 » Pour obtenir les trois dernidres
relations il suffit d'utiliser la modularité de (L) , par exemple :

s

(AUA)H(AUA)—AU[%“(AUAB)] =A 0 (a0A) =4 .

PROPOSITION 4.3 - Soient n éléments A‘, areeey A ’ (_)_-_i_ndépendantg sur 7,

Posons A —-U A)\ o
A

a) Pour deux sous-ensembles non vides disjoints i‘, et 33 de {1, 25000y n} ’
Z= U Ai N U A, o
i€ i€s
b) Pour toute partition de {1, 25000y n} en deux composants non vides .t et c@ :
Xi = U Al .
ied ie®

c) Zz=4 NX N...NZE .

Preuve :

a) On procdéde par récurrence sur card. & o Si card. ﬂ') = 1, la propriété
résulte de la définition de 1' U -~indépendance, Supposons la propriété établie
pour les valeurs 1, 2,..., h-1, de card, & , et établissons la pour

card. & =h (h>2) .Soit i€ $ , et posons &' = H-{i} . rar
définition de 1' U -indépendance sur Z

(e (4]

D'aprés l'hypothese de récurrence :



= (L) () -

i€ ie®
D'ol il résulte (cf. corollaire 4.2) 3

e ol

ied ieR

b) On procdde également par récurrence sur card. &, . La relation & montrer
résulte de la définition de Ii lorsque card. &= .

Avec les m8mes notations et les m8mes hypothdses d'induction qu'en a) ,

on obtient 3

Qxi=(m.zinxi () e -

ied o \ieBoufi} 1 o

(S a)on Jon (U ol om)-(U ) ose UL,

ie® M \ie® ieR i€eR

€
c) D'aprds ce qui précdde, en prenant & = {1, 25000y n—I} et D= n}

La définition 4.1 et les propriétés qui la suivent se doublent des notions

duales correspondantes. Explicitons seulement la définition duale.

DEFINITION 4.2 = Z étant un é1ément donné de (L) , un élément A de (L) est

intersection directe sur Z des n éléments A, , A, ,.00y A , de (L) ,

lorsque les conditions suivantes sont réalisées 3

() P
1°) A..A1f\A20...ﬂAn.

29) A, A yeeey A , sont N -indépendants sur Z , c'est-d~dire :

)
Vi , Aiu(Q A)\)=z ’ Ai;éZ.

La proposition 4.3 et sa duale permettent d'énoncer :
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PROPOSITION 4.4 - Si A est union (resp. intersection) directe sur 2 des n
é1léments A1 ’ Az soeey An , alors Z est intersection (resp. union) directe

sur A des n éléments -A-izv A (resp. Azum Ai) .
' PP <Y PV

CHAPITRE V
-

ELEMENTS INJECTIFS DE (L)

-

1. EXTENSIONS ESSENTIELLES,

La notion d'extension essentielle d'un module introduite par ECKMANN et
SCHGEP [7] , s'étend sans modification aux éléments de (L) (cf. aussi
P. GABRIEL p. 17.02 de [9]) :

DEFINITION 5.1 — L'é1ément B > A est extension essentielle de A dans (L) si,
X étant un élément inférieur ou égal 3 B , la relation A N X =0 implique
X = O . Dans ces conditions, on dit que A est essentiel dans B .

De m8me, pour deux éléments B, A (B > A) du quotient C/D, B est
dit 8tre extension essentielle de A dans C/D, si : "X<B ,XNA=D"
implique "X = D" , On dit aussi que A est essentiel dans B/D .

REMARQUE - Dans le treillis des sous-objets d'un objet d'une catégorie, R. DEHEUVELS
définit un sous—-objet épais E d'un objet C par la propriété :

H sous-objet de C, et HNE=0 = H=0 ,

ce qui équivaut & dire que C est extension essentielle de E , ou que
E est élément essentiel du treillis des sous-objets (cf. définition 2.3 de
ce chapitre V).

Un couple A CB de sous-objets de C est dit épais si A est épais

dans B (ce qui signifie que B est extension essentielle de A dans C)

Lorsque le treillis des sous~objets de C satisfait & 1'axiome 3
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Toute famille filtrante croissante (Bi) de sous-objets a une borne supé-

rieure Lf Bi s et quel que soit le sous-objet H , on a :
=Y
Hf\(\ll Bi) =Y (HﬂBi)

pour tout sous~objet A , il existe alors au moins un couple épais maximal
(AC B) (cf. le théordme 2.1 de ce chapitre V) et il est ainsi possible d'in=
troduire et d'étudier des sous-objets injectifs et des enveloppes injectives
(R. DEHEUVELS, cours d'analyse supérieure, Lille 1958~59, non publié).

PROPOSITION 5.1 - Soient A, B, C trois éléments du quotient E/D , tels que
A<BLC .,

Pour que C s0it extension essentielle de A dans E/D , il faut et il
suffit que C soit extension essentielle de B dans E/D et que B soit ex—
tension essentielle de A dans E/D (vérification aisée).

PROPOSITION 5.2 - Pour que E soit extension essentielle de A dans C/D , il
faut et il suffit que, pour tout C'> C et tout D'< D, E soit extension
essentielle de A dans C'/D' .

Seule la condition nécessaire ezt & prouver. Soit donc X € (L) tel que
X<E, XNOA=D". (L) étant modulaire s

PDUX)NA=DUO(XNA)=DUD" =D 3;
E étant extension essentielle de A dans C/D 1

DUX=D, ce qui entraine X <D <A, D=XNA=X.

PROPOSITION 5.3 - Soit (P) = iel (Li) le treillis produit cardinal général de
la famille {(Li)} sy de treillis (Lg) (of. déf. p. 15 [6]) . Pour que
1'6lément E = (E) 1 de (P) soit extension essentielle dans (P) de
A= (Ai) je1’ il faut et il suffit que pour tout i €1, E:L soit extension

essentielle de A dans (L)

La condition est nécessaire j soit X, € (Lj) tel que Xj < Ej ’
X ﬂAj =0, Soit Y= (Y4) 1'élément de (P) défini par : Y =X

b iel b I |

et T. =0 si i#j.Ona:
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ISE , YNOA=(Y, Na,) =03
i i iel
E étant extension essentielle de A dans (P) : Y =0, ce qui entraine

bien Xj =0,

La condition est suffisante j soit X = (Xi) 1'¢1ément de (P) tel
que X<E , XNA=0. iel
vieIl , X,<E , xiﬂ A, = 0 ; 1'hypothdse entraine :

Yie1l , X, =0 , ou X=0.

Certaines propriétés vérifiées par un élément X dans un quotient 4A/0 ,
restent valables lorsqu'on remplace A par une extension essentielle E de
A dans U/X, U étant 1'élément universel de (L) . Les deux propositions

qui suivent en sont deux exemples :
PROPOSITION 5.4 - Pour que X soit ()-irréductible dans A/0 (X < A) , il faut et
il suffit qu'il le soit dans tout quotient E/O , E étant une extension es-

sentielle arbitraire de A dans U/X .

Soit X=X‘ﬂX2 une N-décomposition de X dans E/O (J[1 ot Xzs E)

we

montrons qu'elle est triviale ;
X= (X, 00 @08 ;
X étant () ~irréductible dans A/O , cela entraine (par exemple) 2

X=X1ﬂA sy avec X1$E,

et aussi X = X1 , puisque E est extension essentielle de A dans U/X .

Supposons que (L) soit une (% )-algdbre modulaire, (¥) étant un demi~-
groupe réticulé quasi-entier complet opérant dans (L) (cf. L. LESIEUR et
R. CROISOT p. 25 & 32 de [16]) () 3 11 est alors possible d'introduire la
notion d'élément 9) ~tertiaire dans (L) , ainsi que dans toute sous-algdbre
de (L) (cf. deﬁm.t;!;_; 4 p. 66 de [16] , ou p. 105 de [13] , 1)(2)

(1) cf. aussi chapitre XI , § 2.
(2) cf. aussi définition rappelée & la proposition 1.3,
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PROPOSITION 5.5 - (L) étant une (¥)-algdbre moduleire, pour que X soit un
é1ément Q ~tertiaire de la sous-algdbre A/0 de (L) (X # A) , il faut et

il suffit qu'il soit élément Q ~tertiaire de toute sous-algdbre E/0 de (L) ,

E étant une extension essentielle arbitraire de A dans U/X .

Soit X un élément 9 -tertiaire de A/O ., Montrons que X est un élément
9 ~primal de E/O ; il suffit pour cela de montrer que X , considéré comme
élément de la (¥)-algebre E/O , admet un seul résiduel 3 gauche propre ma-
ximal (d'aprds la proposition 4.2 p. 37 de [16]).

Pour éviter toute confusion les résiduations de A/0 seront notées .°

et . , et celles de E/O seront notées .:° et °*I. .

Soit donc & =X *1. A' un résiduel & gauche propre de X (A' # X,

A'< E) . Posons N = A'U X, nous avons :
X<NKE , $H=X°.N.

D'autre part, Q: X°. Y avec X<Y=X .'Q < A . Nous avons
YNN>X car YO X =X entraine_:

- X.&P)NNNA=X,

- NNA=X, car X est élément & -tertiaire de A/0 ,

- X=N , car E est extension essentielle de A dans U/X , ce

qui est en contradiction avec X < N .,

De YNN>X nous déduisons que & =X °. (YN N) , puisque P est

résiduel propre maximum de X dans 4/0 , et
FH=x.N<X.NOD =X". NN =P ;

& est bien résiduel & gauche propre maximum de X dans E/O . Pour ache-
ver de montrer que X est Q—tertiaire de E/O , considérons Z € E/0 tel que :
X .:'@)Nz2=X; puisque X.'§ < x.'P ,X. P)azZNA=X. Mais
X est @-tertiaire de A/0: ZNA=X s et Z=X (E extension essentielle
de A dans U/X).

I1 suffit, pour terminer, d'appliquer la propriété 7.4 p. 67 de [16]
(ou bien la propriété 7.1 p. 105 de I , [13]).
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2. ELEMENTS INJECTIFS DE (L) .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module injectif
M, l'ensemble des sous-modules injectifs Q de M est identique & 1'ensemble
des sous-modules n'ayant pas d'extension essentielle propre (cf. B. ECKMANN
et A, SCHOPF [7] , ou L. LESIEUR et R, CROISOT p. 98, 99 [16]). Il est ainsi
1légitime de poser :

DEFINITION 5.2 - L'élément Q de (L) est dit injectif s'il ne possdde pas d'exten—
sion essentielle propre dans (L) .
0 et U sont des injectifs de (L) . Cette définition s'étend ainsi au
cas des quotients de (L) :
Q €C/D est dit injectif de C/D , s'il ne possdde pas d'extension es-
sentielle propre dans C/D . Ceci est équivalent & :

") <CALC"="3X , X€(L) , DKXEA , QNX=D",

Les éléments S de (L) qui possddent 1'élément universel U de (L)
comme extension essentielle, jouent un r8le particulier dans la présente
étude ; ils peuvent 8tre définis de la manidre suivante :

DEFINITION 5.3 - On appelle élément essentiel de (L) ou épais (cf. terminologie
de R, DEHEUVELS, remarque suivant la définition 5.1), un élément S ayant la
propriété suivante : SN X =0 == X = 0 . Cela équivaut & dire que S est
un élément essentiel de U/0 (cf. définition 5.1) .

R.E. JOINSON introduit ces éléments particuliers dans [11] (p. 537, II) ,
les nomme "large éléments" (cf. p. 710, III, [11]), et leur associe des
"singular submodules" qui les contiennent (cf. p. 260 [12]).

L'é1ément universel U de (L) est essentiel ; si (L) a plus de un
élément, O n'est pas essentiel. Tous les &léments différents de 0 de (L)
peuvent 8ire essentiels, par exemple lorsque (L) est totalement ordonné.
Pour qu'un injectif de (L) soit non essentiel il faut et il suffit qu'il
soit distinct de U . '
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THEOREME 5.1 - Tout élément non essentiel A de (L) peut $tre plongé dans un
injectif de (L) , distinct de U , et qui est extension essentielle de A
dans (L) .

En effet, la famille & = {-E"‘}u ed des extensions essentielles de A
dans (L) est non vide, et est inductive pour l'ordre induit sur & par celui
de (L) . Pour le vérifier, considérons une sous-famille &' = iE“}u e non
vide de & , totalement ordonnée, Le borne supérieure E -:o(kej ,EBx de cette
famille ' existe dans (L) qui est supposé complet. Montrons que E est
extension essentielle de A dans (L) :

Soit X<E , XNA=0, Par suite 1 Ve , xﬂAf)Eu-O ot
XNEK, =0, puisque E, est extension essentielle de A dans (L) .
treillis (L) étant N —continmy, X=X E =X n ke):lt,' ) ( & xn F‘,) =0.

Donc E€& ; il suffit, en vertu du théordme de ZORN, de choisir un é1ément
maximal Q de &F . A étant non essentiel, Q est distinct de U ; enfin
Q est injectif de (L) , sinon il existerait dans (L) une extension essea-
tielle propre B de Q , qui serait aussi extension essentielle de A (d'aprds
la proposition 5.1), ce qui contredirait le caractdre maximal de Q dans g .

COROLLAIRE 5.1 - Pour que S soit élément essentiel de (L) il faut et il suffit
que U soit le seul injectif de (L) qui contienne S .

Il suffit d'appliquer la proposition 5.1 et le théordme 5.1.

Les trois énoncés qui suivent permettent le transfert de la propriété
d'8tre "élément injectif" ;

PROPOSITION 5.6 = Q est un élément injectif du quotient B/A de (L) . si et seu~
lement si Q est élément injectif de tout quotient B'/A , B' étant un 616~

ment arbitraire du quotient B/Q .

Cette proposition est conséquence directe des définitions.
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PROPOSITION 5 7 = Q est un élément injectif du quotient B/A de (L) si et seu~
lement si Q est é1ément injectif de tout quotient B/A' , A' étant un 616~
ment arbitraire du quotient Q/A .

En effet soit E une extension essentielle de Q dans B/A' . E est
aussi extension essentielle de (Q dans B/A , d'aprds la proposition 5.2 .
Q étant injectif de B/A , alors E=m Q .

PROPOSITION 5.8 - Pour que 1'élément Q = (Qi) du produit cardinal général
iel
(P) = ! | (Li) des treillis (Li) » soit élément injectif de (P) , il
€l

faut et il suffit que chaque composant Qi soit élément injectif de (Li) .

Supposons que Q soit élément injectif de (P) , et soit Ej une ex=—
tension essentielle de Qj dans (Lj) $ 1'61ément A = (Ai)ie 1! défini par
A, = Ej ot A = Qi' si 1 # j, est alors extension essentielle de Q dans
(P) (cf. proposition 5.3). Q= A et Qj = Ej ] Qj coIncide avec toutes ses
extensions essentielles ; il est donc injectif.

Inversement, supposons que, Vi€l , 9 soit injectif de (Li) , ot
considérons une extension essentielle E = (Ei) e de Q dans (P) ; d'aprds
la proposition 5.3 , chaque Ei est extension essentielle de Qi. dans (Li) ’
donc EinQi y E=Q.

-Fan
CHAPITRE VI
- .
ELEMENTS COMPLEMENTS DE (L)

-fen

|« COMPLEMENTS ET INJECTIFS.

La notion de complément est étroitement liée & celle d'extensien essen-
tielle

- dans le cas des modules (cf., exposé de R, CROISOT au séminaire DUBREIL-
PISOT le 10 avril 1961, et G. RENAULT [20]) .
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- dans le cas des catégories abéliennes (¢f. P. GABRIEL p. 367 de [10]).

~ dans le cas des treillis modulaires (cf. R.E. JOHNSON p. 520 , I , de [11]).

DEFINITION 6.1 - Soit A un élément de (L) ; tout élément K de (1) maximal dans
1'ensemble des X de (L) tels que X N A= 0, est appelé un complément
relatif (ou plus sinplement complément) de A dans (L) . Un élément complément
dans (L) est un élément K pour lequel il existe A € (L) dont K soit
complément relatif.

‘Tout él1ément A de (L) admet au moins un complément dans (L) car 1'en-
semble des éléments X de (L) tels que X N A =0, est inductif et non vide
(le treillis (L) est supposé complet et ()—continu). U (resp. 0) 'a pour
seul complément O (resp. (J). On voit aisément que 3

PROPOSITION 6.1 - Pour qu'un élément S de (L) soit essentiel, il faut et il suf=-
£it qu'il possdde O comme complément (nécessairement unique).

La définition 6.1 s'étend comme suit, aux éléments d'un quotient de (L)

Soit A€ C/D, 1'élément K de C/D est dit complément de A dans C/D ,
8'il est maximal dans 1'ensemble des éléments X de C/D tels que XN A=D,

PROPOSITION 6.2 ~ La propriété " K est complément de A dans C/D " est invariante

par les translations suivantes dans (L)
8) T—+ TNH, lorsque CL D UH;

b) T—> TUH, lorsque HNCLK D .

I1 suffit d'observer, pour a) par exemple, que les deux quotienis
(DUH)/D et H/(DNH) sont transposés, isomorphes par T —> T N H , ot que
C/D est sous-quotient de (DU H)/D .

THEOREME 6.1 - Pour que A soit élément injectif du quotient C/D , il faut et il

La condition est suffisante : A est complément de B dans C/D . Soit

e e o e e s o

alors A'€ C/D tel que A'> A ; A &tant maximal dans C/D tel que
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ANB=D, A'NB>D avec A'NBNA=Dj; A' n'est pas extension es-
sentielle de A dans C/D, et A est donc injectif dans C/D .

La condition est nécessaire : Seit K un complément de A injectif dans
C/D . Montrons que A est complément de K dans C/D . Si non, il existerait
A'€C/D tel que : A' > A; A'0) K=D, Mais A étant injectif de C/D,
on pourrait trouver X € C/D tel que 1

D<XgA et ANX=D;

par suite 1t DS KN(AUX)KKNA'=D, KN(AUX)=D=ANX, et
d'aprds le corollaire 4.2 de la proposition 4.2 ,

D=XNK=ANXUK) .

La maximalité de K tel que ANK =D entrainerait :
XUK=K ou X=XNK=D en contradiction avec D <X .

REMARQUE 1 = Par la suite, tout &lément vérifiant l'une des conditions du théordme
6.1 , sera appelé indistinctement injectif ou complément de C/D .

REMARQUE 2 - Lorsque (L) n'est pas modulaire, un élément de (L) peut 8tre in-

jectif sans 8tre complément. Il en est ainsi pour

C
- 1'élément A du treillis semi-modulaire dual,
représenté ci-contre.
Au cours de la démonstration du théorame 6.1
D

nous avons obtenu :

COROLLAIRE 6.1 — Si un élément K de (L) est complément d'un injectif Q de (L),
alors Q est complément de K dans (L) .

Deux tels éléments K et Q compléments 1'un de 1'autre sont dits com-

pléments réciproques.

Deux éléments A et B de (L) sont dits supplémentaires lorsque
AUB=U et ANB =0 ; dans ces conditions, A (par exemple) est un supplément
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de B dans (L) (par définition). Cette appellation, pour éviter toute confu=
sion, n'est pas celle adoptée dans [SJ et [6] (od A est dit "complément"
de B).

PROPOSITION 6.3 - Tout supplément S d'un élément A de (L) est un complément
de A dans (L) .

Car pour S'3> S et S'MNMA=O0,o0nat
S=80(ANS)=(SVUANS" =8,

S est aussi un élément injectif de (L) , résultat qui, lorsque (L)
est le treillis des sous-modules d'un module injectif M , signifie que tout
composant direct de M est injectif. (cf. par exemple H. CARTAN et S. EILENBERG,
Prop. 3.1 p. 8 de [4]).

2. COMPLEMENTS ET EXTENSIONS ESSENTIELLES.

R.E. JOHNSON a établi les deux résultats suivants (cf. p. 520 de [11] , I) ;
énoncés dans le langage adopté ici s

PROPOSITION 6.4 - Soit K un complément de A dans (L) , pour qu'un élément E
contenant A soit extension essentielle de A il faut et il suffit que 3

ENK=0.,

PROPOSITION 6.5 = Si K est complément de A dans (L) , AUK est alors un
61ément essentiel de (L) (c'est-b~dire U est extension essentielle de A UK
dans (L) ).

La premidre de ces propositions permet d'établir :
PROPOSITION 6.6 — Soient A et B deux éléments de (L) tels que A & B . Pour

que A et B aient m8me ensemble de compléments dans (L) , il faut et il
suffit que B soit une extension essentielle de A .
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La condition est nécessaire en vertu de la proposition 6.4. Réciproquement
supposons que B soit extension essentielle de A , alors tout complément de
A est complément de B (proposition 6.4) ; soit, d'autre part, K un complé-
ment d¢ B 3 BMNK=0, et aussi AN K =0 ., Il existe alors au moins un
complément K' de A, qui contient K ; K' est aussi complément de B ,
d'aprés ce qui précéde, ce qui montre que K =K' .
PROPOSITION 6.7 - Si K est complément de A dans (L) , AUK est alors un é1é-

ment essentiel du quotient U/K .

Soit en effet X € (L) tel que X N(AUK) =K ; il résulte :
0=ANX=ANXN(AUK)=ANX , X>K,

et la maximalité de K entraine X =K .

3. COMPLEMENTS D'UN MEME ELEMENT.

Deux compléments K et K' d'un m&me élément A de (L) ne définissent
pas en général deux quotients K/O et K'/O isomorphes, comme le montre

1'exemple suivant (modulaire) :
U

0
I1 est néanmoins possible de trouver des sous—quotients K1/0 dans K/O
et K;/O dans X'/0 sy semblables et non triviaux (c'est-a~dire contenant en
commn le quotient (K NK')/0 et différents tous deux de ce quotient), dés

que K £K',

THEOREME 6.2 — Si K et K' sont deux compléments de A dans (L) , giggincts,
on peut alors trouver K1 et K; tels que :
1)KﬂK'<K1\<K et KﬂK'(K;&K';

2) les quotients K1/0 et K;/O soient semblables.



K et K' sont distincts, tous deux

compléments de A , donc incomparables :
KUK'>K' et KUK'> K.

En raison de la maximalité de K
(ou de K'), 1'élément H' = A N(KVU K')
est différent de O .

Le proposition 4.1 appliquée au choix 3

A—>K, B—>»K', H—>4,

montre que les quotients K,/O ot K;/O
sont semblables, en posant :

K,s(AUK')ﬂK , K;-(Aux)nx',

et que KNK' < K, , KONK' < K,

puisque A N(KU K') est distinct de O=KNA=K'NA .

Remarquons que la similitude donnée par ce théordme définit un isomorphisme,
lorsqu'il est appliqué au treillis des sous-groupes distingués stables, d'un groupe
& opérateur U ,

De m8me, lorsque deux éléments A et B de (L) telsque ANB=O,
admettent un complément commun K , il est possible de trouver deux sous-
quotients de A/0 et B/O , semblables et non nuls 3

THEOREME 6.3 - Soient A et B deux éléments de (L) ayant un complément commun
K dans (L) , et vérifiant ANB =0, A¥ 0, B ¥ 0. Dans ces conditions,
il existe un sous—quotient A1/0 de A/0 , et un sous quotient B'/O de B/0,
semblables et non nuls (A1 #0, B, # 0).

Preuve : Supposons tout d'abord K = O ; le seul complément de A est O =K,
A est donc essentiel (cf. définition 5.3) et t ANB = 0O =xpB = 0, co qui
est impossible.

I1 est donc assuré que K> O j cela implique KN (AUB) > 0 ; en
effet KN (AUB) = 0= ANB entraine (of. corollaire 4.2)
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(KUA)NB=(KUB)NA=0; K étant complément de A et de B
A et BSK, d'oh 0=KNA=A=KNB=B ce qui est impossible.
KN (AUB) étant ainsi différent de O , la proposition 4.1 du chapitre IV
montre que les quotients A,/O ot Bt/O sont semblables (A' =(KUB)N A

et B, = (KUA) (\B) , et que A et B sont différents de O .

Terminons ce paragraphe en indiquant une circonstance en laquelle 1'in-

tersection de deux compléments est un complément,

PROPOSITION 6.8 ~ Lorsque ANB =0 (A#0 et B #0) il est possible de trouver
des compléments K, ’ K2 s K, de A, B, AUB , respectivement, tels que

K=K NK, , K<K K<K, .

1 14
Soit en effet K wun complément de AU B

KN(AUB) =ANB =0,

Appliquons le corollaire 4.2 du cha-
pitre IV ,

(KUAJNB=(KUB)NA=0}

nous pouvons alors considérer un complément
K1‘ de A contenant KUB , et un com-
0 plément K2 de B contenant KU A ;

(K, N K,) N (AUB) =K N [A U(BﬂKz)] =K, NA=0.
Kiﬂ K,> K et la maximalité de K pour la propriété KN (AUB) =0,
entrainent : K = K1 N K2 .
Enfin K=K, entraine KUB =K, puis B=B N (KUB) =BNK=0,

1
ce qui est contraire & 1'hypothdse.

4, DEUX CARACTERISATIONS DES ELEMENTS COMPLEMENTS,
G. RENAULT a montré (cf. théordme 1 de [20]) qu'un sous-module X

d'un module M est complément dans M si, et seulement si, il est la trace
sur M d'un sous-module injectif de l'erveloppe injective E(M) de M.
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E(M) est, en particulier, une extension essentielle de M . (cf. ECKMANN-
SCHOPT [7]). I1 est possible d'étendre cette propriété aux quotients A/O
du treillis (L) , et & toute extension essentielle E de A dans (L)
THEOREME 6.4 - Soit E une extension essentielle de A dans (L) ; pour que X
s0it un élément complément dans le quotient A/0 , il faut et il suffit que
XuaKNA, o K est un é1ément complément (ou injectif) du quotient E/O .

Preuve : La condition est nécessaire s Soit X , complément de 1'élément N de
A0, XON=0. E étant un é1ément de (L) contenant A (E extension
essentielle ou non), considérons un élément K de E/O qui contienne X

et qui soit complément de N dans E/O .
KAN=0 ; ANKNN=0 et ANKEAO , X<ANK;

X étant complément de N dans A/0 : X=ANK.

La condition est suffisante 31 Soient E une extension essentielle de

A dans (L) , K un complément de H
dans E/O . Montrons que 1'élément
E X=KNA est complément de 1'é1ément

N=HNA de A/0.
Soit donc X'€ A/X tel que XM N=0O .,
(L) étant modulaire 3

[(UuBRNHNA=[x*UEND N H=
XN H=X"NANH=X'N N=03

E est extension essentielle de A 3
(X*UKNH=0
K est complément de H dans E/O :
N X XU K=K}
N =XNKeXNANK=X'NX=X
0 (car Xg X').

Le théordme suivant étend de m8me & (L) 1la proposition 1 de [20] :
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THEOREME 6.5 - Les propriétés suivantes sont équivalentes dans (L) :
1) X est un élément complément de (L) .
2) Quels que soient E et A de (L) contenant X , avec E extension es-

sentielle de A dans (L) , alors E est extension essentielle de A dans U/X ,

1) entraine 2) 3 Soit ZE€E/X telque ZNA=X. N étant un élément dont
X soit le complémen:i dans (L) : ZNNNA=NNX=0; E étant extension
essentielle de A dans (L) : ZNN=0 et Z =X, puisque X est complé-
ment de N et que X Z .

2) entraine 1) : Soit N un complément de X dans (L) . Montrons que X
est complément de N dans (L) . Pour cela considérons X'€ U/X tel que
X*NON=0'. (L) étant modulaire 3

X=X00=XO(NNX)= XUN)NZX .,

Mais NUX est un é1ément essentiel de (L) d'aprds la proposition 6.5
de ce chapitre VI ; la propriété 2) de 1'énoncé appliquée 3 E=U et 2
A=NUZX, entraine que NU X est aussi é1ément essentiel du quotient U/X ;
donc X' =X .

-
CHAPITRE VII
-fem
ENVELOPPES INJECTIVES D'UN ELEMENT

1. THEOREME PONDAMENTAL.

Lorsqu'un module A est sous-module d'un module injectif Q , nous savons
que toute extension essentielle E de A est isomorphe (relativement & 4)
3 un sous-module de Q contenant A (cf. [7] , ou prop. 10.7 de [16]).
Pour le treillis (L) , nous obtenons 3
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LEMME 7.1 - Soient Q un injectif de (L) contenant A, E une extension essen-
tielle de A telle que E ﬁ Q ; dans ces conditions il existe E1 et Q,1
ayant les propriétés suivantes 3

NENQCEKE , ENQ<Q Qe

2) Il existe une similitude des quotients E,/O et Q,/O , laissant invariants
tous les éléments de (E N 0)/0 .

EUQ> Q; Q é&tant injectif, il existe X £ 0 tel que X < E U Q
et XNQ=0,

D'autre part t X NE NA=XNENQN A=0, entraine XN E=0,

car E est extension essentielle de A ,

Le lemme 7.1 est alors une conséquence de la proposition 4.1 appliquée
auncas ¢: A—>» E, B—> 9, H—> X,

THEOREME 7.1 - Dans tout injectif Q contenant un élément donné A de (L) , il

existe une extension essentielle de A qui est élément injectif de (L) .

Preuve : Soit E une extension essentielle maximale de A dans le quotient /0
(existence assurée par le théordme 5.1 et par son corollaire). Nous nous pro-
posons de montrer que E , qui est injectif dans Q/0 , est aussi injectif dans
(L) . Considérons pour cela une extension essentielle E' de A dans (L) ,
contenant E ¢ E'>E'NQ>E> A,

E'N Q est extension essentielle de A dans Q/0 (cf. prop. 5.1 et
5.2) ; la maximalité de E montre que ¢t E'N Q=E ,

Supposons que E'> E ., Dans ces conditions E' # 0 , en raison du ca~
ractdre maximal de E . Le lemme 7.1 montre alors qu'il existe E; et Q,

ayant les propriétés :

EL E; £ E , EXL Q1 £Q , 11 existe un isomorphisme de treillis ¢
E;/O —_— Q1/0 , laissant invariants tous les éléments de E/0 (donc & fortiori
ceux de  A/0).

Mais Ef' est extension essentielle de A , puisque E' est extension

essentielle de A ; en raison de l'isomorphisme o , Q' est aussi extension
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essentielle de A , telle que E < Q1 3 ce qui est impossible d'aprds la dé-
finition de E .

Ainsi donc, toute extension essentielle E' de A dans (L) contenant E ’
est nécessairement confondue avec E ., E est donc sans extension essentielle

propre dans (L) .

De m8me que pour les résultats connus dans le cas des modules, (cf. P. GABRIEL
p. 17.03 de [9], ou L. LESIEUR et CROISOT Théor. 10.2 de [16]) nous obtenons 3

THEOREME 7.2 - A étent un élément donné de (L) , il existe un élément E de (L) ,
contenant A , et ayant les propriétés équivalentes suivantes :

1) E est maximal dans 1'ensemble des extensions essentielles de A dans (L) .

2) E est extension essentielle de A, et E est é1ément complément dans tout
quotient E'/0 , E' étant une extension arbitraire de E dans (L) .

3) E est extension essentielle de A , et élément injectif de (L) .

4) E est minimal dans 1'ensemble des injectifs de (L) contenant A .

&

L'existence d'un élément E ayant la propriété 1) est assurée par le
théordme 5.1 . (Si A est essentiel dans (L) , alors U = E).

L'équivalence de 1) et 3) résulte de la définition 5.2 d'un injectif, et

de la proposition 5.1 .

L'équivalence de 2) et 3) est assurée par la proposition 5.6 et par le
théordme 6.1,

3) entraine 4) car E est extension essentielle de tout élément du quo-
tient E/A .

Enfin, soit E un élément minimal dans 1'ensemble des injectifs de (L)
contenant A . En vertu du théordme 7.1 , il existe dans E une extension
essentielle E' de A qui est élément de (L) . Donc E = E' vérifie les con=
ditions 3).

DEFINITION 7.1 = Un élément E de (L) satisfaisant aux propriétés du théordme
7.2 est appelé une enveloppe injective de A dans (L) .
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Avec cette définition, le théordme 7.1 exprime que dans tout injectif de

(L) contenant A , il existe une enveloppe injective de A .

Un élément A peut admettre plusieurs enveloppes injectives E, E',...
dans (L) sans que les quotients E/0 , E'/0 ,... soient semblables (iso-
morphes) deux & deux. Nous pouvons le voir damns 1'exemple de treillis modulaire
suivant @

Deux enveloppes injectives distinctes
E et E' de A dans (L) sont cepen-

dant partiellement isomorphes, au sens

suivant ¢

E' Il existe deux éléments E,' et E;

contenus respectivement dans chacune d'elles,

contenant strictement E NE' (> 4) ,

et tels que les quotients E'/O et E;/O

soient semblables. En effet E et E'

ont’ TE'E ensemble de compléments dans (L) ’

A celui des compléments de A (cf. Propo-

sition 6.6) ; soit K 1'un de ces complé-

0 ments ; E et E' sont alors deux
compléments distincts de K (cf. corollaire
6.1). I1 suffit d'appliquer le théordme
6.2 pour obtenir les éléments E1 et E%
désirés,

2. PREMIERES APPLICATIONS.

PROPOSITION 7.1 - Si K est un complément de A dans (L) , l'ensemble &(A)
des enveloppes injectives de A co¥ncide avec 1'ensemble @A(K) des complé-

ments de K qui contiennent A .

L'inclusion &(A) ¢ G A(K) résulte de ce que nous avons dit & la fin
du paragraphe précédent (prop. 6.6 et corollaire 6.1).

D'autre part, tout élément E de Z‘:’A(K) est injectif dans (L) ,
et est extension essentielle de A (en vertu de la proposition 6.4) ; donc
E € () d'aprés le théordme 7.2 .
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PROPOSITION 7.2 - Pour qu'un élément E = (Ei) d'un produit (L) = ] l (Li)

iel iel
de treillis (Li) modulaires, () -continus et complets, soit une enveloppe

injective d'un élément A = (A:l) de (L) , il faut et il suffit que,
iel

Vier, E, soit une enveloppe injective de A, dans (Li) .

C'est une conséquence directe des propositions 5.3 et 5.8 , et du théo-
réme 7.2 .

PROPOSITION 7.3 - Soit B < A . Dans toute emnveloppe injective E de A damns (L) , -
il existe une enveloppe injective E' de A dans le quotient U/B .

I1 suffit d'observer que E est élément injectif du quotient U/B
(proposition 5.7) ; E' est alors donné par le théordme 7.1 .

PROPOSITION 7.4 — Soient &(A) , & (B) , 1'ensemble des extensions essentielles de

doux éléments A et B de (L) tels que B £ A, Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) A est extension essentielle de B ,
2) &) < &),
3) B(aA) NE® 4.

La vérification (aisée) se fait en utilisant les diverses caractérisa-
tions d'une enveloppe injective données par le théoréme 7.2 .

3. ELEMENTS CO-IRREDUCTIBLES DE (L) .

Rappelons la définition d'éléments co-irréductibles (cf. P. GABRIEL,
p. 359 de [10]) :

DEFINITION 7.2 - Un é1ément A de (L) , A# 0, est dit co-irréductible, lorsque
0 est (-irréductible dans le quotient A/0 .

Cela signifie que les relations :+ X <A, YA, 0=XNY, entrai-
nent ou X=0, ou Y=0,
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Les propriétés des sous-modules co-irréductibles (E. MATLIS, prop. 2.2
de [18]) , ou des objets co-irréductibles (prop. 11 p. 361 de [10]) , se
transposent aux §léments co-irréductibles de (L) de la fagon suivante

PROPOSITION 7.5 ~ & (A) étant 1'ensemble des enveloppes injectives d'un élément
A de (L) , 'es propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A est co-irréductible.

2) Tout élément de E(A) est un injectif minimal de (L) ~c'est-a~dire
61ément minimal de 1'ensemble des injectifs non nuls de (L)-.

3) Tout élément E de E(A) est enveloppe injective de tous les -$1éments

non nuls du quotient E/O .

4) B(A) contient au moins un élément E ayant 1'une des propriétés suivantes 3
%) E est co~irréductible. »
f) E est un élément injectif minimal de (L) .
¥) E est enveloppe injective de tous les éléments non nuls de E/0 .

Montrons que 1) entraine les conditions 2), 3), et 4) : Soit E € &(A)
et Q un injectif de (L) vérifiant

0<Q<E;
alors = E , sinon il existerait X # 0 tel que :
X<E et 0=XNg,

ce qui est impossible car E , en tant qu'extension essentielle de A , est

aussi co~irréductible (cf. proposition 5.4).

De plus, E étant co-irréductible, est extension essentielle de tous
les éléments Z non nuls de E/O0 , donc enveloppe injective de Z .

Supposons maintenant qu'un élément E de & (a) soit injectif minimal
de (L), Si O était N-réductible dans A/0 s 11 existerait X, Y tels
quet 0<X<A , 0<YKA , O0=XNY. Soit E' une euveloppe
injective de X contenue dans E (théordme 7.1) ; I#E' , car E' eost
extension essentielle de X , et O = XN Y ; nous aurions donc 0 <E'< E,
ce qui serait contraire au caractdre minimal de 1l'injectif E .
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Enfin supposons que 1'élément E de §(A) soit enveloppe injective de
tous les §léments non nuls de E/O . Tous ces éléments sont essentiels dans
E/0 , et O est (-irréductible dans E/O , 3 fortiori dans A/0 .

-fen
CHAPITRE VIII
-
ELEMENTS INJECTIPS EXTREMAUX DE (L)

Un é1ément injectif (ou complément) minimal de (L) a été défini & la pro-
position 7.5. De m8me, un injectif (ou complément) maximal de (L) , est un
élément maximal de 1l'ensemble des injectifs de (L) distincts de 1'élément

universel U .,
1. INJECTIPFS (COMPLEMENTS) MINIMAUX.

Pour un sous-module A d'un module M, la propriété d'8tre complément
minimal est équivalente & celle d'8tre complément co-irréductible (cf. G. RENAULT
[20]). Cela s'étend au treillis (L) et se précise ainsi 3

THEOREME 8.1 = Soit A un élément de (L) . Les propriétés suivantes sont équiva~

lentes 3

1) A est gg—irréductible maximal (c'est-a~dire élément maximal de 1'ensemble
des co-irréductibles de (L)).

2) A est injectif (complément) minimal,

3) A est injectif (complément) et co-irréductible.

L'équivalence de 2) et de 3) est assurée par la Proposition 7.5, car,
lorsque A est injectif, l'ensemble §(A) de ses emnveloppes injectives est
réduit 3 {A} . (cf. Théortme 7.2). Les implications 1) = 3) et
2) = 1) sont également assurées par la Proposition 7.5.
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REMARQUE - Lorsqu'il n'est pas vide, l'ensemble des éléments co~irréductibles
de (L) contenus dans un élément B donné de (L) , est inductif pour la

relation & . En effet soit A= U A, la borne supérieure dans (L) a'une
iel
famille totalement ordomnée {A} d'éléments A
Yier i
contenus dans B , et soit une /N ~décomposition non triviale de O dans A/O 3

co-irréductibles de (L)

0=XNY , 0<X<KA , O0<KIKA.

En utilisant 1' N-continuité de (L) :

X=XNAa=XN k)AJ;kJ xna,) .
i€1 iel ‘
Il existe donc x € I (resp. ‘Se I) tel que Xf\Ai >0 (resp. Y nAj > 0)

pour tout A, > Ay (resp. Aj > Ap) 3 il existe aussi A)‘L) A, et Ap tel
que

(an/L)n (YﬂA/u) =0

réalise une () ~décomposition non triviale de O dans A),;/O , ce qui est
impossible.

2, INJECTIFS (COMPLEMENTS) MAXIMAUX,

Nous savons qu'un sous-module A complément maximal dans un module M,
est nécessairement sous-module (N-irréductible minimal de M (cf. Théordme 3,
G. RENAULT, [20]). L'introduction de la notion d'élément essentiel dans (L)
(cf. définition 5.3), et de celle (cf. définition suivante 8.1) de complément
universel dans (L) , permet de caractériser avec précision ces éléments in-
jectifs maximaux de (L) .

" DEFINITION 8.1 - Un élément K de (L) est appelé complément universel dans (L) ,
s'il n'est pas essentiel dans (L) , et s'il est complément de tout élément 2
de (L) satisfaisant 3 3 Z >0 et ZNK=0,

THEOREME 8.2 ~ Soit A un élément de (L) ; les conditions suivantes sont équi-

valentes :
1) A est N ~irréductible et non essentiel dans (L .

2) A est injectif (complément) maximal.



-63 -
3) A est maximal dans 1'ensemble des éléments non essentiels de (L) .

4) A est complément universel.

De plus, lorsque l'une des conditions précédentes est réalisée, A est
alors minimal dans 1'ensemble des () -irréductibles de (L) .

Preuve : Elle suivra le cycle d'implications :
2) => 1) = 4) => 3) => 2) .

a) Preuve de 2) == 1) : A, injectif maximal par hypothdse, est complément
d'un élément N de (L) , non nul, car A < U, Soit une (MN-décomposition

de A dans (L) (triviale ou non) :
A= A’f\Az , qui entraine A1(\ A2(\N= 0

considérons un complément K de A,N N dans (L) , contenant Ay 3 A étant
complément maximal dans (L) :

- ou bien K= A, et par suite A=A1,
- ou bien K =U, qui entraine A2 NN=0, et par suite A= A2 (puisque A
est complément de N) ;

1'N~décomposition de A est donc triviale.

b) Preuve de 1) = 4) : Considérons A , () -irréductible et non essentiel.
Soit Z telque Z>0, ANZ=0 . (il existe dans (L) de tels éléments
puisque A n'est pas essentiel). Montrons que A est complément de Z ; soit
donc A'€(L), A'>2 A, A'NZ=0., (L) étant modulaire :

(AUZ)NA' =AU(ZNAY) =4,
Mais A est (N =-irréductible, et AU Z >A (sinon Z=ANZ=0) ; par
suite A' = A,

¢) Preuve de 4) => 3) : Soit A wun complément universel dans (L) . A est
non essentiel par définition. Considérons un élément non essentiel A' de

(L) tel que A'> A ; il existe alors X € (L) ayant les propriétés :
X>0 , XOA' =0 (donc s+ XNA=0) ;

A étant complément de X : A' = A,
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d) Preuve de 3) ==> 2) : Soit A un élément maximal dans 1'ensemble des élé-
ments non essentiels de (L) . Toute enveloppe injective E de A dans (L)
est distincte de U , puisque A est non essentiel ; il existe donc des in-

jectifs (soit Q 1'un d'entre eux) de (L) tels que 3

A<Q<U,

Nous affirmons que Q = A . En effet Q est complément (théordme 6.1)
d'un élément N de (L) , non nul (car Q #V)

QNN=0=ANN,

et si Q était distinct de A , il serait essentiel, et il en résulterait
N = o .

Considérons, pour terminer, un élément A vérifiant les précédentes
conditions, et montrons qu'il est () =irréductible minimal. Si A =0, il
n'y a rien & montrer. Si A >0, A est alors complément d'un élément N > O
et O =NMNA ; dans ce cas, le caractdre minimal de A résulte de la propriété
suivante des treillis modulaires (appliquée pour X=A, Y=N, Z=0)

LEMME 8.1 - Soient trois éléments X , Y, Z de (L) , tels que :
z=XNY , X>2 , YI>Z.

Dans ces conditions, il n'existe aucun é1ément () —irréductible de (L)
distinct de X et Y , dans les quotients X/Z et Y/Z .

En effet, si T vérifie par exemple t Z < T<K X, alors :
T=TUZ=TU(IXNX) = (TUY)NX avec TUI>T.

(sinon, T> Y entrainerait Y=YNTL YNX =2, ce qui est en contradic-
tion avec Y > Z) .

REMARQUES -

1) 11 existe des () ~irréductibles minimaux qui ne sont pas injectifs : c'est
g - le cas de 1'élément A du treillis
modulaire ci-contre, qui est essentiel
et distinct de U .
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2) I1 peut arriver que tous les éléments non nuls de (L) soient tous essentiels,
et les seuls injectifs sont alors O et U , C'est le cas du treillis des idéaux

de 1l'anneau des entiers 2 .
3. CARACTERISATION DES INJECTIFS EXTREMAUX AU MOYEN DE LEURS COMPLEMENTS.

PROPOSITION 8.1 ~ Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions suivantes

sont équivalentes :

1) A est co-irréductible.

2) Tous les compléments de A sont des injectifs maximaux de (L) .

3) A posséde un complément qui est injectif maximal de (L) .

1) entraine 2) : Soit K un complément de A3 K>0O, car A est non es-
sentiel ; A >0 , puisque A est co-irréductible ; il en résulte que K est
non essentiel. Montrons que K est () -irréductible :

K=K Nk, , K,>X , K,>K , entraineraient (puisque K est
complément de A) :

K,NnA>0 , K,Na>0 , 0=(K1nA)ﬂ(K2r)A),

ce qui contredirait le fait que O est ()=irréductible dans A/0 . K est
complément maximal de (L) d'aprds le théordme 8,2 .

2) entraine 3) : Evident.

3) entraine 1) : Soit K un complément de A , K étant complément maximal
de (L) ; alors K< U et K> O (puisque A est non essentiel). Si O
était () -décomposable dans A/O0 , alors K serait ()=-décomposable dans
(KU A)/K , car les deux quotients A/0 et (KU A)/K sont transposés

(cf. 1. chap, IV) . A est bien co=irréductible. ’

REMARQUE - Un élément est essentiel si et seulement si 1'ensemble de ses complé-
ments est {0} .
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PROPOSITION 8.2 — Pour un élément non essentiel 4 de (L) , les conditions suivantes

sont équivalentes :
1) A est () -irréductible.

2) A est injectif et tous ses compléments sont des injectifs minimaux.

3) A est injectif et posséde un complément qui est injectif minimal.

1) entraine 2) : Soit A un ()=-irréductible non essentiel de (L) ; A est
alors injectif (cf. théordme 8.2). Si A = 0 , tous les éléments non nuls de

sont essentiels et les seuls injectifs de (L) sont O et U (0O#U car U

est essentiel dans (L) ) , et le seul complément de A =0 est U, lequel est

bien, dans ce cas, injectif minimal de (L) .

Si A >0 , considérons un complément K de A; K>O0, car A n'est
pas essentiel. Les quctients K/0 et (KU A)/A sont transposés, par suite
0 est N-irréductible dans K/O ; de plus K n'est pas essentiel. K est
complément co-irréductible, donc injectif minimal (cf. théordme 8.1).

2) entraine 3) : Evident.

3) entraine 1) : Soit A injectif possédant un complément K qui est injectif
minimal de (L) . A est alors complément de K (corollaire 6.,1) qui est
co-irréductible non essentiel (cf. théoréme 8.1). La proposition 8.1 montre
alors que A est injectif maximal, et aussi () =irréductible non essentiel
(cf. théordme 8.2).

REMARQUE - Il est nécessaire de supposer A injectif en 2) et 3) , car un é1lément
3 peut avoir tous ses compléments qui
soient injectifs minimaux de (L) , 8tre
non essentiel, sans pour cela &tre
N =irréductible (cf. 1'élément A du
A treillis modulaire ci-contre).
0
Lorsque deux éléments K et K' de (L) sont compléments Eéc_i_ﬂgg}_l_e_s_

1l'un de l'autre, d¢s que 1l'un d'eux, K par exemple, est essentiel alors
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K' =0 et K=1U; si nous exceptons ce cas, loes deux théorémes et les deux
propositions précédentes montrent que si K est injectif minimal (resp. maxi-
mal), alors K' est injectif maximal (resp. minimal) ; Dans ces conditions,

nous dirons que K et K' sont des compléments extr&maux réciproques.

CHAPITRE IX

APPLICATIONS

.
-

1. APPLICATION AUX () -DECOMPOSITIONS.

Supposons qu'un élément X de (L) , X # U, soit l'intersection réduite
d'une famille collective (xi , €I, et i#j entraine X # }:j) nen

vide, finie ou infinie, d'éléments () -irréductibles X, de (L) :
X=ﬂx. ; Vie1l 'i.:ﬂ X X, ;
ier * boxeI-{i} nH 5

ce qui, lorsque X n'est pas ﬂ-zi._zg_é_ggg_f:_l_'g}g, équivaut & :

vier , X=xnX , xX<X , X<X .
i 1 1 b 8

Dans le quotient U/X , 1!'4lément Xi est donc M =-irréductible et non
essentiel ; X:.L possdde ainsi, dans U/X , toutes les propriétés données

des () =irréductibles de (L) qui conticnnent X .

compléments inaximaux non seulement dans le quotiznt U/X , mais encore dans
le treillis (L) 1lui-mBme. En effet, soit N > O un élément de (L) dont X

soit le complément ; §i> X entraine alors :

X, NN>0 et xif\(xinn)=o,
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Xi étant N -irréductible et non essentiel dans (L) , est bien complément

maximal dans (L) (cf. Théordme 8.2). Nous avons donc montré

PROPOSITION 9.1 = Soit un élément X de (L) , (M) -réductible, représentable en
intersection réduite d'éléments () -irréductibles Xi de (L) :

X= m Xi . Dans ces conditions :
i€l
1) Tous les Xi sont minimaux dens 1'ensemble des (N-irréductibles de (L)

qui contiennent X .

2) Si X est complément dans (L) , tous les Xi sont des compléments (ine

jectifs) maximaux de (L) .

REMARQUE - Si X n'est pas complément dans (L) , les composantes Xi ne sont
pas nécessairement des compléments dans
X, X, (L) . Dans l'exemple ci-contre :
X X=X1(\X2 , et X1 et X2 sont es-

sentiels dans (L) .

0

La proposition 9.1 prend effet lorsque la représentation de tout élément
en intersection réduite d'éléments () -irréductibles, en nombre fini, est
assurée ; c'est en particulier le cas lorsque (L) est noethérien, c'est~a~
dire vérifie la condition de chatne ascendante (cf. p. 12, [6]) ; mais
cette représentation est aussi assurée lorsque (L) est artinien, c'est-a-
dire vérifie la condition de chatne descendante ; (cf. L. LESIXUR et R. CROISOT,
théoréme 8.1 de [16]) .

THEORZME 9.1 = Si (L) est noethérien (ou artinien), tout élément complément K

de (L) , distinct de U, est 1l'intersection réduite d'un nombre fini n de

compléments maximaux de (L) ; et cet entier n (> 1) ne dépend que de K .

Le fait que deux telles décompositions de K , en intersection réduite
finie de compléments maximaux, aient m8me nombre n de composantes, résulte
du théordme de KUROSH-ORE (p. 122, [6]) , et du fait que tout complément
maximal de (L) est N-irréductible (théoidme 8.2).
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COROLLAIRE 9.1 - Si Q est A-module injectif noetherien (ou artinien), tout sous=-
module injectif K de Q , distinct de Q , est l'intersection réduite d'un
nombre fini n de sous-modules injectifs maximaux de Q ; et cet entier n

ne dépend que de K . (voir plus loin la démonstration de la proposition 9.2).

2, UNE EXTENSION D'UN THEOREME D'AZUMAYA,

Rappelons que G. AZUMAYA, dans [1] , a montré en particulier le théordme

suivant :

Soit M un A-module qui est somme directe d'un nombre fini de sous-
modules injectifs indécomposables. Pour deux décompositions de M en somme

directe d'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables :

- L U
M-%e%@.n®%=m®“.®%”
ona n=n' et il existe une permutation o de 1l'ensemble {1, 25000y n}
telle que Mi soit isomorphe & M{')_ (i) pour tout i. (cf. aussi théordme
10.4 de [16]).

Nous nous proposons d'étendre ce résultat & un treillis (L) modulaire,
N —continu, complet, d'élément universel U , et vérifiant la condition :

(S) , deux compléments maximaux réciproques de (L) sont toujours supplé-

mentaires (leur union est U),

Cette condition est vérifiée par le treillis des sous-modules d'un

module injectif (au sens habituel) 3

PROPOSITION 9.2 - Soit Q un module injectif ; la propriété suivante (S) est
vérifiée par le treillis des sous-modules de ( ¢ (.5) , tout sous-module com-

plément de (L) admet un supplémentaire dans (L) .

1_’_1‘_2339_ : Soit K un sous-module de ( , complément., K est sans extension essentielle
propre dans ¢ injectif, ils est donc lui-m8me module injectif, (cf. théoréme
10.2 de [16]) . K est par suite facteur direct dans ¢ (prop. 3.4 p. 10
de [4]) .
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REMARQUE = Si Q n'est pas un module injectif, la condition (S) -et & fortiori
i la condition plus forte (S)- n'est pas
nécessairement vérifide, C'est ainsi le
cas du treillis des sous-groupes du groupe
produit M = (2/4Z) x (Z/22) , dont le dia~-
gramme est représenté ci-contre (Z étant

1'anneau des entiers).

G
Les éléments A et B sont ()-irréductibles, non essentiels car

ANB =0, co-irréductibles maximaux. Ils sont donc tous les deux compléments

maximaux et minimaux, réciproques 1'un de 1l'autre, mais non supplémentaires.

Yowr un treillis modulaire (abstrait) on peut prendre plus simplement s
U

0
Donnons maintenant 1'énoncé du théordme annoncé :

THEOREME 9.2 - Soit U 1'élément universel du treillis (L) () -continu, modulaire
et complet, et vérifiant la condition (S) . Pour deux décompositions de U

en union directe d'un nombre fini d'éléments injectifs minimaux de (L) :

————— ——

U=M1®M2 6... eMn=M; @Mé®o-- $Ml'l' ]

ona n=n' et il existe une permutation G de l'ensemble {1, 25000y nf
telle que le quotient Mi/O soit semblable au quotient M'o_ (i)/O pour tout i .

Preuve : Si n =1 (ou n' = 1), le théordme est vrai. Soit donc n>1 et n'> 1,

Vie {1, 2,000y n} , TZi = )&4) My est M-irréductible dans (L) = U/0 ,
i
car U= Mi D Mi entraine la similitude des quotients U/ﬁi et Mi/O ’

et 0 est N -irréductible dans Mi/o (cf. théordme 8.1).
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Posons également M o= U M;\ (j =1, 2y00ey n') . La proposition 4.4

montre que ¢

[
Y

S

L)

sont deux () —décompositions directes de O , donc sans élément superflu. Nous
savons que, dans ces conditions;, n =n' , et que tout T'ii (soit par exemple
M = .ﬁl) est remplagable par un -ﬁ; convenablement choisi (supposons

' = ﬁ;), la nouvelle décomposition de O en intersection d!(-irréductibles s

<El.

(%) 0=M;('1MzﬂonﬂMn,

n'ayant pas d'élément superflu (cf. théordme 11 et 12, O, ORE, I , [19]) .

Cette décomposition s'écrit aussi s O = E; N M1 » car M, = EZ N eoe ﬂ'ﬁn
(cf. proposition 4.3). ﬁ; est () =irréductible non essentiel, donc complé~
ment de M1 (cf. Théordme 8.2), E"l et M1 sont par suite compléments
extr@maux réciproques, et : U =-M-; @D My d'aprés la condition (S) , ce qui
donne alors une nouvelle décomposition de U en union directe d'injectifs

minimaux ¢
—-— 1 ! -
U_M1®M2€Bu.@M_M1®M269...69M,

M1/0 étant semblable & M%/O (tous deux sont semblables & U/_;) o

Pour poursuivre un raisonnement par récurrence sur n , il faut nous assu=-
rer que les conditions de 1'énoncé sont vérifides par les deux quotients sem-
blables (& U/M1) ﬁ;/O et .1;4'1/0 . Nous utiliserons pour cela les deux lemmes

suivants :

LEMME 9.1 - Soit A un élément injectif (complément) du treillis (L) , et soit
un élément contenu dans A . Pour que Q soit un élément injectif de (L) il

faut et il suffit qu'il soit élément injectif du quotient AJO .

En effet, si Q est injectif de (L) , il est sans extension essentielle

propre dans (L) , donc & fortiori dans 4A/0 (A injectif ou non).
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Inversement, soit Q un injectif de A/O0 . A étant injectif de (L) ,
il existe dans A une enveloppe injective E de { relative & (L)b
(cf. théordme 7.1) ¢+ Q<K E<LA, E est extension essentielle de ( dans
A/0 ; Q é&tant injectif de A/0O, Q=E .

COROLLAIRE 9.2 = Q est injectif minimal de (L) si et seulement si ( est in=
jectif minimal de A/0 .

I1 suffit d'observer que O est () ~irréductible dans Q/0 (cf. théo-
réme 8.1).

LEMME 9.2 ~ Si la condition (S) est vérifiée par (L) . elle est vérifiée dans le

quotient Q/0 , pour tout injectif extrémal Q de (L) .

Lorsque Q est injectif minimal de (L) , la propriété annoncée est tri~
viale puisque le quotient (/0 n'a que deux éléments injectifs O et (

(d'aprds le corollaire 9.2).

Supposons maintenant que Q soit
injectif maximal de (L) ; tout complément
Q' de Q dans (L) est injectif mini-
mal de (L) (cf. proposition 8.2) et
la condition (S) domne : U=Q & Q' .

KUQ! Lo ‘
Considérons deux compléments extr8-

maux réciproques K et K' dans le quo-
Q' tient 0/0 (K maximal et X' minimal).,
K étant () ~irréductible dans /0 ,
, KU Q' est () -irréductible dans le
quotient semblable U/Q' , donc damns (L) ;

0 de plus
KUQINK = (KUQ)INQNK =[KLENQ N K =KONK =0 ;

KU Q' n'est pas essentiel et est complément (injectif) maximal dans (L)
(théordme 8.2). D'autre part K' est complément (injectif) minimal de (L)
d'aprds le corollaire 9.2 . Il résulte alors de 0= (KU QVNK' que KU Q'
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et K' sont compléments extr8maux réciproques dans (L) ; d'aprds la condition

(s) s
U=KUQ UK , et
P=UNQ=(KUK'UQ)NQ=(KUK")U (Q'N Q) =KUK',

ce qu'il fallait démontrer.

Suite de la démonstration du théoréme 9.2 s Nous supposons que ce théordme

est vrai pour 1, 2,000y n=1 , U =composants directs (injectifs minimaux) de
U , et nous nous proposons de l'établir pour n composants. Reprenons la dé-
monstration & l'endroit ol nous l'avions temporairement suspendue, et désignons

par { : T —> (TV M1) N -M-] i'isomorphisme de treillis associé & la simi-

litude définie par la suite de quetients 3 ﬁ;/o , U/M1 , ﬁ,/o . De
M = M ' ‘{dusit e
M= M & ... D M' on déduit s

M = M) = v M? ; :

M1 = Lf(M1) = (f(MZ) ® ... D tf(Mn) (union directe) .

Pour j = 25000, n , M! est injectif minimal dans le quotient ﬁ;/o
(cf. corollaire 9.2) ; @ (Mi) est injectif minimal dans le quotient
LP(E;/O) = ﬁi/o . Dans ce quotient I—41/0 , on obtient donc deux décomposi-
tions de ﬁl en union directe de n~1 injectifs minimaux de Hl/o :

M = NG 1) w ) M
Moo= QO8) @ oo & Q) =M, © ... DM
comme la condition (S) est valable dans TZ,/o (lemme 9.2), notre hypothdse
d'induction assure qu'il existe une permutation <« de {2,3.., n} telle que
i » soit i ' 3 '
pour tout i > 2, xli/() soit semblable & q’(Mcc(i))/O , donc a M‘t(i)/o .
La permutation o définie par : o (1) =1 et o (i) = T(i) pour i > 2

’
»épond alors aux conditions demandées.

REMARQUE - Ce théoréme 9.2, appliqué au cas des modules, donne bien 1'énoncé de
G. AZUMAYA (rappelé au début de ce paragraphe). ln effet M , étant somme
directe finie de sous-mecdules injectifs, est lui-m8me module injectif, et le
treillis (L) des sous-modules de M vérifie la condition (S) d'aprds la

proposition 9.2 .

D'autre part les sous-modules injectifs indécomposables de M cofncident

avec les éléments compléments (injectifs) minimaux du treillis (L) .
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Enfin toute similitude définit, dans le cas des modules, un isomorphisme
de modules quotients.

En 1'absence de la condition (S) , la démonstration du théordme 9.2
montre que 1l'on a cependant la propriété s

PROPOSITION 9.3 - Pour deux décompositions de 1'é1lément universel U de (L) en
union directe d'un nombre fini d'éléments injectifs minimaux de (L) :

U=M1®M2®.,,eBanu;@Méea...eaM;, ,

ona n=n', et pour cheque Mi ,(resp. Mi) il existe au moins un M'

(resp. Mj) tel que Mi/o soit semblable & un sous quotient Ns/o de M;/O .

En effet, au cours de cette démonstration, nous avons obtenu :
M v '
0==M’(\M1 =M1(’)M1 .
La proposition 4.1 appliquée au choix 3

A— M, B> M , H—»—E;,

montre que M,/O est semblable & [(ﬁ; O M) M;] /o .

Nous ne savons pas si le théordme 9.2 reste valable (ou non) en 1l'absence
de la condition (S) .

3. UNE CARACTERISATION DES MODULES INJECTIFS,

Nous nous proposons d'étudier, dans ce paragraphe, une caractérisation
des modules injectifs Q daga la classe ‘GA de tous les A-modules uni-
taires (A étant un anneau unitaire donné) ; caractérisation qui n'utilise
aucun homomorphisme de A-modules, qui n'introduit que des extensions de Q
aisées & construire, enfin qI:i s!exprime uniquement en une propriété du
treillis des sous-modules de ces extensions.

THEOREME 9.3 - Pour qu'un A-module & gauche unitaire Q soit injectif, il faut
ot il suffit que, pour tout idéal i gauche (L de A , le sous—module
Q' = Q X {0} du module produit Pm = Q X (A/(L) ait la propriété (P)
suivante @ :
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(P) , tout complément (relatif) de Q' dans Py st supplémentaire de
Q.

La_condition est nécessaire s Soit K un sous-module complément de Q' dans

Py 3 supposons que K ne soit pas supplémentaire de Q' dans Pe
alors : K+ Q'CPy , KNQ' =0 (C est l'inclusion stricte).

Q' est isomorphe 3 (K+ Q')/K et (K+ Q')/K C P /K5 (K+Q")/K
est donc un A~module injectif, il est sans extension essentielle propre
(cf. [7]) ; par suite il existe un sous-module Z C Py tel que :
KCZCP, et ZN(Q'"+K) =K, d%ld 0=Q0"N K=Q'NZ; ce qui est
en contradiction avec le fait que K est complément de Q' dans Py .

Remarquons que ce raisonnement est également valable en remplagant PCZ

par une extension quelconque de Q .

La condition est suffisante : Soit Q un A-module qui, pour tout idéal &

gauche (L de A, vérifie la propriété (P) ; il nous suffit de montrer que
Q est sans extension essentielle propre, c'est-i~dire qu'il cofncide avec
son enveloppe injective (cfo [7]) . Supposons en effet que Q admette une
extension essentielle propre E , Q CE ; il existe alors a €L, a ¢ Q.
Soient (L =0 °, a 1l'annulateur de a (ensemble des X € A tels que
®a=0), et B, le module produit Q X (4/(Z). Posons Q' = QX {c} et

considérons 1'homomorphisme
L( H P(I —_— B
défini par (q, X + ) —> q+ Xa . Le noyau N de Y a les propriétés :
NNQ'=0 et N+Q'#Py .

(en effet N+ Q' =P, entraine 3 Q + A a = Image de 9= (f(Q') =Q,
et a appartiendrait & Q) .

Soit K un sous-module complément de Q' dans Py , contenant N .,
K est supplémentaire de Q' dans Py d'aprés la propriété (P) , par suite

NCK (inclusion stricte), et :

N=N+(Q'OK)=N+Q')NK.



En appliquant 1'homomorphisme ¢
0=00 @(K) avec LY(K) £0,

ce qui contredit le fait que E soit extension essentielle de Q .

-t
CHAPITRE X
-
ELEMENTS I"-ISOTYPIQUES D'UN TREILLIS MODULAIRE NOETHERIEN (OU ARTINIEN)

Dans ce chapitre et le suivent, le treillis (L) est supposé noethérien
ou artinien (cf. chapitre IX, § 1), afin que soit assurée la représentation de

tout élément de (L) comme intersection finie d'éléments () -irréductibles.

(1)

portant sur les quotients du treillis (L) . Un objet de T est défini par

Nous désignerons par T la classe des isomorphismes de treillis

la donnée de deux quotients A/B , A'/B' , et par celle d'un isomorphisme
de treillis appliquant A/B sur A'/B' :

AB =i ar/Br .,

De mBme Z désignera la classe des similitudes, portant sur les quo=-

tients du treillis (L) . Comme toute similitude définit un isomorphisme de
treillis, de fagon naturelle (cf. Chapitre IV), nous écrirons : > | < T .

Nous considérons, dans ce chapitre, une classe intermédiaire

ayant en outre les propriétés suivantes
o«) [7  est stable pour la loi de composition des isomorphismes ;

ﬂ) si £ : A/B=—> A'/B' est de la classe |' , alors 1'isomorphisme
inverse T' i A'/B' —> A/B est de la classe |’ ;

(1) T est un ensemble, somme d'une famille d'ensembles indexée par 1'en-
semble ZX Z (Z étant 1'ensemble des quotients de (L) ).



- T7 =

Y) si £ : A/B—> A'/B' est de la classe |  , toutes les restrictions
de £ aux sous-quotients C/D de A/B sont aussi dans [ .

Au chapitre XI nous utiliserons certaines classes importantes .
1. QUOTIENTS CO-IRREDUCTIBLES PARTIELLEMENT [ -ISOMORPHES,

DEFINITION 10.1 = Un quotient A/B de (L) esb dit gg-irréductible lorsque A

est un élément co~irréductible du treillis A/B .

Cela signifie (cf. définition 7,2) que B est () -irréductible dans le
quotient A/B et que A>B .

A'D B,

DEFINITION 10.2 = Deux quotients non triviaux 111/131 et A2/B2 sont dits par-

tiellement E-isomorphes lorsqu'il existe un sous-quotient non trivial

C1/B1 de A,/B1 {de m&me dénominateur BI) , et un sous quotient non tri-
vial C2/B2 de .&2/132 (de mBme dénominateur BZ) , tels que les treillis
C,/B, et C,/B, soient isomorphes au moyen d'un isomorphisme

£:C/B — C,/B, delaclasse [ .

Cette relation entre quotients, ainsi définie, n'est pas transitive en

général, Llle 1'est cependant dans les conditions suivantes :

PROPOSITION 10.1 - Dans 1'ensemble & des quotients co-irréductibles de (L) ,
la relation "A1/B1E AZ/B2 module [ , si, et seulement si, A1/31 et
AZ/BZ sont partiellement r'—isomorphes", est une relation d'équivalence

(dite [ =équivalence).
De plus, pour qu'une famille finie de quotients de B .

A/By s BBy yeens A /B

n?

(1) cf. remarque 2 la fin de ce paragraphe.
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appartienne & une m8me classe d'équivalence, il faut et il suffit qu'il existe
des sous-quotients s

CofBy s CpfBypeees O /B,

non triviaux, deux & deux isomorphes par un isomorphisme de ‘:‘_ .

Preuve : Seule, la transitivité de la relation = est & vérifier. Soient donc
pour cela 3 A1/B‘_=. A2/82 ot Az/BZE A3/B3 (mod. M) .

Il existe donc des sous-quotients non triviaux : DI/BI sous quotient de
A‘/B' ’ D2/B2 et F2/B2 sous-quotients de A2/B2 ’ F'3/B3 sous-quotient
de A3/153 ; et des isomorphismes de la classe [

£ 3 D1/B1 —_— 1)2/132 ’ g3 F2/B2-—>- F3/83 .

=1
Posons : c, = Dzﬂ B, c,=1¢ (02) y Cy= g(Cz) 3

1\2/132 étant co-irréductible 3 02 > B2 « Les sous-quotients CI/BI et

03/133 sont alors non triviaux et isomorphes par restrictionde gof & C./B
Cette restriction étant de la classe [ (propriétés ) et ¥) de r'/) ’
A1/131 = A3/BB ; = est bien une équivalence dans & .

Observons de plus que les trois sous-quotients non triviaux ainsi obtenus ¢
01/B' , 02/132 ’ 03/133 , sont deux & deux isomorphes en tant que treillis au
moyen 4'isomorphismes de la classe [ ' , ce qui permet d'obtenir aisément par

récurrence la dernidre partie de la proposition (la condition suffisante étant
évidente),

Nous dirons, par définition, que deux quotients co-irréductibles de &
sort de m8me type par rapport & ™ (ou de m#me I —type), si et seulement
si, ils sont [ =équivalents . Chaque classe d'équivalence (mod. [') dans G ,
définit ainsi un E—E)_'p;e_ de quotient co-irréductible, et un seul.

Tout quotient cc~irréductible A/B de 8 peut 8tre considéré comme
sous—-quotient d'un quot:.ent A /B tel que A 80it élément co-irréductible
maximal du treillis U/B 1) Ao contenant A H Ao est élément injectif

(complément) minimal du treillis U/B , et est une enveloppe injective dans

{1) ¢f le thicrdme 3.7 et sa remarque.



-79 -

U/B de A (cf. théordme 8.1, et proposition 7.5). Chaque classe mod. [
dans G peut donc &tre définie par un tel représentant AO/B .

Un quotient AO/B non trivial, co-irréductible, en lequel Ao est in-
jectif minimal de U/B , sera appelé par définition, quotient injectif minimal

(ou indécomposable) ; 1'ensemble de ces quotients sera désigné par Bm ’
(B, ©).

D'aprés ce qui précdde, les r'—types de quotients co-irréductibles

de G peuvent 8tre identifiés aux r_-_'__-1))'.1393 de quotients injectifs .ndé-
composables de Gm .

2. QUOTIENTS INJECTIPS INDECOMPOSABLES ASSOCIES A UN ELEMENT DE (L) .

Considérons un élément X de (L) , X # U, et une décomposition de X
en intersection d'éléments (\-irréductibles dans (L) , non superflus s

(1) X=x1nx2r\...ﬂxn.

Considérons les quotients 21 = U/}[1 , Z 2= U/X2 yooeoy Zn = U/Xn 3
les Xi étant M -irréductibles, ce sont des quotients injectifs indécompo-
sables. Soient ‘h1 ’ “2 pescey ‘hn » les r'-types“) de ces quotients
dans Bm . Nous voulons montrer que ces r ~types ne dépendent que de X .
Soit donc une deuxidme décomposition de X en intersection d'éléments
(Neirréductibles de (L) , non superflus s

(2) X=X1NX N...0x, .

Dans ces conditions, O. ORE a montré (cf. dual du théordme 11 p. 270 ,
I, [19]) que n=n', qu'il existe une permutation G de 1'ensemble
{1, 2000y n} » 6t qu'il existe pour chaque i , deux quotients propres

U 1
Bi/xi et H L 1)/X (1) qui soient semblables.

Nous avons donc, pour chaque i U/XiE U/X&( 4) modulo ™ , puisque
toutes les similitudes sont, par hypothdse, de classe [ (3, < M) .

(1) ces r‘-typea ne sont pas nécessairement distincts deux & deux,
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U/X('r(i) est bien du m8me [M-type T, que U/Xi = Zi .

DEFINITION 10,3 = Les r‘-—typos ‘1‘(’ y Wy peeey Ty 0 ainsi obtenus sont appelés
les r:_—tnes de quotients injectifs indécomposables associés & 1'élément X
(plus court : les I'=types de X) .

Ces ['=types de X sont définis par des quotients U/)l1 , U/X2 yeoey U/Kn ,
ayant des dénominateurs X1 ’ X2 pesey Xn s qui dépendent de la décomposition
choisie pour X . Nous nous proposons de définir ces mlmes ['=types au moyen
de quotients ayant comme dénominateur commn X (les numéra.t;ours dépendant
cette fois-ci du choix de 1'()-décomposition de X) .

THEOREME 10.1 = Pour X € (L) , X# U, les ['=types de quotients injectifs indé-
composables Q/X de dénominateﬁr X , sont en nombre fini, et leur ensemble
cofncide avec celui des ['~types de quotients injectifs indécomposables
associés & X .

Preuve : Soit Q un élément injectif minimal du treillis U/X . Si Q est un §lé-
ment essentiel de U/X , alors U est extension essentielle de Q dans U/X,
et Q=U. X est alors (N=irréductible dans Q = U , et le théordme est

vrai dans ce cas.

Si Q n'est pas essentiel, il possdde dans U/X au moins un complément
11 qui est élément (N-irréductible, Q et Y1 étant alors des injectifs
extr8maux réciproques dans U/X (cf. proposition 8.1) .

Soit Q =1, N.. N T une décomposition de Q en intersection d' é16=
ments () -irréductibles non superflus., La décomposition X = 11 @] !2 N O !n
ne comporte pas non plus d'éléments superflus car Q > X et , d'autre part,

Q étant complément de Y, dans U/X , nous avons :

LO(LNe. 0L 0T N NI)>X .

Les r'-types associés & X, ?!1 pecey ‘T(n , sont donc ceux des n quo=
tients u/z‘ , u/I2 yeoey U/In (définition 10.3). Comme d'autre part les
quotients co-irréductibles Q/X et (QU !1)/!1 sont transposés, il en ré-

sulte que Q/X est ['-équivalent 2 U/Il et est du I ~type awy .
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Inversement soit oY g w type de quotient injectif indécomposable as=—
socié & X ; c'est le type d'un quotient zi = U/Xi obtenu au moyen d'une
décomposition de X en intersection d'éléments () -irréductibles de (L) ,

non superflus :
(1) X=X1n... ﬂxin... nxn H

-si n=1, X=X =X oest (N ~irréductible dans (L) , et LA
est le type du quotient U/X‘ =U/X de dénominateur X .

1

-8i n>1, posons :

Xi=X1O ...()Xi_,ﬂxi.'_‘ n...ﬂxn ’ sziﬂ Xi .

Considérons une enveloppe injective Ei de g dans le treillis U/X :
Xe xiﬂ E; . Les quotients Ei/X. ot (EiU xi)/xi sont co-irréductibles et
transposés, par suite les quotients injectifs indécomposables Ei/X et U/Xi
sont du m8me [ -type cni dans @m + Le théoréme est démontré.

Le F-type d'un quotient co-irréductible étant toujours celui d'un quotient

injectif indécomposable (cf § 1 du présent chapitre) nous pouvons énoncer 3

COROLLAIRE 10.1 - Pour X € (L) , X # U, les [~types de quotients co-irréduc-
tibles A/X de dénominateur X , sont en nombre fini, et leur ensemble
cofncide avec celui des ['—types de quotients injectifs indécomposables

associés 4 X .

Nous pouvons dire, par abus d'expression, que ce théordme 10.1 et son

corollaire précisent la structure du treillis "juste au-dessus de X ",

Lorsque n est supérieur 3 1 (le cas n =1 étant trivial), il est
possible de réaliser les n types ‘7‘(1 ’ ¢n2 gecey Ch’n s sous la forme de n
quotients injectifs indécomposables E1/X ’ EZ/X seesy En/x , tels que les
éléments E, , E, ,..o, B , soient U-indépendants sur X (cf. définition
4.1) : Considérons A nouveau les §léments X, associés & la décomposition (1) ,

i
introduits au cours de 1'étude du théordme précédent

Xiﬂ xi =X et g X)‘ £ Xi impliquent @
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AAL A

iin Ui] =X ’ i=1, 2,ooo,no

Les é1éments -J-(", 3{'2,..., -in s sont donc ()-indépendants sur X , ce
qui peut se traduire aussi par (cf. proposition 4.2) :

(3) X 0 (imUxﬂau e UX) =X , i=1, 2"f” a1 .

X, étant (N ~irréductible non essentiel (n > 1) de U/X, est injectif
maximal de U/X (théordme 8.2) ; il existe donc dans le treillis U/X une
enveloppe injective Q1 de 'i2U 23 U.eo U-}En contenue dans X‘ (théordme 7.1).

Soit, d'autre part, E1 une enveloppe injective de X1 dans U/X . Pour i=1,

(3) entraine (les extensions étant essentielles) :
E1 () Q1 =X ,

Procédons par récurrence, et supposons que pour i = 1, 2,ee.y h , (h < n)

nous ayant trouvé E,, Ez,..., Eh ’ Q,, QZ,.;., Qh , ayant les propriétés :

- Ei est une enveloppe injective de Xi dans U/X ,

- Qi est une enveloppe injective de xi+1 Ueeo Ufn dans U/X ,) i = 1,2,¢eeph ,
- Eiﬁ Qi =X,

-Ei< Qi—‘l et Qi< Q ’ i=2) 3yeeep h s

i-1
Les conditions (3) donnent pour i=h+1 , (si h+ 1<n),

= N -
WOl WAV RS

Q, est un injectif de U/X contenant X4 ot xh+_2_ )] ...an 3 i1
existe donc dans U/X une :mreloppe inj:ctive Eh+1 de xhﬂ et une enve-
loppe injective Qh-H de Xh+2 Ueeo an s toutes deux contenues dans Qh ’
et telles que : Em'ﬂ Oy =X (si I+1 = n , nous choisissons
Ea= Qg ot =0, -

Ce procédé de récurrence permet donc de trouver dans U/X des envsloppes
injectives E1 ’ E2 poecey En s de i, ’ Ez gecey .in » Trespectivement, telles
que ¢

X<Ein(E U...UEn)éEif\Qisx y L1=1, 2,0y n=13

i+l
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E1 s E2 geeay En s sont donc bhien _\._)_-_i_._n_d_ég_e‘gggxgﬁ_s_ sur X , et de plus

(4) E,UE;U...UE X E,VE,U...UE ¢X,,

1 ! 2

car F_‘.‘ N (E2 UE3U cee UEn) =X , X' N E1 =X (E1 est extension es=
sentielle de 3('1 dans U/X et X=X, min) .

3. ELEMENTS ['-ISOTYPIQUES DE (L) .

Le cas ol tous les | —types de quotients injectifs indécomposables as=
sociés 4 un élément X de (L) , sont confondus, conduit & la notion d'élé-

ment ['-isotypique :

DEFINITION 10.4 = Un élément X de (L) , X #£ U, est dit ‘:‘_—iggfypiql_lg lorsque
tous les [ '—types de quotients injectifs indécomposables associés & X sont

confondus.

Si 9V est le type commn & ces quotients, X est dit [ —isotypique
de type ¥, ou T-T7 -isotypique .
Tout é1ément ( )—irréductible X , distinct de U , est [ ' —isotypique ;

son [ '—type est celui du quotient U/X . Le corollaire 10.1 permet de ca-

ractériser un élément [ -isotypique par s

PROPOSITION 10.2 - Pour qu'un élément X de (L) , X # U, soit ?_—E-Egﬁ&igs,
il faut et il suffit que tous les quotients co~irréductibles de dénominateur

X soient du ['=type GT .

La propriété suivante, a l'exemple de la propriété 10.9 de [16] , donne

une caractérisation des éléments | '~isotypiques de (L) :

il faut et il suffit qu'il vérifie la condition suivante :

"X = X1 mXZ avec X1 >X, X,>X " entraine "il existe des éléments

Y‘ et Y2 tels que :



X, > I, >X , X, >, >X,

les quotients II/X et YZ/X sont des treillis isomorphes au moyen d'un iso-
morphisme de la classe | ' ."

En effet, Supposons que X soit [M-isotypique de type ST et que nous

syons X=X1ﬁX2 avec X1>X N X2>X.

Si X est (N-irréductible dans le treillis X1/X , ce quotient XI/X
est co-irréductible et du [“'—type ST de X (proposition 10.2) .

Si X est () -décomposable dans X1/X , il admet une décomposition en
intersection d'éléments ()~irréductibles de X,/X , non superflus :

X=Z'OZ2 n... nZn 9 Zi< X1 9 i=1, 2,0..,11, (n>1) .

Posons Z =20 ...V Z ; nous avons 3
1 2 n

x=z1(7z1 et Z,>X,
et -2-1/}[ , transposé du quotient co=irréductible (21 V) Z1 )/Z1 , est lui-m&me
co-irréductible, donc est du r‘—type qvr de X .

XI/X contient donc un quotient A/X (A= X,
du Metype 9 . De mime, xz/x contient un quotient co-irréductible B/X
au [M-type & . Les quotients A/X et B/X sont I -équivalents dans O ,
et 1'existence de Y, et Yz découle immédiatement de la définition de cette

1
["=équivalence (proposition 10.1).

ou -Z-1) co-irréductible

Réciproquement, supposons vérifiée la condition de la proposition, et
montrons que deux quotients co-irréductibles arbitraires A/X , B/X , de
dénominateur X , sont de mlme I'—type. (X sera alors [|'—isotypique en

vertu de la proposition 10.2).

Si ANB>X, A/X et B/X sont du mfme r'—type, celui du quotient
co-irréductible (A NB)/X .

Si ANB =X, la condition de 1'énoncé montre de suite que A/B ot
B/X sont ['-équivalents (proposition 10.1).
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4, DECOMPOSITION EN INTERSECTION D'ELEMENTS I -ISOTYPIQUES.

PROPOSITION 10.4 - L'intersection de deux éléments ‘i’t-r'-isotypiques de (L) est
un é1ément ¢ =[" -isotypique.

Soient en effet deux éléments 9 -r'-isotypiques X et Y . Introduisons
des décompositions de X et Y en intersection d'éléments () -irréductibles,

non superflus ¢

x=xim...mxn , (n>1)

Y=Y‘ﬂ°..ﬂYm , (m >1)

XOY=X, N, ee NXNOY, N ,,.OY ,
1 n 1 m

En supprimant les composantes superflues, on obtient :
X n Y =17 ﬂ L XX m z )
1 P

ol les Zi sont pris dans {X',..., Xn, I1,..., Ym} . Les quotients
U/Z‘I yesey U/Zp , sont donc touz du [M=type v

Cette propriété permet;, dans une décomposition d'un élément comme inter-
section d'un nombre fini d'élémenis [ —isotypiques, de rassembler les élé-
ments de m8me [ ~type. Une décomposition d'un élément comme intersection
finie d'éléments r'-isntypiques de 1" =types tous différents, sans élément
superflu, s'appelle décomposition réduite. La possibilité de décomposer tout °

élément X de (L) , distinct de U en intersection finie d'éléments

(N -irréductibles (qui sont ['-isotypiques) permet alors d'énoncer le théordme

d'existence suivant 3

THEOREME 10.2 = Tout élément X de (L) noethérien (ou artinien), distinct de U,

Ce théoréme est complété par le théordme d'unicité suivant s
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THEOREME 10.3 - Soient deux décompositions réduites :
(%) X=I,01,0 .. 01 =305, 0..00

d'un é1ément X de (L) comme intersection d'éléments I —isotypiques de (L) .

Nous avons n =m et les I ~types des Ii sont les m@mes que ceux des J;j o

bles (sans éléments superflus) s

= N..e J, LY, O DY
I =%,0%, nxihi v Jy =100, Y;kj i
substituons ces expressions dans les deux () =décompositions de X , et suppri-
mons les éléments () —irréductibles superflus., Aprds cette suppression, pour

chaque i et chaque j il reste au moins une composante Xi de Ii et une

1
composante Yj1 de Jj , puisque les deux décompositions (%) sont constituées
d'éléments non superflus., Dans 1'()~décomposition de X ainsi obtenue figu-

rent donc (aprés une éventuelle permutation des indices) s

, F2) ¢ .
Xi1 O oos n}‘ihi ‘hi < hi) ’ Y:i‘ N ees rﬂfjk5 (kj < kj) :
or nous savons (cf. § 2) que pour ces Xi)\ et Y. restants les [ =types

des quotients U/Xi)\ sont les mBmes que ceux des quotients U/Yj s et que

M

ce sont les ['—types associds & X . Les [ =types distincts sont donc en

nombre égal : n=m.
Enfin le I =type de I, est celui de U/Xi1 qui est de mBme [T ~type

que 1l'un (au moins) des U'/Yj , donc de m8me [7~type que celui d'un Ij

(et un seul car les composan"bes de mfme [ =type ont été rassemblées).
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CHAPITRE XI
ELEMENTS [ -ISOTYPIQUES DANS LES (Y3)-ALGEBRES ET LES MODULES

=g

1. CHANGEMENT DE CLASSE D'ISOMORPHISMES [

Considérons deux classes d'isomorphismes [ et T s vérifiant les
propriétés o) , (5) , ¥) du chapitre X , et telles que :

S chPeiMcr,

Z et T étant respectivement la ¢lasse des similitudes et la classe des
isomorphismes de treillis, portant sur les quotients du treillis (L) .

De [T¢ [ résultent les propriétés suivantes :

Si deux quotients A1/B1 et §2/B2 , non triviaux, sont partiellement
M —isomorphes (cf. définition 10.2), ils sont aussi partiellement I''-iso-

morphes.

Dans l'ensemble © des quotients co-irréductibles de (L) , la classe
modulo I du quotient co-irréductible A/B est contenue dans la classe de
A/B modulo [*' .

Tout ['=type de quotient dans B définit canoniquement (par satura-
tion des classes) un [''-type de quotient dans O .

Si un élément X de (L) a pour [ ~types associés q‘r1 » Wy geeey N
(cf. définition 10.3), X a aussi pour [ ''=types associés les types canoni-
quement correspondants : cﬁ‘; ’ ﬁ‘ré gesey q‘(l'l ; de plus, si p (resp. p')
est le nombre de types distincts de {ﬁn ’ C)‘(z seeey ‘?(n} (resp. de
{‘)‘t; , ‘h’é yeeey qr;l}) , nous avons, pP'g P .

Enfin, si X est ['-isotypique, X est alors [''-isotypique.
2. QUOTIENTS DANS UNE (G)-ALGEBRE MODULAIRE.

Rappelons qu'une (V)-algtbre modulaire (L) est constituée par deux
treillis (¥) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants (cf. L. LESIEUR
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et R. CROISOT, Chap. III § 1 de [16]) :

axiome 4 3 (%) est un demi-groupe réticulé quasi-entier complet : (%)

est donc un treillis complet muni d'une structure de demi=groupe multiplica-

tif satisfaisant aux lois distributives 3

d\da)- e (Ja)e-Yae,

i€l i€l

»

eth: ABD AN (quasi~entier)
0 et & sont 1'élément nul et 17élément universel de (¥B) .

Axiome B : (L) est un treillis complet, modulaire et M ~continu.

Axjome C : Les éléments de (¥€) operent dans (L) ; & tout @A € (B)

t & tout X € (L) correspond un élément @ X de (L) , avec les lois

suivantes @
a@x) = (aB) x

(Y )x_U a, x

i€l iel

IS
[
1)
>

-o

ofid o\ o

iel

0X=0 Ao =0.

wo

Il résulte de l'axiome C 1les deux propriétés suivantes : X et Y étant
donnés dans (L) , 1'ensemble des éléments (L € (¥) tels que jtY cX

posséde un élément maximum noté X °, Y et appelé résiduel a a gauche de X

par Y .

X et (O étant donnés (X E€(L) , A € (¥F) ) , l'ensenble des
éléments Y € (L) tels que @AY S X possdde un élément maximum noté
X .0 et appelé résiduel & droite de X par (L .

A droite de tout élément X € (L) vérifient la condition de chatne ascen=

dante.
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Soit A/B un quotient de la (V)-algdbre (L) , A et B e (L),
B< A. A/B est un sous-treillis complet, modulaire et (\=continu de (L) ,
mais n'est pas en générél une (BV)-algébre pour la loi de composition externe
induite par celle de (L) (le composé (X de A &€ (V) et de X E€AB,
n'appartenant pas nécessairement & A/B). Cependant la loi de composition 3

(0L, X) =—> AXUB ’ (notée @, X) ,

détinit sur A/B une structure de ()-algdbre -la vérifitation des axiomes
C est aisée~. Tout quotient A/B sera considéré, dans la suite, comme muni

de cette structure.

Pour X et YEAB et QE (B), les trois conditions suivantes

sont équivalentes 3
a.ygX AIVBLKX ay<x.

Par suite X et Y ont mBme*résiduel & gauche X °. Y dans les deux
(B)-algdbres A/B et (L) .

D'autre part, il est facile de montrer que le résiduel & droite X .:° (X
de X€E AB par X (résiduel exprimé damns la (¥)-algdbre A/B) est
donné par ¢ X O =ANEX."A), X . O étant le résiduel exprimé
dans la (S8)-algtbre (L) .

DEFINITION 11.1 - Nous dirons qu'un isomorphisme (de treillis)

de deux quotients de (L) , est de la classe [tg s'il vérifie :

vae(B), VXEAB , (O .X)= @, £2(X) .

Un tel isomorphisme est un isomorphisme de (¥)-algdbres A/B et C/D,
au sens donné par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [16] (cf. § 5 p. 35) ;

cela résulte en particulier du fait que, pour toute famille {X}
iel

d'éléments X, de A/B , la borne supérieure k_j £(X,) existe dans

i
i€l
C/D et est égale 3 f(U Xi) .

i€l
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PROPOSITION 11.1 - Toute similitude de deux quotients d'éléments de (L) est un
isomorphisme de la classe [ (i.e. E c I"l.; cT.

Preuve : La classe r‘g vérifie les propriétés o) , (3) , %), qui précddent
le § 1 du chapitre X . Comme toute similitude de deux quotients de (L)
est la composée d'un nombre fini d'isomorphismes de treillis associés a
deux quotients transposés (cf, chapitre IV), il suffit d'établir que, si
deux quotients A/B et C/D sont transposés, 1'isomorphisme £ associé est
de la classe | g € -

Premier cas : C=AUD et B=AND, 1l'isomorphisme de treillis
< £ : A/B=—> C/D est alors donné par

X=—> XUD,

et on contr8le sans difficulté que
H(A LX) = @ . 2(X) .

Deuxilme cas : A=BUC et D="BNC, £ est donné par :

X—> XNC;

A 1'isomorphisme inverse £7' st donné
par @
B c X=—> XUB,
et est de la classe r‘qg d'apreés le
premier cas. La propriété (3) montre alors
D

que f est aussi de la classe r‘:@ .

-

REMARQUE - Tout isomorphisme £ : A/B —> C/D de la classe lq@ & la propriété

PN

de conserver les résiduels a gauche
@), 2 M) =X".Y.

DEFINITION 11.2 - Tous les isomorphismes de treillis f : A/B—> C/D qui vé-
rifient la propriété (9%) pour tous les résiduels i gauche constituent une

classe l_'& vérifiant les conditions o) , p) , ¥) 5 et s
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3. RESIDUELS ESSENTIELS D'UN ELEMENT D'UNE (% )-ALGEBRE NOETHERIENNE (OU ARTINIENNE),

Nous supposons désormais que (L) est une (%€)-algibre modulaire noethé-
rienne (ou artinienne) —cf. le début du chapitre X- et nous nous proposons
d'étudier les résiduels essentiels d'un élément X de (L) (cf. défini-
tion 2.1) au moyen des ["-types associés ¥ X, [ étant une :lasse
intermédieire d'isomorphismes contenue dans la classe r‘a définie au para=
graphe précédent :

S clPelfqqer,

(le choix M= r's?, étant bien entendu un ces particulier interessant).

Considérons un quotient co-irréductible A/B de (L) (cf. définition 10.1) ;
B étant () -irréductible dans le treillis A/B , B est alors tertiaire rela~
tivement & la (¥)-algtbre A/B et posside un seul résiduel d gauche essentiel
& qui est résiduel 2 gauche propre moximum de B dans la (6)-algibre A/B
(cf. théordmes 3.1 et 3.2 de [13] , III). Tout élément NE€A/B, N#B
contient un élément ZEAB , Z£B, tel que B . Z= & . En effet
& est résiduel essentiel de B par rapport & Y, (B<Y<4A), la
relation YNON >B (puisque A/B est co-irréductible) entraine :
& =p°. (xnN) .

si

Dans ces conditions, nous dirons que g(j') est 1'annulateur maximur du
quotient co-irréductible A/B (B étant 1'élément nul de A/B) .

PROPOSITION 11.2 ~ Les annulateurs maxima de deux quotients co-irréductibles de
mlme [M=type , (M < r‘&) , sont égaux.

Soient A/B et A'/B' deux quotients co-irréductibles de m8me [ =type
(cf. § 1 chap. X) ; il existe un sous—quotient non trivial C/B de A/B et
un sous-quotient C'/B' non trivial de A'/B' tels que les treillis C/B

et C'/B' soient isomorphes au moyen de un isomorphisme
f:C/B~—> C'/u! , de la classe ' ;

C # B entraine 1l'existence d'un élément Z tel que :
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B<ZgC , B°.Z= & (annulateur maximum de C/B) ;
£ étant de la classe l":(R 3
P =2(B) *. £(z) =B °, £(2) .

&' étant 1'annulateur maximum de A'/B' ,» £(2) £ B' entraine P&,

En procédant de meme avec £ , & < g .
Cette proposition 11.2 permet de donner la définition suivante :
DEFINITION 11.3 - Etant donné un [ ~type Gr de quotient co-irréductible, on

appelle annulateur maximum de ST 1l'annulateur maximum d'un quotient co-
irréductible du type @ , (M ¢ l"@) .

THEOREME 11.t - Les résiduels essentiels d'un élément X de (L) , X#£U,
cofncident avec les annulateurs maxima des ['=-types de quotients injectifs

indécomposables associés 2 X, (si T C TZR) o

Cet énoncé est a rapprocher de celui du théoreme 10.7 de [16] qui
exprime que les résiduels essentiels d'un sous-module X du module U
coIncident avec les annulateurs maxima des facteurs directs indécomposables

de 1'enveloppe injective de U/X .

Preuve du théordme 11.1 ¢ Soit & =X °. Y un résiduel essentiel de X par

rapport & 1'élément Y > X ; le quotient Y/X contient un sous-quotient co-
irréductible fpon trivial) YI/X 5

C'est évident si Y/X est co-irréductible ; si Y/X n'est pas co-
irréductible, X admet dans Y/X une décomposition en intersection finie
d'éléments X, () —irréductibles de Y/X ,

X=X1ﬁX2 m...mxn s n>2 , les Xi étant non superflus.,

La proposition 8.1 appliquée au treillis Y/X , montre que
Y’ = Xzﬂ eos nxn est élément co-irréductible de ce treillis, et Y,/X
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est quotient co-irréductible de (L) .

1’%1

étant un [ ~type de quotient injectif indécomposable associé & X (éor. 10,1)

Ce sous—quotient co-irréductible Y1/X est d'un ['—type @

L'annulateur maximum 5)1 de Y1/)( est donné par 91 =X "', N

avec X< N $Y1 £ Y. Ce résiduel X . N relatif & la {¥)-algébre Y/X

est aussi résiduel X °. N de X relatif a la (Q)=-algébre (L) (cf. § 2
du présent chapitre) ; & =X °. Y étant essentiel pour (L) , il en
résulte 91 = g) B

Inversement, si 9’ est 1'annulateur maximum d'un [ type CW'] de

quotient injectif indécomposable associé & X , 9 est annulateur maximum

d'un quotient co-irréductible ¢/X de dénominateur X (corollaire 10,1) ¢
QCP:X'.Y avec X<YLKQ0s

et il est évident que &

dans la (8@)-algtbre (L) .

est résiduel essentiel de X par rapport & Y ,

Nous savons qu'un élément X de (L) est tertiaire si et seulement
si X possdde un et un seul résiduel essentiel (cf. théordme 3.1 de T[13]

III) ; le théordme précédent permet d'établir le théordme suivant :

THEOREME 11.2 - Pour que 1'élément X de (L) , X # U, soit & -tertivire il
faut et il suffit que les [ =~types de quotients injectifs indécomposables

associés 4 X , aient tous le mfme annulateur maximum & , (Mc r'&)

Il en est ainsi lorsque X est ['-isotypique, puisque X ne possdde
alors par définition qu'un seul |'=type @ de quotients injectifs indé-

composables associé.

PROPOSITION 11,3 - Tout élément X de (L) , X #U, ['-isotypique est tertiaire ,

lorsque M < r'cﬁa L'¢é1lément, premier &  associé B X est alors 1'annulateur

maximun de tout quotient co=irréductible @/X de dénominateur X .

REMARQUE - La démonstration de la proposition 10.4, et le théoreme 11.2 montrent

que l'intersection de deux éléments & ~tertiaires est & -tertiaire
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(résultat classique de [13] ) . Le théoréme 10,3 permet alors d'obtenir les
théordmes d'existence et "d'unicité" des décompositions réduites d'un élément

X de (L), X#U, comme intersection d'éléments tertiaires (cf. § 8 de

(1], 1).

Dans le cas ou () est un demi-groupe commtatif, nous retrouvons les
résultats classiques de la décormposition noethérienne en intersection d'éléments

primaires.
4, APPLICATION AU CAS DES MODULES NOETHERIENS (OU ARTINIENS).
Considérons le treillis (L) des sous-modules d'un module U & gauche

et unitaire sur un anneasu & ;s (V) étant le treillis des idéaux bilateres

de & , (L) est une (¥)-algdbre. U est supposé noethérien (ou artinien).

T étant toujours la classe des isomorphismes de treillis portant sur les
quotients d'éléments de (L) , nous définissons comme précédemment, la classe
des similitudes Z (cf. introduction du chapitre X), la classe [% (cf.
définition 11.1), la classe r'& d'isoworphismes compatibles avec la rési-
duation 3 gauche (cf. définition 11.2),

Supposons que deux quotients A/B ot A'/B' d'éléments ce (L) défi-
nissent deux modules quotients A/B et A'/B' isomorphes au moyen d'un iso-
morphisme £ de modules sur & . Nous savons gue 1'homomorphisme canonique
P :A—> A/B définit un isomorphiswe © du treillis des sous-modules de
A qui contiemment B sur le treillis des sous-modules de A/B ;

g A —> A'/B' définit un isomorphisme analogue &' . Comme £ définit
naturellement un isomorphisme o du treillis des sous-modules de A/B sur
celui des sous-modules A'/B' 1'application T = 1o oo o estun
isomorphisme des sous-treillis A/B et A'/B* de (L) . Nous dirons que £
est un isomorphisme de treillis associé (canoniquement) i 1'isomorphisme £

de modules ; nous appellerons classe F'M la classe de tous les isomorphismes
T de T qui peuvent 8tre canoniquement associés & un isomorphisme £ de

modules (portant sur les quotients).

Considérons deux quotients A/B et A'/B' ‘transposés de (L) ; il est
uisé de voir que les deux modules quotients A/B et A'/B' sont isomorphes :

A/B s /B' de fagon naturelle, et que l'isororphisme ¥ canoniquement
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associé & f cofncide avec 1l'isomorphisme des treillis A/B et A'/B' défini

par le caractdre transposé de ces quotients (cf. § 1 du chapitre IV).

D'autre part tout isomorphisme de la classe l"'M est aussi de la classe

Ces observations peuvent 8tre traduites par :

ol

M‘C‘Pﬁ’gr:ﬁ c 1.

L'importance de la classe F'M est mise en évidence par le théordme

THEOREME 11.3 - Pour qu'un sous-module X soit élément r'M—i__s_g*_b_XI_)_i_ggg dans la
(V)-algdbre (L) , il faut et il suffit qu'il soit sous-module isotypique
au sens habituel (cf. définition 10.5 de [16]).

Prouve : Rappslons la notion de sous-module isotypique : U est noetherien (ou
artinien) ; soit

(1) x=x‘nxzn...nxn
une décomposition du sous-module X de U en intersection d'un nombre fini
de sous-modules () =irréductibles sans élément superflu. L'enveloppe in-
jective E(U/X) de U/X est somme directe de n sous—modules isomorphes
respectivement aux enveloppes injectives indécomposables E(U/Xi) des mo~
dules U/Xi :

(2) E(U/X) = E(U/X,) & E(U/Xz)- D..D E(U/X) .

(ctf. E. MATLIS, théordme 2.3 de [18] et L, LESIEUR et R, CROISOT,
théordme 10,3 de [16] ).

Les composants directs figurant dans (2) sont indépendants (aux
isomorphismes pr3ds) du choix de la décomposition (1) pour X , en vertu
du théordme suivant de G. AZUMAYA (cf. [1])

Soit U un & -module qui est somme directe d'un nombre fini de sous-
modules injectifs indécomposables. Pour deux décompositions de U en somme
directe d'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables 3

r'g.
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U=I‘$12$.oo eIn=I;®Ié@...@II‘I’

Ona n=n', et il existe une permutation ¢ de 1l'ensemble

{1, 25000y n} telle que Iy, soit isomorphe a Io'-(oc) pour tout &

U/X est somme directe de sous—modules injectifs indécomposables tous iso=

morphes.

Cela est équivalent i dire que pour toute (ou pour une seule) M =décome
position du type (1) , tous les composants E(U/Xi) de la décomposition

correspondante (2) sont des modules isomorphes.

Mais les enveloppes injectives indécomposables E(U/Xi) et E(U/XJ.)
sont isomorphes si, et seulement si, il existe un sous-module non nul Yi
de U/Xi isomorphe & un sous-module non nul Yj de U/X, : Yi — Y;j
(cf. corollaire de la propriété 10.8 de [16]) ; c'est-d-dire, s'il existe
un sous-module Zi et un sous-module Zj de U tels que :

X, <2, Xa‘ < zj ; zi/x:.L et zj/ : sont isomorphes par 1'isomor-
phisme (-f. de I'"M canoniquement associé & (f Zi/xi —_— Zj/xj

(Yi et Y;j étant identifiés & Zi/){:.L et Zj/){j) s les quotients co-
irréductibles U/X:.L et U/XJ. sont alors de méme r‘M - type T (qui

est un des r'I-I - types associés & X par définition 10,3) .

Inversement si les quotients co-irréductibles U/Xi et U/X‘_j sont
de m8me r'M - type I , il existe alors deux sous—quotients non triviaux
[/ : : 'y ‘-1
Z_i/xi et Lj/xj isomorphes par un isomorphisme v de la classe M
'\})‘ est donc l'associé canonique d'un isomorphisme de modules quotients :

‘L‘/‘ : zi/xi——» zj/xj ,

et les enveloppes injectives E(U/Xi) et E(U/Xj) sont des modules

isomorphes.

REMARQUE 1 - La proposition 10.3 du chapitre X , et la propriété 10,9 de [16]
permettent une preuve presque immédiate du théoréme 11.3, mais cette preuve
a l'inconvénient de masquer les r8les joués par les r‘-types (et types

pour les modules).
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REMARQUE 2 - Ce théortme 11,3 et sa démonstration montrent que le chapitre X

(1] e

[2] @
(3] ~

[4] =
[5] e.

appliqué au treillis (L) des sous-modules d'un module U et au choix

M= r"M , réalise une thdéorie des types "d'injectifs" indécomposables et
des sous-modules isotypiques de U , qui ne porte que sur les éléments de
(L) et n'utilise par le plongement d'un module dans un module injectif

(enveloppe injective dans la pratique).

BIBLIOGRAPHIE

o
- -

~

AZUMAYA, Corrections and supplementaries to my paper concerning Krull-

Remark-Schmidt's theorem (Nagoya math. j., vol 1, 1950, p. 117-124).
BIRKHOFF, Lattice theory (Amer, math. soc.,, New=York, revised edition 1948),

BOURBAKI, Eléments de mathématique, livre II : algibre (Actualités scienti-

fiques et industrielles, Hermann, Parisj.
CARTAN and S. BILENBERG, homological algebra (Princeton, 1956).

DUBREIL et ioL. DUBREIL-JACCTIN, legons d'algebre moderne (Vunod; Paris 1961).

[6] M.L. DUBREIL~JACOTIN, L. LESIEUR et R, CROISOT, legons sur la théorie des

[7] 5.

[e] .

treillis, des structures algébriques ordennées et des treillis gdomdtriques

(cahiers scientifiques, Gauthier-Villars, Paris 1953).

ECKMANN et A. SCHOPF, Uber injective Moduln (Archiv der Math., vol IV,
1953, p. 75-76).

FORT, I , Quelques propriétés des sous-modules tertiaires d'un module sur
un snneau non nécessairement commutatif (C. R, Acad. Sc., t. 248, 1959,
pe 1748=1750),

11 , Quelques propriétés des sous-modules tertiaires (C. R. Acad.
Sc.; t. 254, 1962, p. 1900-1902),



- 98 -

I1I, Radical tertiaire d'un sous-module, sous-modules tertiaires dans
un module sur un anneau non nécessairement commtatif, (Séminaire Dubreil-
Pisot, 11 décembre 1961).

IV , Eléments injectifs (compléments) dans les treillis modulaires
(Sém. P. Dubreil, M.L. Dubreil~Jacotin, L. Lesieur, C. Pisot, 6 Janvier
1964) .

V , Eléments isotypiques dans les (%)-algdbres modulaires (Sém.
P, Dubreil, M.L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur, C, Pisot, 13 Janvier 1964).

[9] P, GABRIEL, Objets injectifs dans les catégories abéliennes (Sém. P. Dubreil,
M.L. Dubreil-Jacotin et C. Pisot, t. 17, 1959, p. 17-01 & 17-32).

[10] P. GABRIEL, des catégories abéliennes, thdse Paris 1961 (Bull. Soc. math. Fr.,
t. 90, '962, P. 323‘448)0

[11] R. E. JOHNSON, Structure theory of faithful rings, I Closure operations on
lattices (trans. amer. math. soc., vol 84, 2, 1957, p. 508-522).
11 Restricted rings (ib., p. 523-544), III Irreductible rings (Proc.
amer. math. soc., vol 11, 5, 1960, p. 710=717).

[12] R. E. JOHNSON and E, T, WONG, quasi injective modules and irréductible rings
(J. London math. soc., t. 36, 1961, p. 260-268).

[13] L. LESIEUR et R, CROISOT, Théorie noethérienne des anneaux, des demi-groupes
et des modules dans le cas non commtatif, I (Colloque d'algdbre supérieure,
C.B.R.M., Bruxelles, 1956, p. 79=121), II (Math, ann. t. 134, 1958,
p. 458-476), III (Acad. royale de Belgique, t. 44, 1958, p. 75-93).

{14] L. LESIKUR et R. CROISOT, une propriété caractéristique des idéaux tertiaires
(C.R. Acad. Sc., t. 246, 1958, p. 517=-520).

[!5] L. LESIEUR et R. CROISOT, la notion de résiduel essentiel (C.R. Acad. Sc.,
t. 246, 1956, p. 357-360).

[16] L. LESIEUR et R. CROISOT, Algébre noethérienne non commutative (Mém, Sc.
math, Gauthier~Villars, Paris, 1963).



L‘

L.

Q
)

G.

- 99 -
LESIEUR et R, CROISOT, Coeur d'un module I (Séminaire Dubreil-Pisot,
14 Novembre 1960) et II (id., 10 avril 1961),
LESIEUR et R. CROISOT, Coeur 4'wu module (C.R. Acad. Sc., t. 252, 1961, p. 52=54).

LESIEUR et R, CROISOT, Coeur d'un module (Journ. de Math. pures et appl.,
tome XLII, Pasc. 4, 1963).

MATLIS, Injective modules over Noetherian rings (Pacific j. math. vol. 8, 3,
1958, p. 511-528).

ORE, On the foundation of abstract algebra I (innals of math., vol. 36, 2, 19353,
p. 406-437), II (id. vol 37, 2, 1936, p. 265=292)

RENAULT, Sous-modules compléments dans un A-module M (C.R. Acad. Sc., t. 256,
1963, p. 3222-3225).

RENAULT, Etude des sous-modules coupléments dans un A-module (Sém. P. Dubreil,
M.L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur, C. Pisot, 11 Avril 1963).

Jacques Fort
13, rue Louis Vierne, Foitiers

-fe

Erratum :

page 6, 3eme ligne, au lieu de : ag.X==3,,., lire :

an-')EL...

page 31, avant derniére ligne, au lieu de :

maximal, lire : minimal.



