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CONTRIBUTION A L» ETUDE DES ELEMENTS TERTIAIRES

ET ISOTÏPIQUES DANS LES MODULES ET LES (^-ALGEBRES

par

Jacques FORT

Ce travail porte essentiellement sur les deux notions suivantes ;

1/ La notion d'élément tertiaire d'une (^-algèbre (L) , introduite et étu-

diée par L. LESIEUR et R. CROISOT dans 03] , [14] , [15] , et pôT^ .

Lorsque (L) est le treillis des sous-modules d'un module U sur un anneau

ç> non nécessairement commutatif, et que (Ç) est le treillis des idéaux

bilatères de Tb 9 la notion de sous-module tertiaire généralise alors celle

de sous-module primaire définie dans le cas où S est un anneau commutatif

(cf. N. BOURBAKI, Algèbre coimnatative, chapitre 4)»

2/ La notion de sous-module isotypique d'un module U introduite par P. GABRIEL,

et appliquée à 1 1 0 -décomposition d'un sous-module en sous-modules isotypi-

ques (cf. [10J) ; tous les résultats que nous utilisons ici figurent au cha-

pitre X de [î6j , en liaison étroite avec la notion de sous-'nodule tertiaire.

Nous nous proposons dans ce travail, en suivant les suggestions de

Monsieur le Professeur L» LESIEUR, d'étudier les questions suivantes ;

1/ S'affranchir, partiellement ou totalement, des conditions de chaîne ascen-

dante (ou descendante) portant sur les résiduels à gauche et à droite des

sous-modules d'un module U (conditions figurant à l'axiome (D) de [13j , 1 ;

ou à l'axiome D du chapitre III de [16]) ; et étudier, dans ces conditions

nouvelles, les sous-̂ nodules tertiaires, les radicaux tertiaires, et les sous-

modules unirésidués»

2/ Définir une notion d'élément injectif et d'enveloppe injective dans les treillis

modulaires, 0 -continu et complet ; et utiliser ces notions pour introduire

celle d'élément isotypique dans un treillis modulaire noethérien (ou artinien).

( 1 ) cf. bibliographie aux deux dernières pages.
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3/ Comparer cette notion d'élément isotypique à celle d'élément tertiaire.

Nous avons divisé notre exposé en onze chapitres»

L'étude du radical tertiaire d'un sous-module et des sous-modules ter-
tiaires d'un 6-module à gauche U , est conduite au chapitre 1 , dans la
situation la plus générale» Cette étude est précisée, sous une condition (E)
assez large, au chapitre H ) nous avons pu ainsi étendre a des modules ne
vérifiant pas nécessairement l'axiome (D) , de nombreux résultats de L. LESIEUR
et R. CROISOT. Lorsque cette extension n'était qu'une simple transposition,
nous n'avons indiqué que l'énoncé correspondant ? lorsqu'elle a nécessité au
contraire une élaboration originale, nous avons donné intégralement les dé-
monstrations •

La comparaison des notions de sous-module tertiaire et de sous-module
unirésidué est abordée au chapitre III y sous la considération des faits sui-
vants l on sait que, d'une part, tous les exemples de modules ou d'anneaux
construits pour tenter de séparer ces deux notions ont été -jusqu'à présent-
inopérants ? et que, d'autre part il n'a pas été obtenu d'éventuel théorème
général d'équivalence des deux notions» Cette équivalence est cependant connue
dans le cas d'un module sur un anneau commutatif, et dans le cas d'un anneau
artinien à gauche (cf. § 7 et 8 de [13J , II). Nous étendons cette équivalence
au cas des modules sur un anneau artinien à gauche (théorème 3.3) ; deux autres
cas d'équivalence sont abordés, et un théorème de transfert (théorème 3 . 1 )
permet de ramener le problème au cas des idéaux d'un anneau -tout au moins
dans des conditions assez usuelles-

Be la structure de module de U , nous ne conservons au chapitre T^
(et jusqu'au chapitre X ) , que celle du treillis (L) de ses sous-modules ;
et l'étude porte essentiellement sur un treillis (L) modulaire, complet et
H-continu. Le chapitre IV précise et indique quelques propriétés des treillis
modulaires portant sur les quotients semblables et sur les unions (et intersec-
tions) directes, propriétés qui seront utilisées dans les chapitres suivants»

Pour introduire les notions d'éléments injectifs dans (L) et d'enveloppe
injective d'un élément de (L) , nous nous sonnes volontairement limités a la
considération des seuls éléments de (L) y et nous n'avons pas cherché a plonger
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(L) dans un treillis (L' ) plus riche en propriétés que (L) -ce qui est le
cas par exemple du treillis des sous-modules d'un module M , lorsque M est
plongé dans un module injectif-. Nos définitions ont cependant été choisies de
telle sorte qu'elles coïncident le plus souvent arec les définitions habituelles
correspondantes y dans le cas particulier où (L) est le treillis des sous-modu-
les d'un module injectif.

Aux chapitres V et VI sont introduites les notions d'extension essentielle
d'un élément donné de (L) , et d'élément complément de (L) ; leurs propriétés
élémentaires sont étudiées» Les éléments de (L) qui ne possèdent pas d'exten-
sion essentielle propre ont été appelés injectifs, bien qu'ils coïncident avec
les éléments compléments de (L) —théorème 6.1—• Ce dimorphisme d'écriture a
été maintenu afin de conserver l'analogie des énoncés des propriétés étudiées avec
ceux des propriétés correspondantes que nous connaissons, touchant les modules»

Nous prouvons au chapitre VII l'existence *'d' enveloppes injectives" d'un
élément donné de (L) y qui sont caractérisées par des énoncés de même forme que
ceux portant sur les enveloppes injectives d'un module (théorème 7.2), à l'excep-
tion cependant de leur unicité (à un isomorphisme près)*

û chapitre VIII les injectifs (ou compléments) extrêmaux de (L) sont
étudiés en détail, et leurs diverses caractérisations sont fondamentales pour
l'étude des applications faite aux chapitres suivantŝ

Le treillis (L) est supposé noethérien (ou artinien) au chapitre IX
(ainsi qu'aux deux derniers chapitres) } Nous y donnons d'abord un théorème de
décomposition d'un élément complément de (L) en intersection de compléments
maximaux de (L) (théorème 9 . 1 ) . Puis nous étendons un théorème de G. AZUMAIA
à une classe de treillis (L) satisfaisant à une condition supplémentaire (S)
(théorème 9*2) ; et nous donnons une caractérisation des modules injectifs por-
tant uniquement sur le treillis des sous-modules de modules extensions faciles a
construire (théorème 9. 3 )

Une relation d'équivalence dans l'ensemble G des quotients co-irréducti-
blés de (L) (définition 10.2 et proposition 10.1) nous a permis de définir au
chapitre X , la notion de P -types de quotients co—irréductibles attachés a un



élément donné X de (L) ) P est une classe d'isomorphismesde quotients pou-
vant être choisie ultérieurement de plusieurs façons intéressantes» II est alors
possible, pour chaque choix de F , de développer une théorie des éléments
F -j sotypiques de (L) y et de décomposer les éléments de (L) en intersection
réduite d'éléments F-isotypiques (théorèmes 10.2 et 10.3).

Au chapitre XI, nous appliquons les résultats du chapitre X aux (9S)-algèbres
modulaires (L) et aux modules» Nous déterminons des conditions suffisantes por-
tant sur la classe P pour qu'un élément P-isotypique de (L) soit tertiaire,
par l'étude des résiduels essentiels de cet élément (théorème 1 1 . 1 ) ; enfin il
est possible de choisir P dans le cas des modules, pour obtenir une théorie
des P-types et des sous-modules P-isotypiques équivalente a celle, connue,
des sous-modules isotypiques (théorème 11•3)»

Je tiens à exprimer ici toute ma profonde reconnaissance à, Monsieur le Pro-
fesseur L. LESIEUR rapporteur de cette thèse ; ses enseignements et ses conseils
m'ont été d'un grand secours pour l'élaboration de ce travail, et pour sa rédac-
tion définitive.

J'adresse mes vif» remerciements à Monsieur le Professeur P. DUBREIL qui m'a
fait l'honneur de présider mon Jury, et a Monsieur le Professeur A. REVUZ qui a
bien voulu me proposer un deuxième sujet de thèse*

Je suis également très reconnaissant envers Monsieur le Professeur R. CROISOT
auprès de qui j'ai toujours trouvé l'accueil le plus favorable.



CHAPITRE 1

RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE» SOUS-MODULES TERTIAIRES.

Les notations et symboles suivants seront en usage principalement au cours
des chapitres 1 , II , III .

S désigne un anneau non nécessairement coranutatif ou unitaire» U désigne
un ï -«oodule a gauche» Les éléments de t sont représentés par des lettres

grecques minuscules, ceux de U par des minuscules ordinaires, les idéaux bila-
tères de ¥ par des majuscules manuscrites, les idéaux a gauche par des gothi-
ques, les sous-modules par des majuscules d'imprimerie.

(x) représente le sous-module engendré par xe U , (oc( l'idéal a gauche

engendré par oc e S, (oc) l'idéal bilatère engendré par «.eS. Le symbole oc S» x

représente la réunion de l'élément ocx et de tous les éléments o& px , p dé-
crivant £> •

Pour tout sous-module X de U et tout sous-ensemble non vide S Ç U la
notation X \ S représente l'ensemble Ç 6. S tels que ^ s C X . V s ê S ,
c'est un idéal à gauche de Ç . Si S est sous-module de U , X \ S est un

idéal bilatère de S appelé résiduel à gauche de X par S , il est propre
si S $^X .

Pour tout élément Ï du centre de S et tovb sous-module X de U , la

notation X .' )f représente l'ensemble des x€.U tels que Ï x e X $ c'est un
sous-module de U ,

Pour tout idéal bilatère Jfe dé £ et tout sous-module X de U , la no-
tation X •' db est l'ensemble des x 6 U tels que 0 6 x ^ X , V < x . ^ A { c'est
un sous-module de U appelé résiduel a droite de X par A» •

1. RADICAL TERTIAIRE D'UN SOUS-MODULE.

Les deux définitions qui suivent sont celles données dans 03] » II »
(définitions 6.1 et 6.2) ?
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DEFINITION 1,1 - Soit X un sous-module quelconque de U . Les éléments oc de &

vérifiant la condition :

a € X ===» 3 a' C (a) tel que a» 4. X et a 6 * a-1 £ X

forment un idéal bilatère SÎW de 5 .5Î(X) s •appelle le radical tertiaire
du sous-module X .

DEFINITION 1,2 - On dit q^un sous-module T est tertiaire lorsqu'il 'vérifie la pro-

priété suivante x a S* b Ç T et b ̂  T »^ <x é.5î(T) .

PROPOSITION l.l^ - X ^ U étant sous-module de U , on a i

a) ^î(X) « 0 âî(X -.a) .
a^X

b) si Ï est élément du centre de S t âî(X) Ç ^î(X .• Ï ) .

a) si ç a d X , on a : ^Î(X) ̂  ^%(X \ a) ( en effet soient 0€âî(X)

et fi ^X \ a ; il existe alors x €(^a) tel que x é X et p 5» x ^ X .

Mais x est de la forme x s ÎTa avec !T ê(fl| et if ^X *. a ( comme

p g» x Ç X est équivalent à P g» Y Ç, X \ a , il résulte bien û eSi(X \ a).

Si Sa C X , on a X \ a = 5 et Jî(X \ a) s 5 2^Î(X) .

Réciproquement soit a e ^ ^ ^(x \ a) = A, idéal bilatère de S
a ^ X

Soit aussi b ̂  X . Montrer qu'il existe b» 6 (b) , b' ^ X avec

ot S» b» Q X . (équivalent à oc ê^î(X) ).

Si a £* b C X , on choisit b« a b .

Si oc 3S* b <t X , ou bien oc X b ^ X pour un certain \€ ^&( par défi-

nition de A», oc C <SR(X \ 'X b) , et il existe oc' € ( o( | tel que

o(? ^ X \ Xb et 01 5* oc1 Ç. X \ 'Xb . On choisit dans ce cas b' « oc» \b |

ou bien ocb ^ X ? oceâî(X \ b) et il existe oc" ê (oc| tel que oC-^X \ b

®t oc ç* oc** Ç X \ b » On choisit dans ce cas b' a oc" b .

b) Si ûeâï(X) et b ^ X •• Y /ou f b ^ X , on peut trouver x édfb)

tel que x ^È X et 0 S* x ^ X } x est de la forme x « fb* avec b' ê (b)

puisque y appartient au centre de 5 •

b» ^ X .' y î et p S* V b' Q X entraine K o 5» b' & X , ou

p S» b» Ç X .• y $ par suite peSS(X •• H •

Dans le cas où X •• Y a U , on a encore 5î(X .' ^6) • £ 2^Î(X) •

(1) cf. proposition 1.1 de [8] , II .



PROPOSITION 1.2 - Pour les sous-modules X y X , » • • , X , on a :
3î(x^) n âî(x^) n ... n Si(\) ç âï(x n x n ... n x )

II suffit de faire la démonstration pour deux sous-modules X. et X_ • Soient
<^e3î(X^) H Si (X^) et b ^ X^ 0 X^ . On a, par exemple, b ^ X f il existe

alors b' C (b) tel que b' ^ X et oc 6* b» S X. .

Si ol g* b» Ç X , alors b' ^ X. n X et <x S * b( S X. n X. en-
trainent oc e<S%(X 0 X ) .

Si oc g* b1 d X. , deux éventualités t

• ou bien oc b* ^ X, , et oc€^(Xj entraine l» existence de b'9 €> (ocb1)
tel que b" ^ X et oc S» b" C X^ . ̂ iis b- e (b1) entraine t

et V* b*» Q X 0 X^ avec b»' ^ X 0 X^ , et par suite oc 6<ÎS(X H X^) .

• ou bien ce X b' ^ X_ pour un certain Xé S ) on raisonne comme précédemment
en remplaçant b1 par Xb* •

Cette proposition étend, au cas des modules, sans imposer de conditions de
chaînes sur les sous-modules de U ou sur les idéaux de ô , la propriété 1.6

de [13] , III .

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES.

DEFINITION 1.3. - Rappelons la définition d'un sous-module secono^rer donnée au

§ 6 de [13J , 1 ,

Un sous-module X est dit secondaire si A» î Ç X , î ûL X mad^ 3
k. entiers positifs (i s 0, 1 , . .« , n $ n >0) et des idéaux bilatères £.

tels que :

^ko î^ ^k1 ̂  ... ^A^USX et X ^^«X

PROPOSITION 1.3 -

a) Tout sous-module secondaire est tertiaire*

b) Tout sous-module tertiaire selon la définition de MM. LESIEUR et CROISOT
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donnée à la propriété 7.2 de [)3] , 1 « (l) - est tertiaire selon la défini-
tion 1.2 •

a) résulte de la propriété 7*4 de [13] , 1 , dont la preuve n'utilise
aucune condition de chaîne, et de la partie b) de la proposition»

b) est une conséquence des définitions, et est indiquée en note a la défi-
nition 2.2 de [13[] , II .

REMARQUE - II n'est pas certain que l'équivalence des définitions données dans 1 et
II de [13] pour les éléments tertiaires, soit valable dans le cas général du
présent chapitre 1 • Néanmoins cette équivalence est assurée dans des conditions
très larges -cf. le théorème 2.2 du chapitre 2-«

THEOREME 1*1 - Tout sous-module n ̂irréductible est tertiaire •

La démonstration du lemme 3*1 de [13] , II ,
"Tout idéal à gauche 0-irréductible est tertiaire"

qui n'utilise que la structure de module à. gauche de l'anneau, s'étend d'elle
même au cas des modules»

DEFINITION 1.4 - On appelle résiduel élémentaire de X , un résiduel & gauche propre
de X de la forme X \ (y) , avec y ̂  X •

DEFINITION 1.5 - Un idéal a gauche CC de S est premier à. droite si l
ofc 6*A &a—=»^8e<xou <x S» c a

(1)-Rappelons la propriété 7.2 de [13] , 1 • Pour que X soit tertiaire il faut
et il suffit qu'il vérifie la condition »

X •• Jb 3 X et (X .• jb) 0 1 Ç Xas^T £ X
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PROPOSITION l^17 - Soit T ^ U un soua^oodule tertiaire, on a les propriété» l

a) ^Î(T) .S fï \ (y)1 « U [î •• (y)1
y i ' S ^ > y ^ T '

b) si ^î(T) est un résiduel & gauche propre de T , il est premier.

c) S a d T —»5Î(T) - 5Ï(T •. a)

d) si Ï est un élément du centre de 5 ,

yu ^T™^%(T) -âï(T .e Y )
e) l'idéal a gauche T \ a est premier a droite si et seulement si »

a € T .\^(T)

Preure de a) t Soit 0 &StW l choisissons b ^ T , il existe b» € (b) tel que

b' é T et p 6» b« C T , équiralent a p€ T \ (b') .
Inversement, Vy (é T on a T \ (y) g 5Î(T) car p8* y S T , y ^ T

et T tertiaire entraînent oe.SïW •

Preuve de b) < Soit a S»? & ^l(T) - T •• T et P^ÛÏ(T) »

il existe y € 1 , y ^ T tel que ft g* Y ^ T •
D'autre part <x 6 » ? ê T * • T entraine o c S » 6 < 5 » y ç T

Beprenons ô S * y f, T l

-. ou bien ?y ̂  T } alors a S» (3 y S T •ntraine o( ê^l(T) , T étant

tertiaire.

- ou bien Ç> >y ^ T pour un certain \ € S ( et de même o c 5 » / 3 X y S . T

entraine OC 6.5Î(T) •

Preuve de c) : II existe Ç&S tel que Ç ̂  T *. a . De p&SÎ(T •. a) résulte
que l'on peut trouver ç' ê (Cl tel que ç< ^ T \ a et p Ç» Ç' S T '• a »

ou; ^ ç ' a ^ T et P Ê ^ Ç ' a S T î
T étoat tertiaire on a bien Oe5î(T) . La proposition 1 . 1 achève la démonstration.

( 1 ) cf< proposition 1 . 2 de [8] , II .
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Preuve de d) ï Même forme de démonstration qu'a c) } en effet x À T .*Ï et

p€<îR(T .• Ï) =» 3x' € (x) tel que x' ^ T .• Ï et 0g» x' C T .' Ï ,

ou ; y x' çé T et p^* ^ x' c T ?

T étant tertiaire s pe3î(T) « (Inutilisé ensuite la proposition 1.1 .

Preuve de e) x Supposons que T \ a soit premier à droite, et que a é T .*Si(T) .

Il existerait donc ^ans <3i(T) un élément 0 tel que û a é: T ; on peut alors trouver

a* e (pa) tel que a' ^ T et p S* a» £ T . Mais a' » 0' a avec 0' e (P| ,

d'où pg# p' Ç T •. a -, p^ T \ a=s^ p g* d T \ a .

T *, a étant premier a droite, il vient D1 €. T '. a , en contradiction

avec û ' a a s a ' ^ T .

Inversement soit a € T .• jî (T) } si a e T alors T \ a » S •st bien

idéal premier (à droite) ; si a ^ T , soient alors deux éléments oC et ô de

% tels que ocS*fi Ç T '. a , qui entraine oc\ S* 0 C. T \ a , VX6 S(

l'éventualité fl G T *. a assure la preuve }

si P^ÈT •. a , <x g» (3 a ç T et o(XS» fia ^ T entrainent :

C(Ê%T) et <\À e«SR(T) V-)l€S puisque T est tertiaire.

Comme par hypothèse a e T .'Ûî.(T) , oc g* a ̂  T ou <x S* S T •. a .

REMARQUE - II est possible de définir un "radical tertiaire" Sî^W du sous-module

X , comme étant l'intersection des résiduels essentiels de X . <3î-(X) est aussi&
l'intersection des idéaux premiers a droite de la forme X \ a (L. LBSIEOR,

Cours de Mathématiques approfondies, Orsay 1963) •

La proposition 1.4 montre que, dans le cas d'un sous-module tertiaire T ,

l'ensemble des éléments a tels que T *, a soit premier a droite, coïncide avec

le sous-module T .*<3Î(T) ; d'où ;

(1) T \ [T ^SiW] »SÎ^W

Pour un sous-module quelconque X , nous avons l'inclusion :

(2) x -.[x .-SiW]ç <5^(x)

Eh effet la première partie de la preuve de e) de la proposition 1.4 ,

montre que si X '. a est premier a droite, alors a € X ,'<jî(X) (que X
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soit tertiaire ou non tertiaire) ; et il resuite bien ï

X \ [X ^(X)] ç X \ (a) C X \ a

fil l'absence de condition de chaîne, l'égalité (1) n'est pas toujours réa-

lisée pour un sous-module X non tertiaire, conroe on peut le montrer par l'exem-

ple 2«1 du chapitre 11 o

Lorsque le module vérifie, pour chacun de ses sous-modules X , la condition (E)

(introduite au chapitre II), l'égalité suivante est réalisée, pour tout sous-

module X ï

SiW = x \ [x .'^(x)J -Si^ï)

Elle est conséquence de la proposition 2,4 et des inclusions t

^R(X)CX °. [X .^(X)J£c5^(X)

PROPOSTOON 1 o 5 - Pour qu'un sous-module X ^ U soit tertiaire il faut et il suffit

qu'il vérifie la propriété ï

X ,• (oc) 0 X«=^ OL<£^I(X)

C'est la définition 3o1 de I13] » m » restreinte aux idéaux principaux
(oc) de 6 .

X .° (oc ) 3 X ==^ 3 y é X , « - î ^ y ^ X , X tertiaire =BS^ oc €. âî(X) .

Réciproquement, si la propriété de l'énoncé est vraie pour X ^ U , soit alors

« . 6 * y £ X , y j é x ? o n a y e X . ' (a) .

y <é X et la propriété en question entraine a ̂  <^Î(X) •

THEOREME 1 o 2 - Si le module U est unitaire pour que le sous-module X ^ V soit

tertiaire, il faut et il suffit que X ait la propriété l

Sa ^ X == (̂X) « <îR(X \ a)

La condition est nécessaire d'après la proposition 1.4 c) e

Inversement, supposons que X ait la propriété et soient o c ê . 5 , a € U ,



- 12 -

tels que ; oc g » a ç. X et a ^ X -qui entraine S a d X puisque U est

unitaire-. Soit alors /3 choisi tel que /3 ^ X \ a ( comme oc <S * a ^ X on a

aussi ; 06 5»^Q a S X , ou oc S*? C X \ a ^ par suite o<€^ft(X \ a) • <!%(X) ,

et X est bien tertiaire*

REMARQUE - Ce théorème 1.2 est inexact lorsque £ n'a pas d'élément unité» Consi-

dérons a cet effet le demi—groupe G défini par la table de multiplication <

| 0 a b c

0 0 0 0 0

a 0 0 0 0

b 0 a b a

c 0 0 0 0

et construisons sur le corps 2^ s Î0,ll a deux éléments, l'algèbre % d'élé-

ments générateurs a, b, c, et dont la multiplication est celle issue de la ta-

ble de G • Les éléments de % sont t

0 , a , b , c , a4b , b+c , c+a , a+b+c

îfc = f0,a| est idéal bilatère de S . Son radical tertiaire ^R contient

les éléments a et c puisque a 5 a c S e { O t , mais ne contient pas b car

(b| « {O»b} s b S * b ^ A? ; donc :

5î = ÏO 9 a , c , a+c} et Jb n'est pas tertiaire puisque b 5 » c » j 0 » a î « % ,

c (é Jt> , b €.Si . Les seuls éléments x de S tels que S x d 3b sont t

b y a4-b , b+c , a+b+c •

Les quatre résiduels Jo '• x correspondants contiennent a et c mais ne

contiennent pas b puisque a 8 s B c 5 a B { o J et b x ^ ? 6 «

Par suite J^ \ x = S^ .On vérifie aisément que Sï (Si) » <% , et
Sx ^ A=» ^%(ft) »<î%( .fc •• x) î ^ vérifie la propriété du théorème sans

être tertiaire.

DEFINITION 1.6 - Un sous-module X est dit ^-tertiaire, lorsqu'il est tertiaire et

que son radical tertiaire est <% •
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THEOREME 1 .3 - L'intersection d'une famille finie de sous-modules Si -tertiaires •st

un sous-module Sï -tertiaireo

Cet énoncé est celui de la propriété 7e6 de [13] > 1 , établie sous les

conditions de chaîne (D) au § 1 de [l3j , 1 , et celui du lemme 3,2 de [13] ,

II f établi sans utiliser de condition de chaîne, dans le cas d'un anneau» Son

adaptation au ca« des modules est aisée «

Le théorème 7o1 de p3j , II » relatif aux idéaux à. gauche» s'adapte im-

médiatement au cas des sous-modules, sous forme de la proposition suivante i

(donnée dans [P.J > 1 y sous la référence "Théorème I")

PROPOSITION 1,6 - T étant sous-module <3ï-tertiaire de U , et x un élément de U ,

si l'on a S x <i T , l'idéal à gauche T \ x est Si -tertiaire dans S .

Rappelons la démonstration ï Qî ss3î(T \ x) d'après la proposition 1»4 (

si oc €* ? S T \ x avec fî ̂  T •. x ,

oc g* (3 x Ç T avec fl x é. T ; T étant Si -tertiaire $ oce5î=<îl(T \ x) .

PROPOSITION 1.7 - ï étant sous-module Sî -tertiaire de U , et K un élément du cen-

tre de S , si l'on a Y U fs. T ^ le sous-module T .* ^ est SÏ -tertiaire dans U •

C'est une conséquence de la proposition 1.4 d) ; Si = <Sî.(T ." if) •

On termine comme II la proposition 1•6 •

THEOREME 1o4 - T étant sous-module 5\ -tertiaire de U , et S un sous ensemble non

vide fini de U , si 6 S ^T , l'idéal à gauche T \ S est ^-tertiaire dans Ô,

En effet T \ S as ' I (T '. s ) avec s. € S et s. ^ T (ne sont conser-

vés que les s ^ S tels que os dp T) } le théorème est alors conséquence de la

proposition T«ô et du théorème 1.3 .
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CHAPITRE II

MOIXJLES VERIFIANT LA CONDITION (E)

1. UNE CONDITION D'EXISTENCE DES RESIDUELS ESSENTIELS.

Rappelons la définition et la propriété suivantes l

DEFINITION 2.1 - On appelle résiduel essentiel du sous-raoduU X , un idéal bilatère (?
tel qu'il existe un sous-module Y 0 X avec 0 m X *. 1 et l

X C Z Q 1 ss^X • . Z « X \ Y , Z étant sous-œodule de U .

on dit alors que y est résiduel essentiel de X gar rapport à ï .
C'est la définition donnée dans [l5j . Dans le cas où X , Y , Z sont des élé-
ments d'un treillis modulaire (c'est ici le cas), cette définition est équivalente a »

DEFINITION 2.1' - L'idéal S^ bilatère est résiduel essentiel du sous-module X , s'il
existe un sous-module Y ̂  X avec <SP a X \ Y et ï

Z ̂  X , Z C Y =^X ' . Z » X \ Y , Z étant sous-nodule de U .

Cette équivalence est donnée dans [l5] •

PROPOSITION 2.1 -
a) Tout résiduel essentiel du sous-module X ̂  U est un idéal premier.
b) Si y est un résiduel a gauche propre maximal de X ̂  U , c'est un résiduel

essentiel de X •

Ce sont respectivement le lemme et la propriété 1 de [l?] , Dans tout ce
chapitre II, tous les sous-modules envisagés seront supposés vérifier la condition
suivante (sauf a la proposition 2.2) ï

CONDITION (E) - On dit que le sous-module X ̂  U vérifie la condition (E) >
d'existence des résiduels essentiels, si î y d X c==> 3 y* G. (y) tel que
y'^ X et X ' . (y*) soit résiduel essentiel de X par rapport a ( y ' ) .
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PROPOSITION 2.2 - Tout sous-module X de U , X ^ U , vérifie la condition (E) lorsque
l'une des conditions suivantes est réalisée :

a) L* anneau 5 est artinien a gauche*

b) L'ensemble des résiduels élémentaires du soas module X ^ U vérifie la condition
maximale -ceci pour tout sous-module véritable X de U-.

c) Le module U est unitaire et semi-simple •

d) Les conditions de $baîns (D) de L* LESIEDR et R. CROISOT de [13] , 1 , sont
vérifiées par tout sous-cnodule de U .

e) L'anneau S vérifie (E) pour sa structure de S-module a gauche (tous les
idéaux a gauche propres de S vérifient (E)).

REMARQUE PRELIMINAIRE - Pour X i U , la condition (E) est équivalente a la condition

(E') :

S y ^ X a==^ a y' ç. (y) tel que y» ^ X , et tel que X \ (y')

soit résiduel essentiel de X par rapport à (y»). En effet, visiblement, (E)

entraine (E'). Inversement soit y é. X ? si 5 y <t X alors (E*) entraine (E) \

si S y C, X , alors X \ (y) » 5 est résiduel essentiel de X par rapport
a (y)

Preuve de a) ; On vérifie (E») . Soit S y <t X \ désignons par (oc | un idéal minimal

parmi les idéaux a gauche monogenes (X| tels que (\\y(t X , et posons

J a X \ (<x | y . ér est résiduel essentiel de X par rapport a (<^] y s (oc y) , en

effet soit un sous-module 2 tel que 2 c (oe|y et Z d X . Il existe z € (<^ly

tel que z ^ X et z & Z ? 2 a o<» y avec oc» C (<x| } z ^ X entraine

(z) a (oc»| y ^ X avec (oc'j C (oc| ^ p r̂ suite (<x»| « (o(| et Z s (o<(y ,

X •. Z » ^p .

Preuve de b) : On vérifie (E) .Soient y ^ X et <P » X \ (y ) un résiduel élémen-
taire maximal parmi les résiduels élémentaires X \ (y') vérifiant y' ^ X et

y' € (y) • !P est essentiel par rapport a (y ) car, soit un sous-module Z tel

que Z Ç (y^) et Z ç& X , il existe z ^ Z tel que z ^ X ? (z) <s Z C (y )
et la maxiroalité de 5^ entrainent (

X \ (z) « X \ Z « X . (y ) « P
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Preuve de c) î On vérifie (E' ) -dans ce cas S y d, X équivaut a y fi X- Soit donc

Sy ̂  X ; par suite le sous-nodule 5 y différent de [0 ] est semi-simple (cf, par

exemple le corollaire 1 p. 33 n° 4 du § 3 chapitre 8 de [3]) et est sonne directe de
sous-modules simples 5y, , i ^ 1 .

Ey ^ X entraine l'existence de j e 1 tel que Sy. ^ X . Posons

tT « X \ S y. , on a y .e £y , y. ^ X , et on vérifie aisément que <^P est

résiduel essentiel de X relativement au sous-module simple S y. •

BEMAR0JE - Dans le cas particulier où 5 est semi-simple (en tant que S-module a

gauche), les conditions de c) sont réalisées pour tous les modules a gauche

sur 5 , car si 5 est semi-simple (et unitaire) tous les & -modules a gauche

sont semi-simples (cf. par exemple le théorème 4.2 de [4]).

Preuve de d) i L'axiome (D) du § 1 de [l3j , 1 , impose la condition maximale, d'une

part à l'ensemble des résiduels a gauche de X y d'autre part a l'ensemble des rési-

duels a droite de X •

Preuve de e) ; On vérifie (E') . Soit 6 y d X f Posons b • X \ y , ^ ^ 5 .

Il existe donc oc e C , oc ̂  ̂  • S vérifiant la condition (E) pour ses idéaux

a gauche, .il existe oc' e (o<l tel que oc' ^ J3 , et tel que ^ \ (<x'| « ̂ P

soit résiduel essentiel de Q par rapport a (o('| . Nous avons s
^» (X \ y) \ (oc») » X \ (o<'| y » X \ (oc' y) et oc' y ^ X .

Montrons que «J est résiduel essentiel de X relatif à (oc' y) $ »oit donc

un sous-module Z tel que Z £ («' y) et Z ^ X , et posons CC » 2 \ y ;

et CC* » («' | r\ OL ; nous avons »

Z a tt y a ÛC' y .

Observons que Œ' y » Z ^ X équivaut a CC' ^É P » X \ y . Mais

Ct' ^ (oc'l , et {? est résiduel essentiel de fa par rapport a (o('| } il en
résulte :

y » fa \ a' « (x -. y) \ a' - x •. a' y « x •. z .
0 est bien résiduel essentiel de X relatif a (û(' y) , et la condition

(E') est vérifiée par le sous-module X • Remarquons que la réciproque de cette

propriété est inexacte t
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Soit £ un anneau commutatif unitaire ne vérifiant pas (E) pour sa struc-

ture de 8-module (cf, exemple 2.1 qui suit). Si J(? est un idéal maximal de

6 , le 5-module quotient U s 5/cX? est simple, donc vérifie (E) .

EXEMPT 2,1 - II existe des modules ne vérifiant pas la condition (E) . Plus préci-

sément nous allons établir que l'anneau produit 5 s î l 5, d'une famille

infinie d'anneaux unitaires g. ne vérifie pas la condition (E) pour tous
ses idéaux à gauche o

Soit Jb l'idéal bilatère de % constitué de tous les éléments

î " ( £ 4 ) ^ support fini (i«e«, Ç. m 0 pour tout indice i appartenant
1 e I A

au complémentaire d'une partie finie de I). X est distinct de S puisque

la famille iç 1 est infinie. Montrons que Jb vérifie la propriété i
A. iel

(») »^^ft==^3 ̂  ç (^| tel que n'^ ^»et Jb \ (^|CJ&-. (r^'| (inclusion stricte)

O» (OJ n'appartenant pas à, A> , l'ensemble S( 0 ) des indices
' '-ici f

i pour lesquels n. ^ 0 est infini, et admet une partition en deux sous-en-

sembles infinis disjoints i

S( 9 ) « L^ Y L^

Pour toute partie H de I posons ou " (Çj défini par ï Ç. « 8.
i CI i i

(élément unité de &^) si i C H et Ç » 0 si i ^ H .

Choisissons alors n' défini par O ' " 6 , . n a ( n . ' ) ?
. ' ( 1 e ( - i € I

^ « 0 si i i L, , et ^ . 6^ ̂  « ̂  si i € L ^ .

Nous avons Y^' € (r)l et ry' ̂  Sk . Montrons que &\ (ni i $>•. (n'I

Pour cela introduisons l'élément Cr » ^^ç£ nous avons £- . )< . n' • 0 ,

et pap suite 6^ € j& \ ( r^ '| ; d'autre part ST • ^^^ entraine

£^ ̂  A'. (»^| . L'idéal A> vérifie bien la propriété (») .

Dans ces conditions, Jb n'a pas de résiduel a. gauche essentiel, car

si y m X\ ff était résiduel & gauche essentiel de îte relatif à. l'idéal

à, gauche CX. , pour «€ OC.cx^ %, on aurait <

^ - A-. (<x|
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La propriété (*) permettrait de trouver oc1 ç («| ç CL tel que ex' ̂  îfe
et \̂ (o<| Ç ̂\ ( e x ' ) , ce qui contredirait le fait que S^ est un
résiduel essentiel de îfc relatif à (X •

Cet exemple s'applique en particulier au composé direct IL d'une famil-
le dénombrable de corps isomorphes» Lorsque la famille d'anneaux est finie,
nous obtenons par contre s

n
PROPOSITION 2.3 - Pour que l'anneau 6 = 1 1 5^ , produit d'une famille finie

j—l ! ' -
d'anneaux unitaires 5, y vérifie la condition (E) pour tous ses idéaux a
gauche, il faut et il suffit que chacun des anneaux S. vérifie (E) pour
tous ses idéaux à gauche*

Soient p • « • • y p y q. > • » < > q , les projections et injections cano-
niques associées a la représentation de 0 comme anneau produit des anneaux
04 9 • • • » 5-. 9

g^S.^S^E,
i«s1

Nous savons que l'anneau (S est composé direct des sous-anneaux

<1<(5<) » • • • > Sî n^ î et qvLe pour oc e ̂ ^4) » o< ss ^(Pjit^))
-cf. n0 11 , § 8 , chap. 1 , BOURBAKI [3]-.

Il est aisé de vérifier que, pour deux idéaux èk gauche CC et fa de 5 ,

(1) ûC'. fa»^ <L (p.(OC) •• P.(i3))
Si \1 /

et, dès que jb £ < 1 ^ ( S _ ) >

(2) Cl \h « fe q^(SJ ̂  q^ L(a) •• Pj(fc)J
L^ J \ /

Supposons que l'anneau S vérifie la condition (E) pour tous ses
idéaux à gauche, et montrons que tout idéal & gauche CC. de S. vérifie

cette même condition dans 5. •

Soit r^ € 5. , r)j ^ Ctj î ̂ ^ ^ ^j1^^ et la condition (E) »
entrainent l'existence de n' , élément de S^(0 ^) aa < 1 - ( 5 ^ Oj) > tel ÎH®

'?' ^ qj(aj) et que
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ff = îj(o:j) '. (S, y)

•oit résiduel essentiel de q,(a ) dans & , relatif & !•idéal a gauche

5^-(<i j (Sj))^c^(Sj) .
La relation (2) donne :

o) ^»[§^(5J e^ h*-^^^.))) ,
\yp4 ) \ /

observons que ^ t .̂ ^(CU entraine p ( iy ') ^ Cî. , car U' ê ^•(2j ?
et que n1 ê qj( S^ Uj) entraine p,( 1^ () € 6, n . Il nous reate a mon-

trer que CC. '• (6j Pj^^) asu^ est y®»^11®! easentiel de CC relatif a l'idéal
a gauche ô, P,( ^> ) d® 5j • Soit pour cela un idéal a gauche H . de &.
tel que :

^sS^-) , c^c^

ce qui entraine x

<lj(^j)£$y . îj(^) ̂  q^(CCj) »

étant résiduel essentiel de q.(CC.) dans 5 , relatirement a, & n' «^

^ - w '• ̂ ^^ - fe ̂ i5) œ ^(^i •• %>
(3) entraine alors :

a, : (f,. a, : (5,,^.>). ̂
ce qu'il fallait montrer»

Réciproquement x supposons que chaque anneau 5. vérifie la condition (E)
pour ses idéaux a gauche, et montrons que tout idéal a gauche CC de 5
vérifie (E) . Soit donc Oe5> H^CC» II existe au moins un indice j pour

lequel p (n) ^ p (ff) , car CC « ® <L fp.(CC)) et n « f^ q, fp,(h)) .
• ' < u i » 1 - \ - / / i « l * \ 1 ' /
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La condition (E) appliquée à I1 idéal a gauche p. (OC) de l'anneau

9 assure l'existence d'un élément n' de 6. tel que iSj
t?] ^ Rj^ y ?j e ^j ̂ ^ ) » ̂ j " Pj^ ^ ̂ j 9? est T6»iàviel ea-
sentiel de p.(OC) dans 6, relativement a 5.^'.. Observons que

^^j^^j^j^jt^^^6? car ^j^l ̂ j^j^ - ^ ̂
l'élément unité de &. ,

.^r-' *)
Nous avons d'autre part q (n '.) é GC car U' â| p.(ûC) . Montrons que
^ . » / ^ ^ i J ' J 7 f j ' J

» UL • [6 q.(0^y est résiduel essentiel de CC dans & relativement^
a 1 * idéal à gauche S q.. ( 0 (. ) • Considérons un idéal a gauche C/ de 5
tel que z

cr^f f et <7e5îj(^j)-qij(5j^.) .

Conme C? ç q.(6.) , noua avons »

Pj(^) ^ Pj(œ et ^(CDS^^j

et il resuite ; <^_ = p,(CX) *. P.((<Ï) « IA relation (2) donne alors »

CC '. q = [© <^(S^)] © îj(^) - CC. <L,( Sj yp . ̂ .

Il existe des modules U vérifiant la condition (E) pour tous leurs

sous-modules, et ne vérifiant pas les conditions de chaîne (D) de L, LES1HJB

et R. CROISOT (cf, p« 82 et 83 de [13] . I) , comme le montre l'exemple sui-

vant :

EXEMPLE 2.2 - <y étant l'ensemble des nombres premiers p de N , considérons

le Zr-module U somme directe des Z-modulea quotients Z « Z/pZ :
P

U « © Z
peP p

U est un Z-module semi-simple -cf n° 3, S 3, chap« 8, BOURBAKI [3l-,

et vérifie la condition (E) en vertu de la proposition 2.2«

( 1 ) cf» un autre exemple a la fin de ce chapitre»
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Le sous-module 0 de U ne vérifie cependant pas la condition de

chaîne descendante pour ses résiduels a gauche, car soit S a s J p , p , 0 0 0 , p y 4

une suite infinie de nombres premiers p de ^P , deux a deux distincts ; les

résiduels s

^=0'.(^ BJ « ^ P t Z » P , P 2 . . . P ^ Z

(où a. est un générateur du sous-module Z de U) forment une suite infinie

strictement décroissanteo

Observons que tout idéal premier pZ de Z est résiduel a gauche propre

premier de 0 , car s

0 °. a as pZ ; a étant un générateur du sous-module Z o
< P P P

2. SOUS-MODULES TERTIAIRES D'UN MODULE VERIFIANT LA CONDITION (E).

PROPOSITION 2.4 - Le radical tertiaire âî d'un sous-module X ^ U est l'in-

tersection des résiduels essentiels de X , pas nécessairement en nombre fini»

Ôt est un résiduel a gauche propre de X ? si X est tertiaire, Ô\ est

idéal premier (cf. Proposition 2.1 de [8] , 11)^ .

Observons tout d'abord que tout résiduel essentiel de X est élémentaire l

si o ss X \ Y est essentiel par rapport a ï , pour tout y e ï , y ^ X

on a <J ss X °. (y) et cJ est essentiel par rapport a (y) ,

Soit Jb l'intersection des résiduels essentiels de X (il en existe

d'après la condition (E)) ? Considérons un élément û€.Si et un résiduel es-

sentiel ff s X °. (y) de X relatif à (y) .

y ^ X et ^Sï ==^ 3y' e (y) tel que y' .̂ X et P5^ y' 0 X î

d'où P <£ X °. (y') « ff , car ^ est essentiel ; par suite 55 Q <&.

Inversement soit oceJ&et y ^ X } d'après la condition (E) il existe

y' G (y) , y' ^ X tel que ^P' a X °. (y') soit résiduel essentiel de X

relativement a (y') ; comme oceJb on a bien oc5» y' ç^ X et ocêJx..

(1) Cette proposition est appliquée a l'exemple 2.2, ^ la fin de ce chapitre»
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L'ensemble des résiduels à gauche de X est une famille de Moore sur
les parties de S (cfo par ex, la définition po 8 du § 4 de [ 5 ] ) , » ̂  est
donc résiduel à gauche (propre) de X , et il est premier d'après la proposi-
tion 1o4, lorsque X est tertiaireo En particulier cela prouve le théorème
2 de [8] , 1 ( 1 ) .

Cette proposition 2.4 a le même énoncé que le théorème 1.4 de [13] 9 III »
établi au moyen de l'axiome (J)) de [l3J , 1 , et elle permet de caractéri-
ser, sous U seule condition ( E ) , les sous-modules tertiaires de U , ou
moyen des résiduels essentiels comme il est fait dans [14] au théorème 1 et
dans [13] , III , au théorème 3.1 , à savoir i

THEOREME 2.1 - Le sous-module X ̂  U est <îR-tertiairê  si, et seulement si,
il possède un et un seul résiduel essentiel» Ce résiduel essentiel unique
est <̂ R , et ôî est un idéal premier (cf. théorème 2.1 de [8] , II)

Si X ̂  U est S\ -tertiaire, Sï contient tout résiduel essentiel ̂
de X (d'après le a) de la proposition 1»4) ; la proposition précédente 2.4
montre que S\ ss ù .

Inversement, supposons que X ait un résiduel essentiel unique o •
La proposition 2.4 montre que o s S^W • Montrons que X est tertiaire l
soient oc e 8 et y € U tela que oc ç* y C X et y ̂  X .

La condition (E) entraine l'existence de y' € (y) tel que y' ̂  X
et (<P ' «= X \ (y' ) est résiduel essentiel de X ? donc P̂ a X \ (y' ) et x

o^X \.(y) C X \ (yî) »^ »QÏW

THEOREME 2.2 - La définition d'un sous-module tertiaire ( 1 . 2 de la présente étude)
est équivalente à la définition donnée dans [13] , 1 , (cf. le rappel (l)
donné a la proposition 1 . 3 ) .

( 1 ) Si l'anneau û est artinien à gauche, le radical tertiaire d'un sous-
module tertiaire T 4- U est un résiduel a gauche propre premier de T .

(2) i.e. X est tertiaire, et son radical tertiaire est ̂  .
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La. deuxième définition entraîne la première d'après la proposition 1.3 .

Réciproquement, soit un sous-module X ̂  U tertiaire au sens de la définition
1.2 • Si X n'était pas tertiaire au sens de [13] , 1 , il existerait un
idéal bilatère (AS et un aous-module Y tels que s

(X . ' ^) 0 ï C X , X • • Jb 3 X , Y ̂  X .

Soit alors y S Y 9 y y. X 5 en vertu de la condition (E) il existe
y* ç. (y) , y' ̂  X » avec ^P' a X • . (y') résiduel essentiel de X relatif
à (y') . D'après le théorème 2 . 1 , P' = ̂ R , radical tertiaire de X .

D'autre part X . * Jfe 3 X et la proposition 1 . 5 entraînent 5&ÇÔY.
Donc ^R s X \ (y' ) entraine y' € X . • S{ £ X . ' Jt } compte tenu de
y' € Y et de (X . • )̂ 0 Y Ç. X , on aurait y» € X , ce qui est impossi-
ble.

DEFINITION 2,2 - Un sous-module X ̂  U est dit unirésidué s'il possède un, et un
seul« résiduel a> gauche propre premier» Si ô est ce résiduel unique, on dit
aussi que X est ^ •'unirésidué.

C*est la définition donnée par exemple au théorème 3«1 de [l3J y III •

THEOREME 2.3 - Tout sous-module €> -unirésidué est 0 «tertiaire (cf. théorème 2.2
de [8] , II) .

C'est l'énoncé du théorème 7.2 de ^13] y 1 ( mais la démonstration de
ce théorème utilise la condition maximale sur les résiduels à gauche du sous-
module, par conséquent ne peut s'appliquer ici.

Soit donc un sous-module X y o -unirésidué ; X ̂  U sans quoi X
n'aurait pas de résiduel propre (premier). Comme tout résiduel essentiel de
X est premier (proposition 2 . 1 ) , et que X possède des résiduels essentiels
en vertu de la condition (E), il résulte que X possède un résiduel essentiel,
et un seul, qui est e? • X est alors of -tertiaire d'après le théorème 2 , 1 ,

Rappelons la définition d'un sous-module primai donnée au § 4 de [13J, 1 ,



DEFINITION 2 o 3 - Un soir-module X est dit primai si les relations î X ,° Sa 3 X

et X ,° ^3 X impliquent s (X ,• fe^) 0 (X .• ̂ ) 3 X ? ^ et1 ̂
étant des idéaux bilatère de S ,

On obtient alors, comme a la propriété 7.1 de [l3] , 1 , le théorème t

THEOREME 2,4 - Tout sous-module tertiaire est primai.

C'est une conséquence immédiate de l'équivalence des définitions donnée
par le théorème 2o2,

Indiquons une proproété des résiduels essentiels minimaux, sous une hy-
pothèse plus forte que la condition (E) ;

PROPOSITION 2o5 - Soit X un sous-module de U , distinct de U , vérifiant la

condition 0^ et la condition minimale (m) sur ses résiduels a gauche ; dans

ces conditions, X ne possède qu'un nombre fini de résiduels a gauche propres

premiers minimaux (en tant que résiduels a gauche propres premiers), et qu'un
nombre fini de résiduels essentiels minimaux*

X ^ U possède des résiduels a gauche propres premiers en vertu de (E) ,

et des résiduels a gauche propres premiers minimaux en vertu de (m) . Sup-

posons que l'ensemble $ des résiduels à gauche propres premiers minimaux de

X soit infinie. Il existerait alors une famille infinie dénombrable

^ 1 y ^ ^ ' ^ ^ ^ n ' 0 0 0 dl^lémenta de $ » Aeux ^ de^ distincts o Considé-
rons alors la suite décroissante s

(1 )^3 ̂  ̂ ^l ̂  ̂ 3°...2^ ^2 n— ^n3—

Supposons que 9 H ff C} ... 0 9 » ff, 0 P, 0 ... 0 P 0 <? _, (n > l) ;
^ (̂  r\ r^ r^ n i ^ n n-H
^ cJ ^ o o , à ̂ c J^ et J premier entraînent l'existence de i ̂ n^

tel que ^ c ̂ P^ ; et d'après la miniroalité de 5^ » î ss <^ î ce ^ui

est contraire a l'hypothèse "deux a deux distincts"•

( 1 ) est alors une suite strictement décroissante et infinie de résiduels

à gauche propres de X , ce qui contredit (m) •

Même méthode pour prouver que X n'admet qu'un nombre fini de résiduels
essentiels minimauxo
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REMARQUES -

1) Le radical tertiaire de X est alors intersection d'un nombre fini de rési-
duels essentiels de X o

2) Les conditions de la proposition 2*5 sont en particulier réalisées lorsque
S est artinien à> gauche ; le résultat se trouva alors renforcé par la
proposition 3o3 du chapitre II lo

Terminons ce paragraphe par une propriété qui sera utilisée plus loin»

PROPOSITION 2.6 - Soit X un sous-module P-tertiaire de U , distinct de U f
X a la propriété suivante s

S y ̂  X entraine P « X \ CXy et C(y ̂  X

CC désignant l'idéal à gauche d s (X ° . y) . * ̂  ? P est alors résiduel
essentiel de X relativement ̂  CCy ,

II existe Xe£> tel que \y é̂ X ? D'après la condition (E) on peut
trouver y' € (Ày) tel que y' 4. X et que X \ (y') soit résiduel essen-
tiel de X relatif à ( y ' ) . On a alors P̂ » X \ (y') (cf. théorème 2 . 1 ) .

Mais (y') » ( X'| y avec \' e (>J , par suite P̂ (V| y C X , ou
(VI £ (X \ y) , ° ^ = : Œ et (\'| y c CCy î Qy ̂  X car ( X'I 7 ̂ X î

^P»x 0 . ( X ' I y 3 x \ Œy •

D'autre part, par définition de GC, ̂  C X \ Û: y . Enfin 8^ » X \ ffy
est résiduel essentiel de X par rapport à. CZy , car il est résiduel à. gauche
propre maximum de X o

EXEMPLE 2.3 - Module vérifiant la condition (E) pour tous ses sous-modules, en
lequel le sous-module nul ne vérifie aucune des deux conditions de chaîne pour
ses résiduels à gaucheo

Considérons, comme à l'exemple 2.2 le groupe additif :

U = © Z,
P6ÉP p
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Soit S :« \î l'anneau produit des anneaux 0 y identiques a l'an—
pd? n /-ï p

neau des entiers Z , pour tout indice p 6 y »

Pour (« ) =• °( 6 § et (î ) = x € U , (x étant la classe
p peg» p peî? p

modulo pZ de l'élément x de Z) définissons cx.x par s

ocx =s fS[x~)
p ^e^

Pour cet'te loi de composition externe U est alors un 6-module unitaire*

Z s'identifie a un sous £-module de U , et est un S-module simplep
(puisque c'est un 2 -̂fliodule simple) ? le S «module U est semi-simple, donc

vérifie la condition (E) pour tous ses sous-modules (d" après la proposition

2o2p c),

Indexons les nombres premiers de ô par les entiers naturels,

^ »Jp^ , P^ , 0 0 0 , p^ , o o o l , p^ 4- P- si i 4- J o

Pour chaque entier n désignons par 0 l'ensemble fini

Sf 9 •ÎP-» > P'> > < > o a » P \ f e^ considérons le sous-module ï de U cons-
titué des éléments y = Çf ) t^ls que y = 0 pour tout indice.

p pe^ 0p C $P ? (le support fini de y est contenu dans le complémentaire de y

dans S^ ) ; par des identifications évidentes :

ï = ® Z_ ,
^ p / v

et nous trouvons aisément que ^ == 0 \ ï^ =s( | | S pj x ( 1 1 pz)

Le sous-roodule nul 0 possède donc une chatne ascendante stricte xnfi-

nie de résiduels à gauche propres §

^ C 0^ C -o C ̂  ^ -<•

D'autre part, définissons les sous-modules de U î

I.-,®^ '. •
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les résiduels A' s 0 \ î' s j | [ p ï ) X ( | [ 5 constituent une

chaîne descendante infinie :

^ 3 <&2 3 ••• 3 ^ ^ •- 5

Z étant identifié à un sous-module de U , les résiduels essentiels de 0
P

sont en nombre infini et donnés par i

o-.z,-^.<p.)«^S,) .

Le radical tertiaire <9< de 0 est, d'après la proposition 2.4,

gï = T~T (p z)
peS"

CHAPITRE III

COMPARAISON DES SOUS-MODULES TERTIAIRES ET UNIRESIDUES

Dans le cas abstrait traité dans [13j , 1 , il existe des exemples pour
lesquels un élément tertiaire n'est pas unirésidué (cf. exemple d) , p» 111
de r'î3] , I ) . Mais dans le cas des modules ou anneaux satisfaisant aux con-
ditions de l'axiome (D) de [13] , 1 , il n'a pas encore été possible de trou-
ver des exemples pour lesquels les deux notions se séparent (un élément tertiaire
qui ne soit pas unirésidué). L'équivalence des deux notions est par contre connue
dans le cas d'un anneau artinien à gauche (cf. théorème 7.3 p* 467 de [133 , II)*
Le présent paragraphe a pour objet l'étude, dans certains autres cas, de cette
équivalence»

1. RESIDUELS A GAUCHE PROPRES PREMIERS DE X •

PROPOSITION 3.1 - Soit X ̂  U un sous-module ffl ««tertiaire vérifiant la condition (E)
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et la condition minimale (m) pour ses résiduels à, gauche , si ^' =s X °o Y

est un résiduel à gauche propre premier de X , distinct de ^P , alors il

existe un élément y €. Y tel que §

a) 55' = X °o (y) , y = = X \OCy avec ff = (X \ y) ,°^ et C X y ^ X ,

S^c^ et P^CCo

b) l'idéal à gauche tf6 = X °o y est ^-tertiaire et P* c 'tT6 C OL o

c) ^P'= C L \ 5 = - » î 6 ° o g , 5^f f îS\a «

d) ffy= (X ,°<^) 0 5y ,

et s *' <ft> est idéal bilatère et ^ C ff" entraine *' <ft> c ̂  ",

Preuve de a) § ^ ^ ff et ?' C ̂  entraine ^ C S^ - La condition (m) et

1*0 -irréductibilité de l'idéal premier 5)' sur les idéaux bilatères de S ,

montrent que ^)* est résiduel élémentaire de X ;

^^X' . ty ) avec y € Y et y ^ X o

Ona 6 y ^ X , c a r 5 y C X entraine 5(y) ç_ X et 5 = ^P* $

la proposition 2 06 s'applique e t o = X e o GCy avec C ty<£X o

Enfin supposons 0 e ^- 5 cela entraine s

^(y ï^ycPayçx ou P2^- ,

ce qui est impossible car ffl1 est premier ne contenant pas o •

Preuve de b) s 1TG est ^P-tertiaire d'après la proposition 1.60 On a ^P' c "ffiS car

5^' y = ^P'(y) Ç X , mais (9' = W> est impossible puisque ^p' est premier

distinct de <P et que Wy est ^-tertiaire. (^ serait résiduel propre de 5^'),

donc ^p' C '1T6.

D'autre part, par définition de QL , on a -W^C CC,. et tfS = ff est

impossible car alors CCy = 1ÎSy C X ,

(l) ce qui est en particulier réalisé par l'axiome de chaîne (D).
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Preuve de c) î Posons Sï » C( \ S { §^' C CL entraine ^t g C ^P» Ç. CC •t

^'Ç © . D'autre part <53 S çCC entraine <<P<S 5 y ç X , <îPâ (y) Ç X ,

^^Ç^P' avec ^^^P* et P' premier, d'où ^^y' .

Pour montrer la seconde relation observons de même que cP* ^ '1ÎS entraine

<^P' S -tfc; \ S 5 de tîScff on déduit -fTC \ S C CX \ 5 « ,<^' , d'où

5^ - -tf6\ 5 .

Enfin 'WS étant o-tertiaire, o est résiduel a gauche propre de W) ï

^ » -tftS\ (-tf6^ ^ ) » Ifô^ CX •

Preuve de d) : Soit <fe c CX ? on a rÇP Jb y c ̂ (ï y ç X , par suite ^ jb (y) C X
et ^Aç^' entraine Aç^' .

D'après la définition de Ct : <Ï y c (X .' ̂ P ) 0 5 y ? soit alors

z €(X .1 Ô^U 5 y ? 2 est la forme z « > . y € X . ' ^ , d'où XeûC et

Xy e cxy .

Une première conséquence de cette proposition est le théorème de transfert

suivant î

THEOREME 3.1 - U est un 5-module a gauche vérifiant les conditions (E) et (m)

de la proposition 3«1 y pour tous ses sous-modules .

Si, dans l'anneau S , tout idéal a gauche (propre) tertiaire est uniré-

sidué, dans le module U les notions de sous-module (^ U) tertiaire et de

sous-module unirésidué coïncident.

Le radical tertiaire du sous-module est alors le seul résiduel a gauche

propre premier de ce sous-module (cf. Théorème 3.3 de [8] , II)»

La condition (E) étant réalisée, tout sous-module e? -unirésidué (donc

sous-floodule propre) est ô -tertiaire (cf» théorème 2.3).

Inversement, si X ^ U était o -tertiaire, sans être unirésidué, X

posséderait un résiduel a gauche propre premier 5^' distinct de eP . D'après

la proposition 3.1 il existerait un idéal a gauche ^tf5 de 6 .distinct de E ,

qui serait f? -tertiaire et admettrait <S>t m JK *• S conme résiduel à gauche

( î ) ce qui est en particulier réalisé par l'axiome de chaîne (D) ,
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propre premier § et par suite "tfô serait tertiaire sans être unirésidué, ce
qui est contraire à l'hypothèse,»

Nous allons étudier quelques cas de coïncidence des deux précédentes
notions o

2. CAS D'UN ANNEAU S ARTINIEN A GAUCHE.

Les conditions (E) et (m) sont réalisées pour tout S -module à
gauche U o De plus, il est montré dans [13] » II » au théorème 7o3, que
si S est artinien a gauche, pour qu'un idéal a gauche propre soit
-̂tertiaire il faut et il suffit qu'il soit ^-unirésidué, Le théorème 3.1
s'applique donc et s

THEOREME 3«2 - U étant un 5 -module a gauche sur un anneau artinien a gauche,
pour que le sous-module T ̂  U soit ^ -tertiaire il faut et il suffit qu'il
soit à -unirésidué o

Ce théorème est le théorème 3 de [sj , 1 -cfo aussi remarque suivant
le corollaire 3o1—o Des résultats beaucoup plus précis peuvent être obtenus,
a l'exemple de ceux obtenus dans [13] , II, aux théorèmes 80 2 et 80 3 qui
s'énoncent z

Théorème 8e 2 ï Dans l'anneau S artinien à gauche, pour <9 ^ 5
les quatre notions d'idéal a gauche o -primai, 9 -tertiaire, d -unirésidué
et ô -secondaire coïncidente

Théorème 80 3 s si l'anneau artinien a gauche 5 possède un élément
unité & gauche, les quatre notions d'idéal à gauche primai, tertiaire, uni—
résidué et secondaire coïncident»

A cette fin, utilisons le théorème 8*1 de [l3j , II s
Dans un anneau artinien à gauche, tout idéal bilatère propre premier est
maximal (en tant qu'idéal bilatère propre)»

On en déduit s

PROPOSITION 3*2 - L'ensemble S des résiduels a gauche propres premiers d'un
sous-module X ̂  U est fini et non vide ( 0 artinien & gauche) e
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En effet ^ n'est pas vide en vertu de la condition (E) , et ^ vérifie

la condition maximale (et minimale) d°après le théorème 8o1 de ^13] 9 II • La
démonstration du théorème 2o1 de [13] y 1 (tout élément n'admet qu'un nombre
fini de résiduels a gauche propres premiers) utilise la condition maximale sur
les résiduels à gauche propre premiers de X , et la condition maximale sur les
résiduels à droite de X (équivalente à la condition minimale sur les rési-
duels à gauche de X en vertu de la proposition loi de [^13j 9 I)» Ces con-
ditions se trouva-it réalisées lorsque S est artinien à gauche, la preuve de
la proposition 3o2 en résultée

La propriété 2o4 de [l3j » I y appliquée au cas des modules s
Quel que soit le sous-module X 9 on peut trouver un nombre fini d'idéaux

bilatères premiers cP. (i as 1y 2 y o ® < p k) tels que î

Ù^"--"^
est valable, car elle n'exige que la condition maximale sur les résiduels

à droite de X o
D'autre partp la condition (E) et la Proposition 3e 2 entraînent que tout

résiduel a gauche propre de X ̂  U est contenu dans un résiduel à gauche propre
maximal de X (deux possibilités selon que S est ou n'est pas résiduel à
gauche propre de X) , il résulte que le théorème 2o2 de [l3] 9 I y est aussi
valable s

Pour tout souŝ -module X , la condition X »^cî3 = X équivaut à la condi-
tion cJj 9^ (X? pour tout résiduel à gauche propre maximal c/0 de X «

II résulte de ces diverses observations que les théorèmes de L^] » ^ 9
sur la caractérisation des éléments secondaires et primaux par leurs résiduels
a gauche propres premiers 9 sont valables ici» Rappelons-les (cas des modules) î

Théorème 4o1 de [l3j y I s Pour que le sous-module X ̂  u soit primai y
il faut et il suffit qu'il admette un seul résiduel à gauche propre maximale
Si o est ce résiduel, on dit que X est jP «"primai o

Théorème 6o1 de [13] y I § Pour que le sous-module X ̂  U soit secondaire y
il faut et il suffit qu'il admette un seul résiduel à gauche propre 0 pre-
mier qui soit idéal bilatère premier maximal contenant X ° o U • On dit que
X est 6 «secondaireo
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II est maintenant possible de montrer le théorème t

THEOREME 3.3 - U étant un S -module à gauche sur l'anneau artinien a gauche 6 y
pour o ^ S les quatre notions de sous-module (̂  U), <^ -primai» -̂tertiaire,

0 unirésidué, 0-secondaire coïncident (c'est le théorème 4 de [8] , I),

En effet, les implications î

o -secondaire =» 0 -imirésidué ™» <$? •tertiaire »»> ff-primal

résultent î la première du théorème 6,1 de [l3J , 1 , déjà cité» la deuxième

du théorème 2.3, la troisième du théorème 2.4 et du théorème 4.1 de [l3] , 1 ,
déjà cité.

Inversement soit X ^ U un sous-module -̂-primai avec éP ^ 5 .

Tout résiduel a gauche propre premier de X est distinct de S (d'après

^ ^ ô et le théorème 4.1 de [l3] » I) et est résiduel a gauche propre maxi-

mal de X (théorème 8.3 de [l3J , II), par suite est confondu avec ^ (théo-

rème 4.1 de [l3J , 1 ) . X est donc -̂unirésidué ; mais ff ne contient «tricte-

ment aucun idéal bilatère premier de S (théorème 8.3 de [l3] , II), X est
alors (fP-secondaire (théorème 6.1 de [l3J , I).

COROLLAIRE 3.1 - U étant un 5-module a gauche unitaire sur l'anneau unitaire 5
artinien à gauche, les quatre notions de sous-module (^ U) ff -primai, o-uni-
résidué, o-secondaire, 0 -tertiaire, coïncident.

Dans ce cas, en effet, il n'existe pas de sous-module distinct de U et
admettant 5 comme résiduel a gauche propre•

REMARQUE - Le théorème 3.2 peut aussi s'établir sans utiliser le théorème de transfert

3.1, lorsque 5 est artinien a gauche. En effet tout résiduel a gauche propre

premier ^ ' a X *. T du sous-nodule S^ -tertiaire X(^ U) est de la forme
0' e» X \ S , S étant un sous-ensemble fini non vide de 1 tel que

S O X « ( ( . S i 6 S £ X , alors '̂ • 5 • S" .Si 5s ̂  X , le théorème 1.4
montre que «^P' » X ' .S est <J -tertiaire ce qui exige alors que '̂ • S^ .
X est bien -̂unirésidué.



3. CAS D'UN ANNEAU NOETHERIïN 5 DONT TOUS Lfô IDEAUX A GAUCHE SONT BILATERESo

THEOREME 3o4 - Bans un anneau noethérien & gauche 5 en lequel tous les idéaux à
gauche sont bil&tères, les notions d'idéal a gauche propre (bilatère),^ —- • — î6———«——
v -'tertiaire a droite (en tant qu'idéal à gauche) et d'idéal a gauche propre
^-unirésidué, coïncident (cf, théorème 3.1 de [s] , 1 1 ) .

Les conditions d'application (E) et (m) de la proposition 3.1 sont
vérifiées pour la structure de 5 «module a gauche de l'anneau ï> • Si un
idéal a gauche X ̂  £ , 9 -tertiaire, admettait un résiduel a gauche pro-
pre premier <<?' «X \ ï distinct de & , il existerait (d'après la pro-
position 3.1) un idéal a gauche W>^ 5 qui ne serait pas bilatère f (si "tfiS
était bilatère il serait confondu arec <$?' d'après le d) de cette môme
proposition/ •

COROLLAIBE 3«2 - Soit U un module a gauche sur l'anneau 5 vérifiant les condi-
tions du théorème 3.4 ; si U satisfait à la condition minimale (m) pour les
résiduels a gauche de ses sous-modules, les notions de sous-module (^ U)
<9 -tertiaire et de sous-module <y-unirésidué coïncident»

5 étant noethérien a gauche, U satisfait a la condition (E) pour
tous ses sous-modules. Il suffit alors d'appliquer le théorème 3*1, compte tenu
du théorème 3.4»

4. CAS D'UN ANNEAU NOETHÉRIEN A DROITE.

L'étude est alors possible pour les idéaux bilatères de ° , Auparavant
établissons la proposition s

PROPOSITION 3.3 - Soit jb un idéal bilatère d'un anneau 8 , vérifiant la condi-
tion maximale (M) pour ses résiduels & droite Jb . ° S , où S est un sous-
ensemble non vide quelconque de S , L'idéal ̂  a la propriété î "(Ss^ <3G
et ^ est ^-tertiaire a droite*' =» " jfe \ S est ^P-tertiaire (à droite)".

(M) est équivalente à la condition minimale sur les résiduels X \ S ,
car les applications §
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S——> îfe •• S et S——^ ^ .• S

définissent (par leurs restrictions) une application biunivoque anti-isotone de
l'ensemble des résiduels a gauche (3G\ S (qui sont des idéaux a gauche)
sur l'ensemble des résiduels a droite % »* S (qui sont des idéaux a droite)*

Supposons alors que jb soit o-tertiaire a droite (en tant qu'idéal
a gauche) et que S S ̂  <fe . D'après la condition minimale précédente il existe
une partie finie S telle que S ç s , S 0 Jb- 0 , ^> •• S » jfe '. S

et Sa\ Q est ^-tertiaire d'après le théorème 1.4.

THEOREME 3.5 - Soit Ï un anneau noethérien a droite ) un idéal propre bilatère Jf?
de 5 est ^ «^mirésidué si et seulement si il est ô «.tertiaire a droite
(en tant qu'idéal a gauche), (cf. théorème 3.2 de [s] , II).

La condition (E) est vérifiée par la structure de 5-module a gauche
de l'anneau S ; tout idéal & gauche o «onirésidué est alors o-tertiaire
d'après le théorème 2.3.

Inversement, soit db ^ 5 un idéal bilatère o -tertiaire» Soit aussi

<y* « Jb *• '̂ un résiduel a gauche propre premier de do . On a ç '̂ S o •
Si 5 Y» & <^ , alors ^' a 8 « ̂  . Si Sî' ̂  <fe d'après la proposition
3»3, çEP» « Jk \ T* est S^ -tertiaire, ce qui entraine '̂ s ̂  . ^ est
bien < -̂4mirésidué«

CHAPITRE IV

SIMILITUDE DANS LES TREILLIS MODULAIRES

1. HÏPOTHESKS } NOTATIONS ; DEFINITIONS.

Tout au long des chapitres qui suivent, (L) désigne un treillis modulaire,

^ «"continu et complet ; nous renvoyons pour les définitions et propriétés usuelles

aux "Leçons sur les treillis" de M.L.IJUBREIWACOTIN, LESIEUR et CROISOT [ô] <
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Les éléments de (L) sont notés par les capitales d'imprimerie

A, B , . . . , X , . . . L'union (borne supérieure) et l'intersection (borne inférieure)
de (L) sont respectivement écrites U et H . L'élément universel et l'élé-
ment nul de (L) sont désignés par U et 0 .

Eh raison des applications au treillis des sous-modules d'un module, ou
« celui des sous-groupes distingués stables d'un groupe a opérateurs, la rela-
iion d'ordre A ̂  B dans (L) se lira indistinctement s A est inférieur ou
égal a B , A est contenu (ou plongé) dans B , B contient A , B est
une extension de A dans (L) .

On appelle quotient A/B le couple formé de deux éléments de (L) tels
que B< A ( l'ensemble (Z) des quotients de (L) est ordonné en treillis
par restriction a (Z) de l'ordre du treillis produit (L) X (L) ̂  ( au
quotient A/B est associé le sous-treillis de (L) , ou segment, constitué de
tous les éléments X de (L) tels que B <• X ̂ A ? ce segment sera noté aussi
A/b { pour l'ordre induit par celui de (L) , A/B est modulaire, 0 -continu
et complet»

Deux quotients A/B et C/D sont dits transposés (cf. G. BIKKHOPP
p» 72 [2]) si l'un des couples de conditions suivantes est réalisé t

a) B s A O D et C «s A 0 D
b ) D = B O C e t A = B O C

On sait que, dans ces conditions, l'application T—> T OD
(resp. T —^ T Oc) réalise un isomorphisme des treillis A/B et C/D
(cf. la propriété 3 p. 63 de [6] , ou le théorème 6 p. 73 de [2]). Dans le
cas particulier du treillis des sous-groupes distingués stables d'un groupe a
opérateurs, deux groupes quotients transposés A/B et C/D sont isomorphes en
tant que groupes a opérateurs (cf, par exemple le théorème 6 p« 83 du chapitre 1
de [3]) .

Deux quotients A/b et C/D sont dits semblables (cf. 0. ORE p. 430 ,
1 [19]) ou projectifs (cf. G. BHKHOPP p, 72 [2]) s'il existe une suite finie
de quotients X./Y, , • • • , X./Y. , • • • , A /Y , telle que deux quotients succes-
sifs soient transposés, et que A/B == X /Y. , C/D s X /Y } les treillis A/b
et C/SD sont alors isomorphes» En particulier, lorsque deux quotients A/Q et

(1 ) A/SB < C/D signifie : A ^ C et B < D .
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C/to vérifient t A 0 Ï) » 'S 0 C et A U D « B U C <A/B et C/b sont des

segmenta correspondants de À. CHATELET), ces deux quotients sont semblables.

2. ON THEORE^C DE SIMILITUDE.

Dans la suite, il sera fait usage de la proposition suivante t

PROPOSITION 4.1 - Soient A , B , H , trois éléments de (L) tels que t

H 0 À • H 0 B (» N)

Posons t A » (H U B) 0 A B a (H U A) 0 B

D Les quotients A ftf et B fii sont semblables, et l'isomorphisrae corres-

pondant t T —^ (T U H) 0 B laisse invariant tous les éléments de (A C\ B)/N .
2°) Les trois conditions suivantes sont équivalentes t

a.) A « A 0 B

b) B « A 0 B

c) N a H 0 (A U B)

Preuve i Posons F « (H (J A) 0 (H U B) (

1°) A./N et P/H sont des quotients transposés car i

H O A ^ « H r ï ( H U B ) n A B H O A « i M ,
H UA a HUJAO(HUB)1 - (HUA)O(HOB) • ? ,

puisque (L) est modulaire ( et

T -—•»• T U H est l'isomorphisme associé*
De mime, les quotients P/H et B,/N

sont transposés, l'isomorphisme associé

étant t T —^ T 0 B , car t

T O B « T O ( H O A ) O B « T O B ,

lorsque T ̂  F •
A /N et B /N sont donc semblables,

l'isomorpûisme associé 0" t T—^ (TUH)OB
étant le composé des deux isomorphismes
précédents•

0" laisse invariant tout élément Z
de (A 0 B)/N ; en effet, Z ̂  B ,



N « H D B ^ Z , e t l a modularité de (L) entraînent s

(S& U H) 0 B » t U (H 0 B) • Z .

2°) Montrons tout d'abord que l*élément H* « H 0(A UB) peut remplacer H
dans les expressions définissant A. et B. • Soit T < A 0 B ,

(T U H » ) 0 A » ^ T U [H n ( A U B ) j î 0 A • (T U H) 0 (A U B) 0 A » (T 0 H) 0 A

De même x

(T U H' ) 0 B » (T U H) 0 B .

Il suffit alors de faire respectivement T • B et T. s A dans chacune

des égalités précédentes pour obtenir s

A^ • (H* U B) D A B. a (H' U A) 0 B .

Supposons maintenant que A » A 0 B • (L) étant modulaire t

B « B U (A 0 B) a B U A « B U [A 0(b U H» )j « (B U A) 0 (B 0 H1 ) ,

mais » H1 < A 0 B , B « H* U [B 0 (A 0 B)] • H' U B , ce qui ^entraîne t

H' » K' 0 B » H 0 (A 0 B) 0 B • H 0 B » N .

Inversement y supposons que H1 a N , alors s

. A s (H* 0 B) 0 A « (N U B) 0 A » B 0 A .

te démontre de même l* équivalence des conditions b) et c) •

\RÇpE — La proposition 4» 1 se transforme aisément en une proposition duale, le

prinoipe de dualité étant valable dans (L) (cf. M.L. DUBREIL-JACOTIN, L. LËSIfXJR

et R. caolsac, p. 59 [6]),

COROLLAIRE 4.1 - Lorsqu* un sous-treillis de-. (L) a pour diagramnae t

Ê
les six quotients A/E , B/E , G/E , D/A , D̂ î , D/C , sont deux a deux
semblables»
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II suffit d'appliquer la Proposition 4.1, ou sa dualeo Par exemple,

avec le choix i
H—^C A—^-A B —^B ,

on obtient la similitude de A/E et B/E •

3. IfflOOMPOSITIONS DIRECTES,

La plupart des définitions et propriétés de ce paragraphe ne sont pas
originales ? elles sont néanmoins rappelées et numérotées pour la Comnodité
des renvois aux références»

DEFINITION 4.1 - Z étant un élément donné de (L) , un élément A de (L) est
union directe sur Z des n éléments A, , A^ , . . . , A , de (L) lorsque
les conditions suivantes sont réalisées s

10) A « Û A î
i«1

2°) A , A^ , • • « , A , sont U-indépendants sur Z , c'est-à-dire t

' ^"(U ̂ ^ ' A ivi , A^ n Vj ^ 1 = 2 > \ ^ z .
V ÂÎPX

(cf. G. BIRKHOFP p. 94 et 74 de [2]) .
Lorsque Z s 0 (cas usuel), on écrira ï A s Q) A.

i=1 1

raOPOSITION 4.2 -Pour que n éléments A , A ,..», A , de (L) soient

U -indépendants sur Z , il faut et il suffit que :

A^ ^ Z et A^ 0 (A^U A^O ... UA^) » Z , (i » 2, 3,..., n) .

C'est, sous une forme équivalente, le théorème 21 p. 435 de 0. ORE, 1 tl93.

Sa démonstration utilise l'axiome de modularité» Un corollaire de cette propo-

sition sera fréquemment utilisé par la suite <

COROLLAIRE 4.2 - Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) A^ 0 A^ = A^ H (A^ 0 A^) .
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b) A^ 0 A^ = A^ 0 (A^ 0 A^) ,

c) A^ OA^ = A^ 0 (A^UA^) o

Sj l'une d'elles est réalisée, les six éléments ainsi écrits sont égaux, et s

A ^ = (A^ U A ^ O ( A ^ U A ^ ) , A^= (^ 0 A^) H(A^ U A^) 5 A^= (A^ U A^) 0 (A^ U A^) ,

En effet l'une des conditions écrites exprime que A , A , A , sont 0-in-

dépendants sur Z = A^ 0 A^ = A^ 0 A^ = A^ H A^ . Pour obtenir les trois dernières

relations il suffit d'utiliser la modularité de (L) , par exemple ;

(A^ U A^)0 (A^ U A^) = A^ u [A^ H (A^ U A^)J = A^ U (A^ 0 A^) = A^ .

PROPOSITION 4.3 - Soient n éléments A^ A^,..., A^ , U -̂md^endants sur Z .

Posons î. = \^J A\ ,
1 \A

a) Pour deux sous-ensembles non vides disjoints ^ et <53 de {l, 2,..., n{

-(y+m-
b) Pour toute par̂ î on de ^1, 2,..., nj en deux composants non vides à et 43 s

r\-^.u ^.
ie^ l ie© x

c) z =î nï n ... ni .
i & n

Preuve s

a) On procède par récurrence sur card. <ft . Si card, A) = 1 , la propriété

résulte de la définition de 1' U -indépendance. Supposons la propriété établie

pour les valeurs 1, 2,..., h-1, de card. db , et établissons la pour

card. Jb = h (h > 2) . Soit î  € Jfe , et posons A' = A - {i } .Par

définition de 1' U -indépendance sur Z î

-^ffu.AUuJ.
\ LIieA 7 U&a VJ

D'après l'hypothèse de récurrence t



^-fU^HUA,).
Ue;fe 7 Us-Sà 7

D'où il résulte (cf. corollaire 4.2) t

-(U JnIU^
^ie* V liefe 1

b) On procède également par récurrence sur card. J(, . La relation & montrer
résulte de la définition de A. lorsque card. Jb = 1 .

Avec les mêmes notations et les mêmes hypothèses d'induction qu'en a) ,
on obtient t

^1, = (0 , îjoz = P<_J A.) ni, =
i l lieJb 7 'o Ue5îu{i,} 7 \

BU AJ U A , 0 l = U A JU [A n 1 ) = U A J U Z = U A
ie^ i) ^J ^o \i€^ V ^o V \ie^ x/ ie^B

c) D'après ce qui précède, en prenant JE = -p, 2,..., n-1^ et t îOs- jn^ ,

I,o^n...n,T^=A^
•A,nZ2n...nI^nï^A^n^=z .

La définition 4.1 et les propriétés qui la suivent se doublent des notions

duales correspondantes» Explicitons seulement la définition duale,

DEFINITION 4.2 - Z étant un élément donné de (L) , un élément À de (L) est

intersection directe sur Z des n éléments A, , A- ,. •,, A y de (L) •

lorsque les conditions suivantes sont réalisées t

1°) A = A, H A. 0 ... HA .1 2 n

2°) A , A ,,.., A , sont 0 -indépendants sur Z , c'est-à-dire t

Vi , A. ufN A.\ » Z , A ^ Z .
1 \^i Â/

La proposition 4.3 et sa duale permettent d'énoncer :



PROPOSITION A •4 - Si A est union (resp, intersection) directe sur Z des n
éléments A . , A - , o « » , A y alors Z est intersection (resp« union) directe—̂ i /̂ \sur A des n éléments X « v j A (resp. A? a f ( A . ) •

i )Ji i Wi x

CHAPITRE V

ELEMENTS INJECTIFS DE (L)

1. EXTENSIONS ESSENTIELLES»

La notion d'extension essentielle d'un module introduite par ECKMANN et
SCHQEP [7j 9 s'étend sans modification aux éléments de (L) (cf. aussi
P. GABRIEL p. 17.02 de [9]) s

DEFINITION 5,1 - L'élément B ̂ A est extension essentielle de A dans (L) si,
X étant un élément inférieur ou égal à B , la relation A 0 X a 0 implique
X m 0 • Dans ces conditions, on dit que A est essentiel dans B •

De même, pour deux éléments B, A (B ̂  A) du quotient C/D , B est
dit être extension essentielle de A dans C/D , si : "X < B , X HA s D "
implique "X = D" • On dit aussi que A est essentiel dans B/D •

REMARQUE - Dans le treillis des sous-objets d'un objet d'une catégorie, R. DEHEUVELS
définit un sous-objet épais E d'un objet C par la propriété t

H sous-objet de C , et H OE ss 0 «==̂  H s 0 ,
ce qui équivaut a dire que C est extension essentielle de E , ou que

E est élément essentiel du treillis des sous-objets (cf« définition 2.3 de
ce chapitre V ) ,

Un couple A c B de sous-objets de C est dit épais si A est épais
dans B (ce qui signifie que B est extension essentielle de A dans C)

Lorsque le treillis des sous-objets de C satisfait à l'axiome s
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Toute famille filtrante croissante ( B . ) de sous-objets a une borne supé-

rieure U B , et quel que soit le sous-objet H , on a :
H H ( ^ B^) =. ̂  (HOB^)

pour tout sous-objet A , il existe alors au moins un couple épais maximal
(AC B) (cf. le théorème 2.1 de ce chapitre Y) et il est ainsi possible d'in-
troduire et d'étudier des sous-objets injectifs et des enveloppes injectives
(R. DEHBUVELS, cours d'analyse supérieure, Lille 1958-59, non publié).

PROPOSITION 5.1 - Soient A/B, C trois éléments du quotient E/D , tels que
A ̂  B <: C .

Pour que C soit extension essentielle de A dans E/D , il faut et il
suffit que C soit extension essentielle de B dans E/D et que B soit ex-
tension essentielle de A dans E/D (vérification aisée).

PROPOSITION 5.2 - Pour que E soit extension essentielle de A dans C/D , il
faut et il suffit que, pour tout C' ̂  C et tout D' ̂  D , E soit extension
essentielle de A dans C'/D' •

Seule la condition nécessaire eût à prouver. Soit donc X € (L) tel que
X ̂  E , X 0 A » D' . (L) étant modulaire t

(D U X) 0 A s D U (X 0 A) as D 0 D' s D ;
E étant extension essentielle de A dans C/D s

D U X • D , ce qui entraine X 4 D 4 A , D ' i e X O A a X .

PROPOSITION 5.3 - Soit (?) e I 1 ( L . ) le treillis produit cardinal général de
la famille {t^)} ̂ j de treillis (î^) (cf. déf. p. 15 [ 6 ] ) . Pour que
l'élément E « (E, ) de (P) soit extension essentielle dans (?) de

i€I
A« ( A ^ ) , / ; - , , il faut et il suffit que pour tout i € 1 , E. soit extension
essentielle de A. dans (L ) .

La condition est nécessaire ) soit X. € ( L . ) tel que X . < E , »
X. OA. « 0 . Soit 1 s (ïi). , l'élément de (?) défini par t Y. « X.
et T̂  a 0 si i ̂  j . On a t



î^ E , T O A = (î HA.) » 0 î
± ici

E étant extension essentielle de A dans (P) » Y as 0 , ce qui entraine
bien X. = 0 .

La condition est suffisante ? soit X = (X.) 1' élément de (P) tel
que X^ E , X O A = 0 . l i€I

Vi € 1 , \^ \ » X^O A^ = 0 ? l'hypothèse entraine s

V i € I , X. s 0 , ou X = 0 .

Certaines propriétés vérifiées par un élément X dans un quotient A/0 »

restent valables lorsqu'on remplace A par une extension essentielle E de

A dans U/X , U étant l'élément universel de (L) . Les deux propositions

qui suivent en sont deux exemples î

PROPOSITION 5.4 - Pour que X soit 0-irréductible dans A/0 (X ̂  A) , il faut et

il suffit qu'il le soit dans tout quotient E/0 y E étant une extension es-

sentielle arbitraire de A dans U/X •

Soit X s= X 0 X une 0-décomposition de X dans E/0 (X et X ^ E) 5

montrons qu'elle est triviale 5

X = (X^ 0 A) 0 (X^ H A) ?

X étant 0 -irréductible dans A/0 , cela entraine (par exemple) s

X = X 0 A , avec X ,̂ E y

et aussi X = X^ , puisque E est extension essentielle de A dans U/X .

Supposons que (L) soit une )̂"g'j;gèbre modulaire, (Ç) étant un demi-

groupe réticulé quasi-entier complet opérant dans (L) (cf. L. LESIEUR et

R. CROISOT p. 25 à 32 de [lô])0^ , il est alors possible d'introduire la

notion d'élément ^ -tertiaire dans (L) , ainsi que dans toute sous-algèbre

de (L) (cf. définition 7.4 p. 66 de [l6] , ou p. 105 de [l3j , I)^ .

( 1 ) cf. aussi chapitre XI , § 2.
(2) cf. aussi définition rappelée à. la proposition 1.3.



PROPOSITION 5.5 - (L) étant une (%)-algèbre modulaire, pour que X soit un

élément ^-tertiaire de la sous-algèbre A/0 de (L) (X ^ A) , il faut et

il suffit qu'il soit élément ^-tertiaire de toute sous-algèbre E/0 de (L) ,

E étant une extension essentielle arbitraire de A dans U/X •

Soit X un élément 0 -tertiaire de A/0 • Montrons que X est un élément

Ô-primai de E/0 $ il suffit pour cela de montrer que X , considéré comme

élément de la (<^?)-algèbre E/0 y admet un seul résiduel a gauche propre ma-

ximal (d'après la proposition 4.2 p. 37 de [l6j).

Pour éviter toute confusion les résiduations de A/0 seront notées .*

et \ y et celles de E/0 seront notées .î* et *l. »

Soit donc â b s s X ^ . A ' un résiduel à gauche propre de X (A* ̂  X ,

A' ̂  E) • Posons N s= A' U X y nous avons :

X ^ N ^> E f 3o ss X • • N •

D'autre part, Ô^s X \ Y avec X < Y = X .•<^ ̂  A . Nous avons

Y 0 N > X car Y 0 X = X entraine .s

- ( X . ' < f f > ) O N n A = X ,

- N OA s X , car X est élément ^-tertiaire de A/0 ,

- X as N , car E est extension essentielle de A dans U/X , ce

qui est en contradiction avec X < N »

De Y 0 N > X nous déduisons que ^ = X \ (Y 0 N) , puisque fP est

résiduel propre maximum de X dans A/0 y et

<fc = X ':. N < X •:. (N OY) = X \ (N0 Y) = ^ ?

(̂ P est bien résiduel a gauche propre maximum de X dans E/0 • Pour ache-

ver de montrer que X est ^-tertiaire de E/0 , considérons Z e E/0 tel que ;

(X .:̂  )0 Z = X ; puisque X .'̂  < X .:9 ff , (X •• g^ ) H Z OA = X . ̂ is

X est S^ -tertiaire de A/0 s Z O A = X , e t Z s s X (E extension essentielle

de A dans U/X).

Il suffit, pour terminer, d'appliquer la propriété 7.4 p» 67 de [lô]

(ou bien la propriété 7.1 p. 105 de 1 , [l3j).



2. ELEMENTS INJECTIFS DE (L) .

Lorsque (L) est le treillis des sous-^nodules d'un module injectif
M , l'ensemble des sous-roodules injectif s Q de M est identique a l'ensemble
des sous-modules n'ayant pas d'extension essentielle propre (cf. B, BCKMANN
•t A. SCHOEPP [7] , ou L. LESIEUR et H, CROISOT p. 98, 99 [16]). Il est ainsi
légitime de poser î

DEFINITION 5.2 -. L'élément Q de (L) est dit injectif s'il ne possède pas d'exten-
sion essentielle propre dans (L) •

0 et U sont des injectif s de (L) • Cette définition s'étend ainsi au
cas des quotients de (L) s

Q €C/D est dit injectif de C/D , s'il ne possède pas d'extension es-
sentielle propre dans C/D • Ceci est équivalent & :

"Q < A ̂ C"«»''3X , X e (L) , D < X ^ . A , Q O X . D " .

Les éléments S de (L) qui possèdent l'élément universel U de (L)
comme extension essentielle, jouent un rôle particulier dans la présente
étude ; ils peuvent être définis de la manière suivante x

DEFINITION 5 • 3 - On appelle élément essentiel de (L) ou épais (cf. terminologie
de R. DEHEUVELS, remarque suivant la définition 5 . 1 ) , un élément S ayant la
propriété suivante s S 0 X s 0 ====»• X « 0 • Cela équivaut & dire que S est
un élément essentiel de U/0 (cf. définition 5.1) .

R.E. JOHNSON introduit ces éléments particuliers dons [il] (p. 537, II) ,
les nomme "large éléments" (cf. p. 710, III, [il]), et leur associe des
"singular submodules" qui les contiennent (cf. p. 260 [12]).

L'élément universel U de (L) est essentiel ; si (L) a plus de un
élément, 0 n'est pas essentiel. Tous les éléments différents de 0 de (L)
peuvent être essentiels, par exemple lorsque (L) est totalement ordonné.
Pour qu'un injectif de (L) soit non essentiel il faut et il suffit qu'il
soit distinct de U .
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THEOREME 5.1 - Tout élément non essentiel A de (L) peut tire plongé dans un
injectif de (L) , distinct de U , et qui est extension essentielle de A
dans (L) •

Eh effet, la famille S « {BO(| A des extensions essentielles de A
dans (L) est non vide, et est inductive pour Pordre induit sur ff par celui
de (L) . Pour le vérifier, considérons une sous-famille ^r' a 4E<J A» non

vide de ff , totalement ordonnée» La borne supérieure E » V<J,EO( à9 cette

famille <9T' existe dans (L) qui est supposé complet. Montrons que Ë est
extension essentielle de A dans (L) :

Soit X .$ E , X 0 A s 0 . Par suite s Vm e ̂ » , X 0 A 0 î̂  « 0 et
X 0 ï̂  « 0 , puisque EQ( est extension essentielle de A dans (L) • Le
treillis (L) étant H «continu, X . X O E - X o f [ l , ̂  s LJ^ 0 ̂ " °
Donc E e<gT ^ il suffit, en vertu du théorème de ZORM, de choisir un élément
maximal Q de ff . A étant non essentiel, Q est distinct de U ; enfin
Q est injectif de (L) , sinon il existerait dans (L) une extension essen-
tielle propre B de Q , qui serait aussi extension essentielle de A (d'après
la proposition 5 . 1 ) , ce qui contredirait le caractère maximal de Q dans {f •

COROLLAIRE 5.1 - Pour que S soit élément essentiel de (L) il faut et il suffit
que U soit le seul injectif de (L) qui contienne S •

II suffit d'appliquer la proposition 5.1 et le théorème 5 . 1 .

Les trois énoncés qui suivent permettent le transfert de la propriété
d'être "élément injectif ?

PROPOSITION 5.6 - Q est un élément injectif du quotient B/A de (L) si et seu-
lement si Q est élément injectif de tout quotient B'/A , B' étant un élé-
ment arbitraire du quotient B/Q •

Cette proposition est conséquence directe des définitions.



PROPOSITION 5 7 - Q est un élément injectif du quotient B/A die (L) si et seu-
lement si Q est élément injectif de tout quotient B/A* , A' étant un élé-
ment arbitraire du quotient Q/A •

En effet soit £ une extension essentielle de Q dans B/A9 • E est
aussi extension essentielle de Q dans B/A y d'après la proposition 5.2 •
Q étant injectif de B/A , alors E • Q •

PROPOSITION 5.8 - Pour que l'élément Q = (Q.) du produit cardinal générall iei
(P) a [ I (L ) des treillis (L.) , soit élément injectif de (?) , il
faut et il suffit que chaque composant Q. soit élément injectif de (L ) •

Supposons que Q soit élément injectif de (P) y et soit E. une ex-
tension essentielle de Q , dans (L.) ( l'élément A » (A^) , défini par

J J s.v.î
A . n E. et A. a Q. si i 96 j , est alors extension essentielle de Q dans
(P) (cf. proposition 5.3). Q e A et Q . » E . ( ÎL coïncide avec toutes ses
extensions essentielles ; il est donc injectif»

Inversement, supposons que, Vi6I , Q. soit injectif de (L.) , et
considérons une extension essentielle 5 » (E.) de Q dans (?) ) d'après
la proposition 5.3 , chaque E, est extension essentielle de Q. dans (L.) ,
donc E . « f i . , E « Q .

CHAPITRE VI

ELEMENTS COMPLEMENTS DE (L)

1 « COMPUBMENTS ET INJECTIFS.

La notion de complément est étroitement liée & celle d'extension essen-
tielle l

- dans le cas des modules (cf. exposé de R. CROISOT au séminaire IXJBREIL-
PISOT le 10 avril 1961, et G. RENAULT [20]) .
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« dans le cas des catégories abéliennes («<• P. Ç̂ UEL p. W de [î0]).
- dans le cas des treillis modulaires (cf. B.E. JOtô̂ ON p. 520 , 1 , 0 0 [ n ] ) .

DEFINITION 6.1 - Soit A un élément de (L) $ tout élément K de <L) .wvdmal dan.
I1 ensemble des X de (L) tels que X H A s 0 , est appelé un complémimt
relatif (ou plus sinpiement complément) de A dans (L) • Un élément compJ.éffl̂ nt
dans (L) est un élément K pour lequel il existe A € (L) dont K sô t
complément relatif*

Tout élément A de (L) admet au moins un complément dans (L) car l'en-
semble des éléments X de (L) tels que X 0 A e 0 , est inductif et non ride
(le treillis (L) est supposé complet et 0 «continu). U (resp. 0) a pour
seul complément 0 (resp. U ) » On voit aisément que »

PROPOSITION 6.1 — Pour qu'un élément S de (L) soit essentiel, il faut et il suf-
fit qu'il possède 0 comme complément (nécessairement unique).

La définition 6.1 s'étend comme suit, aux éléments d'un quotient de (L) t
Soit AêC/D , l'élément K de C/D est dit complément de A dans C/D ,

s'il est maximal dans l'ensemble des éléments X de C/D tels que X f) A « D •

PBOPpSITION 6.2 - La propriété " K est complément de A dans C/D " est invariante
par les translations suivantes dans (L) î

^) T-—^ :T 0 H , lorsque C< D UH ;

b) T—^ TO H , lorsque H 0 C< D .

Il suffit d'observer, pour a) par exemple, que les deux quotie»ts
(D U H)/D et H/(D 0 H) sont transposés, isomorphes par T —^ T n H , et oue
C/D est sous-quotient de (D 0 H)/D .

THEOREME 6.1 - Pour que A soit élément "y'ecl^t du quotient C/D , il faut et il
suffit que A soit élément complément de C/D •

La condition est suffisante : A est complément de B dans C/D , Soit
alors A' € Ç/D tel que A' > A ; A étant maximal dans C/D tel que
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AU B a D , A t O B > D avec A1 r\ B HA » D ) A' n'est pas extension es-
sentielle de A dans C/D , et A est donc injectif dans C/D .

La condition est nécessaire t Soit K un complément de A injectif dans
C/D • Montrons que A est complément de K dans C/D • Si non, il existerait
A* € C/D tel que s A1 >A î A'O K « B . ̂ is A étant injectif de C/D ,
on pourrait trouver X € C/D tel que «

D < X < A' et A 0 X « D (
par suite » D < K 0 (A U X) < K H A* s D , K 0 (A U X) « D c A 0 X , et
d'après le corollaire 4,2 de la proposition 4.2 ,

D s=X UK » A n(XU K) .

La m&ximalité de K tel que A H K » D entrainerait s
X U K = K ou X « X 0 K = D en contradiction avec D < X .

REMARQUE 1 - Par la suite, tout élément vérifiant l'une des conditions du théorème
6.1 , sera appelé indistinctement injectif ou complément de C/D •

REMARQUE 2 - Lorsque (L) n'est pas modulaire, un élément de (L) peut être in-
jectif sans être complément. Il en est ainsi pour p
l'élément A du treillis semi-modulaire dual,
représenté ci-contre.

Au cours de la démonstration du théorème 6 . 1
nous avons obtenu :

COROLLAIRE 6 . 1 - Si un élément K de (L) est complément d'un injectif Q de ( L ) ,
alors Q est complément de K dans (L) •

Deux tels éléments K et Q compléments l'un de l'autre sont dits com-
pléments réciproques.

Deux éléments A et B de (L) sont dits supplémentaire s lorsque
A U B s U et A 0 B = 0 ; dans ces conditions, A (par exemple) eat un sugglément
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de B dans (L) (par définition). Cette appellation, pour éviter toute confu-
sion, n'est pas celle adoptée dans [5j et [6] (où A est dit "complément11
de B).

PROPOSITION 6.3 - Tout supplément S d'un élément A de (L) est un complément
de A dans (L) .

Car pour S' > S et S'0 A • 0 , on a t

S a S U ( A O S ' ) a ( S U A ) n S ' « S ' .
S est aussi un élément injectif de (L) , résultat qui, lorsque (L)

est le treillis des sous-modules d'un module injectif M , signifie que tout
composant direct de M est injectif. (cf. par exemple H. CARTAN et S. EILENBERG,
Prop. 3.1 p. 8 de [4]).

2. COM>LEMENTS ET EXTENSIONS ESSENTIELLES.

B.E. JOHNSOM a établi les deux résultats suivants (cf. p. 520 de [il] » I) î
énoncés dans le langage adopté ici l

PROPOSITION 6.4 - Soit K un complément de^ A dans (L) , pour qu'un élément E
contenant A soit extension essentielle de A il faut et il suffit que l

EOK« 0 .

PROPOSITION 6.5 - Si K est complément de A dans (L) , A 0 K est alors un
élément essentiel de (L) (c'est-à-dire U est extension essentielle de A U X
dans (L) ) .

La première de ces propositions permet d'établir t

PROPOSITION 6.6 - Soient A et B deux éléments de (L) tels que A < B • Pour
que A et B aient même ensemble de compléments dans (L) , il faut et il
suffit que B soit une extension essentielle de A •



La condition est nécessaire en vertu de la proposition 6o4o Réciproquement
supposons que B soit extension essentielle de A 9 alors tout complément de
A est complément de B (proposition 6,4) $ soit, d*autre part, K un complé-
ment de B § B 0 K = 0 , et aussi A H K = 0 • II existe alors au moins un
complément K1 de A , qui contient K , K' est aussi complément de B ,
d*après ce qui précède, ce qui montre que K = K' «

PROPOSITION 6.7 - Si K est complément de A dans (L) , A U K est alors un élé-
ment essentiel du quotient U/K •

Soit en effet X e: (L) tel que X 0 (A U K) = K ; il résulte :

0 = A O X = A n X O ( A U K ) = A n X , X > K ,
et la maximalité de K entraine X = K •

3. COMPLEMENTS D*UN MEME ELEMENT.

Deux compléments K et K* d*un même élément A de (L) ne définissent
pas en général deux quotients K/0 et K'/O isomorphes, comme le montre
l*exemple suivant (modulaire) ;

U

K*

II est néanmoins possible de trouver des sous-quotients K/0 dans K/0
et K'/O dans K'/O , semblables et non triviaux (c*est-a-dire contenant en
commun le quotient (K OK')/0 et différents tous deux de ce quotient), dès
que K ̂  K» ,

THEOREME 6.2 - Si K et K' sont deux compléments de A dans (L) , distincts,
on peut alors -trouver K et K* tels que :
1 ) K 0 K' < K «$ K et K 0 K* < K* < K» ?
2) les quotients K,/0 et K'/O soient semblables.
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Preuve t

K U K » K et K1 sont distincts, tous deux
compléments de A , donc incomparables s

K U K' > K» et K U K' > K .
En raison de la maximalité de K

(ou de K » ) , l'élément H' s A 0 (K U K')
est différent de 0 •

La proposition 4.1 appliquée au choix s
A—^K , B—>K» , H — ^ A ,

montre que les quotients K./O et K'/O
sont semblables, en posant z

K ^ « s ( A U K ' ) n K , K ^ « ( A U K ) O K ' ,
et que t K HK' < K , K 0 K' < K' ,
puisque A H (K U K' ) est distinct de 0 « K H A s K' H A •

Remarquons que la similitude donnée par ce théorème définit un isomorphisme,
lorsqu'il est appliqué au treillis des sous-groupes distingués stables, d'un groupe
a opérateur U •

De mime, lorsque deux éléments A et B de (L) tels que A 0 B « 0 ,
admettent un complément conroun K , il est possible de trouver deux sous-
quotients de A/0 et B/0 , semblables et non nuls t

THEOREME 6«3 • Soient A et B deux éléments de (L) ayant un complément connun
K dans (L) , et vérifiant A U B a 0 , A^ 0 , B ̂  0 . Dons ces conditions,
il existe un sous-quotient A./O de A/0 , et un sous quotient B/0 de B/0 ,
semblables et non nuls (A, ̂  0 , B. ̂  0) »

Preuve t Supposons tout d'abord K « 0 ; le seul complément de A est 0 • K ,
A est donc essentiel (cf. définition 5«3) et t AO B • 0 aa^B x 0 , ce qui
est impossible»

II est donc assuré que K > 0 { cela implique K 0 (A U B) > 0 ) en
effet K O ( A U B ) « 0 « A O B entraine (cf. corollaire 4.2) »
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(K U A) 0 B a (K U B) H A = 0 ? K étant complément de A et de B i

A et B 4 K , d'où O a K n A a A a K O B a B ce qui est impossible»

K H (A U B) étant ainsi différent de 0 , la proposition 4.1 du chapitre IV

montre que les quotients A /O et B /O sont semblables (A. a (K U B) 0 A

et B a (K UA) OBJ , et que A. et B sont différents de 0 .

Terminons ce paragraphe en indiquant une circonstance en laquelle l'in-

tersection de deux compléments est un complément»

PROPOSITION 6,8 - Lorsque A 0 B a 0 (A ^ 0 et B ^ 0) il est possible de trouver

des compléments K _ , K , K , de A , B > A U B , respectivement, tels que x

K a K^ 0 K^ , K < K^ , K < K^ .

Soit en effet K un complément de A 0 B t

K 0 (A U B) a A 0 B a 0 .

Appliquons le corollaire 4,2 du cha-

pitre IV ,

(K U A ) 0 B a ( K U B ) O A a 0 f

nous pouvons alors considérer un complément

K. de A contenant K U B , et un com-

plément K_ de B contenant K U A ;

(K H K^) 0 (AU B) a K^ 0 [A U(B OK^)] a K^ 0 A a 0 .

K 0 K > K et la maximalité de K pour la propriété KO (AU B) a 0 ,

entraînent t K a K 0 K. .

Enfin K a K entraine K U B a K , puis B a B O ( K U B ) a B Ï Ï K a O ,

ce qui est contraire & l'hypothèse*

4. DBDX CARACTERISATIQNS DES ELEMENTS COMPLEMENTS.

G. RENAULT a montré (cf* théorème 1 de C^O]) qu'un sous-module X
d'un module M est complément dans M si 9 et seulement si y il est la trace
sur M d'un soua-module injectif de l'erveloppe injective E(M) de M •
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E(M) est» en particulier, une extension essentielle de M . (cf. BCKMANN-
SCHOPT [ 7 ] ) . Il est possible d'étendre cette propriété aux quotients A/0
du treillis (L) » et a toute extension essentielle E de A dans (L) s

THEOREME 6.4 - Soit E une extension essentielle de A dans (L) ? pour que X
soit un élément complément dans le quotient A/0 , il faut et il suffit que
X « K 0 A , où K est un élément complément (ou injectif) du quotient E/0 .

Preuve $ La condition est nécessaire » Soit X , complément de l'élément N de
A/0 , X 0 N « 0 . E étant un élément de (L) contenant A (E extension
essentielle ou non), considérons un élément K de E/0 qui contienne X
et qui soit complément de N dans E/0 •

K H N a . 0 ; A U K O N . O et A H K € A/0 , X ^ A P t K ;
X étant complément de N dans A/0 î X s A n K •

La condition est suffisante t Soient E une extension essentielle de
A dans (L) , K un complément de H
dans E/0 • Montrons que l'élément
X •? K 0 A est complément de l'élément
N • H r\ A de A/0 .
Soit donc X» € A/X tel que X' 0 N « 0 ,
(L) étant modulaire t
[(X' U K) H H] 0 A » [x' U (K 0 A)] 0 H

X'O H = X ' 0 A O H a s X ' O N » 0 f
E est extension essentielle de A t

(X' U K) 0 H » 0 (
K est complément de H dans E/0 t

X' U K e K (
X' «X'O K e X ' O A n K c X ' O X - X
(car X < X t ) .

Le théorème suivant étend de mîme à (L) la proposition 1 de [20 J z
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THEOREME 6,5 - Les propriétés suivantes sont équivalentes dans (L) :

1) X est un élément complément de (L) •
2) Quels que soient E et A de (L) contenant X , avec E extension es-
sentielle de A dans (L) y alors Ë est extension essentielle de A dans U/X •

1) entraine 2) l Soit Z € E/X tel que Z 0 A « X . N étant un élément dont
X soit le complémenv dans (L) t Z O N O A a N O X s s O ^ E étant extension
essentielle de A dans (L) t Z 0 N = 0 et Z as X , puisque X est complé-
ment de N et que X <; Z .

2) entraine l) < Soit N un complément de X dans (L) • Montrons que X
est complément de N dans (L) • Pour cela considérons X* ç. U/X tel que
X' 0 N « 0 . (L) étant modulaire t

X » X U 0 s X 0 (N 0 X' ) « (X0 N) H X* .
Hais N UX est un élément essentiel de (L) d'après la proposition 6.5

de ce chapitre VI ; la propriété 2) de l'énoncé appliquée à E = U et à
A s N U X , entraine que N 0 X est aussi élément essentiel du quotient U/X {
donc X' « X •

• { •
CHAPITRE VII

ENVELOPPES INVECTIVES D'UN ELEMENT

1. THEOREME FONDAMENTAL*

Lorsqu'un module A est sous-module d'un module injectif Q , nous savons
que toute extension essentielle E de A est isomorphe (relativement à A)
à un sous-module de Q contenant A (cf. [7j » ou prop. 10.7 de [16] ) •
Pour le treillis (L) , nous obtenons t
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LEMME 7.1 - Soient Q un injectif de (L) contenant A , E une extension essen-

tielle de A telle que E ̂  Q ^ dans ces conditions il- existe E et Q,
ayant les propriétés suivantes î
1) E 0 Q < E^ < E , E H Q < Q^ 4 Q ,
2) II existe une similitude des quotients E /O et Q/0 , laissant invariants
tous les éléments de (E 0 Q)/0 .

E U Q > Q î Q étant injectif, il existe X ̂  0 tel que X < E U Q
et X 0 Q = 0 .

D'autre part î X n E O A s X O E n Q n A s O , entraine X 0 E » 0 ,
car E est extension essentielle de A •

Le lemme 7.1 est alors une conséquence de la proposition 4,1 appliquée
au cas s A —> E , B —^ Q y H —^ X .

THEOREME 7.1 - Dans tout injectif Q contenant un élément donné A de (L) , il
existe une extension essentielle de A qui est élément injectif de (L) •

Preuve î Soit E une extension essentielle maximale de A dans le quotient Q/0
(existence assurée par le théorème 5.1 et par son corollaire). Nous nous pro-
posons de montrer que E , qui est injectif dans Q/0 , est aussi injectif dans
(L) • Considérons pour cela une extension essentielle E' de A dans (L) ,
contenant E î E* > E'H Q > E > A ,

E'O Q est extension essentielle de A dans Q/0 (cf. prop. 5.1 et
5.2) ? la maximalité de E montre que t E' 0 Q s E •

Supposons que E* > E • Dans ces conditions E' •^ Q , en raison du ca-
ractère maximal de E • Le lemme 7*1 montre alors qu'il existe E1 et Q.
ayant les propriétés s

E < E1 < E» , E < Q ̂  Q , il existe un isomorphisme de treillis o" »
E'/O —»• Q/0 , laissant invariants tous les éléments de E/0 (donc & fortiori
ceux dr A/0).

Mais E* est extension essentielle de A , puisque E' est extension
essentielle de A , en raison de 1'isomorphisme 0" » Q, est aussi extension
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essentielle de A y telle que E < Q ) ce qui est impossible d'après la dé-
finition de E •

Ainsi donc y toute extension essentielle E* de A dans (L) contenant E y
est nécessairement confondue avec E • E est donc sans extension essentielle
propre dans (L) •

De même que pour les résultats connus dans le cas des modules, (cf. P. GABRIEL
p. 17.03 de [9j y ou L. LESIEUR et CROISOT Théor. 10.2 de [l6]) nous obtenons ï

THEOREME! 7*2 - A étant un élément donné de (L) , il existe un élément E de (L) ,
contenant A 9 et ayant les propriétés équivalentes suivantes :
1) E est maximal dans l'ensemble des extensions essentielles de A dans (L) •
2) E est extension essentielle de A , et E est élément complément dans tout
quotient E'/O , E' étant une extension arbitraire de E dans (L) •
3) E est extension essentielle de A , et élément injectif de (L) •
4) E est minimal dans l'ensemble des injectifs de (L) contenant A •

s-

L'existence d'un élément E ayant la propriété 1) est assurée par le
théorème 5.1 . (Si A est essentiel dans (L) , alors U = E ) .

L'équivalence de 1) et 3) résulte de la définition 5.2 d'un injectif, et
de la proposition 5.1 •

L'équivalence de 2) et 3) est assurée par la proposition 5.6 et par le
théorème 6 , 1 .

3) entraine 4) car E est extension essentielle de tout élément du quo-
tient E/A .

Enfin, soit E un élément minimal dans l'ensemble des injectifs de (L)
contenant A • En. vertu du théorème 7«1 y il existe dans E une extension
essentielle E' de A qui est élément de (L) . Donc E == E' vérifie les con-
ditions 3 ) .

DEFINITION 7.1 - Un élément E de (L) satisfaisant aux propriétés du théorème
7.2 est appelé une enveloppe injective de A dans (L) •
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Avec cette définition, le théorème 7.1 exprime que dans tout injectif de
(L) contenant A y il existe une enveloppe injective de A •

Un élément A peut admettre plusieurs enveloppes injectives E, E ' , . . .
dans (L) sans que les quotients E/0 , E'/O y. soient semblables (iso-
morphes) deux à deux» Nous pouvons le voir dans l'exemple de treillis modulaire
suivant ;

Deux enveloppes injectives distinctes
E et E' de A dans (L) sont cepen-
dant partiellement isomorphes, au sens
suivant ;

II existe deux éléments E et E*
contenus respectivement dans chacune d'elles»
contenant strictement E 0 E' ( .̂ A) ,
et tels que les quotients E</0 et E'/O
soient semblables» En effet E et E*
ont même ensemble de compléments dans (L) •
celui des compléments de A (cf. Propo-
sition 6 , 6 ) ; soit K l'un de ces complé-
ments ; E et E' sont alors deux
compléments distincts de K (cf. corollaire
6 . 1 ) . Il suffit d'appliquer le théorème
6.2 pour obtenir les éléments E. et E'
désirés.

2. PREMIERES APPLICATIONS.

PROPOSITION 7.1 - Si K est un complément de A dans (L) , l'ensemble ô(A)
des enveloppes injectives de A coïncide avec l'ensemble ^.( K) des complé-
ments de K qui contiennent A •

L'inclusion 5 (A) j£ 6 (K) résulte de ce que nous avons dit à. la fin
du paragraphe précédent (prop. 6 , 6 et corollaire 6 . 1 ) .

D'autre part, tout élément E de ^x(K) est injectif dans (L) ,
et est extension essentielle de A (en vertu de la proposition 6.4) ^ donc
E €. S (A) d'après le théorème 7.2 .
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PROPOSITION 7.2 - Pour qu'un élément Ë s (E ) d'un produit (L) == 1 [ (L )
i€l î I

de treillis (L. ) modulaires y H «continus et complets, soit une enveloppe

injective d'un élément A s ( A ) de (L) , il faut et il suffit que,
ici

Vi€ 1 , E. soit une enveloppe injective de A. dans (L. ) .

C'est une conséquence directe des propositions 5.3 et 5.8 , et du théo-

rème 7.2 •

PROPOSITION 7.3 - Soit B <. A . Dans toute enveloppe injective E de A dans (L) »

il existe une enveloppe injective E' de A dons le quotient U/B •

II suffit d'observer que E est élément injectif du quotient U/B

(proposition 5»7) ; E* est alors donné par le théorème 7.1 .

PROPOSITION 7.4 - Soient 5(A) , S (B) , l'ensemble des extensions essentielles de

deux éléments A et B de (L) tels que B -^ A • Les conditions suivantes

sont équivalentes s

1) A est extension essentielle de B ,

2) g(A) C 5(B) ,

3) Ê(A) fH 5(B) i^ .

La vérification (aisée) se fait en utilisant les diverses caractérisa^

fions d'une enveloppe injective données par le théorème 7.2 •

3. ELEMENTS CO-IRREDUCTIBLES DE (L) .

Rappelons la définition d'éléments co-irréductibles (cf. P. GABRIEL,

p. 359 de [îO]) t

I3EPINITION 7.2 - Un élément A de (L) , A i 0 , est dit c (̂ irréductible, lorsque

0 est 0-irréductible dans le quotient A/0 •

Cela signifie que les relations t X - ^ A , Î < A , 0 » X O Ï , entraî-

nent o u X s O . o u T s O .



Les propriétés des sous-modules co-irréductibles (E, MATLISy prop» 2.2
de [l8j) , ou des objets co-irréductibles (prop. 11 p. 361 de lioj) » se
transposent aux éléments co-irréductibles de (L) de la façon suivante i

PROPOSITION 7.5 - 5 (A) étant l'ensemble des enveloppes injectives d'un élément
A de (L) , les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est co-irréductible,
2) Tout élément de <S(A) est un injectif minimal de (L) -c'est-à-dire
élément minimal de l'ensemble des injectif s non nuls de (L)-.
3) Tout élément E de Ç(A) est enveloppe injective de tous les-éléments
non nuls du quotient E/0 •
4) S (A) contient au moins un élément E ayant l'une des propriétés suivantes :

ot) E est co-irréductible.
0) E est un élément injectif minimal de (L) ,
y ) E est enveloppe injective de tous les éléments non nuls de E/0 •

Montrons que 1) entraine les conditions 2 ) , 3)» et 4) : Soit E 6 6(A)
et Q un injectif de (L) vérifiant î

0< Q^E î

alors Q = E , sinon il existerait X / 0 tel que s
X 4 E et 0 a X H fi ,

ce qui est impossible car E , en tant qu'extension essentielle de A , est
aussi co-irréductible (cf. proposition 5.4)•

De plus, E étant co-irréductiblê  est extension essentielle de tous
les éléments Z non nuls de E/0 , donc enveloppe injective de Z •

Supposons maintenant qu'un élément E de 0 (A) soit injectif minimal
de ( L ) , Si 0 était 0-réductible dans A/0 , il existerait X , Y tels
que» 0<X<A , 0<Y,$A , 0 as X 0 T . Soit E' une enveloppe
injective de X contenue dans E (théorème 7.1) ; ï ̂E' , car E' »st
extension essentielle de X , e t 0 a X 0 î ( nous aurions donc 0 < E1 < E ,
ce qui serait contraire ou caractère minimal de 11 injectif E •
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Enfin supposons que l'élément E de S(A) soit enveloppe injective de

tous les éléments non nuls de E/0 • Tous ces éléments sont essentiels dans
E/0 , et 0 est 0-irréductible dans E/0 , à fortiori dans A/0 .

CHAPITRE VIII

ELEMENTS INJECTIFS EXTOEMAUX DE (L)

Un élément mjectif (ou complément) minimal de (L) a été défini à, la pro-
position 7.5. De même, un injectif (ou complément) maximal de (L) , est un
élément maximal de l'ensemble des injectif s de (L) distincts de l'élément
universel U •

1. INJECTIFS (COMPLEMENTS) MINIMAUX.

Pour un sous-module A d'un module M , la propriété d'être complément
minimal est équivalente à> celle d'être complément co-irréductible (cf. Gr. RENAULT
[26]). Cela s'étend au treillis (L) et se précise ainsi :

THEOREME 8.1 - Soit A un élément de (L) . Les propriétés suivantes sont équivâ -
lentes :
1) A est co-irréductible maximal (c'est-à-dire élément maximal de l'ensemble
des co-irréductibles de ( L ) ) »
2) A est injectif (complément) minimal.
3) A est injectif (complément) et co-irréductible.

L'équivalence de 2) et de 3) est assurée par la Proposition 7.5, car,
lorsque A est injectif, l'ensemble g(A) de ses enveloppes injectives est
réduit a ^A^ . (cf. Théorème 7.2), Les implications l) ==̂ > 3) et
2) cs==̂  1) sont également assurées par la Proposition 7.5.
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REMARQUE - Lorsqu'il n'est pas vide, l'ensemble des éléments co-irréductibles

de (L) contenus dans un élément B donné de (L) , est inductif pour la

relation < . En effet soit A as l ) A. la borne supérieure dans (L) d'une
i€l x

famille totalement ordonnée ÎA.l d'éléments A. co-irréductibles de (L)
1 -iCI 1

contenus dans B , et soit une /^-décomposition non triviale de 0 dans A/0 :

0 = Xni , 0 < X <A , 0 < î <A .

En utilisant m-continuité de (L) (

x » = x n A = x n ( l J A.^ aLJ (XOA. ) .
\±ei 1/ iei 1

II existe donc o( € 1 (resp. ô € I) tel que X H A. > 0 (resp. î HA. > 0)

pour tout A^> AQ( (resp. A_ ^ A a) ; il existe aussi Au>A^ et AA tel

que ;

(x n A.L) n (Y n Au) » o
réalise une 0 -décomposition non triviale de 0 dans Au/0 , ce qui est

impossible»

2. INJECTIFS (COMPLEMENTS) MAXIMAUX.

Nous savons qu'un sous-module A complément maximal dans un module M ,

est nécessairement sous-module F} -irréductible minimal de M (cf. Théorème 3,

G. RENAULT, t.20]). L'introduction de la notion d'élément essentiel dans (L)

(cf. définition 5.3), et de celle (cf. définition suivante 8.1) de complément

universel dans (L) , permet de caractériser avec précision ces éléments in-

jectifs maximaux de (L) •

DEFINITION 8.1 - Un élément K de (L) est appelé complément universel dans (L) ,

s'il n'est pas essentiel dans (L) , et s'il est complément de tout élément Z

de (L) satisfaisant a : Z > 0 et Z H K = 0 ,

THEOREME 8.2 - Soit A un élément de (L) ? les conditions suivantes sont équi-

valentes :

1 ) A est 0 —irréductible et non essentiel dans (L) •

2) A est injectif (complément) maximal.



3) A est maximal dans l'ensemble des éléments non essentiels de (L) ,

4) A est complément universel.

De plus, lorsque l'une des conditions précédentes est réalisée, A est

alors minimal dans l'ensemble des H «"irréductibles de (L) •

Preuve : Elle suivra le cycle d'implications t

a) Preuve de 2) ==sŝ  l) : A , injectif maximal par hypothèse, est complément

d'un élément N de (L) , non nul, car A < U , Soit une P -̂décomposition

de A dans (L) (triviale ou non) »

A as A Q A , qui entraine A 0 A 0 N ss 0 }

considérons un complément K de A H N dans (L) , contenant A } A étant

complément maximal dans (L) :

- ou bien K as A , et par suite A as A ,

- ou bien K s U , qui entraine A 0 N s 0 , et par suite A s A (puisque A

est complément de N) ;

1' 0 -décomposition de A est donc triviale»

b^ Preuve de l) ====» 4) s Considérons A , 0 -irréductible et non essentiel.

Soit Z tel que Z > 0 , A 0 Z » 0 . (il existe dans (L) de tels éléments

puisque A n'est pas essentiel)» Montrons que A est complément de Z } soit

donc A' e (L) , A' ̂  A , A' 0 Z = 0 . (L) étant modulaire :

(A U Z) 0 A' a A U (Z 0 A' ) = A .

Mais A est 0-irréductible, et AU Z > A (sinon Z = AO Z =s 0) } par

suite A' s A •

c^ ÇïîïSÏÎLÎ19 4^ =!> 3^ : soit A un cotnpiément universel dans (L) • A est
non essentiel par définition» Considérons un élément non essentiel A' de

(L) tel que A'> A ; il existe alors X € (L) ayant les propriétés ;

X > 0 , X DA' «= 0 (donc t X D A s 0) ;

A étant complément de X : A' s A •
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A) Preuve de 3) ===» 2) s Soit A un élément maximal dans l'ensemble des élé-
ments non essentiels de (L) .Toute enveloppe injective E de A dans (L)
est distincte de U , puisque A est non essentiel ; il existe donc des in-
jectifs (soit Q l'un d'entre eux) de (L) tels que »

A< Q < U .
Nous affirmons que Q » A . En effet Q est complément (théorème 6.1)

d'un élément N de (L) , non nul (car Q ̂  U) t
Q ON s 0 s AON ,

et si Q était distinct de A , il serait essentiel, et il en résulterait
NssO .

Considérons, pour terminer, un élément A vérifiant les précédentes
conditions, et montrons qu'il est 0 -irréductible minimal. Si A m 0 , il
n'y a rien à montrer. Si A > 0 , A est alors complément d'un élément N > 0
et 0 s= N OA ? dans ce cas, le caractère minimal de A résulte de la propriété
suivante des treillis modulaires (appliquée pour X = A , Y « N , Z a 0 ) <

LEMME 8.1 - Soient trois éléments X , Y , Z de (L) y tels que ;
Z s X OY , X > Z , Y> Z .

Dans ees conditions, il n'existe aucun élément 0-irréductible de (L)
distinct de X et Y , dans les quotients X/Z et Y/Z .

En effet, si T vérifie par exemple t Z •$ T < X , alors î
T s= T U Z s T U (Y H X) » (T U Y) 0 X avec T U Y > T .

(sinon, T > Y entraînerait Y » Y 0 T < Y f)X s Z , ce qui est en contradic-
tion avec Y > Z) .

REMARQUES -
1) II existe des 0-irréductibles minimaux qui ne sont pas injectifs t c'est

le cas de l'élément A du treillis
modulaire ci-contre, qui est essentiel
et distinct de U •
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2) II peut arriver que tous les éléments non nuls de (L) soient tous essentiels,
et les seuls injectifs sont alors 0 et U • C'est le cas du treillis des idéaux
de l'anneau des entiers Z •

3. CARACTERISATION DES INJECTIFS EXTREMMJX AU MOYEN DE LEURS COI^LEMENTS.

PROPOSITION 8.1 - Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions suivantes
sont équivalentes s
1) A est co-irréductiblee
2) Tous les compléments de A sont des injectifs maximaux de (L) .
3) A possède un complément qui est injectif maximal de (L) .

1 ) entraine 2) s Soit K un complément de A ; K > 0 , car A est non es-
sentiel ; A > 0 , puisque A est co—irréductible ; il en résulte que K est
non essentiel» Montrons que K est D -irréductible s
K == K 0 K , K > K , K > K , entraînerai ent (puisque K est
complément de A) s

K H A > 0 , K 0 A > 0 , 0 s (K 0 A) D (K 0 A) ,
ce qui contredirait le fait que 0 est 0—irréductible dans A/0 • K est
complément maximal de (L) d'après le théorème 8»2 •

2) entraîne 3) s Evident.

3) entraine 1) s Soit K un complément de A , K étant complément maximal
de (L) , alors K < U et K> 0 (puisque A est non essentiel)» Si 0
était 0 -décomposable dans A/0 , alors K serait 0-decomposable dans
(K U A)/K , car les deux quotients A/0 et (K U A)/K sont transposés
(cf. 1. chap» IV) • A est bien co—irréductible»

REMARQUE - Un élément est essentiel si et seulement si l'ensemble de ses complé-
ments est ^0\ •
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PROPOSITION 8,2 - Pour un élément non essentiel A de (L) , les conditions suivantes

sont équivalentes §
1) A est 0-irréductible.
2) A est injectif et tous ses compléments sont des injectifs minimaux,
3) A est injectif et possède un complément qui est injectif minimal o

1 ) entraine 2) s Soit A un D -irréductible non essentiel de (L) ? A est
alors injectif (cfo théorème 8.2 ) . Si A s= 0 , tous les éléments non nuls de (L)
sont essentiels et les seuls injectifs de (L) sont 0 et U (0 ̂  U car U
est essentiel dans (L) ) , et le seul complément de A = 0 est U , lequel est
bien, dans ce cas, injectif minimal de (L) •

Si A > 0 , considérons un complément K de A ; K > 0 , car A n* est
pas essentiel» Les quotients K/0 et (K U A)/A sont transposés, par suite
0 est H-irréductible dans K/0 , de plus K n'est pas essentiel. K est
complément co-irréductible, donc injectif minimal (cf. théorème 8 . 1 ) .

2) entraine 3) s Evident.

3) entraine 1} s Soit A injectif possédant un complément K qui est injectif
minimal de (L) , A est alors compipment de K (corollaire 6 , 1 ) qui est
co-irréductible non essentiel (cf. théorème 8 , 1 ) . La proposition 8.1 montre
alors que A est injectif maximal, et aussi D -irréductible non essentiel
(cf. théorème 8 . 2 ) .

REMARQUE - II est nécessaire de supposer A injectif en 2) et 3) , car un élément
peut avoir tous ses compléments qui
soient injectifs minimaux de (L) , être
non essentiel, sans pour cela être
0-irréductible (cf. l'élément A du
treillis modulaire ci-contre)•

Lorsque deux éléments K et K' de (L) sont compléments réciproques
l'un de l'autre, dès que l'un d'eux, K par exemple, est essentiel alors



K' = 0 et K = U ; si nous exceptons ce casy los deux théorèmes et les deux
propositions précédentes montrent que si K est injectif minimal (resp. maxi-
mal), alors K' est injectif maximal (resp. minimal) ; Dans ces conditions,
nous dirons que K et K' sont des complément/s extrêmaux réciproques»

CHAPITRE IX

APPLICATIONS

1. APPLICATION AUX 0 -DECOMPOSITIONS.

Supposons qu'un élément X de (L) , X ^ U , soit l'intersection réduite

d'une famille collective (X. , ici, et i ^ j entrains X. ^ X.) non

vide, finie ou infinie, d'éléments D-irréductibles X. de (L) î

X = 0 X ,• Vi 6 1 Z == ( \ X. 4 X ;
i€I x 3 Xêî-{i{ x ' 1

ce qui, lorsque X n'est pas /^—irréductible, équivaut à :

V iê l , X = X . n Z , X < X . , X < Ï . .

Dans le quotient U/X , l'élément X. est donc 0-irréductible et non

essentiel ; X. possède ainsi, dans U/X , toutes les propriétés données

ou théorème 8.2 , et c'est en particulier un élément minimal dans 1'ensemble-

dès n -irréductibles de (L) qui contiennent X •

Si X est en outre S0^3^"1®11'^ dans (L) , les composantes X. sont des

compléments maximaux non seulement dans le quotient U/X , mais encore dans

le treillis (L) lui-même. En effet, soit N > 0 un élément de (L) dont X

soit le complément } X. > X entraine alors :

3 ^ n N > 0 et X ^ ( î ^ n N ) = 0 ,
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X. étant 0-irréductible et non essentiel dans (L) , est bien complément
maximal dans (L) (cf. Théorème 8 , 2 ) , Nous avons donc montré t

PROPOSITION 9.1 - Soit un élément X de (L) , 0-réductible, représentable en
intersection réduite d'éléments 0-irréductibles X. de (L) :

X = f 1 X. . Dans ces conditions :
i€I x

1) Tous les X. sont minimaux dans l'ensemble des 0-irréductibles de (L)JL ' '
qui contiennent X •
2) Si X est complément dons (L) , tous les X. sont des compléments (in-
jectifs) maximaux de (L) •

REMARQUE - Si X n'est pas complément dans (L) , les composantes X. ne sont
/x pas nécessairement des compléments dans

^ 1̂  ^̂ 2 (^) • Dans l'exemple ci-contre :
^ X = X 0 X f et X et X sont es-

sentiels dans (L) •

0
La proposition 9 . 1 prend effet lorsque la représentation de tout élément

en intersection réduite d'éléments H-irréductibles, en nombre fini, est
assurée } c'est en particulier le cas lorsque (L) est noethérien, c'est-à--
dire vérifie la condition de chaîne ascendante (cf. p. 12 y Eô]) ; mais
cette représentation est aussi assurée lorsque (L) est artmien, c'est-à--
dire vérifie la condition de chaîne descendante } (cf. L. LESIlîîUR et R. CROISOT,
théorème 8.1 de [16]) .

THEORûME 9 . 1 - Si (L) est noetb̂ nen (ou art^nien), tout élément complément K
de (L) , distinct de U , est l'intersection réduite d'un nombre fini n de
compléments maximaux de (L) ; et cet entier n ( > 1) ne dépend que de K •

Le fait que deux telles décompositions de K , en intersection réduite
finie de compléments maximaux, aient môme nombre n de composantes, résulte
du théorème de KUROSH-ORE (p« 122, [ô]) , et du fait que tout complément
maximal de (L) est n-irréductible (théoxème 8. 2 ) .
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COROLLAIRE 9 . 1 - Si Q est À-module in̂ estif noetherien (ou artinien), tout sous-

module inject^f K de Q , distinct de Q , est l'intersection réduite'd*un
nombre fini n de sous-modules injectifs maximaux de Q 5 et cet entier n
ne dépend que de K o (voir plus loin la démonstration de la proposition 9 . 2 ) ,

2. UNE EXTENSION D'UN THEOREME D'AZUMAÏA.

Rappelons que G. AZUMAÏA, dans [l ] , a montré en particulier le théorème
suivant s

Soit M un A-module qui est somme directe d*un nombre fini de sous-
modules injectifs indécomposables. Pour deux décompositions de M en somme
directe d'un nombre fini de sous-modules injectifs indécomposables s

M= M^ © M^ © . . . © M^s M^ © . . . © M^, ,

on a n = n' et il existe une permutation o- de l'ensemble - J 1 , 2 , . . . , n \
telle que M. soit isomorphe à M* / . \ pour tout i. (cf. aussi théorème
10.4 de [ l 6 j ) ,

Nous nous proposons d'étendre ce résultat à un treillis (L) modulaire,
^-continu, complet, d'élément universel U , et vérifiant la condition ;
(S) , deux compléments maximaux réciproques de (L) sont toujours supplé-
mentaires (leur union est U ) ,

Cette condition est vérifiée par le treillis des sous-modules d'un
module mjectif (au sens habituel) s

PROPOSITION 9.2 - Soit Q un module adjectif ? la propriété suivante (ÏÏ) est
vérifiée par le treillis des sous-modules de ^ s (S) , tout sous-module com-
plément de (L) admet un supplémentaire dans (L) •

Preuve s Soit K un sous-module de ^ , complément, K est sans extension essentielle
propre dans Q injectif, ils est donc lui-même module injectif, (cf. théorème
10.2 de [lôj) . K" est par suite facteur direct dans Q (prop. 3.4 p. 10
de [4]) .
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REMARQUE - Si Q n'est pas un module injectif, la condition (S) -et à fortiori

la condition plus forte (S)- n'est pas
nécessairement vérifiée, C'est ainsi le
cas du treillis des sous-groupes du groupe
produit M == (Z/4Z) x (Z/2Z) , dont le dia-

^ ^ ^r \> B gramme est représenté ci-contre (Z étant
\̂  / l'anneau des entiers ) o

Les éléments A et B sont 0-irréductibles, non essentiels car
A Q B s= 0 , co-irréductibles maximaux* Ils sont donc tous les deux compléments
maximaux et minimaux, réciproques l'un de l'autre, mais non supplémentaires o

Pour un treillis modulaire (abstrait) on peut prendre plus simplement sy

,̂ .
0

Donnons maintenant l'énoncé du théorème annoncé s

THEOREME 9.2 - Soit U l'élément universel du treillis (L) 0-continu, modulaire

et complet, et vérifiant la condition (S) e Pour deux décompositions de U

en union directe d'un nombre fini d'éléments injectifs minimaux de (L) ;

u = M^ © M^ e ... e M^ = M^ e M^ © ... © M', ,

on a n == n' et il existe une permutation (T de l'ensemble - Î 1 , 2,..., n\

telle que le quotient M./O soit semblable au quotient M' /.\/0 pour tout i •

Preuve : Si n = 1 (ou n' = 1) , le théorème est vrai. Soit donc n > 1 et n' > 1 ,

Vi e -I 1, 2,..., n^ , Tî^ = {_) M.. est 0-irréductible dans (L) = U/0 ,
— Â^Pl

car U = M. ® M. entraine la similitude des quotients U/îî. et M./O ,

et 0 est C\ -irréductible dans M./O (cf. théorème 8.1).
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Posons également § M*. = \^/ M' (j ss 1, 2 , o o o , n') c La proposition 4o4
3 ^^Jmontre que s -

o s î î n ï î n ^ n T î =5'n^n o o o O ï î » ,

sont deux 0 -décompositions directes de 0 , donc sans élément superflue Nous

savons que, dans ces conditions, n ss n' y et que tout M. (soit par exemple

M. = M.) est remplaçable par un M1 convenablement choisi (supposons

M'. = M'), la nouvelle décomposition de 0 en intersection d'0-irréductibles §

M o =ïî'n 1^0 oo.n \ ,

n'ayant pas d'élément superflu (cfo théorème 1 1 et 12, 0, ORE, 1 , [l9]) .

Cette décomposition s'écrit aussi s 0 = m 0 M , car M = ?î H ... OÎÎ

(cfo proposition 4.3). M' est 0—irréductible non essentiel, donc complé-

ment de M. (cf. Théorème 8o2)o M' et M sont par suite compléments

extrêmaux réciproques, et s U =s M' ^© M , d'après la condition (S) , ce qui

donne alors une nouvelle décomposition de U en union directe d'injectifs

minimaux î

U = M, ® M' © o o o © M» = M, ® M ® ... ® M ,1 ^ n 1 <d n

M /O étant semblable à M'/O (tous deux sont semblables a U/R') .

Pour poursuivre un raisonnement par récurrence sur n , il faut nous assu-

rer que les conditions de l'énoncé sont vérifiées par les deux quotients sem-

blables (à U/M ) M'/O et M /O « Nous utiliserons pour cela les deux lerunes

suivants s

LEMME 9o1 - Soit A un élément inĵ ectif (complément) du treillis (L) , et soit Q

un élément contenu dans A o Pour que Q soit un élément inj ectif de (L) il

faut et il suffit qu'il soit élément injectxf du quotient A/0 .

En effet, si Q est injectif de (L) , il est sans extension essentielle

propre dans (L) , donc à fortiori dans A/0 (A inj ectif ou non).



Inversement, soit Q un injectif de A/0 . A étant injectif ce (L) ,
il existe dans A une enveloppe injective E de Q relative à (L)
(cf. théorème 7ol) § Q ^ E ^ A , E est extension essentielle de Q dans
A/0 ; Q étant injectif de A/0 , Q = fî o

COROLLAIRE 9.2 - Q est injectif minimal de (L) si et seulement si Q est in-
jectif minimal de A/0 ,

II suffit d'observer que 0 est 0-irréductible dans Q/0 (cfo théo-
rème 8 , 1 ) .

LEMME 9.2 - Si la condition (S) est vérifiée par (L) , elle est vérifiée dans le
quotient Q/0 , pour tout injectif extrêmal Q de (L) ,

Lorsque 8 est injectif minimal de (L) , la propriété annoncée est tri-
viale puisque le quotient y/0 n'a que deux éléments injectifs 0 et Q
(d'après le corollaire 9o2)o

Supposons maintenant que Q soit
injectif maximal de (L) } tout complément
Q1 de Q dans (L) est injectif mini-
mal de (L) (cf. proposition 8.2) et
la condition (S) donne s U == g ̂  Q» ,

KUÛ
Considérons deux compléments extre—

maux réciproques K et K' dans le quo-
tlent 2/° (K maximal et K' minimal).
K étant 0 -irréductible dans Q/0 ,
K U y est 0 -irréductible dans le
quotient semblable U/Q' , donc dans (L) 5
de plus î

( K U Q ' ) n K' = (KO Q ' ) 0 Q H K ' = [ K U ( Q ' O Q)] 0 K' = K 0 K» =0 }
K UQ' n'est pas essentiel et est complément (injectif) maximal dans (L)
(théorème 8.2). D'autre part K» est complément (injectif) minimal de (L)
d'après le corollaire 9.2 . Il résulte alors de 0 = (K U a')0 K' que K U Q»
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et K' sont compléments extrêmaux réciproques dans (L) } d'après la condition
(S) s

U = K U 8' U K» , et
Û = U 0 Q = (K U K' U Q» ) 0 Q ̂  (K U K» ) U (Q* H Q) = K U K' ,

ce qu*il fallait démontrero

Suite de la démonstration du théorème 9e 2 s Nous supposons que ce théorème
est vrai pour 1 , 2 , o o o , n-°1 9 U ««-composants directs (injectifs minimaux) de
U , et nous nous proposons de l'établir pour n composantso Reprenons la dé-
monstration à l'endroit où nous l*avions temporairement suspendue, et désignons
par ^ s T—> (T U M ) H M l'isomorphisme de treillis associé à la simi-
litude définie par la suite de quotients s ÏÏ'/O , U/M , "5/0 , De
îî' = M' © . . . Q) M' on déduit §

H = ^(^) = t()(M^) © eeo © (^(M^) (union directe) .
Pour j = 2 , , eo 9 n , M' est injectif minimal dans le quotient M'/O

(cfo corollaire 9 . 2 ) , UP ( M * ) est injectif minimal dans le quotient
^ (^1/0) = ̂ </0 e Dans ce quotient M /O , on obtient donc deux décomposi-
tions de M en union directe de n—1 injectifs minimaux de M /O î

^ = (f(M? Q oeo © ̂ (^) ^ M^ © , o . ® M̂  ?

comme la condition (S) est valable dans M/O (lemroe 9 o 2 ) , notre hypothèse
d'induction assure qu'il existe une permutation ^ de - Î 2 , , . . , n^ telle que
pour tout i ̂ 2 , M./O soit semblable à ^ (W , . J/0 , donc à M* / . \/0 ,
La permutation o" définie par s o " ( l ) = 1 et (r^s^tl) pour i ̂ 2 ,
répond alors aux conditions demandées.

REMARQUE - Ce théorème 9e2y appliqué aa cas des modules, donne bien l'énoncé de
G» AZUMAÏA (rappelé au début de ce paragraphe). JËn effet M , étant somme
directe finie de sous"modules injectifs, est lui-même module injectif, et le
treillis (L) des sous-modules de M vérifie la condition (S) d'après la
proposition 9o2 o

D'autre part les sous-modules injectifs indécomposables de M coïncident
avec les éléments compléments (injectifs) minimaux du treillis (L) .
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Enfin toute similitude définit, dans le cas des modules, un isomorphisme
de modules quotients e

En l'absence de la condition (S) , la démonstration du théorème 9*2
montre que l'on a cependant la propriété 8

PBOPOSITION 9.3 - Pour deux décompositions de l'élément universel U de (L) en
union directe d'un nombre fini d'éléments injectifs minimaux de (L) s

U s M ® M^ © . . , © M^ s M' ® M^ ̂  . , . © M^, ,
on a n s n' y et pour chaque M, (resp« M') il existe au moins un M'
(resp. M . ) tel que M./O soit semblable a un sous quotient N'./O de M'/O •

En effet, au cours de cette démonstration, nous ayons obtenu :
0 » W 0 M » W 0 M' .

La proposition 4o1 appliquée au choix t

A—> ̂  , B-> M^ , H-»- ̂  ,
montre que M /O est semblable à [(îî' 0 M )0 M'1 /O .

Nous ne savons pas si le théorème 9.2 reste valable (ou non) en l'absence
de la condition (S) •

3. UNE CARACTEEUSAIION DES MODULES INJBCTIPS.

Nous nous proposons d'étudier, dans ce paragraphe, une caractérisation
des modules injectifs Q dans la classe ^ de tous les A-modules uni-- •u
taires (A étant un anneau unitaire donné) { caractérisation qui n'utilise
aucun homomorphisme de A-modules» qui n'introduit que des extensions de Q
aisées a construire, enfin qui s'exprime uniquement en une propriété du
treillis des sous-modules de ces extensions»

THEOREME 9*3 - Pour qu'un A-module a gauche unitaire Q soit injectif, il faut
et il suffit que, pour tout idéal a gauche OL Ô.Q A , le sous-module
V » Q X { O } du module produit P^ • fi X (A/CO ait la propriété (?)
suivante ï
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(P) , tout complément (relatif) de Q1 dans P̂  est supplémentaire de

Q'

La condition est nécessaire s Soit K un sous-module complément de Q1 dans

P^ ? supposons que K ne soit pas supplémentaire de Qt dans P -̂ ,

alors s K + Q» C P^ y K 0 Q' s 0 ( C est l»inclusion stricte).

Q» est isomorphe à (K + Q')/K et (K + Q^/K C P^/K ; (K + fi'î/K

est donc un A-module injectif, il est sans extension essentielle propre

(cf. CTJ) ? Pu-2' suite il existe un sous-module Z C P-, tel que s

KC Z ÇP^ et Z 0 <Q' 4- K) = K , d'où 0 s= Q» Q K == Q1 0 Z $ ce qui est

en contradiction avec le fait que K est complément de Q' dans Pçy •

Remarquons que ce raisonnement est également valable en remplaçant P<^

par une extension quelconque de Q •

La condition est suffisante ; Soit Q un A-module qui, pour tout idéal h

gauche GC de A y vérifie la propriété (P) ; il nous suffit de montrer que

Q est sans extension essentielle propre, c^st—à^dire qu'il coïncide avec

son enveloppe injective (cfe FîJ) • Supposons en effet que Q admette une

extension essentielle propre E y Q C E $ il existe alors a € E , a ^ Q »

Soient CZ as 0 °» a l'annulateur de a (ensemble des 0( €E A tels que

oc a s 0), et P^ le module produit Q X (A/ff). Posons Q' = Q X {O} et

considérons l'homomorphisme s

^ 8 ̂  ̂  E

défini par (q, À. + CO —^- q + X a • Le noyau N de GP a les propriétés »

N 0 Q' =: 0 et N + y ^ P^ .

(en effet N + Q1 = P^ entraine § Q + A a as Image de CP =s (p(Q1 ) == Q ,

et a appartiendrait à Q) «

Soit K un sous-module complément de Q1 dans P(^ , contenant N •
K est supplémentaire de y' dans P^ d'après la propriété (?) , par suite
N C K (inclusion stricte)y et «

N == N + (Q* n K) s= (N + y ) o K .
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fin appliquant ^homomorphisme (P <

0a Q 0 cy(K) avec ^ (K) 4. 0 ,

ce qui contredit le fait que E soit extension essentielle de Q .

CHAPITRE X

ELEMENTS P-ISOTÏPIQUES D'UN TREILLIS MODULAIRE NOETHERIEN (OU ARTINIEN)

Dans ce chapitre et le suivant, le treillis (L) est supposé noethérien
ou artinien (cf< chapitre IX, § l ) , afin que soit assurée la représentation de
tout élément de (L) comme intersection finie d'éléments H-irréductibles.

Nous désignerons par T la classe1 ' des isomorphismes de treillis
portant sur les quotients du treillis (L) • Un objet de T est défini par
la donnée de deux quotients A/B y A'/B' , et par celle d'un isomorphisme
de treillis appliquant A/B sur A'/B' ï

A/B —̂ - A^/B* ,

De même ^ , désignera la classe des similitudes, portant sur les quo-
tients du treillis (L) • Comme toute similitude définit un isomorphisme de
treillis, de façon naturelle (cf. Chapitre IV), nous écrirons : V1 Ĉ  T •

Nous considérons, dans ce chapitre, une classe intermédiaire

Z^r^T ,
ayant en outre les propriétés suivantes :
OC ) P est stable pour la loi de composition des isomorphismes ?
( 3 ) si f : Afâ—> A'/B» est de la classe P , alors I1 isomorphisme
"ivei^e î1 : A'/B' —> A/B est de la classe P }

( î ) T est un ensemble, somne d'une famille d'ensembles indexée par l'en-
semble Zx Z (Z étant l'ensemble des quotients de (L) ) .



Y ) si f î A/B —^ A'/B' est de la classe F , toutes les restrictions

de f aux sous-quotients C/D de A/B sont aussi dans F ,

Au chapitre XI nous utiliserons certaines classes importantes P .

1. QUOTIENTS GO-IRREDUCTIBLES PARTIELLEMENT F-ISOMORPHES.

DEFINITION 10 .1 - Un quotient A/B de (L) est dit co-^rréductible lorsque A

est un élément co-irréductible du treillis A/B <,

Cela signifie (cfo définition 7,2) que B est H -irréductible dans le
quotient A/B et que A > B o

Précisons qu^un quotient A/B est non trivial lorsque A > B (A ^ B) ,

et que A'/B' est sous-quotient de A/B lorsque A* e A/B , B* € A/B
A' > B» .

DEFINITION 10.2 - Deux quotients non triviaux A/B et A, /B sont dits par-

îiSllSiîSîîî n"'18^01^1188 lorsqu'il existe un sous-quotient non trivial

^/^ ^ ^/^i (de même dénominateur B ) , et un sous quotient non tri-

vial C^/B^ de A^/B^ (dô même dénominateur B ) , tels que les treillis

^</^< e^ ^2/^0 soient isomorphes OAI moyen d'un isomorphisme
f s C^/B^ —^ C^/B^ de la ^asse [̂  ^^

Cette relation entre quotients, ainsi définie, n'est pas transitive en

général. Elle l'est cependant dans les conditions suivantes ;

PROPOSITION 10.1 - Dans l'ensemble S des quotients co-irréductibles de (L) ,

la relation "A^/B^ =E A^/B^ module P , si, et seulement si, A /B et

^2/^2 sont P8'1^1®11®111®10^ n-isomorphes", est une relation d'équivalence
(dite F -équivalenc e ),

De plus, pour qu'une famille finie de quotients de ^S :

v^ » v^ »-^ v^
( 1 ) cf. remarque à la fin de ce paragraphe»
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appartienne à une même classe d'équivalence y il faut et il suffit qu'il existe

des sous-quotients î

C,/B, , C^ ,..., C^ ,

non triviaux, deux à deux isomorphes par un isomorphisme de r1 «

Preuve î Seule, la transitivité de la relation = est à, vérifier. Soient donc

pour cela s A /B s A^/B^ et A / B S A / B (mod. P) .

Il existe donc des sous-quotients non triviaux s l^/B- sous quotient de

A./B. , ^'2/^9. et F2'̂ B' sous-quotients de A /B , ^/^ sous-quotient

de A,/ÏL î ®t des isomorphismes de la classe P* s

f ï D^ —^ D^ , g ï F^/B^ -»• P^/B^ .

Posons s C^ =: D^ 0 P^ , C ^ = f-1^) , C^ = g(C^) ?

A /B étant co-irréductible § C > B , Les sous-quotients C./B. et

C /B sont alors non triviaux et isomorphes par restriction de g o f à 0,/B^

Cette restriction étant de la classe P [propriétés o() et Y) de Py] ,

A /B = A^/B^ } = est bien une équivalence dans ^5 •

Observons de plus que les trois sous-quotients non triviaux ainsi obtenus ï

C /B , ^^^ 9 ^^-î > sont deux à deux isomorphes en tant que treillis au

moyen d^somorphismes de la classe P y ce qui permet d'obtenir aisément par

récurrence la dernière partie de la proposition (la condition suffisante étant

évidente)•

Nous dirons» par définition, que deux quotients co—irréductibles de "6

sont de même type par rapport à P (ou de même P -type), si et seulement

si, ils sont F*-équivalent s • Chaque classe d'équivalence (mod» P) dans '6 y

définit ainsi un P-type de quotient co-irréductible, et un seul»

Tout quotient ce—irréductible .A/B de 6 peut être considéré comme

sous-quotient d'un quotient A /B tel que A soit élément co—irréductible/.j\ o o
maximal du treillis V/B' ' , A contenant A } A est élément injectif

(complément) minimal du treillis U/B , et est une enveloppe injective dans

( ï ) cf le thécrèmt 8<? et sa remarque.



U/B de A (cf. théorème 8.1, et proposition 7.5). Chaque classe mod. P

dans G peut donc être définie par un tel représentant A /B .

Un quotient A /B non trivial, co-irréductible, en lequel A est in-

jectif minimal de U/B , sera appelé par définition, quotient injectif minimal

(ou indécomposable) ? l'ensemble de ces quotients sera désigné par Ç ,

(^cç) •

D'après ce qui précède, les F-types de quotients co-irréductibles

de € peuvent être identifiés aux r^-fyges de quotients injectifs Indé-
composables de @ •

2, QUOTIENTS INJECTIPS INDECOMPOSABLES ASSOCIES A UN ELEMENT DE (L) .

Considérons un élément X de (L) , X i U , et une décomposition de X

en intersection d'éléments 0-irréductibles dans (L) , non superflus <

(1) x=x,nx.n...nx .i 6 n

Considérons les quotients 2^ s U/X< , î s U/X^ »..., Z = U/X î

les X^ étant F\ -irréductibles, ce sont des quotients injectifs indécompo-

sables. Soient ^ , ÎT^ ,..., «Tr .les P-types0' de ces quotients

dans 6^ . Nous voulons montrer que ces F -types ne dépendent que de X •

Soit donc une deuxième décomposition de X en intersection d'éléments

H-irréductibles de (L) , non superflus s

(2) x«x^nx^n...nx^ .

Dans ces conditions, 0. QBE a montré (cf. dual du théorème 11 p. 270 ,
11 f t^J) que n as n' , qu'il existe une permutation CT de l'ensemble

'|l,2,...,nJ ,et qu'il existe pour chaque i , deux quotients propres

H /̂Ï̂  et ^i^A^) q.̂ i soient semblables»

Nous avons donc, pour chaque i s U/X. s UA t/.\ module P , puisque

toutes les similitudes sont, par hypothèse, de classe P (Y^ C F) ,

(l) ces F-types ne sont pas nécessairement distincts deux a deux,
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^o-d) ®st bien du méme ^yp® cnr- ^ ^4ss 2. .

DEFINITION 10.3 - Les F-types <^ , ̂  ,..., <^ , ainsi obtenus sont appelés

les '_-types de quotients injectifs indécomposables associés a l'élément X

(plus court i les P-types de X) .

Ces r-types de X sont définis par des quotients U/X y U/X^ ,..., U/X ,

ayant des dénominateurs X , X ,..., X .qui dépendent de la décomposition

choisie pour X . Nous nous proposons de définir ces mêmes P-types au moyen

de quotients ayant comme dénominateur commun X (les numérateurs dépendant

cette fois-ci du choix de l'D -décomposition de X) .

THEOREME 10.1 - Pour X 6 (L) , X ^ U , les F-types de quotients injectifs indé-

composables Q/X de dénominateur X , sont en nombre fini. y et leur ensemble

coïncide avec celui des F*-types de quotients injectifs indécomposables

associés à X •

Preuve : Soit Q un élément injectif minimal du treillis U/X .Si Q est un élé-

ment essentiel de U/X , alors U est extension essentielle de Q dans U/X ,

et Q s U . X est alors 0-irréductible dans Q = U y et le théorème est
vrai dans ce cas»

Si Q n'est pas essentiel, il possède dans U/X au moins un complément

ï^ qui est élément 0-irréductible, Q et 3L étant alors des injectifs

extrêmaux réciproques dans U/X (cf, proposition 8.1) .

Soit Q = Y 0 ... DY une décomposition de Q en intersection d'élé-

ments 0-irréductibles non superflus. La décomposition X s s ï ,0 î^0«»«nî
« 6 n

ne comporte pas non plus d'éléments superflus car Q >X et , d'autre part,

Q étant complément de Ï dans U/X , nous avons :

î! n ̂ 2 n"' ̂ i-l0 ^+1 ne<* nï^ > x •

Les F*-types associés à X , r̂ » • • •» ^ » sont donc ceux des n quo-

tients U/î^ , U/ï̂  ,..., U/ï̂  (définition 10.3). Conne d'autre part les

quotients co-irréductibles Q/X et (Q U Î<)/I< sont transposés, il en ré-

sulte que Q/X est H-équivalent a U/î et est du F-type <îr .



Inversement soit ^ un type de quotient injectif indécomposable as-

socié à X ; c'est le type d'un quotient % es U/X. obtenu au moyen d'une

décomposition de X en intersection d'éléments 0-irréductibles de (L) ,

non superflus :

(i) x» x^ n.,. ox^n.,. ox î

- si n «s 1, X » X^ = X est 0-irréductible dans (L) , et 'rr. a <îr

est le type du quotient U/X. as U/X de dénominateur X •

- si n > 1 , posons s

3^ a x. o ... ox. nx n.,. ox , x=x .o3T .
Considérons une enveloppe injective E. de Ï" dans le treillis U/X :

X e X. H E . Les quotients E /X et (E. U X.)/X. sont co-irréductibles et

transposés, par suite les quotients injectif s indécomposables E./X et U/X,

sont du même P-type <îf. dans G • Le théorème est démontré.x m
Le P-type d'un quotient co-irréductible étant toujours celui d'un quotient

injectif indécomposable (cf § 1 du présent chapitre) nous pouvons énoncer t

COROLLAIRE 10.1 - Pour X C (L) , X ^ U , les P-types de quotients co-irréduc-

tibles A/X de dénominateur X y sont en nombre fini, et leur ensemble

coïncide avec celui des F1 -types de quotients injectifs indécomposables

associés a X •

Nous pouvons dire, par abus d'expression, que ce théorème 10.1 et son

corollaire précisent la structure du treillis "juste au-dessus de X ".

Lorsque n est supérieur a l (le cas n == 1 étant trivial), il est

possible de réaliser les n types ^ , ̂  9 •••9 ^ 9 sous la forme de n

quotients injectif s indécomposables E /X , E /X ..... E /X , tels que les

éléments E , E ,..., E , soient U -̂xndépendants sur X (cf. définition

4.1) i Considérons a nouveau les éléments X. associés à la décomposition (1) ,

introduits au cours de l'étude du théorème précédent t

X^ 0 3^ s= X et ^/ î. < X. impliquent »
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î0 ^^ « X , i » 1 , 2,..., n .
[À^i J

Les éléments X^, X^,..., X , sont donc 0-indépendants sur X , ce

qui peut se traduire aussi par (cf. proposition 4.2) i

(3)^n(X^UÎ^U...U^)«X , i»1,2, . . . ,a-1 .

X^ étant 0-irréductible non essentiel (n > 1 ) de U/X , est injectif
maximal de U/X (théorème 8.2) { il existe donc dans le treillis U/X une

enveloppe injective Q^ de ^UÎ^U...UÎ^ contenue dans X (théorème 7.1),

Soit, d'outre part, E^ une enveloppe injective de î dans U/X • Pour i a 1 y
(3) entraine (les extensions étant essentielles) s

E, n û,« x .

Procédons par récurrence, et supposons que pour i s 1, 2,..., h , (h < n)
nous ayant trouvé E^, E^,..., E^ , Q^ Q^..., Q^ , ayant les propriétés t

- E est une enveloppe injective de ? dans U/X , )

- fî  est une enveloppe injective de X^ U.,, UÎ^ dans UA f\ i » 1,2,.,.,h ,

- E ^ n Q ^ ^ X ,

" ̂ i4 ûi-1 et ^^ 2i-1 ' i ss 2» 3»—» h •

Les conditions (3) donnent pour i « h + 1 , (si h + 1 < n) ,

^n<^2{J-u\)ssx-

Q^ est un injectif de U/X contenant 3^ et ^^U.^UÎ ? il
existe donc dans U/X une enveloppe injective K de 3. et une enve-

loppe injective Q^ de ^^•••^n ' toutes cleux contenues dans Q ,
et telles que i E^ H Q^ = x , (si W » n , nous choisissons

^-^-l et ^-On-l) •

Ce procédé de récurrence permet donc de trouver dans U/X des enveloppes
injectives E^ , E^ ..... Ê  , de î^ . 1^ .».., î̂  , respectivement, telles
que i

X<E^n(E^U...UE^)<E^nQ^«X , i» 1, 2,..., n-1 (
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E , E y..., E , sont donc bien U -indépendants sur X y et de plus

(4) E^UE^U...UE^ X^ , E^U E^ U ... U E^ X^ ,

car E^ H (E^ U E^ (J ... U 2^) ^ X , X^ H E^ = X (E^ est extension es-

sentielle de 3c dans U/X et X == X C\ J. ) ,

3. ELEMENTS P-ISOTÏPIQUES DE (L) .

Le cas où tous les P "types de quotients injectifs indécomposables as-

sociés à un élément X de (L) , sont confondus, conduit à la notion d»élé-

ment F* -isotypique :

DEFINITION 10.4 - Un élément X de (L) , X ^ U , est dit F -"otypique lorsque

tous les r1-types de quotients injectifs indécomposables associés à X sont

confondus»

Si ^ est le type commun à ces quotients, X est dit P-isotypique

de type ÎT , ou ^"J^ ï̂S01?^^110 •

Tout élément 0 -irréductible X , distinct de U , est P -isotypique ;

son F-typo est celui du quotient U/X , Le corollaire 10.1 permet de ca-

ractériser un élément F-isotypique par 2

PROPOSITION 10.2 - Pour qu'un élément X de (L) , X ^ U , soit îT^-î sotypique,

il faut et il suffit que tous les quotients co-irréductibles de dénominateur

X soient du F*—type ^ •

La propriété suivante, a l* exemple de la propriété 10.9 de [lô] , donne

une caractérisation des éléments P—isotypiques de (L) :

PROPOSITION 10,3 - Pour qu*un élément X de (L) , X ^ U , soit F-isotypique

il faut et il suffit qu*il vérifie la condition suivante s

»* X = X^ 0 X^ avec X^ > X , X^ > X " entraine "il existe des éléments

Y< et Y tels que s
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X^ Y^ > X , X^ > Y^ > X ,

les quotients Y /X et Y /X sont des treillis isomorphes au moyen d'un iso—

rnorphisme de la classe P ,"

En effet, supposons que X soit P-isotypique de type ^ et que nous
ayons X = X 0 X^ avec X > X , X > X .

Si X est 0-irréductible dans le treillis X A 9 ce quotient X /X

est co-irréductible et du P-type ^ de X (proposition 10,2) e

Si X est 0 -décomposable dans X./X y il admet une décomposition en

intersection d'éléments 0-irréductibles de X /X , non superflus s

X = Z^ DZ^ O... OZ^ , Z^< X^ , i = 1, 2,..., n , (n> 1) .

Posons Z s= 2, H • • • 0 Z ; nous avons s

X = IL^O\ et \> x >

et Z./X , transposé du quotient co-irréductible (Z U Z )/Z , est lui-même

co—irréductible, donc est du '—type ^ de X •

X /X contient donc un quotient A/X (A as X ou Z ) co-irréductible

du P-type îl" • De même, X /X contient un quotient co-irréductible B/X

du P-type ^ « Les quotients A/X et B/X sont P-équivalents dans <S ,

et l'existence de Y et Y découle immédiatement de la définition de cette

P-équivalence (proposition 10.1)»

Réciproquement, supposons vérifiée la condition de la proposition, et

montrons que deux quotients co-irréductibles arbitraires A/X , B/X , de

dénominateur X , sont de même P—type» (X sera alors P-isotypique en

vertu de la proposition 10.2).

Si A OB > X , A/X et B/X sont du même P-type, celui du quotient

co-irréductible (A HB)/X .

Si A 0 B s= X , la condition de renoncé montre de suite que A/B et

B/X sont P-équivalents (proposition 10»l),



4o DECOMPOSITION EN INTERSECTION D'ELEMENTS P-ISOYÎPIQUES.

PROPOSITION 10.4 - L'intersection de deux éléments ^T - P-isotypiques de (L) est

un élément ^ - r^-isotypique,

Soient en effet deux éléments ^ - F-isotypiques X et ï . Introduisons

des décompositions de X et î en intersection d'éléments 0 -irréductibles,

non superflus s

X.= X^ H ...O X^ , (n ̂  1)

Y = Y, n...nY , (m ^1 )î m

x0ï=x,n., .nx nTn,. .nï ,» n i m

En supprimant les composantes superflues, on obtient s

x o y s z n ... nz ,

où les Z sont pris dans |x ,..., X , Y ,,.., î l .Les quotients

U/Z. y • • •9 U/Z , sont donc loua du P-type <^

Cette propriété permet, dans une décomposition d'un élément comme inter-

jection d'un nombre fini d'éléments P-isotypiques, de rassembler les élé-

ments de même P-type. Une décomposition d'un élément comme intersection

fmig d'éléments P -isotypiques de P-types tous différents, sans élément

superflu, s'appelle décomposition réduite. La possibilité de décomposer tout

élément X de (L) , distinct de U en intersection finie d'éléments

0-irréductibles (qui sont H-iso typique s) permet alors d'énoncer le théorème

d'existence suivant §

THEOREME 10.2 - Tout élément X de (L) noethérien (ou artinien), distinct de U ,

admet une dec ompo s iti-on ridulÏe comme intersection d'éléments ^t -isotypiques •

Ce théorème est complété par le théorème d'unicité suivant ï
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THEOREME 10.3 - Soient deux décompositions réduites s

(*) x = i^ ni^n .oo ni^= J, ̂ ^J^0 ( > 0 0 ^m 9

d'un élément X de (L) comme intersection d'éléments P •"isotypiques de (L) ,

Nous avons n ss m et les P-types des I. sont les mêmes que ceux des J. o
J

Preuve s Décomposons les I. et les J. en intersection d'éléments 0-irréducti-——.—- ^ j
blés (sans éléments superflus) §

i^x^nx^n...nx^ , J;,-^i0^ °-^V. ?

substituons ces expressions dans les deux 0 "décompositions de X , et suppri-

mons les éléments H -irréductibles superflus» Après cette suppression, pour

chaque i et chaque j il reste au moins une composante X.. de I. et une— ——.—— -.— ^ ^
composante Y.. de J. , puisque les deux décompositions (*) sont constituées

d'éléments non superflus*» Dans l'O-décomposition de X ainsi obtenue figu-

rent donc (après une éventuelle permntation des indices) §

x^n...nx^. (h^h^) , ï^n...nY^. (^<k^) 5

or nous savons (cfo § 2) que pour ces X et Y. restants les P -types

des quotients U/X.. sont les mêmes que ceux des quotients U/Y. , et que

ce sont les F -types associés à X • Les P -types distincts sont donc en

nombre égal ï n =s m o

Enfin le P-type de I. est celui de U/X.. qui est de même P-type

que l'un (au moins) des U/Yi , donc de même P-type que celui d'un I.
< ^ / ' J

(et un seul car les composantes de même P-type ont été rassemblées) o



CHAPITRE XI

ELEMENTS P -ISOTXPIQUES DANS LES (^-ALGEBRES ET LES MODULES

1. CHANGEMENT DE CLASSE D^SOMORPHISMES F ,

Considérons deux classes d^somorphismes P* et P' ,,vérifiant les

propriétés °0 , /9) , Ï) du chapitre X , et telles que s

S ^ F £ P' S T ,

^ et T étant respectivement la classe des similitudes et la classe des

isomorphismes de treillis, portant sur les quotients du treillis (L) .

De P £ f* résultent les propriétés suivantes ;

Si deux quotients A /B et A/B , non triviaux, sont partiellement

P-isomorphes (cf. définition 10,2), ils sont aussi partiellement F^iso-

morphes •

Dans l*ensemble "6 des quotients co-irréductibles de (L) , la classe

module F* du quotient co-irréductible A/B est contenue dans la classe de

A/B module ?' .

Tout P-type de quotient dans 'Q définit canoniquement (par satura-

tion des classes) un P'-type de quotient dans S •

Si un élément X de (L) a pour P-types associés ^ , ̂  y«» îr

(cf. définition 10.3), X a aussi pour P'-types associés les types canoni-

quement correspondants s ^r1 , <îî» ,,.., (^f» } de plus, si p (resp. p')

est le nombre de types distincts de "(îT. , ^ ,..., <ÎT } (resp. de

1 — ™—x«m-x-m. l. i & n /
ît^ > ̂  » • • • » ^nP > nous avons, p1 4 p .

Enfin, si X est P-isotypique, X est alors P ' -isotypique.

2. QUOTIENTS DANS UNE (^-ALGEBRE MODULAIRE.

Rappelons qu»une (^-algèbre modulaire (L) est constituée par deux

treillis (V) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants (cf. L. LESIEUR
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et R. CROISOT, Chapo III § 1 de [16]) ?

Axiome^ s (%') est un demi"groupe réticulé quasi-entier complet s (^S)

est donc un treillis complet muni d'une structure de demi-groupe multiplica-

tif satisfaisant aux lois distributives §

a fU^-UcX^ , (U^)oL.U^a,
^i€i 7 iei 1 Vier V ±ei x

et à s OL <© < On^) (quasi-entier) ?

0 et 5 sont l'élément nul et l'élément universel de (^S) o

Axiome B : (L) est un treillis complety modulaire et H "continue

Axiome C : Les éléments de (<??) opérer»^ dans (L) ; à tout (îX ^ (<^)

et à tout X G (L) correspond un élément CLX de (L) y avec les lois

suivantes ;

(afâx) = (^âî) x , ax c x ?

( U a ) X = U Œ, X ? QL fU X | = U OCX. ;
Uei 1/ iei •L Uei 1/ iêl 1

0 X s= 0 ? (00 = 0 .

Il résulte de l'axiome C les deux propriétés suivantes s X et Y étant

donnés dans (L) , l'ensemble des éléments CX C (^ tels que ;fe Y C X

possède un élément maximum noté X °* Y et appelé résiduel à gauche de X

par Y .

X et CC étant donnés (X C (L) , (2.6 ('€) ) , l'ensemble des

éléments Y € (L) tels que €(. Y CL X possède un élément maximum noté

X »° CX et appelé résiduel à droite de X par OL •

Axiome 0 ; L'ensemble des résiduels à gauche et l'ensemble des résiduels

a droite de tout élément X ê (L) vérifient la condition de chaîne ascen-

dante»



Soit A/B un quotient de la (^-algèbre (L) , A et B ê (L) ,

B ^ A . A/B est un sous-treillis complet, modulaire et C\ -continu de (L) ,

mais n'est pas en général une (^)-algèbre pour la loi de composition externe

induite par celle de (L) (le composé CGX de CX e (^ et de X €:A/B ,

n'appartenant pas nécessairement a A/B)» Cependant la loi de composition §

( CL, X) —^ (OCX U B , (notée (X, X) ,

définit sur A/B une structure de (^-algèbre -la vérifié ati on des axiomes

C est aisée-. Tout quotient A/B sera considéré, dans la suite, comme muni
de cette structurée

Pour X et Y e A/B et (ÛL € (^6) , les trois conditions suivantes

sont équivalentes §

O C . Y ^ X , O C Y U B < X ï ( Î X Y < X .

Par suite X et Y ont même'' résiduel à gauche X °. Y dans les deux
(^g)-algèbres A/B et (L) ,

D'autre part, il est facile de montrer que le résiduel à droite X .;' (CL

de XCA/B par GL (résiduel exprimé dans la (^)-algèbre A/B) est

donné par g X .:• (CL == A 0 (X .° 0. ) , X •• OL étant le résiduel exprimé

dans la (V) -algèbre (L) .

DEFINITION 1 1 . 1 - Nous dirons qu'un isomorphisme (de treillis)

f s A/B —^ C/D

de deux quotients de (L) , est de la classe Hg s'il vérifie s

V^ç^S) , V X € A / B , f( (OC . X) = H. f(X) .

Un tel isomorphisme est un isoroorphisme de (^?)-algèbres A/B et C/D ,

au sens donné par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [lôj (cf. § 5 p. 35) ,

cela résulte en particulier du fait que, pour toute famille Jx. l

U 1 1 } i€I
d'éléments X de A/B , la borne supérieure f(X.) existe dans

/| 1 \ i6l 1

C/D et est égale à, f \^J X. .
\iCI 1/
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PROPOSITION 1 1 . 1 - Toute similitude de deux quotients d'éléments de (L) est un

isomorphisme de la classe Poo (i»e» ^ [ c \^e> C T),

Preuve s La classe Foo vérifie les propriétés <x) , Q) , Y) , qui précèdent

le § 1 du chapitre X • Comme toute similitude de deux quotients de (L)

est la composée d'un nombre fini d'isomorphismes de treillis associés à

deux quotients transposés (cf. chapitre IV), il suffit d'établir que, si

deux quotients A/B et C/D sont transposés, l'isomorphisme f associé est

de la classe / " o «

Premier cas ; C = A U D et B == A 0 D , !• isomorphisme de treillis
'——" '-- ̂  ~ - ^ ' — y

f ï A/B —-^" C/D est alors donné par

X—^- X 0 D ,

et on contrôle sans difficulté que

î(a . x) = a . f(x) .

Deuxième cas : A = B U C et D =^B H C , f est donné par ;

s—»- xnc ?
l'isomorphisme inverse f~ est donné

par z

C X—> X U B ,

et est de la classe Iç^o d'après le

premier cas. La propriété 6) montre alors

que f est aussi de la classe I~̂  «

REMARQUE - Tout isomorphisme f s A/B —-^ C/D de la classe ^g a la propriété

de conserver les résiduels a gauche :

{Si) , f(X) \ f(Y) = X \ Y . .

DEFINITION 11 .2 - Tous les isomorphismes de treillis f ; A/B —> C/D qui vé-

rifient la propriété (5U pour tous les résiduels à gauche constituent une

classe Fin vérifiant les conditions a) y .3) , y) ; et ;———— ^<^ ï

Z? <=. r^ ^ % ^ T .
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3. RESIDUELS ESSENTIELS D'UN ELEMENT D'UNE ( ̂ -ALGEBRE NOETHHKIENNE (OU ARTINIEÎîNE) ,

Nous supposons désormais que (L) est une (^î-algèbre modulaire noethé—

rienne (ou artinieime) -cfo le début du chapitre X— et nous nous proposons

d'étudier les résiduels essentiels d'un élément X de (L) (cf. défini-

tion 2»l) au moyen des P -types associés à X , P étant une classe

intermédiaire d'isomorphismes contenue dans la classe (^ définie au para-

graphe précédent î

I: s. ̂ c, r^ s. T .

(le choix P s= Un étant bien entendu un cas particulier intéressant).

Considérons un quotient co-irréductible A/B de (L) (cf. définition 10.1) ?

B étant 0 -irréductible dans le treillis A/B , B est alors tertiaire rela-
tivement a la (^-algèbre A/B et possède un seul résiduel a gauche essentiel

0 qui est résiduel a gauche propre maximum de B dans la (^6) -algèbre A/B

(cf. théorèmes 3.1 et 3.2 de [13] , III). Tout élément N e A/B , N ^ B

contient un élément Z €A/B , Z ^ B , tel que B '. Z s o .En effet

si ^ est résiduel essentiel de B par rapport a ï , (B < Y 4 A) , la

relation Y 0 N >• B (puisque A/B est co-irréductible) entraine î
S^ =B \ (Y ON) .

Dans ces conditions» nous dirons que kr est l'annulateur maximmr du

quotient co-irréductible A/B (B étant l'élément nul de A/3) .

PROPOSITION 1 1 . 2 - Les annulateurs maxiroa de deux quotients co-irréductibles de

mgme P-type , (PS. Ho) » sont égaux.

Soient A/B et A'/B' deux quotients co-irréductibles de même P-type

(cf. § 1 chap. X) ; il existe un sous-quotient non trivial C/B de A/B et

un sous-quotient C*/B1 non trivial de A'/B' tels que les treillis C/B

t»t C'/B' soient isomorphes au moyen de un isomorphisnie

f , C/B —> C'/B» , de la classe P ?

C ^ B entraine l'existence d'un élément Z tel que î
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B < Z ̂ C , B a . Z == ^? (aimulaieur maximum de C/B) $

f étant de la classe P̂  §

^ = f(B) \ f(Z)==B» \ f(Z) o

Ô^9 étant l'onnulateur maximum de A'/B' p f(Z) ̂  B' entraine § <^P.4 (î?'
En procédant de même avec f" p çP1 .$. & o

Cette proposition 11o2 permet de donner la définition suivante s

DEFINITION 11.3 - Etant donné un P -type -̂ de quotient co-irréductible, on
appelle onnulateur maximum de ̂  1 ' annulateur maximum d*un quotient co-
irréductible du type îr f ( p ç, n^ ) .

THEOREME 11.1 - Les résiduels essentiels d'un élément X de (L) , X ̂  U ,
coïncident avec les annulateurs maxima des P-types de quotients injectifs
indécomposables associés à X , (si P c, r̂̂ ) o

00

Cet énoncé est à rapprocher de celui du théorème 10 o 7 de Ll6] qui
exprime que les résiduels essentiels d'un sous-module X du module U
coïncident avec les annulateurs maxima des facteurs directs indécomposables
de l'enveloppe injective de U/X o

Preuve du théorème 1 1 o 1 s Soit S^ = X \ Y un résiduel essentiel de X par
rapport à l'élément Y >X , le quotient Y/X contient un sous-quotient co-
irréductible <pon trivial) Y /X §

C'est évident si Y/X est co-irréductible j si Y/X n'est pas co-
irréductible, X admet dans Y/X une décomposition en intersection finie
d'éléments "X. 0 -irréductibles de Y/X ,

X a s X n x Q o o o n x y n^.2 , les X. étant non superfluso

La proposition 8o1 appliquée au treillis Y/X , montre que
Y = X 0 . . . OX est élément co-irréductible de ce treillis, et Y/X
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est quotient co-irréductible de (L) «

Ce sous-quotient co-irréductible Y /X est d'un P-type ÎT y qf

étant un P-type de quotient injectif indécomposable associé à X (cor, 10. l)

L'annulateur maximum fP de Y /X est donné par ff = X \ N

avec X < N <Y^ Y . C e résiduel X •. N relatif à la (^-algèbre Y/X

est aussi résiduel X \ N de X relatif à la (^-algèbre (L) (cf. § 2

du présent chapitre) ; ^ == X \ Y étant essentiel pour (L) , il en

résulte ^ = ^ o

^ÏÎESÎÎS11^ si ^ est 1 1 annulateur maximum d'un P» type ÎT de

quotient injectif indécomposable associé a X , Ô^ est annulateur maximum

d»un quotient co-irréductible Q/X de dénominateur X (corollaire 10.1) §

^P == X •. Y avec X < Y <. Q 5

et il est évident que ^P est résiduel essentiel de X par rapport à Y

dans la ('8)-algèbre (L) ,

Nous savons qu*un élément X de (L) est tertiaire si et seulement

si X possède un et un seul résiduel essentiel (cf. théorème 3»1 de [13]

III) , le théorème précédent permet d*établir le théorème suivant §

THEOREME 1 1 . 2 - Pour que l'élément X de (L) , X ^ U , soit ^ -tertiaire il

faut et il suffit que les P -types de quotients injectif s indécomposables

associés à X y aient tous le mûme annulateur maximum <ÊP , ( ? c. PO )
çJX.

Il en est ainsi lorsque X est P-iso typique, puisque X ne possède

alors par définition qu'un seul P-type ^ de quotients injectifs indé-

composables associée

PROPOSITION 11,3 - Tout élément X de (L) , X ^ U , P-isotypique est tertiaire ,

lorsque P £ r^ L'élément premier S^ associé à X est- alors l'annulateur

maximum de tout quotient co-irréductible Q/X dé dénominateur X ,

REMARQUE - La démonstration de la proposition 10,4, et le théorème 1 1 . 2 montrent

que l'intersection de deux éléments ^-tertiaires est ^-tertiaire



- 94 -
(résultai classique de [l3l ) * La théorème 10,3 permet alors d1obtenir les
théorèmes d'existence et "d'unicité" des décompositions réduites d'un élément
X de (L) , X ̂  U y comme intersection d'éléments tertiaires (cf. § 8 de
[13] , I) .

Dans le cas où (ç) est un demi—groupe commutatif, nous retrouvons les
résultats classiques de la décomposition noethérienne en intersection d'éléments
primaires.

4. APPLICATION AU CAS DES MODULiSS NOETHERIENS (OU ARTINIENS).

Considérons le treillis (L) des sous-modules d'un module U à gauche
et unitaire sur un anneau i§ ; (%) étant le treillis des idéaux bilatères
de 5 , (L) est une (^-algèbre, U est supposé noethérien (ou artinien)-

ï étant toujours la classe des isomorphismes de treillis portant sur Ic-s
quotients d'éléments de (L) , nous définissons comme précédemment, la classe
des similitudes ^"n (cf. introduction du chapitre X ) , la classe Ĥ  (cf.
définition 1 1 . 1 ) , la classe Un d'isomorphismes compatibles avec la rési-
duation à gauche (cf. définition 1 1 . 2 ) .

Supposons que deux quotients A/B st A'/B' d'éléments de (L) défi-
nissent deux modules quotients A/B et A'/B' isomorphes au moyen d'un iso—
morphisme f de modules sur ^ • Mous savons que 1 ' homomorphisme canonique
tP : A > A/B définit un isomorphisme 4 du treillis des sous-modules de
A qui contiennent B sur le tr&illis des sous-module s de A/B ;
(P' ; A' —^ A'/B' définit un isomorphisa*ô analogue ^' . Comme f défiait
naturellement un isomorphisme o" du treillis des sous-modules de A/B sur
celui des sous-modules A'/B' l'application ? as ^ ' " " o <r o ^ est un
isomorphisme des sous-trsillis A/B et A'/B* de (L) . Nous dirons que î
est un isomorphisme de treillis associé (canoniquement) à l'isomorphisme f
de modules ; nous appellerons classe F1 la classe de tous les isomorphismes
f de ï qui peuvent être canoniquement associés à un isomorphisme f de
modules (portant sur les quotients).

Considérons deux quotients A/B et A'/B* transposés de (L) ; il est
aisé de voir que les deux modules quotients A/B et A'/B' sont isomorphes :.p
A/fi > A'/B' de façon naturelle, et que l'isomorphisme î canoniquement
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associé à f coïncide avec l'isomorphisme des treillis A/B et A'/SB» défini
par le caractère transposé de ces quotients (cf. § 1 du chapitre IV),

D'autre part tout isomorphisme de la classe P est aussi de la classe P<g
Ces observations peuvent être traduites par :

Z; S P̂  £ Hg C ^ £ T .

L'importance de la classe P.. est mise en évidence par le théorème :

THEOREME 11.3 - Pour qu'un sous-module X soit élément ^Misotvpique dans la
(W-algèbre (L) , il faut et il suffit qu'il soit sous-module isotypioue
au sens habituel (cf. définition 10.5 de [lôj).

preuve t Rappelons la notion de sous-module isotypique t U est noetherien (ou
artinien) ? soit

( i ) X s x ^nx^n... nx^
une décomposition du sous-module X de U en intersection d'un nombre fini
de sous-modules 0-irréductibles sans élément superflu. L'enveloppe in-
jective E(U/X) de U/X est somme directe de n sous-modules isomorphes
respectivement aux enveloppes injectives indécomposables E(U/X ) des mo-
dules U/X. ï

(2) E(UA) = E(U/X^) ® E(UA^) © . . . ® a(U/X^) .

(cf. E. MATUS, théorème 2.3 de [lo] et L. LESUOJR et R. CBOISOT,
théorème 10.3 de [l6] ) ,

Les composants directs figurant dans (2) sont indépendants (aux
isomorphismes près) du choix de la décomposition ( l ) pour X » en vertu
du théorème suivant de 0. AZUMAÎA (cf. [ l ] ) î

Soit U un ^-module qui est somme directe d'un nombre fini de sous-
modules injectifs indécomposables. Pour deux décompositions de U en somme
directe d'un nombre fini de sons-modules injectifs indécomposables t
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u = i ̂  i ® ... e i ^ = i ^ ® i ^ ® . . . ® i ^ ,

On a n == n' , et il existe une permutation CT de l'ensemble

{t, 2,..., n} telle que Iç, soit isomorphe à 1 ' , ^ pour tout oc ,

Le sous-module X est dit isotypiqug si l'enveloppe injective de

U/X est somme directe de sous-modules injectifs indécomposables tous iso-

morphes •

Cela est équivalent à dire que pour toute (ou pour une seule) (̂  -décom-

position du type (1 ) , tous les composants E(U/X_) de la décomposition

correspondante (2) sont des modules isomorphes»

Mais les enveloppes injectives indécomposables E(U/X.) et E(U/X_)

sont isomorphes si, et seulement si» il existe un sous-module non nul Y^

de U/X. isomorphe à un sous-module non nul Y_ de U/X : Y —-L-^ Y
i « - . « * * ' * '

(cf. corollaire de la propriété 10.8 de Û6j ) ? c'est-à-dire, s'il existe

un sous-module Z. et un sous-module Z. de U tels que :
3- J

X. < Z. ; X. < Z. ; Z./X. et Z./X. sont isomorphes par l'isomor-
i i 3 J ^ ^ 3 3

phisme ÎP de ?„ canoniquement associé à cy t z•^/x^ —^ ^ ' 1

(Y. et Y. étant identifiés à Z./X. et Z./X.) ? les quotients co-

irréductibles U/X. et U/X. sont a3ors de même F - type ÎT (quii j —— n
est un des F1 - types associés a X par définition 10.3) .

Inversement si les quotients co-irréductibles U/X. et U/X_ sont
— v

de même P - type ^ , il existe alors deux sous-quotients non triviaux

Z./X. et Z./X. isomorphes par un isomorphisme ^ de la classe » ^ .

^17 est donc l'associé canonique d'un isomorphisme de modules quotients :

Y s V^ -̂  V^ -
et les enveloppes injectives E(U/X. ) et E(U/X,) sont des modules

1 w

isomorphes.

REMARQUE 1 - La proposition 10.3 du chapitre X » et la propriété 10.9 de [lô]

permettent une preuve presque immédiate du théorème 11 .3 , mais cette preuve

a l'inconvénient de masquer les rôles joués par les l-types (et types

pour les modules).
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REMARQUE 2 - Ce théorème 1 1 . 3 et sa démonstration montrent que le chapitre X
appliqué au treillis (L) des sous-aodules d'un module U et au choix
r"1 s= r̂  , réalise une théorie des types "d'injectifs" indécomposables et
des sous-modules isotypiques de U y qui ne porte que sur les éléments de
(L) et n'utilise par le plongoment d'un module dans un module injectif
(enveloppe injective dans la pratique)»
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Erratum :

page 6, 3ème ligne, au lieu de : aé.X3-^..., lire :
a^X—>3.. . .

page 31, avant dernière ligne, au lieu de :
maximal, lire : minimal.


