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SUR UN THEOREME DE M. E. PICARD;

Par M. E. Gav.

M. E. Picard a démontré que, sous certaines conditions qui
seront rappelées plus loin, ’équation différentielle

dty d
dzt = <‘7"’ Y jﬁ‘)

admet une intégrale unique qui prend des valeurs données A et B
pour x = a et x = b respectivement (*).

Je vais établir une proposition analogue pourune équationd’ordre
quelconque ; la méthode d’approximations successives employée
par M. Picard s’étend d’ailleurs d’elle-méme; il serait facile d’ob-
tenir pour les-conditions de convergence, au prix de quelques
complications de notation, des inégalités plus avantageuses que
celles auxquelles je me suis arrété. Je me suis borné & 'étude de
I'existence méme des solutions, sans me préoccuper de la grandeur
des intervalles de convergence, ayant en vue une application de
ces résultats & la théorie des caractéristiques des équations aux
dérivées partielles pour laquelle cette grandeur est sans intérét.

1. Considérons I'équation

anr d an-1y
0 T =t (i Fr e )

Nous supposerons que, lorsque z varie dans un intervalle 2 com-
prenant a et b, et que y, ¥, ..., y*~1), restent dans un inter-
valle (—L, + L), la fonction de (2 + 1) variables

f(@y yy ooy yY)
est définie, continue, et satisfait & une condition de Lipschitz :

1 f(2, 7,y ooy y0) — f(2, 71, 7s -»--1.7(1"—”)'
<ely=yil+Bly = yil+. Ayt — yiro v,

(') E. PicARD, Traité d’Analyse, 2¢ édition, t. III, p. go.
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les coefficients a, 8, ..., A étant fixes et positifs. Dans ces conditions :

Il existe une intégrale définie par les n conditions aux
limites suivantes :

(2) y=A, y=A, .., y*1 =A,, (pour =z = a),
(3) =By, y'=By ..., yk-U=B, , (pour z = b)

a condition que les intervalles h, (—L,+ L), ainsi que les
constantes A et B, soient suffisamment petits envaleur absolue.
Cette intégrale reste, ainsi que ses (n— 1) premiéres dérivées,
dans Uintervalle (— L, + L) et elle est la seule satisfaisant a
ces conditions si [ admet des dérivées par rapport & y,

J S(n—
¥y oy,
. > n .« .
Nous pourrons toujours supposer k2 - en outre, en choisissant

convenablement la variable indépendante, on pourra supposer
encore a =0 et 0<<b < 1. Enfin, en ajoutant & y un polyhome
facile & former sans altérer en rien les conditions de I’énoncé, on
pourra remplacer les conditions (2) par les suivantes :

(4) y=y'=...=yh-'=0  (pour z =0).
2. Je dis d’abord qu’il existe un polynome j- = P(x), de degré
(n —1), satisfaisant aux conditions (3) et (4). Ce polynome sera
de la forme
P(x) = arzr + @y b+t 4. .+ apy 2",

les coefficients étant déterminés par des équations linéaires de la
forme

. d .
(3) -Jz—‘-‘[a’-‘.z‘/,.+...+ ﬂn——lxn—'](,tzb): B; (" =0,I, ..y —k_l)

Ces équations ont toujours une solution si & n'est pas nul ; en effet,
leur déterminant principal est égal 4 D(b), en posant

xk xh+1 . zn—t
xky (zk+1) .o (xn-1)
D(ey=| ¢ ;

(xk)(n-k—l) ( xk+1 )(n-k—l) (n—t)in-k=1)

cee



— 64 —
on voit facilement que ce déterminant a pour valeur
D(m) —_ lec(n—k)’

K étant une constante dont la valeur ne dépend que de celles
de n et de k. Ce déterminant ne peut donc étre nul pour z = b que
s'il est identiquement nul; mais s’il en était ainsi, les éléments
d’une méme colonne vérifiant une méme relation linéaire et homo-
géne, on voit que les fonctions zk, ¥+, ..., " seraient (n —k)
intégrales d’une équation différentielle de la forme

du dn—k—1
x°u+X1T+ +X,, 4_1W=0,

conséquen ce absurde puisque les fonctions considérées sont linéai~
rement indépendantes.
Donc D (b)5£0 et 'on pourra toujours résoudre les équations (3).
Si I'on appelle Ap, le mineur qui constitue le coefficient du
terme de la p®™ ligne et de la ¢*™° colonne dans D(x), on'a

akin—k)

Ave=Wpq s

le nombre Hpq est une constante qui ne dépend que des valeurs
de n, k, p, ¢q; dailleurs, d’aprés les hypothéses faites, on aura

toujours _
k(in—k)>k—p-+q.

Les coefficients de P () seront donc donnés par les formules

Hi, p—+1 H2.p+l Hn—lt p+1
(6) ‘ Kapp= bkip Bo+ ot By + pthrp—nti Bt
( (p=o,1, ..., n—k—1).

3. Considérons maintenant ’équation différentielle
dn
(7) T = (=)

L’intégrale générale de cette équation peut s’écrire sous la forme

_f 9(,;)(”"‘)) dz + P(2),

P(z) étant un polynome arbitraire. de degré (n —1). On voit
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aisément que la fonction y vérifiera les conditions aux limites (3)
et (4)silona
P(o)=P'(0o)=...=P¥-1li(0)=0,
P(b)=Cy, P (b)=C, ..., Pu—=1(b)=Cpsy,

en posant

(8) C._B,-—/ w(z)’b“")"”“ ds

(n—i—nu)!

P(z) se déterminera donc comme il a été indiqué an n® 2, mais
en remplacant dans les calculs les constantes B par les constantes
C précédentes. Les formules (8) montrent que, si 'on appelle B
la plus grande des quantités |B,-| et M une limite supérieure du
module de f () dans Pintervalle (o, b), onaura

bn—i

B
1Ci|=B+M =0

H,q
K

LCol 1G] | Gt |
<
I ak+Pl= R [ bk+r + bk+p—1 +et brk+p—n+1 ’

soit Rle plus grand des nombres

; ona,d'apres les formules (6),

d’onr

BR(n—k) MR(n—k)b»
(9) lakrp| 2 —375 bk p(k+1)!

. . .. , . d*y !
Nous allons en déduire une limite supérieure de |y | el de l 7;%—]

axr |
pour aSn—1.Ona eneffet:

dxm —f ?(s )((fl"“’ dz+ P ().

L’intégrale du second membre est inférieure en valeur absolue. &

bn—a
M o)t et par suite 8 Mb. En outre,

(n

P (2) = A§zh—2 4 AG,  ah+r1—% 4 . A zn—1-2,
en posant

A p=(k+p)k+p—1)...(k+p—a+1)asp.
Or
k+psn—i et 2Sn—1,
donc
(k+pYy(k+p—1)...(k+p—a+1)S(n—1)l.
XL, 5
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En se reportant & I'inégalité (9) on en déduit

R(n—k)(n—1)! Mbn
|A%+l)|§ Tt [B+(k+l)!]’

d’on

/ no - R(R— k)2 (R —1)! Mbn
| P@ (2)| S 2| Ak, | bhrp—s < b [»+ o]

et, a fortiori, puisque 2aSn —1,

R(n— k)(n—1)! Mo
= [B+<k+l)z]'

| P@(z)} <

On aura donc
dey

dz*

<L7

£1

n—Lke(n—1)!
(k+1)!

]-I— B R(n—kx(n—0!<L.

(10) M[)l_1+ R( BT

Il cst & remarquer que cette inégalité ne dépend pas de «; les

calculs s’appliquent encore pour a=o en convenant de poser
dy .
dao =V
petits pour que I'inégalité (10) soit satisfaite ; dans ces conditions
vy ..., =1 resteront compris dans lintervalle (— L, + L).

Il est clair que 'on peut choisir B et & suffisamment

4. Pour avoir la solution cherchée de 'équation donnée, on
partira d’une fonction quelconque y,, par exemple un polynome,
vérifiant les conditions (3) et (4), et I'on formera les équations
successives :

dn ,
"_1;}%1‘:f(x1.707.7‘0’ cen i),

dn ’
dx}',: = f(z, ¥1, ¥y - y8),

Chacune de ces équations est de la forme (7), on I'intégrera
comme il a été indiqué ; toutes les fonctions 3, ., ... resteront,
ainsi que leurs (m —1) premiéres dérivées, dans les limites
imposces par les hypothéses dun® 1. ‘ '

Nous allons voir que la'série

(11) Yor(Y1i—Yo)+ oot (Vpr1— Fp) +oue

converge uniformément dans un intervalle (o, &).qui contient b.
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On a en effet

d'l( » —_— ')
LA I~ (2, Yoo oos 2870V = F@s Fpmts K oos 2330

Soit N le maximum de I’expression
2| ¥p— el +Blyp— Foor | +oei Ay — yat |

L’équation précédente est de la forme (7) et son second membre
a pour module maximum N d’aprés le n® 1; en outre, la fonction
(¥p4+1 — ¥p) s'annulant ainsi que ses (n — k —1) premiéres dé-
rivées pour £ = b, on aura ici B=o0 et les conclusions du n°3
montrent que

| ¥p+1— yp| <NB

_ R(n— k)2 (n—1)17"
O_b[l+ k1) ]-

en posant

Appelons M’ la quantité correspondant 4 N pour p=1; on
voit que
lys —ri| <M,

................ .oy

| ¥p1— ypl <ML

Il est évident que l'on peut choisir h assez petit pour que 8§ <<1
si b est compris dans l'intervalle (v, £). Nous prendrons pour
nombre £ le plus grand nombre b quirend § inférieur & I'unité et
qui satisfait & I'inégalité (10).

Soit y la somme de la série (11).

5. Je dis que y est P'intégrale demandée. En effet on a

_ x , 1) (x ‘)n—l
}’p(Z')—— f(z:.yll"hyp—h -“1}’1)—1 ) . [] dz+Pl'('r)‘
0 (rn—1u)!

P, (z) étant déterminé comme au n° 3, en faisant

b .

. _ (1, — g )n—i—1
Ci= Bi—‘]; f(s, Y p—1y .y,P-h vees y;,"_,”)m o
Cette expression devient & la limite

dz + Q(x).

n—i)!

* , i (& — z)nt
— 3, ¥, ) reey (n-1)
y [ﬂ P Y
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Q (x) étant déterminé par les constantes

b .
, b — z)n—i—1

Ci= Bi'—‘/‘; S35, 0 }’"“”)%—,;'_i)T[)! .

On en déduit immédiatement que y vérifie bien I'équation diflé-

rentielle (1), ainsi que les conditions aux limites (3) et (4).

6. Cette intégrale est la seule qui prenne les valeurs données
aux limites el qui reste, ainsi que ses (2 —1) premiéres dérivées,
dans I'intervalle (— L, + L). En effet, supposons qu’il en existe
une deuxi¢me Y ; on aurait

& —Y' ! i 7 ’
(.‘}i'x” ) =f(z, Vo ¥y e yity— fle, Y, Y, ..., Yin-1)),

Supposons que f admette des dérivées par rapport i y.
¥y ooy ¥t et appliquons la formule des accroissements finis
au second membre ; en posant Y — y = u, il vient
(12) %=00“+°l%+---+°"—1%'
foy B4y -.vy B,y étant certaines fonctions de x qui restent finies
dans l'intervalle (o, I) d’aprés les hypothéeses faites.

On peut considérer la relation (12) comme une équation dillé-
renticlle en «, qui est linéaire et homogene ; la fonction (y — Y ) est
une intégrale de cette équation qui s’annule, ainsi que ses (A—1)
premiéres dérivées pour x =o, et qui s’annule également ainsi
que ses (n — k —1) premiéres dérivées pour x =b.

Soient U,, Uy, ..., Uys, n intégrales linéairement indépendantes
de ’équation (12); on aura donc

Yy — Y=a,U,+a2U,+...+a,,U,..

Si dans cette relation et dans ses (k—1) dérivées premiéres, on
fait = o, les premiers membres étant tous nuls, on aura A équations
linéaires et homogenes ena, ..., a,. On obtiendra (n — k) autres
équations en opérant de méme pour x ="b. Le déterminant de
ces n équations doit étre nul si les fonctions y et Y ne sont pas
identiques. Donc il existerait une relation entre les valeurs que
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prennent, par exemple,

Uy, Uy, ..., Ulk=1), pour z =o,
Uy, Ny eesy Uln—k=1) pour z = b,

U, étant une intégrale quelconque de I'équation (12); ceci serait
en contradiction avec les propositions démontrées précédemment,
puisque nous avons vu que l'on pouvait choisir arbitrairement
ces n valeurs.

Doncy =Y.



