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HELICOIDES DE SECONDE ESPECE;

Par M. Banrge.

I. — Surfaces générales (!).

1. Dervition. — Nous désignerons sous le nom d’héli-
coides de seconde espece les surfaces engendrées par des hélices
circulaires de méme axe. Elles peuvent étre représentées cano-
niquement par les équations

z =p cosyp,
(1) - ¥y =psing,
( z = f(p)+k(p)o.

Lorsque & se réduit & une constante, on retombe sur les héli-
coides ordinaires.

Remarques. — 1° Sil'on supposait ¢ constant, on trouverait
un cylindre droit : A devrait alors étre pris comme variable indé-
pendante; il est évident que, si on le supposait constant, les
équations (1) représenteraient une hélice;

2° Quand nous parlerons sans autre indication d’hélice généra-
trice, ou simplement de génératrice, il est entendu qu’il s’agira
des hélices p = const.

2. FormuLes ciniraLEs. — Les paramétres différentiels de
Gauss pour ces surfaces sont :
L= 224 A2,
F=k(f'+Ke),

(2) G =1+ (f'+ ko), .
H=[p*(f'+ K'¢)+ pr+ k]2,
D =—p*(f'+Ko),
D' = (k—FKp),

(3) D'=—(f"+Ko)p,

(') Jai présenté un résumé rapide de I'étude de ces surfaces dans une Note insérée
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 157, 7 juillet 1913, p. 31.



et 'élément linéaire est
(2 bis) ds? = E do?+ 2F do dp + G dp?.
L’équation du plan tangent au point (p, ) est
(4)  A(zx—pcosg)+B(y —psing)+ Clz—f(p)—k(p)g] =0

avec
A =pcoso(f'+ k¢)—ksing,

(5) B =p sing(f'+ ko) + kcoso,
C=—p.

Ces formules montrent que la surface ne présente de point
conique que lorsque A (o) est nul; l'axe est alors, au moins en
g¢néral, un lieu de points coniques.

Formules relatives a Uinclinaison t d’une courbe sur la
génératrice passant au point considéré. — On obtient sans
difficulté, en partant de la considération de I'élément lincaire

y ‘d “Tlu I ! d, »
cost=(p’+k’)‘—£+k(p‘-‘*+k’) -(f+/:co)—£,

(6) .. H dp

sSiNl = ————————— ——)
L ds
(p2+ A2)*

d’ou
1

[p?(f'+ Ko+ p+ k]2 dp
(pr+k)do+ k(f '+ Ko)dp

) tangi =

Angle du plan tangent avec la normale principale @ la
geénératrice. — Cet angle w est donné par la formule

(8) cosm:—%(f’—f;k’cp).

Angle du plan tangent avec le plan directeur de la sur-
Jace. — Nous appellerons, conformément a4 une définition que
nous avons déja donnée dans des cas plus généraux, plan direc-
teur de la surface le plan zOy. L'axe Oz sera dit 'axe de la
surface et les plans passant par Oz seront les plans méridiens.

L’angle V du plan tangent avec le plan directeur est donné par
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I'une des formules
(9) cosV = & tang2V = &7 "+ k')
9 08 —ﬁ ou ang —-F+(f+“?)y

ou, en introduisant un nouvel angle W,
I . k
\ sinV sinW =— 'ﬁv
{

(10) sinVcosW = %(f’—-!—k'cp),

k1 |
p f'+Kk'o

tangW = —

Des formules (9) on déduit que I'angle V tend vers T-: lorsque

le point s’éloigne indéfiniment sur une génératrice de pas non
stationnaire.

Elément d’aire. — L’élément d’aire est donné par la for-
" mule

1
(11) drthe = [p2k202+ 2p2K o + p2(f'2+1) + k]2 dp dy.

Nous appliquerons cette formule a la recherche de l'aire de la
surface comprise entre deux plans méridiens o=, P=0¢; €t
deux hélices génératrices p = p,, p=p,. Nous appellerons spire
annulaire la surface comprise entre deux génératrices gy, p, et
Tlimitée au méme méridien pour les valeurs ¢, = @, et o=+ 2%.

Laissons de coté le cas des hélicoides ordinaires pour lesquels
la question est classique. On peut alors écrire

1

(11 bis) d’ab:pk'[(qa+ —{7)’+ kzz;‘)!]gdpd@;

d’ou, par une premiére intégration,

=Q,
’ N 1
(12) d&:pk'%i(cp +- %) [(?.4. %)2_,_ k’/;’;?’jz
o 9=
k2+p2 _L)
+ 7 ]aggdp.
P=%

2 2 4 T\ 2
+k +P log;q—i——f—,--i—[(tp-!-L)
La formule (12) donne l’aire de la couronne élémentaire com-

2k’ k K
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prise entre deux méridiens quelconques o, o, et deux hélices
infiniment voisines p et e+ dp.

Une seconde intégration effectuée sur la différentielle d-t de
la seule variable ¢ entre les limites p, et o2 donnera l'aire cher-
chée. Il faut observer que [’aire d’une spire varie essentielle-
ment avec son méridien origine, contrairement a4 ce qui a lieu

pour les hélicoides ordinaires. Cela résulte immédiatement de la
formule (12).

3. PLAN TANGENT A LA sURFAcE. — Sa répartition auz divers
points d’une génératrice. Paramétre de distribution. Ligne
de striction de premiére espéce. Problémes divers. — Désignons

. k . f g .
par 4, le pas angulaire (E) de I’hélice génératrice; la seconde for-

mule (g) peut s’écrire

(13) tang?V = £} + tang?U = tang?V, + tang?U
en posant
(14) tangU = f'+ ko, tangVy = 4,.
Donc :
Tutorime 1. — L'angle (‘) du plan tangent en un point

d’une hélice geénératrice avec le plan directeur est toujours
superieur a Uangle V, de la génératrice avec la section droite
de son cylindre principal, sauf au point de cette génératrice
défini par la valeur de ¢ donnée par la formule

’

(A) p=—>I

En ce point Uangle du plan tangent a la surface avec le
plan directeur de celle-ci est précisément égal a V,. Nous

donnerons & ce point le nom de point central de premiére
espéce.

() Il s'agit ici de la détermination des divers angles comprise entre o
e =.
5
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, .. otangU R 5
La quantité ___:gg_ sera désignée sous le nom de paramétre de
distribution de la génératrice (*).
Cette définition suppose que cette expression est constante en
tous les points de la génératrice. C’est bien ce qui a lieu, car
dtangU

o ="K

Ce parametre est nul dans le cas des hélicoides ordinaires.

Le lieu des points centraux de premiére espéce défini en coor-
données polaires par la relation [(A), th. I]est la ligne de stric-
tion de premiére espéce.

DEVELOPPABLES D’EGALE PENTE PAR RAPPORYT AU PLAN DE BASE. —
Soit V, I’angle de pente donné : la développable correspondante
sera définie par la relation

2
(15) F+(f’+k’cp)’=tang’vo,
qui détermine la ligne de contact. Cette équation n’est autre que
l’équation'en coordonnées polairés de la projection sur le plan de
hase de cette ligne de contact.

On voit que la ligne de contact d’une surface d’égale pente
rencontre chaque hélice génératrice en deux points distincts, sauf
pour les génératrices définies par I'équation en g

(16) k2(p) — p2tang?V,=o.

Ces points sont réels si
) o . k2 < p?tang?V,,
1maginaires si

k*> gt tang?V,.

Les hélices déﬁqies par I’équation (16) forment ligne sépara-
trice. Pour aller plus loin, il faudrait connaitre dans chaque cas
la forme de A(p). Dans le cas des surfaces de vis de seconde

(1) Conformément 4 la définition que nous avons donnée antérieurement pour
le cas des surfaces générales engendrées par une hélice circulaire (Cf. C. R.
de U’Académie des Sciences de Paris, 1907, 17* série, p. 1099, el Bulletin
de la Société mathématique de France, t. XLI, 1913, p. 287). Mais dans le cas
général, la définition devait faire intervenir aussi le point choisi, car I'expression
en question dépendait de o. ' '
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espece (voir ci-aprés : II), la séparatrice se réduit aux deux
hélices
h(p — po)y===ptangV,.

Si tang Vo === h, 'une de ces hélices s’évanouit.

PLANS TANGENTS 1SsUS D'UN POINT DE L’AXE DE LA SURFACE. —
Soient g, z les coordonnées du point de contact d'un plan tangent
& la surface plan, passant par le point de l'axe (o, o, ¢). En écri-
vant que ’équation (4) est vérifiée, on trouve la condition

(17) f+kc?——c—(f’+~k'(p)p=o,

Cette équation peut étre considérée comme représentant la
projection horizontale (sur le plan directeur) de la courbe de
contact du cone circonscrit a la surface de sommet (o, o, ¢).

Cette équation peut en général étre résolue en ¢ et donne

c+fo—F

(17 bis) $= w7,

Il est dés lors facile de construire la courbe lorsque les fonctions f
et £ sont explicitées.

I1 est toutefois un cas ot la résolution en ¢ n’est pas possible,
c’est lorsque & — k’p est nul. Si cela n’a lieu que pour des valeurs
isolées de o, on obtient une courbe en spirale, au moins en
général. Mais lorsque A — k' p est constamment nul, ’équation (17)
ne dépend plus de ¢. Elle se réduit &

(17 ter) f—of' =c,
dow:
Tutorime 1. — Lorsque le pas est proportionnel au rayon

(ou encore lorsque le pas angulaire est constant), les courbes
de contact des cones circonscrits ayant leur sommet sur 'aze
de la surface sont constituées par des hélices génératrices.

1l faut observer que, dans ce cas, les diverses hélices généra-
trices sont toutes semblables ().

(') En se fondant sur cette observation, on peut donner du théoréme II une
démonstration géométrique directe trés simple.

Considérons en eflet, d'une facon gcénérale, un point S pris sur 'axe d'une
B -1 ’
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Il est & prévoir que, si la courbe de contact correspondant & un
point de I’axe est une méridienne, celle-ci doit se réduire & une
droite. C’est ce que montre le calcul : si on écrit que la
valeur (17 bis) de o est indépendante de p et égale a oy, on obtient
sans difficulté la condition

f=c—oik+hop (%o, Ao = const. ),
et par suite I’équation semi-pdlaire‘ de la surface est
(18) z=k(9 —g0) + ¢+ hop.

Sur cette équation on voit de suite que la méridienne ¢ = o, se

surface hélicoidale de seconde espéce quelconque, et le cone ayant ce point
pour sommet et une génératrice H quelconque de la surface pour directrice. Ce
cone coupera un cylindre de révolution coaxial de la surface suivant deux
hélices H' semblables 3 H; 'une d’elles seule est directement semblable i H.
Cela posé, considérons une surface dans laquelle le pas angulaire est constant : la
génératrice reste constamment directement semblable 4 elle-méme ; soient (fig. 1)

A Dorigine, sur le méridien initial, d'une génératrice H; H' une autre généra-
trice de la surface, A’ son origine. Menons A’A qui coupe l'axe en S; d’'apres
ce qui a été exposé ci-dessus, le cone du sommet S et de directrice H contient H'.

Lorsque H' tend vers H, le point S tend vers une position limite S, : chacune
des génératrices du cone (S,, H) est tangente i la méridienne située dans le
plan qu'elle forme avec I'axe, car les points correspondants M et M' sont alors
confondus. En d’autres termes, H est la courbe de contact d’'un céne circonscrit
de sommet S, Il est d'ailleurs évident que le cone circonscrit complet de
sommet S, se composera en général de plusieurs cones tels que celui qui vient
d’étre défini. Il n’y en aura qu'un seul dans le seul cas ou f — pf" se réduit & une
fonction du premier degré. On trouve sans peine que les surfaces les plus gén¢-
rales correspondantes sont définies par -

k=hp Sf=ap logp (a, h=const.).
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réduit bien i une droite. Ce fait peut-il se présenter pour plu-
sieurs méridiennes ?
Si cela arrive pour deux méridiennes o, et 9, (9,2 ®,), on doit
avoir

(19) 5 =k(9— )+ co+Aop = k(9 — 1) + c1+ M1 p,

ol ©,, €y, A, sont trois constantes analogues & ©,, ¢, X,. On déduit
de la derniére égalité (952 ¢/)

(20) /c=c°~c'+()‘°_)")9, '
Po— @y
d’ou la conclusion :

Tukorime HI. — 8¢ la surface admet plus d’une méridienne
rectiligne, le pas et la fonction f sont linéaires par rapport au
rayon p. On verifie de plus que dans ce cas toutes les méri-
diennes sont rectilignes.

Ces surfaces sont les surfaces de vis de seconde espéce que
nous étudierons spécialement (cf. ci-apres, 1I). Revenons au cas
général; le dénominateur du second membre de » admet des
racines (py, P2y -+ -5 Pn+ ---) qui, en général, n’annulent pas le
numérateur. La courbe, avons-nous dit, affecte en gros la forme
d’une spirale avec cercle asymptote. Qu’arrive-t-il si l'une des
racines p, annule le numérateur ? On voit de suite que la courbe
de contact se décompose en une courbe pour laquelle p =g, est ou
n’est plus une singularité et est une hélice génératrice p = p,. On
déduit immédiatement de la que:

Tutorime IV. — Les hélices génératrices correspondant gux
. k .
valeurs de ¢, pour lesquelles le pas angulaire <—) est station-
P

naire, sont les courbes de contact (ou une partie de la courbe
de contact) de cones circonscrits ayant leur sommet sur l'azxe
de la surface.

Ce théoréme est la généralisation du théoréme I1.

Plan tangent paralléle a un plan donné. — Soient «, B, v
les cosinus directeurs de la normale au plan donné. On trouve
sans peine, pour définir les points de contact d'un plan tangent
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parallele au plan donné, les relations

peoso(f'+ ko) —ksing =— a;_p,

psing(f'+ k'o)+ kcosg=— E,

Y

(21)

entre lesquelles I'élimination de p(f’+ A’©) donne

(22) asino — B cosg = k:-
On obtient ensuite sans peine
(23) Y(f'+ k') + Bsing + acoso=o.

On peut, pour résoudre le probléme, remplacer les équa-
tions (21) par les équations (22) et (23). L’intérét de cette trans-
formation est le suivant : On est ramené a rechercher Uinter-
section d’une droite (22) et d’une courbe (23). Il est & noter
que celle-ci peut, dans certains cas, étre facile & construire et le
probléme peut étre considéré comme résolu graphiquement.

Cas particulier. — Les formules (21) supposent y3£o0; on
voit directement qu’il n’y a de plan tangent parallele 4 Oz, que
pour o = o. Le plan tangent, perpendiculaire i la direction «, 3, o,
a pour équation

ax + Ly =o0;
la valeur correspondante de ¢ est donnée par

2cos¢ + Bsing = o.

4. CERCLES PRINCIPAUX DE LA SURFACE. — (FENERATRICES A PAs
STATIONNAIRE :
1° Cercles principauz. — Pour les valeurs de p qui annulent

k(p), I'hélice génératrice dégénére en un cercle. Nous donnerons
a ces cercles le nom de cercles principaux de la surface.

Le plan tangent au point central d’un cercle principal est paral-
lele au plan directeur. Les formules [(22) et (23) montrent que
cette propriété est caractéristique des points centraux des cercles
principaux. 11 suffit pour le voir de faire « = = o dans ces for-
mules. Ce résultat est encore donné par les formules (¢).

XL 3
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Les équations de la normale en un point d’un cercle principal
sont particulierement simples :

T —pPoCOSP ¥y —pgsing o s—f
coso sine 1

(po valeur de p pour ce cercle).

(21)

5
|

La normalie correspondante a pour équation

=~

(25) z:f(p0)+ Po—'(-Z"-}—y’) .
S'(po) + k' (po) arc tang%

[9

Si, en outre, le pas est stationnaire, cette normalie se réduit & un

cone de révolution, résultat qu’on pouvait prévoir par application
du théoréme IV :

Dans le cas général les sections horizontales de cette nor-
malie sont des spirales d’Archiméde dont une, celle corres-
pondant au plan z = f (p,) réduite a un cercle, le cercle prin-
cipal étudié.

2° Génératrices a pas stationnaire. — Ce sont les hélices
. . n’ . . ’ § ‘- . ., : ., »
pour lesquelles A'(p) = o. Ces génératrices jouissent de propriétés
particuliérement intéressantes. Nous signalerons ici les suivantes
que l'on tire sans aucune difficulté des résultats précédents en y
introduisant ’hypothése &' = o.

Tutorime V. — 1° Pour tous les points d’une hélice a pas
stationnaire, l'angle du plan tangent avec le plan directeur
de la surface est le méme.

2° Le long d’une hélice a pas stationnaire, U'angle du plan

tangent a la surface et du plan osculateur @ la courbe reste
constant.

Ou :

Les hélices & pas stationnaire sont a la fois des cercles
géodésiques et des courbes a torsion géodésique constante de
la surface.

3° Le paramétre de distribution des hélices & pas station-
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naire est nul (analogie avec certaines génératrices particulicres
des surfaces gauches).

5. POINTS CENTRAUX ET LIGNES DE STRICTION DE SECONDE ESPECE.—
Nous avons montré que ('), en un point d’une génératrice de
paramétre g, la distance a la ge’néri\trice infiniment voisine p+dp
était stationnaire quand on avait

F

de =— [H

Mais il y a plus : on pouvait assurer, la forme de I’¢lément
linéaire étant définie positive, que cette détermination correspon-
dait bien & un minimum. En se reportant toujours au Mémoire
cité, on voit alors que cette distance minima sera maxima, minima

. . . F2 C e
ou stationnaire en méme temps que G — T (). En particulier,

. F? L. .
pour les minima de G — T on sera sir d’avoir une distance

minima. Or ici

6) G E — ' ‘ o) p?
(?. J_E—I+(f+ ?) (m)'

On conclut immédiatement de la considération de la for-
mule (26) la proposition suivante :

Tutorkme VI. — Sur chaque génératrice il existe un point

; : . : v S  orrrel 1

et un seul, défini par la relation f'+ I'o=o, pour lequel la
distance @ la génératrice infiniment voisine est minima.

Ce point pourra prendre le nom de point central de scconde
espéce (3) : on voit qu’il coincide avec le point central déja détini
antérieurement. L’existence d’un point central de chaque espéce,
unique et identique pour les deux espéces, est une analogie
remarquable avec les surfaces réglées. Le lieu de ce point est la
ligne de striction de seconde espéce qui coincide avec celle déji

(1) Cf. Application de la Géométrie cinématique (Journal de I'Ecole Poly-
technique, 1912, n° 9). k

(?) De telle sorte qu'en général on ne sait sur le résultat définitif qu'une
chose : c'est qu'il correspond & un élément linéaire stationnaire.

(3) Conformément a une définition antérieurement adoptée (C. R. Acad. Sc.,
29 avril 1g07). :
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définie de premiere espéce. Le théoréme VI est en défaut pour les
génératrices & pas stationnaire, mais il peut alors étre remplacé
par le suivant :

Tutorime VII. — La distance d’un point d’une génératrice
de pas stationnaire a la génératrice infiniment voisine est
constante 2n tous les points de la génératrice considérée.

ANGLE DE LA LIGNE DE STRICTION AVEC LA GENERATRICE PASSANT EN
CHACUN DE sEs PoINTS. — Si 'on se reporte & la formule (7) on a,
pour cet angle ¢,

1
(27) tange = (p2+ /cz)""-"-;di—P-= 'L -
¢ (p2+ k2)2<___>
ou enfin
(27 bis) tangs = — l‘ T
(L
o+ 43 (%)

On en conclut que la ligne de striction sera une trajectoire
d’angle ¢, des génératrices si les fonctions f et & sont liées par

la relation
(Z_) - cotgg _—o.
(p2+ k2 )"."

On peut se donner arbitrairement la fonction £ et I'on aura

g P ,
f'=k COtqu —L |+ ak (a = const.)
0 (P”" k:)z'

et, cn supprimant une constante d’intégration dont la présence
revient & donner une translation paralléle a Oz,

P P
=cotaof lc'f Li dp + ak.
0 o (pr+ k2)?

En particulier, la ligne de striction sera une trajectoire
orthogonale dans le seul cas ot l'on aura

S =ak.

La ligne de striction est alors la méridienne située dans le
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plan o = — a. On voit alors sans peine que les équations de cette
surface peuvent étre mises sous la forme canonique

(1 bis) Z=pcosy, y=gpsino, z=k(p)o,

forme qui rappelle celle des équations de I'hélicoide gauche
[auquel se réduit cette surface quand la fonction k(p) dégénére
en une constante]. La ligne de striction est alors la méri-
dienne ¢ = o.

On aura un exemple simple de la solution du probléme
général en considérant les surfaces dont le pas angulaire des géné-
ratrices est constant (k= h,p, ko= const.); on trouve ainsi des
surfaces dont les équations peuvent étre mises sous la forme cano-
nique

T =pcosy, ¥ =psino,

cote, P
3= hyp|® + ———=Lo (-—-) .
° [ Vhi+1 8 Po ]

Ces surfaces ne différent pas de celles qui sont signalées & la fin
de la note du n° 3.

(1ter)

6. EQUATION DES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET DES LIGNES DE COUR-
BURE. — a. L’équation différentielle des lignes asymptotiques
est

(38)  p(f'+ K'g) dgt—a(k— Ko) dpdy + (f'+ K'¢)p dp*=o.

La considération de cette équation met de suite en évidence
la propriété suivante, qui se déduit d'ailleurs du théoréme II, en
appliquant le théoréme de M. Keenigs.

Tutoreme VIII. — Dans les hélicoides de seconde espéce dont
le pas angulaire des génératrices est constant, les génératrices
et les méridiennes forment un réseau conjugué.

Si dans P’équation (28) on fait dp = o, on trouve
pr(f'+Kko)=o.

Si on laisse de coté la solution p2=o0 de cette égalité on en tire
la proposition suivante :

Tutorime IX. — Chacune des genératrices touche lUune
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des asymptotiques de la surface en un point et un seul, son
point central.

Ce théoréme est en défaut dans le cas dés génératrices & pas
stationnaire; il est remplacé par le suivant :

Tukorivre X. — En général, il n’existe aucun point, sur
une génératrice a pas stationnaire, ow cette génératrice soit
tangente a une asymptotique. Si cela arrive, la génératrice
est elle-méme une asymptotique.

La condition nécessaire et suffisantc pour qu'une génératrice
soit une asymptotique de la surface est que les équations

(29) S'(p)=o0, K(p)=o,

admettent au moins une solution commune. Cela arrive en parti-
culier pour les hélicoides (*).

b. Lignes de courbure. — L'équation différentielle des lignes
de courbure est

(30) dP"’f[k?(f'—‘—k’?)+(’f—-’<'9)(f'+/"?)](f'+k'?)-‘-(“-‘"?)%
~+ dp dp[(p2+ k) (f*+ K'9) —o(f'+ K'o)[1 +(f'+ K'9)]p
' — de[(pr+ k2) (k — k') + kp2(f'+ K 0)2] =o0.

On déduit de la considération de cette équation la proposition
suivante :

Tutoriwe XI. — Sur chacune des génératrices il existe deux
poinis également distants (distance comptée sur Uhélice)
du point central tels que la génératrice y touche une ligne
de courbure. Nous donnerons le nom de stries au licu de ces
points (*).

Remarque. — Ces points sont en général distincts; ils sont
confondus avec le point central lorsque A — A'p est nul. Dans les
surfaces dont les génératrices sont 4 pas angulaire constant, ces

(') Cf. 2 ce sujet notre Mémoire Contribution a la théorie des helices
(Revue du génie militaire, 2° semestre 1910) et notamment le théoréme VI
de ce Mémoire.

(*) Définition employée par MM. Demartres et Besserhe.



points sont, sur toutes les génératrices, confondus avec le point
central. Comme en ce point la génératrice touche & la fois une
ligne de courbure et une asymptotique, la ligne de striction est
un lieu de points paraboliques, résultat obtenu directement d’autre
part (*).

Si 'on recherche quelles sont les génératrices qui peuvent étre
lignes de courbure, on ne trouve aucune solution réelle autre que
les cercles principaux dont le pas, nul, est en méme temps station-
naire.

7. ProsLEmME. — Chercher : 1° si une section méridienne
peut étre une ligne de courbure; 2° si certains hélicoides de
seconde espéce peuvent admettre leurs courbes méridiennes
comme famille de lignes de courbure.

1° Soit ¢, l'azimut de la section droite ligne de courbure.
En introduisant la condition dp = o dans I’équation des lignes
de courbure on trouve que les fonctions f et ¢ doivent étre reliées
par la relation, nécessaire et suffisante :

(31) [kp(f"+ Ko+ (k—Kp)(f'+K)](f'+Keoo)+k—Kkp=o.

2° Pour que la surface admette une famille de lignes de cour-
bure formée de méridiennes, il faut et il suffit que I’équation (31)
soit une identité par rapport & ¢, c’est-a-dire que les fonctions f
et k satisfassent aux trois relations

(32) K(kk"p+ K (k—Kkp)]=o,
(33) [kp]\',—‘—(k—klp)k']f’—{-k’(kpf’—ka’-—-k’Pf’):0,
(34) kof'f"+(k—Kp)(fr+1)=0o.

L’équation (32) se décompose :

a. On prend k'=o.La surface est un hélicoide. L’équation (33)
est vérifiée d’elle-méme et I'équation (34) s’intégre aisément une
premiére fois et donne

(35) (f*+1)pt=a® (a = constante positive)

(t) Cf. ci-apreés, n* 9.
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ou
o= 7. 1 1
(35 bis) [= E(a’—p’)z.

Le probléme admet donc une solution; un hélicoide dont la
méridienne est définie par I’équation (35); 'intégration dc cette

équation ne présente aucune difficulté et donne, en termes finis,
dans le plan 0z et avec un choix convenable de l'origine,

1 a a—+Jar— z?
(36 s =(at—2?)? — —Log| ——————|-
) ( =3 g[a_‘/az_xz]

Cette courbe a la forme représentée ci-dessous (fig. 2) avec
deux points d’arrét = a, 2 = 0. O z estasymptote et axe de symé-
trie; Oz est tangente & la courbe aux deux points d’arrét.

Cette surface est un exemple intéressant de surface de

P

x’ fa,0) la,0)

Fig. 2.

Joachimsthal. Il est & peine besoin de faire remarquer quc ’on peut
obtenir sans aucune intégration son second systéme de lignes de
courbure; il est constitué par les courbes de contact des cones
circonscrits 4 la surface et dont le sommet décrit O 5. Elles sont
sphériques comme on le sait.

b. On satisfait & équation (32) en prenant
(32 bis) kk'o + Kk'(k—Kk'p)=o.

L’équation (33) donne alors, aprés exclusion de la solution A'=o0
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déja étudiée,
(33 bis) kof'+f'(k—Kkp)=o.
Des équations (33 bis) et (34) on tire
(37) Sf'=o, k—Fkp=o0;
Véquation (32 bis) est satisfaite d’elle-méme. Mais on voit sans

difficulté que la surface est un céne dont I'équation peut étre mise
sous la forme canonique

1
(38) 3= (22+ y?)arc tang—y‘;-
La base horizontale de ce céne est une spirale hyperbolique.

8. TRAIECTOIRES ORTHOGONALES DES GENERATRICES. — On trouve
immédiatement leur équation différentielle

do kK kf
(39) @+91+k2?+93+k’_0'

Cette équation est linéaire et permet de définir o en fonction
de p au moyen de quadratures. Cette propriété est une nouvelle
analogie avec les surfaces réglées.

9. COURBURE TOTALE EN UN POINT DE LA SURFACE. — La courbure
totale en un point de la surface est donnée par la formule

(fo) —— = BKK@+(f K+ K9 +pdf f'— (k= ko)
)RR T [p*(f' -+ Kp)t+(p*+ &%)

De cette relation on déduit la proposition suivante :

Trtoreme XII. — 1° Sur une génératrice quelconque il existe
quatre points, réels ou non, distincts ou confondus, pour
lesquels la courbure totale ait une valeur donnée non
nulle ();

2° Sur une génératrice quelconque il existe en géneral deux
points paraboliques.

(') Résultat identique 4 ce que I'on obtient dans les surfaces réglées. Si k' = o,
c'est-d-dire pour les génératrices dont le parameétre de distribution est nul, ce
nombre se réduit & un, tandis qu’il est nul dans les surfaces réglées. L'analogie
ne se poursuit pas pour les points paraboliques.
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Etudions d’une facon plus particuliére la détermination des
points paraboliques. L’équation qui détermine ces points est

1) PR K B (f 4 [ K) o+ f f'— (k—Kp)t=o.

Cette équation est en général du second degré. Si on laisse de
coté les valeurs infinies de o, peu intéressantes, on obtient les
résultats suivants.

L’équation (41) se réduit au premier degré lorsque A’ 4" est nul;
donc :

Tutorime XII. — Il »’y a qu’un point parabolique sur les
génératrices dont le pas est stationnaire ou dont la dérivée
seconde est nulle. S’il existe des valeurs de o satisfaisant
a Uun des systémes (42) ou (43), ce point disparait pour les

génératrices correspondant a ces valeurs de g,

(42) k'=o, S K=o, p3f' f"— k25 o;
(43) K=o, [kK=o, @ff—(k—Keso.

Si, au contraire, la troisi¢me relation du systéme (42) ou (43)
intéressé est remplacée par une relation d’égalité, les génératrices
correspondantes sont des lieux de points paraboliques.

Si Yon cherche dans quel cas une méridienne peut appartenir
au lieu des points paraboliques, on peut toujours prendre son
plan pour zOz; on a de la sorte la solution la plus générale du
probléme, solution qui s’obtient en écrivant que la relation (41)
est vérifiée pour o = o. On trouve ainsi, pour définir les surfaces
dont une méridienne est un lien de points paraboliques, la
relation

(44) ' (k= K p)t=o.

Si, dans cette relation, on introduit la relation &' = o, on retrouve
la condition définissant les hélicoides développables.

Revenons aux systémes (42) et (43); si Pon suppose que l'on
ait identiquement A= o (hélicoides), les deux systémes (42)
et (43) se réduisent i une seule relation qui sera, suivant les cas,
une relation d’inégalité ou d’égalité. Donc, en général, sur une
génératrice quelconque d’un hélicoide il n’y a pas de point para-
bolique. Le lieu de ces points sur la surface est formé par un



ensemble discontinu de génératrices. Au contraire, si la fonction f
est reliée au pas A, par la relation

(44 bis) S —ki=o,

toutes les hélices génératrices seront des lieux de points parabo-
liques. L’hélicoide est développable. Nous retrouvons de la sorte
une démonstration de la propriété déja rappelée de l'équa-
tion (44 bis).

Passons maintenant & 'étude du cas ot A’ est nul identique-
ment; A’ est alors une constante @ qu’il n’y a plus lieu de
supposer nulle. Donc sur les génératrices des surfaces en ques-
tion il existe en général un point parabolique, sauf sur celles qui
passent par les points d’inflexion de la méridienne ¢ =o ('),
pour lesquelles ce point parabolique disparait généralement. La
génératrice considérée est, au contraire, un lieu des points para-
boliques dans les surfaces dont le pas angulaire est constant.

Un cas particuliérement intéressant est celui ou les fonc-
tions k et f sont toutes deux linéaires. L'équation (41) se
réduit &

(45) br=0 (k=ap+b).

La surface n’a aucun point parabolique (si b3£0) ou, au
contraire, c’est une développable (b = 0); il est facile de montrer
que dans ce dernier cas elle se réduit & un céone.

Nous étudierons ultérieurement les surfaces générales ou & et f
sont linéaires; nous les désignerons sous le nom de surfaces de
vis de seconde espéce. Ce sont des surfaces réglées admettant O 5
comme djrectrice rectiligne.

Revenons a 'équation (41); elle s’écrit, et c’est méme sous cette
forme qu’elle se présente directement,

(41 bis) (f'+K)(f'+Ko)—(k—Ko)r=o.

(') Ces génératrices sont d'ailleurs des lieux des points d'inflexion de toutes
les méridiennes comme on s’en assure aisément, car ici
d*z "
7 =f"+k"9=[f"=o.
On pouvait le prévoir par la considération méme de la propriété étudiée dans
le texte, pour laquelle la méridienne ¢ = o ne joue en réalité aucun role géomeé-
trique spécial.
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Cette équation met en évidence le fait suivant :
Tutorkme XIV. — Dans les surfaces dont le pas angulaire

de la géncratrice est constant, le lieu des points paraboliques
se compose de deux parties distinctes :

1° La ligne de striction des hélices génératrices;

2° Les hélices génératrices passant par les points d’inflexion
de la méridienne initiale et lieux des points d’inflexion des
diverses meridiennes.

10. Coursure MovENNE. — La courbure moyenne en un point
de la surface a pour expression

1 U [ Ko - (f -+ K ) (pr -2 k2 — 2 kK p) + (f"+ K" ) (p2 4+ k)|

@ = s
[p?(f'+ K@)+ p2+ A2

1 Ry

De cette formule on déduit immédiatement la proposition
suivante :

Tutorime XV. — 1° Sur chaque génératrice ¢ pas non
stationnaire, il existe six points distincts ou confondus, réels
ou imaginaires ou la courbure moyenne de la surface ait une
valeur donnée non nulle, et trois points ou la courbure moyenne
soit nulle (*);

2° Sur une génératrice a pas stationnaire, il existe un
point et un seul ou la courbure moyenne ait une valeur
donnée nulle ou non.

Remanrque. — Le 2° de ce théoréme est en défaut si en méme
temps A" est nul. Nous laissons au lecteur le soin de compléter
I'énoncé dans ce cas (voir la question analogue ci-dessus, n°® 9).
En particulier, dans les hélicoides, on a A'= A" = o. Le lieu des
points pour lesquels la courbure moyenne est nulle est un ensemble
d’hélices génératrices défini par I'équation

(46) P f3+ f1 (02 + 2k3) + fT(p*+ k3) = o.

Si cette équation est vérifiée identiquement I'hélicoide cor-

(') Propricété identique i celle d'une génératrice d'une surface réglée dont le
paramétre de distribution n'est pas nul.
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respondant est minimum. On retombe sur la question connue de

la recherche des hélicoides minima. Ce sont d’ailleurs les seuls
hélicoides de seconde espéce minima.

11. CourBURE GEODESIQUE D'UNE COURBE TRACEE SUR LA SURFACE. —

L'application des formules générales que nous indiquons
ailleurs [cf. notre Mémoire : Théorie générale des surfaces
engendrées par des hélices circulaires (n° 13) inséré dans le
Bulletin de la Société en 1914] donne, en désignant par ¢ I'incli-
naison de la courbe sur la génératrice, ’expression suivante de la
courbure géodésique :

di o dy (k—Kp)(f'+K9)o do

]
(47) e ds Hds TE s

(ds représente 1’élément d’arc de la courbe étudiée).

Cette formule prend une forme trés réduite dans le cas de
I'hélicoide gauche i plan directeur (f’ = A’ = o) et dans le cas
des surfaces dont les génératrices ont un pas angulaire constant.
Sur ces derniéres surfaces la courbure géodésique est donnée par
la formule suivante, & étant égal 4 @ p (@ = const.) :

(47 bis) 1 di 1 do
7 be ds [(ag+f)+a*+1] ds’
AvrrricaTioNs. — 1° Courbure géodésique d’une génératrice.

— Introduisons dans la formule (47) la condition {=o0, dp=o0;
nous obtenons l'expression de la courbure géodésique d'une

génératrice
l 1 ’ _ ? I
= : T
Celnl Vo R ey oy pr(f o+ 1oy
Donc :
Tutorime XVI. — 1° La courbure géodésique d’une génera-

trice a pas non stationnaire décroit lorsqu’on s'éloigne dans
un sens ou. dans U'autre a partir du point central. Elle admet

en ce point la valeur maxima —L__ (V). Il existe sur une

pt_'_k!

(') Cette valeur est celle du rayon de courbure de la génératrice. La
formule (8) permet d’expliquer simplement ce résultat (cos @ == o).
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telle génératrice deux points réels a égale distance du point
central pour lesquelles la courbure géodésique ait une valeur
donnée inférieure a sa valeur maxima. Toute genératrice a
pas stationnaire est un cercle géodeésique de la surface dont le
C s k? A

rayon géodesique est p +?~ (Cf. Théoréme V.)

2° Courbure géodésique des meridiennes. — Elle s’obtient en
introduisant hypothése do = o dans I'équation (47).

3* Courbure géodésique des trajectoires orthogonales des
geénératrices. — Pour les trajectoires orthogonales des généra-

trices on a, en appliquant la formule (47) et en observant que les
formules (6) donnent

o 1
do K(f'+Kke¢) dp  (pr+ k2)2
P 7 i ds . H
ds (ot + k) ds H
la relation

kl ? ’ k’
(45 YT:(:_) _ x p(f +k'g) .
Pg/T (p-+ k2)2[p2+ A2+ p2(f'+ k' 0)2]

Si I'on rapproehe cette formule de celle qui donne la’courbure

Tu= ( %)H de la génératrice, on obtient la relation
g

. 1
(49) F =R R e R

Cette formule peut prendre une forme plus intéressante au
point de vue géométrique. Désignons par As I'arc de I'hélice géné-
ratrice compris entre son point central et le point étudi¢ et intro-
duisons le parametre de distribution w de cette génératrice; on a

flako=k As _ @ As
V k24 p? (9:+kz)';’

d'on

vr= (wyn)? As,
résultat trés simple qu'on énoncerait sans difficulté en langage
ordinaire.

De la formule (49) on déduit immédiatement la proposition
suivante :

Tutorime X VII. — Sila ligne de striction est une trajectoire
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orthogonale des hélices génératrices, elle est une géodésique
de la surface.

L’une des réciproques seule est vraie; ainsi :

RécirroQue. — Si une ligne géodeésique est une trajectoire
orthogonale des génératrices, c’est la ligne de striction.

Cette réciproque se déduit immédiatement de la formule (49);
on peut aussi I'établir directement comme il suit : la ligne consi-
dérée étant une trajectoire et une géodésique on a, d’apreés la
formule (47),

(k—=FKp)(f'+ ko)
(50) do + T+ K dp

=0;

cette trajectoire étant orthogonale, la formule (39) donne

(5,) do + Mdp

- e = o.

Des équations (50) et (31) on tire
(52) K(f'+ke¢)=o.

La solution A’ = o donne (le cas évident des hélicoides étant
écarté) une suite discontinue de génératrices; cette solution ne
peut donc convenir, car elle ne peut donner une trajectoire ortho-
gonale de génératrices. Il reste donc la seule relation '+ k'o =o.
Ce qui démontre la proposition.

4° Courbure géodeésique de la ligne de striction. — Sil'on
appelle = son inclinaison sur la génératrice passant au point que
I'on considére, on démontre sans difficulté la relation

(33 o cose= de
) (pe)s — (pglu, T as’

! la valeur de —

(Peluo (ps)n
la courbure géodésique de la ligne de striction.

en désignant par

au point central et par
I

(pg)s

Prosrime. — Chercher dans quel cas la ligne de striction
peut étre une géodésique.



On trouve de suite

(P/?l)llo cose ds = de ou p_’%l?’- coseds = de

ou encore [ formules (6), pour la ligne de striction ]

peote  ds
PPk T dp
et, en intégrant,
(54) COSE = ———a—i_
(p*+ k2)?
ou
. v 2 & —_
(54 bis) tange = __p_:—_alﬁ_a‘.

On aura les trajectoires orthognales en prenant a = o; suppo-
sons a3 o. On a, d’autre part [ formule (27 bis)],

(27 bis) tange =———l— j =
. R ()
d’ott la condition

5 ﬂ P dp _
o v e

la limite inférieure étant intentionnellement laissée indéterminée.
On dispose donc d'une fonction arbitraire k& par exemple. La
formule (54), par une nouvelle intégration, donne f. Ces surfaces
possédent une ligne de striction qui est une géodésique sans étre
une trajectoire, orthogonale ou non (a 3£ o).

12. DETERMINATION DES HELICOIDES DE SECONDE ESPECE DIVISES EN
CARRES INFINIMENT PETITS PAR LES GENERATRICES. — PPosons
R = p*+ 42,
nous pouvons écrire sans aucune difficulté
(35) Rds?=|Rdo + k(f' + k'o) dp]*+ H2 dp?

ou

(56) Rds==ﬂzg[nd?+"(~£'+"'"9)d"]’+ dp’(.




— 49 —

Or, si les génératrices appartiennent 4 un systéme-isotherme et
orthogonal, on doit avoir,

(57) Rdst= §(p,0) | [(d®(u, §)]*-+W2(p) dp?|,

relation dans laquelle ¥ et ® représentent des fonctions de u et
de ¢ (® = const. représentant d’ailleurs les trajectoires orthogo-
nales des génératrices). 11 faut donc et il suflit pour cela qu’il
existe une fonction W(p) telle que

(58) @[ZR do +k(f'+ K'o)dp]

soit une différentielle exacte; on aura alors

. H { , 12
o) Rast= iz (}[ LR e+ k(7 + w9y ol |+ w22 o).

Nous écrirons que Pexpression (58) est une différentielle
exacte en assujettissant la fonction W i la condition

(R‘l-') Ok(f +K'o)
N —
L'

H
(60) % = 9% .
En posant
’ 1 ‘
(61) .P\_‘P__;_l_‘_u =,

I’équation (60) se met sous la forme

— kk H+ :Ek(f’—l— li'(lg) l)(H‘l) =o.

‘ 1 . o(H?)
(62) @H:—-R %

2 07

Le premier membre de cette égalité est un polynome du second
degré en 9. En annulant le coefficient des termes en o* cten ¢, et en
laissant de c6té les solutions A'= o qui donnc les hélicoides et
J'= o qui conduita un cas particulier de la solution que nousallons
trouver, nous obtenons les deux conditions

(63) Kod = (p2+ k2)(K'p)

plpr+ k) (f' A
af! ’

XLHI. 4

(64) Ko® = (p2+ k2)'+
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De la comparaison des équations (63) et (64) on tire
(65) f’k'=f'k,,
d’or ‘
S=—cqk+ay (@0, @1 = const.).
Un choix convenable de la position de L'origine sur Oz et de la
direction des axes permet de supposernulles les constantes a et o,.
La solution, si elle existe, appartient donc au groupe particuliére-

ment intéressant d’hélicoides de seconde espéce déja rencontré et
défini par la relation

n T =gcosg, y=psing, z=kK(p)o.

Si maintenant nous écrivons que les termes indépendants de
dans le premier membre de I’équation (62) disparaissent, nous
trouvons, en tenant compte de 'équation (63) et aprés réductions,

(66) Ko(pt+ k) = 2 kk'tp — k1K

L’équation (66) détermine la fonction 4. On obtiendra toutes les
surfaces cherchées en prenant dans les équations (I) pour fonction
k(p) une solution quelconque de I’équation (66). Cette équation
est vérifiée en particulier par &' = o; la surface correspondante est
I'hélicoide gauche & plan directeur. Tout revient donc a trouver
la solution générale de I'équation (66). L’équation

z=k(p)

représentera l'une des méridiennes dont toutes les autres se
déduisent ('). L’intégration de ’équation (66) ne peut se faire par
les fonctions connues, ainsi qu’il résulte de la réduction suivante
de laquelle nous allons maintenant nous occuper.

En posant k = m p, puis p = e, ’équation (66) devient

(67) (m"+m') (mr+1) = (m 4+ m') (m?+2mm’).

Prenons maintenant

(!) Sans entrer dans le détail de I'étude de ces surfaces, observons qu'elles
jouissent d’une propriété intéressante au point de vue de leur construction :
Toutes leurs méridiennes se déduisent de 'une d'elles par dilatation perpendi-
culairement i Os.
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de I'équation (67) nous tirons

du am 2m2—1 m3
- + u? 4 ul=o,
dm mi4-i m?+ g m—+1

(68)

équation d’Abel définissant « comme fonction de m. Cette équa-
tion n’appartient pas aux types intégrables signalés par
M. Liouville (*). D’ailleurs, si ’on suppose « déterminé en fonc-
tion de m, on peut, au moyen de quadratures, exprimer p et A en
fonction de m. Devant l'irréductibilité de I'équation (13), il nous
semble intéressant, pour obtenir un développement de & en fonc-
tion de p, d’opérer comme il suit : 'équation (12) s’écrit visible-
ment

K K\ d (k2
(6 _:( +_)=_(‘_"+ >—h
9 FPT%) =% \e T °F

que l'on peut remplacer par le systéme
(70) p

ou enfin par le suivant :

Ku =1,
(71) {

Fu = k2 _ G
wmpr (e=7)

En posant p = ef, on remplace le systéme (70) par le suivant :

(72) %%:e , u%:k’—ke”,

qui admet aux environs du point ¢ = o un systéme de solutions
holomorphes quelle que soit la valeur initiale adoptée pour A et
pour u (exception faite de uy, = o). La méthode des coefficients
indéterminés permet de trouver sans difficulté les coefficients du
développement. Les calculs étant particuliérement simples pour la
solution correspondant & k= o0, u =1, pour ¢{ =0, nous nous

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris,t. CV, 1887, p. 46o.
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arréterons plus particuliérement i cette solution. En posant

|\ k= at+ayt+.. . +aptb+. ..,

3 4
(73) [u=1+4+bit-+byt?+.. .+ bptr+...,

on obtient sans difficulté les conditions de récurrence

op-1
papby+ a(p—l)a,,_,b,+.;..+a,b,,ﬂ,=P+(—[—7£_".—1)|,
(74) -
2p-1
pap —+ (p——l)a,,_,b,+...+a|b,, =W’

dans lesquelles P a deux formes suivant la parité de p,

(75) P=2aia3,-1+...+2ap-1Qn1+ a; sip=2n—1,
LK) .
/ P=92ay1ay, ~+...+2a, ap4 si p=an.

En revenant a la variable g, et introduisant le rayon initial p,
que le calcul précédent suppose implicitement pris pour I'unité
de longueur, on trouve ainsi, en se limitant aux quatre premiers
termes,

0 1 0 1 P 1 P

6 k= o[lo — 4+ -log2 = + ~1lo 3—+—loo‘—]-
(76) Pojlog, + g lo8t o)+ glog’ o+ glogt o
Si l'on voulait une représentation compléte de la méridienne
définie par ’équation (76), il faudrait étudier I'approximation
obtenue en l'arrétant 4 ce développement (ou d’une facon générale
au n'*™¢ terme), pour la valeur de-pﬂ comprise 4 'intérieur d’un
[

eercle de rayon inférieur au rayon de convergence du développe-
ment indéfini. L’intérét de cette discussion ne nous parait -pas
justifier les développements de calcul qu’elle comporte.

II. — Etnde particuliére des surfaces de vis de seconde espéce.

1. Derinition. — Nous désignerons sous le nom de surfaces
de vis de seconde espéce les surfaces hélicoidales de seconde
espéce @ meéridienne rectiligne.

On démontre facilement que ces surfaces comportent trois
grandes classes :

1° Les surfaces de vis ordinaires;
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2° Les cdnes ayant pour directrice une hélice circulaire et pour
sommet un point de I'axe de cette courbe;

3° Des surfaces générales dont la représentation sous forme
réduite est

() z=pcosy, y=psing, z=ho(p—po)

(po constante positive; dans le cas limite olt po= 0 on retrouve
les cones définis dans le 2v).

2. RESEAUX CONJUGUES ET LIGNES ASYMPTOTIQUES. — Soit

) | LX)

T

'équation différentielle d’'une famille de lignes & un paramétre
tracée sur la surface. La famille conjuguée de la précédente est
donnée par I'équation (')

(2) dp[®po—+ ¢p*] + podp = o.

Si @ se réduit & une fonction de o, cette équation définit p en
fonction de @ par une équation de Riccati. Si I'on se reporte &
Pinterprétation de la forme correspondante de I’équation (1), on
peut énoncer la proposition suivante :

La détermination de la seconde famille du réseau conjuguc
dont une famille est formée de courbes se projetant sur le
plan de base de la surface suivant les diverses conchoides de
Uune d’elles, le pole de la transformation conchoidale étant
le pied de Uazxe sur le plan de base, se réduit a Uintégration
d’une équation de Riccati.

ArpricaTiON. — Réseau conjugué des hélices génératrices. —
L’intégration est immédiate; on trouve

(3)

(p1 constante, valeur de p pour ¢ = 0).

(') Il est remarquable que l'équation (2) ne dépende pas du paramétre h.
Ce résultat s’explique immédiatement en observant que toutes les surfaces cor-
respondant aux diverses valeurs de h se déduisent de I'une d’elles par simple

dilatation parallelement 4 Oz. (Cette observation s’applique naturellement
3 I'équation des asymptotiques.)
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Cette équation représentant la relation entre p et © n’est autre

que P'équation polaire de la projection de la courbe sur son plan

debase (cetteremarque s’appliqueraaux divers problémes suivants).

Nous ne discuterons pas cette équation, que nous retrouverons a
peine modifiée ci-apres.

AsymproTIQUES. — Le premier systéme est formé par les méri-
diennes (© = const.); le second systéme est donné par ()

1%
PPt 4po
La courbe représentée en coordonnées polaires par (4) est

symétrique par rapport a l'axe polaire. Elle admet l'origine

4

comme point asymptote.

Premier cas : 9,> 0. — La projection horizontale (sur le plan
de base z=o0)n’a ni branches infinies ni inflexion. Elle a toujours
la forme représentée sur la figure hors texte I (asymptotique I). La
projection verticale (sur le méridien © = o) est symétrique par
rapport a la ligne de terre.

Si g, > p, (cas de la figure), la projection verticale posséde un
point double réel i tangentes distinctes. Si p, < po, cette projec-
tion n’a plus de point double réel. Si o, = p, elle a un point de
rebroussement — (¢ = 0, p = p,=p,). Dans tous les cas la pro-
jection verticale s’approche asymptotiquement de la projection
verticale de I’axe de la surface en ondulant, par sinuosités d’épais-
seur décroissante autour de cet axe.

(') On rapprochera ce résultat de celui qui est relatif aux surfaces de vis
ordinaires pour lesquelles I'équation polaire de la projection sur le plan de base
d'une asymptotique du second systéme est de la forme

P p a

On voit que ceci suggére l'idée de considérer les surfaces de vis de premiére
espéce et celles de seconde espéce comme les deux premiers termes d’une famille
de surfaces réglées admettant une directrice rectiligne et dont les asymptotiques
du second systéme aient pour projection sur un plan perpendiculaire A la direc-
trice rectiligne des courbes qui, en coordonnées polaires, le péle étant le pied
de la directrice sur le plan de projection, aient pour équation

- — = (n entier).

Nous reviendrons ultérieurement sur 1'étude de ces surfaces.
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Deuzxiéme cas : 9y << o. — La projection horizontale posséde
des branches infinies. Posons, pour simplifier, o\, =|g|, et dési-
gnons par @_ la valeur de I'azimut de I'une quelconque des direc-
tions infinies. On a, en appelant S, la sous-asymptote,

?m=i2 'o—?" SA:\'P"PIP
vl
A chaque direction infinie de la projection horizontale cor-
respond, sur la projection verticale, une branche infinie admettant
une asymptote dont '’équation est

(5) ¥y — ko +hpo(w —a—tang?") =o.
Pe

La projection verticale de I'axe est encore une asymptote de la
courbe de laquelle celle-ci s’approche par une infinité d’ondula-
tions d’épaisseur décroissante.

Si o), > 2y, la projection horizontale n’a pas d’inflexion;

Si p) = 2pq, la projection horizontale posséde un méplat sur
son axe de symétrie au point ¢ =o0, p=yp, (deux inflexions
confondues) : cest le cas représenté figure I (asymptotique II);

Sip| < 29, la courbe posséde deux inflexions données par

‘P:=i2"/ -g%—é'

Elle est alors susceptible d’une infinité de formes suivant la
valeur de g—f' La discussion de ccs formes ne présente aucune

1
difficulté, mais est assez longue : nous ne pouvons nous y arréter.
La courbe représentée figure I sous la rubrique « asympto-
tique III » correspond au cas ol

’

pr= ;‘f—,po (. =7%)-

3. ELEMENT LINEAIRE. TRAJECTOIRES ORTHOGONALES DES HELICES. —
L’élément linéaire est :

dst=[p2+ h*(p —po)?] do?~+ 2h2(p — po)p dp dp + (h2er+ 1) dpt.

Les trajectoires orthogonales des hélices génératrices s’obtien-
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nent immédiatement par une quadrature élémentaire :

° f__p—po
Loga—"hz‘/p: mdp:O)

que nous nous dispenserons d’expliciter.

4. LicnEs pE courBure. Stries. — Il existe sur chaque hélice
génératrice deux points ot elle touche une ligne de courbure.
Le lieu de ces points est donné par () :

qui représente aussi en coordonnées polaires la projection de la
courbe sur le plan de base. Cette projection se compose de deux
branches symétriques par rapport 4 l’axe polaire et extérieures
au cercle principal p = p,. Deux formes suivant que h?<27 ou
que h?*> 27. (Le cas de I'égalité donne bien une méme forme
que le cas de h?2<C 27, mais, en réalité, la courbe posséde un
méplat.)

Les croquis a et b ci-dessous représentent schématiquement
une branche dans chacun des deux cas.

(a) h<ag. (b) A*>2.

5. SECTIONS HORIZONTALES. CONSTRUCTION DU PLAN TANGENT EN

UN POINT DE LA SURFACE. — La section horizontale z = z, a pour
équation polaire
+ 2
P =Po Il?

(*) Ce résultat s'obtient en introduisant la condition dp = o dans l'équation
des lignes de courbure qui se déduit de suite de I'équation (3).
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C’est la conchoide d'une spirale hyperbolique. Cette courbe est
facile & construire : il suffit d’ailleurs que 'on ait obtenu la
spirale

p= h?

correspondant & une valeur particuliére de z, pour qu’on puisse,
par simple transformation homothétique par rapport & l'origine
dans le rapport (zl’)—, construire un point de la spirale correspon-
0/1

dant & une section quelconque z, et par suite un point de cette

N . . . 3z
section. D’ailleurs, on sait construire la sous-tangente ( S, —= — =2
b S ¥ h

et, par suite, la normale & la spirale hyperbolique et, en consé-
quence, 4 sa conchoide. On a donc une construction géométrique,
trés simple et que nous nous dispenserons d’énoncer, de la tan-
gente en un point quelconque d’une section horizontale de la
surface. Cette droite et la génératrice rectiligne permettent de
déterminer le plan tangent. On aurait pu utiliser évidemment la
tangente & I’hélice génératrice, mais la construction précédente,
qui n’exige le tracé complet que d’une seule spirale hyperbolique,
est bien plus simple.

6. Equarion npu PLAN TANGENT. CoursEs p'ovBrE. ConTOURS

APPARENTS. — L’équation du plan tangent est :
(1) [ppcose — (¢ — po) sing]z
+ [posin® + (p — po) cOsply — %z — %09 = 0,

d’ott 'on déduit la relation entre p et o définissant I'ombre propre
relative & la divection a, 3, v, ou d'une facon plus générale la
relation définissant la courbe de contact du céne de sommet oy, 3,.
Chacune des équations obtenues représente I’équation en coor-
données polaires de la projection sur le plan de base de la courbe
correspondante. Si l'on fait « = y = o, on obtient l’équation cor-
respondant au contour apparent sur le méridien o =o; cette
équation résolue en p est

09 COSO©
(2) p= —_— .
¢ Sing + cosgp

Mais ici, ce qui est surtout intéressant pour la représentation
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graphique, c’est la projection de ce contour sur le plan o =o,
cette projection est définie par

o= g8 _pholsing
:psm(p+cos<9 © SN - CosQ
Toutefois, la construction de sa projection horizontale est inté-
ressante pour elle-méme d’abord, car c’est la projection d’une
ligne remarquable de la surface, et surtout elle sera d'un grand
secours pour construire la projection verticale par relévement
point par point. Pour avoir les asymptotes de la projection verti-
cale il suffira de remarquer que ces asymptotes seront les généra-
trices rectilignes correspondant aux directions infinies de la pro-
jection horizontale (¢ sing + cos@ = o).
On étudiera cette projection horizontale trés sunplement en
écrivant I’équation (2) sous la forme

(3) = E::[l+c‘9tang9].

1
P
On verra ainsi que les points a Uinfini de cette courbe sont
inflexionnels et que ce sont les seuls points d’inflexion réels
(voir fig. II). On s’est borné en projection horizontale & I'inter-

valle — 2w, + 2= : en projection verticale on s’est arrété a
lintervalle — =, 4= : on remarquera combien le contour
s'approche des génératrices rectilignes ¢ =—= ou ¢ =+ x;

on peut dire que graphiquement, dans la partie utile, il y aurait
en confusion entre le contour et les génératrices == 2 7.

C’est un fait analogue qui se produit (et qui est bien connu)
dans le dessin des surfaces de vis ordinaires, mais qui s’exagére
ici lorsque o croit.

SURFACES DE VIS DE SECONDE ESPECE CONSIDEREES COMME SUR-
FAcEs REGLEEs. — L'étude des surfaces de vis de seconde espéce
peut se poursuivre en se placant au point de vue qui consiste a les
regarder comme des surfaces réglées. Nous nous bornerons aux
quelques indications qui suivent.

Ligne de striction des génératrices rectilignes. — Elle a

pour équation
— poh?
T hrer+ At



ou

Elle est de la nature des asymptotiques.

Paramétre de distribution. — Ce paramétre a pour valeur
L= poh(1+ h2e?).

Surface réglée applicable de méme cone directeur. — On
peut se demander si la surface réglée de méme cone directeur
que la surface étudiée et applicable sur elle n’est pas une surface
simple, ce qui donnerait un intéressant théoréme d’applicabilité.
Sa détermination, par la méthode indiquée dans le traité de
M. Darboux (t. III) ne présente aucune difficulté. Malheureuse-
ment cette surface n’est pas simple. Elle est engendrée par une
droite dont les paramétres directeurs sont ceux de la génératrice
rectiligne de la proposée, et qui, lorsque ¢ varie, s’appuie sur la
directrice dont les équations paramétriques sont :

a; 2sin'p——:p.c05(g
de 2pok Rret+ hi’
dn , COSO +@sing
i A T g s Nl
ag 3 1 — ht— hito?
= P TR R

Cette derniére, avec un choix convenable de l'origine, s’écrit :

{=1poh -—1—2-'—arctang-——-h——cp—qa .
h*-+1 VAR 1

Les coordonnées § et 3 ne peuvent s’exprimer au moyen des fonc-
tions élémentaires. On peut les ramener au logarithme intégral
par lintroduction des imaginaires.



