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SUR LA FONCTION GAMMA.

PAR M. JACQUES TOUCHARD.

I. Je me propose de démontrer en premier liea la formule

( \ T v F90 xzdz x r^ \osz
( l > ex=^^ T^-T^^^ ——arctang-^^

valable quand P.R. x > o.
On a

•

^^^f^h
0



où
x^

fW•" / r(i+^)

Or, -n; colTC^ admettant les pôles o, i , 2, ... de résidus i et f(z)
étant holomorphe, on a

n

V/(P)==ô/(-5)(TCCOtTC«)= ———, CTtCOt'KJ5f(z)dz.
•̂1 1 TC l ,/ri
0 v"

Le contour C est constitué par des droites rectangulaires et par

<

&•
c^" ;

<

-̂ C y
(—————I———————————

5

( ^T-

&

V
-——>- -y"

un demi-cercle de rayon infiniment petit s, décrit de Porigine
comme centre.

Inéquation précédente s'écrit

—— ~^Vae»rp^^^a6'rP'

les intégrales élant prises dans les sens marqués parles flèches.
Suivons une voie tracée par M. Lindelôf (le calcul des résidus,

p. 56) et substituons
27CI , ! » . » . / ''ï:cotTC3= it 14- ^ .,—— dans 1 intégrale ^

e -'~~ I •/a£"YI'P
et

. 27TI . /*' ï tcot7r^=—'jr i————— dans l'intégrale I
e^12-! 0 J^^p

il vient, en remarquant que
a

C f(s) ds = f f(z) dz = C f(z) dz,
«••«e'fp «/«t"]f"P «

•̂̂ jC^̂ .̂.,.̂ .̂,.;̂ ^1
1LI. 10
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comme

ï^—^^'
h (.c) désignant une fonction holomorphe, il vient

r f(z)dz r f(z)dz _ i i
J^.e""'2-! J^e-^-i I7^ 4'

On a donc

<" ̂ -•^M^^-^W1^
5 étant la somme des quatre intégrales

r^ xi^ dt r^ x-^ dt
J^ r(i8 4-^4-1) gîw8-m^— i J^ r(— tô .4- t -(- l) e^^'^^— i

^ />5 a-^^ ^ .r8 x^ dt
V^ r(p + « -+-1) e^'^— ï ^ JQ r(p - if 4-1) e^-^P— i '

Quand on fait croître j3 et S indéfiniment, S tend vers zéro. On
s'en assure en employant l'expression donnée par Mathias Lerch

mod r(ï + it) = /iï('c»4- f1)1 v ^ ̂ -T~<"ctaD»î^ ̂  ̂

où e est un nombre qui s'annule pour T==+oooa<==±oo .
Faisons donc, dans (2), ^ et 8 infinis; il vient

-c—i /"* xzdz ' r * xzt dz ' r * y~21 dz
6 ~ " 2 J o ^(I+-s)4"Je r(i4-^0 eii"-!'"'1^ r(i—<si) e»^—i

et, à Paide de la formule des compléments

^ ^_1 , F96 xzdz . î r e-^dz ar-^T(\^zi)-^x^T(i—zi)lOi C~ — — 4~ j — , 4~ "~ f "•' ' •
ï JQ r(l4-^) vj^ Z 2»

Or
a?-^r(i-4--si)—a-^r(i—<si) r *
———-————L^———-————)- == f xe-^m(z\oçt)dt.

Introduisant celle expression dans l'équation (3) et interver-
tissant l'ordre des intégrations dans l^inlégrale double, on obtient
finalement laformule(i) qui^ à Faide d'une intégration par parties,



-Î3Ï-

siéent encore

;r= c96 xzdz r96 e-^dze ~J, r^-^)"'1^ ^4-iog^)*

Si Fon retranche de la formule (i) l'équation évidente

i x r 1 a* /*ao

(4) e-.r==l—- e-^dt^-- / e-^dt,
2 2 Jo 2 1̂

on obtient

^-^== r—l^-î f"^arctang——^.^ r(i-+--s) TC^ blog^

II. Appliquons la même méthode de M. Lindelôf à la série

/ \ — i a* a?»^^r^r^r'"
nous trouverons d^bord

, . î r* x^dz
<p(a:)= ——=+/ ————-y

2V^ ^O r(-5-hl)

i/Ç /'aB e^^ -l- e-^ rao ^-•rs ^s+VL- / • ' ^e-^dt / _ sin(^log^).
^ Jo ^-^-^ Jo /?

Intervertissons l'ordre des intégrations et remarquons que

/— ^<4-^-îi< r» . ^aB sinaf^
f —-———— e-^ sin at dt == — / e-^ sin atdt-^i / —-———.
^ e^-e-^ J^ J^ e^-e-r.

— a I e a — I

a2 -(- it2 2 e® -h î ?

nous obtenons

(s) ^.—-.r—i^-
2/î ^o r(^-+-i)

V^ /"0 e-^dz z—i _ ̂  ^ e-^dz \ogjs
^ ^JQ /; -S-H TC Jo /S ^-+-logl^<

Or on prouve aisément, d'une part, que,

Jy r * e - ^ d z z — t î /- fx r^ , ,
—— I ——7— ——— = —= — /î e^-+- al/ - ̂  / e-^ dt
2^Jo v/i Z~J^1 î/^ V <lt ^o
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et, (Tautre part, qae

L'égalité (5) devient donc

_ (9W xz ^dz i r _______x-. x î€lz l C*e-^dz \o^z
€x'~~ 1 ~^""""ïJo i/î TH+lOff^

( ) e x ^ r ^ - ^ ) ^ "T^"^10^5

formule valable tant que P.R. a* ;> o.

III. En remarquant que

•m-e^— — == Ca^cosTC^I —-———-e \ s

où P(*y) désigne la fonction de Prym, partie méromorphe
de r(.x'), on obtient une nouvelle expression de e^, savoir

i i i f" . P(i—2),e^ = = - - + - — 4 - — / xz simtz—-———-dz
. ^ ^ /»« p /^_^^\

(7) ^ = - - 4 - — 4 - — / .r2 sinTt-s—^———i^v / 2 ^e ^JQ z
i

x ^ x loe-s-4-— / e'-^^arctang——a<s,
^Jo <IC

équation valable quand x est réel et compris entre o et i.

IV. Voici deux conséquences des formules (i) et (6). Si
Fon pose

• 90

, y^ x^€ ^eZ^an^
0

on a

_r_^__î_r /(^•"(^••^"gi^)
' Jo r(i-+-^) it^ e »

r - z » d ^ _ i /•- -(^•"^••ctang^-
^-y. TTn-?y-U ^—————"——<to

(it»-hlo«*.r)11

et symboliquement

'{—)•- f.
znds

•{—)» r { z + -\ 2^
[(»-n)ar&tangj^j,» _ r(»i + i)cos | (»-(-i)ar&tang

-L r e~•c L / " loga-J j
TC->/0 ^ (^-.^.^

formules qu'on peut généraliser.
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Les nombres a^ qui jouissent de propriétés élégantes, se pré-

sentent dans la partie holomorphe dexP p ̂ ~ ̂  ± p(i•+••y) COSTC.C
et, de ce fait, on peut déduire la formule (7).

V. On peut tirer de l'équation (i), en la différen liant, la formule

/o \ F* dz f ^ r" ^e-^dx(8) l^^-^-^jl l̂og^

où n est un entier positif ou nul. Je vais généraliser cette formule.
Supposons que a désigne un nombre quelconque réel et positif;
on a

/*a

j, ^sin^^=ïî-^ïiîi(sinawloga-wcosalt)+î5^^^îi•
Multiplions par e'^dz et intégrons de o à oo; le premier membre

devient
/•° ir .-LW)^

etFon a

t^\ r0 dz r^ e^z^dz(9-/ / *F7T"; :=s= cosait / —————
J-a1^) Jo ^2•+-log2^

_sin^it y00 g-3^ log^ ̂  /"• e^ dz
^ JQ W'-hlûg2^ J^ TCÎ-+-log2^"

On trouve de même, Q(.r) désignant la fonction holomorphe de
Prjm,

(le} f sinwyQ(i—^)rfy
•̂ n

—w/.n<^,r /"'i6""̂ ""0^? • r^e-^-S-alûg^^=wcosa'îc * ———.——-4-sinaTC l —————&——»
J^ ^-hlog2^ ^ TC»-hlog^

Cherchons une transformation analogue pour

(n) f smvyP(ï—y)dy
^a

_ r^^vydy i /'^sinityc^ 1 /•-sinTC^^
Ja y-^ i^ ^-2 i.2^ .r-3 + ' - ' -
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On démontre facilement que

pour a <^ n

r^sïïïTtydy r* e-^-^t dt1 ————^——^ = ( - l ) » T C — — C O S T T a / ——————————
Ja y - ^ ' J. 14- f

-/
(I2) ^ pour a=n

pour a> n

/% 00 ^ ».

+sinita / e-171-^^———•
i + <*J

r-^_^^ ;
JB ^ — W ' ' 2 '

/"'sinitydy /•"'^—("-"iitî^ /'Si n Ter dy rao ̂ -(a- /»)na ̂  /•00 g-(a-/»)ii< x rfz
—-———=cos7ra / —————-—+sinTCa / ————————.y—^ Jo i4--»1 JQ i-+-^»^ -^^=cos1la/ .+.' +sin1t^

Supposons Sabord, dans (i i), a == o; îl vient

^"sin^P(,-^)^=,e+^1^^.

En ajoutant membre à membre avec (10), où l'on a fait a = o,
il vient

/ sinTc^rO—^^sTCe-i-it / / z. z,^o ^ v ^ / ^ j^ ^-t-log^
ou bien

/"°j^_ Ç^ j^dz
J, rW6^ ^-<-iog<<s*

Ajoutant alors à (9), on trouve

(,3) r^=^n^ r ̂ ^ _ ^q^ r-e^^^zdz
^-ar(z) JQ ^4-logî-S TC ^ Tt'+log»^

Si a est entier, on retrouve (8).
On déduit de (i3)

r"____dz . y90 e-^z^dz
/ -7————=e+sina7r/ ————————
^r^-i-l) •̂  /s(^H-iog»^)

cosa-re /<ao g-^g^^loggc^
w ^o ^(W+log^)"
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Le calcul de j —— se fait ensuite à F aide des formules (10),

(i i), (12) et donne le résultat suivant :
Supposons n < a < n 4- i et posons

/ . X X 1 a*»-i
<p»-i(d?)==i+- +—— 4-...-+-i r î - - 4 - ^ ^ " ^

on a

(I4) .^F^-'P-.-.CO-^osa^" ̂ ^ [<-.-^_,(-,)]

sinaTC /<"-5-aloe-^^ -
-(-——J( ^+iog^t^-y<.-.(-^)].

Reportons-nous au Mémoire de Cauchy Sur un nouveau
genre ^intégrales (anciens exercices d'Analyse, 1*'® année),
nous verrons que la formule (i4) peut s'écrire

F " dz r^z-^e-^dz
1 F77T == €—Va-tW-^cosav: I ———,——

•^ T ( z ) T ^ ^ J^ Wï-i-log1^

sinaTC rfwz-ae-z\ogzdJK
^ J^ w t + l o g î ^ ?

le symbole f représentant ce que Cauchy appelle une intégrale

extraordinaire. La formule (i4) subsiste si a est entier, et Fon a

^'î^)==<^-•P-•--<I)-t-<-I)BJf".Çî^^-^-.(-.)].

VI. On peut généraliser Féquation (i3) en cherchant la valeur
principale des intégrales

/^ao sinbTvy dy /"0 cosô^y dy
J-a sin7c^ r(y/ J_^ sinTry r '̂

où è est un nombre réel et positif.
En employant la marche que je viens de suivre au paragraphe V,
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on trouve
/ r \ i /*°° sin^-rcr û?y(l5) val.pr.l —,——~-——J-a slnT^ ^(y)

==—e—co8 Î ^Acos('ï t6—simvb)
_ - /"B e-~^za dz siniréa /'ao e-^^ log-s ûf̂

4- 6 cos v.ba \ —r-——,—— — ———— I ,,.————— >Jp ^ô^-i-log2^ TC J^ Tt^^+log2^

, /*to cosô-ffr â?yval. pr. / —:——"- ;——
- J-a slnw^ ^(^)

== e-®08^6 sin(-rr6 — sin-rcô)
- , , /'* e~zza•d3 cos'Kba ^we~•z^a\Q&^<i^

-\-bsïm:hal —r=——;—r--4-————1 ,,,——-——»
JQ TCÎ^-hlog2^ 'K JQ TCÏ^-hlog2^

û est un nombre réel positif ou nul.
Quand b est un nombre entier positif, le premier membre

de ( i5) se réduit à
/^sinn'rcy dy

•La sin7c^ fTJT

car sin ^Try est divisible par sin Tçy.


