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RECHERCHE EFFECTIVE DES RACINES REELLES
DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES;

Par M. R. pe Montessus (*).

Soit a résoudre I'équation

= _._oB_ a(@+nBB+i)
o_F(a,B,y,-—a‘)_l l'{+—l_-—ﬁ-wm’——““
La série F(a, 8,7, —) converge si —1<<x <1; elle prend une
valeur positive si z << 0; nous avons donc simplement i calculer
les racines comprises entre o et 1.

(') Cf. KugiN, Mathematische Annalen, t. XXXVII. — Hurwirz, lbid.,
t. XXXVIII et XLIV. — HiBert, Journal de Crelle, t. CIII. — STIELTIES,
Comptes rendus, t. C. — R, pE MonTEssus, ZJbid., 190g.
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Rappelons quelques formules (')

(0 ﬂ%ﬂ:%[’(a+l,p+l,1+hx)r

(D) a(t—z)F(a+1,8,y,2)+ [y —2e — (B —a)z]F(2,B,7,2)
—(y—a)F(a—1,B,y,2) =0,
() y[a—(y—B)2]F(a, B, 1, 2) —ay(1—z) F(a+1,B, 7y, 2)
+(y—a)(y—B)xF(a, B,y+1,2) =0,
av) y(y—i(z—1)F(a,B,y—n,2)+y[y—1—(2y—a—B—1)7]
< F(a,8,7,2) +(y —a)(y+B)zF(a,B,y+1,2) =0,

(V) F(a,B,er)—F(a»p,‘{—l,x)
—_ =
- Y(Y_I)F(a+l?p+l’Y+l1x)7

(VI) F(a+1,B,y, 2)—F(a,B,7,2) = p7"’:F(a+l, B+1,y+1, 2).

Nous allons appliquer & Péquation proposée le théoréme de
Sturm, sous la forme généralisée qu'en donnent les Traités d’Al-
gébre moderne; il suffit de supposer que le premier membre de
I’équation proposée est continu, ce qui a lieu ici, dans les limites de
convergence de la série.

Nous aurons a faire diverses hypothéses sur I’ordre des gran-
deurs réciproques et sur les signes de a, 8, v.

Hyrormise I. — o<a<1, o <B<y.
Iei, 1> ‘% et, a fortiori, z étant moindre que 1,
af .
(l) > -l—T.z',

considérons les deux termes consécutifs

_a(a+1. (220 —D)B(B+1)...(B+ 2n—l)zm
- 2.3 . 2ny(y +1).. (Y +2an—I1)

Usn

a(a+1)...(a+2an—1)(a+2n)B(B+1)...(B+2n—1)(P+2n)
1.2.3...2n(2r+0)Y(Y+1)...(Y+ 2n —1)(y + an)

Usp+1=

(1) Gauss, Werke, B. IIl : Disquisitiones, etc.
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de la série; leur rapport a pour expression

Usny _ (2+2n)(B+ 2")3..

usn  (14+2n)(y-+2n) "’
or, puisque
@ B
_<ly _<l,
. ! Y
on a aussi
a+2n B+oan ;
Tran <0 yran <t (<h B<Y

et, z étant moindre que 1,

Uspit _a+2n7  B+a2n

= .z'<'1,
Usn 1+2n Y+2n

c’est-a-dire
(2) Usnsy < Usn;
la série pouvant s’écrire
F(a,B,v,—2)= (l - %—g—x)
+ (ug— Us) + (Up— ug) +. ..+ (U — Usn+1) +.. .,
il résulte des inégalités (1) et (2) que I’équation
F(a,B1,—2)=0

n’a pas de racines réelles dans son domaine de convergence si
a<1, B<y; alors, quel que soit z, compris entre —1 et 41,

F(a, B, v, —2) > o.

Hyroraise Il. — o <la <1, B >y>o0.
Tutonkme. — La suite

F(a, B’Y»z)'p g;%’_y,'f—)’

(81) F(a,B,y+1,2), F(aB,y+2,2), ..., F(a,B,y+p, 2),

Y+p—1<B<ly+p

est une suite de Sturm, sous réserve de changer les signes de
quelques-uns de ses termes.



— 104 —

Nous venons de voir que F(a, 3, y + p, z) ne change pas de
signe dans 'intervalle de convergence (— 1, + 1) de la série.

Ou sait de plus (1V) que

(A) (y+h)(y+h—1)(z—0F(a,B,y+h—1,2)
+(+h)[y+h—1—(y—a—B+2h—1)x]F (2, 8, y+A,x)
+(y—a+h)(y—B+h)zF(a,P,y+h+1,z)=0;

établissons maintenant une relation entre

Flo,fy,o), ZB0), piagyrr,2);
d’aprés la formule (I), on a
gB-F’(a, By, z)=F(a+1,B+1,y+1, 2);

donc, en vertu de I'équation (V),

———x—F’(a, By, z)=— sz F(a+1,B+1,y+1,2)

Y1 Y(y+1)
=F(a-, ﬂ; ) x)"'F(aa Ba Y—1, 1‘)',
exprimant F(«, 8,y—1,z) a P'aide de F(«, 8,v,2), F(a,83,y+1,2),
par la formule (IV), il viendra
(B) Y('_x)F'(ay ﬂ, Y m)""Y(Y‘_‘a_ p)F(% p: Yix)
—(y——a)(y——B)F(a, p,Y+" ‘T)=0‘
De cette relation, on déduit sans peine une relation entre
Fl(as p, e x), F(“» Ba Y-+1, x)’ F(“a B‘l Y+ 2, x);
on a, en effet, d’aprés la' relation (IV),
(Y +1)7(—2)F(2, 8,7, 2)

=(y+)[y—(ay—a—B+1)2]Fia, B, y+1,2)
+(y—a+1)(y—pB+1)xF(a, B, v+ 2, 2);

portant cette valeur de F(a, 3, v, 2) dans (A), il viendra

(C) (y+n)Y(1—2)F(a,B,v,=)
—[afp—(t—a—B)y2+(y—a—B)y+1)(2y—a—B +1)z]
x Pfa, B, y+1, 2)+ly—a—B)y—a+1)(y—P+1)=
< F(e, Byy+2, 2)=0.
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En vertu des relations (A), (B) et (C), la suite (S,) est bien

une suite de Sturm.

Hyrornise Ill. — a>1, B> 1>o0.

Trtorime. — La suite
dF 9 ?]1
F(”', p1 Yvw)> (adi -’I/‘),
(Ss) F(a—1, 8, v, 2), F(la—2,8,7,2), .., F(a—1¢, 8,7, 2),
Fla—i,B,y+1,2), Fa—i,B,y+2,2), ..., F(a—i,B,y+h, ),

oLl a—i<Lu, Y+h—1<B<y+h

est une suite de Sturm, sous réserve de changer les signes de
quelques-uns de ses termes, ces changements résultant d’acl-
leurs du simple examen des termes de la suite ().

Il nous suffit d’établicr qu’il existe une relation de récurrence
linéaire entre chacun des termes de cette suite.

Les formules (II) et (VI) donnent

lF'(av vavx)=F(a+"p+lv Y +1, a‘)a

i
meF(a'.'l) p"'l’ ‘\(+l,$)=F(u+l, p,Y)—F(a,ﬂ,nyN

donc
;F,(av ﬂ,Y,x)‘—'- F(a+1, Q,Y)-‘F(“, B9Y1‘z');

eu égard a la relation (1I),
a(z —1)F(a+1,8,7)
=[y—20— B —a)2]F(0, B, ,2) —(y —2)F(a—1, B, 1, 2);
on en déduit

(D) (x_l)zF’(‘l? p7 Y) z‘)
—(y—a—PB)F(a, By, 2) + (Y —«)F(a—1,8, 7, 2).

Mais (II) donne

(@ —1)(2 =) F(a,B, 7, 2) = [1 — 20+ 21— (8 — a +1)2]
xF@—r5,8,7)+(—a+1)F(e—2, pa Y, &).

(') On pourra voir 4 ce propos : R. bE MonTESsus, De l’usage pratique du
théoréme de Sturm (N. A., 1909).
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Suabstituons dans (D); il vient

(E) (@—1(a—1)zor
={[(y—a)(y —a+1)—B(y — 22+ 2)] — B(y — B — 1)z
><F(a—-l,ﬂ,y,x)——(y—a—-—B)(Y—a—l—l)F(a-—-z, By, 2);

ensuite la formule (II) donne

(F) (e —2)(z —1)F(a—1, 3, 7)
=[y—2a+4— (B —a+2)z]
xF(a—2,B,7,2) —(y—a+2)F(a—3,B,v,2),
et ainsi de suite. Si § < v, nous arréterons la suite 4
Fla—i, B, v, %), o<a—i<i;
sinon, nous prendrons (S,) en entier.

1] nous faut alors de nouvelles relations de récurrence.
D’aprés 'équation (11I) nous avons

Y[“—‘—(Y—p)w]F(“—‘, paYa-”")'*("—i)T('—-T)
xFla—i+1,pynz)+(y—a+i)(y—B)xF(a—i, B, y+1,2)=0

et, d’aprés la relation (IV),

(6) (y+p)y+p—1)(xz—)F(a—17, B, y+p—1, 2)
+(y+p)ly+p—r1—Q@y+2p—a+i—f—1)z]
xF(a—i, B, y+p+1,7)=0,

la proposition est démontrée.

Hyroruise IV. — L'un au moins des nombres a, 3, y est négatif.

Nous avons la formule bien connue

(,,_x,)i’_li%f_;x’_ﬂ

+[y——(a+ﬁ+x)w]-‘-‘f—(f-’ap—z’l’—w-) —afF(2,B,1h2@)=0

et, par dérivation,

(.z'—-z*)——‘: +[|+7—(a+6+3)w]$—(aﬁ+¢+ﬁ+1)g =-;o,

....................................................................
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Nous prendrons

dF  d*F &3F dnF

(=) F, & @ @ " a

comme premiers lermes d’une suite de Sturm; nous nous arréte-
rons a I'indice n, défini comme suit.

On a
(D %:?F(a+l,ﬁ+!,y+l,x),
d’ou
%i:;‘ = (%@)QF(a+z, B+2,y+1,2),
an ................................. )

el nous choisirons n de maniére qu’on ait
a+n>o, B+n>o, Y+n>o;
nous prolongerons alors la suite (¢) comme il suit :
1° Si a + n > 1, nous lui adjoindrons

F(x+n—1, B+ n, vy +n, x),
F(a+n—2,B+n,y+n, z),
(01) e ,
F(a+n—p, B+n,y+n, ),

oLa+n—p<iI;

dans le cas ol p + n est <y + n, (¢), (54) est une suite de Sturm
compléte, car F(a 4+ n —p, 3+ n, y+ n, z) ne change pas de
signe quand z varie de —1 & +1. Si B+ n >y -+ n, il faudra
prolonger (a,) par la suite

Fla+n—p,B+n,y+n-+1, z),
F(e+n—p, B+n, y+n+2, z),
(Bg) = { eerereritssieietiiiieiiitnaienenn 5
Flae+n—p,B+n,y+n+gq,x),
T+r+g—1<B+n<y+n+gq

et la suite (o), (¢3), (53) sera une suite de Sturm compléte.
2° Si a4+ n <1, mais 4+ »n >y -+ n, nous adjoindrons a ()
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la suite :
{ F(a+n,B+n,y+n-+1, 2),
\ F(a+n,B+n,y+n+2 x),
(03) Cavinannn RERTER TR RIO TR s
F(a+n,P+n,y+n+k, z),
Vy+n+k—1<P+n<ly+n+k,

et (¢), (73) sera une suite de Sturm compléte.
3° Enfin, si 2 +n <1, 4+ n <y + n, la série

F(a+n, P+n,y+n,x)

ne change pas de signe quand x varie de —1 a +1, et (o) est une
suite de Sturm compléte pour F(a, 8, v, ).

Nous avons écrit les relations de récurrence liant les termes
de (o). Les relations de récurrence qui lient (¢) a (¢,) ou a (73)
s'écrivent sans peine; celles qui lient (o) a (o) également.

Les suites de Sturm indiquées résolvent le probléme du calcul
effectif des racines de la série hypergéométrique.



