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DES GROUPES TRANSITIFS DE SUBSTITUTIONS DE DEGRÉ N
ET DE CLASSE N- l .

Par M. E. MAILLET.

I.

Comme suite à ce que nous avons établi, soit dans notre
Thèse de Doctorat, soit dans le Bulletin de la Société mathé-
matique {^)w sujet de ces groupes, nous nous proposons d^indi-
quer ici quelques propriétés, parmi lesquelles nous mentionnerons
le lemme 1 et les théorèmessuivants :

Soit G un groupe transitif de classe N — i et de degré N, H le
sous-groupe des substitutions de G laissant une même lettre de G
immobile :

I. Si G est primitif et N ^=pmr (p et r premiers différents^
o^, a r — i^o (tnod^?), et rï 11 quand p ==2.

II. Si N == p/? (p premier et premier a p > i ) , on a
3C<--^—^/?, S étant le plus grand commun diviseur de
p — i et Ç, en sorte que p ^ 3. Si', de plus, G est primitif, on a
p — i non premier à p, p^-4- i , p > 5; p — i et p ( p — i) ont
un diviseur commun > 2.

III. Si N = pp2 (p premier et premier à p > i), on a

3C<^ ^_ <.p^{p—ï), S étant le plus grand commun divi-

seur de (p— i) [p2— i) et Ç. Quand p === 2, G est imprimitif
et (V ordre 1 2 p avec p == 3 /+ i. Si, de plus, G est primitif, on a
p2— i non premier à p, p^/?2+ î , et, quand p == 3, p est pair,

IV. Si G est primitif et N^4o1? on ^ 'N=pm (p premier),
et G est un groupe linéaire à m indices réels.

II.

THÉORÈME I. — Un groupe G transitif de classe N — i et de

( 1 ) T. XXV, p. 16 et suiv.; 1897.
xxvi. 17
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degréîi =pmr{p et r premiers différents^ dîordre Ç==NJC, ne
peut exister que si JC < /^-_i ̂  <^y^ avec r— i E= o (mod/?),

o^ ^// (?^ /zo/î primitif et renferme un sous-groupe invariant
d'ordre pm^ rv^' et rv< étant les ordres des groupes de substi-
tutions de G permutables et échangeables respectivement à
un sous-groupe d'ordre r de G.

Soit
Ç== rviv'(i4-7ir),

d'après la formule de M. Sy1ow ( < ) , G renfermant i + nr sous-
groupes d'ordre r, et rv< étant l'ordre du sous-groupe des substi-
tutions de G échangeables à une substitution d'ordre r. G renferme

y^
substitutions d'ordre divisible par r, par suite de classe N et de

plus ( 2 ) au moins *—— (T^+T? — 2) substitutions d'ordre > i

diviseur de/?7"; par suite aussi de classe N, en supposant que G
ne renferme pas un sous-groupe invariant d'ordre p"1. Il faudra
donc

'y^pmrr-=-ï- -h ^"^ (jp^-hjo— 'iXpmr

X^+^tl^
V '2

(,) ^^J:^'^^0'

car v' divise 8, plus grand commun diviseur de r — i et Ç.

On retrouve d'abord la condition connue ( 3 ) /'^> ^—I- De' / î
plus, ^/ n'est pas premier èip, puisque 5C<; v', et / '— i '=o (mod/?).

Corollaire /. — Si^? == 2, G ne peut être primitif que si le plus
grand commun diviseur de / • — i et a^a^— i) est 8 ou ^10. En
particulier, on a r^ 11.

( 1 ) Bull. Soc. Math., t. XXV, p. 193; 1897.
( 2 ) Bull. Soc. Math., t. XXV, p. 27-29; 1897.
( 3 ) Jbid.
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En effet, v' divise 2 W ( 2 W / • — i ) et a ^ a ^ r — i ), par suite
^m^w^— (—2 m r+2 w )===2 T O (2 w —i) et r — i . Si X est premier,
on ne peut avoir ̂ ^'=. o (mod3C), puisque ( < ) H est maximum
dans G; donc v'==201. On a d'ailleurs 3C^3; donc 3C^5,

^ > 5 2 7 ̂ ^ c'est-à-dire v'^8. Si 5C n'est pas premier, on a

/>^>9.

Exemple : Si G est primitif, on n'a pas N = 3ao == 2°. 5.

Remarque. — Quand ^ === 3 et que G est primitif, v' doit
diviser 3^(3^— i) et /•— î . Si 5C est premier, on a v'==301, avec

3a> 5—^y* Si 5C n'est pas premier, ou bien Ç est impair, et

JC ̂ 25, V^> 2 r — 2 25, c'est-à-dire v'^20, ou bien Ç==4^-4-2 ,
2 A* — .̂

X^io, v'> 10, ou bien Ç == 4 A et S^r^i (mod4) avec 3C^4ï
v'>4.

Des remarques semblables ont lieu quand p >> 3.

THÉORÈME II. — Soit N === p/? (/? premier et premier à p >> i) :
«/i groupe G transitif de degré N, <A? classe N — i, (V ordre

Q == N3C, /z^ /?e«^ exister que si 3C <; —/?— ^/?, S c7a/î^ le plusp —i
grand commun diviseur de p — i et y, ^/i sorte que p^3'^ si Q
est primitif^ on a p — i non premier à p, p ̂ p + i et p ;> 5.

En effet, on aura encore, d'après la formule de M. Sylow

(2) Cj>=N3C= p/?3C==7?vi^(/i/?-n),

v < , v' ayant même signification qu'au théorème I. On aura

(3) NX^-^N, 5C<-^-<-^-.p^ p — i ~ p—î

Si G est primitif, on n'a pas p — î premier à o, sans quoi '/
o

qui divise p — î devrait diviser 3C et l'on aurait p^S, 5C <: -v',

( 1 ) W. DYCK, Math. Ann., t. XX et XXII et notre Thèse de Doctorat, p. 18.
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d'où X == v^, c'est-à-dire G non primilîf (1). De plus, si G est. pri-
mitif, on sait ( 2 ) que p ̂ p + i. Enfin, sip == 3, il faut X === 2 et
N — i pair, et G n'est pas primitif; si p == 5, G ne pourrait êfcre
primitif (3) que si X > 3, par suite, d'après (3) si 3C === 4, c'est-
à-dire N — i pair; mais l'on aurait ici, d'autre part, p—ï==4îpar

suite p et N pairs. On en conclut que G ne peut être primitif si
/>==5.

Exemple ; Si G est primitif, on n'a pas N = = 2 9 7 = = 3 3 . I I ,
parce que 11 — i === i o est premier à 33, ni N = = 3 I 5 = = 3 2 . 5 . 7
ni N ==375= 3.53.

Corollaire I . — Si N est pair et a un diviseur premier p
inférieur à tous les diviseurs de N — i , G ne peut être transitif
que si JN = o (mod/?2).

Corollaire I I . — Si N est impair, soit/? son plus petit diviseur
premier : G ne peut être primitif à moins que N =. o (modp2).

Corollaire I I I . — G ne peut être primitif : i° si v'^3 ou
si 5^3, a fortiori si p — i et p ( p — i ) ont pour plus grand
commun diviseur 2, en particulier si o === 4 ̂  "+~ 3 et p — i == 27",
si p== i2À'— i etp — i == 2^3^, etc.; 2° si v'^4 ou si S^4.

En effet, le plus grand commun diviseur A de p — i et p p ( p p —i)
est celui de p— i et p ( p — i) : A est pair et l'on n'a A S 3 que si
A ==2.

Quand v'^3 ou 5^3, on a p >> 5, et, d'après (3), 3C^3, en
sorte que G n'est pas primitif.

Quand v'^4 ou 5^4? on a? d'après (3), X ^ 4 ? et

^A^-
G ne pourrait être primitif que si X^4? c^ qui exige 5C === 4^ 7—'

(1) Alors, en effet, G renfermerait un groupe d'ordre p ^ ^ ' renfermant H ou
un de ses transformés par les substitutions de G.

( 2 ) Bull. Soc. Math., t. XXV, p. 18; 1897.
(3) Voir notre Thèse de Doctorat, p. 65.
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d îoù.v /= 4 > H ne serait pas maximum dans G, ce qui est impos-
sible.

Exemples : Quand G est primitif, on n'a pas

N =260 == î'.S.iB. ni N === 280 == 23.5.7.

III.

Lemme I . — Soit G un groupe quelconque d'ordre

y = o (modjo2), avec Ç ̂  o (mod/?3),

p étant premier, çt Q ^/^viV^i 4- /y), jo^v' et/?2^ étant res-
pectivement les ordres des groupes H' et K. des substitutions de G
qui sont permutables à un sous-groupe H d'ordre p2 de G ou
échangeables aux substitutions de H. Si v< v'== ̂ \ V g y P2^\ étant le
plus grand commun diviseur des ordres des groupes des sub-
stitutions de H'échangeables à une substitution d'ordre jo, G con-
tient au moins

<<> s^s^
substitutions d'ordre s== o (mod/?), Ç étant égal à v' ou Va? et S étant
le plus grand commun diviseur de Ç et p — i ou ( p — i)(/^2— i)
respectivement, suivant que G contient ou non une substitution
d'ordre p2.

Il nous suffit, pour le voir, de généraliser un lemme que nous
avons donné (1) antérieurement. Nous conservons, en principe,
les mêmes notations que dans^sa démonstration.

On a encore ici i 4- np == i + n^p -\- n^p2. Formant le groupe
L des substitutions de G échangeables à une substitution S d'ordre
p de H, on a ^==== p2 v" ( i + hp), i + hp étant le nombre des
transformés de H qui contiennent S. Si h ̂ > o, L est isomorphe

à un groupe L' d'ordre -^ et de degré -^ où la substitution i cor-

respond au sous-groupe (S) de L; L' contient (2) À^(i-|-/y)v"
substitutions d'ordre premier à /?. On peut former un tableau 0

( 1 ) BulL Soc. Math., t. XXV, p. 20.
(2) Bail. Soc. Math., t. XXV, p. 18; 1897.
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de (p—ï)\ substitutions distinctes appartenant à L et d'ordre
= o (mod/?) et ^ o (mod/?2), tableau que l'on fait correspondre
à (S).

De même, au groupe (S,) des puissances d'une substitution S,
d'ordre/? non contenue dans (S), on fait correspondre un tableau
ou ensemble 6, de (/? - i)5^(/?— i)(i + h,p)^ substitutions
distinctes d'ordre EEE o (mod/?) et ̂  o (mod/?2). Les substitutions
de ©i diffèrent de celles de 0; et ainsi de suite.

Quand on aura h == o, à l'ensemble des p — i substitutions
de (S), nous ferons correspondre l'ensemble 9 des

V(p—i)ï(p-i)^

substitutions échangeables à S, d'ordre =E=o(mod p ) et -é o
(mod/?2), appartenant au groupe d'ordre p2^ des substitutions
échangeables à S.

Enfin, soit T une substitution d'ordre/?2 de G. On a dans (T)
p{p— i) substitutions d'ordre/?2, et, puisque /?2^ est l'ordre du
groupe K des substitutions de G échangeables à celles de (T), et
que K contient au moins v< substitutions distinctes d'ordre premier
à/?, (T) contient ^'(/p2--/?)^ (/?2—/?) substitutions d'ordre
E=E o (mod/?2) et non contenues dans un autre groupe de G sem-
blable à (K). A l'ensemble de cesp(p — i) substitutions d'ordre
p2 de G, nous faisons correspondre l'ensemble 6' de ces 5^(/?2 — p )
substitutions.

Nous formerons encore les ensembles A, B, G, l'ensemble G
comprenant tous les ensembles 6, 8, ©' ci-dessus obtenus. G
contient

D ̂  2(/? — i)v"(i + hp) + (l 4- np)^i(pî-p)^

substitutions distinctes d'ordre EEE o (modp), où ^ est i ou o sui-
vant que G contient ou non des substitutions d'ordre/?2.

Si les quantités v" qui sont toutes multiples de v< sont de la
forme v"=== v< /^, ^ / étant leur plus grand commun diviseur, on
aura

^(p-iV(i-^hp)
= (p — i)vi/2 ̂ (i -+- hp) ̂  (p — i)v^(ï -4- np) (sp -+-1)

e L

(5) D^-i).i(i+^)[/(^+,)+^j^,P_^l[^_^^^

avec l^i et s -f-TI == i.
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Le lernme 1 résulte de là immédiatement comme nous allons le

voir. Mais la formule (5) pourra donner parfois une limite plus
avantageuse.

En effet, si p2^ est Fordre du groupe des substitutions de H'
échangeables à une substitution d'ordre/? de H', on aura ^v< mul-
tiple de v^ et /v^v^.

Enfin^ on remarquera que ( ^ ) v7 doit diviser ( p2 — i) Çp — i) si
G ne contient pas de substitution d^ordre jo2, et p— i si G en
contient. Dans le premier cas,

(6) ^cs^-ll(p+,)>cj^--1-l^>g^-l-,= y ^ / ^ + I ) = y ^ ^ = y ^' ' ~ v pî^ - ' v D2 V i V d D'VÎ

puisque
^ lV . Vi^

T^-^"^2'

d^ailleurs Vi divise v^ , en sorte que Vg divise x/, par suite 5; dans
le second cas,

< 7 ) '̂ ^T1--
en sorte que, dans les deux cas,

o^—i
(8) ^ï^ ~̂p^V

C. Q. F, D.

Ce lemme nous permet de formuler pour les groupes de degré
pm^ (p et /• premiers différents) ou de degré p p des théorèmes
analogues aux théorèmes 1 et II.

THÉORÈME III. — Un groupe G transitif de classe N — i et
de degré N=/?w/•2 (pet r premiers différents^ d'ordre

Ç==N3C, ne peut exister que si 3C <; 2r—^-—'Ç^Ç, avec

r2—i ^o(mod^), ou s'il est non primitif et renferme un
sous-groupe invariant d9 ordre p'", ̂  ayant même signification
qu'au lemme /.

Diaprés le lemme I, on aura, en raisonnant comme au théo-
rème I,

(9) ^'S^-1^^

(') Cuil. Soc. Math., t. XXV, p. 204; 1897.
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où S a même signification qu'au lemme I. On retrouve la condi-

tion connue ( < ) r2^7-——• De plus Ç n^est pas premier à /?,

puisque 3C << ^, et r2 — i ̂  o (mod/?).

Corollaire Z. — Si p = 2, G ne peut être primitif que si le plus
grand commun diviseur de (r — O^2 — [) ̂ l ^(a^r2— i) est 8
ou ̂ io.

En effet, si 3C est premier, v< v' == v^ Va n'est pas =. o (modîC) ;

donc Ç == a», en sorte queJC^ 5, a01^ 5 27^ 2? c'est-à-dire Ç^8.
Si X n'est pas premier, on a

*> y*2 — ^ i

S>î^^>9.

On a ici, quand p^3, une remarque analogue à celle du théo-
rème I.

THÉORÈME IV. — Soit N==p/?2 (p premier et premier
à p << i): un groupe G transitif de degré N, de classe N— i,

d\ordre Q == N3C, ne peut exister que si 3C < ^_ Î^P^ÇP — I)»

S ayant même signification qu'au lemme I. -0<? /?^5, si G ̂
primitif, on a p ̂  3, /?2 — i non premier a p, p ̂ /?2 4- i •

On raisonnera comme au théorème II : on remarquera que si G
contient des substitutions d'ordre/?2, S doit diviser/?—i, et3e<jo,
en sorte que/? ^ 3 ; quand G est primitif, il faut dans ce cas p — i
non premier à p et/? > 5.

Corollaire I. — Un groupe G transitif de degré N == 4p (? lm"
pair) et de classe N — i est imprimitif et d'ordre i2p, avec

p == 3/-+-I .

En effet, on a 3C<< 4? c^est-à-dire 3€ == 3, 0"=== iap, p == 3?+i.
G n'est pas primitif, puisque X == 3 et p > i.

Exemple : G ne peut être primitif quand N === 824 == a2^4

ou N=364 = = 2 2 . 7 . I 3 o u N = 3 9 6 = = 2 a . 3 2 . I l .

(') Bull. Soc. Math., t. XXV, p. 37-29; 1897.



Corollaire I I . — Un groupe G primitif de degré N == 9? et de
classe N — i est de degré pair.

En effet, diaprés le théorème IV, 9 — i = 8 ne peut être pre-
mier à p.

Exemple ; G ne peut être primitif si N === 225 = S2^2.
On pourrait encore obtenir ici des corollaires analogues aux

corollaires I, II et III du théorème II. Nous croyons inutile de les
énoncer.

IV.

Fn appliquant ce qui précède et les résultats déjà obtenus par
nous antérieurement (1), on établit de suite le théorème suivant :

THÉORÈME V. — Les seuls groupes primitifs de classe N — i
et de degré N^40 1 sont ceux de degré égal àp"1 (p étant pre-
mier), et sont linéaires à indices réels.

En effet, les seules valeurs de N qui puissent faire exception (2)
seraient ,N === 216== ^33 et N== 288== S^5.

i° N = = 2 l 6 = = 2 3 3 3 .

On a N — i == 5.43 == ai 5, en sorte que Q = N 5C == 216.5
quand G est primitif (3).

On a alors ( 4 )

g == 33v(i + 3/ii-h 32/12-4- 33/13) = 33v(i +3/Q,

où 3S est Fordre du groupe des substitutions de G permutables à
un groupe P d'ordre 33 de G. On a, puisque G est primitif, v pre-
mier à 5 et n > o, en sorte que i + în est égal à 10 ou 4o.

Soit i-(-3/i== 4o; on a /i< 72= o et G contient un groupe Pi sem-
blable à P et ayant avec P un sous-groupe invariant P' d'ordre 32.
Le groupe (P, Pi), dérivé de P et P| serait imprimitif, d'ordre
CT== 33[Jl(I 4- ï n ' ) < Ç, et l'on aurait /î'>o, ce qui exigerait,
puisque cet ordre est premier à 5 et que G ne peut contenir de

( * ) Loc. cit.
(2) Voir notre Thèse de Doctorat, p. 55, et Bull. Soc. math., t. XXV, p. 16 et

suiv., 1897.
(3) Thèse de Doctorat, p. 55.
(4) Ann. Fac, Se. Toulouse, D.p. 7; 1895.
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sous-groupe invariant d'ordre 216, y. (i -+- 3n') = 4, Tn==332-\
(P, Pi) ne contient aucun sous-groupe invariant dans G et est
maximum dans G.

Soit i + 3n == 10 : G contient encore un sous-groupe d'ordre
nr= 33 a2 maximum dans G et ne contenant aucun sous-groupe
invariant dans G.

Dans les deux cas, G sera donc ( < ) holoëdriquement isomorphe
à un groupe primitif de degré 10 et d'ordre io.33. a2 que l'on sait
ne pas exister (2).

2° N^aSS^S2^. — Conservons les notations du lemme 1
en prenante = 3. On a N ~ i = 287 == 7.41. D-après (9),

^C<^<8.

Puisque X?7, il faut S > 7. On ^ p - , = ,, et G ne contient
pas de substitution d'ordre 9. Alors (p — i) (p^-. i) ̂  i(^ ç

divise 16, X ==7, Q = 32.^. 7 ; de plus i: > ^J. 7, d'où i^8/
On aOn a

Ç=3»v',V2(i-+-3n),

avec n > o et 14-3/1=0 (mod 7), puisque G est primitif. On n'a
pas, pour la même raison, v',V2=a», etv'.v, divise 16, en sorte
que i+3/^28,v,v^8;puisquev,=Ç,v,=8,v .=, . D'après
la signification de v, et de v'., le sous-groupe L des substitutions
de G permutables à un sous-groupe M d'ordre OTL, = 32 de G est
d'ordre -^= S2.^. Nous nous contenterons ici d'examiner le cas
où L ne renferme pas d'autres substitutions échangeables à une
d'ordre 3 de M que celles de IVT.

L ne renferme aucun sous-groupe invariant M, d'ordre af avec
^ 3, sans quoi M, étant invariant par M, et M par M,, avec 3ÏL
premier à 31L., on sait (3) que les substitutions de M seraient
échangeables à celles de M,, ce qui est impossible, puisque v. = i.
Donc ( < ) L est hoioédriquement isomorphe à un groupe L' tran-

( • ) W. DÏCK, Math. Ann., t. XX et XXII, et notre Thèse de Doctoral, p. 12

( 2 ) JOBDAN, Comptes rendus, 1871 et 1872.
( 3 ) Voir par ex. Ann. Fac. Se. Toul., i8()5 D 17

^l^^^ DYCK' Math- Ann- i xx"cl xxiï- ct notrcïhcsc ^
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sitif, de degré 9 el d'ordre 9.8, dont les substitulions d'ordre 3
sont de classe 9, et contenues dans le groupe M7 d'ordre 9 corres-
pondant à M dans L'. L/ ne contient pas de substitutions d'ordre
= o (mod3) et non contenues dans M', en sorte que L' et L con-
tiennent au moins 9.8 — 9 === 63 substitutions distinctes d'ordre
diviseur de a3.

Or, un sous-groupe de G d'ordre a5 ne peut avoir en commun
avec L plus de a3 substitutions. Il contiendra donc au moins
a 5 — 23== 24 substitutions d'ordre diviseur de 25 et > i non con-
tenues dans L.

G renferme ainsi au moins 63 -+- 24 == 87 substitutions dis-
tinctes d'ordre >> i et diviseur de a5.

D^autre part, d'après la formule (6), G renferme au moins
03_ -

7. a5^2 == ̂ .a5^ 224 substitutions d'ordre non premier à 3,

par suite de classe N. Donc G devrait renfermer au moins
87 + 224 ==3 i l substitutions de classe N, alors qu^il n'en ren-
ferme pas plus de 287. Donc G ne peut exister, c. Q. F. D.


