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Du facteur constant dans U'ezpression de o(x) en produit illimité;
par M. pE Samn-GERMAIN.

(Séance du 17 décembre 1813)

Considérons la fonction définie par Jacobi au moyen d’une série :

(r)=1 —2qcos¥ + 2q‘cos?;—x — 2¢° cos:”%:c iy

ot nous dirons seulement que ¢ est <<4. On peut exprimer-la fonction -
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comme produit d'un nombre infini de facteurs, de la forme
1 —2¢"+ cos %‘9 + gints,

avec un facteur indépendant de z, et que nous désignerons par ¢ (g).
Une simple remarque permet de déterminer ce facteur plus aisément

que ne I'a fait Jacobi. Egalons les expressions de ©(z), ou mieux de
2Kz

) (T) , en série et en produit illimité :
1 —2gcos2z+ 2¢* cos 4z — 29®cosbr - ...
=o(q)(1 — 2gcos2z + ¢®) (1 — 2¢3cos2z 4-¢8)....

Dans cette identité, je fais z = %; il vient

(1) 12420~ + ...=0l@(1 + )1 + €)1 +¢*)....
Faisons au contraire z =0, et changeons g en ¢*, nous aurons
1--2¢'4+-2¢ — ... =o(¢")(1 — ¢*)*(1 — g")*(1 — @*)*.....

Le premier membre est le méme que dans!’équation (1), et le second est
divisible par (1-+4*) (1+4°)...; on a donc, en supprimant ce facteur commun,

o(g)=42(g")1 —g)(1 — )1 — )1 — ¢"*)(1 — g*)(1 —¢%)....

Nous trouvons un produit de facteurs de la forme 1—g¢*, o n a toutes
les valeurs de 1 & oo, sauf celles qui sont multiples de 4. Si on multiplie les
deux membres par (1—¢®) (1—¢*®)..., on n’aura plus de lacunes, et on

pourra écrire, n variantde 1 4 o,
¢(@)n(1 — ¢*) =¢(g")1(1 —¢*);
d’ou-
ole) __ole) ___ 9@ _
nl—g¢* — ol —¢*) " O(1—¢™)

On aura une suite de rapports égaux, dont les dénominateurs tendent
vers l'unité; il en est de méme du numérateur, car si dans I'équation {1) on

remplace g par ¢*, il est évident que, pour p infini, ¢ (¢**) =1. On a donc
) =01—¢) —g)1 —¢)1—¢)--..

C’est la formule de Jacobi.



