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Sur les fonctions sphériques; par M. F. CASPARY.

Dans une lettre que M. Hermite a bien voulu m'adresser, Fil-
lustre géomètre, en généralisant la formule élégante de M. Bel-
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trann
(^ n^ - n(n+i)
{x ^^~~dî~ 2 7 1 + 1 ^^-^-î)'

a établi la relation importante

{xî " " l)v S == A prt+v + Al F7^-1 -h • • • Av p^

et a exprimé, au moyen (Tune formule de Jacobi, les coefficients
A, A(, . .,., Ay sous la forme d'intégrales définies (').

Je me propose, dans cette Note, de généraliser les formules de
Jacobi, de M. Beltrami et de M. Hermite, de déduire les valeurs
numériques des coefficients A, Ai, ..., Ay et d^établir, d\ine façon
tout à fait élémentaire, quelques autres formules qui me paraissent
non sans intérêt pour la théorie des fonctions sphériques.

1. Les fonctions sphériques de première espèce, que je désigne
par Pr{^) ou plus simplement encore par P^, sont les coefficients
de a^Çr === i, 2, . ..) dans la série

( I ) T=( i—2aa?4-a2p '===i-haPi+a2p2- t - . . .4 -a"P, t -+- . . . .

On lire de cette définition, en différentiant par rapport à a et
à.r(2),

(n) ^^-(^-^T,T2 ày.

-L àT

T2 ~àx
/ i r r \ î ^ T'
(m) ^ -̂  == aT'

OU

( ,-2a^-+-aî)^=(.y--a)T,

( i—aa^+aî )^ 1 = aT.

En égalant dans les deux membres de la première formule les
coefficients de a" et, dans les deux membres de la deuxième
formule, les coefficients de a"4'1, on obtient
( î) (n 4- ï)Prt+i —(2/i-M)*rP/»-+- nPn-i-== o,

W P^l-2^P;,+P;,.i==P,,,

( ' ) Voir HERMITE, Sur les polynômes de Legendre {Journal de M. Kro-
nec^er), t. CVII, p. 80.

(-') Voir Journal de M. Kronecker, t. CVII, p. iS;.



- 13 -
où

dPr
dx

Si Fon différenlie la formule (i) par rapport à x, et si Fon éli-
mine successivement P^, P,/_^ P^+n on trouve

(3) P^i--P,,_i=(2/î4-l)P,,,

(4) P^-i-^ =(n-i-i)P,,,
(5) ^P'n -^-l=^P»;

et en differentiant ces formules ( v — i ) fois par rapport à .r,
on a

(6) P^i-P^i=(^-4-i)P^
(7) P^i-^P^^+^P^
es) ^p,r- p^i - <^-^ -^ i)?^,
ou

0(V) _ ^^H / . _ , . , ,,\
/A ~ "^v"^ ' ' "^ )'

Les formules (7) et (8) fournissent encore les relations

(9) (/l - v + OP^i - (^ + O-^P^ + (^ + v)P^i = o,

(10) P^i - 2.rP(,r4- P î == (^ - i)?^;-*',

dont la dernière découle aussi de la formule

i <^T . . (^-IT
Tî^-^'-1^^^-

qui est elle-même la conséquence immédiate de la relation

à^T
(IV) ^ =i.3.5.7...(2v-i)avT2v+*.

2. D'après la formule (II), on a

(.y-a)^ =(.r-a)2T3;

et comme on a aussi identiquement
(a7 - . a )2= . r2_ i+ ( i—2aa74-a2 )===( . r2_ i ) -+ . _L^,

on obtient
(rr-a)^ == (^_ Q T3-+-T,
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ou, cTaprès la formule (III),
\rm \rp

(.y2__ i) vl = a(*y - a) — - aT.
' ' àx av.

En égalant, dans les deux membres de cette formule, les coeffi-
cients de a", on trouve

(n) (^-i)P;,=/i(a'P,,-P,,-i)

et, à cause de la formule (i), on en déduît aussi les relations

(12) (^-l)P;,=(7l-l-l)(P^i-.yP,0,

(•3) (^-i)p^ ^"^(P^i-P.-i),

dont la dernière est celle de M. Beltrami.
Si Fon différentie cette formule, on en tire, au moyen de la for-

mule (3), Inéquation différentielle bien connue

(.4) d-^^-=n^^

à laquelle on peut aussi donner la forme

(^—î)Pn^-ïvP^=n(n-{-i)Pn.

Par différentiation, on en tire immédiatement

(^^l)P<^)+2(^-+-l).yP^)=:[^(^+l)--^(îJL-hl)]PW,

et en multipliant par (a-2— i)l1, on a

(;yî— i)(i.+i py+2)^2(^ + i)a-(a?2- i^Py-^ == (/i — pL)(/z -4- pi 4- i)(a?2— i^P^

ou

<i5) ^^"'jr1^^1^^"^71^^^0^2""1^^
et, par conséquent, plus généralement,

^-H^-^-Mpy+l)

dx^1

= (^ — ^). . . (/? — y. 4- X)(TI -+- y. — x'+1)... (n -+- (A ̂  ix^ — i^py-^,
( X = = 0, I, 2,. .., (Jl), ({JL =0, I, 2, . . . , n—l) .

La formule (16) donne naissance à beaucoup de relations dont
je vais établir quelques-unes, savoir la généralisation d»e Inéquation
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différentielle (i4)? l81 généralisation de la formule de M. Beltrami
et les deux formules importantes que l'on doit à Rodrigues et à
Jacobi.

En effet, si l'on pose dans la formule (16) ^ -(- i == y. 4- i == v,
on en tire

^( y2__ I^VP^1

(17) dx- ^ (71~V-4 -1 ) (71 -V-4 -2 ) . . . (^V)P^

formule qui représenle la généralisation de Inéquation différen-
tielle (i4).

De plus, si l'on pose \ + 1 == v — i, [JL 4- i === y, la formule (16)
prend la forme

^"^x^0 '^^^^^^0 ' ' '^^0^^^'''^^^^2""01 '^
et, d'après la formule de M. Beltrami, on obtient la généralisa-
tion suivante de cette relation

^-1(^-I)VP^ ( ^ -V - ^ -1 ) . . . ( 71+V)(I8) —dx^— = ——ïzm——(p^i~p.-i).
Pour déduire de la formule (17) l'expression connue de P^, due

à Rodrigues et à Jacobi, j'y pose v == n. Alors on a

^-•W^.,.3 ....^.p^.
(/.r71

Or on déduit de l'expression (IV)

P ^ ) = î . 3 . 5 . 7 . . . ( 2 7 l — I ) ;

donc la dernière formule devient
d,n { j j î __ j \n

I. 2 .3 . . . 2/1. P,, = 1 . 3 . 5 . 7 . . . ( 2 7 1 — O———^———

ou
p - î ^(^-1)^

(I9) 1 n- .2^.1.2.3. . . . /z ^rt

Au moyen des valeurs de P^ et P,,, que je viens d'établir, la
formule (16) fournit enfin, pour [ JL==/ I—I , ) .==/z—v— i(v</i):

d-^——^Py ^ ,^^ .(n-.)(n^^t)..^n(^-^P'y
dx'1^
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ou encore
fin—^fyï_\\n î «i •) n

t . 3.5. . . (2/1-0-———^———u- ==——————L2--^^ (y2_.^p(^v / dx1^ (n— ^ 4 - 1 ) . . . . ( / î -+- v)' /1

ou enfin
( fi^-^a-2— iV1

(20)
dx^-^ == 2'*. î .2.3... nÇx9— i^P^,

_ (.r2—!^ ^^(.r2—i)"
~ ( /i — v + 1}.. . ( n -+- v ) dx'^^

formule qui est due à Jacobi.

3. En differentiant la formule de M. Beltrami (v — î ) fois par
rapport à .r, et ayant égard à la formule (9), on obtient

(^-^-I)(.y2--•)P^
= (n - v + i)(n - ̂  4- î)P^-(n 4- -/ - i)(n + v)?^.

Par conséquent, on a, après quelques calculs simples,

/ ç^-,ypy

l == -4- ( ^ — ^ • 4 - l ) ( ^ — v - h 2 ) ( / t - - V - h 3 ) ( / l — V - 1 - 4 ) p/v-2»
^ (%/ î4 - î ) (2 / l+3 ) "+2

^^ ^ — ^ ( ^ — ^ + ' ) ( ^ — ^ 4 - a ) ( ^ - + - V — l ) (^-4-^) p(v-2>
( - 2 / l — — l ) ( 2 / î - + - 3 ) /t

(/t -hV— 3)(/Z -+-V — 2 ) ( ^ - 4 - V — I)(71-4-V) ^_^
(.^,1-.I)(.^+J) ^-2»

formule qui se transforme pour v == 2 en celle qui finit la Note
de M. Hermite (loc. cit. y p. 83).

En multipliant la formule (22) par ( . r 2 —î), on en déduit,
au moyen de la formule (21), la suivante

(^2__i)3p^

= -L- (^—V-4- l ) (^ - -^4-9 . ) ( / l—^-h3) (^—V-^4) ( / t—^-4-5) ( /?——V-+-6) (,,_3,
(în-{-i)('in-h3)(ïn-}- 5) rt+'3

— î (^--v4-i)(/i~v4-2)(7i—v-^3)(/i—v-+-4) (/z^-y—i^/t-}-^) ^_s,
(23) ' (2/l-H)(2/l.+-5) " %/ l - I rn+i

, (^—v4-i)(^—-v-4-a) (/i4-v—3)(n4-v—?.)(7i+v—i)(/i-4-v) ^_^
(2/l+l)(-/.7l+3) 2 ^ — 3 //-1

__ (n-hV—5)(7t-4-V~-4)(^d-/ l--3)(^-h^--2)(/ l4-^—T)(/ l-h^) p(y_3,

( 2 / ^ — 3 ) ( 2 / l — I ) ( ( 2 / ^ 4 - I ) ^ /t-•î '

D'une façon analogue, en multipliant la formule (23) par (.r2— î) ,



on obtient, an moyen de la formule ( ^ i ) , la valeur de (x2—- i ) '* P^';
et en calculant ainsi , de proche en proche, (.r2—i)5?^
(.r2— ï)0!^? ^n est condni l enf in a la formule générale

( (.^-1 )A p;̂  .. ̂ (.- ̂  X, À^ P î̂ ,
( 2 » ) > x

[ ( X = 0 , I ; 9 , . . . . . Â ; À ^ i , 9 . , . . . , ' / )

on
^0 =-- I ,

A ( A - l )
Â l^ l... -

•) - / > ( A — I ) . . . ( A — X — I )A y . - - -——————^——^——————,

Â A - I :

et où

V^.o — ( /l ~ v — I K7 l ~ v •4" <? ) • ' • ( ̂  — ^ + ^ / ^
"'v ~ ' ('2 n 4- i )(9. n + 3 ) . . . ( -z n -r- '2 X — i )

,̂1 ^ [^(,^X)-3] (^-^ï)...(^-^^\-^ ̂ +v-i)(^^)
' ( ' 2 / < — t - I ^ ^ / A - r - 3 ) . . . ( ^ / ? - r - a À — l ) 2 / 1 — î

• • " * ' * ' ' ' ' ' * * ' * * " ' ' • ' ' * ' * • ' ' * * • • ' • • • • • • * • ' • • • * • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ?

• ) Y , / . , -, ( / / /— ' / -+- r ) . . .(n— v -4- ï\—'2 x)A"'x — \9.(n -i- À — >. y.} -(- î 1 ——————————————————^————-——
' O.n 4- l ) ( '2 / l -t- 3). . .(•2/14- '2 À — 2 % 4- î )

(n -r- ^ — 2 x 4- î ). . . ( n + v )
(9.n — -2 % -h î ) . . . ( a n — î )

• • • • • • • • * • • • • • • • • • ' • . • • • . . . . . . • . . . . . . * . . • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
.)^ __ ( 7l 4- ^ — 2 X -+- 1 ) ( /l -h ̂  — 2 A -4- 1 ) . . . ( n -h V )

//'v ~ ( 2 /l -1- ï )( '2 ̂  — 9. À -— 3 ) ( 2 n —— 9. X -r- 5 ) . . . ( 2 n — 1 ) *

Dans le cas particulier on À === v, les numérateurs des coeffi-
cients A^, A^, . . ., A,̂  deviennent é^aux entre eux et obtien-
nent la valeur commune

N — ( n — ^ -+-1 ) ( n — ^ -+- ï ) ... ( n -r- v ) ;

par conséquent, on tire de la formule (24) la relation due à M. Her-
mite

,25) (^2_,)Vp^)^(__,)X^A^P,^,2X ( Î C = 0 , I , 9 , . . . , V ) ,

•X

XIX. '2
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et l'on t rouve pour les coefficients A% les valeurs suivantes

^ _ _ _ _ _ _ N _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ^
( '2 n — \ ){-2 n -4- 3 ) . . . { ' > n -+- 2 v — i ) ^
______N ( ' 2 / 1 - 4 - - 2 v — 3 ) i
( 2 H -4- l ) ( % 1̂ -h 3 ) . . . ( '2 n -+- 1 V — I } ( '2 7l — 1 ) ?

________1\ {'in-r- '2V — 4 X -+- 1 ) 1
x — ( '2M4-l)(-2/l-4-3). . . (- î /^-^-<2^—2%+ 1 ) ( 2 / 1 — 2 X 4 - 1 ) . . . ( • T / î — 1 /

AX=

,\ _ ________ ___________________'____________ _____
v ~ ( 9. n -t- i ) ( -2 /< — 'i v + 3 ) ( 2 /î — av 4- -5 ) . . . ( in~~\) '

4. Les fonctions spliériqucs de seconde espèce Q^ (y) sont dé-
finies, diaprés M. F. Neumann, par l'intégrale

^ ^p^
( S --= 0, 1 ,9 . , . . . ) .

Au moyen de cette expression et en ayant égard aux formules (i ),
( i3), (3), (12), on reconnaît aisément ( f ) que les relations ( i) ,
(3), (12) ne changent pas, si l'on y remplace 1\(;2:) par Q,^(y).
Or les relations ( i ) , (3), ( i a ) entraînent les autres; par consé-
quent : Toutes les formules établies dans cette Note subsistent
encore si Von remplace les fonctions spîtériques de première
espèce P/?(^) par les fonctions splieriques de seconde espèce
Q.(y).

(') J'oir ma Noie citée, p. iSq.


