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Sur l'hypercycle et la théorie des cycles polaires;
par M. DATJTHEVILLE,

Maître de Conférences à la Faculté de Montpellier.

(Séance du 17 février 1886.)

I. — Problèmes préliminaires.

Nous adopterons, dans ce qui va suivre, des coordonnées rec-
tilignes et rectangulaires.

Un cycle est déterminé parles coordonnées de son centre et
son rayon. On sait que le rayon d'un cycle est positif ou négatif
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suivant le sens dans lequel on suppose parcouru par un point mo-
bile le cercle au moyen duquel on déf in i t le cycle.

Considérons une semi-droite D (fi^'. i). Menons par Porigine
une parallèle à la droite correspondante, et prenons la région A

Fig. i.
Y|

sur laquelle se déplacerait un mobile qu i s'éloignerait de l'origine
en marchant dans le sens qui correspond à la semi-droite donnée.

Soit (o Pangle, moindre que T:, que fait A avec OX; et soit ti/
Rangle, moindre que T:, que fait A avec OY. Chacun de ces angles
est déterminé par son cosinus. Soient a==cos(o, p == cosco'. On
a a2-4- J32 -===-1. Réciproquement, deux quant i t és données a, p, vé-
rifiant la relation o^+^^ i , peuvent être considérées comme
les cosinus d\ine semi-droite A. Cela posé, la semi-droite D sera
déterminée par les cosinus a, [3, et sa distance à l^origine p . Ces
trois quantités sont les paramètres de la semi-droite.

Soit un point M ayant pour coordonnées (.^jr) et une semi-
droite D avant pour paramètres (a, p, p ) . La distance de M à D
est, par définition, le rayon du cycle de centre M tangent à D.
On voit sans peine que cette distance d est donnée par la formule
suivante ;

d== P.r—ay4-^.

Etant donnée une courbe décrite dans un sens déterminé, les
cosinus directeurs de la semi-droite tangente au point (.^j^) sont
donnés par les formules

as Q as
i == - ? p =-= —— ?

à.r • àr

s désignant Parc de courbe compris entre une origine fixe et le
point (a?, jr), arc pris avec le signe 4- ou le signe —, suivant qu'il
est dirigé dans le sens suivant lequel la courbe est supposée décrite
ou bien en sens contraire.
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PROBLEME I. — Etant données les semi-droites A, A', B,
trouver les paramètres de la conjuguée harmonique de B,
relativement a A, A'.

Prenons l'origine des coordonnées au point de rencontre de A
et de A', l'axe de x suivant celles des bissectrices des droites A, A',
qui est le lieu des centres des cycles tangents aux deux semi-
droites, l'axe des y suivant l'autre bissectrice, et choisissons les
directions positives des axes, de manière que O.r, tournant de
droite à gauche, vienne coïncider avec Oy après une rotation de

l'angle -•

On sait comment on construit la semi-droite cherchée B\ On
décrit le cycle 0' {fig. a), tangent aux trois semi-droites données

A, B', B; la sécante qui joint le point 0 au point de contact b de B
coupe le cycle en un second point b'. La tangente au cycle au
point b' est la semi-droite cherchée B'. Cela posé, .soient \/\ —À- 2 ,
À-, o les paramètres de A; —^/ i — A 2 , À', o ceux de A'; <», (i, p
ceux de B; et enfin a', p', p ' ceux de B'. Le rayon r et les coor-
données x, y du centre du cycle tangent à A, A', B seront déter-
minés par les équations

kx — >J \ — k^y — /' == o,
kx -+• y/i — l^y — r = o,
pa* — y-y -\- p — r = = o ,

qui donnent
P ^Py-0' ^^r ^Fr-p-
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B' étant tangente au même cycle, on a

p't-^-i^-o-
Ainsi la question sera résolue, si l'on détermine a', B'.

Remarquons que, si Porigine des coordonnées est au centre-d'un
cycle, les cosinus directeurs de la tangente à ce cycle au point

M(*r, y ) sont déterminés par les relations a = y, [3=—î .

En effet, si r > o, désignons par y l'angle formé par le rayon OM
avec OX', angle compté dans le sens direct. On aura, en prenant
l'origine des arcs au point y = o, x = — r,

s == rcp, x =—rcosy, y=rsincp,

àx àx à<o . 1 y
d'où

a=^==^^==^s ln (o•;;=s in<P= T9

„ ày ày àvî i x
p = — = — -T*- = rcosœ-- == cosçp == — -•' as à^ as * r • r

Si r est négatif, désignons par y l'angle formé par OM avec OX,
angle compté dans le sens rétrograde, et prenons l'origine des arcs
au point y = o, x = — r. On aura

d'où
5 = — r c p , a ? = = — r c o s < p , ^ = = — r s i n ( p ;

<)rc <)a* <)(p . / i\ y
a = ̂  = à^ ÔÏ == ^ sin cp. ̂  ̂ ) == - sincp = ^

c(r <)y <)(p / i\ .y
p= 5. = ̂  3^ =-rcos<p.(-^= cos<p=- ^

i \ .r-}= cos<p=--

D'après cette remarque, la question se réduit à trouver les
coordonnées de &', l'origine étant en 0'. Les cosinus d'une semi-
droite sont les mêmes par rapport aux axes OX, OY et par rap-
port aux axes Ô'X, O'Y. Les coordonnées de 6 sont donc

x=—r^, y=ra ; et celles de 0, x^=.— ——» y==o. La
droite 0 b a pour équation

_ ai(kx -4- r)
y ~~ i-4-A-p 4

Les abscisses des points de rencontre de cette droite avec le
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cercle 0' sont racines de l'équation

^(kx-^-r)2

^TT^i--^0

OU
(i -+- Â-2 — 2A:P)a?2 + ikraftx — [Sr2[;3(i -+- A-2) — 2Â-] = o.

L'une des racines étant (— rjâ) et l'autre (— ^P')? on a

d^ù

^_ p^[p(i+^)^2Â:].
r P^ - i+^-aÂ-P

.2X:--P(l+^)
r ~ i ^ - ^—îX-P *

L'ordonnée du point b1 étant a'r, on a ensuite

ar ^( I+Â ' 2 )PÂ '— 2 Â : 2 1^-T-^^^^^p ^
d'où

(i--^)a
À - Î — Î Â - P

Enfin on a trouvé

P^-^^————

on en tire
,_ - P ( l - ^)

p ~ I4 -Â-2- .2Â-P*

Les paramètres cherchés sont donc

(^ .' O-^)06 w ^-(i+k^ (i-A:î)p
(I) ^^^i+^-^p' ^ i+^-^p ? ^=~-,+^-_^p-

PROBLÈME II. — Connaissant les paramètres a, (3, jo d'une
semi-droite relativement à un système d^axes, trouver les pa-
ramètres a', P', p ' de la même semi-droite relatifs à un autre
système d^axes.

Soient a, b les coordonnées de la nouvelle origine par rapport
au premier système d'axes, et soit (o l'angle que font les directions
OX, OiX, (angle compté dans le sens rétrograde). On obtient

xiv. 4
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aisément les formules suivantes :

(, '> )

(3)

( a == a' cos eu — p' sin co,
? == a' sin (x> -4- p' cosio,

tp== —p'a+a^+jo';

a'= acostù 4-p simo,
y =— a sin a) -4- p costo,

\ p'= pa—a6-+-/?.

PROBLÈME III. — Étant données deux semi-droites P, P',
deux autres A, A', y^* sont conjuguées harmoniques par rap-
port aux premières, et enfin une semi-droite B, trouver les
paramètres de la semi-droite B', qui est conjuguée harmonique
de B par rapport a A, A'.

Prenons les axes de coordonnées relativement à P, P', comme
nous avons fait dans le problème I. Désignons par les notations
suivantes les paramètres considérés :

P... v/ i—^ y^ o

P'... -y/T^, k, o

A. . . a, p, p

A'... ,̂ jî',7/

B . . . ^, ^ q

B'... )/, (/, q1.

^5 P'?^' s'expriment en fonctions de a, ̂ ,p par les formules (i).
Si l'on transporte l'origine des coordonnées au point de rencontre
de A, A', les nouveaux paramètres seront

A . . . a, p, o; A\. . a', ?', o; B... X, ^ yi; B\.. X', p/, ̂ .

Prenons maintenant comme axe des x la bissectrice des semi-
droites A, A', et comme axe Oy la perpendiculaire avec les mêmes
conventions relativement aux directions positives des axes. Soient
les nouveaux paramètres

A . . . ai, Ri, o; A ' . . . a'i, p^, o;
B.. . X,, ̂  q,', B'... \\, ^^ q\.

Soit (o l'angle dont il faut faire tourner Ox dans le sens rétro-
grade pour l'amener sur Ox^. (o est défini par les conditions

P = P n a i=-a i ,

c'est-à-dire^ d'après les formules (3),

P cosio — a sinco = j^ cos (ri — a'sinco.



On en déduit
- M -

? — ? 'tangœ= -̂̂ .

Les formules (i) donnent

( i — /:2)a _ 2Â-a (Â:—S)
a — a == a -

I -+-A2—Î^P ~ I-+-/C2-2/-P7

^—(1-4-A:2)? _ 2(/.:—P)(/:P--I)

I-+-^2--2A:P ~ 1 - 4 - Â - 2 — 2 Â - PP-P'=P-

Delà
Â - 8 — i . Â - Q — I A atangù) =—'-——? s i n ( o = — ' ^ cosco == =^'

^a ^i_^./.2^-^^ ^i- , -^2_^^^

Cela posé, les formules (i) donnent

a^i
1 i+^-î^^

' _^l-(T4-]3î)^
^l- i+p^-^i^ ?

./ ___-«î^i
^ ^ i + P î - ^ p i ^ i '

cl les formules de transformation (2)

V == \\ cos a) — (AI sinœ, {A' = X^ sin co + ;AI cos (o.

1° Calcul de V. — Le numérateur de \' est

(i — pî)Xi cosw— api sine» -r-(i-+- Pî ) fA i sinco

OU

ou

ou

(Xi cosù)-^- (Jii sino»)— Pî(^i c08^ — ^i sino»)— 2^1 sinco

X cos2 (0 -4- 2 (JL sin (x) cos a) — X sin2 (x) — Xp^ — î îp^ sin co

^(cos2^) — sinîa) — p^-ha^sincricost») — 2^1 sinio.

Remplaçant maintenant sin(o, coso), (3i par leurs valeurs res-
pectives

Â'a . A:p—i
cosa)= « sin to = = — — — — — — — -

V/ ï -h^—aA-p v/ i+Â:2—2Â-p

Ri == ? cos (o — a sin œ ==



on obtient finalement

À| ( /^ - t )^—(/K|3- i ) -2 ]+2a(Â-p- i ) (Â^- i )
I + Â - 2 — ' 2 Â - P

La démonstalion de V est

l+Pî-aj î^

ou bien

20(7.: JB — i)X — 2Â^;ji -h i -h /i2 4- a2 — a/.^
i4-^—2/.:p

On a donc

)^ ^(^-I)a2-(Â•P-I)2 ]X-4->2a(Â-P-I)(^tJl-I)
aa(Â ? — i)X — ï /ca2^ 4- i -+- A-2 -+- a2 — 2^

-î0 Calcul de y.\ — Le numérateur est

( ï — p'?)^i sino) 4-2^1 cos(o—(i -h Pî)^ i cosco

ou

(Xi sinio — ^i cosco)— PK^i ̂ "^ + ̂ i coso)) 4- 2 pi cosco,

qui devient, en réduisant,

J2Â"a[(Â-p-i)^+a]+[(^-i)2-a2(^+i)]^J-^^-^.

Le dénominateur est le même que pour V ; on a donc

^^ 2 Â : a [ ( Â ^ - - I ) X - ^ - a ] • 4 - [ ( Â • P — î ) 2 — ( ^ - ^ • I ) a 2 ] ^ J L
^ ~ 2 a ( Â : ^ — i ) X — 2 Â : a 2 ^ - + - i - h A - 2 + a 2 — ' 2 Â ^

3° Calcul de y\ — Dans le système initial de coordonnées, le
point de rencontre des semi-droites A(a, ^,7?) et A'(a', P',/?') a
pour coordonnées

pa.'-^ py-_Mx- aa'-pa7 ' ^-^r-p^'

ou bien, en ayant égard aux formules (ï) ,

_ p(i-k^) _ kp(i-k^)
x- k-^ ? } - a(/.-?) •

On a donc
^ -..^(i-^2) ^ ^(i-^^) , ,
^-^-T-r-ir-^ a(^-p) +^

„ -^^InA!) ^Ây(i-Â^)
^t - ^ /.-^ - À a( /c-p) + <7 •
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Or, par les formules (i),

•P î -2P l^ l

oa bien, en désignant par D le dénominateur commun de )/ et
d e y . ' ,

- _ a--pyyi
9i-- ——D——•

On a donc, poiir déterminer q ' , l'équation

, jr>(i-/.-') _ . k p ( ^ - k ' ? > )
• /c-^ - a (Â- -? )<^-T^--/-a^)

- _ (k-^ L P(1-^ _ ) ^O-71?) ^ J- " D 1 ^ À- -? a(Â--p) ' ^ j '

ce qui donne, toutes réductions faites,'

- ( k - ^ q ^ ' i
1 - 2 a ( Â : i S — i ) ^ — ik^y

-(k-^q ^.^p(k-^(k-^
ï2a(Â-P — \)\ — ik^ ̂  + i 4- X-2 -+- a2 — -2 À^[î *

On a donc les formules suivantes :

/ ) _ [ ( / > 2 - I ) a 2 - ( ^ ^ - I ) 2 ) : | Â - 4 - f 2 a ( Â ^ - l ) ( Â - ^ — I )
^ -- 2 a ( Â - i 3 — i ) X — 2 Â : a 2 ^ + i - i - Â - 2 + a ^ — 2 Â ' P '

' ' — 'ïky•\(k^ — 0^ •+- «] -H [( ^P — l)2 — (Â^ -4- i)a2] ̂
( 4 ) \ v ' ~ 2 a ( / c ? - i ) X — 2 Â - a 2 ^ - 4 - i + ^ + a 2 — 2 À p - î

y =
.(k-^q^-ip(k-^(k-^

2 a ( ̂  ? — i ) \ — i k a'2 [JL 4- i -T- X:2 -+- a2 — 2 /c [1

II. — Équation tangentielle de l'hypercycle ; propriétés principales
qui s'en déduisent.

Considérons trois semi-droites P, P', D et un cycle R. Consi-
dérons une quatrième semi-droite A. Appelons A' la conjuguée
harmonique de A, relativement à P, P'$ D' la conjuguée harmo-
nique de D, relativement à A, A'. Si Fon veut déterminer A de
manière que D' soit tangente au cycle R, on aura deux relations
seulement entre les trois paramètres de A, à savoir la relation fon-
damentale a2 -+5 P2 == i, et la relation qui exprime que la distance
à D' du centre de R est égale au rayon de ce cycle. Il y a donc
une infinité de semi-droites A jouissant de celte propriété. L'en-
veloppe de ces semi-droites est une courbe de direction que
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M. Lagaerre, qui Fa étudiée le premier, a nommée hypercycle ( ( ).
La relation qui exprime que D' touche le cycle K est précisément
l'équation tangentielle de Fhypercycle. Les formules que nous
avons établies plus haut vont donner cette équation d'une manière
presque immédiate.

L'hypercycle est défini par les deux semi-droites P, P', ap-
pelées fondamentales, la semi-droite D et le cycle K.

Prenons pour axe des x la bissectrice des semi-droites fonda-
mentales (lieu des centres des cycles tangents), et pour axe des y
la perpendiculaire, les sens positifs des axes étant définis comme
au problème I. Soient les paramètres donnés

p... v/r^, k, o; p'... —/7^~^, A-, o;
D... \, (A, q\ K . . . a, b, r.

Soit une tangente à la courbe A(a, P,/?). A' étant la conjuguée
harmonique de A relativement à P, P, et D' la conjuguée harmo-
nique de D relativement à A, A7, si l'on désigne par )/, [ji/, q' les
paramètres de D', on doit avoir

ajji/— b\'-r- q1— r == o.

Remplaçons, dans cette relation, \, ̂ /, q' par les valeurs four-
nies par les formules (4), et nous aurons Féquation tangentielle
de Fhypercycle. On obtient

(5) A a a + a K B a p — î C T î p — a B a — a K D p ^ - a K G j o - r - O - h K ^ D = o,

ou

( (>)

A == 2K(a-+- (Jir) — î(ay.-}- b^)^ -+- b\ —ap. — r-i- y,
B = K(a\—by.)-r-b—\r,

C = K - pi,
D == a (A -r- b\ — q — /'.

L^équalion que nous venons de trouver peut encore se simplifier
par un choix convenable d'axes de coordonnées. Nous conserve-
rons pour le moment la forme précédente, qui suffit à donner les
propriétés fondamentales de Fhypercycle et permet d'établir la
théorie des cycles polaires.

( ' ) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, mar*» et avril i883.
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THÉORÈME I. — Les tangentes à Vhypercycle se groupent
deux à deux, de manière à former un système harmonique
avec les semi-droites fondamentales.

Il est évident, en effet, que A, A' interviennent d'une manière
symétrique dans la définition de la courbe. On peut d'ailleurs dé-
montrer le théorème par le calcul, a', (î', p ' désignant les para-
mètres de A', on a

^—=-4r^p-.), -'=l-=^^ ^-p'=-i^(^-p),
j _ ^2 ( , _ Jfî \2

P'=———Q—P^ 14-^—2^== D ? D = I 4 - Â - 2 — 2 Â : P ,

et l'on voit que l'équation de la courbe reste vérifiée, si aux quan-
tités (A-(3 — i), ... on substitue (Arj3'—-1), ...'.

Deux tangentes, telles que A, A', sont dites tangentes conju-
guées. On peut construire géométriquement autant de couples de
tangentes conjuguées que l'on veut. Cela résulte des rémarques
suivantes.

Étant donnés deux cycles G, C'y désignons par a et a' les points
où ils touchent une de leurs tangentes communes; par &, b' leurs
points de contact avec l'autre tangente commune; par a, j3 les
points milieux des segments aa\ bb'. Le cycle K, qui touche les
tangentes communes aux points a, p, est appelé le cycle moyen
des deux cycles G', G'. On dit que c'est le symétrique du cycle C
relativement au cycle K.

Supposons que les cycles considérés soient déterminés par les
paramètres suivants : C(a, 6, r); C'(a', b1', r'); K.(<^, b\ r"). Il
est évident que l'on a

- a -4- a! - „ b 4- b' „ r -4- ra = ——— ? b = ——— 5 r = ———.
2 2 2

Soient deux semi-droites P, P'. Soient A, A' deux semi-droites
conjuguées harmoniques par rapport aux premières. Enfin soient
B, B' deux semi-droites conjuguées harmoniques par rapport à
A, A'. Je dis que, si G désigne le cycle tangent à P, P', B, et G' le
cycle tangent P, P', B', le cycle moyen de G et de G' sera tangent
à A et A'. Pour le prouver, il suffit de montrer que A, par exemple,
touche ce cycle. Prenons pour axé des x la bissectrice de P, P', et
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la perpendiculaire pour Oy, comme nous Pavons déjà fait. Soient

P... /i-Â-2, k, o; A. . . a, p, p\ B.. . ^, (JL, y.

p'... _/T^~^, ^ o; A\.. a',?',^; B\.. )/, (J/, y/.

a', j3', p1 s^expriment, en fonction de a, p, /?, au moyen des for-
mules (i), et 5.', [JL', q' au moyen des formules (4). Les paramètres
du cycle C sont

q , kqa = ———,, 6 = = o , r = -,—— ;k — (JL' k — a
ceux de G/

. q1 ^ , kq1
a ==—l—j, 6 = 0 , ^==-7—-—r;

k — p. k -— (JL

et enfin ceux de C"

a"^ L(—L—-^ —î—}, ^=o, ^ ^ k a " ,<î\k—^ k — ^ )

II suffit de démontrer que Fon a identiquement

P / q q ' \ k I q q1 \1 ( -——— 4- ——f——, +/? — - ( .-'—— -4- •,-"——; ) = 0,
'2 \ k — (Jl k —— (JL / - 2 \ A: — (JL k — (JL /

ou bien
^ — k / q q1 \1——— ( —y— + —^—; -hjo = o.

2 \k —— (JL /- — (JL/ '

Or on a, en désignant par D un diviseur commun de q1 et de [JL',

D ( Â : — ( J L ' ) = = 2 Â : a ( X : p — i ) X — 2 ^ 2 a 2 ^ - r - A : ( i 4 - Â : î - 4 - a 2 — 2 À : P )
— 2Â:a(Â:P — i)X — î/raî — (^p — i)2 (JL 4-(A-2 4-1)0» (JL,

D(Â--(JL /)=(Â:-P)2(^-(X).

De là, en tenant compte de la dernière formule (4),

^ __ q , ^P
k— (JL' ~ k— (JL '' A- — ? ?

y . 9' _ ^p
k — y . { k—y: ~ k — y '

9 , — k f q q ' \
——— ( 7~^—— -r- 7""^——7 ) -t-P = 0, C. Q. F. D.2 \k——(JL A - — — ( J L / '

II est dès lors évident, par analogie, que A et A' sont aussi tan-
gentes au cycle moyen des cycles inscrits dans P, B, B' et P', B, B'.
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Deux cycles n'admettant que deux tangentes communes, on déduit
de là le théorème suivant :

THÉORÈME II. — Étant donnés deux couples de semi-droites
P, P', et B, B', on construit, de la manière suivante^ les deux
semi-droites qui forment un système harmonique avec P, P',
ainsi qu'avec B, B'. Construisons le cycle moyen des cycles
inscrits respectivement dans P, P', B et P, P', B', puis le cycle
moyen des cycles inscrits respectivement dans B, B', P et B,
B', P', les tangentes communes à ces deux cycles moyens seront
les semi-droites cherchées.

Appliquant cette remarque à Phypercycle, on aura autant de
couples de tangentes conjuguées qu'on le désirera. Soient, en
effet, P, P' les semi-droites fondamentales, D et K la semi-droite
et le cycle donnés. Menons à K. une tangente arbitraire D', puis
construisons, comme il a été expliqué plus haut, les deux semi-
droites A, X', qui forment un système harmonique d'une part
avec P, P', d'autre part avec D, D'. A, A' constituent un couple
de tangentes conjuguées.

III. — Théorie des cycles polaires.

THÉORÈME III. — Les conjuguées harmoniques d'une semi-
droite D' par rapport aux couples de tangentes conjuguées de
l'hypercycle enveloppent un cycle K'.

Soit un hypercycle défini par les semi-droites fondamentales P,
P^, la semi-droite D et le cycle R. Prenons les mêmes axes que
précédemment. Nous avons obtenu plus haut l'équation tan-
gentielle de l'hypercycle. Considérons une autre semi-droite
D'()/, [JL', q1) et un autre cycle K^a', 6', r'). Les mêmes semi-
droites fondamentales définissent, avec D7 et K', un autre hyper-
cycle. On aura son équation en remplaçant dans la précédente ̂
par V, .... Pour démontrer le théorème, il suffit de faire voir
que, V, [JL', q' étant donnés, on peut déterminer a', 6', r', de ma-
nière que les deux hypercycles coïncident. Or, pour que les
courbes coïncident, il faut et il suffit que les coefficients des deux
équations soient proportionnels. En identifiant les équations, on
a six équations de condition, et il n'y a que trois paramètres à
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déterminer, a', 6', r7. Tout se réduit donc à faire voir que des six
équations de condition, trois sont les conséquences des trois
autres.

En identifiant, on obtient

ïk(a'-^ y:r') — 2(aV-+- b' V)^ -^-b'V— a'y.'— r'-^ g '
A

^ k(a'\'—bf^)•+•bl—Vrl __ ^—^ _ kÇa'Y—b' y.') -4- b'— V r
~ B "~ G ~" B
__ g ' ^ ^ . b ' V — q ' — r 1 __ k — y.' _ a' ^ 4- b'Y'— q1— r1

~ D ~" G ~~ D ?

équations qui se réduisent aux trois suivantes :

(7)

ïk(a!-^ y ! r ' ) — 2(aV+ b'V)^ -4- b'V'— a1 y!— r'-^- g1

A
- Â : —^ _ a ' v ' - ^ b ' V - q ' — r _ kÇa'V— b1^') -^b'- V r '
~ G ~~ D ~ ~ — — — — — — — B *

On peut donc considérer le théorème comme établi d'une ma-
nière générale.

Le cycle K' a été nommé, par M. Laguerre, le cycle polaire
de la semi-droite D'.

Deux questions se présentent tout de suite :
i° Toute semi-droite a-t-elle un cycle polaire?
2° Un cycle donné peut-il être considéré comme le cycle po-

laire d^ne semi-droite, et quelle est cette semi-droite?
La discussion des équations (7) répond à ces deux questions.

THÉORÈME IY. — A toute semi-droite non parallèle à une
semi-droite fondamentale correspond un cycle polaire. Une
semi-droite parallèle à une semi-droite fondamentale n'a pas
de cycle polaire. Enfin, une semi-droite fondamentale admet
une infinité de cycles polaires qui sont tous tangents à l } autre
semi-droite fondamentale.

Les équations précédentes, dans lesquelles on considère a', V,
r' comme inconnues, se mettent sous la forme suivante :

( C[2X:—^(I-+-2A•2)]a'+CX'(I—2A:s)^4-C(2Â•^--I)7 l'=A(Â:—(Jl')—Cyy,
(8) \ CÂ-À'a'-r- G(i-ky!)b' -CV r 1 =B(k-^),

C^a'^-CVb' -Cr' =D(Â-~(JL')-+- Cy'.
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En calculant le déterminant des coefficients, on obtient, toutes
rédactions faites,

—aC3(A:—^)3.

Donc, si À- — y!^. o, c'est-à-dire si la semi-droite n'est pas pa-
rallèle à une semi-droite fondamentale, les équations (8) ont âne
solution et une seule.

Supposons k — a'=== o. Les équations deviennent

(I--2X:2)(Â•ar-^-Ur —r')^—q\

ka'+Vb'—r' ==o,
ka'^-Vb'—r' =q'.

Si q17^0, il n'y a pas de solution. Si y'==o, on n'a plus
qu'une équation

ka'+Vb'—r'^o.

Il y a donc une infinité de cycles polaires. Si l'on prend

V=\/T=T^
ce qui revient à supposer que la semi-droite considérée est la
semi-droite fondamentale P, la condition précédente peut s'é-
crire

ka'-(- ^T=~ki)b'— r' == o,

et elle exprime que tous les cycles polaires sont tangents à P'.
Les équations (8) donnent les paramètres du cycle polaire d'une

semi-droite donnée; en les résolvant on obtient les formules sui-
vantes, qui sont fondamentales pour l'étude des propriétés des
cycles polaires :

/ ^ aBÂ-X '— ( A — DW—aC^-- ikD
a=————ÎCTT^T)————?

( A + D ) X f — A B A : ^ - + - 2 B
(9) < ^==

'r' 2 €(/:—?/)

1 , ̂  2B)/+ a A r D p / — aCÂ:^—A — D(i ̂  2^)
\ r ~ 2C(Â-—^)

THÉORÈME V. — Étant donné un cycle qui ne touche pas les
semi-droites fondamentales y pour que ce cycle soit un cycle
polaire, il faut et il suffit que les tangentes menées à ce cycle
parallèlement aux semi-droites fondamentales se coupent sur
une conique particulière.
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Cette conique a reçu le nom de conique H (M. Laguerre).
Supposons maintenant que a!', Vr, /J sont donnés, et cherchons

à calculer V, yf, q ' . Aux équations (7) il faut joindre l'équation
)/2-+.p/2=i.

On a ainsi le système suivant de quatre équations à trois incon-
nues :

C^X'-^-(Ca f-4- D)^— Cq' == D -+- CÂ-r',
C ( Â : a r — r ) À / 4 - ( B — G / c 6 ' ) [ J L r = = B / c — C 6 ,

2C^( I—Â•2) ) , ' - 4_ [A+D—2CÂ-(Â-a f —^)] î J l / ==/<- (A-4-D)—2C(Â•^—^^
X'2 + ^2=i .

Posons, pour abréger,

ka' — r' = k x^ b' == y,

et remarquons, ce qu'il est facile de vérifier, que le point x, y est
le point de rencontre des tangentes au cycle donné, qui sont pa-
rallèles aux semi-droites fondamentales. Les équations précé-
dentes s'écrivent

/ C^) / -^ - (Ca f 4-D)(JL '—C^=DÂ:-+-Cr^
J CÂ:^) /+(B- -CÂ:)^==BÂ:—Cy,
1 2 C ( l — / c 2 ) y X ' - + - ( A 4 - D — 2 C Â : ^ ) ^ = = Â - ( A - t - D --2C.Z-),

\ X^-h^^i.

Les deux équations intermédiaires sont linéaires en //, u/, et ne
contiennent pas q\ D'ailleurs, dans la première équation, le coef-
ficient de q' est une constante différente de o, G. Pour trouver la
semi-droite cherchée, il suffit de déduire \', (JL' des deux équations
intermédiaires. Ces valeurs portées dans la première équation
donneront q'\ si on les porte dans la dernière, on aura une relation
en a', &', r', qui sera la condition nécessaire et suffisante pour que
le cycle donné soit un cycle polaire.

Tout se réduit à l'étude des deux équations en Y, [JL\ Le déter-
minant de ces équations est

H f = C | 2 C ^ [ ( I — Â : 2 ) ^ 2 _ / . 2 ^ 2 ] 4 . ^ ( A _ ^ _ D ) ^ _ _ 3 B ( ( _ ^ ) ^ j .

Supposant ce déterminant différent de o et substituant dans la
quatrième équation les valeurs de )/, UL', on obtient

[ ( I~Â-2)^2_^2^.2JH ^ ^
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en posant

H^,-^-^^^2-4^1-^.
4L.2

Le lieu des points x^ y, pour lesquels le cycle donné est un
cycle polaire, se compose donc des semi-droites fondamentales et
de l'hyperbole H, qui a pour asymptotes les semi-droites fonda-
mentales.

Écartons pour le moment le cas où x^ y serait sur une semi-
droite fondamentale, c'est-à-dire le cas où le cycle donné touche-
rait l'une d'elles. On voit que si H' 7^0, pour que le cycle soit
polaire, il faut et il suffit que le point (^c, y ) se trouve sur l'hyper-
bole H. Supposons ï î ' = = o . Les équations en V, ̂  sont impos-
sibles ou indéterminées.

Le numérateur de V est

G = ( i — Â - 2 ) [ 2 B Â - . r — ( A + D ) y ]

et celui de yf

H'=CS2C[( l - /c2)72_^^2]+^[^ . (A-+-D). r -2B(l—Â:2) j2]{ .

Si le point { x ^ y ) se trouve à la fois sur les courbes H', G, H", il
y a indétermination; dans le cas contraire, il y a impossibilité. Or

G coupe H' à l'origine et au point x == —---.̂  ? y = p , ?

,. „ . . • A+ D B/cG coupe H à 1 origine et au point . x == ——-,— ? y = -?-•

Il n y a donc indétermination que si le point x, y est à l'origine
des coordonnées. Mais nous avons écarté ce cas en supposant que
le cycle donné ne touchait pas les semi-droites fondamentales.
Dès lors, si H'== o, il n'y a pas de semi-droite admettant le cycle
donné pour cycle polaire. Pour que le théorème soit démontré, il
reste à prouver que H et H' n'ont pas de points réels communs
situés à distance finie. En se reportant aux équations de ces co-
niques, on voit que leurs points communs situés à distance finie
se trouvent sur la droite

Â : ( A + D ) . y — 2 B ( i — Â : 2 ) y — ; i C Â : P == o.

Les abscisses des points communs à cette droite et à H sont ra-
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cinés de Inéquation

[ç^-^^j^B^.-^^o,

qui a ses racines imaginaires.

THÉORÈME VI. — Le cycle polaire d^une semi-droite non pa-
rallèle à une semi-droite fondamentale n^est pas tangent à
une semi-droite fondamentale. Il y a cependant exception
pour les hypercycles d'une nature particulière, et alors tout
cycle polaire est tangent à une semi-droite fondamentale.

SoitVyfq' une semi-droite non parallèle à une semi-droite fon-
damentale; soit d^ b1, r ' son cycle polaire. Pour que ce cycle soit
tangent à la semi-droite A", y/i — Ar2, o, il faut et il suffit que l'on
ait

ka'—^T^b'—r'^o,

ou, en remplaçant a', 6', r1 par leurs valeurs déduites des for-
mules (9),

(A + D — 2B /r^AîX/r^r»^— Âv-n) = o.
En appelant V l'angle de la semi-droite donnée avec la semi-

droite (k, —^i — Ar2, o), cette relation peut s'écrire

( A + D — ' 2 B / i — Â : » ) ( i — c o s V ) = o
ou

A -+- D — aB / i—Â:»= o,

car on suppose cosV 7^ î. Cette relation ne sera vérifiée que pour
des hypercycles d'une nature particulière. Ce sont ceux que
M. Laguerre appelle hypercycles cubiques. Pour ces hypercycles
tous les cycles polaires sont tangents à la même semi-droite fon-
damentale.

En prenant l'autre semi-droite fondamentale, on aurait la condi-
tion

A+D-4-2B /i—X:2= o,

de sorte que les hypercycles pour lesquels les cycles polaires sont
tangents à une semi-droite fondamentale sont définis par la rc-
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lation

(A-+-D) 2 —4B 2 ( I -Â•^ )=o .

THÉORÈME VII. — II résulte du théorème précédent que, pour
un hypercycle qui ne vérifie pas la relation précédente, tout cycle
tangent à une semi-droite fondamentale peut être considéré
comme le cycle polaire de l'autre semi-droite fondamentale.

Ce résultat peut se retrouver analytiquement. Soit le cycle
a', 6', r3 tangent à la semi-droite AT, \/i — k2, o.

On a
ko!— v / i—Â: 2 b'— r ' = o ou kx == ^ i — k ^ y ,

x^ y étant toujours le point de concours des tangentes au cycle
qui sont parallèles aux semi-droites fondamentales. Dans cette hy-
pothèse, les équations (10) deviennent

C(aly.f-{-b'\t—rt)-^D(y.f—k)=Cqf,

Cy^i—^V— Â-^-+- i) 4- B(^— k) == o,

2Cyv/^^7(/i~:::^2^---Â:^+I)-^-(A4-D)({JL/---^)== o,
^4-^==!.

On suppose que
A + D — a B ^ i — A : ^ o.

On déduit donc de ces équations

y!—A-=o, y^1 — k^V—^^-1-1=0
ou bien

^=^, ^==-/T=~F2.

La dernière est vérifiée, et la première donne

CÇka'— ̂ T^^b'— r1) = G^, q'-- o,

ce qui démontre le théorème.
On a supposée 7^ o. Si y était nul, le cycle serait tangent aux

deux semi-droites fondamentales. Dans ce cas il est évident que les
équations donnent

^==Â-, \f=±^T^~~kî, ^=o.

On peut considérer le cycle comme le cycle polaire de l'une ou de
Fautre des semi-droites fondamentales.
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Si Fon résout les équations ( i o), on obtient des formules qui font

connaître les paramètres de la semi-droite qui a pour cycle po-
laire le cycle donné a', b1, /•' :

(i—^)[îBka'—(A-}-D)y]V==-

(n) ^

2^C[(I—Â:2)^ 2 —/: 2 ^ 2 )+A-[(A+D)^—2^(I—A: 2 )y]
aG[( l^^2)y2_^2]^ /^(A+D)^—2B(l—^)7]

•2CA-[(i — Â:2)y2— A-2.272] -4- k[(A -+- D)x — iB (i — k^)y} '
[(i — Â• 2 )y 2^X: 2 ;p 2 ] [2C^+2(Cr /+D)(I—Â•2)--(A-hD)]

^ ~ 2C^[( I—A: 2 ) r 2 —^ 2 . y 2 ]4 -Â•[ (A-^-D)^—2B(I—A: 2 )y ]

Dans ces formules
k a' — r':c=—i—' J '= b •

Les cycles polaires possèdent des propriétés analogues à celles
des pôles et des droites dans les coniques. Les formules (9) et (i i)
permettent d^établir simplement les propriétés mentionnées par
M. Laguerre. On voit par là qu'elles sont fondamentales dans Fé<
tude des cycles polaires.

THÉORÈME VIII. — Si A a pour cycle polaire II, les cycles po-
laires des tangentes à II sont tangents à A.

Soient

A(X' ,^^) , 11(^6^) et ^fa\y.\qlf), IT^, b\ r " } .

On suppose que
y." a'— V b ' ^ - q ' ' — r ' = o,

et il faut prouver que

\i! a" — V b" -\- q ' — r" == o.
On a

2 B / c X ^ f f — ( A — D ) ^ { J L / y — 2 G ^ ^ — 2 ^ D { J l t f
^"a ===

2C(Â:-^)

^,,_ (A-r-Dp/^-^BÂyr-^B^
À o - 2 C ( ^ - ^ ) — — — — —

_ ,_ —2BX r —2A:D{Jl r - t -2GX:^-T-A-4-D(l+A• 2 )
r ~ 2 C ( Â - — — ^ )

On déduit de là
<iC(Â•--^)({Jl"a f—Â'^-^-y'—y)=2BÂ:(X'{Jl'+^r)—(A—D)îJL /^-t-(A4-D)X /X'

~2C(yV'4-^V)—2B(X /+À')~2Â•D(^-+-^)
4-2CÂ•(^'-+-^)4-A4-D(î-^-KÏ).
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On formera par analogie

1G(k-^)(^'a"—\'b"-^ql—rn).

L^expression trouvée dans le second membre gardant la même
valeur lorsqu'on change respectivement )/, (JL', q ' en À", y ! ' y q1^ on
voit que l'on a

2C(A:- (J /K^O— rb'-}- q"— r ' ) == îC(k - ̂ ) (y! a" — V b"-^ q ' — r " \

ce qui démontre le théorème.

THÉORÈME IX. — Toute tangente à l'hypercycle est tangente
à son cycle polaire y et il n^y a pas d^ autres semi-droites qui
possèdent la même propriété.

La condition nécessaire et suffisante pour que la semi-droite
()/, [À', q ) soit tangente à son cycle polaire (a', b\ r1) est

(JL' a' — V b' -h q ' — r1 = o.

Si l'on remplace a', 6', r' par les valeurs que donnent les for-
mules (9), on obtient, toutes réductions faites,

AX^ aBUV—aC^y—2BX'—2^D^+2C^4-D( i4 -Â-2) = o.

C'est là la condition pour que la semi-droite soit tangente à l'hy-
percycle.

Une conséquence importante de ce théorème est que Phyper-
cycle est complètement déterminé quand on se donne deux couples
de tangentes conjuguées (A, A'), (B, B') et une cinquième tan-
gente T. Si l'on construit, en effet, les deux semi-droites qui sont
conjuguées harmoniques par rapport à (A, A') et aussi par rapport
à (B, B'), on aura les semi-droites fondamentales (P, P'). Si l'on
prend maintenant la conjuguée harmonique de T relativement à
(A, A'), soit T<, puis la conjuguée harmonique de T relativement
à (B, B'), soit Ta, le cycle tangent aux trois semi-droites T, T<, Ta
sera le cycle polaire de T. On connaît ainsi les semi-droites fon-
damentales et le cycle polaire d'une semi-droite donnée : la courbe
est donc déterminée.

THÉORÈME X. — Les semi-droites dont les cycles polaires ont
un rayon donné enveloppent un cycle.

En effet, les paramètres de la semi-droite doivent vérifier la re-
xsv. 5
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lation
r'== R

ou
2BX / 4-2A:D(JL '—2C/cç ' - -A—D(I -^Â: 2 )= < 2C(Â•—^)R ,

relation qui exprime que la semi-droite est tangente au cycle qui
a pour paramètres

D R B A-+-D( i4 -2X:2)
~ C ~ " r ÇF ———ÏC^———-^

COROLLAIRE. — Les semi-droites dont les cycles polaires se
réduisent à un point enveloppent un cycle.

THÉORÈME XI. — Le lieu des cycles polaires de rayon nul
est la conique H,

On obtiendra l'équation du\ lieu en éliminant )/, [A/, q' entre
Péquation

X'2+p.'2^!

et les équations (9) dans lesquelles on fait

r'==o, a''= a?, b'==y.

Le calcul donne effectivement H = o.

THÉORÈME XII. — Si une semi-droite se déplace parallèle-
ment à elle-même, le cycle polaire demeure tangent à deux
semi-droites fixes parallèles aux semi-droites fondamentales.

Soit (A", \/i — À"2, m) une parallèle à P. Il suffit de montrer
que l'on peut déterminer m de manière que la relation

ka''— \/t— k^b' -\- m — r' == o

soit vérifiée pour toute valeur de y', lorsque V et (X' restent fixes.
Or on a

,_ - ^^^—(A-D^—îCÂY-a^D/c a, ^z •————————————_————-—-—.—-——
î C ( / c - ^ )

— / — — 2B)/—aX:Dp/- t -2CÂ:^-^-A-4-D(i -ha^2)y " ^ - ^ c ^ - ^ ) •
Donc kd-r-r1 est indépendant de q1. Comme il en est de

même de b\ le théorème est démontré.
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THÉORÈME XIII. -- Si une semi-droite roule sur un cycle, le

lien du centre de son cycle polaire est une conique.

Supposons que la semi-droite (^/, [JL', q1) roule sur le cycle
(a", 6", r"). Le lieu du centre du cycle polaire s'obtient en élimi-
nant V, y J , q9 entre les équations

a^'—yV+g'—r^o,
2G(Â:--(Ji/).r--2BÂ://-4-(A —D^-hî^C^-hîD ==o,

2C(Â:— (Ji')y 4- (A + D)>/+ aBÂV— îB == o,
^2+yî=i,

ou bien X', (JL' entre les équations

(A + D)^-+-2(B/-— Cy) p.'= 2(B — 0^7),
2(C^— BÂ:)X'-+- (A — D — aCa"— 2C.r)(JL'=— 2(A:D + G/77-}- C/:.c),

^2+^2=1.

L'équation du lieu est

[(A-+-D)(A—D--2Ca' r--2Ca?)-4(C^—BÂ:)(BÂ:—CJ)p
_[_ 2(A + D)(Â:D 4- 0^4-0^) — 4(0^— BA:)(B — CÀ-j)?
—[—4(BÂ:—Cy) (^D+C/+CÂ• . r )—2(B—C^y) (A—D—2Ca f f —2Ca7) ] 2 =

Le dernier crochet contient seul des termes du second degré,
et il est évident que ces termes se détruisent.

On sait que M. Laguerre a, le premier, donné la définition et
les propriétés de Phypercycle. Nous nous sommes proposé, dans
ces quelques pages, d'indiquer une méthode analytique qui per-
mette de démontrer, d'une -manière régulière, les théorèmes énon-
cés par M. Laguerre (Comptes rendus des séances de l'Acadé-
mie des Sciences y 20 et2j mars, 10 et 24 avril 1882).


