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INÉGALITÉ DE VOJTA GÉNÉRALISÉE

par Gaël Rémond

Résumé. — La méthode que Vojta a introduite dans sa preuve de la conjecture de Mor-
dell et que Faltings a étendue pour prouver la conjecture de Lang sur les sous-variétés
de variétés abéliennes repose sur une inégalité de hauteurs obtenue par approximation
diophantienne. Nous montrons qu’une telle inégalité peut s’énoncer de manière très
générale en dehors du contexte des groupes algébriques. Ce faisant, nous lui conférons
également plus de souplesse, ce qui conduit à des applications nouvelles même sur les
variétés abéliennes.

Abstract (Generalized Vojta inequality). — The method introduced by Vojta to give
a different proof of Mordell’s conjecture has been generalized by Faltings to establish
Lang’s conjecture on abelian varieties and then further extended by Vojta to deal with
semi-abelian varieties. In each case, the heart of the proof can be summarized in
an inequality of heights, obtained via diophantine approximation. Here, we present
a generalization of this step. We show it is not necessary to work with algebraic
groups for this part and phrase our theorem only in terms of sheaves on projective
schemes. This allows us to introduce more parameters in the statement and offers a
wider range of applications. In the semi-abelian case, we obtain a variation of Vojta’s
result which implies Poonen’s conjecture. Even in the abelian case, our inequality
leads to strengthenings of Faltings’ theorem.
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BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2005/459/$ 5.00
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460 RÉMOND (G.)

1. Introduction

1.1. Motivation. — Ce travail s’inscrit dans une lignée amorcée par
P. Vojta [16] lorsqu’il a donné en 1990 une nouvelle preuve de la conjecture
de Mordell. Nous commençons par réinterpréter sa méthode pour montrer en
quoi nous nous proposons de la généraliser.

Soit donc C une courbe projective lisse de genre au moins 2 sur un corps
de nombres K. Nous considérons la jacobienne J de C. Nous supposons pour
simplifier que C a un point rationnel de façon à voir C comme un sous-schéma
fermé de J . Ceci permet d’associer à un entier a ≥ 2 le morphisme décrit par

αa : C × C −→ J, (x, y) %−→ ax− y

et il est facile de vérifier que ce morphisme est fini. Le cœur du travail de Vojta
peut se voir comme une comparaison entre la hauteur d’un point de C × C et
celle de son image par αa. Celle-ci serait banale si nous considérions a comme
fixé mais tout l’intérêt ici réside dans l’explicitation de la dépendance en a.
De manière précise, nous pouvons énoncer, si h est une hauteur de Néron-Tate
sur J :

Inégalité 1. — Il existe des réels c1, c2, c3 > 0 tels que

h(ax− y) ≥ c−1
1

(
a2h(x) + h(y)

)

pour tout entier a ≥ c2 et tout couple (x, y) ∈ C(K)2 avec h(x) ≥ c3 et h(y) ≥
a2c3.

Nous nous intéresserons uniquement dans la suite à cette partie de la preuve
mais rappelons brièvement comment la finitude de C(K) se déduit d’un tel
énoncé. Il s’agit, grâce au théorème de Mordell-Weil, de faire de la géométrie
euclidienne dans J(K) ⊗ R. En effet, en choisissant a2 proche de h(y)/h(x),
l’inégalité entrâıne que x et y ne peuvent pas être trop proches angulairement.
Cela montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de points de C(K) de hauteur au
moins c3 et donc que C(K) lui-même est fini.

L’inégalité ci-dessus constitue donc l’essentiel de la preuve et s’obtient via
une construction d’approximation diophantienne assez élaborée. Nous souhai-
tons généraliser celle-ci et, pour cela, il est commode de travailler en termes de
faisceaux inversibles. En effet, dans la situation ci-dessus, si L est un faisceau
ample et symétrique sur J auquel la hauteur h est associée, nous disposons sur
C ×C de deux faisceaux Ma = α∗

aL et Na = p∗1L⊗a2 ⊗ p∗2L, tous deux dépen-
dant de l’entier a, et le résultat compare les hauteurs associées à Ma et Na de
manière indépendante de a : nous avons hMa(x, y) ≥ c−1

1 hNa(x, y).
Nous percevons ici la première idée motivant notre résultat : la jacobienne J

intervient très peu dans cette inégalité. Elle sert certes à définir les fais-
ceaux Ma et Na mais tout se passe ensuite sur C × C. Cette intuition est
confirmée par la preuve et l’on peut donc chercher les hypothèses à mettre
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sur les faisceaux Ma et Na pour remplacer les données provenant de J .
Il faut également remarquer que le fait que nous ayons utilisé plus haut une
hauteur normalisée n’est pas gênant car il suffit d’ajuster les constantes pour
substituer à h une autre hauteur associée à L. Il est par suite possible de
formuler l’inégalité seulement en termes de hauteurs de Weil sur C × C.

D’un autre côté, nous allons bien sûr tirer parti des généralisations déjà
existantes du travail de Vojta. Tout d’abord, G. Faltings a étendu la méthode
au cas des sous-variétés X de dimension quelconque d’une variété abélienne A
(voir [5] et [6]) pour obtenir les résultats conjecturés par S. Lang. L’inclusion
X ⊂ A remplace donc C ⊂ J . Ici X(K) n’est pas fini en général mais, si nous
introduisons l’ensemble exceptionnel ZX défini comme la réunion des translatés
inclus dans X de sous-variétés abéliennes non nulles de A, Faltings prouve que
(X \ ZX)(K) est fini. Le morphisme

βa : Xm −→ Am−1,

x = (x1, . . . , xm) %−→ (a1x1 − a2x2, . . . , am−1xm−1 − amxm)

associé à a ∈ (N \ {0})m où m = dimX + 1 généralise αa assez naturellement.
Il n’est pas fini mais — dès que la situation n’est pas dégénérée, c’est-à-dire
dès que ZX )= X — il est encore génériquement fini. De la même façon, l’étape
principale de la preuve devient (voir [6] ou [9]) :

Inégalité 2. — Il existe des réels c1, c2, c3 > 0 tels que

m−1∑

i=1

h(aixi − ai+1xi+1) ≥ c−1
1

m∑

i=1

a2
i h(xi)

pour tous les a ∈ (N \ {0})m et x ∈ (X \ ZX)(K)m qui vérifient ai/ai+1 ≥ c2

et a2
i h(xi) ≥ a2

1c3.

En termes de faisceaux, l’analogie se poursuit : sur Xm, nous comparons les
hauteurs associées à

Ma = β∗
a

m−1⊗

i=1

p∗iL et Na =
m⊗

i=1

p∗iL⊗a2
i

si L est symétrique et ample sur A. Nous pouvons donc envisager une compa-
raison de hauteurs sur Xm, pour un schéma projectif X quelconque et un entier
m ≥ 2, entre deux faisceaux vérifiant des conditions ad hoc, toute structure de
groupe algébrique ayant disparu. Le travail de Faltings nous montre aussi quelle
sera la forme de l’hypothèse principale sur ces faisceaux : il établit en effet que
pour tout sous-produit Y = Y1 × · · ·× Ym de Xm qui rencontre (X \ ZX)m il
y a une minoration de la forme

[Ma]dim Y · Y ≥ θ−1[Na]dim Y · Y
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462 RÉMOND (G.)

pour un réel θ indépendant de a et de Y . C’est de cette manière qu’est utilisé
le fait que βa soit génériquement fini.

Enfin, nous nous inspirons du travail de P. Vojta [17] en 1996 sur les variétés
semi-abéliennes. Il a adapté la méthode à ce cas et ceci permit à M. McQuillan
de résoudre complètement la conjecture de Lang dans ce cadre. La difficulté
principale, à savoir que les schémas en question ne sont pas propres, se résout
en travaillant sur un éclatement de Xm. Nous procédons donc ici de la même
façon que dans [12] où nous avons établi une inégalité de Vojta pour les tores.

Nous renvoyons à [17] ou [13] (où le résultat est déduit du théorème démon-
tré ici) pour des détails sur le cas semi-abélien. Écrivons simplement l’inégalité
pour illustrer notre propos ; il faut décomposer la hauteur en h = hlin + hquad

(parties linéaire et quadratique correspondant aux comportements torique et
abélien, respectivement) et nous avons

m−1∑

i=1

hlin(a
2
i xi − a2

i+1xi+1) + hquad(aixi − ai+1xi+1) ≥ c−1
1

m∑

i=1

a2
i h(xi)

avec des hypothèses analogues à celles du cas abélien (voir [13]).
L’énoncé que nous proposons ci-dessous (voir théorème 1.2) reprend donc

les ingrédients que nous venons de présenter. Sur un éclatement de la puis-
sance Xm d’un schéma projectif sont introduits deux faisceaux Ma et Na dé-
pendant d’un élément a ∈ (N \ {0})m. Ils vérifient deux hypothèses : celle que
nous choisissons de considérer comme secondaire concerne essentiellement la
hauteur de sections de Ma et remplace l’existence de formules d’addition dans
le cadre des groupes algébriques ; la principale est une minoration du nombre
d’auto-intersection de Ma sur les éclatés de certains sous-produits de Xm. La
conclusion donne alors une comparaison, indépendante de a, entre les hauteurs
induites par Ma et Na. Signalons que, plus bas, le faisceau Ma sera en fait
noté seulement M car, au contraire de Na, il ne sera pas entièrement déterminé
par a mais pourra être choisi de manière plus souple.

Remarquons que nous avons cité les applications aux points rationnels mais
que le théorème 1.2 lui-même concerne tout Q et que les corps de définition des
différents objets n’apparaissent jamais. Par ailleurs, l’énoncé améliore légère-
ment les inégalités 1 et 2 puisque l’hypothèse a2

i h(xi) ≥ a2
1c3 devient seulement

h(xi) ≥ c3. Enfin, signalons encore que le résultat est effectif, au sens où il
fournit des valeurs explicites pour c1, c2 et c3.

Comme motivation pour un tel résultat général, nous mentionnons deux
applications. D’une part, dans le cas semi-abélien, l’inégalité obtenue est em-
ployée dans [13] pour montrer la conjecture Mordell-Lang plus Bogomolov de
B. Poonen. Rappelons que celle-ci, formulée dans [8], est démontrée dans le cas
des variétés abéliennes à la fois par B. Poonen dans ce même article et, indépen-
damment, par S. Zhang dans [18]. Leur méthode permet également de traiter
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les variétés semi-abéliennes qui sont isogènes au produit d’un tore par une va-
riété abélienne mais ne s’étend pas au cas général. Notre approche dans [13]
diffère en ce qu’elle n’utilise pas d’arguments d’équidistribution.

Même dans le cas des variétés abéliennes, la latitude sur a et Ma permet
d’aller au-delà de la conjecture de Lang et d’envisager des énoncés plus uni-
formes. À titre d’exemple et pour rester dans le cadre des points rationnels,
le résultat principal de [15], obtenu grâce au théorème 1.2 ci-dessous, entrâıne
l’énoncé suivant.

Proposition 1.1. — Soient K un corps de nombres, E une courbe elliptique
sur K à multiplication complexe et C une courbe projective lisse sur K plongée
dans sa jacobienne J . Alors, l’ensemble des points P ∈ C(K ) tels qu’il existe
un morphisme surjectif ϕ : J → E2 avec ϕ(P ) rationnel sur K est fini.

Dans ce cas, la souplesse de l’énoncé de l’inégalité permet de l’employer
pour minorer une hauteur de la forme h(ϕ(ax− y)) sur C ×C et de préciser la
dépendance en ϕ.

1.2. Notations. — Nous définissons la hauteur de Weil (logarithmique et
absolue) d’une partie finie F ⊂ Q comme

h(F ) =
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log |F |v

où K désigne le corps de nombres Q(F ) et |F |v = maxx∈F |x|v pour toute
place v de K. Nous étendons les notations |P |v et h(P ) à un polynôme P en
l’identifiant à la famille de ses coefficients. De même la hauteur h(y) d’un point
fermé y de Pn

Q
est celle d’un système quelconque de coordonnées de y.

Cette hauteur des points est la notion cruciale dans l’énoncé ci-après mais
nous utiliserons aussi celle de hauteur projective d’un sous-schéma fermé
X ↪→ Pn

Q
notée h(X) (voir [3] ou [10]). Il faut signaler que, pour un point

fermé x, la hauteur h({x}) ainsi introduite diffère de la précédente h(x) (elle
correspond à un choix de normes euclidiennes à l’infini) mais nous avons
toujours h(x) ≤ h({x}).

Enfin, si a ∈ Nm pour un entier m ≥ 1, nous notons systématiquement
a = (a1, . . . , am) et utilisons également |a| = a1 + · · · + am.

1.3. Énoncé principal. — Soient X un schéma projectif sur Q, intègre et
de dimension non nulle, ι : X ↪→ PN

Q
une immersion fermée et L = ι∗O(1). Nous

utiliserons le degré de X dans ce plongement (égal au nombre d’intersection
[L]dim X· X) et sa hauteur h(X).
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Soit ω ∈ Z avec ω ≥ −1 et notons ω′ = 3 + ω. Soit ensuite m ≥ 2 un entier
et posons pour un entier u ≤ m dimX

ψ(u) =
m dim X∏

j=u+1

(ω′j + 1).

Si t1, t2, M et θ sont des entiers et δ un réel, tous au moins égaux à 1, nous
posons

Λ = θ(2t1m dimX)mdim X(N + 1)(deg X)ω
′m

puis

c1 = 4Λ(1+ω)ψ(1)−ω,

c2 = Λψ(0) et

c3 = (Mt2)
m dim XΛ2ψ(0) max(h(X), δ).

Au-delà des valeurs précises de ces constantes, il importe surtout qu’elles soient
indépendantes des données que nous introduisons maintenant.

Nous nous intéressons à un triplet (a,X ,M) où a ∈ (N \ {0})m, X est un
schéma intègre et projectif sur Q muni d’un morphisme propre et birationnel
π : X → Xm et M un faisceau inversible sur X . Nous noterons U l’ouvert de Xm

au-dessus duquel π est un isomorphisme et nous nous permettrons de le voir
aussi comme ouvert de X . Soit encore Na = π∗

⊗m
i=1 p∗iL⊗ai où pi : Xm → X

est la i-ième projection pour 1 ≤ i ≤ m.

Nous faisons l’hypothèse qu’il existe un quadruplet (ι′, j1, j2, Σ) où
ι′ : X ↪→ PN ′

Q
est une immersion fermée (pour un certain N ′ ∈ N) et, si

P = ι′∗O(1), j1 et j2 sont respectivement des injections P ↪→ N⊗t1
a et

P ⊗M⊗−1 ↪→ N⊗t2
a tandis que Σ est une famille de sections globales de

P ⊗M⊗−1 de cardinal M qui engendre ce faisceau sur X . Nous supposons
enfin d’une part que les images par j1 des coordonnées de PN ′

Q
(vues comme

sections de P) s’écrivent comme des monômes sans coefficient de multidegré t1a
en les coordonnées de PN

Q
(vues comme sections des différents π∗p∗iL) et d’autre

part que les éléments de j2(Σ) s’écrivent comme des polynômes P1, . . . , PM de
multidegré t2a en ces mêmes coordonnées de sorte que h(P1, . . . , PM ) ≤ δ|a|.

Si nous notons U ′ l’ouvert (non vide) de U au-dessus duquel j1 et j2 sont
des isomorphismes, hL = h ◦ ι : X(Q) → R la hauteur induite par ι et, pour
y ∈ X (Q), hM(y) = h(ι′(y))− h(Σ(y)) qui donnent bien des hauteurs de Weil
associées à L et M, nous pouvons énoncer le :

Théorème 1.2. — Soit x = (x1, . . . , xm) ∈ U ′(Q) un point tel que, pour tout
produit Y = Y1 × · · ·× Ym de sous-schémas fermés intègres de X contenant x,
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INÉGALITÉ DE VOJTA GÉNÉRALISÉE 465

nous ayons, en notant Y l’adhérence de Y ∩ U dans X , la minoration

[M]dim Y · Y ≥ θ−1
m∏

i=1

(deg Yi)
−ωadim Yi

i .

Alors on a
m∑

i=1

aihL(xi) ≤ c1hM(x)

dès que c2ai+1 ≤ ai (pour 1 ≤ i < m) et c3 ≤ hL(xi) (pour 1 ≤ i ≤ m).

1.4. Remarques. — En premier lieu, disons que le paramètre ω introduit
dans le théorème vaut 0 dans les applications que nous avons citées. Toutefois,
sa valeur naturelle serait plutôt−1 puisque dans ce cas la minoration du nombre
d’intersection s’écrit [M]dim Y · Y ≥ θ−1[Na]dim Y · Y (qui correspond mieux à
l’inégalité de la forme hM ≥ c−1

1 hNa qui suit) ; de plus ce choix a l’avantage
de fournir une constante c1 plus raisonnable. Et, en effet, comme nous l’avons
dit, G. Faltings [6] montre qu’il est possible de choisir ω = −1 dans le cas
abélien. Malheureusement, le calcul explicite de θ ne semble pas aisé dans ce
cas-là et l’on risque de reperdre ce que l’on avait gagné sur c1. Pour cette
raison, le choix fait dans l’effectivisation [9] du travail de Faltings correspond
à ω = 0 et il se trouve alors que θ = 1 convient. D’un autre côté, la possibilité
de choisir ω ≥ 1 dans le théorème 1.2 garantit une plus grande liberté dans
d’autres applications (c’est le cas notamment dans [14] qui vise à généraliser [15]
en dimension supérieure).

Les hypothèses un peu imbriquées qui concernent P , j1 et j2 sont nécessaires
dans le cas semi-abélien (voir [13]). Elles se simplifient lors des applications à un
cadre abélien : en effet, il n’est pas besoin d’éclatement et l’on utilise π = idXm ;
de la sorte, choisir P = N⊗t1

a devient possible, j1 est donc l’identité et avec
t1 = t2 l’application j2 correspond seulement à une section globale de M.

La démonstration que nous donnons du théorème 1.2 suit les mêmes idées
que celles de [9] et [12]. En particulier, elle s’inspire, outre des travaux déjà cités
de Vojta et Faltings, de la réécriture qu’a donnée E. Bombieri du cas des courbes
dans [2]. Dans un but de lisibilité, nous n’avons pas souhaité renvoyer au cours
de la démonstration le lecteur aux énoncés de [9] et [12]. En effet, bien que ceux
du présent texte en soient proches, il est souvent nécessaire de généraliser ou
de modifier les arguments et nous les avons donc redonnés précisément.

Le principe reste de construire des sous-schémas Y = Y1×· · ·×Ym de hauteur
contrôlée et de dimension de plus en plus petite (à partir de Y = Xm). À chaque
étape, l’hypothèse sur le nombre d’intersection permet d’assurer qu’un faisceau
de la forme M⊗d ⊗N⊗−d′

a (avec d, d′ ∈ N) a suffisamment de sections globales
sur Y (voir premier paragraphe de la partie 4). Grâce au contrôle de la hauteur
de M (à travers j2), nous en déduisons par un lemme de Siegel l’existence d’une
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466 RÉMOND (G.)

section s )= 0 de petite hauteur (deuxième paragraphe de la partie 4). Moyen-
nant des estimations locales, nous voyons ensuite que, si s s’annule peu en x, la
hauteur correspondante est minorée et cela montre l’inégalité de Vojta qui est
notre but (voir les deux premiers paragraphes de la partie 5). Sinon s s’annule
à un ordre élevé et alors le théorème du produit de Faltings s’applique : par
suite, x appartient à un sous-produit Y ′ = Y ′

1 × · · ·× Y ′
m de hauteur contrôlée

auquel on réapplique ce qui précède. À terme, soit le théorème est établi, soit le
produit s’est réduit à {x1}× · · ·×{xm}. Il suffit de faire en sorte que cela n’ar-
rive pas en choisissant c3 suffisamment grand pour que l’hypothèse hL(xi) ≥ c3

soit contradictoire avec le contrôle de la hauteur du produit. Notons que, for-
mellement, nous ne raisonnerons pas par récurrence mais considérerons tout de
suite le plus petit produit Y satisfaisant les bornes de degré et hauteur de sorte
que l’impossibilité de contruire un sous-produit montrera le théorème.

Signalons ici deux notations utilisées dans tout le texte. Nous désignons d’une
part par K(X) le corps des fonctions d’un sous-schéma intègre X quelconque.
D’autre part, si W0, . . . , Wn sont les coordonnées de Pn

Q
et I un idéal homogène

de Q[W0, . . . , Wn], nous noterons V (I) le fermé de Pn
Q

correspondant ; de plus,

si F est un élément homogène de cet anneau, nous posons D+(F ) = Pn
Q
\V (F ).

2. Préliminaires

Cette partie rassemble plusieurs résultats auxiliaires intervenant dans la
démonstration du théorème 1.2 mais qui peuvent s’énoncer en dehors de celle-ci.
Nous nous attachons dans un premier paragraphe à décrire certains éléments
de l’idéal d’un sous-schéma fermé de Pn

Q
: il s’agit essentiellement d’une nor-

malisation de Nœther contrôlée (disons au sens de la hauteur) et nos résultats
sont voisins de [4, chap. 2]. Par commodité, nous présentons ce procédé comme
un changement de plongement, via un automorphisme de Pn

Q
.

Nous donnons ensuite deux lemmes qui permettront de manipuler les po-
lynômes obtenus. Le premier s’intéresse à la hauteur du passage au quotient
par de tels polynômes et le second à une majoration locale des dérivées d’un
élément de ce quotient.

2.1. Plongements adaptés. — Dans un premier temps, nous notons V0,
V1, . . . , Vn les coordonnées de Pn

Q
.

Lorsque Z est un schéma intègre, projectif sur Q, de dimension u < n, nous
dirons ici qu’une immersion fermée Z ↪→ Pn

Q
est adaptée à Z si

1) Z ∩ V (V0, . . . , Vu) = ∅ et
2) K(Z) est engendré par les images de V1/V0, . . . , Vu+1/V0.

Remarquons que la première condition donne naissance à un morphisme fini
ρ : Z → Pu

Q
en composant l’immersion fermée Z ↪→ Pn

Q
\ V (V0, . . . , Vu) avec
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la projection linéaire Pn
Q
\ V (V0, . . . , Vu) → Pu

Q
(cette dernière étant un mor-

phisme affine, il en est de même de ρ qui est propre donc fini). En particulier
ρ est surjectif (par dimension) donc Z ∩D+(V0) )= ∅, ce qui donne

Γ
(
D+(V0),OPn

Q

)
= Q

[
V1/V0, . . . , Vn/V0

]
−→ Γ(D+(V0) ∩ Z,OZ) ↪−→ K(Z).

Nous pouvons ainsi parler de l’image vi de Vi/V0 dans K(Z). On a toujours
K(Z) = Q(v1, . . . , vn). Le fait que ρ soit fini et surjectif montre que v1, . . . , vu

sont algébriquement indépendants et que chaque vi est entier sur Q[v1, . . . , vu].
Le degré de ρ vaut [K(Z) : Q(v1, . . . , vu)] et cöıncide avec le degré projectif
de Z ↪→ Pn

Q
. Le lemme ci-après montre que, sous l’hypothèse 1), nous pouvons

facilement écrire des relations de dépendance intégrale pour toute combinaison
linéaire des vi.

Rappelons que, si Z ↪→ Pn
Q

est de degré D, toute forme éliminante f de Z est

un polynôme multihomogène de multidegré (D, . . . , D) en u+1 groupes de n+1
variables. Chacun de ces groupes correspond naturellement à une forme linéaire
et, si L0, . . . , Lu sont de telles formes, f(L0, . . . , Lu) désigne l’image par f de
la famille de leurs coefficients.

Lemme 2.1. — Soit Z un sous-schéma fermé intègre de Pn
K. On note u =

dimZ, D = deg Z et f une forme éliminante de Z telle que f(V0, . . . , Vu) = 1.

Pour µ ∈ Q
n+1

, on définit Pµ(X0, . . . , Xu+1) comme

X−Du
0 f

(
Xu+1V0 −

n∑

i=0

µiX0Vi, X0V1 −X1V0, . . . , X0Vu −XuV0

)
.

Alors Pµ est un polynôme homogène de degré D dans lequel le coefficient
de XD

u+1 est 1 ; il s’écrit comme la puissance d’un polynôme irréductible et
le polynôme

Pµ

(
V0, . . . , Vu,

n∑

i=0

µiVi

)

est élément de l’idéal de Z.

Démonstration. — La non-nullité de f(V0, . . . , Vu) est équivalente à la condi-
tion Z ∩ V (V0, . . . , Vu) = ∅. Écrivons pour cette preuve

W =
n∑

i=0

µiVi.

Puisque Z ∩ V (V0, . . . , Vu, W ) = ∅, ces coordonnées définissent un morphisme
fini πµ : Z → Pu+1

Q
. Ainsi πµ(Z) est une hypersurface irréductible de Pu+1

Q

et s’écrit donc V (Fµ) pour un certain polynôme homogène irréductible Fµ de

Q[X0, . . . , Xu+1] (déterminé à la multiplication par un élément de Q
×

près).
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Comme Z ∩ V (V0, . . . , Vu) = ∅ entrâıne πµ(Z) ∩ V (X0, . . . , Xu) = ∅ qui se
réécrit Fµ(0, . . . , 0, 1) )= 0, nous constatons degXu+1

Fµ = deg Fµ. Notons

P ′
µ = f

(
Xu+1V0 −X0W, X0V1 −X1V0, . . . , X0Vu −XuV0

)
.

Si x0, . . . , xu+1 sont des éléments de Q avec x0 )= 0, les zéros communs
des formes linéaires xu+1V0 − x0W et x0Vi − xiV0 (avec 1 ≤ i ≤ u) sont
les éléments de Pn

Q
(Q) se projetant sur x = (x0: · · · :xu+1) ∈ Pu+1

Q
(Q). Par

conséquent (théorème de l’élimination)

P ′
µ(x0, . . . , xu+1) = 0 ⇐⇒ π−1

µ (x)(Q) )= ∅

⇐⇒ x ∈ πµ(Z)(Q) ⇐⇒ Fµ(x0, . . . , xu+1) = 0

(sous l’hypothèse x0 )= 0). Ceci montre que l’on peut écrire

P ′
µ = λXa

0 F b
µ

avec λ ∈ Q
×

et a, b ∈ N. À présent le coefficient de XDu
0 XD

u+1 dans P ′
µ est

facilement, par multihomogénéité,

f(V0, V1, . . . , Vu) = 1.

Par suite D = degXu+1
P ′

µ = b degXu+1
Fµ = b deg Fµ = deg P ′

µ − a et cela en-
trâıne a = Du. Ainsi Pµ est effectivement un polynôme et c’est (à une constante
près) une puissance de Fµ. Puisque πµ(Z) = V (Fµ) nous avons

Z ⊂ π−1
µ V (Fµ) = V

(
Fµ(V0, . . . , Vu, W )

)
= V

(
Pµ(V0, . . . , Vu, W )

)
,

ce qui termine la preuve.

Nous souhaitons ensuite passer d’un plongement projectif donné à un plon-
gement adapté. Pour cela, associons à une matrice M ∈ GLn+1(Q) l’automor-
phisme χ : Pn

Q
→ Pn

Q
qu’elle définit. Si ϕ : Z ↪→ Pn

Q
est une immersion fermée,

nous dirons que M est adaptée à ϕ si l’immersion χ ◦ ϕ est adaptée à Z.

Pour clarifier les notations, nous choisissons de désigner par W0, . . . , Wn les
coordonnées de Pn

K à la source de χ et V0, . . . , Vn celles de son but. De la sorte,
si mi,j sont les coefficients de M et m̃i,j ceux de M−1, nous avons, via χ, les
relations

Vi =
n∑

j=0

mi,jWj et Wi =
n∑

j=0

m̃i,jVj .

La proposition ci-dessous montre que l’on peut trouver une matrice adaptée
de petite taille. Nous y utilisons les faits élémentaires suivants :

• si f ∈ Q[X1, . . . , Xn] \ {0} et E ⊂ Q avec Card(E) > maxi degXi
f ,

alors il existe x ∈ En tel que f(x) )= 0 ;

• si f ∈ Q[X(1)
0 , . . . , X(1)

m1 , . . . , X
(n)
0 , . . . , X(n)

mn ] \ {0} est multihomogène et
E ⊂ Q avec 0 ∈ E et Card(E) ≥ max(2, maxi degX(i) f), alors il existe
x ∈ Em1+···+mn+n tel que f(x) )= 0.
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Proposition 2.2. — Soit ϕ : Z → Pn
Q

un sous-schéma fermé intègre et no-

tons D = deg Z. Il existe une matrice M ∈ GLn+1(Q) adaptée à ϕ dont les
coefficients appartiennent à E = {a ∈ Z ; |a| ≤ 1

2 max(D, 2)}.

Démonstration. — Avec les notations qui précèdent, la première condition à
établir s’écrit χ ◦ ϕ(Z) ∩ V (V0, . . . , Vu) = ∅. Si nous notons f une forme éli-
minante de Z et voyons les Vi comme des formes linéaires en les Wj , ceci se
traduit par

f(V0, . . . , Vu) )= 0.

Puisque f est multihomogène de degré D en chaque groupe de variables, nous
pouvons choisir les mi,j pour 0 ≤ i ≤ u et 0 ≤ j ≤ n à coefficients dans E
de telle sorte que cette condition soit remplie. Les coordonnées V0, . . . , Vu

ainsi fixées sont alors automatiquement indépendantes et il existe des indices
ku+1, . . . , kn tels que la famille V0, . . . , Vu, Wku+1 , . . . , Wkn soit libre. Choisis-
sons encore Vi = Wki si i > u + 1 (notons que 0 et 1 sont éléments de E) et

Vu+1 = Wku+1 +
n∑

j=u+2

mu+1,kj Wkj .

Cela assure que la matrice M est inversible et il reste à voir qu’il est possible
de trouver les coefficients mu+1,kj dans E de façon que l’image x de Vu+1/V0

engendre K(Z) au-dessus de Q((Vi/V0)1≤i≤u).

Si σ1, . . . ,σD sont les différents plongements de cette extension de corps dans
une clôture normale, l’élément x l’engendre si et seulement si

D∏

i=2

(
σi(x)− σ1(x)

)
)= 0.

Le membre de gauche est un polynôme de degré D−1 en les coefficients mu+1,kj

cherchés et il n’est pas nul en vertu du fait que la famille des différents Wkj /V0

engendre l’extension considérée. Par suite, il est effectivement possible de choisir
ces coefficients dans E.

Pour un plongement ϕ : Z → Pn
Q
, nous fixons désormais une matrice M

adaptée comme dans l’énoncé. Puisque les coefficients de M sont bornés, nous
pouvons maintenant contrôler les relations de dépendance du lemme 2.1.

Lemme 2.3. — Avec les hypothèses et les notations qui précèdent, il existe
des polynômes homogènes notés P0, . . . , Pn, Q0, . . . , Qn de Q[X0, . . . , Xu+1] de
degré D dans lesquels le coefficient de XD

u+1 est 1, chacun égal à la puissance
d’un polynôme irréductible de telle sorte que

1) si B désigne la famille de tous leurs coefficients, on a

h(B) ≤ hϕ(Z) + D(u + 1) logD(n + 1) ;
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2) pour tout indice j avec 0 ≤ j ≤ n, les polynômes Pj(V0, . . . , Vu, Vj) et
Qj(V0, . . . , Vu, Wj) sont éléments de l’idéal de χ ◦ ϕ(Z).

Démonstration. — Soit f ′ l’unique forme éliminante de χ(ϕ(Z)) telle que l’on
ait f ′(V0, . . . , Vu) = 1. Posons encore Li = X0Vi − XiV0 pour 1 ≤ i ≤ u.
Le lemme 2.1 nous montre que

P = X−Du
0 f ′(L0, L1, . . . , Lu)

fournit Pj si L0 = Xu+1V0 − X0Vj et Qj si L0 = Xu+1V0 −
∑n

k=0 m̃j,kX0Vk

satisfaisant toutes les conditions sauf peut-être la majoration de hauteur. Par
le théorème de l’élimination, il existe une forme éliminante f de ϕ(Z) telle que,
pour toutes formes linéaires L0, . . . , Lu,

f ′(L0, . . . , Lu) = f
(
L0(M ·), . . . , Lu(M ·)

)
.

Avec les choix qui précèdent, Li(M ·) =
∑n

k=0(m0,kXi − mi,kX0)Wk pour
1 ≤ i ≤ u ; dans le cas de Pj la formule pour L0(M ·) est analogue tandis que
pour Qj nous avons

L0(M ·) = Xu+1

( n∑

i=0

m0,iWi

)
−X0

( n∑

k=0

n∑

i=0

m̃j,kmk,iWi

)

= Xu+1

( n∑

i=0

m0,iWi

)
−X0Wj =

n∑

i=0

(m0,iXu+1 − δi,jX0)Wi.

Ainsi dans tous les cas, f ′(L0, . . . , Lu) s’obtient en spécialisant chaque variable
de f en un élément de la forme aX0 + bXi avec a, b ∈ Z, |a|, |b| ≤ 1

2 max(D, 2)
et 1 ≤ i ≤ u + 1. Par conséquent, nous pouvons écrire

P = X−Du
0

∑

m

λm

u+1∏

i=1

D∏

k=1

(am,i,kX0 + bm,i,kXi)

si les λm sont les coefficients de f , m parcourant les monômes unitaires de
multidegré d = (D, . . . , D). Si v est une place finie de Q((λm)m), la valeur
absolue d’un coefficient de P est au plus maxm |λm|v (car am,i,k et bm,i,k sont
entiers). Pour une place infinie, on remarque que le terme en facteur de λm

est un polynôme dont la somme des valeurs absolues des coefficients est au
plus DD(u+1) (y compris si D = 1). Par ailleurs,

|λm|v ≤
(

d

m

)
Mv(f)

si Mv(f) est le terme local définissant hϕ(Z) (voir la démonstration du
lemme 3.3 dans [10]). Ainsi

|P |v ≤ DD(u+1)
∑

m

(
d

m

)
Mv(f) =

[
D(n + 1)

]D(u+1)
Mv(f)

et la majoration de h(B) en découle bien.
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2.2. Réduction de polynômes. — Nous utiliserons plusieurs fois un pro-
cédé de réduction de polynômes modulo certaines relations de la forme de celles
obtenues au lemme 2.3. Nous donnons ici le résultat technique (mais élémen-
taire) après un lemme préparatoire.

Lemme 2.4. — On peut associer à chaque triplet (x, y, z) ∈ N3 avec 1 ≤ y ≤ z
un polynôme Ux,y,z ∈ N[X1, . . . , Xz], homogène de degré x+y−z si deg Xi = i
et dont la somme des coefficients est au plus 2x, de telle sorte que, si, dans un
anneau A, des éléments t, a1, . . . , az vérifient

tz =
z∑

y=1

aytz−y,

alors, pour tout x ∈ N,

tx =
z∑

y=1

Ux,y,z(a1, . . . , az)t
z−y.

Démonstration. — On travaille d’abord dans l’anneau A = Z[X1, . . . , Xz, T ]
gradué par deg Xi = i et deg T = 1. Le polynôme P = T z −

∑z
y=1 XyT z−y est

homogène ; on note t l’image de T dans A/P qui est gradué. En écrivant tx dans
la Z-base évidente de A/P on obtient immédiatement des Ux,y,z à coefficients
dans Z ayant la bonne homogénéité. En substituant directement il est clair que
les coefficients sont positifs. Enfin on considère A = R. Il est immédiat qu’il
existe t dans l’intervalle [1, 2 [ tel que tz =

∑z
y=1 tz−y. Par suite, pour tout x,

2x ≥ tx =
z∑

y=1

Ux,y,z(1, . . . , 1)tz−y ≥
z∑

y=1

Ux,y,z(1, . . . , 1).

Par positivité, la somme des coefficients de Ux,y,z est bien Ux,y,z(1, . . . , 1).

Voici le résultat qui permet le contrôle de la hauteur des réductions.

Lemme 2.5. — Soit m un entier naturel. Pour chaque entier i entre 1

et m, considérons des variables V (i)
0 , . . . , V (i)

ui et W (i)
0 , . . . , W (i)

ni (pour cer-
tains ui, ni ≥ 0) ainsi que pour chaque entier j entre 0 et ni, un polynôme

P (i)
j ∈ Q[V (i)

0 , . . . , V (i)
ui , W (i)

j ] homogène de degré di,j ≥ 1 de sorte que le

coefficient de W (i)
j

di,j

soit égal à 1. Soit Bi la famille des coefficients des

P (i)
0 , . . . , P (i)

ni et notons K =
{
(ki,j)1≤i≤m, 0≤j≤ni ; 0 ≤ ki,j < di,j

}
.

Si S est un ensemble fini, b un élément de Nm et (Ψs)s∈S une famille de poly-
nômes multihomogènes en W de multidegré b, alors il existe une unique famille
(Qk,s)(k,s)∈K×S de polynômes multihomogènes en V telle que, pour tout s ∈ S,

Ψs −
∑

k∈K

Qk,s(V )W k
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est élément de l’idéal J engendré par tous les P (i)
j . De plus, les coefficients

de Qk,s appartiennent au corps engendré par les coefficients de Ψs et les Bi et

h
(
(Qk,s)k,s

)
≤ h

(
(Ψs)s

)
+

m∑

i=1

bi

(
h(Bi) + log(2ui + 2)

)
+ log

(
bi + ni

ni

)
.

Démonstration. — Écrivons

P (i)
j = W (i)

j

di,j

−
di,j∑

y=1

P (i)
j,y (V (i))W (i)

j

di,j−y
,

de sorte que par le lemme précédent (appliqué à Q[V (i), W (i)
j ]/P (i)

j ) l’élément
(homogène de degré /)

W (i)
j

$
−

di,j∑

y=1

U$,y,di,j(P
(i)
j,1 , . . . , P (i)

j,di,j
)W (i)

j

di,j−y

appartient à J . Par ailleurs notons

Ψs =
∑

k′∈K′

λk′,sW
k′

où K′ = {(k′
i,j)1≤i≤m, 0≤j≤ni ;

∑ni

j=0 k′
i,j = bi pour tout i}. Nous pouvons alors

choisir

Qk,s(V ) =
∑

k′∈K′

λk′,s

m∏

i=1

ni∏

j=1

Uk′
i,j ,di,j−ki,j ,di,j

(P (i)
j,1 , . . . , P (i)

j,di,j
).

L’unicité est claire pour raison de degré. Il reste à estimer la hauteur. Le po-

lynôme Uk′
i,j ,di,j−ki,j ,di,j

(P (i)
j,1 , . . . , P (i)

j,di,j
) est une somme d’au plus 2k′

i,j termes
de la forme

di,j∏

y=1

P (i)
j,y

$y
où

di,j∑

y=1

y/y = k′
i,j − ki,j .

Un tel terme est à son tour somme d’au plus
∏di,j

y=1

(ui+y
y

)$y termes (puisque

deg P (i)
j,y = y), de la forme

k′
i,j−ki,j∏

α=1

βαV (i)
να

où βα ∈ Bi (on rappelle 1 ∈ Bi) et 0 ≤ να ≤ ui. Nous majorons

2k′
i,j

di,j∏

y=1

(
ui + y

y

)$y

≤ 2k′
i,j

di,j∏

y=1

(ui + 1)y$y ≤ (2ui + 2)k′
i,j .
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Sachant que
∑

j k′
i,j = bi, nous trouvons que le polynôme Qk,s s’exprime comme

une somme d’au plus

Card(K′)
m∏

i=1

(2ui + 2)bi =
m∏

i=1

(
bi + ni

ni

)
(2ui + 2)bi

termes de la forme

λk′,s

m∏

i=1

bi−Σjki,j∏

α=1

βα,iV
(i)
να,i

où βα,i ∈ Bi et 0 ≤ να,i ≤ ui. La majoration de la hauteur s’en déduit immé-
diatement.

Citons également ici la version que nous emploierons du très classique lemme
de Siegel.

Lemme 2.6 (lemme de Siegel). — Pour tout corps de nombres K, il existe une
constante cS(K) telle que pour toute matrice A ∈ Mm×n(K) avec m < n,
il existe X ∈ Kn \ {0} vérifiant AX = 0 et

h(X) ≤ m

n−m

(
max

1≤i≤m
h(Ai) + log n

)
+

n

n−m
cS(K).

Démonstration. — C’est le lemme de Siegel pour un corps de nombres tel qu’il
est formulé dans [1] (il est en fait possible, avec le lemme de Bombieri-Vaaler,
de supprimer le coefficient n/(n−m) devant la constante, mais ce raffinement
n’a pas d’intérêt ici).

2.3. Lemme local. — Nous avons besoin de généraliser le lemme 5 de [2]
pour estimer localement les dérivées successives d’un élément algébrique sur un
anneau de polynômes.

Soient K un corps de nombres, u un entier ≥ 1 et X1, . . . , Xu, Y des indéter-
minées. Nous considérons un polynôme P ∈ K[X, Y ] = K[X1, . . . , Xu, Y ] qui
s’écrive P = P b

1 avec b ≥ 1 et P1 ∈ K[X, Y ] irréductible. Soient encore L
une extension algébrique de K(X) et y ∈ L un élément tel que P (X, y) = 0.
Notons (di : L → L)1≤i≤u les K-dérivations caractérisées par di(Xj) = δi,j

puis, lorsque κ ∈ Nu,

dκ = dκ1
1 ◦ · · · ◦ dκu

u , κ! = κ1! . . .κu! et ∂κ =
1

κ!
dκ.

Finalement, pour une place v de K, nous écrivons εv = 1 si v est infinie et
εv = 0 sinon.

Nous pouvons alors donner l’estimation suivante.

Lemme 2.7. — Soit ϕ : K[X, y] → K un morphisme de K-algèbres tel que
ϕ(Xi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ u et notons encore ϕ son extension lorsqu’on localise
en Ker(ϕ). Soit R = b!−1(∂bP/∂Y b). Nous supposons ϕ(R(X, y)) )= 0. Soient
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ensuite v une place de K, a ∈ K× tel que |ϕ(y)|v ≤ |a|v et κ ∈ Nu \ {0}. Alors
nous avons

∣∣ϕ(∂κy)
∣∣
v
≤ |a|v f1(u, D)εv |κ|

( |P (X, aY )|v
|abϕ(R(X, y))|v

)(2|κ|−1)/b

où D majore à la fois degX P , degY P et

f1(u, D) = (2u + 4)1+
3
2DD

(
D + u

u

)2(D + 1

2

)2

.

Démonstration. — Commençons par remarquer qu’en remplaçant y par y/a
et P par le polynôme P (X, aY ), il suffit de démontrer l’énoncé pour a = 1.
Nous allons également supposer b = 1 dans un premier temps. Nous adaptons
dans ce cas la preuve de [2] (qui correspond au cas u = 1). Notons

χ : K[X1, . . . , Xu, Y ] −→ K[X1, . . . , Xu, y] et ψ = ϕ ◦ χ.

L’écriture ϕ(∂κy) a bien un sens car le localisé K[X1, . . . , Xu, y]Ker(ϕ) est stable

par chaque di : en effet diy = −χ(R)−1χ(∂P/∂Xi). Écrivons maintenant

P =
∑

i,j

pi,jX
j1
1 · · ·Xju

u Y i

et distinguons selon que v est une place finie ou infinie.

Dans le premier cas, nous tirons parti de la formule de Leibniz pour avoir

0 = ∂κ
(
χ(P )

)
=

∑

i,j

pi,j

∑

$(0)+···+$(i)=κ

∂$
(0)

(Xj1
1 · · ·Xju

u ) ∂$
(1)

y · · ·∂$
(i)

y

où la seconde somme est sur tous les choix de /(0), . . . , /(i) ∈ Nu qui vérifient
/(0) + · · · + /(i) = κ. Par ailleurs χ(R) =

∑
i,j pi,jX

j1
1 · · ·Xju

u iyi−1 ; donc, en

extrayant de la somme précédente les termes pour lesquels /(k) = κ pour un
indice k vérifiant 0 < k ≤ i, nous obtenons

χ(R)∂κy = −
∑

i,j

pi,j

∑

$(0)+···+$(i)=κ
$(k) (=κ si k>0

∂$
(0)

(Xj1
1 · · ·Xju

u ) ∂$
(1)

y · · · ∂$
(i)

y.

La quantité ϕ(∂$
(0)

(Xj1
1 · · ·Xju

u )) vaut 1 si /(0) = j et 0 sinon. Nous appliquons
alors ϕ à l’égalité précédente et, v étant ultramétrique, il vient

∣∣ψ(R)
∣∣
v
·
∣∣ϕ(∂κy)

∣∣
v
≤ |P |v max

$(1)+···+$(i)≤κ
i≥0, $(k) (=κ

∣∣ϕ(∂$
(1)

y)
∣∣
v
· · ·

∣∣ϕ(∂$
(i)

y)
∣∣
v
.

Ceci permet de montrer par récurrence sur |κ| que

∣∣ϕ(∂κy)
∣∣
v
≤

( |P |v
|ψ(R)|v

)max(0,2|κ|−1)
.
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En effet, le cas |κ| = 0 est l’hypothèse |ϕ(y)|v ≤ 1 et, pour |κ| > 0, la for-
mule obtenue montre que, si l’hypothèse de récurrence est vérifiée pour les κ′

avec |κ′| < |κ|, nous avons

∣∣ϕ(∂κy)
∣∣
v
≤ max

$(1)+···+$(i)≤κ
i≥0, $(k) (=κ

( |P |v
|ψ(R)|v

)1+
Pi

k=1 max(0,2|$(k)|−1)
.

Or |ψ(R)|v ≤ |P |v et par ailleurs

i∑

k=1

max
(
0, 2|/(k)|− 1

)
≤ 2|κ|− 2

pour tous les choix de i ≥ 0, /(1), . . . , /(i) ∈ Nu avec /(1) + · · · + /(i) ≤ κ et
/(k) )= κ. Ceci termine la démonstration quand v est une place finie (et b = 1).

Nous procédons différemment lorsque v est infinie. Montrons d’abord par
récurrence sur |κ| ≥ 1 qu’il existe un polynôme Qκ ∈ K[X1, . . . , Xu, Y ] tel que

χ(Qκ) = χ(R)2|κ|−1dκ(y).

En effet si |κ| = 1, c’est-à-dire κk = δk,k0 pour un indice k0, il est loisible de
poser Qκ = −∂P/∂Xk0 car

0 = dκ(χ(P )) = χ
( ∂P

∂Xk0

)
dκ(Xk0) + χ

(∂P

∂Y

)
dκ(y) = χ(−Qκ) + χ(R)dκ(y).

Si |κ| > 1, choisissons k0 tel que κk0 )= 0 et définissons κ′ par κ′k = κk − δk,k0

puis

Qκ = R2 ∂Qκ′

∂Xk0

−R
∂P

∂Xk0

∂Qκ′

∂Y
+

(
2|κ′|− 1

)
Qκ′

( ∂P

∂Xk0

∂R

∂Y
−R

∂R

∂Xk0

)
.

Ceci convient car en appliquant dk0 à χ(R)2|κ
′|−1dκ

′

y = χ(Qκ′) puis en multi-
pliant par χ(R)2, il vient

χ(R)2|κ|−1dκy + (2|κ′|− 1)χ(R)2|κ
′|dk0(χ(R))dκ

′

y

= χ
( ∂Qκ′

∂Xk0

)
χ(R)2 + χ

(∂Qκ′

∂Y

)
χ(R)2dk0y

soit

χ(R)2|κ|−1dκy +
(
2|κ′|− 1

)
χ(Qκ′R)

(
χ
(∂R

∂Y

)
dk0y + χ

( ∂R

∂Xk0

))

= χ
( ∂Qκ′

∂Xk0

R2
)

+ χ
(∂Qκ′

∂Y

)
χ(R)2dk0y,

formule dans laquelle il suffit de remplacer χ(R)dk0y par −χ(∂P/∂Xk0) pour
reconnâıtre

χ(R)2|κ|−1dκy = χ(Qκ).
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Sur la définition de Qκ par récurrence, il est clair que degX Qκ et degY Qκ sont
tous deux majorés par 2|κ|D. D’autre part, si Qκ′ =

∑
$,m q$,mXm1

1 · · ·Xmu
u Y $,

cette définition donne

Qκ =
∑

i,j,i′,j′,$,m

pi,jpi′,j′q$,mXj+j′+mX−1
k0

Y i+i′+$−2

×
(
ii′mk0 − ij′k0

/+ (2|κ′|− 1)(j′k0
i(i− 1)− ii′j′k0

)
)
.

Dans cette expression, nous avons
∣∣ii′(mk0 − (2|κ′|− 1)j′k0

)
∣∣ ≤ ii′ max

(
mk0 , (2|κ′|− 1)j′k0

)
≤ ii′ · 2|κ′|D

et de même |ij′k0
(−/+ (2|κ′|− 1)(i− 1))| ≤ ij′k0

· 2|κ′|D. Par suite

|Qκ|v ≤ |P |2v · |Qκ′ |v · 2|κ′|D
∑

0≤i,i′,|j|,|j′|≤D

i(i′ + j′k0
).

Cette dernière somme vaut
(

D + u

u

)2(D + 1

2

)2[
1 +

2

u + 1

]
≤ f ′

1(u, D)

2uD

si nous notons f ′
1(u, D) = f1(u, D)(2u + 4)−

3
2D. Ainsi

|Qκ|v ≤ f ′
1(u, D)

|κ′|
u

|P |2v · |Qκ′ |v.

Si |κ| = 1, on a |Qκ|v ≤ D|P |v donc

|Qκ|v ≤ D
(f ′

1(u, D)

u

)|κ|−1(
|κ|− 1

)
! |P |2|κ|−1

v .

S’en déduit la majoration

∣∣ψ(Qκ)
∣∣
v
≤ 3D2|κ|!

(f ′
1(u, D)

u

)|κ|−1
|P |2|κ|−1

v

car |ψ(Y )|v ≤ 1, ψ(Xi) = 0 et 1 + degY Qκ ≤ 3D|κ|. Enfin le choix de Qκ

montre que

ψ(Qκ) = ψ(R)2|κ|−1ϕ(dκy) = κ1! . . .κu!ψ(R)2|κ|−1ϕ(∂κy)

donc
∣∣ϕ(∂κy)

∣∣
v
≤ |κ|!

κ!
3D2

(f ′
1(u, D)

u

)|κ|−1( |P |v
|ψ(R)|v

)2|κ|−1

≤ f ′
1(u, d)|κ|

( |P |v
|ψ(R)|v

)2|κ|−1

car |κ|!/κ! ≤ u|κ| et 3uD2 ≤ f ′
1(u, D).

Le cas b = 1 est donc entièrement établi avec le gain d’un facteur égal à
(2u + 4)

3
2 εvD|κ|. Dans le cas général, nous pouvons appliquer ce qui précède au

polynôme P1 parce que, si R1 = ∂P1/∂Y , nous avons R = Rb
1 + P1Q avec un
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certain polynôme Q et donc R(X, y) = R1(X, y)b. Il reste seulement à voir que
l’on a

|P1|2|κ|−1
v ≤ (2u + 4)

3
2 εvD|κ||P |(2|κ|−1)/b

v .

Comme b ≥ 2, ceci découle de

|P1|v ≤ (2u + 2)
3
2 εvD/b|P |1/b

v ,

cette dernière inégalité s’obtenant en notant que P1 est de degré au plus D/b
en chacun des deux groupes de variables (pour une place infinie, on procède
comme dans [7, chap. 3, prop. 2.12] en transitant par la mesure de Mahler).

3. Réduction du problème

Nous nous plaçons désormais sous les hypothèses du théorème 1.2.

Considérons l’ensemble E des m-uplets (Y1, . . . , Ym) formés de sous-schémas
fermés intègres de X tels que si nous notons ui = dimYi, u = u1 + · · · + um

et Di = deg Yi pour 1 ≤ i ≤ m, alors

xi ∈ Yi(Q) pour 1 ≤ i ≤ m,(1)

Di ≤ (deg X)Λψ(u)−1 pour 1 ≤ i ≤ m,(2)
m∏

i=1

Di ≤ (deg X)mΛψ(u)−1 et(3)

m∑

i=1

aih(Yi) ≤ 1
2Λ2ψ(u)(Mt2)

m dim X−u|a|max(h(X), δ).(4)

En premier lieu, il est clair que (X, . . . , X) ∈ E car ψ(m dim X) = 1 et Λ2 ≥ 2.
Par conséquent, il existe un élément (Y1, . . . , Ym) de E pour lequel la dimen-
sion u est minimale. Nous allons travailler avec un tel élément que nous fixons
dorénavant. Il faut remarquer que u n’est pas nul : en effet, si c’était le cas,
nous aurions nécessairement Yi = {xi} pour 1 ≤ i ≤ m et nous pourrions donc
déduire de la dernière inégalité

|a|c3 ≤
m∑

i=1

aih(xi) ≤
m∑

i=1

aih({xi})

≤ 1
2Λ2ψ(0)(Mt2)

m dim X |a|max(h(X), δ) = 1
2 |a|c3,

ce qui est faux.
La démonstration consistera à montrer que si la conclusion du théorème est

en défaut alors il est possible de construire un élément de E de dimension u−1.
Pour faire cette construction générale, il est commode d’une part de modifier
le plongement ι sur chaque facteur pour que Yi soit décrit de manière simple et
d’autre part d’exclure de la construction un certain nombre de cas dégénérés
(en construisant directement un élément de E dans ces cas-là).
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Nous appliquons donc les résultats du premier paragraphe de la partie pré-
cédente aux immersions fermées ϕi : Yi ↪→ PN

Q
déduites de ι (pour 1 ≤ i ≤ m).

Ainsi, en vertu de la proposition 2.2, il existe pour chaque i une matrice Mi ∈
GLN+1(Q) à coefficients entiers compris entre −max(1, 1

2Di) et max(1, 1
2Di)

de sorte que le morphisme associé χi : PN
Q
→ PN

Q
fait de χi ◦ ϕi un plongement

adapté. Nous fixons une fois pour toutes de telles matrices M1, . . . , Mm ainsi

que des polynômes P (i)
j et Q(i)

j (1 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ N) données par le
lemme 2.3. Nous notons Bi la famille de leurs coefficients pour i fixé.

Pour distinguer les différentes coordonnées de (PN
Q

)m, nous désignons celles

du i-ième facteur par W (i)
j (0 ≤ j ≤ N) à la source de χi et V (i)

j (0 ≤ j ≤ N)

à son but. Par exemple, le polynôme de Q(i)
j (V (i)

0 , . . . , V (i)
ui , W (i)

j ) est élément
de l’idéal de χi ◦ ϕi(Yi).

Nous notons également w(i)
j et v(i)

j les images de W (i)
j /V (i)

0 et V (i)
j /V (i)

0

dans le corps des fonctions K(Yi) (de sorte qu’en particulier ces éléments sont
liés par la relation matricielle (v(i)) = Mi(w(i))). Finalement, le morphisme

fini Yi → Pui

K défini par V (i)
0 , . . . , V (i)

ui s’appellera ρi et bi,j sera l’entier tel

que Q(i)
j est égal à un polynôme irréductible élevé à la puissance bi,j .

Dans le cadre ainsi fixé, nous pouvons donner l’énoncé par lequel passe la
preuve du théorème 1.2 par l’absurde.

Proposition 3.1. — Il n’existe pas de couple (/, U) avec 1 ≤ / ≤ m et U un

polynôme homogène de Q[V ($)
0 , . . . , V ($)

u" ] tel que

1) χ$(x$) ∈ V (U),
2) χ$(Y$) )⊂ V (U),
3) deg U ≤ Λω

′uψ(u) et

4) a$h(U) ≤ |a|
8 deg X Λω

′(u+1)ψ(u)+m−1−ω(Mt2)m dim X−u+1 max(h(X), δ).

Démonstration. — Si un tel couple existe, nous définissons Y ′
i = Yi si i )= /

et Y ′
$ comme une composante irréductible de Y$ ∩ χ−1

$ (V (U)) contenant x$.
Il nous suffit alors de montrer que (Y ′

1 , . . . , Y ′
m) appartient à E .

Dans un premier temps, écrivons χ−1
$ (V (U)) = V (U ′) où U ′ est l’élément

de Q[W ($)
0 , . . . , W ($)

N ] défini par

U ′(W ($)) = U(M$ · W ($)).

Il vient deg U ′ = deg U et, vu la majoration des coefficients de M$,

h(U ′) ≤ h(U) + (deg U) log(N + 1)max(1, 1
2D$) + log

(
deg U + u$

u$

)
.

Pour le degré, nous avons

deg Y ′
$ ≤ (deg U)(deg Y$) ≤ Λω

′uψ(u)D$
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et, en vertu de ω′uψ(u) + ψ(u) = ψ(u − 1), cela entrâıne bien les deuxième et
troisième conditions dans la définition de (Y ′

1 , . . . , Y ′
m) ∈ E (la première étant

quant à elle évidente par construction). Pour la hauteur, nous trouvons

h(Y ′
$ ) ≤ (deg U ′)h(Y$) + D$hm(U ′)

où hm est la hauteur modifiée introduite dans [10] qui satisfait la majoration
hm(U ′) ≤ h(U ′) +

√
N d’après le lemme 5.2 de [11]. Ainsi

m∑

i=1

aih(Y ′
i ) ≤ D$a$h(U) + D$a$Λ

ω′uψ(u) log D$(N + 1)(u$ + 1)

+D$a$
√

N + Λω
′uψ(u)

m∑

i=1

aih(Yi)

≤ 1
2Λ(ω′u+ω′+1)ψ(u)+m+1−ω′

|a|(Mt2)
m dim X−u+1 max

(
h(X), δ

)

et ceci montre la dernière condition car (ω′u+ω′+1)ψ(u)+m+1−ω′ ≤ 2ψ(u−1)
(cela vient par exemple de m ≤ uψ(u)).

Notons maintenant (x(i)
0 , . . . , x(i)

N ) un choix de coordonnées projectives de

ϕi(xi) et (z(i)
0 , . . . , z(i)

N ) = Mi(x(i)) qui est un choix possible pour χi ◦ ϕi(xi).

Corollaire 3.2. — Pour chaque indice i avec 1 ≤ i ≤ m, nous avons

1) le morphisme ρi : Yi → Pui

Q
est étale au point xi,

2) z(i)
0 )= 0 et

3) pour tout j avec 0 ≤ j ≤ N ,

∂bi,j Q(i)
j

∂X
bi,j

ui+1

(
1,

z(i)
1

z(i)
0

, · · · , z
(i)
ui

z(i)
0

,
x(i)

j

z(i)
0

)
)= 0.

Démonstration. — Il s’agit de montrer dans chaque cas que, si la condition
est fausse, nous pouvons exhiber U tel que (i, U) satisfasse les conditions de la

proposition. En notant ∆ le discriminant du polynôme P (i)
ui+1(V

(i)
0 , . . . , V (i)

ui , ·)
et Rj le résultant de Q(i)

j (V (i)
0 , . . . , V (i)

ui , ·) et de sa dérivée d’ordre bi,j , nous

allons vérifier que U = ∆, U = V (i)
0 et U = Rj conviennent.

En écrivant un résultant (et donc en particulier un discriminant) sous forme
de déterminant, nous constatons que ∆ et Rj sont chacun égaux à celui d’une
matrice carrée de taille au plus 2Di ; les coefficients de cette matrice sont des

polynômes homogènes de Q[V (i)
0 , . . . , V (i)

ui ] de degré au plus Di ; enfin, chaque
coefficient de l’un de ces polynômes est le produit d’un élément de Bi par un
entier compris entre 1 et Di!.

Par suite deg ∆ et deg Rj sont majorés par 2D2
i tandis que h(∆) et h(Rj)

sont au plus

log(2Di)! + 2Di log

(
Di

ui

)
+ 2Di log Di! + 2Dih(Bi) ≤ 6ND3

i + 2Dih(Bi).
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D’après le lemme 2.3, h(Bi) ≤ h(Yi) + 2N2D2
i donc la borne ci-dessus devient

8N2D3
i +

deg X

ai
Λ3ψ(u)−1|a|(Mt2)

m dim X−u max
(
h(X), δ

)

≤ 1

ai
Λ3ψ(u)−1(deg X + 8N2(deg X)3Λ−2)|a|(Mt2)

m dim X−u max(h(X), δ).

Par suite, si U vaut ∆, V (i)
0 ou Rj , les deux dernières conditions de la propo-

sition sont vérifiées. Dans chaque cas, la définition d’un plongement adapté et

celle de P (i)
ui+1 et Q(i)

j montrent qu’il en va de même de la seconde. Puisque
la proposition affirme que les quatre conditions ne peuvent pas être réalisées
simultanément, c’est donc la première qui est en défaut. Cela montre alors
respectivement les trois assertions du présent corollaire qui est donc établi.

Puisque z(i)
0 est non nul, nous pouvons, quitte à changer le choix de coordon-

nées fait plus haut, le supposer égal à 1 et c’est ce que nous ferons désormais.

Dans la mesure où le résultat vers lequel nous tendons consiste en une com-
paraison des hauteurs associées à M et Na, il est naturel de faire intervenir
un faisceau écrit comme quotient (au sens du produit tensoriel) à partir de ces
deux faisceaux. De manière précise, nous considérons les couples (ε, d) ∈ Q×N

tels que dε ∈ Z et associons à un tel couple le faisceau inversible sur X

Qε,d = M⊗d ⊗N⊗−dε
a .

Le paramètre d ainsi introduit est destiné à tendre vers l’infini : dans la suite
les notations o(.) et O(.) se réfèrent à cette limite.

4. Une petite section globale

Dans toute cette partie, le point x intervient uniquement à travers l’hypo-
thèse sur le nombre d’intersection.

4.1. Dimension de l’espace des sections. — Dans ce paragraphe, de
la donnée de (ι′, j1, j2, Σ) nous ne retenons que l’existence d’une injection
j′1 : M ↪→ N⊗t1

a sur Y. Elle s’obtient en choisissant un élément de Σ non nul
sur Y et en composant l’injection M ↪→ P qui s’en déduit avec j1.

Proposition 4.1. — Si l’on a ε ≤ (2uθ)−1(t1m)−u
∏m

i=1 D−1−ω
i , il existe

d0 ∈ N \ {0} tel que si d0 divise d,

dimQ Γ(Y,Qε,d) ≥
du

4θu!

m∏

i=1

D−ω
i aui

i + O(du−1).
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Démonstration. — La théorie élémentaire de l’intersection montre que

[Na]u · Y = u!
m∏

i=1

Di

ui!
aui

i ≤ mu
m∏

i=1

Dia
ui

i .

Considérons ensuite un sous-schéma H de Y d’idéal isomorphe à N⊗−1
a et tel

que la restriction de j′1 à H est encore une injection : ceci est possible car Na est
engendré par ses sections globales sur Y. Alors, pour tout faisceau L′ inversible
sur Y, la suite exacte

0→ Γ(Y,L′ ⊗N⊗−1
a ) −→ Γ(Y,L′) −→ Γ(H,L′)

permet d’écrire dim Γ(Y,L′⊗N⊗−1
a ) ≥ dim Γ(Y,L′)−dim Γ(H,L′). Par suite,

en itérant cette formule, nous avons pour tout d0 tel que d0 divise d,

dimQ Γ(Y,Qε,d) ≥ dimQ Γ(Y,Q−1/d0,d)−
dε−1∑

j=−d/d0

dimQ Γ(H,N⊗t1d−j
a ).

En faisant usage de j′1, il vient dim Γ(H,Qj/d,d) ≤ dim Γ(H,N⊗t1d−j
a ) puis

dε−1∑

j=−d/d0

dimQ Γ(H,Qj/d,d)

≤
dε−1∑

j=−d/d0

(t1d− j)u−1

(u − 1)!
[Na]u−1 · H + O(du−1)

≤
dε−1∑

j=−d/d0

(t1d− j)u−1

(u − 1)!
[Na]u · Y + O(du−1)

≤ umu
(
t1 +

1

d0

)u−1 du

u!

( m∏

i=1

Dia
ui

i

) dε−1∑

j=−d/d0

1

d
+ O(du−1)

≤
(
1 +

1

εd0

)u du

2θu!

m∏

i=1

D−ω
i aui

i + O(du−1)

en utilisant la majoration de ε (qui entrâıne en particulier ε ≤ 1 ≤ t1). D’autre
part

dimQ Γ(Y,Q−1/d0,d) =
(d/d0)u

u!
[M⊗d0 ⊗Na]u · Y + O(du−1)

=
du

u!

(
[M]u · Y + P1

( 1

d0

))
+ O(du−1)

≥ du

θu!

m∏

i=1

D−ω
i aui

i

(
1 + P2

( 1

d0

))
+ O(du−1)
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d’après l’hypothèse sur [M]u ·Y ; ici, P1 et P2 désignent des éléments de TQ[T ]
indépendants de d et d0. En combinant les deux estimations, il reste à choisir d0

de sorte que

1 + P2

( 1

d0

)
− 1

2

(
1 +

1

εd0

)u
≥ 1

4
et cela termine la preuve.

Nous fixons dorénavant

ε =
1

2uθ

1

(t1m)u

m∏

i=1

D−1−ω
i

et un entier d0 donné par la proposition. Nous considérons toujours que d est
tel que d0 divise d.

4.2. Contrôle de hauteur. — Afin d’exploiter un lemme de Siegel, nous
allons écrire Qε,d comme le noyau d’un morphisme de faisceaux bien contrôlé.
Soit d’abord N = M⊗−d ⊗ P⊗d ⊗ N⊗εd

a . Nous considérons la famille Σ′ de
sections globales de N de la forme

σ⊗d ⊗ π∗
m⊗

i=1

W (i)
$i

dεai

où σ ∈ Σ et 0 ≤ /i ≤ N pour 1 ≤ i ≤ m. Cette famille engendre N et a pour
cardinal M(N +1)m. Elle donne donc naissance à une suite exacte (quelquefois
appelée dans ce contexte complexe de Faltings)

0→ Qε,d
Φ−−→

⊕

σ∈Σ′

Qε,d ⊗N Ψ′

−−→
⊕

σ1,σ2∈Σ′

Qε,d ⊗N⊗2

avec

Φ(s) = (s⊗ σ)σ∈Σ′ et Ψ′
(
(sσ)σ∈Σ′

)
= (sσ1 ⊗ σ2 − sσ2 ⊗ σ1)σ1,σ2∈Σ′ .

Grâce à j1 et j2 nous avons une injection

Qε,d ⊗N⊗2 0 P⊗2d ⊗M⊗−d ⊗N⊗εd
a ↪−→ N⊗d(t1+t2+ε)

a .

En définissant Ψ comme la composée de Ψ′ avec celle-ci, nous aboutissons à la
suite exacte

0→ Qε,d
Φ−−→

⊕

Σ′

P⊗d Ψ−−→
⊕

(Σ′)2

N⊗d(t1+t2+ε)
a .

Nous supposons d assez grand pour que toutes les sections globales de P⊗d

sur Y proviennent de PN ′

Q
et nous fixons aussi une fois pour toute une famille

de monômes en les coordonnées de PN ′

Q
de degré d (engendrant un espace E)

dont les images forment une base de Γ(Y,P⊗d).
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Nous dirons que s ∈ Γ(Y,Qε,d) est représentée par une famille de polynômes
Fσ ∈ E (σ ∈ Σ′) si l’image de (Fσ)σ cöıncide avec Φ(s).

Proposition 4.2. — Il existe une section s ∈ Γ(Y,Qε,d) non nulle représen-
tée par une famille F = (Fσ)σ de hauteur majorée par

dM(N+1)m4(t1+t2+ε)θ(t1m)u
( m∏

i=1

D1+ω
i

) m∑

i=1

ai

(
h(Bi)+δ+log(2ui+2)

)
+o(d).

Démonstration. — La méthode consiste à déduire du morphisme

F =
⊕

Σ′

E −→
⊕

(Σ′)2

Γ(Y,N⊗d(t1+t2+ε)
a )

(donné par Ψ) une famille L1, . . . , Lb de formes linéaires sur F définissant son
noyau, isomorphe à Γ(Y,Qε,d). D’après le lemme de Siegel (voir lemme 2.6),
nous aurons notre résultat avec

h(F) ≤ dimF

dim Γ(Y,Qε,d)

(
h(L1, . . . , Lb) + log dimF + cS

(
Q(L1, . . . , Lb)

))

où Q(L1, . . . , Lb) est le corps engendré par les coefficients des Lj , ces derniers
(qui servent aussi à définir la hauteur h(L1, . . . , Lb)) étant pris dans la base
duale de celle choisie pour F .

Grâce à l’injection P⊗d ↪→ N⊗dt1
a , nous avons

dimE ≤
m∏

i=1

Di

ui!
(dt1ai)

ui ≤ (t1m)u du

u!

m∏

i=1

Dia
ui

i .

Par conséquent log dim F = o(d) et, d’après la proposition 4.1,

dim F

dim Γ(Y,Qε,d)
≤ 4θM(N + 1)m(t1m)u

m∏

i=1

D1+ω
i + o(1).

Le résultat sera donc acquis si nous savons choisir les Lj à coefficients dans un
corps indépendant de d (de sorte que cS(Q(L1, . . . , Lb)) = o(d)) et tels que

h(L1, . . . , Lb) ≤ d(t1 + t2 + ε)
m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + δ + log(2ui + 2)

)
+ o(d).

Une façon näıve de choisir des Lj serait de fixer une base de Γ(Y,N⊗d(t1+t2+ε)
a )

et d’y décomposer Ψ(F). Cependant, pour pouvoir estimer la hauteur des co-
efficients qui apparaissent, il faudrait connâıtre assez explicitement une telle
base. En pratique, nous procédons un peu différemment. Nous notons

Θ : Q[W ] 0
⊕

γ

Γ
(
(PN

Q
)m,O(γ)

)
−→

⊕

γ

Γ(Y,Nγ)

où γ parcourt Nm. Nous voyons les V (i)
j comme éléments de Q[W ] (par

(V (i)) = Mi(W (i))) et les choix de plongements adaptés montrent que Θ se
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restreint injectivement à l’espace R des polynômes R en V avec deg
V (i)

j

R = 0

si ui + 2 ≤ j ≤ n et deg
V (i)

ui+1
R < Di. Nous connaissons donc une base de Θ(R)

et nous allons ramener les calculs dans cet espace.

Pour cela, puisque (le plongement étant adapté) v(i)
ui+1 engendre K(Yi) sur

K(v(i)
1 , . . . , v(i)

ui ), il existe un élément RY de R non nul tel que l’on puisse écrire
pour tout élément de l’ensemble fini K = {k ∈ N(N+1)m ; ki,j < Di}

Θ(RY W k) = Θ(Sk)

où Sk ∈ R. Si nous regardons maintenant une composante de Ψ(F) dans

Γ(Y,N⊗d(t1+t2+ε)
a ) (c’est-à-dire pour un élément de Σ′ fixé), nous constatons

avec les définitions que le terme en facteur d’un coefficient donné de F vaut (s’il
est non nul)

±Θ(mP d
j )

où 1 ≤ j ≤ M et m est un monôme en W unitaire de multidegré d(t1 + ε)a.
Si nous appliquons alors le lemme 2.5 à la famille des polynômes mP d

j , nous
trouvons des polynômes Qk,j,m ne faisant intervenir que les V (i)

j avec j ≤ ui,
définis sur un corps de nombres indépendant de d, vérifiant

h
(
(Qk,j,m)k,j,m

)
≤ h(P d

1 , . . . , P d
M )+

m∑

i=1

d(t1+t2+ε)ai

(
h(Bi)+log(2ui+2)

)
+o(d)

et tels que

Θ(mP d
j ) = Θ

( ∑

k∈K

Qk,j,mW k
)
.

Finalement, puisque Ψ(F) = 0 équivaut à Ψ(F) ⊗ Θ(RY ) = 0, nous pouvons
réécrire la condition sur F sous forme d’équations où le terme en facteur d’un
coefficient donné de F est

±Θ
( ∑

k∈K

Qk,j,mSk

)
.

Les polynômes apparaissant ainsi appartiennent à R donc les formes linéaires
cherchées s’obtiennent grâce à la base de R formée des monômes en V conte-
nus dans cet espace. Les coefficients ainsi fabriqués engendrent bien un corps
de nombres indépendant de d et la hauteur de leur famille, puisque Sk est
indépendant de d tout comme le cardinal de K, est majorée par

h
(
(Qk,j,m)k,j,m

)
+o(d) ≤ dδ|a|+

m∑

i=1

d(t1 + t2 +ε)ai

(
h(Bi)+log(2ui +2)

)
+o(d)

donc par la quantité annoncée et cela clôt la démonstration.
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5. Ordre d’annulation

Si la section s ne s’annulait pas en x, nous pourrions aisément écrire une
minoration de la hauteur associée à Qε,d valable en x et la conclusion du théo-
rème 1.2 en découlerait. Si elle s’annule en x mais avec un ordre suffisamment
petit, il est possible de raisonner de la même façon et, quitte à faire intervenir
des dérivations, d’obtenir la même conclusion. C’est ce que nous faisons ci-
dessous : après avoir déduit du lemme 2.7 une estimation pour les dérivées
de certains monômes, nous introduisons la notion précise d’indice qui contrôle
l’annulation de s et montrons le lien avec les hauteurs. Finalement, nous traitons
le cas où l’indice est grand à l’aide du théorème du produit de Faltings : grâce
à l’hypothèse ai/ai+1 ≤ c2, l’annulation doit se faire le long d’un sous-produit
de Y = Y1× · · ·×Ym et les estimations font que celui-ci contredit la minimalité
de Y .

5.1. Estimation locale des dérivées. — Le morphisme

ρ : Y −→ Pu1

Q
× · · ·× Pum

Q

déduit des ρi est étale au point x. Nous pouvons donc trouver un voisinage

ouvert de x dans Y au-dessus duquel ΩY/Q ait pour base la famille (dv(i)
j )i,j

avec 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ ui. Notons ∂
v
(i)
j

les dérivations correspondantes

(∂
v(i)

j

(v(i′)
j′ ) = δi,i′δj,j′) et posons pour / ∈ Nui

∂i,$ =
ui∏

j=1

1

/j !
(∂

v
(i)
j

)$j .

Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées x(i)
j et les familles Bi.

Par application du lemme 2.7, nous obtenons le

Corollaire 5.1. — Si v est une place de K, 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ N ,
/ ∈ (N \ {0})ui et η ∈ {−1, 1}, on a

∣∣∂i,$(w(i)
j

η
)(x)

∣∣
v

≤ |x(i)
j

η
|v f1(ui, Di)

εv |$|





∣∣Q(i)
j (1, X1 + z(i)

1 , . . . , Xui + z(i)
ui , x(i)

j Y )
∣∣
v

∣∣∣
x(i)

j

bi,j

bi,j!

∂bi,j Q(i)
j

∂X
bi,j

ui+1

(1, z(i)
1 , . . . , z(i)

ui , x(i)
j )

∣∣∣
v





2|$|−1
bi,j

.

Démonstration. — Pour η = 1, c’est une application directe du lemme avec

Xk = v(i)
k − z(i)

k (1 ≤ k ≤ ui), y = w(i)
j et a = x(i)

j (ϕ étant l’évaluation en

x). Pour η = −1, il faut considérer le polynôme réciproque de Q(i)
j en Xui+1 et

on a le résultat en reliant sa dérivée à celle de Q(i)
j .
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Ceci nous amène à poser (pour un choix quelconque de racines)

ci =
N∏

k=0

(x(i)
k

bi,k

bi,k!

∂bi,kQ(i)
k

∂X
bi,k

ui+1

(1, z(i)
1 , . . . , z(i)

ui
, x(i)

k )
)1/bi,k

(1 ≤ i ≤ m)

et nous supposons que K contient ces éléments. Nous pouvons alors écrire une
majoration plus commode des dérivées.

Lemme 5.2. — Sous les hypothèses du corollaire précédent, on a
∣∣c2|$|

i ∂i,$(w(i)
j

η
)(x)

∣∣
v
≤ |x(i)

j

η
|v f2(ui, Di)

εv |$|
(
|Bi|v max

0≤k≤N
|x(i)

k |Di
v

)2(N+1)|$|

où

f2(u, D) = f1(u, D)

(
D + u

u

)2(N+1)(
2(N + 1)D

)2(N+1)D
.

Démonstration. — C’est évident si |/| = 0 ; sinon nous appliquons le corollaire.
Le facteur de ci correspondant à k = j est utilisé pour supprimer le dénomina-
teur apparaissant dans le corollaire. Il reste un produit de facteurs à majorer :
tout d’abord en notant ici pour 0 ≤ k ≤ N

Ak = 2εvDi

(
Di + ui

ui

)εv

|Bi|v max
(
1, |z(i)

1 |v, . . . , |z(i)
ui
|v, |x(i)

k |v
)Di ,

il vient ∣∣Q(i)
j (1, X1 + z(i)

1 , . . . , Xui + z(i)
ui

, x(i)
j Y )

∣∣
v
≤ Aj .

De manière analogue,

∣∣∣
x(i)

k

bi,k

bi,k!

∂bi,kQ(i)
k

∂X
bi,k

ui+1

(1, z(i)
1 , . . . , z(i)

ui
, x(i)

k )
∣∣∣
v

≤
(

Di + ui + 1

ui + bi,k + 1

)εv

|Bi|v max
(
1, |z(i)

1 |v, . . . , |z(i)
ui
|v, |x(i)

k |v
)Di

puis
(

Di+ui+1
ui+bi,k+1

)
≤

(
Di+ui+1

ui+2

)bi,k
. En utilisant encore

(
Di+ui+1

ui+2

)
≤ 2Di

(
Di+ui

ui

)
,

nous trouvons

∣∣∣
x(i)

k

bi,k

bi,k!

∂bi,kQ(i)
k

∂X
bi,k

ui+1

(1, z(i)
1 , . . . , z(i)

ui
, x(i)

k )
∣∣∣
1/bi,k

v
≤ Ak.

Puisque 2|/|− 1 > 0, la quantité de l’énoncé est au plus

|x(i)
j

η
|v f1(ui, Di)

εv |$|
N∏

k=0

A2|$|
k

et l’on conclut par |z(i)
1 |v, . . . , |z(i)

ui |v ≤ (N + 1)Di max 0≤k≤N |x(i)
k |v puisque

(z(i)) = Mi(x(i)).
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5.2. Indice. — Nous notons σ l’indice au point x et relativement aux
poids dt1a de la section s ∈ Γ(Y,Qε,d) dont l’existence est assurée par la
proposition 4.2. Par définition, cela signifie qu’il existe κ ∈

∏m
i=1 Nui tel que∑m

i=1 |κi|/dt1ai = σ et ayant la propriété suivante : si s s’écrit αs′ au voisinage
de x où α est une section de OY et s′ une section de Qε,d non nulle en x,
alors on a, si

∑m
i=1 |κ′i|/dt1ai < σ,

( m∏

i=1

∂i,κi

)
(α)(x) )= 0 et

( m∏

i=1

∂i,κ′
i

)
(α)(x) = 0.

L’objet de ce paragraphe consiste à montrer que si la section s ne s’annule
pas trop en x, au sens de l’indice σ ainsi défini, alors la hauteur associée à Qε,d

est minorée en x. De manière précise, nous avons :

Proposition 5.3. — Si σ ≤ (4t1(N + 1)maxi Di)−1ε, alors

m∑

i=1

aihL(xi) ≤ c1hM(x).

Nous partons de la quantité suivante (qui est bien une hauteur associée
à Qε,d)

φ = dh
(
ι′(x)

)
− dh

(
Σ(x)

)
− dε

m∑

i=1

aihL(xi).

Nous choisissons des coordonnées ξ0, . . . , ξN ′ pour ι′(x) et ξ′1, . . . , ξ
′
M pour Σ(x).

Nous fixons un corps de nombres K comme dans le paragraphe précédent conte-
nant en plus ces coordonnées et les coefficients de F . Alors on a

φ =
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log

(
max

0≤j≤N ′
|ξj |dv · min

1≤k≤M
|ξ′k|−d

v ·
m∏

i=1

min
0≤$i≤N

|x(i)
$i
|−dεai
v

)

où la somme porte sur toutes les places de K. Pour chaque telle place, choi-
sissons jv, kv et (/v,i)i réalisant respectivement le maximum et les minima
apparaissant ; ainsi

φ =
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log

∣∣∣ξd
jv
ξ′kv

−d
m∏

i=1

x(i)
$v,i

−dεai
∣∣∣
v
.

Si (Ξj) et (Ξ′
k) sont les coordonnées respectives de PN ′

Q
et PM−1

Q
et si f : Y →

PM−1
Q

est donné par Σ, alors la quantité qui apparâıt est reliée à la section

sv = ι′
∗
Ξ⊗d

jv
⊗ f∗Ξ′

kv

⊗−d ⊗
m⊗

i=1

π∗p∗i W
⊗−dεai

$v,i
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de Qε,d sur un voisinage de x. Parallèlement, par définition de F , nous avons

s = ι′
∗
Fkv ,$v(Ξ) ⊗ f∗Ξ′

kv

⊗−d ⊗
m⊗

i=1

π∗p∗i W
⊗−dεai

$v,i

également sur un voisinage de x (si l’on décrit Σ′ par les couples (k, /)). Par
conséquent, si nous choisissons une section s′ non nulle au voisinage de x
(par exemple l’une des sv) et écrivons sv = αvs′ et s = αs′, nous avons

φ =
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log

∣∣αv(x)
∣∣
v

et α = αvFkv ,$v(Ξ/Ξjv )

pour chaque v, où Ξj/Ξjv est vu dans le corps des fonctions de Y. Enfin, en
notant

D =
m∏

i=1

∂i,κi

l’opérateur dont la définition de σ assure l’existence, il vient

(Dα)(x) = αv(x) · D
(
Fkv ,$v (Ξ/Ξjv )

)
(x)

et donc, par la formule du produit pour (Dα)(x) )= 0,

φ = −
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log

∣∣D
(
Fkv ,$v (Ξ/Ξjv )

)
(x)

∣∣
v
.

Il est à présent possible de minorer φ. Dans un premier temps,

−φ ≤ h(F) + log dim E +
∑

v

[Kv : Qv]

[K : Q]
log max

m

∣∣D
(
m(Ξ/Ξjv )

)
(x)

∣∣
v

où m parcourt les éléments de la base de E que l’on a fixée, qui sont des
monômes de degré d. Grâce à l’hypothèse faite sur j1, un tel monôme s’écrit

m(Ξ/Ξjv ) =
m∏

i=1

2dt1ai∏

λ=1

(w(i)
νλ,i

)ηλ,i

avec 0 ≤ νλ,i ≤ N et ηλ,i ∈ {−1, 1} pour tous i,λ. Par la formule de Leibniz,

D
(
m(Ξ/Ξjv )

)
=

m∏

i=1

∑

($λ)

2dt1ai∏

λ=1

∂i,$λ
(
(w(i)

νλ,i
)ηλ,i

)

où la somme est sur toutes les familles (/λ) d’éléments de Nui qui vérifient∑2dt1ai

λ=1 /λ = κi. Le nombre de telles familles vaut (i étant fixé)

ui∏

j=1

(
κi,j + 2dt1ai − 1

κi,j − 1

)
≤ 2|κi|+2dt1uiai .
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Nous appliquons alors le lemme 5.2 après avoir remarqué que le facteur

|x(i)
j

η
|v figurant dans la conclusion va ici disparâıtre par produit puisque

m∏

i=1

2dt1ai∏

λ=1

∣∣(w(i)
νλ,i

)ηλ,i(x)
∣∣
v
≤ 1

en raison du choix de l’indice jv et cela donne (grâce à la formule du produit
pour les ci)

−φ ≤ h(F) + log dimE +
m∑

i=1

{
2dt1uiai log 2 + |κi|

(
log 2f2(ui, Di)

+ 2(N + 1)h(Bi) + 2(N + 1)DihL(xi)
)}

.

Par définition de κ et notre hypothèse sur σ, nous avons

|κi| ≤ dt1aiσ ≤
(
4(N + 1)Di

)−1
dεai.

Nous utilisons aussi l’égalité log dim E = o(d) et la majoration log 2f2(ui, Di) ≤
8(N + 1)Di log(N + 1)Di (calcul immédiat) et donc

−φ ≤ h(F)+d
m∑

i=1

ai

{
2t1ui log 2+2ε log(N +1)Di+

ε

2
h(Bi)+

ε

2
hL(xi)

}
+o(d).

Vu la valeur de φ ceci se réécrit

ε

2

m∑

i=1

aihL(xi)− hM(x)

≤ h(F)

d
+

m∑

i=1

ai

{
2t1ui log 2 + 2ε log(N + 1)Di +

ε

2
h(Bi)

}
+ o(1).

Or, en remarquant 2t1ui log 2 + 2ε log(N + 1)Di ≤ t1ψ(u) log Λ, nous pouvons
majorer le membre de droite grâce au

Lemme 5.4. — Pour d assez grand, on a

h(F)

d
+

m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + 12t1uψ(u) log Λ

)

≤ (8u dimX)−1Λω
′ψ(u)+m−1−ω|a|(Mt2)

m dim X−u+1 max
(
h(X), δ

)
.

Démonstration. — Avec la majoration pour h(F), le membre de gauche est
au plus

12(Mt2)(N + 1)mt1θ(t1m)u
( m∏

i=1

Di

)1+ω m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + δ + 4uψ(u) log Λ

)
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pour d assez grand (nous avons utilisé les inégalités log(2ui +2) < 4uψ(u) log Λ
et 4(t1 + t2 + ε) + 3t1 ≤ 12t1t2). D’après le lemme 2.3, on a

h(Bi) ≤ h(Yi) + Di(ui + 1) log Di(N + 1)

donc

h(Bi) + δ + 4uψ(u) log Λ ≤ h(Yi) + δ + 6uψ(u)(deg X)Λψ(u)−1 log Λ

≤ h(Yi) + δ + 2
3u(deg X)Λ2ψ(u)−1

≤ h(Yi) + δ + 1
3Λ2ψ(u)

car log Λψ(u) ≤ 1
9Λψ(u) (puisque Λψ(u) ≥ 25) et 2u(deg X) ≤ Λ. Ainsi

m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + δ + 4uψ(u) log Λ

)
≤ Λ2ψ(u)(Mt2)

m dim X−u|a|max
(
h(X), δ

)
.

En majorant
∏m

i=1 Di par (deg X)mΛψ(u)−1, il reste seulement à voir

12(N + 1)mt1θ(t1m)u(deg X)(1+ω)m ≤ (8u degX)−1Λm

et cela est clair vu la valeur de Λ.

Continuant notre calcul, nous avons par application de ce lemme

1
2ε

m∑

i=1

aihL(xi)− hM(x) ≤ 1
4Λω

′ψ(u)+m−1−ω|a| (Mt2)
m dim X max

(
h(X), δ

)
.

D’autre part, il est aisé de vérifier que l’on a ε−1 ≤ Λ(1+ω)ψ(u)−ω ainsi que
(4+2ω)ψ(u)+m−1−2ω ≤ 2ψ(u−1) ≤ 2ψ(0) (par exemple car m ≤ uψ(u)) ; par
conséquent, le membre de droite de l’inégalité ci-dessus est majoré par 1

4ε|a|c3.
En utilisant enfin c3 ≤ hL(xi) nous trouvons

m∑

i=1

aihL(xi) ≤
4

ε
hM(x)

et cela démontre la proposition 5.3 car la valeur de c1 est choisie de sorte
que 4/ε ≤ c1.

5.3. Théorème du produit. — En vertu de la proposition 5.3, il nous reste,
pour conclure la démonstration du théorème 1.2, à montrer que l’on a la majora-
tion σ ≤ (4t1(N +1)maxi Di)−1ε. Nous raisonnons par l’absurde en supposant
que cette inégalité est fausse. Le fait que s ait un indice assez grand en x permet
alors d’appliquer le théorème du produit et donc de construire un couple (/, U)
dont l’existence est interdite par la proposition 3.1.

En pratique, l’estimation se fait au but du morphisme ρ : Y → Pu1

Q
×· · ·×Pum

Q
.

Nous commençons donc par déduire de s une section sur ce but.
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Lemme 5.5. — Il existe une section globale G du faisceau

O
(
dt1

( m∏

i=1

Di

)
a
)

sur Pu1

Q
× · · ·× Pum

Q
d’indice au moins égal à σ en ρ(x) relativement aux poids

dt1a et telle que

h(G) ≤
( m∏

i=1

Di

)(
h(F) + dt1

m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + log(2ui + 2)

))
+ o(d).

Démonstration. — D’après les calculs du paragraphe précédent, nous pouvons
trouver un couple (k, /) tel que Fk,$(Ξ) est une section de P⊗d d’indice σ en x.
Grâce à j1, ce polynôme se transforme en un polynôme en W de même hauteur
et de multidegré t1da auquel nous appliquons le lemme 2.5. Par suite, nous
avons un polynôme ∑

k′∈K

Gk′(V )W k′

où seuls les V (i)
j avec j ≤ ui interviennent dans Gk′ ,

h
(
(Gk′ )k′∈K

)
≤ h(F) + t1d

m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + log(2ui + 2)

)
+ o(d)

et la section α =
∑

k′ Gk′(v)wk′

de OY est d’indice σ en x.

Considérons la norme de cette section dans l’extension

K(Y)/K((v(i)
j )1≤i≤m, 1≤j≤ui).

Elle est tout d’abord d’indice au moins σ en x car elle s’écrit

N(α) =
∏

τ∈T

τ(α) = α
∏

τ∈T \{id}

τ(α)

où T est l’ensemble des plongements de K(Y) dans une clôture normale de
l’extension ci-dessus.

Par ailleurs en développant le produit, il vient

N(α) =
∑

(λk′ )k′∈K

( ∏

k′∈K

Gk′ (v)λk′

) ∑

($τ )τ∈T

∏

τ∈T

τ(w)$τ

où la première somme porte sur les éléments de NK de somme CardT =
∏m

i=1 Di

tandis que la seconde concerne les familles de KT qui vérifient la condition
Card{τ ∈ T ; /τ = k′} = λk′ pour tout k′ ∈ K. En tout état de cause, nous ob-
tenons un polynôme homogène en les Gk′ de degré

∏m
i=1 Di dont les coefficients

sont des polynômes en les v(i)
j (1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ ui) indépendants de d.
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En conséquence, N(α) s’écrit G(α) où G est multihomogène en ces variables
de multidegré (

∏m
i=1 Di) dt1a et de hauteur

h(G) ≤
( m∏

i=1

Di

)
h
(
(Gk′)k′∈K

)
+ o(d).

Il est possible de voir ce polynôme comme une section de O (dt1 (
∏m

i=1 Di) a)
sur Pu1

Q
× · · ·× Pum

Q
qui satisfait donc toutes les conditions de l’énoncé.

La forme effective du théorème du produit que nous employons est la sui-
vante :

Théorème 5.6. — Soient x′ = (x′
1, . . . , x

′
m) un point rationnel du produit

Pu1
K × · · ·×Pum

K et G un polynôme multihomogène de multidegré δ′ ∈ (N\{0})m.
On suppose que

1) G s’annule en x′ avec un indice supérieur à σ0 par rapport à (δ′1, . . . , δ
′
m),

2) δ′i/δ
′
i+1 ≥ (m/σ0)u et

3) σ0/m ≤ (2u2)−u.

Alors il existe un indice / et un polynôme non nul U homogène en V0, . . . , Vu"

tel que

1) x′
$ ∈ V (U),

2) deg U ≤ (m/σ0)u et
3) δ′$h(U) est majoré par

u$
( m

σ0

)u[
h(G) +

m∑

i=1

(
δ′i(h(Pui

K ) + log 2) +
√

ui

)
+ 1

2 (u− 1) log |δ′|
]

+ δ′$

( m

σ0

)u
(u$ + 1) log

( m

σ0

)u
(u$ + 1) + δ′$ log

(
deg U + u$

u$

)
.

Démonstration. — Nous appliquons les résultats de [11]. Il faut remarquer que
les énoncés restent tous valables si certains des ui sont nuls. Avec les notations
de ce texte, nous avons ici par hypothèse x′ ∈ Zσ0(G). Nous choisissons une
composante irréductible W de Zσ0(G) qui contient x′ et lui appliquons le corol-
laire 1.2 de [11] (l’hypothèse σ0/m ≤ (2u2)−u assure σ0 < m(log(u + 1)/2u2)u

sauf si u = 1 mais dans ce cas le corollaire 1.1 montre que σ0 ≤ m suffit). Nous
obtenons donc

x′ ∈W ⊂ Z1 × · · ·× Zm ⊆# Pu1
K × · · ·× Pum

K

où Zi est un sous-schéma fermé intègre de Pui

K . Soit / un indice pour lequel Z$ )=
Pu"

K . Nous avons deg Z$ ≤ (m/σ0)u (voir la remarque à la fin du paragraphe 3
de [11]) et

δ′$h(Z$) ≤ u$
( m

σ0

)u[
h(G) +

m∑

i=1

(
δ′i(h(Pui

K ) + log 2) +
√

ui

)
+ 1

2 (u− 1) log |δ′|
]
.
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En vertu des lemmes du premier paragraphe de la partie 2, nous pouvons
trouver un polynôme U dans l’idéal de Z$ tel que deg U = deg Z$ et

h(U) ≤ h(Z$) + (deg Z$)(u$ + 1) log(deg Z$)(u$ + 1) + log

(
deg Z$ + u$

u$

)
.

Appliqué avec n remplacé par u$ et u par dimZ$ ≤ u$ − 1, le lemme 2.3 fournit
un polynôme de hauteur au plus h(Z$) + (deg Z$)u$ log(deg Z$)(u$ + 1) mais
dans de nouvelles coordonnées ; pour revenir à celles de départ, il faut ajouter la
quantité (deg U) log(u$+1) degZ$+ log

(deg U+u"

u"

)
(voir aussi la démonstration

de la proposition 3.1). En multipliant par δ′$ et en combinant les estimations,
le théorème est établi.

Appliquons ce résultat au polynôme G donné par le lemme avec x′ = ρ(x),
σ0 = mΛ−ω′ψ(u) et δ′ = dt1(

∏m
i=1 Di)a. Montrons que les hypothèses sont bien

vérifiées. Dans un premier temps, G est d’indice au moins σ en x′ relativement
à dt1a donc d’indice au moins σ

∏m
i=1 D−1

i relativement à δ′. Par la minoration
de σ (raisonnement par l’absurde) et la valeur de ε, nous avons

σ−1
m∏

i=1

Di ≤ 8θu(t1m)ut1(N + 1) max
1≤i≤m

Di

( m∏

i=1

Di

)2+ω

≤ 8θu(t1m)ut1(N + 1)(deg X)(2+ω)m+1Λω
′(ψ(u)−1)

≤ m−1Λω
′ψ(u) = σ−1

0 .

Ensuite

δ′i
δ′i+1

=
ai

ai+1
≥ c2 ≥ Λω

′ψ(1) ≥ Λω
′uψ(u) =

( m

σ0

)u

car u ≥ 1 et la fonction u %→ uψ(u) est décroissante. Enfin, la troisième condi-
tion est satisfaite car

σ0

m
≤ Λ−ω′

≤ (2m2 dim2 X)−m dim X ≤ (2u2)−u.

Le théorème s’applique donc et fournit un couple (/, U). Pour montrer qu’il
remplit les conditions de la proposition 3.1, il reste seulement à majorer a$h(U).
Or δ′$h(U) est facilement plus petit que

u$
( m

σ0

)u(
h(G) +

m∑

i=1

δ′i
(
2u log(mσ−1

0 ) + (ui + 1) log(ui + 1) + 2
))

+ o(d)
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car h(Pn
K) ≤ n log(n + 1). Grâce à l’estimation pour h(G), il vient en choisis-

sant d assez grand (et en utilisant ui + 1 ≤ Λ et e3 ≤ Λ par exemple)

a$h(U)(u$Λ
ω′uψ(u))−1

≤ h(F)

dt1
+

m∑

i=1

ai

(
h(Bi) + 6uψ(u) log Λ + (ui + 1) log(ui + 1) + 3

)
+ o(d)

≤ h(F)

dt1
+

m∑

i=1

ai(h(Bi) + 12uψ(u) logΛ).

Nous pouvons alors employer le lemme 5.4 et cela nous donne exactement l’as-
sertion voulue.

Comme prévu, nous concluons par l’absurde : puisque la proposition 3.1
assure qu’un tel couple (/, U) n’existe pas, notre hypothèse sur σ est fausse ;
par suite, nous avons σ ≤ (4t1(N + 1)maxi Di)−1ε et donc la proposition 5.3
s’applique et nous avons entièrement démontré le théorème 1.2.
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