Bull. Soc. math. France
132 (4), 2004, p. 569-589

COHOMOLOGIE ET K-THEORIE EQUIVARIANTES
DES VARIETES DE BOTT-SAMELSON ET
DES VARIETES DE DRAPEAUX

PAR MATTHIEU WILLEMS

RESUME. — L’objet de cet article est de calculer la cohomologie et la K-théorie
équivariantes des variétés de Bott-Samelson (théoreémes 3.3 et 4.3) et d’en déduire des
résultats sur les variétés de drapeaux des groupes de Kac-Moody. Dans la section 3, on
retrouve la formule de restriction aux points fixes de la base {£¥}pew de H5.(G/B)
(théoréme 3.9) prouvée par Sara Billey dans [4]. Dans la section 4, on donne 1’expression
explicite de la restriction aux points fixes de la base {12“’ Ywew de Kp(G/B) définie
par Kostant et Kumar dans [13] (théoréme 4.7). Dans le cas fini, cette étude nous
permet également de calculer la matrice de changement de bases entre {Jw}wew et
{x[Ox }wew (théoréme 4.11).

ABSTRACT (Equivariant cohomology and K-theory of Bott-Samelson varieties and flag
varieties)

The aim of this text is to compute the equivariant cohomology and K-theory of Bott-
Samelson varieties (theorem 3.3 and 4.3) and to deduce results about flag varieties of
Kac-Moody groups. In section 3, we give a new proof of the formula for the restriction
to fixed points of the basis {¥ },ew of H}.(G/B) (theorem 3.9) proved by Sara Billey
in [4]. In section 4, we give an explicit formula for the restriction to fixed points of the
basis {{b\w}wew of K7(G/B) defined by Kostant and Kumar in [13] (theorem 4.7). In
the finite case, we describe how the basis {x[O% [}wew transforms with respect to

the basis {9 }yew (theorem 4.11).
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570 WILLEMS (M.)

En rédigeant cet article, j’ai eu connaissance de résultats de William Graham
qui prouve la formule du théoréeme 4.7 de deux manieres différentes dans la pré-
publication [9]. Une de ses deux démonstrations est similaire & celle développée
dans la section 5, out on donne une démonstration purement combinatoire du
théoreme 4.7. Dans [9], William Graham donne également des formules expli-
cites pour la restriction aux points fixes des classes [Ox |.

Je remercie Michele Vergne de m’avoir conseillé de regarder ce probleme et
Alberto Arabia de m’avoir fait comprendre la structure des variétés de Bott-
Samelson et de leur cohomologie.

1. Préliminaires et notations

1.1. Algebres de Kac-Moody. — Les définitions et les résultats qui
suivent sur les algebres de Kac-Moody sont exposés dans [11] et [15]. Soit
A = (ajj)1<i,j<r une matrice de Cartan généralisée (c’est-a-dire telle que
ai; =2, —a;; € Nsii#j, et a;; =0 siet seulement si aj; = 0). On choisit un
triplet (b, 7, 7) (unique & isomorphisme pres), ou h est un C-espace vectoriel
de dimension 2r — rg(A), m = {ai}1<i<r C b* et 7 = {hi}1<i<r C b sont
des ensembles d’éléments linéairement indépendants vérifiant «;(h;) = ajj.
L’algebre de Kac-Moody g = g(A) est lalgebre de Lie sur C engendrée par b
et par les symboles e; et f; (1 < ¢ < r) soumis aux relations [h,h] = 0,
[h,ei)] = a;(h)e;, [h, fi] = —ai(h)f; pour tout h € b et tout 1 < ¢ < 7,
lei, f5] = dijhj pour tout 1 <4, <r, et

(ade;)' ™% (e;) =0 = (ad f;)' 7 (f;), pour tous 1 <i#j<r.

L’algebre h s’injecte canoniquement dans g. On l'appelle la sous-algebre de
Cartan de g. On a la décomposition

9=h® > (9a®g-a);

acAy

ou gn = {x € gtels que [h,z] = A(h)z, Yh € h} pour A € h*, et ol on
définit Ay par Ay = {a@ € >I_; N tels que o # 0 et go # 0}. On pose
A =A; UA_ ot AL = —A,. On appelle A, (respectivement A_) D'en-
semble des racines positives (respectivement négatives). Les racines {a; }1<i<r
sont appelées les racines simples. On définit une sous-algebre de Borel b de g
parb=ho Y, a, o

On associe au couple (g, h) le groupe de Weyl W C Aut(h*), engendré par
les réflexions simples {s;}1<i<r, ot $;(A) = XA — A(h;)oy; pour tout A € bh*.
Le groupe W étant un groupe de Coxeter, on a une notion d’ordre de Bruhat
qu’on note u < v et une notion de longueur qu’on note ¢(w). On note 1 ’élément
neutre de W et dans le cas fini (i.e. W fini < g de dimension finie), on note wy
le plus grand élément de W. Le groupe de Weyl préserve A. On pose R = W
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VARIETES DE BOTT-SAMELSON ET VARIETES DE DRAPEAUX 571

et R = RN A4. Pour 3 = wa; € RY, on pose sg = ws;w™t € W (qui est

indépendant du choix du couple (w, ;) vérifiant 8 = wa;). Pour un élément w

de W, on définit 'ensemble A(w) des inversions de w par A(w) = Ay Nw tA_.
On fixe un réseau hz C b tel que :

(i) bz ®zC =,

(i1) h; € bz pour tout 1 < <,

(iil) bz/>.._, Zh; est sans torsion,

(iv) a; € by = Hom(hz,Z) (C h*) pour tout 1 < i <r.

On choisit des poids fondamentaux p; € b5, (1 < i < r) vérifiant p;(h;) = ; ;,
pour tous 1 < 4,5 <r. On pose p = 2221 Di-

1.2. Groupes de Kac-Moody et variétés de drapeaux. — On note
G = G(A) le groupe de Kac-Moody associé a g par Kac et Peterson dans [12].
On note e I’élément neutre de G. Dans le cas fini, G est un groupe de Lie
semi-simple complexe connexe et simplement connexe. On note H C B C G les
sous-groupes de G associés respectivement a h et b. Soit K la forme unitaire
standard de G et T = K N H le tore maximal de K associé a h. On note t
lalgebre de Lie de T. Soit Ng(H) le normalisateur de H dans G, le groupe
quotient Ng(H)/H s’identifie & W. On pose X = G/B = K/T. On fait agir H
sur X par multiplication a gauche, ce qui induit une action de 7" sur X. Pour
w € W, on définit C(w) = B U BwB, et pour toute racine simple «, on note
P, le sous-groupe de G défini par P, = C(s,) de G. On a la décomposition de
Bruhat G = | |, ¢y BwB et si on pose X,, = BwB/B, X = ||, cy Xw. Pour
tout w € W, I’adhérence X, de la cellule X,, est une sous-variété T-invariante
de X et X,y = | <y Xw (voir [15]). On obtient ainsi une décomposition
cellulaire T-invariante de X.

1.3. Le monoide W. — On définit le monoide W comme le monoide en-
gendré par les éléments {s;}1<;<, soumis aux relations §12 = s; et aux mémes
relations de tresses que les éléments s; de W. D’apres 1'étude générale des al-
gebres de Hecke, I'ensemble W s’identifie & I’ensemble W. Pour un élément w
de W, on note w 1’élément correspondant dans W défini par w = s;,--- 84, Si
w = 8;,- - 8, est une décomposition réduite de w, et pour v € W, on note v
I’élément associé dans W. On a dans W les relations suivantes :

(1) ws; = {

Ss; sl ws; > w,
sl ws; < w;

(SIS

si s;w > w,

W = .
w Sl s, w < w.

1%
1=

(2)

1
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572 WILLEMS (M.)

2. Variétés de Bott-Samelson

Les variétés de Bott-Samelson désingularisent les variétés de Schubert. Elles
ont une structure géométrique relativement simple et possedent en particulier
des décompositions cellulaires ou chaque adhérence de cellule est elle-méme
une variété de Bott-Samelson et est donc une sous-variété lisse. Le calcul de la
cohomologie et de la K-théorie équivariantes de ces variétés pourra donc étre
effectué a l'aide de la formule de localisation.

Soit N un entier strictement positif. Considérons une suite de N racines
simples p1, ..., uny non nécessairement distinctes. On pose G; = F,, pour
1 <4 < N. On définit la variété de Bott-Samelson I'(p1, ..., ) par

F(/’le"'vﬂN):Gl XBGQ XB"'XBGN/Ba

comme ’espace des orbites de BY dans Gi x G X --- X Gy, sous l'action &
droite de BY définie par

(91,925 -+, gn ) (b1, b2y ... ) = (g1b1, b7 ' gaba, ..., by gnbN),

ou b; € B et g; € G;. On note [g1, g2, ..., 9gn] la classe de (g1,92,...,9n) dans
I'(pi,...,p¢n). On note g,, € G, un représentant quelconque de la réflexion
de Ng,(H)/H. Dans la suite, on note I'(u1, ..., uy) par I'. Clest une variété
projective irréductible et lisse.

On définit une action a gauche de H sur I' par

h[glaQQa---agN]:[hglnga---agN]a h€H7 glEGl
On obtient ainsi une action de T par restriction.

On pose € = {0,1}". Pour € € &, on note I'. C I" ensemble des classes
[g91,92,-..,9N] qui vérifient pour tout entier ¢ compris entre 1 et N

giEBSiEi:()v gi¢BSi€i:1.

On vérifie immédiatement que cette définition est bien compatible avec
Iaction de BY. On munit €& d’une structure de groupe en identifiant {0,1}
avec Z/2Z. Pour € € £, on note 74 (¢) I'ensemble des entiers i tels que g; = 1
et m_(e) Pensemble des entiers 7 tels que €; = 0. On pose £(¢) = card(m4(g)).
On note (i) € £ I'élément de £ défini par (i); = d;; et (1) élément défini
par (1); = 1 pour tout j. Pour € € £, on pose

Ui (5) = H Sp

1<k<i,
kenq(e)

(vi(e) =1si{l <k <ikeni(e)} =9), vie) =vne) et ai(e) = vi(e) -
Pour ¢ < j, on définit également

vf(s) = H S -

i<k<j,
kenq(e)
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VARIETES DE BOTT-SAMELSON ET VARIETES DE DRAPEAUX 573

De plus, si j < 4, on pose v/ (¢) = 1. On définit de méme

y(e): H§,uk€w-

1<E<N,
kemy(e)

On définit un ordre sur £ par
e<e = mi(e) Cmy(e).
On démontre alors facilement la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — (i) Pour toute € £, T'c est un espace affine de dimension
réelle 24(e).

(ii) Pour toute € €, T = [loc. e

(iii) T = ngg I..

(iv) Pour tout € € £, T est stable sous laction de T

(

v) Pour tout € € £, L. s’identifie a la variété T'(u;,i € 7y (c)) et est donc
une sous-variété irréductible lisse de IT'.

De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant dont la démonstration
est immédiate :

LEMME 2.2. — (i) L’ensemble I'T des points fives de T dans T' est constitué
des 2N points [g1, g2, ..., 9N] 0ot gi € {e,gu }. On identifiera donc TT avec €
en identifiant e avec 0 et g,, avec 1.
(ii) Pour tout e € €, le point five € est l'unique point fize de T dans T'..
(iii) Soit (e,&') € E2, alors ¢ € T équivaut a ¢ < €'. Pour e < €', on
note TS, lespace tangent a I'er en €. Les poids de la représentation de §
dans T¢, induite par Uaction de H sur I' sont les {—ai(e) }ier, (e)-

Soit p1,...,ur une suite quelconque de k racines simples. On définit une
application g, u, de I'(p1,. .., pk) dans X par multiplication (c’est-a-dire
Gpr e ({91, -5 g&]) = g1%- - % g [B]). Nous aurons besoin du lemme suivant :
LEMME 2.3. — Soil p1, ..., u, une suite quelconque de k racines simples et

801t W = Sy, Sy, ; alors Uimage de Uapplication g, ... ., est égale a X,,.

Démonstration. — On pose X, e = Gy, L1, -, pur)). Les variétés I’
étant compactes, X, ... ., est fermée.

Pour démontrer ce lemme, on utilisera les relations suivantes, valables pour
tout v € W (voir [15]) :

C(s;v si s;v > v,
(3) 0<si>c<v>{ (si0) g

Cv)UC(sv) sisv<w.
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574 WILLEMS (M.)

On a en particulier
C(siv) C C(s;)C(v) si siv > v, C(v) C C(s;)C(v) si siv < w.

En utilisant ces derniéres relations et les relations (2), on constate que BwB C
C(w) C Py, Py, Py, , et on a donc X, C X d'ou X, C Xy, ...

Mk
Pour démontrer l'inclusion réciproque, on procede par récurrence sur k. Le
résultat étant trivial pour k = 1, on le suppose vérifié pour toute suite de k — 1
racines simples. On note w’ 1'élément de W tel que w’ = s, - - s,,. Par hy-
pothese de récurrence Py, P,,--- P, C [[,, BvB. Il suffit donc de montrer
que C(s,,,)C(v) C [[,<, BuB pour tout v < w’. Distinguons deux cas.

M-k MK

o Tout d’abord si s, w’ > w’, alorson a w = s, w’ d’apres les relations (2) et
le résultat est alors une conséquence immédiate des relations (3), en remarquant
que si v < w’ alors Su v < w.

e Sisy,w <w,alorsonaw = w' d’apres les relations (2). Soit v un élément
de W tel que v < w:

> sis,, v < w,alorsonaC(s,, )C(v) = C(v)UC(s,,v) C [],<, BuB d’apres
les relations (3); -

> si s, v > v, on a C(sy, )C(v) = C(su,v) et il faut donc montrer que
5, v < w. Cela provient du fait que w = sy, = avec s,z > v et v < x car
aucune décomposition réduite de v ne commence par s,, puisque s, v > v. [

De plus, le résultat suivant est prouvé dans [10] dans le cas fini (voir [15]
pour la généralisation aux variétés de Schubert des groupes de Kac-Moody) :

PROPOSITION 2.4. — Siw = 8y, Sy, est une décomposition réduite de w,

Uapplication gy, ... ., est une désingularisation de Xo.

k

3. Cohomologie équivariante

Soit M un espace topologique muni d’une action continue de 7. Notons
ET — BT le fibré universel de T' et ET xT M T’espace topologique obtenu en
quotientant ET x M par l'action de T définie par t(p,m) = (pt~!,tm) pour
tous p € ET, m € M et t € T. Pour tout anneau commutatif A, on définit
la cohomologie T-équivariante de X & coefficients dans A, notée H} (M, A),
comme la cohomologie singuliere de ET xT M & coefficients dans A. Cest
une Hj(pt, A)-algebre. Dans toute la suite on prendra pour A le corps des
nombres complexes. Dans ce cas, Hx(pt) s’identifie & ’algebre symétrique de h*
qu’on note S.

Soit M’ un sous-espace T-invariant de M admettant une structure de CW-
complexe orienté de dimension paire n, ne possédant pas de cellule de codi-
mension 1. Alors, la fibration T-équivariante triviale : M’ — pt et I'intégration
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VARIETES DE BOTT-SAMELSON ET VARIETES DE DRAPEAUX 575

sur les fibres (voir [1] pour ces définitions) permettent de définir un homomor-
phisme de S-modules gradués de degré —n

cHR (M) — S.
M

Si M est une variété différentiable, la cohomologie T-équivariante de M
s’identifie & la cohomologie du complexe des formes différentielles p(Y") & co-
efficients complexes sur M dépendant polynomialement de ¥ € t et véri-
fiant une condition de T-équivariance évidente, muni de la différentielle d —
2imi(Y") (voir [1]). De plus, si M est compacte, connexe, et orientée, pour toute
forme p(Y'), on peut définir le polynéme [, (Y) qui induit un morphisme
en cohomologie. Si M’ est une sous-variété de M qui admet une structure de
variété différentiable compacte connexe et orientée (sans supposer que M ad-
mette une telle structure), pour tout élément p € H3 (M), on peut définir le
polynome fM, 1(Y") obtenu en restreignant u & M’ puis en intégrant sur M’. On
obtient ainsi un morphisme de S-modules gradués : H5(M) — S qui s’identifie

a l'intégration topologique définie précédemment.

3.1. Cohomologie équivariante des variétés de Bott-Samelson. — On
reprend les notations de la section 2. On note F(£; S) la S-algébre des fonctions
de & a valeurs dans S munie de I’addition et de la multiplication point par point.

La décomposition I' = J] . I': munit I" d'une structure de C'WW-complexe
T-équivariant ou toutes les cellules sont de dimension paire ; de plus I’ensemble
des points fixes de 'action de T sur I' est discret. On peut donc appliquer la
proposition 2.5.1 de [1] et on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. — (i) La cohomologie T-équivariante de T'T  s’identifie
a F(&;S).

(ii) La restriction auz points fizes i%, : H3(I') — F(E;S) est injective.

(iii) La cohomologie T-équivariante de T' est un S-module libre qui admet
comme base la famille {G.}cce caractérisée par

| 5=
r

DEFINITION 3.2. — Pour ¢ € &, on définit 0. € F(£;S) par

o-(e') = (—1)"©) H a;(') si e <€, o.(¢') =0 sinon.
i€m4 ()

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 3.3. — Pour tout € € €, on a i4(0.) = 0..
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Démonstration. — En utilisant la formule de localisation [3], la proposition 2.1
et le lemme 2.2, on obtient pour tout ¢ € H4(T) :

(4) / o= (-1)"® Z __ir@)(E)

. = ieny o @i(€)

Soit &g € &, et soit ol = i}(0c,). Montrons par récurrence sur la longueur
de € que o, (¢) = 0.,(¢), pour tout ¢ € £. Grace a la formule (4) et a la
caractérisation de 0.,, on démontre facilement par récurrence sur £(g) que si €
n’est pas plus grand que €o, on a bien ¢, (¢) = 0. On peut donc se limiter au
cas oll g9 < €. Si & = &g, la formule (4) et le fait que ff 0:, = 1 nous donne

€0
bien o (g0) = 0¢,(€0). Soit € > £¢; on suppose le résultat vérifié pour tout &’
de longueur strictement plus petite que €, on applique la formule (4) et le fait
que [z G, = 0 pour obtenir

y4
Z (71) (50) HiEﬂ'+(Eo) O[Z(EI) + O"lgo (E) _ 07

Hi€W+(€) ai(e’) Hi€7r+(8) ai(e)

eo<le’<e
d’ou 'on tire

CV o)

—0.
it iemp@nmieo) @(€) - Tlien, (o) @i€)

Sion pose £ = e—(j), ou j est le plus grand élément de 7 (€)\ 74 (g0), on a alors

(e I AC

=0.
Hi€ﬁ+(s)\7r+(€o) a;(e) Hi€7r+(s)\7r+(€o) a;(e) Hi€w+(e) a;(e)

eo<e'<e
e’ #&
En effet, comme j est le plus grand élément de 7 () \ 74 (), pour tout i dans
m4(e) \ m1(e0), on a a;(e) = a;(€) si i # j et a;(e) = —;(€). Pour les mémes
raisons, on s’apercoit, en distinguant les termes qui ont un 1 en j-iéme position
et ceux qui ont un 0 en j-ieme position, que la premiere somme est nulle et on
. . _ e
obtient alors bien o’ (g) = (—1)*(=0) [Licr, (eo) @i(e)- O

On pose 0; = o(;) et 0; = 0(;). La structure multiplicative de H7(I') est
donnée par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. — Pour tout € € £, on a 0. = Hi€7r+(s) ci. De plus, on a
la formule de multiplication suivante
R { Tet(i) ' . siien_(e),
0i0c = sy.ak(e) —ak(e
oi(e)oe + Z M 00 sii€my(e),
j<i,jem_(e) H

ol on a posé oi(e) = v;;_% (e)(ps)-
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Démonstration. — Par injectivité de la restriction aux points fixes, il suffit
de démontrer ces formules pour o; et o.. La premiére formule se voit immé-
diatement sur la définition des o..

Pour la deuxieme formule, pour des raisons de degré et d’ordre sur &£, on sait
que le produit o;0. s’écrit sous la forme

;0. = Cio: + E Cioey(jy-
i
jem_(e)

En évaluant en ¢, on trouve C; puis en évaluant en € + (j), on trouve C; =0
sij>tetsij<i:
C; ( H SM) (sﬂja}(s) - aj(s)) _ su; () — aj(e)

1<k<j Hi
kenq(e)

car (s,;%(e) — a’(€))/p; est un nombre, et on a bien la formule énoncée. O

En particulier, si pour j < 7, on note b;; le nombre de Cartan associé aux
racines p; et p; (i.e. bj; = age ou les entiers k et ¢ sont définis par u; = oy
et p; = ), on a:

PROPOSITION 3.5. — G7 = ;6 — »_ b;.i6:0;.
Jj<i
Gréce & la décomposition cellulaire T' = || cce L'e, une base de la cohomologie
ordinaire de I' est aussi indexée par £. On la note (z.).c¢ et on note x; = x;).
Soit vy : H}.(I') — H*(T") I’évaluation & Porigine associée a la projection cano-
nique E7' x I' — ET xT T. Le résultat suivant est prouvé dans [1] :

LEMME 3.6. — L’évaluation a l’origine est I’homomorphisme d’anneauz défini

par vo(fo:) = f(0)x..

Grace a cet homomorphisme, on retrouve alors le résultat suivant prouvé

dans [5] :

PROPOSITION 3.7. — La cohomologie ordinaire de T' est engendrée par des
éléments (xi)lgigN de degré 2 soumis aux relations

$12 + Zb‘7i$i$]‘ = 0.

j<i

3.2. Cohomologie équivariante des variétés de drapeaux. — La dé-
composition X = [,y Xow munit X d’une structure de CW complexe T-
équivariant ou toutes les cellules sont de dimension paire. De plus, I’ensemble
XT ~ W des points fixes de T dans X étant discret, on a la proposition sui-
vante :
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PROPOSITION 3.8. — (i) La cohomologie T-équivariante de X s’identifie
la S-algébre des fonctions de W a valeurs dans S de degré borné, qu’on note
F, (W5 S).
(ii) La restriction auz points fizves i%, : H3(X) — Fp(W; S) est injective.
(iii) La cohomologie T-équivariante de X est un S-module libre qui admet
comme base la famille {Ew}wew caractérisée par

fw
_ 5 = 5w’,w-

Xw’

On pose &% = i%(£™). Soit (w,v) € W2 et soit v = Spy- -+ Suy une décom-

position non nécessairement réduite de v. On définit, pour 1 < 7 < N, un
élément 3; de b* par 3; = sy, -+ 5,,_, pj. La formule suivante est prouvée par
Sara Billey dans [4] :

THEOREME 3.9. — Soient (w,v) € W2 et m = {(w), on a
W) =B Bjns
ot la somme porte sur 'ensemble des entiers 1 < j1 < -+ < ju < N tels que

w = S/"‘jl .. .Sﬂjm, .
Retrouvons cette formule grace aux résultats précédents.

Soit v = s, -+ 5, une décomposition non nécessairement réduite d’un élé-
ment v de W. On pose I' = I'(u1,...,un) €t § = gu,,...un- La proposition
suivante va nous permettre de retrouver le théoreme 3.9 :

PrROPOSITION 3.10. — Soitw € W ; on a
g€ = > 7.
e€E,
L(e)=L(w),v(e) =w
Démonstration. — Pour démontrer la proposition, il faut montrer :

/— 9" (€") = Gu(e) w0 Oe(e),t(w)-

€

Distinguons deux cas :

e Si € correspond & une décomposition réduite de v(e), comme 9F.
I'. — X s’identifie a I'application g, iex, (), d’apres la proposition 2.4, on a
I g (€)= J%.., €Y = By(e)u-

* Si € ne correspond pas & une décomposition réduite de v(g), alors d’apres
le lemme 2.3, g envoie I'. dans X v(e) qui est de dimension strictement plus
petite que T'., et donc pour tout £ € Hj(X), on a J5 g*(€) = 0. En particulier,
on a donc bien fi g*(Ev) = 0. O
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On déduit de cette proposition que pour tout élément w de W, on a

)= Y ou((1),
e'e€
0 )=t(w)
v(e)=w
ce qui nous redonne bien le théoreme 3.9, a ’aide du théoreme 3.3, en remar-
quant que «;((1)) = —f;, pour tout entier ¢ compris entre 1 et N.

4. K-théorie équivariante

Soit X [T le groupe des caractéres de T. On pose R[T] = Z[X[T]] et on
note Q[T] le corps des fractions de R[T]. Pour un poids entier A, on note
e € X[T) le caracteére correspondant.

Soit Z un espace topologique compact muni d’une action continue de T'.
On définit la K-théorie T-équivariante de Z comme le groupe construit a par-
tir du semi-groupe des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels complexes
de dimension finie T-équivariants au-dessus de Z. On munit ce groupe d’une
structure d’anneau définie a 1’aide du produit tensoriel. De plus comme la K-

théorie T-équivariante du point s’identifie & R[T], on obtient une structure
de R[T]-algebre qu’on note K7(Z).

4.1. K-théorie équivariante des variétés de Bott-Samelson. — On
reprend les notations de la section 2. On note F(&; R[T]) la R[T]-algebre des
fonctions de £ & valeurs dans R[T] munie de l’addition et de la multiplication
point par point.

On démontre, par récurrence sur la dimension de I', que K¢(I') s’identi-
fie & K°(H,T) le groupe construit & partir du semi-groupe des classes d’iso-
morphisme de faisceaux H-équivariants localement libres sur I' (voir [13]). On
identifiera dans la suite ces deux groupes. Soit € € £ et soit F un faisceau
H-équivariant localement libre sur I'; on définit (T, F) € R[T] par

Vt € T, X(fa‘a]:)(t) = Z(_l)kT‘r(t?Hk(fa,]-—/fE))
k

Tout comme dans le cas de la cohomologie équivariante, la décomposition
I' = [[.c¢ I'c donne une base de la K-théorie équivariante :

PROPOSITION 4.1. — (i) La K-théorie T-équivariante de Tl s’identifie a
F(& R[T)).
(ii) La restriction auz points fizes it : Kp(I') — F(E; R[T]) est injective.
(i) La K-théorie T-équivariante de T est un R[T|-module libre qui admet

comme base la famille {jic}ece caractérisée par x(T'e, fic) = 0cr .
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DEFINITION 4.2. — Pour € € €, on définit p. € F(&; R[T]) par

H ei(€) H (e—ai(e’) —-1) sie<é,

He (5/) =\ iem4(e) i€my ()
0 sinon.

On a alors le théoréme suivant :
THEOREME 4.3. — Pour tout € € £, on a i} (fic) = pe-

Démonstration. — En utilisant la formule de localisation d’Atiyah-Bott [2]
(voir aussi la formule 5.11.9 de [7]), la proposition 2.1 et le lemme 2.2, on
obtient pour tout 1t € K (T') et tout ¢ € £ :

T o~ ip()(e')
(5) X(Te, 1) = ~ G
Zs [ien, (1 — )

Soit g9 € £, on pose u. = i7(fie,). Montrons par récurrence sur la longueur
de e que pl (g) = pe,(€), pour tout e € £. Grace a la formule (5) et a la carac-
térisation de fic,, on démontre facilement par récurrence sur ¢(¢) que si € n’est
pas plus grand que €o, on a bien u. (¢) = 0. On peut donc se limiter au cas
ol g9 < €. Si & = g0, la formule (5) et le fait que x(Te,,/ls,) = 1 nous donne
bien pl (g0) = pe,(€0). Soit € > 9. On suppose le résultat vérifié pour tout &’
de longueur strictement plus petite que &, on applique la formule (5) et le fait

que x (T, fic,) = 0 pour obtenir

H eile") H (e= () 1)

Z iemy(e’) €4 (g0) n Mlso (5) .
[T a-e) IT (-e©)

iemy (e) i€y ()

d’ou l'on tire

H eai(el)
/ .
e, (€) . i€y (¢)\m (c0) .
H (1 - eai(s)) eo<le’<e H (1 - eai(s ))
i€m4(e) i€m4(e)\m+(e0)

Si on pose € = € — (j), ou j est le plus grand élément de 7y (e) \ 74 (eo),

on a alors
H eai(s) H eai(s')
pz, (€) __iEmi(©)\mi(e0) -y iemy ((N\my(e0)
H (1- eai(a)) H (1— eai(a)) e e H (1— ecile ))
i€my(e) i€my (e)\ 74 (c0) e'#e  iemi(e)\ 4 (c0)

En effet, comme j est le plus grand élément de 74 (g) \ 74 (g0), pour tout
i € m(e) \ m4(e0), ai(e) = a4(€) sii # j et a;(e) = —a; (), et on utilise
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alors la relation 1/(1 —e™*) = —e®/(1 — e”). Cette méme relation montre, en
distinguant les termes qui ont un 1 en j-ieme position et ceux qui ont un 0 en
j-ieme position, que la deuxieme somme est nulle et on obtient alors bien

eo(e) = [T e IT (7 —1) = pey (o). O

i€m4 () i€y (g0)

4.2. K-théorie équivariante des variétés de drapeaux. — On définit,
pour tout entier n > 0,
Xo= |J Xu

weW, L(w)<n
Soit F la filtration

F:o=X_1CXoCX1C---

Alors :
1) chaque X, est un sous espace compact T-stable de X et,

2) la topologie de X est la topologie limite induite par la filtration F.

Grace a cette filtration, on définit alors la K-théorie T-équivariante de X,
notée Kr(X) par
n—-+4oo

Cette définition est indépendante de la filtration F vérifiant 1) et 2).

On note F(W; R[T]) (resp. F(W;Q[T])) la R[T]-algebre des fonctions de W
a valeurs dans R[T] (resp. Q[T]) munie de 'addition et de la multiplication
point par point. Pour tout 1 < i < 7, on définit un opérateur de Demazure D;
sur F(W;Q[T)]) par
fv) = f(vsi)e™
(Dif)(v) = 1= o—ve; :

e k2

Les opérateurs de Demazure vérifiant les relations de tresses de W, on peut

définir un opérateur D,, pour tout w € W. On note ¥ la sous-algebre de
F(W; R[T]) définie par

U = {f € F(W;R[T)), telles que Vw € W, D,,f € F(W;R[T])}.

L’injection de X7 dans X définit une application i% : K7(X) — Kr(X7T).
De plus, lensemble des points fixes X7 ~ W étant discret, on peut
identifier K7(X7T) avec F(W;R[T]) et on obtient ainsi une application
i Kp(X) — F(W; R[T]). On note * l'involution de Kp(X) induite par la
dualité des espaces vectoriels, et on note de la méme fagon l'involution de R[T]
définie sur les caractéres par *(e*) = e~ ce qui induit une involution de
F(W;R[T]). On a *i(7) = i (*7) pour tout élément 7 € K (X). Le résultat
suivant est prouvé dans [13] :
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PROPOSITION 4.4. — L’application i est injective et limage de Kp(X) par
cette application est égale a V. De plus, ¥ = [[, o R[TTYY, ot les fonc-
tions " sont uniquement déterminées par les relations
Y(v,w) € W2, Dy(1h")(1) = 6y 00

De plus, les fonctions Y™ vérifient les propriétés suivantes :

(i) Y™ (v) =0 sauf st w < v,
(if) ¥*(w) = HﬁeA(url)(l —éf),
(iil) D™ =¥ + P siws; <w et Dy* =0 si ws; > w,
(iv) Yo e W, ¢l (v) = eP7vr.

On pose " = (i5) "1 (4").

REMARQUE 4.5. — Un élément f = (aw)wew de [[,cy RIT]Y™ est bien une
fonction de W a valeurs dans R[T]. En effet soit v € W, d’apres la propriété (i),
Y wew Guw¥® (v) est une somme finie ot les termes éventuellement non nuls
correspondent aux éléments v de W qui vérifient u < v.

REMARQUE 4.6. — Les fonctions ¥ sont uniquement déterminées par les pro-
priétés (i), (ii), (iii) et (iv) de la proposition précédente.
Dans [13], B. Kostant et S. Kumar composent i} avec
¢: F(W;Q[T]) — F(W;Q[T])
définie par ¢(f)(w) = f(w™!) pour tout élement f de F(W;Q[T]) et tout
w € W.1ls trouvent alors la sous-algebre ¥’ (notée ¥ dans [13]) de F'(W; R[T]) :
V' = {f e F(W;R[T)), telles que Vw € W, D, f € F(W;R[T])},

ou les opérateurs D), sont définis & partir des opérateurs D} donnés par

(D) = LT T

Ils considérent la base ¢!, (notée ¥ dans [13]) de ¥’ reliée & la base ™ de la
proposition 4.4 par la relation 1, = (¢ ). On a ¥, (v) = ¢*  (v=1), pour
tout couple (w,v) € W2

Soit v € W et soit v = s,,---5,, une décomposition non nécessairement
réduite de v. Comme dans le paragraphe 3.2, pour 1 < j < N, on note f3;
I'élément de b* défini par 3; = s, Sp,;_, 15

THEOREME 4.7. — Siw € W est tel que w < v, on a la formule suivante :
) =€t YT Y (e — 1) (e 1),
L(w)<m<N
ot la deuxieme somme porte sur l’ensemble des entiers 1 < j1 < -+ < jm < N

tels que Sp; " Spy,, = W.
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Donnons quelques exemples de calculs pour expliciter cette formule.
Tout d’abord pour tout v € W, on retrouve bien ¢! (v) = e?~**, puisque la
seule fagon de trouver 1 en dessous de v est de prendre la suite vide.
Plagons-nous dans le cas o G = SL4(C). Calculons 9" (v) avec w = s3s2
et v = $9835258182. Il y a trois facons de « trouver w en dessous de v » : w =
SiySis, W = 84,845 et W = 84,54, 545. On trouve donc
ww(v) — eozz-i-(az-i-as)-l—as+(a1+a2+a3)+(a1+a2)
x [(e(@2tas) — 1)(ems — 1)
+(ef(a2+a3) _ 1)(67(a1+a2) —1)
+(e(@2tas) —1)(ems —1)(e~(artaz) 1]
— e2a1+4a2+3a3
X [1 4 e~ (e1+2024203) _ p—(aztas) _ e*(a1+az+as)}
— 62061+4042+3043 + ed1t2az+as

f62061+3042+2063 ai+3az+2as3

— €

Démonstration. — Soit v = s, - - -5, une décomposition non nécessairement
réduite d'un élément v de W. On pose I' = T'(u1,...,4n) €6 9 = Gy, un
Soit w un élément quelconque de W.

Une généralisation immédiate de la proposition 3.36 de [13], ou le résultat
n’est énoncé que pour des décompositions réduites, nous donne :

VT € KT(X)a X(fsvg*(*T)) = *(Dy(a)l;(T))(l)v

ou pour u € W, on a posé D, = D,,. Or d’apres la définition des fonctions 3"
(proposition 4.4) :

V(u,w) € W2, (Du(¥™))(1) = Supuo-
On déduit des deux formules précédentes que pour tout € € £, on a
(6) X(Tey g™ (+0") = 64(0).0-
D’apres la caractérisation de la base {fic}cce, on a donc
gy = > e,
e, v(e)=w
d’ou on déduit
P 0) = (ip W) () = D spe((1)),
€€ u(e)=w

ce qui nous donne bien le théoréeme 4.7 & ’aide du théoreme 4.3, grace a la
formule suivante (voir [6]) :

N
(7) p—vp=> B O
j=1
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4.3. Une autre base de K1 (X). — Dans ce paragraphe, on se place dans
le cas fini (i.e. W fini < g de dimension finie). On note wy le plus grand élément
de W. On choisit wg = s,, - - 5,4, une décomposition réduite de wg et on pose
I'= F(/I’lv s 7MN) et g = Gpi,..pn-

Comme dans le cas des variétés de Bott-Samelson, Kr(X) s’identifie a
K°(H, X) (voir [13]). De plus, comme X est lisse, K°(H, X) est isomorphe
a Ko(H, X) le groupe construit & partir du semi-groupe des classes d’isomor-
phisme de faisceaux H-équivariants cohérents sur X (voir [7]). On identifie donc
ces trois groupes.

Dans [13], Kostant et Kumar montrent que la décomposition en cellules de
Schubert X = [[, ey Xw fournit une base {[Ox, |}wew de Ko(H, X). Les

classes [Ox, ] sont définies par le faisceau structural de X, prolongé par 0
sur X \ X,,. Pour w € W, on pose 4% = *[Ox | € Kr(X), et v =i7(3"). Le
résultat suivant est prouvé dans [13] :

PROPOSITION 4.8. — Pour tout w € W et tout entier 1 <1 < r,

ol si ws; <w,
Di('yw) = {,szi si ’LUSZ > w.

w

On définit les éléments ay, € R[T] par v =) _y apy’. On va donner
une expression explicite de ces coefficients. Soit w € W et soit s; une réflexion
simple telle que ws; > w. Si on applique 'opérateur D; a la décomposition
Y= ew an,¥?, on obtient

Y= Di(v) = Y al, D’
veW
En utilisant les relations vérifiées par les fonctions 1", on trouve alors :
doan = D an@teety = Y at Y apiy.
veW veW, vs; <v veW, vs; <v veW, vs; >v

On obtient donc la relation de récurrence suivante sur les coefficients a;, :

v .

av 7{‘% s1vs; < v,
=) o vss o

wsi a,t slvs; > w.

On déduit de ces relations, en utilisant les relations (1) et (2) :

(8) Y(w,v) € W2, al) =a]"—,

N 7 u
ol pour u € W, on a posé a; = af.
11 suffit donc de trouver la décomposition de «!. Pour cela, on aura besoin
des valeurs de ! :

(1) = H (1—e™), Fy'(v)=0siv#1

aEA
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La valeur de v!(1) est calculée a l'aide de la formule d’auto-intersection et les
autres valeurs sont nulles par le théoreme de localisation.

Comme on a 7' = > a}’@”, solent v € W et ¢ € £ tel que v(e) = v;
d’apreés la formule (6), le coefficient a} est donné par

al = *xx(T., g" (+31)).

En utilisant la formule (5) et les valeurs de xy! = *i%74!, on obtient alors

v Z Ha€A+(1 _e—a)

a; = (e
oo oe)=1 Hiew+(a)(1 — e—ile ))
On a donc la proposition suivante :

PROPOSITION 4.9. — Soit v € W et soit v = s;,---8;, une décomposition
réduite de v. Pour tout sous-ensemble I de {1,...,¢} et tout entier 1 < j <,
on pose Bi(I) = (I1per, p<j Sin)cs; (Bi(1) = iy si INA{L,...,j} = @). Alors
lélément de R[T)

i Z HaeA+(1 —e™?)
4 EPWIT - R
k=1 Hj:l(l —e€ ﬁ]({h,v..,jk}))

ot la deuxiéme somme porte sur l’ensemble des indices 1 < j1 < -+ < jp </
tels que si; ---s;;, =1, ne dépend pas du choix d’une décomposition réduite
de v. Si on note bY cet élément, alors a§ = b".

REMARQUE 4.10. — La proposition précédente est encore valable si on prend
une décomposition non réduite de v.

Si on utilise la relation (8), et si pour v € W, on pose b2 = b”, on obtient
alors le théoreme suivant :

THEOREME 4.11. — Soit w € W, alors :
PN
(O, 1= bue .
veW

Soit Qw le Q[T]-module libre qui admet pour base la famille {0, }wew et
qu’on munit d’une structure d’anneau définie par
(q15w1)'(q25w2) =41 (wqu)(Swlea V(qb‘h) € Q[T]27 et (w17w2) € WQ,
ou 'action de W sur Q[T] est déduite de celle de W sur T'. Dans [13], B. Kostant
et S. Kumar introduisent des éléments {y;}1<i<, de Q[T] définis par
1 .
Yi = 7o (61 —e7"4y,).

1 —ea
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Les y; vérifiant les relations de tresses, on peut définir un élément y,, € Qw
pour tout w € W. On définit alors des éléments {by,w }(v,w)ew> de Q[T] par

Yp—1 = Z bv1w5w71.

weWw

D’apres l'expression combinatoire de b, ,, donnée par le lemme 3.5 de [14],
onab” =b,-11][,ea, (1 —e™);deplus, S. Kumar [14] montre que quand X,
est lisse, by,1 =[], c5(,)(1 — e~ 7)1 oupouru € W, S(u) = {a € RT, 5o < u}.
En particulier 5*° = 1 et donc d’apres le théoreme 4.11 :

- Y o

weW

5. Lien avec les algebres de Hecke

Dans cette section, on va donner une démonstration purement combinatoire
du théoreme 4.7. Cette démonstration est similaire a celle donnée par Sara
Billey dans [4] dans le cas de la cohomologie équivariante. Le théoreme 5.2,
dont on va donner une idée de la démonstration, est démontré pour le type A
dans [16]. Contrairement & ce qu'on a fait précédemment, on doit d’abord
démontrer que l'expression du théoreme 4.7 est indépendante du choix d’une
décomposition de v € W. C’est pour cela qu’on utilise les algebres de Hecke.

Soit A un anneau commutatif. On définit 1’algebre H comme la A-algebre de
Hecke engendrée par {u;}1<i<, soumis aux relations de tresses définissant W et
aux relations uf = u;. Soit w € W, on peut définir u,, € H par u, = uq, - - - Uj,
ol w = 8;,--- 8, est une décomposition réduite quelconque de w. Les éléments
{tw }wew forment une base du A-module H.

Soit s;,,...,s;, une suite de réflexions simples et soit w = s;,---s;, € W.
On a u;, - - u;, = U, d’apres les relations vérifiées par les u;.

Pour tout 1 < i < r, on définit la fonction

hi:A—H, x+— 1+ (x—1)u,.
On vérifie que ces fonctions h; satisfont les relations suivantes (énoncées sous

une forme différente dans [8]) :

PROPOSITION 5.1. — Soient 1 < 4,5 < r des entiers distincts, deux éléments
quelconques x et y de A vérifient les équations suivantes :

o hi(x)hi(y) = hi(y)hi(z) si (sis5)® =1,
hi(@)hj(zy)hi(y) = hi(y)hi(zy)h(x) si (sis;)® =1,
hi(@)hj(zy)hi(xy? b (y) = hi(y)hi(ey?)h(zy)hi(z) si (sis;)* =1,
()hj(z®y)hi(zy)hy(xPy*)h ( Y) ;(y)
= hj(y)hi(xy)h;(@®y?)hi(z*y)h;(2Py)hi(z) si (si55)° = 1.
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On prendra dans la suite pour A Panneau R[T]. Soit v € W et v = s, - 8,
une décomposition réduite de v. Pour 1 < j < ¢, on définit un élément 3; de
b* par B; = 84, ... 5i;_, a;. On définit alors un élément de H par

Y4
H

A Paide de la proposition 5.1, une démonstration analogue a celle donnée par
Sara Billey dans [4] dans le cas de l'algebre nil-Coxeter nous donne le résultat
suivant :

THEOREME 5.2. — Soit v € W. L’élément R, .. ;, de H est indépendant du
choix d’une décomposition réduite v = s;,---s;, de v. Il ne dépend que de v et
on le note donc R, .

Donnons une idée de la démonstration. D’apres la définition de R, . i, et
d’apres la connexité du graphe des décompositions réduites de v, on peut se
contenter de regarder ce qui se passe pour un élément v correspondant a une
relation de tresses. Prenons par exemple v = s;5;5; = 5;5;5;. Alors on a

Rii = hile™)hy(e™ = hy(e™),
Ry = hyle ™ )hi(e™* =)y (),

et en utilisant la deuxiéme relation de la proposition 5.1, on obtient le résultat.
Les autres cas se traitent de la méme maniere.

Le terme >y <m<r(v) Si(e™Fn —1)--- (e Pim — 1) du théoréme 4.7 est
le coefficient de R, sur u, dans la base {uy}wew de H et est donc bien
indépendant de la décomposition réduite de v choisie.

Notons ¢* 'élément de F(W; R[T]) défini par la formule du théoréme 4.7 (on
pose ¥ (v) = 0 si v n’est pas plus grand que w). Pour démontrer ce théoréme,

il suffit de montrer que les fonctions (¢*),ew vérifient les quatre propriétés
de la proposition 4.4. Les propriétés (i) et (iv) sont immédiates.

Pour démontrer la propriété (ii), rappelons tout d’abord le lemme suivant
(voir [6]) :

LEMME 5.3. — Soientv € W et v = s;,--- s, une décomposition réduite de v.
Alors on a A(v™1) = {B;,1 < j <k}.

D’apres ce lemme et la formule 7, on a donc

P = [I¢ Tl T - = v

BeA(w—1) feA(wt) BeA(w™1)
ce qui nous donne la propriété (ii).
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Montrons maintenant que les (zzw)wew vérifient la propriété (iii) de la pro-
position 4.4. Soient w € W et s; une réflexion simple.

e Supposons tout d’abord ws; > w. Il faut alors montrer que pour tout
veW,ona

FU(w) = 9" (vss)e.

On peut supposer vs; > v. Si v n’est pas plus grand que w, vs; non plus
car w n’a pas de décomposition qui finit par s; car ws; > w. On suppose
donc w < v < vs;. Comme w n’a aucune décomposition qui finit par s;, la
somme est la méme a gauche et a droite de I’égalité. Il suffit donc de vérifier
ePTUP = ePTVSIPeT VY ce qui est une conséquence immédiate de la formule 7.

e Supposons maintenant ws; < w. Il faut montrer que pour tout v € W,
on a
1;“’(1)) _ Jw(vsi)efw‘i

1 —e v

(9) = 5" () + 7% (v).

Supposons tout d’abord vs; > v. On se place dans le cas ot w < wvs; (sinon le
résultat est trivial). On choisit une décomposition réduite v = s;,- - - 85, de v. On
prend pour vs; la décomposition vs; = ;- - - $;,8;. On trouve alors (en utilisant
la formule 7)

P (vsi)e N =4 (v) + (7" = 1§ (0) + "% (v)),

le premier terme venant des sous décompositions de v « égales » a w, le
deuxieme des mémes sous décompositions de v auxquelles on rajoute s; a la fin
et qui redonnent donc w (car ws; < w), et le troisiéme des sous décompositions
de v « égales » & ws;. On trouve alors bien la formule (9).

Supposons maintenant vs; < v. On peut appliquer ce qui précede & v/ = vs;
car v's; > v’ et on trouve

VY (vsi) — P (v)e"

1 — ev

= " (vs;) + 05 (vsy).

De plus, on peut appliquer le cas ws; > w & w’ = ws; et on obtient sti (vs;) =
e'ihpi(v). En substituant ainsi "% (vs;) dans I'expression précédente, on
obtient la formule (9).
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