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INTEGRATION MOTIVIQUE SUR
LES SCHEMAS FORMELS

PAR JULIEN SEBAG

RESUME. — Nous généralisons la théorie de l'intégration motivique au cadre des
schémas formels. Nous définissons et étudions ’anneau booléen des ensembles mesu-
rables, la mesure motivique, l'intégrale motivique et nous démontrons un théoreme de
changement de variables pour cette intégrale.

ABSTRACT (Motivic Integration on Formal Schemes). — We generalize the theory of
motivic integration on formal schemes. In particular, we define and study the boolean
ring of mesurable subsets, the motivic measure, the motivic integral and we prove a
theorem of change of variables for this integral.

1. Introduction

1.1. Dans leurs articles [10] et [12] (¢f. également [11]), Denef et Loeser dé-
veloppent et étudient la théorie de 'intégration motiviqgue pour les variétés
algébriques sur un corps de caractéristique 0, introduite par Kontsevich lors
d’un séminaire & Orsay (cf. [18]). Dans [20], Looijenga étend la construction
a la catégorie des variétés algébriques sur un anneau de séries formelles de
corps résiduel de caractéristique 0. Cette nouvelle théorie de l'intégration se
réveéle étre un outil puissant dans I’étude de la géométrie birationnelle des va-
riétés algébriques sur un corps k de caractéristique 0. Rappelons rapidement
les grandes étapes de la construction de ces intégrales et les idées sous-jacentes
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2 SEBAG (J.)

a quelques-uns des résultats obtenus par cette théorie. Si X est une variété
algébrique sur un corps k de caractéristique 0, on lui associe, de maniére fonc-
torielle, un pro-k-schéma, qui est encore un schéma (non localement de type
fini en général), le schéma des arcs sur X, noté L(X). Sur ce pro-k-schéma,
on définit une mesure px a valeurs dans un anneau de motifs virtuels. Cette
mesure motivique est un analogue géométrique de la mesure p-adique sur les
variétés différentielles p-adiques. Les intégrales définies a partir de cette mesure
vérifient alors un théoréeme de changement de variables pour les k-morphismes
de schémas h : Y — X propres et birationnels, qui permet de calculer les inté-
grales sur L(X) en fonction d’intégrales sur L(Y"). C’est essentiellement par ce
principe que on peut construire de nouveaux invariants algébriques (& valeurs
dans cet anneau de motifs virtuels, ou plus exactement dans le séparé complété
de cet anneau pour une filtration) et que l’'on peut, par exemple, (re)-démontrer
le théoreme de Batyrev qui affirme que deux variétés de Calabi-Yau, biration-
nellement équivalentes, ont mémes nombres de Hodge et méme structure de
Hodge.

1.2. Dans cet article, nous généralisons cette théorie de l'intégration moti-
vique aux schémas formels sttf sur le spectre formel d’un anneau de valuation
discrete complet R, de corps résiduel k parfait. En particulier, le corps k£ peut
étre de caractéristique positive. L’absence du morphisme d’inclusion k£ — R,
dans le cas ou R est un anneau d’inégales caractéristiques, nous conduit a dé-
finir un analogue du schéma des arcs d’une variété X. Si X est un R-schéma
formel sttf, le schéma de Greenberg Gr(X) joue ce role. Il est important de noter
que, dans le cas ou R = k[[t]], avec k de caractéristique 0, et X est le complété
r-adique d'une k-variété algébrique vue sur k[[t]], les deux k-schémas Gr(X)et
L(X) sont canoniquement isomorphes. En outre, pour tout R-schéma formel
sttf, si F' est une extension parfaite de k, les F-points de Gr(X) s’interprétent
naturellement comme des points de la fibre générique X de X. Comme dans
le cas du schéma des arcs, nous définissons ’anneau booléen des ensembles me-
surables, qui sont des « approximations » par certaines parties constructibles
de Gr(X) élémentaires, que l'on appelle cylindres. Rappelons que le produit
fibré au-dessus de k induit sur le groupe de Grothendieck de la catégorie des
k-variétés une structure d’anneau (puisque k est parfait). On note My le lo-
calisé de cet anneau par rapport a la classe de la droite affine. La définition
des ensembles mesurables nous permet de construire une mesure pux a valeurs
dans un complété de 'anneau Mj. De maniére analogue aux théories classiques
d’intégration, les ensembles mesurables possedent des propriétés de stabilité
par image directe et inverse sous certains R-morphismes h : Y — X, que 'on
nomme tempérés, et qui correspondent aux morphismes propres et birationnels
du cas algébrique. Nous construisons l'intégrale motivique des fonctions inté-
grables. Parmi celles-ci, les fonctions exponentiellement intégrables permettent
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INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 3

d’exprimer, de maniére naturelle, des phénomenes géométriques comme ['ap-
partenance a un sous-R-schéma formel fermé, la lissité d’'un R-morphisme de
schémas formels... et jouent donc un role central dans cette théorie. Enfin,
nous démontrons deux théoremes de changement de variables du méme type
que celui énoncé dans [10] ou [12].

1.3. Les principaux résultats de ce travail sont utilisés de maniere fondamen-
tale dans [19], qui, en se plagant du point de vue rigide, déduit, des constructions
et théoremes de cet article, certaines applications en géométrie birationnelle des
dégénérescences des variétés algébriques et rigides. En particulier, la théorie que
Pon développe ici apparait, au regard des résultats de [19], comme I’analogue
(ou la généralisation) de l'intégration motivique usuelle et de l'intégration p-
adique. Deux exemples le confirment. Soit X i la fibre générique d’'un R-schéma
formel X sttf.

1) Si w est une forme jauge sur X, son intégrale converge déja dans My. En
outre, nous démontrons que sa classe dans My, /(L—1)Mj, ne dépend que de X
et non de la forme jauge choisie pour calculer cette intégrale. Cet élément de My,
noté A\(Xg), est égal & la classe de la fibre spéciale de tout modele de Néron
faible de Xg. Il faut également remarquer que, quand K est une extension
finie de Qp, A\(X k) se spécialise en l'invariant de Serre [25] évalué sur la variété
analytique p-adique « naive » sous-jacente & X (cf. corollaire 4.6.3 de [19]).

2) Si X est ’espace analytique associé une variété de Calabi-Yau sur K, et si
Xk admet un R-modele propre et lisse, I'intégrale calculée pour un générateur
de Q%K est égale a la classe de la fibre spéciale de ce modele dans My. En
particulier, les classes des fibres spéciales de deux tels modeles coincident dans
My, ce qui peut étre interprété comme l'analogue du résultat de Batyrev [2]
pour les variétés de Calabi-Yau.

1.4. Cet article est organisé de la maniere suivante : le chapitre 2 rappelle
les bases de la géométrie formelle. Le foncteur de Greenberg est construit et
étudié au chapitre 3. Les chapitres 4, 5, et 6 développent, de maniére assez
complete, les notions et les propriétés de la mesure motivique, des cylindres et
des ensembles mesurables. Le chapitre 7 est consacré a ’étude de la stabilité
de la mesurabilité par image directe et inverse. Au chapitre 8, nous énongons
et démontrons deux théoremes de changement de variables.

Nous remercions Francois Loeser de nous avoir proposé ce sujet et de 1’aide
qu’il nous a apportée lors des discussions que nous avons eues ensemble. Nous
souhaitons également remercier Antoine Chambert-Loir de son aide lors de la
rédaction de cet article et de ses commentaires sur une premiere version de
ce texte. Plus largement, nous les remercions pour 'attention qu’ils nous ont
manifestée depuis quelques années déja.
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4 SEBAG (J.)

2. Préliminaires

2.1. Les premieéres notions de géométrie formelle.

2.1.1. La définition des schémas formels. — Un D-schéma formel désignera
toujours un D-schéma formel topologiquement de type fini, ce que l'on no-
tera ttf. Parfois 'hypothese de séparation sera nécessaire et nos D-schémas
formels ttf seront séparés, ce que l'on notera sttf (cf. [16, §10]).

On notera Formt/tﬂ)f et ]F‘ornrlb/'%f les catégories correspondantes.

Un objet de Formt/g est un espace localement annelé (X, Ox) en R-algebres
topologiques, qui induit la donnée, pour tout n > 0, d’'un R,-schéma

X, =(X,0x ®r Ry).

Le k-schéma X est appelé fibre spéciale du D-schéma formel X . En tant qu’es-
paces topologiques, X et Xy sont isomorphes et Ox := limOx,. On a

Xn - Xn+1 ®Rn+1 Rn

et X est canoniquement isomorphe & la limite inductive des schémas X,, dans la
catégorie des espaces localement annelés. En outre, un tel objet est localement
isomorphe a un D-schéma formel affine Spf A, ou A est une R-algebre m-adique,
topologiquement isomorphe & un quotient de 'anneau des séries formelles res-
treintes R{Ty,...,Tn}.

Si X et Y sont deux D-schémas formels t¢f, on note Homp (Y, X ) Pensemble
des D-morphismes de schémas formels :

Y\D?X

i.e. ’ensemble des morphismes entre les D-espaces localement annelés sous-
jacents. Autrement dit, m% est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des espaces localement annelés sur ID. Localement de tels morphismes sont sim-
plement des R-morphismes continus d’algebres topologiques entre les anneaux
des sections globales. On peut montrer (¢f. prop. 10.6.9 de [16]) que Papplication
canonique Homp (Y, X) — lim Homp,, (Y, X;,) est une bijection.

REMARQUE 2.1.2. — Soit
h:Y =Spf R{z1,...,xm}/I — X =Spf R{x1,...,2n}/J

un D-morphisme de schémas formels. Dans ce cas, la donnée de h est équi-
valente a celle d’'un R-morphisme d’algebres. En effet, la R-linéarité impose
que le morphisme entre les anneaux des sections globales est continu pour les
topologies m-adiques considérées.
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La catégorie ]F‘orlrns/?lf)f est simplement la sous-catégorie pleine de Form%),

dont les objets sont séparés (cf. [16, § 10]). Un D-schéma formel sttf X est dit
admissible 8’1l est plat sur D (ce qui est équivalent au fait que le faisceau O x soit
sans m-torsion). On notera Fﬂl%}m cette catégorie, qui est une sous-catégorie
pleine de Foinb/'%f.

Si X est un D-schéma formel, on notera X,.q le sous-schéma formel fermé
et réduit de X défini par le faisceau d’idéaux /0.

REMARQUE 2.1.3. — Si X est un D-schéma formel admissible et si X est un
k-schéma réduit, alors X est réduit.

2.1.4. La notion de fibre générique d’un schéma formel. — Soient X un D-
schéma formel ttf et Z — X un sous-schéma fermé de X, défini par le sous-
faisceau A C Ox. On appelle éclatement admissible sur X de centre Z la
donnée d’un D-schéma formel X’ et d’un D-morphisme de schémas formels
o: X" — X tel que A - Ox est inversible et vérifiant la propriété universelle
suivante : si ¢ : Y — X est un D-morphisme de schémas formels tel que A - Oy
soit inversible sur Y, alors il existe un D-morphisme ' : Y — X’ tel que
=001 Si X est sttf (resp. admissible), le D-schéma formel X’ 1'est aussi

(cf- [4], §2 et spécialement le lemme 2.2).

La localisation de la catégorie Form% (resp. Form%f) par rapport aux écla-
tements admissibles est équivalente a la catégorie des K-espaces rigides de type
fini et quasi-séparés (resp. séparés) au sens de Kiehl, que I'on notera IE(/*;?C

(resp. Rig®%%) (cf. [23] et [4, th.4.1]). On peut remarquer que la localisée de

_/K

Form%)”n par rapport aux éclatements admissibles est équivalente a Rig5%

/K

Par analogie avec le cas de schémas usuels, on appellera fibre générique
I'image d’un D-schéma formel ttf par le foncteur de localisation. Ce foncteur
sera noté rig et si X € M% on notera X,ig son image par le foncteur rig (ou
parfois Xk ). De méme, si f : Y — X est un D-morphisme de schémas formels,
on notera frig son image par le foncteur rig.

2.1.5. La notion de dimension d’un schéma formel. — Soit X un D-schéma
formel. On appelle dimension de X l'entier dim X défini comme la dimension
de la fibre spéciale Xy de X. En particulier, si X := Spf A est plat sur R, on a
la relation

dim X = dimgA -1
ou dimk A est la dimension de Krull de 'anneau A.

Soit X un K-espace rigide quasi-séparé et quasi-compact. On appelle
dimension de Xk et l'on note dim X l'entier naturel défini comme la borne
supérieure des entiers dimk Ox, » pour x € Xk.
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6 SEBAG (J.)

LEMME 2.1.6. — Si X = Spm A est un K-espace rigide affinoide, la dimen-
sion de X est €gale a la dimension de Krull de A.

Démonstration. — Ce lemme résulte de la proposition 7.3.8 de [3] qui assure
que l'anneau Ox, , et le localisé de A en z, A,, ont méme dimension de
Krull. O

Le lemme suivant, démontré par Oesterlé dans [21] (¢f. lemme 1, § 3), permet
de relier ces deux notions.

LEMME 2.1.7. — Soient R un anneau de valuation discréte complet, k son
corps résiduel et K son corps des fractions. Notons A Uanneau R{T1,...,Tn}
des séries formelles restreintes a coefficients dans R, Ax = A ®r K =
K{Ty,...,Tn} et Ao = A®rk = k[T1,...,Tn]. Soit I un idéal de Ak.
Notons I :=IxNA et Iy :=1Qprk. Supposons que lanneau Ay [Ix soit équi-
dimensionnel, de dimension de Krull d. Alors Uanneau Ag/Iy est équidimen-
sionnel, de dimension de Krull d. On a Ix = Ak si et seulement si Iy = Ag.

COROLLAIRE 2.1.8. — Soit X un D-schéma formel sttf de fibre générique X g .
Si X est équidimensionnelle de dimension d, alors Xo est équidimensionnel
de dimension d.

Démonstration. — On peut supposer que X est affine. Dans ce cas le corollaire
découle du lemme 2.1.7. O

Un D-schéma formel sttf est dit de dimension relative d (resp. purement de
dimension relative d) si sa fibre générique X i est de dimension d (resp. équi-
dimensionnelle de dimension d).

2.1.9. La notion de lissité pour les schémas formels. — Un D-morphisme de
schémas formels f : Y — X est lisse au point y € Yy de dimension relative d
si:

(i) f est plat en y;

(ii) le k-morphisme induit fq : Yo — X est lisse en y de dimension relative d,
au sens usuel.

D’aprés le lemme 1.2 de [4], il revient au méme de demander que pour
tout n € N, le morphisme induit f, : Y,, — X, soit lisse de dimension relative d
en y. On dit qu'un morphisme est lisse s’il est lisse en tout point y € Yj.

Un D-schéma formel X est dit lisse (en « € Xg) si le morphisme structural
X — D est lisse (en & € X) au sens précédent.

Soit X un D-schéma formel ttf de dimension d. On note Xy, 1'unique sous-
D-schéma formel fermé réduit défini par le radical du d-ieme idéal de Fitting
de Q% /p> qui est le faisceau des formes différentielles continues (cf. [5], § 1). En
particulier, un D-schéma formel ¢tf plat est lisse en & € X (resp. lisse) si et
seulement si x n’appartient pas a la fibre spéciale de Xging (7esp. Xsing = ).

TOME 132 — 2004 — N© 1



INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 7

On dira qu'un D-schéma formel X ttf est génériquement lisse si sa fibre
générique X — Spm K est lisse comme K-espace rigide, i.e. vérifie un critére
jacobien analogue & celui vérifié par les schémas lisses (cf. [7]).

REMARQUE 2.1.10. — Si X — D est un D-schéma formel sttf lisse, il découle
de la définition que X est admissible, de fibre spéciale réduite et donc réduit
(cf. remarque 2.1.3).

3. Foncteur de Greenberg et (pro)-schéma associé a
un schéma formel

3.1. La construction. — Nous allons construire un foncteur

Gr: Form%f — ProSch

de la catégorie des D-schémas formels stif dans la catégorie des pro-k-schémas.
Rappelons quelques résultats de [13] et [6, § 9.6]. Remarquons que, lorsque R
est un anneau d’égales caractéristiques et apres avoir fixé un relevement de k
a R, anneau R, peut étre interprété comme l’ensemble des k-points d’un
espace affine A7* de dimension m. Si R est d’inégales caractéristiques, R, n’est
plus une k-algebre, mais, en utilisant les vecteurs de Witt, peut encore étre
considéré comme ’ensemble des k-points d’'un k-schéma en anneaux, R, k-
isomorphe, en tant que schéma, & un espace affine A7 (cf. [6, p.276]). Pour
tout n > 0, considérons le foncteur 2} qui & un k-schéma associe :
(i) le k-schéma b’ (T) :=T ®y, Ry, en égales caractéristiques;
(ii) Tespace localement annelé h}(T), dont I'espace topologique sous-jacent
est T et le faisceau structural est Hom(T', Ry,).

Soit A une k-algebre. On pose

(4) = A, si R est un anneau d’égales caractéristiques,
W(A), si R est un anneau d’inégales caractéristiques.

En particulier, pour toute k-algebre A (parfaite, si R est d’inégales caracté-
ristiques),
h (Spec A) =: h(A) = Spec(R, @) L(A)).

REMARQUE. — L’hypothese « k parfait » est essentielle dans le cas ou R est
un anneau d’inégales caractéristiques.

Dans [13], Greenberg a montré que, pour tout R,,-schéma X,, localement de
type fini, le foncteur
T — Homg, (h},(T), X»)

de la catégorie des k-schémas dans celle des ensembles est représentable par un
k-schéma Gry, (X,,) qui est localement de type fini (i.e. le foncteur b admet un
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adjoint & droite que I'on note Gr,,) et vérifie, pour toute k-algebre A (parfaite,
si R est d’inégales caractéristiques),

En particulier, si A=k, on a
Gr,(Xp) (k) ~ Xpn(Rn).

Rappelons un résultat démontré par Greenberg dans [13] (cf. th., p. 643) et
par Bosch, Liitkebohmert et Raynaud dans [6, p. 196 et suivantes] :

THEOREME 3.1.1. — Le foncteur Gr,,, défini de la catégorie des R, -schémas
de type fini dans celle des k-schémas de type fini, vérifie les propriétés sui-
vantes :

1) Gr,, préserve les immersions ouvertes et fermées et commute auz produits
fibrés ;

2) Gr,, transforme les R,-schémas affines en k-schémas affines et les R,,-
schémas séparés en k-schémas séparés ;

3) Si X, est un Ry-schéma de type fini et (X, i)ier un recouvrement fini
de X,, par des ouverts affines, alors il existe des k-isomorphismes de schémas
canoniques Grp(Xn,; N Xy ;) > Grp(Xn,i) NGr(X,, ;) et le k-schéma Gry,(X,)
s’obtient en recollant les Gry, (X, ;) le long de ces intersections.

Soit X un D-schéma formel sttf. Les morphismes canoniques R,4+1 — Ry,
induisent alors, notamment par adjonction, pour tout n € N, des k-morphismes

9::+1 : Grn_;,_l(Xn_;,_l) — Grn(Xn)

qui font de la suite (Gr,(X,))nen un systeme projectif dans la catégorie des
k-schémas de type fini et séparés (car, pour tout n, le k-schéma X,, est séparé
par hypothése). Enfin, comme un recouvrement (fini) de X par des ouverts
formels affines induit un recouvrement des Gr,(X,) (c¢f. théoréme 3.1.1), ces
morphismes de transition sont affines et leur limite lim Gr,,(X,,) existe dans la
catégorie des k-schémas.

Soit T' un k-schéma. On définit h*(T") comme 'espace localement annelé :
(i) mT ®j Ry, i.e. le complété t-adique du R-schéma T ®y R, si R est
d’égales caractéristiques;
(i) (7, lim Homy (T, R,)), si R est d’inégales caractéristiques.
Cet espace localement annelé est muni d’un morphisme vers D.
PROPOSITION 3.1.2. — Soit X un D-schéma formel sttf. Le foncteur
T +— Homp (h*(T), X)
de la catégorie des k-schémas dans celle des ensembles est représentable par un

k-schéma canoniquement isomorphe a liﬂlGrn(Xn).
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Démonstration. — La définition de h*(T') implique I’existence d’une bijection
canonique :

Homp (h* (1), X) — lim Homg, (h; (T), Xn) .

L’assertion découle des propriétés universelles des k-schémas Gr, (X,,). O
Nous posons

Gr,(X) := (Grn(Xn)) Gr(X) := liLn(Grn(Xn)red) ~ ( (li_mGrn(Xn))

On a donc construit un foncteur Gr de la catégorie des D-schémas formels
sttf dans la catégorie des pro-k-schémas, comme composé des foncteurs défi-
nis ci-dessus. Les définitions entrainent que, pour toute extension F' de k, les
applications canoniques

Gr,(X)(F) — Grp(X,)(F), Gr(X)(F)— (@Grn(Xn))(F)

sont, des bijections.

red’ red’

EXEMPLES 3.1.3. — 1) Dans le cas d’égales caractéristiques, R ~ k[[r]]. Soit
X une variété algébrique sur k. On peut alors considérer le R,,-schéma X ® R,
pour tout n € N. Il découle des définitions que Gr, (X ®j R,,) est isomorphe au
k-schéma L, (X) considéré dans [10]. On en déduit en particulier que L(X) ~
Gr(X®iR), ot X®R est simplement le complété m-adique de X ®j, R.

2) 11 découle des définitions que le k-schéma Gro(Xp) est canoniquement
isomorphe a Xj.

3.2. Les notations. — 1) Soit A une k-algébre. On pose L(A) = A si R
est un anneau d’égales caractéristiques et L(A) = W(A) si R est un anneau
d’inégales caractéristiques. On notera par R4 l'anneau Ry := R@L(k)L(A).
Si F' est un corps contenant k, on notera Kp le corps des fractions de Rp.
On peut remarquer alors, que, si k est supposé parfait, 'extension R — Rp est
d’indice de ramification 1 au sens de [6, § 3.6]. En particulier, on a une bijection
canonique
Gr(X)(F) ~ X(Rp).

2) Siz € Gr(X) et x(z) D k son corps résiduel, on note ¢, : Spf R, ) — X
le D-morphisme de schémas formels correspondant a x par adjonction.

3) Si F est un corps contenant k, 'anneau R n’est pas en général un anneau
de valuation discrete (si R est d’inégales caractéristiques). Toutefois, 'anneau
Rp s’identifie a '’ensemble FN. L’élément y € Rp peut donc s’identifier & la
suite (y;)ieN, yi € F pour tout i. Quand F est parfait, y € Rp appartient &
(m)™ si et seulement si y; = 0 pour tout 1 < ¢ <n — 1. Pour F quelconque, on
note 7’y la suite dont les j premiers termes sont nuls et telle que (77y); = y;—;
pour tout 4 > j. Sii < jetsiz=nly € Rp, on note 7z := 7/~ %y. Sl existe
y € Rp tel que z = 7/y, on utilise parfois la notation 2 = 0 mod (77) ou
encore z € mJ. Enfin, si € R, on note m/z := (172;)1<i<n.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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4) Pour tout n € N, les morphismes canoniques seront toujours notés de la
manieére suivante :

Tn,X
Gr(X) ——— Gr,(X)

F% lon_l’x
Grn—l (X)

Les morphismes m, x (ou m,) sont les morphismes de troncation. Les mor-
phismes 0}, y (ou 6;_;) sont les morphismes de transition.

5) Soit Y un D-schéma formel sttf. Soit h : Y — X un D-morphisme de
schémas formels. On notera encore h le k-morphisme de schémas Gr(h) et h,
le k-morphisme Gr,,(h), pour tout n € N. Ces morphismes h et h,, rendent
commutatif le diagramme suivant :

Cr(Y) — s Gr(X)

7Tn,Yl Jﬂn,X

Grn (V) 1" G (X).

3.3. Les propriétés et la définition par recollement

LEMME 3.3.1. — Si X est un D-schéma formel ttf affine de fibre généri-
que X, Uensemble des points rationnels de Gr(X) s’identifie a un sous-
ensemble de l’espace sous-jacent a Xk .

Démonstration. — Ce lemme découle du lemme 3.4 de [4]. O

PROPOSITION 3.3.2. — 1) Le foncteur Gr préserve les immersions ouvertes
et fermées, les produits fibrés, et transforme D-schémas formels affines en k-
schémas affines.

2) Soit X un D-schéma formel sttf et soit (O;);cg un recouvrement fini de X
par des sous-schémas formels ouverts affines. Il existe des isomorphismes ca-
noniques Gr(0O; N 0;) ~ Gr(0;) N Gr(0;) et le k-schéma Gr(X) est obtenu en
recollant les Gr(O;).

3) Si X est un D-schéma formel stif, le k-schéma Gr(X) est quasi-compact.

Démonstration. — L’assertion 3) découle de 2). Les autres propiétés se dé-
duisent directement du lemme 3.1.1. (|

LEMME 3.3.3. — Soit X un D-schéma formel sttf. Alors le k-morphisme de
schémas canonique

Gr(Xied) — Gr(X)

est un isomorphisme.
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INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 11

Démonstration. — Comme Gr(X) et Gr(X,eq) sont réduits par construction, il
nous suffit de vérifier que ces deux schémas ont méme espace topologique sous-
jacent. Soit x € Gr(X). Par adjonction, il correspond & un point géométrique
au-dessus de z, un D-morphisme de schémas formels ¢ : Spf Ry — X, ou &k’
est une cloture algébrique de x(x), le corps résiduel de x dans Gr(X). Comme
Spf Ry est réduit, le morphisme ¢ se factorise par X,oq. En particulier, x
appartient & Gr(Xyeq)- O

Rappelons (¢f. [24]) la définition d’une algeébre de Tate analytiquement sépa-
rable.

DEFINITION 3.3.4. — Soit A une algebre de Tate intégre définie par un idéal
aC K{X1,...,Xn}.
On dit que A est analytiquement séparable si ’anneau
K{X1,...,Xn}/aK{Xy,..., XN}

est réduit, ot K est le complété d'une cloture algébrique de K. Dire que A n’est

pas analytiquement séparable équivaut a dire que K est de caractéristique p > 0
et que KYP{Xy,..., Xy} aKYP{X;,..., XN} n'est pas réduit.

ProPOSITION 3.3.5. — Soient X un D-schéma formel admissible, réduit, dont
la fibre générique est irréductible et de dimension d, et Xging le sous-D-schéma
formel fermé de X défini au §2.1.5. Soient Xk la fibre générique de X et
(Xie i celle de Xging. Alors ou bien (X5, )i est de codimension au moins 1
dans Xg ; ou bien, pour tout ouvert affine U — X stif, il existe un sous-D-
schéma formel fermé Zy — U tel que :

1) la fibre générique (Zy )k de Zy est de codimension au moins 1 dans X ;
2) le morphisme de k-schémas formels Gr(Zy) — Gr(U) est bijectif.

Démonstration. — La question étant locale en X, on peut supposer que X :=
Spf A est affine défini dans R{X7,..., Xy} par un idéal I. Soit Ix :=I ®r K.
Par hypothese, I'idéal Ik est premier.

Premier cas : supposons que Ax = A ®r K est analytiquement séparable.
Dans [24], Schappacher a montré que le lieu singulier de X i est contenu stric-

tement dans Xg. En particulier, ceci implique que la dimension de (X;iffg) K

est strictement inférieure a d (car (X;iifg) k est un fermé de X et Xg est
irréductible).

Deuzxieme cas : supposons que Ax = A®Qgr K n’est pas analytiquement sépa-
rable. Par un argument d’analyse ultramétrique utilisé par Schappacher [24],
Ihypothese entraine qu’il existe ¢ € K{X1,...,Xn} vérifiant les propriétés
suivantes : g € Ix et g(p) = 0 pour tout ¢ € Gr(X)(F) pour tout corps
parfait F' contenant k. Quitte & multiplier par une puissance de 7, on peut
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supposer en outre que g € R{X1,...,Xn}. Le sous-D-schéma formel fermé
défini par I'idéal I + g est une solution au probléeme. O
LEMME 3.3.6. — Soit h : Y — X un D-morphisme étale de schémas for-

mels sttf. Alors le k-schéma Gry(Y,) est (canoniquement) isomorphe au
k-schéma Gr,(X,) Xx, Yo, pour tout n € N.

Démonstration. — Dans le cas ou X est le complété m-adique d’une variété
sur k, cette preuve est également faite dans [17]. On peut supposer X et Y
affines. Soit S = Spec A un k-schéma affine. Ici Gr,(X) := lim Gr,(X,). La
donnée d’un k-morphisme S — Gr,(X,) Xx, Yo équivaut a celle d'un dia-
gramme commutatif de k-morphismes :

S — Gr,(X)

|l
ho

Yo —— Xo.

Par adjonction, celle-ci équivaut a la donnée du diagramme commutatif de R,,-

/\
\/

Comme le R,-morphisme u est une immersion nilpotente et que le R,-
morphisme h,, est étale (c¢f. §2.1.9), il existe un unique R,-morphisme
v : hi(A) — Y,, qui complete le diagramme ci-dessus en un diagramme de
R,-morphismes de schémas, ou tous les triangles sont commutatifs

hi(A) ————

hi(A) ———— 5 X,
AN N I,
VN
>
(% Y, Xo
/ \ y
S Yo.

Par adjonction, on déduit I'existence d’un k-morphisme de schéma tel que v :
S — Gr,(Y). L’unicité de ce morphisme découle de la construction. O
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INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 13

3.4. Le cas lisse. — Dans le cas ou X est un D-schémas formels stif lisse,
le schéma de Greenberg associé présente quelques propriétés remarquables.

EXEMPLE 3.4.1. — Si X=B%, le k-schéma Gr,,(X) est k-isomorphe & Aganrl)d_

LEMME 3.4.2. — Soit X — D un D-schéma formel sttf, lisse, de pure dimen-
sion relative d. Alors on a les propriétés suivantes :

1) pour tout n € N et tout m > n, les k-morphismes 7, x et 0 sont
surjectifs ;

2) pour toutn € N, le k-morphisme 0711 est une fibration localement triviale
de fibre Ag pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — L’assertion 1) peut se voir directement comme une consé-
quence du lemme de Hensel (¢f. [9, chap. III, §4, n® 6, cor.2]) ou comme une
conséquence de 2). Comme X est lisse, pour tout z € Xy, il existe un sous-
D-schéma formel affine U — X, ouvert contenant z, et un D-morphisme de
schémas formels étale U — B%. Le lemme 3.3.6 et Gr,, (B%) = A,(:H)d assurent
le résultat. O

4. Cylindres et leur mesure

4.1. Les anneaux de Grothendieck.— Soit k& un corps. On note Ko (Var,;)
le groupe abélien engendré par les symboles [S], pour S une variété sur k (i.e. un
k-schéma de type fini réduit et séparé), avec les relations [S] = [S'] si S et S’
sont isomorphes et [S] = [S"] + [S\S'] si S’ est une sous-variété fermée de S.
Ce groupe possede une structure naturelle d’anneau, dont le produit est induit
par le produit fibré. La classe de Spec k est ’élément neutre de cet anneau; on
la note 1. En référence au motif de Lefschetz, on note également L la classe de
la droite affine dans Ko(Var ).

REMARQUE 4.1.1. — Comme ’a prouvé Poonen dans [22], cet anneau n’est
pas integre. Par ailleurs la définition de Ko(Var,;) explique pourquoi I'on a
muni Gr, (X,,) de sa structure réduite.

Soit S une k-variété. Tout sous-ensemble constructible C' de S peut s’écrire
comme réunion finie disjointe de sous-k-variétés de .S, i.e. il existe des sous-k-
variétés (S;)1<i<n de S telles que

c= 1] s
1<i<n

A tout ensemble constructible C' de S , on peut donc associer naturellement une
unique classe [C] dans Ko(Var ;) de sorte que, si C et C” sont deux ensembles
constructibles d’une variété S, on a la relation [CUC'] = [C]+ [C'] — [C N C].
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On désigne par
M, := Ko(Var ) [L™]

le localisé de Ko(Var,,) par rapport au systeéme multiplicatif {1,L, L%, ...}
Soient F™Mj, le sous-groupe de M) engendré par les [S]L™" tels que
dimS —i < —m, et J/\/[\k le séparé complété de M) suivant cette filtration.
On note M, I'image de M, dans J/M\k.

La filtration F'* définit une topologie métrisable sur M, k- L’application

|| : My — Rso

définie par

fal 2" sia e F"M, et a & FPH0M,,
all =
0 a =0,

est la norme induite par cette filtration. Elle munit M, r d’une structure d’anneau
normé non archimédien, séparé et complet.

4.2. Les fibrations par morceaux. — Nous allons définir la notion de
fibration localement triviale par morceauz, qui correspond a l'idée de fibration
localement triviale pour la topologie constructible (cf. [16, 7.2.11] pour une
définition de la topologie constructible).

DEFINITION 4.2.1. — Soient X, Y et F trois k-schémas, A (resp. B) une partie
constructible de X (resp. Y'). Supposons que F' est de type fini.

1) On dit que 'application 7 : B — A est une fibration triviale par morceaux
de fibre F, s’il existe une partition finie de A par des sous-ensembles S loca-
lement fermés dans X tel que la restriction de 7w & 7~1(S) soit induite par un
morphisme de k-schémas Y — X et tel que 7~1(S), qui est localement fermé
dans Y, soit isomorphe en tant que k-schéma, a .S X F, m correspondant, par
cet isomorphisme a la projection S x; F' — S.

2) On dit que l'application 7 est une fibration triviale par morceaux sur C,
avec C' un sous-ensemble constructible de B, si la restriction de 7 & 7~ 1(C),
i.e. Mr—1(cy : m *(C) — C, est une fibration triviale par morceaux.

LEMME 4.2.2. — Soient X etY deux k-variétés. Soient A (resp. B) une partie
constructible de X (resp. Y). Si m : B — A est une fibration triviale par
morceaur de fibre F', on a dans My la formule

Démonstration. — Ceci découle de la formule d’additivité de [] dans M;

(cf. §4.1). O
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THEOREME 4.2.3. — Soient X etY deux k-variétés, et F' un k-schéma de type
fini. Soient A et B deux ensembles constructibles de X etY respectivement. Soit
h : B — A une application induite par un k-morphisme de schémas Y — X.
Alors cette application h est une fibration localement triviale par morceauz de
fibre F si et seulement si, pour tout x € B, la fibre 7= 1(x) est un k(x)-schéma
isomorphe a Fy () := F @ k().

Démonstration. — Il est clair que, si h est une fibration localement triviale
par morceaux, alors, pour tout x € B, la fibre 7~!(x) est k(x)-isomorphe &
F (). Réciproquement, supposons que h vérifie cette derniere hypothese. I
nous faut donc prouver I’existence d’une partition finie de B en sous-k-variétés
localement fermées, au-dessus desquelles h s’identifie & une projection. Par dé-
finition, il existe une partition finie (5;);er de A en sous-k-variétés localement
fermées de X. Il est clair qu’il nous suffit de prouver I'existence d’une telle par-
tition sur chaque S;, i € I. On peut donc supposer que B = h=1(S), A= S et
S — X une sous-k-variété localement fermée de X. Le lemme 4.2.4 ci-dessous
assure 'existence d’un ouvert Uy — S, dense dans S, tel que la restriction
de h & h=1(Up) s’identifie au k-morphisme canonique Uy X F' — Up. Posons
Zy := S\Uyp. Par définition, Zy < S est une sous-k-variété fermée de S et loca-
lement fermée dans X. En appliquant & nouveau le lemme 4.2.4 & Z, on déduit
Pexistence d’un ouvert Uy de Zy dense et de complémentaire Z; (dans Zy). Par
suite, il existe, en réitérant ce raisonnement, une suite décroissante de parties
fermées dans S

o C Ly ClLy 1 C--CZyCS,

tels que Z; est d’'intérieur vide dans Z;_;. Comme S est noethérien, il existe
un entier N € N tel que Zy est vide. Ceci signifie que

s= 1] v
0<j<N

Par ailleurs, par construction, h s’identifie au-dessus de chaque Uj, qui est
localement fermé dans X, a la projection U; xj F' — Uj. O

LEMME 4.2.4. — Soient V., W deux k-schémas de type fini et F un k-schéma
de type fini. Soit p : W — V' un k-morphisme de schémas tel que, pour tout
x €V, le k(x)-schéma p~' () est k(x)-isomorphe & F ). Alors il existe un
ouvert dense U de V et un k-isomorphisme p : p~2(U) — U xy F tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

P U)o U s, F
pl /
U.
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Démonstration. — La propriété étant locale sur la base, on peut supposer que
V := Spec A, ou A est une k-algébre de type fini. On peut supposer en outre
que V est irréductible. Ce lemme est alors une conséquence directe du théo-
reme 8.8.2 de [15] et de son corollaire 8.8.2.5. O

4.3. Les cylindres.— Fixons un D-schéma formel sttf X de dimension rela-
tive d.

DEFINITION 4.3.1. — On dit qu'une partie A de Gr(X) est un sous-ensemble

cylindrique de rang n de Gr(X) (ou plus simplement un n-cylindre de Gr(X)),

siA= 7T,;1X (C), ot C désigne une partie constructible de Gr,, (X). On dit que A

est un cylindre si A est un cylindre d’un certain rang n.

On dit qu’une partie A de Gr(X) est un pro-cylindre (resp. un ind-cylindre)
si elle est intersection (resp. réunion) de cylindres.

LEMME 4.3.2. — Soit A un cylindre de rang n de Gr(X). Alors
A= ”;,1)( (Tn,x (4)).

Démonstration. — Cet énoncé se déduit facilement du fait que, par définition,
A= (A,) avec A,, ensemble constructible de Gr,,(X). O

EXEMPLES 4.3.3. — 1) L’espace Gr(X) est un 0-cylindre, puisque W(I;((Xo) =
Gr(X).

2) Soit U — X un sous-D-schéma formel ouvert de X quasi-compact. Le
k-schéma Gr(U) — Gr(X) est un O-cylindre de Gr(X) de rang 0. Plus précisé-
ment, on a l'égalité

Gr(U) = ﬂ(;;( (Gro(U)).

3) Soit Z — X un sous-D-schéma fermé de X. Alors Gr(Z) est un pro-

cylindre. En effet, on a ’égalité

Gr(Z) = () 7, x (Gra(2)).

neN

PrOPOSITION 4.3.4. — Tout cylindre est un sous-ensemble constructible
de Gr(X).

Démonstration. — Ce lemme découle du fait que I'image inverse d’un construc-
tible est constructible (cf. [16, § 7, prop. 7.1.2]). O

LEMME 4.3.5. — Si A est un cylindre de rang n, alors A est aussi un cylindre
de rang m, pour tout m > n.

TOME 132 — 2004 — N© 1



INTEGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHEMAS FORMELS 17

Démonstration. — Ce lemme découle de la commutativité du diagramme
Tm, X
Gr(X) —5 Grpm(X)

[
Tn, X
Gr,(X)

et du fait que l'image inverse d’un constructible est constructible (cf. [16, § 7,
prop. 7.1.2]). O

On note Cx l'ensemble des cylindres de Gr(X).

PROPOSITION 4.3.6. — L’ensemble Cx des cylindres de Gr(X) est un anneau
booléen. Autrement dit :

1) les ensembles Gr(X) et @ appartiennent ¢ Cx ;

2) l’ensemble Cx est stable par intersection finie;

)
3) lensemble Cx est stable par réunion finie ;
4) lensemble Cx est stable par passage au complémentaire.

Démonstration. — Grace au lemme 4.3.5, on se ramene au cas de cylindres de
méme rang. Cette proposition découle alors du fait que les parties constructibles
d’un ensemble vérifient ces propriétés et de la stabilité de ces propriétés pour
I'image inverse (cf. [16, § 7, prop. 7.1.2]). O

LEMME 4.3.7. — Soit (A;)ier une famille de cylindres de Gr(X). Si A =
Uicr Ai est également un cylindre, alors il existe un sous-ensemble J fini de I
tel que A = ;¢ ; Ai. Plus généralement, si A est un pro-cylindre contenu dans
la réunion des cylindres A;, i € I, il existe un sous-ensemble J fini de I tel que

A CUies Ai-

Démonstration. — En remarquant que Gr(X) est quasi-compact (obtenu par
recollement d’un nombre fini d’ouverts affines), ce lemme est une conséquence
de la quasi-compacité de la topologie constructible (cf. [16, §7, prop. 7.2.13]).

O

Le résultat suivant, qui est une reformulation d’un théoréme de Schappacher
[24], est analogue du théoreme de Greenberg [14] dans le cadre de la théorie
des schémas formels (cf. loc. cit. pour les énoncés originaux).

THEOREME 4.3.8. — Soit R un anneau de valuation discréte complet et X un
D-schéma formel admissible. Pour tout n > 0, il existe un entier mx(n) > n,
ne dépendant que de X, tel que, pour tout corps parfait F contenant k,
et tout © € X(Rp/(m)™x™), limage de x dans X (Rp /(7)) peut étre relevée
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en T € X(Rp). On appelle fonction de Greenberg du schéma formel X [appli-
cation qui a n € N associe le plus petit des entiers mx(n) définis ci-dessus.
On notera vx cette application.

Ce théoréme permet de démontrer le lemme suivant, qui joue un role crucial
dans la définition de la mesure motivique au niveau des cylindres.

LEMME 4.3.9. — L’image m, x(Gr(X)) de Gr(X) dans Gr,(X) est un en-
semble constructible de Gr,(X,). Plus généralement, si A est un cylindre de
rang m de G(X), alors mp, x (A) est un ensemble constructible de Gry(X), pour
tout n > 0.

Démonstration. — 1l nous suffit de démontrer la seconde assertion. Par défini-
tion, il existe un ensemble constructible C,, de Gr,,(X) tel que A = 7,.1(Cy,)
(on omettra Pindice X dans 7, x). On peut supposer que m = n. En effet,
si n > m, le lemme 4.3.5 assure que A est un n-cylindre; si m > n, la rela-
tion m, (A) = 07 (7 (Am)) et un théoréme de Chevalley (cf. [16, § 7, th. 7.1.4])
entraine que, si m,(A) est constructible, m,(A) lest aussi. Le théoréme de
Greenberg 4.3.8 implique que

ma(A) = 620 (7)1 (C)).

Le théoreme de Chevalley déja cité permet alors de conclure. O

DEFINITION 4.3.10. — Si d est la dimension relative de X, on dit qu’un sous-
ensemble A de Gr(X) est un cylindre stable de rang n si :

1) ensemble A est un cylindre de rang n;

2) pour tout m > n, la restriction du morphisme de transition
7Tm+1,X (GI‘(X)) — 7Tm,X (GI‘(X))

est une fibration triviale par morceaux de fibre A¢ sur 7, x (4).

EXEMPLE 4.3.11. — Soit e € N. Un exemple important de cylindre est le
sous-ensemble Gr(®) (X) de Gr(X) défini par

Gr9(X) = Gr(X)\(m % (Gre(Xsing)))-

On en déduit que
Cr(X) = ( | ar® (X)) U Gr(Xsing)-

eeN

En fait, nous allons montrer (cf. lemme 4.5.4) que ce cylindre est e-stable.

Soit Cp,x la famille des sous-ensembles cylindriques de Gr(X) qui sont
stables pour un certain rang n.
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PROPOSITION 4.3.12. — L’ensemble Co x des cylindres stables de Gr(X) est
un idéal de Cx. Autrement dit, il vérifie les propriétés suivantes :

1) L’ensemble Co x est contenu dans Cx et contient &.

2) Si A, B € Cy x sont deux cylindres stables disjoints, alors leur réunion
est un cylindre stable.

3) SiAe Cyx et B e Cx, alors AN B est un cylindre stable.

Démonstration. — Ces propriétés découlent de la proposition 4.3.6 et de la
définition des cylindres stables. O

L’intérét des cylindres stables est que ’on peut définir une mesure « naive »
sur cet ensemble de la maniére suivante.

PROPOSITION 4.3.13. — 1) Il existe une unique application additive
po,x : Co,x — Mg

tel que o x (A) = [T, x (A)L=FV pour tout cylindre A stable au rang n.

2) L’application A — o x(A) est o-additive sur Co x.

3) Pour A et B dans Co x, on a

[ 110.x (AU B)|| < max(|lo,x (A)], [l1z0.x (B)I])-

Si AC B, on o o,x(A)] < lluox(B)]l-
Démonstration. — Soit A un cylindre stable de rang n de Gr(X). Comme,

par définition, I'application 67" est sur m,(A) une fibration localement triviale
par morceaux de fibre Ag pour tout m > n, on a dans M}, la relation

[T ()] = [ (AL

Cette relation montre que I’application pg x est bien définie. L’additivité de
lapplication [ ] entraine 'additivité de po x . Pour la o-additivité, on se ramene
au cas de I'additivité grace au lemme 4.3.7. La derniére assertion découle de la
définition de la norme. O

4.4. Une estimation de la dimension des fibres des morphismes de
transition. — Les lemmes précédents permettent de borner la dimension des
fibres des morphismes 6" .

LEMME 4.4.1. — Soit X un D-schéma formel sttf, dont la fibre générique X i
est de dimension d. Alors :

1) pour tout n € N, dimm, x (Gr(X)) < (n+1)d;
2) pour tout n,m € N, tel que m > n, les fibres de

Tom, X (Gr(X)) — T, X (Gr(X))

sont de dimension inférieure ¢ (m —n)d.
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Démonstration. — Supposons connue 'assertion 4.4.1, 2). Appliquons-la aux
entiers n > 0 et 0. On a donc

dim 7, (Gr(X)) < nd + dimmo(Gr(X)) < (n+ 1)d.

Pour montrer 'assertion 4.4.1, 2), il nous suffit de prouver que, pour tout n € N,
la dimension de chaque fibre du morphisme 7,41 (Gr(X)) — m,(Gr(X)) est
inférieure ou égale a d. La stratégie est alors d’identifier ces fibres a des sous-
schémas d’un schéma de dimension d.

On peut supposer que X est affine de la forme Spf R{z1,...,an}/(f1,-- -, fm)-
Posons f := (fi,...,fm). Soit z € Gr(X). Soit £ € Gr(X)(k(z)™s) le
k-morphisme qui correspond a un point géométrique au-dessus de x et
£ € (RK(I)alg)N le N-uplet de (Rn(z)alg)N qui correspond a ce morphisme. On
peut supposer que k = x(z)*® et que ¢ € RY. Soit Y le R-schéma formel
affine ttf défini par le systeme de séries formelles restreintes

g(y) = f(E+n"T1y), avec y:=(y1,...,yn) € Spf R{y}.

Le K-morphisme d’algébres topologiques qui & z; associe & + 7"+ y; pour tout
1 <4 < N induit un isomorphisme d’espaces rigides entre X,i; et Y. En
particulier, Y;j; est de dimension d. Il existe un R-modele Y’ de Yiig défini,
dans BY, par le systeme d’équations g(y)/7"*!. Tout point de la fibre est alors
contenu dans la fibre spéciale Y de Y. Le théoréme 1 établi par Oesterlé [21]
(¢f. théoreme 2.1.7) assure alors que la fibre est de dimension au plus d. O

Signalons cette conséquence du lemme 4.4.1.

LEMME 4.4.2. — Soit X un D-schéma formel admissible, dont la fibre géné-
rique X est de dimension d et soit S un sous-D-schéma formel fermé, dont la
fibre générique Sk est de dimension strictement inférieure a d. Soit vg la fonc-
tion de Greenberg pour S. Alors pour tous n,i,e € N, tels que n > i > vg(e),
ﬂ'n,X(ﬂ;)l( Gr.(9)) est de dimension inférieure d (n + 1)d — e — 1. Autrement
dit, pour tous n > 1 > vg(e),

[Wn,x (W:}((Grz(S)))] L (A ¢ petl

Démonstration. — On peut supposer que i = vyg(e). Par le lemme 4.4.1, 2)
appliqué a la projection

T, X (1300 x (Clys () (9))) — Tex (77 o) x (Gras()(9))
on obtient 'inégalité
dim 7Tnx( Vs(e) X(Gr'YS (e) (S))) < (n - e)d + dim e, x (ﬂ-';sl(e),X(Gr'VS(e) (S)))
Par ailleurs, par définition de la fonction de Greenberg,

e (17 ) x (O (9)) = e x (Cx(9).
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Le lemme 4.4.1, 1), assure que dim 7, x (Gr(S)) < (e 4+ 1)(d — 1). Le résultat
découle du fait que (n—e)d+ (e+1)(d—1)=(n+1)d—e—1. O

COROLLAIRE 4.4.3. — Soit X un D-schéma formel admissible. Soit B un cy-
lindre de Gr(X) de rang m tel qu’il existe un sous-D-schéma formel Z de
X génériquement de codimension 1, dont le k-schéma de Greenberg associé
contient B. Alors, pour tout n > max(m,yz(e)),

Tn, X Lt k-
[ 1 (B)} L (n 1)d€Fe+1M

4.5. La mesure pour les cylindres. — Soit e € N. Posons
Grl9(X) := Gr(X)\m_ § (Gre(Xsing)) -

Cet ensemble est un e-cylindre par définition. Rappelons un résultat d’algebre
commutative :

LEMME 4.5.1. — Soit X := Spf A un D-schéma formel affine admissible, pu-
rement de dimension relative d. Si A := R{x1,...,zn}/I, alors Xgng est le
sous-D-schéma formel de X défini par le radical dans A de l’idéal

ZA(fl,...,fN,d>((f1,...,fN,d) . I)

La somme est prise sur lensemble des (N — d)-uplets (f1,..., fn-a) €I et la
notation A(f1,..., fn—d) désigne lidéal engendré par les mineurs d’ordre N—d
de la matrice jacobienne

(52

al‘i)lgjngd,lgigN.

Démonstration. — La preuve du théoréme 4.1 de [26] s’adapte sans difficulté.
O

Les lemmes 4.5.2 et 4.5.3 vont intervenir dans la démonstration du lemme
clé 4.5.4.

LEMME 4.5.2. — Soit X := Spf R{X1,...,Xn}/I — BY un D-schéma for-
mel admissible, purement de dimension relative d. Alors il existe un entier
cx € N\{0} tel que pour tout x € Gr(X)\ﬁ;}((Gre(Xsing)), on peut trouver
des séries formelles restreintes f1,..., fn—a appartenant a l’idéal I, h appar-
tenant au conducteur de I dans (f1,...,fn—a) et & appartenant & ’ensemble
des mineurs d’ordre (N —d) de la matrice jacobienne (Of;/0x;)1<i<N—d,1<j<N
de sorte que, si Z — X est le sous-D-schéma formel fermé de X défini par

lidéal T+ (hd), on a

x & 7rc_xle+1,X (GrCXeH(Z)),
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Démonstration. — Si J est I'idéal engendré par les éléments
g€ A1, v ((frses fvma) 1),
la somme étant prise sur les (N — d)-uplets (fi,..., fix_,) € I, alors le

lemme 4.5.1 assure que Xging est défini par l'idéal VI +J. Soit cx le plus
petit des entiers naturels c tels que (\/IJr—J)C cIlI+J.

Soient z € Gr'® (X)) de corps résiduel k' := k(z) D k et ¢ : Spf Ry — X le
D-morphisme de schémas formels correspondant a x. Par hypothese, il existe

g € VI+J tel que
g(p) 0 mod (7).
En particulier, ceci implique I'existence d’un élément u € J tel que

u(p) Z0 mod (mexetl).

L’idéal J étant engendré par les éléments hd, avec h appartenant au conducteur
de I dans (fi,,- .-, fix_,) €t 0 un mineur d’ordre N —d de la matrice jacobienne
de ce systeme, on peut supposer que u = hd. Le résultat cherché est alors
une simple retraduction de la derniere congruence. o

LEMME 4.5.3. — Soit X un D-schéma formel affine admissible et purement
de dimension d, d’algébre A .= R{X1,...,Xn}/I. Soit An_q Uensemble des
(N — d)-uplets (f1,...,fn—a) €I. A f € Ay_q on associe le D-schéma formel
sttf affine Z(f) défini dans BY par f; =0, pour tout 1 <i < N —d; et, pour
toute injection o : {1,...,N —d} — {1,...,N}, on note 0, le déterminant
de la matrice

( ofi

O o5 ) 1<i<N—d,1<j<N—d

Alors, pour tout e € N, il existe un recouvrement fini de Gr'® (X) par des
cxe-cylindres B;, 1 € I, de Gr(Bg) vérifiant les propriétés suivantes :

1) pour tout i € I, il existe f; € An_q tel que

2) sii € 1, il existe une injection o telle que ordy 0, o () < ordy 0y, o/ (@),

pour toute injection o’ # o et quel que soit x € B;.

Démonstration. — Si x est un point de Gr(X) et x(z) son corps résiduel, on
pose @, : Spf R, ;) — X le D-morphisme correspondant & z par adjonction.

Le lemme 4.5.2 ci-dessus implique que le cylindre Gr'® (X) peut étre recouvert
par un nombre fini de cxe-cylindres C, j € J, de Gr(BY) de la forme
C:={z € Gx(BY) | (hd)(¢s) # 0 mod (7**“*1)}.

La série formelle h vérifie hI C (f1,...,fn—-d) et (f1,.-., fN-d) € AN—a.
La série formelle § est un mineur de la matrice jacobienne des f;. Fixons I'un
des ensembles C. Soient f le (N — d)-uplet (f1,...,fn—d). En reprenant les
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notations de ’énoncé, on pose 7: {1,...,N —d} — {1,..., N — d} linjection
telle que 6 = 07 -. Soit €’ € N tel que ¢’ < cxe. Posons
Coer = {:L' € C | ordsdy,0(ps) =€ et ordgdf,0(0z) > €, Vo’}

Remarquons que, comme &7 -(p;) < cxe pour tout € C, ces ensembles
Cy e forment une partition de C'. En outre, le lemme 4.3.7 implique que cette
partition est finie. Il est clair que C'N Gr(X) est un cxe-cylindre de Gr(X)
et que Gr'®(X) est la réunion des C' N Gr'®(X). Comme h(p,) # 0 pour
tout ¢, € B,

GI‘(X) NC = GI‘(Spr{Il, N ,,CCN}/(fl, ceey fN—d)) NnC.
Les C, . forment le recouvrement souhaité. O

LEMME 4.5.4. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de dimen-
sion relative d. Il existe cx € N\{0} tel que, pour tout e et tout n € N
avec n > cxe, on ait le résultat suivant :

1) Uapplication
O : Tnt1,x (Gr(e) (X)) — Tn,x (Gr(e) (X))
est une fibration triviale par morceauz sur m, x (Gr'® (X)) de fibre A
2) En particulier, [m,, x (Gre(X))] = [Texe,x (Gre (X)) Ld(r—exe),
Démonstration. — 1) Le deuxiéme point est une conséquence directe de I'as-

sertion 1) et du lemme 4.2.2.

2) Gréce au lemme 4.2.3, il nous suffit de montrer que pour tout = € Gr(® (X))
la fibre au-dessus de m, x(x) est isomorphe & l'espace affine de dimension d
sur k(x), le corps résiduel de z.

Réduction géométrigue. — La question étant locale, on peut supposer que X
est affine de la forme

X = Spf R{x1,...,an}/] — BX.
Le lemme 4.5.3 permet de supposer que I est engendré par
fla---afN—d S R{Xl,...,XN},

i.e. X — IB%?{ est d’intersection compléte (cf. 4.5.3, 2). En outre, grace a las-
sertion 4.5.3, 3), on peut supposer qu’il existe un mineur § d’ordre N —d de la
matrice jacobienne

A — (afi

8xj)1gi§N—d,1gjgN—d

tel que, pour tout z € Gr'® (X), §(p,) appartient & l'idéal engendré par 7¢
avec e/ < cxe et que pour tout autre mineur ¢’ d’ordre N—d de A, ord, §' () >
ordy 0(¢g). Enfin, quitte & réordonner les X, on peut supposer que ¢ se calcule
a partir des N — d premieres colonnes.
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Etude des fibres de 0,,. — Soit 2 € Gr(®(X) de corps résiduel k' := r(x).
Soit ¢ : Spf Ry — X le D-morphisme correspondant au point x. Siy € (Ry/)Y,

file+n"Ty) = 7" Dy f; -y + 72" T2 E (y)

pour tout 1 < j < N—d,ou F; € R{z1,...,xn}. Soit M la matrice adjointe de
la sous-matrice de A définie par les N — d premieres colonnes. En particulier,
cette matrice & coefficients dans R{x1,...,xy} vérifie

M- A= (6Iy_q,H)
ol H est une matrice (N — d) x d satisfaisant, grace au choix de €/, &

H(p)=0 mod (x¢).

En effet, soit A(p) la sous-matrice N — d x N — d de A(yp) formée des
N — d premieres colonnes, que I'on note A;(¢) pour 1 < i < N —d. Soit j un
entier naturel tel que 1 < j < d. Soit H;(y) la j-itme colonne de H(y) (i.e. la
(N — d+ j)-iéme colonne de M (p) - A(p)). Ce vecteur est solution du systéme

(1) Alp) - X = 5-1,(0),

ot X = (X;)1<i<n—da € (Rr)N~% est un vecteur colonne. Ce systéme admet,
pour tout 1 < j < d, une solution, qui se décrit explicitement grace a la regle
de Cramer par

Xi = det(A1(9), - Aim1(9), A5 (), Ai1 (9)s -+, An—a()).

La fibre est alors décrite par le systeme
(2) M- Alp) -y + 7T (L) =0

Le lemme de Hensel (c¢f. [9], chap. III, §4, n° 6, cor. 2) assure alors que la fibre
de 0,, au-dessus de z est simplement I’ensemble des yo € (k') vérifiant les
équations linéaires

(3) T M-Ayy=0¢€ (K)V.

La fibre 0, !(z) est donc naturellement munie d’une structure de r(x)-espace
vectoriel, de dimension d, exprimant les N —d premieres coordonnées en fonction
de combinaisons linéaires des d-dernieres, dont les coefficients sont paramétrés
par les premieres coordonnées de . O

REMARQUE 4.5.5. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de di-
mension relative d. Alors la proposition 3.3.5, le lemme 4.4.2 et son corollaire
vont entrainer que, ou bien le volume du lieu singulier de X est nul, ou bien le
volume de Gr(X) est nul. Ce dernier cas étant sans grand intérét, nous ne le
traitons pas explicitement dans les définitions et les preuves, bien que celles-ci
soient encore valides dans ce cas.
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PROPOSITION 4.5.6. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de
dimension relative d.

1) Pour tout cylindre A € Cx, la limite suivante existe dans Z/W\k :
fix(A) == lim o x(ANGr9(X)).

2) Si A€ Co x, alors fix(A) et po x(A) coincident dans M.
3) L’application A — fix(A) est o-additive sur Cx.
4) Pour A et B dans Cx, on a
[7ix (AU B)|| < max(||7ix (Al [I7ix (B)]])-
5i AC B, ona[fix(A) < [7x (B

Démonstration. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang m. Posons
A = ANGr9(X), A = Gr(X)\(ANGr (X)) = AN, § (Gre(Xing))-

Le lemme clé 4.5.4 assure que pour tout e € N I'ensemble A N Gr(?)(X) est
un cylindre stable de rang max(m, cxe). Il nous faut donc montrer que la suite

(110.x (AN Gr'®(X)))een converge dans My, i.e. est de Cauchy dans M. Soit
q € Z. On veut montrer qu’il existe eg € N tel que pour tous €’ > e > e,

Tn, X —nthd e x / a Ak-
[ 1 (A(e))}L (n+1)d [ 1 (A(e))]L (n+1)d  pa+ipr

Par additivité de [ ] sur les constructibles, pour n > max(m,cxe,cxe’), on
obtient

[ x (AL = [, e (AL DD — [, x (A J LD,
En particulier, ceci entraine que
I:ﬂ-"’X(A(e)):I - I:ﬂ-"’X (A(e,))}
= ([mn,x (A9) N0 x (A(e)] = [Tax (AD)) N7 x (Ager))])
+ ([0, x (Aen)] = [0, x (Ae)])

Sie > e > v(q), ou v désigne la fonction de Greenberg pour Xging, le
lemme 4.4.2 assure que

[7Tn7x(A(e/))] L~ (nthd ¢ Fq+1]/\4\k et [7‘(‘”7)((14(6))} L~ (thd ¢ Fq+1]/\4\k

Ceci implique que la suite ([, x (A))]L~("*tD4) . est de Cauchy dans M.
Les autres assertions sont vérifiées par po x et sont stables par passage a la
limite. Elles découlent donc de la continuité de la norme. O

La proposition suivante est un analogue du théoreme 2 de [21].
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PROPOSITION 4.5.7. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang m. La suite
([Wn,X(A)}Li(n+1)d)n€N

converge dans My, vers nx (A).

Démonstration. — Soit e > 0, posons A(®) := A\w;}((Gre(Xsing)). Soit
la fonction de Greenberg pour Xing. Le lemme 4.4.2 assure que, pour tout
n > max(y(e), m,cxe),

[ x (A) LD [, (AGO)] L (nDd

appartient & FT1M,. Par définition, A® < Grl®(X). I découle du lemme
4.5.4 que AV est stable de rang max(m,cx7y(e)). Par conséquent, pour
tous n et n’ > max(m, cxy(e)),

[ﬂn,X(A(v(e)))}L—(nﬂ)d _ [77'”/,)((14(7(6)))]L_("I‘H)d.
On en déduit que pour tous n et n’ > max(y(e), m,cxe),

[Wn,X(A)}L_("H)d - [ﬂngX(A)]L—("”rl)d € Fer M
Ceci signifie que la suite

([n,x (LD

est une suite de Cauchy et donc converge vers ¢ dans ]\/Zk Comme, par dé-
finition, fix (A0 = [r, x (AVEONL-"+Dd pour n > max(m, cxy(e)), on
en conclut que la suite de terme général fix (A(¢)) converge vers ¢ dans Mj.

Comme, par définition, (fix(A(©))) converge vers Jix(A), on en déduit que
nx (A) = /. O

5. Morphismes tempérés

Dans ce paragraphe, nous allons construire le principal exemple de ce que
nous appellerons, plus tard, fonctions mesurables.

5.1. Le jacobien d’un morphisme

5.1.1. — Soit Z — X un sous-D-schéma formel fermé de X, défini par un O x-
faisceau d’idéaux Iz. Soit x € Gr(X) de corps résiduel x(z) D k. Si k' D k(z)
est une extension de corps parfaite, 'anneau Ry est un anneau de valuation dis-
crete complet, méme si R est d’inégales caractéristiques. Soit ¢ : Spf Ry — X
le D-morphisme qui correspond a z. On dispose du morphisme canonique de
Ox-modules
CP*IZ — ORk’ .

L’image de ce morphisme est un Op,,-faisceaux d’idéaux de Op,,. Deux cas se
présentent alors : soit cet idéal est nul, soit il existe un entier naturel n € N tel
que p*Iz - Og,, = 7" - Og,,. On appelle multiplicité de = le long de Z I'entier
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défini par la valuation du générateur de I'idéal "Iz -Og,, de Ry si cet idéal est
non nul, I'infini sinon. Il est clair que cette définition ne dépend pas du choix
de k’.

On définit alors 'application multy : Gr(X) — NU{oco} comme I'application
qui & z € Gr(X) associe la multiplicité de = le long de Z.

LEMME 5.1.2. — Soit Z — X un sous-D-schéma formel fermé de X. On a
les deux assertions suivantes :

1) Soit U — X un sous-D-schéma formel ouvert de X quasi-compact. Alors
pour tout z € Gr(U),
multz (z) = multzny ().
2) Pour tout n € N, la fibre mult}l(n) est un ensemble cylindrique de
Gr(X).
3) Pour la fibre de Uinfini, on a l’égalité
mult ;' (c0) = Gr(Z).
4) Pour tout n € N\{0} U {oo}, 7o x (mult,'(n)) C Zo. Si le D-schéma
formel Z — D est lisse, l'inclusion précédente est une égalité.
5) Si Z' — X est un sous-D-schéma formel fermé de X contenu dans Z,
alors, pour tout x € Gr(X),
multz (z) < multyz(z).
6) Si Z C Xo, alors
mult,*(0) = Gr(X\Z), mult,'(1) = Gr(X)\Gr(X\Z), Gr(2)=2.

Démonstration. — Considérons le diagramme de D-morphismes de schémas
formels

Spf Ry —— X

a /

U.

La commutativité de ce diagramme implique que les faisceaux d’idéaux de
ORr, ¢771z00 - OR,, et 9*Iz-Opg,, sont égaux. La premiere assertion en découle.

Pour les deux assertions suivantes, on peut supposer que X est un schéma
formel affine. Si X := Spf R{z1,...,zn}/I, notons A := R{xy,...,an}/I.
Le sous-schéma formel Z est alors défini par la donnée d’'un idéal J de A.
Dans ce contexte, I'idéal Iz - Og,, est simplement I'idéal de Ry engendré par
les g((¢i)1<i<n) pour tout g € J et ot le N-uplet de R, (¢i)1<i<n, correspond
au morphisme .

Soit n € N. Posons

Csp = ﬂ'{,é (Grn(2)).
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Il découle directement des définitions que
Csp = {2 € Gr(X) | multz(z) > n+1}.

Comme Cs,, est un cylindre de Gr(X), la deuxiéme assertion est une consé-
quence du fait que

{z € Gr(X) | multz(z) =n+1} = C5p\Conr.

De la méme maniere, le dernier point se déduit facilement de la description
ci-dessus. o

LEMME 5.1.3. — Soit h: Y — X un D-morphisme de schémas formels admis-
sibles, réduits, tous deuz de pure dimension relative d. Soit Z — X un sous-D-
schéma formel. L’ensemble h=1(Z) peut étre muni d’une structure de sous-D-
schéma formel de Y. Soit n € N. Alors

h(mult;,ll(z) (n)) C mult;'(n).
En outre, si h est bijectif, cette inclusion est une égalité.

Démonstration. — Soit x € mult;}l(z) (n). Soit U — X un ouvert affine de X

contenant h(x). Soit V' < Y un ouvert affine de Y contenant x et contenu
dans h=1(U). L’assertion 1 du lemme 5.1.2 permet de supposer que X et Y
sont des D-schémas formels ttf affines. On note X := Spf A, Y := Spf B et [
désigne désormais un idéal de A. Pour alléger les notations, et quitte a étendre
les scalaires, on peut supposer que z est un point rationnel de Gr(Y'). Soit
¢ : D — Y le D-morphisme de schémas formels lui correspondant par adjonc-
tion. Le schéma formel h=1(Z) est défini dans Y par I'idéal de B, image de h* I
dans B par le morphisme canonique

W —s h*Ox = B,

induit par le morphisme d’inclusion I C A. La valeur de la fonction mult;, -1z
en x est alors déterminée par I'image de p*h*I dans ¢*Oy = B = ¢*h*Ox.
Or cette image détermine également la valeur de la fonction mult,* en h(z). O

5.1.4. Soit y un point de Gr(Y')\ Gr(Ysing) €t ¢ : Spf Ryr — Y le D-morphisme
correspondant, avec k' une cloture parfaite de x(y). On dispose de la suite
exacte canonique

*l 1 1
h QX/R — Qy/R — Qy/x —0
qui induit, en passant aux puissances extérieures d-iemes, un Oy-morphisme
de modules

*)d d
Q% r — Qg
et, par image inverse via ¢, un Rj/-morphismes de modules (libres)

(" (W% )/ (torsion) — (9", )/ (torsion).
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On définit alors I'ordre de l’idéal jacobien de h en y, noté ord,(Jac),(y), de la
maniere suivante. Le choix de ¢ entraine que

L:= (h*le(/R)/(torsion)
est un Rjy/-module libre de rang 1. On déduit que I'image de
M = (cp*(h*le(/R))/(torsion)
dans L est égal soit a 0, soit & #" L, pour un certain n € N. On pose alors
ord;(Jac)n(y) = oo et ord,(Jac),(y) = n respectivement.

5.1.5. Supposons ici que le D-schéma formel ¥ — D soit lisse. Dans ce cas,
'application ord,(Jac), est définie par le d-idme idéal de Fitting de Q3 /X
i.e. Fitta(Qy ) x)-

Soient y € Gr(Y) et ¢ € Y (Ry) le D-morphisme qui lui correspond. L’image
du morphisme naturel

M := (*(h*Q%/p))/ (torsion) — L := (¢*Q )
est un Og,,-Module, M ! libre de rang au plus d. La suite exacte canonique
OHM'—»L—»QD*Q%//XHO
est une présentation de @*Q%, e puisque, Y étant lisse sur D, Q%, /p est locale-
ment libre. De cette suite, on déduit le morphisme
N (M) @op,, ALY — Og,,

dont I'image est, par définition, le d-ieme idéal de Fitting de ¢*} L’asser-

Y/X
tion découle donc de la relation

PROPOSITION 5.1.6. — Si Y est lisse et si Zp, — X est le sous-D-schéma
formel de X défini par le d-éme idéal de Fitting de Q%//X, les applications
ord,(Jac), et multyz, sont égales sur Gr(Y).

Démonstration. — Ceci découle directement des définitions des deux fonctions.
O

PROPOSITION 5.1.7 (formule de composition). — Soient X, Y, Z des D-schémas
formels admissibles, purement de dimension relative d. Soient h:Y — X et
g:Z —Y des D-morphismes de schémas formels. Soit z € Gr(Z) tel que

z ¢ Gr(Zsing) U gt (Gr(YSing)) U(ho g)f1 (Gr(XSing)).
On a alors ’égalité suivante :

ordy(Jac)neg(z) = ord,(Jac), o g(z) + ord,(Jac)y(2).
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Démonstration. — Soit ¢ € Gr(Z)(k’) un D-morphisme correspondant & z.
L’ordre de I'idéal jacobien de h o g est donné par le morphisme

*yd d
La fonction ord,(Jac), est décrite par le morphisme
d d
Enfin, 'ordre de I’idéal jacobien du morphisme g est donné par
Ces morphismes induisent deux Og, ,-morphismes ¢* (hog)*Qg(/R — @*Q%/R et

(go@) (W% ) — (909)* QY r — ¥ (¢" 5) — "% 5
qui sont égaux. Ceci entraine en particulier que I'ordre de 'idéal jacobien de
h o g en z est infini si et seulement si I'ordre de I'idéal jacobien de h est infini
en g(z) ou si 'ordre du jacobien de g est infini en z.

Supposons désormais que ’ordre de I'idéal jacobien de hog en z est fini. Po-
sons L := (go @)*Q%/R/(torsion). L’image de M := (hogo cp)*Qg(/R/(torsion)
dans L est un Opg,,-Module M’ libre de type fini. Il existe n € N tel que
M’ = 7"L. De méme l'image L’ de L dans K := @*Q%/R/(torsion) est cano-
niquement isomorphe & L' = 7™ K. L’égalité des deux morphismes précédents
prouve la formule

ord;(Jac)nog(y) = m+n

qui est I’égalité voulue. O

5.2. La définition. — Soient Y et X deux D-schémas formels admissibles,
purement de dimension relative d. Soit h : Y — X un D-morphisme de schémas
formels. On appelle ordre de 'idéal jacobien de h ’application

ords(Jac) : Gr(Y)\ Gr(Viing) — N U {c}
qui & y € Gr(Y)\ Gr(Ysing) associe entier ord,(Jac)y, (y) défini ci-dessus.
On appelle lieu sauvage de h le sous-ensemble de Gr(Y') :
Zp = Gr(Ying) U hfl(Gr(XSing)) U {y € Gr(Y) | ord,(Jac)y(y) = oo}.
On notera
II;, = {y € Gr(Y) | ord;(Jac)n(y) = oo}.

Soit B un sous-ensemble de Gr(Y). On dit que le morphisme h est tempéré
sur B si BN X} est mesurable de mesure nulle. On dit que h est tempéré
si h est tempéré sur Gr(Y), i.e. si le lieu sauvage de h est de mesure nulle.
On appelle lieu tempéré de h le complémentaire de X}, dans Gr(Y).
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Supposons que le D-schéma formel Y — ID soit lisse. Soit B un sous-ensemble
de Gr(Y) contenu dans le lieu tempéré de h. L’ensemble B est alors contenu
dans I'ind-cylindre

( U = (Gr® (X ) ( U {y € Gr(Y) | ord,(Jac),(y) ze'}).
eeN e’eN
Nous noterons
Acer =h" (Gre) )) N{y € Gr(Y) | ordx(Jac)n(y) = €'}.
En particulier, si B est un cylindre, il est contenu dans la réunion d’un nombre

fini de tels A er.

EXEMPLES 5.2.1. — Les isomorphismes, les immersions ouvertes, les éclate-
ments admissibles sont des exemples de morphismes tempérés.

6. Ensembles mesurables

Supposons désormais que X est un D-schéma formel admissible, purement
de dimension relative d.

6.1. La définition.— Soit A un sous-ensemble de Gr(X).

DEFINITION 6.1.1. — On dit que A est mesurable dans Gr(X) si, pour tout
€ > 0, il existe un ensemble I au plus dénombrable et une famille de cylindres
(Ai)iEIU{O} tels que :
1) AA Ay € Uy,
2) ||u(Ai)|| < e, pour tout i € I.

A;, ou A désigne la différence symétrique.

Dans ce cas, on dit qu'une telle famille de cylindres (4;);erutoy, que I'on note
(Ao; (Ai)icr), est une e-approximation cylindrique de A. Le cylindre Ag est
appelé la partie principale de 'approximation cylindrique. On dit que A est
fortement mesurable si ’on peut choisir Ag C A, pour tout € > 0.

EXEMPLE 6.1.2. — Tout cylindre C' de Gr(X) est mesurable (méme fortement
mesurable). En effet, si ¢ > 0, la famille de cylindres (C; (@);en) est une e-
approximation cylindrique de C.

On désignera par Dx (resp. Dg() I’ensemble des ensembles mesurables (resp.
fortement mesurables) de Gr(X).

PROPOSITION 6.1.3. — Les ensembles de parties Dx et Dg( vérifient les pro-
priétés suivantes :

1) D} c Dx.
2) Les ensembles Gr(X) et @ appartiennent & Dg(.
3) L’ensemble Dx (resp. Dg() est stable par intersection finie.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



32 SEBAG (J.)

4) L’ensemble Dx (resp. Dg() est stable par réunion finie.

5) L’ensemble Dx est stable par passage au complémentaire.

6) Si A et B sont deux parties mesurables de G(X), alors A\B est encore
une partie mesurable de Gr(X).

En particulier, Dx est un anneau booléen.

Démonstration. — Les ensembles Gr(X) et & sont des cylindres, donc des en-
sembles fortement mesurables. Soit € > 0. Pour les assertions 3) et 4), un rai-
sonnement par récurrence permet de se ramener facilement au cas de la réunion
de deux ensembles mesurables A et B. Soit € > 0. Soient (Ag; (A;)icr) et soit
(Bo; (Bj)jes) des e-approximations cylindriques de A et B respectivement.
Alors la famille (Ag U Bo; (A4;); U (B;);) est une e-approximation cylindrique
de AUB. De méme, la famille (Ao N By; (A4;); U(B;);) est une e-approximation
cylindrique de AN B. Le point 5) découle de I’égalité suivante

AA Ay = (Gr(X)\A) A (Gr(X)\A).

Le point 6) est une conséquence formelle des points 3) et 5). Toutefois, il est
également clair que la suite de cylindres définie par Cy := Ao\ By, les A; pour
tout i € I et les B; pour tout j € J est une e-approximation cylindrique
de C := A\B. O

6.2. La mesure motivique pour les ensembles mesurables.

LEMME 6.2.1. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). Soite > 0 ete’ >0
deuz nombres réels. Si (Ao; (A4;)icr) est une e-approximation cylindrique de A
et (AL; (AL)ier) une &' -approzimation cylindrique de A, alors

Hﬁx(Ao) — le(AIO)H < max(as').
Démonstration. — On omettra l'indice X dans la preuve. La preuve est I’adap-
tation d’une preuve de Batyrev [1], établie pour démontrer un résultat analogue.
Soit A un ensemble mesurable. Soient € > 0 et ¢/ > 0 deux nombres réels.
Soient (Aol=): (As(e)ier(o)) et (Ap(e); (4] ()er () denx approximations
cylindriques de A. Par définition, on a la relation

Ag(e) A Ay < (U a@)u (U 4ie)).
i€l(e) i€l (e)

Comme Ag(g) A Aj(¢’) est un cylindre, le lemme 4.3.7 assure qu’il existe deux
entiers L(e) et L(e") tels que

L(e) L(e")

Ao(e) A AL © (L_J Ai(e)) U ( L_J A;(sf)).

Les propriétés de la norme sur M, r donnent la relation
(Ao (e) A Aj(e")]| < max(e, <),
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En utilisant les inclusions
Ao(2)\(Ao(e) N Ag(e) C Ao(e') A Ay(e"),
Ap(e)\ (Ao(e) N AG(€") € Ao(e) A Ag(eh),
on obtient les inégalités
[[7i(Ao(£)\(Ao(e) N AG(e")))]| < max(e, &),
[FCAS (N (Ao(e) N Af(=)]| < max(e, ).

En utilisant la proposition 4.5.6 et les décompositions
Ao(e) = (Ao(e)\(Ao(e) N Aj(e”))) U (Ao(e) N AG(e")),
Ap(e) = (Ah(e)\(Ao(e) N Aj(”))) U (Ao(e) N AG(e"),

on obtient
Hﬁ(AO(E ) — (Ag(e H < max(e, g). O

THEOREME 6.2.2. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de di-
mension relative d. Il existe une unique mesure o-additive px : Dx — My qui
coincide avec lapplication px sur Cx et vérifie

lx (AU B)|| < max(|lpx (A)]], [lux (B)II)
pour A et B dans Dx. Si A C B, on a ||ux(A4)] < |ux(B)]|.

Si (Ao; (As)icr) est une e-approzimation cylindrique de A, elle est donnée
par la formule

px (A) = lim ix (Ao(e))-

En particulier, la limite ne dépend pas du choiz des approxzimations cylindriques

de A.

Démonstration. — On omettra l'indice X dans la preuve. L’existence de
I’application p découle directement du lemme 6.2.1 ci-dessus. En effet, si
(Ao(e); (Ai(€))ier) est une e-approximation cylindrique de A, la famille
(1(Ap(£)))e>0 est de Cauchy, donc converge dans Mj,. En outre, soient a et o’
les limites respectives des suites (i(Ao(1/n))nen et (H(ALH(1/m))men. On a
I'inégalité

la —a'|| < max (la — (Ao (1/n)l, |E(Ao(1/n)) — R(AG(1/m))],
lla" — (Ao (1/m))])-
Ceci implique que les deux limites coincident.

Soit C' un cylindre de Gr(X). Le fait que, pour tout € > 0, on peut choisir
une e-approximation de C' de partie principale égale & C entraine que u et 11
coincident.

Les inégalités vérifiées par u font 'objet du lemme 6.3.3, la o-additivité celui
du lemme 6.3.4. O
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6.3. Les propriétés générales
LEMME 6.3.1. — Soient A et B deuzx ensembles mesurables de Gr(X).

1) Si AN B = &, alors, pour tout € > 0, il existe une e-approrimation
cylindrique de A, de partie principale Ay, et une e-approximation cylindrique
de B, de partie principale By, telle que Ag N By = &.

2) Si A C B, alors, pour tout e > 0, il existe une e-approzimation cylindrique
de A, de partie principale Ag, et une e-approximation cylindrique de B, de
partie principale By, telle que Ag C Bo. En particulier, si B est fortement
mesurable, on peut supposer que Ay C By C B.

Démonstration. — Soient € > 0, (Ay; (A})ier) et (B); (Bl)ics) des e-approxi-
mations cylindriques de A et B.

1) La suite de cylindres de Gr(X) définie par Ag := A{\Bj, par les A; pour
tout i € I et par les B} pour tout j € J (par B’ pour tout j € JU{0}) est une
g-approximation cylindrique de A (de B). Ces deux suites vérifient 6.3.1, 1).

2) La suite de cylindres définie par Ao := AN By, par les A’ pour tout j # 0
et les B’ pour tout j # 0 (resp. par les B}) est une e-approximation cylindrique
de A (resp. B). Ces deux suites satisfont & la condition 6.3.1, 2). O

PROPOSITION 6.3.2. — Soient n > 1 et (A(i))lgign une suite d’ensembles
mesurables de Gr(X).

1) Siles AW sont deuz & deux disjoints, alors, pour tout 1 < i < n, pour
tout € > 0, il existe une e-approzimation cylindrique de AW | telle que pour tout
couple (i,7), avec i # j, Aéi)(a) N A((Jj) (e) = @.

2) Si AV ... c A™ | alors, pour tout 1 < i < n, pour tout e > 0, il existe
une e-approzimation cylindrique de AW, telle que A(()l)(a) Cc---C A(()n) (e).
Démonstration. — Prouvons les résultats par récurrence sur n. Considérons
n + 1 parties mesurables de Gr(X) deux & deux disjointes. Par hypothese de
récurrence, on peut trouver, pour tout 1 < ¢ < n, des e-approximations cylin-
driques de A® de parties principales deux & deux disjointes. La proposition
6.1.3, 4) assure qu’il existe une e-approximation cylindrique de UJ,<,,, AW
de partie principale (J; ., Agi) (€). Le lemme 6.3.1, 1) construit alors une e-
approximation cylindriq_ue_ de A1) de partie principale d’intersection vide
avec ;<< Aéi) (e).

De méme, si A ¢ . ¢ A®TD on peut trouver, par hypothese de récur-
rence, pour tout 1 < i < n, des e-approximations cylindriques de A® telles que
Aél)(a) C---C A((J") (). L’assertion 6.3.1, 2) assure que ’on peut construire une
e-approximation cylindrique de A+ telle que |, -, Aéi) (e) C A((J"H) (). O
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LEMME 6.3.3. — Soient A et B deux ensembles mesurables de Gr(X). Si A
est contenu dans B, alors ||ux(A)|| < |lux(B)||. En outre,

[ex (AU B)|| < max(||px (A)]], [l x (B)I])-

Démonstration. — Le lemme 6.3.1 et la proposition 6.1.3 assurent qu’il existe
des approximations cylindriques (Ag;(A4;);) de A et (Bo;(B;);) de B telles
que Ay C By, si A C B, et telle que Ag U By est la partie principale d’une
approximation de AU B. L’assertion découle donc de la continuité de la norme.

O

PROPOSITION 6.3.4. — Soit (A®);en une suite d’ensembles mesurables de
Gr(X).

1) Si la suite (ux(A™))ien tend vers 0 dans My, alors A = UieNA(i) est
mesurable dans Gr(X). Si l’on suppose en outre les AW fortement mesurables,
alors A est fortement mesurable.

2) Siles AW sont deuz & deux disjoints et si 'on suppose que A = Uien AW
est un ensemble mesurable de Gr(X), alors px(A) = Yo tx (AD).

Démonstration. — 1) On posera u pour pux dans cette preuve. Soit € > 0. Il
s’agit de construire une e-approximation cylindrique de |J;cn A® Pour tout

g’ > 0, pour tout ¢ € N, soit (A(()i) (e); (Agi) (¢'))jer.(ery) une e’-approximation
cylindrique de A®. Le lemme 6.2.1 implique que, pour tout &’ > 0 et n € N,

(A () — w(AS (1/n))|| < max(e’, 1/n).

Ceci entraine que, pour tout i € N,

(A (/4))]| < max(Le, [ln(AD)])).

Enfin, par hypothese, il existe 49 € N tel que, pour tout i > ig, ||u(AD)| < 3e.
Donc

(A (o)) < e.

La suite de cylindres définie par By(e) := Ui"zo A((f)(is), par les Ag-i)(ia) pour
i€Netjel,etles A((JZHOH)&E) pour tout ¢ € N, est une e-approximation
cylindrique de B := |JA®, grace au choix de ig. Si les A®) sont fortement

mesurables, on peut supposer que A((f) c A® | de sorte que By C B.

2) Pour tout & > 0, (Ao(0);(Ai(6))icr(s)) désigne une d-approximation
cylindrique de A et (A((Jj ) (0); (AZ(-j ) (6))ie1,(5)) une d-approximation cylindrique
de AY) pour tout j € N.
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Soit 1 > ¢ > 0. Par définition de la mesure ux, il existe € > ¢’ > 0 tel que
lx (A) = px (Ao(e)l| < e. Comme A A Ag(e) C Ujep(er) Ail€),

Ao(s/)c(UAm)u( U A )

JEN i€l(e’)

De méme, comme AW A AY) (&) ¢ User, ) A9 (&),

Aol C ( U Agﬂ')(g’)) U (U Ai(a)).
JEN i>1
i€l;(e")u{o}
Le lemme 4.3.7, appliqué a cette inclusion, assure l'existence d’un entier
m(e") € N tel que pour tout n > m(e’)

Aoy e (JaP)u (U @)
i<n ice M

ot M est un ensemble fini et les C; sont des cylindres de Gr(X) tels que

lex (C:)|| < & pour tout ¢ € M. En remarquant que la suite de cylindres de

Gr(X) définie par B(j)( "= A(j)(s’)ﬁAo(s’), par les A;(¢’) pour tout i € I(¢’)
et les A(] )( ') pour tout i € I;(g’), est une &’-approximation cylindrique de A¢)
pour tout j € N, et que, pour tout 0 < j < n, 'on peut choisir les Agj) (e"
disjoints deux a deux, on a dans ]\/4\;c I’égalité

n

() = > ux (B () + Y ux(C

Jj=0 el

ol les cylindres C} := C; N Ag(e’) de Gr(X) sont tels que ||ux(C)))| < €.
En particulier, ceci entraine que pour tout n > m(e’)

- znjux (BY(¢")) € FIM,
avec ¢ = E(—log(e)/log2) et donc, grace au choix de &', que
- i“X (BY (¢")) € FIM,.
Par ailleurs, par définition de la mesure, il existe ¢’ > &” > 0 tel que

ZMX B(J) ") ZMX )€ F M.

En outre, par le lemme 6.2.1,
> nx (B () = Y ux (B (")) € FUM,.
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En additionnant ces trois derniéres relations, on obtient pour tout n > m(e’),

| (4) = " (49) | <. O
j=0
THEOREME 6.3.5. — 1) Soit (4;)ien une famille de mesurables deuz o deuz

disjoints. Leur réunion |J;c Ai est mesurable si et seulement si la suite des
volumes (x (A4;))ien tend vers 0 quand i tend vers linfini. Dans ce cas, on a

la relation

neN neN
2) Soit (Ap)nen une suite d’ensembles mesurables de Gr(X) wvérifiant
Apnp1 C A, et posons A = (), An. Alors les assertions sutvantes sont
équivalentes :
a) l’ensemble A est mesurable;
b) la suite (ux(A,)) converge dans My ;
c) la suite (px(An\Ani1)),en tend vers 0 dans M.
Si elles sont vérifices, on a ux(A) = limy,— 400 prx (An).
3) Soit (B )nen une suite d’ensembles mesurables de Gr(X) vérifiant By, C
B,, et posons B = J,, An. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
a) l’ensemble B est mesurable ;
b) la suite (ux(B,)) converge dans M, ;
c) la suite (ux (Bn\Bn-1)),en tend vers 0 dans M.
Si elles sont vérifices, on a ux(B) = lim,— oo itx (Br).

Démonstration. — Dans cette preuve, on omettra les indices X. Le premier
point découle de la proposition 6.3.4 et du fait que la topologie de Z/W\k est
ultramétrique.

2) Pour tout n € N, posons C, = A\ Ap+1. Les C), sont alors des ensembles
mesurables disjoints. Par ailleurs,

U ¢. :AO\( N Am).

neN m>0
Comme la topologie de M, est ultramétrique et compléte, la suite (1(Cp)) tend
vers 0 dans My, si et seulement si la suite (pu(A,,)) est coverge dans Mj,. Dans
ce cas, 'assertion 6.3.5, 1) assure que p(A) = lim p(A,,).

3) Cette assertion découle de la précédente en passant aux complémentaires.
O

6.4. Les ensembles de mesure nulle. — Soit D% la famille des sous-
ensembles E C Gr(X) pour lesquels il existe des ensembles mesurables A et B
tels que A C E C B et u(B\A) =0.
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LEMME 6.4.1. — Les ensembles Dx et D% sont égaux.

Démonstration. — L’inclusion Dx C D% est claire. Soit & € D%. Soit € > 0.
Par définition, il existe des ensembles mesurables A € Dx et B € Dx tels que
A C E C Bet p(B\A) =0. Il existe un réel &’ > 0, une £’-approximation cy-
lindrique (Ao; (Ai)i>1) de A et une ’-approximation cylindrique (By; (Bj);>1)
de B telles que

e <e et ||u(Bo\Ao)| <e.

La suite de cylindres définie par Ey := By, par Bo\ Ay, par les A; et les B; pour
tout ¢ > 1 est une e-approximation de E. O

LEMME 6.4.2. — Soit E C Gr(X). Alors E est mesurable de mesure nulle si
et seulement si pour tout € > 0, il existe un ensemble au plus dénombrable I
et une suite de cylindres (E;);cr telle que E C J..; E; et ||u(E;)|| < € pour
tout 1 € 1.

el

Démonstration. — Cette condition est suffisante de maniere évidente. Inverse-
ment, soit £ un ensemble mesurable de mesure nulle. Soit € > 0. Par construc-
tion de la mesure, il existe un réel ¢’ > 0 et une &’-approximation cylindrique
(Ef; (El)i>1) de E tels que

e <e et ||u(E| <e.

La suite définie par Ey := @& et par les E! pour tout ¢ € N vérifie la propriété
annoncée. O

COROLLAIRE 6.4.3. — Soit A un sous-ensemble de Gr(X), tel que A C C,
avec C' un ensemble mesurable de mesure nulle de Gr(X). Alors A est un
ensemble mesurable de mesure nulle.

6.5. La définition de P’intégrale. — On supposera que tous les D-schémas
formels sont admissibles, purement de dimension relative d. Fixons un tel
schéma formel X.

DEFINITION 6.5.1. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). On dit qu'une

application ¢ : A — J/\/[\k est mesurable si les fibres de ¢ sont mesurables dans
Gr(X). Sila somme }°_ 57 px (~1(a))a est convergente, i.e. si 'ensemble des

a € My tels que pux (1)1 (a)) # 0 est au plus dénombrable et si 3~ px (11 (a))a
converge dans My, on dit que 1 est intégrable sur A. On définit alors I'intégrale
motivique de v par

/A1/)dﬂx = Z px (v~ (a))a.

i€EN
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DEFINITION 6.5.2. — Pour tout ensemble mesurable A et toute application
a: A — ZU{oo}, on dit que o est mesurable si a=!(n) C A est mesurable,
pour tout n € Z, et exponentiellement intégrable si L™ est intégrable, i.e.
si les fibres finies de o sont mesurables et si la somme ), px (o' (n))L™"

converge dans Mj.

LEMME 6.5.3. — Soient A et B deux parties mesurables de Gr(X) telles que

ACB. Siy:B— Z/W\k est une application intégrable sur B, alors sa restriction
a A, g A— My est intégrable sur A.

Démonstration. — L’ensemble des a € M), tels que px ((1a)7(a)) est non

nul est au plus dénombrable. Soient (a,)nen ces éléments. Comme M), est com-
plet et ultramétrique, la série ;o (! (an) N A)ay, converge si et seulement
si son terme général tend vers 0. Soit € > 0, il existe N € N tel que pour
tout n > N, ||ux (¥~ (ay)a,)| < e. L'inclusion de I’énoncé entraine pour ces

mémes indices, que ||pux ((¥14) " (an)ay)|| < e. Dot le résultat. O
LEMME 6.5.4. — Soient A et B deux parties mesurables. Soit b une applica-
tion intégrable sur AU B, alors on a la relation
1wm:/wmxﬁ/ww> dpux.
AUB A B ANB
Démonstration. — Par définition, on a
ddpx =Y px (7 (@))ai.
AUB ieN

Le résultat vient alors du fait que
px (V7 (@) = px (0™ (@) NA) + px (™1 (@i) N B) — px (¢~ (ai) N (AN B)).

Autrement dit,

px (v (@) = px (Wa) " (@) + ux (V1p) " (&) — px (Yjans) ™ (as)).

L’assertion découle donc de la définition de I'intégrale. O

LEMME 6.5.5. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). Soit B un ensemble
de mesure nulle. Soit 1) une application intégrable sur A. On a alors la relation

Awméwww.

Démonstration. — La preuve ressemble a la précédente. Il suffit de remarquer
que p(y¥=Ha;)) = p(v=1(a;) N B) +p(v~1(a;)\B). Or v~1(a;) N B est contenu
dans B, donc de mesure nulle. Donc p(v~1(a;)) = pu(y='(a;)\B). O
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7. Mesurabilité par image directe et image inverse

7.1. Une estimation du volume des fibres d’un morphisme. — Soient
Y et X deux D-schémas formels admissibles, purement de dimension relative d.
Soit h : Y — X un D-morphisme de schémas formels. Les deux lemmes suivants
permettent, sous certaines conditions, d’estimer le volume de I'image inverse
par h d’un cylindre en fonction de son propre volume. Le lemme 7.1.3 va jouer
un role essentiel dans la preuve du théoreme de changement de variables.

LEMME 7.1.1. — Supposons Y — D lisse. Alors pour tout n > max(e,cxe’),
pour tout z € A e et tout © € Gr(X), tel que m, x(h(2)) = mp,x (), il existe
y € Gr(Y) tel que h(y) = et Tp—ey(2) = Tn—e,y (y)-

Démonstration. — Commengons par remarquer que h(z) € Gr(e/)(Y) implique
que z € Grl¢)(X).

Réduction géoméirique. — Soit z € Gr(Y') de corps résiduel k' tel que ¢, €
Ao (K') et x € Gr(X). Quitte & grossir k', on peut supposer que k' est égale-
ment le corps résiduel de z. La question est locale en X, on peut donc supposer
que X est affine. La question étant locale en Y, on peut supposer que Y est
affine et comme Y — D est supposé lisse, on peut supposer qu’il existe un D-
morphisme étale ¥ — IB%%. On peut supposer que ¥ = ]B%jé. En effet, le lemme
3.3.6 assure qu’au-dessus de tout point la fibre du k-morphisme de schémas
Gr(Y) — Yy est isomorphe & Gr(B%).

Premier cas : supposons que X = IB%%. — 1l nous suffit de prouver que pour
tout v € (Ry)?, il existe u € (Ry)? vérifiant Péquation

(4) h(p. + 7" ) = h(p,) + 7" .
Ce systeme est alors équivalent a
() T Jn(pz) utw(r) =0,

ou Jj désigne la matrice jacobienne de h. Soit M la matrice adjointe de Jj. On
est ramené a résoudre le systeme

(6) T M () Jn(pz) - u A m(-- ) = M(pz)v.

Par définition de la fonction ord,(Jac), et comme Y = X = B%, le déterminant
de Jn(p.) appartient & 7¢. Par conséquent, la réduction modulo I'idéal maximal
du systéme 6 précédent est linéaire sur le corps k’, de déterminant non nul. Il
admet donc une solution par le lemme de Hensel (¢f. [9], chap.III, §4, n°6,
cor. 2).
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Deuzi¢me cas : X = Spf R{z1,...,xx}/I. — Notons h le D-morphisme com-
posé

h

ou j est le morphisme d’immersion. La question étant locale en X, on peut
supposer, grace au lemme 4.5.3, que X est d’intersection complete, i.e. qu’il
existe N — d éléments (f;)1<i<n—q de I qui engendrent, qu’il existe un entier
e’ < cxe' et un mineur § d’ordre N — d de la matrice jacobienne A des f;
tels que 6(%((,%)) e (7¢") et que, pour tout autre mineur &' d’ordre N — d,
§'(h(p2)) € (7) avec v > €. Quitte & réordonner les X;, on peut supposer
que ¢ est calculé a partir des N — d premieres colonnes de A. Comme précé-
demment, pour prouver l’assertion, il nous suffit de montrer que pour tout
v € (Rp)N tel que fj(h(p;) + 7" Flv) = 0, pour tout 1 < j < N —d, il
existe u € (Ry)? tel que

(7) h(p. + 7" ) = h(p,) + 7" .

Soit v € (Rg)™. On peut se ramener au cas ot X = B%. En effet, le D-
morphisme composé

BY - BY — BN
défini par
fi(hl(:cl,...,zd),...,hN(zl,...,zd)) —ifi(z1,...,2N) <Y

est constant d’image 0 (par définition de X). En particulier, ceci entraine que
le produit des matrices jacobiennes A(h(y,)) - Jn(pz) est nul et les colonnes

de la matrice Jy(p,) appartiennent au noyau de la matrice A(h(p,)), i.e. les
coordonnées de chacune de ces colonnes sont solutions du systeéme

) 7 M (h(2)) - A(h(:))w = 0,

ot M’ est la matrice (N — d) x (N — d) définie comme la matrice adjointe de
la sous-matrice (N — d) x (N —d) de A formée des N — d premieres colonnes
et w € (Ry)YN. Par hypothese, les équations définissant (8) expriment donc
les N — d premieres coordonnées de w en fonction des d dernieéres. On note
w € (k)N I'image de w dans la somme des quotients de Ry modulo I'idéal
maximal. Le lemme de Hensel (cf. [9, chap.1II, §4, n°6, cor.2]) assure que
w € (Ry )N est solution du systéme (8) si et seulement si

9) 7 M (h(2)) - A(h(p:)) W = 0 € (k).

Comme f;(h(p.) + 7" T1v) =0 pour tout 1 < j < N —d, v est solution du
systéme (9) et donc v est solution du systéme (8). Ceci implique, en particulier,
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que les d premieres coordonées de v s’expriment en fonction des IV —d dernieres,
et ces relations (linéaires) sont celles induites par le systéme (8).

Le systéme (7) étant équivalent &
(10) 7 I (pz) u+7(---) =,

il suffit donc de résoudre, puisque les coordonnées du vecteur Jp,(p,) - u vérifie
les mémes relations que celles de v, le systeme linéaire suivant :

UN—d+1 UN—d+1
ﬂ-_e:fh((pz) . UNf.d+2 + 7T( . ) — 'UNf.d+2
uN U.N

ou Jp est la sous-matrice de Jj formée des d derniéres lignes. Soient

TN—d+1,---,ZN les d derniéres coordonnées parmi zi,...,xny. Ces coor-
données définissent un D-morphisme de schémas formels
p: X — BdR.

Par construction, la matrice jacobienne du morphisme p o i n’est autre que
la matrice Jp. En outre, les hypothéses assurent que l'image de la base
(how)*dxiy_,0ys- .-, (how.)*dr;y par le morphisme

(h o @2)"p"Qga jpy — (h o p2)"Qx p/ (torsion)
définit une base de (h o ¢.)*Q p/(torsion). Autrement dit,

ordx(Jac), (h(pz)) = 0.

La formule 5.1.7 implique que ord;(Jac)pon(@-) = e. On est donc ramené au
premier cas en considérant le D-morphisme po h : IB%% — IB%% O

LEMME 7.1.2. — Soit k' D k une extension de corps contenant k. Soit M une
matrice carrée d’ordre d a coefficients dans Ry . Le systéme linéaire M - X =0
définit un sous-D-schéma formel fermé de Z — ]B%%. Si j € N, les ensembles
constructibles Gr;(Z) de Grj(B%) définissent une suite d’applications 1);

wn 1 wnfl ¢1
T G (2) 2 Gra1(Z) —— - — Gro(2)

dont les fibres sont, pour tout j > 1, des espaces affines.

Démonstration. — De tels fibres s’identifient aux solutions en u € (Ry/)¢, pour
v € (Ry)? fixé, du systeme linéaire

M- -u=7’-v mod (7).

Ce systéme équivaut & M - u = v mod (7). Ces équations induisent donc des
équations linéaires en les premieres composantes dans Ry de chaque coordon-
née u;, pour 1 <1i < d. Le résultat en découle. O
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LEMME 7.1.3. — Supposons que Y — D est lisse. Soient B C Gr(Y') un m-
cylindre et A = h(B). Supposons que ord,(Jac)y(p) est constant de valeur
e < oo pour tout o € B, et A C Gr(e/)(X), avec ¢/ € N. Alors A est un
cylindre. De plus, si la restriction de h a B est injective, alors, pour tout entier
n > max(2e +cx,m+e) :

1) si ¢ et ¢ appartiennent & B et m, x(h(p)) = 7 x(h(¢")), alors on a
Tn—e,y (¢) = Tn—c,v(¢') ;

2) dans My, on a la relation

[T,y (B)] = [ma,x (A)] L.

Démonstration. — 1) Prouvons tout d’abord que A := h(B) est un cylindre.
Par hypothese, B est contenu dans A, .. Soit n > 2e + cxe’ un entier tel que
B soit un cylindre de rang n —e. Soit « € 7r;1X (7, x (A)). Il existe donc b € B
tel que

T, x (T) = T, x (h(b)) )

Le lemme 7.1.1 assure alors qu’il existe y € Gr(Y') tel que
(i) hy) ==z et (ii) Tp_ey(d) =Tn_cyv{¥).

Comme B est un cylindre de rang n — e, la condition (ii) entraine que y € B.
La condition (i) assure que € A. On a donc montré que A = 7r;1X (T, x (A)).
Par ailleurs, la relation m, x (A) = hy(m,,y(B)) implique que cet ensemble est
constructible.

2) Prouvons l'assertion 7.1.3, 1). Soit n € N tel que B soit un cylindre de
rang n — e. Solent ¢ et ¢’ deux points de B C A tels que m, x(h(p)) =
Tn,x (R(¢")). Le lemme 7.1.1, appliqué & ¢’ et ¢, assure I’existence de y € B tel
que y = h(¢') et mp—ey (p) = Tp—e,y (y). Par injectivité de h, y = ¢’ et donc
ﬂ-n—e,Y((p) = ﬂn—e,Y((pl)'

3) Passons a l'assertion 7.1.3, 2). Nous allons distinguer les cas d’égales et
d’inégales caractéristiques.

Le cas d’égales caractéristigues. — Nous allons montrer ’énoncé plus précis
suivant : lapplication h, est une fibration localement triviale par morceaux au-
dessus de m,, x (A). Il nous suffit de démontrer le résultat pour le cylindre A, /.
L’assertion 1) implique que la fibre de h, au-dessus de m, x (h(¢)) peut se
décrire comme

{o+ 7" mod 7"t | (Jn(p) - u) =0 mod x" '}

Le théoreme 4.2.3 assure qu’il nous suffit de vérifier que les fibres sont des
espaces affines de dimension e. La question étant locale en X et Y, on peut
supposer que X et Y sont affines. Supposons que X est défini dans IB%% par
l'idéal I, engendré par m éléments (f;)1<i<m. Comme le cylindre h(A /) est
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contenu dans Gr(®") (X), le lemme 4.5.3 assure qu’il est recouvert par un nombre
fini de cylindres C, vérifiant la propriété

GI‘(X) NC = GI‘(R{Xl,- --aXN}/(fin' ")fiN—d)) nc

Ainsi, on peut supposer que X — B est d’intersection complete. Soit A la ma-
trice jacobienne (0f;/0i)1<i<n1<j<N—d. Quitte & restreindre C' (cf. 4.5.3,3)
et éventuellement a réordonner les X;, on peut supposer que, pour tout z € C,
le mineur d’ordre N — d de A(p,) formé des N — d premieres colonnes de
A(p,) est de valuation ¢’ < cxe et que les autres mineurs d’ordre N — d
de cette matrice sont de valuation supérieure (cf. lemme 4.5.4). II nous suffit
donc de prouver le résultat pour A, o Nh~1(C). Soit z € A, » Nh™1(C). Soit
@ : Spf Ry — X le D-morphisme de schémas formels correspondant a x. Sup-
posons n > 2e et n > e + cxe’. Comme Y est supposé lisse, on peut supposer
qu'il existe un D-morphisme étale de schémas formels Y — B% et, grace au
lemme 3.3.6, que Y = B% (cf preuve du lemme 7.1.1). Par ailleurs, I'étude
faite dans la preuve du lemme 7.1.1 assure que l'on peut également suppo-
ser que X = IB%%. Comme Ry est un anneau de valuation discrete, la matrice
Jn(p) est équivalente & une matrice diagonale, dont les termes diagonaux sont
T, ..., avec Y e; = e. On est donc ramené a étudier les congruences

7Tn+1—e+e¢ n+1).

u; =0 mod (m

Ceci entraine en particulier que u; € 7% pour tout 1 < ¢ < d. Or, la don-
née d’'un élément de la fibre correspond a celle des e premiers coefficients de
chaque w;. Autrement dit, un élément de la fibre correspond a > e; = e élé-
ments de k(x) := k’. Cette description implique que la fibre de h,, au-dessus
de 7, x (h(p)) est k'-isomorphe & AS,.

Le cas d’inégales caractéristiques. — L’additivité de [ ] permet de supposer que
X et Y sont affines. Comme Y est lisse, le lemme 3.3.6, qui consiste simplement
a choisir un systeme de coordonnées locales, permet de supposer que Y = IB%.
Gréce au lemme 4.5.3 et & ladditivité de [ ], il nous suffit de démontrer le
résultat pour X d’intersection compléte, défini dans BY par f; = 0, pour tout
1 < j < N —d, et pour un cylindre A sur lequel le mineur d’ordre N — d calculé
sur les N — d premieres est d’ordre minimal, égal & ¢” > cxe’, parmi les autres
mineurs d’ordre N —d. Dans ce cas, le raisonnement du lemme 7.1.1 assure que
I’on peut supposer que X = ]B%‘Ii%.

Comme dans le cas d’égales caractéristiques, il résulte de I’assertion 7.1.3, 1)
que l'on peut identifier la fibre de h,, au-dessus de 7, _x (h()), pour ¢ € (R )¢
et ¢ € B, a I’ensemble

{o+7"""u mod 7" | (Ju(p)-u) =0 mod 7"t}
Cette description des fibres entraine que celles-ci peuvent encore s’identifier a

{u mod 7 Jxn(¢) - u=0 mod 7°}.
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Dans ce cas nous allons montrer que 'application m, y(B) — 7, x (4) se fac-
torise par une suite de fibrations localement triviales par morceaux

Cip :={u mod 7'|Jn(p)u=0 mod 7'}

Les C; ., sont clairement des ensembles constructibles de Gr;(B%) pour tout
1 <7 <e. En outre, pour tout 2 < i < e, il existe une application ; , :
Ci, — Ci_1,, induite par le k-morphisme de schémas 6!_,. Il découle du
lemme 7.1.2 que les fibres des v; , sont des espaces affines. Nous désignons par
a;(¢p) la fonction qui & u € C;_1, associe la dimension de la fibre de ¢; , au-
dessus de u. En outre, C1 , est un espace affine. On note a1(p) sa dimension.
Soit kj, D k' une cloture parfaite de k. Dans ce cas, Ry, est un anneau de
valuation discrete. Le raisonnement tenu en égales caractéristiques permet donc
d’identifier C , @ kj, & AZ;' Ceci entraine en particulier que Y a;(p) = e.

Pour 1 < i < e, considérons maintenant ’ensemble
C; = {(ﬁnﬁy(ga),m-yy(u)) | Jn(¢)u=0 mod 7Ti}.

Les C; sont encore des ensembles constructibles de Gr,, (B%) x Gr;(B%). Les ap-
plications 9; : C; — C;_1 sont induites par §_,, pour 2 < i < e. Par définition,
si h(p) € A est fixé, la restriction de 1; a 'ensemble

{(p,u) | Jp(u) =0 mod 7'}

est égale a 1); ,. On a également une application ¢ : C1 — 7, x(A) induite
par la projection sur les premieéres coordonnées et le morphisme h,,. Enfin, I'en-
semble C, s'identifie & 7,y (B). On a donc le diagramme commutatif suivant :

Tn,y (B) Iin Tn,x (4)
Idl L/h
o (B) Ly 2
La condition > a;(¢) = e, pour tout ¢ € B, entraine en particulier que

les dimensions des fibres des ; , sont des fonctions constantes. Grace au
lemme 4.2.3, les ¥; sont des fibrations localement triviales et I'on a dans M

[W"»Y(B)} = [Wn,X(A)} Le. 0

7.2. La mesurabilité de I'image directe. — Dans cette section, nous al-
lons étudier le probleme de la stabilité de la propriété de mesurabilité par
image directe via un morphisme h. Soit A : Y — X un D-morphisme de sché-
mas formels admissibles, tous deux purement dedimension relative d. Soit B
un ensemble mesurable de Gr(Y'). Rappelons que 'on désigne par

Ago = }fl(Gr(e/)(X)) Nord.(Jac); * (e).
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Dans ce paragraphe, nous étudions donc le probléme de la mesurabilité dans
Gr(X) de h(B). Remarquons d’ores-et-déja une premiere difficulté : en général,
I'image par h d’un cylindre de Gr(Y') n’est pas un cylindre de Gr(X).

LEMME 7.2.1. — Supposons que Y — D est lisse. Si B est un cylindre de
Gr(Y), alors on a les propriétés suivantes :

1) Il eziste un cylindre C de Gr(X) tel que h(B) C C et

x (O] < lluy (B)].
2) St BNXy, =, alors h(B) est un cylindre.

Démonstration. — Supposons d’abord que ||uy(B)|] = 0. Comme B est un
cylindre et que Y est lisse, ceci entraine que B = & et que h(B) = &. Supposons
désormais que ||y (B)]| # 0. Comme Gr(Xging) est contenu dans un cylindre de

volume aussi petit que ’on veut, on peut supposer, pour alléger les notations,
que h(B) C Gr(X)\ Gr(Xsing). Posons

h(B) := h(h~1(Cr'9 (X)) N B).
Cet ensemble est un cylindre par le lemme 7.1.3. Par hypothese,

nB) = J r'9(B).
eeN
La quasi-compacité de la topologie constructible (cf. lemme 4.3.7) et le fait
que, si e’ > e, Gr(e,)(X) > Grl®(X), impliquent quil existe eg € N tel que
h(B) = h{®)(B). Notons rp le rang du cylindre B. Pour n > max(rg,cxe),
I’ensemble
AR =m0 (mn,x (09 (B)))

est un n-cylindre de Gr(X), contenant h(¢)(B) et contenu dans Gr'® (X) et qui
est stable de rang n. Soit n > max(rp, cxe). Par suite,

px (A) = [ x (RO (BY LD luxc (A < 27 Dirdimm v (5),

Or |py(B)|| = 2-(tDdtdimmny(B). 13 premiere assertion en découle. Le
lemme 4.3.7 et I’hypothése B N Y, = & entrainent qu’il existe un entier e’
tel que B est contenu dans h’l(Gr(e/)(X)) et que l'on peut supposer que
ord;(Jac), est borné sur B. La seconde assertion découle alors du lemme
clé 7.1.3. O

COROLLAIRE 7.2.2. — Supposons que Y — D est lisse. Soient B C Gr(Y)
et A C Gr(X) des ensembles fortement mesurables tels que BNY, = &
et h(B) = A. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une e-approzimation cylin-
drique (Bj)jen de B et une e-approzimation cylindrique (A;)ien de A telles
que h(Bg) = Ap.
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Démonstration. — Soit (Bo; (B;)jes) une e-approximation cylindrique de B.
Par hypothese, B = |, o en(BNAcer) et Bo = U, oen(Bo N Acer). Posons

Bee :=BNAg e et ng, = B; N A, e, pour tout ¢ € JU {0}. Par le lemme

7.1.3, 'ensemble h(Bé?e)/) est un cylindre de Gr(X). En outre, le lemme 4.3.7
assure qu'il existe une famille finie d’éléments (e;, €}) € N2 tels que

0
BO = U B£1 )e/v.
1<i,j<m !

(

L’égalité B A By C ;e eo)/ C Uses BS()&, pour tout

eet ¢ €N, et donc que A(Be,e) A h(BL)) € U, h(BY,
U h(Bg?g,) = U nB)

e,/ €N 1<i,5<m

B; entraine que B. . A B

). Comme

P’ensemble h(By) est un cylindre de Gr(X). L’assertion 1) du lemme 7.2.1 assure
la validité de l’assertion annoncée. O

THEOREME 7.2.3. — Soient X et Y des D-schémas formels admissibles, tous
deux purement de dimension relative d. Supposons que Y — D est lisse. Soit
h .Y — X un D-morphisme tempéré de schémas formels. Si B C Gr(Y)
est mesurable (resp. fortement mesurable), alors h(B) C Gr(X) est mesurable
(resp. fortement mesurable).

Démonstration. — Soit € > 0. Posons A := h(B). On a :
B = (B n Zh) (] (B\Zh)

Comme h est tempéré, on peut supposer que B N ¥, = &. Commengons
par montrer que, pour tout € > 0, il existe une e-approximation cylindrique
de B de partie principale contenue dans Gr(X)\Xj. Soit (Bo, (Bj);j>1) (resp.
(@; (3i)i>1)) une e-approximation cylindrique de B (resp. ¥p). Comme 1'en-
semble ¥j, est un pro-constructible de Gr(Y'), la quasi-compacité de la topologie
constructible entraine que :

Yn C U Zi,
1<i<m
avec m > 1. La suite de cylindres de Gr(Y'), définie par
B, = BO\( U 2)
1<i<m

les 3J; pour 1 < ¢ < met les Bj pour j > 1, est une e-approximation cylindrique
de B. On peut donc supposer que By NY, = . Or

h(B) A h(Bo) c | h(B:

i>1
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Le théoreme est alors une conséquence directe du lemme 7.2.1. La démonstra-
tion dans le cas ou B est fortement mesurable est identique. Remarquons que
dans ce cas la condition By N X, = & est automatique, puisque on peut choisir
By C B, par définition. L’inclusion By C B entraine également que h(Bgy) C A
et assertion en découle. O

7.3. La mesurabilité de I’image inverse. — Dans cette section, nous al-
lons étudier le probleme de la stabilité de la propriété de mesurabilité par image
inverse via un morphisme h. Soit h : Y — X un D-morphisme de schémas for-
mels admissibles, tous deux purement de dimension relative d. Soit A une partie
mesurable de Gr(X). Rappelons que l'on désigne par
Ace =h7t (Gr(e/)(X)) Nord,(Jac); ' (e).

Dans ce paragraphe, nous étudions donc le probléeme de la mesurabilité de
I'image inverse h=1(A).

LEMME 7.3.1. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang n. Alors h=(A) est
un cylindre de'Y de rang n.

Démonstration. — Cela découle directement de la définition d’un cylindre et

de la commutativité du diagramme

Cr(Y) —— Gr(X)

7T’n,Yl lﬂ'n,X
hy
Gro(Y) —2 G, (X).

O

Supposons que le D-morphisme de schémas formels h est tempéré, que le k-
morphisme de schémas h : Gr(Y) — Gr(X) est injectif et que Y — D soit lisse.

THEOREME 7.3.2. — Soient X et Y des D-schémas formels admissibles, tous
deux purement de dimension relative d. Supposons en outre que Y — I est lisse.
Soit h 1 Y — X un D-morphisme tempéré de schémas formels induisant une
application h : Gr(Y) — Gr(X) injective. Si A est mesurable (resp. fortement
mesurable) dans Gr(X), alors ’ensemble B := h™'(A) est mesurable (resp.
fortement mesurable) dans Gr(Y).

Démonstration. — Soit (Ao; (A;)i>1) une e-approximation de A. Comme
A= (A n Gr(Xsing)) [ (A\ Gr(Xsing));

et comme h est tempéré, on peut supposer que A N Gr(Xgng) = @ et que
BN X, = g. Par définition,

B AL (Ag) ¢ | (A).

i>1
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Comme ¥; est de mesure nulle, il existe donc une famille de cylindres
(D(6))o<s<1, avec D(8) D X, et tel que

D(8') C D(6) si 6’ <0, |uy(D())| <6, Tn={)D().
5

On a donc

(B\D(8)) A (h™'(40\D(®)) < [J (R (A)\D()).

i>1

Par définition de X;, et grace au lemme 4.3.7, il existe une famille finie d’élé-
ments (ei, e}) € N? tels que Gr(Y)\D(8) C Uy<; j<m(s) Des e - Par suite,

[y (W (AD\D(8))|| < max )(||NY((h_1(Ai)\D(5))ﬂAei,e;)H)-

T 1<ij<m(s
Il découle donc du lemme 7.1.3 que

[y (™1 (AD\D(9))|| < max 2%

px (A |-

Posons r(0) := max(2°). La suite de cylindres de Gr(Y), définie par
(h=1(A;)\D(3)), est une (r(§) x &)-approximation cylindrique de B. Pour
tout § > 0, I'ensemble B\D(4) est donc mesurable. Il nous faut en déduire
que B lui-méme est mesurable. Soit (d,,)nen une suite strictement décroissante
d’entiers compris entre 0 et 1. L’égalité

(B\D(o)) U (L] (BN D@\D@Gns1)) = B\S = B

n>1

permet de conclure (¢f. proposition 6.3.4). Il découle de la construction et de la
proposition 6.3.4 que, si A est fortement mesurable, ’ensemble B est également
fortement mesurable. O

8. Théoréme de changement de variables

PRrOPOSITION 8.0.3. — Soient X et Y deux D-schémas formels admissibles,
purement de dimension relative d. Supposons que Y — D est lisse. Soient A
et B des ensembles fortement mesurables de Gr(X) et Gr(Y') respectivement.
Soit h 1Y — X un D-morphisme de schémas formels tempéré sur B qui induit
une bijection entre B et A. Alors, pour toute application exponentiellement
intégrable o : A — Z U {oo}, Uapplication B — Z U {oo} qui & y associe
a(h(y)) + ord,(Jac)(y) est exponentiellement intégrable et on a dans M,, léga-

lité
/ Lfocdﬂ :/ Lfocohford.,r(‘]ac)h d‘LL
A B
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Démonstration. — Soit € > 0. Soit (Ao; (Ai)i>1) (resp. (Bo;(Bj)j>1)) une
g-appro-ximation cylindrique de A (resp. B). Comme h est tempéré sur B,
on peut supposer que B NY; = @. Prouvons tout d’abord que l'application
B := aoh + ord,(Jac), est mesurable sur B. Soit n € Z. Soit (FO("); (Fl(n))gzl)
une e-approximation cylindrique de a=*(n) C A. Nous allons montrer que
(a0 h)7t(n) N B est un ensemble mesurable de Gr(Y’). On peut supposer que

F{™ ¢ Ay C A (cf. lemme 6.3.1). On a D'égalité
(Bnh~' (a7 () A (Bna (FM)) | EM).
i>1

Grace au corollaire 7.2.2 et a linjectivité de h sur B, on peut supposer que
~1(Ag) N B = By. En particulier, cette remarque entraine que

(A" (o~ (n)) N B) A ("X (F{)NB) c ( U ) (U h=L(F™) ﬁBo)
En effet, par hypothese, on a
(h"*(a"*(n)) N B)\By C B\Bu,

(A " m)\h " (ES)) N By < | R H(F™) 0 By,

i>1
et, comme h~'(F\™)N B C By,
(BN h™ Y (FM )R c | Jnr ' F")n By,
i>1

Le lemme 7.1.3, 2) assure alors que B N (o h)~1(n) est mesurable. Comme

B (n) = |_| ((awo h)~H(n —€) Nord,(Jac); ' (e) N B),

ecN

la suite (py (ords(Jac); *(e) N B)een tend vers 0. La proposition 6.3.4 assure
alors que lapplication « o h + ord,(Jac), est mesurable sur B.

Il s’agit de montrer maintenant que l'intégrale converge et qu’on a bien la
formule annoncée. Le lemme 4.3.7 assure qu’il existe un entier r € N tel que

By C U Ae,e’-
e,e’<r
Par additivité de 'intégrale, il suffit de montrer le résultat pour By C A ¢/,
pour un entier ¢ € N et un entier ¢/ € N. Soit € > 0. Soit n € Z. Notons
(Gg"ie); (G%ie))mzl) une e-approximation cylindrique de BN (aoh)~(n—e),
qui est mesurable dans Gr(X), telle que Gg"ie) C Byp. On peut supposer que

F" = h(G{"™?). Le lemme 7.1.3 assure alors que

o (G LT o ()L
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Autrement dit,
py ((aoh+ord;(Jac),) " (n) NB)L™" = py (e '(n —e)) L (n—e)

La formule annoncée en découle. O

Gréce & la théorie des modeles de Néron faibles en géométrie formelle (cf. [8],
déf. 1.3 et th. 3.1), on peut généraliser cette proposition au cas ou seule la fibre
générique de Y est supposée lisse sur K. Commengons par reformuler en termes
de schéma de Greenberg l'existence de modeles de Néron faibles en géométrie
formelle (cf. loc. cit. pour la définition originale) :

THEOREME 8.0.4. — Soit X est un D-schéma formel admissible, de fibre géné-
rique X lisse sur K. Il existe un D-morphisme de schémas formels g : U — X
tempéré induisant une bijection Gr(U) — Gr(X) et tel que U est quasi-compact
et lisse sur D.

Démonstration. — L’idée de la démonstration est 'utilisation des modeles de
Néron faibles. Ces modeles peuvent s’obtenir en considérant le lieu lisse d’un
D-schéma formel X’ obtenu & partir de X par éclatements admissibles (cf. [8],
th. 3.1). Par suite, un tel morphisme ¢ est tempéré. O

THEOREME 8.0.5. — Soient X et Y deux D-schémas formels admissibles, pu-
rement de dimension relative d. Supposons que Y soit génériquement lisse.
Soient B et A des ensembles fortement mesurables de Gr(Y') et Gr(X) res-
pectivement. Soit h 1Y — X un D-morphisme de schémas formels tempéré
sur B qui induit une bijection entre B et A. Soit a : A — Z U {o0} une ap-
plication exponentiellement intégrable. Alors l'application qui ¢ y € B associe
a o h(y) + ord;(Jac)y(y) est exponentiellement intégrable et l'on a dans Mj,
l’égalité

/ Liadﬂx :/ L*(00h+0rdw(‘]ac)h)dﬂy_
A B

Démonstration. — On peut supposer, comme dans la preuve de 8.0.3, que
BNY, = et que ANGr(Xging) = @. La théorie des modeles de Néron faibles
(¢f. théoreme 8.0.5) assure qu'il existe un ouvert U — D, lisse et quasi-compact,
d’un D-modele de la fibre générique de Y, notée Y, et un morphismeg : U — Y
induisant une bijection entre les points de Gr(U) et ceux de Gr(Y’). On a alors
un diagramme commutatif :

U

AN
gl \\f
N
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Posons C := g~!(B). Le morphisme g induit une bijection entre C et B et 7.3.2
assure que g~ '(B) =: C est fortement mesurable. Comme g est tempéré, on
peut supposer que C'N Y, = &. Il en résulte tout d’abord que

C N g (h ™ (Cr(Xaing))) = @

Par ailleurs, la formule de composition (¢f. proposition 5.1.7) assure alors que
CnNnlly = @. On a donc CNXy = @. Il faut prouver que 'application
aoh + ord;(Jac), est exponentiellement intégrable sur B. Soit F,, = (a o
h + ord,(Jac),) "' (n). On remarque que

F, = g( |_| (aohog) ' (n—e)N (ord:(Jac)y og)il(e) ﬂC’).
eeN

Or la formule de composition 5.1.7 assure que

(m%Qm%o@%@ﬁzU(@MAk@ﬂﬂ@fdﬂwm%thy%&)
finie
La mesurabilité de F,, se déduit, comme dans la preuve de 8.0.3, de la mesu-
rabilité de o et du théoreme 7.2.3. La convergence de l'intégrale découle alors
du lemme 7.1.3, comme dans la preuve du théoreme 8.0.3.
Supposons maintenant que I’application « o h 4 ord,(Jac), est exponentiel-
lement intégrable sur B. Le théoreme 8.0.3 implique alors les égalités dans M, k

/L_adMX :/ L_aOhOg_ord"(JaC)hoyd,u,U,
A C

/ Lfocohford.,r (Jac)p d,LLY _ / Lfocohogford.,r (Jac)pog—ord~(Jac)y d,LLU
B c
La formule découle alors de la proposition 5.1.7. O
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