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INTÉGRATION MOTIVIQUE SUR

LES SCHÉMAS FORMELS

par Julien Sebag

Résumé. — Nous généralisons la théorie de l’intégration motivique au cadre des
schémas formels. Nous définissons et étudions l’anneau booléen des ensembles mesu-
rables, la mesure motivique, l’intégrale motivique et nous démontrons un théorème de
changement de variables pour cette intégrale.

Abstract (Motivic Integration on Formal Schemes). — We generalize the theory of
motivic integration on formal schemes. In particular, we define and study the boolean
ring of mesurable subsets, the motivic measure, the motivic integral and we prove a
theorem of change of variables for this integral.

1. Introduction

1.1. Dans leurs articles [10] et [12] (cf. également [11]), Denef et Loeser dé-
veloppent et étudient la théorie de l’intégration motivique pour les variétés
algébriques sur un corps de caractéristique 0, introduite par Kontsevich lors
d’un séminaire à Orsay (cf. [18]). Dans [20], Looijenga étend la construction
à la catégorie des variétés algébriques sur un anneau de séries formelles de
corps résiduel de caractéristique 0. Cette nouvelle théorie de l’intégration se
révèle être un outil puissant dans l’étude de la géométrie birationnelle des va-
riétés algébriques sur un corps k de caractéristique 0. Rappelons rapidement
les grandes étapes de la construction de ces intégrales et les idées sous-jacentes
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à quelques-uns des résultats obtenus par cette théorie. Si X est une variété
algébrique sur un corps k de caractéristique 0, on lui associe, de manière fonc-
torielle, un pro-k-schéma, qui est encore un schéma (non localement de type
fini en général), le schéma des arcs sur X , noté L(X). Sur ce pro-k-schéma,
on définit une mesure µX à valeurs dans un anneau de motifs virtuels. Cette
mesure motivique est un analogue géométrique de la mesure p-adique sur les
variétés différentielles p-adiques. Les intégrales définies à partir de cette mesure
vérifient alors un théorème de changement de variables pour les k-morphismes
de schémas h : Y → X propres et birationnels, qui permet de calculer les inté-
grales sur L(X) en fonction d’intégrales sur L(Y ). C’est essentiellement par ce
principe que l’on peut construire de nouveaux invariants algébriques (à valeurs
dans cet anneau de motifs virtuels, ou plus exactement dans le séparé complété
de cet anneau pour une filtration) et que l’on peut, par exemple, (re)-démontrer
le théorème de Batyrev qui affirme que deux variétés de Calabi-Yau, biration-
nellement équivalentes, ont mêmes nombres de Hodge et même structure de
Hodge.

1.2. Dans cet article, nous généralisons cette théorie de l’intégration moti-
vique aux schémas formels sttf sur le spectre formel d’un anneau de valuation
discrète complet R, de corps résiduel k parfait. En particulier, le corps k peut
être de caractéristique positive. L’absence du morphisme d’inclusion k ↪→ R,
dans le cas où R est un anneau d’inégales caractéristiques, nous conduit à dé-
finir un analogue du schéma des arcs d’une variété X . Si X est un R-schéma
formel sttf, le schéma de Greenberg Gr(X) joue ce rôle. Il est important de noter

que, dans le cas où R = k[[t]], avec k de caractéristique 0, et X̂ est le complété

π-adique d’une k-variété algébrique vue sur k[[t]], les deux k-schémas Gr(X̂)et
L(X) sont canoniquement isomorphes. En outre, pour tout R-schéma formel
sttf, si F est une extension parfaite de k, les F -points de Gr(X) s’interprètent
naturellement comme des points de la fibre générique XK de X . Comme dans
le cas du schéma des arcs, nous définissons l’anneau booléen des ensembles me-
surables, qui sont des « approximations » par certaines parties constructibles
de Gr(X) élémentaires, que l’on appelle cylindres. Rappelons que le produit
fibré au-dessus de k induit sur le groupe de Grothendieck de la catégorie des
k-variétés une structure d’anneau (puisque k est parfait). On note Mk le lo-
calisé de cet anneau par rapport à la classe de la droite affine. La définition
des ensembles mesurables nous permet de construire une mesure µX à valeurs
dans un complété de l’anneau Mk. De manière analogue aux théories classiques
d’intégration, les ensembles mesurables possèdent des propriétés de stabilité
par image directe et inverse sous certains R-morphismes h : Y → X , que l’on
nomme tempérés, et qui correspondent aux morphismes propres et birationnels
du cas algébrique. Nous construisons l’intégrale motivique des fonctions inté-
grables. Parmi celles-ci, les fonctions exponentiellement intégrables permettent
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d’exprimer, de manière naturelle, des phénomènes géométriques comme l’ap-
partenance à un sous-R-schéma formel fermé, la lissité d’un R-morphisme de
schémas formels. . . et jouent donc un rôle central dans cette théorie. Enfin,
nous démontrons deux théorèmes de changement de variables du même type
que celui énoncé dans [10] ou [12].

1.3. Les principaux résultats de ce travail sont utilisés de manière fondamen-
tale dans [19], qui, en se plaçant du point de vue rigide, déduit, des constructions
et théorèmes de cet article, certaines applications en géométrie birationnelle des
dégénérescences des variétés algébriques et rigides. En particulier, la théorie que
l’on développe ici apparâıt, au regard des résultats de [19], comme l’analogue
(ou la généralisation) de l’intégration motivique usuelle et de l’intégration p-
adique. Deux exemples le confirment. Soit XK la fibre générique d’un R-schéma
formel X sttf.

1) Si ω est une forme jauge sur XK , son intégrale converge déjà dans Mk. En
outre, nous démontrons que sa classe dans Mk/(L−1)Mk ne dépend que de XK

et non de la forme jauge choisie pour calculer cette intégrale. Cet élément deMk,
noté λ(XK), est égal à la classe de la fibre spéciale de tout modèle de Néron
faible de XK . Il faut également remarquer que, quand K est une extension
finie de Qp, λ(XK) se spécialise en l’invariant de Serre [25] évalué sur la variété
analytique p-adique « näıve » sous-jacente à XK (cf. corollaire 4.6.3 de [19]).

2) SiXK est l’espace analytique associé une variété de Calabi-Yau surK, et si
XK admet un R-modèle propre et lisse, l’intégrale calculée pour un générateur
de ΩdXK

est égale à la classe de la fibre spéciale de ce modèle dans Mk. En
particulier, les classes des fibres spéciales de deux tels modèles cöıncident dans
Mk, ce qui peut être interprété comme l’analogue du résultat de Batyrev [2]
pour les variétés de Calabi-Yau.

1.4. Cet article est organisé de la manière suivante : le chapitre 2 rappelle
les bases de la géométrie formelle. Le foncteur de Greenberg est construit et
étudié au chapitre 3. Les chapitres 4, 5, et 6 développent, de manière assez
complète, les notions et les propriétés de la mesure motivique, des cylindres et
des ensembles mesurables. Le chapitre 7 est consacré à l’étude de la stabilité
de la mesurabilité par image directe et inverse. Au chapitre 8, nous énonçons
et démontrons deux théorèmes de changement de variables.

Nous remercions François Loeser de nous avoir proposé ce sujet et de l’aide
qu’il nous a apportée lors des discussions que nous avons eues ensemble. Nous
souhaitons également remercier Antoine Chambert-Loir de son aide lors de la
rédaction de cet article et de ses commentaires sur une première version de
ce texte. Plus largement, nous les remercions pour l’attention qu’ils nous ont
manifestée depuis quelques années déjà.
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2. Préliminaires

2.1. Les premières notions de géométrie formelle.

2.1.1. La définition des schémas formels. — Un D-schéma formel désignera
toujours un D-schéma formel topologiquement de type fini, ce que l’on no-
tera ttf. Parfois l’hypothèse de séparation sera nécessaire et nos D-schémas
formels ttf seront séparés, ce que l’on notera sttf (cf. [16, §10]).

On notera Formttf
/D

et Formsttf
/D

les catégories correspondantes.

Un objet de Formttf
/D

est un espace localement annelé (X,OX) en R-algèbres
topologiques, qui induit la donnée, pour tout n ≥ 0, d’un Rn-schéma

Xn = (X,OX ⊗R Rn).
Le k-schéma X0 est appelé fibre spéciale du D-schéma formel X . En tant qu’es-
paces topologiques, X et X0 sont isomorphes et OX := lim←−OXn

. On a

Xn = Xn+1 ⊗Rn+1
Rn

et X est canoniquement isomorphe à la limite inductive des schémasXn dans la
catégorie des espaces localement annelés. En outre, un tel objet est localement
isomorphe à un D-schéma formel affine Spf A, où A est une R-algèbre π-adique,
topologiquement isomorphe à un quotient de l’anneau des séries formelles res-
treintes R{T1, . . . , TN}.

Si X et Y sont deux D-schémas formels ttf, on note HomD(Y,X) l’ensemble
des D-morphismes de schémas formels :

Y //

��
@@

@@
@@

@ X

~~~~
~~

~~
~

D

i.e. l’ensemble des morphismes entre les D-espaces localement annelés sous-
jacents. Autrement dit, Formttf

/D
est une sous-catégorie pleine de la catégorie

des espaces localement annelés sur D. Localement de tels morphismes sont sim-
plement des R-morphismes continus d’algèbres topologiques entre les anneaux
des sections globales. On peut montrer (cf. prop. 10.6.9 de [16]) que l’application
canonique HomD(Y,X)→ lim←−HomRn

(Yn, Xn) est une bijection.

Remarque 2.1.2. — Soit

h : Y = Spf R{x1, . . . , xm}/I → X = Spf R{x1, . . . , xn}/J
un D-morphisme de schémas formels. Dans ce cas, la donnée de h est équi-
valente à celle d’un R-morphisme d’algèbres. En effet, la R-linéarité impose
que le morphisme entre les anneaux des sections globales est continu pour les
topologies π-adiques considérées.
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INTÉGRATION MOTIVIQUE SUR LES SCHÉMAS FORMELS 5

La catégorie Formsttf
/D

est simplement la sous-catégorie pleine de Formttf
/D

,

dont les objets sont séparés (cf. [16, § 10]). Un D-schéma formel sttf X est dit
admissible s’il est plat sur D (ce qui est équivalent au fait que le faisceau OX soit

sans π-torsion). On notera FormAdm
/D

cette catégorie, qui est une sous-catégorie

pleine de Formsttf
/D

.

Si X est un D-schéma formel, on notera Xred le sous-schéma formel fermé
et réduit de X défini par le faisceau d’idéaux

√
0.

Remarque 2.1.3. — Si X est un D-schéma formel admissible et si X0 est un
k-schéma réduit, alors X est réduit.

2.1.4. La notion de fibre générique d’un schéma formel. — Soient X un D-
schéma formel ttf et Z ↪→ X un sous-schéma fermé de X , défini par le sous-
faisceau A ⊂ OX . On appelle éclatement admissible sur X de centre Z la
donnée d’un D-schéma formel X ′ et d’un D-morphisme de schémas formels
σ : X ′ → X tel que A · OX′ est inversible et vérifiant la propriété universelle
suivante : si ψ : Y → X est un D-morphisme de schémas formels tel que A ·OY
soit inversible sur Y , alors il existe un D-morphisme ψ′ : Y → X ′ tel que
ψ = σ ◦ ψ′. Si X est sttf (resp. admissible), le D-schéma formel X ′ l’est aussi
(cf. [4], § 2 et spécialement le lemme 2.2).

La localisation de la catégorie Formttf
/D

(resp. Formsttf
/D

) par rapport aux écla-
tements admissibles est équivalente à la catégorie des K-espaces rigides de type
fini et quasi-séparés (resp. séparés) au sens de Kiehl, que l’on notera Rigqsqc

/K

(resp. Rigsqc

/K
) (cf. [23] et [4, th. 4.1]). On peut remarquer que la localisée de

FormAdm
/D

par rapport aux éclatements admissibles est équivalente à Rigsqc

/K
.

Par analogie avec le cas de schémas usuels, on appellera fibre générique
l’image d’un D-schéma formel ttf par le foncteur de localisation. Ce foncteur
sera noté rig et si X ∈ Formttf

/D
on notera Xrig son image par le foncteur rig (ou

parfois XK). De même, si f : Y → X est un D-morphisme de schémas formels,
on notera frig son image par le foncteur rig.

2.1.5. La notion de dimension d’un schéma formel. — Soit X un D-schéma
formel. On appelle dimension de X l’entier dimX défini comme la dimension
de la fibre spéciale X0 de X . En particulier, si X := Spf A est plat sur R, on a
la relation

dimX = dimKA− 1

où dimKA est la dimension de Krull de l’anneau A.

Soit XK un K-espace rigide quasi-séparé et quasi-compact. On appelle
dimension de XK et l’on note dimXK l’entier naturel défini comme la borne
supérieure des entiers dimKOXK ,x pour x ∈ XK .

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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Lemme 2.1.6. — Si XK = SpmA est un K-espace rigide affinöıde, la dimen-
sion de XK est égale à la dimension de Krull de A.

Démonstration. — Ce lemme résulte de la proposition 7.3.8 de [3] qui assure
que l’anneau OXK ,x et le localisé de A en x, Ax, ont même dimension de
Krull.

Le lemme suivant, démontré par Oesterlé dans [21] (cf. lemme 1, § 3), permet
de relier ces deux notions.

Lemme 2.1.7. — Soient R un anneau de valuation discrète complet, k son
corps résiduel et K son corps des fractions. Notons A l’anneau R{T1, . . . , TN}
des séries formelles restreintes à coefficients dans R, AK = A ⊗R K =
K{T1, . . . , TN} et A0 = A ⊗R k = k[T1, . . . , TN ]. Soit IK un idéal de AK .
Notons I := IK ∩A et I0 := I ⊗R k. Supposons que l’anneau AK/IK soit équi-
dimensionnel, de dimension de Krull d. Alors l’anneau A0/I0 est équidimen-
sionnel, de dimension de Krull d. On a IK = AK si et seulement si I0 = A0.

Corollaire 2.1.8. — Soit X un D-schéma formel sttf de fibre générique XK .
Si XK est équidimensionnelle de dimension d, alors X0 est équidimensionnel
de dimension d.

Démonstration. — On peut supposer que X est affine. Dans ce cas le corollaire
découle du lemme 2.1.7.

Un D-schéma formel sttf est dit de dimension relative d (resp. purement de
dimension relative d) si sa fibre générique XK est de dimension d (resp. équi-
dimensionnelle de dimension d).

2.1.9. La notion de lissité pour les schémas formels. — Un D-morphisme de
schémas formels f : Y → X est lisse au point y ∈ Y0 de dimension relative d
si :

(i) f est plat en y ;
(ii) le k-morphisme induit f0 : Y0 → X0 est lisse en y de dimension relative d,

au sens usuel.

D’après le lemme 1.2 de [4], il revient au même de demander que pour
tout n ∈ N, le morphisme induit fn : Yn → Xn soit lisse de dimension relative d
en y. On dit qu’un morphisme est lisse s’il est lisse en tout point y ∈ Y0.

Un D-schéma formel X est dit lisse (en x ∈ X0) si le morphisme structural
X → D est lisse (en x ∈ X0) au sens précédent.

Soit X un D-schéma formel ttf de dimension d. On note Xsing l’unique sous-
D-schéma formel fermé réduit défini par le radical du d-ième idéal de Fitting
de Ω1

X/D
, qui est le faisceau des formes différentielles continues (cf. [5], § 1). En

particulier, un D-schéma formel ttf plat est lisse en x ∈ X0 (resp. lisse) si et
seulement si x n’appartient pas à la fibre spéciale de Xsing (resp. Xsing = ∅).
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On dira qu’un D-schéma formel X ttf est génériquement lisse si sa fibre
générique XK → SpmK est lisse comme K-espace rigide, i.e. vérifie un critère
jacobien analogue à celui vérifié par les schémas lisses (cf. [7]).

Remarque 2.1.10. — Si X → D est un D-schéma formel sttf lisse, il découle
de la définition que X est admissible, de fibre spéciale réduite et donc réduit
(cf. remarque 2.1.3).

3. Foncteur de Greenberg et (pro)-schéma associé à
un schéma formel

3.1. La construction. — Nous allons construire un foncteur

Gr : Formsttf
/D
−→ ProSch/k

de la catégorie des D-schémas formels sttf dans la catégorie des pro-k-schémas.
Rappelons quelques résultats de [13] et [6, § 9.6]. Remarquons que, lorsque R

est un anneau d’égales caractéristiques et après avoir fixé un relèvement de k
à R, l’anneau Rn peut être interprété comme l’ensemble des k-points d’un
espace affine Am

k de dimension m. Si R est d’inégales caractéristiques, Rn n’est
plus une k-algèbre, mais, en utilisant les vecteurs de Witt, peut encore être
considéré comme l’ensemble des k-points d’un k-schéma en anneaux, Rn, k-
isomorphe, en tant que schéma, à un espace affine Am

k (cf. [6, p. 276]). Pour
tout n ≥ 0, considérons le foncteur h∗n qui à un k-schéma associe :

(i) le k-schéma h∗n(T ) := T ⊗k Rn, en égales caractéristiques ;
(ii) l’espace localement annelé h∗n(T ), dont l’espace topologique sous-jacent

est T et le faisceau structural est Hom(T,Rn).

Soit A une k-algèbre. On pose

L(A) =

{
A, si R est un anneau d’égales caractéristiques,

W (A), si R est un anneau d’inégales caractéristiques.

En particulier, pour toute k-algèbre A (parfaite, si R est d’inégales caracté-
ristiques),

h∗n(SpecA) =: h∗n(A) = Spec
(
Rn ⊗L(k) L(A)

)
.

Remarque. — L’hypothèse « k parfait » est essentielle dans le cas où R est
un anneau d’inégales caractéristiques.

Dans [13], Greenberg a montré que, pour tout Rn-schéma Xn localement de
type fini, le foncteur

T 7−→ HomRn

(
h∗n(T ), Xn

)

de la catégorie des k-schémas dans celle des ensembles est représentable par un
k-schéma Grn(Xn) qui est localement de type fini (i.e. le foncteur h∗n admet un
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adjoint à droite que l’on note Grn) et vérifie, pour toute k-algèbre A (parfaite,
si R est d’inégales caractéristiques),

Grn(Xn)(A) ' Xn

(
Rn ⊗L(k) L(A)

)
.

En particulier, si A = k, on a

Grn(Xn)(k) ' Xn(Rn).

Rappelons un résultat démontré par Greenberg dans [13] (cf. th., p. 643) et
par Bosch, Lütkebohmert et Raynaud dans [6, p. 196 et suivantes] :

Théorème 3.1.1. — Le foncteur Grn, défini de la catégorie des Rn-schémas
de type fini dans celle des k-schémas de type fini, vérifie les propriétés sui-
vantes :

1) Grn préserve les immersions ouvertes et fermées et commute aux produits
fibrés ;

2) Grn transforme les Rn-schémas affines en k-schémas affines et les Rn-
schémas séparés en k-schémas séparés ;

3) Si Xn est un Rn-schéma de type fini et (Xn,i)i∈I un recouvrement fini
de Xn par des ouverts affines, alors il existe des k-isomorphismes de schémas
canoniques Grn(Xn,i ∩Xn,j) ' Grn(Xn,i) ∩Gr(Xn,j) et le k-schéma Grn(Xn)
s’obtient en recollant les Grn(Xn,i) le long de ces intersections.

Soit X un D-schéma formel sttf. Les morphismes canoniques Rn+1 → Rn,
induisent alors, notamment par adjonction, pour tout n ∈ N, des k-morphismes

θn+1
n : Grn+1(Xn+1) −→ Grn(Xn)

qui font de la suite (Grn(Xn))n∈N un système projectif dans la catégorie des
k-schémas de type fini et séparés (car, pour tout n, le k-schéma Xn est séparé
par hypothèse). Enfin, comme un recouvrement (fini) de X par des ouverts
formels affines induit un recouvrement des Grn(Xn) (cf. théorème 3.1.1), ces
morphismes de transition sont affines et leur limite lim←−Grn(Xn) existe dans la
catégorie des k-schémas.

Soit T un k-schéma. On définit h∗(T ) comme l’espace localement annelé :

(i) lim←− T ⊗k Rn, i.e. le complété t-adique du R-schéma T ⊗k R, si R est
d’égales caractéristiques ;

(ii) (T, lim←−Homk(T,Rn)), si R est d’inégales caractéristiques.

Cet espace localement annelé est muni d’un morphisme vers D.

Proposition 3.1.2. — Soit X un D-schéma formel sttf. Le foncteur

T 7−→ HomD

(
h∗(T ), X

)

de la catégorie des k-schémas dans celle des ensembles est représentable par un
k-schéma canoniquement isomorphe à lim←−Grn(Xn).
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Démonstration. — La définition de h∗(T ) implique l’existence d’une bijection
canonique :

HomD

(
h∗(T ), X

)
−→ lim←−HomRn

(
h∗n(T ), Xn

)
.

L’assertion découle des propriétés universelles des k-schémas Grn(Xn).

Nous posons

Grn(X) :=
(
Grn(Xn)

)
red
, Gr(X) := lim←−

(
Grn(Xn)red

)
'

(
lim←−Grn(Xn)

)
red
.

On a donc construit un foncteur Gr de la catégorie des D-schémas formels
sttf dans la catégorie des pro-k-schémas, comme composé des foncteurs défi-
nis ci-dessus. Les définitions entrâınent que, pour toute extension F de k, les
applications canoniques

Grn(X)(F ) −→ Grn(Xn)(F ), Gr(X)(F ) −→
(
lim←−Grn(Xn)

)
(F )

sont des bijections.

Exemples 3.1.3. — 1) Dans le cas d’égales caractéristiques, R ' k[[π]]. Soit
X une variété algébrique sur k. On peut alors considérer le Rn-schéma X⊗kRn
pour tout n ∈ N. Il découle des définitions que Grn(X⊗kRn) est isomorphe au
k-schéma Ln(X) considéré dans [10]. On en déduit en particulier que L(X) '
Gr(X⊗̂kR), où X⊗̂kR est simplement le complété π-adique de X ⊗k R.

2) Il découle des définitions que le k-schéma Gr0(X0) est canoniquement
isomorphe à X0.

3.2. Les notations. — 1) Soit A une k-algèbre. On pose L(A) = A si R
est un anneau d’égales caractéristiques et L(A) = W (A) si R est un anneau
d’inégales caractéristiques. On notera par RA l’anneau RA := R ⊗̂L(k)L(A).
Si F est un corps contenant k, on notera KF le corps des fractions de RF .
On peut remarquer alors, que, si k est supposé parfait, l’extension R→ RF est
d’indice de ramification 1 au sens de [6, § 3.6]. En particulier, on a une bijection
canonique

Gr(X)(F ) ' X(RF ).

2) Si x ∈ Gr(X) et κ(x) ⊃ k son corps résiduel, on note ϕx : Spf Rκ(x) → X
le D-morphisme de schémas formels correspondant à x par adjonction.

3) Si F est un corps contenant k, l’anneau RF n’est pas en général un anneau
de valuation discrète (si R est d’inégales caractéristiques). Toutefois, l’anneau
RF s’identifie à l’ensemble FN. L’élément y ∈ RF peut donc s’identifier à la
suite (yi)i∈N, yi ∈ F pour tout i. Quand F est parfait, y ∈ RF appartient à
(π)n si et seulement si yi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. Pour F quelconque, on
note πjy la suite dont les j premiers termes sont nuls et telle que (πjy)i = yi−j
pour tout i ≥ j. Si i ≤ j et si z = πjy ∈ RF , on note π−iz := πj−iy. S’il existe
y ∈ RF tel que z = πjy, on utilise parfois la notation z ≡ 0 mod (πj) ou
encore z ∈ πj . Enfin, si x ∈ RnF , on note πjx := (πjxi)1≤i≤n.
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4) Pour tout n ∈ N, les morphismes canoniques seront toujours notés de la
manière suivante :

Gr(X)
πn,X

//

πn−1,X &&L
LLLLLLLLL
Grn(X)

θnn−1,X
��

Grn−1(X).

Les morphismes πn,X (ou πn) sont les morphismes de troncation. Les mor-
phismes θnn−1,X (ou θnn−1) sont les morphismes de transition.

5) Soit Y un D-schéma formel sttf. Soit h : Y → X un D-morphisme de
schémas formels. On notera encore h le k-morphisme de schémas Gr(h) et hn
le k-morphisme Grn(h), pour tout n ∈ N. Ces morphismes h et hn rendent
commutatif le diagramme suivant :

Gr(Y )
h //

πn,Y
��

Gr(X)

πn,X
��

Grn(Y )
hn // Grn(X).

3.3. Les propriétés et la définition par recollement

Lemme 3.3.1. — Si X est un D-schéma formel ttf affine de fibre généri-
que XK , l’ensemble des points rationnels de Gr(X) s’identifie à un sous-
ensemble de l’espace sous-jacent à XK.

Démonstration. — Ce lemme découle du lemme 3.4 de [4].

Proposition 3.3.2. — 1) Le foncteur Gr préserve les immersions ouvertes
et fermées, les produits fibrés, et transforme D-schémas formels affines en k-
schémas affines.

2) Soit X un D-schéma formel sttf et soit (Oi)i∈J un recouvrement fini de X
par des sous-schémas formels ouverts affines. Il existe des isomorphismes ca-
noniques Gr(Oi ∩Oj) ' Gr(Oi) ∩Gr(Oj) et le k-schéma Gr(X) est obtenu en
recollant les Gr(Oi).

3) Si X est un D-schéma formel sttf, le k-schéma Gr(X) est quasi-compact.

Démonstration. — L’assertion 3) découle de 2). Les autres propiétés se dé-
duisent directement du lemme 3.1.1.

Lemme 3.3.3. — Soit X un D-schéma formel sttf. Alors le k-morphisme de
schémas canonique

Gr(Xred) ↪−→ Gr(X)

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Comme Gr(X) et Gr(Xred) sont réduits par construction, il
nous suffit de vérifier que ces deux schémas ont même espace topologique sous-
jacent. Soit x ∈ Gr(X). Par adjonction, il correspond à un point géométrique
au-dessus de x, un D-morphisme de schémas formels ϕ : Spf Rk′ → X , où k′

est une clôture algébrique de κ(x), le corps résiduel de x dans Gr(X). Comme
Spf Rk′ est réduit, le morphisme ϕ se factorise par Xred. En particulier, x
appartient à Gr(Xred).

Rappelons (cf. [24]) la définition d’une algèbre de Tate analytiquement sépa-
rable.

Définition 3.3.4. — Soit A une algèbre de Tate intègre définie par un idéal

a ⊂ K{X1, . . . , XN}.
On dit que A est analytiquement séparable si l’anneau

K{X1, . . . , XN}/aK{X1, . . . , XN}
est réduit, où K est le complété d’une clôture algébrique de K. Dire que A n’est
pas analytiquement séparable équivaut à dire queK est de caractéristique p > 0
et que K1/p{X1, . . . , XN}/aK1/p{X1, . . . , XN} n’est pas réduit.

Proposition 3.3.5. — Soient X un D-schéma formel admissible, réduit, dont
la fibre générique est irréductible et de dimension d, et Xsing le sous-D-schéma
formel fermé de X défini au § 2.1.5. Soient XK la fibre générique de X et
(Xrig

sing)K celle de Xsing. Alors ou bien (Xrig
sing)K est de codimension au moins 1

dans XK ; ou bien, pour tout ouvert affine U → X sttf, il existe un sous-D-
schéma formel fermé ZU ↪→ U tel que :

1) la fibre générique (ZU )K de ZU est de codimension au moins 1 dans XK ;

2) le morphisme de k-schémas formels Gr(ZU ) ↪→ Gr(U) est bijectif.

Démonstration. — La question étant locale en X , on peut supposer que X :=
Spf A est affine défini dans R{X1, . . . , XN} par un idéal I . Soit IK := I ⊗RK.
Par hypothèse, l’idéal IK est premier.

Premier cas : supposons que AK := A ⊗R K est analytiquement séparable.
Dans [24], Schappacher a montré que le lieu singulier de XK est contenu stric-

tement dans XK . En particulier, ceci implique que la dimension de (X rig
sing)K

est strictement inférieure à d (car (X rig
sing)K est un fermé de XK et XK est

irréductible).

Deuxième cas : supposons que AK := A⊗RK n’est pas analytiquement sépa-
rable. Par un argument d’analyse ultramétrique utilisé par Schappacher [24],
l’hypothèse entrâıne qu’il existe g ∈ K{X1, . . . , XN} vérifiant les propriétés
suivantes : g 6∈ IK et g(ϕ) = 0 pour tout ϕ ∈ Gr(X)(F ) pour tout corps
parfait F contenant k. Quitte à multiplier par une puissance de π, on peut
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12 SEBAG (J.)

supposer en outre que g ∈ R{X1, . . . , XN}. Le sous-D-schéma formel fermé
défini par l’idéal I + g est une solution au problème.

Lemme 3.3.6. — Soit h : Y → X un D-morphisme étale de schémas for-
mels sttf. Alors le k-schéma Grn(Yn) est (canoniquement) isomorphe au
k-schéma Grn(Xn)×X0

Y0, pour tout n ∈ N.

Démonstration. — Dans le cas où X est le complété π-adique d’une variété
sur k, cette preuve est également faite dans [17]. On peut supposer X et Y
affines. Soit S = SpecA un k-schéma affine. Ici Grn(X) := lim←−n Grn(Xn). La

donnée d’un k-morphisme S → Grn(Xn) ×X0
Y0 équivaut à celle d’un dia-

gramme commutatif de k-morphismes :

S //

��

Grn(X)

θn0
��

Y0
h0 // X0.

Par adjonction, celle-ci équivaut à la donnée du diagramme commutatif de Rn-
morphismes

h∗n(A) // Xn

Yn

hn
>>}}}}}}}}

X0

aaBBBBBBBB

S

u

OO

//

<<x
x

x
x

x
Y0.

aaBBBBBBBB

h0

=={{{{{{{{

Comme le Rn-morphisme u est une immersion nilpotente et que le Rn-
morphisme hn est étale (cf. § 2.1.9), il existe un unique Rn-morphisme
v : h∗n(A) → Yn, qui complète le diagramme ci-dessus en un diagramme de
Rn-morphismes de schémas, où tous les triangles sont commutatifs

h∗n(A)

v
""E

E
E

E
// Xn

Yn

hn
>>}}}}}}}}

X0

aaBBBBBBBB

S

u

OO

//

<<xxxxxxxxx
Y0.

aaBBBBBBBB

h0

=={{{{{{{{

Par adjonction, on déduit l’existence d’un k-morphisme de schéma tel que v :
S → Grn(Y ). L’unicité de ce morphisme découle de la construction.
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3.4. Le cas lisse. — Dans le cas où X est un D-schémas formels sttf lisse,
le schéma de Greenberg associé présente quelques propriétés remarquables.

Exemple 3.4.1. — SiX=BdR, le k-schéma Grn(X) est k-isomorphe à A
(n+1)d
k .

Lemme 3.4.2. — Soit X → D un D-schéma formel sttf, lisse, de pure dimen-
sion relative d. Alors on a les propriétés suivantes :

1) pour tout n ∈ N et tout m ≥ n, les k-morphismes πn,X et θmn sont
surjectifs ;

2) pour tout n ∈ N, le k-morphisme θn+1
n est une fibration localement triviale

de fibre Ad
k pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — L’assertion 1) peut se voir directement comme une consé-
quence du lemme de Hensel (cf. [9, chap. III, § 4, no 6, cor. 2]) ou comme une
conséquence de 2). Comme X est lisse, pour tout x ∈ X0, il existe un sous-
D-schéma formel affine U ↪→ X , ouvert contenant x, et un D-morphisme de

schémas formels étale U → BdR. Le lemme 3.3.6 et Grn(BdR) = A
(n+1)d
k assurent

le résultat.

4. Cylindres et leur mesure

4.1. Les anneaux de Grothendieck.— Soit k un corps. On noteK0(Var/k)
le groupe abélien engendré par les symboles [S], pour S une variété sur k (i.e. un
k-schéma de type fini réduit et séparé), avec les relations [S] = [S ′] si S et S′

sont isomorphes et [S] = [S ′] + [S\S′] si S′ est une sous-variété fermée de S.
Ce groupe possède une structure naturelle d’anneau, dont le produit est induit
par le produit fibré. La classe de Spec k est l’élément neutre de cet anneau ; on
la note 1. En référence au motif de Lefschetz, on note également L la classe de
la droite affine dans K0(Var/k).

Remarque 4.1.1. — Comme l’a prouvé Poonen dans [22], cet anneau n’est
pas intègre. Par ailleurs la définition de K0(Var/k) explique pourquoi l’on a
muni Grn(Xn) de sa structure réduite.

Soit S une k-variété. Tout sous-ensemble constructible C de S peut s’écrire
comme réunion finie disjointe de sous-k-variétés de S, i.e. il existe des sous-k-
variétés (Si)1≤i≤n de S telles que

C =
⊔

1≤i≤n

Si.

À tout ensemble constructible C de S, on peut donc associer naturellement une
unique classe [C] dans K0(Var/k) de sorte que, si C et C ′ sont deux ensembles
constructibles d’une variété S, on a la relation [C ∪C ′] = [C] + [C ′]− [C ∩C ′].
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On désigne par

Mk := K0(Var/k)[L
−1]

le localisé de K0(Var/k) par rapport au système multiplicatif {1,L,L2, . . .}.
Soient FmMk le sous-groupe de Mk engendré par les [S]L−i tels que

dimS − i ≤ −m, et M̂k le séparé complété de Mk suivant cette filtration.

On note Mk l’image de Mk dans M̂k.

La filtration F • définit une topologie métrisable sur M̂k. L’application

‖ ‖ : M̂k −→ R≥0

définie par

‖a‖ =

{
2−n si a ∈ FnM̂k et a 6∈ Fn+1M̂k,

0 a = 0,

est la norme induite par cette filtration. Elle munit M̂k d’une structure d’anneau
normé non archimédien, séparé et complet.

4.2. Les fibrations par morceaux. — Nous allons définir la notion de
fibration localement triviale par morceaux, qui correspond à l’idée de fibration
localement triviale pour la topologie constructible (cf. [16, 7.2.11] pour une
définition de la topologie constructible).

Définition 4.2.1. — SoientX , Y et F trois k-schémas,A (resp. B) une partie
constructible de X (resp. Y ). Supposons que F est de type fini.

1) On dit que l’application π : B → A est une fibration triviale par morceaux
de fibre F , s’il existe une partition finie de A par des sous-ensembles S loca-
lement fermés dans X tel que la restriction de π à π−1(S) soit induite par un
morphisme de k-schémas Y → X et tel que π−1(S), qui est localement fermé
dans Y , soit isomorphe en tant que k-schéma, à S ×k F , π correspondant, par
cet isomorphisme à la projection S ×k F → S.

2) On dit que l’application π est une fibration triviale par morceaux sur C,
avec C un sous-ensemble constructible de B, si la restriction de π à π−1(C),
i.e. π|π−1(C) : π−1(C)→ C, est une fibration triviale par morceaux.

Lemme 4.2.2. — Soient X et Y deux k-variétés. Soient A (resp. B) une partie
constructible de X (resp. Y ). Si π : B → A est une fibration triviale par
morceaux de fibre F , on a dans Mk la formule

[B] = [A] · [F ]

Démonstration. — Ceci découle de la formule d’additivité de [ ] dans Mk

(cf. § 4.1).
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Théorème 4.2.3. — Soient X et Y deux k-variétés, et F un k-schéma de type
fini. Soient A et B deux ensembles constructibles de X et Y respectivement. Soit
h : B → A une application induite par un k-morphisme de schémas Y → X.
Alors cette application h est une fibration localement triviale par morceaux de
fibre F si et seulement si, pour tout x ∈ B, la fibre π−1(x) est un κ(x)-schéma
isomorphe à Fκ(x) := F ⊗k κ(x).

Démonstration. — Il est clair que, si h est une fibration localement triviale
par morceaux, alors, pour tout x ∈ B, la fibre π−1(x) est κ(x)-isomorphe à
Fκ(x). Réciproquement, supposons que h vérifie cette dernière hypothèse. Il
nous faut donc prouver l’existence d’une partition finie de B en sous-k-variétés
localement fermées, au-dessus desquelles h s’identifie à une projection. Par dé-
finition, il existe une partition finie (Si)i∈I de A en sous-k-variétés localement
fermées de X . Il est clair qu’il nous suffit de prouver l’existence d’une telle par-
tition sur chaque Si, i ∈ I . On peut donc supposer que B = h−1(S), A = S et
S ↪→ X une sous-k-variété localement fermée de X . Le lemme 4.2.4 ci-dessous
assure l’existence d’un ouvert U0 ↪→ S, dense dans S, tel que la restriction
de h à h−1(U0) s’identifie au k-morphisme canonique U0 ×k F → U0. Posons
Z0 := S\U0. Par définition, Z0 ↪→ S est une sous-k-variété fermée de S et loca-
lement fermée dans X . En appliquant à nouveau le lemme 4.2.4 à Z0, on déduit
l’existence d’un ouvert U1 de Z0 dense et de complémentaire Z1 (dans Z0). Par
suite, il existe, en réitérant ce raisonnement, une suite décroissante de parties
fermées dans S

· · · ⊂ Zn ⊂ Zn−1 ⊂ · · · ⊂ Z0 ⊂ S,
tels que Zi est d’intérieur vide dans Zi−1. Comme S est noethérien, il existe
un entier N ∈ N tel que ZN est vide. Ceci signifie que

S =
⊔

0≤j≤N

Uj .

Par ailleurs, par construction, h s’identifie au-dessus de chaque Uj , qui est
localement fermé dans X , à la projection Uj ×k F → Uj .

Lemme 4.2.4. — Soient V , W deux k-schémas de type fini et F un k-schéma
de type fini. Soit p : W → V un k-morphisme de schémas tel que, pour tout
x ∈ V , le κ(x)-schéma p−1(x) est κ(x)-isomorphe à Fκ(x). Alors il existe un

ouvert dense U de V et un k-isomorphisme p̃ : p−1(U) → U ×k F tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

p−1(U)

p
��

p̃
// U ×k F

yysssssssssss

U.
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Démonstration. — La propriété étant locale sur la base, on peut supposer que
V := SpecA, où A est une k-algèbre de type fini. On peut supposer en outre
que V est irréductible. Ce lemme est alors une conséquence directe du théo-
rème 8.8.2 de [15] et de son corollaire 8.8.2.5.

4.3. Les cylindres.— Fixons un D-schéma formel sttf X de dimension rela-
tive d.

Définition 4.3.1. — On dit qu’une partie A de Gr(X) est un sous-ensemble
cylindrique de rang n de Gr(X) (ou plus simplement un n-cylindre de Gr(X)),
si A = π−1

n,X (C), où C désigne une partie constructible de Grn(X). On dit que A
est un cylindre si A est un cylindre d’un certain rang n.

On dit qu’une partie A de Gr(X) est un pro-cylindre (resp. un ind-cylindre)
si elle est intersection (resp. réunion) de cylindres.

Lemme 4.3.2. — Soit A un cylindre de rang n de Gr(X). Alors

A = π−1
n,X

(
πn,X(A)

)
.

Démonstration. — Cet énoncé se déduit facilement du fait que, par définition,
A := π−1

n,X(An) avec An ensemble constructible de Grn(X).

Exemples 4.3.3. — 1) L’espace Gr(X) est un 0-cylindre, puisque π−1
0,X(X0) =

Gr(X).

2) Soit U ↪→ X un sous-D-schéma formel ouvert de X quasi-compact. Le
k-schéma Gr(U) ↪→ Gr(X) est un 0-cylindre de Gr(X) de rang 0. Plus précisé-
ment, on a l’égalité

Gr(U) = π−1
0,X

(
Gr0(U)

)
.

3) Soit Z ↪→ X un sous-D-schéma fermé de X . Alors Gr(Z) est un pro-
cylindre. En effet, on a l’égalité

Gr(Z) =
⋂

n∈N

π−1
n,X

(
Grn(Z)

)
.

Proposition 4.3.4. — Tout cylindre est un sous-ensemble constructible
de Gr(X).

Démonstration. — Ce lemme découle du fait que l’image inverse d’un construc-
tible est constructible (cf. [16, § 7, prop. 7.1.2]).

Lemme 4.3.5. — Si A est un cylindre de rang n, alors A est aussi un cylindre
de rang m, pour tout m ≥ n.
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Démonstration. — Ce lemme découle de la commutativité du diagramme

Gr(X)
πm,X

//

πn,X %%K
KKKKKKKK
Grm(X)

θmn
��

Grn(X)

et du fait que l’image inverse d’un constructible est constructible (cf. [16, § 7,
prop. 7.1.2]).

On note CX l’ensemble des cylindres de Gr(X).

Proposition 4.3.6. — L’ensemble CX des cylindres de Gr(X) est un anneau
booléen. Autrement dit :

1) les ensembles Gr(X) et ∅ appartiennent à CX ;

2) l’ensemble CX est stable par intersection finie ;

3) l’ensemble CX est stable par réunion finie ;

4) l’ensemble CX est stable par passage au complémentaire.

Démonstration. — Grâce au lemme 4.3.5, on se ramène au cas de cylindres de
même rang. Cette proposition découle alors du fait que les parties constructibles
d’un ensemble vérifient ces propriétés et de la stabilité de ces propriétés pour
l’image inverse (cf. [16, § 7, prop. 7.1.2]).

Lemme 4.3.7. — Soit (Ai)i∈I une famille de cylindres de Gr(X). Si A :=⋃
i∈I Ai est également un cylindre, alors il existe un sous-ensemble J fini de I

tel que A =
⋃
i∈J Ai. Plus généralement, si A est un pro-cylindre contenu dans

la réunion des cylindres Ai, i ∈ I, il existe un sous-ensemble J fini de I tel que
A ⊂ ⋃

i∈J Ai.

Démonstration. — En remarquant que Gr(X) est quasi-compact (obtenu par
recollement d’un nombre fini d’ouverts affines), ce lemme est une conséquence
de la quasi-compacité de la topologie constructible (cf. [16, § 7, prop. 7.2.13]).

Le résultat suivant, qui est une reformulation d’un théorème de Schappacher
[24], est l’analogue du théorème de Greenberg [14] dans le cadre de la théorie
des schémas formels (cf. loc. cit. pour les énoncés originaux).

Théorème 4.3.8. — Soit R un anneau de valuation discrète complet et X un
D-schéma formel admissible. Pour tout n ≥ 0, il existe un entier mX(n) ≥ n,
ne dépendant que de X, tel que, pour tout corps parfait F contenant k,
et tout x ∈ X(RF /(π)mX (n)), l’image de x dans X(RF /(π)n) peut être relevée
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en x̃ ∈ X(RF ). On appelle fonction de Greenberg du schéma formel X l’appli-
cation qui à n ∈ N associe le plus petit des entiers mX(n) définis ci-dessus.
On notera γX cette application.

Ce théorème permet de démontrer le lemme suivant, qui joue un rôle crucial
dans la définition de la mesure motivique au niveau des cylindres.

Lemme 4.3.9. — L’image πn,X(Gr(X)) de Gr(X) dans Grn(X) est un en-
semble constructible de Grn(Xn). Plus généralement, si A est un cylindre de
rang m de G(X), alors πn,X(A) est un ensemble constructible de Grn(X), pour
tout n ≥ 0.

Démonstration. — Il nous suffit de démontrer la seconde assertion. Par défini-
tion, il existe un ensemble constructible Cm de Grm(X) tel que A = π−1

m (Cm)
(on omettra l’indice X dans πn,X). On peut supposer que m = n. En effet,
si n ≥ m, le lemme 4.3.5 assure que A est un n-cylindre ; si m ≥ n, la rela-
tion πn(A) = θmn (πm(Am)) et un théorème de Chevalley (cf. [16, § 7, th. 7.1.4])
entrâıne que, si πm(A) est constructible, πn(A) l’est aussi. Le théorème de
Greenberg 4.3.8 implique que

πn(A) = θγX(n)
n

(
(θγX (n)
n )−1(Cn)

)
.

Le théorème de Chevalley déjà cité permet alors de conclure.

Définition 4.3.10. — Si d est la dimension relative de X , on dit qu’un sous-
ensemble A de Gr(X) est un cylindre stable de rang n si :

1) l’ensemble A est un cylindre de rang n ;

2) pour tout m ≥ n, la restriction du morphisme de transition

πm+1,X

(
Gr(X)

)
−→ πm,X

(
Gr(X)

)

est une fibration triviale par morceaux de fibre Ad
k sur πm,X(A).

Exemple 4.3.11. — Soit e ∈ N. Un exemple important de cylindre est le

sous-ensemble Gr(e)(X) de Gr(X) défini par

Gr(e)(X) := Gr(X)\(π−1
e,X(Gre(Xsing))).

On en déduit que

Gr(X) =
( ⋃

e∈N

Gr(e)(X)
)
tGr(Xsing).

En fait, nous allons montrer (cf. lemme 4.5.4) que ce cylindre est e-stable.

Soit C0,X la famille des sous-ensembles cylindriques de Gr(X) qui sont
stables pour un certain rang n.
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Proposition 4.3.12. — L’ensemble C0,X des cylindres stables de Gr(X) est
un idéal de CX. Autrement dit, il vérifie les propriétés suivantes :

1) L’ensemble C0,X est contenu dans CX et contient ∅.

2) Si A,B ∈ C0,X sont deux cylindres stables disjoints, alors leur réunion
est un cylindre stable.

3) Si A ∈ C0,X et B ∈ CX , alors A ∩ B est un cylindre stable.

Démonstration. — Ces propriétés découlent de la proposition 4.3.6 et de la
définition des cylindres stables.

L’intérêt des cylindres stables est que l’on peut définir une mesure « näıve »
sur cet ensemble de la manière suivante.

Proposition 4.3.13. — 1) Il existe une unique application additive

µ0,X : C0,X −→Mk

tel que µ0,X(A) = [πn,X (A)]L−(n+1)d, pour tout cylindre A stable au rang n.

2) L’application A 7→ µ0,X(A) est σ-additive sur C0,X .

3) Pour A et B dans C0,X , on a
∥∥µ0,X(A ∪ B)

∥∥ ≤ max
(
‖µ0,X(A)‖, ‖µ0,X(B)‖

)
.

Si A ⊂ B, on a ‖µ0,X(A)‖ ≤ ‖µ0,X(B)‖.

Démonstration. — Soit A un cylindre stable de rang n de Gr(X). Comme,
par définition, l’application θmn est sur πn(A) une fibration localement triviale
par morceaux de fibre Ad

k pour tout m ≥ n, on a dans Mk la relation
[
πm,X(A)

]
=

[
πn,X(A)

]
L(m−n)d.

Cette relation montre que l’application µ0,X est bien définie. L’additivité de
l’application [ ] entrâıne l’additivité de µ0,X . Pour la σ-additivité, on se ramène
au cas de l’additivité grâce au lemme 4.3.7. La dernière assertion découle de la
définition de la norme.

4.4. Une estimation de la dimension des fibres des morphismes de
transition. — Les lemmes précédents permettent de borner la dimension des
fibres des morphismes θmn,X .

Lemme 4.4.1. — Soit X un D-schéma formel sttf, dont la fibre générique XK

est de dimension d. Alors :

1) pour tout n ∈ N, dimπn,X(Gr(X)) ≤ (n+ 1)d ;

2) pour tout n,m ∈ N, tel que m ≥ n, les fibres de

πm,X
(
Gr(X)

)
−→ πn,X

(
Gr(X)

)

sont de dimension inférieure à (m− n)d.
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Démonstration. — Supposons connue l’assertion 4.4.1, 2). Appliquons-la aux
entiers n ≥ 0 et 0. On a donc

dimπn
(
Gr(X)

)
≤ nd+ dimπ0

(
Gr(X)

)
≤ (n+ 1)d.

Pour montrer l’assertion 4.4.1, 2), il nous suffit de prouver que, pour tout n ∈ N,
la dimension de chaque fibre du morphisme πn+1(Gr(X)) → πn(Gr(X)) est
inférieure ou égale à d. La stratégie est alors d’identifier ces fibres à des sous-
schémas d’un schéma de dimension d.

On peut supposer queX est affine de la forme SpfR{x1, . . . , xN}/(f1, . . . ,fm).

Posons f := (f1, . . . ,fm). Soit x ∈ Gr(X). Soit ξ̃ ∈ Gr(X)(κ(x)alg) le
k-morphisme qui correspond à un point géométrique au-dessus de x et
ξ ∈ (Rκ(x)alg)

N le N -uplet de (Rκ(x)alg)
N qui correspond à ce morphisme. On

peut supposer que k = κ(x)alg et que ϕ ∈ RN . Soit Y le R-schéma formel
affine ttf défini par le système de séries formelles restreintes

g(y) = f(ξ + πn+1y), avec y := (y1, . . . , yN ) ∈ Spf R{y}.
Le K-morphisme d’algèbres topologiques qui à xi associe ξi+πn+1yi pour tout
1 ≤ i ≤ N induit un isomorphisme d’espaces rigides entre Xrig et Yrig. En
particulier, Yrig est de dimension d. Il existe un R-modèle Y ′ de Yrig défini,
dans BNR , par le système d’équations g(y)/πn+1. Tout point de la fibre est alors
contenu dans la fibre spéciale Y ′

0 de Y ′. Le théorème 1 établi par Oesterlé [21]
(cf. théorème 2.1.7) assure alors que la fibre est de dimension au plus d.

Signalons cette conséquence du lemme 4.4.1.

Lemme 4.4.2. — Soit X un D-schéma formel admissible, dont la fibre géné-
rique XK est de dimension d et soit S un sous-D-schéma formel fermé, dont la
fibre générique SK est de dimension strictement inférieure à d. Soit γS la fonc-
tion de Greenberg pour S. Alors pour tous n, i, e ∈ N, tels que n ≥ i ≥ γS(e),
πn,X(π−1

i,X Gre(S)) est de dimension inférieure à (n + 1)d − e − 1. Autrement

dit, pour tous n ≥ i ≥ γS(e),
[
πn,X

(
π−1
i,X (Gri(S))

)]
· L−(n+1)d ∈ F e+1Mk.

Démonstration. — On peut supposer que i = γS(e). Par le lemme 4.4.1, 2)
appliqué à la projection

πn,X
(
π−1
γS(e),X(GrγS(e)(S))

)
−→ πe,X

(
π−1
γS(e),X(GrγS(e)(S))

)

on obtient l’inégalité

dimπnX
(
π−1
γS(e),X(GrγS(e)(S))

)
≤ (n− e)d+ dimπe,X

(
π−1
γS(e),X(GrγS(e)(S))

)
.

Par ailleurs, par définition de la fonction de Greenberg,

πe,X
(
π−1
γS(e),X(GrγS(e)(S))

)
= πe,X

(
Gr(S)

)
.

tome 132 – 2004 – no 1
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Le lemme 4.4.1, 1), assure que dimπe,X(Gr(S)) ≤ (e + 1)(d − 1). Le résultat
découle du fait que (n− e)d+ (e+ 1)(d− 1) = (n+ 1)d− e− 1.

Corollaire 4.4.3. — Soit X un D-schéma formel admissible. Soit B un cy-
lindre de Gr(X) de rang m tel qu’il existe un sous-D-schéma formel Z de
X génériquement de codimension 1, dont le k-schéma de Greenberg associé
contient B. Alors, pour tout n ≥ max(m, γZ(e)),

[
πn,X(B)

]
· L−(n+1)d ∈ F e+1Mk.

4.5. La mesure pour les cylindres. — Soit e ∈ N. Posons

Gr(e)(X) := Gr(X)\π−1
e,X (Gre(Xsing)) .

Cet ensemble est un e-cylindre par définition. Rappelons un résultat d’algèbre
commutative :

Lemme 4.5.1. — Soit X := Spf A un D-schéma formel affine admissible, pu-
rement de dimension relative d. Si A := R{x1, . . . , xN}/I, alors Xsing est le
sous-D-schéma formel de X défini par le radical dans A de l’idéal

∑
∆(f1, . . . , fN−d)

(
(f1, . . . , fN−d) : I

)
.

La somme est prise sur l’ensemble des (N − d)-uplets (f1, . . . , fN−d) ∈ I et la
notation ∆(f1, . . . , fN−d) désigne l’idéal engendré par les mineurs d’ordre N−d
de la matrice jacobienne

(∂fj
∂xi

)
1≤j≤N−d,1≤i≤N

.

Démonstration. — La preuve du théorème 4.1 de [26] s’adapte sans difficulté.

Les lemmes 4.5.2 et 4.5.3 vont intervenir dans la démonstration du lemme
clé 4.5.4.

Lemme 4.5.2. — Soit X := Spf R{X1, . . . , XN}/I ↪→ BNR un D-schéma for-
mel admissible, purement de dimension relative d. Alors il existe un entier
cX ∈ N\{0} tel que pour tout x ∈ Gr(X)\π−1

e,X(Gre(Xsing)), on peut trouver
des séries formelles restreintes f1, . . . , fN−d appartenant à l’idéal I, h appar-
tenant au conducteur de I dans (f1, . . . , fN−d) et δ appartenant à l’ensemble
des mineurs d’ordre (N −d) de la matrice jacobienne (∂fi/∂xj)1≤i≤N−d,1≤j≤N

de sorte que, si Z ↪→ X est le sous-D-schéma formel fermé de X défini par
l’idéal I + (hδ), on a

x 6∈ π−1
cXe+1,X

(
GrcXe+1(Z)

)
.
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Démonstration. — Si J est l’idéal engendré par les éléments

g ∈
∑

∆(f1, . . . , fN−d)
(
(f1, . . . , fN−d) : I

)
,

la somme étant prise sur les (N − d)-uplets (fi1 , . . . , fiN−d
) ∈ I , alors le

lemme 4.5.1 assure que Xsing est défini par l’idéal
√
I + J . Soit cX le plus

petit des entiers naturels c tels que
(√
I + J

)c ⊂ I + J .

Soient x ∈ Gr(e)(X) de corps résiduel k′ := κ(x) ⊃ k et ϕ : Spf Rk′ → X le
D-morphisme de schémas formels correspondant à x. Par hypothèse, il existe
g ∈
√
I + J tel que

g(ϕ) 6≡ 0 mod (πe+1).

En particulier, ceci implique l’existence d’un élément u ∈ J tel que

u(ϕ) 6≡ 0 mod (πcXe+1).

L’idéal J étant engendré par les éléments hδ, avec h appartenant au conducteur
de I dans (fi1 , . . . , fiN−d

) et δ un mineur d’ordreN−d de la matrice jacobienne
de ce système, on peut supposer que u = hδ. Le résultat cherché est alors
une simple retraduction de la dernière congruence.

Lemme 4.5.3. — Soit X un D-schéma formel affine admissible et purement
de dimension d, d’algèbre A := R{X1, . . . , XN}/I. Soit ΛN−d l’ensemble des

(N − d)-uplets (f1, . . . , fN−d) ∈ I. À f ∈ ΛN−d on associe le D-schéma formel
sttf affine Z(f) défini dans BNR par fi = 0, pour tout 1 ≤ i ≤ N − d ; et, pour
toute injection σ : {1, . . . , N − d} → {1, . . . , N}, on note δf,σ le déterminant
de la matrice ( ∂fi

∂xσ(j)

)
1≤i≤N−d,1≤j≤N−d

.

Alors, pour tout e ∈ N, il existe un recouvrement fini de Gr(e)(X) par des
cXe-cylindres Bi, i ∈ I, de Gr(BNR ) vérifiant les propriétés suivantes :

1) pour tout i ∈ I, il existe fi ∈ ΛN−d tel que

Bi ∩Gr(X) = Bi ∩Gr
(
Z(fi)

)
;

2) si i ∈ I, il existe une injection σ telle que ordπ δfi,σ(ϕx) ≤ ordπ δfi,σ′(ϕx),
pour toute injection σ′ 6= σ et quel que soit x ∈ Bi.
Démonstration. — Si x est un point de Gr(X) et κ(x) son corps résiduel, on
pose ϕx : Spf Rκ(x) → X le D-morphisme correspondant à x par adjonction.

Le lemme 4.5.2 ci-dessus implique que le cylindre Gr(e)(X) peut être recouvert
par un nombre fini de cXe-cylindres C, j ∈ J , de Gr(BNR ) de la forme

C :=
{
x ∈ Gr(BNR ) | (hδ)(ϕx) 6≡ 0 mod (πcXe+1)

}
.

La série formelle h vérifie hI ⊂ (f1, . . . , fN−d) et (f1, . . . , fN−d) ∈ ΛN−d.
La série formelle δ est un mineur de la matrice jacobienne des fi. Fixons l’un
des ensembles C. Soient f le (N − d)-uplet (f1, . . . , fN−d). En reprenant les
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notations de l’énoncé, on pose τ : {1, . . . , N − d} → {1, . . . , N − d} l’injection
telle que δ = δf,τ . Soit e′ ∈ N tel que e′ ≤ cXe. Posons

Cσ,e′ :=
{
x ∈ C | ordπ δf,σ(ϕx) = e′ et ordπ δf,σ′(ϕx) ≥ e′, ∀σ′

}

Remarquons que, comme δf,τ (ϕx) ≤ cXe pour tout x ∈ C, ces ensembles
Cσ,e′ forment une partition de C. En outre, le lemme 4.3.7 implique que cette
partition est finie. Il est clair que C ∩ Gr(X) est un cXe-cylindre de Gr(X)

et que Gr(e)(X) est la réunion des C ∩ Gr(e)(X). Comme h(ϕx) 6= 0 pour
tout ϕx ∈ B,

Gr(X) ∩ C = Gr
(
Spf R{x1, . . . , xN}/(f1, . . . , fN−d)

)
∩ C.

Les Cσ,e′ forment le recouvrement souhaité.

Lemme 4.5.4. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de dimen-
sion relative d. Il existe cX ∈ N\{0} tel que, pour tout e et tout n ∈ N
avec n ≥ cXe, on ait le résultat suivant :

1) l’application

θn : πn+1,X

(
Gr(e)(X)

)
−→ πn,X

(
Gr(e)(X)

)

est une fibration triviale par morceaux sur πn,X (Gr(e)(X)) de fibre Ad
k.

2) En particulier, [πn,X (Gre(X))] = [πcXe,X(Gre(X))]Ld(n−cXe).

Démonstration. — 1) Le deuxième point est une conséquence directe de l’as-
sertion 1) et du lemme 4.2.2.

2) Grâce au lemme 4.2.3, il nous suffit de montrer que pour tout x ∈ Gr(e)(X)
la fibre au-dessus de πn,X (x) est isomorphe à l’espace affine de dimension d
sur κ(x), le corps résiduel de x.

Réduction géométrique. — La question étant locale, on peut supposer que X
est affine de la forme

X = Spf R{x1, . . . , xN}/I ↪−→ BNR .

Le lemme 4.5.3 permet de supposer que I est engendré par

f1, . . . , fN−d ∈ R{X1, . . . , XN},
i.e. X ↪→ BNR est d’intersection complète (cf. 4.5.3, 2). En outre, grâce à l’as-
sertion 4.5.3, 3), on peut supposer qu’il existe un mineur δ d’ordre N − d de la
matrice jacobienne

∆ :=
( ∂fi
∂xj

)
1≤i≤N−d,1≤j≤N−d

tel que, pour tout x ∈ Gr(e)(X), δ(ϕx) appartient à l’idéal engendré par πe
′

,
avec e′ ≤ cXe et que pour tout autre mineur δ′ d’ordreN−d de ∆, ordπ δ

′(ϕx) ≥
ordπ δ(ϕx). Enfin, quitte à réordonner les Xj , on peut supposer que δ se calcule
à partir des N − d premières colonnes.
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Étude des fibres de θn. — Soit x ∈ Gr(e)(X) de corps résiduel k′ := κ(x).
Soit ϕ : Spf Rk′ → X le D-morphisme correspondant au point x. Si y ∈ (Rk′)

N ,

fj(ϕ+ πn+1y) = πn+1Dϕfj · y + π2n+2Fj(y)

pour tout 1 ≤ j ≤ N−d, où Fj ∈ R{x1, . . . , xN}. Soit M la matrice adjointe de
la sous-matrice de ∆ définie par les N − d premières colonnes. En particulier,
cette matrice à coefficients dans R{x1, . . . , xN} vérifie

M ·∆ = (δIN−d, H)

où H est une matrice (N − d)× d satisfaisant, grâce au choix de e′, à

H(ϕ) ≡ 0 mod (πe
′

).

En effet, soit ∆̃(ϕ) la sous-matrice N − d × N − d de ∆(ϕ) formée des
N − d premières colonnes, que l’on note ∆i(ϕ) pour 1 ≤ i ≤ N − d. Soit j un
entier naturel tel que 1 ≤ j ≤ d. Soit Hj(ϕ) la j-ième colonne de H(ϕ) (i.e. la
(N − d+ j)-ième colonne de M(ϕ) ·∆(ϕ)). Ce vecteur est solution du système

∆̃(ϕ) ·X = δ ·∆j(ϕ),(1)

où X = (Xi)1≤i≤N−d ∈ (Rk′ )
N−d est un vecteur colonne. Ce système admet,

pour tout 1 ≤ j ≤ d, une solution, qui se décrit explicitement grâce à la règle
de Cramer par

Xi = det
(
∆1(ϕ), . . . ,∆i−1(ϕ),∆j(ϕ),∆i+1(ϕ), . . . ,∆N−d(ϕ)

)
.

La fibre est alors décrite par le système

π−e′M ·∆(ϕ) · y + πn+1−e′(. . . ) = 0.(2)

Le lemme de Hensel (cf. [9], chap. III, § 4, no 6, cor. 2) assure alors que la fibre
de θn au-dessus de x est simplement l’ensemble des y0 ∈ (k′)N vérifiant les
équations linéaires

π−e′M ·∆ · y0 = 0 ∈ (k′)N .(3)

La fibre θ−1
n (x) est donc naturellement munie d’une structure de κ(x)-espace

vectoriel, de dimension d, exprimant lesN−d premières coordonnées en fonction
de combinaisons linéaires des d-dernières, dont les coefficients sont paramétrés
par les premières coordonnées de ϕ.

Remarque 4.5.5. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de di-
mension relative d. Alors la proposition 3.3.5, le lemme 4.4.2 et son corollaire
vont entrâıner que, ou bien le volume du lieu singulier de X est nul, ou bien le
volume de Gr(X) est nul. Ce dernier cas étant sans grand intérêt, nous ne le
traitons pas explicitement dans les définitions et les preuves, bien que celles-ci
soient encore valides dans ce cas.
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Proposition 4.5.6. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de
dimension relative d.

1) Pour tout cylindre A ∈ CX , la limite suivante existe dans M̂k :

µ̃X(A) := lim
e→∞

µ0,X

(
A ∩Gr(e)(X)

)
.

2) Si A ∈ C0,X , alors µ̃X(A) et µ0,X(A) cöıncident dans Mk.

3) L’application A 7→ µ̃X(A) est σ-additive sur CX .

4) Pour A et B dans CX , on a
∥∥µ̃X(A ∪B)

∥∥ ≤ max
(
‖µ̃X(A)‖, ‖µ̃X(B)‖

)
.

Si A ⊂ B, on a ‖µ̃X(A)‖ ≤ ‖µ̃X(B)‖.

Démonstration. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang m. Posons

A(e) := A∩Gr(e)(X), A(e) := Gr(X)\(A ∩Gr(e)(X)) = A∩ π−1
e,X

(
Gre(Xsing)

)
.

Le lemme clé 4.5.4 assure que pour tout e ∈ N l’ensemble A ∩ Gr(e)(X) est
un cylindre stable de rang max(m, cXe). Il nous faut donc montrer que la suite

(µ0,X(A ∩Gr(e)(X)))e∈N converge dans M̂k, i.e. est de Cauchy dans M̂k. Soit
q ∈ Z. On veut montrer qu’il existe e0 ∈ N tel que pour tous e′ ≥ e ≥ e0,

[
πn,X (A(e))

]
L−(n+1)d −

[
πn,X(A(e′))

]
L−(n+1)d ∈ F q+1M̂k.

Par additivité de [ ] sur les constructibles, pour n ≥ max(m, cXe, cXe
′), on

obtient
[
πn,X (A(e))

]
L−(n+1)d =

[
πn,X(A)

]
L−(n+1)d −

[
πn,X(A(e))

]
L−(n+1)d.

En particulier, ceci entrâıne que
[
πn,X(A(e))

]
−

[
πn,X (A(e′))

]

=
(
[πn,X (A(e)) ∩ πn,X (A(e))]−

[
πn,X(A(e′)) ∩ πn,X (A(e′))]

)

+
(
[πn,X(A(e′))]− [πn,X (A(e))]

)

Si e′ ≥ e ≥ γ(q), où γ désigne la fonction de Greenberg pour Xsing, le
lemme 4.4.2 assure que

[
πn,X(A(e′))

]
L−(n+1)d ∈ F q+1M̂k et

[
πn,X(A(e))

]
L−(n+1)d ∈ F q+1M̂k

Ceci implique que la suite ([πn,X(A(e))]L−(n+1)d)e∈N est de Cauchy dans M̂k.
Les autres assertions sont vérifiées par µ0,X et sont stables par passage à la
limite. Elles découlent donc de la continuité de la norme.

La proposition suivante est un analogue du théorème 2 de [21].
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Proposition 4.5.7. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang m. La suite
(
[πn,X(A)

]
L−(n+1)d)n∈N

converge dans M̂k vers µ̃X (A).

Démonstration. — Soit e ≥ 0, posons A(e) := A\π−1
e,X(Gre(Xsing)). Soit γ

la fonction de Greenberg pour Xsing. Le lemme 4.4.2 assure que, pour tout
n ≥ max(γ(e),m, cXe),[

πn,X(A)
]
L−(n+1)d −

[
πn,X(A(γ(e)))

]
L−(n+1)d

appartient à F e+1Mk. Par définition, A(e) ⊂ Gr(e)(X). Il découle du lemme
4.5.4 que A(γ(e)) est stable de rang max(m, cXγ(e)). Par conséquent, pour
tous n et n′ ≥ max(m, cXγ(e)),

[
πn,X (A(γ(e)))

]
L−(n+1)d =

[
πn′,X(A(γ(e)))

]
L−(n′+1)d.

On en déduit que pour tous n et n′ ≥ max(γ(e),m, cXe),
[
πn,X(A)

]
L−(n+1)d −

[
πn′,X(A)

]
L−(n′+1)d ∈ F e+1Mk.

Ceci signifie que la suite
(
[πn,X(A)]L−(n+1)d

)
n∈N

est une suite de Cauchy et donc converge vers ` dans M̂k. Comme, par dé-
finition, µ̃X(A(γ(e))) = [πn,X(A(γ(e)))]L−(n+1)d pour n ≥ max(m, cXγ(e)), on

en conclut que la suite de terme général µ̃X(A(γ(e))) converge vers ` dans M̂k.
Comme, par définition, (µ̃X(A(γ(e)))) converge vers µ̃X(A), on en déduit que
µX(A) = `.

5. Morphismes tempérés

Dans ce paragraphe, nous allons construire le principal exemple de ce que
nous appellerons, plus tard, fonctions mesurables.

5.1. Le jacobien d’un morphisme

5.1.1. — Soit Z ↪→ X un sous-D-schéma formel fermé de X , défini par un OX -
faisceau d’idéaux IZ . Soit x ∈ Gr(X) de corps résiduel κ(x) ⊃ k. Si k′ ⊃ κ(x)
est une extension de corps parfaite, l’anneau Rk′ est un anneau de valuation dis-
crète complet, même si R est d’inégales caractéristiques. Soit ϕ : Spf Rk′ → X
le D-morphisme qui correspond à x. On dispose du morphisme canonique de
OX -modules

ϕ∗IZ −→ ORk′
.

L’image de ce morphisme est un ORk′
-faisceaux d’idéaux de ORk′

. Deux cas se
présentent alors : soit cet idéal est nul, soit il existe un entier naturel n ∈ N tel
que ϕ∗IZ · ORk′

= πn · ORk′
. On appelle multiplicité de x le long de Z l’entier
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défini par la valuation du générateur de l’idéal ϕ∗IZ ·ORk′
de Rk′ si cet idéal est

non nul, l’infini sinon. Il est clair que cette définition ne dépend pas du choix
de k′.

On définit alors l’application multZ : Gr(X)→ N∪{∞} comme l’application
qui à x ∈ Gr(X) associe la multiplicité de x le long de Z.

Lemme 5.1.2. — Soit Z ↪→ X un sous-D-schéma formel fermé de X. On a
les deux assertions suivantes :

1) Soit U ↪→ X un sous-D-schéma formel ouvert de X quasi-compact. Alors
pour tout x ∈ Gr(U),

multZ(x) = multZ∩U (x).

2) Pour tout n ∈ N, la fibre mult−1
Z (n) est un ensemble cylindrique de

Gr(X).

3) Pour la fibre de l’infini, on a l’égalité

mult−1
Z (∞) = Gr(Z).

4) Pour tout n ∈ N\{0} ∪ {∞}, π0,X (mult−1
Z (n)) ⊂ Z0. Si le D-schéma

formel Z → D est lisse, l’inclusion précédente est une égalité.

5) Si Z ′ ↪→ X est un sous-D-schéma formel fermé de X contenu dans Z,
alors, pour tout x ∈ Gr(X),

multZ′(x) ≤ multZ(x).

6) Si Z ⊂ X0, alors

mult−1
Z (0) = Gr(X\Z), mult−1

Z (1) = Gr(X)\Gr(X\Z), Gr(Z) = ∅.

Démonstration. — Considérons le diagramme de D-morphismes de schémas
formels

Spf Rk′
ϕ

//

ϕU
��

X

U.
-


 j

;;wwwwwwwww

La commutativité de ce diagramme implique que les faisceaux d’idéaux de
ORk′

ϕ∗
U IZ∩U ·ORk′

et ϕ∗IZ ·ORk′
sont égaux. La première assertion en découle.

Pour les deux assertions suivantes, on peut supposer que X est un schéma
formel affine. Si X := Spf R{x1, . . . , xN}/I , notons A := R{x1, . . . , xN}/I .
Le sous-schéma formel Z est alors défini par la donnée d’un idéal J de A.
Dans ce contexte, l’idéal IZ · ORk′

est simplement l’idéal de Rk′ engendré par

les g((ϕi)1≤i≤N ) pour tout g ∈ J et où leN -uplet deRNk′ , (ϕi)1≤i≤N , correspond
au morphisme ϕ.

Soit n ∈ N. Posons

C>n := π−1
Y,n

(
Grn(Z)

)
.
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Il découle directement des définitions que

C>n =
{
x ∈ Gr(X) | multZ(x) ≥ n+ 1

}
.

Comme C>n est un cylindre de Gr(X), la deuxième assertion est une consé-
quence du fait que

{
x ∈ Gr(X) | multZ(x) = n+ 1

}
= C>n\C>n+1.

De la même manière, le dernier point se déduit facilement de la description
ci-dessus.

Lemme 5.1.3. — Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas formels admis-
sibles, réduits, tous deux de pure dimension relative d. Soit Z ↪→ X un sous-D-
schéma formel. L’ensemble h−1(Z) peut être muni d’une structure de sous-D-
schéma formel de Y . Soit n ∈ N. Alors

h
(
mult−1

h−1(Z)(n)
)
⊂ mult−1

Z (n).

En outre, si h est bijectif, cette inclusion est une égalité.

Démonstration. — Soit x ∈ mult−1
h−1(Z)(n). Soit U ↪→ X un ouvert affine de X

contenant h(x). Soit V ↪→ Y un ouvert affine de Y contenant x et contenu
dans h−1(U). L’assertion 1 du lemme 5.1.2 permet de supposer que X et Y
sont des D-schémas formels ttf affines. On note X := Spf A, Y := Spf B et I
désigne désormais un idéal de A. Pour alléger les notations, et quitte à étendre
les scalaires, on peut supposer que x est un point rationnel de Gr(Y ). Soit
ϕ : D→ Y le D-morphisme de schémas formels lui correspondant par adjonc-
tion. Le schéma formel h−1(Z) est défini dans Y par l’idéal de B, image de h∗I
dans B par le morphisme canonique

h∗I −→ h∗OX = B,

induit par le morphisme d’inclusion I ⊂ A. La valeur de la fonction multh−1(Z)

en x est alors déterminée par l’image de ϕ∗h∗I dans ϕ∗OY = B = ϕ∗h∗OX .
Or cette image détermine également la valeur de la fonction mult−1

Z en h(x).

5.1.4. Soit y un point de Gr(Y )\Gr(Ysing) et ϕ : Spf Rk′ → Y le D-morphisme
correspondant, avec k′ une clôture parfaite de κ(y). On dispose de la suite
exacte canonique

h∗Ω1
X/R −→ Ω1

Y/R −→ Ω1
Y/X → 0

qui induit, en passant aux puissances extérieures d-ièmes, un OY -morphisme
de modules

h∗ΩdX/R −→ ΩdY/R,

et, par image inverse via ϕ, un Rk′ -morphismes de modules (libres)

(ϕ∗(h∗ΩdX/R))/(torsion) −→ (ϕ∗ΩdY/R)/(torsion).
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On définit alors l’ordre de l’idéal jacobien de h en y, noté ordπ(Jac)h(y), de la
manière suivante. Le choix de ϕ entrâıne que

L := (h∗ΩdX/R)/(torsion)

est un Rk′ -module libre de rang 1. On déduit que l’image de

M :=
(
ϕ∗(h∗ΩdX/R)

)
/(torsion)

dans L est égal soit à 0, soit à πnL, pour un certain n ∈ N. On pose alors
ordπ(Jac)h(y) =∞ et ordπ(Jac)h(y) = n respectivement.

5.1.5. Supposons ici que le D-schéma formel Y → D soit lisse. Dans ce cas,
l’application ordπ(Jac)h est définie par le d-ième idéal de Fitting de Ω1

Y/X ,

i.e. Fittd(Ω
1
Y/X ).

Soient y ∈ Gr(Y ) et ϕ ∈ Y (Rk′) le D-morphisme qui lui correspond. L’image
du morphisme naturel

M := (ϕ∗(h∗Ω1
X/R))/(torsion) −→ L := (ϕ∗Ω1

X/R)

est un ORk′
-Module, M ′, libre de rang au plus d. La suite exacte canonique

0→M ′ −→ L −→ ϕ∗Ω1
Y/X → 0

est une présentation de ϕ∗Ω1
Y/X , puisque, Y étant lisse sur D, Ω1

Y/D
est locale-

ment libre. De cette suite, on déduit le morphisme

∧d(M ′)⊗OR
k′

∧dL∨ −→ ORk′

dont l’image est, par définition, le d-ième idéal de Fitting de ϕ∗Ω1
Y/X . L’asser-

tion découle donc de la relation

Fittd(ϕ
∗Ω1

Y/X) = ϕ∗Fittd(Ω
1
Y/X ).

Proposition 5.1.6. — Si Y est lisse et si Zh ↪→ X est le sous-D-schéma
formel de X défini par le d-ème idéal de Fitting de Ω1

Y/X , les applications

ordπ(Jac)h et multZh
sont égales sur Gr(Y ).

Démonstration. — Ceci découle directement des définitions des deux fonctions.

Proposition 5.1.7 (formule de composition). — Soient X,Y, Z des D-schémas
formels admissibles, purement de dimension relative d. Soient h : Y → X et
g : Z → Y des D-morphismes de schémas formels. Soit z ∈ Gr(Z) tel que

z /∈ Gr(Zsing) ∪ g−1
(
Gr(Ysing)

)
∪ (h ◦ g)−1

(
Gr(Xsing)

)
.

On a alors l’égalité suivante :

ordπ(Jac)h◦g(z) = ordπ(Jac)h ◦ g(z) + ordπ(Jac)g(z).
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Démonstration. — Soit ϕ ∈ Gr(Z)(k′) un D-morphisme correspondant à z.
L’ordre de l’idéal jacobien de h ◦ g est donné par le morphisme

(h ◦ g)∗ΩdX/R −→ ΩdZ/R.

La fonction ordπ(Jac)h est décrite par le morphisme

h∗ΩdX/R −→ ΩdY/R.

Enfin, l’ordre de l’idéal jacobien du morphisme g est donné par

g∗ΩdY/R −→ ΩdZ/R.

Ces morphismes induisent deux ORk′
-morphismes ϕ∗(h◦g)∗ΩdX/R → ϕ∗ΩdZ/R et

(g ◦ ϕ)∗(h∗ΩdX/R) −→ (g ◦ ϕ)∗ΩdY/R
=−→ ϕ∗(g∗ΩdY/R) −→ ϕ∗ΩdZ/R

qui sont égaux. Ceci entrâıne en particulier que l’ordre de l’idéal jacobien de
h ◦ g en z est infini si et seulement si l’ordre de l’idéal jacobien de h est infini
en g(z) ou si l’ordre du jacobien de g est infini en z.

Supposons désormais que l’ordre de l’idéal jacobien de h◦g en z est fini. Po-
sons L := (g ◦ϕ)∗ΩdY/R/(torsion). L’image de M := (h ◦ g ◦ϕ)∗ΩdX/R/(torsion)

dans L est un ORk′
-Module M ′ libre de type fini. Il existe n ∈ N tel que

M ′ = πnL. De même l’image L′ de L dans K := ϕ∗ΩdZ/R/(torsion) est cano-

niquement isomorphe à L′ = πmK. L’égalité des deux morphismes précédents
prouve la formule

ordπ(Jac)h◦g(y) = m+ n

qui est l’égalité voulue.

5.2. La définition. — Soient Y et X deux D-schémas formels admissibles,
purement de dimension relative d. Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas
formels. On appelle ordre de l’idéal jacobien de h l’application

ordπ(Jac)h : Gr(Y )\Gr(Ysing) −→ N ∪ {∞}
qui à y ∈ Gr(Y )\Gr(Ysing) associe l’entier ordπ(Jac)h(y) défini ci-dessus.

On appelle lieu sauvage de h le sous-ensemble de Gr(Y ) :

Σh := Gr(Ysing) ∪ h−1
(
Gr(Xsing)

)
∪

{
y ∈ Gr(Y ) | ordπ(Jac)h(y) =∞

}
.

On notera

Πh =
{
y ∈ Gr(Y ) | ordπ(Jac)h(y) =∞

}
.

Soit B un sous-ensemble de Gr(Y ). On dit que le morphisme h est tempéré
sur B si B ∩ Σh est mesurable de mesure nulle. On dit que h est tempéré
si h est tempéré sur Gr(Y ), i.e. si le lieu sauvage de h est de mesure nulle.
On appelle lieu tempéré de h le complémentaire de Σh dans Gr(Y ).
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Supposons que le D-schéma formel Y → D soit lisse. Soit B un sous-ensemble
de Gr(Y ) contenu dans le lieu tempéré de h. L’ensemble B est alors contenu
dans l’ind-cylindre

( ⋃

e∈N

h−1(Gr(e)(X)
)
∩

( ⋃

e′∈N

{
y ∈ Gr(Y ) | ordπ(Jac)h(y) = e′

})
.

Nous noterons

∆e,e′ = h−1
(
Gr(e)(X)

)
∩

{
y ∈ Gr(Y ) | ordπ(Jac)h(y) = e′

}
.

En particulier, si B est un cylindre, il est contenu dans la réunion d’un nombre
fini de tels ∆e,e′ .

Exemples 5.2.1. — Les isomorphismes, les immersions ouvertes, les éclate-
ments admissibles sont des exemples de morphismes tempérés.

6. Ensembles mesurables

Supposons désormais que X est un D-schéma formel admissible, purement
de dimension relative d.

6.1. La définition.— Soit A un sous-ensemble de Gr(X).

Définition 6.1.1. — On dit que A est mesurable dans Gr(X) si, pour tout
ε > 0, il existe un ensemble I au plus dénombrable et une famille de cylindres
(Ai)i∈I∪{0} tels que :

1) A ∆ A0 ⊂
⋃
i∈I Ai, où ∆ désigne la différence symétrique.

2) ‖µ(Ai)‖ < ε, pour tout i ∈ I .
Dans ce cas, on dit qu’une telle famille de cylindres (Ai)i∈I∪{0}, que l’on note
(A0; (Ai)i∈I), est une ε-approximation cylindrique de A. Le cylindre A0 est
appelé la partie principale de l’approximation cylindrique. On dit que A est
fortement mesurable si l’on peut choisir A0 ⊂ A, pour tout ε > 0.

Exemple 6.1.2. — Tout cylindre C de Gr(X) est mesurable (même fortement
mesurable). En effet, si ε > 0, la famille de cylindres (C; (∅)i∈N) est une ε-
approximation cylindrique de C.

On désignera par DX (resp. Df
X) l’ensemble des ensembles mesurables (resp.

fortement mesurables) de Gr(X).

Proposition 6.1.3. — Les ensembles de parties DX et Df
X vérifient les pro-

priétés suivantes :

1) Df
X ⊂ DX .

2) Les ensembles Gr(X) et ∅ appartiennent à Df
X .

3) L’ensemble DX (resp. Df
X) est stable par intersection finie.
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4) L’ensemble DX (resp. Df
X) est stable par réunion finie.

5) L’ensemble DX est stable par passage au complémentaire.

6) Si A et B sont deux parties mesurables de G(X), alors A\B est encore
une partie mesurable de Gr(X).

En particulier, DX est un anneau booléen.

Démonstration. — Les ensembles Gr(X) et ∅ sont des cylindres, donc des en-
sembles fortement mesurables. Soit ε > 0. Pour les assertions 3) et 4), un rai-
sonnement par récurrence permet de se ramener facilement au cas de la réunion
de deux ensembles mesurables A et B. Soit ε > 0. Soient (A0; (Ai)i∈I ) et soit
(B0; (Bj)j∈J ) des ε-approximations cylindriques de A et B respectivement.
Alors la famille (A0 ∪ B0; (Ai)i ∪ (Bj)j) est une ε-approximation cylindrique
de A∪B. De même, la famille (A0∩B0; (Ai)i∪ (Bj)j) est une ε-approximation
cylindrique de A ∩ B. Le point 5) découle de l’égalité suivante

A ∆ A0 =
(
Gr(X)\A

)
∆

(
Gr(X)\A0

)
.

Le point 6) est une conséquence formelle des points 3) et 5). Toutefois, il est
également clair que la suite de cylindres définie par C0 := A0\B0, les Ai pour
tout i ∈ I et les Bj pour tout j ∈ J est une ε-approximation cylindrique
de C := A\B.

6.2. La mesure motivique pour les ensembles mesurables.

Lemme 6.2.1. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). Soit ε > 0 et ε′ > 0
deux nombres réels. Si (A0; (Ai)i∈I ) est une ε-approximation cylindrique de A
et (A′

0; (A
′
i)i∈I ) une ε′-approximation cylindrique de A, alors

∥∥µ̃X(A0)− µ̃X(A′
0)

∥∥ < max(ε, ε′).

Démonstration. — On omettra l’indice X dans la preuve. La preuve est l’adap-
tation d’une preuve de Batyrev [1], établie pour démontrer un résultat analogue.
Soit A un ensemble mesurable. Soient ε > 0 et ε′ > 0 deux nombres réels.
Soient (A0(ε); (Ai(ε))i∈I(ε)) et (A′

0(ε
′); (A′

j(ε
′))j∈I′(ε′)) deux approximations

cylindriques de A. Par définition, on a la relation

A0(ε) ∆ A′
0(ε

′) ⊂
( ⋃

i∈I(ε)

Ai(ε)
)
∪

( ⋃

i∈I′(ε′)

A′
i(ε

′)
)
.

Comme A0(ε) ∆ A′
0(ε

′) est un cylindre, le lemme 4.3.7 assure qu’il existe deux
entiers L(ε) et L(ε′) tels que

A0(ε) ∆ A′
0(ε

′) ⊂
(L(ε)⋃

i=1

Ai(ε)
)
∪

(L(ε′)⋃

i=1

A′
i(ε

′)
)
.

Les propriétés de la norme sur M̂k donnent la relation
∥∥µ̃(A0(ε) ∆ A′

0(ε
′))

∥∥ ≤ max(ε, ε′).
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En utilisant les inclusions

A0(ε)\(A0(ε) ∩A′
0(ε

′)) ⊂ A0(ε
′) ∆ A′

0(ε
′),

A′
0(ε

′)\(A0(ε) ∩ A′
0(ε

′)) ⊂ A0(ε) ∆ A′
0(ε

′),

on obtient les inégalités
∥∥µ̃(A0(ε)\(A0(ε) ∩ A′

0(ε
′)))

∥∥ ≤ max(ε, ε′),
∥∥µ̃(A′

0(ε)\(A0(ε) ∩ A′
0(ε

′)))
∥∥ ≤ max(ε, ε′).

En utilisant la proposition 4.5.6 et les décompositions

A0(ε) =
(
A0(ε)\(A0(ε) ∩A′

0(ε
′))

)
t

(
A0(ε) ∩ A′

0(ε
′)
)
,

A′
0(ε) =

(
A′

0(ε)\(A0(ε) ∩A′
0(ε

′))
)
t

(
A0(ε) ∩ A′

0(ε
′)
)
,

on obtient ∥∥µ̃(A0(ε))− µ̃(A′
0(ε

′))
∥∥ ≤ max(ε, ε′).

Théorème 6.2.2. — Soit X un D-schéma formel admissible, purement de di-

mension relative d. Il existe une unique mesure σ-additive µX : DX → M̂k qui
cöıncide avec l’application µ̃X sur CX et vérifie

∥∥µX(A ∪ B)
∥∥ ≤ max

(
‖µX(A)‖, ‖µX(B)‖

)

pour A et B dans DX . Si A ⊂ B, on a ‖µX(A)‖ ≤ ‖µX(B)‖.
Si (A0; (Ai)i∈I ) est une ε-approximation cylindrique de A, elle est donnée

par la formule

µX(A) := lim
ε→0

µ̃X
(
A0(ε)

)
.

En particulier, la limite ne dépend pas du choix des approximations cylindriques
de A.

Démonstration. — On omettra l’indice X dans la preuve. L’existence de
l’application µ découle directement du lemme 6.2.1 ci-dessus. En effet, si
(A0(ε); (Ai(ε))i∈I ) est une ε-approximation cylindrique de A, la famille

(µ̃(A0(ε)))ε>0 est de Cauchy, donc converge dans M̂k. En outre, soient a et a′

les limites respectives des suites (µ̃(A0(1/n))n∈N et (µ̃(A′
0(1/m))m∈N. On a

l’inégalité

‖a− a′‖ ≤ max
(
‖a− µ̃(A0(1/n))‖, ‖µ̃(A0(1/n))− µ̃(A′

0(1/m))‖,
‖a′ − µ̃(A0(1/m))‖

)
.

Ceci implique que les deux limites cöıncident.
Soit C un cylindre de Gr(X). Le fait que, pour tout ε > 0, on peut choisir

une ε-approximation de C de partie principale égale à C entrâıne que µ et µ̃
cöıncident.

Les inégalités vérifiées par µ font l’objet du lemme 6.3.3, la σ-additivité celui
du lemme 6.3.4.
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6.3. Les propriétés générales

Lemme 6.3.1. — Soient A et B deux ensembles mesurables de Gr(X).

1) Si A ∩ B = ∅, alors, pour tout ε > 0, il existe une ε-approximation
cylindrique de A, de partie principale A0, et une ε-approximation cylindrique
de B, de partie principale B0, telle que A0 ∩ B0 = ∅.

2) Si A ⊂ B, alors, pour tout ε > 0, il existe une ε-approximation cylindrique
de A, de partie principale A0, et une ε-approximation cylindrique de B, de
partie principale B0, telle que A0 ⊂ B0. En particulier, si B est fortement
mesurable, on peut supposer que A0 ⊂ B0 ⊂ B.

Démonstration. — Soient ε > 0, (A′
0; (A

′
i)i∈I ) et (B′

0; (B
′
i)i∈J ) des ε-approxi-

mations cylindriques de A et B.
1) La suite de cylindres de Gr(X) définie par A0 := A′

0\B′
0, par les Ai pour

tout i ∈ I et par les B′
j pour tout j ∈ J (par B′

j pour tout j ∈ J ∪{0}) est une
ε-approximation cylindrique de A (de B). Ces deux suites vérifient 6.3.1, 1).

2) La suite de cylindres définie par A0 := A′
0∩B′

0, par les A′
j pour tout j 6= 0

et les B′
j pour tout j 6= 0 (resp. par les B′

j) est une ε-approximation cylindrique
de A (resp. B). Ces deux suites satisfont à la condition 6.3.1, 2).

Proposition 6.3.2. — Soient n ≥ 1 et (A(i))1≤i≤n une suite d’ensembles
mesurables de Gr(X).

1) Si les A(i) sont deux à deux disjoints, alors, pour tout 1 ≤ i ≤ n, pour
tout ε > 0, il existe une ε-approximation cylindrique de A(i), telle que pour tout

couple (i, j), avec i 6= j, A
(i)
0 (ε) ∩ A(j)

0 (ε) = ∅.

2) Si A(1) ⊂ · · · ⊂ A(n), alors, pour tout 1 ≤ i ≤ n, pour tout ε > 0, il existe

une ε-approximation cylindrique de A(i), telle que A
(1)
0 (ε) ⊂ · · · ⊂ A(n)

0 (ε).

Démonstration. — Prouvons les résultats par récurrence sur n. Considérons
n + 1 parties mesurables de Gr(X) deux à deux disjointes. Par hypothèse de
récurrence, on peut trouver, pour tout 1 ≤ i ≤ n, des ε-approximations cylin-
driques de A(i) de parties principales deux à deux disjointes. La proposition
6.1.3, 4) assure qu’il existe une ε-approximation cylindrique de

⋃
1≤i≤n A

(i)

de partie principale
⋃

1≤i≤A
(i)
0 (ε). Le lemme 6.3.1, 1) construit alors une ε-

approximation cylindrique de A(n+1) de partie principale d’intersection vide

avec
⋃

1≤i≤ A
(i)
0 (ε).

De même, si A(1) ⊂ · · · ⊂ A(n+1), on peut trouver, par hypothèse de récur-
rence, pour tout 1 ≤ i ≤ n, des ε-approximations cylindriques de A(i) telles que

A
(1)
0 (ε) ⊂ · · · ⊂ A(n)

0 (ε). L’assertion 6.3.1, 2) assure que l’on peut construire une

ε-approximation cylindrique de A(n+1) telle que
⋃

1≤i≤ A
(i)
0 (ε) ⊂ A(n+1)

0 (ε).
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Lemme 6.3.3. — Soient A et B deux ensembles mesurables de Gr(X). Si A
est contenu dans B, alors ‖µX(A)‖ ≤ ‖µX(B)‖. En outre,

∥∥µX(A ∪B)
∥∥ ≤ max

(
‖µX(A)‖, ‖µX(B)‖

)
.

Démonstration. — Le lemme 6.3.1 et la proposition 6.1.3 assurent qu’il existe
des approximations cylindriques (A0; (Ai)i) de A et (B0; (Bj)j) de B telles
que A0 ⊂ B0, si A ⊂ B, et telle que A0 ∪ B0 est la partie principale d’une
approximation de A∪B. L’assertion découle donc de la continuité de la norme.

Proposition 6.3.4. — Soit (A(i))i∈N une suite d’ensembles mesurables de
Gr(X).

1) Si la suite (µX(A(i)))i∈N tend vers 0 dans M̂k, alors A :=
⋃
i∈N

A(i) est

mesurable dans Gr(X). Si l’on suppose en outre les A(i) fortement mesurables,
alors A est fortement mesurable.

2) Si les A(i) sont deux à deux disjoints et si l’on suppose que A :=
⋃
i∈N

A(i)

est un ensemble mesurable de Gr(X), alors µX(A) =
∑

i∈N
µX(A(i)).

Démonstration. — 1) On posera µ pour µX dans cette preuve. Soit ε > 0. Il
s’agit de construire une ε-approximation cylindrique de

⋃
i∈N

A(i). Pour tout

ε′ > 0, pour tout i ∈ N, soit (A
(i)
0 (ε′); (A

(i)
j (ε′))j∈Ii(ε′)) une ε′-approximation

cylindrique de A(i). Le lemme 6.2.1 implique que, pour tout ε′ > 0 et n ∈ N,

∥∥µ(A
(i)
0 (ε′))− µ(A

(i)
0 (1/n))

∥∥ ≤ max(ε′, 1/n).

Ceci entrâıne que, pour tout i ∈ N,

∥∥µ(A
(i)
0 (ε/4))

∥∥ ≤ max
(

1
2ε, ‖µ(A(i))‖

)
.

Enfin, par hypothèse, il existe i0 ∈ N tel que, pour tout i > i0, ‖µ(A(i))‖ < 1
2ε.

Donc
∥∥µ(A

(i)
0 ( 1

4ε))
∥∥ < ε.

La suite de cylindres définie par B0(ε) :=
⋃i0
i=0 A

(i)
0 ( 1

4ε), par les A
(i)
j ( 1

4ε) pour

i ∈ N et j ∈ Ii, et les A
(i+i0+1)
0 ( 1

4ε) pour tout i ∈ N, est une ε-approximation

cylindrique de B :=
⋃
A(i), grâce au choix de i0. Si les A(i) sont fortement

mesurables, on peut supposer que A
(i)
0 ⊂ A(i), de sorte que B0 ⊂ B.

2) Pour tout δ > 0, (A0(δ); (Ai(δ))i∈I(δ)) désigne une δ-approximation

cylindrique de A et (A
(j)
0 (δ); (A

(j)
i (δ))i∈Ij (δ)) une δ-approximation cylindrique

de A(j) pour tout j ∈ N.
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Soit 1 > ε > 0. Par définition de la mesure µX , il existe ε > ε′ > 0 tel que
‖µX(A)− µX(A0(ε

′))‖ < ε. Comme A ∆ A0(ε
′) ⊂

⋃
i∈I(ε′)Ai(ε

′),

A0(ε
′) ⊂

( ⋃

j∈N

A(j)
)
∪

( ⋃

i∈I(ε′)

Ai(ε
′)
)
.

De même, comme A(j) ∆ A
(j)
0 (ε′) ⊂ ⋃

i∈Ij(ε′)
A

(j)
i (ε′),

A0(ε
′) ⊂

( ⋃

j∈N

i∈Ij (ε′)∪{0}

A
(j)
i (ε′)

)
∪

( ⋃

i≥1

Ai(ε
′)

)
.

Le lemme 4.3.7, appliqué à cette inclusion, assure l’existence d’un entier
m(ε′) ∈ N tel que pour tout n ≥ m(ε′)

A0(ε
′) ⊂

( ⋃

j≤n

A
(j)
0

)
∪

( ⋃

i∈M

Ci

)

où M est un ensemble fini et les Ci sont des cylindres de Gr(X) tels que
‖µX(Ci))‖ < ε′ pour tout i ∈ M . En remarquant que la suite de cylindres de

Gr(X) définie par B
(j)
0 (ε′) := A

(j)
0 (ε′)∩A0(ε

′), par les Ai(ε
′) pour tout i ∈ I(ε′)

et les A
(j)
i (ε′) pour tout i ∈ Ij(ε′), est une ε′-approximation cylindrique de A(j)

pour tout j ∈ N, et que, pour tout 0 ≤ j ≤ n, l’on peut choisir les A
(j)
0 (ε′)

disjoints deux à deux, on a dans M̂k l’égalité

µX
(
A0(ε

′)
)

=

n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′)

)
+

∑

i∈I

µX(C ′
i)

où les cylindres C ′
i := Ci ∩ A0(ε

′) de Gr(X) sont tels que ‖µX(C ′
i))‖ < ε′.

En particulier, ceci entrâıne que pour tout n ≥ m(ε′)

µX
(
A0(ε

′)
)
−

n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′)

)
∈ F qM̂k

avec q = E(− log(ε)/ log 2) et donc, grâce au choix de ε′, que

µX(A)−
n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′)

)
∈ F qM̂k.

Par ailleurs, par définition de la mesure, il existe ε′ > ε′′ > 0 tel que
n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′′)

)
−

n∑

j=0

µX(A(j)) ∈ F qM̂k.

En outre, par le lemme 6.2.1,
n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′)

)
−

n∑

j=0

µX
(
B

(j)
0 (ε′′)

)
∈ F qM̂k.
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En additionnant ces trois dernières relations, on obtient pour tout n ≥ m(ε′),

∥∥∥µX(A)−
n∑

j=0

µX(A(j))
∥∥∥ < ε.

Théorème 6.3.5. — 1) Soit (Ai)i∈N une famille de mesurables deux à deux
disjoints. Leur réunion

⋃
i∈N

Ai est mesurable si et seulement si la suite des
volumes (µX(Ai))i∈N tend vers 0 quand i tend vers l’infini. Dans ce cas, on a
la relation

µX

( ⋃

n∈N

An

)
=

∑

n∈N

µX(An).

2) Soit (An)n∈N une suite d’ensembles mesurables de Gr(X) vérifiant
An+1 ⊂ An et posons A =

⋂
nAn. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :
a) l’ensemble A est mesurable ;

b) la suite (µX(An)) converge dans M̂k ;

c) la suite (µX(An\An+1))n∈N
tend vers 0 dans M̂k.

Si elles sont vérifiées, on a µX(A) = limn→+∞ µX(An).

3) Soit (Bn)n∈N une suite d’ensembles mesurables de Gr(X) vérifiant Bn ⊂
Bn et posons B =

⋃
nAn. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) l’ensemble B est mesurable ;

b) la suite (µX(Bn)) converge dans M̂k ;

c) la suite (µX(Bn\Bn−1))n∈N
tend vers 0 dans M̂k.

Si elles sont vérifiées, on a µX(B) = limn→+∞ µX(Bn).

Démonstration. — Dans cette preuve, on omettra les indices X . Le premier

point découle de la proposition 6.3.4 et du fait que la topologie de M̂k est
ultramétrique.

2) Pour tout n ∈ N, posons Cn = An\An+1. Les Cn sont alors des ensembles
mesurables disjoints. Par ailleurs,

⋃

n∈N

Cn = A0\
( ⋂

m≥0

Am

)
.

Comme la topologie de M̂k est ultramétrique et complète, la suite (µ(Cn)) tend

vers 0 dans M̂k si et seulement si la suite (µ(An)) est coverge dans M̂k. Dans
ce cas, l’assertion 6.3.5, 1) assure que µ(A) = limµ(An).

3) Cette assertion découle de la précédente en passant aux complémentaires.

6.4. Les ensembles de mesure nulle. — Soit D∗
X la famille des sous-

ensembles E ⊂ Gr(X) pour lesquels il existe des ensembles mesurables A et B
tels que A ⊂ E ⊂ B et µ(B\A) = 0.
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Lemme 6.4.1. — Les ensembles DX et D∗
X sont égaux.

Démonstration. — L’inclusion DX ⊂ D∗
X est claire. Soit E ∈ D∗

X . Soit ε > 0.
Par définition, il existe des ensembles mesurables A ∈ DX et B ∈ DX tels que
A ⊂ E ⊂ B et µ(B\A) = 0. Il existe un réel ε′ > 0, une ε′-approximation cy-
lindrique (A0; (Ai)i≥1) de A et une ε′-approximation cylindrique (B0; (Bj)j≥1)
de B telles que

ε′ < ε et
∥∥µ(B0\A0)

∥∥ < ε.

La suite de cylindres définie par E0 := B0, par B0\A0, par les Ai et les Bi pour
tout i ≥ 1 est une ε-approximation de E.

Lemme 6.4.2. — Soit E ⊂ Gr(X). Alors E est mesurable de mesure nulle si
et seulement si pour tout ε > 0, il existe un ensemble au plus dénombrable I
et une suite de cylindres (Ei)i∈I telle que E ⊂ ⋃

i∈I Ei et ‖µ(Ei)‖ < ε pour
tout i ∈ I.

Démonstration. — Cette condition est suffisante de manière évidente. Inverse-
ment, soit E un ensemble mesurable de mesure nulle. Soit ε > 0. Par construc-
tion de la mesure, il existe un réel ε′ > 0 et une ε′-approximation cylindrique
(E′

0; (E
′
i)i≥1) de E tels que

ε′ < ε et
∥∥µ(E′

0)
∥∥ < ε.

La suite définie par E0 := ∅ et par les E′
i pour tout i ∈ N vérifie la propriété

annoncée.

Corollaire 6.4.3. — Soit A un sous-ensemble de Gr(X), tel que A ⊂ C,
avec C un ensemble mesurable de mesure nulle de Gr(X). Alors A est un
ensemble mesurable de mesure nulle.

6.5. La définition de l’intégrale. — On supposera que tous les D-schémas
formels sont admissibles, purement de dimension relative d. Fixons un tel
schéma formel X .

Définition 6.5.1. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). On dit qu’une

application ψ : A → M̂k est mesurable si les fibres de ψ sont mesurables dans
Gr(X). Si la somme

∑
a∈M̂k

µX(ψ−1(a))a est convergente, i.e. si l’ensemble des

a ∈ M̂k tels que µX(ψ−1(a)) 6= 0 est au plus dénombrable et si
∑
µX(ψ−1(a))a

converge dans M̂k, on dit que ψ est intégrable sur A. On définit alors l’intégrale
motivique de ψ par

∫

A

ψdµX :=
∑

i∈N

µX
(
ψ−1(a)

)
a.
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Définition 6.5.2. — Pour tout ensemble mesurable A et toute application
α : A → Z ∪ {∞}, on dit que α est mesurable si α−1(n) ⊂ A est mesurable,
pour tout n ∈ Z, et exponentiellement intégrable si L−α est intégrable, i.e.
si les fibres finies de α sont mesurables et si la somme

∑
n∈Z

µX (α−1(n))L−n

converge dans M̂k.

Lemme 6.5.3. — Soient A et B deux parties mesurables de Gr(X) telles que

A ⊂ B. Si ψ : B → M̂k est une application intégrable sur B, alors sa restriction

à A, ψ|A : A→ M̂k est intégrable sur A.

Démonstration. — L’ensemble des a ∈ M̂k tels que µX
(
(ψ|A)−1(a)

)
est non

nul est au plus dénombrable. Soient (an)n∈N ces éléments. Comme M̂k est com-
plet et ultramétrique, la série

∑
i∈N

(ψ−1(an) ∩ A)an converge si et seulement
si son terme général tend vers 0. Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour
tout n ≥ N , ‖µX(ψ−1(an)an)‖ < ε. L’inclusion de l’énoncé entrâıne pour ces
mêmes indices, que ‖µX((ψ|A)−1(an)an)‖ < ε. D’où le résultat.

Lemme 6.5.4. — Soient A et B deux parties mesurables. Soit ψ une applica-
tion intégrable sur A ∪ B, alors on a la relation

∫

A∪B

ψdµX =

∫

A

ψdµX +

∫

B

ψdµX −
∫

A∩B

ψdµX .

Démonstration. — Par définition, on a
∫

A∪B

ψdµX =
∑

i∈N

µX
(
ψ−1(ai)

)
ai.

Le résultat vient alors du fait que

µX
(
ψ−1(ai)

)
= µX

(
ψ−1(ai)∩A

)
+µX

(
ψ−1(ai)∩B

)
−µX

(
ψ−1(ai)∩ (A∩B)

)
.

Autrement dit,

µX
(
ψ−1(ai)

)
= µX

(
(ψ|A)−1(ai)

)
+ µX

(
(ψ|B)−1(ai)

)
− µX

(
(ψ|A∩B)−1(ai)

)
.

L’assertion découle donc de la définition de l’intégrale.

Lemme 6.5.5. — Soit A un ensemble mesurable de Gr(X). Soit B un ensemble
de mesure nulle. Soit ψ une application intégrable sur A. On a alors la relation

∫

A

ψdµ =

∫

A\B

ψdµ.

Démonstration. — La preuve ressemble à la précédente. Il suffit de remarquer
que µ(ψ−1(ai)) = µ(ψ−1(ai)∩B)+µ(ψ−1(ai)\B). Or ψ−1(ai)∩B est contenu
dans B, donc de mesure nulle. Donc µ(ψ−1(ai)) = µ(ψ−1(ai)\B).
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7. Mesurabilité par image directe et image inverse

7.1. Une estimation du volume des fibres d’un morphisme. — Soient
Y et X deux D-schémas formels admissibles, purement de dimension relative d.
Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas formels. Les deux lemmes suivants
permettent, sous certaines conditions, d’estimer le volume de l’image inverse
par h d’un cylindre en fonction de son propre volume. Le lemme 7.1.3 va jouer
un rôle essentiel dans la preuve du théorème de changement de variables.

Lemme 7.1.1. — Supposons Y → D lisse. Alors pour tout n ≥ max(e, cXe
′),

pour tout z ∈ ∆e,e′ et tout x ∈ Gr(X), tel que πn,X(h(z)) = πn,X(x), il existe
y ∈ Gr(Y ) tel que h(y) = x et πn−e,Y (z) = πn−e,Y (y).

Démonstration. — Commençons par remarquer que h(z) ∈ Gr(e′)(Y ) implique

que x ∈ Gr(e
′)(X).

Réduction géométrique. — Soit z ∈ Gr(Y ) de corps résiduel k′ tel que ϕz ∈
∆e,e′ (k

′) et x ∈ Gr(X). Quitte à grossir k′, on peut supposer que k′ est égale-
ment le corps résiduel de x. La question est locale en X , on peut donc supposer
que X est affine. La question étant locale en Y , on peut supposer que Y est
affine et comme Y → D est supposé lisse, on peut supposer qu’il existe un D-
morphisme étale Y → BdR. On peut supposer que Y = BdR. En effet, le lemme
3.3.6 assure qu’au-dessus de tout point la fibre du k-morphisme de schémas
Gr(Y )→ Y0 est isomorphe à Gr(BdR).

Premier cas : supposons que X = BdR. — Il nous suffit de prouver que pour
tout v ∈ (Rk′ )

d, il existe u ∈ (Rk′ )
d vérifiant l’équation

h(ϕz + πn+1−eu) = h(ϕz) + πn+1v.(4)

Ce système est alors équivalent à

π−eJh(ϕz) · u+ π(· · · ) = v,(5)

où Jh désigne la matrice jacobienne de h. Soit M la matrice adjointe de Jh. On
est ramené à résoudre le système

π−eM(ϕz)Jh(ϕz) · u+ π(· · · ) = M(ϕz)v.(6)

Par définition de la fonction ordπ(Jac)h et comme Y = X = BdR, le déterminant
de Jh(ϕz) appartient à πe. Par conséquent, la réduction modulo l’idéal maximal
du système 6 précédent est linéaire sur le corps k′, de déterminant non nul. Il
admet donc une solution par le lemme de Hensel (cf. [9], chap. III, § 4, no 6,
cor. 2).
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Deuxième cas : X = Spf R{x1, . . . , xN}/I . — Notons h̃ le D-morphisme com-
posé

BdR h
//

h̃

$$

X
�

�

j
// BNR

où j est le morphisme d’immersion. La question étant locale en X , on peut
supposer, grâce au lemme 4.5.3, que X est d’intersection complète, i.e. qu’il
existe N − d éléments (fi)1≤i≤N−d de I qui l’engendrent, qu’il existe un entier
e′′ ≤ cXe′ et un mineur δ d’ordre N − d de la matrice jacobienne ∆ des fi
tels que δ(h̃(ϕz)) ∈ (πe

′′

) et que, pour tout autre mineur δ′ d’ordre N − d,
δ′(h̃(ϕz)) ∈ (πν) avec ν ≥ e′′. Quitte à réordonner les Xi, on peut supposer
que δ est calculé à partir des N − d premières colonnes de ∆. Comme précé-
demment, pour prouver l’assertion, il nous suffit de montrer que pour tout
v ∈ (Rk′ )

N tel que fj(h(ϕz) + πn+1v) = 0, pour tout 1 ≤ j ≤ N − d, il
existe u ∈ (Rk′ )

d tel que

h(ϕz + πn+1−eu) = h(ϕz) + πn+1v.(7)

Soit v ∈ (Rk′ )
N . On peut se ramener au cas où X = BdR. En effet, le D-

morphisme composé

B
d
R

h̃−→ B
N
R −→ B

N−d
R

défini par

fi
(
h1(x1, . . . , xd), . . . , hN (x1, . . . , xd)

)
←−7 fi(z1, . . . , zN )←−7 yi

est constant d’image 0 (par définition de X). En particulier, ceci entrâıne que

le produit des matrices jacobiennes ∆(h̃(ϕz)) · Jh(ϕz) est nul et les colonnes

de la matrice Jh(ϕz) appartiennent au noyau de la matrice ∆(h̃(ϕz)), i.e. les
coordonnées de chacune de ces colonnes sont solutions du système

π−e′′M ′
(
h̃(ϕz)

)
·∆

(
h̃(ϕz)

)
w = 0,(8)

où M ′ est la matrice (N − d) × (N − d) définie comme la matrice adjointe de
la sous-matrice (N − d)× (N − d) de ∆ formée des N − d premières colonnes
et w ∈ (Rk′ )

N . Par hypothèse, les équations définissant (8) expriment donc
les N − d premières coordonnées de w en fonction des d dernières. On note
w ∈ (k′)N l’image de w dans la somme des quotients de Rk′ modulo l’idéal
maximal. Le lemme de Hensel (cf. [9, chap. III, § 4, no 6, cor. 2]) assure que
w ∈ (Rk′ )

N est solution du système (8) si et seulement si

π−e′′M ′
(
h̃(ϕz)

)
·∆

(
h̃(ϕz)

)
w = 0 ∈ (k′)N .(9)

Comme fj(h(ϕz) + πn+1v) = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ N − d, v est solution du
système (9) et donc v est solution du système (8). Ceci implique, en particulier,
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que les d premières coordonées de v s’expriment en fonction des N−d dernières,
et ces relations (linéaires) sont celles induites par le système (8).

Le système (7) étant équivalent à

π−eJh(ϕz) · u+ π(· · · ) = v,(10)

il suffit donc de résoudre, puisque les coordonnées du vecteur Jh(ϕz) · u vérifie
les mêmes relations que celles de v, le système linéaire suivant :

π−eJ̃h(ϕz) ·




uN−d+1

uN−d+2
...
uN


 + π(· · · ) =




vN−d+1

vN−d+2
...
vN




où J̃h est la sous-matrice de Jh formée des d dernières lignes. Soient
xN−d+1, . . . , xN les d dernières coordonnées parmi x1, . . . , xN . Ces coor-
données définissent un D-morphisme de schémas formels

p : X −→ BdR.

Par construction, la matrice jacobienne du morphisme p ◦ h n’est autre que

la matrice J̃h. En outre, les hypothèses assurent que l’image de la base
(h ◦ ϕz)∗ dxiN−d+1

, . . . , (h ◦ ϕz)∗ dxiN par le morphisme

(h ◦ ϕz)∗p∗Ω1
B

d
R
/D
−→ (h ◦ ϕz)∗Ω1

X/D
/(torsion)

définit une base de (h ◦ ϕz)∗Ω1
X/D

/(torsion). Autrement dit,

ordπ(Jac)p
(
h(ϕz)

)
= 0.

La formule 5.1.7 implique que ordπ(Jac)p◦h(ϕz) = e. On est donc ramené au
premier cas en considérant le D-morphisme p ◦ h : BdR → BdR.

Lemme 7.1.2. — Soit k′ ⊃ k une extension de corps contenant k. Soit M une
matrice carrée d’ordre d à coefficients dans Rk′ . Le système linéaire M ·X = 0
définit un sous-D-schéma formel fermé de Z ↪→ BdR. Si j ∈ N, les ensembles
constructibles Grj(Z) de Grj(B

d
R) définissent une suite d’applications ψj

· · ·
ψn+1

−−−→ Grn(Z)
ψn−→ Grn−1(Z)

ψn−1

−−−→ · · ·
ψ1−−−→ Gr0(Z)

dont les fibres sont, pour tout j ≥ 1, des espaces affines.

Démonstration. — De tels fibres s’identifient aux solutions en u ∈ (Rk′)
d, pour

v ∈ (Rk′)
d fixé, du système linéaire

πjM · u ≡ πj · v mod (πj+1).

Ce système équivaut à M · u ≡ v mod (π). Ces équations induisent donc des
équations linéaires en les premières composantes dans Rk′ de chaque coordon-
née ui, pour 1 ≤ i ≤ d. Le résultat en découle.
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Lemme 7.1.3. — Supposons que Y → D est lisse. Soient B ⊂ Gr(Y ) un m-
cylindre et A = h(B). Supposons que ordπ(Jac)h(ϕ) est constant de valeur

e < ∞ pour tout ϕ ∈ B, et A ⊂ Gr(e
′)(X), avec e′ ∈ N. Alors A est un

cylindre. De plus, si la restriction de h à B est injective, alors, pour tout entier
n ≥ max(2e+ cX ,m+ e) :

1) si ϕ et ϕ′ appartiennent à B et πn,X(h(ϕ)) = πn,X(h(ϕ′)), alors on a
πn−e,Y (ϕ) = πn−e,Y (ϕ′) ;

2) dans Mk, on a la relation
[
πn,Y (B)

]
=

[
πn,X(A)

]
Le.

Démonstration. — 1) Prouvons tout d’abord que A := h(B) est un cylindre.
Par hypothèse, B est contenu dans ∆e,e′ . Soit n ≥ 2e+ cXe

′ un entier tel que

B soit un cylindre de rang n− e. Soit x ∈ π−1
n,X (πn,X(A)). Il existe donc b ∈ B

tel que

πn,X(x) = πn,X
(
h(b)

)
.

Le lemme 7.1.1 assure alors qu’il existe y ∈ Gr(Y ) tel que

(i) h(y) = x et (ii) πn−e,Y (b) = πn−e,Y (y).

Comme B est un cylindre de rang n− e, la condition (ii) entrâıne que y ∈ B.
La condition (i) assure que x ∈ A. On a donc montré que A = π−1

n,X(πn,X (A)).

Par ailleurs, la relation πn,X(A) = hn(πn,Y (B)) implique que cet ensemble est
constructible.

2) Prouvons l’assertion 7.1.3, 1). Soit n ∈ N tel que B soit un cylindre de
rang n − e. Soient ϕ et ϕ′ deux points de B ⊂ ∆e,e′ tels que πn,X(h(ϕ)) =
πn,X(h(ϕ′)). Le lemme 7.1.1, appliqué à ϕ′ et ϕ, assure l’existence de y ∈ B tel
que y = h(ϕ′) et πn−e,Y (ϕ) = πn−e,Y (y). Par injectivité de h, y = φ′ et donc
πn−e,Y (ϕ) = πn−e,Y (ϕ′).

3) Passons à l’assertion 7.1.3, 2). Nous allons distinguer les cas d’égales et
d’inégales caractéristiques.

Le cas d’égales caractéristiques. — Nous allons montrer l’énoncé plus précis
suivant : l’application hn est une fibration localement triviale par morceaux au-
dessus de πn,X(A). Il nous suffit de démontrer le résultat pour le cylindre ∆e,e′ .
L’assertion 1) implique que la fibre de hn au-dessus de πn,X (h(ϕ)) peut se
décrire comme

{
ϕ+ πn+1−eu mod πn+1 | (Jh(ϕ) · u) ≡ 0 mod πn+1

}
.

Le théorème 4.2.3 assure qu’il nous suffit de vérifier que les fibres sont des
espaces affines de dimension e. La question étant locale en X et Y , on peut
supposer que X et Y sont affines. Supposons que X est défini dans BNR par
l’idéal I , engendré par m éléments (fi)1≤i≤m. Comme le cylindre h(∆e,e′ ) est
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contenu dans Gr(e
′)(X), le lemme 4.5.3 assure qu’il est recouvert par un nombre

fini de cylindres C, vérifiant la propriété

Gr(X) ∩ C = Gr(R{X1, . . . , XN}/(fi1 , . . . , fiN−d
)) ∩ C

Ainsi, on peut supposer queX ↪→ BNR est d’intersection complète. Soit ∆ la ma-
trice jacobienne (∂fj/∂xi)1≤i≤N,1≤j≤N−d. Quitte à restreindre C (cf. 4.5.3, 3)
et éventuellement à réordonner les Xj , on peut supposer que, pour tout x ∈ C,
le mineur d’ordre N − d de ∆(ϕx) formé des N − d premières colonnes de
∆(ϕx) est de valuation e′′ ≤ cXe et que les autres mineurs d’ordre N − d
de cette matrice sont de valuation supérieure (cf. lemme 4.5.4). Il nous suffit
donc de prouver le résultat pour ∆e,e′ ∩ h−1(C). Soit x ∈ ∆e,e′ ∩ h−1(C). Soit
ϕ : Spf Rk′ → X le D-morphisme de schémas formels correspondant à x. Sup-
posons n ≥ 2e et n ≥ e+ cXe

′. Comme Y est supposé lisse, on peut supposer
qu’il existe un D-morphisme étale de schémas formels Y → BdR et, grâce au
lemme 3.3.6, que Y = BdR (cf. preuve du lemme 7.1.1). Par ailleurs, l’étude
faite dans la preuve du lemme 7.1.1 assure que l’on peut également suppo-
ser que X = BdR. Comme Rk′ est un anneau de valuation discrète, la matrice
Jh(ϕ) est équivalente à une matrice diagonale, dont les termes diagonaux sont
πe1 , . . . , πed avec

∑
ej = e. On est donc ramené à étudier les congruences

πn+1−e+eiui ≡ 0 mod (πn+1).

Ceci entrâıne en particulier que ui ∈ πe−ei pour tout 1 ≤ i ≤ d. Or, la don-
née d’un élément de la fibre correspond à celle des e premiers coefficients de
chaque ui. Autrement dit, un élément de la fibre correspond à

∑
ei = e élé-

ments de κ(x) := k′. Cette description implique que la fibre de hn au-dessus
de πn,X(h(ϕ)) est k′-isomorphe à Ae

k′ .

Le cas d’inégales caractéristiques. — L’additivité de [ ] permet de supposer que
X et Y sont affines. Comme Y est lisse, le lemme 3.3.6, qui consiste simplement
à choisir un système de coordonnées locales, permet de supposer que Y = BdR.
Grâce au lemme 4.5.3 et à l’additivité de [ ], il nous suffit de démontrer le
résultat pour X d’intersection complète, défini dans BN

R par fj = 0, pour tout
1 ≤ j ≤ N−d, et pour un cylindre A sur lequel le mineur d’ordre N −d calculé
sur les N − d premières est d’ordre minimal, égal à e′′ ≥ cXe′, parmi les autres
mineurs d’ordre N−d. Dans ce cas, le raisonnement du lemme 7.1.1 assure que
l’on peut supposer que X = BdR.

Comme dans le cas d’égales caractéristiques, il résulte de l’assertion 7.1.3, 1)
que l’on peut identifier la fibre de hn au-dessus de πn,X(h(ϕ)), pour ϕ ∈ (Rk′ )

d

et ϕ ∈ B, à l’ensemble
{
ϕ+ πn+1−eu mod πn+1 | (Jh(ϕ) · u) ≡ 0 mod πn+1

}
.

Cette description des fibres entrâıne que celles-ci peuvent encore s’identifier à
{
u mod πe|Jh(ϕ) · u ≡ 0 mod πe

}
.
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Dans ce cas nous allons montrer que l’application πn,Y (B) → πn,X(A) se fac-
torise par une suite de fibrations localement triviales par morceaux

Ci,ϕ :=
{
u mod πi|Jh(ϕ)u ≡ 0 mod πi

}
.

Les Ci,ϕ sont clairement des ensembles constructibles de Gri(B
d
R) pour tout

1 ≤ i ≤ e. En outre, pour tout 2 ≤ i ≤ e, il existe une application ψi,ϕ :
Ci,ϕ → Ci−1,ϕ induite par le k-morphisme de schémas θii−1. Il découle du
lemme 7.1.2 que les fibres des ψi,ϕ sont des espaces affines. Nous désignons par
αi(ϕ) la fonction qui à u ∈ Ci−1,ϕ associe la dimension de la fibre de ψi,ϕ au-
dessus de u. En outre, C1,ϕ est un espace affine. On note α1(ϕ) sa dimension.
Soit k′p ⊃ k′ une clôture parfaite de k′. Dans ce cas, Rk′p est un anneau de
valuation discrète. Le raisonnement tenu en égales caractéristiques permet donc
d’identifier Ce,ϕ ⊗k′ k′p à Ae

k′p
. Ceci entrâıne en particulier que

∑
αi(ϕ) = e.

Pour 1 ≤ i ≤ e, considérons maintenant l’ensemble

Ci =
{
(πn,Y (ϕ), πi,Y (u)) | Jh(ϕ).u ≡ 0 mod πi

}
.

Les Ci sont encore des ensembles constructibles de Grn(B
d
R)×kGri(B

d
R). Les ap-

plications ψi : Ci → Ci−1 sont induites par θii−1, pour 2 ≤ i ≤ e. Par définition,
si h(ϕ) ∈ A est fixé, la restriction de ψi à l’ensemble

{
(ϕ, u) | Jh(u) ≡ 0 mod πi

}

est égale à ψi,ϕ. On a également une application ψ1 : C1 → πn,X(A) induite
par la projection sur les premières coordonnées et le morphisme hn. Enfin, l’en-
semble Ce s’identifie à πn,Y (B). On a donc le diagramme commutatif suivant :

πn,Y (B)

Id
��

hn // πn,X(A)

πn,Y (B)
ψn

// Cn−1

ψn−1
// . . .

ψ2
// C1.

ψ1

OO

La condition
∑
αi(ϕ) = e, pour tout ϕ ∈ B, entrâıne en particulier que

les dimensions des fibres des ψi,ϕ sont des fonctions constantes. Grâce au
lemme 4.2.3, les ψi sont des fibrations localement triviales et l’on a dans Mk

[
πn,Y (B)

]
=

[
πn,X(A)

]
Le.

7.2. La mesurabilité de l’image directe. — Dans cette section, nous al-
lons étudier le problème de la stabilité de la propriété de mesurabilité par
image directe via un morphisme h. Soit h : Y → X un D-morphisme de sché-
mas formels admissibles, tous deux purement dedimension relative d. Soit B
un ensemble mesurable de Gr(Y ). Rappelons que l’on désigne par

∆e,e′ = h−1
(
Gr(e

′)(X)
)
∩ ordπ(Jac)−1

h (e).
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Dans ce paragraphe, nous étudions donc le problème de la mesurabilité dans
Gr(X) de h(B). Remarquons d’ores-et-déjà une première difficulté : en général,
l’image par h d’un cylindre de Gr(Y ) n’est pas un cylindre de Gr(X).

Lemme 7.2.1. — Supposons que Y → D est lisse. Si B est un cylindre de
Gr(Y ), alors on a les propriétés suivantes :

1) Il existe un cylindre C de Gr(X) tel que h(B) ⊂ C et
∥∥µX(C)‖ ≤ ‖µY (B)

∥∥.
2) Si B ∩ Σh = ∅, alors h(B) est un cylindre.

Démonstration. — Supposons d’abord que ‖µY (B)‖ = 0. Comme B est un
cylindre et que Y est lisse, ceci entrâıne que B = ∅ et que h(B) = ∅. Supposons
désormais que ‖µY (B)‖ 6= 0. Comme Gr(Xsing) est contenu dans un cylindre de
volume aussi petit que l’on veut, on peut supposer, pour alléger les notations,
que h(B) ⊂ Gr(X)\Gr(Xsing). Posons

h(e)(B) := h
(
h−1(Gr(e)(X)) ∩ B

)
.

Cet ensemble est un cylindre par le lemme 7.1.3. Par hypothèse,

h(B) =
⋃

e∈N

h(e)(B).

La quasi-compacité de la topologie constructible (cf. lemme 4.3.7) et le fait

que, si e′ ≥ e, Gr(e
′)(X) ⊃ Gr(e)(X), impliquent qu’il existe e0 ∈ N tel que

h(B) = h(e0)(B). Notons rB le rang du cylindre B. Pour n ≥ max(rB , cXe),
l’ensemble

A(e)
n := π−1

n,X

(
πn,X

(
h(e)(B)

))

est un n-cylindre de Gr(X), contenant h(e)(B) et contenu dans Gr(e)(X) et qui
est stable de rang n. Soit n ≥ max(rB , cXe). Par suite,

µX(A(e)
n ) =

[
πn,X (h(e)(B))

]
L−(n+1)d,

∥∥µX(A(e)
n )

∥∥ ≤ 2−(n+1)d+dimπn,Y (B).

Or ‖µY (B)‖ = 2−(n+1)d+dimπn,Y (B) ; la première assertion en découle. Le
lemme 4.3.7 et l’hypothèse B ∩ Σh = ∅ entrâınent qu’il existe un entier e′

tel que B est contenu dans h−1(Gr(e
′)(X)) et que l’on peut supposer que

ordπ(Jac)h est borné sur B. La seconde assertion découle alors du lemme
clé 7.1.3.

Corollaire 7.2.2. — Supposons que Y → D est lisse. Soient B ⊂ Gr(Y )
et A ⊂ Gr(X) des ensembles fortement mesurables tels que B ∩ Σh = ∅

et h(B) = A. Alors, pour tout ε > 0, il existe une ε-approximation cylin-
drique (Bj)j∈N de B et une ε-approximation cylindrique (Ai)i∈N de A telles
que h(B0) = A0.
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Démonstration. — Soit (B0; (Bj)j∈J ) une ε-approximation cylindrique de B.
Par hypothèse, B =

⋃
e,e′∈N

(B ∩ ∆e,e′ ) et B0 =
⋃
e,e′∈N

(B0 ∩ ∆e,e′). Posons

Be,e′ := B ∩∆e,e′ et B
(j)
e,e′ := Bj ∩∆e,e′ , pour tout i ∈ J ∪ {0}. Par le lemme

7.1.3, l’ensemble h(B
(0)
e,e′ ) est un cylindre de Gr(X). En outre, le lemme 4.3.7

assure qu’il existe une famille finie d’éléments (ei, e
′
j) ∈ N2 tels que

B0 =
⋃

1≤i,j≤m

B
(0)
ei,e′j

.

L’égalité B ∆ B0 ⊂
⋃
i∈J Bi entrâıne que Be,e′ ∆ B

(0)
e,e′ ⊂

⋃
i∈J B

(i)
e,e′ pour tout

e et e′ ∈ N, et donc que h(Be,e′) ∆ h(B
(0)
e,e′) ⊂

⋃
i∈J h(B

(i)
e,e′). Comme

⋃

e,e′∈N

h(B
(0)
e,e′ ) =

⋃

1≤i,j≤m

h(B
(0)
ei,e′j

),

l’ensemble h(B0) est un cylindre de Gr(X). L’assertion 1) du lemme 7.2.1 assure
la validité de l’assertion annoncée.

Théorème 7.2.3. — Soient X et Y des D-schémas formels admissibles, tous
deux purement de dimension relative d. Supposons que Y → D est lisse. Soit
h : Y → X un D-morphisme tempéré de schémas formels. Si B ⊂ Gr(Y )
est mesurable (resp. fortement mesurable), alors h(B) ⊂ Gr(X) est mesurable
(resp. fortement mesurable).

Démonstration. — Soit ε > 0. Posons A := h(B). On a :

B = (B ∩ Σh) t (B\Σh).
Comme h est tempéré, on peut supposer que B ∩ Σh = ∅. Commençons
par montrer que, pour tout ε > 0, il existe une ε-approximation cylindrique
de B de partie principale contenue dans Gr(X)\Σh. Soit (B0, (Bj)j≥1) (resp.
(∅; (Σi)i≥1)) une ε-approximation cylindrique de B (resp. Σh). Comme l’en-
semble Σh est un pro-constructible de Gr(Y ), la quasi-compacité de la topologie
constructible entrâıne que :

Σh ⊂
⋃

1≤i≤m

Σi,

avec m ≥ 1. La suite de cylindres de Gr(Y ), définie par

B′
0 := B0\

( ⋃

1≤i≤m

Σi

)
,

les Σi pour 1 ≤ i ≤ m et les Bj pour j ≥ 1, est une ε-approximation cylindrique
de B. On peut donc supposer que B0 ∩ Σh = ∅. Or

h(B) ∆ h(B0) ⊂
⋃

i≥1

h(Bi).
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Le théorème est alors une conséquence directe du lemme 7.2.1. La démonstra-
tion dans le cas où B est fortement mesurable est identique. Remarquons que
dans ce cas la condition B0 ∩Σh = ∅ est automatique, puisque on peut choisir
B0 ⊂ B, par définition. L’inclusion B0 ⊂ B entrâıne également que h(B0) ⊂ A
et l’assertion en découle.

7.3. La mesurabilité de l’image inverse. — Dans cette section, nous al-
lons étudier le problème de la stabilité de la propriété de mesurabilité par image
inverse via un morphisme h. Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas for-
mels admissibles, tous deux purement de dimension relative d. Soit A une partie
mesurable de Gr(X). Rappelons que l’on désigne par

∆e,e′ = h−1
(
Gr(e

′)(X)
)
∩ ordπ(Jac)−1

h (e).

Dans ce paragraphe, nous étudions donc le problème de la mesurabilité de
l’image inverse h−1(A).

Lemme 7.3.1. — Soit A un cylindre de Gr(X) de rang n. Alors h−1(A) est
un cylindre de Y de rang n.

Démonstration. — Cela découle directement de la définition d’un cylindre et
de la commutativité du diagramme

Gr(Y )
h //

πn,Y
��

Gr(X)

πn,X
��

Grn(Y )
hn // Grn(X).

Supposons que le D-morphisme de schémas formels h est tempéré, que le k-
morphisme de schémas h : Gr(Y )→ Gr(X) est injectif et que Y → D soit lisse.

Théorème 7.3.2. — Soient X et Y des D-schémas formels admissibles, tous
deux purement de dimension relative d. Supposons en outre que Y → D est lisse.
Soit h : Y → X un D-morphisme tempéré de schémas formels induisant une
application h : Gr(Y ) → Gr(X) injective. Si A est mesurable (resp. fortement
mesurable) dans Gr(X), alors l’ensemble B := h−1(A) est mesurable (resp.
fortement mesurable) dans Gr(Y ).

Démonstration. — Soit (A0; (Ai)i≥1) une ε-approximation de A. Comme

A =
(
A ∩Gr(Xsing)

)
t

(
A\Gr(Xsing)

)
,

et comme h est tempéré, on peut supposer que A ∩ Gr(Xsing) = ∅ et que
B ∩ Σh = ∅. Par définition,

B ∆ h−1(A0) ⊂
⋃

i≥1

h−1(Ai).
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Comme Σh est de mesure nulle, il existe donc une famille de cylindres
(D(δ))0<δ<1, avec D(δ) ⊃ Σh et tel que

D(δ′) ⊂ D(δ) si δ′ ≤ δ,
∥∥µY (D(δ))

∥∥ < δ, Σh =
⋂

δ

D(δ).

On a donc
(
B\D(δ)

)
∆

(
h−1(A0)\D(δ)

)
⊂

⋃

i≥1

(
h−1(Ai)\D(δ)

)
.

Par définition de Σh et grâce au lemme 4.3.7, il existe une famille finie d’élé-
ments (ei, e′j) ∈ N2 tels que Gr(Y )\D(δ) ⊂ ⋃

1≤i,j≤m(δ) ∆ei,e′j
. Par suite,

∥∥µY (h−1(Ai)\D(δ))
∥∥ ≤ max

1≤i,j≤m(δ)

(
‖µY ((h−1(Ai)\D(δ)) ∩∆ei,e′j

)‖
)
.

Il découle donc du lemme 7.1.3 que
∥∥µY (h−1(Ai)\D(δ))

∥∥ ≤ max2ei
∥∥µX(Ai)

∥∥.

Posons r(δ) := max(2ei). La suite de cylindres de Gr(Y ), définie par
(h−1(Ai)\D(δ)), est une (r(δ) × ε)-approximation cylindrique de B. Pour
tout δ > 0, l’ensemble B\D(δ) est donc mesurable. Il nous faut en déduire
que B lui-même est mesurable. Soit (δn)n∈N une suite strictement décroissante
d’entiers compris entre 0 et 1. L’égalité

(
B\D(δ0)

)
t

( ⊔

n≥1

(B ∩D(δn)\D(δn+1)
)

= B\Σh = B

permet de conclure (cf. proposition 6.3.4). Il découle de la construction et de la
proposition 6.3.4 que, si A est fortement mesurable, l’ensemble B est également
fortement mesurable.

8. Théorème de changement de variables

Proposition 8.0.3. — Soient X et Y deux D-schémas formels admissibles,
purement de dimension relative d. Supposons que Y → D est lisse. Soient A
et B des ensembles fortement mesurables de Gr(X) et Gr(Y ) respectivement.
Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas formels tempéré sur B qui induit
une bijection entre B et A. Alors, pour toute application exponentiellement
intégrable α : A → Z ∪ {∞}, l’application B → Z ∪ {∞} qui à y associe

α(h(y)) + ordπ(Jac)(y) est exponentiellement intégrable et on a dans M̂k l’éga-
lité ∫

A

L−α dµ =

∫

B

L−α◦h−ordπ(Jac)h dµ.
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Démonstration. — Soit ε > 0. Soit (A0; (Ai)i≥1) (resp. (B0; (Bj)j≥1)) une
ε-appro-ximation cylindrique de A (resp. B). Comme h est tempéré sur B,
on peut supposer que B ∩ Σh = ∅. Prouvons tout d’abord que l’application

β := α ◦ h+ ordπ(Jac)h est mesurable sur B. Soit n ∈ Z. Soit (F
(n)
0 ; (F

(n)
` )`≥1)

une ε-approximation cylindrique de α−1(n) ⊂ A. Nous allons montrer que
(α ◦ h)−1(n) ∩ B est un ensemble mesurable de Gr(Y ). On peut supposer que

F
(n)
0 ⊂ A0 ⊂ A (cf. lemme 6.3.1). On a l’égalité

(
B ∩ h−1(α−1(n))

)
∆

(
B ∩ h−1(F

(n)
0 )

)
⊂

⋃

i≥1

h−1(F
(n)
i ).

Grâce au corollaire 7.2.2 et à l’injectivité de h sur B, on peut supposer que
h−1(A0) ∩ B = B0. En particulier, cette remarque entrâıne que
(
h−1(α−1(n)) ∩ B

)
∆

(
h−1(F

(n)
0 ) ∩ B

)
⊂

( ⋃

j≥1

Bi

)
∪

( ⋃

i≥1

h−1(F
(n)
i ) ∩ B0

)
.

En effet, par hypothèse, on a
(
h−1(α−1(n)) ∩ B

)
\B0 ⊂ B\B0,

(h−1(α−1(n))\h−1(F
(n)
0 )) ∩B0 ⊂

⋃

i≥1

h−1(F
(n)
i ) ∩B0,

et, comme h−1(F
(n)
0 ) ∩ B ⊂ B0,

(B ∩ h−1(F
(n)
0 ))\h−1(α−1(n)) ⊂

⋃

i≥1

h−1(F
(n)
i ) ∩ B0.

Le lemme 7.1.3, 2) assure alors que B ∩ (α ◦ h)−1(n) est mesurable. Comme

β−1(n) =
⊔

e∈N

(
(α ◦ h)−1(n− e) ∩ ordπ(Jac)−1

h (e) ∩ B
)
,

la suite (µY (ordπ(Jac)−1
h (e) ∩ B)e∈N tend vers 0. La proposition 6.3.4 assure

alors que l’application α ◦ h+ ordπ(Jac)h est mesurable sur B.
Il s’agit de montrer maintenant que l’intégrale converge et qu’on a bien la

formule annoncée. Le lemme 4.3.7 assure qu’il existe un entier r ∈ N tel que

B0 ⊂
⋃

e,e′≤r

∆e,e′ .

Par additivité de l’intégrale, il suffit de montrer le résultat pour B0 ⊂ ∆e,e′ ,
pour un entier e ∈ N et un entier e′ ∈ N. Soit ε > 0. Soit n ∈ Z. Notons

(G
(n−e)
0 ; (G

(n−e)
m )m≥1) une ε-approximation cylindrique de B∩(α◦h)−1(n−e),

qui est mesurable dans Gr(X), telle que G
(n−e)
0 ⊂ B0. On peut supposer que

F
(n−e)
0 = h(G

(n−e)
0 ). Le lemme 7.1.3 assure alors que

[
πν,Y (G

(n−e)
0 )

]
L−νL−n =

[
πν,X (F

(n−e)
0 )

]
L−νL−n+e.

tome 132 – 2004 – no 1
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Autrement dit,

µY
(
(α ◦ h+ ordt(Jac)h)

−1(n) ∩ B
)
L−n = µY

(
α−1(n− e)

)
L−(n−e).

La formule annoncée en découle.

Grâce à la théorie des modèles de Néron faibles en géométrie formelle (cf. [8],
déf. 1.3 et th. 3.1), on peut généraliser cette proposition au cas où seule la fibre
générique de Y est supposée lisse sur K. Commençons par reformuler en termes
de schéma de Greenberg l’existence de modèles de Néron faibles en géométrie
formelle (cf. loc. cit. pour la définition originale) :

Théorème 8.0.4. — Soit X est un D-schéma formel admissible, de fibre géné-
rique XK lisse sur K. Il existe un D-morphisme de schémas formels g : U → X
tempéré induisant une bijection Gr(U)→ Gr(X) et tel que U est quasi-compact
et lisse sur D.

Démonstration. — L’idée de la démonstration est l’utilisation des modèles de
Néron faibles. Ces modèles peuvent s’obtenir en considérant le lieu lisse d’un
D-schéma formel X ′ obtenu à partir de X par éclatements admissibles (cf. [8],
th. 3.1). Par suite, un tel morphisme g est tempéré.

Théorème 8.0.5. — Soient X et Y deux D-schémas formels admissibles, pu-
rement de dimension relative d. Supposons que Y soit génériquement lisse.
Soient B et A des ensembles fortement mesurables de Gr(Y ) et Gr(X) res-
pectivement. Soit h : Y → X un D-morphisme de schémas formels tempéré
sur B qui induit une bijection entre B et A. Soit α : A → Z ∪ {∞} une ap-
plication exponentiellement intégrable. Alors l’application qui à y ∈ B associe

α ◦ h(y) + ordπ(Jac)h(y) est exponentiellement intégrable et l’on a dans M̂k

l’égalité ∫

A

L−α dµX =

∫

B

L−(α◦h+ordπ(Jac)h) dµY .

Démonstration. — On peut supposer, comme dans la preuve de 8.0.3, que
B ∩ Σh = ∅ et que A∩Gr(Xsing) = ∅. La théorie des modèles de Néron faibles
(cf. théorème 8.0.5) assure qu’il existe un ouvert U → D, lisse et quasi-compact,
d’un D-modèle de la fibre générique de Y , notée YK , et un morphisme g : U → Y
induisant une bijection entre les points de Gr(U) et ceux de Gr(Y ). On a alors
un diagramme commutatif :

U

g
��

f

  A
A

A
A

Y
h

// X.
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Posons C := g−1(B). Le morphisme g induit une bijection entre C et B et 7.3.2
assure que g−1(B) =: C est fortement mesurable. Comme g est tempéré, on
peut supposer que C ∩ Σg = ∅. Il en résulte tout d’abord que

C ∩ g−1
(
h−1(Gr(Xsing))

)
= ∅.

Par ailleurs, la formule de composition (cf. proposition 5.1.7) assure alors que
C ∩ Πf = ∅. On a donc C ∩ Σf = ∅. Il faut prouver que l’application
α ◦ h + ordπ(Jac)h est exponentiellement intégrable sur B. Soit Fn = (α ◦
h+ ordπ(Jac)h)

−1(n). On remarque que

Fn = g
( ⊔

e∈N

(α ◦ h ◦ g)−1(n− e) ∩
(
ordπ(Jac)h ◦ g

)−1
(e) ∩ C

)
.

Or la formule de composition 5.1.7 assure que
(
ordπ(Jac)h ◦ g

)−1
(e) =

⊔

finie

((
ordπ(Jac)f

)−1
(e− e′) ∩

(
ordπ(Jac)g

)−1
(e′)

)
.

La mesurabilité de Fn se déduit, comme dans la preuve de 8.0.3, de la mesu-
rabilité de α et du théorème 7.2.3. La convergence de l’intégrale découle alors
du lemme 7.1.3, comme dans la preuve du théorème 8.0.3.

Supposons maintenant que l’application α ◦ h+ ordπ(Jac)h est exponentiel-

lement intégrable sur B. Le théorème 8.0.3 implique alors les égalités dans M̂k∫

A

L−αdµX =

∫

C

L−α◦h◦g−ordπ(Jac)h◦g dµU ,

∫

B

L−α◦h−ordπ(Jac)hdµY =

∫

C

L−α◦h◦g−ordπ(Jac)h◦g−ordπ(Jac)g dµU .

La formule découle alors de la proposition 5.1.7.
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[8] Bosch (S.) & Schlöter (K.) – Néron models in the setting of formal
and rigid geometry, Math. Ann., t. 301 (1995), no. 2, pp. 339–362.
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[21] Oesterlé (J.) – Réduction modulo pn des sous-ensembles analytiques fer-
més de ZNp , Invent. Math., t. 66 (1982), no. 2, pp. 325–341.

[22] Poonen (B.) – The Grothendieck ring of varieties is not a domain, Math.
Res. Lett., t. 9 (2002), no. 4, pp. 493–497.
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