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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRÉCROISÉS

PAR

DANIEL CONDUCHÉ (*)

RÉSUMÉ. — Soient Q' : M' -> P et Q" : M" -> P deux modules précroisés
totalement libres et soit ô = 9' * ô" : M = M' * M" —»• P leur coproduit (dans
la catégorie des P-modules précroisés). Soient ^cr et Q'^ les modules croisés induits.
Alors, si 0e1" est injectif, le noyau Ker^'") est l'intersection des termes de la série
centrale descendante de ^/cr, la notion de série centrale descendante se généralisant
de façon naturelle aux modules croisés. Ce résultat permet d'exprimer le problème
d'homotopie de Whitehead en termes de niipotence résiduelle.

ABSTRACT. — Let Q' : M' —. P and Q" : M" —^ P be two totally free pre-
crossed modules and let Q = Q1 * Q" : M == M' * M" — ^ P b e their coproduct (in thé
category of pre-crossed P-modules). Let Q^ and Q'^ be thé induced crossed modules.
Then, if 0e11 is injective, thé kernel KeJ'(9/cr) is thé intersection of O'^s lower central
séries, thé notion of lower central séries having a natural extension to crossed modules.
This resuit allows a translation of Whitehead's homotopy problem in terms of residual
niipotency.

0. Introduction
D'après J.H.C. Whitehead [35] (voir aussi [11], [4]), tout CW-complexe

connexe de dimension 2 peut être représenté par un module croisé.
La notion de sous-groupe de commutateurs s'étend naturellement aux
modules croisés, d'où la notion de série centrale descendante dans ce
cadre. Le but de cet article est de montrer que, si X est un CW-complexe
asphérique de dimension 2 réduit, c'est-à-dire dont le 0-squelette n'a qu'un
point, et Y un sous-CW-complexe, le groupe TT^ÇY) est l'intersection de
la série centrale descendante du module croisé Tr^ÇY^Y1) —» 71-1 (Y1).

(*) Texte reçu le 22 février 1995, révisé le 2 mai 1995.
D. CONDUCHÉ, Université de Rennes 1, UFR de Mathématiques, Campus de Beaulieu,
35042 Rennes CEDEX France. Email : conduche@univ-rennesl.fr.
Classification AMS : 57 M 20, 20E26, 18 G 30, 18 G 35.
Mots clés : Module précroisé, module croisé, CW-complexe, niipotence résiduelle.
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402 D. CONDUCHÉ

Donc la question de Pasphéricité du sous-CW-complexe Y, posée par
Whitehead en 1941 [35] (voir [6] pour une étude générale des travaux sur
cette question), se ramène à une question de niipotence résiduelle dans les
modules croisés totalement libres.

Les principaux outils employés sont, dans un module précroisé, les
commutateurs de Peiffer [3l], voir aussi [3], [4], [11]. Le premier para-
graphe rappelle les définitions et donne quelques propriétés des modules
(pré)croisés et des commutateurs de Peiffer (voir aussi [4], [15]).

Le deuxième paragraphe rappelle succintement la correspondance entre
groupes simpliciaux et modules précroisés via le complexe de Moore
(cf. [26] par exemple). La construction du module croisé

^(X.X1)-^!^1)

(cf. [35], [11], [3]) et celle du groupe simplicial libre associé par Kan [25]
sont rappelées, ce qui permet d'exprimer la question de Whitehead en
termes de modules précroisés.

Dans le troisième paragraphe un groupe simplicial homotopiquement
trivial, dû à Quillen [32] et lié au fondeur de décalage, est utilisé pour
construire un diagramme commutatif contenant des modules précroisés
libres induisant les modules croisés

7T2(X,X 1 )———7T^(X 1 ) et 7T^Y1)———TT^V1).

Ce diagramme permet de retrouver des propriétés des sous-groupes de
P = 7Ti(y1) = 7Ti(X1) (cf. [21]) et dunoyauKer(7Ti(y) -^ 7Ti(X)) (cf. [9]).

Le quatrième paragraphe est consacré à l'étude des relations entre sous-
groupes de commutateurs et sous-groupes de Peiffer et à la démonstration
du résultat annoncé. Dans le cas particulier où le CW-complexe X est
contractible et fini on retrouve un résultat de Bogley [5].

Conventions et notations
Étant donné un groupe H, un groupe G est un H-groupe si une

opération du groupe H sur le groupe G est donnée; cette opération se
fait à gauche et l'action de l'élément a e H sur l'élément x e G est
notée ^x. Le produit semi-direct correspondant est noté K = G x H, ou
G xi iH si l'injection % du groupe quotient H dans le groupe K a besoin
d'être précisée. Un commutateur ordinaire est noté [ x ^ y ] = xyx~ly~l.

Le sous^groupe normal engendré par un sous-groupe G' d'un groupe G
est noté G". Pour tout ^f-groupe G et tout sous-groupe G' de G, on
note [H,G'} le sous-groupe de G engendré par les éléments a^-1 pour
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRÉCROISÉS 403

a e H et x e G'; si G' est un sous-groupe de H, l'opération se fait
par conjugaison et le sous-groupe [H,G'} est le sous-groupe de com-
mutateurs habituel. Soit ^n{H, G7) la famille de sous-groupes de G définie
récursivement par

^H^G')=G1 et ^(^G^^n-i^GQ];

pour H = G', on retrouve la série centrale descendante

7n(^)=7n(^^).

La définition du complexe de Moore, un peu différente de celle utilisée
dans [16] et [26], est celle utilisée dans [27] et [14] : si G, est un groupe
simplicial, son complexe de Moore est donné en dimension n par

N{G)n= F) Ker(d,).
i<n-l

L'expression «coproduit» a été préférée à celle de «produit libre» et
est notée « * ». La notation «Q» indique la fin d'une démonstration ou son
absence.

1. Modules précroisés et commutateurs de Peiffer.
DÉFINITION 1.1. — Un module précroisé est la donnée d'un morphisme

de groupes 9 : M —> P et d'une opération du groupe P sur le groupe M
qui vérifient, pour tout x e M et tout a G P,

(i) 9(oix)=a9(x)a-l.
Le P-groupe M est appelé un P-module précroisé. Si, de plus, l'égalité
(ii) 9^y = x y x ~ 1

est vérifiée pour tout x et tout y e M, le morphisme 9 est un module
croisé et le groupe M est un P-module croisé.

DÉFINITION 1.2. — Soit 9 : M -^ P un module précroisé. On appelle
commutateur de Peiffer un élément de la forme

(x,y) =xyx~laxy~l, x,y e M.

Le sous-groupe de Peiffer de M (ou de 9), P^ÇM) est le sous-groupe
engendré par les commutateurs de Peiffer.

Le module croisé induit par 9 est le morphisme

Qcr . ̂ cr ^ M _ _ p

?2(M)
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404 D. CONDUCHÉ

PROPOSITION 1.3. — Soit 9 : M -. P un module précroisé. Les
commutateurs de Peiffer vérifient les relations suivantes, pourx y z G M
aePetkçKerQ,

1) {x^yz) = (x,y}9xy{x^)9xy-l = (x,y){x,z){(x,z)-\ ̂ y} ;

2) {xy,z)=x(y,z)x-l{x^yz) = {(y,z),x)~l{y^)(x,9yz}'^

3) û{x^)={axay)^

4) M=[A^];

5) <^2/)=[^î/]2/^î/-1. D

Les commutateurs de Peiffer utilisés ici correspondant à des opérations
à gauche, ces formules diffèrent de celles de [4] mais sont les mêmes que
dans [15].

DÉFINITION 1.4. — Un sous-groupe de M est un sous-module précroisé
s'il est stable par l'opération de P.

Contrairement à ce qui se passe pour les modules croisés, un sous-
module précroisé de M n'est pas toujours un sous-groupe normal de M.
Ainsi M peut être le coproduit M = M' * M" de deux sous-modules
précroisés. La vérification du lemme suivant est purement formelle.

LEMME 1.5. — Etant donné un groupe P, le coproduit d'une famille de
P-modules précroisés est égal à leur coproduit comme P-groupes et aussi
à leur coproduit comme groupés. []

REMARQUE 1.6. — La situation est très différente pour les P-modules
croisés (cf. [10], [17]).

Si M' et M" sont deux sous-modules précroisés de M, le sous-groupe
de M engendré par les éléments (x, y) pour x ç M7 et y ç M" est noté
(M'.M"). En particulier,

P2(M/)=(M/,M/).

Le sous-groupe (M', M") est un sous-module précroisé de M. La propriété
suivante résulte des égalités (1.3.1) et (1.3.2) :

PROPOSITION 1.7. — Soient 9 : M -^ P un module précroisé et M'
et M" deux sous-modules précroisés de M tels que M'M" = M. Alors le
sous-groupe <M', M") est normal. \\

COROLLAIRE 1.8. — Pour tout sous-module précroisé M' du module
précroisé 9 : M -> P les sous-groupes (M, M'} et (M', M) sont nor-
maux. Q
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRÉCROISÉS 405

COROLLAIRE 1.9. — Soit 9 : M —^ P un module précroisé et soient M/

et M" deux sous-modules précroisés tels que M'M" = M. Alors :

(a) tout élément t ç ?2(M) s'écrit t = t^ t^ = ts t^ avec t^ ç (M, M'),
^ C (M, M"), ts G (M^M) et t^ ç (M", M) ;

(b) tout élément u e {M, M"} s'écrit u = u\u^ avec u^ e {M', M")
et U2 e P2(M//) ;

(c) tout élément v e (M', M) s'écrit v = v-y v^ avec v-t ç (M', M"} et
V2eP2(M/).

Démonstration. — Soient x,y appartenant à M. L'élément y étant un
produit d'éléments de M' et de M", la formule (1.3.1) permet d'écrire
{x,y) comme produit d'éléments de (M, M') et d'éléments de (M, M").
Ces sous-groupes étant normaux, (x, y) est encore le produit d'un élément
de (M, M') et d'un élément de {M, M"). Les autres cas se traitent de la
même façon. []

PROPOSITION 1.10. — Soient Q' : M' -> P et Q" : M" -^ P deux
modules précroises et soit Q = Q' * Q" : M = M' * M" —> P leur coproduit.
Alors le groupe M" est un produit semi-direct du groupe {M' ̂ M11} par le
groupe M".

Démonstration. — Le groupe M" est engendré par les éléments x y x~1

avec x e M' et y ç M". Par ailleurs x y x ~ 1 == {x,y)Qxy. Le morphisme
9f et l'identité de M'7 induisent un morçhisme M = M' * M" —> M" xi P
dont se déduit une surjection scindée M" —» M" de noyau (M', M"). []

COROLLAIRE 1.11. — Le groupe (M, M") est isomorphe à un produit
semi-direct

(M, M") ̂  (M', M") x P2(M"). D

PROPOSITION 1.12. — Le groupe (M', M) e5^ isomorphe à un produit
semi-direct

(M', M) ̂  (M', M") x P2(M'). Q

2. Modules précroisés et groupes simpliciaux
Etant donné un groupe simplicial G., soit 7V(G). son complexe de

Moore. La conjugaison par soGo dans G\ munit le morphisme

N(G), —> N(G)o

d'une structure de module précroisé. Soit A^'(G) ce module précroisé.
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406 D. CONDUCHÉ

Le foncteur 7V7 ainsi défini, de la catégorie des groupes simpliciaux
dans la catégorie des modules précroisés, admet un adjoint à gauche, le
fondeur K ' (cf. [14]). Étant donné un module précroisé 9 : M -^ P,
les composantes en dimensions 0, 1 et 2 du groupe simplicial K/(9) sont
respectivement

Kf{9)o == P,
K\9^ ==M x 5oP,
K'{9)^ = OiM * soM) x 5i5oP.

Le composé du foncteur d'oubli de la structure précroisée et du fonc-
teur N ' a pour adjoint à gauche le foncteur K. Étant donné un morphisme
de groupes ô : MQ —^ P, le groupe simplicial G. = K(6) a pour compo-
santes en dimensions 0, 1 et 2 respectivement

K(6), = P,
^)i=Mo*5oP,
K(6)^ = S\MQ * SQ.MQ * s-iSoP.

Le module précroisé libre engendré par le morphisme 6 est alors :

N\G.) = N ' K { 6 ) .

Cette situation est décrite en basses dimensions par le diagramme suivant,
où M = N(G)i = N^G)^ et où K ' N ' { G . } figure dans la deuxième
colonne :

siMo * soMo * 5i5oP ===== ( M * M ) x P
um um

Mo * soP ==== M x P
Uî Uî
P ==== p.

REMARQUE 2.1. —Les foncteurs K et K ' sont définis sur des catégories
plus générales [14] ; par exemple K est défini sur la catégorie des complexes
de groupes.

PROPOSITION 2.2. — Soit 9 : M -^ P un module précroisé et soit
G. == K'{9). Alors nous avons les isomorphismes suivants

^-^-w
71-0 (G.) ^ Coker(ôi) = Coker^î1'). 0
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2.3. — Soit X un CW-complexe réduit de dimension 2. Soient :
• P ̂  Ti-i (X1) le groupe libre engendré par l'ensemble des 1-cellules,
• Mo le groupe libre engendré par l'ensemble des 2-cellules et
• ô : Mo —> P un morphisme défini en associant à chaque 2-cellule un

représentant dans P de l'image de sa fonction caractéristique.
Alors le groupe simplicial G. = G(X). = K(6) est celui associé par

Kan [25] au CW-complexe X et a la propriété suivante.

THÉORÈME 2.4. — Étant donné un CW-complexe réduit X, il existe
pour tout n ̂  0 un isomorphisme 7Tn(G(X).) ̂  71-^4-1 (X). []

Le module croisé induit par N'ÇG) est celui associé au CW-complexe X
par Whitehead [35] (voir aussi [3], [11]). D'où les définitions suivantes.

DÉFINITIONS 2.5. — Un module précroisé 9 : M —> P est asphérique
si Ker(<9) = P^M). Si, de plus, le morphisme 9 est surjectif, le module
précroisé 9 est contractible.

DÉFINITION 2.6. — Un P-module précroisé M est libre si M est libre
comme P-groupe. Un module précroisé 9 : M —^ P est totalement libre si
le groupe P est libre et si le P-module précroisé M est libre.

Un module croisé est libre (resp. totalement libre) s'il est induit par un
module précroisé libre (resp. totalement libre).

La construction décrite en (2.3) n'est pas fonctorielle. Cependant
elle peut être effectuée sur un couple X D Y de CW-complexes. Il
correspond alors au sous-CW-complexe Y un sous-groupe MQ facteur du
groupe Mo pour le coproduit, c'est-à-dire qu'il existe un sous-groupe MQ'
du groupe Mo tel que Mo == Mp * M^, ce sous-groupe MQ' correspondant
à un sous-CW-complexe Z de X tel que Y U Z = X et Y H Z c X1 ; on
peut supposer de plus que X1 = Y1 = Z1. Compte tenu du lemme 1.5,
le problème d'homotopie de Whitehead est donc équivalent à la question
algébrique suivante.

QUESTION 2.7. — Soient 9' : M' -. P, 9" \ M" -^ P deux P-
modules précroisés totalement libres et 9 = 9f * Q" : M = M/ * M" —> P.
Si le module précroisé 9 est asphérique^ le sous-module précroisé 9' est-il
asphérique ?

Dans cette question, le module précroisé 9 peut être supposé contrac-
tible. Le passage au revêtement universel permet de se ramener à ce cas [6].
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408 D. CONDUCHÉ

3. Décalage et modules précroisés
Étant donné un groupe simplicial G., soit Dec1 (G), le groupe simplicial

décalé obtenu par oubli du dernier bord et de la dernière dégénéres-
cence [24]. Soit q» le morphisme simplicial à valeur dans le groupe
simplicial constant GQ défini par

qn = d^i : Dec1 (G), = G,+i —^ Go

et soit {cf. [32])
G.=Ker(ç.).

PROPOSITION 3.1. — Le groupe simplicial G. est homotopiquement
trivial. []

Le bord oublié en chaque dimension définit un morphisme simplicial
surjectif

q. : Deci(G). —» G.

donné par :
Qn = dn+l : Gn+i ——> Gn-

Le morphisme g. a pour section le morphisme

i. : G. —^Deci(G).

défini par la dégénérescence oubliée in = «n. Le morphisme q. induit un
morphisme q. : G. —^ G. surjectif mais in(Gn) n'est pas inclus dans Gn.

PROPOSITION 3.2. — Soient 9 : M —> P un module précroisé et
G.=K\Q). Alors:

(a) Le groupe simplicial G» est naturellement isomorphe au groupe
simplicial associé par le fondeur K au morphisme identité de M.

(b) Le module précroisé TV'(G) s'écrit d : M —> M où M est le sous-
groupe normal de G\ ̂  s^M^s^M engendré par s\M\ donc le sous-groupe
engendré par les éléments de la forme SQXS\ysQX~1 pour x^y ç. M. Le
morphisme d est la restriction du bord di : d(sQX s\y sox~1) = x y x ~ 1 .

(c) Le morphisme d a pour noyau Ker(d) = P^(M). []

Dans cette situation, le morphisme p. = A^(ç.) s'écrit ?• = (pi,po) :

M —> M

4 ^
M —^ P,
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QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRÉCROISÉS 409

avec, pour x, y e M :

Pô =9,

pi(soxs^ysox~1) = d^sox s^y sox~1) = sod^(x)y sod^(x)~1 =9xy.

Le morphisme de groupes pi est surjectif et scindé par la restriction à M
de ï\ = 5i.

Soient :
, 9 = 9/ * ̂ // : M = M' * M" —^ P le coproduit de deux modules

précroisés ;
• G. = K\Q) et N'{G.) = d : M -^ M;
• M' le sous-M-module précroisé de M engendré par SiM', donc le

sous-groupe de M engendré par les éléments SQXS^ysox~1 pour x ç M
et î/ e M7 ;

• d' : M' —^ M la restriction du morphisme d.

LEMME 3.3. — Avec ces notations, on a :
(a) d'W^M'.
(b) Coke^dQ ̂  M".
(c) Le module précroisé d' est asphérique.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) sont immédiates.
Montrons (c). L'opération du groupe M sur le groupe M étant la

conjugaison via SQ, le commutateur de Peiffér des éléments sots-^xsQt'1
et 5i2/, pour x, y ç. M' et t ç M s'écrit :

{sot s^x sot~\ s-iy} = sot s-ix sot^s-ty sot s-tX^soÇxt'^s-iy'1 soÇtx'1^1).

Donc, si z = utxt~1 avec u ç M, t ç M" et x e M', l'élément
5o^5iî/5o^~1 où y e M' s'écrit :

SQZ s-iy soz~1 = SQU (sot s^x sot~\ s-iy^sot six SQt~1

s\y sot s-tX~lsot~lsou~l

= SQUSots-iXSot^s-iysQts-iX^sot^SQU'1 mod P'z{M'\

Tout élément z e M s'écrit z = z\ z^ avec z\ e M" et z-z ç M' ; donc
la répétition_de ce calcul montre que l'élément SQZS\ysQZ~1 est congru
modulo P^M') à un produit d'éléments de la forme SQÎ's^x'SQt'~1 avec
i1 ç M" et x/ ç M', donc à un élément de s^M'^s^M". Or la restriction au
groupe s\M' ^SQM" de l'application d est un isomorphisme avec le groupe
M' * M" = M. Donc le morphisme d' a pour noyau Ker(d') = P^(M'). []

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



410 D. CONDUCHÉ

REMARQUE 3.4. — Si les groupes M' et M" sont libres, le module
précroisé totalement libre d représente un CW-complexe contractible et d'
un sous-CW-complexe dont le TTI est le groupe libre M". Dans ce cas,
l'assertion (c) résulte d'un théorème d'Adams [1].

Le morphisme p. se restreint à un morphisme p.' = (p^po) ^e modules
précroisés où PQ = po = 9. Le morphisme de groupes p[ est encore surjectif
et scindé par la restriction i[ du morphisme ï\ ; son noyau est le sous-
groupe {M, M'} de M' engendré par l'ensemble des éléments

{x,y} = SQXs^ysox^s^y)-1

avec x e M et y e M'.
LEMME 3.6. — On a :
(a) pf,(P^M))=P^Mf).

(b) df({M^Mf})=(M^Mf). D

Dans toute la suite le module précroisé 9 est supposé asphérique.

Soient K ' = Ker(9') et TT' = Coker^'). Le morphisme p ' . donne le
diagramme commutatif suivant où les lignes et les colonnes sont exactes

1 1
J_ l

P^M') ———> K'

l _L
1 ——> {M,M'} ——> M' ——> M' ——> 1

(3-7) i l l
1 ———> ?2{M) ———> M ——> P

l l l
P2(M)/{M,Mf) ——> M" ——> TT'

l l l
1 1 1

LEMME 3.8. — Le diagramme (3.7) induit une suite exacte

^''^'-(ê^)^"—
Démonstration.—C'est le lemme du serpent. En effet, la démonstration

de ce lemme, donnée en général dans le cas abélien [8, chap. 1, § 1.4 par
exemple], reste valide pour un diagramme de groupes non commutatifs, du
moment que les morphismes verticaux ont pour images des sous-groupes
normaux. Q

TOME 124 — 1996 — ?3



QUESTION DE WHITEHEAD ET MODULES PRÉCROISÉS 411

Le_ module précroisé Q' est asphérique si et seulement si le morphisme
P2(M') —> K ' est surjectif, donc si et seulement si le morphisme induit

.W)_
J ' (M, M')

est injectif. Cette suite exacte permet une légère généralisation d'un théo-
rème de Gutiérrez et Ratcliffè [21] (voir aussi [23]).

THÉORÈME 3.9. — Soient P ' = Q(M') et P" = <9(M"). Alors on a :

P /nP / /=[P /,P / /].

Démonstration. — Par l'exactitude de la suite (3.8), on a :

/((ê^)-^"-')-
La décomposition de ?2(M), donnée par le corollaire (1.9), permet d'écrire

/((ê^y)'™'
= fc{{M,MI){MI,MI')P^Mtl)}
=fc((M^Mff))fc{P^Mff))

où c est la projection canonique de P^(M) sur P'z(M)/{M^M/).
Comme fc({x^y}) = y9xy~l pour x € M' et y € M", nous avons :

/c^M'.M''))^?^].

Par ailleurs, la restriction au sous-groupe P^[M") du morphisme fc est
l'injection canonique, d'où l'égalité

/((ê^)-!^"'^"'-
Le morphisme M" —> TT' se décompose en

M" ^^ P —— TT'

où Q" est la restriction du morphisme Q : M —^ P; en effet, le mor-
phisme Q" est induit par le morphisme Q et la surjection M —> M" est
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scindée par l'injection canonique. Comme le sous-groupe P ' est le noyau
du morphisme P —>• TT' nous avons l'égalité :

[?', p"} = ̂ ([p7, M"] P2(M//)) = p1 n P". D

PROPOSITION 3.10. — L'opération par conjugaison du groupe M sur le
sous-groupe P^ÇM) induit une opération du groupe M" sur le groupe

?2(M)

(M, M7)

qui fait du morphisme f un module croisé.

Démonstration. — La propriété (l.l.i) est facilement vérifiée. Pour
x e M' et z € ?2(M) = Ker(9), l'élément [ x ^ z ] = (z,x)~1 appartient
à (M, M') ; donc le sous-groupe M' opère trivialement sur le groupe
P2(M)/(M,M') et nous avons la congruence suivante modulo (M, M') :

(x^)z(x^)-l^yaxy-lzaxyy-l

pour x e M', î/ e M" et z ç ?2(M). En conséquence, la propriété (l.l.ii)
est vérifiée. []

LEMME 3.11.— En restriction au sous-groupe P^M"), le morphisme c
est injectif et le sous groupe ("(P^M")) dé M/{M^M') est normal.

Démonstration. — Le sous-groupe P^M") s'injecte par je dans M",
donc il s'injecte par c dans P^(M)/(M,Mf). Par ailleurs, P2(M//) est
stable par conjugaison par un élément de M" et M' opère trivialement
sur tout sous-groupe de P2(M)/(M,M'). []

Soit
. ?2(M)

J ' (M.M')?^')

le morphisme induit par la projection canonique de P2(M) sur

M"M"^ = .
P2(M//)

LEMME 3.12. — Le morphisme f est un module croisé.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la propo-
sition 3.10. Q
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LEMME 3.13. — Soit TT = Coker((9). Les modules croisés

Q^r.^cr__^ ^ ^

ont le même noyau A = K' /P^(M')' De plus f et f ont pour conoyau
7r° =KeT(7^f ^TT).

Démonstration. — Cela résulte de la suite exacte (3.8). []

PROPOSITION 3.14. — II existe un morphisme de modules croisés
9* = (9i^9o) : f —'• ^/cr qui a les propriétés suivantes :

(a) ^0=^;

(b) pl(P2(M)/(M,M/)P2(M/')) = [P^M^}

(c) pour t ç A, on a g^(t) = t~1.

Démonstration. — Soit

y : M =. M' * M" —> M'^ xi P

le morphisme défini par le morphisme canonique M' —> M'^ et le
morphisme Q" : M" —> P. Compte tenu des égalités

^((M^M')) = ̂ (M'Q) = ̂ (MQ) = (1),

la restriction de (p à P^(M) se factorise par un morphisme

v l• (M,̂ '(M") - M'" M p

dont l'image est y({M", M'}). Soit, pour x € M' (resp. x G M"), ï l'image
de x dans M'01" (resp. M"01). Pour a; € M' et y ç. M", nous avons :

v((x,y)) =lp(xyx~l9xy~l)

={x,l)(l,9"y)(x-l,l)(l,9"(^xy}-l)

=(x9yx-l,9"Çy9xy-l))

=(x9vx-l,9[y,x})

=(x9yx-l,9'CT(9yxx-l)).

L'image y ((M", M'}) est donc contenue dans le sous-groupe

A(M/cr) = {^-l,ô/cr(,^)) ; z € M'^}
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du groupe M^ xi P. Il suit de la propriété (l.l.ii) que l'application

0 : A(M/cr) —. M^

définie par (9(2:-l,9/cr(^)) = z est un isomorphisme. Soient

./ . P fA^ —> P2(M)
c • P2(M) -> (M )̂̂ (M77)

le morphisme quotient et g^ = e^7. Nous avons, pour x e M' et y ç M",
l'égalité

pi^^î/)))^^^-1;

donc le morphisme ^i vérifie la propriété (b). Nous avons également
l'égalité :

9fcrg^cf((x^)))=9[y^].
Par ailleurs, nous avons

O^f^^y^^O^Çy^y-^^g^x]

et le diagramme commutatif

P2(M)/{M,M'}P2(M") -g^ M'"

f ' [ [ a ' "
M"" ———9^-——> p.

D'après la formule (1.3.1), on a

z{x,y}z-l=(x,9x~lz}-l(x,9x~lzy)

pour x G M' et y , z 6 M", d'où, en utilisant la propriété (l.l.ii)

ffi Çc'(z{x,y)z-1)) = x^^x-^^^xx-1

^ ^ 9(x-l•zx)^-l Q(x-'l^xy)^ ̂ -1

=xx-19z(xx-lx-l)xx-19^(x9yxx-l)xx-l

=9z(9yxx-l)

^^(c'^y})).

Le morphisme g\ est donc ^'"''-équivariant.
Le morphisme 9 vérifie 0(t) = t~1 pour t € A; donc ffi vérifie la même

propriété. []
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LEMME 3.15. — Le groupe quotient M"1\P' ̂ M"\ est un ^-module
précroisé. Ce ^-module précroisé est libre si, de plus, le P-module
précroisé M" est libre.

Démonstration. — L'opération induite du sous-groupe

P' = Ker(P -^ TT')

sur le quotient M" /[?', M"] est triviale; donc M" / [ P ' , M " \ est un TT'-
module précroisé. De plus, une base de M" comme P-groupe est envoyée
par le morphisme quotient sur une base de M" / [ P ' , M"\ comme Tr'-groupe,
donc M" 1\P' ̂ M"\ est un Tr'-module précroisé libre. \\

PROPOSITION 3.16. — Si le P-module précroisé M" est libre, le groupe
7r° = Ke^TT7 —> 7r) est un TV'-module croisé libre.

Démonstration. — Le sous-groupe

[P',M"}P^M") = Ker(M" -> TT')

de M" a pour image P^M'^P'.M"}) dans M"|\P',M'1\ et cette image
est le noyau du morphisme M " / [ P ' .M"} —> TT', d'où Pisomorphisme :

/ M" \cr

([ï-^î) -K^,-). D

REMARQUE 3.17. — En termes de CW-complexes, cette proposition est
une conséquence immédiate de la longue suite exacte d'homotopie associée
au couple (X, Y) et du fait, démontré par Whitehead, que ^(^C, Y) est un
7Ti(y)-module croisé libre [35] (voir aussi [18] et [17]). Cette proposition
et le corollaire suivant sont dans [9].

COROLLAIRE 3.18.
(a) Le groupe 7îi(7r°) = (Tr0)^ est un ^[^-module libre de base en

bijection avec une base du P-groupe libre M " .

(b) OnaH^7r°)=0.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème de Rat-
cliffe caractérisant les modules croisés libres [33], voir aussi [20] pour la
propriété (b). []

COROLLAIRE 3.19. — Soit X " une base du P-groupe M" et M^ le
sous-groupe de M" engendré par X " . Le morphisme composé

^ : MQ' -^ M" -^ TT0
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est injectif et induit pour tout n un isomorphisme

M'Q ^ 7T0

7n«) 7n(^°) '

Démonstration. — Le corollaire 3.18 donne des isomorphismes

H.M^H^0) et HM)= 0=H^°).

Les isomorphismes M^ /^n(.M^) ̂  ̂ /^n^0) résultent d^un théorème de
Stalling [34]. Finalement, on a :

Ker(^) C H 7n«) = (1). D
n>l

Les groupes abéliens 7^(71-° )/7n+i(7r0) étant libres, donc sans torsion,
un théorème de RM. Cohn sur les algèbres de groupes [13] donne une
autre propriété du groupe 7r°.

COROLLAIRE 3.20.— Soit l7r° l'idéal d'augmentation de V'anneau Z[7r°].
Alors, pour tout entier n, on a :

(l+^TTDnTT0^^0). D

4. La série centrale descendante
A partir de ce paragraphe, les modules précroisés 9' et Q" ^ ci donc

également 9, sont totalement libres.

La propriété suivante est due à Baer [2].
THÉORÈME 4.1.— Étant donné un groupe G, le quotient 7^(F)/7^(F, R)

est indépendant, à isomorphisme près, de la présentation libre

R >-^F-^G

du groupe G. [\

COROLLAIRE 4.2. — Etant donnés deux groupes libres F et G et une
surjection F —^ G de noyau R, les groupes suivants sont égaux :

^(F,R)=-rn(F)HR.

Démonstration. — Le théorème 4.1 appliqué aux présentations (F,R)
et (G, 1) du groupe G donne un isomorphisme

(a) ^Br^
donc-ïn(F,R~)=Kei^n(F)-^^G))=-fn(F)DR. Q
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REMARQUE 4.3. —Le groupe G étant libre, la suite exacte R >-> F —» G
est scindée et il est facile de vérifier directement Pisomorphisme (a).

COROLLAIRE 4.4. — On a 7n(M) H P^{M) = 7n(M, ?2(M)).

Démonstration. —Comme le module précroisé 9 est asphérique, la suite

?2(M) >-^M -^QM

est une présentation libre du groupe libre OM. [\

REMARQUE 4.5. — Pour n = 2, c'est un cas particulier d'un théorème
de Ratcliffe [33] (voir aussi [20]).

THÉORÈME 4.6. — Soit L le noyau de la restriction à P^ÇM) du
morphisme de projection de M sur M" introduit en (3.7) et soit un entier
n > 1. Tout élément x e L est congru modulo (M, M') à un élément du
sous-groupe 7n(M//, (M, M")) H [M', M"].

Démonstration. — D'après le corollaire 1.9, l'élément x s'écrit x == y z
avec y e (M, M') c L et z e (M, M") ; donc 2; appartient à (M, M") H L.
L'inclusion (M, M") C M" et l'égalité L = P^M) H M' impliquent
l'appartenance

^eM'HM^ [M', M"].

La propriété est donc vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée jusqu'à l'ordre (n — 1), ce qui permet de supposer

x € 7n-l(M//, (M, M")). Ce groupe est engendré par les éléments de la
forme

y= [ti,[^[...[^-2^]]...]]

avec ti C M" pour 1 ̂  i < n-2 et z e {M,M"}. Pour u e M7 et -y G M",
le commutateur de Peiffer

(n,'y) = [n,î;]î/S;-1

est le produit d'un élément de [M' ,M"} et d'un élément de M". Comme
le sous-groupe [M', M"} est normal dans M, l'élément z s'écrit z = z\z^
avec z\ e \M',M"\ et z^ e M". Le développement du commutateur
[ti, [ . . . , [^-2,^1^2] • • • ] ] montre que y est le produit d'un élément de
7^ (M) H [M', M"} et d'un élément de 7^-1 (M"). Donc l'élément a; s'écrit
x = x^ avec a;i e 7n(M) H [M', M"] et x^ e 7^-l(M//). Comme a; est
dans [M'.M"}, on a x^ = 1, donc a; appartient à 7n(M) H [M', M"] et,
d'après le corollaire 4.4, x appartient à 7^(M,?2(M)). Par ailleurs, on a

7n (M, ?2 (M)) = 7, (M, (M, M'̂ n (M, (M, M"))
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et l'inclusion 7»(M, {M, M')} c {M, M'}. Donc l'élément x est congru à
un élément x ' G 7»(M, (M, M")). Comme (A^Af) est contenu dans M',
l'élément a;' appartient à M'; de plus, -^(M, {M, M")) est contenu
dans M" et donc x ' appartient à [M', M"].

Les mêmes arguments permettent de vérifier, par récurrence, que
l'élément x ' est congru à un élément

x^ 6 7,,_p+i(M,7p(M", {M,M")}} n [M',M"}.

En effet, supposons que x ' soit congru à x^r-1) appartenant à

7n-p+2(M,7p_l(M//, {M, M"})) n [M', M"}.

Le groupe 7"-p+2(Af,7p_i(M", (M, M'")}) peut s'écrire

7n-p+2(M, 7p_i (M", (M, M")))

= 7n-p+i (M, [M^̂ M", (M. M"))])

= 7n-p+i (M, [M' * M", 7p-l(M//, (M, M"))])

= 7n-p+i(M, [M î̂ , (M.M"))] [M^p^M". (M,M"))])

= 7n-p+i (M, [M'. 7p_i (M", (M, M"))}) 7^_p+i (M, 7p(M" (M, M"))).

Ces égalités sont vérifiées parce que le sous-groupe (M, M"} est normal.
Or nous avons :

[M',7p_i(M", (M,M"))] = (7p-i(M", (M,M"}),M'} c {M,M') ;

donc 7»_p+i(M, [M'^p.^M^ {M,M"})}) est contenu dans (M,M').
L'élément a;^"1) est congru à un élément

x^ e7n-p+l(M,7p(M//,(M,M'/)))

et, toujours pour les mêmes raisons, x^ est dans [M7, M"].
Pour n = p, nous obtenons :

x = x^ e 7n(M//, {M, M")) n [M', M"]. Q

COROLLAIRE 4.7. — Soient

-n^",^), .̂ n -̂,,,̂ )̂.
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Alors le noyau A des morphismes f et f de (3.13) vérifie les égalités
A = Ai = As.

Démonstration. — D'après le théorème 4.6, on a A Ç Ai et A Ç As.
Par ailleurs, on a

/(Ai) Ç Q 7^) = (1)
n>l

car le groupe M7' est libre. De même, on a

/W Ç F) ̂ (M^), ^ n ̂ (M^) Ç Q 7,(P) = (1)
n^l n>l n>l

donc
F| 7^^) c Ker^).
n>l

Or, le groupe P étant libre, on a (c/. [28])

KeT{9rfcT)n^{MffcT)=(l). D

COROLLAIRE 4.8. — Les égalités suivantes sont vérifiées dans le module
croisé 9'^ :

A = Ker^) = (̂  7n(-P//^/cr) = 0 ̂ (^M/cr)
n>l n>l

où Ze groupe P" a été défini en (3.9).

Démonstration. — Le morphisme g» de (3.14) donne les inclusions
suivantes :

A Ç F) ̂ (P^M^) Ç F) 7^^).
n>l n>l

L'inclusion 0 7^(P,M'C^) Ç A se vérifie comme en (4.7). []
n^l

Soit
C' = (M^)^

l'abélianisé du groupe M'^. L'opération de P sur M'^ fait du groupe
abélien C' un ZJTr^-module, libre puisque M'^ est un P-module croisé
libre [33]. Le groupe P étant libre, il y a un isomorphisme, non canonique
et non équivariant, M'^ ^ A x P ' (cf. [36], [28]) ; donc le groupe A, qui
est central dans M701", s'identifie à un sous-module de C ' (cf. [Il], [33]).
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Soit I - K ' l'idéal d'augmentation de l'algèbre de groupe Z[TT'].

COROLLAIRE 4.9. — On a Vinclusion A Ç 0 (JTi-7)71^. []
n>l

REMARQUE 4.10. — Si, dans le corollaire 4.9, l'inclusion pouvait être
remplacée par une égalité ou, plus généralement, si on pouvait montrer
l'existence d'un idéal bilatère J de Z[7r'] tel que A = JC", le problème de
Whitehead serait résolu. En effet, d'après un théorème de Passi [29], le
Z[7r']-module P'̂  ^ C/A, où le sous-groupe P ' de P a été défini en (3.9),
est fidèle, c'est-à-dire An^P'^) = (0). Or nous avons l'inclusion

J Ç An^P'̂ ).

Dans le cas où le P-module précroisé M' est engendré par un élément,
le module C' s'identifie à Z[TT'] et A s'identifie à un idéal à gauche
dont on vérifie qu'il est bilatère (le lemme 3.14 de [30, chap. 4] donné
pour l'annulateur d'un idéal s'étend facilement à l'annulateur d'un Z^']-
module). On retrouve ainsi un théorème de Cockcroft [12].

THÉORÈME 4.11. — Si le P-module précroisé M' est engendré par un
élément, il est asphérique. Q

COROLLAIRE 4.12.— Soient X un CW-complexe asphérique de dimen-
sion 2 et Y un sous-CW-complexe. Si le CW-complexe Y ne comprend
qu'une 2-cellule^ il est asphérique. [}

REMARQUE 4.13. — Le théorème de Cockcroft est énoncé dans [12] en
supposant le CW-complexe X fini, ce qui revient à supposer le groupe P et
le P-module précroisé M de types finis. Mais sa démonstration ne nécessite
pas ces restrictions. Ce résultat a été généralisé depuis par Howie [22].

La propriété suivante, due indépendamment à Bogley et Gutiérrez [7]
et à G. Ellis [19] donne le lien avec le résultat de Bogley [5] signalé dans
l'introduction.

THÉORÈME 4.14. — Supposons que le P-module précroisé 9f est le
coproduit M' = U * V de deux modules précroisés asphériques. Soient
R = Q'(U) et S = 9'(V). Alors les groupes suivants sont isomorphes :Ker^sal^• °

Par le corollaire 4.7, on a :
R^. ̂  n -y (p Rns} c n -v ( p }^ -ij^^s})-^^^^})-

C'est le théorème de Bogley.
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DÉFINITION 4.15. — Un module croisé G —^ H est dit résiduellement
niipotent si Ç} 7nWG) = (1).

n>l

Le corollaire 4.8 amène à poser la question suivante.

QUESTION 4.16.— Sous quelles conditions un module croisé totalement
libre est-il résiduellement niipotent ?

Le groupe A = Ker^'^) étant un Z^']-module, toute réponse à cette
question est liée à la structure du groupe TT' et il est hasardeux d'avancer
des conjectures trop générales.

CONJECTURE FORTE 4.17.— Si H-tÇCokelQ') est un groupe abélien libre
et si ^(Cokerô') = 0, le module croisé Q'^ est résiduellement niipotent.

Une démonstration de cette conjecture entraînerait une réponse affir-
mative à la question de Whitehead car on peut supposer le module
précroisé 9 contractible et donc 71-° = TT'. La nullité éventuelle de Hn(^1)
ou Hn(7r°) n'étant actuellement pas connue même pour n = 3, une
démonstration de la conjecture suivante ne permettrait pas de répondre
à la question de Whitehead mais représenterait un pas important dans
cette direction.

CONJECTURE FAIBLE 4.18.— Si ̂ (Coker 9') est un groupe abélien libre
et si HnÇCokerQ') = 0 pourn > 2, le module croisé 9^ est résiduellement
niipotent.

REMARQUE 4.19. — Comme un module précroisé vérifiant les hypo-
thèses de l'une ou l'autre conjecture n'est pas a priori forcément inclus
dans un module précroisé asphérique, une réponse affirmative à la question
de Whitehead ne démontre pas ces conjectures.
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