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PROPRIETES DE DIVISION
PAR DES FONCTIONS DE 4~ (D)

PAR

JacQues CHAUMAT et ANNE-MarIE CHOLLET (*)

RESUME. — Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de C" a frontiére dD de classe
C®. On note C® (D) I'algebre des fonctions continues ainsi que toutes leurs dérivées dans D
et A® (D) la classe des fonctions holomorphes dans D appartenant a2 C* (D).

Soit E un sous-ensemble fermé de dD. On désigne par C¥ [resp. AZ] I'idéal de C= (D)
[resp. A® (D)) formé des fonctions plates sur E. On dit que E a la propriété de division par
des fonctions de A® (D) si, pour toute famille de fonctions (f));n de Cg, il existe une
fonction F de AZ nulle seulement sur E et une famille de fonctions (k));.n de C§ vérifiant
f;=Fk,, pour tout entier i.

On montre qu’un sous-ensemble fermé E de 0D vérifiant la propriété de division par des
fonctions de A® (D) est un ensemble d’interpolation d’ordre infini pour A® (D), c'est-a-dire
que, pour toute fonction f de C* (D) telle que 3f soit plate sur E, il existe une fonction F de
A% (D) telle que f— F soit dans Cg.

On donne des conditions suffisantes sur E pour qu'il vérifie la propriété de division par
des fonctions de A® (D). Elles s’expriment en termes de N, (E) le nombre minimum de boules
relatives a la pseudo-distance usuelle sur dD, de rayon &, dont la réunion recouvre E.

ABSTRACT. — Let D be a strictly pseudoconvex domain in C" with C®-boundary
dD. C= (D) will denote the algebra of functions continuous with all their derivatives in D
and A (D) is the class of the holomorphic functions in D belonging to C* (D).

Let E be a closed subset of dD. CP [resp. AF] will denote the ideal of C® (D) [resp.
A® (D)) consisting of all the functions flat on E. The set E is said to have the division
property by functions in A® (D) if, for every family of functions ( f)),.n in C¥, there exist a
function F in Ap vanishing only on E and a family of functions (k). in C§ such that
f;=Fk, for every integer i.

We prove that every closed subset which has the division property by functions in 4~ (D)
is an interpolation set of infinite order for A® (D), i.e., for every function fin C® (D) such
that 3f is flat on E, there exists a function F in A® (D) such that f— F belongs to C¥.

Sufficient conditions are given for E to have the division property by functions in A (D).
They are expressed in terms of N, (E) the minimal number of balls, with respect to the usual
pseudodistance on dD, of radius €, whose union covers E.

(*) Texte regu le 20 décembre 1985.
J. CHAUMAT et A. M. CHOLLET, Département de Mathématiques, Université Pans-Sud,
91405 Orsay Cedex, France.
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154 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

Soit D un domaine strictement pseudo-convexe dans C" a frontiére
réguliére dD. On note C* (D) I'algébre des fonctions de classe C*® sur D,
’adhérence de D et A® (D) la sous-algébre de C* (D) formée des fonctions
holomorphes dans D.

Soit E un sous-ensemble fermé de dD; on désigne par Cy [resp. AfF
I'idéal de C*® (D) [resp. A® (D)] formé des fonctions plates sur E.

Dans leurs études des idéaux de A® (D) de type fini [2] J. BRUNA et
J. M. OrTEGA prouvent la propriété suivante. Soit E une sous-variété
compacte de dD dont I'espace tangent en chaque point est dans 'espace
tangent complexe a 0D; alors, pour toute famille (f;), .y de AF, il existe
une fonction F de Af et une famille de fonctions (k;); .y de AF vérifiant
f;=Fk,, pour tout entier i.

Dans le cas n=1, lorsque D est le disque unité du plan complexe, les
sous-ensembles E de dD tels que AF ne soit pas trivial et qui vérifient
cette propriété de division sont caractérisés par la condition de Carleson

1
J N, (E)de < oo ou N,(E) est le nombre minimal d’intervalles de rayon €
0

dont la réunion recouvre E ([3], [4], [6)).

On introduit et on étudie dans ce travail une propriété de division plus
forte. On dit que E vérifie la propriété de division par A* (D) si, pour
toute famille de fonctions (f});,.n de CZ, il existe une fonction F de A
nulle seulement sur E et une famille de fonctions (k;);.n de C§ vérifiant
f;=Fk,, pour tout entier i.

On montre qu'un sous-ensemble fermé E de dD vérifiant la propriété
de division par A* (D) est d’interpolation d'ordre infini pour A* (D),
C’est-a-dire que, pour toute fonction f de C® (D) telle que &f soit plate
sur E, il existe une fonction F de A* (D) telle que f—F soit dans C§.

On donne des conditions suffisantes sur E pour qu'il vérifie la propriété
de division par A® (D). Elles s’expriment comme dans [5] a I'aide-de N, (E)
le nombre minimal de boules de rayon € dont la réunion recouvre E. Mais
les boules sont relatives a la pseudo-distance usuelle sur éD.

Dans le cas n=1, en utilisant la caractérisation des ensembles d’interpo-
lation d’ordre infini [1], on montre que E a la propriété de division par
A® (D) si et seulement s’il est d’interpolation d’ordre infini pour A% (D).
On ignore si cette équivalence subsiste dans le cas n>1 pour les sous-
ensembles portés par des sous-variétés de 6D totalement réelles.
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" PROPRIETES DE DIVISION 155

La proposition 2 et le théoréme 12 sous la condition (10.1) ont été
obtenus indépendamment par J. BRUNA et J. M. ORTEGA [3]. Les auteurs
ont construit [7] d’autres exemples d’ensembles vérifiant la propriété de
division par A® (D); ce sont, en particulier, les sous-ensembles E de oD
localement inclus dans une sous-variété de D dont I'espace tangent est
dans I'espace tangent complexe a dD. Il s’agit la d’une amélioration du
résultat de J. BRUNAT et J. M. ORTEGA précédemment cité [2].

On peut relier la propriété de division a des propriétés formelles algébri-
ques notamment a la propriété de platitude de I'idéal AY comme I'ont
montré J. BRUNA et J. M. ORTEGA [2]. Les auteurs remercient le Referee
pour ce développement (paragraphes 16 a 19). On y trouve une autre
présentation de la proposition 2 obtenue comme conséquence de la résolu-
tion de I'équation Ou=f avec of=0 dans les formes différentielles a
coefficients dans Cg.

Dans tout ce qui suit D désigne un domaine borné de C" a frontiére 0D
de classe C*. Le domaine D est donc défini par la donnée d’une fonction
r de classe C® dans un voisinage de D, I'adhérence de D, telle que

(i) D={zeC" r(z)<0},
(i1) grad r#0 sur oD.

Le domaine D sera dit strictement pseudo-convexe si, de plus, r est
strictement plurisousharmonique dans un voisinage de 0D, c’est-a-dire, si
I'on a

(iii) Z} .

- 6._ — (z)w w, >0,
pour tout w#0 de C" et tout z de dD.
On dit alors que r est une fonction définissant D.

On note A° (D) la classe des fonctions holomorphes dans D dont toutes
les dérivées sont continues dans D.

1. DeFiNiTIONs. — Un sous-ensemble fermé E de 0D est un ensemble
de zéros pour A® (D) s'il existe une fonction f de A* (D) telle que I'on ait

= {zeD; f(2)=0}.

On dit qu'une fonction de classe C* sur D est plate sur E si elle
s’annule ainsi que toutes ses dérivées sur E. De méme on dit qu'une forme
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156 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

différentielle de classe C® sur D est plate sur E si ses coefficients sont
plats sur E.

Un sous-ensemble fermé E de dD est un ensemble d’interpolation d’ordre
infini pour A* (D), si, pour toute fonction g de classe C® dans C" telle
que Jg soit plate sur E, il existe une fonction f de 4® (D) telle que f—g
soit plate sur E.

On désigne par C? [resp. AF] I'idéal dans C* (D) [resp. A® (D)] formé
des fonctions plates sur E.

Un sous-ensemble fermé E de dD vérifie la propriété de division par
A® (D) si, pour toute suite (f;); .  de fonctions de Cg, il existe une fonction
F de AF nulle seulement sur E et une suite de fonctions (k;);.n de C¥
telles que 'on ait f;=Fk,, pour tout i dans N.

2. PROPOSITION. — Un sous-ensemble fermé E de 0D vérifiant la propriété
de division par A® (D) est un ensemble dinterpolation d ordre infini pour
A (D).

Preuve. — Soit f une fonction de classe C* dans C" telle que df soit
plate sur E. On a df=)_, f,dz; et les fonctions f; sont de classe C* dans
C" et plates sur E. Alors, par hypothése, il existe une fonction F de AP
nulle seulement sur E et des fonctions k;, i=1,..., n de Cg telles que
I'on ait f;=Fk, pouri=1,..., n

La forme différentielle df/F=)"_, k,dz; est une (0.1) forme de classe
C= dans D, d-fermée. 1l existe donc [12] une fonction u de classe C* dans
D telle que I'on ait &f/F =0u dans D.

Alors, si on pose G=f— Fu, la fonction G est une fonction de A® (D)
telle que G —f soit plate sur E.

3. ProprosITION. — Une réunion finie de sous-ensembles fermés de oD
vérifiant la propriété de division par A* (D) vérifie la propriété de division
par A* (D).

Preuve. — Soient E, et E, deux sous-ensembles fermés de D vérifiant
la propriété de division par A* (D) et (f;),.n une suite de fonctions de
classes C= sur D, plates sur E . U E,. 1l existe une fonction F, de A~ (D),
plate sur E,, nulle seulement sur E, et une suite de fonctions (h,); . de
classe C* sur D, plates sur E, telles que I'on ait, pour tout i dans N,
Ji=F,h,.

Puisque F, ne s’annule que sur E,, les fonctions (h;); . sont plates sur
E,\UE,. 1l existe donc une fonction F, de A* (D) plate sur E,, nulle
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PROPRIETES DE DIVISION 157

seulement sur E, et une suite de fonctions (k;);.n de classe C* dans D,
plates sur E, telles que I'on ait, pour tout i dans N, h;=F, k;. Ici encore,
les fonctions (k;); . sont plates sur E, \J E, et 'on a, pour tout i dans N,
fi=F, F, k; ce qui achéve la preuve de la proposition.

4. Soit r une fonction définissant D. Si P est un réel, on note
Dg={z;r(z2)<B} avec Dy=D. -

11 existe B,>0 tel que,

pour tout B, |B|<PB,, Dj soit un domaine borné, a frontiére de classe C*,
défini par r—§,

V=U)p|<p, 0 Dp soit un ouvert contenant oD

et, enfin, pour tout z de V, il existe un unique p(z), | B(z)|< Bo pour lequel
z appartienne a ¢ Dg .,

Soit z un point de C", on désigne par J la structure presque complexe
de T,(C") I'espace tangent en z & C" considéré comme espace vectoriel sur
R. Soit M une sous-variété de C" et T,(M) son espace tangent en z; M est
dite totalement réelle si, en tout point z de M, ona T,(M)N\JT,(M)={0}.

Pour tout z de V, on note T;(0 Dy, I'espace tangent complexe en z a
0Dy .y, C’est, par définition, le sous espace complexe maximal de T, (0 Dy (,,)
I'espace tangent en z & 0 Dy,

Pour tout z de V, on note v(z) le vecteur unitaire de la normale en z &
0Dy, orientée vers I'extérieur; on a alors la décomposition orthogonale
complexe

T,(CY=C[v(2)]® T; (¢ Dﬁ )
et la décomposition orthogonale réelle
T,(@Dg ) =R[iv(2)] ® T (2 Dy )

Pour tout z de V, on note Il la projection orthogonale complexe sur
Clv(@)

Pour tout couple (z, w) de C" x C", on note lz—— w| la distance euclidienne
dezaw.

Soit % une fonction de classe C® sur ]— o0, 0], positive, vérifiant y(t)=1
pour —B,/2<t<0 et x(t)=0 pour t< —B,.

Pour tout couple (z, w) de D x D, on pose
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158 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

(41) p(Z,W)--X(B(Z))Inz(Z—W)I
+XBW) |, z—w)|+|z—w[?—r(2)—r (w).

p est une fonction a valeurs positives vérifiant les propriétés suivantes:
(a) p (z, w)=0si et seulement si z et w appartiennent a dD et z=w;
(b) il existe une constante K> 0 telle que I'on ait

4.2 p(z, w)<K[p(z,t)+p(t,w)], pour z,wettdansD.

On dit alors que p définit une pseudo-distance sur ¢D.
11 existe une constante C >0 telle que I'on ait
(4.3) |z—w|*<p(z,w) <C|z—w| pourtout (z,w)dedD x D.

Si E est un sous-ensemble de D, on note, pour tout z de D,
p(z, E)=inf,, _gp(z, w).

Dans la suite, on ne considérera de boules que pour la pseudo-distance
p; pour tout z de dD et tout r>0, on notera

B,(z)=B(z,r)={wedD;p(z,w)<r},

la boule de centre z et de rayon r.

5. NotaTions. — Pour simplifier la rédaction, on écrira « pour tout z
dans E, a(z)xb(z) » ou encore « pour tout z dans E, a(z) est équivalent
a b(z) » pour exprimer qu’il existe des constantes ¢ et C, strictement
positives, telles que, pour tout z dans E, ca(z)<b(z)<Ca(z). De méme,
la proposition « pour tout z dans E, a(z)«<b(z) » signifiera qu’il existe
une constante C>0 telle que, pour tout z dans E, a(z)<Cb(z). Plus
généralement, on pourra écrire a(z)«<b(z)+0 (1) lorsqu’il existera des
constantes C et C’, strictement positives, telles que, pour tout = dans E,
onaita(z)<Cbh(z)+C".

6. Soit D un domaine borné strictement pseudo-convexe dans C”, a
frontiére de classe C*. On sait ([8], [9]) qu'il existe une fonction H, une
fonction r définissant D, un voisinage V de éD et des constantes A, a, M,
m, B, strictement positives, vérifiant les propriétés suivantes:

(a) H appartient a C*(V, ) (Dg)), (c'est-a-dire, H est de classe C*
dans V x D et, pour chaque { de V, la fonction z — H (C, 2) est holomorphe
dans Dy),
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(b) Re H (L, z) est strictement positive pour tout ({,z) de 6D x D, {#z;
(c) pour tout (§,z) de D x D, on a

-i6-li —r(@)+m|{—z]*<ReH (G 2)<M|{—z|*—r(2),
A(d) pour tout (§, z) de D x D, on a
(6.2) alH@G 2)|<p@ 2)<A|HE, 2]

7. Pour tout sous-ensemble E fermé de D et pour tout £>0, on désigne
par N,(E) le nombre minimal de boules de rayon & dont la réunion
recouvre E. On sait [Proposition 2 de I'appendice [5]] que 'on peut
recouvrir E par des boules de rayon £ dont les centres sont situés sur E, a
des distances mutuelles supérieures ou égales a g et dont le nombre,
noté N,(E), est équivalent a N,(E). On dira que ces boules forment
un e-recouvrement de E. On ne considérera dans la suite que de tels
recouvrements.

8. LEMME. — Soit y:[—1,1] = éD une courbe de classe C* de 0D dont
la tangente en chaque point n’est pas dans 'espace tangent complexe a 0D.

Soit E un sous-ensemble compact de y(J—1,1[)=T. Il existe un voisinage
ouvert O de E dans C", une constante C>0 et une application n de O sur
I’ N O de classe C* tels que

(a) si z appartient a I’ N O, on ait n(z)=2z;
(b) pour tout z dans O N D et tout t dans [—1,1], on ait

(8.1) Y () —n (@) |=p (Y (), n(2)),
(8.2) |H(y(@),2)|=Clp(y (), n(2))+p(r(2),2)].

La preuve de ce lemme est donnée dans [5].

La proposition suivante est un raffinement de la proposition 18 de [5].
On améliore I'estimation 18 (b).

9. PrOPOSITION. — Soit E un sous-ensemble fermé de 0D vérifiant la
condition

(9.1) il existe y:[—1,1] = 0D une courbe de ¢D dont la tangente en chaque
point n'est pas dans T'espace tangent complexe a ¢D telle que T'on ait

Ecy(Q-LID=T,
et
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160 . J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

J"N; (B,N E)de«r(logl/r+0 (1))

o

pour tout r, 0<r<1 et toute boule B, de rayon r centrée sur oD. Alors il
existe une fonction  holomorphe au voisinage de tout point de D\ E,
de partie réelle strictement positive dans D\ E qui vérifie les estimations
suivantes

(a) Re V (z)>log 1/p(z, E)+O (1), pour tout z de D\ E;

(b) Re V (z) <log 1/p(z, E)+0 (1), pour tout z de D\ E;

(c) | D*¥(2)|<C(|a])o(z, E)™'*!"%, pour tout multi-indice o de longueur
|a| et tout z de D\(E.

Preuve. — La condition (9.1) implique la condition de Carleson, a
savoir

1
J. N, (E)de < o0,

V]
qui s’écrit encore
9.2) Zf=12"‘N2-k(E)<oo.

Soit y la fonction définie sur D par

o k 2—‘
(9.3) G WDV e et

ou, pour chaque entier k, ({; ,), j=1,...,N,=N,-«(E) désigne la suite
des centres des boules B, ,, j=1, ..., N,=N,-«(E) d’'un 2™ *-recouvrement
de E. On sait que, par définition, {; , appartient & E. On vérifie, comme
dans la preuve de la proposition 8 [5], que { est holomorphe au voisinage
de tout point de D\ E, de partie réelle strictement positive dans D\ E et
satisfait les estimations (a) et (c) de la proposition. On se propose d'obtenir
I'estimation (b). On a, pour tout z de D\ E,

N 2 *+ReH(; ,.2)
2 H G P

Rey ()<Y 27y

De 14, si on suppose = dans O et p(z,n(z))<1/2, on a, en utilisant les
propriétés de H et (8.2),
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© A 27548 =2 P =1 (2)
< 2 kN j, k
Rev ()<L 1272 (G e 1 ()2 +p (1 (2), 2)?

ou encore

27548 — @ P+ @)=z —r(2)

Rey(z)<¥ ™ 27 %M
VE<LL 2T 272 4 p G 1 ()2 +p (R (2), 2)?
En utilisant (8. 1) et I'inégalité |n(z)—z|*—r(z2)<p(n(z),z) on a

2 = 2740 (@)’ +p(n(2),2)
< 27k ’.v" j. k
Rev(d<2i, 1272 b (G M (2) P+ p (R (2), 2)

et donc, a l'aide de (9.2),

N 2% 4+ p(n(z), 2)
2T o (G e ()P P (R(2), 2)*

(9.9 Revy(z)<O(D)+>° 27"

On distingue deux cas.

Premier cas: p(n(z),z)>p(z, E)>

(9.5 Revy(z)<0(1)

N 2—2k
+Zz““apu(z).z) i;l 2'2"+p(n(z) ¢ k)2
£ J,
27%p(n(2),2)
N $ ]
+22"‘<p(xm.zbz :

=l (@2 2 +p (r(2), G, )2

Soit §, et S, les deux séries intervenant dans cette inégalité. On se propose
de majorer tout d’abord S,. Pour cela, on note, pour k et [ entiers positifs,

AL={i2'27 <p(n(2), 9 Q<202
B \={ip(n(2),§; ) <227},

et card A4, , [resp. card B, ,] le cardinal de A, , [resp. B, ,]. On a alors, en
utilisant (8.1) et en remarquant que les {; , sont situés le long d’une
courbe a une distance mutuelle au moins égale a 2%,

card B, , <2 et card4, ,<cardB,,, ..
De la
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162 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET -

Sl <zz"‘>p(x(z).:)<zleao k 1 +Z’ OZJG“I k1 +22‘)

card B
<Zz_k;m(z) z)(cardBo N S 1+212+'1 k)

2l+l
<Zz"‘>p(n(z) z)( +Zl 01+221)’ A

1
9.6 S1<€Y x5 TR
( ) 1 22 k 2p(n(2), 2) & p (Tt (Z), Z) ( )

Pour majorer S,, on note, pour k et [ entiers positifs,

Coi={ii2p(m(2),2)<p(n(2),§; ) <2 p(n(2).2) },
D, ,={jip(n(2),8; )<2'p(n(2),2) }.

On a
9.7 card DI.kSNZ_k(BZ‘p(n(z).z)mE)
et
cardC, ,<cardD,,, ,
et donc
-k
SK‘m[Zr*qmmz card Do ,

+2,- “k<p (2, Z)ZI 0] ——5;card D, u:I
On majore S, en remplagant

AZz"‘gmn.:;Zio

-k

']':'Fcarle+x.k

par

Lo

-k
|+22122_“<2'9(l(z).:l2 cardD'+l~“'

on utilise ensuite ’hypothése (9. 1) et (9. 7) pour remarquer que, pour tout
l,ona
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1
-k !
Zz'*q‘,(,(z,,,,z cardD, , <2 p(n(z),z)[logm +0(1):|-
On a donc, puisque Y, 2'/(1+2%")log1/2'< o,

1
. <log———— 1).
(9.8) S,< ogp(n(z),z)+0( )

On déduit de (9.5), (9.6) et (9.8) que, pour tout z vérifiant
p(n(2),2)>p(z,E)*, ona

(9.9) Re\ll(z)<log——l— +0(1)<log
p

+0(1),
(n(2),2) p(z, E)

ce qui achéve la preuve de I'estimation (b), dans le premier cas.

Deuxiéme cas: p(n(z),2)<p(z, E)>
On reprend I'inégalité (9.4)

© - . 27 4 p(n(2),2)
Rev(2)<0()+20,2 k27=‘2'2*+p(c,~.,n(z»’+p(u(z),z)"

On a, pour tout k et pour tout j,

p(n(2),2)<p (2,8 Di<p(n(2),2)?+p (™ n(2))%
de la
Ny 27k

121272 p (G e (2)?

ReV(2)<O () +Y 5 27y

Comme précédemment, on écrit

2-2k
Rey(2) < O (D+ Y, ks mmmsr Zf;,z_uﬂ(u(z),cj NE

2-2k
N
+22—k<"‘""'5’z":‘2‘2"+p(n(z) Cj .)2 :

Soit S} et S les deux séries intervenant dans cette inégalité. La premiére
somme se majore comme S, et on obtient
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S <log-————l— +0(1).
p(n(2), E)
On a
p(z, E)<p(n(2),2)+p(n(2), E)<p(z, E)* +p(n(2), E),
et donc
(9.10) p(z, E)<p(n(2), E),
d’ou
(9.11) §i<log ! +0(1).
p(z, E)
On majore maintenant S5; on a
Ny 27t

$2< 0t o2 Liti T
27k <pn(2), E) j 1p(n(Z),Cj.k)2

Des propriétés des 2~ *-recouvrements rappelés dans le paragraphe 7,
on déduit que pour tout k vérifiant 2 *<p(n(z), E) et pour tout
j=1,...,N,ona

9.12) 27 <p(r(2), 850

et, de plus, il existe une constante c,, 0 <c, <1, telle que pour tout k et
pour tout j=1,...,N,, les boules B, de centre {;, et de rayon c, 27k
soient disjointes.

On vérifie aisément que 'on a, pour tout { dans Bj ,,

(9.13) p(n(2),L; =p(r(2),0)
Soit
I ,={te]-L1y()eB; . }.
Puisque le long de I', d’aprés (8.1), la pseudo-distance et la distance

euclidienne sont équivalentes, la mesure de Lebesgue de I; , notée |1, |,
vérifie
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-k
|1 |=27%

De 13, on a donc, pour tout k vérifiant 2 *<p(n(z), E) et pour tout
j=1,...,N,, d’aprés (9.13) et (8.1),

27k - 27k ~J‘ dt
P((2.007 @=L i, [m@=vOF

Puisque les intervalles I; , sont disjoints et qu'on a d’aprés (8.1) et
(9.13),

|n(2)=y®|>, p(r(2),E),
on a donc

-k
Ny 2

dt
[, j R -
7 r@) =Gl 2t L lm@=vOP

J. dt
&« e
ok s [n(2)—y @]
< N du < _.l__
Jo (= (2). E) u>  p(n(2),E)
et donc

2—k

—— =0(1).
p(n(2), E) )

(9.14) S3€Y 1t <pimiar By
On a d’apres (9.11) et (9. 14)

Rey(z) <log o(l)

_ 4
p(n(z), E)

et donc, d’apreés (9. 10),

(9.15) Re Y (z)<log

1
+0(1).
p(z,E)

L’estimation (b) de la proposition est donc établie dans les deux cas d’aprés
(9.9) et (9.15).
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La proposition suivante est un raffinement de la proposition 19 de [5].
On ne suppose plus E porté par une sous-variété de dD.

10. ProPOSITION. — Soit E un sous-ensemble compact de D vérifiant la
condition

(10.1) ""NG(B,(\E)dt:«r,

o

pour tout r, 0<r<1 et toute boule B, de rayon r centrée sur dD. Alors, il
existe une fonction  holomorphe au voisinage de tout point de D\E,
de partie réelle strictement positive dans D\ E qui vérifie les estimations
suivantes:

(@) ReV(z)>log 1/p(z, E)+ O (1), pour tout z de D\ E;

(b) ReV(z)<log 1/p(z, E)+ O (1), pour tout z de D\ E;

(c) |D*V(2)|<C(|a)) p(z, E)~'*!"2, pour tout multi-indice o de longueur
|at| et tout z de D\\E.

Preuve. — On définit, comme dans la preuve de la proposition 9, la
fonction  par

@ k 2_“
Vo= ey
ko ©

avec les mémes notations. Seule, différe la preuve de I’estimation (b) que
’on développe maintenant.

On a pour tout ze D\ E

N, 2 *+ReH (G4 2)
P27+ H(G 0 2) |

ReV (<Y, 27T
Donc, en utilisant les propriétés de H, si on suppose p(z, E)<1/2, on a

o 2749w 2)
Rey(2)<),.,2 ‘27215—‘2‘&?[,‘@”‘;)‘5’
J. k>

© e 1
(10.2) Rey ()<, 2 ‘Zfi,m-
. ko

On note, pour tout (I, k)eN x N
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Cii={is2p(zE)<p(;n2)<2" ' p(z, E)},
D, i={jpl;rn2)<2p(@E)}.
eton a
(10.3) card D, , <N,-(Byt, 5. 5, N E).
On déduit de (10.2)

card D, ,

cardC
Rey ()<Y 27%( 2870k ——“‘-—>
V<L, (2“‘+p(z,E)

L
+Yz
Z""2-"+2'p(z, E)

Ici 2L p(z, E) est équivalent a 1 ce qui implique

1
L,<Log +0(1),
p(z, E)

’

car D est borné.
On intégre par parties la somme portant sur /; on obtient

2'p(z, E)
+22!p(z, E)?

Re\u(z)<2;’°=,2**zf;,2_“ card D, ,+0(1).

On échange les sommations et on coupe la somme sur k en deux parties
L

Rey(2)<Y )%, 2P (2 E)(Ly-k oty o iy 224521 p o by +O (1

C’est-a-dire

(10.4) ReV(z)<E,+Z,+0(1),
avec
S

L!
5=l E)

-k
Zz-h<21p“' g2 cardD .

Mais d’aprés (10.3) et 'hypothese (10.1), on remarque que, pour tout /,
ona

Y2 teslpep? tcardD,,<2'p(z E),
et donc
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(10.5) X, <L,<log (1
P

£

+0(1).
E) (
L= lz‘z=1 2'p(z, E)ZZ"‘zz’p(z, E) 2*card D, ,,
mais ici card D, , est majoré par une constante absolue. En effet, on

compte dans la boule de centre z et de rayon 2! p(z, E) des points écartés
d’une distance supérieure a son rayon [10].

De plus,
Yoksalye 2 <@ P EY
On a donc
(10.6) T,<L,<log ! +0(1).
p(z, E)

De 1a, d’aprés (10.4) et (10.5), on déduit que pour tout z dans D\ E,
veérifiant p(z, E)<1/2, on a

Re Y (z) <log !
p(

k4

o).
E)+ M

Ceci acheéve la preuve de la proposition 10.

11. LEMME DE DivisioN PAR C® (D) [13]. — Soit E un sous-ensemble fermé
de 0D. Soit (f);.n une famille de fonctions de C¥. Alors il existe une
fonction g de C¢ positive et ne s’annulant que sur E et des fonctions (h;); . n
de CF telles que T'on ait f,=gh,, pour tout i dans N. Si, de plus, f est une
fonction de C¥ ne s’annulant que sur E telle que I'on ait g<|f], alors il
existe des fonctions (k). n de CY telles que T'on ait f;=fk,, pour tout i dans
N.

Preuve. — La premiére assertion n’est autre que le lemme V.2.4 de
[12]. La fonction g y est construite en sorte que, pour tout (p,q,i)e N3,
on ait

(11.1) lim, - £g 10 Y, 5 <, | DPfi(x)|=0.

La deuxiéme assertion du lemme est donc une conséquence de (11.1) et
des inégalités suivantes
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]D“k,-|sC(|cz|)|f|"""Z,“shllD"fJ
sc(lal)!gl—“'-lzp|<|¢||Dpﬁ|’

valables dans D\ E, pour tout entier i et pour tout multi-indice a de
longueur |a|.

12. THEOREME. — Soit E un sous-ensemble fermé de 0D vérifiant la
condition (9. 1) ou la condition (10. 1). Alors E vérifie la propriété de division
par A® (D), c’est-a-dire, étant donnée une famille de fonctions (f));.n de
Cy, il existe une fonction F de AF ne s’annulant que sur E et des fonctions
(k)i cn de CF telles que T'on ait f;=Fk,, pour tout i dans N.

De plus, pour tout i, k; appartient a I adhérence dans C* (D) de A® (D).f.

Preuve. — On applique le lemme précédent aux fonctions (f});cn- 1l
existe donc une fonction g positive de Cg ne s’annulant que sur E et des
fonctions (h,);. 5 de CF telles que 'on ait f;=gh, pour tout i dans N. La
premiére partie du théoréme sera établie si on construit une fonction F
de Ap telle que I'on ait g<|F| dans D\(E.

On peut supposer sup, .5 g£(x)<1/2 et poser 8=log 1/g. La fonction
0 est positive, de classe C® sur D\ E; de plus, puisque g est plate sur E,
il existe une fonction w(t) tendant vers + oo lorsque t tend vers zéro telle
que 'on ait

0(z)=>w(p(z, E))log ! , pour tout z de D\ E.
p(z, E)

Puisque le sous-ensemble E vérifie (9. 1) ou (10. 1) on peut lui appliquer
les conclusions des propositions 9 et 10 dont on reprend les notations; il
existe donc une fonction y(z) holomorphe dans D, de classe C* dans
D\(E telle que I'on ait

Rey(z)<log

-
&9

) +0(1) pour tout z de D\ E.

On deéduit de 1a que, quel que soit p entier, p> 1, il existe un voisinage de
E dans D telle que I'on ait dans ce voisinage

Rey(2) <2770 (2).

Puisque la série ) 27" N, converge et que I'on a pour tout z de D\ E
et tout (j,k)eNxN
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(12.1) |27+ H (¢, 2> p (2, E),
il existe donc k, tel que, si on note,

N 2+

‘I,P(z)=2k?kp j;]m’
Js

on ait, pour tout z de D\ E et, pour tout p>1,

ReV,(2)<2770(2).

On peut s’assurer que la suite (k,),>, tende vers + oo lorsque p tend vers
+ 0. De plus, la convergence de la série ) 27 N, implique I'existence
d’une suite (),),, tendant vers +co telle que la série Y, A, 27*N, soit
convergente. On note, pour tout k > 1, A, =inf (A, card { p; k , <k }).

On a encore
(12.2) Y A27EN, < o0.
On montre alors, comme dans la preuve du théoréme 9 [5] que la fonction
F définie par,

5, A2k

ko k" —exp—Y>° AMa
O HC ) T L Mia

F(z)=exp—o@(z)=exp—Y,> Y
est dans A* (D), plate sur E et ne s’annule que sur E. On a alors, puisque
Re g, est positive, Re(z)<) > card { p;k,<k } Rea,,
) I g,scha&:Z:ﬂ ) ki k2ky) RE o
et donc, pour tout z de D\ E,
Rt:(p(z)s\;:"=l ReV,(2)<0(2).

On déduit de la g<|F| sur D\(E. Il existe donc d’aprés le lemme 11 des
fonctions (k;),.n de CF telles que I'on ait f;=Fk, pour tout i dans N.
On se propose maintenant de montrer que, pour tout i dans N, k;
appartient a I'adhérence dans C* (D) de A® (D). f..

On pose, pour tout entier /,
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-k

! ’
R R ()

D’aprés 6 (b), (12.1) et (12.2) on a, pour tout [ et tout z de D\ E,

O<Re@,(z)<Reo(2),
|D* @ (2)|<C(la)p(z, E)~'*!Y,
pour tout multi-indice « de longueur |a|. On a aussi, pour tout z de
D\,
lim, ., . ¢,(2)=0(2).

On note k; ,=f;exp ¢, pour tout (i,)e N xN. La fonction k; , appartient
a A® (D).f; et converge ponctuellement vers k; lorsque [ tend vers + co.

On a, de plus, pour tout multi-indice a et tout z de D\ E
|D*k; ()| <C(a)p(z E) "2!*lexp(Re@(2) Y, 5 <o | PP /i )]
<C(aD|F@| 2L 51<)| D@
SC(a)EE@) 2L, 5 <1 | PP L@
On déduit de 1a, d’aprés (11.1),
lim, . ; D*k; ,(2)=0.
Pour tout entier p, la suite (k; ), est bornée dans C? (D) donc relative-

ment compacte dans C”~! (D); elle converge donc vers k; dans C® (D), ce
qui achéve la preuve du théoréme.

13. THEOREME [5]. — Soit E un sous-ensemble fermé de oD vérifiant la
condition (9.1) ou la condition (10.1). Alors E est un ensemble d’interpola-
tion d ordre infini pour A* (D).

Preuve. — Il s’agit d’une conséquence de la proposition 2 et du théoréme
12.

14. ProPOSITION. — Lorsque D est le disque unité du plan complexe, un
sous-ensemble fermé E de 0D a la propriété de division par A® (D) si et
seulement si c’est un ensemble d interpolation d ordre infini pour A® (D).

Preuve. — D’apres la proposition 2 il suffit de montrer qu’un ensemble
d’interpolation d’ordre infini pour A® (D) a la propriété de division par
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A% (D). Or les sous-ensembles fermés du bord du disque qui sont des
ensembles d’interpolation d’ordre infini pour A® (D) ont été caractérisés
dans [1] par une condition équivalente [5] a (9.1). Ceci achéve la preuve
de la proposition puisque, d’apres le théoréme 12, si E veérifie la condition
(9.1) il a la propriété de division.

15. REMARQUE. — Dans le cas n> 1, lorsque les sous-ensembles E sont
situés sur des sous-variétés totalement réelles de 6D, on ne sait pas si les
conclusions de la proposition 14 subsistent.

16. LEMME. — Soit E un sous ensemble fermé de 0D vérifiant la propriété
de division par A® (D). Alors AF est un A® (D)-module plat.

Preuve. — Si (f)), i=1,2,...,1, est une famille finie de fonctions de
Ay il existe alors, par hypothése, une fonction F de AF et une famille
finie (k;), i=1,2,...,1, de fonctions de AP vérifiant f,=Fk, pour
i=1,2,...,1. De la, comme le remarquent J. BRuNaA et J. M. ORTEGA, on
déduit que AF est un A* (D)-module plat (théoreme 1.7, [2]).

17. LEMME. — Soit E un sous ensemble fermé de 0D vérifiant la propriété
de division par A* (D). Alors CT est isomorphe, comme A* (D)-module, a
AP ® 4 p)C= (D). De méme, lespace Cg* P9 des (p, q) formes a coefficients
dans Cg est isomorphe, comme A* (D)-module, & AF ® 4= ;p,C* ?*(D) ou
C=:P9(D) désigne l'espace des (p, q) formes de classe C® jusqu’ au bord de
D.

Preuve. — On prouve ici la premiére assertion du lemme; la deuxiéme
se démontre de fagon analogue.

Soit a I'application canonique de AF ® ,« (p,C* (D) dans C§ définie
par a(} . a,®f) =Y .a.f.

Cette application est surjective. En effet si f appartient a Cf il existe F
dans A et k dans C§ vérifiant f= Fk, c’est-a-dire, f=a(F ® k).

L’application « est injective. Supposons que I'on ait Z;aff;=0- pour a;
dans A7 et f, dans C* (D). Il existe F dans A et k, dans AF vérifiant
a,=Fk,, pour tout i. Alors, on a

Y. a®fi=Y (FK)®fi=F®Y k. f;=0,

car

z:‘kl‘fi'—'o

puisque
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Ziaifi"Fz,-ki.ﬂ:o
et que F ne s’annule que sur E.

18. ProposITION. — Soit E un sous ensemble fermé de oD vérifiant
la propriété de division par A® (D). La suite de A* (D)-modules et de
A® (D)-homomorphismes

Fl H )
0o AT 5> CEO0 o CR0la . . 5 CR %" =0

est exacte.
Preuve. — On déduit du théoréme de J. J. KouN [12] que la suite de
A% (D)-modules et de A® (D)-isomorphismes

B B @
05 A°(D) > C>%°(D)>C=>%1(D)> ... »C>%*"(D)-0

est exacte. En tensorisant par le A® (D)-module plat A on obtient que

0— AP ® 4= py4* (D) = AF
197 1®2
® 4= C (D) — ... — AP ® 4= n C= " (D) -0
est une suite exacte. Le lemme 17 permet de conclure.
On retrouve alors la proposition 2.
19. CorROLLAIRE. — Soit E un sous ensemble fermé de 0D veérifiant la

propriété de division par A= (D). Alors E est un ensemble dinterpolation
d ordre infini pour A~ (D).

Preuve. — On utilise la méthode du théoréme 5. 12 de [11]. Si f appar-
tient a C*(C") et ¢f appartient a Cg-° ! il existe g dans CF vérifiant
0g = 0f, car of est C-fermée dans C¥- - '. Alors h=f—g appartient 3 A= (D)
et g=f—h est plate sur E.
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