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PROPRIÉTÉS DE DIVISION
PAR DES FONCTIONS DE /1°° (D)

PAR

JACQUES CHAUMAT et ANNE-MARIE CHOLLETC-)

RÉSUMÉ. — Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de C" à frontière ÔD de classe
C". On note C°° (D) l'algèbre des fonctions continues ainsi que toutes leurs dérivées dans D
et A" (D) la classe des fonctions holomorphes dans D appartenant à CW(D\

Soit £ un sous-ensemble fermé de ÔD. On désigne par C^ [resp. A^] l'idéal de C^ÇD)
[resp. y4°°(D)] formé des fonctions plates sur £. On dit que £ a la propriété de division par
des fonctions de A^ÇD) si, pour toute famille de fonctions (/.),, (M de Q0, il existe une
fonction F de A^ nulle seulement sur £ et une famille de fonctions (k^^^ de Q° vérifiant
f^=Fk^ pour tout entier i.

On montre qu'un sous-ensemble fermé £ de ÔD vérifiant la propriété de division par des
fonctions de A^ÇD) est un ensemble d'interpolation d'ordre infini pour /4°°(D), c'est-à-dire
que, pour toute fonction /de C"^) telle que 3/soit plate sur £, il existe une fonction F de
A" (D) telle que f-F soit dans C?.

On donne des conditions suffisantes sur £ pour qu'il vérifie la propriété de division par
des fonctions de y4°° (D). Elles s'expriment en termes de N,(£) le nombre minimum de boules
relatives à la pseudo-distance usuelle sur ÔD, de rayon e, dont la réunion recouvre £.

ABSTRACT. - Let D be a strictiy pseudoconvex demain in C" with C^-boundary
ÔD. C" (D) will dénote thé algebra of functions continuous with ail their dcrivativcs in D
and A^ÇD) is thé class of thé holomorphic functions in D bclongmg to C00^).

Let £ be a closed subset of ÔD. C^ (resp. A^] will dénote thé idéal of C^ÇD) [resp.
AVS(D}} consisting of ail thé functions fiât on £. Thé set £ is said to hâve thé division
propcrty by functions in ^"(D) if, for every family of functions (/i),e^ in C ,̂ thcre exist a
function F in A^ vanishing oniy on £ and a family of functions {k^,^ in C^ such thaï
fi=Fk^ for every integer i.

Wc prove that every closed subset which has thé division property by functions in A^(D)
is an interpolation set of infinité order for A® (D), i.e., for every function /in C® {D) such
that 3/is fiât on £, thcre exists a function F in A<*Ï(D) such that /-F bclongs to Q°.

Sufficient conditions are given for £ to hâve thé division propcrty by functions in A90 {D}.
Thcy are cxpresscd in tcrms of N, (£) thé minimal number of balls, with respect to thé usual
pseudodistance on ÔD, of radius £, whosc union covers £.

(») Texte reçu le 20 décembre 1985.
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91405 Orsay Cedex, France.
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154 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

Soit D un domaine strictement pseudo-convexe dans C" à frontière
régulière SD. On note C00 (D) l'algèbre des fonctions de classe C00 sur D,
l'adhérence de D et A00 (D) la sous-algèbre de C00 (D) formée des fonctions
holomorphes dans D.

Soit £ un sous-ensemble fermé de 8D\ on désigne par Q° [resp. Aj°
Fidéal de C°°(D) [resp. A°°(Z))] formé des fonctions plates sur £.

Dans leurs études des idéaux de A°°(D) de type fini [2] J. BRUNA et
J. M. ORTEGA prouvent la propriété suivante. Soit E une sous-variété
compacte de SD dont l'espace tangent en chaque point est dans l'espace
tangent complexe à SD\ alors, pour toute famille (./,•), g ̂  de Aj?, il existe
une fonction F de A^ et une famille de fonctions ( f c» )»eM ^e A? vérifiant
fi=Fk^ pour tout entier i.

Dans le cas n==l , lorsque D est le disque unité du plan complexe, les
sous-ensembles E de 3D tels que A^ ne soit pas trivial et qui vérifient
cette propriété de division sont caractérisés par la condition de Carleson
r1

Nç(£)de<oo où Nç(£) est le nombre minimal d'intervalles de rayon e
Jo
dont la réunion recouvre £ ([3], [4], [6]).

On introduit et on étudie dans ce travail une propriété de division plus
forte. On dit que £ vérifie la propriété de division par A00 (D) si, pour
toute famille de fonctions (f^ ç ̂  de Q°, il existe une fonction F de A^
nulle seulement sur £ et une famille de fonctions (fc , ) ,eM de Q° vérifiant
fi=Fk,, pour tout entier ï.

On montre qu'un sous-ensemble fermé £ de SD vérifiant la propriété
de division par AaJ(D) est d'interpolation d'ordre infini pour A9'(D),
c'est-à-dire que, pour toute fonction / de C00 (D) telle que îf soit plate
sur £, il existe une fonction F de A00 (D) telle que f—F soit dans Q°.

On donne des conditions suffisantes sur £ pour qu'il vérifie la propriété
de division par A00 (D). Elles s'expriment comme dans [5] à l'aide de Nç(£)
le nombre minimal de boules de rayon e dont la réunion recouvre £. Mais
les boules sont relatives à la pseudo-distance usuelle sur QD.

Dans le cas n= 1, en utilisant la caractérisation des ensembles d'interpo-
lation d'ordre infini [l], on montre que £ a la propriété de division par
A<X>(D) si et seulement s'il est d'interpolation d'ordre infini pour A"" (D).
On ignore si cette équivalence subsiste dans le cas n > 1 pour les sous-
ensembles portés par des sous-variétés de SD totalement réelles.
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PROPRIÉTÉS DE DIVISION 155

La proposition 2 et le théorème 12 sous la condition (10.1) ont été
obtenus indépendamment par J. BRUNA et J. M. ORTEGA [3]. Les auteurs
ont construit [7] d'autres exemples d'ensembles vérifiant la propriété de
division par A°°(Z)); ce sont, en particulier, les sous-ensembles £ de SD
localement inclus dans une sous-variété de ÔD dont l'espace tangent est
dans l'espace tangent complexe à 8D. Il s'agit là d'une amélioration du
résultat de J. BRUNAT et J. M. ORTEGA précédemment cité [2].

On peut relier la propriété de division à des propriétés formelles algébri-
ques notamment à la propriété de platitude de l'idéal Aj° comme l'ont
montré J. BRUNA et J. M. ORTEGA [2]. Les auteurs remercient le Référée
pour ce développement (paragraphes 16 à 19). On y trouve une autre
présentation de la proposition 2 obtenue comme conséquence de la résolu-
tion de l'équation ~Su=f avec 5/=0 dans les formes différentielles à
coefficients dans Q°.

Dans tout ce qui suit D désigne un domaine borné de C" à frontière SD
de classe C00. Le domaine D est donc défini par la donnée d'une fonction
r de classe C°° dans un voisinage de D, l'adhérence de D, telle que

(i) D={zçC^r(z)<0},
(ii) grad r^O sur 8D.

Le domaine D sera dit strictement pseudo-convexe si, de plus, r est
strictement plurisousharmonique dans un voisinage de 8D, c'est-à-dire, si
l'on a

82r
(ni) Inj.k=lJ—^(z)wjwk>^

CZj CZjfc

pour tout w ̂ 0 de C" et tout z de 8D.
On dit alors que r est une fonction définissant D.
On note A" (D) la classe des fonctions holomorphes dans D dont toutes

les dérivées sont continues dans D.

1. DÉFINITIONS. — Un sous-ensemble fermé £ de 8D est un ensemble
de zéros pour Aa>(D) s'il existe une fonction/de A ^ ( D ) telle que l'on ait
£={2€D;/(Z)=0}.

On dit qu'une fonction de classe C00 sur D est plate sur £ si elle
s'annule ainsi que toutes ses dérivées sur £. De même on dit qu'une forme
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156 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

différentielle de classe C00 sur D est plate sur £ si ses coefficients sont
plats sur E.

Un sous-ensemble fermé E de ÔD est un ensemble d'interpolation d'ordre
infini pour A°°(Z)), si, pour toute fonction g de classe C°° dans C" telle
que ïg soit plate sur £, il existe une fonction/de A°°(Z)) telle que f-g
soit plate sur E.

On désigne par C^ [resp. A^] l'idéal dans C°°(5) [resp. A^ÇD)] formé
des fonctions plates sur £.

Un sous-ensemble fermé £ de ÔD vérifie la propriété de division par
A00 (D) si, pour toute suite (/.),;e M de fonctions de Q°, il existe une fonction
F de A^° nulle seulement sur E et une suite de fonctions (fe»),eM de Q°
telles que l'on ait/=Fk,, pour tout i dans f^.

2. PROPOSITION. — C/n sous-ensemble fermé E de ÔD vérifiant la propriété
de division par y400 (D) est un ensemble d'interpolation (Tordre infini pour
A°°(D).

Preuve. — Soit / une fonction de classe C°° dans C" telle que 3/ soit
plate sur £. On a 3/=^^^dz, et les fonctions/; sont de classe C00 dans
C" et plates sur £. Alors, par hypothèse, il existe une fonction F de A^
nulle seulement sur £ et des fonctions k,, i = l , . . ., n de Cj° telles que
l'on ait /.==Fk,, pour i= 1, . . ., n.

La forme différentielle 3//F=][^fc(d2; est une (0.1) forme de classe
C°° dans D, ^-fermée. Il existe donc [12] une fonction u de classe C°° dans
D telle que l'on ait 3//F=3u dans D.

Alors, si on pose G=/—Fu, la fonction G est une fonction de A^ÇD)
telle que G—/soit plate sur £.

3. PROPOSITION. — Une réunion finie de sous-ensembles fermés de ÔD
vérifiant la propriété de division par A^ (D) vérifie la propriété de division
par A<XS(D).

Preuve. - Soient £1 et £3 deux sous-ensembles fermés de BD vérifiant
la propriété de division par A"" (D) et (/),eiM une suite de fonctions de
classes C^ sur D, plates sur £, U£2- II existe une fonction Fi de A00 (D),
plate sur £p nulle seulement sur £, et une suite de fonctions (h^ç^ de
classe C* sur D, plates sur £1 telles que l'on ait, pour tout i dans f^l,
f-F, h,

Puisque F, ne s'annule que sur £p les fonctions (A,),e^ sont plates sur
£,U£2- II existe donc une fonction F^ de A<3tJ{D) plate sur £3, nulle
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PROPRIÉTÉS DE DIVISION 157

seulement sur £2 et une suite de fonctions (k,)^^ de classe C°° dans D,
plates sur £3 telles que l'on ait, pour tout i dans N, h^F^k^ Ici encore,
les fonctions (k,).<=M sont plates sur £^ U £2 et l'on a, pour tout i dans M,
fi=F^ F^ k,, ce qui achève la preuve de la proposition.

4. Soit r une fonction définissant D. Si ? est un réel, on note

Dp={z ; r (z )<P} avec Do=D.

Il existe Po>0 te! q^
pour tout P, | p|<Po, Dp soit un domaine borné, à frontière de classe C00,
défini par r—P,
y=^j^^^SO^ soit un ouvert contenant ÔD
et, enfin, pour tout z de F, il existe un unique P(z), | P(z)|<?o pour lequel
z appartienne à 3Dp^.

Soit z un point de C", on désigne par J la structure presque complexe
de T^C") l'espace tangent en z à C" considéré comme espace vectoriel sur
R. Soit M une sous-variété de C" et T, (M) son espace tangent en z; M est
dite totalement réelle si, en tout point z de M, on a T, (M) H JT^ (M) = {0} .

Pour tout z de F, on note 7^((?Dp^) l'espace tangent complexe en z à
S Dp ̂ ; c'est, par définition, le sous espace complexe maximal de T, (ô Dp ̂ )
l'espace tangent en z à 5Dp^.

Pour tout z de r, on note v(z) le vecteur unitaire de la normale en z à
5Dp^ orienté vers l'extérieur; on a alors la décomposition orthogonale
complexe

^(C^CtvCz^eT^Dp^)

et la décomposition orthogonale réelle

T, (8 Dp ̂ ) = R [f v (z)] C T; (B Dp ̂ ).

Pour tout z de r, on note IL la projection orthogonale complexe sur
C[v(z)].

Pour tout couple (z, w) de C" x C", on note | z — w | la distance euclidienne
de z à w.

Soit % une fonction de classe C00 sur ]—oo,0], positive, vérifiant x(0= 1
pour ~Po/2^r^O et z(t)=0 pourra -Pô.

Pour tout couple (z, w) de D x D, on pose
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158 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

(4 .1 ) p(2,VV)=X(P(^)|n,(2-VV)|

^(P^ln^-w^+^wl2-^)-^).

p est une fonction à valeurs positives vérifiant les propriétés suivantes :
(a) p (2, w)==0 si et seulement si z et w appartiennent à 8D et 2==w;
(b) il existe une constante K>Q telle que l'on ait

(4.2) p (2, w) ̂  K[p (2, t) -h p (t, w)], pour 2, w et r dans D.

On dit alors que p définit une pseudo-distance sur SD.
Il existe une constante C>0 telle que l'on ait

(4.3) 12 — \v [2 ̂  p (2, w) ^ C ] 2 — w | pour tout (2, w) de ÔD x D.

Si £ est un sous-ensemble de ÔD, on note, pour tout 2 de D,

p(2,£)=inf^fp(2,w).

Dans la suite, on ne considérera de boules que pour la pseudo-distance
p; pour tout 2 de BD et tout r>0, on notera

B,(2)=B(2,r)={w(=aD;p(2,w)<r},

la boule de centre 2 et de rayon r.

5. NOTATIONS. — Pour simplifier la rédaction, on écrira « pour tout 2
dans £, a(z)^b(z) » ou encore « pour tout 2 dans £, a(z) est équivalent
à b(z) » pour exprimer qu'il existe des constantes c et C, strictement
positives, telles que, pour tout 2 dans £, ça (2) ̂  ̂  (2) s$ C û (2). De même,
la proposition « pour tout 2 dans £, 0(2) <<b(z) » signifiera qu'il existe
une constante C>0 telle que, pour tout 2 dans £, a(z) ̂ Cb(z). Rus
généralement, on pourra écrire a(z)«b(z)+0(\) lorsqu'il existera des
constantes C et C\ strictement positives, telles que, pour tout 2 dans £,
on ait a(z)^Cb{z)+C.

6. Soit D un domaine borné strictement pseudo-convexe dans C", à
frontière de classe C3". On sait ([8], [9]) qu'il existe une fonction H, une
fonction r définissant D, un voisinage V de SD et des constantes A, û, Af,
w, P, strictement positives, vérifiant les propriétés suivantes :

(a) H appartient à C^(V, Jf(Dp)), (c'est-à-dire, H est de classe C°°
dans V x Dp et, pour chaque ^ de V, la fonction z -* H (ty, 2) est holomorphe
dans Dp);

TOME 1 1 4 - 1986 - N 2



PROPRIÉTÉS DE DIVISION 159

(fc) Re H (î;, z) est strictement positive pour tout (Ç, z) de <3D x Z), Ç^z;
(c) pour tout (Ç, 2) de 5Z) x 5, on a

(6.1) -r(z)+m\^z\2^ReH(^z)^M\^z\2-r(z\

(rf) pour tout (Ç, z) de 3Z) x D, on a

(6.2) û|H(Ç,z)|^p(Ç,z)^|H(;;,z)|.

7. Pour tout sous-ensemble E fermé de 3D et pour tout c>0, on désigne
par N^(E) le nombre minimal de boules de rayon e dont la réunion
recouvre E. On sait [Proposition 2 de l'appendice [5]] que l'on peut
recouvrir E par des boules de rayon e dont les centres sont situés sur £, à
des distances mutuelles supérieures ou égales à e, et dont le nombre,
noté NJ£), est équivalent à N^(E). On dira que ces boules forment
un e-recouvrement de £. On ne considérera dans la suite que de tels
recouvrements.

8. LEMME. - Soit y:[-l,l]-raD une courbe de classe C°° de 8D dont
la tangente en chaque point n'est pas dans F espace tangent complexe à ÔD.

Soit E un sous-ensemble compact de YG—U[)=r . I l existe un voisinage
ouvert 0 de E dans C", une constante C>0 et une application n de 0 sur
F n 0 de classe C00 tels que

(a) si z appartient à F DO, on ait 7t(z)=z;
(b) pour tout z dans 0 0 G et tout t dans [—1,1], on ait

( 8 - 1 ) |Y(0-^)|%P(Y(t),ît(z)),

(8.2) |^(y(0^)|^C[p(Y(r),n(z))+p(7t(z),z)].

La preuve de ce lemme est donnée dans [5].
La proposition suivante est un raffinement de la proposition 18 de [5].

On améliore Festimation 18 (fc).

9. PROPOSITION. — Soit E un sous-ensemble fermé de BD vérifiant la
condition
(9.1) il existe y: [—1,1] -+ ÔD une courbe de SD dont la tangente en chaque
point nest pas dans F espace tangent complexe à £D telle que F on ait

£^yG-U( )=r ,
et
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160 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

J:NJB,n£)^«r(logl/r+0(l))

pour tout r, 0<r^l et toute boule By de rayon r centrée sur SD. Alors il
existe une fonction ^f holomorphe au voisinage de tout point de D\£,
de partie réelle strictement positive dans B\E qui vérifie les estimations
suivantes

(a) Re x|/ (z)^log l/p(z, £)+0(1), pour tout z de B\E;
(b) Re \|/ (z) <log l/p(z, £)+0 (1), pour tout z de D\E,
(c) | Z)°1 \KZ) | ̂  C (| a |) o (z, E) ~ j B ' ~ \ pour tout multi-indice a de longueur

| a | et tout z de D\£.

Preuve. — La condition (9.1) implique la condition de Carleson, à
savoir

f\(£)de<oo,
Jo

qui s'écrit encore

(9.2) L^-^-^XOO-

Soit i|/ la fonction définie sur D par

(9.3) ^OO-L^iI^i^ 2 A
2^+H(^,z)

où, pour chaque entier fe, (^ j^), 7=!, . . . , N , , = N ^ - k ( E ) désigne la suite
des centres des boules B^ ^,7= 1, . . ., N^=N^-k(E) d'un 2~k-recouvrement
de E. On sait que, par définition, ^ ^ appartient à £. On vérifie, comme
dans la preuve de la proposition 8 [5], que i^ est holomorphe au voisinage
de tout point de D\£, de partie réelle strictement positive dans D\£ et
satisfait les estimations (a) et (c) de la proposition. On se propose d'obtenir
l'estimation (fc). On a, pour tout z de D\£,

^w^^/^.
De là, si on suppose z dans 0 et p(z,n(z))< 1/2, on a, en utilisant les
propriétés de H et (8.2),
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PROPRIÉTÉS DE DIVISION 161

Re<|/(z)^y°° 2-^* ^^l^.*-2!2-^2)
T ( / Lt-1 2^12-2t+p(Ç,^(z))2+pO^(z).z)2

ou encore

Re<Hz)<r° 2-^* 2-t+|^-^I(z)|2+^ff(z)-z|2-r(z)
T ( ) Lksl Lj'1 2—+p(Ç,^(z))^p(x(z),z)2 •

En utilisant (8.1) et l'inégalité \n(2)-z\2-r(z)^p(^t(z),^) on a

RexHz^V 2-T^ ^'^P^.^^+P^)'2)
I ( / Lt-1 ^=12-2k+p(Ç,,^z))2+p(^(z),^

et donc, à l'aide de (9.2),

(9.4) Re<|/(2)<0(l)+y,a> ,2-*yNt,————2-*+pQi(z).2)
——1 ^=12-2t+p(Ç,„^z))2+p(^(z),z)2•

On distingue deux cas.

Premier cas: p(7t(z),z)>p(z, £)2.

(9.5) Re<l»(z)<0(l)
1-lk

+y . y'1'* z_____
Z-2-^p(,(,,,)^=l^-,^p^^^^,

y Y-N» 2~*p(7l(z),z)

"2't<()("(I)•I>^=lP("(^),z)2+p^(zU,.,)2•

Soit 5i et 5^ les deux séries intervenant dans cette inégalité. On se propose
de majorer tout d'abord 5p Pour cela, on note, pour k et l entiers positifs,

^^{^-^(^(z),^)^^-*},

^.i^Up^U^^-*},

et card A^ ^ [resp. card J^ J le cardinal de A^ ^ [resp. B^ J. On a alors, en
utilisant (8.1) et en remarquant que les Ç^ sont situés le long d'une
courbe à une distance mutuelle au moins égale à 2~<(,

card Bi k < î et card ̂  ^ < card B, +1. ̂
Delà
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162 J. CHAUMAT ET A.-M. CHOLLET

sl^L^2~k>p(K{^^^)\^Lj€Bo,k ^^^O^JeAi^T^ri j

. v-^ / - i n T^ oo card B» +1 ^ \
^Z2-^p(H^z)^d^.+L.o ^^ J

/ ^+1 \
^^-^ptn^.z)^ +^J=0 , -21 F

P.*.) •̂'̂ -........-••«^p,,,̂ )̂ "'-
Pour majorer 53, on note, pour k et / entiers positifs,

C^={7;2Ip(7l(z),z)<p(7r(z),^,)^2f+lp(H(z),z)},

^.^UiP^^^^^^p^Czï.z)}.

On a

(9.7) cardD^N^B^^nJE)
et

card Ci ^ ̂  card D^^ ^
et donc

^p^^-'2-2^^
2"^ ~]

+Z2-^p(n(z).z)Z^=0-j-^^cardD^l.kJ•

On majore 5 3 en remplaçant

Z2- t<p(n(^).^)Z^O, ^2icardD<+l•*

par

S^o^^-^riZi-^^p^tz).,)2"'^^^^.^

on utilise ensuite l'hypothèse (9.1) et (9.7) pour remarquer que, pour tout
I, on a
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I2-^^(,^.)2-fccardD,^2fp^(z),z)[log^^^^^O(l)]^

On a donc, puisque ̂  2'/( 14- 22 J) log 1/21 < oc,

(9.8) S^log——!——+0(1).
p(îi(2),z)

On déduit de (9.5), (9.6) et (9.8) que, pour tout z vérifiant
p(7c(z),z)>p(z,£)2, on a

(9.9) Re\|/(2)<^log——1——+0(1) ̂ log—î—+0(1),
p(7i(z),z) p(2,£)

ce qui achève la preuve de l'estimation (b), dans le premier cas.

Deuxième cas: p(îi(z),z)^p(z,£)2.
On reprend l'inégalité (9.4)

Re^M^Om-V 7-^ î-^p^z)^)KeU-).C(l),^,- ^i2-,^p^.^^2^p(^^,)2-

On a, pour tout k et pour tout y,

p(7t(z),z)^p(Z,Ç,.,)2^p(7l(z),z)2+p(Ç,.„H(z))2,

delà

R,̂ KO(.HL-.,2--g .̂..̂ ,̂

Comme précédemment, on écrit

R.*(z> «0(1).I,-....,,..,S:̂ .,.̂ 2 .̂

- > - 2 A
+y , y^ 2_____z-2 ^^^^^'^^^p^tz),^,)2'

Soit Si et S^ les deux séries intervenant dans cette inégalité. La première
somme se majore comme S ^ et on obtient
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Si ^log——1—— +0 (1).
/ / \ r"'\p(ïi(z),£)

On a

p (2, £) ̂  p (îi (z), z) + p (ît (z), £) ̂  p (z, £)2 + p (7t (z), £),

et donc

(9.10) p(z,£)<p(n(z),£),

d'où

(9.11) 5^1og———+0(l).
p(z,£)

On majore maintenant S^, on a

^-k^^z.-^p^.,.^-^^^^^^^.
Des propriétés des 2~k-recouvrements rappelés dans le paragraphe 7,

on déduit que pour tout k vérifiant 2~k<p(7^(z),£) et pour tout
;=1, . . . ,N^ on a

(9.12) 2^ <p(îi(z), ;;,.,)

et, de plus, il existe une constante c^, 0 < C i < l , telle que pour tout k et
pour tout 7=1, .. .,A^, les boules B^ de centre ^ j^ et de rayon c^2~k

soient disjointes.
On vérifie aisément que l'on a, pour tout Ç dans Bj ^

(9.13) P(^),^)^P(7t(zU).
Soit

7,.,={t6]~l.l[;y(0€B^}.

Puisque le long de r, d'après (8.1), la pseudo-distance et la distance
euclidienne sont équivalentes, la mesure de Lebesgue de Jj^ notée |^.k|,
vérifie

TOME 114 - 1986 - ?2



PROPRIÉTÉS DE DIVISION 165

1^1^2-*.

De là, on a donc, pour tout k vérifiant 2-t<p(lt(z),£) et pour tout
7=1.. . . , ̂ d'après (9.13) et (8.1),

2-* ^ 2-* f dt

P (" (z), ̂ , *)2 w | it (z) - Ç,, » |2 % J/,. J rt (2) - y (t) |2 '

Puisque les intervalles 1^^ sont disjoints et qu'on a d'après (8.1) et
(9.13),

\K{z)-y(t)\ï>, p(it(z),£),

on a donc

•^ 2"t ^r* f A
^1 |îi(z)-i;,J2 ^J/.JTC^-»'j^ |^)-U2 "^J/,* l^)-y(0l2£:

-J
•/^

^f

^^..J^^-^Ol2

t du \<^ — <^ ——————
Jp(x(z).£)K2 P(ît(2),£)

et donc

<».»> ^^.-..-«.."po^i)-0"'-

On a d'après (9.11) et (9.14)

Rev|/(z)^log——î——+0(1)
P(^(2),£)

et donc, d'après (9.10),

(9.15) Re^(2)<log—i— +0(1).
P(2,£)

L'estimation (b} de la proposition est donc établie dans les deux cas d'après
(9.9) et (9.15).
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La proposition suivante est un raffinement de la proposition 19 de [5].
On ne suppose plus £ porté par une sous-variété de 8D.

10. PROPOSITION. — Soit E un sous-ensemble compact de 8D vérifiant la
condition

f\(B,(
Jo

(10.1) N,(B,n£)^r,
Jo

pour tout r, 0<r^ 1 et toute boule By de rayon r centrée sur 8D. Alors, il
existe une fonction \|/ holomorphe au voisinage de tout point de D\E,
de partie réelle strictement positive dans D\E qui vérifie les estimations
suivantes :

(a) Re\|/(z)>log l/p(z, £)+0(1), pour tout z de D\£;
(b) Re\|/(z)<^log l/p(z, £)+0 (1), pour tout z de D\£;
(c) | D9 \|/ (z) | ̂  C (| a |) p (z, E) ~! B ' ~ \ pour tout multi-indice a de longueur

| a | et tout z de D\E.
Preuve. — On définit, comme dans la preuve de la proposition 9, la

fonction ^ par

^Z^Z^-r 2-k
^^l-^H^z)

avec les mêmes notations. Seule, diffère la preuve de l'estimation (b) que
l'on développe maintenant.

On a pour tout z e D\£

^><z:.,.-̂ p f̂.
Donc, en utilisant les propriétés de H, si on suppose p(z, £)< 1/2, on a

Re^Z:,2-^ |̂̂ ,

(10.2) Re^tzX^^-^;^————
^f+p^z)

On note, pour tout (ik)eî^ x 1
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C„=U2Jp(z,£)<pK,^z)^2i+lp(z,£)},

^^UP^Z^^Z,^}.

et on a

(10.3) cardD,^N^(B^^n£).

On déduit de (10.2)

RevÎ Z: 2-^ cardz)0^ +T^ cardc^ V
^=1 ^-^ptz^) ^^-^^E);

Ici 2^ p (2, E) est équivalent à 1 ce qui implique

L^Log———+0(l),
P(^£)

car D est borné.
On intègre par parties la somme portant sur (; on obtient

R.̂ I:.,2--a,,̂ ĉ.,dD,,+0(l).

On échange les sommations et on coupe la somme sur k en deux parties

Re^(z)<S;t^2(p(z,£)(^-^^^^^S2-^2<p(,.E))+0(0'

c'est-à-dire

(10.4) Rei|/00<Si+2:2+0(1),
avec

^^^i^p^^-^^p^^^^cardD,,.

Mais d'après (10.3) et l'hypothèse (10.1), on remarque que, pour tout l,
on a

£2-*<2^(z.£)2"kcardD^<2<p(z,£),
et donc
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(10.5) Si«L,<10g——1——+0(1).
p(z,£)

^St^'p^f^-^^^cardD,»,

mais ici card Di ^ est majoré par une constante absolue. En effet, on
compte dans la boule de centre z et de rayon î p (z, E) des points écartés
d'une distance supérieure à son rayon [10].

De plus,

L-*.2'p...)2^(2'P(2,£))-1.

On a donc

(10.6) E^^log—1—^!).
p(z,£)

De là, d'après (10.4) et (10.5), on déduit que pour tout z dans D\£,
vérifiant p(z, E)< 1/2, on a

Re^(z)<log———+0(l).
p(z.£)

Ceci achève la preuve de la proposition 10.

11. LEMME DE DIVISION PAR C00 (D) [13]. — Soit E un sous-ensemble fermé
de SD. Soit (fi)iç^ une famille de fonctions de Q°. Alors il existe une
fonction g de Q° positive et ne s'annulant que sur E et des fonctions (^,),e^
de C^ telles que F on ait fi^gh^ pour tout i dans f^L Si, de plus, f est une
fonction de Q° ne s'annulant que sur E telle que F on ait g<|/|, alors il
existe des fonctions (k^ç^ de C^ telles que F on ait f^fk^ pour tout i dans

Preuve. — La première assertion n'est autre que le lemme V.2 .4 de
[12]. La fonction g y est construite en sorte que, pour tout (p,q,i)eN3,
on ait

(11.1) lim^^-^W^pi^l^.Ml^O.

La deuxième assertion du lemme est donc une conséquence de (11.1) et
des inégalités suivantes
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iD'fe.^COaDI/l-ri-'^^JP^I

<C(|a|)H-'«l-^,,,,,jD-/,|,

valables dans D\£, pour tout entier i et pour tout multi-indice a de
longueur|a|.

12. THÉORÈME. — Soit E un sous-ensemble fermé de 8D vérifiant la
condition (9.1) ou la condition (10.1). Alors E vérifie la propriété de division
par A00 (D), c'est-à-dire, étant donnée une famille de fonctions (/^g^ de
Q°, i7 existe une fonction F de A^ ne s'annulant que sur E et des fonctions
(fc,),ç^ de Cj° telles que F on ait ^.=Ffe,, pour tout i dans N.

De plus, pour tout i, fe, appartient à F adhérence dans C00 (D) de A^ (D).y,.
Preuve. — On applique le lemme précédent aux fonctions (./»•), ç M. Il

existe donc une fonction g positive de Q° ne s'annulant que sur E et des
fonctions (^),g^ de Cj0 telles que l'on ait^=^/ip pour tout i dans N. La
première partie du théorème sera établie si on construit une fonction F
de A^ telle que l'on ait g^\ F\ dans B\E.

On peut supposer sup^gp g(x)^\12 et poser 9=log 1/g. La fonction
9 est positive, de classe C00 sur D\£; de plus, puisque g est plate sur £,
il existe une fonction (ù(t) tendant vers +00 lorsque t tend vers zéro telle
que l'on ait

6 (2) ̂  û) (p (z, £)) log ———, pour tout 2 de D\£.
P(^,£)

Puisque le sous-ensemble £ vérifie (9.1) ou (10.1) on peut lui appliquer
les conclusions des propositions 9 et 10 dont on reprend les notations; il
existe donc une fonction ^{2} holomorphe dans D, de classe C00 dans
D\£ telle que l'on ait

Rei(/(z)<log——— +0(1) pour tout z de D\£.
P(2,£)

On déduit de là que, quel que soit p entier, p^ 1, il existe un voisinage de
£ dans D telle que l'on ait dans ce voisinage

RexKzXl-^z).

Puisque la série ^^2"* N^ converge et que l'on a pour tout z de 5\£
et tout (j,k)€f^ xN
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(12.1) |2-k+fl(Ç^z)|^p(2,£),

il existe donc kp tel que, si on note,

2^
^-Z^arriKpW^k^A,=l.-k „ / . . '

2 + M (C^ k, 2)

on ait, pour tout z de D\£ et, pour tout /?$? 1,

Re^(z)^2-^6(z).

On peut s'assurer que la suite (fep)p^i tende vers +00 lorsque;? tend vers
+00. De plus, la convergence de la série ^2"*^ implique l'existence
d'une suite (^k^i tendant vers +00 telle que la série ̂ ^2"^ soit
convergente. On note, pour tout f c^ l , 'kk=mî(\,c2iTd{p,kp^k ]).

On a encore

(12.2) L^2^N,<oo.

On montre alors, comme dans la preuve du théorème 9 [5] que la fonction
F définie par,

F(z)=exp^(z)=exp^^ ̂ ^ k ^xp-E:^^2 + n (^, k» z)

est dans ^4°° (D), plate sur £ et ne s'annule que sur E. On a alors, puisque
Re û^ est positive, Re <p (z) ̂  ̂ ^ ^ card {p\ kp ̂  k } Re û^,

I^iZi^^^^^^Zp^iIt.:^^»^^
et donc, pour tout z de D\£,

Re(p(z)^^;^Rev|/,(z)^e(z).

On déduit de là ^^|F| sur D\£. Il existe donc d'après le lemme 11 des
fonctions (k^e^ de Q0 telles que l'on ait y;.=Ffc,, pour tout i dans M.
On se propose maintenant de montrer que, pour tout i dans ^J, k;
appartient à l'adhérence dans C°°(D) de A^ (Z))./.

On pose, pour tout entier /,
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^-SL^izrr 2 k
^ ï=12~k+fl(Ç,.„z)

D'après 6 (&), (12.1) et (12.2) on a, pour tout l et tout 2 de D\£,

0<Re<pj(z)<Re(p(z),
\DS^(z)\^C(\ai\)p^E)-^}-\

pour tout multi-indice a de longueur |a|. On a aussi, pour tout z de
D\E,

lim^^(p,(z)=<p(z).

On note fe. j=/exp(p, pour tout (i,l)ç^ x f^L La fonction k^i appartient
à A00 (D).fi et converge ponctuellement vers k, lorsque / tend vers +00.

On a, de plus, pour tout multi-indice a et tout z de D\£

|^Bfc,z^)|^C(|a|)p(z,£)-2'a^exp(Re(p(z))^p,^,,|D^(z)|

^C(|a|)|F(z)|-21:,p,„.,|^(z)|
^C(|a|)te(z))-2S;^,„.,|D^(z)|.

On déduit de là, d'après (11.1),

lim,.,£Da^(z)=0.

Pour tout entier /?, la suite ( k » . A e M GSt bornée dans C^Z)) donc relative-
ment compacte dans C 1 ' ' 1 (D); elle converge donc vers k, dans C°°(D), ce
qui achève la preuve du théorème.

13. THÉORÈME [5]. — Soir £ un sous'ensemble fermé de ÔD vérifiant la
condition (9.1) ou la condition (10.1). Alors E est un ensemble f interpola-
tion d'ordre infini pour A00 (D).

Preuve. — II s'agit d'une conséquence de la proposition 2 et du théorème
12.

14. PROPOSITION. — Lorsque D est le disque unité du plan complexe, un
sous-ensemble fermé E de ÔD a la propriété de division par A® (D) si et
seulement si c'est un ensemble d'interpolation d'ordre infini pour A^ (D).

Preuve. — D'après la proposition 2 il suffit de montrer qu'un ensemble
d'interpolation d'ordre infini pour /400 (D) a la propriété de division par
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A00 (D). Or les sous-ensembles fermés du bord du disque qui sont des
ensembles d'interpolation d'ordre infini pour A°° (D) ont été caractérisés
dans [1] par une condition équivalente [5] à (9.1). Ceci achève la preuve
de la proposition puisque, d'après le théorème 12, si E vérifie la condition
(9.1) il a la propriété de division.

15. REMARQUE. — Dans le cas n>l , lorsque les sous-ensembles E sont
situés sur des sous-variétés totalement réelles de 8D, on ne sait pas si les
conclusions de la proposition 14 subsistent.

16. LEMME. — Soit E un sous ensemble fermé de SD vérifiant la propriété
de division par A00 (D). Alors Aj° est un A00 (D)-module plat.

Preuve. — Si (^), f = 1,2, . . . , / , est une famille finie de fonctions de
A^ il existe alors, par hypothèse, une fonction F de Aj° et une famille
finie (fc,), f== 1,2, . . .,/, de fonctions de A^ vérifiant y;.=Ffe,, pour
î= 1,2, . . . , / . De là, comme le remarquent J. BRUNA et J. M. ORTEGA, on
déduit que A^ est un A00 (D)-module plat (théorème 1.7, [2]).

17. LEMME. - Soit E un sous ensemble fermé de SD vérifiant la propriété
de division par A^ (D). Alors Q° est isomorphe, comme A^ (D)-module, à
A^ ®^oc ̂  C00 (D). De même, F espace C ^ ' p f q des (p, q) formes à coefficients
dans CÏ est isomorphe, comme A"- (D)-module, à A^ ®^oc ^ C ^ ' F ^ Ç D ) où
C a J ' p ' q ( D ) désigne F espace des (p, q) formes de classe C00 jusquau bord de
D.

Preuve. — On prouve ici la première assertion du lemme; la deuxième
se démontre de façon analogue.

Soit a l'application canonique de A^^ ®^or^^^W ^ans Q? définie
para(^,û,®y;.)=^,ûj;.

Cette application est surjective. En effet si / appartient à 0e il existe F
dans A^ et k dans C^ vérifiant /= Fk, c'est-à-dire, /= a (F® k}.

L'application a est injective. Supposons que l'on ait ^û;./,=0, pour û,
dans A^ et f, dans C^ (G). Il existe F dans A^ et k, dans A^ vérifiant
Û^.=FÂ:;, pour tout i. Alors, on a

Lû.®/;=S,^^-)®y.==^®L^^=0'
car

1,^=0

puisque
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L^f-^if-0

et que F ne s'annule que sur £.

18. PROPOSITION. — Soir E un sous ensemble fermé de 8D vérifiant
la propriété de division par A® (D). La suite de A^ (Démodules et de
A00 (D)-homomorphismes

e s e
v'oo. 0, 1 _»,

^E-^^E -^^E - + • • •-^£0 , A oc . ^"oc, 0, 0 , /^OD. 0, 1 . _> /^oo, 0, n A—+ /Ir. —+ L.r —^ v^r — » . . . — » L/r •—*• v

est exacte.

Preuve. — On déduit du théorème de J. J. KOHN [12] que la suite de
A00 (D)-modules et de A00 (D)-isomorphismes

_ e _ ^ ^
O^A^IO-^C00'0'0^)--^00'0'^!))-^ . . . -^C00'0'''^)-^

est exacte. En tensorisant par le y4°° (D)-module plat A^ on obtient que

O^AÏ®^^ACO(D)^AÏ

®A- (D) C00' °' ° (D) l^ . . . ̂  A^ ®^œ ̂  C-' °- " (5) - 0

est une suite exacte. Le lemme 17 permet de conclure.
On retrouve alors la proposition 2.

19. COROLLAIRE. — Son £ un sous ensemble fermé de ÔD vérifiant la
propriété de division par A^ (D). Alors E est un ensemble d'interpolation
d'ordre infini pour A"- (D).

Preuve. — On utilise la méthode du théorème 5.12 de [11]. Si/appar-
tient à C^C") et îf appartient à Q0'0'1 il existe g dans C? vérifiant
3^==3/, car 3/est ^-fermée dans C^'°'!. Alors h=f—g appartient à A"- (D}
et g =/— h est plate sur £.
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