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REPRÉSENTATIONS UNITAIRES IRRÉDUCTIBLES
DES GROUPES SIMPLES COMPLEXES DE RANG DEUX

PAR

MICHEL DUFLO (*)
[Université Paris-VII]

RÉSUMÉ. — Cet article contient une description du dual des groupes de Lie simples
complexes de rang deux. Dans ce but, il fallait faire une étude détaillée des représentations
appartenant à certaines séries principales dégénérées. En particulier, je donne ici la
liste de celles qui sont irréductibles.

ABSTRACT. — This paper contains a description of thé unitary dual of thé simple
complex Lie groups of rank two. For this purpose, it was necessary to make a detailed
study of some degenerate principal séries of thèse groups. 1 give, in particular, conditions
for thé irreducibility of such représentations.

Table des Matières

I n t r o d u c t i o n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Principales n o t a t i o n s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Chapitre 1 : Généralités.

1. No ta t i ons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2. g^-modules hermitiens et un i ta i res . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3. Classification des g^-modules hermit iens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4. Quelques l emmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5. Opérateurs d 'ent re lacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Chapitre 2 : Séries supplémentaires dépendant d'un paramètre réel.
1. Représentations unitaires associées à une symétr ie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2. Représentations induites à partir d'un sous-groupe parabolique........... 70
3. Classification des représentations unitaires irréductibles de SL (3, C). . . . . . . 70
4. Opérateurs d'entrelacement pour les La ( ï ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

(*) Texte reçu le 21 juin 1976, complété en mai 1978.
Michel DUFLO, Mathématiques, Tour 55, Université Paris-VII, 2, place Jussieu,

75221 Paris Cedex 05.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



56 M. DUFLO

5. Représentations induites à partir d'un sous-groupe parabolique maximal
de SL (3, C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6. Représentations induites à partir d'un sous-groupe parabolique maximal
de Sp (2, C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7. Représentations induites à partir d'un sous-groupe parabolique maximal
de G 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Chapitre 3 : Représentations de Sp (2, C).
1. Les r é s u l t a t s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2. La représentation de Shale-Weil pour Sp (n, C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3. Démonstration du théorème 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Chapitre 4 : Représentations de Gz.
1. Les r é s u l t a t s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
2. Démonstration du théorème 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

B i b l i o g r a p h i e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Introduction

Cet article contient la liste des représentations unitaires irréductibles des
groupes de Lie simples complexes de rang 2. Les groupes de Lie simples
(réels ou complexes) pour lesquels cette liste a été dressée sont, à ma connais-
sance, SL (3, R) [11], SL (3, C) [10], et des groupes de rang réel ^ 1.
Pour tous ces groupes, les séries supplémentaires dépendent au plus d'un
paramètre réel. Par contre, Sp (2, C) et le groupe complexe de type G^ ont
chacun une série supplémentaire paramétrée par un sous-ensemble assez
compliqué d'un plan réel (fig. 1 et 2). Ceci rend l'étude du dual de ces
groupes intéressante à titre d'exemple. La liste des représentations unitaires
irréductibles de Sp (2, C) et du groupe complexe de type G^ est donnée dans
les théorèmes 2 et 3. Pour être complet, et comme cela n'est pas long, j'ai
aussi traité le cas de SL (3, C) (théorème 1).

On sait [14] que les représentations irréductibles quasi simples d'un
groupe semi-simple complexe dans un espace de Banach sont classées, à
équivalence infinitésimale près, par les orbites du groupe de Weyl dans le
groupe des caractères (non nécessairement unitaires) d'un sous-groupe de
Cartan. Soit F(Ç) la représentation correspondant au caractère Ç. On sait
pour quelles valeurs de Ç la représentation F(Ç) porte une forme hermi-
tienne invariante. Le seul problème — mais cet article montre qu'il n'est déjà
pas trivial pour le groupe Sp (2, C) par exemple - est de déterminer quand
cette forme est définie positive. Pour les deux groupes que j'étudie ici, le
cas le plus important est celui où F(Ç) peut être induite à partir d'un
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REPRÉSENTATIONS UNITAIRES IRRÉDUCTIBLES 57

caractère réel d'un sous-groupe parabolique maximal (séries principales
dégénérées). Le calcul de la forme hermitienne invariante se ramène à celui
de certains opérateurs d'entrelacement.

Le résultat principal de cet article est donc le calcul assez explicite des
opérateurs d'entrelacement entre séries principales dégénérées pour les
groupes simples complexes de rang 2 (proposition 1). Ce résultat permet
non seulement la détermination du dual de ces groupes, mais aussi celle des
séries principales dégénérées irréductibles (propositions 2, 3, 4, 5 et 6).

Terminons cette introduction par un résultat qui ne demande pas de
notations. Le groupe SL (3, C) et le groupe complexe de type G^ ont une,
et une seule, classe de représentations unitaires irréductibles isolée : celle de
la représentation triviale. Le groupe Sp (2, C) en a deux : celle de la repré-
sentation triviale, et celle de la composante irréductible de la représentation
de Shale-Weil qui n'a pas de vecteur invariant non nul sous l'action d'un
sous-groupe compact maximal.

Je remercie Michèle VERGNE pour ses informations sur la représentation
de Shale-Weil.

Principales notations
Chapitre 1 :
- Paragraphe 1 : g, t), W, A, A^ a, m, n, ï, ^, (g^c, U, ̂ , K, A, N,

M, H, m }-> m^, a i-> a\ h \-^ h\ S, a, p, ^ C ^ = (p , q) = Ç, E\ E^ (^i),
Ç, p, u\->u*.
- Paragraphe 2 : F, V~, V\
- Paragraphe 3 : Lfé), Ffé).
- Paragraphe 5 : Ô*, L (^), r (^i, ?i), c^ ^ B, B\ &8, B (w, n, À).

Chapitre 2 ;
- Paragraphe 1 : 04, o^, ô^, §2.
- Paragraphe 2 : p^, P^ p^, .4(ï).
- Paragraphe 4 : a, s, L (z), L, r (z), L, (z), t, s, B (z), C (z), C6 (z), c0 (z).

Chapitre 1. Généralités
1. Notations

Si F est un espace vectoriel, on note F* l'espace dual. Si V est réel, on
note Fc le complexifié. Si V est complexe, on note FR l'espace réel SOUS-
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58 M. DUFLO

acent. Si a est une algèbre de Lie, on note U(û) son algèbre enveloppante.
On note G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe et simplement
connexe, 9 son algèbre de Lie, t) une sous-algèbre de Cartan de 9, A
l'ensemble des racines de t) dans 9, W le groupe de Weyl, ̂  le réseau des
poids. On fixe un système ^+ de racines positives, on note a la demi-
somme des racines positives, ^+ l'ensemble des poids dominants. On fixe
une base de Chevalley de 9, on note X^ l'élément de cette base de poids
a e A, on pose H, == [A,, X.J (de sorte que a (^) = 2). On note Xv-. X
la conjugaison de 9 par rapport à la forme réelle engendrée par les X^ On
note Xv-^^X l'antiautomorphisme d'ordre 2 tel que ̂  = X_^ pour a e A
et tH= H pour H e î ) .

On note a le sous-espace réel de l) engendré par les H^ (a e A), et m celui
engendré par les i H^. On a I) = m ® a. On note ï l'algèbre de Lie réelle
formée des Xe 9 tels que ' X = -X. On note n l'algèbre complexe engendrée
par les X^ (a e A-"). On note K, M, A, N, H les sous-groupes analytiques
de G d'algèbres ï, m, a, n, l). La décomposition d'Iwasawa de G est
G = KAN, le groupe MAN est un sous-groupe parabolique minimal, le
groupe H = MA est un sous-groupe de Cartan.

Soit 9g l'algèbre réelle sous-jacente à 9 et (9^ sa complexifiée. L'appli-
cation X\->(X, X) de 9g dans 9x9 se prolonge en un isomorphisme de
(9n)c sur 9 x 9 au moyen duquel nous identifierons ces deux algèbres. Nous
poserons U = U (9 x 9). On identifie U et U ((9^0). L'injection de î dans 9
se prolonge en un isomorphisme de Ïc sur 9. L'injection de m dans t) se
prolonge en un isomorphisme de mç sur t). Grâce à cet isomorphisme, nous
identifierons m^ et I)*. Si ^lel)*, l'élément correspondant de m^ est la
différentielle d'un caractère de M si, et seulement si, [i e ̂ . Nous noterons
m \-> m^ ce caractère. L'injection de a dans t) permet de même d'identifier
û^ et t)*. Si À- e t)*, nous noterons a i-> à- le caractère de A dont la différen-
tielle est l'élément correspondant de û^.

L'application H\-> (H, H) de t)^ dans t)xt) se prolonge en un isomor-
phisme de (t)n)c sur Ï ) x t). Soit Ç e (t)^)c. Il existe des éléments;?, q, H, X de t)*
uniquement déterminés tels que l'on ait

^(H) = p(H)+q(H) pour tout H e Ï )

H (H) = Ç (7î) pour tout 7Î G m,
et

^W = Ç(^) pour tout Hea.
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REPRÉSENTATIONS UNITAIRES IRRÉDUCTIBLES 59

Nous écrirons ^ = ( p , q) = \i © ^. On a p, = 7?—^ et À. = /?+^. Nous
noterons S l'ensemble des Ç qui sont différentielles d'un caractère (analy-
tique réel à valeurs dans C- { 0 } ) de H. Ce sont les Ç tels que \i = p—q
appartienne à ^. On note h i--> h^ le caractère de H correspondant.

Nous poserons p = (o, a) == 0 © 2 a. C'est un élément de 3.
Si p e I)*, on pose

p(H) = p ( H ) pour tout H e Ï ) .

De même, si Ç e î)^, Ç = (/?, q) = \i © À-, on pose

Ç=(^P)=-JÏ©^

Soit 5 e ̂ . On note E^ le module de la représentation holomorphe (de
dimension finie) de 9 qui admet ô comme poids extrémal. Soit \i e ̂ . On
note E6 (n) le sous-espace de poids p, de £'5. On considérera en général E6

comme une représentation de Iç ou de K.
On note u\->u^ l'involution antilinéaire de U telle que X^ =—X si

^eg^.
Si X e t)* et si oc e A, on pose ^ = X (^).

2. g^-modules hermitiens et unitaires

Soit TT une représentation unitaire irréductible (fortement continue) de G
dans un espace de Hilbert X\ Le sous-espace ̂  f de J'f des vecteurs jK-finis
est formé de vecteurs analytiques. Par différentiation, on obtient une repré-
sentation dn de 9n, et donc de U, dans ̂ . La représentation dn est algé-
briquement irréductible. Soit n' une autre représentation unitaire irréduc-
tible dans un espace de Hilbert ,^f'. On introduit de même^f^. ei dn'. Alors n
et 7i' sont unitairement équivalentes si, et seulement si, dn et dn' sont algé-
briquement équivalentes. Réciproquement, soit T une représentation algé-
briquement irréductible ï-finie de ̂  dans un espace préhilbertien (complexe)
V laissant invariant le produit scalaire. Alors il existe une représentation
unitaire irréductible n unique de G dans le complété e^f de V telle que
^ = V et dn = T. Pour tout ceci, qui est dû à HARISH-CHANDRA (cf. [12]).

Pour classer, à équivalence unitaire près, les représentations unitaires
irréductibles de G, il suffit donc de classer, à équivalence algébrique près, les
représentations irréductibles de 9n qui sont î-finies et dont V espace sous-jacent
peut être muni d'une structure préhilbertienne invariante.
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Soit V un gR-module (complexe). Une application x, y\-> (x, y) de Vx V
dans C est dite une forme sesquilinéaire si elle est linéaire par rapport à x,
et antilinéaire par rapport à y. Cette forme est invariante si

(Xx, y)+(x, Xy) = 0 pour tout Zeg, x, ye V.

Soit F un 9n-module ï-fini. On note F~ le sous-module de l'espace vecto-
riel des formes antilinéaires muni de la représentation contragrédiente formé
des vecteurs I-finis, et x, v —> < x, v > la dualité entre F et V ^ ' . La formule
(^5 y ) = < -^ ^ y > définit une bijection de l'ensemble des formes
sesquilinéaires invariantes sur V sur l'ensemble des homomorphismes
de gR-modules de V dans V'.

Soit 8 e ̂ . On note F8 le sous-espace de V formé des vecteurs qui se
transforment, comme ceux de E8 sous l'action de Ï, de sorte que V == £g V6

si V est ï-fini (5 parcourt ^+).
Soit F un 9R-module Ï-fini et irréductible. On sait ([4], chap. 8) que, pour

tout Ô e ̂ , l'espace F5 est de dimension finie, ce qui entraîne que V est
irréductible. Des homomorphismes A et A' de V dans V" sont propor-
tionnels ([4], 2.6.8). On voit donc qu'il existe une forme sesquilinéaire
non nulle invariante sur V si, et seulement si, V et V sont équivalentes,
et que deux telles formes sont proportionnelles. Il est facile d'en déduire
que, parmi celles-ci, il en existe qui sont hermitiennes (i. e. qui vérifient
(x, y) = (y, x) pour tout x, y e F).

DÉFINITIONS. — Nous dirons qu'un ^-module î-fini irréductible V est
hermitien s ' i l existe sur V une forme hermitienne invariante non nulle. Deux
telles formes sont alors proportionnelles, et F est hermitien si, et seulement
si, V et V sont isomorphes.

Nous dirons qu'un ^-module î-fini irréductible V est unitaire s'il admet
une structure préhilbertienne invariante, c'est-à-dire s'il est hermitien, et si,
parmi les formes hermitiennes ^-invariantes sur F, il y en a une qui est
positive.

3. Classification des gp-modules hermitiens
Soit Ç e S. On note L (Ç) le ^-module I-fini obtenu en faisant agir à

gauche gn dans l'espace des fonctions (p différentiables ^-finies à gauche
sur G, qui vérifient

(f)(ghn) = h'^'^^Çg) pour tout ge G, heH, neN.

Posons Ç = H © À. Soit ô e ̂ . Le sous-ï-module L8 (Ç) est somme de
dim E^ (\t) Ï-modules isomorphes à E8. En particulier, L^ (Ç) est un I-module
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REPRÉSENTATIONS UNITAIRES IRRÉDUCTIBLES 61

irréductible. On note F(Ç) l'unique sous-quotient simple de L (Ç) contenant
lY- fé). On a donc Vv (Ç) = 0 pour tout v e ̂  tel que || v || < || [i ||, et
V^ (Ç) est isomorphe comme ï-module à E^.

Si Ç = H © X = (/?, q), nous noterons L (Ç) = L (^, ?i) = L (p; q) et
F(Ç) = V([i, ^) = ^(^/ q). Le lemme suivant rassemble les propriétés de
ces modules dont nous nous servirons souvent.

LEMME 1.

1° Soient Ç, Ç'e E. Les modules V(t^) et V(^) sont isomorphes si, et
seulement si, Wt, = W^. Les modules L (Ç) et L (Ç') sont de longueur finie,
et ont des suites de Jordan-Hôlder isomorphes.

2° Soit Ç e S. Les modules V(^Ç et V(—Ïy) sont isomorphes.
3° Soit V un ^-module simple î-fini. Soit ô e ̂  tel que F5 + 0 et tel que

^v == 0 pour tout v e ̂  tel que \ \ v \ \ < \ [ 8 | [. 77 existe À- e û^ tel que V soit
isomorphe à V(8,K).

4° Soit ( p , q) e E. Tout sous-quotient simple de L {p, q) est isomorphe à
un module V (wp, q), ou w est un élément de W tel que wp-q e Z A.

Démonstration. — Les trois premiers résultats sont dus à ZELOBENKO
(cf. [14] ou [5]) et le dernier à HIRAI (cf. [8] ou [6]).

Le lemme 1.1 paramètre les classes d'équivalence de gn-modules simples
Ï-finis par les orbites de W dans S. Le lemme 1.2 dit que le module V (Ç)
est hermitien si et seulement s'il existe w e Wie\ que w i; = —Ç.

Nous noterons E^ l'ensemble des Ç e 3 tels qu'il existe w e W tel que
w Ç = —Ç. Les classes d'équivalence de gg-modules simples t-finis hermi-
tiens sont paramétrées par les orbites de W dans E\ L'objet de cet article
est de déterminer pour quelles valeurs de Ç e S^ la forme hermitienne non
nulle invariante sur V fê) (qui est unique à un facteur réel près) est propor-
tionnelle à une forme positive, lorsque G est simple de rang 2.

Exemple. — Si w = 1, i. e. si Ç = —Ç, le module V(Q est unitaire, et on a
L (Ç) = Ffê). En effet, L fé) est irréductible (cf. [5] 1.4.4) et unitaire, car
induit à partir d'un caractère unitaire.

4. Quelques lemmes

Les lemmes qui suivent sont plus ou moins connus.

LEMME 2. — Soient Jf un espace de Hilbert, S un espace topologique, et
pour tout s e S, soit n^ une représentation fortement continue de G dans X\
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On suppose que la restriction de n^ à K est unitaire, et ne dépend pas de s.
On note V le sous-espace des vecteurs K-finis de e^f, et T^ la représentation
de QR dans V déduite de TCg. On suppose que, pour tout x e V et tout y e F,
la fonction (s, g) i-> (TI, Çg) x, g) est continue sur Sx G.

1° Soit S ' un sous-ensemble connexe de S tel que 7, soit irréductible et
hermitien pour tout s ' e S. On suppose qu'il existe SQ e 5" tel que T^ soit
unitaire. Alors Ty est unitaire pour tout s e S ' .

2° Soit ô e ̂  tel que F8 soit irréductible sous l'action de ï. On note R^
Punique sous-quotient irréductible de T, qui contient F5. Soit s^ (n ^ 1) une
suite de points de S tels que Rs soit unitaire pour tout n ^ 1, et qui converge
vers un point SQ . Alors R^ est unitaire, et (identifiant Rs à une représentation
unitaire irréductible de G) la suite R^ tend vers R^ pour la topologie de Fell.

Démonstration

1° Comme 7^ est irréductible, il est isomorphe à un F(Ç) (lemme 1), et il
existe a e ̂  tel que V^ soit irréductible sous l'action de ï. Pour tout s e 5",
nous noterons (., .), l'unique forme hermitienne Ts-invariante qui coïncide
sur V^ avec le produit scalaire. On note £s l'isomorphisme de V sur V tel
que (x, y)s = (x. Es y) pour tout x et tout y e V. On note T* la représen-
tation adjointe de gn dans V. Comme £s entrelace T, et 7^*, il induit, pour
tout ô e ̂  un endomorphisme hermitien 2?8 inversible de l'espace de Hilbert
de dimension finie F8.

Montrons que, pour u e U, x, y e V, le nombre (T^ (u) x, y) dépend
continûment de s e S. Pour toute fonction a continue à support compact,
l'opérateur Us (°0 est défini (on a choisi une mesure de Haar sur G), et
(KS (a) -^ y) dépend continûment de s. Soit t e S, et soit ô e ̂ . Les éléments
de la forme TI^ (a) v, ou a est ^-invariante (i. e. a (kgk~1) = a (g) pour tout
g e G et tout k e K) et C00 à support compact, et où v e F8, engendrent F8.
Comme les Us (°0 laissent stable F8, et y induisent un opérateur dépendant
continûment de s, il en résulte qu'étant donné x e V, il existe des éléments
Vi e F8, des fonctions a, C°° à support compact sur G, et des fonctions
continues c;, définies dans un voisinage de t, telles que

^=L^(5)^(a,)^,

pour tout s dans un voisinage de t. On a

T, (u) x = ̂  c, (s) 7r, (u * a,) u,,
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de sorte que (7, (u) x, y) dépend continûment de s dans un voisinage de t,
ce qui prouve notre assertion.

Montrons que, pour tout ô e ̂ , l'opérateur B^ dépend continûment de
s e S\ On fixe v e P*. On a B^ v = v pour tout ^ e S\ Soit ? e 5". Soient
Ui e U des éléments tels que les 7^ (u^) v forment une base de F5. Notons
P8 la projection ï-invariante de V sur F8. Il résulte de l'alinéa ci-dessus
qu'étant donné x e F5 il existe des fonctions continues c^ définies dans un
voisinage de t, telles que l'on ait

^=^iCi(s)P&T^u,)v,

pour tout s dans un voisinage de t. Soit s e S ' et soit y e V. On a

(^ }0 = L^(5)(^.P8 7^) y, ̂  = L^)(^, W)y).

Pour tout ô e ̂ , x, J7 e F la fonction s i-> (^ ;c, j») est continue dans 5", ce
qui prouve notre assertion.

Pour tout ô e ̂ , B^ est un opérateur défini positif. Comme 5" est connexe,
2?8 est défini positif pour tout s e S\ ce qui prouve que T, est unitaire.

2° L'espace T^(U) V^ a un unique sous-espace T^ invariant maximal.
Notons le quotient W^ : c'est l'espace de la représentation Ry et V^ et W\
sont canoniquement isomorphes. Nous les identifierons. Soit n ^ 1. Notons
(., .)„ l'unique produit scalaire sur W^ qui est ^-invariant, et qui induit
sur F8 le produit scalaire d'origine. Fixons v ^ 0 dans F8.

Soient u, u' e U. On pose B (u, u') = (T^ (V*) T^ (w) v, v). La forme ^
est hermitienne positive, car on a

B(u, u') = lim(R^u)v, R^)v\.

Elle s'annule lorsque 7^ (u) v = 0, et donc, par symétrie, lorsque
^so (M/) î; = °- par passage au quotient, on en déduit une forme hermitienne
positive TSQ invariante sur 7^ ( U) v. Son noyau est le plus grand sous-
espace 7^-invariant de 7^ (U) v. Par passage au quotient, on obtient une
forme hermitienne (., .)o ^-invariante positive sur W^ dont la restriction
à V6 est le produit scalaire d'origine. En particulier, R^ est unitaire.

Soit n ^ 0. On note ̂  l'espace de Hilbert complété de W^ , et <j^ la
représentation unitaire de G dans ̂  telle que la restriction de da^ à W^
soit égale à R^. Soit v un élément non nul de F8. Pour tout ue U, on a
(7^ (M) y, v\ = (7^ (^) y, f), car les projections de R^ (u) v et 7^ (u) v sur
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F8 sont égales. Les fonctions (cr^ (^) v, v\ et (^ (^) v, v) sont analytiques
sur G. Elles ont mêmes dérivées à l'origine, elles sont donc égales.

Par hypothèse, (n^ (g) v, v) converge uniformément vers (n^ (g) v, v) sur
les compacts de G. La fonction (<JQ Çg) v, v)° est donc limite uniforme sur
les compacts des fonctions (^ (g) v, v\ et (TQ est limite des ̂  ([3], 18.1.5).

Remarque. — La conclusion du lemme 2.1 subsiste si, au lieu de supposer
7, irréductible, on suppose qu'il existe un isomorphisme £^ de V sur V qui
entrelace T, et T̂ * tel que la restriction de B, à F8 soit hermitienne, dépende
continûment de s e S\ et soit définie positive pour s = SQ, pour tout ô e ̂ .

LEMME 3. - Soit [i e ̂ . Soit W^ le stabilisateur de [i dans W. U ensemble
des ̂  e y, tels que F(^, À-) soit unitaire, est un fermé F^ de t)*, et l'application
qui à À, e F^ associe la classe de représentation unitaires irréductibles de G
associée à V([i, ^) est un homéomorphisme de F^W^ sur son image.

Démonstration. — Soit ^f l'espace de Hilbert formé des fonctions (p de
carré intégrable sur A: qui vérifient (p (km) = m~^ (p (k) (m e M, k e K). Soit
^ e y et TC^ la représentation de G dans J^ telle que n^ (g) (p (À;) = a~'k~p (p ( k ' )
si g~1 k = k' an avec k ' e K, ae A, n e N. Avec les notations du lemme 2.2
et \ji = ô la représentation R^ est isomorphe à V([i, À), de sorte qu'il résulte
du lemme 2.2 que l'ensemble des À-el)* tels que V([i, X) soit unitaire est
fermé, et que l'application qui a À- associe la classe de représentations
unitaires associée à F(n, K) est continue. D'après le lemme 1.1, elle induit
une injection continue de F^W^ dans le dual de G. Montrons que c'est un
homéomorphisme de F^Wy, sur son image. Soit ^ (n ^ 0) une suite de
points de F^ telle que V([i, ̂ ) tende vers V([i, K0) dans le dual de G.

Nous employons les notations de la démonstration du lemme 2.2. Soit v
un vecteur unitaire de V6. Il existe une suite { ^ } de vecteurs de ̂  tels que
la suite de fonctions (a^ Çg) v>^ Vn)n tende uniformément sur tout compact
de G vers (<7o (g) v, v)o ([3], 18.1.5). Convolant à droite et à gauche par
la fonction (o^ (k) v, v\ (n ^ 0, k e K) (cette fonction ne dépend pas de n),
on voit que l'on peut supposer que v^ = v pour tout n. On a

(̂ n (g) V, V\ = (̂  (g) V, V)

pour tout n et tout g e G (démonstration du lemme 2.2).
Soit a une fonction C00 à support compact sur G qui soit ^-invariante.

On a n^ (a) î; = a (X) i;, où a est une fonction continue de 5i. On a
a (À,) = (^ (a) î;, u), ce qui prouve que a (ÀJ tend vers a (À-o). Soit U1 le
commutant de Ï dans £7. Soit M e U1. On a J^ (u) v = ù Q^) v, où u est une
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fonction polynomiale ^-invariante sur t)*. On a

M(X)a(X)=(M*af(T).

On peut choisir a de telle sorte que a (^o) 7e 0. Il en résulte que u (^) tend
vers u (Xo) pour tout u e Uï. D'après [14], l'ensemble des fonctions
û (u e U1) est égal à l'ensemble des fonctions polynomiales F^-invariantes
sur î)*. Il en résulte que W\ tend vers Wko.

Le dual de G est réunion disjointe des images des F^W^ où p, parcourt
l'ensemble des poids dominants. En général, ces sous-ensembles du dual
de G ne sont ni ouverts ni fermés.

LEMME 4. — Soit Ô e ̂ . La réunion des images des FJ W^, où p parcourt
l'ensemble des poids de E6, est ouverte dans le dual de G. En particulier,
si tous les poids de E^ sont conjugués de p, l'image de F^Wy, dans le dual
de G est ouverte.

Démonstration. — Si n est dans l'ensemble indiqué du dual de G, il
existe un poids p de E6 tel que la représentation E^ de ^intervienne dans n.
Il en est de même pour toutes les représentations d'un voisinage de n.
Il en résulte que ces représentations sont de la forme F(v, K), où v est
un poids de E^. Dans ce cas v est aussi un poids de .Ê'8, ce qui prouve le
lemme.

LEMME 5. — Soit À-el)* tel que V(0, ^) soit unitaire. Alors Re (X)
appartient à l'enveloppe convexe dans û* de l'ensemble W p.

Démonstration. — Soit (p l'élément de L (0, 'k) qui est égal à 1 sur K.
On voit, comme dans la démonstration du lemme 2.2, que la fonction

g~>\ ^(g~1 k)dk est un des coefficients de la représentation unitaire de G
J K

correspondant à ^(0, À-). Elle est donc bornée. Le lemme résulte alors
d'un théorème de Johnson et Helgason (cf. [13], chap. 9).

5. Opérateurs (Tentrelacement

Pour chaque couple Se ̂ , u, e ̂ , on choisit un produit scalaire
^-invariant sur E6, et une base orthonormée de E6 (^i). On note ô* le poids
dominant de la représentation duale de E6. On note L (\\) l'espace des
fonctions (p continues ^-finies sur K qui vérifient

(p {km) = m-^ (p (k) (k e K, m e M).
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Soit ^ e t)*. L'opération de restriction est un isomorphisme de l-modules
de L (n, K) sur L (n). On note r (^, X) la représentation de ^ dans L (^i)
obtenue en transportant la structure de ^-module de L (n, À,). Soit £ une
application linéaire de L (^) dans L (^i') entrelaçant r (^, ?i) et r (^/, À,').
On note B6 l'application de L8 (\i) dans L8 (n') induite par B. On note é5

l'application de E^ (-\\) dans E^ (-^) telle que ^8 c^ f = c^ay pour
tout /e ^ôal6 (-H), ^ e E\ où l'on a posé ^ f(k)=( ^ kfy. 'On note
par la même lettre la matrice qui représente &5.

Soient ^ e ̂  et w e ^7. Il existe une unique application rationnelle
À, h-> I? (w, ^i, ^) de I)* dans l'espace des applications linéaires de L (\i)
dans L (w n), qui a les propriétés suivantes :

B (w, H, À,) est défini si ̂  ^ -1 nj -?/ pour tout j e N* et tout a e A4'
tel que wae-A4 ' . Il entrelace alors r(^,X) et r (w| i ,wX). On a
VW,H,À.) =1.

LEMME 6. - On a det é8 (w, H, X) = c P ( k ) / P ( - K ) , où c est une
constante non nulle dépendant du choix des bases, et où

PW-M^+^j-^r^
Le produit est pris sur l'ensemble des a e A4' tels que w a e—A'^ et j e N*.
(9w âf ^as^ w(ja) = dim£'5 (p,±ya); /é? ^^ est + si ^ > 0. et - 57
^ a < 0 .

Lorsque w \\. = n, on a c = 1.
Démonstration. - (cf. [5], IV. 4.7 par exemple). Lorsque w ^ = ^

on obtient c = 1 en faisant À, = 0.

LEMME 7. — Soient p e ^, À, e l)*, ^ w e W tels que w \JL = n ^r
WÀ, =-ÀL

1° *W ô e ̂  tel que la matrice é5 (w, H, À.) ̂  û?4/z^^. Alors é5 (w, H, Â-)
est hermitienne.

T On suppose de plus que, pour tout aeA 4 ' et tout yeN*, on a
^ a ^ - l ^ a l - 2 ^ Four tout Ô e ̂ , la matrice é0 (M;, p,, X) 6?^ rf^^, ^
F(H, À,) ̂  unitaire si, et seulement si, pour tout S e ̂ , cette matrice est
à valeurs propres positives.

Démonstration.
1° Soit H e ̂ . On identifie L (\i) et L (^ en posant

< <p, \[/ > === (pv|/ dfe pour (p, \|/ e L(n).
J^
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Ici dk est la mesure de Haar normalisée sur K. On a alors

r0i,)i)*=r0i, -X).
Soit ô e ̂ .

Notons ^ les éléments d'une base orthogonale de E6, tels que
I I e, [|2 = dim£'8.

Notons/} les éléments de la base orthonormale choisie dans E8* (—n).
Les c^ ̂  sont les éléments d'une base orthonormée de L5 (n).
Soit K e Ï)* tel que r (n, À,) soit irréductible, et soit B un endomorphisme

de L(n) qui entrelace r(n, X) et r(n, -X), et tel que b^ = 1. La forme
< (p, 2? \[/ > sur L (n) est sesquilinéaire invariante sous l'action de la repré-
sentation irréductible r (n, À,), et donc proportionnelle à une forme hermi-
tienne. Comme b^ = 1, elle est en fait hermitienne. Il en résulte que, pour
tout ô, la matrice qui représente £6 dans la base des c^ est hermitienne,
et donc que &5 est hermitienne.

Soit w e Wte\ que w [i = H. Pour presque tout À, e t)* tel que w ̂  = -K,
r(jx,À) est irréductible ([5], 1.4.4). D'après ce qui précède, appliqué
à £ = B (w, |i, K), l'opérateur &8 (w, H, K) est hermitien pour tout ô e ̂ .
Par prolongement algébrique, ceci reste vrai pour tout À,el)* tel que
w K = — K et tel que b6 (w, ^i. À,) soit définie.

2° Soit ^ comme dans le lemme 7.2. L'opérateur B(w, [i, X) est défini
([5], III.4.7). D'autre part, F(n, X) est l'unique quotient simple de
L(n,X) et r(n, -X) l'unique sous-module simple de L(^, -Ï) ([5],
IV. 3.11). La forme hermitienne < (p, ^(w, |x, À-)v|/ > fournit par passage
au quotient une forme hermitienne invariante sur V{\JL, X), qui est positive
sur ^(p, X). Il en résulte que V(\i, X) est unitaire si, et seulement si, la
forme hermitienne < (p, B (w, \i, K) (p > sur L (yi) est positive. On voit,
comme dans la démonstration de la première partie du lemme, que cela
signifie que, pour tout ô e ̂ , la matrice A0 (w, [i, X) est positive.

Comme les modules F(|I, À) et V ( s [ i , s K ) sont isomorphes, on peut
se ramener au cas où Re (X) appartient à la chambre de Weyl positive fermée.
Ceci complique parfois inutilement w. Le lemme ci-dessous est parfois
plus facile à utiliser.

LEMME 8. — Soient [i, 8 e ̂ , X e t)* et w e W tels que w [i = |A et
w X = —À,. 0/î suppose que, pour tout a e A4', 0/2 a

^±(|Pa|+2/) pour tout je^*
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tel que m (j a) 7^ 0 (notation du lemme 6). La matrice b6 (w, u, K) est
hermitienne et inversible. Si F (a, À,) est unitaire, alors é8 (w, a. À) est positive
(et en particulier on a det è8 (w, a, À,) > 0).

Démonstration. — Soit ^ e W tel que ^ Re (À-) soit dans la chambre
de Weyl positive. D'après [5] (III. 4.7), pour tout t, t ' e W, les opérateurs
è8 (t, t ' a, ^ / 5i') (où À/ e { —À-, À,, — À - , À , } ) sont tous définis et inversibles.
On a 68 (w, a, À,) = A8 (^-1, ^ a, -s^) A8 (^-1, ^ a, s K) &8 (^ u, K) ([5],
III.4.3). On vérifie que les matrices A8 (.s-, u, ?i) et ô8 (^~1, s u, -5-X) sont
adjointes. Si la représentation F (a, ?i) est unitaire, il en est de même de
V{s a, s ^). Ceci implique que 68 (sws~1, s u, 5' X) est positive (lemme 7),
et il en est de même de é8 (w, a, X).

Chapitre 2. Séries supplémentaires dépendant d'un paramètre réel

Dans ce chapitre, G est simple de rang 2. Les racines simples sont notées
o^ et o^ avec [| oc^ || ^ [| oc^ ||, les poids fondamentaux ô^ et §2. On note G^
le groupe simple complexe de type 62.

1. Représentations unitaires associées à une symétrie

Soit w la symétrie par rapport à une racine a. Soit Ç e S tel que w Ç = — Ç.
Le module V (Ç) est hermitien. A quatre exceptions près qui seront résolues
plus loin, nous déterminons ici quand F(^) est unitaiie. Il suffit de le faire

1 orsque a est simple, ce que nous supposons désormais.
On écrit Ç = a © ^, on note \|/ la partie imaginaire de À-, et on pose

/ = XJ2. On a \i^ = 0, \|/^ = 0, et X = t a+;v|/.

LEMME 9. — Si F(Ç) ̂  unitaire, on a, soit :

1° H ^ 1.
2° H = v[/ = 0, | 1 1 = 2, G = SL (3, C) ou G = C^.
3° G = Sp (2, C), a = a^, u = ±§i, v|/ = 0 ,^ = ±3/2.
4° G = 62, oc = o^, a = ±2 ôi, v|/ = 0, ? = ±4/3.

Démonstration. — Nous supposons | ^ | > 1. On pose 5 = u+a.
Notre but est d'appliquer le lemme 8. Nous cherchons donc quand il existe
P e A4' et yeN* tels que u±y'P (+ si Up ^ 0, - si p,p < 0) soit un poids
de E8, et t ocg +? v|/p = ±( | Up | +2/). Soit ||. || une norme 1^-invariante sur
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t)*. La première condition implique || P + / P ||2 ^ || 8 [|2. On a

l l ^ + ^ l l ^ l l ^ l l ^ a + I ^ D I I P l I 2 et l lô l l^ l l^+IHI 2 .

On a donc

œ ./o•+k|)^lHl2/||p||2.
Comme le second membre de (*) est ^ 3, on a y = 1. Montrons que

a ^ P. En effet, si a = p, on a Hp = 0 (à cause de (*)) et t a^ = ±2,
dont 1 1 \ = 1, ce que nous avons exclus. Donc a + P. Comme on a
^a = ^p = 0? on voit que v|/ == 0. On a

(**) ^p=+(|Hp|+2).

La condition (**) implique a? 7e 0. Il y a trois cas à considérer :
0) I I a I I 2 / ] ! P |[2 = 1, | oc? [ == 1. Alors Up = 0, d'où \i = 0, et [ t \ = 2.

Ceci peut arriver pour G de type A^ ou G^.
(ii) |[ a H2/!! P ||2 = 2, [ a? | = 2, donc | ̂  | = 1. Il en résulte que

a = o^, H = ±81, | ^ [ = 3/2, (7 = Sp (2, C).
(iii) I I a I I 2 / ! ] P |[2 = 3, | a? | = 3, donc | Up | = 2. Il en résulte que

H = ± 2 ôi, a = o^, | ̂  | = 4/3, G = G^.
Supposons qu'aucune des conditions 1°, 2°, 3° ou 4° du lemme 9 ne soit

vérifiée. On est dans les conditions d'application du lemme 8. Il résulte
du lemme 6 que l'on a

det fc8 (w, a, À) = (2 - ̂ )/(2 + XJ = (1 - Q/(l + Q.

Comme ce nombre est < 0, F(Ç) n'est pas unitaire.

LEMME 10. — Les notations sont celles du lemme 9. Si \ t \ ^ 1, alors
F(Ç) est unitaire.

Démonstration. — Comme les représentations correspondant à t et —t
sont équivalentes, comme on le voit en conjuguant par w, on peut supposer
t ^ 0. D'après le lemme 7, il suffit de démontrer que, pour tout Ô e ̂ ,
la matrice b8 (w, H, K) est positive. Ceci résulte de [5] (III. 3.7) : on peut
choisir une base orthonormée de E6* (—\x) telle que 68 (w, \i. À,) soit diago-
nale, et ses valeurs propres de la forme

n?=i(2j+inj-^)/(2j+i^i+^)=nî=ra-o/o+o.
Ce sont des nombres ^ 0 si te (0, 1).
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2. Représentations induites à partir (Pun sous-groupe parabolique

Soit a une racine simple. On pose pa = CX^^+î)+n, et on note Py
le sous-groupe analytique de G correspondant. Soit T == p © ^ e S un
élément tel que \iy = ̂  = 0. Il existe un unique caractère de P^ dont la
différentielle, restreinte à t), soit égale à T. Nous noterons p v^p^ ce carac-
tère. On pose pa = p-(0 © a). On note L^(x) le gît-module formé des
fonctions C°° sur G telles que (p (gp) = P ~ ' v ~ p a ^ ( g ) et qui sont I-finies.

Le module Ly(ï) est isomorphe à un sous-module de L(ï—(0 © a))
et à un quotient de jL(r+(0 ® a)). Les modules ^(r±(0 © a)) sont iso-
morphes, et isomorphes à un sous-quotient de Z/aCO (P]? ^•^ et 2.7).
Lorsque K est imaginaire pur, la représentation L^(x) est unitaire. Ceci
redémontre, avec les notations du lemme 10, que V(Ç) est unitaire pour
H=i.

3. Classification des représentations unitaires irréductibles de SL (3, C).

Le théorème 1 ci-dessous est énoncé (sans démonstration) dans [9].

THÉORÈME 1. - Soit G = SL (3, C). Soit Ç e S. On pose Ç = \i © K,
et on note \|/ la partie imaginaire de X. La représentation V (^) est unitaire
si, et seulement si, l'une des conditions suivantes est réalisée.

1° Re À, = 0. Dans ce cas, on a V(Q = L (Ç) (série principale unitaire).
2° II existe aGÀ"*", te)-l, 1( tels que ^ = \j/<, = 0 et K == ^a+ï'v|/.

Dans ce cas, on a V(Q = L(Sy) (série complémentaire),
3° // existe a e ̂ + tel que Ha = ^a = ° et ^ = ±a+ï v|/. Dans ce cas,

soit P une racine simple. Il existe [i' e^, \|/' e a* tels que n'p = \|/p == 0
et tels que V(Q soit isomorphe à Lp ([i'+i ̂ ) (série principale dégénérée).

4° Ç e W ç. Dans ce cas, F(Ç) est le module trivial.

Démonstration. — Si V(Q est unitaire, il existe w e Wte\ que w Ç = -Ç.
Dans ce cas, on peut choisir, soit w = 1 (auquel cas F(0 est unitaire, c'est
le cas 1°, soit w la symétrie par rapport à une racine a e A^ II résulte des
lemmes 9 et 10 que Ç est comme dans 2°, 3° ou 4°. Si Ç e W p, il est clair
que V (Ç) est le module trivial, et donc unitaire. Dans le cas 2°, le fait que
V fê) = L (Ç) résulte de [5] (1.4.4) (car L(Q est irréductible). Dans
le cas 3°, quitte à conjuguer par un élément convenable de W, on peut
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supposer a = P. Comme Zp(H+fv|/) est irréductible ([2], 2.13) il résulte
des remarques qui suivent le lemme 10 que ^(Ç) est isomorphe à
Lp0i+fv|/).

De la même manière, les lemmes 9 et 10 permettent de déterminer, pour
G = Sp (2, C) ou G = 62 quels sont les V (Ç) unitaires, lorsqu'on suppose
\|/ 7^ 0, ou (A 7^ 0, à l'exception des cas 3° et 4° du lemme 9. Nous allons
voir que les cas \x = \|/ = 0, ou les cas 3° et 4° du lemme 9 ne se règlent pas
aussi facilement.

4. Opérateurs (Tentrelacement pour les Ly (r)

Soient a une racine simple, £ le poids fondamental tel que £<x = 0.
Avec les notations du paragraphe 2, supposons F(r+(0 ® a)) hermitien

et Re (À,) 7^ 0. On a alors [i == 0. C'est pourquoi, compte tenu du sujet
de cet article, nous nous limitons dans l'étude des modules Lg^ (ï) faite
ci-dessous au cas où \i = 0, bien qu'un certain nombre de résultats soient
valables lorsque H + 0 (et même pour des représentations induites à partir
d'une représentation de dimension finie > 1 de Py).

Soit z e C. Nous poserons

L(z) = L(0, z£-a), L = L(0), r(z) = r(0, z£-a).

Nous poserons Ly (z) = Z^ (0, z £), et nous noterons L^ le sous-espace
de L formé des fonctions invariantes à droite par le sous-groupe d'algèbre
de Lie Ï n (C X^+C H^+C Xy). L'opération de restriction est un iso-
morphisme de Ï-modules de Ly, (z) sur Ly Nous notons ̂  (z) la représentation
de 9R dans L^ que l'on en déduit.

On note WQ l'élément de plus grande longueur de W, on pose a' = —WQ a
et £' = -WQ £. On définit comme ci-dessus U (z), r ' (z\ L'^ (z), L^ r^ (z)
en remplaçant a par a' et £ par £\ Soit w^ la symétrie définie par a et soit
s = WQ WQ(.

Dans ce paragraphe, nous allons construire des opérateurs d'entrelace-
ment entre L^(z) et Z^(-z), et démontrer pour ceux-ci l'analogue des
lemmes 6,7 et 8. On pose B(z) = B(s, 0, z£-a). La fonction zv-->B(z)
est une application rationnelle de C dans l'ensemble des endomorphismes
de L qui entrelacent r (2) et r ' (—z).

Remarquons qu'il peut arriver que B (z) soit défini en z sans que B (s, 0, À)
(comme fonction rationnelle de 2 variables) soit défini pour ^ = z £ — a.
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Remarquons que Ly, (resp. L'y) est un sous-espace de L invariant par
r (z) (resp r ' (-z)), et que cette représentation y induit ^ (z) (resp. /•„ (-z)).
D'autre part, on a L° = L^ = Z^° : c'est l'espace des fonctions constantes
sur K.

LEMME 11. — // existe une application rationnelle unique zi->C(z)
de C dans l'espace des applications linéaires de L^ dans L^, telle que C (2),
lorsqu'il est défini, entrelace r^ (z) et r'^ (-z), et induise l'identité dans L°.
Lorsque B (z) est défini, on a B (z) L^ c L'^ et B (z) induit C (z) dans L^.

Démonstration. — Pour presque tout z e C, Ly (resp. L'y) est l'unique
sous-espace de L qui soit invariant et irréductible sous l'action de r (z)
(resp. r ' (-z)), et B (z) est défini. C'est par exemple vrai si (z s-a)p ^ ±2/
pour tout peA '^ -^a} et coût yeN*, comme il résulte de [5] (III. 4.7)
et de [2] (2.13). L'image par B(z) de L^ est donc L'^ Par prolongement
algébrique, on a B (z) Ly c: L'^ dès que B (z) est défini, et si l'on note C (z)
la restriction de B (z) à L^ l'application z h-> C (z) a bien les propriétés
requises.

Pour tout ô e ̂ , on choisit une base orthonormée de l'espace E6 (0, a)
formé des vecteurs de E6 (0) annulés par Xy,. On fait de même pour
£'5 (0, a'). On note C8 (z) l'application de L5 dans L'yf déduite de C (z).
On note c8 (z) l'application de E^ (0, a) dans E^ (0, a') telle que
C0 (z) c^ f = c^ ^ (z) f pour tout e e E6, fe E6* (0, a). C'est la restriction
de é5 (z) à E6* (0, a). On note encore c6 (z) la matrice qui représente c8 (z).

LEMME 12. — On suppose G = Sp (2, C) ou G = G^. 6^z ar WQ = —1,
a = a', s = s7, ^ = Z^, ^ (z) = ^ (z). 57 z = z, la matrice c6 (z) est
hermitienne pour tout ô (E ̂  tel que c0 (z) .yo^ définie.

On suppose que z = z et que (z £—a)p i=- —2j pour tout P e A4' — { a }
et tout je N*. Alors c5 (z) ̂  définie pour tout ôe^, ^ F(0, ze—a) est
unitaire si, et seulement si, c0 (z) est positive pour tout ô e ̂ .

Démonstration. — Les premières assertions sont évidentes. On identifie

Ly et Ly au moyen du produit scalaire < (p, \|/ > = (p\|/ dfe. On a alors
J K

r^ (z)* = r^ (—z). Ceci provient de l'existence d'une forme linéaire positive
G'-invariante sur l'espace des fonctions continues 9 sur G qui vérifient
9 (§P) = ̂ -2pa 9 (g) pour tout g e (r et tout p e ?„, unique à un facteur

constant près. On peut choisir cette forme égale a 9i-> Qdk. La forme
J K
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bilinéaire (p\|/rffe sur Ly,(z)x L^(—z) est donc invariante, ce qui prouve
J K

notre assertion. On en déduit que c6 (z) est hermitien si z = z comme dans
la démonstration du lemme 7.1.

Supposons (zs-a)p^-2y pour tout 7'eN* et tout ^eA+-{aL}.
Dans ce cas, B(z) (et donc C(z)) est défini ([5], III. 4.7), F(0,z£-a)
est l'unique quotient simple de L^ (z) ([2], 2.12) et V(0, -ze'-oQ est
l'unique sous-module simple de Z^(-z). La dernière assertion du lemme
se démontre comme le lemme 7.2.

LEMME 13. — On suppose que (z £—a)p ^ —2/ />6wr ^OM^ p e A 4 ' — { a }
et tout j e N*. ^(tor5' c8 (z) ̂  défini pour tout S e ̂ . On suppose que, pour
tout S e ̂ , on a det c8 (z) 7^ 0. ^for^ Z^ (z) ̂  irréductible.

Démonstration. — Ceci résulte immédiatement des résultats rappelés
à la fin de la démonstration du lemme 12.

Les lemmes 12 et 13 montrent l'utilité de calculer det c8 (z). Pour ce
faire, nous allons utiliser un opérateur d'entrelacement entre L(0 ,zs—a)
et L (a, z s) dont le noyau est L^ (0, z e). Cet opérateur est dû à
D. P. ZELOBENKO (cf. [14] OU [5], V.l) .

Nous poserons r (a, z) = r (a, z e). C'est une représentation dans L (a).
On définit de même r (a7, z) dans L (a'). Rappelsons qu'on a identifié
Ïç et g. Ceci permet de considérer tout élément de 9 comme une distribution
de support l'élément neutre sur K. On pose

A(p=(p*X-a et A'(p = (p*Z_a.((pe L).

L'opérateur ^ est surjectif de L sur L (a). Son noyau est L^. Il entrelace
les représentations r (z) et r (oc, z). L'opérateur ^4' a des propriétés ana-
logues. Nous poserons D (z) = B (s, a, z s). C'est, lorsqu'il est défini,
un opérateur de L (a) dans L (a') qui entrelace r (a, z) et r (a', —z).

LEMME 14. — // existe une fonction rationnelle a sur C telle que F on
ait a (z) D (z) A = A' B (z).

Démonstration. — Par passage au quotient, B (z) fournit un opérateur
F ( z ) de L(a) dans L(a') qui entrelace r (a, z) et r (a', —z). Posons
a (z) =/a (z) où/" est défini comme au chap. I, paragraphe 5. L'unicité
de la fonction D (z) montre que l'on a F ( z ) = a (z) D (z).

La démonstration du lemme 14 fournit en principe un moyen pour
calculer a. Nous procéderons toutefois différemment, en nous servant
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de la construction des opérateurs B(z) et D (z) par des intégrales à la
Kunze et Stein.

LEMME 15. — II existe une constante c ^ 0 ̂ ' 72^ dépend que du choix
des bases telle que

a (z) = c ]~[ (z s? - ocp)/(z Ep + ap),

où le produit est pris sur l'ensemble des peA'^-^a} tels que a? > 0.
Pour G = Sp (2, C) ou G = G^ (cas où a = a'), <w ûr c = -1 57
G' = Sp (2, C) ^ a = a^, ^ c == 1 dans les autres cas,

Démonstration. — Nous allons choisir un représentant m de s dans
le normalisateur de M dans K. Lorsque G = SL (3, C), on choisit m de
telle sorte que Ad (m) X..^ = X_^. Lorsque G = Sp (2, C) ou G = G^, on
note y la racine positive orthogonale à a, et on choisit m dans le sous-
groupe de G d'algèbre de Lie C X^+C H^+C Ay. On vérifie que
Ad (w) X^ = Ç ̂ _,, où Ç = -1 si G = Sp (2, C) et a = o^, et Ç == 1
dans les autres cas. Pour G == SL (3, C) on posera aussi Ç = 1. Rappelons
que des bases ont été choisies dans les espaces E^ (p,). Soit \\. e ̂ . On note
d(\\) le scalaire qui représente l'application de E^ (-p) dans ^(—^n)
obtenue en représentant m. Par exemple, ûf(0) = 1, et si G = Sp (2, C)
ou G = G^, ^(a) = 1.

On pose n' = ̂  C X^, où P parcourt A4' - { a' }, et on note ^/ le sous-
groupe de N correspondant. On munit N ' de la mesure de Haar décrite
en [5] (III. 2.3). Soient [ie^ et X G Ï ) * tels que Re Xp > 0 pour tout
P e A4' - { a }. Soit y e L (ji, À). On pose

A (m, H, ?i) (p (g) = (p (gnm) rfn (g e G).
JN-

Cette intégrale est convergente, et définit un opérateur d'entrelacement
A (m, \x, ^) de L (n, ^) dans L (w \i, w X). On note par la même lettre
l'opérateur de L([i) dans L (w \i) qui s'en déduit. Il entrelace r (ji, K)
et r (w p, w ^) (c'est l'intégrale de Kunze et Stein, c/. [5], III. 3 par
exemple). Rappelons qu'on a choisi des bases dans E^* ( — ̂ ) et E^* ( — m \i) ;
on note c([i) le nombre qui représente l'application de E^* (—n) dans
^ '^(—w^) déduite de w. Par exemple c(0) = 1 et c(a) = c. Il résulte
de [5] (III. 3.10) que l'on a

B(s, H, X) = d([i)Y[(^+\^\)A(m, ̂  X),

où P parcourt À4' — { a }„
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Soit ze C. Il suffit de démontrer le lemme 15 lorsque Re (z) est grand.
On suppose que l'on a Re (z e-a)p < 0 pour tout P e A4' - { a }. On a
aussi Re(zs)p < 0. Pour démontrer le lemme 15, il suffit d'établir la
relation

(*) ÇA(m, a, zs)A ==A'A(m, 0, zs—a).

Rappelons que l'on a identifié (9n)c et 9x9. Posons $ = CX_^. On
note Y l'élément ~(X^, 0) de ^c. On a re^c.

L'opérateur (p i-» (p * F envoie L (0, z c—a) dans L (a, z s), et, considéré
comme opérateur de L dans L (a), il est égal à A ([5], V.I.8). On définit
de même Y ' e gnc- On a 7' == Ç Ad (m) Y. Pour démontrer (*), il suffit
de prouver l'assertion suivante. Soit Xes^. Soit (p eL (0 © ze—a).
On a

(**) (d/A) (p (g exp (tX") nm) an = ( d / d t ) (p (gnm exp (fZ)) dn,
J N f J N '

où l'on a posé A"' = Ad (m) X.
Nous allons voir ci-dessous que, si Re (z) est assez grand, on peut inter-

vertir la dérivée et l'intégrale dans le côté droit de (**). La relation (**)
résulte alors de ce que l'application n h->exp (t X") n exp ( — t X " ) est
un automorphisme unimodulaire de N\

Montrons que l'on peut intervertir dérivée et intégrale. On peut supposer
| (p (k) \ ^ 1 pour k e K. Comme on a

(p*(Z^,0)eL(azs) et (p*(0, Z_Je L(-azs)([5] 7.1)

il en résulte que l'on a

(p* XeLÇçx,, zs)+ L(—a, zs).

Si g e G, on écrit g == k(g)a (g) n (g) avec ^ (g) e K, a (g) e A, n (g) e N.
On a

I^XKg)!^^)-1^^
et donc

|W^)(p(gexpOX))| ̂  ̂ expO^)-^6-^.

On SL a (g exp (? JT)) = a (g). En effet, soit e e E6 (s) un vecteur de norme 1.
On a exp (t X)e = e et a (g) = |[ ̂  |[. D'autre part, m~1 nm exp (t X)
est un élément du groupe N~ = t~1 N t. On a donc

a (m ~1 nm exp (ï Z)) ~p î$ 1. (c/. [5] IV. 3.6, par exemple).
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On a donc

\(d|dt)(ç(m~~lnmexp(tX))\ ̂  nCum)"^006 pour tout neN\

Si Re (z) est assez grand, on a Re (z £— p)p < 0 pour tout P e A4' — { a } ,
car Ep est > 0. L'intégrale sur N ' de

aOzm)-1^8 = a(nm)~(Re(z)e~p)~p

est convergente ([5], III. 2.2). Le théorème de convergence dominée permet
d'intervertir dérivée et intégrale dans le côté droit de (**) lorsque g = m~1.
On obtient le résultat pour une valeur arbitraire de g en remplaçant (p
par une de ses translatées à gauche.

Nous pouvons maintenant calculer det cs (z).

PROPOSITION 1. — Soit 8 e ̂ . Pour tout peA '^-^a} et tout j e N*,
on pose

n(j p) == âimE\j P), m(j P) = dim£5(a±7 P)

avec le signe + si a? ^ 0, et le signe — si a? < 0. On pose n (a) = dim E^ (a).
On a

det (c6 (z)) = c' c -n (a) IT ((̂  sp + oep)"(a)/^ Sp - ûCp)"(a)) x (p (z)/p ( - z)).

Le produit RI' est pris sur l'ensemble des peA ' 1 '— { a } ^& ^M^ a? > 0.
Lâf constante c est comme dans le lemme 15. La constante c ' dépend du
choix des bases, et vaut 1 si G = Sp (2, C) ou si G = 63. Le polynôme p
est défini par la formule :

^(z)=^(27+ocp-z£p)"(JP)(27+|ap|+zEp)wap),

où le produit est pris sur l'ensemble des p e A " ^ — { a } et des j e N*.
Démonstration. — II résulte des lemmes 11 et 14 que l'on a

det (&8 (z)) = det {a (z) ̂ ô (z)) det (c0 (z)).

Comme d6 (z) est une matrice d'ordre n (a), on a

det (û (z) d5 (z)) = a (z)"(a) det (rf5 (z)).

La proposition résulte des lemmes 6 et 15, compte tenu de l'égalité

l^j-ap+zsp)"^ = I^J+ap+zep)"^

qui vient de ce que s^ permute A"^ — { a }.
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LEMME 16. — Soit ^eN*. On suppose que, pour tout yeN* et tout
P e A4' - { a }, 072 a (z £-a)p =^ -2 (y+^). L'opérateur

(npn?=i(^p-ocp+27))C(z) (P pam^rf A^P})

^r ûf^/TO.

Démonstration. — II suffit de démontrer la même assertion en remplaçant
C (z) par 2? (z). Il suffit de démontrer le résultat suivant. Soient w e W,
\ie^, Xel)*. On suppose que, pour fout^eN* et tout peA 4 ' tel que
w P e-A^ on a Xp 7e — I ^ip |-2 (j+n). L'opérateur

(IIp n;= i (^p + i Hp 1 + 27)) B (w, H, ?i)

(P parcourt l'ensemble des P e A4' tels que w P e—A4 ' ) est défini. Un argu-
ment standard de récurrence sur la longueur de w (cf. [5], III) montre qu'il
suffit de le faire lorsque w est la symétrie par rapport à une racine simple.
Dans ce cas, ceci résulte du calcul explicite de B (w, \i, k) fait en [5] (III .3.9).

5. Représentations induites à partir d'un sous-groupe parabolique maximal
de SL (3, C)

Ce paragraphe est une application directe de la proposition 1 à un résultat
annoncé dans [5] (4.14).

Dans ce paragraphe, G = SL (3, C). Les notations sont celles du
paragraphe suivant.

PROPOSITION 2.
1° Le sous-espace î-invariant L^ (z) est cyclique dans L^ (z) si et seulement

si, z ^-3, -5, -7, ...
2° Tout sous-module non nul de Ly^ (z) contient L^ (z) si, et seulement si,

z ^ 3, 5, 7, ...
3° La (z) est irréductible si, et seulement si, z ^ ±3, ±5, ±7, ...
Démonstration. — L'autre racine simple est a'. On a a = a+a'. Soient

8 e ̂  et 7 e N*. Posons

n(J.8)=dim£5(7a)+dim£5(0•+l)CT)-dim£50•CT+a)-dimE80•CT+a')

On a

det^z)) = c'p(z)/p(-z) avec p(z) = n^i^+l-z)"0^.
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C'est la proposition 1. Remarquons que les termes en (z-l)/(z+l) ont
disparu !

Démontrons 2°. D'après [2] (2.8), tout sous-module non nul de L^ (z)
contient L^ (z) si (zE-oQp ^ 2/ pour tout^eN* et tout peA-^a},
c'est-à-dire si z ^ 1, 3, 5, . . . . Réciproquement, si z = 2/+1 avecyeN*,
ker C (z) est un sous-module de L^ (z) ne contenant pas L^ (z), et non
trivial car detc^(z) = 0 si 8 =70. Pour z = 1, il résulte du lemme 13
que L^ (z) est irréductible.

1° résulte de 2° par dualité entre L^ (z) et L^(-z) (cf. [2], 2.10).
3° résulte de 1° et 2°.

Les mêmes méthodes permettent de déterminer pour quelles représenta-
tions irréductibles de dimension finie de Py la représentation de G induite
est irréductible, et donnent des résultats similaires à ceux de la proposition 2 :
dans chaque série il y a deux modules exceptionnels, irréductibles bien
que ne vérifiant pas les conditions suffisantes de [2] (2.13), analogues aux
modules L^ (1) et Z^ (—1) de la proposition 2. Nous nous en tiendrons là
pour éviter l'introduction de notations supplémentaires.

6. Représentations induites à partir d^un sous-groupe parabolique maximal
de Sp (2, C)

Dans ce paragraphe, on pose G = Sp (2, C). La racine simple courte est
ai, la racine simple longue est oc^ (voir fig. 1). Nous poserons
L^ (z) = LI (z) et L^ (z) = Z/2 (z). On a s^ = ô^ et £3 = §i. Les racines
positives sont y = 2ôi , ô^, o^, o^. Nous déterminons ici quand I/,(z)
est irréductible, et quand F(0,z£f-a,) (qui est le sous-quotient irréduc-
tible de Li (z) contenant un vecteur non nul Ï-invariant) est unitaire. Notez
que F(0, ^) est hermitien dès que X est réel, car — l e W. Les résultats
diffèrent pour i = 1 ou 2. Nous examinons ces deux cas séparément.

Étude de L^ (z).

PROPOSITION 3.

1° Le sous-espace L^ (z) est cyclique dans L^ (z) si, et seulement si,
z^-2, -3, -4, ...

2° Tout sous-module non nul de L^ (z) contient L\ (z) si, et seulement si,
z ^ 2, 3, 4, ...

3° Z,i (z) est irréductible si, et seulement si, ±z ^ 2, 3, 4, ...
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4° V (0,z ô^— a^) ^ unitaire si, et seulement si, Fune des conditions
suivantes est réalisée :

(a) z est imaginaire pur. Dans ce cas, on a F(0, z S ^ — a ^ ) = L^ (z).
(b) ze)-2, 2(. Dans ce cas, on a F(0, zô^-ai) = L^ (z).
(ç) z = +2. Dâ^y ce cas, F(0, zô^-ai) ̂  le morceau de la représenta-

tion de Shale-Weil qui contient un vecteur Ï-invariant.
(d) z = ±3. Dans ce cas, F(0, z 82-01) est représentation triviale.

Démonstration. — Rappelons que l'on a posé y = 2 81. Soit 8e^
et soit^eN*. Nous poserons

n{j, 8) = dim^O^+dimE8 ((7 +1) y) - 2 dim E \j y + 82),

m C/, 8) = dim £0 0- 82) - dim £0 (j 83 + ai).

En appliquant la proposition 1, on trouve det (^(z)) = p (z)/p (—z)
avec p^)=^r=l(^+l-z)"aïô)x^7=2y-^)mo''5).

Démontrons 2°. D'après [2] (2.8), tout sous-module non nul de Z/i (z)
contient Z^ (z) si (z 82—01)? ^ 2j pour tout^eN* et tout P e A4' — { ai },
c'est-à-dire si z -^ 1, 2, 3, . . . Pour z = 1, il résulte du lemme 13 que -Li (z)
est irréductible. Pour z = 2, 3, 4, . . . , l'opérateur C(z) est défini. Son
noyau est un sous-module de -Li (z) qui ne contient pas L\ (z). Ce sous-
module est non trivial car det c8 (z) = 0 pour 8 = z 8^.

Du 2°, on déduit 1° et 3° comme dans la démonstration de la
proposition 2.

Démontrons 4°. Le module V(0, z 82—01) est hermitien si, et seulement
si, z est réel ou imaginaire (lemme 1). Dans le second cas, Z/i (z) est irré-
ductible d'après ce qui précède, et unitaire puisqu'il est induit à partir
d'un caractère unitaire de P^. Supposons maintenant z réel. Pour
z e ) — 2 , 2 ( , le module Li (z) est irréductible, hermitien, et unitaire si
de plus z = 0. Il résulte du lemme 2 que Z/i (z) est unitaire pour z e ) —2, 2(.
D'après le lemme 3, le module F(0, z82—ai) est unitaire pour z = ±2.
Comme VÇO.zo^—^i) est le module trivial pour z =±3, il est alors
unitaire. Pour z e R, | z | > 3, le lemme 5 montre que V (0, z 8^ — ai)
n'est pas unitaire. Soit z e R tel que 2 < | z | < 3. Posons 8 = 2 8^. La
formule établie ci-dessus montre que l'on a det (c0 (z)) < 0. Il résulte du
lemme 12 que F(0, z 82—01) n'est pas unitaire.
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La relation de F(0, ±282-001) avec la représentation de Shale-Weil
sera établie plus bas (chap. 3, § 2). Ceci achève la démonstration de la
proposition.

Étude de L^ (z). - Ces représentations ont été étudiées par K. GROSS [7],
qui a en particulier démontré les assertions 4° et 5° (a) de la proposition
ci-dessous. Les opérateurs C (z) sont étudiés par lui pour z imaginaire pur
par une toute autre méthode.

PROPOSITION 4.

1° L° (z) est cyclique dans L^ (z) si, et seulement si,

z ^ O , -4, -6, -8, ...

2° Tout sous-module non nul de L^ (z) contient L\ (z) si, et seulement si,

z ^ 0, 4, 6, 8, . ..

3° Z/2 (z) ̂  irréductible si, et seulement si, ±z 7^ 0, 4, 6, 8, ...
4° POM/- z == 0, Z/2 (z) é\s^ somme directe de deux sous-modules (isomorphes

à V (0, -a2) ^ ^(82, ai)). L'opérateur C (z) é?^ <A?/zm ^ va^
respectivement 1 et —1 dans chacun des deux sous-modules.

5° F(0,zôi —002) ^ unitaire si, et seulement si, z vérifie l'une des
conditions suivantes :

(ci) z est imaginaire et non nul. Dans ce cas, on a V(Q, z §1 —o^) = L (z);
(b) z = 0, et dans ce cas, V(fi, -o^) = L^ (1);
(c) ±z = 4 et dans ce cas, V (0, z ô^ —o^) ̂  la représentation triviale.
Démonstration. — Soit ô e ̂ , et soit 7 e N*. On pose

n(j, 8) = dim£50•Ô2)+dim£8((7+2)82)-2dim£8aÔ2+Y)

+ dim £8 (0- +1) y) ~ dim £5 (0 +1) y + o^).
On pose

g/g\ ^ ̂ ^yiimE^Y^dimE^ai).

Il résulte de la proposition 1 que l'on a

deUAz)) = 8(ô)p(z)/j)(-z) avec p(z) = nj=i (2.7 + 2-z^0^.

Démontrons 2°. Si (z §1-02)? + -2j, pour tout yeN* et tout
peA4 '-^^}, c'est-à-dire si z ^ -0, -2, -4, ..., l'opérateur C(z)
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est défini. Il résulte du lemme 13 que L^ (2) est irréductible. Pour
z = 4, 6, 8, . . . , ker C (z) est un sous-module non trivial de L^ (z) qui
ne contient pas L^ (z), car det (^ (z)) = 0 pour ô = z §2. D'autre part,
si 2 ^ 0 , 2 , 4 , . . . , tout sous-module non trivial de L^ (z) contient
Z^(z) ([2], 2.8). Il reste à examiner le cas z = 0, ce que nous faisons
plus bas.

Démontrons 4°. Le module L^ (0) est unitaire, car induit par un carac-
tère unitaire de P^. Il est donc semi-simple. Le sous-module engendré
par Z^ (0) est simple, car L^ (0) est irréductible sous l'action de Ï. C'est
le module F(0, —o^), qui est isomorphe à L^ (1) d'après la proposition 3.
Notons X un sous-module supplémentaire. Soit ô e ̂ . Comparant la mul-
tiplicité de E^ dans L^ et Z/i, on voit que la multiplicité de 270 dans X est
dim£'8 (Ô2)-dim£'8 (y). En particulier JT82 est I-irréductible et X7 = 0.
Les sous-quotients simples de L (0, — o^) sont isomorphes à V (0, — oc^),
]^(Ô2, oc^) et V(^, 0) (lemme 1). Les composants de X sont à choisir
parmi eux. On a donc 2" = ^(ô^, oc^).

Il résulte du lemme 16 que l'opérateur z C (z) est défini (comme fonction
rationnelle de z) pour z = 0. Notons J sa valeur en z = 0. C'est un élément
du commutant de L^ (0)). Pour montrer que C (z) est défini en z = 0,
il suffit de démontrer que J = 0. Il résulte de la formule ci-dessus que l'on
a det y0 = 0 pour tout ô e ̂ . En particulier, puisque E^ intervient exacte-
ment une fois dans L^ (z) pour ô = 0 et ô == ô^, on voit que ker J contient
L^ (0) et L|2 (0). Ces sous-espaces engendrent respectivement les sous-
modules isomorphes à V (0, — a) car et V (ô^, oc^), et leur somme engendre
Z.2 (0), ce qui prouve que J = 0. De manière générale, on a C (—z) C (z) = 1,
et donc C(0) C(0) = 1, ce qui prouve que les valeurs propres de C(0)
sont ± 1. La formule pour det (c8 (z)) montre que L82 (0) est dans le sous-
espace propre correspondant à la valeur propre —1. D'autre part
C° (0) = 1. Comme les sous-espaces propres sont invariants, ceci
démontre 4°.

Ceci termine la démonstration de 2°. Par dualité entre L^ (z) et L^ (—z),
1° résulte de 2°, 3° résulte de 2° et 1°.

Démontrons 5°. F(0, zô^—c^) est hermitien si, et seulement si, z est
réel ou imaginaire (lemme 1). Supposons z réel et | z j > 4. Il résulte du
lemme 5 que F(0,zôi—o^) n'est pas unitaire. Supposons z réel et
0 < | z | < 4. On a det (c82 (z)) < 0, et il résulte du lemme 12 que
F(0, z ô i—ô^) n'est pas unitaire. Le reste de 5° est facile.
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7. Représentations induites à partir <Tun sous-groupe parabolique maximal
de 62

Dans ce pargraphe, on pose G = G^. Les racines simples sont ai et ̂ ,
avec ai courte. Les poids fondamentaux sont 81 et 8^. Les racines positives
sont ai, oc^, 5i, §2, ai +81, et 81 —ai (voir^. 2). Le groupe ^contient -1,
de sorte que F(0, À,) est hermitien si ^ea*. On pose 4e 00 = L,(z)
(i = 1, 2). Nous étudions séparément ces deux séries de représentations.

Étude de L^ (z).

PROPOSITION 5.

1° Le sous-espace L^ (z) est cyclique dans Z/i (z) si, et seulement si,
z ^ -5/3, -7/3, -9/3, ..., et z ^ -2, -3, -4, ...

2° 7W sous-module non nul de Z/i (z) contient L^ (z) 57, ^ seulement si,
z^ 5/3, 7/3, 9/3, ..., ^z^2 ,3 ,4 , ...

3° LI (z) ^ irréductible si, et seulement si, ±z 7^ 5/3, 7/3, ..., et
±z + 2, 3, . . .

4° Le module V (0, zô^-QCi) é?^ unitaire si, et seulement si, Vune des
conditions suivantes est réalisée.

(a) z est imaginaire pur, ou z est réel tel que \ z \ < 5/3. Dans ce cas,
on a F(0,zÔ2-oci) = L^ (z);

(6)z=±5/3;

(c) z =±3. Dans ce cas, F(0, zô^-o^) est le module trivial.

Démonstration. — Soit ô e ̂ , Soit^'eN*. On pose

n O-, ô)=dim£ÔO•82)+dim£ô(a+l)Ô2)-2dim£ÔO•§2+8l),

m0-, 8)=dim£8C/8l)+dimE ((j+^i^dimÊ'C; 81+82-81),

p 0', 8) = dim E8 (j 8^) - dim E6 (j 8^ + ai).

Il résulte de la proposition 1 que l'on a detc^z) = g(z)/<g(-z), où

e^)=^^=l(2^+ l-z)wo ' îô)><^7=2(27+l-3z)ma5)x^7=2a-^^
Démontrons 2°. D'après [2] (2.8), tout sous-module non nul de Li (z)

contient L\ (z) si (z 8^ - ai)p ^ 2/ pour tout 7 e N* et tout P e A4' - { a^ },
c'est-à-dire si z ^ (1/3)+(2//3) et z ^ 1 +/ pour tout^eN*.
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Pour ces valeurs exceptionnelles de 2, l'opérateur C(z) est défini. Il
résulte du lemme 13 que Li (z) est irréductible pour z = 1/3 et z = 1.
Si z = (2/+1)/3 ou si z =j (avec 7 > 2) le noyau de l'opérateur C (z)
est un sous-module de L^ (z) qui ne contient pas L^ (z) et qui est non trivial
car det c8 (z) = 0 pour 5 = y ôi ou 6 = j §2. De 2° on déduit 1° et 3° comme
dans la démonstration de la proposition 2.

Démontrons 4°. Le module F(0, zô^-o^i) est hermitien si, et seulement
si, z est réel ou imaginaire (lemme 1). Si z est imaginaire, Z.i (z) est irréduc-
tible, et unitaire car induit à partir d'une représentation unitaire de P^ .
Supposons z réel. Pour | z | < 5/3, Li (z) est irréductible et hermitien.
Il est unitaire si de plus z = 0. Il résulte du lemme 2 que L^ (z) est unitaire
si | z | < 5/3. Pour z = ±3, F(0, z ô^-oci) est le module trivial, et donc
est unitaire. Pour [ z | > 3, V(fi,z^-^i) n'est pas unitaire d'après le
lemme 5. Supposons 5/3 < z < 3. Soit 8 = 2 ôi. On a det c6 (z) < 0 et
il résulte du lemme 12 que F(0, zS^-oci) n'est pas unitaire. Il en est de
même de F(0, —zô^-c/ i ) qui est isomorphe au précédent.

LEMME 17. — La représentation F(2§i, (4/3)0(2) est unitaire.
Démonstration. — Soit s = 2§i. On vérifie que l'on a dimE^tfl) == 3

et dimJ^ai) = 2. D'après les remarques qui précèdent le lemme 14,
Z/i (z) est isomoorphe au quotient de L (0, z §2 — ai) par un sous-module
isomorphe à L (ai, z ô^). La multiplicité de E6 dans Li (z) est donc égale
à 1. Soit X le sous-module de Li (5/3) noyau de C(5/3). Il résulte de la
formule établie pour det c8 dans la démonstration de la proposition 5 que
Z8 = 0 si ô = 0, Ôi et §2, et que L\ (5/3) = X\ Notons Y le sous-quotient
irréductible de Li (5/3) qui contient L\ (5/3). On a Y8 == 0 si || ô || < |[ s |[,
de sorte que Y est isomorphe à un module F (s, X) (lemme 1), où X est
un certain élément de I)*. D'autre part, V (s, À-) est un élément de la suite
de Jordan-Hôlder de L (0, (5/3) ô^ - ai). Écrivons 0 © ((5/3) ô^ - 0^1) = (;?, q)
et £ @ À, = (?', q ' ) (cf. paragraphe 1.1). D'après le lemme 1, il existe
w e W tels que wp = p ' et w' q = q1. On en déduit que À = ±(4/3) o^.
Considérons une suite z» d'éléments de )-(5/3), (5/3) ( tendant vers 5/3.
D'après la proposition 5, les modules Li (z,,) sont irréductibles et unitaires.
Le lemme 2.2, appliqué avec Ô = 8, montre que F est unitaire.

Étude de L^ (z).

PROPOSITION 6.
1° L^ (z) est cyclique dans L^ (z) si, et seulement si,

z ^ 1, -1, -2, -3, ...
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2° Tout sous-module non nul de L^ (z) contient L^ (z) si, et seulement si,

z ^ -1,1, 2, 3, ...

3° Z/2 (z) est irréductible si, et seulement si, ±z 7^ 1, 2, 3, ...
4° PoMr z = ± 1, l'opérateur C (z) est défini et inversible, L^ (z) est somme

directe de deux sous-modules, isomorphes respectivement à V (0,8^—^)
et F(ai,8,).

5° F(0,z8i—oc2) est unitaire si, et seulement si, l'une des conditions
suivantes est réalisée :

(a) z est imaginaire, ou z est réel avec \ z \ < 2, | z | 7^ 1. Dans ce cas,
on a F(0, z 81 -o^) = L^ (z)',

(b) z == ±1. Dans ce cas, V(0, z S ^ — a ^ ) est isomorphe à Z/i (1) (cf. la
proposition 5);

(c) z == ±5. Dans ce cas, V(0, z 81—0^) est le module trivial;

(d) z = ± 2 .

Démonstration. — Soient ôe^ et^'eN*. On pose

n (j, ô) = dim £0 (j §1) + dim £8 (0 + 3) Ôi) - 2 dim E6 (j ôi + ô^)

+ dim £8 (0 +1) ô^) + dim £0 ((7 + 2) ô^)

-2dim£ô(0•+l)8^+al+ôl),

m (7, 8) == dim £5 0" Si) - dim £8 (j 81 + a^),

p (8)= dim E(2 83).
On a

detc^^^/eM,
où l'on a posé

g(z)=^7=l(27+3-z)"o• t8>x^^=2a-^)wa>ô)><(3--z)p<ô)

(ceci résulte de la proposition 1).
Démontrons 4°. D'après le lemme 1, les modules simples qui inter-

viennent dans la suite de Jordan-Hôlder de L(0, 81-002) sont isomorphes
à l'un des modules F (0, 81-0^), ^(ai, 82), V(^, 81) et F (81-0^,0).
Comme Z^ (1) est isomorphe au quotient de L(0, 81—0^) par L(o^, 81),
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il en est de même pour la suite de Jordan-Hôlder de 1/2 (1). Le module
^(§i-oc2, 0) est isomorphe à L(S^-^, 0) (cf. [5], 1.4.4). Il n'intervient
pas dans la suite de Jordan-Hôlder de 1/2 (1), car il intervient avec la multi-
plicité 1 dans Z/(0, 81-02) et dans L (o^, 81) (ceci peut se démontrer de
manière élémentaire, mais il est plus simple de faire appel à [9] (3.6 (ii)).
Le module F(0, 81-002) intervient une fois dans la suite de Jordan-
Hôlder de Z/2 (1). Notons X la somme directe des sous-modules
de la suite de Jordan-Hôlder de Z^ (1) non isomorphes à F(0, 81-o^).
Soit 8e^. La représentation E^ de ï intervient avec la multiplicité
dim^^-dim^ai) dans L, (1) et dim E6 (0) - dim E^ (o^) dans
1/2(1). D'après la proposition 5, le module F(0, ôi-o^) est isomorphe
à Z/i (1). Donc E6 intervient avec la multiplicité dim E6^)- dim E6^)
dans X. Il en résulte que l'on a A'52 = 0 et que Z51 est irréductible sous
l'action de ï. Il en résulte que F (002, ^i) n'intervient pas dans X, et que
^(0^82) intervient une fois. On voit donc que X est isomorphe à
F(oci,82). Le module Z/2 (1) est de longueur 2 et F (0,62-ai) et
F(ai, 82) sont les éléments de sa suite de Jordan-Hôlder.

Il résulte du lemme 16 que l'opérateur (z- 1) C (z) est défini pour z = 1.
Notons J sa valeur pour z = 1 : c'est un opérateur d'entrelacement entre
Z/2(l) et 1/2 (-1). Son noyau est un sous-module de 1/2(1)- Pour tout
8 e ̂ , on définit y5 comme an début du chapitre I, paragraphe 5. Il résulte
de la formule pour det (c0 (z)) que l'on a det./0 = 0 pour tout 8 e ̂  tel
que E^ intervienne dans 1/2 (1). Comme 1/2 (1) et L^ (1) sont irréductibles
sous l'action de Ï, ceci montre que le noyau de J contient Z^ (1) et Z/|1 (1).
D'après ce qui précède, la somme de ces deux sous-espaces engendre
1.2 (1) comme (^-module. L'opérateur J est nul. Il en résulte que C (z)
est défini pour z = 1. Comme det (c8 (1)) ^ 0 pour tout 8e^, C(l)
est un isomorphisme de 1/2 (1) sur L^(-\). Comme les modules 1/2 (1)
et Z/2(-l) sont en dualité non dégénérée, et comme V (0,82-01) et
^(oci, 82) ne sont pas en dualité, il en résulte que L^ (1) est somme directe
de F (0,82-^) et V(^ 82).

Démontrons 2°. Il résulte de [2] (2.8) que tout sous-module non nul
de Z/2 (z) contient 1/2 (z) si z + -1, 1, 2, 3, . . . Si z = ± 1, nous venons
de voir que 1/2 (z) contient un sous-module non nul ne contenant pas
Z/2 (z) : il est engendré par L^ (z). Si z = 2, 3, 4, . . . , C(z) est défini,
son noyau est un sous-module de 1/2 (^) qui ne contient pas L^ (z), et qui
est non trivial, car det c5 (z) = 0 si 8 = z 81.

De 2° on déduit 1° et 3° comme dans la démonstration de la proposition 2.
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Démontrons 5°. VÇO.zS^-S^) est hermitien si, et seulement si, z est
réel ou imaginaire (lemme 1). Si z est imaginaire, on a

F(0,z8i-o^)=^(z),

et ce module est unitaire car induit par un caractère unitaire de Py . Sup-
posons z réel. Soit ze)-2,2(. L'opérateur C(z) est un isomorphisme
de L^ (z) sur L^ (-z). Pour z = 0, la matrice C8 (0) est définie positive
pour tout 8 e ̂ , car, comme nous venons de le voir, L^ (0) est irréductible
et unitaire. Il résulte de la remarque qui suit le lemme 2 que Z^ (z) est
unitaire pour ze)-2, 2(. Il résulte du lemme 2.2 que V(0,zS^-^) est
unitaire pour z = ±2. Pour z = ±5, F(0, z ôi-oc^) est le module trivial,
et doncest unitaire. Si | z | > 5, ^(O.zôi-o^) n'est pas unitaire
d'après le lemme 5. Soit ze)2, 5(. Soit ô = 2ôi. On a detc^z) < 0,
et il résulte du [lemme 12 que ^(O.zôi-o^) n'est pas unitaire. Ceci
est aussi vrai du module F(0, -zô^-o^) qui lui est isomorphe.

Remarque. - Les modules F(0, z Si-o^), avec ze(-2,2), donnent
l'exemple d'une « série supplémentaire » de représentations qui est plus
grande que « l'intervalle critique », c'est-à-dire le plus grand intervalle /
contenant 0 tel que L^ (z) soit irréductible pour tout z dans l'intérieur de /.
Ici / = (-1, 1). Nous verrons (théorème 3) qu'il y a un phénomène ana-
logue pour les représentaitions L (0, X) (où ^ e a*) : l'ensemble des K e a*
tels que F(0, X) est unitaire contient beaucoup d'autres points que ceux
du « convexe critique ».

Chapitre 3. Représentations de Sp (2, C)

1. Les résultats

Dans ce paragraphe, on pose G = Sp (2, C). Les racines simples sont o^
et a2, avec || o^ || ^ || 0(1 ||.

THÉORÈME 2. — Soit Ç e 3. On pose Ç = [i © À,, et on note \|/ la partie
imaginaire de À-. La représentation F(Ç) est unitaire si, et seulement si,
Pune des conditions suivantes est réalisée.

1° Re (À) =0. Dans ce cas, on a V(Q = L (Ç).

2° // existe a e A4' et t e ) -1, 1 ( tels que ^ = \|̂  = 0 et \ = t a +i \|/.
Dans ce cas, on a V (Ç) == L (Ç).
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3° // existe oceA"^ tel que ^ = v|/<, = 0 et K = ±a+z\|/. Z^ ce cas,
il existe une racine simple P, p.' e ̂ , v)/ e a* ^fa ^w ^p = v|/p = 0 et tels
que F(Ç) 5w7 isomorphe à Lp (^/, fv|/).

/
/

/

^ ^

Fig. 1. — Elle représente l'ensemble des Keû*
tels que V(0 À,) soit unitaire pour g de type €2.

4° Ce ^(ôi © (3/2)a2). Dans ce cas, V(Q est isomorphe au morceau
de la représentation de Shale- Weil qui ne contient pas de vecteur K-invariant
non nul.

5° H = \|/ = 0, et 'k e E (fig. 1). L'ensemble E est la réunion disjointe
de quatre ensembles de û*, notés E^, E^, £3, E^.

(a) E^ est l'ensemble des ^ e a* tels que \ ̂  | < 2 pour tout aeA4 ' .
C'est l'intérieur d'un carré. Dans ce cas, on a ¥(Q = L(Q;

(b) E^ est l'ensemble des À, e a* tels qu'il existe te)-2, 2( et w e W
avec w\ = ^02+ai . Dans ce cas, F(Ç) est isomorphe à L^ (0 ® tS^);
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(c) £3 est égal à W(îï^+^). Dans ce cas, F(Ç) est isomorphe au
morceau de la représentation de Shale-Weil qui contient un vecteur
K-invariant;

(0 E est égal à W(2 a). Dans ce cas, F(Ç) est la représentation triviale.

COROLLAIRE. - // y a deux éléments isolés dans le dual de G : la repré-
sentation triviale, et le morceau de la représentation de Shale-Weil qui
ne contient pas de vecteur K-invariant non nul.

2. La représentation de Shale-Weil pour Sp (n, C)

Ce paragraphe est essentiellement destiné à montrer que la représentation
V(.S^ (3/2) o^) est unitaire. La méthode consiste à l'identifier à un morceau
de la représentation bien connue de Shale-Weil. Comme il n'est pas plus
difficile de traiter le cas de Sp (n, C) (avec n ^ 1) que celui de Sp (2, C),
c'est ce que je ferai ici. Le fait que la représentation de Shale-Weil de
Sp (n, C) est somme de deux morceaux irréductibles est établi dans [7],
dont nous reproduisons les formules. La méthode pour identifier ces deux
morceaux m'a été indiquée par M. VERONE (voir une situation analogue,
mais plus compliquée dans [12]).

On écrira les éléments de GL (2 n, C) sous la forme de matrices carrées
d'ordre 2 d'éléments de M (n, C) (matrices carrées d'ordre n). On pose

/O -1\"'(i » ) •
G = Sp (n, C) est le sous-groupe de GL (2 n, C) formé des éléments g
tels que ^pg = p. Il contient p , et il est engendré par les matrices

'(»4s.«°-). "w-^ î) " ".
où a e GL (n, C) et où b est une matrice symétrique d'ordre n.

Les formules suivantes définissent une représentation unitaire T de G
dans L2 (C") (la représentation de Shale-Weil, cf. [7]). On écrit un élément
de C" comme un vecteur ligne.

T(m(b))f{z) = exp(-fRe(z^z))/(z),

T(lW)f(z)=\det(a)\f(za),

T(p)f(z)=f{z\ où f(z)=n-nS /(Qexp (URe^t)) dt.
Je-
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Les sous-espaces de L2 (C*) formés des fonctions respectivement paires
et impaires sont stables et irréductibles. Posons K = U (2 n) n G. La
fonction exp(-[z |2) est ^-invariante, et l'espace des fonctions ^-finies
est l'espace des fonctions de la forme Q (z, z) exp ( — | z P ) , où G est un
polynôme en 2 n variables. On notera H+ (resp. H~) l'espace des fonctions
K-fmks paires (resp. impaires), et T+ (resp. T~) la représentation de 9^
dans cet espace. C'est une repiésentation irréductible.

Soit P le sous-groupe parabolique de G engendré par les / (a)
(a e GL (n, C)) et les ^ (é) (b matrice symétrique). Soit T une représen-
tation de GL (n, C) dans un espace vectoriel F de dimension finie. On
note encore T la représentation de P triviale sur les matrices de la forme
'mÇb) et telle que ï(/(û)) = T (û). Notons M'^ l'espace des fonctions (p
continues J^-finies à gauche sur G à valeurs dans F qui vérifient

^fejO^QO"1^), pour geG et peP.

On note M^ l'espace des fonctions sur l'espace des matrices symétriques qui
sont de la forme b \-> (p (m (b)) avec (p e A^'. On note U^ la représentation
de 9n dans cet espace, obtenue en transportant la représentation naturelle
dansM^.

Pour tout/eZT4 ' et pour toute matrice symétrique b, on pose

/(&)= f expaRe(z^z))/(z)dz.
Je"

/V

On vérifie que l'application f^->f est un isomorphisme de H+ sur
un sous-espace de M^, avec T^ (a) = | det (a) [-1, qui entrelace T4' et U^.

Pour tout/e H~ et pour toute matrice symétrique é, on pose

f(b) = f exp (i Re (z^ z)) / (z) z Jz.
Je"

On vérifie que l'application f\->f est un isomorphisme de H~ sur un
sous-espace de M^, où T^ est la représentation de GL (n, C) dans C* telle
que ï2 (a)z =\ det (a) |~1 z a"1, qui entrelace T~ et t/^.

L'espace des matrices Ç (ûT) = ( _ ), où û? est une matrice diagonale

d'ordre n, est une sous-algèbre de Cartan de Q. Notons d^ . . . , û ^ les
coefficients de d, et posons

oci(Ç(rf)) = d^-d,, a,(Ç(d)) = d,-d^ ..., ^(Ç(d)) = -2^.
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Les a, forment un système de racines simples dans I)*. Le groupe P contient
le sous-groupe parabolique minimal HN (cf. le paragraphe 1.1). Nous
notons 8; les poids dominants fondamentaux.

La différentielle de T^ restreinte à t), est égale à 0 © 9, où

9(Ç(ûO)=-tr(rf).

Il en résulte que M^ est contenu dans L (0, 9—p). On vérifie, en s'aidant
par exemple des tables de [1] (p. 255, où il faut prendre d^ ==—£,) que
l'on a 9 -p=-2 (5i+.. . +ô»-i)-^. Il résulte de [5] (1.4.3) que
L (0, 9—p) a un seul sous-module irréductible, isomorphe à F(0,9—p).
Il en est de même pour le sous-module M^, et donc pour le module M^.
On voit donc que H+ est isomorphe à V(0, 9—p).

Soit e le dernier vecteur de la base canonique de C". Si (p e M^, on
considère la fonction g ^--> (p (g) te. C'est un élément de

L(l/2^,9-p+l/2^),

et le même raisonnement que ci-dessus montre que H~ est isomorphe
à ^(l/2^,9-p+l/2^).

En résumé, nous avons établi le lemme suivant.

LEMME 18. - Soient (Xi, . . . , o^ un système de racines simples pour g
de type €„, avec (Xn longue, et o^, . . . ,§„ les poids fondamentaux. Posons
À = 2 ( § i + . . . + ô n _ i ) + ô n . La représentation de Shale-Weil de g» est
somme de deux composantes irréductibles. Uune contient un vecteur
î-invariant non nul, et est isomorphe à F(0, À-). L'autre ne contient pas de
vecteur î-invariant non nul, et est isomorphe à F (—l /2 a,,, X—l /2 a»).
Les deux composantes sont unitaires.

3. Démonstration du théorème 2

Soit Ç e 5 comme dans le théorème 2.
Supposons [i ou v|/ non nul. Il résulte du lemme 9 que F(Ç) ne peut être

unitaire que si Ç vérifie l'une des conditions 1°, 2°, 3° ou 4° du théorème.
Dans ce cas, Ffê) est unitaire et a la forme indiquée. Cela résulte, dans
les cas 1°, 2°, 3°, du lemme 10 et du paragraphe 2.2. Dans le quatrième cas,
cela résulte du paragraphe 3.2.

Il reste à démontrer l'assertion suivante : soit X e û*. La représentation
V(ft, ^) est unitaire si, et seulement si, ' k e E .

TOME 107 - 1979 - N° 1



REPRÉSENTATIONS UNITAIRES IRRÉDUCTIBLES 91

Soit ^ e a* tel que F(0, ^) soit unitaire. D'après le lemme 5, X est dans
l'enveloppe convexe de Wp. D'après le lemme 8 appliqué à la représen-
tation de plus haut poids §2, on a fjp (2+^p) > 0, où le produit est pris
sur l'ensemble des quatre racines courtes. On a en effet (lemme 6),

detfc02^!, 0, X) = (2^J(2-^)/(2+XJ(2+^).

D'après le lemme 8 appliqué à ô = y, on obtient de même ]~[p (2+Xp) ^ 0,
où P parcourt A. De tout ceci résulte que l'on a À, e £1, ou qu'il existe
w e Wiei que w ^ = ^ ^2—^1^ avec ^ e(-3, 3). La proposition 3.4 montre
que, dans le second cas, V (0, K) est unitaire si, et seulement si,
À, e £3 u £3 u £4. Enfin, si À, e £\, ^ (0, À-) est unitaire d'après le lemme 2.

Ceci termine la démonstration du théorème 2.
Le corollaire en résulte, compte tenu des lemmes 3 et 4 (ce dernier appliqué

à | i = 0 e t à \ | / = 82).

Chapitre 4. Représentations de G^

1. Les résultats

Dans ce chapitre, on pose G = G^. Les racines simples sont o^ et o^,
avec a^ longue. Les poids fondamentaux sont §1 et ô^.

THÉORÈME 3. — Soit Ç = n © X e S. 6^ ̂ o^ v|/ la partie imaginaire de À,.
La représentation F(Ç) ̂  unitaire si, et seulement si, l'une des conditions
suivantes est réalisée.

1° Re (^) = 0. Dans ce cas, on a F ( Ç ) = L (Ç).
2° // é?;ay^ a e A4' et t e ) - 1, 1 ( tels que ^ == \|/^ = 0 ̂  ^ = t a +f v|/.

Dans ce cas, on a F(Ç) = L (Ç).
3° 77 existe a e A"^" ^/ <^ ^ = v|/a = 0 ^ À- = ±a+f \|/. 2)^^ ce cas,

il existe une racine simple P, \JL' e ̂ , v|/' e a* ^fc ÇM^ j^p = v|/p = 0 ^ ^fc
^M^ 1^(Ç) soit isomorphe à Lp (^l'+î'vl/').

4° Ce ^(2 5i ©(4/3) a,).
5 ° \ i = ^ f = O e t ' k e E (fig, 2). L'ensemble E est la réunion disjointe

de six ensembles E^, ..., Eç.
(a) E^ est l'ensemble des À, e a* tels que l'on ait | ^-a | < ^ pour toute

racine longue a, et ]~](2—À-p) > 0, où P parcourt l'ensemble des racines
courtes (c'est l'intérieur de la partie hachurée de la figure 2). Dans ce cas,
onaL(Q= V(Q',
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(b) E^ est F ensemble des X e a* tels qu'il existe w e W et t e ) - (5/3), (5/3) (
tels que wK = t8^+^. Dans ce cas, F(Ç) est isomorphe à L, (O^);

(c) ^3= ^((5/3)8,+ai);

Fig. 2. — Elle représente l'ensemble des X e a*
tels que V(0, K) soit unitaire pour g de type C'a.
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(d) £4 est l'ensemble des À e a* tels qu'il existe w e W et t e ) —2, 2(,
^±1, ^& ^ w = ^ ô i + a 2 . DÛTO c^ câ^y, r(Ç) est isomorphe à
4JO^Ô,);

(̂ ) E, = ^(2ôi+002);

(/) ̂  = W(l a). Z)û^ ^ cû^, F(Ç) ^/ fe module trivial.
Je ne connais pas de réalisation des représentations correspondant aux

cas 4°, 5° (c) et 5° (e). Leur situation dans le dual de G^ rappelle celle des
morceaux de la représentation de Shale-Weil pour Sp (2, C). Il serait
intéressant de savoir si l'analogie peut être poursuivie.

2. Démonstration du théorème 3

Soit ^ e 3 comme dans le théorème 3.
Supposons H ou \(/ non nul. Il résulte du lemme 9 que F(Ç) ne peut être

unitaire que si l'une des conditions 1°, 2°, 3° ou 4° est vérifiée. Si Ç vérifie
l'une des conditions 1°, 2° ou 3°, il résulte du lemme 10 que Ffê) est unitaire
et a la forme indiquée. Il résulte du lemme 17 que F(Ç) est unitaire dans
le cas 4°. Il reste à démontrer l'assertion suivante :

(*) Soit ^ e û*. La représentation V (0, À) est unitaire si, et seulement
si, ' k e E .

Commençons par deux lemmes. Les droites de û* de la forme ^ = 2/,
où aeA'1" e t y e Z * forment un ensemble localement fini d'hyperplans.
Le plan û* est réunion disjointe de facettes ([l], chap. 5, § 1).

LEMME 19. — Soient F une facette, et ^o e F' S1 V(ft, ̂ o) est unitaire,
il en est de même de V(0, À-) pour tous les points À/ de l'adhérence de F
dans û*.

Démonstration. — Les facettes sont de dimension 0, 1, ou 2. Les facettes
de dimension 0 sont des points et le lemme est alors trivial. Soit F une
facette de dimension 2. Pour tout ' k e F , on a F(0, À) = L (0, À)
(cf. [5], 1.4.4). Comme dans la démonstration du lemme 3, on voit que
l'on peut appliquer le lemme 2.1, avec 5" = F, de sorte que F(0, À) est
unitaire pour tout ' k e F . D'après le lemme 3, il en est de même si À/ est
dans l'adhérence de F.

Soit F une facette de dimension 1. Il existe alors aeA4 ' , et y 6 Z* tels
que F soit un intervalle ouvert de la droite ^ = 2j. En transformant par
un élément convenable de W, on voit que l'on peut supposer a simple
et j < 0. On note ^f le sous-espace de L2 (K) formé des fonctions inva-
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riantes à droite par M, L le sous-espace de Jf formé des fonctions
^-finies, Z/ le sous-espace de L formé des (peL tels que (p*Z~-7 = 0
(on a identifié 9 et Ïç), et ^ ' l'adhérence de L' dans ̂ f. Soit À, e a* "tel que
^=2/ . Si (pe^f, on pose ^ ( g ) ^ ( k ) = a~^ ^ ( k ' ) si ^eG, ^e^,
^ 1 k= k ' an avec /:, k1 e K, a e A, n e N. L'espace ^ ' est invariant
sous TT^, et nous pouvons noter n[ la représentation de G dans ^ ' qui s'en
déduit : en effet, soit T^ la restriction de dn^ à L. Alors L' est stable sous 7^
car, d'après [5] (V.1.6), c'est le noyau d'un opérateur d'entrelacement.
Nous noterons 7^ la restriction de T^ à L\ Supposons de plus 'k e F. Par
définition d'une facette, on a ± À / p ^ 2 N * pour tout p e A ^ p ^ a. Il
résulte de [5] (V.1.12) que T^ est irréductible, de sorte que 7^ est iso-
morphe à F(0, À) si À, e .F. Comme 7^ est unitaire, il résulte du lemme 2.1.
appliqué à 5" = .F et aux représentations T;, que 7 '̂ est unitaire pour tout
À- e F. Il en est de même de F(0, À) si À/ e F, et d'après le lemme 3, si À,
est dans l'adhérence de -F.

LEMME 20. - Soit t e ' ) l , 4/3(. La représentation F(0, tS^-2 ai) ^'^^
/?â^ unitaire.

Démonstration. - Posons ^ = ^-2ai. Lorsque ^ parcourt l'inter-
valle )1, (4/3) (, le point À^ parcourt une facette F contenue dans la droite
^ =-4.

Nous employons les notations e^f', L' de la démonstration du lemme 19.
Pour tout ô e ̂ , la multiplicité de la représentation E6 de 1 dans L

est égale à dim£'8 (0)-dim£18 (2 ai). En particulier, E^ intervient une
seule fois dans L'. Supposons qu'il existe ^e)l,(4/3)( tel que F(0, X,)
soit unitaire. Alors 7^ est unitaire pour tout ^e)l,(4/3)( (lemme 19).

Notons R l'unique sous-quotient irréductible de 7^ (où t = 4/3) qui
contient L'01. Il résulte du lemme 2.2 que R est unitaire. La représenta-
tion R n'est pas isomorphe à F(0, (4/13) 82-2 a^). En effet, par conju-
gaison par le groupe de Weyl, cette représentation est isomorphe à
F(0, (5/3) 02-ai). C'est un sous-quotient de L^ (5/3) (notations du para-
graphe 2.7), et on a L^ = 0, de sorte que E^ n'intervient pas dans
F(0, (4/3) S 2-2 ai). Il en résulte que R est isomorphe à un module de
la forme F(ôi, K) pour un certain À e t)* (lemme 1). De plus, R est un sous-
quotient irréductible de L(0, (4/3) 02-2 a^. Raisonnant comme dans
la démonstration du lemme 17, on voit que R est isomorphe à
V (81, (5/3) a^). Mais ceci est absurde, car cette représentation n'est pas
unitaire (lemme 9).
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Démonstration de (*). — Montrons que la condition est suffisante.
Il résulte des propositions 5 et 6 que F(0, À) est unitaire lorsque K e E ,
lorsque i = 2, 3, 4, 5 et 6. L'ensemble E^ est réunion des facettes F ' et
w F " , où F' est la facette qui contient 0, F" la facette qui contient (3/4) o^,
et où w e W. Comme les représentations L (0, 0) et L (0, (3/4) w o^) sont
unitaires (lemme 10), il en est de même de L (0, K) pour 'k e E^ (lemme 19).

Démontrons que la condition est nécessaire. Si ô = ôi, on a

detfc^-l, 0, ?i) = ria(2-^)/(2+^)

(où a parcourt l'ensemble des trois racines positives courtes) et si 5 = ô^,
on a

detfc^-l, 0, K) = np(2-^p)/(2+Àp)

où P parcourt A4' (lemme 6). Soit Xea*. Il résulte du lemme 8 que, si
F(0,X) est unitaire, on a Y[^(2-^) ^ ° (où le produit est pris sur
l'ensemble des racines courtes) et ]~[p (2-Àp) ^ 0 (où p parcourt A).
De plus, ^ est dans l'enveloppe convexe de W(2 a) (lemme 5). Il en résulte
que ^ est soit dans l'adhérence de E^, soit dans WT, où T est le triangle
de sommets

0=62-01, & = 2 Ô 2 , c=3Ô2-oci (voiryîg. 2).

Il reste à déterminer quels sont les points À- de T tels que F(0, K) soit
unitaire.

On pose

d = a2+2ôi, e = -82— ai,

/ = .§2-ai, g = d+Ô2, ^ = 282-001

(voir^. 2). Le triangle Test réunion des facettes a, b, c, d, e,f, g, h, (ad),
(ae), (de), (bd), ..., (ade), . . . , où (ad) est le segment ouvert joignant a
et d, et où (ade) est l'intérieur du triangle de sommets a, d et e. Lorsque
X = b ou À = ^, F(0, À) n'est pas unitaire (proposition 6). Il en est de
même si X = / ou h (proposition 5), ou si K e (de) (lemme 20). Il résulte
du lemme 19 que F(0, À-) n'est pas unitaire si À, appartient à une facette
qui contient b, g, f ou (de) dans son adhérence. Il en résulte que si X e T
est tel que F(0, X) soit unitaire, À appartient à l'une des facettes c, a, d, e,
(ad) ou (ae), c'est-à-dire à T n E. Ceci termine la démonstration.
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