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MESURES DE HAAR ET ^-COUPLE
DTFN GROUPOÏDE MESURÉ

PAR

MANUEL SAMUELIDES
[Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris]

RÉSUMÉ. — On définit une mesure de Haar à gauche sur un groupoïde comme l'inté-
grale d'un champ à gauche invariant pour une mesure quelconque sur l'ensemble des
unités du groupoïde. L'ensemble des modules de ces mesures constitue une classe de
similarité d'homomorphismes du groupoïde dans R4". Les représentations régulières
gauches et les poids opératoriels associés à deux champs à gauche invariante sont cons-
truits par une procédure du type « poids dual » et comparés au moyen des densités de
Radon-Nikodym des champs à gauche. L'unicité du W*-couple de la représentation
régulière pour tous les champs à gauche est prouvée.

SUMMARY. — A left Haar measure on a groupoid is defined as thé intégral of an inva-
riant left field for any measure on thé set of units. Thé modules of thèse measures
define a similarity class of homomorphisms of thé groupoid into R4'. Thé left regular
représentations and thé operator weights associated to left invariant fieids are built using
thé group measure space construction and a computation of their Radon-Nikodym
densities is given. Thé ^*-couple is thé same for any left invariant field.

Introduction

Dans ce travail, le produit croisé et le produit croisé réduit de Krieger
sont généralisés pour un groupoïde analytique mesuré quelconque.
On commence par définir la notion de champ à gauche invariant et, à partir
de celle-ci, celle de mesure de Haar à gauche d'un groupoïde mesuré (para-
graphe 1); il apparaît ainsi que la décomposition invariante d'une mesure
de Haar n'est unique en général que dans le cas d'un groupoïde ergodique.
On montre ensuite (paragraphe 2) que les homomorphismes modulaires
qu'on peut associer à ces mesures sont tous les éléments d'une classe
de similarité ou de cohomologie. La construction standard du ^*-couple
est effectuée dans le paragraphe 3. Dans le paragraphe 4, on montre
l'unicité du ^-couple ainsi associé à un groupoïde, et on compare les
différents poids obtenus sur le ^*-couple au moyen des constructions
standard de 3.
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262 M. SAMUELIDES

La valeur générale de ces constructions est une conséquence directe
du résultat dû à P. HAHN [2], affirmant l'existence de mesures de Haar
sur n'importe quel groupoïde analytique mesuré. Celui-ci développe
dans la suite de [2] une construction standard. Cependant, la définition
plus restrictive qui est donnée d'une mesure de Haar masque les résultats
soulignés ici dans les paragraphes 1 et 2. Surtout, elle conduit à penser
que l'algèbre de convolution des fonctions sur le groupoïde G, notée I(G)
dans [2], et par suite l'algèbre hilbertienne à gauche sont uniques à isomor-
phisme près. On verra ici, au paragraphe 4, qu'il n'en est rien. La compa-
raison des poids sur la FF^-algèbre régulière gauche du groupoïde G se
fait naturellement au moyen des densités-opérateurs affiliés.

En conclusion, il semble bien que la classe d'objets adaptée à la carac-
térisation des algèbres de groupoïde ne soit pas celle des mesures de Haar
à gauche, mais celle des champs à gauche invariants.

1. Mesures de Haar sur un groupoïde mesuré

Un groupoïde G est un ensemble muni d'une loi de composition non
partout définie associative et régulière telle que tout élément x de G
admette une unité à droite d(x), une unité à gauche r (x) et un inverse x~1

qui sont uniques d'après la régularité de la loi. On note G^ l'ensemble
des unités de G, et G^ l'ensemble des couples d'éléments composables
de G. On a en particulier :

xx~1 = r (x);
x~1 x = d(x);
d(x)==r(y)o(x,y)G^\
Dans ce travail, on appelle groupoïde mesuré un groupoïde G :
— muni d'une structure borélienne analytique telle que :
(a) l'application x e G — ^ x ' ^ e G soit borélienne;
(b) l'ensemble G^ est borélien dans GxG muni de la tribu produit;
(c) l'application (x, y) e G^ —> xy e G est borélienne;
— muni d'une classe d'équivalence ^ de mesures positives à-finies

sur la tribu borélienne de G possédant les deux propriétés suivantes :
(à) symétrie : ^ est invariante par l'application xe G—>x~1 e G,
(b) invariance à gauche : si on désigne par (G^, ̂ (0)) l'espace borélien

analytique mesuré obtenu en munissant G^ de la structure borélienne
trace de celle de G et de la classe de mesures ^(0), image de ^ par à ou r,
et si, pour u éléments de G^, on désigne par (G, ̂ u) une désintégration
de (G, ̂ ) pour r (deux désintégrations ne différant que sur un ensemble
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MESURES DE HAAR 263

de mesure ^^-nulle), alors pour ^-presque tout x, (G, ̂ roc)) est l'image
de (G, ̂ d(x)) par la translation à gauche de x.

On peut remarquer qu'un groupoïde mesuré possède aussi une propriété
d'invariance à droite analogue à (6). Ces objets ont été étudiés systéma-
tiquement dans [3].

Dans la suite, on notera u e G^ —> p" e ̂ " une application ^^-mesu-
rable, définie pour une désintégration (G, C")yeç(o) de (G, ̂ ) pour r.
En réalité, on ne considère que les classes d'équivalence modulo ^(0)

de telles applications qu'on appelle champ à gauche mesurable, leur défi-
nition est donc indépendante du choix de la désintégration.

On dit qu'un champ à gauche mesurable est invariant si, pour presque
tout x de G, P1'00 est l'image de ^d(x) par la translation à gauche de x.

On dit qu'un champ à gauche mesurable est intégrable s'il admet une
intégrale (7-finie pour une mesure de ^(0), donc pour toute mesure de ^(0).

Définition 1. — On appelle mesure de Haar à gauche une mesure de ^
intégrale pour une mesure de ^(0) d'un champ à gauche intégrable et
invariant.

Dans [2], P. HAHN construit, dans tout groupoïde mesuré (G', ^), des
mesures de Haar à gauche, intégrales, de champs à gauche mesurables
intégrables invariants pour des mesures de ^(0), images de probabilités
symétriques de ^.

En considérant les désintégrations (G', ^y) de (G, ̂ ) pour d, on peut
définir de même les champs à droite mesurables, notés u e G^-^ Py e ̂ y,
les champs à droite invariants, les champs à droite intégrables, et les
mesures de Haar à droite sur un groupoïde mesuré (G, ̂ ). L'application
inverse xeG—>x~~leG échange les objets à gauche et les objets à droite.

Exemples :
Systèmes dynamiques, — Soit (F, X, ̂ V) un système dynamique mesuré,

i. e. un groupe standard d'automorphismes boréliens d'un espace analy-
tique mesuré (X, ̂ T) tel que ^f soit F-invariante (on note à droite l'action
de F). L'ensemble F x X est muni de la structure de groupoïde mesuré
par :

(§,x)(h, x,g) = (gh,x);
r ( g , x ) = (e,x);
d(g,x) = (e,xg);
O^)"1^-1,^).
La classe de mesures sur ce groupoïde est le produit de la classe inva-

riante de F par (ê.
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264 M. SAMUELIDES

Alors, si dg est une mesure de Haar à gauche sur r, le champ
(e, x) —> dg (X) 8^ est un champ à gauche invariant car

f /{fe, ̂  xg)}dh = Sf(gh, x)dh = Sf(h, x)dh.

Relations d'équivalence mesurées. — On peut munir le graphe d'une rela-
tion d'équivalence mesurée sur un espace analytique mesuré (X,^V) de
la structure de groupoïde mesuré par :

(x,y)(y,z) = (x,z);
r(^y) = (y. y).
d(x,y) = (x,x);
(x,y)~1 ==(y,x).
Un champ invariant à gauche est un champ ^-mesurable x e X —> P^,

où P^ est une mesure portée par la classe de x et telle que

f f { ^ y ) ( y , z ) } d ^ ( z ) = S f ^ z ) d ^ ( z ) o ^y = P-

pour presque tout (x, y) du graphe de la relation d'équivalence mesurée.
Le choix d'un tel champ ^V -mesurable est trivial si les classes d'équi-

valence sont toutes finies ou dénombrables, ou si la relation d'équiva-
lence est dénombrablement séparée. Dans le cas où celle-ci est la relation
d'équivalence orbitale d'un système dynamique mesuré, on construit
directement dans [4] un tel champ à gauche invariant en utilisant la struc-
ture borélienne associée à la topologie de Fell.

PROPOSITION 1. -- Soient (P^ueow et (P^)ueG(°) ^eux ^amps à gauche
invariants. Il existe \|/, application mesurable de G^ dans R4', telle que
pour ^-presque tout u, (à ̂ d P? = \[/ o d.

Démonstration. — On montre comme dans le théorème 1-8 de [2] que
si on pose

Y" = (dP^/rfPÏ), pour ^(0) presque tout M,
on a

0^[\^\^y)^r^\y^dy(x\y)d^(x)

|Yr(')(x)-Yr(y)M|dpd(y)(x-l)dpM(^).

Ainsi, pour ^^-presque tout M, l'application x e d " 1 (u)—> y1'(x) (x)
est ^y essentiellement constante.
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MESURES DE HAAR 265

II existe alors un relèvement mesurable de à, soit s, vérifiant, pour
^^-presque tout u,

Y { s (u)} { s (u)} = y'(x) (x) pour ^ presque tout x.

On pose alors

^(^)=fYr{s(tt)}{s(u)} et \|/{d(x)}=Yr(x)(x)^ p. p.

COROLLAIRE 1. — Soit P î^ mesure de Haar à gauche intégrale du champ
à gauche invariant (?") pour une mesure p de ^(0). Pour que p' e ̂  soit
une mesure de Haar à gauche sur (G, ̂ ), il faut et il suffit qu'existent deux
applications (p et \|/ de G^ dans R"1" mesurables telles que

(dP7dp)==((por)(v|/orf).

Démonstration.

Condition nécessaire : si P' == ^fu d^ (u\ on pose (p = (rfp'/rfp),

l'application \|/ est fournie par la proposition 1, et (rfR'/^P) a la forme
annoncée.

Condition suffisante : on vérifie la définition d'une mesure de Haar
à gauche en remarquant que si (P") est un champ à gauche invariant, le
champ { (\[/ o d) P" } aussi.

LEMME 1. — Soit E un ensemble conégligeable de G. Alors

Ef={xy|(x,y)eExE^GW}

est un ensemble conégligeable de G.
Démonstration. — Si E est conégligeable dans G, l'ensemble

^(0) = { ue G^; E est ^-conégligeable }

est ^^-conégligeable dans G'̂ . Alors, on pose

F=Enr-l(£(o))n^l(£(o)).

Comme ^(0) est ^-conégligeable dans G^\ les ensembles r-1^^)
et d " 1 (E^) sont conégligeables dans G'. Alors

F^ = {ueG^; F est ^-conégligeable}

est ^^-conégligeable dans G^. On choisit u e F^ et on a

E'nr'^M) = {xy; (x, y)ç=ExE et r(x) == M et d(x) = r(y)}.
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Soit x ^ e F r ^ r~1 (u), alors :

{x.y^yeEnF^dÇx^^E'nr-1^

D'autre part, comme d (x^ e E^, l'ensemble E n r~1 à (x^ est
^^-conégligeable. Donc, par translation à gauche, l'ensemble
{ x ^ y ; y e E n r~1 [ d(x^) }} est ^"-conégligeable. Ainsi, pour u élément
de F^, l'ensemble E ' est ^"-conégligeable; comme F^ est ^^-conégli-
geable, on en déduit le lemme.

PROPOSITION 2. — Soit f une fonction définie sur G^ et ^(0)-mesurable.
S'il existe g fonction définie sur G^ et ^(0)-mesurable vérifiant
fa r = g o d (^ p . p.), alors /o r = /o d (^ p . p.).

Démonstration. — Soit E l'ensemble conégligeable des éléments x de G
vérifiant

f { r ( x ) } = g { d ( x ) } et f{d(x)} = g{r(x)}.

Si ( x , y ) e E x E , et si d(x) = r(^), on a

/ { ^ ( ^ ) } = / { ^ M } = ^ { r f W } = ^ { r M } = / { d ( ^ } = / { r i ( ^ ) } .

La proposition se déduit alors immédiatement du lemme ci-dessus.

COROLLAIRE 2. — La désintégration invariante d'une mesure de Haar
à gauche d'un groupoïde ergodique est unique à une constante multiplicative
près,

Démonstration. — Soient (py et (P^) deux champs à gauche invariants,

pi et p2 deux mesures de ^(0), tels que Pïrfpi(^) = K^PiO^)- O11 P^6

vl/ o à = (rfP^/dPÏ) et (p o r = (dp,/dp0.

Comme, d'après l'hypothèse, on a (v|/ o d) ((p o r) = 1, d'après la propo-
sition précédente, on a

(por=(porf ^p.p.

Alors (p est constante par définition d'un groupoïde ergodique.
Remarque. — II est clair que si le groupoïde n'est pas ergodique, on peut

toujours, à partir d'une décomposition invariante d'une mesure de Haar

à gauche Çudo(u}. obtenir une autre décomposition

Lor )?" 1 -
J ^°<

^°r)^——dp(u)
^fod
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MESURES DE HAAR 267

si (p est une fonction définie sur G^ positive et ^^-mesurable telle que
(p o r == m o cl,

Si rhomomorphisme modulaire défini au paragraphe 2 ne dépend
que de la mesure de Haar à gauche, la construction standard du para-
graphe 3 n'est pas relative à une mesure de Haar à gauche mais à un champ
à gauche invariant et à une mesure de ^^

2. Homomorphisme modulaire cPun groupoïde mesuré

Soit (G, ^) un groupoïde mesuré; soit (P") un champ à gauche intégrable
sur (G, ̂ ), et soit P' une mesure finie de ^; alors ô^ (g) P^ rfp' (x) est
une mesure à-finie sur G^, dont la classe d'équivalence est indépendante
du choix de (?") et de P', soit ^(2) cette classe de mesures qu'on peut encore
définir en intégrant des champs à droite.

Définition 2.
(a) On appelle homomorphisme du groupoïde mesuré (G, ̂ ) dans le

groupe borélien analytique F une application mesurable 8 de G dans F
vérifiant

5(xy)=5(x)S(y)^2) p. p.

(b) Soient ô^ et ô^ deux homomorphismes du groupoïde mesuré (G', ^)
dans le groupe borélien analytique F; ils sont dits similaires quand il existe
une application mesurable (p de G^ dans F vérifiant

Ô2(x)==(p{r(x)}ôi(x)(p{d(x)}-1.

Les homomorphismes de groupoïdes et leurs similarités ont été étudiés
dans [3]. Ils expriment la cohomologie du groupoïde mesuré. Dans le
cas d'un système dynamique mesuré ou d'une relation d'équivalence
mesurée, on retrouve la notion habituelle de cohomologie de ces objets.

Définition 3. — Soit^p une mesure de Haar à gauche sur le groupoïde
(G, ^). On note P l'image de P par l'application inverse, et on pose
8 = (rfp/rfp). La fonction 5 est appelée la fonction modulaire de (G, ̂ )
associée à P.

THÉORÈME 1.
(a) La fonction modulaire associée à une mesure de Haar du groupoïde

mesuré est un homomorphisme de ce groupoïde dans R"^.
(V) Toutes les fonctions modulaires associées aux mesures de Haar d'un

groupoïde mesuré sont des homomorphismes similaires.
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268 M. SAMUELIDES

(c) Tout homomorphisme similaire à la fonction modulaire d'une mesure
de Haar est la fonction modulaire d'une mesure de Haar sur le groupoïde.

(Dans la démonstration, on choisit une mesure de Haar à gauche P,
intégrale d'un champ à gauche invariant intégrable (P") pour la mesure p
de ^(0).)

Démonstration.
(a) Soient / et g des fonctions boréliennes positives quelconques sur G.

On a

[fW^y>-^^d^x\y)d^x)
J ô Oc) 8 00

=|/(^"l)gM8(x-l^ôW-ldpr^(^)dpM(x)dp(M)

=ff(^l)g(y~l)^x-ly-l)d^(y\x)d^y)

=^f^ly)g(y-l)8(x'l)dy(y\x)d^y)

= [f^^y^d^^^d^x)

= ^/(y^gÇx-^d^^Wd^y)

==[fWg(x-ly)dp(y\x)d^y)

=J/WgMrfPd(x)MdPW.

(b) Avec les notations du corollaire 1, étant données 8 et 8' les fonctions
modulaires respectives des mesures de Haar à gauche P et ?', on a

8' = 5 ((p o r/\j/ o r)/(ç o rf/\|/ o d)\

d'après la définition des fonctions modulaires par densités de Radon-
Nikodym.

(c) Si 5' = 8 ((p o r/(p o d), où 8 est la fonction modulaire associée à
la mesure de Haar à gauche P, la fonction 8' est la fonction modulaire
associée à la mesure de Haar à gauche ((p o r) P.
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MESURES DE HAAR 269

3. Construction standard associée à Pintégrale d^un champ invariant

Soit (P") un champ à gauche intégrable invariant sur un groupoïde
mesuré (G, ̂ ), et soit p une mesure de ^(0). On notera

P = P" dp (u) la mesure de ^ intégrale du champ a gauche invariant,

H l'espace de Hilbert L2 (G, p) et 8 la fonction modulaire associée
à P mesure de Haar à gauche,

A l'opérateur autoadjoint non nécessairement borné de H de multipli-
cation par cette fonction,

D et D'les sous-espaces vectoriels de H domaines respectifs des opérateurs
autoadjoints A172 et A"172.

Quand, pour (/, g) élément de H x H , les conditions suivantes sont
vérifiées :

(a) l'application y — ^ f ( x y ) g ( y ~ 1 ) est ^d(x) intégrable pour ^ presque
tout x,

(b) l'application x—> f ( x y ) g ( y " 1 ) rfp^00 (y) a un module de carré

P-intégrable,
on définit l'élément de H suivant noté /* g par la formule

(/*g)(x) == f/toOgCy-1)^^).

Définition 4.

(a) Si l'élément/de H est tel que/* Ç soit défini quand Ç décrit la boule
unité de H, on dit que/est borné à gauche, et on pose : Lf (Ç) = /* Ç. On
note Hg l'ensemble des éléments de H bornés à gauche.

(b) Si l'élément/de H est tel que Ç* /soit défini quand Ç décrit la boule
unité de H, on dit que/est borné à droite, et on pose : R^ (Ç) = Ç* / On
note Ha l'ensemble des éléments de H bornés à droite.

LEMME 2. - L'opérateur J de H, défini par J(Ç) (x) = ÇQc-1) 5 (x)~112

pour Ç élément de H, est une involution isométrique antilînéaire de H, et
l'opérateur J vérifie J ( D ) = D' et J A112 = A-172.

Démonstration. — La première assertion découle de

||^)||2=flÇ(^l)|25(x-l)dp(x)=|lÇ||2,
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la seconde de

^^x)\2^x)d^x)<^ o fl^^SOcr^pOc^oo,

la troisième est une vérification immédiate.

LEMME 3. — Hg et Hd sont des sous-espaces vectoriels de H images l'un
de Vautre par Finvolution J, et Von a JL^ J = Rj /n.

Démonstration.

^r^^fÇx^y^SÇy^dy^Çy) = fjW^xyWy^d^^Çy).

L'égalité ci-dessus est vraie dès que l'un des deux membres est défini et
exprime alors l'égalité de J(/* J(Ç)) et de Ç* J{f\

II est trivial que Hg et H^ sont des sous-espaces vectoriels de H. Comme J
est isométrique, l'égalité ci-dessus indique que / est borné à gauche si, et
seulement si, J (/) est borné à droite.

On pose °U = Hg n D et W = H^ n D ' , on constate que JW = W. On
note ^2 (resp. ̂ /2) le sous-espace vectoriel de H engendré par les éléments
du type/* g pour (/, g) élément de ̂  x % (resp. ^U' x ̂ /).

LEMME 4. — ^2 et W1 sont denses dans H.

Démonstration. — On note P = Py dp (u) la désintégration de P pour d
. f. J

relative à p; alors P = j ?„ û?p (u) est la désintégration de P pour r relative à p.

Soit maintenant ( p " ) un champ à gauche mesurable de probabilités sur

(G, V); il est intégrable, on pose p == \pu dp (u), et on définit

P == (dft/dp) et Q = Wldp).

Par définition de l'homomorphisme modulaire de P, et par unicité des
désintégrations pour r relatives à p des mesures P et p, on a alors d'une part

S(x)=Q(x)IPW P. P.,
et d'autre part

P=(dPW) et Q^WJdp^y p. p.
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MESURES DE HAAR 271

Soit K^ une suite croissante de boréliens de G^ de mesure p finie et de
réunion G^. On pose :

et

, = \ x* G tels que - ̂  P(x) ̂ n et l^ Q(x) ̂  ni
l M n J

Fn = \ x* G tels que - ̂  P(x) ̂  n et - ̂  Q(x) ̂  n
l n n

^» == ^—l(J^)nFnnd--l(^)nFn~l-

Alors/„ est un élément de H, car [/„ |2 d^ ^ n2 p (^).

Si Ç appartient à H, pour montrer que/,,* Ç est défini, il suffit de montrer
que, pour tout T| élément de H, l'application (y, x) ->/„ (xy) Ç (y~1) T| (x)

est ^ P^^^S^âfp^j-intégrable, ce que l'on constatera en remplaçant

dans le calcul qui suit Ç et T| par leurs modules respectifs :

J/n (xy) i; (y-1) ï^x) dp^ ̂  (y) d^ (x) dp (u)

Un(y)^y~lx)r\(x)d^(y)d^\x)dp(u)

f/nW^MiTO^^^Wdp^^dp^)

r f r )1 /2 r r 11 /2
<J /nW^J IÇWl2^^ ^ InWl2^^^) dpO,)

^ {J/,(^{jl çw l ̂ "^^Lp^l172

f f r 1 i1/2
x \ fn(Y)\ ^(x^d^Çx) \d^(y) [ .

L U ) )

On va utiliser maintenant les majorations ci-dessus, et l'expression de P par
rapport èip, pour montrer quej^, est bornée à gauche :

— d'une part, on a

{fn<iy)\r\(x)\2dy(y)(x)d^y)

^J^^W^MUfiTlWl'^Mirfp^)

J/nMiTiMl^P'^MdPC^XllTlII2,
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— d'autre part, on a

[fnW^Wd^^Wd^y)

[fn^'^Wdy^wd^y)

^[{J/n^'^ôW^C^l^fl^Ml'^MidpW

^J{L ew^w}{[l^x)12dpM(x)}dp(M)^nllçll2;

donc/^ Ç est défini, et )/„* Ç | r\) ^ 7 2 1 [ Ç ||.|[ TI ||, /„ est donc borné à
gauche. Comme fn est la fonction indicatrice d'un sous-ensemble borélien
symétrique de G,

^a)M=8(x)-l/2/„(x)^^(^), donc J(fn)eH^

A^O)^) = ï>(x)1'2 fn(x) ̂  n^(x), donc f^ D;

A-172^)^) == SÇxr112^) ̂  n^(x\ donc /„€ D\

En définitive,/„ e ̂  n '̂, et il en est de même de toute fonction majorée
en module par fn.

On choisit maintenant un vecteur Ç de H orthogonal à ̂ 2, en particulier,
Ç est orthogonal à /((p o r)* g pour (/, g, (p) e ̂  x ̂  x L°° (G^^ ^(0); en
effet,

[{[/(^^^(^^(^"'^^^(^l^W^WrfpW^o,

donc

[/(^^(^"'^^OO^MrfP'M = 0, pour ^(0) presque tout u.

Soit G'̂  une famille dénombrable de boréliens de G séparatrice et géné-
ratrice. On posey^ m = ,/n ^Gm' Comme fn, m e ̂ 9 pour tout g de W, il existe
un ensemble conégligeable A de G^^ tel que, pour tout u dans ^4 et pour
tout couple d'entiers (m, n), on ait

f { fê^x^d^^l^Wd^Çy) Jo.
J Gm U J
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Pour tout entier n, il existe donc un ensemble conégligeable A^ de G tel que,
pour tout y de An,

{ fg (Y' ' x) ̂ (x) ̂ r <30 (x) 11̂  (3;) = 0.

Donc, si y e Q ̂ , comme G = (J F,,,

f^1^^^00^) = fg^ço^dp^^w = o.

En faisant décrire à g l'ensemble/^ „, on obtient un ensemble conégligeable B
tel que, pour tout y dans B et pour tout couple d'entiers (m, n), on ait

L. m M Ç (̂ ) ̂ d (y) (x) = f /„ (x) Ç (̂ c) d^(y) Oc) = 0.

Pour chaque entier n, il existe donc un ensemble ( ^d (x) 0 5^ rfp (x) )"

conégligeable de G^^ soit ̂ , tel que, pour tout (y, x) élément de £^ on ait
IF^)ÇO^) = 0. Donc, si Cy,^)e^'= Q B^ on a ÇQ^x) = 0, soit

[\^x)\d^y\x)d^\y)d^u)^^

On en déduit, d'après l'invariance du champ à gauche (P"), que Ç = 0 ^
presque partout.

On a ainsi démontré que ^2 est dense. La même démonstration, en
choisissant un Ç orthogonal à ^/2, montrerait que W2 est dense.

LEMME 5.
fe W => JA172 (/) ^f. (9^ ô̂  /» = JA172 (/), ^ on a L^ = L^.
fe W => A172 J(/) ̂ . 0^ 7?^ /b = A172^/), ^ on a R^= R^.

Démonstration. — On vérifie que, pour tout / de ^ et pour tout couple
(Ç, T|) de vecteurs de H, on a (Ç [/* T|) = (/# * Ç [ T|). La deuxième assertion
se déduit de la première après avoit vérifié que J(f^) = ̂ (/)*.

LEMME 6. — La loi * est associative.
La vérification de cette propriété est facile en utilisant l'invariance à

gauche du champ (?").

THÉORÈME 2. — ^, muni de l'opération * et de Finvolution ff, est une
algèbre hilbertienne à gauche achevée. W est l'algèbre hîlbertienne à droite
achevée associée.
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Démonstration. - En fait, il suffit de montrer que ^ est une algèbre
involutive, on a

({f^g}^h\k)=(h\fi.gi.k)=(f^h\g^k)=(gsi.fi,h\k).
L'opérateur A étant autoadjoint, JA1^ est un opérateur fermé, ce qui
achève de montrer que ^ est une algèbre hilbertienne à gauche. Il est clair,
d'après les constructions de ̂  et de '̂, que W est l'algèbre hilbertienne a
droite associée et que ̂  et %' sont achevées.

4. W*-couple (Tun groupoïde mesuré
Soit (G, ̂ ) un groupoïde mesuré, (py un champ à gauche intégrable

invariant, p une mesure de ^(0); on pose alors Pi = Pïdpi(M) la mesure

de Haar associée dont on note la fonction modulaire ôi. On note
H! = L2 (G, Pi), on considère ^i l'algèbre hilbertienne à gauche achevée,
Afi l'algèbre de Von Neumann à gauche correspondante. Ai l'opérateur
modulaire de multiplication par ôi, et Ji l'involution isométrique de la
construction standard du paragraphe précédent; L^ et R^ sont les repré-
sentations standard de ̂ i et de ̂ i dans ̂ i et dans M\.

D'autre part, pour/dans L°° (^°\ ^<°)) et Ç dans H^ on pose

^i(m(x)==for(x)^(x)
et W)W-fod(x)^x\

On a Ji Tii (/) Ji = 9i (/), il est clair que Tii et 9i sont des représentations
normales fidèles de L°° (G^, ^<°>); on pose j^i = n^ { L00 (G^^ ̂ ^ }. On
remarque que ja^i est une sous-algèbre de Von Neumann abélienne de M^
incluse dans le centralisateur du poids associé à la représentation standard
(*^i, H^) considérée ici. Nous allons montrer que le ^-couple (e^i, ja^i)
est indépendant à un isomorphisme spatial près de la donnée de { (py, pi }.
Soit en effet un autre champ à gauche intégrable invariant (P^, et p^ une

mesure de G^; soient ̂  ==j Vid^u) et ô^, H^^^ ̂ , A^, J^ L^ R^
7C2, 62, ^2 respectivement associés à la donnée de la désintégration inva-
riante de la mesure de Haar à gauche P^ dans la construction standard du
paragraphe 3. On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 3. - On pose Y o r f = (^/ûfpp et (p = dpjdp^. Soit U
F isomorphisme hilbertien de H^ sur H^ donné par

U^(x)==Ï,(x)v¥od(xrl^^.r(x)^2.
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On a

(a) UJ^U-^J^,

(b) U^^U-^^^f),

(c) U^tU~l=^^.

Démonstration.
(a) est une simple vérification.
(6) est trivial. Pour une fonction/définie sur G^ et '8'^-mesurable, on

s'autorisera à noter pareillement les opérateurs dans les espaces de Hilbert H^
et H^ de multiplication par la fonction f° r, ces opérateurs s'échangent
par U et sont affiliés respectivement aux algèbres de Von Neumann j^i et ̂ 2.

(c) II suffit de montrer que, pour tout/dans ̂ i et pour tout g dans ^2,
on a

UL^fU~lR2,g=R2.gULl^U~l.
Or

VL^fU-^R^^x)

= \(por(x)~l'2^°d(x)~l!2f(xy)(f>°d(y)li2

x^.r(y)li2^(y-lz)g(z-l)d^w(z)d^(x)(y)

= LorOc)-172^^)172

x^od(z)f(xy)^(y-lz)g(z-l)d^(x\z)d^(x)(y)

=^°r(x)-l'2v.d(y)li2f(xy)^(y-lz)g(z-l)d^z)(y)d^w(z)

=!<p°r(xrl'2(90d(y)l'2f(xzy)^(y-l)g(z-l)d^\y)d^x\z)

= \^>°r(xz)~l!2^od(xz)~l/2f(xzy)vd(y)ll2

x ̂  o r (y)112 î, (y-1) g (z-1) dpl(xz) (y) d^ (z)

=R^UL^fU-lï,(x).

Ainsi à un groupoïde mesuré ((7,<^), on associe canoniquement un
^*-couple (J^, ̂ ), où sî est une sous-^"'-algèbre abélienne de J(. Si
(p") est un champ à gauche intégrable invariant sur le groupoïde G et p une
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mesure de ^(0), la construction du § 3 fournit une représentation standard
âeJ^, donc un poids 0 sur^ tel que ̂  soit une sous-^*-algèbre abélienne
du centralisateur de <Ï>. On se propose maintenant d'exprimer la densité de
Radon-Nikodym de tels poids en fonction de la densité des champs mesu-
rables et de celle des mesures de base. Pour cela, on reprend les notations
précédentes en notant respectivement Oi et 0^ 1e3 poids sur l'algèbre de
Von Neumann e^\, définis par les constructions standard associées à
{ ( P ï ) , P i } et {(P^,p.}.

THÉORÈME 3. — Soit h l'opérateur autoadjoint affilié à ̂  de multiplication
par ((p o r)/(\|/ o r). On a

(a) d>2 (•) = ^i (h112, h112), et par conséquent
(b)(D^: D^^h^
Démonstration. — Remarquons le résultat suivant, conséquence immédiate

de la construction standard du § 3

V/eL°°(G,^), V^e^, /Çe^.

En particulier, soit En une suite croissante d'ensembles mesurables de G
telle que Ç\0(E^) soit ^"négligeable. Alors, pour tout Ç élément de H, la
suite 1̂  Ç convergé vers Ç pour la topologie forte de H et, pour tout r[
élément de ̂ , la suite L^ ^ converge vers L^ pour la topologie forte de M.

On va poser

E^=\ xeG,- ^(porf(x) ^ n, - ^ (por f (x)^ n, -
[ n n n

^(por(x) ̂  n, -<\l/or(x)^ n \.
n j

Montrons que si/appartient à ̂ i et si/. 1̂  =/, alors/appartient à ^2 :
pour tout couple de vecteurs (Ç, T|) de H^, on a

(/*,l/Ç|l/il),
= [/(^ç^'^iTOOcp^c^r172^0^^""172

xcporM-^vl/orfOc)-1/2^^^)^^)

-f/^)^}7"1)^)^^^)"172^0^^)172^^^^

<^(|/|*i|Ç| | |il|)r
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Donc, d'après la remarque initiale, pour prouver le théorème, il suffit
d'établir

fe^, et f.l^=f => ^2(^l./%,/)=^l(^ /2^l,/%./^ /2)•

Avec l'hypothèse ci-dessus,

Li,fh = LI^(Ç(, 4) l/2(^o ̂ --1/2 e^i
et

^(^L^*!^^2)

^fl/Wl^^W^^WrfPiW

= f 1 / (x) (p o à Oc)172 (p o r (x)-1/2 vl/ o d (x)-112 ̂  (x)

=^2[î7'"1 ^./((pn^i/î^o^-l/î^od)"! *-L2,/((pod)l/2((por)-V2(^od)—lL7]•

Montrons maintenant que

/G^l ==> 17 -L2, . / • ( (pod)î /2(<por)- l /2(^od) '~"l^= =^l , / •

[/(^^(y'^ilOO^Î^C^^Pi (}7)

= f/(^)^^(y~l)^O^Wl/2<po^(};)l/2

x [711 Oc) ̂  o rf (x)172 (p o r (x)172 rfpî ̂  (3 )̂ dPi ̂ )

= UÇxy^odÇxyY^^orÇxyy^^odÇxy)-1

x U^y-^U^d^^d^x).

Donc,
O^172 L,,^ *.L,,^1/2) = 02(^i,/ %,/).

COROLLAIRE 3.
(û?) 5'o^ (P") un champ à gauche intégrable invariant. Il lui est associé

canoniquement un poids opératorîel T'sur M à valeurs dans ^ telle que, pour
toute mesure p de ̂ (0), si 0 est le poids surJi associé à la donnée de [ (P"), p },
alors <D = p o T.
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(b) Soient (P^) et (P? deux champs à gauche intégrables invariants sur
(G, ̂ ), et 7\ et T^ les poids opératoriels qui leur sont respectivement associés
par le paragraphe (a). Alors,

(DT, : DT,\ = (vl/or)-^ où ij/od = (df^/dpï).

Démonstration. — Ces résultats s'obtiennent en appliquant le corol-
laire 5.4 de [1] aux conséquences du théorème précédent.
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