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1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE

SEMI-SIMPLES ET RÉSOLUBLES.

PRODUITS TENSORIELS CONTINUS DE REPRÉSENTATIONS

PATRICK DELORME
[École Polytechnique, Palaiseau]

RÉSUMÉ. — Dans la première partie de ce travail (§ I, IV), nous étudions certaines
représentations unitaires d'un groupe de fonctions mesurables d'un espace (X, 4) dans
un groupe localement compact G, à savoir celles obtenues par un produit tensoriel
continu de représentations. La construction fait apparaître l'intérêt d'étudier la 1-coho-
mologie continue des représentations unitaires de G. C'est ce que nous faisons dans
la deuxième partie (§ V) pour G, groupe de Lie résoluble ou semi-simple, connexe. Au
préalable, nous examinons les cas suivants : G possède la propriété (T) de Kazdan;
G possède un sous-groupe compact K tel que l'algèbre de Banach L1 (K\GIK) soit
commutative.
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La notion de produit tensoriel continu (PTC) d'espaces de Banach
a été introduite par GUICHARDET [11]. Il existe une difficulté lorsque
l'on veut définir un produit tensoriel continu hilbertien d'espaces hilbertiens.
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282 P. DELORME

Celui-ci n'existe pas toujours (GUICHARDET-WULFSOHN [17]). ARAKI
et WOODS [2] ont montré que le cadre de la théorie des produits tensoriels
continus des espaces hilbertiens est celui des espaces hilbertiens symétriques
(cf. § 0). La notion de produit tensoriel continu de représentation a été
introduite par ARAKI [1]. Précisons un peu ce que nous entendons par PTC
de représentations (X)^ex ^x : oû a un groupe localement compact G,
un espace borélien X muni d'une mesure positive |LI et, pour chaque x,
une représentation unitaire L^ de G dans un espace hilbertien H^\ on
note G^ le groupe des applications boréliennes de X dans G ne prenant
qu'un nombre fini de valeurs. Alors 0^g^ U^ sera, lorsqu'elle existe,
la représentation dans (x)xex ^x'> définie par

g=(gx)^®xexU^).

Mais de même que les PTC d'espaces hilbertiens n'existent pas toujours,
les résultats d'ARAKi [1] montrent que le PTC (x)xex ^x n'existe, avec
des propriétés raisonnables, que lorsque les U^ sont d'un type particulier
(appelé type ( S ) dans GUICHARDET [14]), tout au moins si p est non ato-
mique. Disons seulement que la définition d'une représentation de type (5')
fait intervenir une représentation A de G et un 1-cocycle continu pour A.

Récemment, VERCHIK, GEL'FAND et GRAIEV ([3l], [32]) ont abordé
le problème de l'irréductibilité d'un PTC de représentations. Plus préci-
sément, ils ont construit, dans le cas où G = PSL (2, R), un PTC (x)^g^ U^
qui est irréductible bien que les U^ ne le soient pas; cette construction a
été généralisée au cas où G = SO (n, 1) ou SU(n, 1), prenant pour U^
une représentation U indépendante de x et non irréductible mais construite
à partir d'un 1-cocycle b non trivial. Ajoutons encore qu'avant ce mémoire
de VERCHIK-GEL'FAND-GRAIEV il était connu que SL (2, R) admet 2 repré-
sentations irréductibles avec une 1-cohomologie non triviale, et SL (2, C),
une seule.

Dans le présent travail, nous étudierons essentiellement les problèmes
d'irréductibilité des PTC de représentations (§ 1 à IV) et de nullité de
la 1-cohomologie des représentations (§V).

Le paragraphe 1 est consacré à un résultat technique de mesurabilité.
Au paragraphe II, nous étudierons quelques propriétés des espaces

hilbertiens symétriques, utiles pour la suite.
Dans le paragraphe III, nous dégageons une condition nécessaire pour

qu'un PTC (x)^g^ U^ soit irréductible; il est en particulier nécessaire
que le 1-cocycle b^ servant à définir U^, soit non trivial pour presque
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1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 283

tout x. Puis nous donnons, pour les groupes de Lie niipotents connexes,
une condition nécessaire et suffisante d'irréductibilité d'un PTC.

Au paragraphe IV, nous déterminons les représentations irréductibles
de type (S ) des groupes de Lie niipotents connexes, simplement connexes :
ce sont celles qui sont associées par la méthode de Kirillov aux éléments
de g* nuls sur [9 [g, 9]].

Le paragraphe V traite de la 1-cohomologie des représentations unitaires
d'un groupe localement compact, G. On montre d'abord que si G a la
propriété (T) de Kazdan, toute représentation unitaire a une 1-cohomologie
triviale (résultat démontré par WANG pour les représentations de dimen-
sion finie).

On s'intéresse ensuite au cas où G est unimodulaire et admet un sous-
groupe compact K tel que L1 (K\G/K) soit commutative.

On montre d'abord que toute représentation irréductible non triviale
de G de classe 1 relativement à K, a une 1-cohomologie triviale (résultat
démontré par PINCZON et SIMON [27] dans le cas où G est un groupe de Lie
semi-simple connexe de centre fini, et K un sous-groupe compact maximal
de G). En utilisant des résultats de GANGOLLI [8] et de FARAUT et
HARZALLAH [6] sur un problème proche du nôtre (celui des distances
hilbertiennes invariantes sur les espaces homogènes), on montre ensuite
que toute représentation irréductible, séparée de la représentation trivialey\.
dans G, a une 1-cohomologie triviale; enfin que si G est un groupe de Lie
semi-simple connexe d'algèbre de Lie $o (n, 1) ou su (n, 1), il admet
exactement une représentation orthogonale (réelle) irréductible avec 1-coho-
mologie non nulle; elle est alors de dimension 1. Cela règle complètement
le cas des groupes de Lie simples connexes puisque, d'après B. KOSTANT [24]
et S. P. WANG [35], tous les autres ont la propriété (T), tout au moins
ceux de centre fini. Mais on s'affranchit facilement de cette restriction dans
l'étude de la 1-cohomologie.

Enfin, on détermine la 1-cohomologie des représentations factorielles
non triviales d'un groupe de Lie résoluble connexe : tout 1-cocycle est
limite de cobords si, et seulement si, U n'est pas quasi équivalente à un
quotient de dimension 1, non trivial, de la représentation adjointe de G
dans [9, g]c (g algèbre de Lie de G). Si G est exponentiel, un tel quotient
n'existe pas.

La difficulté du problème réside dans le fait que, pour la 1-cohomologie
continue des représentations unitaires des groupes localement compacts,
on n'a pas de lemme de Shapiro, i. e. si K est un sous-groupe fermé de G,
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localement compact, V une représentation unitaire de K, on n'a pas en
général de relations entre H 1 (K, V) et H 1 (G, ind^ ^ ç V\ l'induction étant
entendue au sens de Mackey. Toutefois, il existe des résultats dus à PINCZON
et SIMON [26] (cas des groupes de Lie) et J. PICHAUD [25] (cas général),
lorsque K est co-compact. Au moment où ce travail a été rédigé, je savais
que B. E. JOHNSON avait déterminé la 1-cohomologie des représentations
unitaires irréductibles du groupe des ax+b, et que ses résultats avaient été
étendus par J. PICHAUD à certains produits semi-directs exponentiels
de R par R". Je n'avais toutefois pas eu connaissance de leurs démons-
trations. Le cas des groupes résolubles de type R avait été étudié par
GUICHARDET [16].

En conclusion, les groupes de Lie connexes, résolubles ou semi-simples,
possèdent la propriété (^) de GUICHARDET [16]. On conjecture que cette
propriété est vraie pour tous les groupes localement compacts.

0. Notations-Définitions

(a) 1 -cohomologie

Si G désigne un groupe topologique, A une représentation unitaire
continue de G dans un espace de Hilbert H, on appelle 1-cocycle
continu de G pour A, une application continue b : G—>H vérifiant
b ( g g ' ) =b(g)+A(g)b(gf). On note Z1 (G, A) l'espace des 1-cocycles
continus de G pour A. Pour un vecteur a e H , on définit une application
continue de G dans H par g h-> A (g) a-a que l'on note ô a e Z 1 (G, A).
ôa est appelé cobord de a.

L'espace des cobords est noté B1 (G, A). On définit

H 1 (G, A) =Z1((7,^)/51((7,^).

On munit Z1 (G, A) de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de G. B1 (G, A) désigne l'adhérence de £1 (G, A) dans Z1 (G, A).

(b) Espaces hilbertiens symétriques (cf. GUICHARDET [14]). Représentations
de type (S).

Soit H un espace de Hilbert. On appelle espace hilbertien symétrique,
S H de H, la somme hilbertienne ©^o S" H, où S" H est l'espace
des tenseurs symétriques de H®\ Pour a e H, on définit Exp a e SH par
la suite (x,),

^=(n\rl/2a®neSnH.
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1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 285

Les éléments Exp a, a e H, sont totaux dans SH, et linéairement
indépendants.

Soit A un opérateur unitaire de H, b un vecteur de H, c un nombre
complexe de module 1. Si l'on définit

l/^^Expx == cexp[ "l1 n -{Ax | b)\Exp(Ax+b),

^ A b c se prolonge en un opérateur unitaire de SH laissant stable la famille
de vecteurs { À- Exp x ' , ^ e C , x e H ] . S i l'on note ^^ le groupe des opéra-
teurs unitaires de SH laissant stable cette famille, muni de la topologie
forte des opérateurs, l'application

U ( H ) x H x \ J ^ ^ H ,

définie par (A, b, c) —> U^ ^ ç est un homéomorphisme lorsque l'on munit
U (H), ensemble des opérateurs unitaires de H, de la topologie forte, H de
la topologie normique, et U (nombres complexes de module 1) de la topo-
logie usuelle.

On appelle représentation unitaire continue de type ( S ) d'un groupe
topologique, une représentation unitaire de G dans un espace hilbertien
symétrique, S H, telle que U (G) c= ̂ . Se donner une représentation
unitaire continue de type (S) de G dans SH équivaut à se donner une
représentation unitaire continue A de G, b e Z1 (G, A), et une application
continue de G dans U, c vérifiant

c (gg) - c (g) c ( g ) exp i Im (b (g) | A (g) b (g')).

Une fonction de type positif de type (S ) est une fonction de type positif
associée à une représentation de type (-S' ) de G et au vecteur Exp 0 de
l'espace hilbertien symétrique de cette représentation.

I. Champs mesurables de 1-cocycles

DÉFINITION 1.1. — Étant donnés un groupe localement compact sépa-
rable (en abrégé GLCS), G, un espace borélien X muni d'une mesure u,
un champ mesurable d'espaces hilbertiens séparables (J^")^^, et un
champ mesurable de représentations (^^^g^, on appelle champ mesurable
de 1-cocycle toute famille (ô^gjp où bx est un 1-cocycle continu pour Ax,
telle que, pour tout g e G, le champ de vecteurs (Z^ (g))^g^ soit mesurable.

Dans la suite, X sera un espace borélien standard et p, à-finie.
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286 P. DELORME

On a alors le résultat suivant :
LEMME 1.1. — Soit (Z^) un champ mesurable de \-cocycles. On suppose

en outre bx (G) total dans H " . Alors :
(i) l'ensemble des x tels que bx e B 1 (G, A") est mesurable;

(ii) si l'on suppose que bx e B1 (G, A^ pour tout x, il existe un champ
mesurable de vecteurs (œ^^ tel que, pour [i presque tout x,

VgeG, ^(g)=AX(g)cùx-œx.

Démonstration. - On désigne par D une partie dénombrable de G
partout dense dans G et symétrique (i. e. g e D => g ~ 1 e D). On peut
se limiter à prouver (i) et (ii) lorsque le champ (H^ est constant. On sup-
posera donc H " == K. En outre, on regardera (X, [i) comme un espace
localement compact séparable dénombrable à l'infini muni d'une mesure
de Radon a. Soit (Ï^p) une famille dénombrable de vecteurs de K, dense
dans K. Alors l'application simultanée du critère de mesurabilité de Lusin
aux fonctions mesurables

x-.A-'(g)^, J?£N, geD,
x->^(g)

permet d'écrire X-N = (J^ X^ où (X^) est une suite de compacts disjoints
de X, N un ensemble ^-négligeable tels que les applications x —> Ax (g) ̂
etx—^bx (g) soient continues sur X^ ceci pour tout g e D et tout p, n entiers.

On peut alors se limiter à démontrer (i) et (ii) lorsque X est compact
séparable; [i mesure de Radon sur X, H x == K et, V g e D, x —> bx (g)
continue, VgeZ) , V Ç e K, x-^AX(g)^ continue. (Si x-^AX(g)^ est
continue pour un ensemble de vecteurs dense dans K, l'uniforme conti-
nuité des Ax (g) implique la continuité pour tout Ç dans K.)

Nous supposerons ces conditions vérifiées dans la suite. Notons Kf
l'espace K muni de la topologie faible, et ̂  (D, K^) l'ensemble des appli-
cations continues de D dans Kf, muni de la topologie de la convergence
simple. (D est muni de la topologie induite par celle de G.) Considérons
l'application

0: XxK^^,(D,Kf),
(x,Ç) ^OD^^g-.A^g^-y.

Montrons que (D est continue sur Xx £, où £ est un borné quelconque de K.
Soient XQ, x e X, œ, Ç, Ço e K, g e D. On a

(A^gH-Çlœ^A^g^o-ÇoIœ)

=tëo-^|œ)+fê-ÇoiA^O(g- l)œ)+fé|A^g- l)œ-A^O(g- l)co).
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1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 287

Soit B un borné de K. On munit B de la topologie faible. Alors si (x, Ç)
tend vers (^o, Ço) dans rx2? l'expression ci-dessus tend vers zéro.

En effet, (Ço-Ç | œ) et fë-Ço | ̂ xo (§~1) œ) tendent vers zéro si Ç tend
faiblement vers Ço-

D'autre part, (Ç I^Cg'^cù-A^Cg'^cù) tend vers zéro, car x-^AX(g~~l)^
est continue de X dans K ( g ~ 1 eZ>), et Ç est borné. La continuité de 0
en résulte. D'autre part,

0(ZX^)=U/neN^(^X^),

où B^ est la boule fermée de K de centre 0 de rayon m, B^ est faiblement
compacte. 0 étant continue, <S>(XxB^) est compact dans ^ (D, À^),
e tOf^xT^) est borélien dans ^ (D, ^). Considérons maintenant
l'application

ô: Z^(D,X^),

^^

© est clairement continue. En effet, V g e D, x — ^ b x ( g ) est fortement
continue donc faiblement continue.

Soit E = { x e A"; ̂  e B1 (G, ^x) }. Montrons ©-1 (^ (Xx Kf)) = E.
Par définition,

e'^^cxx^))
={xeZ;(dx'eZ)(^elC)(VgeD),^(g)=A^(g)Ç-Ç}.

Il est clair que E c= ©-1 (0 (XxKf)). Réciproquement, soit
x e ©-1 (0 (Xx Kf)). Alors :

(3x'eZ), (dÇe2C), (VgeD), ^(g) = A^(g)Ç-Ç.

Cette égalité se prolonge à G. Or bx (G) est total dans K par hypothèse.
Comme

Vg, g'e G, A-(g')^ (g) = A^gWg),

on en déduit, V g e G, A" (g) == A"' (g). D'où, V g e G, ̂  (g) = A" (g) Ç - Ç,
et l'on a bien x G E. Ce qui prouve :

E^e-^dïÇXxKf)).

^ (Xx Kf) étant borélien, et 0 continue, E est borélien, et (i) est prouvé.
Prouvons maintenant (ii). Supposons donc bx e B1 (G, A^ pour tout x.

Alors bx (G) total dans A" implique : Ax ne contient pas la représentation
triviale de G. En effet, la projection orthogonale de bx (G) sur le SOUS-
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espace des vecteurs invariants par Ax est nulle puisque bx est un cobord.
Alors, pour tout x, il existe œ (x) unique tel que

VgeG, ^(g)=A'(g)œ(x)-œ(x).

On va montrer que le champ de vecteurs œ (x) est mesurable. Il suffit
de montrer que, pour toute boule fermée B de rayon fini de H, co~1 (B)
est mesurable. Or :

co- l(B)=={xe^;(3Çe^),(vgeG),^(g)=A-(g)Ç-^}.

Montrons ©-1 (B) = ©-1 ((D (XxB)). De même que précédemment,
on trouve

0- l(0(XxB))={xe^;(3Çe5),(VgeD),^(g)=A'(g)Ç-Ç}.

La densité de D dans G et la continuité des cocycles bx permet de conclure.
Or <S)(XxB) est un compact de ^(Z)x^.), et © est continue. Donc
œ"1 (B) est borélien. œ est donc mesurable, et (ii) est prouvé.

II. Quelques propriétés des espaces hilbertiens symétriques

LEMME II. 1. — Soient H un espace hilbertien complexe, K un sous-espace
vectoriel réel de H. Si K est total dans H, Exp K est total dans SH.

Démonstration. — Soit F le sous-espace de Hilbert de H engendré par
Exp K. D'après

^Exp^o^n!)172^",
df

on a
{ x ^ x e K ; neN}c=F.

Alors F contient les éléments de SH de la forme

Eo6®(n)^o( i )®--®^(^ avec XieK,l ̂  i ^ n.

n entier positif.
Considérons (x+iy)®" x, y e K. Développant (x-^-iy)®" en groupant

d'abord les termes contenant une puissance paire de y, puis ceux contenant
une puissance impaire de y, notant a et ib les sommes respectives de ces
2 groupements dans SH, on voit que a et h sont combinaisons linéaires
de vecteurs de la forme

L^ve<^(n)xo(l)® • ' ' ® xa(n)9 X^K,
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1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 289

donc appartiennent à F. Alors F contient les (x-{-iy)<s)n x, y e K, et par
continuité les x0" avec x e H puisque (K+i K)~ = H. D'où F= SH.

LEMME 11.2. — Soient H un espace hilbertien complexe, G un groupe
topologique, U = U^ ^ ç une représentation de type (S) de G dans SH.
On suppose que A est triviale (de sorte que b est un morphisme continu de G
dans H) et que b (G) est un sous-espace vectoriel réel total dans H. Alors
les 3 conditions suivantes sont équivalentes :

(i) U est irréductible;
(ii) la fonction de type positif, associée à U et Exp 0, est pure;

(iii) b (G) est dense dans H.

Démonstration.
(i) ==> (ii) est évident;
(ii) => (i). Il suffit de montrer que Exp 0 est cyclique pour U. Or, le

sous-espace de Hilbert engendré par {<7(g )ExpO; g e G ] contient
{ Exp x; x e b (G) }. Or b (G) est un sous-espace vectoriel réel fermé
de H total dans H. Le lemme II. 1 permet de conclure que Exp 0 est cyclique
pour U.

(i) => (iii). Supposons donc U irréductible. Raisonnons par l'absurde,
et supposons que b (G) n'est pas dense dans H. L'orthogonal de b (G)
dans H, regardé comme Hilbert réel, est non nul, i. e. 3 x e H, x i=- 0
tel que Re(x\b(g)) =0, V g e G. Alors ^j^^i commute à U et n'est
pas scalaire. Contradiction qui achève de prouver (i) => (iii).

(iii) ==> (i). Supposons b (G) dense dans H. Le bicommutant de U (G)
contient les opérateurs ^^,^,1 avec x e H ^ d'après la continuité de
l'application x—> Uj^^^ de H dans ^ ( S H ) (muni de la topologie
forte), et la densité de b (G) dans H. L'irréductibilité de la représentation
projective de H, dans SH, x—^ Uj^^^ implique que le commutant
de U (G) est réduit aux scalaires, ce qui achève la démonstration.

III. Produits tensoriels continus de représentations

Définitions, Notations III. 1.

(a) Soient G un groupe topologique, X un espace borélien standard.
Soit v = { X^, Â2, . . . , X^} une partition borélienne finie. On désigne
par Gv le groupe des fonctions de X dans G constantes sur chaque
Xi (1 ^ i ^ n). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur X,
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Gv est isomorphe à G". Pour ^ plus fine que v, on a une injection canonique
continue (p^ : Gv -> G^. C'est un système inductif dans la catégorie des
groupes topologiques. On note G^ la limite inductive de ce système dans
la catégorie des groupes topologiques. G^ est le groupe des fonctions
boréliennes de X dans G prenant un nombre fini de valeurs. On note (p
l'injection canonique (p, : G^ -» G^. Un morphisme x? de G00 dans un
groupe topologique F est continu si, et seulement si, les ^ o <p :GV —>Y
sont continus. On voit facilement que si G est connexe, G^ l'est aussi.
De même, G séparé implique Gm séparé.

(b) Soit p, une mesure à-finie sur X. Soient (H^^^y un champ mesu-
rable d'espaces hilbertiens (^) un champ mesurable de représentations
unitaires continues de G, (b") un champ mesurable de 1-cocycles continus
pour (A^, (y^) un champ d'applications continues de G dans R tels que :
- pour tout x, bx (G) est total dans H " et

7x (gg') = Y. (g) + y, (g') + Im (fo, (g) [ A, (g) ̂  (g')) ;
/•©

- pour tout g, x —> bx (g) est de carré n-intégrable, et g —> \ bx (g) d\t (x)
est continue sur G', J x
- pour tout g, x -^ ̂  (g) est j^-intégrable, et g --̂  y^ (g) d^ (x) est

continue. J x
On appellera représentation de type (S ) strict d'un groupe topologique G,

une représentation continue de type (5'), ^^,, telle que c = exp;y,
où y est une application continue de G dans R vérifiant :

Y feg') = Y (g) + Y (g') + Im (fc (g) j A (g) fc (g')).

Alors, pour tout x, on a une représentation L^ continue de type (S) strict
de G dans 5^ :

g -^ [/" (g) = U^ (^ ̂  ̂  ̂ p ̂  ̂ .

On désigne par A, la représentation unitaire continue de G dansp©
7^ == ^ û^i (x), définie par

Jx ç@
A (g)= A^g)^i(x),

J^

et par b le 1-cocycle continu de G pour A :

&(g)= fe^(g)^(x).
J-?
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D'autre part, on peut définir une représentation U de type (S) de G^
dans SH par

ge G^^ l/(g) = ̂ ),^),cxpf7(^
Avec /•e

A(g)= A-(g(x))du(x),
J^

b(g) = ^(g(x))da(x),
^

=!
-IY (g) = Y'(g(x))da(x).

J^

Les objets A, b, 7 sont bien définis, car g ne prend qu'un nombre fini
de valeurs. On vérifie aisément que U est une représentation de G^.
D'autre part, la continuité de U équivaut à la continuité de U ° q\, pour
tout v, et celle-ci est claire, car A o (p^, b o (p^, y o <p^ sont continues sur
chaque G .̂ De la continuité de U, on déduit la continuité de A, b, et exp ; 7,^ ^
Soit E la fonction de type positif de type (S) continue, associée à U et
Exp 0. On a

£(g)=(î}(g)ExpOiExpO),
soit

£te)=.x,(,î®-^W).

En posant £'" (g) = (UX (g) Exp 0 | Exp 0), on peut écrire formellement :

E(g)=^ËX(g(x)).

DÉFINITION III. 1. — On appellera Ule produit tensoriel continu des U x

par rapport à la famille de vecteurs Exp 0, et E le produit continu des E x,
Dans la suite, G sera un groupe localement compact, connexe, séparable,

Tous les espaces de Hilbert définis ci-dessus sont alors séparables d'après
l'hypothèse bx (G) total dans Hx.

REMARQUE III. 1, — Notons Xo l'ensemble des xe X tels que bx = 0.
Alors, bx (G) étant total dans H " , on a XQ = {-x e X\ Hx = O], et Xç est
mesurable. On notera X^ == X—XQ. Alors, dans S { 0 } = C (par conven-
tion), on peut définir une représentation unitaire continue, UQ, de C?^ :

geGw^exp(^(go))=C/o(g),
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avec go (x) = g (x), V x e Âo, io (^) = ^ V x e X^ et une fonction de
type positif sur G^, £'o (i) = exp (7 ? (go)). Dans 57 ,̂ on définit U^
représentation de G(^) : ^ /y, ~ ^

geG^^C/O^
où ii 00 = i 00? V x e ̂ 1, ii (^) = ^, V x e AQ, et une fonction de type
positif sur G^ : ^ - ~ ^

£i(g)=(C7(^)ExpO|ExpO).

On vérifie aisément que U = ÛQ ® U^, Ê = ÉQ.É^, UQ étant un carac-
tère, l'irréductibilité de î7 équivaut à celle de ^ (resp. Ë est pure si, et
seulement si, E^ l'est).

THÉORÈME III. 1.
(i) Avec les notations définies ci-dessus, et en supposant E pure, l'ensemble

des x e X^ tels que bx e B1 (G, A^ est ^-négligeable.
(ii) Supposons en outre G de type I ; notons TQ l'ensemble des UeG tels

que H l (G, U) ̂  0, et T = TQ U [ €ç }, où Sç est la représentation triviale
de dimension 1 de G. Alors, pour toute suite (^) de voisinages de Tdans G, on a

S^) c (n ̂ Y pour a-presque tout x dans X^
./s.

(S (A^ est le support de Ax dans G).
Démonstration. — La remarque III. 1 permet de se ramener au cas où

XQ = 0 et X = X^.
(i) Supposons E pure. Soit X ' l'ensemble des x vérifiant bx e B1 (G, A"),

X ' est mesurable d'après le lemme 1.1. De plus, ce lemme permet d'affirmer

^(g) = A'(g)œ(x)-co(x), VxeZ',

où œ (x) est un champ de vecteurs u-mesurable sur X ' . Supposons X'
de mesure non nulle. Soit Y un sous-ensemble mesurable de mesure non
nulle tel que © (x), restreint à Y, soit de carré intégrable. Comme pour tout
x e X\ bx est non nul, œ (x) est non nul et n'est pas invariant par Ax.

On désigne par œ le vecteur de H défini par
x^co(x), Vxe Y, œ(x)=œ(x),

VxeX-Y, œ(x)=0.

Alors œ est non nul, et n'est pas invariant par A. Posons

X- Y= Z, Hy = [° Ilxd^x\ Hz = r^da(x),

A — A \ A — A \
^V — A |ffy5 ^Z — A \HZ'
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PY, pz les projecteurs sur HY et H^ respectivement, by = PY b, b^ = p^ b.
On pose

îy(g)=Im(Ay(g)œ|jœ)
et

îzC^Yfe)-^^

et l'on définit Ùy (resp. U^), représentations continues de G^ de type (5')
dans SHy (resp. SH^), par

Uy = ^Jy,^y,expl7yî ^Z = ̂  ̂ Z , ̂ Z, CXp f^z-

D'après les définitions, éy est le cobord de œ pour A y et est non nul. De plus,
E = EY ËZ où Ey (resp. Ê^) est la fonction de type positif associée à
ÙY (resp. Ùz) et Exp 0. Or :

^(D^expC-^l^feo^7^"'^).n î

Comme ?y(g) = Jy(g)œ-œ est non identiquement nul, (Ay (g) œ | ©)
n'est pas constante.

Alors : ^ ^ ,
^^C4,(g)œ|^ ̂  exp(A,(g)o5|(o)-l

n!
n'est pas constante.

En effet, si cela est, on a (Ay (g) œ | fô) e 2 f n Z. Or G est connexe,
donc G^ aussi, et (Ây (g) œ | œ) est continue sur G^. On en déduit
(ÂY (g) œ [ œ) constante, une contradiction qui montre que

^ (Ay(g)o)|œr
Z^n=l——————,—————n\

n'est pas constante. Par suite £y n'est pas pure, donc E = Ey.Ez non

plus. Une contradiction qui prouve (i).
(ii) Supposons Ë pure et G de type L Montrons que toute sous-repré-

pe
sentation de A = Ax d[i(x), associée à un projecteur central, a son

Jx
support non disjoint de T. Raisonnons par l'absurde. Soiip^ un projecteur
central sur H^ sous-espace de H stable par A, tel que la sous-représen-
tation A^ de A dans H^ ne contienne faiblement aucun élément de T./\
En utilisant la désintégration centrale de A^ sur G, on voit que p^ b, qui
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est un 1-cocycle pour Ai est en fait un cobord; dans la désintégration,
il n'intervient que des éléments de G pour lesquels Z 1 = B1', leurs mul-
tiples ayant la même propriété, on a Z 1 (G, A^) = £1 (G, A^) (cf.
GUICHARDET [13], prop. 4); d'autre part, Sç e T implique que Ai ne
contient pas faiblement €ç; donc B1 est fermé dans Z1 (G, Ai) (cf.
GUICHARDET [13], th. 1), et &i est un cobord, i. e. :

ç@
&i(g) =Ai(g)œ-o) avec œ = (ù(x)d[i(x)eH^.

J x
pe

/?i étant central, on a/?i = p (x) d[i (x) où (j?i (x)) est un champ mesu-
J x

râblé de projecteurs centraux dans H " . Alors, pour |i presque tout x, on a

V g e G, pi (x) ̂  (g) = A" (g) œ (x) - œ (x).

On pose p2 = l-7?i et p , H = 7^, ^ZÏ = ^, A|^. = J,, f = 1, 2, et^ ^ -%> ' '
^i (^) = Im (Ai (g) œ|co), ^ (i)= ;y(i)-îl (i). Alors on a
^i (1) = ^i (i)œ-co, i. e. b^ est un cobord. En outre, U = Ù^ ® Ù^
et E = E^xE^ où £/f est la représentation continue de Gm dans 57^
Ui = ^,?;,expi7.5 ? = l» 2, et Ei la fonction de type positif associée
à £/f et Exp 0. Comme dans (i), b^ cobord non nul implique que Ë^ n'est
pas pure. Une contradiction qui montre que toute sous-représentation de A,
associée à un projecteur central, a son support non disjoint de T.

L'annexe I permet de conclure que, pour toute suite de voisinages (^)

d.T-da.^.on. sw^.r.

Montrons pour terminer que ^-presque tout A" est faiblement contenu
pe

dans A = Ax d\ji (x). Comme dans le lemme 1.1, on se ramène au cas
J x

où X est localement compact séparable muni d'une mesure de Radon [i
avec , ,

X-N=[j^,X^

où N est ^-négligeable, et les X^ des compacts, de telle sorte que
ç@

Ax d\ji (x) soit en fait la somme continue des Ax (x e JQ. Alors A est
J X n

/•©

équivalente à ©„ A" d\Ji (x), donc faiblement équivalente à
hn

[ A ^ ^ x e X - N ] (cf. FELL [7], th. 3.1).
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LEMME III. 1. — On suppose G connexe. Alors si (p (resp. 0) est un mor-
phisme continu de G (resp. G^) dans un espace hilbertien H, (p (G1)
(resp. 0 (G^) est un sous-espace vectoriel réel de H.

Démonstration.

(a) Montrons d'abord que (p (G) est un sous-espace vectoriel réel de H.
Soit Go = Ker (p. Alors G/GQ est un groupe localement compact commutatif
connexe. Donc G/GQ ^ KxR", où K est un groupe compact commutatif
(cf. PONTRJAGIN [28]). Soit (po le morphisme continu de G/GQ dans H
déduit de (p par passage au quotient

(p(G) = cpo(G/Go) = (po(iC)+(po(R"),

K étant compact (po (K) = 0 car dans un espace hilbertien une suite (n œ)
avec œ 7e 0 n'admet pas de point d'accumulation, et (p (G) est un sous-
espace vectoriel réel de H.

(b) On a G^ = (J^ (p^ (G"), où les q^ (G") forment une famille filtrante
croissante de sous-groupes de G00. D'autre part, <D o (p^ (G^ est un sous-
espace vectoriel réel de H d'après (a) car Gv est isomorphe à G". Donc
Q (G^) est un sous-espace vectoriel réel de H comme réunion d'une
famille filtrante croissante de sous-espaces vectoriels de H.

Avec les notations du début du paragraphe, on a le théorème suivant.

THÉORÈME III. 2. - On suppose G connexe de type 1 tel que H1 (G, V) = 0
pour toute représentation irréductible non triviale V de G.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) U est irréductible;

(ii) E est pure;
(iii) Ux est irréductible pour [i presque tout x;
(iv) Ex est pure pour [i presque tout x.
De plus les représentations irréductibles de type (S) de G sont exactement

les représentations U^^^ où s est la représentation triviale de G dans un
espace hilbertien, b un morphisme continu surjectif de G dans cet espace,
et c une application continue de G dans U (nombres complexes de module 1)
vérifiant :

c feg') = c (g) c (g') exp (i | m (b (g) | b (g')).
Démonstration.

(a) Comme dans le lemme 1.1, on se ramène à prouver le théorème
lorsque l'ensemble des x tels que bx = Q est vide.
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(b) D'après le théorème III. 1, appliqué à G00 (resp. G^0^ : où l'on
regarde { XQ } comme un espace borélien standard muni de la mesure
de Dirac en Xo), si E est pure (resp. i^°), on a pour H presque tout x :

SÇA-) c: (tVn)- (resp. 5(A^°) c= (H^D,

où ̂  est une suite quelconque de voisinages de £ç (représentation triviale
de dimension 1 de G) dans G. G étant séparable, il existe une base dénom-
brable de voisinages de £ç qu'on note encore (^). Alors soit Uç f\ ̂ ,
et U distinct de £ç. Alors U contient faiblement 8ç, et H1 (G, U) ^ 0,
car B1 (G, U) ^ B1 (G, U). Une contradiction qui prouve que Ç} ̂  = e^.
D'autre part, { 8ç } est fermé dans à car le noyau de 8ç dans C* (G) est
un idéal primitif maximal. Donc si Ë (resp. E^ est pure, A (resp. ^) est
triviale sur H(resp. 7F).

(c) (i) => (ii) et (iii) => (iv) sont évidents.
(i) => (iii) : Supposons U irréductible. Alors A est triviale sur H. b est

alors un morphisme continu de Gm dans H. b (G^) est un espace vectoriel
réel d'après le lemme 11.1. U irréductible implique donc b (G00) dense
dans H d'après le lemme 11.2.

J'affirme que ceci implique : b" (G) dense dans Hx pour a presque
tout x.

Les sous-espaces vectoriels fermés (car de dimension finie) bx (G) c Hx

forment un champ mesurable (car ils sont engendrés par les bx ( ,̂), (^)
dense dans G). L'ensemble des points x tels que bx (G) ^ Hx est mesurable.
S'il était non négligeable, on pourrait trouver un champ de vecteur mesu-
rable non négligeable, Ç", tel que

Re^x\bx(g))=0, Vxe^, VgeG,

puis un vecteur Ç e H non nul tel que Re (Ç | b (g)) = 0 pour tout g e G^.
Une contradiction avec la densité de b (G00) dans H. D'où bx (G) = H x

pour u presque tout x, et le lemme 11.2 permet de conclure (i) => (iii).
Prouvons (iii) => (i). Supposons E x pure pour a presque tout x. Alors Ax

est triviale, et bx(G) = H x \ji p. p. Alors b (G™) est un sous-espace vec-
toriel réel dense de H, et le lemme 11.2 permet de conclure ^pure.

L'équivalence entre (i) et (ii) d'une part, entre (iii) et (iv) d'autre part
résulte de la remarque préliminaire (b) et du lemme 11.2.

La remarque (b) et le lemme 11.2 permettent de conclure que
les représentations irréductibles de type ( S ) strict de G (resp.
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les fonctions de type positif, de type (5') strict, pures) sont du type
U^ ̂  exp i y (resp. exp ((i y — || b (g) H2)^), où b est un morphisme continu
surjectif de G dans H, et y vérifie

Y (gg) == Y (g) + Y (g') + 1m (b (g) | A (g) h (g')).

Mais on peut adapter aisément la démonstration du théorème III. 1 au
cas où X est réduit à 1 point, et où U^ est une représentation unitaire
de type (5' ) (non nécessairement stricte) de G. Alors (b) est encore valable,
et permet d'achever la démonstration du théorème.

Exemples de groupes satisfaisant les hypothèses du théorème :
— les groupes de Lie niipotents connexes (cf. GUICHARDET [13]);
— les groupes connexes de type I possédant la propriété (T) de Kazdan

(cf. § V). Pour ces groupes, toute représentation unitaire a une 1-cohomologie
nulle. Alors, les seules représentations irréductibles de type S sont les
caractères. Par exemple, pour les groupes de Lie réels, simples, connexes,
de centre fini, d'algèbre de Lie distincte de so (n, 1) ou su (n, 1), il n'y
a pas de représentation irréductible de type ( S ) non triviale.

IV. Représentations irréductibles de type (S)
des groupes de Lie niipotents connexes

On considère un groupe de Lie G d'algèbre de Lie 9, un espace hilbertien
complexe E, un morphisme continu b de G dans E. On note P l'application
tangente à b en e. On cherche à quelle condition il existe une application
continue de G dans U (complexes de module 1) vérifiant :

(1) c (gg') = c (g) c (g') exp i Im (b (g) | b (g')), V g, g e G,

i. e. à quelle condition le 2-cocycle continu exp i Im (b (g) | b (g ' ) ) est un
cobord. Remarquons que si c^, c^ vérifient l'équation (1) c^ c^1 est un
caractère de G. Le résultat suivant était sans doute déjà connu. La l^ partie
est en tout cas contenue dans ARAKI ([l], th. 8.7).

LEMMEÏV.L
(i) A toute application continue c.G—>\] vérifiant (1), s ' i l en existe,

on peut faire correspondre une unique forme linéaire fç sur 9 telle que
c (exp. X) = exp ifc (X) pour tout X dans 9; fç vérifie en outre.

(2) fc ([X, r]) = 2 Im (P (X) [ P (À-)).
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(ii) Si G est connexe et simplement connexe, l'application c—>fç est
une bijection de l'ensemble des applications continues G —> U vérifiant (1)
sur l'ensemble des formes linéaires vérifiant (2).

Remarque. — Notons que l'on a par définition :

if^X)=dc(exptX) .
dt ,=o

On constate que c est C1 à l'origine. La relation (2) exprime que
2 Im (P (X) \ P (X1)) est le cobord de/,., pour la cohomologie de l'algèbre
de Lie. La difficulté est que l'on ne sait pas a priori que c est C 1 à l'origine.
On sait seulement que c a des dérivées selon tout vecteur tangent à l'origine
(sur chaque sous-groupe à un paramètre c est un caractère).

Démonstration.
(i) cf. ARAKI [1] (th. 8.7).

(ii) On vient de voir que l'on a une application c —>fc- Supposons
maintenant G de Lie, connexe, simplement connexe.

Si Ci, c^ vérifie (1) et/^ = /^. Alors Ci c^1 est caractère de G qui vérifie
c! C 2 1 (ex?' ^0 = 1- (J? etant connexe, on en déduit Ci = c^ et c—>/ est
injective. Montrons que c'est une surjection sur l'ensemble des formes
linéaires vérifiant (2).

Soit donc/e g* vérifiant (2). On notera f) le noyau de P. î) est un idéal
de g contenant [9,1)]. Soit ï le noyau de/restreint à l);/ vérifiant (2),
ï contient [g, Ï)], donc ̂ 2 (g), et est un idéal de g. Soit H == Ker b (resp. K)
le sous-groupe analytique d'algèbre de Lie Ï) (resp. Ï). ^ est distingué
et contient \G,H~\ qui est le sous-groupe analytique d'algèbre de Lie
[ô? Ï)] (c/ HOCHSHILD [20], th. XII. 3.1), G étant simplement connexe,
K et G'i = G/K sont simplement connexes (même référence que ci-dessus).
On notera H^ = H / K . On se ramène alors à prouver l'existence de Ci,
continue de G'i dans U, vérifiant :

(l') c, (gg) = ci (g) ci (g) exp f Im (foi (g) | bi (g')), V g, g' e Gi

et
Ci(expZ)=/i(JO, VZegi,

où gi est l'algèbre de Lie de G^ (g^ = g/ï), et/i e g^ (resp. Ai) est déduite
de/i (resp. b) par passage au quotient par î (resp. K). gi est niipotente
car ^2 (gi) = 0. Gi est donc niipotent (connexe simplement connexe,
comme on l'a vu). L'application exponentielle est un difféomorphisme.
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On définit alors c^ (g) = exp f/i (X) (ou g = exp X), Ci est continue.
On vérifie aisément que Ci satisfait (1') en utilisant la formule de Campbell-
Hausdorff et ^2 (gi) = 0. Ce qui achève la démonstration.

Avec les notations du début du paragraphe et du lemme, on a le résultat
suivant.

LEMME IV. 2. - On suppose G niipotent connexe et simplement connexe
et b (G) = E. Pour toute application c vérifiant (1), la représentation irré-
ductible U^ ^ ç (e représentation triviale de G "dans E) est dans la classe
de représentations unitaires irréductibles de G associée à fc par la méthode
de Kirillov.

Démonstration. - On emploie les notations de la démonstration du/\
lemme (ii). On note T (resp. Ti) l'application g* —> G (resp. g^ —>• G^) définie
par la méthode de Kirillov.

On a le diagramme commutatif
T ^

B^G

•î \-
ôî^i

où ; et j sont les injections canoniques déduites des projections

9 - ^ Ô i = = 9/ï. G -̂  Ci = GfK.

Alors, en désignant par e^ la représentation triviale de G^ dans E, il suffit
de démontrer que ^,^,^ représentation de Gi, est dans la classe
TI (fc). car i(f,) =//et'7(î/i) = U, où U, (resp. U) désigne la classe
de ^i,b,,ci O^P- ^,c)-

Comme ï est le noyau d'une forme linéaire sur t), on a Ï)i == Ï)/ï de
dimension 1 ou 0.

(a) Si dimîh = 0. Alors Ï)i contient [gi, 9i], et G^ est commutatif.
^i,bnci étant irréductible, on a £' = { 0 }, &i = 0 et c^ caractère de Gi.
D'où' U^^^, (exp X) = exp f/^ (Z) et TI (/^) = î/i.

(b) Si dimÏ)i =1. ^i == ^ei ,fci ,ci est irréductible, donc scalaire sur
le centre Z(G^) de G^. Or U^^^ est scalaire dans SE si, et seulement si,
A = ïàs et Z? = 0. D'où Z(Gi) c: H^ = Ker Z?i.

D'autre part H^ est central car

M]c:ï =^ [ôi^J-O.
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Donc Z(G'i) = H I ' Alors g^ est une algèbre de Lie dont le centre est de
dimension 1 et contient [g^, g^]. C'est une algèbre de Heisenberg, et G^
est un groupe de Heisenberg (cf. BERNAT et coll. [3], p. 56). D'autre part,

VZet)i =Z(gi), l^,c,(exp^)=exp(f/^(Z)).Id^.

D'après la définition de î et l'hypothèse dim t)i = l,/^ est non triviale
sur Z(gi). D'après les propriétés des groupes de Heisenberg, on a

TlOJ-t/l

(les représentations irréductibles des groupes de Heisenberg non triviales
sur le centre, sont classées par leurs valeurs sur celui-ci, et cette classifi-
cation coïncide avec la paramétrisation de Kirillov).

THÉORÈME IV. 1. — Soit G un groupe de Lie niipotent connexe, simplement
connexe, g son algèbre de Lie. Soit Uj- la classe de représentations unitaires
irréductibles de G associée à fe g* par la méthode de Kirillov. Uj- contient
une représentation^de type (S ) si, et seulement si, f est nulle sur ^2 (g).

Démonstration.
Partie seulement si : cela résulte des lemmes IV. 1 et IV. 2 et du

théorème III. 2.
Partie si : Soit/e g*, nulle sur ^2 (g). Soit B^ la forme bilinéaire anti-

symétrique définie par Bf(X, X ' ) =/([X X'~\), g (/) le noyau de B^.
Alors g (/) contient [g, g]. Soit E = g/g (/) et p la projection canonique.
On désigne par b le relèvement de p à G. C'est un morphisme additif de G
dans E. On a, par définition, b (exp X) = p (X).

Soit Bf la forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E déduite de B^
par passage au quotient par g (/). Soit (e^, ..., e^, u^, . . . , u^) une base<w
symplectique de E pour Bf. On définit une structure complexe sur E grâce
à l'automorphisme R-linéaire J E — > E , défini par J e^ = u^, J u^ = —e^
qui vérifie J2 = — 1 d^. Puis une structure hilbertienne complexe en posant

^(ei\ej)=8ij'

Alors, on a (l/2)/([-r, X /]) = Im (b (exp X)\b (exp JT)). Soit c la solution
de (1) vérifiant c (exp X) = exp if(X) pour tout X dans g, dont l'existence
est assurée par le lemme IV. 1. Alors fç =/et la représentation U^ ^ c est
irréductible et associée à / = fç par la méthode de Kirillov.
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V. 1-Cohomologie des groupes localement compacts

(A) Fonctions continues hermitiennes conditionnellement de type
positis et 1-cohomologie. — G désigne un groupe localement compact
séparable.

DÉFINITION V.l . — Une fonction continue hermitienne conditionnel-
lement de type positif (en abrégé c. h. c. t. p.) sur G est une fonction \|/
continue sur G, à valeurs complexes, vérifiant :

(i) ^(g~l)=^(§\ v^ec,
(ii) V^i, . . . , ̂  e G, V ci, . . . , ^ e C vérifiant ^^ c, = 0, on a

S^o^g^o.

REMARQUE V.l. — Si (p est une fonction continue de type positif (en
abrégé c. t. p.) alors \|/ : g \-> \|/ (g) = (p (g) - (p (e) est c. h. c. t. p.

PROPOSITION V.l (cf. GUICHARDET [14], prop. 4.3). — \|/ est c. h. c. t. p.
si, et seulement si exp t \|/ est c. t. p. pour tout t réel positif. En particulier,
si \|/ est nulle en e, \[/ est limite uniforme sur tout compact d'une suite de
fonctions v|/^ c. h. c. t. p. avec \|/^ (g) = (p» (g)-^n (é?)» °ù ^n est une suite

de fonctions c. t. p.

PROPOSITION V.2. - On considère les quadruplets (H, A, b, y), où H est
un espace hilbertîen complexe, A une représentation unitaire de G dans H,
b un 1-cocycle continu à image totale dans H, y une application continue
de G dans R vérifiant :

yte^-yÙO-Yfe') = Im(b(g)|A(g)&(g')).

On dira que deux quadruplets (H, A, b, y), (H\ A ' , b ' , y') sont isomorphes
si y = y' et s ' i l existe un isomorphisme d'espace de Hiîbert U : H — ^ H '
vérifiant A (g) = U A' (g) U~1 et Ub(g) == b' (g) pour tout g. Alors:

(i) Si l'on pose \|/(g) = -(|| b(g) ̂ /2+iy (g), v|/ est c. h. c. t. p. nulle
en e. On obtient ainsi une correspondance bijective entre quadruplets
(H, A, b, y) (à isomorphisme près) et fonctions c. h. c. t. p. nulles en e.
On a en outre

^{gf~lg)-^(g)-^(§r~l)=(b(g)\b(gf)).

(ii) b est un cobordsi, et seulement si, v|/ est de la forme (p (g) — (p (e) -\-i œ (g),
où œ est un morphisme de G dans R et (p une fonction c. t. p.
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(iii) K étant un sous-groupe compact de G, les conditions suivantes sont
équivalentes :

— b nul sur K;
— v|/ nulle sur K;
— \[/ bi-invariante par K.
Démonstration.
(i) Le (i) est démontré dans GUICHARDET [14] (proposition 4.5 et

remarque 4.1). Toutefois nous allons donner une réalisation d'un qua-
druplet (H, A, b, y) associé à \|/, c. h. c. t. p. nulle en e.

Soit v|/ c. h. c. t. p. nulle en e. On considère ^ l'espace vectoriel des
mesures discrètes sur G de masse nulle

^ = (a; a = E?=i^ ̂  . . . , c^S?=i^ = 0},

où 5^ est la mesure de Dirac en g,. On munit ^ du semi-produit scalaire

<H, ^ />=El<^n;l^m^J•^fe^ l^

avec u == ̂ i c, ô^, u' = ̂ ^ c;. ô^, où l'on a

E^ic—0 et Z7=ic,-0.

On définit, pour tout g dans G, un opérateur dans J :

^Œ?=i^)=E?=i^,
7^ préserve le semi-produit-scalaire. De plus, on a

T,=Id^, T^=T,^.

Soient 77 l'espace de Hilbert séparé complété de J^, et A l'application
canonique de J> dans H. Soit ̂  l'opérateur unitaire dans H correspondant
à 7^ défini par Ag A = A 7^.

Alors ^ est une représentation unitaire continue de G. On pose
b (g) = A(ô^-ô^). On vérifie aisément que b est un 1-cocycle continu
pour A, tel que b (G) soit total dans H. On pose y=|lm\|/. Alors
(H, A, b, y) est associé à \|/, i. e. :

et
Y (^/) - Y te) - Y fe') = Im (fo (g) | A (g) fc (g'))

-(|j&(g)||2)/2+<y(g)=v|/(g).

TOME 105 - 1977 - N° 3



1-COHOMOLOGIE DES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 303

(ii) (a) Supposons v|/(g) = (p (g) — (p (^) + i œ (g), où (p est une fonction
c. t. p., et œ un morphisme continu de G dans R. Soit (H, A, b, j) un
quadruple! associé à v|/. On a

II^H^^Re^Kg)
=-2Re((p(g)-(p(éO).

Or (p est c. t. p., donc bornée. Par suite, b est un 1-cocycle borné. Or un
1-cocycle borné est un cobord (cf. JOHNSON (B.), [2l], th. 3.4). Remarquons
que A ne contient pas la représentation triviale, la projection orthogonale
de b, cobord, sur les vecteurs invariants par A étant nulle.

(b) Réciproquement, si b est le cobord d'un vecteur a e H, une solution
continue de

ï (^') - Y fe) - Y fe') == Im (b (g) [ A (g) b (g'))

est donnée par y (g) = Im (A (g) a \ a\ et toute autre solution diffère
de celle-ci par un morphisme continu de G dans R.

Alors :
-||&(g)]]2/2+lY(g)=(A(g)a|^.)-(a l|a)+ïco(g),

où œ est un morphisme continu de G dans R.
(iii) est trivial en utilisant Re v|/(g) == -([[ b (g)/2 |[2), la relation de

cocycle et les propriétés de y. En particulier, si b est nul sur K, y, restreint
à K, est un morphisme de K dans R, donc nul puisque K est compact.

REMARQUE V. 2. — Si v|/ est réelle, un quadruplet associé à \|/, (H, A, b, y),
vérifie y = 0, et l'on a

Im(fc(g) |à(g))=0.

On en déduit une correspondance bijective entre les triplets (H, A, b)
à isomorphisme près, où b est un cocycle vérifiant Im (b (g) [ b (g7)) = 0
et les fonctions c. h. c. t. p. réelles nulles en e donnée par

(H,A,b)-.^(g)=-(\\b(g)\\2)|2.
On parlera alors du triplet associé à \|/, c. h. c. t. p. réelle, nulle en e. On le
notera (T ,̂, A^ b^).

REMARQUE V.3. — Soit A représentation de G dans H, b un 1-cocycle
continu de G pour A. Alors \|/ (g) = -1| b (g) |[2 est c. h. c. t. p. Soit A
la conjuguée de A dans H : on prend H == H en tant que groupe additif
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avec
^*â=^a, V?ieC, VaeJhf,

et (û | a'}^ = (a | a')^. On définit A (g) a == A (g) a.
L'application b:G—>H définie par g—>b(g)eH est un 1-cocycle

pour A. Alors (H^, A^ b^) peut être réalisé de la manière suivante : on
prend b^ (g) = b (g) +b (g) e H © H, H^ le sous-espace de Hilbert
(A @ ^-stable engendré par b^ (G), et A^ la sous-représentation de A © A,
dans H^. Notons que si b^ est un cobord, par projection sur H, on en déduit
que b est un cobord.

Le théorème suivant généralise un théorème de WANG [34] (th. 1).

THÉORÈME V. 1. — Si G est un groupe localement compact séparable
possédant la propriété (T) de Kazdan, aucune représentation unitaire de G
ne possède de 1-cocycle non trivial.

Démonstration. — D'après la remarque V.3 et la proposition V.2 (ii),
il suffit de prouver que toute fonction c. h. c. t. p. nulle en e peut se mettre
sous la forme (p (^)-(p (e), où (p est une fonction c. t. p. Or on a, d'après
la proposition V.l, \|/ (g) = lim,,-^ (p^ (g) — (?„ (e) uniformément sur tout
compact, où ((?„) est une suite de fonctions c. t. p. On se ramène aisément
au cas où (H , A^ û^), associé à (?„ c. t. p., est tel que A^ ne contient
pas la représentation triviale. Supposons la suite (?„ (e) non bornée. Alors
il existe une sous-suite, notée encore (p^ (e), telle que

Alors
lim^+^(^0?)=+oo.

^(g)-(Pn(^) <Pnfe) -1
(Pn(^) <Pn(^)

converge uniformément vers zéro sur tout compact, i. e. : (?„ (g)/(p^ (e)
converge uniformément vers 1 sur tout compact. La suite de représen-
tations A ^ converge vers €ç (représentation triviale de G de dimension 1)
dans l'espace G des classes de représentations unitaires de G de dimension
inférieure ou égale à 9lo? lorsque G est muni de la topologie de Fell (inner
hull kernel topology) (cf. DELAROCHE-KIRILLOV [4]). G possédant la pro-
priété (T), ceci n'est possible que si A^ contient €ç à partir d'un certain
rang (cf. [4] DELAROCHE-KIRILLOV, lemme 1) : une contradiction qui montre
que la suite ((?„ (e)) est bornée. On peut en extraire une sous-suite convergente
qu'on notera encore (p^ (e). Alors posant lim^_+^ (?„ (e) = /, on a
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lim^^q^ (g) = v]/ (g)+l. Donc (p (g) = \]/ (g) + / est c. t. p., et
v[/ (g) = (p (g) — (p (^ ce qui achève la démonstration.

(B) Cohomologie et fonctions sphériques zonales

NOTATIONS. — Dans ce paragraphe, G désigne un groupe localement
compact séparable unimodulaire, K un sous-groupe compact, tels que
l'algèbre de convolution L1 (K\G/K) des fonctions intégrables sur G,
bi-invariantes par K soit commutative.

EXEMPLE. — G groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, K un
sous-groupe compact maximal.

Une fonction sphérique sur G, relativement au couple (G, K) est une
fonction continue non nulle sur G, solution de

œ (xky) dk = œ (x) co (y), V x, y e G,
JK

où dk est la mesure de Haar normalisée sur K. Une fonction sphérique
zonale est bi-invariante par K, et est égale à 1 en e. On désigne par Q
l'ensemble des fonctions sphériques zonales de type positif. Muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G, Q est loca-
lement compact (cf. GODEMENT [10]). îî peut être regardé comme une partie
du spectre de l'algèbre de Banach commutative L1 (K\G/K). La topologie
de la convergence uniforme sur les compacts de G et la topologie de spectre
coïncident sur Û. En effet, sur l'ensemble des fonctions continues de type
positif sur G égales à 1 en e, la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de G et la topologie *-faible de L^ (G) = (L1 (G))' coïn-
cident (cf. DIXMIER [5], th. 13.5.2). Mais si œ e Q, œ est bi-invariante
par K et, pour fe L1 (G), on a

f œ(g)/(gNg= f œ(g)°/°(g)^,
J G JG

avec 0/0 (g) = f f(kgk') dk dk\ 0/0 e L1 (K\G/K).
J K ^ K

Par conséquent la topologie de spectre de L1 (K\G/K) et la topologie
*-faible coïncident sur û : la propriété annoncée en résulte.

A tout élément œ de Q, on peut associer une représentation unitaire
irréductible A^ de G dans un Hilbert H^ et un vecteur a^ dans H^ tel que

G4(o fe) ^œ 1 ̂ J == œ fe) et A^ (k) ^œ = û^ V k G K.
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û est en correspondance bijective avec les représentations de classe 1
(i. e. représentations unitaires irréductibles possédant un vecteur non nul
par K).

L'application 9 : Q —> G est un homéomorptùsme de Q sur son image.
y\

Celle-ci est ouverte dans G.
Montrons d'abord la deuxième assertion. Munissant l'ensemble, K,

des classes de représentations unitaires de K dans des espaces de Hilbert
séparables, de la topologie de Fell (inner hull kernel topology), l'application
de restriction est continue de G dans K :

R: G -> K.

Alors R~1 (F) = (g 6 (Q), où F = { A e K; A ne contient pas la représen-
tation triviale de K}. K étant compact, il possède la propriété (T) de
Kazdan, et F est fermé. Donc 6 (Î2) est ouvert.

La continuité de 9 est évidente. Montrons qu'elle est bi-continue. Soit
p : 9 (Q) —> û l'application réciproque de 9.

Soit E c 9 (û) et A e E~ (où " désigne l'opération de fermeture dans 9 (Q)/\.
muni de la topologie induite par celle de G'). Alors A est faiblement contenu
dans E. Soit © = 9~1 (A) = p (A).

Il existe une suite généralisée (p; de fonctions de type positif associées
à la famille E <= G (i. e. V f , 3A,eE et ^eHÇA,), tels que
(P» fe) = (^ {g) Ç» | Ç.)) et lim, (p, = œ.

Posant °(p? fe) = (p; (^/) JÂ; dk\ on a
J X X K

V^-^ÛOP^IP^),

où Pi est le projecteur sur l'espace des vecteurs ^invariants dans H (Ai).
De plus °(p9 converge uniformément sur tout compact vers °©° = œ. A partir
d'un certain rang, on a °(p? (e) > 0, et l'on peut normaliser les P, ̂
Alors :

o o
——^ = p (A^ =o); et co, e p (£) converge dans û vers co.
VOO

On a donc p (^ ~) c: Adh p (E), et p est continue. On notera Cç la repré-
sentation triviale de G de dimension 1 et indifféremment / ou 1 la fonction
sphérique correspondante (i. e. la constante 1).

PROPOSITION V.3. - Si A est une représentation unitaire irréductible
de G de classe 7, non triviale, tout 1-cocycle de G pour A est un cobord.
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PINCZON et SIMON [27] ont démontré cette proposition par une méthode
algébrique, pour les groupes de Lie semi-simples connexes de centre fini.

Démonstration. — Soit b un 1-cocycle pour A. b\K est le cobord d'un
vecteur a. Alors b - Sa est équivalent à A et nul sur K. On supposera donc b
nul sur K. On désigne par Jf (K\G/K) l'algèbre de convolution des fonc-
tions continues à support compact bi-invariantes par K. jf (K\G/K) est
commutative. On définit une application

B:J^(K\GIK)->H (H espace de la représentation A)
par

B(f)= f f(g)b(g)dg.
J G

On désigne par H^ le sous-espace de dimension 1 de H formé des vecteurs
invariants par K, et par P le projecteur sur H1^. On a

P= f A(k)dk.
J K

Alors, V/, h ejf (K\GIK), on a

P.B(/*/i)=ff /(g)dg)pBW+xWPB(/),
\JG /

où ^ est 1e caractère de L1 (K\G/K) associé à la représentation de
classe /, A de G. A n'étant pas triviale, il existe/ejf (K\G/K) tel que

f /(^)^^X(/).
JG

Utilisant la commutativité de Jf (K\G/K), on en déduit

PBW^^^^PBÇf), \fheL\G\
l(f)-ï(f)

( ï ( h ) = f hÇg)dg\
\ JG /
( Z ( / i ) = h ( g ) d g \ ,

i. e. :
PBW=(J(h)-xW)^ ae^.

Alors posant &+^û = b' et ^/ (/) = f(g) b' (g) ^g, on a À' nul sur 7^
J G

et P^' = 0. Alors, on a, pour toute fonction continue, h, à support compact
dans G, /»

P h(g)V(g)dg=0.
JG

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



308 P. DELORME

r
En effet, P\ h (g) V (g) dg = PB' (°h°) (définition de °h° : cf. plus haut),

J G
car

PA (k) == A (k) P et V (kgk') = A (k) V (g).

D'où PV == 0. Donc V n'est pas à image totale. Le sous-espace de Hilbert
engendré par b' étant stable par A, irréductible, il est nécessairement nul.
Donc b' = 0 et b = —Sa est un cobord.

PROPOSITION V.4. — Dans la correspondance (H, A, b, y) <->• \|/ de la
proposition V.2, supposant vérifiées les conditions équivalentes de (iii),

v|/ vérifie \|/ (xky) dk = \[/ (x)+\|/ 00 .S7, ̂  seulement si, A \ K ne contient
JK

pas la représentation triviale de K.

Démonstration. — Par hypothèse, b est nul sur K, et \|/ bi-invariante
par K. On a alors :

f (A(k)b(g)\b(g))dk= (çb(kg)\b(g))dk

= f [vKg'"1^)-^^)-^"1)]^
J^

= f [^(g"1^)-^)-^"1)]^.
J^

Or, « ^( | K ne contient pas la représentation triviale de K » équivaut à

( [ A(k)dk=0\ ^ fv^'e^, f (A (fe) ̂ ') ̂  = oV
\J^ / \ JK /

et Z? (G) étant total dans H,

[ A(k)dk=Q o f (A(^(g)^(g'))^=0, Vg.g'eG.
JK JK

La proposition en résulte.
Nous utiliserons le théorème suivant, dû à GANGOLLI [8] (th. 3.27,

3.28, 3.30). Avec les notations du début du paragraphe :

THÉORÈME V.2 (GANGOLLI [8]). - Une/onction c. h. c. t. p. réelle,
bi-invariante par K, nulle en e, peut s'écrire d'une et une seule façon sous
la forme

^(g)=ô(g)+| (œ(g)-l)dn(û)),
J " - { i }
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où Q est une fonction sur G et \\. une mesure sur Q — { 1 } vérifiant :
(a) \\. est positive çj-finie invariante par Vinvolution œ —> co. La mesure

du complémentaire d'un voisinage ouvert quelconque de [ 1 } dans Q est finie.
(V) Si V est un voisinage compact de e dans G vérifiant KVK c: F, et

Qv (co) la fonction sur D, définie par

^ Vf \Qy^)= (l-Reœ(g))rig dg ,
v /\Jv )

on a

gv(û))da(œ) <+oo.
J"

(c) Q est une fonction continue de la forme

6(g) = lim,^ [ (û)(g)-l)Jv,(œ) (ge G),
JUr

où Uy est une suite décroissante de voisinages compacts de { 1 } telle que
Ç\y U^ = { 1 } (Q étant localement compact, les Uy forment une base de
voisinages de { 1 }), et Vy une suite de mesures positives bornées invariantes
par œ —> œ. En outre, si [i vérifie (a), (é), et si Q vérifie (ç), on a

r
Q et (œ(g)—l)^4i(œ) c.h.c.t. p. réelles, nulles en e,

J î 2 - { l }

et

[ QÇxky-^dk+S Q(xky)dk = 2(ô(x)+ Q(y))
J K J K

(à la suite d'une lacune dans la démonstration, le résultat de GANGOLLI
est légèrement différent).

REMARQUE V. 4. - Posons \|/i (g) = (œ(g)-l)^a(œ). Donnons
J" -{ i} /'e

une réalisation d'un triplet associé à \|/i. On considère 7/^a (œ)
J n - { i }

et, pour tout g dans G, posons
F®

bÇg)= (A(,(g)^-ûjrfa(œ).
Jîî-{ i}

b (g) est bien défini, car œ (g)— 1 est u-intégrable. b est un 1-cocycle pour
F®

A^ d\Ji (œ), continu à l'origine, car \]/i est continue. Donc b est
J " -{ i}
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continu sur G. Si l'on désigne par H le sous-espace engendré par b (G),
F®

et par A la sous-représentation de A^ à ̂  (œ) dans H, (H, A, b)
Jn-Uî

est un triplet associé à \|/i.

LEMME V.l. — Soit \|/o c. h. c. t. p. réelle, nulle en e. Supposons
\J/Q = \)/^ +\|/^, où \|/i ^ \|/2 lswz^ c- h- c-1. p. non nulles, réelles, nulles en e.
On désigne par (H^, A^ b^ (i = 0, 1, 2) le triplet associé à \|/,. Alors il
existe un opérateur d'entrelacement Tj : HQ —> Hj (j == 1, 2) non nul entre AQ
et Aj qui envoie bo sur bj. bj étant total dans Hp il existe une sous-représen-
tation de AQ équivalente à Aj.

Démonstration. — On considère H^ @ H^ et l'application b : G—> H^ © H^
définie par b(g) = b^ (g)+b^(g). Alors si H désigne le sous-espace de
H^ © H^ engendré par b (G), et A la sous-représentation de A^ @ A^
dans H, (H, A, b) est associé à v|/o, et le lemme en résulte immédiatement.

LEMME V.2. — Soit A une représentation irréductible non triviale de G.
S'il existe un 1-cocycle non trivial b de G pour A, que Von peut supposer
nul sur K, la fonction Q= - | ] b (g) \ \2 vérifie la condition (c) du théorème V. 2,
et il existe une sous-représentation de A @ A équivalente à AQ ((HQ, AQ, b^
étant un triplet associé à Q).

Démonstration. — D'après la proposition V.3, A n'est pas de classe /.
D'autre part, soit b un 1-cocycle non trivial que l'on peut supposer nul
sur K et \|/ (g) = - [ | b (g) \ \2. Décomposons \|/ en utilisant le théorème V . 2.
On a \]/ = -^i+ô. D'après le lemme V.l et la remarque V.4, si \|/i 7^ 0,
une sous-représentation de A^ est isomorphe à une sous-représentation

de A^d\i(w). Or A^ (d'après la remarque V.3) est isomorphe à
J " - { i } _ _

une sous-représentation de A © A. Or les sous-représentations de A © A,

pour A irréductible, sont isomorphes à A, A, A © A. Or A^ d\i (œ)
J î î - { i }

est une intégrale hilbertienne de représentations ayant une 1-cohomologie
triviale. De plus Q- { 1 } est localement compact séparable, donc borélien
standard. (Alors, on a Z1 = B1 pour cette représentation. Il en
est de même pour ̂  qui est équivalente à une sous-représentation
de A.. Comme A , c^ A @ A ou A ou A, on en déduit aisément que
Z 1 (G, A) = B1 (G, A). Si on a B1 (G, A) ^ B1 (G, A), A contient fai-
blement la représentation triviale (cf. GUICHARDET [14], th. 1). Par restric-
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tion, il en est de même pour A \^. Alors A [^ contient la représentation
triviale de K, et A est de classe I. Alors £1 (G, A) = B1 (G, A) = Z 1 (G, A)
lorsque \|/i 7^ 0. Donc \|/ = 0, et une sous-représentation de A © A est
isomorphe à AQ d'après la remarque V.3.

LEMME V.3. — Si Q est une/onction vérifiant la condition (c) du théo-y\.
rème V.2, tous les points du support de AQ dans G sont non séparés de Sç
(où l'on désigne par (HQ, AQ, b^ un triplet associé à Q).

Preuve. — Réalisons, comme dans la proposition V.2 (b), le triplet
(HQ, AQ, bo). C'est-à-dire : posons ^ espace vectoriel complexe des mesures
discrètes sur G de masse nulle, HQ le séparé complété de ^ pour le semi-
produit scalaire :

<E?=i^£T=i^>
= El̂ n; Wm^C, Q(g,~lg^=, C, = ST=1 C;. = 0),

A ^ —> HQ l'application canonique. On définit Tg ^ —> ^ par

î.Œ?=i^^)=E?=i^8^.
Alors AQ Çg) A = A T, et BQ (g) = A (ô,-ô,).

On notera encore ^ l'image canonique de ^ dans HQ, et ^ les éléments
de cette image. Avec ces notations, ^ est dense dans HQ. Soit

Alors :

Or :

où

^=E?=i^^

(AQ (g) a j a) = E?. j = i c,c, Q (g;1 gg,).

(2(g)=lim^^((p,(g)-(p,(^)),

f
(Pr(g)= (û)(g))^V,(©)

(avec les notations du théorème V.2), la limite étant uniforme sur tout
compact. D'où :

(AQ (g) [i \ u) = lim,_ ̂  ̂  ̂ . = i c, Cj ((p, (g/1 gg,) - (p, (e))
= lim^ ̂  ̂ ^, = i c, c, (p, (g/1 gg,),

car ^=iC, = 0.
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La limite est uniforme sur les compacts de G. Désignons par (J .̂, Ay, Oy)
des triplets associés aux fonctions continues de type positif (py. On a

E?= i c, c, (p, (̂ -1 gg,) = (A, (g) /, 1 /,),

où/,=^,c,^(^)^e77,
Par suite, (AQ (g) [i | p) est limite uniforme, sur tout compact de G,

de fonctions de type positif associée à la famille (^)^ pour tout n.
Par suite, pour tout n, AQ est faiblement contenue dans la famille (A^)^^,
puisque ^ est dense dans HQ. Or, pour tout r. A, est faiblement contenue
dans supp v^, donc dans Uy (supp v^ et L^ étant regardés comme des parties

/s.

de G). En effet, d'après la remarque V.4, Ay est une sous-représentation
F®

de A^dv^(w). Par suite, (^)^,, est faiblement contenue dans £/„.
J"

Donc, pour tout n, AQ est faiblement contenue dans U^. En particulier,
si AQ est une représentation irréductible faiblement contenue dans AQ,
AQ est faiblement contenue dans U^ pour tout n.

Or la base de filtre (U,\^ (où les U, sont regardés comme parties de G)/\
converge vers €ç. En effet, l'injection canonique de û dans G est continue,
et (U^) converge vers / dans Q. On va montrer que tout voisinage de e^
rencontre tout voisinage de AQ.

Soit donc V (resp. W) un voisinage de 8ç (resp. Ao), dans à. Alors
((£/,.) converge vers £ç dans é) implique (3 n e N, £/„ c= F). D'autre part,
AQ est faiblement contenu dans £/„. D'où W r\ U^ ^ 0. Alors Fn H^ ^ 0
puisque U^r\W^Vc\W.

On déduit alors des lemmes V.2 et V.3, le théorème suivant.

THÉORÈME V.3. - Si A est une représentation unitaire irréductible de G
telle que H 1 (G, A) ^ 0, alors A est non séparée de 8ç dans G, muni de
la topologie de Fell.

En introduisant la propriété ( P ) de GUICHARDET [14], on en déduit
le corollaire suivant.

COROLLIARE V.l . — La propriété (P) est vraie pour tout G, séparable,
unimodulaire, de type /, contenant un sous-groupe compact K telle que
L1 (K\G/K) soit commutative.

PROPOSITION V.5. - Soient (G^ K^) (G^ K^), deux couples vérifiant
les hypothèses du début du paragraphe V.B. Soit une représentation unitaire
irréductible de G^xG^ du type A^ ® A^ avec A^ représentation unitaire
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irréductible de G^ dans H^ (i = 1 et 2). Alors si A^ et A^ sont non triviales,
on a H 1 (Gi x G^ A^ 00 A^) = 0.

Démonstration. — Soit donc ̂  (resp. A^) une représentation irréductible
non triviale de G^ (resp. G^). Distinguons deux cas :

(a) A^ est non triviale de classe /. Alors H 1 (G^, A^) = 0, donc
7-^1 (G'i, ^4i (x) ^2 | ̂ i) = 0- ^e plus, G'i est normal dans G'i x G^, et
/-/i (x) H^ n'admet pas de vecteur non nul invariant par G^. D'où
K 1 (G'i x 62, ^i (x) ^2) = 0 (^/ GUICHARDET [13], lemme 1).

(b) Supposons que H^ ne contienne pas de vecteur non nul invariant
par K^ (i. e. A^ n'est pas de classe 7).

Alors il en est de même de H^ (S) H 2 ' Or K^ est normal dans K^xG^,
et K^ compact implique

H\K^A,®A^=^
D'où

îî\K^G^A,®A^^-^

(cf. GUICHARDET [13], lemme 1). Soit alors a e Z 1 (G^ x G^ A^ ® A^).
Alors a l^x^' et a f0^101'1 a {02^ est un cobord. G^ étant normal dans
G^ x G 2, et A^ ne contenant pas la représentation triviale de G^ a est un
cobord,et Hl(G^G„A,®A,)=Q.

REMARQUE V. 5. — Si A i est triviale et A^ non triviale, alors on a

H\G^ x G^ A, ®A^)^ H\G^ A^

(cf. GUICHARDET [13]).

(C) Cohomologie des groupes de Lie semi-simples, réels, connexes

LEMME V.4. — Soit G un groupe de Lie, semi-simple, réel, connexe,
de centre Z = Z (G), et A une représentation unitaire irréductible de G
dans un Hilbert H telle que H 1 (G, A) -^ 0. Alors A est triviale sur Z.
Notant G ' = G/Z, et A la représentation de G' déduite de A, on a un isomor-

phisme canonique ^(G, A)^ H^G', A').

Démonstration. — Si A \ Z n'est pas triviale, c'est un multiple d'un
caractère non trivial de Z. Alors H 1 (Z, A) =0. D'où H 1 (G, A) == 0
car A | Z ne contient pas la représentation triviale, et Z est normal dans G :
Une contradiction qui montre que A passe au quotient.
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On a alors une suite exacte

Q^H\G\ A'^H^G, A)-^Homç(Z, H),

où îîomç(Z,H) est l'ensemble des morphismes continus f:G—>H

f (gzg-1) = / (z) = A (g) / (z), V g e G, V z e Z.

Si p désigne la projection G —> G/Z, on définit

V'.beZ^G^A^-^bopeZ^G.A)
et

V ' \ Z^G.A^Hom^Z.iî)

par restriction. W et W s'en déduisent par des passages au quotient
(cf. GUICHARDET [13]). Si Honiç (Z, H ) ^ 0, A est triviale, et l'on a

ïîl(Gf,Af)=ïl\G,A)=^

car G est semi-simple. Si Honiç (Z, H ) = 0, alors F7 est l'isomorphisme
cherché.

REMARQUE V.6. — Le lemme est encore vrai lorsqu'on remplace Z
par un de ses sous-groupes.

THÉORÈME V.4. — Si G est un groupe de Lie simple, réel, connexe,
d'algèbre de Lie différente de so (n, 1) et su (n, 1), toute représentation
unitaire irréductible de G admet une 1-cohomologie triviale.

Démonstration. — Le lemme V.4 permet de se ramener au cas où G
est de centre fini. D'après le théorème V.l, il suffit de montrer que G
possède la propriété (T). Si G est de rang supérieur ou égal à 2, cela résulte
de WANG [33]. Supposons G de rang 1, d'algèbre de Lie distincte de
$0 (n, 1), su (n, 1). Soient G = KAN une décomposition d'Iwasa de G,
o l'algèbre de Lie de A, et û comme dans le paragraphe V (B) (notations).
D'après HELDASON [19], les éléments de û sont paramétrés par des éléments
de û^ (complexifié du dual de a); autrement dit, û s'identifie à une partie
de û^. La topologie de Q correspondant à la topologie naturelle de û^
s'appelle «topologie des paramètres». D'après WARNER ([36] (vol. 2,
p. 337), cette topologie coïncide avec la topologie induite sur D par la
topologie naturelle sur le spectre de l'algèbre de Banach commutative
L1 (K\G/K) (P. est cette fois regardé comme une partie de spectre de
L1 (K\G/K)). D'autre part, d'après ce qui a été dit au début du para-
graphe V (B), l'application canonique de Q (muni de cette topologie de
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spectre) dans G est injective, bicontinue sur son image (ensemble des
représentations unitaires irréductibles de classe /) qui est ouverte. Comme
KOSTANT [24] montre que la fonction 1 est isolée dans û pour la topologie/\.
des paramètres, on voit que Sç est isolé dans G. Ceci achève la
démonstration.

LEMME V.5. — Si G est simple connexe d'algèbre de Lie so (n, 1) ou
su (n, 1), il existe au moins une représentation irréductible, et au plus deux,
ayant une \-cohomologie non triviale. S ' i l en existe une seule A, elle est
isomorphe à sa conjuguée, et dim H 1 (G, A) ^ 2. Si A est la complexifiée
d'une représentation réelle, on a dim H1 (G, A) = 1. S ' i l en existe deux,
A^ et A^, elles sont conjuguées l'une de l'autre et

dïmH^G, A^) = dim H^G, A^) = 1.

Démonstration. — Grâce au lemme V.4, on se ramène au cas où
G = SO^Çn, 1) ou SU (n, 1). Si K est un sous-groupe compact maximal
de G, le couple ((7, K ) vérifie les hypothèses du début du paragraphe V (B).
FARAUT et HARZALLAH ([6], chap. II, § VII) ont montré qu'il existe une,
et une seule, fonction non nulle vérifiant la condition (c) du théorème V.2
(à un scalaire réel positif multiplicatif près) et dans ce cas, Q vérifie

f Q(xky)dk=Q(x)+Q(y).
J K

Alors si, (HQ, AQ, bç) est le triplet associé à Q, AQ ne contient pas la repré-
sentation triviale de K d'après la proposition V.4, et b^, qui est nul sur K,
n'est pas un cobord. Ag n'est pas non plus limite de cobords. En effet,
si bQ == lim,, S^, Ç, e HQ, on a

0= f ^)^c=limJ A(k)'^-^dk.
J K J K

Comme HQ ne contient pas de vecteurs non nuls invariants par K
r

A (k) ̂  dk = 0, et l'on a lirn^ ̂  = 0. Ce qui implique b^ = 0 : une
J K
contradiction avec Q non nulle.

Utilisant la désintégration de AQ sur le dual de G (G est de type 7), on
voit qu'il existe au moins une représentation irréductible de G telle que
H1 (G, A) ^ 0. Soit A une telle représentation dans un Hilbert H, A n'est
pas de classe /(c/. Prop. V. 3). Alors H1 (G, A) ^ Z^ (G, A), où Z^ (G, A)
désigne l'ensemble des cocycles de G pour A, nuls sur K.
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Soit b e Z^ (G, A) non nul. Alors le lemme V.2 montre que - [ [ b (g) |[2

diffère de Q par un scalaire réel positif multiplicatif. On peut, en multi-
pliant b par un scalaire, supposer - [ [ b (g) [|2 = Q. Alors la remarque V.3
montre que la sous-représentation F de A © A dans le sous-espace E
de H Q H, engendré par les b (g) +î (g) = B (g), est isomorphe à AQ,
car on a (E, V, B) ^ (77g, AQ, bç). Alors, si A' est une autre représentation
unitaire irréductible de G telle que H 1 (G, A') ^ 0, il existe une sous-
représentation de A' © A ' isomorphe à une sous-représentation de A © A.
Étudiant le commutant de A © A (resp. A © A), on voit que les sous-
représentations de A © A (resp. A © A') sont isomorphes à A, A, A © A
(resp. A', A, A © A'). Alors nécessairement, on a A c^ A' ou A ^ A.

Distinguons maintenant deux cas :
(a) A ̂  A.

Alors AQ qui est autoconjuguée comme complexifiée d'une représentation
réelle (cf. construction) est isomorphe à A © A, et (HQ, AQ, bç) est
isomorphe à (H © H, A © A, b © ï). Si Z»' est un autre élément de
Z j^ (G, A), après multiplication de Z?' par un scalaire, on a

(HQ, AQ, bo) ̂  (H © H, A © A, ^' ©7/).

Alors il existe un élément du commutant de A © A qui envoie b © &
sur À' © 6'. Comme A ^ A et A irréductible, le commutant de A © A
est de dimension 2, et est formé des combinaisons linéaires des projecteurs
de K © K sur K et H. D'où b == ^ V, \ e G et

d im7/ l (G f ,A)=dimZ^(G f ,A)= 1;

il en est de même pour A.
(b) A ^A.
(a) Si AQ ^ A © A, comme dans (a), si b et Z?' sont deux cocycles non

triviaux nuls sur K, il existe un élément du commutant de A © A qui
envoie b © b sur Z?' © Z/.

(P) Si AQ ^ A ^ A, on a un isomorphisme entre (E, V, B) et (£", V, B ' )
(cf. notations ci-dessus) et V ^ V ^ A. En appelant W (resp. W) la
sous-représentation de A © A dans E1 (resp. dans £"1), on a W ^ W ' ^ A.
On peut donc construire un élément C du commutant de A © A envoyant
b-{-b sur b ' ' -\-b'. Si A c^ A, un élément du commutant de A © A peut
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s'écrire comme combinaison linéaire de P y , P y , 7, J, où Py (resp. P^)
est le projecteur de H © H sur H (resp. H ) , 1 envoie H sur 0, 77 sur H et
entrelace A et A, et J est défini par les relations IJ = P^, J7 = P^. Alors
dans les deux cas (oc) et (P), on a

V =P^C(b+b\

C =^^PH-\-^PH+^I+^J'

D'où V = À.i b+K^Jb. Et

dim^G, A) = dimZ^(G, A) ^ 2.

Si l'on suppose en outre que A est la complexifiée d'une représentation
réelle A^, on a 77 = H^+i H^. Soit alors ^ G Zj^ (G, A), À 7^ 0. Alors
é = b^-\-ib^ avec Ai, Z^6^!^ ^n)- Supposons ^ ^ 0 par exemple.
Alors on voit facilement que (H, A, b^) est isomorphe à Ag. On est donc
dans le cas (b). On peut alors choisir J entrelaçant A et A de telle sorte
que J ( b ^ ) = &i. Alors tout autre élément de Z^(G,A) s'écrit

y = ?4 b^+A,4,(J b^) == (À-i+^^i, À-i, ^eCl.

D'où dim 771 (G, A) = 1.

REMARQUE V.7. — En terme de représentation réelles, il est facile de
voir que : si G est d'algèbre de Lie $o (n, 1) ou su (n, 1), il existe une, et
une seule, représentation irréductible avec H1 non nul, qui est alors de
dimension 1.

THÉORÈME V.5. — Si G est un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie.
(a) 50 (2,1) ^ su (1,1) ou su (n, 1), n ^ 2, il existe exactement deux

représentations unitaires irréductibles, conjuguées l'une de Vautre ayant
une \-cohomologie non nulle.

(b) $o (n, 1), n ^ 3. // existe exactement une représentation unitaire
irréductible (complexifiée d'une représentation réelle) ayant une 1-cohomo-
logie non nulle.

La dimension du H1 de ces représentations est égale à 1. Les repré-
sentations intervenant dans le théorème seront précisées au cours de la
démonstration.

Démonstration :
1° Grâce au lemme V.4, on se ramène au cas où G est de centre fini.

Le cas où G est d'algèbre de Lie so (2, 1) a déjà été traité (cf. PINCZON
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et SIMON [27], remarque 13). Prenant G = SL (2, R), il existe deux repré-
sentations unitaires irréductibles de G, n^ et n^ dans la classification
de Pukanszky vérifiant H 1 ^ 0. De plus,

dimH^G, n^) = d[m(H\ n^) = 1

et TT^ et n^ sont dans la série discrète. Ce cas sera toujours exclu dans
la suite.

2° Soient G = KAN une décomposition d'Iwasawa de G, G le recouvre-
ment universel de G, p : G —> G la projection canonique, 9 l'algèbre de Lie
de G, p une représentation unitaire irréductible de G dans un espace de
Hilbert H.

Soit H^ (resp. H^) l'espace des vecteurs analytiques (resp. ^-finis) de p.
On désigne par p^ (resp. p^) la représentation de 9 dans H^ (resp. H^),
par p la représentation de G dans H définie par p = p o p , H est clair que H^
est l'espace des vecteurs analytiques de p.

Considérons
^l(9,p^)=Zl(9,p^/51(9,p^),

Jï^g, pj = Z1 (9, pj/51 (9, pj.

J'affirme que, s'il existe B e Z 1 (g, p^), 2? non nul et nul sur t, et si H ne
contient pas de vecteur non nul invariant par K, alors H1 (G, p) 7^ 0.

En effet, s'il existe un tel B, alors H 1 (g, p^) ^ 0. Or, d'après PINCZON
et SIMON ([27], lemme 7 et prop. 5), on a

^(g.p^Œ^pJ

et

H ^ H ^ ^ ^ H 1 ^ ^
-w ^Donc ^ ((7, p) 7e 0. Mais alors, d'après le lemme V.4, on a

H 1 (G, p ) ^ H 1 (G, p), et l'affirmation est justifiée.
D'après le lemme V.5, il suffit, pour prouver le théorème, d'exhiber :
— cas (a) : deux représentations p+ et p~ unitaires irréductibles de G

avec H1 non nul;
— cas {b) : une représentation p de G unitaire irréductible de G, complexi-

fiée d'une représentation réelle ayant une 1-cohomologie non nulle.

3° Pour ce faire, introduisons quelques notations supplémentaires.
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Soit M le centralisateur de A dans K. Soient 9, ï, û, m et n les algèbres
de Lie respectives de G, K, A, M et N. Si g e G', alors

^=^).exp(^(g)).^),

où A: (g) e K, K ( g ) e û et n ( g ) e N sont uniques.
Soient a* le dual de û et y e û* — { 0 } ; y est appelée racine restreinte si

9 ,={Xe9 ; [^ , X]=y(Jf )X, ^ H e a ]

est non nul. Soit iUy = dim 9y. On note A l'ensemble des racines restreintes
Alors 9 = ^ç^c^+m+û. Nous avons un ordre sur a* tel que, si A'1'
est l'ensemble des racines positives,

Ï^ZaeA^or

On pose
ly

P = - L a e A + 1 ^ a a -

Si 'k e a*, on définit un caractère non unitaire de MAN par

x = mon —> x^ = exp (À. (log a)).

Nous notons dk la mesure sur Kl M ̂  G/MAN, K invariante et norma-
lisée. Dans la suite, on fixe 'k = 2 (i. Soit H l'espace de Hilbert, complété
de l'espace des fonctions continues / : G —> C telles que

(1) / (gx) = x ~À / (g) si xe MAN,

a . \l/2
pour la norme \f(k) |2 dk ) < +00.

K/M /

Soit TT l'action de G sur Jf induite par les translations à gauche
(cf. WALLACH [33], lemme 8.4.2). Si X est l'espace des vecteurs K finis
de H, les éléments de X sont en fait des fonctions analytiques. On voit
facilement que les parties réelles et imaginaires de ces fonctions sont
également des vecteurs K finis, n induit sur X une représentation de U (g)
(algèbre enveloppante complexifiée de g) qu'on notera encore n.

Soit K le dual de K. Si 9 : K—> GL(V) est une représentation de K,
soit ^M = { v e V; 6 (m) v = v, V m e M }. Pour y e ,̂ on fixe (Tiy, F^) e y.
Soit ^o = { Y ^ ̂  FM ^ ° }• Comme

1° g=ôo(n , l ) , ^3,
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OU

2° g ==su(n, 1), n ^2,

on a dim û = 1.
Dans le premier cas, A = { —a, a }, m^ = T Î — I , et l'on a w^ = 0.

Dans le second, A = { —2 a, —a, a, 2 a }, et m^ = 2n—2, m^ = 1.
Dans les deux cas, n = c^+c^a-

Alors 2^i = (m^+2w^)a. On sait, d'après KOSTANT [1] que l'on a
^ ^ ©.ygj^ F, en tant que ^-module. D'autre part, on a une paramé-/<
trisation naturelle de Ko donnée comme suit :•>\

1° si m^ = 0, KQ peut être identifié à l'ensemble des entiers positifs
ou nuls (à 0 correspond la représentation triviale de K);

2° si m^ = 1, KQ peut être identifié à { (m, k); k et m entiers, | k \ ^ m,
et m—k pair } (à (0,0) correspond la représentation triviale de K).

Choisissons H e a tel que oc(K) = 1. Il résulte de N. R. WALLACH et
K. JONHSON [33] (th. 2.2) qu'il existe une base { e ^ \ y e K o } àe XM

telle que e^ e V^ vérifiant :
1° Si g = $ o ( / z , l ) , n ^ 3 , n (H) CQ = (n-V) e,;
2° Si 9 = su(^, \\n ^ 2, 71(^)^,0 == ^ (^1,1+^i,-i).
De plus :
1° (TAKAHASHI [30]) Si g = 50 (n, 1), n ^ 3, TT laisse stable

WQ = ©J°=i î7/; TT | ̂ o est irréductible, et il existe sur WQ un produit
scalaire défini positif invariant par 9. De plus, XI WQ est un g-module
trivial.

2° (K. JOHNSON et N. R. WALLACH [23], th. 4.1) Si 9 = su (n, 1), n ^ 2,
7l laisse stable £/o = <9m- | fe |>o Vm,^

FQ == ©w+fe>0 ^w,k?

^0 = ©w-fc>0 ^w, fe?

F ^ / U Q et F Q / U Q sont des £/(g)-modules irréductibles munis d'un produit
scalaire défini positif invariant. De plus, X / F ^ + F Q est un g-module
trivial.

J'affirme que si G est un groupe de Lie connexe de centre fini d'algèbre
de Lie :

1° Si $o (n, 1), n ^ 3, il existe une représentation unitaire irréductible p
de G ayant WQ comme espace de vecteurs ^-finis, et telle que la représenta-
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tion p^ de U(^) sur WQ soit identique à n \ WQ. p est complexifiée d'une
représentation réelle, et dim H1 (G, p) = 1.

2° Si $u O?, 1), n ^ 2, il existe une représentation unitaire irréductible p"^
(resp. p~) de G ayant F^/£/o(iesp. F o / U o ) comme espace de vecteurs
Â:-finis, et telle que la représentation p^ (resp. p^) de Î7(g) soit identique
au sous-quotient de n sur F ^ / U Q (resp. F Q / U Q ) .

Existence de p (r^/?. p^. - D'après WARNER ([36], vol. 1, p. 330),
on déduit l'existence de p (resp. j^), représentation unitaire irréductible
de G contenant WQ (resp. F ^ / U o ) comme sous-espace stable et dense
de vecteurs C Go, l'action de U(ç^) sur cet espace étant la même que celle
donnée par restriction de n (resp. les sous-quotients de 71).

On voit facilement que l'action de K = p ~ 1 ( K) sur WQ (resp. F ^ / U o )
provient de l'action de K sur ces espaces. D'où p (resp. ^±) admet des
vecteurs invariants par M = p ~ 1 CM). Or le centre de G est contenu dans M.
Par suite, p (resp. ̂ ±) est triviale sur le centre, et permet de définir une repré-
sentation de G : p (resp. P1). Utilisant WARNER ([36], vol. 1 (prop. 4.4, 3.4)),
on voit que p (resp. ^±) ainsi définie admet WQ (resp. F ^ / U o ) comme
espace de vecteur ^-finis.

De plus, p est complexifiée d'une représentation réelle. En effet, on a
Wo = (Wo)^ © i(Wo)^ où (Wo)^ désigne les éléments de WQ à valeurs
réelles, et (WQ\ est laissé stable par 9.

Il ne reste plus qu'à démontrer que H1 (G, p) (resp. H1 (G, p4')) est
non nul. En effet, si cela est vrai, il résulte des propriétés de p et du lemme V.5
que dim H1 (G, p) == 1 (resp. dim H1 (G, p^ == 1). Grâce au point 2°
de la démonstration, il suffit de trouver B e Z1 (g, p^) (resp. B e Z1 (9, p^))
non nul, nul sur î. En effet, p (resp. p^ n'a pas de vecteur non nul invariant
par K.

1° On pose B(X) = n(X)eo, VZeg == soQî, 1), n ^ 3. On vérifie aisé-

BeZ1^, pj^) (car XfWo est un g-module trivial),

B(ï)=0 (e^eVo),

B(H)=(n-l)e,.

2° On pose B (X) = n (X) eo,o. V xe 9 = 5U (^ 1). n > 2. On vérifie

aisément : B e Z1 (9, 71) et même B e B1 (9, 7i),

B(Î)=Q ^0,0^0,0),

B(9) <= F^+Fo car ^-IF^+FQ est un g-module trivial.
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D'autre part :

(B(H) = n(^i, 1+^1, -i)) implique (B(^) 4: F^ Fo, I/o).

Or F^ n F o = î/o. Donc :

(̂ + +Fo)/^o = ̂ /^o ® ^o/^o.

Alors, par passage au quotient par Uo, on trouve ̂ ± e Z1 (9, p^), ^± nul
sur Ï, non nul. Ceci achève la démonstration.

REMARQUE V. 8. - D'après K. JOHNSON [22], sauf si l'algèbre de Lie
de G est so (2.1) ^ $u (1.1), p (resp. p±) n'est pas dans la série discrète.

PROPOSITION V.6. - Sauf si g = so (3, 1) ^ $1 (2, C), les représentations
de G ayant une 1-cohomologie non nulle ne sont pas dans la série principale.
Rappelons que si 9 = $o (3, 1), prenant G = SL (2, C), p est dans la série
principale, (p = (2, 0) dans la paramétrisation de GEL 'FAND GRAEV
et VILENKIN [9].

Démonstration. — Nous étudions le cas g = $o (n, 1), n ^ 3, le cas de
su (n, 1) se traitant de manière analogue.

D'après PINCZON et SIMON ([26], prop. 1), si L est une représentation
unitaire de dimension finie de MAN, on a

H^G.Ind^^L^H^MAN, Lô172),

où ô est le module de M AN et Lï112 est la représentation de M AN dans
l'espace de L donnée par

LS^^man) = L(man)ï1'2 (man).

Ici ô (man) = exp (n — 1) t avec a = exp t H.
Montrons que si n ̂  3, H1 (MAN, L ô172) est nul. D'abord L est de la

forme L (man) = A (a) [i (ni), où \i est une représentation unitaire irré-
ductible de M, et A un caractère unitaire de A.

On a la suite exacte (cf. GUICHARDET [13]) :

0 ̂  H1 (A, A 8172) ̂  H1 (AN, A ô172) -^ Hom^ (N, C),

A étant commutatif, et A ô172 étant un caractère non trivial de A, on a
H1 (A, Aô172) == 0. D'autre part, si (p G Hom^ (A ,̂ C), on a

(p^nûr^Aô172^?^).
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En différentiant à l'origine, appelant / la forme linéaire sur n = Lie N,
tangente à (p à l'origine, on a

/(Ada X) = ASl/2(a)f(X), V Xen.

Or Ada X = et X si a = exp t H.
Si (p est non nul, / est non nul, et l'on doit avoir

e^AS^ÇexptH),

i. e. : et = exp ((n—1)/2) t A (exp t H). Ceci n'est possible que si n = 3
et A trivial.

D'où, pour n ^ 3, H1 (AN, Aô172) = 0, Lô172 restreinte à AN ne
contenant pas la représentation triviale (c'est un multiple de A ô172), on
en déduit H1 (MAN, Zô172) = 0 pour n ^ 3.

Il en résulte que si n ^ 3, une représentation irréductible de SOç (n^l)
de la série principale est sans cohomologie. Ce qui achève la démons-
tration de la proposition.

(D) 1-cohomologie des groupes de Lie résolubles connexes

THÉORÈME V.6. — Si G est un groupe de Lie résoluble connexe, toute
représentation factorielle, U de G distincte d'un multiple d'un caractère
vérifie Z1 ((7, U) = Ï1 (G, U).

On se ramène à démontrer le théorème lorsque G est simplement connexe
grâce au lemme suivant.

LEMME V.6. — Soient U une représentation factorielle non triviale de G
(groupe de Lié), G le recouvrement universel de G, p : G —> G la projection
canonique U = U o p. Alors :

Z\G, U^ÇG, U)^Z\G, U)i~B\G, U).

Démonstration du lemme. — Soit Z = Ker/?. Z est central dans G.
De plus, U est triviale sur Z. D'où la suite exacte (cf. GUICHARDET [13]) :

Z\G, LO/î G, U^Z^G, Lb/B^G, U) -^ Hom^Z, ̂ (U)),

où ^f (U) est l'espace de U, et Honiç(Z,^f (U) désigne l'ensemble des
morphismes, (p, de Z dans ^f ( U) vérifiant

^(gzg~l)=U(g)^>(z), VzeZ, VgeG.

Or Z est central et Û non triviale. D'où, Honiç (Z,^f (£/)) = 0, et le
lemme est démontré.
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Démonstration du théorème.
1° On suppose désormais G simplement connexe. Soit U comme dans

l'énoncé du théorème. Soit (Ker U)o la composante neutre du noyau,
Ker U, de U dans G. (Ker LQo est un sous-groupe analytique de G, sim-
plement connexe car G est simplement connexe. On note G" = G/(Ker î/)o,
et U ' la représentation factorielle de G' déduite de î/par passage au quotient.
G' est un groupe de Lie résoluble, connexe, simplement connexe
(cf. HOCHSCHILD [20]). On a la suite exacte :

O^Z^G', ^'^(G', U')^Z\G, ^/^(G, U)
-^ Hom^ ((Ker U)o, ^ (C7)),

où ^f (U) désigne l'espace de U, et Honiç((Ker U)o, Jf (U)) l'ensemble
des morphismes (p : (Ker U)o —>^(U) vérifiant :

^ (gh g-1) = U (g) cp W, V g e G, V h e (Xer l/)o.

Si Homç ((Ker î/)o, ^ f (C/) )^0 , £/ contient une sous-représentation
de dimension finie; U étant factorielle et G résoluble, U est alors multiple
d'un caractère : une contradiction qui montre que

Z^G', ̂ /^(G', G/^Z^G, ̂ /^(G, 17).

On peut donc se limiter à démontrer le théorème dans le cas où (Ker £/)o
est réduit à l'élément neutre de G, ce que nous ferons dans la suite.

2° U étant factorielle, U \ G" est multiple d'un caractère de G^ (G^ centre
de G). Si ce caractère est non trivial, on a

Z^G, C^B^G, 17).

On peut donc se limiter à prouver le théorème en supposant ce caractère
trivial. Alors l'hypothèse (Ker U)ç = { 0 } implique dim G1' = 0. Dans
la suite, nous ferons donc les hypothèses suivantes :

(Hl) G^ est de dimension zéro, i. e. LAG^ = ̂  = { 0 }.

c^ centre de 9 = LA G;

(H2) (Ker U)^ = {0 }.
3° Comme (^ = 0, la démonstration de PUZANSZKY ([29], lemme 26)

montre qu'il existe dans [9, g]^ un idéal de 9, abélien, non central minimal,
I) de dimension 1 ou 2, tel que le sous-groupe analytique correspondant,
H, soit régulièrement plongé dans G.
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4° Alors il existe un caractère %, de H, et une représentation factorielle V
de G^, stabilisateur de % dans G, vérifiant :

FJH^X et Inâ^oVwU

(où w désigne la quasi-équivalence des représentations unitaires)./\
Rappelons que l'on fait agir G sur H par

v e H-^ g.v e H, (g.v) (h) == v (ghg-1).

Dans la suite, nous noterons K le groupe G^.
Remarquons que % est non trivial d'après (H 2). D'autre part, la propriété

Z 1 (G, U) = ^1 (G, 17) se conserve par quasi-équivalence.
Nous supposerons donc dans la suite :

y\

U = ïnd^o V avec V\Hw%eH et ^ non trivial.
/^ /\

5° On a un isomorphisme de variété G/K ^ G.^ <= H. Comme H ^ R•̂
ou R , et G résoluble connexe, simplement connexe, agit sur H, on voit
facilement en étudiant les diverses actions possibles (cf. PUKANSZKY [29],
démonstration du lemme 26) que G/K ^ R, T ou R x T (T = R/Z)
(G = K étant exclu puisque ^ est non trivial, H non central et
(Ker U)o = { e }). D'autre part, H c [G, G]^ implique K ^ [G, G],
et K est distingué dans G. Alors en tant que groupe de Lie, on a

G/'K^R, T ou RxT.

En particulier, K est de codimension 1 ou 2 dans G.
Le cas G/K ^ T se traite facilement. En effet, comme V [ H ^ 7,

7 non trivial, on a J^1 (À^, F) = 0. Utilisant la démonstration de PINCZON
et SIMON ([26], prop. 1) on en déduit aisément que H1 (G, U) = 0. (Le fait
que K possède éventuellement une infinité de composantes connexes
n'intervient pas pour ce qui nous intéresse.) Dans la suite, nous suppo-
serons donc que G/K c± R ou R x T.

6° Deux réalisations de U :
(a) Soit

^i={/^-W);
r )

/ mesurable / (kx) = V(k) f (x) ; 11 / (x) 112 dx < oo } ,
J G / K )
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où dx est une mesure invariante sur G/K; U est donnée dans ^f\ par

(U(g))f(x)=f(xg).

(P) Soit KQ la composante neutre de K. On a le diagramme commutatif
suivant :

P /„ . .
9 ~^ 9/î F? 7C projections canoniques

diagramme 1 1
DI exp exp

G-"> G/Ko î = LAK

G étant simplement connexe, et [G, G] c: KQ, exp g/Ï —^ G/KQ est un
isomorphisme. Dans cet isomorphisme, K/KQ s'identifie à un sous-groupe
discret D de g/Ï (regardé comme groupe additif). Désignons par E un
supplémentaire de Ï dans 9. On peut alors choisir 2 vecteurs U et T de £,
avec U éventuellement nul, de telle sorte que D = Z U e i E = R U @ R T .
Les hypothèses sur G/K impliquent que T 7^ 0. De la commutativité
de (D.l), on déduit aisément que l'application KoxE—>G, définie par
(k, u U+t U)—>k exp u U exp t T, est un difféomorphisme et que
s^ : E—> G, définie par s^ (u U+t U) = exp u U exp t T, est C°°. Posons
U = R U/Z U. On définit S : U —> R U par u — ^ S ( u ) avec S (u) e u
et S ( u ) = a U, 0 ̂  a < 1 et

Si: U x R ^ E par (M, Q-^ S(u)+t T.

On pose enfin s = ^ o 5\, U x R —>• G s; est C°° sur un ouvert Q de U x R
de complémentaire de mesure nulle (U x R étant muni d'une mesure
de Haar). Si

[7=^0, Q=(U-{0} )xR ,

[7=0, Q = R = = U x R .

D'autre part, tout élément de G s'écrit de manière unique g = ks (y),
k e K , g e U x R .

Ceci résulte aisément des propriétés de s^ et de K/KQ ^ Z U. Alors,
si l'on choisit convenablement dx, et une mesure de Haar sur
U x R, dvdt, notant :

^2 = L2 (U x R, dvdl) ® Jf ( F).

l'application TJ^^ —^^29 définie par

(Tf) (y) = F ( y ) =f(s (y)), V ^ e Ux R,
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est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, et U est donnée dans ^f^ P^

(U(g)F)(y)=V(kf)F(yf)
avec

s ( y ) g = k f s ( y r ) , k ' e K , 3;,/eUxR.

7° D'après PINCZON et SIMON [27], on peut se limiter à étudier les
cocycles analytiques. Si b\G—>^^ est un 1-cocycle analytique de G
pour U, comme Z1 (K, V) = 2?1 ( ,̂ V), d'après la démonstration de
PINCZON et SIMON ([26], prop. 1), il existe :

/: G-^(H

C00, avec f(k g) = V(k)fÇg) et (b(g))(x) =f(xg)-f(x).
Par transport dans J^, notant encore b le cocycle et posant

FÇg)=fÇs(y)\ on a

V^eUxR, VgeG, (&(g))(^) = WFOQ-FOO
avec

s(3;)g=fe's(y), fe'eiC.

Notons que 77 est C00 sur Q (c/. 6°). Désormais, nous supposerons U
réalisée dans 0^2 et b comme ci-dessus.

8° Notons B le 1-cocycle de 9, déduit de b par différentiation à l'origine.
On prolonge B à gç = 9 (x)^ C. Soit T( la forme linéaire non nulle sur î)
associée au caractère % de H. On prolonge de même T| à I)c = t) (g)^ C.
Pour Zet)ç, on a
(1) (B(Z))OQ = ^((Ads^))Z)F(^).

En effet, on a, pour z = exp t Z,

5 (y) z = (s (j) zs (y) ~1) s (j) avec (s (y) zs (y) ~1 ) e X.
D'où :

(&(exp^Z))^)=x(s^)exprZ5(^)- l)F^)-F(^
=X(exp^Ad500Z)FOO-FOQ.

Par différentiation, l'identité annoncée en résulte. Distinguons maintenant
deux cas :

(a) dim t) = 1. T| étant non nulle, on peut choisir Zo e Ï ) avec T| (Zo) = 1.
D'autre part,

[X, Zo] = 6o(X)Zo, V Xeg avec Q^e^.
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(P) dim î) = 2, Q étant résoluble, il existe une base Z^ Z^ de l)ç telle que

[X,Z^=(Q^+iQ,)(X)Z, \
[X^^+^^eCZ.i^9' (Les ' 1 < 7 < 4 -

Dans les deux cas, il existe 9 e g*, indépendante de b, du choix de E et
de (£/, T), telle que

(2) ^->exp(e(Sl(^))|jF^)||eL2(UxR, d )̂.

Dans le cas (a), B(Zo) e^f, (1) et TI (Zo) ^ 0 impliquent que (2) est vrai
pour 9 = 6o. Dans le cas (P), si ^ (Z^) ^ 0, £(Z,) e^f et (1) impliquent
que (2) est vrai pour 9 = 9i.

Si T| (Zi) = 0, alors r^) ̂  0; B(Z^)e^ et (1) impliquent que (2) est
vrai pour 9 = 93.

Notons que si 9 nulle sur E, alors Fej^, b est un cobord, et le théo-
rème est démontré dans ce cas. Dans la suite, nous supposerons 9 non nulle
sur E.

9° Si 9 est non nulle sur R U, un choix convenable de T permet de
supposer 9(T) = 0. Alors:

v -> exp (9 (5i (y))) = exp (9 (S (u))) si y = (u, t) e U x R,

et cette application est bornée inférieurement par une constante stricte-
ment positive (S(U) est borné dans R U). Alors Fç^ et b est un cobord.
Le théorème est démontré dans ce cas. On suppose donc 9 nulle sur R U.
On peut alors choisir T tel que 9 (F) = 1. Alors (2) implique que
l'application

y=(u,t)e\JxR-.et\\F(y)\\

est un élément de L2(\JxR, du dt). D'autre part, on a

(3) B(T)(y)=°-F(y), y=(u,t)eÇî.
ôt

En effet,

b(expxr)(y)=F(u, t+x)-F(u, t) si y = (u, Q e U x R ,

car s (y) exp (x T) = s (u, t +x). .
Il en résulte que

(4) (y-^8-F(y)}e^
\ nt /St

est dans ^f.
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10° Supposons maintenant qu'il existe une suite de fonctions
((Pn)neN. ^n '' R -> R avec (?„ C \ sup^ | (p, (r) | ̂  1, ((?„) tend vers 1 unifor-
mément sur tout compact, et telle que F^ :UxT—^(7) , définie par
^ (u, t) = ̂  (t) F(u, t\ vérifie :

F,,e ,̂ ^eJf,
<^

et \(ôlSt) FJ tend vers (ô/BO F dans ^f. Alors ^ = ÔF^ est C1; ̂  étant
un 1-cocycle, il suffit de prouver qu'il admet des dérivées partielles à
l'origine selon tout vecteur d'une base de 9 (alors les dérivées partielles
existent en tout point et sont continues).

Pour Xet, on a

(^ (exp x X)) (y) = (p, (Y ) (V (k') F ( y ) ) - (p, (0 F (y),

avec y = (M, 0, / == (V, 0, ^ (j) exp x X = k' s (y').
En fait, comme s (y) exp x X s ( y ) ~ 1 e K, on a ^ =/.
D'où :

(b, (exp x X)) (y) = (p, (0 (& (exp x À')) (y).

D'où l'on déduit aisément :

^(Z)=^^(expx-Z)
ax ^=o

=ÎP,B(Z), V^eî ,

où $„ désigne l'application U x R — ^ R définie par (u, t) —^ (p,, (0, et la
limite est prise dans c^f. De même, on a

s(y)(expxî7)=^&(/),

avec y = (M, Q, y' = (u\ t') e U x R, /;' e K.
Utilisant la commutativité du diagramme Dl, on voit que t = tf. Alors :

&„ (exp U) = (p» b (exp x (7 ).
D'où :

Â^(expxZ) =^(Z)=(p^W pour Xe! et X=U.
dx

Enfin, on a

\x=o

b, (exp x T) (y) = ̂  (t + x) F (/) - (p, (f) F (}0

avec y == (M, Q, / = (u, t+x) e Ux R.
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D'OÙ :

—(A,(expx T)) = B,(T) =^^F.
dx ^o 8t

En résumé, on a

(5)

B,(U) =^B(U),
B,(X)=^(B(X), Xeî.

^„(^)=^çF„
Ct

Avec les hypothèses faites sur ((pj, il résulte de (3) et (5) que B^ tend vers B
simplement sur 9 lorsque n tend vers l'infini. D'autre part, on vérifie faci-
lement les égalités

(6)
b, (exp X) = U (exp t X) B, (X) dt,

Jo

b(expX) = U(exptX)B(X)dt.
J o

Alors, B^ tend vers B simplement implique que b^ = 8 F^ tend vers b
simplement sur un voisinage de l'élément neutre. Puis, grâce à l'identité
de 1-cocycle et à la connexité de (7, on en déduit que b^ converge vers h
simplement sur G. Mais, si une suite de cocycles converge simplement,
elle converge uniformément sur tout compact (cf. GUICHARDET [13].)
D'où ^ tend vers b dans Z1 (G, U) et le théorème en résulte.

11° Montrons donc que si F : UxT—^(T) est C°° sur Q (c/. 6°)
et vérifie

^Fe^f,

-^Fejf,
ôt

il existe une suite de fonctions ((?„), (?„ : R —> R telle que

(?„ C1 , sup^g | <Pn (0 | ̂  1, (?„ tend vers 1 uniformément sur tout
compact,

(p^Fe^f et -i^F-^F dansât
8t 8t

avec (?„ : U x R -> R, $„ (^ Q = (?„ (r).
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On introduit, pour n entier positif, la fonction

Y n : R ^ K >

définie par
[ YnCO^YnC-O'

7»(.0=1>
^(t)=l-K,

2(n+l)
-i\ ^(t)=K,r,

te(0,n~),

,((-n)2, (e(n,n+l),

te(n+l, co(,

avec
1 \22(n+l)

-K.=
• l+2(n+l)

On vérifie aisément que 7» est C1 avec

Yn(0=-Y»(-0,
YnO) = 0, te(0,n),

(e(n, n+1),

(e(n+l, oo(.

^ ((-")
Yn(0=-^

(n+1)2

7^(0=-x,r
En outre (Yn) vérifie sup^K ] Yn (0 | = 1> (Yn) tend uniformément vers 1
sur tout compact, et | Y, (0 | < 2 | r |~1 ̂  [->>,"] C^' f» e Ll W-

Enfin | YnCO | < -^n 1 1 \~1. Il sufiit de le vérifier pour te [n, n+ï ).
Or on a, pour te [n, n+1), Yn (0 ^ 0 :

,̂(,)-..,-,-..(̂ >.,-).0

et
y^+l)=X«/n+l.

D'où l'inégalité annoncée. Rappelons une inégalité de Hardy (cf.
HARDY [18]). Soit / mesurable /: R-^R^ On pose

0(x)= f(f}dt.

On a alors : rv^oo^^r'aa))2
(/(O)2^

J-00 J-00

(^ mesure de Lebesgue sur R).
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Revenons à notre problème : comme et Fe^f, le théorème de Fubini
montre que, pour presque t e R, on a

ue\J->F(u, OeL^U,^)®^^).

En changeant de variable, i. e. en posant t ' = Ï — Ï Q , u' = u, on peut sup-
poser F (u, 0) e L2 (U, du) (x) ̂  (V). Le problème posé est invariant par
le changement de variable. Or sur Q c U x R, on a

J'^
J o8x

Y,,(()F(M, t) = j,(t)F(u, 0)+y»(0 —F(u, x)dx.
Jo8x

Comme y,, e L2 (R, A) et F(u, 0) e L2 (U, du) ® .T (^), on a

Y»(()F(M,0)e^.

D'autre part, 0 < y, (?) ^ K^\ t\~1 implique :

k0)|2
U X R

^ f ^2
J U X R

J
t

-F(u
o8x

"{\'\ Jo

, x)dxe^
ôx

2

^(V)

i, X)

dudt

dx 1 dudt.
^(V)

En appliquant l'inégalité de Hardy, mentionnée ci-dessus, à

J(0= \\-F(u,t)
\\ot ^(V)

on obtient

\ |Y»0)i2 \to-F (u, x)dx dudt
J U X R J O C ? X? U X R

-•J,
^(V)

5.41C dudt < + oo,-F(u, t)
U X R \\8t ^(n

car ( 8 / 8 t ) F e^f. D'où, y^ Fe^f. De la même manière, on obtient :

^[-i^œM"1^^.
Alors de | y, (0 | ̂  2 [ ? -1 | 1^-^ (Q, on déduit que y, (Q F tend vers
zéro dans ^f lorsque n tend vers l'infini et donc :

/) <"î ^

- Yn (0 ̂  = Yn (0 F + y« (0 - F tend vers - F dans ^
St ôt 8t

((ïw) converge vers 1 uniformément sur tout compact).
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La suite y^ répond donc au problème posé. Ce qui achève la démonstration
du théorème.

COROLLAIRE V.2, — Les représentations factorielles non triviales de G,
résoluble connexe vérifiant Z1 (G, U) ^ B1 (G, U), sont exactement
(à quasi-équivalence près) les caractères unitaires non triviaux qui sont
quotient de la représentation adjointe de G dans [g, g]c.

Démonstration. — D'après le théorème V.6, il suffit de démontrer que
Z1 ((7, %) ^ B1 (G, ^), où ^ est un caractère unitaire non trivial de G,
si et seulement si, / est un quotient de la représentation adjointe de G
dans [9, g]c.

Comme la représentation adjointe de G sur [g, g]c est triviale sur le
centre de G, on se ramène, grâce au lemme V. 6, au cas où G est simplement
connexe.

Un caractère non trivial ^ de G ne contient pas faiblement la représen-
tation triviale. Donc B1 (G, %) = B1 (G, ̂ \ D'autre part, on a la suite
exacte *

O-^G^G, Gl.^-^^X^Hom^G, G], C),

où 7 est le caractère de G/[G, G] déduit de ^ par passage au quotient.
Partie « seulement si » du corollaire. - Supposons H1 (G, /) ^ 0.

Comme ^ est non trivial, H1 (G/[G, G], j) = 0, et l'on a

Hom^ ([G, G], C) ^ 0.

Soit donc / : [G, G] —> C, morphisme vérifiant

f(§xg-l)=f)c(g)f(x\ Vxe[G,G], V^eG. /nonnuL

Par différentiation à l'origine, on obtient un morphisme

n : [g,g]->C avec n(Adg X) = x(g)n(X),

VXe[g ,g] , V g e G .

On note nç le prolongement de T| à [9, g]c : Ker r|c est stable par Ad.
De plus, G agit sur [g, g]c/Ker r|c comme ^, ce qui achève la démonstration.

Partie «si» du corollaire. — Soit ^, un caractère unitaire non trivial
de G, identique à l'action adjointe de G sur [g, g]c/^ où V est un hyper-
plan de [g, g]c stable par Ad. G étant simplement connexe pour montrer
que H1 (G, ̂ ) est non nul, il suffit de prouver H1 (gc, vj ̂  0, où Vc est
la représentation de g^ dans [g, g]c/^ déduite de %. En fait, Vç est une
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forme linéaire (non nulle) sur gç. Soit D e 9c tel que Vç (Q) = 1. Notons r|ç
la projection [9, ôjc—^ [g, ô]^^ On vérifie aisément que

X-^'r\ç([Q., X]) est un 1-cocycle non trivial de Qç pour Vç.

Ce qui achève la démonstration. On déduit alors de GUICHARDET [16]
le résultat suivant.

COROLLAIRE V.3. — Les groupes de Lie résolubles connexes possèdent
la propriété (P ) de Guichardet^ i. e. toute représentation factorielle d'un/\
groupe de Lie résolubleconnexe, séparée de £ç dans G, a une î'cohomologie
nulle.

ANNEXE I

Une propriété des représentations des C*-algèbres de type 1

Soient A une C *-algèbre supposée de type /, n une représentation non
dégénérée de A dans un espace hilbertien séparable H, T un sous-ensemble
de A. On suppose qu'aucune sous-représentation de TT, associée à un pro-
jecteur central, n'a son support disjoint de T. Alors, pour toute suite (^)
de voisinages de T, on a

5(^Œ(n^)-,
où S (n) désigne le support de n dans À, et ~ l'opération de fermeture
dans A muni de la topologie de Fell.

Démonstration. — A étant séparable de type 7, en considérant la désin-
tégration centrale, nous avons

H = \° H fê) dQ (Ç), n = f e n (£) dQ (c),
I A J^

r© ^
= |7f fê)^9(Ç), ^i=|

où 9 est une mesure sur A, n (Ç) est un multiple de Çe^ . En outre,
S (n) = supp 9 où, par définition, supp 9 est le plus petit fermé de À de
complémentaire 9-négligeable. On peut supposer que la suite (^) est
une suite de voisinages ouverts de T. Alors, peur tout n, (^ ̂  est de
9-mesure nulle. En effet, si 9 ([ ̂ ) > 0, la sous-représentation de n

F®
dans H^ = K (Ç) d 9 (Ç) est une sous-représentation non nulle de TT

JC^-n

qui a son support dans [ ̂ ,,, donc disjoint de T. De plus, le projecteur
sur H^ est central ce qui est en contradiction avec les hypothèses. Par
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conséquent, 6 ([ ̂ ) = 0 pour tout n. Donc :

u^c^-ccrv'n)
est de 9-mesure nulle. D'où,

supp 9=S(7c)c:(fV^)-.
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