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PROBLÈMES D'ANALYSE GÉOMÉTRIQUE
LIÉS A LA CONJECTURE DE BLASCHKE (*)

PAR

RENÉ MICHEL

RÉSUMÉ. — Le résultat le plus important caractérise, dans le projectif réel ?„ (R),
les formes symétriques de degré 2 à intégrale nulle sur toutes droites projectives,
ce qui résoud infinitésimalement une conjecture généralisée de Blaschke; ce résultat
est obtenu comme cas particulier d'un théorème plus général concernant les pro-
jectif s complexes, quaternionniens et le plan projectif des octaves de Cayley.

CHAPITRE 1

Introduction

Un résultat essentiel de ce travail est une résolution infinitésimale
de la conjecture de Blaschke généralisée; le problème posé, en 1921,
par cette conjecture est le suivant :

Dans le projectif réel Pa (R), et plus généralement dans celui de dimen-
sion n, Pn (R), la structure canonique, est-elle la seule pour laquelle
toutes les géodésiques sont fermées et de même longueur TT ?

Pour ?2 (R), le problème a été résolu affirmativement, en 1963, par
L. W. GREEN [10] après de nombreux travaux.

La recherche de ces structures sur la sphère S^ remonte au moins à
l'école de HILBERT; en 1903, les surfaces de Zoll montrait l'existence
sur S-2 d'autres structures à géodésiques toutes fermées, de même lon-
gueur, que la canonique, et même d'une famille analytique de telles
structures issue de la structure canonique ([19] ou [l], p. 145).

En 1913, en recherchant toutes les variations à un paramètre, supposées
conformes, autour de la métrique canonique de 82, par des métriques
à géodésiques toutes fermées de longueur TT [abréviation m. g. t. f. (îr)],

(*) Thèse Se. math., Paris-VII, 1972.
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18 R. MICHEL

FUNK [9] montrait l'impossibilité pour ces variations d'être invariantes
par l'antipodie de S^ c'est-à-dire de passer à P^ (R) : il résolvait pour
cela le problème de la reconstitution d'une fonction paire sur S^ connais-
sant la valeur de ses intégrales sur tous les grands cercles, et proba-
blement était-ce le premier problème de transformation de Radon.

Si, pour n ̂  3, la conjecture généralisée de Blaschke reste posée,
elle est valablement renforcée par le théorème suivant :

Dans Pn (R), toute variation à un paramètre g\ par des m. g. L f. (n)
est triviale infinitésimalement, c'est-à-dire g\ est tangente pour À = 0 à
un transport de structure (d\)* g, les d\ étant des difféomorphismes
(théorème 5.1).

En fait, grâce au théorème du slice de EBIN [8], on voit que g\ et (c^)* g
ont un contact infini en 0.

La difficulté essentielle du théorème ci-dessus est rencontrée, après
linéarisation du problème, dans la caractérisation des tenseurs k, symé-
triques de degré 2, tels que pour toute géodésique f paramétrée par
son arc, on ait

(1) f\{fi.fl)dt=^
^0

Ces tenseurs sont rencontrés aussi dans la linéarisation du problème
de Pu [2]. On démontre ici le résultat suivant :

Dans Pn (R), les tenseurs vérifiant (1) sont exactement les dérivées de
Lie de la métrique canonique (théorème 3.1, cas réel).

La même caractérisation se pose pour les projectifs complexes Pn (C),
quaternioniens Pn (H), et le plan projectif des octaves de Cayley Pa (Ça),
pour lesquels la métrique canonique est une m. g. t. f. (T:).

On n'a obtenu, dans ces derniers cas, qu'un résultat plus faible qui
contient cependant le théorème précédent.

Soient dans Pn (K), avec K = R, G, H ou P^ (Ça), les tenseurs qui,
en restriction à chaque droite projective, sont des dérivées de Lie de la
métrique induite :

Ce sont exactement les dérivées de Lie de la métrique canonique
(théorème 3.1).

Ce théorème donne à son tour, dans Pn (C), Pn (H), Pa (Ça), le résultat
de rigidité infinitésimale suivant :

Toute variation à un paramètre, de la métrique canonique par des
métriques pour lesquelles les droites projectives sont à courbure constante 4,
est triviale au premier ordre (sans hypothèse de compatibilité telle que
hermitien, etc.) (théorème 5.2).
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CONJECTURE DE BLASCHKE 19

On a aussi dans Pn (G), Pn (H), P^ (Ça) des résultais de variation
triviale pour les m. g. t. f. (rr) vérifiant une hypothèse supplémentaire,
de parité (théorème 5.3) ou de conforme (théorème 5.4).

Il est donc naturel de poser les problèmes de rigidité globale corres-
pondant à ces résultats infinitésimaux.

La démonstration du théorème 3.1 nécessite d'importants résultats
d'analyse et de géométrie tels que certaines décompositions des tenseurs
symétriques de degré 2 (BERGER-EBIN [3]); l'injectivité de la trans-
formation de Radon pour les projectifs (résultats d'HELGASON et
SEMYANISTYI [11]).

Un problème de décomposition spectrale d'un opérateur elliptique
autoadjoint en restriction à un sous-espace invariant est aussi rencontré.

Enfin sont utilisés (bien qu'une démonstration élémentaire soit
possible) des résultats sur les invariants orthogonaux, pour exprimer
l'intégrale d'un polynôme tensoriel sur le fibre unitaire d'une variété
riemannienne à l'aide de traces du tenseur; cette expression, qui ne
semble pas explicitée dans la littérature, devrait être utile en géométrie
riemannienne.

La mise en œuvre de ces outils est longue et délicate; l'opérateur
laplacien A de LICHNEROWICZ [13] a un rôle important dans la démons-
tration, en particulier :

Si on appelle Geod la variété des géodésiques de Pn (K), elle a une
structure riemannienne naturelle, et si on note

î (y) = fk (Y (0, Y (0) dt, pour y e Geod
^ï^ï

on a la commutation

A)c=n(/c),
où D est le laplacien sur les fonctions de Geod.

Certaines propriétés des valeurs propres de divers laplaciens ont
aussi un rôle essentiel.

En résumé, ce travail se divise de façon naturelle en quatre chapitres,
le plus important étant le chapitre 3 :

Chapitre 1 : Introduction.
» 2 : Linéarisation de problèmes géométriques dans les pro-

jectifs et rigidité infinitésimale pour des structures
riemanniennes.

» 3 : Un problème d'analyse géométrique (théorème 3.1).
» 4 : Fin de la démonstration du théorème 3.1.
» 5 : Résultats et problèmes.
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20 R. MICHEL

Une partie des chapitres 2 et 3 a déjà fait l'objet de publi-
cations ([14], [15]).

Je remercie vivement M. BERGER et F. BOREL pour d'utiles discussions.

CHAPITRE 2

Linéarisation de problèmes géométriques dans les projectifs

2.1. Variations de métriques

Soient M une variété C", et -S2 (T*) le fibre sur M des formes bilinéaires
symétriques; on note Sym 2 = C30 (S'2 F*). Si g est un tenseur métrique
sur M, on appellera variation 0 de la métrique g une application

JxM-^CT*),
(À, x) -> g\ (x),

où 1 est un intervalle contenant 0, qui est de classe Cp en (À, x), de
classe C00 en rc, et telle que go = g; on impose aussi à g\ d'être une
métrique, ce qui est d'ailleurs réalisé si M est compacte et 1 assez petit.

En considérant l'espace JTl des métriques riemanniennes muni de la
topologie C00, on voit aisément qu'une variation g\ est Cp si, et seule-
ment si, l'application

1 -> 3Xi (C30) est de classe 0.
^ -> g\

2.2. Les structures à géodésiques toutes fermées et de même
longueur

2.2.1. — La connaissance des variétés possédant une métrique à
géodésiques toutes fermées de même longueur, TT par exemple, est un
problème difficile; pour une telle variété, on note M. G. T. F. l'ensemble
de telles métriques, et cet ensemble est stable dans ya par transport
de structure (voir en 2.4.1); les exemplaires connus sont, à isométrie
près, les sphères, les projectifs et les surfaces de Zoll, ou leurs analogues
en dimension supérieure à 2.

D'après le théorème de Green, l'ensemble M. G. T. F. est réduit à la
structure canonique pour P^ (R), alors que pour S^ cet ensemble contient
au moins une courbe issue de la structure canonique.

La méthode de Green est cependant bien particulière à la dimen-
sion 2 (voir [10] ou [l], p. 292).
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CONJECTURE DE BLASCHKE 2Î

Pour démontrer le théorème 5.1, énoncé dans l'introduction, et qui
supporte la conjecture de Blaschke pour n ̂  3, on commence par linéa-
riser le problème.

2.2.2. — On fait d'abord une étude locale autour d'une géodésique
fermée, sans autre hypothèse sur la variété riemannienne (M, g).

Soit f : R -> M, la géodésique fermée, de longueur T, paramétrée
par l'arc de longueur, de conditions initiales f (0) == m, f (0) = x.

Soit n = dim M. On considère des champs de vecteurs transportés
parallèlement le long de f: Xi (Q, . . . , Xn (t), formant une base ortho-
normée de façon que Xi (t) = f\ Notons B^çTM^ la boule ouverte de
centre 0, de rayon r, dans l'orthogonal de Xi (0) ==x. Il existe r > 0
et VcM, ouvert tubulaire autour de f, tels que l'application R xB,. -> V
définie par

9 (X1 ; X\ .... X^ == eXpy^i) (X2 Xa (x1) + . . . + X11 Xn (x1))

soit un difîéomorphisme local (système de coordonnées dit de Fermi).
On considère une variation C1 de la métrique g, soit À -^ g\ € 3Vi,

et on s'intéresse aux géodésiques f\ de la variété (M, g\) ayant les mêmes
conditions initiales que f = fo. On travaille en coordonnées à l'aide
de cp pour exprimer que chaque f\ est fermée, de longueur T.

L'équation des géodésiques de (M, g\) s'écrit :

(2.2.2.1) x{7 + ̂ x^xî =0 (1 ̂ j^n).

On a noté ^4 et (rc{) [resp. 1̂  et (a:Q] les symboles de Christofîel
et les coordonnées des géodésiques pour g\ (resp. g).

On étudie donc les solutions de (2.2.2.1) vérifiant les conditions
initiales

(2.2.2.2) (x{ (0)) = (0, 0, .... 0) et (^ (0)) = (1, 0, .... 0).

Par le théorème sur la dépendance des solutions par rapport au para-
mètre, on a : Pour a > 0, il existe un intervalle 1 (contenant 0 et non
réduit à 0) tel que les solutions de (2.2.2.1), ayant les conditions
initiales (2.2.2.2), existent pour ÀeJ, sur l'intervalle ( — a , T + a )
et sont telles que (x{ (Q) e ( - a, T + a) xB,,; de plus, (x[ (Q) dépend 0 -
de (À, t), et l'équation vérifiée par

[^(^L^))
s'obtient en dérivant (2.2.2.1) par rapport à À, et en prenant t == 0.
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En tenant compte de

(2.2.2.3) (xf (/)) = (/, 0, ..., 0), (^ (/)) = (i, o, ..., 0),

et puisque :T{, (t, 0, ..., 0) == 0, on obtient

^7 (0 + ̂  ?'1 (̂ i (0, . . . , xî (0)]^o = 0,
ou encore

A"/(0+^(f,0,...,0).A'(0+-?J((,0,...,0)| =0.
1 A —o

Le dernier terme est calculé dans [13] (p. 40) : en posant k = (àg^àl)^,

^ (TL) (t, 0, ..., 0) ̂  = |(- W ̂  + 2 V, k{) (t, 0, ..., 0).

D'autre part, il est simple à vérifier que le long de f,

Ri^ ̂ , 0, ..., 0) = ̂ r{\ (/, 0, ..., 0) (1 ̂ Z,j^n),

l'équation linéarisée de (2.2.2.1) s'écrit donc :

(2.2.2.4) h^' + R^ J'h1 = ^(V^ k,, - 2 Vi À-Q,

le premier membre est bien celui de l'équation de Jacobi, obtenue, elle,
en dérivant par rapport aux conditions initiales.

Pour j === 1, l'équation (2.2.2.4) s'écrit :

^ (0 = - iv1 ̂  ̂  o,..., G) = -1 ^{ ̂  (̂  o,.... o)},

les conditions initiales (2.2.2.2) imposant h1 (0) == h'1 (0) =0, il vient
en intégrant :

(2.2.2.5) ^ (0 - -\f ^11 (/, 0, .... 0) dt + ̂  (0, ..., 0).

2.2.3. Condition nécessaire de fermeture et longueur T pour f\. —
Soit À € J ; si t varie dans (0, T)J pour qu'on ait f\ (T\) == m, il faut
que T == T\. { g\ (x, x) }1/2, et aussi, par un argument simple de continuité,

(2.2.3.1) (4(r))=(T,o, ... ,0).

En dérivant (2.2.3.1), de classe C1, on a pour À = 0 la relation

(2.2.3.2) (/r (T)) - |̂  (0, . . . ,0)x(l ,0, . . . ,0)=(0, ...,0).

TOME 101 —— 1973 —— ?1



CONJECTURE DE BLASCHKE 23

D'après (2.2.2.5) et (2.2.3.2), on a la condition
T

(2.2.3.3) f k^(t,0, ...,0)dt=0.
^0

Remarque 1. — On n'a exploité (2.2.2.4) et (2.2.3.1), que pour j == 1;
en fait, on trouve la même condition (2.2.3.3) en se servant de 1 < j ̂  n.

Remarque 2. — On n'a pas utilisé pour obtenir (2.2.3.3) toute la
condition de fermeture, à savoir /\ (2\) = x, ni le fait que f (T) = x;
on peut donc énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.3. — Sur une variété riemannienne (M, g), soit
f: (0, T) ->M une géodésique paramétrée par son arc de longueur et telle
que f(0)=m=f(T).

Soit À —>- g\ une variation C1 de g.
Si les géodésiques f\ pour (M, g\) telles que f (0) == fi (0) repassent

en m, avec la même longueur T, on a

jT^'x^o, où k =[^]^
Remarque 3. — Cette condition peut s'obtenir par une méthode plus

variationnelle (Alan WEINSTEIN, non publié), et une étude analogue,
pour une sous-variété minimale assujettie à des conditions au bord et
à rester minimale pendant la variation de la métrique, donne une condi-
tion intégrale du même type.

2.2.4. — On voit qu'il est naturel pour une variété M, munie d'une
m. g. t. f. (T), d'étudier le sous-espace suivant de Sym 2.

DÉFINITION 2.2.4. — On note F l'ensemble des k tels que, pour toute
géodésique f paramétrée par son arc, on ait

T

Ç k (f, f) dt = 0.f k (/•;,/•;).
^O

PROPOSITION 2.2.4. — Pour toute variation C1 autour de g, soit g\,
contenue dans M. G. T. F., on a

W eFL^j^o6L <^ -h=o
Ceci est conséquence immédiate de la proposition 2.2.3.
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24 R. MICHEL

2.2.5. — Pour une (M, g) on a noté L le sous-espace de Sym 2 des
tenseurs qui sont des dérivées de Lie de la métrique g, c'est-à-dire

k e L si k == Lx (g), avec X e C00 (TM),

en coordonnées kij == Vz X/ 4- Vy X;.

COROLLAIRE 2.2.5. — Pour M munie d'une m. g. t f. (T), soit g,
on a Le F.

On peut en faire une vérification triviale par le calcul, mais une raison
géométrique est la suivante : soit k == Lx (g) et À —>- d\ le groupe à un
paramètre de difîéomorphismes qui induit X, donc tel que :

[^L-1'
chaque dî g étant une m.g. t. f. (T), il résulte de la proposition 2.2.4
que k est dans F.

Pour un résultat plus précis, voir [15], proposition 2.1.

2.3. Les métriqnes riemanniennes à «courbure projective»
constante dans les projectifs non réels

2.3.1. — II est classique (par exemple [11], p. 167) que sur Pn (G),
Pn (H), Fa (Ça) avec leur métrique canonique g, les droites projectives
sont des sphères de dimensions respectives 2, 4, 8 et à courbure cons-
tante + 4; de plus, sur le projectif complexe Pn (C), il est connu que la
structure canonique est la seule structure kàhlérienne à courbure holo-
morphe constante + 4.

On s'intéresse à l'ensemble Ac^îl des métriques pour lesquelles les
droites projectives sont à courbure constante + 4, sans hypothèse de
compatibilité de structures telle que kàhlérien ou hermitien; on doit
remarquer que A n'est pas stable dans Jll par l'action des difîéo-
morphismes.

2.3.2. Linéarisation dans A sur Pn (K), K ̂  JR.

DÉFINITION 2.3.2. — On appelle Fg le sous-espace de Sym 2 des k
qui, en restriction à chaque droite projective, sont des dérivées de Lie
de la métrique induite; c'est-à-dire : Soit S une droite projective
quelconque, l'inclusion canonique dans Pn (K), étant notée i, on a

i* k == Lx (i* g), où X est un champ C00 sur S.
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CONJECTURE DE BLASCHKE 25

PROPOSITION 2.3.2. — Pour toute variation C1, soit g\, contenue dans A,
on a

[àg^ p
L^ko^

Démonstration, — Chaque S munie de i* g\ est à courbure constante 4;
il existe donc une famille À •-> r\ de difféomorphismes de S tels que

(2.3.2.1) i* ̂  == rî (i* (7).

On peut assujettir les r^ à être C1 par rapport à À : on reprend pour
cela la démonstration de la rigidité des structures à courbure constante
(par exemple [12], p. 262), on fixe un point Xo dans S; siexp),(resp. exp)
est l'exponentielle en Xo de i* g\ (resp. i* g), en posant r\ === exp o exp^\
on définit une isométrie locale que l'on peut étendre et qui convient.

On dérive (2.3.2.1) :

^^l*^)]^==^(rî(l*^)=7^)1 -^(^a*^))^,
JÀ==0 t/A

le second membre est bien une dérivée de Lie de i* g dans S, et le premier
membre n'est autre que i* [(àlà^) g\]\=o.

c. Q. F. D.
2.3.3. PROPRIÉTÉ. — Sur Pn (K), on a, a priori, LcFj^cF.
L'essentiel est que les droites projectives S sont totalement géodé-

siques dans P^(K); dans ce cas, si Y est un champ sur Pn (K), on a
i* Ly (g) = Lx (i* g), où X est le champ sur S qui est la projection
orthogonale de Y, donc LcFj^.

D'autre part, pour toute géodésique /, soient S la droite projective
qui la contient, et k un élément de F^; d'après le corollaire 2.2.5,
appliqué sur S, on a

f i*k(f^f,)dt=0, donc kçF.
^0

C. Q. F. D.

2.4. Sur la rigidité infinitésimale de certaines structures géo-
métriques

2.4.1. — On utilise ici des résultats de EBIN [8] et de BERGER-EBIN [3]
pour préciser la situation de rigidité infinitésimale que l'on rencontrera
au chapitre 4, et concernant les problèmes précédents. On rappelle ces
résultats rapidement.

Soit M une variété compacte, C30, sans bord. On a posé

Sym 2 = C00 (S2 T*) == ULo ̂  (S2 F*).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



26 R. MICHEL

C'est un espace de Fréchet pour la topologie C00, dans lequel l'espace Dîl
des métriques riemanniennes est un cône convexe ouvert. Si on fixe
une telle métrique g, on note < , > le produit scalaire global des sections,
relativement au produit scalaire local et à la mesure Vg associée à g,

h,k^== fh^k^u,,
JM

d'où Sym 2, muni de < , >, est un espace préhilbertien.
Plusieurs décompositions de Sym 2, orthogonales pour < , > sont,

données dans BERGER-EBIN [3] et celle qui s'avère essentielle au cha-
pitre 3 est la suivante : Les opérateurs différentiels

ô* : C00 (T*) -> Sym 2,

Ç -> ^ Lx (g), avec X et ^ duaux par g
et

à : Sym 2 ->C-(T*),
k -^ ÔÂ-, avec ÔÂ-, = — W k^

(dont le premier est à symbole injectif) sont adjoints formels, et on a
la décomposition :

Sym 2 == Ker ô C L ([3], p. 382),

où L == Im ô* est l'espace des dérivées de Lie de la métrique g.
Le groupe des difféomorphismes de M, soit d3, agit sur ya par trans-

port de structure : (^, d) -> d* g; on note 0 (g) l'orbite de g,
0(g) = { d * g \ d ç ^ } c 3 n .

Comme il est naturel, l'espace tangent en g à 0 (g) est L.
EBIN a montré, dans [8], l'existence au voisinage de g d'une sous-

variété S de JU, transversale aux orbites de CQ (un « slice ») et homéo-
morphe à un voisinage de 0 (g), la structure de g, dans l'espace Jîl/d?
des structures riemanniennes sur M; l'espace tangent à S en g n'est
autre que Ker à.

2.4.2. — On dira qu'un sous-ensemble Ç de 3\t est rigide au premier
ordre si :

« Pour toute variation C1 de la métrique g contenue dans ^, on a
[^/^À])^o€L. ))

LEMME 2.4.2. — Soient S un slice, et Ï, un sous-ensemble de DTi, rigide
au premier ordre. Pour toute variation C00 de g, soit r\, contenue dans Ç n -S,
on a V n > 0, r '̂i -oL aï J,=, - "•
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CONJECTURE DE BLASCHKE 27

Démonstration. — Soit n entier tel que V m, 0 < m < n, on ait

r^t -oL ^m j^o "
On applique la formule de Taylor à l'application À -> ̂  sur (0, Ào )

à l'ordre n + 1 dans C^ (52 T*), pour V q; on a donc dans Sym 2 :

^ = 9 + ̂  À: + ̂ +1 / W, avec À: = 1 r^t •
n î L ̂  J),=o

On se restreint à 1 == (0, a(; on pose ^ = À^, pt.e (0, 6(, avec b == ̂
et p^ = ^i/«, chaque p^€Sym2, et la variation

( ,̂ .r) -. p^ (x) = g (x) + ̂  k (x) + ̂ +1^ / (^/n) (x) e -S2 (T*),

est C1 sur (0, b[.
En reprenant la définition de la topologie de DR, on voit que l'appli-

cation ^ -> pp, est dérivable en 0, à droite, et de dérivée k; puisque
p^€5, d'après [8] (p. 30) et [3] (p. 384), on a 8k = 0. L'hypothèse de
rigidité impose donc JcçLnKerô = { 0 { , et le lemme en résulte.

2.4.3. — Donnons une formulation indépendante du slice.

PROPOSITION 2.4.3. — Soit Ç un sous-ensemble de OU, rigide au premier
ordre et stable par (^. Pour toute variation C06 de g, soit g\, contenue dans ̂
il existe une famille de difféomorphismes de M, soit À -> d\ e ̂ , de classe C00,
telle que

Vn^O, [^(g,-dîg)] =0.
L UA J ^=o

En d'autres termes, g\ est un transport de structure à une varia-
tion, infiniment plate en g, près.

Démonstration. — Ceci est conséquence rapide du théorème du slice
([8], p. 30-33) : un slice S existe tel que, pour chaque g\ e 3\t, il corres-
ponde i\ e S et d\ ç. CD tels que g\ = d^ (r\), Fo = g, do = identité.

En suivant sa démonstration, on voit que l'application À-^d^e^
(muni de la topologie C00) est de classe C00.

Il en résulte facilement que À -> r^ = (d\1)* g\ est une variation C00

de g. De plus, r\ e Ç n S : car, d'une part r\çS, et d'autre part r\ est
dans l'orbite de g\, qui appartient à l'ensemble stable Ç.

Donc, d'après le lemme précédent,

->'>• [^L-»-
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En dérivant n fois dans g\ = d^ (r\) :

^dî^-^
il reste pour À == 0 :

[^L-t^L-
C. Q. F. D.

Remarque. — II serait intéressant d'examiner le cas de variations
analytiques en À (en supposant éventuellement aussi, les métriques ^
et la variété M, analytiques). Si l'on montrait dans la proposition 2.4.3
que <ç g est analytique en À, on aurait un résultat local.

CHAPITRE 3

Un problème d'analyse géométrique

3.1. Le théorème principal

On a défini F^, en 2.3.2, pour K == C, H ou Ça; on remarque que F^
a aussi un sens pour cette définition, et que F^ == F : en effet, sur Pn (R),
dire que k est, en restriction à chaque droite projective, c'est-à-dire^
à chaque géodésique, la dérivée d'un champ X tangent à cette géodé^
sique revient à dire que i* (k) (t) est la dérivée ordinaire de la fonction
Tr-périodique X (t), et ceci équivaut à la condition d'intégrale nulle.

On a vu, en 2.3.2, que, a priori, LcF^cF.
Dans la suite, on démontre le résultat suivant.

THÉORÈME 3.1. -- 5l sur Pn (K), K == R, C, H ou P, (Ça), muni de
sa métrique canonique g, on pose

L = { Lx (g) \ X champ de vecteurs C30},
( y71 }F == ^ kç. Sym 21 V /, géodésique paramétrée par Parc : \ k (/*;, /';) dt = 0 ̂
v v 0 )

FK = îes tenseurs de Sym 2, qui, en restriction à chaque droite projectiue,
sont des dérivées de Lie de la métrique induite :
on a

L=F^
en particulier sur Pn (R) :

L=F.
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COROLLAIRE 3.1.1. -— So it ^ le sous-espace des tenseurs de F, sur Pn (K),
qui sont pairs en restriction à chaque droite projective, on a

^cL.

On peut donner une définition en apparence plus faible de l'espace jFg
pour K ̂  R en imposant à ses éléments d'être localement des dérivées
de la métrique induite, en restriction aux droites projectives. En fait,
sur la sphère Sq canonique (q ̂  2), un tenseur qui est une dérivée de
Lie locale de la métrique est une dérivée globale : on peut recoller les
champs locaux à l'aide d'isométries infinitésimales (voir CALABI [6], p. 158),
ce qui est évidemment faux pour Si, puisque, en restriction à une courbe,
tout élément de Sym 2 est localement une dérivée de la métrique induite.

3.1.2. « Esquisse analyse » de la démonstration du théorème 3.1. —
La démonstration du théorème 3.1 contient celle qu'on a faite dans [15]
pour Pn (R) ; étant toutefois plus longue et plus technique, on en donne
ici une « esquisse analyse ». Après les préliminaires 3.2, on montre deux
faits essentiels :

— l'espace jF est orthogonal à R g (lemme 3.3);
— pour Pn (K) l'espace F est stable par l'opérateur A (lemme 3.4);

plus précisément, on a la formule de commutation des laplaciens 3.5.3,
où intervient la variété des géodésiques, munie d'une métrique natu-
relle; il en résulte que A induit un isomorphisme de F sur F (prop. 3.5.8).

Un argument fondamental aussi est la décomposition de BERGER-
EBIN : le théorème 3.1 équivaut ainsi à ce que F^r^Ker ô = 0.

Au lemme 3.5, si /ce FK n Ker ô, on a tr k == 0 (on arrive à passer
du global au local par transformation de Radon en se concentrant
•sur tr À: et A tr k, et on peut conclure grâce à des inégalités sur les
valeurs propres du laplacien).

Au paragraphe 3.7, il intervient Pk, la partie « pure » du tenseur k,

(Pk) (x, x) = - tr^ k.g (x, x), où q = dim^ K;

Pk est un tenseur; on l'exprime à l'aide de la courbure (3.2.4.2).
Au lemme 3.7, si kçF^^er ô, on a AP/c = (2 q (n + 3) — 8) Pk.

Pour Pn (R), Pk = k, et le théorème en résulte rapidement.
L'argument important est que les dérivées de Lie de la métrique

sur toute variété riemannienne à courbure scalaire constante sont solu-
tions d'une certaine équation du deuxième ordre; en utilisant cela sur
des sous-variétés totalement géodésiques pour le tenseur induit, on
arrive, par des calculs locaux, à l'équation vérifiée par Pk; on pose

A =FK^k e r^ = ̂ K^^^kertr
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et
B == Fnkerônkertr.

Au lemme 3.7.6, si P (A) ̂  0, alors 2q(n +3) -8 est dans le
spectre de A^, la restriction de A à B, qui est un isomorphisme. Ceci n'est
pas une conséquence évidente de 3.7 car, d'une part P n'opère pas
dans F, et d'autre part B n'est pas un sous-espace complet de Svm 2
muni de < , >. r j ,

Au paragraphe 4.1, pour une métrique sur M qui est une m. g. t. f.,
les éléments de F vérifient une inégalité quadratique obtenue en inté-
grant sur le fibre unitaire U l'inégalité de Wirtinger (principe du
minimum pour un cercle). On doit savoir pour cela exprimer l'intégrale
sur la sphère Sn canonique d'un polynôme T (x, .... a-) en fonction de
la forme multilinéaire T (prop. 4.2.1).

On en déduit alors que le spectre de A^ est minoré par 4 (qn + 4),
et il résulte du lemme 3.7.6 que P (k) = 0 pour kç A.

Au paragraphe 4.9, si k e A, on obtient finalement k = 0 par la méthode
locale de 3.7 et en exploitant tr k = 0 et Pk = 0, le théorème en résulte.

3.2. Quelques propriétés nécessaires

3.2.1. Rappels sur les laplaciens. — Pour une variété rieman-
nienne (M, g), on sait que l'opérateur de dérivation covariante
V : C00 (T;)-^00 (T;+i) est à symbole injectif; soit V* son adjoint
formel.

Comme dans [13] (p. 25) ou [3] (p. 386), on pose

A == V* V : C30 (T7;) -> C' (T;).

En coordonnées avec la convention d'Einstein (qu'on emploie suivant
le contexte) :

(v.o;::-:;:=-v-^^,
(^—-v-M;:::;.

le laplacien A : C00 (TQ --. C00 (T;), introduit par LICHNEROWICZ dans [13]
(p. 26) et qui généralise le laplacien de de Rham sur les formes anti-
symétriques, s'écrit :
(3.2.1.1) A = A + K ,

où K est un opérateur d'ordre 0, donc un tenseur, défini à l'aide du
tenseur de courbure.

A et A sont autoadjoints, elliptiques (fortement pour A) et préservent
les symétries; ainsi, dans la suite, A et A désigneront ces opérateurs
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agissant sur Sym2; dans ces conditions, K s'écrit :

(3.2.1.2) Kkab = p./ H + p,/ ki - 2 R^y Tcv,

où Jî désigne le tenseur de courbure, p celui de Ricci.
Pour k e Sym 2, on a les commutations :

(3.2.1.3) t r A / c = A t r Â : = t r A Â : ; tr.K7c=0,

la trace étant prise relativement à g, et A : C00 (M) -> C30 (M) désignant
l'opérateur classique de Laplace-Reltrami.

3.2.2. Sur la commutation de Ricci des dérivées. — On rappelle pour
un tenseur de degré 2 l'identité de Ricci :

(3.2.2.1) Va Vb k^ - Vb Va k^ == Rabu1 kl^ + Rabv1 kni.

En particulier, en courbure constante 'k :

(3.2.2.2) Va Vbkab — Vb Va ^ab == ^ (hb — kaa\

D'autre part, on rencontre dans la suite la fonction sur M :

(3.2.2.3) VaVb kab — Ve1 Va ̂  (convention d'Einstein),

qui s'écrit aussi : V* V* k + A tri'c; un fait essentiel est que, si la fonc-
tion courbure scalaire T = R;/^' est constante, toutes les dérivées dispa-
raissent dans (3.2.2.3) lorsque k == L,x (g), le champ X étant quelconque.
Ceci s'explique en considérant une variation de métrique g (avec go = g)
telle que [àg\l()^]\^o = k; la variation de la courbure scalaire T^ vérifie
en effet (voir par exemple [13], p. 43) :

(3.2.2.4) r^1 = V* V* k + A trÂ: - fcy pv.
|_ Oh ^\-=o

Soit d\ le groupe à un paramètre de difîéomorphismes induisant X;
pour tout point p de M, ^g (d\ (p)) = T^* (p) = ^g (p); en particulier,
si la variété est d'Einstein, avec p = a y, on a donc, pour kçL :

(3.2.2.5) V*V*k+Mrk=^iTk.

3.2.3. Définition et hérédité des projectifs. — Soit K l'un des trois
corps R, G, H, et q = dim^ K.

On munit K"4-1 de sa structure d'espace vectoriel à droite,

X 7 = (Xi, . . ., Xn) ̂  = (Xi À, . . ., Xn )̂,

du produit hermitien :
<^ !/>=IL=i^^»
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et du produit scalaire
< ̂  Y >R == Re < a;, y >.

Les projectifs Pn (K) sont définis comme quotients de K^ — j 0 }
par l'action multiplicative (à droite) du groupe K — j 0 } ; ils ont une
structure naturelle de variété C00 réelle, de dimension çn, et on a la
fibration principale :
(3.2.3.1) 5y_i -> Sqn^ -^ P. (K),

où Sqn+q-i est la sphère unité dans R^-4-1) ̂  K^1, et Sq^ le groupe
des unités de K.

Ceci est classique [voir : CHEVALLEY, Theory of Lie groups, p. 9-18
et STEENROD, Thé topologg of fibre bundies, p. 105].

Notations. — Pour mçSqn+q-i, on écrit TT (m) = m\ II résulte
de (3.2.3.1) que le tangent en m' à Pn (K) s'identifie au quotient de
(m Sq-i)xm1-, où m1- est l'orthogonal de m pour < , >, par la relation

(m À, t) ̂  (m y., s) si, et seulement si, / À-1 = s -̂1 ;

la classe des (m À, t À) est notée (m, t)\
Le produit scalaire <( f, s ̂  est invariant par l'action de Sq-i :

2 < n , s À > R = < n , s À > + < s ^ n > = r < ^ s > À + ^ < 5 , o ? i
=I«/ ,5>+<S,0)À==2l</ ,5>B^=2<f ,5>R.

A cause de la commutativité, <( t, s ^>c est invariant par Si, il n'en
est pas de même de ^ t, s )>H.

Dans F,,,. (Pn (K)), on a le produit scalaire canonique :

(3.2.3.2) g ((m, t)\ (m, s)-) = < /, s >g,

et une notion de 'Krdépendance (et 'K.-indépendance).
Si K = R ou G, on a un produit par un scalaire canonique dans l'espace

tangent en m' :
(m, /)• x a = (TU, f a)',

car, grâce à la commutativité,
(m À, t À)' X a = (m 7, < À a)' = (m À, Z aÀ)* = (/n, < a)*,

d'où, dans T,̂ . (P^ (G)), la structure d'espace vectoriel, complexe.
Cette multiplication n'a pas de sens pour P^(H); cependant, si

(m, t), (m, s) sont K-dépendants, c'est-à-dire si aeK existe tel que
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t = s a, alors
< À = s À (À-1 aÀ) ;

d'où la notion de K-dépendance pour (/n, t)' et (m, s)*.
Notons (abusivement pour les quaternions) K x la classe des vecteurs

K-dépendants de x dans T^. (Pn (K)).
Il est clair que TS.X est un R-sous-espace, de dimension q.

(3.2.3.3) Base adaptée : Soient Xi, Xz unitaires en m, avec x^ ortho-
gonal à K Xi :

g (x,. Xi) = g (x^ x.) = 1, g (x^, K x^) = 0.

On vérifie que K x^ est orthogonal à K Xi pour g.
On a donc, en itérant, une somme directe orthogonale pour g :

T,n.(Pn (K)) == Kx, ©.. .© K.r,,
avec .r, = (m, ti)\

Si on prend une base orthonormée (rc) = rr/, ..., ̂ ) pour chaque K Xj,
les ^n vecteurs (rrj), l^s^^, l^j^n forment une base dite adaptée
de T,, (P. (K)).

(3.2.3.4) Hérédité des projectifs : Soient (1, l'a, ..., iq) une base ortho-
normée de K sur R, et (1, l'a, ..., iq') une base d'un sous-corps de K,
soit K7 (^ = 1,2 ou 4 et g' ̂  g).

Considérons l'inclusion : K^'-^ x K^' -^ K71'-4-1 x K^-^ avec n'^n.
On note U (n + 1, K) le sous-groupe de G (n + l» K) laissant <( , )>

invariant dans K^'; c'est le groupe orthogonal, unitaire ou symplec-
tique; le sous-groupe, qui laisse K'71^1 invariant et K^^' fixe point par
point, s'identifie à U (n1 + 1, K').

Appelons (d, ..., e^+i) la base canonique de K^1.
Si p est l'action de U (n + 1, K) sur Pn (K) donnée par

P (^) = (Œ (^-n))'»

on a, d'après la caractérisation connue des projectifs comme espaces
symétriques,

U (n, K) U (1, K)———> U (n + 1, K)-^->P, (K)
Î

^h ^î" . î'5
Î7 (n', K') (7 (1, K')-^ U (n' + 1, K')-^?^ (K')

où ii, (2, l'a, 14, I'B sont des inclusions.
Pn, (K') est ici défini comme sous-espace symétrique de Pn (K) : c'est

donc une sous-variété totalement géodésique de Pn. (K) (voir [12], p. 234 .
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Posons
x, = (en+i, Ci)-, . . . , x'{' = (en+i, Ci î )-

Xn- == (ên+i, en')\ ..., x^ == (e î, en, i^)'

dans l'espace tangent en e\^.

Le tangent à Pn' (K') en e^i n'est autre que

(3.2.3.5) £=R^®. . .®R<©. . .®R^©. . .©R^; ,

la somme étant orthogonale pour b, et on a donc :

exp,^ E = P,/ (K').

Soient maintenant m* quelconque, et des vecteurs tangents
[Xf == (m, Ç)-] (l^s^', l^Z^n ' ) extraits d'une base adaptée;
avec la même notation que (3.2.3.5), on a encore :

(3.2.3.6) exp^.£ est un projectif Pn, (K7) pZon^e géodésiquement.
Pour voir cela, on se ramène dans la base canonique, à l'aide d'un

élément de U (n + 1, K), c'est-à-dire une isométrie de Pn+i (K).

Cas particuliers :

— Si q' = 1, n' = 1, exp^.Ra; est une géodésique, sous-variété
isométrique à Pi (R); elle est donc fermée, de longueur TT.

— Si q1 = 1, n' = 2, exp^. (R ^j 4- R ̂ ,), avec ^. (x,, x^) = 0,
et Xi orthogonal à K^ est un projectif P^ (R) géodésique dans Pn (K).

— Si ç' == ç, n' = 1, exp^.Krr est isométrique à Pi (K), et il est
classique que Pi (K) est une sphère à courbure constante 4 de dimen-
sion q; c'est la droite projective définie par m et t, où x == (m, f)\

(3.2.3.7) Conséquence : courbure des projectifs : Soient Xi et x... d'une
base adaptée en m*.

— Si Xi^Kx2, on a R(xi,Xz)Xi =4^2.
— Si Xi J_ K x^, on a jR (xi, 0:2) x^ == x^

Ces relations sont vraies, en effet, avec la courbure R de

exp,^. (R x, ® R x^)

qui est donc dans les deux cas, à courbure constante; étant de plus
géodésique dans Pn (K), les relations valent avec le tenseur jR (par
exemple [12], II, p. 58). On déduit aisément aussi que VR == 0 par un

, argument analogue.
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(3.2.3.8) Cas de P-s. (Ça) : Pour l'algèbre à division des octaves de
Cayley qui n'est pas associative, on n'a pas de notion usuelle de projectif,
mais l'espace symétrique compact de rang 1, F^/Spin 9, de dimension 16,
noté Pa (Ça).

Pour x unitaire au point p, on note ici Ça x l'espace engendré par x
et l'espace propre de dimension 7 relatif à la valeur propre 4 de l'endo-
morphisme autoadjoint

U->R (x, U) x.

L'espace propre relatif à la valeur 1, de dimension 8, est de la
forme Ça y, et on a

Tp (P, (Ça)) = Ça x © Ça y.

On vérifie encore les propriétés (3.2.3.6) en utilisant un plongement
de Spin 3 dans Fi,.

(3.2.3.9) Pour le projectif Pn (K), qui est d'Einstein, l'expression du
tenseur de Ricci est

p = [(n + 3) q - 4] g.

En fait, pour une base adaptée (X;), on a, d'après (3.2.3.7),
p (X;, X;) = S, g (R (X, X,) X, X;) = [(n - 1) q + 4 (q - 1)] g (X,, Xy),

p et g étant symétriques, l'égalité en résulte.
3.2.4. L'opérateur P de moyenne projectiue dans Pn (K). — Pour

/ce Sym 2 et X€ Tj, {Pn (K)), posons

(P^(X,X)=Jtr^^(X,X).

(3.2.4.1) PROPRIÉTÉ : Pk est un tenseur de Sym 2. — II n'est pas
évident, a priori, que la fonction homogène de X, de degré 2, définie
par Pk (X, X) soit de classe d [et donc soit une forme quadratique
dans Tp (Pn (K))].

— Pour K === R, P est l'identité.
— Pour K == C, en appelant J l'opérateur de la structure complexe,

on a
(Pk) (X, Y) = ^ [k (X, Y) + k (JX, JY)].

— Pour K == H, on a aussi trois anti-involutions locales Jj, Ja, J^
de r(P/,(H)) telles que

(Pk) (X, Y) = ^[k (X, Y) + k (J , X, J , Y)

+ k (J, X, J , Y) + k (J, X, J , Y)]

définit globalement un élément de Sym 2 (pour ceci voir [5], p. 53-56).
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En fait, on a une expression simple de P à l'aide du tenseur K
(déf. 3.2,1.2).

Soient Xe Tp (Pn (K)), et { X,}, 1 ̂  i ̂  qn, une base adaptée telle
que {Xi, ..., X y j c K X .

On a
(J )̂ (X, X) = 2 2, p (X, XQ /, (X, XQ

- 2 S,, ; g (R (X, X,) X, X,) k (X,, Xy).

D'après (3.2.3.7) et (3.2.3.9),

(Kk) (X, X) = 2 [(n + 3) q - 4] 1, ̂  (X, X,) /c (X, X.)
-2 2, <7 (R (X, X.) X, X,) k (X,, XQ

=2[(n+3)g-4]/c(X,X)
- 2^K^ (R (X X) X, X,) ̂  (X,, X.)

- 2 ̂ IKX ^ (̂  (̂  X) ̂  X-) ^ (X,, XQ;
(K )̂ (X, X) = 2 ((n + 3) ^ - 4) k (X, X)

-8[g.P/c(X,X)-/c(X,X)]
- 2 [tr /c.^ (X, X) - q.Pk (X, X)]

et donc Pk (X, X) est une forme quadratique; d'où, en particulier
pour P, (Ça), la relation entre tenseurs symétriques :

(3.2.4.2) Pk = ^-[2 (n + 3) qk - 2 tr kg - Kk].

(3.2.4.3) LEMME. — P est un projecteur dans Sym 2, autoadjoint, qui
commute avec K, à et A.

— P^ == p résulte de la définition; on a aussi tr Pk = tr k et Pg == g.
— <PÂ-, A > =<À- , PA> résulte de (3.2.4.2), puisque K est auto-

adjoint.
— PK == KP se voit sur (3.2.4.2), car tr Kk = 0 = Kg.
— Ï K = = K Ï se vérifie sur la définition de K (3.2.1.2), puisque

V f i = 0 .

3.3. Lemme. — Soit une variété M munie d'une m. g. t. f. (ir), soit g.
L'espace F (définition 2.2.4) est orthogonal à R g dans (Sym 2, < , »,

c'est-à-dire
V^eF, < A , f f > = ftr^=0.

^ M

Soit le fibre U des vecteurs tangents unitaires de (M, g); il a une struc-
ture riemannienne naturelle et donc une mesure associée (voir par
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exemple [l], p. 163) invariante par le flot géodésique. Dans cette situa-
tion, on sait qu'on a une fibration localement triviale de U sur la variété
Geod (M). Comme la mesure de U passe à la base, l'intégrale de la forme
quadratique k (x, x) est nulle sur U, puisque nulle sur les fibres (défi-
nition de -F). On reprend la fibration de U sur M; l'intégrale sur la fibre

sphère U,n, en chaque point m de M, vaut f k (x, x) Vg^ == a (tr k)^
^Um

où a est le volume de la sphère canonique Sn-i divisé par n = dim M;
d'où f tr kVg = 0.

J M
C. Q. F. D.

3.4. Lemme. — -Sur Pn (K), avec sa métrique canonique qui est une
m. g. t. f. (7r), on a A.F c F, où A est le laplacien de Lichnerowicz, agissant
dans Sym 2. De plus, A respecte la somme directe F = (FnKer à) Q) L.
[Définition de A en (3.2.1.1), de F en 2.2.4.]

3.4.1. — On considère sur Pn (K) une géodésique f (fixée) telle que
f(0)==m, f (0) == x, unitaire; c'est donc une fonction Tr-périodique.

Soit { Ui == x, Uî, ..., Uqn} une base adaptée en m, donc formée de
vecteurs propres de Y -> R (x. Y) x; soit Ui(t) le champ obtenu par
transport parallèle de Ui le long de f.

Si on appelle Pi le plan engendré par x et Ui (i > 1) par (3.2.3.6),
exp^ P; est une surface totalement géodésique à courbure À; (la valeur
propre correspondant à Ui, valant 1 ou 4).

Laissant toujours i > 1 fixé, on considère la famille à un paramètre de
géodésiques autour de f, définie pour (/, u)e ( — 7:/2, 7r/2) X ) — a, a( par

cp (/, u) == exp^ tx (u),

avec x (u) = x cos ^A; u + Ui sin ̂  u € P,.
Chaque géodésique t-> ̂  (t, u) est donc paramétrée par son arc de

longueur; on note cp* (/, u) son vecteur tangent en t.
On considère la fonction énergie associée à la 2-forme symétrique k

et à la variation cp, soit

<3.4.1.1) E, (u)= f k (cp- (/, u), 9- (/, u)) dL
^—r^/î

On calcule (d2 Eildu2) (0).

Puisque cp (/, u) c Si, en notant i l'inclusion Si c-̂  P^ (K), on a

k (cp- (/, u), cp- (/, u)) = f* ^ ((f^ cp- (/, u), (f^ cp- (/, u))

et on calcule donc (d2 Eildu2) (0) sur Si.
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Soient, dans P,, rouvert Y == { ) - Tr/2, 0(u)0 , 7 r / 2 ( } x ) - a , a(,
et le système de coordonnées polaires V->^(V)cSi.

La métrique induite sur V s'écrit :

ds2 == cp* (g) == dt2 + sin2 y/^ / du\

En posant 1 et 2 pour t et u, les symboles de Christofîel non nuls sont :

1^2 == — V^ sin \/7.i t . cos \/^ /,
p, /. cos \/I, /
^i = V^-———7^-'sin \/Âi t

^/•i
De plus, on a E, (u) = ^ A-n (/, u) dt (en écrivant encore À: pour i* Â-).

^—TÎ /S

On a donc

^-n^")^-"-
Cafcu; de [( /̂̂ u--) A-n] (f, 0) :

(̂  A,^ (f, u) = V, A-,, + 2 ri, ki, = V., /c,, + 2 r?, fc,,,

(^^)(^)=^(V..^)+2r^^(A,,),

(^A") (t' ") = v2 v2 kl1 + n2 v< ̂ " + 2 r/2' v2 /c/l

+2TÎ,,[V,k^+Tl,,kl,+Tt,,ku],

(^2fcl l)(/ '")=v2v2All+^"vl/cl• +4^^ v^"

+ 2 ^ 2 , ^ 2 , f c , + 2 ^ • ^ ^ „ A • . „
(^A-i,^,u)=V,V,A-u

— y/^, sin ^À, t cos \/X, f Vi kn — 2 À, cos2 y/À, f / fn

. /- cosy/^f cos-2 V^ f „
T^ 1 V "•' ————;=—— * 2 "12 T' ^ Al ————————— K.22.sin \/î.i t sin2 ^Âi (

Puisque on a (àfàu)^^ = sin^/Tif Ui (f), on voit que

^ <'•0) -t/'" (̂  <%• .̂ r, %)= t " " ̂  <'»•t'1 <'»».
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de même

^w'o)-^^k^^^)
=Vk(U,(f), Ui(t); 17, (0).

Finalement, pour tç ) — Tr/2, 0( u )0, 7r/2(, et en posant U, pour U, (f)
O'^l),

^/c« (f, 0) = sin2 \/X, f (V,, V^. A) (!7., £/0

- v/À, sin y ,̂ f cos \/îi t (Vp, /c) (t/i, [7,)

+ 4 v/À7sin v/U cos y/^ ( (Vy. A) ((7i, [7,)

- 2 À, cos2 y^ ( fc (Ut, [/,) + 2 ̂  cos2 ̂ l, t k (Us, Ut),
donc

(3.4.1.2) ̂  (0) =f"' \ (sin2 v/^( (Vy. V(, A) (£/„ (7,)

" " + [4 (Vp;/0 ((7i, t/,)
- (Vp, k) (Ui, t/i)]. i/Ï, sin v/X, ( cos v/À, t
+ 2 ̂  cos2 y/^ f [ft (£/„ !7.) - k (U,, U,] rfQ}.

L'opérateur V est ici celui de différentiation covariante dans Si, et k
est écrit pour i* Je : puisque S, est totalement géodésique, l'expression
est la même si l'on considère V comme la dérivation covariante dans Pn (K)
et k avec sa signification de tenseur sur Pn (K).

3.4.2. — On fait le même raisonnement avec la géodésique l, définie
par l ( t ) = f(t + (ïr/2 v/7,)) et avec les champs

[MO = u' (t+ 2^r} ^(0 = r(o = ul ('+ 27^}\ ^ V ^ y \ 2 v/À;/

On obtient l'expression correspondante :
//2 17 /^A

(3.4.2.1) d^(0)=/ {(sm2^f(V„„V^/c)(^,^)
t /— 71/2

+ V^i sin \/^i t cos \/^i f
x[4(Vp,,/c)(t7.*,!7,*)

-(V^A)((7i,, [/„)]

+2À,cos2v/I,f[A(l7.,, [/„)
-k(U^, U^)]}dt.
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En faisant le changement de variable s == t + (7r/2v^), et en gardant
les mêmes bornes puisque l'intégrant est Tr-périodique, on obtient

(3.4.2.2) ^(0)= r^{cos^v/Ï;5(V^V^7c)(^, U,)
«^—TI/S

— \/ïi sin \/ïi s cos ^/À; s

x[4(Vu,k)(U,,U.)
-(Vu,k)(U,,U,)]

+ 2 ïi sin2 y/^ s [A: (U., U.) - k (17,, (7,)]} ds.

On écrit les équations (3.4.1.2), (3.4.2.2) pour chaque i > 1, et
on fait la somme des 2 qn — 2 équations obtenues : on a donc

(3.4.2.3) 2C^(0)+^|iî(0)

= f {S?" (Vp. Vu. k) (U,, U,)
^—'ÎT/2

+ ̂ rg(R(U^ Ut) U,, Ui) (k(Ui Ui) - k(U,, U,))} dt.

On remarque que l'expression du deuxième membre a un sens, et est
nulle pour i = 1. On trouve donc :

£Fi (Vt/, Vu, k) (U,, t/i) = (tr VV k) (U,, U,) = - ïk (U,, U,);

de même,

l£=l ^liïi (kîi — l̂l) == î,i^i,/^qn R\i\j kij — pu Â-n,

où p désigne le tenseur de Ricci; puisque pour les projectifs p = À g,
(3.4.2.3) s'écrit finalement :

(3.4.2.4) 2-^-{^(0)+^(0)}

/ÏTC _
= ^ {AÂ:(£A, U,)+2^^^^fk^-2^^^^R^,ki,}dt.

^0

On reconnaît dans (3.4.2.4) l'opérateur A de Lichnerowicz.
On a donc la formule, dans laquelle Ei, E^ sont définis à l'aide des

champs Ui (t) le long de la géodésique f :

(3.4.2.5) ^\k(f^ f;)dt == - s^^j^(O) + ̂ (O)}.
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Donc, si kç F, E, (u) == 0 == £:,* (u), d'où

r"^ A/c (^/, f't) dt = 0 (pour chaque géodésique f),
^o

et par conséquent ^kçF.
c. Q. F. D.

3.4.3. L'opérateur A respecte la somme directe : F = (FhKer ô) © L.
— En effet, si k e L, A: = Lx (g), soit en coordonnées ki; = V; X/ + V/ X;;
d'après [13] (p. 28-29), sur une variété à tenseur de Ricci parallèle,
AV X = V AX, d'où il résulte :

M.x(g)==Ux(g) et ALcL.

De même, soit kçF et ôk == 0, on a vu que .\kçF et, d'après [13]
(p. 28-29), on a aussi ô AÂ: = A ^k, donc AÂ-eFnô-1 (0).

3.5. La variété des géodésiques orientées pour une variété
munie d'une m. g. t. f. (7r).

3.5.1. — Le deuxième membre de (3.4.2.5) conduit à l'étude de la
variété des géodésiques de Pn (K) et, plus généralement, d'une variété M
munie d'une m. g. t. f. (n), soit g.

On appelle Geod (M) (ou Geod) l'ensemble des géodésiques orientées
de M, c'est-à-dire l'ensemble des sous-variétés géodésiques de dimen-
sion 1, munies d'une orientation : il est donc formé des orbites du fibre
unitaire U sous l'action du flot géodésique, et a ainsi une structure de
variété de dimension : 2 dim M — 2.

Pour y e Geod, le tangent en y à Geod, soit î\ (Geod) s'identifie
naturellement aux champs de Jacobi normaux à y (voir [16], p. 80-81).
Pour réaliser l'identification, on fabrique une carte de Geod autour
de y en faisant une tranche dans U à l'action du flot géodésique (ortho-
gonalement au vecteur xçU, x tangent à y); dans une trivialisation
de cette carte, une courbe, issue de x, s'écrit : t -> {0.1, Vi) avec 0.1 ç. carte
de M, i^çR*11"1717, qa, (pt, Vf) == 1 et (ao, Uo) == image de x dans la
trivialisation.

En dérivant pour t == 0, on a ainsi le vecteur tangent le plus général
de î^ (Geod); ce vecteur s'écrit dans la trivialisation (do, Uo; a\, v^)
avec Qa, (^o, y'o) = 0 et Qa, (^o, a'o) == 0-

On définit un champ de Jacobi normal unique W le long de y en posant
W (0) = a'o, V.r W = y'o, et on vérifie bien que ce champ ne dépend pas
de la trivialisation choisie, d'où l'identification.
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On a, sur Geod, une métrique riemannienne naturelle en posant

V V, We Ty (Geod) ̂  champs de Jacobi le long de y :

^(V,W)=JJ^(V,,W,)^.

On voit que g est invariante par les isométries (rigides) de (M, g).

3.5.2. La variété Geod pour Pn (K). — Dans ce cas, Geod est un espace
homogène puisque SO (n + 1) [resp. U (n + 1), Sp (n + 1)] agit tran-
sitivement sur le fibre unitaire de Pn (R) [resp. Pn (C), Pn (H)], donc
aussi sur Geod. Notons G (n + 1) l'un des groupes précédents.
D'après (3.2.3.4) appliqué avec n' ==1, q' = 1, la géodésique f de
condition initiale x = (m, t)9 est l'application

u -> TT (m cos u + / sin u)çPn (K).

Dans une base (m, t, e-,, . . . , Cn+i) de K714-1, orthonormée pour < , >,
un système de coordonnées homogènes pour f est donc :

u -> (cos u, sin u, 0, . . . , 0).

Le groupe d'isotropie de l'élément de Geod paramétré par /, lorsque
G (n + 1) agit dans Geod, est donc le produit direct de deux sous-
groupes; l'un est isomorphe à G (n — 1), il invarie l'orthogonal de { m, /1 ,
l'autre est formé des matrices :

( s cos a — s sin a 0 \
M (s, a) == s sin a s cos a 0 ), où || s [| == 1, a ç R.

0 0 l /

Si K = R on a immédiatement pour Geod l'expression :

50(72-^80(2) = la variété de Grassman

des 2-plans orientés de R^'.

Autrement, soit l'homomorphisme (s, a) -> M (s, a*), où a = (a + 2 TT Z)
Son noyau est le groupe r == { (1, 0*), (— 1, TT') }; d'où les expressions
pour Geod :

U(n+l)- Si K = C, U(n - l ) x { l / ( l)xSO(2)j /r
______Sp (n + 1)- Si K = H

'9 Sp (n - 1) x { Sp (1) x SO (2) }/r'

(3.5.2.1) Pour P^ (K), Geod a une structure presque complexe naturelle,
pour laquelle la métrique invariante g est hermitienne : Soient y e Geod,
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et f une représentation paramétrique de y par l'arc de longueur /, l'orien-
tation de Y correspondant à / croissant; on reprend la base

i U , ( t ) ^ r ( t ) , U,(t), . . . , U,n(t)\

définie en 3.4.1.
Les champs de Jacobi définis le long de y, à l'aide de /, par

W, (f (0) == U, (0 sin ̂  / (2^i^ qn),
^(fW= U,(t)cos^t

forment une base orthonormée de Ty (Geod).
Si on pose Jy (W;) = W^, et Jv (W,*) == — Wi, on définit bien un

automorphisme de Tv (Geod), indépendamment de la géodésique orientée f,
qui vérifie

Jï = - I.

De plus, ^ ( J . (V), ^ (W)) = ̂  (V, W), d'où ^ est hermitienne.
C. Q. F. D.

Ces remarques sont peut être utiles, puisqu'elles donnent des condi-
tions nécessaires sur Geod, pour la conjecture de Blaschke généralisée.

3.5.3. Une formule de commutations des laplaciens. — Considérons
l'application linéaire :

Sym 2->CX (Geod),

k->îi: JC(Y)=J;C(Y;,Y,)^.

Pour vérifier que ^eC^Geod), on repère les géodésiques voisines
de Y,) par un vecteur unitaire u == u (y); la dépendance des conditions
initiales entraîne que le vecteur y' (f) dépend C30 de (t, u); de plus,
A- : T (M) -> R, où k (u) = k (v, v) est C°° ; donc k (y;, y;) dépend C30

de (/, u), et par conséquent f k (y^, y^) dt est C00 en u. Notons que

l'espace F est le noyau de cette application.

THÉORÈME 3.5.3. — Pour un projectif canonique Pn (K), si A est le
laplacien généralisé de Lichnerowicz, et D le laplacien sur les fonctions
de la variété riemannienne Geod (Pn (K)), on a la formule :

V À: e Sym 2, A^ = n (^).

On doit prouver que le deuxième membre de la formule (3.4.2.5)
n'est autre que n (^). On utilise la caractérisation suivante du laplacien :

Si N est une variété riemannienne, p un point de N, (Vi, ..., Vi)
une base orthonormée de TNp, et (p, les géodésiques telles que cp, (0) = V,,
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pour une fonction difîérentiable 6 sur N, on a

(A9),=-2^^^(6ocp,)(0).

Soient encore y e Geod, et y une représentation orientée de y; on consi-
dère la variation u -> 9,(u) de 3.4.1 avec

cp, (u) (f) == exp//, ^ (n; cos \/^ u + L^ sin /̂T, u)

comme une courbe dans Geod.
Avec cette notation, la fonction Ei définie en (3.4.1.1) s'écrit :

E, = k o cp,..

Avec la géodésique Z, définie par l (f) = f(t + (7r/2v/^-)), on a de
même

£\* == ^ o cp,*.

Puisque le vecteur tangent en u = 0 à cp; (resp. cp;*) dans Geod est
le champ de Jacobi Wi (resp. W;*) défini en (3.5.2.1), il suffit donc,,
pour avoir la formule de commutation, de vérifier le lemme suivant :

LEMME 3.5.4. — Pour les Pn (K), les courbes u —^ ^i(iï) avec
i € { 2, . . . , nq, 2*, . . . , (nq)* } de R dans (Geod, g ) sont des géodésiques.

On montre que cp === cp/ est critique pour la fonction énergie.
On se donne une variation autour de cp, à extrémités fixes, par une

application de classe C1 :

^ : [0, TT] x [0, uj x [- £1, sj -̂  Pn (K),
(t, U, £) -^ ^ (t, U, £) == Cp, (/, U),

telle que :
1° V (u, s), la courbe t -> ̂  (/, u, s) est une géodésique paramétrée

par son arc;
2° V (/, u),

3° V (/, £),

^(/,u, 0)=cp(/ ,u)=cpo(/ ,u) ;

^ (/, 0, £) = 4. (t, 0, 0) = 9 (/, 0),
^ (/, Ui, s) = ̂  (t, 11,, 0) = cp (/, u,).

Pour tout (u, s), le champ / -^ (à^fàu) (f, u, 0) est de Jacobi; on peut
choisir ^ pour qu'il soit normal à t->^(t, u, s) : en efîet, ce
champ est périodique, donc sa composante sur (ô^lôt) (t, u, z) est
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une constante h(u,£); on redresse ce champ de Jacobi en prenant
/ ^u \

^ ( t - 1 h (u, s) du, u, s) .
\ ^o /

On considère l'énergie de la courbe s -> ̂  dans Geod :

E(^=f^{^9^:)du'

où (^u) c^ est le champ / -^ (^/^u) (/, u, s) qui est de Jacobi et normal,
et

-/ à à \ 2 r " I M à^ \
^-ôn ̂  ou ̂ ) = ï j, ̂  ̂  "' £)' ̂  (̂  "' £)) ̂

d'où

'̂ '̂ [..M...,̂ ^""''1^*'-'̂ "'"'

On calcule la variation première : (d/de) [£ (cp,)],^.

L'intégration par parties est classique et les extrémités étant fixes,
il reste :

^ [E (cp,)],,o = ̂  f g (^ (t, u, 0), V,,,/̂ (,,,o) à- (t, u, 0)) du dt
-(O,^)^((),7ï) v- oru /

et d'après 3.4.1 :

^^/ôu(w^(t, u, 0) = V^/^(/,^^(/, u)

== - y/^ sin v/À; / cos ̂  tô- (t, u).

Or le champ / -. (^/^) (f, u, 0) est de Jacobi, et puisqu'il est pério-
dique, sa composante sur (ô^fàÏ) (t, u) est une constante A (u), donc :

^ [E (?0]£=o = + ^ ̂  ̂ f sin \/À, ^ cos y/À, / A (u) diz d/ = 0.
(0, Mi) X (0, 71 )

Le lemme en résulte ainsi que la proposition 3.5.3.

3.5.5. Formule de commutation pour les fonctions. — On considère
l'application linéaire : C00 (Pn (K)) -> C00 (Geod), définie par cp -> Ç, et

?(ï) = f^dt= f 9(y(0)^.
^y ^o
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Si on applique la formule 3.5.3 à un tenseur conforme 9 g, on a
immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.5.5. — Si A (resp. n) est le laplacien sur les fonctions
de Pn (K) (resp. Geod), on a

VcpçC^M), A $ = D ( ^ ) .

Pour ?2 (R), cette formule coïncide avec celle de [11] (p. 170, th. 5.1).

3.5.6. Conséquence pour les spectres de A et n. — Soient cp ̂  0 une
fonction propre de A, À la valeur propre correspondante, on a

À? = ̂ ? = H = a ($),
et À sera valeur propre de D si on est assuré que $ ̂  0; ceci est consé-
quence de résultats sur la transformation de Radon (voir [11], p. 165) :

Pour un projectif ou une sphère, il correspond à chaque point p une
variété antipodale A^, pour une sphère, Ap est le point antipode de p,
et, pour Pn (K), Ap qui est l'ensemble des points à distance 7r/2 de p
est un P/,_i (K) plongé de façon totalement géodésique.

L'ensemble i des variétés antipodales A^ == H est muni d'une façon
naturelle d'une structure difîérentiable et métrique qui rend P,, (K)
et 1 isométriques. A chaque fonction /•eC00 (Pn (K)), on associe
feC-^par

H cl, f(H)= ff.
^ii

II est remarquable, d'après HELGASON et SEMJANISTYJ ([11], p. 170)
que l'application f --.f soit un isomorphisme linéaire, la connaissance
de f permettant la reconstitution de f :

Supposons Ç = 0; si on applique le lemme 3.3 pour M == A au

tenseur conforme cp g, il vient ftr (cp g [//) = 0 = fcp, soit ^ == 0
^ii JH

et donc par l'isomorphisme, cp = 0.

COROLLAIRE 3.5.7. — Sur Pn(K), si q? et À sont fonction et valeur
propres de A, alors Ç et À son^ fonction et valeur propres de Q ; donc pour
Zes spectres :

S p A c S p D .

3.5.8. - On a vu que, pour les Pn (K), on a AFcF; en fait on a le
résultat suivant :
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PROPOSITION 3.5.9. — L'opérateur A^ est un isomorphisme de F sur F.
— A/,- est injectif, car KerA = R g et R <ynF == ( 0 j ; en efîet, si

A Â - = = O , <A/c ,A:> = = < A Â : , Â : > + < ^ ^ , ^ > - O ; or <A/c ,À :>^0 et,
en courbure sectionnelle positive, <( Kk, k )> ̂  0 (^oir [3], p. 388) avec
<( JC/c, Â:)> == 0 implique k == ^ g ' , donc AÂ" === 0 entraîne kçï{ g.

— ATT- e5f surjectif : puisque A est elliptique, on a la décomposition
orthogonale de Sym 2,

Sym 2 = A (Sym 2) ® R ^ ([3], p. 389).

Soit kçF; comme F est orthogonal à R ^ (lemme 3.3), on a

k==^h;
avec les notations de 3.5.3,

k=^h==0
et par le théorème 3.5.3,

D ( A ) = 0 ;

puisque Geod est compacte, la fonction h est constante sur Geod.
D'où

h == Cte = a g,

et

h — a g == 0 c'est-à-dire h — a. g ç. F

k == A (7l - a (/).
C. Q. F. D.

3.6. Étude de F^ sur Pn (K).

LEMME 3.6. — Pour kçF^nl^eT^, on a tr k = 0.
Soit JîeZ (voir 3.5.G) un hyperplan projectif quelconque de Pn (K),

et soit i l'inclusion H c^ ?„ (K).

3.6.1. H est totalement géodésique dans Pn (K), et puisque H est iso-
métrique à Pn-i (K), on considère les espaces F correspondant à H
et Pn (K), respectivement Fn-i et Fn, et les opérateurs :

A^_i = A^_i + Kn-ï, ^n==^n+ Kn.

Soient pç.H, et N l'espace normal en p à Tp (H). Soit (Xi, ..., Xy(^_i)
une base orthonormée de Tp (H); (Xç(n-i)+i, ..., X^n) une base ortho-
normée de N avec encore q = dima K.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



"48 R. MICHEL

3.6.2. Sous-lemme. — Pour kçF, H cl, on a

f i A,tr Je - 2 g (n - 1) tr k + S -̂ix,,,̂  V, V. kn} == 0
^ H

(pour la mesure riemannienne de H).

Démonstration de 3.6.2. — Par le lemme 3.4 et 3.6.1, on a
JeeF. => i*JeeF.-i => A,_i(i*Je)eF,_,,
kçFn => A.JeeF, =» i*(A,Je)eF,_,,

d'où il résulte, par le lemme 3.3 :

<3.6.2.1) 0 - f tr k = f tr (i* k) = f tr (i* A, Je) = f trA,_, (i* Je),
l//^ (K) l/^ ^Jï ^Jï

où tr k [resp. tr (i* k)] est une fonction sur Pn (K), (resp. Jf), et est rela-
tive à la métrique g (resp. i* g).

On a, en p, grâce à 3.6.1, la relation

<3.6.2.2) i* (A, k) + i* tr^ (VV k) = A,_, (i* k)

avec, pour 1 ̂  i, j ̂  q (n — 1),

i* tr.v (VV k),, = ï^^n-w V, V. ̂ ,

on voit, sur la relation (3.6.2.2) que i* tr^ (VV k) est une forme bilinéaire
sur Tp (H), indépendante de la base de N choisie.

On introduit A et K (au lieu de A) dans (3.6.2.2) :

(3.6.2.3) i*(A,/c) -i*(Knk) + i* tr^ (VV k)
= A,_i (i* k) - Kn_, (i* k).

D'après (3.2.4.2), on a pour Knk et Kn^ (i* k) :

Kn k == 2 (n + 3) qk - 2 tr kg - 6 q P, (̂ ),

(3.6.2.4) i* (X, Je) = 2 (n + 3) ci* Je - 2 tr Â-i* ^ - 2 gi* P, (k),

(3.6.2.5) Kn-, (i* Je) = 2 (n + 2) gi* Je - 2 tr f* Jei* ^ - 2 g P,_, (i* Je).

On prend la trace dans la relation (3.6.2.3) relativement à la
métrique i* g de H, et on intègre cette égalité sur H (avec la mesure
riemannienne).

En tenant compte de (3.6.2.1), il reste :

f tr (i* tr,v VV Je) + tr [Kn^ (i* Je) - i* (K, Je)] = 0.
JH
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D'après (3.6.2.4), (3.6.2.5), (3.6.2.1) et de ce que

i* p, (k) = P,_, (i* Je),
on a

(3.6.2.6) f { t r (i* tr^r VV/c) + 2 q (n - 1) t r / c} == 0.
^jf

En commutant V et contraction, on peut écrire :

(3.6.2.7) 2^-ixa^VaVatr/c
== ^l^^<7^,y(^—l)<û'^7^ VUE Va A/z

== tr (l* tr^y VV k) + I,q(n-/i}<i^qn,q(n-l}<a^qn Va Va Â-«.

On a aussi, à cause de 3.6.1, en tout point de H :

(3.6.2.8) A/, tr À- == A^_i tr k \n - Sy^-ix^^Va Va tr 7c.

D'après (3.6.2.7) et (3.6.2.8) et puisque f A^_i trk\n =0 comme
JH

intégrale de toute divergence, on a, en portant dans (2.6.2.6) :

(3.6.2.9) f{A,,trÂ:+^^-i)<a,^^VaVa^ -2q(n - l ) i r k } = 0.
^ H

Ï.6.3. Calcul de A = ^(n-i)<a,b^qn Va Va ̂ . — On utilise pour
cela l'hypothèse Ô À - = O ; ceci est équivalent à V ôk antisymétrique
(la partie symétrique de V ôk n'est autre que ô* ô/c et, si ô* ô/c == 0,
alors < ô* ÔÂ:, /c > == I I ÔÂ- |[2 = 0).

Pour chaque vecteur de base Xa :

V ÔJC (Xa, Xa) = Va Ô/Ca = 0 = Sî ^n Va VA ^a,

on pose

-B = ̂ q[n—\}<ia,b^qn^ a^ b^ab == — ïi(f(n—l)<,a^qn,l^b^q(n—l)\'a^b^ab'

On commute les dérivées Va V^; d'après la commutation de
Ricci (3.2.2.1),

B = -Sy(n-i)<a^n,l^^(n-l)V6VaÂ:a6 + q (n - 1) tr À: ~ qiî tr (l* /C).

La sommation A s'écrit trivialement :

A = J3 — 2y(n-l)<^,^^ (Va V& /Caé — Va Va hb) = B — D.

En posant
E == — 2^y(7i—i)<ff^^»,l^&^y(^—l) VA Va ^aA»
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on a donc :

(3.6.3.1) A ==E +q(n -l)trk-qn tr (i* k) - D.

En portant (3.6.2.9), et tenant compte de (3.6.2.1), on a le résultat
suivant :

3.6.4. f { ^ t r k - q ( n - l)irk+E - D } = 0.
JH

3.6.5. Sous-lemme : f E = 0. — Considérons pour cela la forme
JH

linéaire cp sur Tp (H), définie par

? (Y) = S<^-ix^(V^ k) (X,, Y),

cp est bien définie, indépendamment de la base orthonormée de N, puisque

cp = i* (an k) — <^_i (i* /c), à cause de 3.6.1.

On vérifie alors que E == ôÇ, S désignant l'opérateur de divergence
sur les 1-formes, dans H.

On a
— OC? = Si^^^-i) ^6 96 = I;i^^y(n-i) (VA-/, ^) (X^),

où V est la dérivation covariante dans H.

On étend les champs X^ [ ^ ^ b ^ q ( n — l ) ] autour de p en des
champs X^, en leur imposant sur H, d'être tangents à H et de rester
une base orthonormée; on étend les champs Xa [q (n — 1) < a^qn]
de Np d'abord dans H parallèlement le long des géodésiques issues de p;
soit Xa des extensions au voisinage de p.

On a alors :
(VjCfe ?) (X&) == ̂ (n-l)<a^qn V& Va kab

puisque

(Vx, Vx, ̂  (X., X,) = Vx [(V^ k) (X,, X,)] - (Vv^^ ̂ ) (X., X,)

- (V^ /c) (V^ X, X,) - (V^ k) (X,, Vx, X,),

avec VA, X = 0, pour q (n — 1) < a ̂  qn, 1 ̂  b ̂  q (n — 1).

D'où

^^-i)<a^n (Vx, Vx^ k) (X,, X^) = Vj,, [cp (X&)] - 9 (Vx, X,)
=(^)(Xz,) d'après 3.6.1.
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On a donc E == §cp et l'intégrale d'une divergence étant nulle, 3.6.5 en
résulte.

3.6.6. Calcul de D, pour kçF^, avec

D == ïiff(n-î)^a,h^qn (Va V& kab — V^ \a ^6&).

Pour Pn (R) (ç === 1), ce terme est nul; pour K ̂  R, c'est pour
calculer D que l'on a besoin de l'hypothèse d'appartenance à Fg-

Considérons expp N : c'est une droite projective, donc une sphère ^,
de dimension q, à courbure 4, qui est totalement géodésique.

Soient j : S^ c^ Pp (K), j* k = h et V la connexion induite.
Puisque S^ est totalement géodésique,

-^ == ̂ q{n-\}<^aJ^fjn \^ a VA ^& — Vr< V^. A^)

donc û = ô ôA + A tr h (la barre indique une opération dans S,,), or
k^FK signifie que h est une dérivée de Lie de la métrique j* g sur S,/,
donc, d'après (3.2.2.5), on a

D = 4 (g - 1) tr h
et en revenant à k :

(3.6.6.1) D ==4 (^ - 1) (tr/c - tr i*/c).

Il reste finalement dans 3.6.4, d'après 3.6.5, (3.6.6.1), (3.6.2.1),

(3.6.6.2) (VJfei), [ { A^t r /c - (q (n + 3) - 4) tr k } = 0.
^jf

Donc d'après (3.6.6.2) et, grâce à l'injectivité de la transformation
de Radon ([11], p. 170), rappelée en 3.5.6, on a

(3.6.6.3) ^ n t r k - ( q ( n +3) -4 ) t r^=0 .

Mais (3.6.6.3) est de la forme A^ tr k — a tr k = 0, et p == a g, avec
a =q(n +3) -4 (3.2.3).

D'après [4], (p. 179), la première valeur propre du laplacien sur les
fonctions, soit Ai, est telle que

(3.6.6.4) 7^——^a>a.

Il en résulte que tr k == 0.
c. Q. F. D.

Remarque, — L'idée d'utiliser la trace et le laplacien dans la démons-
tration précédente, démonstration qui ne paraît pas heuristique, se
trouve cependant dans l'analyse du cas le plus simple, celui de Pa (R)
(voir [15]); les difficultés supplémentaires sont surtout techniques.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



52 R. MICHEL

3.7. Lemme local. — Sur Pn (K), K = R, C, H et Pa (Pa) si on
pose h== Pk (définition 3.2.4), pour kçF^r^ Ker ô, on a Ah = (6 ç— 8) h
ou encore AÀ == [(2 n + 6) ^ — 8] A.

3.7.1. — On commence par démontrer 3.7 pour P^ (R); le résultat
est en effet utilisé dans la démonstration pour Pn (K), et d'autre part
l'idée de la méthode y apparaît. Soit kçF^ = F et soit ôk = 0. Soit une
base orthonormée (Xi, X.) de Tp (P^ (R)).

Comme au 3.6.3, on écrit :
(E,) V ô/c (X,, XQ = 0 == Vi V, A-n + V, V2 k,,,
(E,) V ̂  (X.., XQ == 0 = V.2 Vi A-,2 + V.2 V.. ^2.

Puisque tr k = 0 (lemme 3.6), on a

(3.7.1.1) V i V i t r A : = V i V i A : u + ViVi / c , , =0.

En formant (E^ — (E,), et utilisant (3.7.1.1) :

A/c.,. + Vi Va À:2i — Va V, Â-p. = 0.

Étant en courbure constante 1, par commutation de Ricci (3.2.2.2),
on a

A/C,, + Â-22 —— ^11 = A/C22 + 2 /C,2 == 0,

donc, V X, (ïk + 2 k) (X, X) = 0, et parce que M + 2 k est symé-
trique : Âk + 2 /c == 0 (condition cherchée), d'où les valeurs propres
de A étant positives : k = 0.

Donc, puisque F == (F n Ker ô) çj) L, on a le théorème 3.1,
pour Pi (R).
(3.7.1.2) Pour P, (R), F = L.

Remarque. — En fait sur une surface compacte quelconque, les deux
conditions tr k = 0 et ôk === 0 entraînent k == 0, d'après [3] (p. 388).

3.7.2. Démonstration du lemme 3.7. — Soient xç. Tp (Pn (K)), et la
décomposition T, (Pn (K)) = Tp (P,_i (K)) © K x. Soient (Xi,.... Xy(,_i))
une base orthonormée de Tp (Pn-i (K)), et (Xy(^_i)+i, . . . , X,,n} une
base orthonormée de Krc.

On écrit encore que V Sk est antisymétrique :

(E,) (V ô/c) (X, XQ = 0 = ̂ a^n Vi V, ̂ ,

(Eq(n-\.)) (V Ô/C) (Xy(^_i), Xy (n—i)) == ît\^a^qn ̂ q(n-l) Va ka,q(n-i),

(Efj(n-i)+i) (V ÔÂ') (Xy(^_i)+i, Xy(^_i)+i) == ^^a^qn ^q(n—\)-^-i V^ À'rt^^_i)^_i,

(E^n) (V ÔA:) (Xy^, X^) = ̂ a^n Vqn ̂ a ka,qn.
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Puisque tr k = 0 (lemme 3.6),

{3.7.2.1) Sy(^—l)<a^7^ Va Va tr K == 0 = ̂ q(n—ï)<^a.^,f/n,i^b^qn Va Va "'66*

On forme (£1) +.. . + (^(n-i)) - ((£'</(n-i)+i) +. . . + (^)); en
tenant compte de (3.7.2.1), et en ajoutant et retranchant l'expression

^\^ci-^.b^q {n—ï) Va Va kffî)9

on obtient

(3.7.2.2) ^..\^a^.qn,\^b^<i (»—!) Va Va Kbb

+ 2^-lXa,^^ (Va Va hb — Va YZ, kab)

+ 2l^a,6^y(n-l)(Va ̂  b kab — Va Va fo,Z,)

+^^a^q(n-i},q(n-i)^b^qn(^a^bkab—^b^akab) == 0.

On calcule les termes de cette relation.
Puisque tr k = 0 :

A tr k •== 0 == — ^^a^qn,\^b^qn Va Va k^b,

donc
^l^a^qn,ï^b^<f{n—i) ^a ^a ^bb '^ — ^^a^qn, q {n—\}<^b^qn^ a va K-bb

== ^q(n—l}<^b^qn ̂  "'66*

(3.7.2.3) Chaque terme des trois autres sommations se calcule bien
pour la raison suivante : soient Xa et X&, où 1 ̂  a ̂  b ̂  qn, deux
vecteurs de la base choisie, P le plan engendré par Xa et X^ (sur R),
et Sa, b = S = exp^, P.

Si Xa et Xb sont K-dépendants, S est une 2-sphère totalement géodé-
sique (en abrégé T. G.) à courbure 4, et en restriction EL S, k est une dérivée
de Lie de la métrique induite (en effet, c'est vrai sur exp^, K Xa, par
hypothèse, et S y est T. G.). Si Xa et X& sont K-indépendants, S est
un projectif Pa (R), T. G., à courbure 1, donc k est encore en restric-
tion à S une dérivée de Lie comme conséquence de (3.7.1.1).

Pour le calcul de la deuxième et la troisième sommation dans (3.7.2.2),
on se sert donc de (3.2.2.5) en calculant chaque terme

(V<, Va hb — Va V& kab) + (V& V& kaa — V& Va ha)

avec la connexion induite sur S == Sab-
On a ainsi :
^(n-i)<a,b^<yn(^a^ahb — Va V& kab) == — 4 (̂  — 1) ̂ q{n-V}<b^qn hb

et après calcul :
Sl^a, b^q(n-ï) (Va Vft kab — Va Va hb)

= [(n + 2)q — 4]^^^{n-i]kbb == — [(n + 2)q — 4]S<7(^-i}<^^^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



54

Pour

R. MICHEL

A — ^l^a^q(n-l),q(n-ï)<:b^qn (V'a VA A-^ -— V& V^ Â:̂ )

d'après Ricci, (3.2.2.2), et R^ == 1,

A =2l^^^-i),^,i)<^^(Â^ — Â^) == qn^^-i^b^qn^i7i Kbb

(car tr /c = 0).

En récapitulant dans (3.7.2.2) :

(3.7.2.4) I,(^)<^A^ + (8 - 6 q)^^^^nh, == 0,

d'où on a, VrreTP^(K),

PAÂ: (rr, x) = (6 g - 8) PÂ: (̂ , rc),

^ étant symétrique : P AÂ: = (6 ^ - 8) Pk, et d'après (3.2.4.4),
APÂ: =(6^-8) PÂ-, donc,

(3.7.2.5) Ah = (6^ — 8)/î, avec h = Pk.

On introduit A == A + K; on a vu (3.2.4.2) que

Kh ==2nqh —2 tr /^,

et puisque t rA == 0 = tr/c, (3.7.2.5) s'écrit :

(3.7.2.6) AA=[ (2n+6)g-8 ] /L

C. Q. F. D.

3.7.3. — On a, à ce stade, le théorème 3.1 pour K = R.

THÉORÈME. — Pour P^ (R), on a FnKer ô == { 0 }, c'est-à-dire F == L.

Pour K == R, on a P = Id, FR = F, donc dans (3.7.2.6),

(3.7.3.1) M+2k=0,

et puisque A est un opérateur positif, k == 0.
c. Q. F. D.

3.7.4. COROLLAIRE. — Appelons F' le sous-espace de Sym 2, sur la
sphère Sn munie de sa structure riemannienne canonique, des tenseurs à
intégrales constantes sur les grands cercles, IP celui des tenseurs impairs
par l'application antipodale, et Lp celui des dérivées de Lie de g qui sont
paires. On a la somme directe orthogonale :

F' = R g ® L, © JP.
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Démonstration. — Soit P l'espace des tenseurs pairs, on a d'abord

F'^F'nP)®^.

Il revient à vérifier que sur le projectif Pn (R), avec les mêmes notations,

F' = R g © L.

Soit la forme linéaire 9 : F' -^ R telle que

^ (k) =K (y) = constante en y (notation de 3.5.3),

on a cp (g) = TT [pour P^ (R)], d'où la somme directe :

F'=KeT^@-Rg =F<Sî{g==L@^9 (3.7.3)

et cette somme est orthogonale.
c. Q. F. D.

3.7.5. Suite de la démonstration du théorème 3.1 pour K -^ R. —
On veut prouver que F^n Ker 3 = { ( ) } ; d'après le lemme 3.7, si
h = Pk est différent de 0, alors (2 n + 6) q — 8 est une valeur propre
de A sur Sym2; cependant cette seule information semble insuffisante.
Une idée éventuelle serait d'utiliser la propriété suivante : Sur une
variété riemannienne (M, g) compacte, connexe, à courbure positive ou
nulle, donc par exemple un Pn (K), si on appelle Ai (resp. pii) la première
valeur propre, non nulle, de A dans Sym 2 [resp. de l'opérateur A°
sur C30 (M)], on a
(3.7.5.1) Ài^^.

En effet, il est classique (par exemple [4], p. 186) que

^=in fKe.Ao)l<AO/>^>/ll/ '112

et que
^==infKe.A)l<A/c^>/ll /cl^

or fe (Ker A°)l signifie < f, 1 > = f f = 0, et en courbure positive,
^M

Ker A = R g (voir [3], p. 388 et 358).
Si on prend A- == fg, avec < /, 1 > = 0, on a < f^, <y > = 0, donc

/^ e (Ker A)1 ; puisque
<A(^) ,^>_<Ao/ - , f>

1 1 ^ II-2 II/T '
l'inégalité en résulte.

(3.7.5.2) Pour Pn (G), il est connu que

^ = 4 (n + 1) = (2 n + 6).2 - 8
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est la première valeur propre de A°, et on n'a pas contradiction
avec (3.7.5.1), mais même s'il était vrai que l'inégalité soit stricte
dans (3.7.5.1), elle serait encore inopérante, car (2n + G) q — 8, qui
est dans le spectre de A, n'est pas forcément égal à Ai.

3.7.6. — On doit donc encore exploiter l'hypothèse kçF, et en par-
ticulier le fait que F est stable par A.

On pose

et
FK^ Ker ô == F^r\ Ker ô ntr-1 (0) = A

FnKerôntr-1 (0) = B.

On note A^ : B -> B la restriction de A à B qui est un isomorphisme
(en conséquence de 3.4.3 et 3.5.8).

LEMME 3.7.6. — Si P (A) ̂  [ 0 j, alors (2 n + 6) q — 8 appartient
au spectre de A^.

Soit kçA tel que h == Pk ̂  0; alors (2 n + 6) q — 8 et h sont valeur
propre et tenseur propre de A, d'après le lemme 3.7. On sait que, A étant
un opérateur elliptique autoadjoint, il existe une base hilbertienne de
vecteurs propres pour l'espace H° (S2 T*), complété de Sym 2 pour < , >
(voir [17], p. 182).

Il n'est pas évident que la décomposition de Fourier de k e A c B se
fasse sur les tenseurs propres de A qui sont dans B, puisque B n'est
pas un sous-espace complet; en fait, B est fermé dans Sym 2, muni de
la topologie C1, comme on le vérifie facilement; à cause de cela, on se
place dans l'espace de Sobolev H^ (S2 T*) avec 2 r > (^n/2) + 1, et
on suit de près PALAIS ([17], p. 182).

On sait que Sym 2 == A (Sym 2) ® R g, pour < , > ([3], p. 389).
Soit p la projection de Sym 2 sur R g, d'où p (k) == tr kg.

On pose Ai == A + p. Il est simple que Ai est autoadjoint pour < , >,
elliptique de degré 2, et que Ker Ai == 0.

D'après le théorème 14, page 182, de [17] si on appelle { k n } une base
orthonormée pour <( , )> de vecteurs propres de Ai, la formule

(3.7.6.1) < /c, h y = S, Àr< k, kn > < h, kn >

fournit un produit scalaire admissible pour H^ (S2 F*).
D'après le théorème 12, p. 180 de [17], Ai est bijectif et, d'après le

corollaire 2 de [17] (p. 169), Ay1 s'étend en un opérateur compact
de H^ (S2 r*), soit 2 .̂

D'autre part, pour k, h ç Sym 2r\H^ (S2 F*), on vérifie sur (3.7.6.1)
que

<AT l /^ , /cy ==</!, AT^Y.

TOME 101 — 1973 — ?1



CONJECTURE DE BLASCHKE 57

Puisque Sym 2 est dense dans H^ (S2 T*), Ay1 est autoadjoint
pour < , >2r. Considérons le complété pour <( , >2r de B dans Jî27 (S2 F*),
soit B27". Puisque A71 (B) == B et que Ay1 est continue, on a

S^ (B^cB2^

II en résulte que Ay1 j^r est un opérateur compact, autoadjoint
dans l'espace de Hilbert B27 et, d'après le théorème spectral, il existe
dans B27 une base hilbertienne pour <^ , ,̂. de tenseurs propres de A^ ^,;
un tel tenseur propre l appartient à B27 n Sym 2 par régularité
([17], p. 182); donc on a

Z = liniH^ In, avec /„ e B,

et, d'après le théorème de Sobolev ([17], p. 169),

/ = linici In;

comme B est fermé dans Sym 2 muni de la topologie C1, on a IçB,

Revenons à k e A et A = Pk ̂  0. On décompose k en série de Fourier
dans B pour <( , )>.̂  sur une base hilbertienne de A^ (puisque A/? = Ai j s
et que des tenseurs propres de AF)^ sont des tenseurs propres de AI(^) .

k == Â-i +... + kp +... dans <( , ̂  avec

(3.7.6.2) A ^ = = ^ f c et k,çB.

D'après le théorème 7 de [17] (p. 152), l'opérateur P s'étend en un
opérateur continu de H^ (52 T*).

On a donc
Pk == h = Pk, +... + Pkp +.. . dans < , >-^,

c'est-à-dire
Pk == h = h, +... + hp +...

et
APfc = P Afc == P À, fc = ̂  Pfc,

c'est-à-dire

(3.7.6.3) A/i, == À,^.

De plus, AÀ: = Ai /Ci + • • • + ^p kp +... dans <( , )>2r, et par conti-
nuité de P :

(3.7.6.4) P AÀ: == AP;c == AA = Ai Tii +...+^^ +...
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or d'après le lemme 3.7, pour kçA :

AA == [(2 n + 6) q - 8] h

donc si h ̂  0, d'après (3.7.6.2), (3.7.6.3) et (3.7.6.4), (2n + 6) g — 8
est l'un des :̂ correspondant à un tenseur propre de A gui es/ dans B.

c. Q. F. D.

CHAPITRE 4

Fin de la démonstration du théorème 3.1

On établit ici une inégalité métrique vérifiée par les éléments de F
dans une variété munie d'une m. g. t. f. (T), d'après l'idée de M. BERGER
d'utiliser l'inégalité suivante.

4.1. Intégration de l'inégalité de Wirtinger sur le fibre unitaire

Pour une fonction /*:R-^R, de classe C1, T-périodique vérifiant
^j f (Z) dt == 0, on a l'inégalité de Wirtinger, qui est conséquence rapide

^0

de la formule de Parseval :

jf'00'^(W^
Soit Gt : U -> U le flot géodésique sur le fibre unitaire tangent de la

variété M, munie d'une m. g. t. f. (T), soit g.
r 1

Pour kçF, on si k (Gi (x), Gt (x)) dt = 0 et, d'après (4.1.1.1) :
^0

/* ̂  / Q <— \ 9 /* ̂

\fxçU, j [(^^^(G^x^G^xWdt^i-fJj [k(G,(x),Gt(x))}dt.

On intègre cette inégalité sur U par le raisonnement de [1] (p. 273)
et, la mesure ^ sur U étant invariante par Gi, on obtient

(4.1.1.2) f[V.^ (^ •»)]'- V- ̂  ̂  [[k (^ a;)]' {J-

En décomposant les intégrales suivant la fibration de U sur M :

(4.1.1.3) A[V, k (x, x)Y V,,,,] V, ̂  4-2 f \ f [k (x, x)}1 vj V,.
^ M 1 ^M^U.n J
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4.2. Utilisation de l'inégalité (4.1.1.3)

Cette utilisation oblige à savoir exprimer une intégrale du type

f 9 (X, . . . , X), où cp est une forme d-linéaire, à F aide de scalaires
«Ay,_i

liés à cp [et pas seulement au polynôme Ç tel que Ç (X) == cp (X, ..., X)]
ceci, bien que théoriquement connu depuis H. WEYL, ne semble pas
avoir été explicité.

PROPOSITION 4.2.1. — Soit Sn-t la sphère unité canonique de R^,

euclidien; l'intégrale f cp (X, . . . , X) est égale à la somme des traces
^Sn-,

possibles sur les coefficients de 9 (en égalant les indices deux à deux), et
ceci à un coefficient près dépendant seulement de n et d = degré de cp.

On précise : soit dans une base orthonormée :

<p (Xi, . . . , X,) = 2 ̂ ,.,, Xï ... X^ = 2 a, Xï ... X^,

où i décrit l'ensemble a (d, n) des applications de { 1 , . . . , d ; dans
{ 1, . . . , n}. Soit T l'ensemble des involutions sans point fixe de { 1, ..., d},
alors :

(4.2.1.1) F cp (X, .. .,X) = c(n, d)2^7 •Œ^(^) ̂ a.),
^-i

avec

c(n d}- Vo^-Oc { n 9 d ) ~ n ( n + 2 ) . . . ( n + d - 2 y

Démonstration. — Soit l'application 1 : ©</ R71* -^ R définie par

J(cp )= f c?(X, ...,X).
t7^-:

Soit o- e 0 (n), et soit o-cp définie par

(ŒCp) (X,, . . . , X,) = C? (Œ (XQ, . . . , (7 (X^));

la mesure canonique de Sn-i étant invariante par o-, on a

J (^)=J(cp) [VŒeO(n)] ,

autrement dit, J est un invariant orthogonal, et puisque J est linéaire,
c'est une forme linéaire par rapport aux traces [pour cela, consulter
H. WEYL (Thé classical groups, p. 53), DIEUDONNÉ [7] (p. 40), ainsi que
BERGER-GAUDUCHON-MAZET [4] (p. 76 et 83), pour une démonstration
synthétique et des applications géométriques],
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D'autre part, si 11̂  est le groupe symétrique de d éléments, pour
o-ellrf et o-xcp, définie par

(<7 x cp) (Xi, .. . , Xd) = cp (Xo(i), ..., X<^)),

on a bien
J(crx<p) =^(cp);

d'où J, étant un invariant du groupe symétrique 11̂ , la forme linéaire
est symétrique par rapport aux traces, et donc 1 est la somme de ces
traces à un coefficient près, soit c (n, d).

Pour calculer c(n,d), on spécialise une forme; posons d = 2 p , le
cas d impair donnant toujours une intégrale nulle, et

cp (X1, X2, . . . . X2^, X-^) = < XS X2 > ... < X2^-1, X^ >.

En effectuant l'identification dans (4.2.1.1), il vient par un calcul
d'analyse combinatoire :

f <p (X, .... X) = Vol (^_Q = c (n, d).(n (n + 2).. .(n + d - 2)).
«/y- ./^-

C. Q. F. D.

Remarque. — On peut faire aussi une vérification élémentaire
de (4.2.1.1) en partant de la formule donnant

F (X î . . . (X")^ (a^0eta,+...+^==d),
^»-i

si celle-ci est supposée obtenue par le calcul intégral, comme dans
H. WEYL ([18], p. 465-466).

4.2.2. Expression de f [(V^. k) (x, x)]2 V^. — On calcule dans une
^u^

base orthonormée du tangent en m d'une variété riemannienne
quelconque; on applique (4.2.1.1) avec cp = (V k © V k)m.

Le coefficient c (n, d) == c (n, 6) vaut Vol (^_i)/n (n + 2) (n + 4).
Il y a 5 x 3 opérations de traces sur les coefficients V; k^, V/, A-^, .
On note (T, S)^ et | T |2,, = (T, T),n, le produit scalaire local en m

pour deux tenseurs de même variance, et on emploie la convention de
sommation :
i = u, v == p, q =r\ \, kiv ^ p h^ == — (ôJc, d tr k),n,
i == u, u == p, q = r ) idem, puisque Â' es/ symétrique,
i = u, i /==y, p==r y, ̂  V/, A^ = (-ÔÂ-, - ÔÀ-),,, = ôA:;2,,
i = u, u == g, p == r idem,
i == u, y == r, p = g idem,
i = u, u == r, P==q idem,
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VzA^V^y = 1 dtrÂ-1, 2 , ,
V, kav V, kuv == | V/c l2^,
idm,
V, ̂  V^ k^,
idem,
idem,
idem,
V. kuu ^ p î^ip = — (àk, d tr k),n,
idem.

ï = p, u = u, q == r
i = p, u == q, v == r
i = p, u = r, v ==q
i = q, u == p, y == r
i = r, u = p, u = q
i = g, iz = r, y == p
ï = r, u = g, y=p
z == ç, u == y, p = r
i == r, u == u, P = q

Finalement :

(4.2.2.1) f [(V../0 (x, x)Y V^
J U.n

= V.-i/n (n + 2) (n + 4) [- 4 (ô/c, d tr /c),, + 4 | ̂  |2,
+|dtr/c|2,+2|VH2,
+4^^^"^].

En intégrant sur M, on a donc l'égalité correspondant à (4.2.2.1)
avec les produits scalaires globaux; on a rapidement

(4.2.2.2) f\i k^ V"^ Y,. = I I ôk ||2 - | < K ,̂ ^>.
^

Vérification : on pose T,nv = V^ fcz,, et on calcule

<; V^c, T > = < ̂ , ôT-> = - f^ V1 r^ = - f^ V^ V. fc,,
^M ^M

par commutation de Ricci des dérivées, le terme < Je, V ÔÂ:> == [| ÔA- [|2
apparaît, et le terme en la courbure s'exprime à l'aide de K [défi-
nition (3.2.1.2)].

Il s'ensuit, pour une variété riemannienne M et A: dans Sym 2, l'identité

(4.2.2.3) f[V^ k (x, x)Y p. = Vn-iln (n + 2) (n + 4)
^u

x[_4<ôÂ: ,d t r / c>+8 | | ^ | | 2 + [ | r f t r Â : | | 2

+2 | |V^ [ | - 2 -2<K^ /c> ] .

(4.2.2.4) L'expression de j k2 (x, x) V^ == f k^ k^ x1 xî xu xv pré-
t/^ ^n-l
t/^ t/^-

sente trois contractions, et on a immédiatement :sente trois contractions, et on a immédiatement :

(4.2.2.5) f/c2 (x, x).^ = Vn-iln (n + 2) { 2 |[ k ||2 + || tr^[|2 }.
^o
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4.2.3. -- On peut maintenant expliciter l'inégalité ( 4 2 2 3 ^ m-âce
à (4.2.2.4) et (4.2.2.5). v • • • ^

LEMME. - Pour une variété M, de dim n, munie d'une m. a t f (T)
et pour k dans F, on a l'inégalité

(4.2.3.1) 2 | | V / c | p + | | d t r / c | p + 8 | [ ô / c | p - 4 < ^ , d t r ^ >

- 2< Kk, 7c>^ -^-(n + 4) (2 ] j /c ||2 + [[ tr/c[|2 .

On revient sur P, (K); si kçB = FnKer ôntr-1 (0), puisque

I I V k |[2 = <A/c, /c> = < A/c, ky - < X, /c>,
il reste :

(4.2.3.2) < A/c, /c>^ 4 (̂ n + 4) |[ k ||2 +2^Kk,ky.

En appliquant (4.2.3.2) à un tenseur propre quelconque A- de A
différent de 0, qui est dans B, on a

(4.2.33) ^ ^=À/c , < / c , A / c > = À ( | / c | | 2 ,
( À [ [ Je [I2 ̂  4 (̂ n + 4) II k ||2 + 2< X/c, /c>..

De plus, la courbure sectionnelle étant positive, on a < JO- À- > > 0
si k ^: 0 et tr k = 0 ([3], p. 388, prop. 6.1). ' / '

(4.2.3.4) 4 (qn + 4) est un minorant strict du spectre de A^ (privé de 0).

4.2.4. LEMME. - P ( A ) = = ! O j , c'est-à-dire pour A-e^nKer^
on a P (k) == 0. & »

D'après le lemme 3.7.6 et (4.2.3.4), si P (A) ̂  { 0 { , on doit avoir

4 (^ + 4) < (2 n + 6) q - 8,

et ceci est faux pour q == 2, 4, 8 et pour V n ̂  2.
C. Q. F. D.

4.3. Fin de la démonstration du théorème 3.1

On a montré que, pour kçF^r^Ker ô = A, on a tr A: == 0 (lemme 3.6)
et PA: = 0 (lemme 4.2.4). On en déduit le lemme suivant :

LEMME 4.3.1. - Pour kçA, pour x unitaire dans T, (?„ (K)) et u
unitaire, orthogonal à K x , on a ^ v v // u

(A/c + 8 k) (x, x) = (A/c + 8 7c) (y, y).
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4.3.2. — Supposant (4.3.1) démontré, fixons x et prenons la trace
sur Ky; on obtient

(A/c + 8 k) (x, x) = (Ah + 8 h) (y, y) == 0,

puisque h = Pk == 0; comme k est symétrique,

A/c = 8 À: = 0,

et A étant un opérateur à valeurs propres positives :

Je =0.

Donc, d'après la décomposition de [3] (p. 382) : F^ == (F^ Ker ^ ®L.
D'où

FK = ̂
ce qui prouve le théorème 3.1.

4.3.3. Démonstration du lemme 4.3.1. — Posons

K:r=R:c©£,,
K y = T { y Q ) E y

et
T^ (P , (K) )=K^©Ky®£,

ces sommes devant être orthogonales.

Soit Xi, . . . , Xyn une base orthonormée telle que :

— (Xi, .... X^_2) est une base de E;
— (X^_,,+i, . . . , Xy(/,_i)_i) est une base de E^\
— Xq(n—i] == H 9

— (X^_i)+i, ...,X^_i) est une base de Ey,
et X^, = x.

On emploie à nouveau la méthode du lemme 3.7; l'équation (3.7.2.2)
s'écrit :
(4.3.3.1) Sy^-ix^^AÂ-^ + Ai + A, + A, = 0,

avec
AI = ïq(n-ï}<a,b^qn (Va Va ^66 — Va VA Â-a&),

A-2 = 2l^a,6^<7(/î-l) (Va Vé Â'a& — Vô Va ̂ é),

A:^ == Si^a^y(7i—l),y(/î—l)<6^yn (Va V^» Aaô — V& V^ Aaô),

On calcule chaque terme :

^{n-iXb^qn^hb = S^e^^À + AÂ: (X, X)
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et puisque P et A commutent et que Pk = 0, on a

^ ̂  V) = P A/c (z/, y) = j tr^. A/c = j (2^ A^, + A ,̂,) == 0,

<4.3.3.2) Sy^-ixÀ^A/c^ =A/c(a;, x) —ïk(y, z/).

CaZcuZ de A,. - Posons 6^ = V. V, Â^ - V, V&/c,,,

^i =S-Y,,Xfce^ ^,é + 2^,=^Xfce2? (9^ + 6^)

(on a écrit Ey au lieu de la base orthonormée choisie de £,).
Mais exp^Ey est une hypersphère totalement géodésique de

exppKy = Sç, qui l'est aussi; il en résulte que k étant une dérivée de
Lie, en restriction à Sy, l'est aussi en restriction à exp^, Ey; en calculant
avec la connexion induite (yoir3.6.6), il résulte de (3 2.2.5), et de
Pk = 0, que

ïx^X.çEy Qa,b = - 4 (q - 2) ïx^Ey kaa == 4 (̂  - 2) /C ((/, l/)

on a aussi, l'argument étant celui de (3.7.2.3), si l'on pose ̂  = 6,6 + 6^,

2x,=^Xfc€^ ?^6 = — (^ — 1) k (x, x) — S^e^. hb
==(q-l)k (x, x)+k (y, y),

A! = [4 (q - 2) + 1] k (y, y) (q - 1) k (x, x).

Calcul de A.2 :

A 2 == 2^,Zfo€£- Oaé + 2x«,Â^€^ 6^6

+ 2x,€£-,^€^ ^ab + ̂ X,=y;XbÇE ^ab + Sx, =r, Xfo e/^ 9^&.

On a comme en (3.7.2.3) et puisque Pk == 0, successivement :

^,X,ÇE 0.& = - ((n + 1) q - 4) ̂ ^ k^ == 0,
S^e^ ô^ = 4 (^ - 2) k (x, x\

'LX,ÇE,X^E^ ^ab = — (q — 1) "LX^E ^aa

- q (n - 2) 2x,€^ ̂  = q (n - 2) 7c (x, x),
Î.X^y,X,çE ^ab = - Ç (iï - 2) Â^ - ̂ ç^ ̂  = - Ç (iï - 2) Â-(^),

2x,=r,Xfce^ ?a6 = — (q — 1) Â-(y^) — Sxfce^, À-&&
= = - ( î - l ) / c ( y , y ) + A ( r c , ^ ) ;

d'où

(- A,) ==(nq+2q -7)k (xx) - (nq - q-^ 1) k (yy).
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Calcul de A^ — Par commutation de Ricci, en courbure constante :

Va V& kab — Vb ̂ a kab = — Rabab (kaa — kbb) = ^ab^

3 == ^x" € ̂ , Xt, € ^y- ̂  + 2^ € £', Xfo = x ^ab + 2-X^ € £'.r, Xfo € ̂ j ̂

+ 2^€^A=;r ^ab + 2x<,=y,Xfce^ 0^6 + 2^=y,Xfc=;c O^

comme PA: = 0 :

Î.X,çE,X^Ey ^ab = — (C[ — 1) 2x,e£- ^aa

+ q (n - 2) 2x,e^ ̂  = - q (n - 2) À: (y, g),
î,X^E,Xb=.ï ^ab = — Î,X,ÇE kaa + Ç (iï — 2) k (X, X) = Q (iï — 2) Je (X, X),

ItX,GE^XbÇEy. Gl.ab = — (q — 1) IA€^ ^a + (̂  — 1) 2xfc€^ ̂

=(î-l)^(^^)-(g-l) /c(y,^
I;x,e^,^=^ aaé = — 4 2x,e^ A:̂  + 4 (^ — 1) k (x, x) ==4qk(x, x),

Xx^=y,x,çEy a^ = - 4 (g - 1) À: (y, y) + 4 Sx^^y hb = - 4: q k (y, y),
^=y,x^ ^ab= —k (y, y) + k (x, x),

d'où
A3 = (qn + 3 g) (/c (x, x) - k (y, y)),

l'équation (4.3.3.1) s'écrit finalement, compte tenu de (4.3.3.2) :

A/c (x, x) - ïk (y, y) + 8 k (x, x) - 8 k (y, y) == 0,

ce qui prouve le lemme 4.3.1.

4.3.4. Démonstration du corollaire 3.1.1. — Par définition (3.1.1),
^ est le sous-espace de F dans Pn (K) des tenseurs dont la restriction
à chaque droite projective Sq est paire [c'est-à-dire passe au projectif
réel Py (R) de la sphère Sq}.

Si kç. ̂  et i : Sq c-̂  P^ (K), on applique le théorème 3.1 pour le pro-
jectif réel Py (R) à la restriction i* k [en fait à sa projection sur Py (R)];
i* k est donc une dérivée de la métrique induite, d'où kçFy^ (définition)
et donc, par le théorème 3.1, kçL.

c. Q. F. D.

CHAPITRE 5

Résultats et problèmes

5.1. Rigidité infinitésimale des métriques à géodésiques toutes
fermées dans Pn (R)

THÉORÈME 5. — Toute variation C00 dans M, G. T. F. autour de la
métrique canonique est un transport de structure à une variation infiniment
plate près.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 5



66 R. MICHEL

Ce résultat est la conséquence de la proposition 2.2.4, du théorème 3.1
pour Pn (R), et de la proposition 2.4.3.

Il serait intéressant de pouvoir déduire de cela un résultat local.

5.2. Rigidité infinitésimale des métriques pour lesquelles les
droites projectives sont à courbure constante dans Pn (G), Pn (H),
?2 (Ça)

THÉORÈME 5 .2 .— Toute variation C1 par de telles métriques est tangente
à la structure canonique (c'est-à-dire à l'orbite de la métrique canonique
par Faction de (ff).

Ce résultat est conséquence directe de la proposition 2.3.2, du théo-
rème 3.1 et de 2.4.1; il signifie essentiellement que l'ensemble A (défini
en 2.3.1) est tangent en g à l'orbite 0 (g)', on peut saturer A par l'action
de a) : l'ensemble stable obtenu est aussi tangent en g à 0 (g), comme
on voit facilement; toutefois cela n'est pas géométriquement plus
significatif.

5.3. Métriques à géodésiques toutes fermées paires dans P/, (G),
Pn (H), P, (Ça)

Une métrique sera dite paire si la restriction à chaque droite projec-
tive est paire (c'est-à-dire invariante par l'antipodie de cette sphère).
La métrique canonique est évidemment paire.

THÉORÈME 5.3. — Toute variation C1 par des m. g. t. f. (n), paires,
dans Pn (C), Pn (H) ou Pa (Ça) est tangente à la structure canonique 0 (g).

Démonstration. — D'après la proposition 2.2.4, pour une telle varia-
tion g, on a [àg\là^]\^çF; de plus, comme g\ est paire, [àg^à^^o l'est
aussi, donc d'après le corollaire 3.1, [^/^h^oeL.

c. Q. F. D.

5.4. Rigidité infinitésimale dans Pn (K) pour les m. g . t. f. (T:),
conformes

THÉORÈME 5.4 — Soit un projectif quelconque Pn (K). Pour toute
variation C00 par des m. g. t. f. (7r), conformes (c'est-à-dire g\ = ^\ g),
on a

(Vn), [^cpV^]^o=0.

Si ^\ dépend analytiquement de À, nécessairement g\ = g.

Démonstration. — D'après la proposition 2.2.4, on a [à^\là^]\^o xgçF
et, par le raisonnement fait en 3.5.6 (transformation de Radon), on a
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[à^\là^]^o == 0. Une récurrence, analogue à celle de FUNK [9], basée sur
la dérivation à l'ordre p des équations (2.2.2.1) et (2.2.3.6), fournit
après un calcul technique la même condition pour toutes les dérivées;
le théorème en résulte.

Conséquence. — Si on considère dans Pn (K) un groupe à un para-
mètre de « transformations conformes », telles que d>* g = ç^\ g, on
retrouve, comme conséquence du théorème 5.4, qu'il est formé d'iso-
métries : d{ g == g.

Remarque. — On voit qu'une vraie variation conforme ne peut être
tangente en g à un slice de Ebin puisque le tangent est Ker ô et que
^ (? 9) == — d? î donc, dans JIZ, les métriques conformes à g forment un
ensemble oblique, qui, par ailleurs, n'engendre pas CfVi entier si l'on
sature par isométries (cela est explicité dans [2]).

5.5. Problèmes locaux et globaux

II n'est pas déraisonnable de conjecturer pour les métriques consi-
dérées en 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4, un résultat de rigidité local, sinon global,
à savoir qu'une telle métrique (supposée éventuellement assez voisine
de g) appartient à 0 (g), l'orbite de g par CO.

5.5.1. — II semble probable aussi que, pour Pn (G), Pn (H) ou Pa (Ça),
l'inclusion Le F doive être stricte, et il serait intéressant de caracté-
riser autrement l'espace FnKerô, ou au moins d'exhiber, par exemple,
un élément de Sym 2 qui soit impair en restriction aux droites projec-
tives et n'appartienne pas à L [ceci étant banal pour Pi (G) ou Pi (H)].

5.6. Problème plus général

Soit Pn (K) avec K == R, G, H, Ça, dirn^ K = q, et G^ m l'ensemble
de ses sous-espaces projectifs Pm (K) (m < n).

Soit Œp la p-ième fonction symétrique fondamentale de qm variables
/l, . . . , Aqm*

Si k ç. Sym 2, sa restriction i* k à Pm (K) permet de définir relative-
ment à i* g, et en chaque point u de Pm (K), le nombre (jp (i* k) (u);
pour p == 1,

a , ^ k ) ( u ) = t T , ( i * k ) ;

pour p == qm,

, ^-det^qm(l K ) - âei(i*g)'
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On peut donc définir l'espace F (q, n, m, p), avec m < n et p ̂  cm,
des tenseurs de Sym2, tels que V Hç G^'^,

f^ (i* )̂ (u) du = 0.
*^/7

Questions. — Existe-t-il un problème géométrique « intéressant »
dont la linéarisation impose au tenseur dérivée d'être dans F (q, n, m, p) ?

Dans l'affirmative, on a donc Le F (q, n, m, p) et, dans ce cas, quand
a-t-on l'égalité ?

Dans [2], M. BERGER montre que cette égalité n'a pas lieu pour

F (1, n, n - 1, 1),

alors qu'elle est vraie pour F (1, n, 1, 1) (théorème 3.1).

5.7. Problèmes analogues pour les espaces symétriques de
rang 1 non compacts

On peut s'intéresser dans ce cas à l'espace jF des tenseurs de Sym 2,
à support compact et à énergie nulle sur toutes les géodésiques.

On traitera ultérieurement de cette question pour laquelle il semble
que le théorème 3.1 soit encore vrai, en particulier pour R71 et pour
l'espace hyperbolique.
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