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Introduction. — CHEVALLEY ([2], « BIBLE [4] ») a montré que la classi-
fication des groupes algébriques semi-simples sur un corps algébriquement
clos est indépendante de la caractéristique du corps. Plus précisément,
CHEVALLEY associe [2] à tout groupe de Lie semi-simple complexe Gc
et à tout corps k un À-groupe algébrique semi-simple Chev (A-, Gc) ;
puis il montre (BIBLE) que, si k est algébriquement clos, l'application
Gc^Chev(A-, Gc) induit une bijection de l'ensemble des classes d'iso-
morphisme de groupes de Lie semi-simples complexes sur l'ensemble des
classes d'isomorphisme de A-groupes algébriques semi-simples ('). En conve-
nant d'appeler « de même type » deux A-groupes algébriques qui deviennent
isomorphes sur une extension convenable du corps A-, il revient au même
de dire que pour tout corps A: l'application Gc^Chev(A:, Gc) induit
une bijection de l'ensemble des classes d'isomorphisme de groupes de Lie
semi-simples complexes sur l'ensemble des types de A'-groupes algé-
briques semi-simples.

En 1960, CHEVALLEY [3] démontrait l'existence, pour tout groupe de Lie
semi-simple complexe Gc donné, d'un schéma en groupes Chev(Gc)
tel que, pour tout corps A-, on ait

Chev(A-, Gc) == Chev(Gc) (g)z^

II posait alors le problème suivant : caractériser les schémas du
type Chev(Gc) à l'aide de conditions données a priori. Les résultats
qui suivent permettent de donner une telle caractérisation (5.1.3) :
Chev(Gc) est le seul schéma en groupes G « réductif », possédant un
« tore maximal » et tel que G (g)z G === Gc.

Plus généralement, disons qu'un <S'-préschéma en groupes (où S est
un préschéma de base quelconque) est semi-simple s'il est lisse et affine
sur S, et si ses fibres géométriques sont des groupes algébriques connexes

(1) Nous employons dans cet article le signe H>- en lieu et place du signe —> uti-
lisé antérieurement. Rappelons brièvement que / : E -> F signifie que / est une appli-
cation de l'ensemble E dans l'ensemble F (ou plus généralement un morphisme d'une
certaine catégorie), tandis que / : x h> y signifie que l'image par / de Vêlement x de
l'ensemble de départ de / est Vêlement y de l'ensemble d'arrivée de /.
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semi-simples. Nous montrerons que « localement pour la topologie
étale », tout 5-préschéma en groupes semi-simple peut être ramené à
une forme standard dite « déployée », que deux 5'-préschémas en groupes
semi-simples déployés sont isomorphes localement pour la topologie étale
si et seulement s'ils sont isomorphes, et qu'ils le sont s'il existe un s e S
tel que les fibres géométriques Gj et G'^ soient isomorphes. Il en résulte
que pour tout préschéma S (non vide), l'application

Gc^Chev(Gc) Xspec(Z)S

induit une bijection de l'ensemble des classes d'isomorphisme de groupes
de Lie semi-simples complexes sur l'ensemble des classes d'isomorphisme
de 5'-préschémas en groupes semi-simples déployés (ou bien, sur l'ensemble
des « types » de 5-préschémas en groupes semi-simples).

Ces résultats seront obtenus en attachant à chaque iS-préschéma en
groupes semi-simple déployé un « système de racines » et en montrant
que deux -S-préschémas en groupes semi-simples déployés qui corres-
pondent à des systèmes de racines isomorphes sont isomorphes. En fait,
nous donnerons des énoncés plus larges, permettant de traiter les groupes
réductifs et non seulement les groupes semi-simples d'une part, les
isogénies entre ces groupes et non seulement les isomorphismes d'autre
part.

En résumé, il s'agit donc de la généralisation de la théorie de BIBLE
au cas d'un préschéma de base quelconque, obtenue par la confrontation
de la théorie des groupes semi-simples de Chevalley et de la théorie des
schémas de Grothendieck ; je n'aurais pas pu mener à bien cette géné-
ralisation sans l'aide des écrits de CHEVALLEY (BIBLE en particulier)
et sans la fréquentation constante de GROTHENDIECK; si cette généra-
lisation se présente aujourd'hui sous une forme qu'on peut considérer
comme satisfaisante, c'est donc essentiellement à eux qu'on le doit.

La situation actuelle de la théorie des schémas en groupes réductifs
est la suivante : les résultats de BIBLE d'une part, et de BOREL-TITS [6]
(groupes paraboliques) d'autre part, s'étendent dans leur quasi-totalité
aux préschémas en groupes réductifs déployés sur un préschéma de base
quelconque (ou, ce qui revient au même, aux préschémas en groupes
réductifs quelconques, pourvu que l'on s'autorise des extensions conve-
nables du schéma de base) ; il en est de même de la plupart des résultats
« arithmétiques » de BOREL-TITS (conjugaison des paraboliques minimaux,
trivialité locale des fibrations G -> G/P). Certaines questions se posent
naturellement, par exemple : i° l'étude des schémas de drapeaux et de
leur cohomologie (théorème de Borel-Weil, représentations projectives);
2° l'étude plus approfondie de la classification des groupes réductifs
non nécessairement déployés, et de leur cohomologie, sur un préschéma
de base quelconque; dans le cas de l'anneau Z des entiers, les théorèmes
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de BOREL-HARISH CHANDRA donnent déjà des renseignements de finitude.
J'espère revenir ultérieurement sur certaines de ces questions.

Les résultats de cette thèse, ainsi que ceux concernant les groupes para-
boliques, ont été exposés (et rédigés) en détail au Séminaire de Géométrie
algébrique de l'Institut des Hautes Études Scientifiques, 1963/1964,
dirigé par A. GROTHENDIECK et moi-même et consacré aux schémas en
groupes; je remercie vivement l'I. H. E. S. de son accueil. Cette rédaction
peut donc être considérée à la fois comme une introduction à la lecture
de ce Séminaire et comme un Fascicule de Résultats de la partie consa-
crée aux groupes réductifs (exposés XIX à XXVI).

Je remercie MM. H. CARTAN, C. CHEVALLEY et A. GROTHENDIECK
d'avoir bien voulu constituer le jury de cette thèse. Je remercie aussi
MM. N. BOURBAKI, R. GODEMENT et J.-P. SERRE qui, avec ceux-ci,
m'ont initié aux mathématiques.

§ 1. Rappels de théorie des schémas.

1.1. Structures algébriques ([SGAD] [5], exp. I).

Rappelons seulement les faits fondamentaux suivants. On note Ens
la catégorie des ensembles, Sch la catégorie des préschémas, Sch' la
catégorie des foncteurs contravariants (aussi appelés préfaisceaux d'en-
sembles) sur Sch :

Sch'== Hom(Scho, Ens).

On a un foncteur canonique
h : Sch -> Sch'

défini par h(S)(T) = Hom(T, 5). Ce foncteur est pleinement fidèle et
commute aux limites projectiues. Un objet F de Sch' isomorphe à h(S)
est dit représentable par l'objet S de Sch. Le foncteur h induit donc une
équivalence entre Sch et la catégorie des foncteurs représentables.

Pour tout préschéma S, le foncteur Sch' —^ Ens qui associe F (S) à F
commute aux limites projectives : « les limites projectives dans Sch'
se calculent argument par argument ».

Il résulte des deux remarques précédentes le principe suivant. Toute
définition ou construction de la théorie des ensembles s'exprimant à
l'aide de limites projectives finies (ce qui est le cas le plus souvent dans
l'étude des structures algébriques, pour les questions ne faisant pas
intervenir de passage au quotient) se transportera à la catégorie Sch'
argument par argument. On définira ainsi, par exemple, foncteurs en
groupes, normalisateurs, noyaux, foncteurs d'automorphismes, etc.
Lorsque tous les foncteurs en cause seront représentables, on en déduira
une définition ou construction dans la catégorie des préschémas.
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Exemple d'un énoncé construit de la manière précédente : soient S
un préschéma, G un *S'-foncteur en groupes; les automorphismes inté-
rieurs définissent un homomorphisme de 5'-foncteurs en groupes

int: G—Auts-s,(G)

dont le noyau est le centre Cent (G) de G.

1.2. Topologies dans la catégorie des schémas.

Pour l'étude générale des topologies sur les catégories, voir [SGAD],
exp. IV. Nous nous contenterons ici d'énoncer les propriétés dont nous
aurons besoin par la suite.

f ff, h
Rappelons qu'un diagramme d'ensembles A->Bz^C est dit exact

si y induit une bijection de A sur l'ensemble des bçBtels que g(V) == h(b).

1.2.1. Faisceaux. — On dit que le préfaisceau d'ensembles

F : Sch -> Eus

est un faisceau pour la topologie de Zariski si pour tout préschéma S et
tout recouvrement i U , } de S par des sous-préschémas ouverts, le dia-
gramme canonique

F(S)^f^F(U^f[F(U^U,)
i i j

est exact, et si F transforme isomorphismes en isomorphismes ; en parti-
culier, F transforme sommes directes de préschémas en produits d'en-
sembles. On dit que F est un faisceau pour la topologie (fpqc) [resp. la
topologie (fppi), resp. la topologie étale} si F est un faisceau pour la topo-
logie de Zariski et si, pour tout morphisme de préschémas S'-> S qui
est fidèlement plat et quasi compact (resp. fidèlement plat et localement
de présentation finie, resp. étale et surjectif), le diagramme canonique

F ( S ) - > F ( S ' ) - ^ F ( S ' X s S ' )
est exact.

On a les implications suivantes :
F est représentable .=> F est un faisceau (fpqc) ==> F est un fais-

ceau (fppf) => F est un faisceau pour la topologie étale => F est un fais-
ceau pour la topologie de Zariski.

La seule assertion non triviale est en effet la première qui est la tra-
duction du fait qu'un morphisme fidèlement plat et quasi compact de
préschémas est un « épimorphisme effectif » de préschémas.

1.2.2. Morphismes couvrants. — Désignons par ^ l'une quelconque
des quatre topologies précédentes. On dit que le morphisme de pré-
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schémas T -> S est couvrant pour la topologie ^ si c'est un épimorphisme
de ^-faisceaux, c'est-à-dire si pour tout ^-faisceau F, l'application
canonique F ( S ) — ^ F ( T ) est injective.

Par construction, un morphisme fidèlement plat et quasi compact
(resp. fidèlement plat et localement de présentation finie, resp. étale
et surjectif) est couvrant pour (fpqc) [resp. (fppf), resp. la topologie
étale]. Réciproquement, un morphisme couvrant pour (fppf) (resp. la
topologie étale) est majoré par un morphisme fidèlement plat et loca-
lement de présentation finie (resp. un morphisme étale et surjectif).
Il en résulte par exemple qu'un morphisme T-^Spec(/c), où k est un
corps algébriquement clos, n'est couvrant pour (fppf) que s'il possède
une section (« Nullstellensatz »).

1.2.3. Soient S un préschéma et P(5") une propriété éventuelle d'un
S-préschéma variable S ' , telle que P(5") entraîne P ( S ' ) , pour tout
diagramme S'-> S'-> S. On dit que P est vraie sur S, localement pour
la topologie ^, si tout s e S possède un voisinage ouvert U tel qu'il existe
un morphisme U'-> U couvrant pour ^ et tel que P ( U ' ) soit vraie.

Dans le cas de la topologie de Zariski, on retrouve la notion usuelle;
dans le cas de la topologie (fppf) (resp. étale), on peut dans la définition
précédente remplacer « couvrant pour ^ » par « fidèlement plat et de
présentation finie ») (resp. par « étale et surjectif »).

1.2.4. Si G est un 5-préschéma en groupes et si P est un -S-préschéma
à groupe d'opérateurs G, on dit que P est fibre principal homogène sous G
pour la topologie fê si P est localement trivial pour la topologie ^, c'est-
à-dire localement isomorphe pour la topologie ^ à G lui-même considéré
comme préschéma à groupe d'opérateurs G par l'intermédiaire des
translations.

L'ensemble des classes de fibres principaux homogènes sous G est
noté H1 (S, G). Si S'—^ S est un morphisme ^-couvrant, le sous-ensemble
correspondant aux fibres trivialisés par S ' se note H1 ( S ' / S , G); il peut
se calculer par l'intermédiaire de cocycles, . . . . comme en cohomologie
galoisienne.

1.2.5. Fixons maintenant une convention : chaque fois qu'on ne
précisera pas la topologie envisagée sur Sch (par exemple : soit f un
morphisme couvrant), c'est qu'il s'agira de la topologie (fpqc), à l'exception
de l'unique expression « localement », que nous réservons, suivant l'usage,
à la topologie de Zariski.

Dans la suite de ce numéro, c'est donc de topologie (fpqc) que nous
parlerons; bien entendu, il s'agira en fait de propriétés valables pour
une topologie quelconque dans une catégorie quelconque.

1.2.6. Notons 57 la catégorie des faisceaux. Le foncteur d'inclusion

i : ^ -> Sch'
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possède un adjoint

a: Sch"—^.

Le faisceau a F est dit associé au préfaisceau F. Le foncteur a commute
aux limites projectives finies et aux limites inductives quelconques. Pour
calculer une limite inductive dans ^, on commence donc par la calculer
dans Sch", c'est-à-dire argument par argument, puis on prend le faisceau
associé au préfaisceau trouvé. Par exemple, si G est un faisceau en groupes
et H un sous-faisceau en groupes distingué, le faisceau en groupes
quotient GfH est le faisceau associé au préfaisceau en groupes
S^ G ( S ) I H ( S ) .

1.2.7. La catégorie des faisceaux possède toutes les propriétés « géomé-
triques » de la catégorie des ensembles : tout bimorphisme est un
isomorphisme, tout épimorphisme est effectif universel, toute relation
d'équivalence est effective universelle, etc.

1.2.8. Le foncteur canonique h : Sch -> Sch" se factorise par un
foncteur pleinement fidèle et commutant aux limites projectives

Sch -> ̂ .

A partir de maintenant, nous identifierons la catégorie Sch avec son
image dans ^. Dans les questions relatives aux limites projectives (struc-
tures algébriques, noyaux), cette identification est inofîensive, compte tenu
du résultat précédent. En revanche, nous nous interdisons de considérer
une limite inductive dans Sch qui n'en soit pas une dans ^. En fait,
cette restriction n'est pas gênante en pratique, le foncteur précédent
commutant à la plupart des limites inductives qu'on considère. Signalons
par exemple le résultat suivant : si G est un 5'-préschéma en groupes,
H un sous-préschéma en groupes invariant, et G -> X un morphisme de
5-préschémas en groupes, X s'identifie au faisceau-quotient G / H si et
seulement si la suite e -^ H ->- G -^ X est exacte [c'est-à-dire si pour
tout S ' — S la suite e -> H ( S ' ) -^ G ( S ' ) -> X ( S ' ) est exacte] et si le
morphisme G -> X est couvrant.

1.2.9. Terminons par un exemple. Soient S un préschéma, G un
5'-préschéma en groupes. Alors le centre Cent (G) de G est un faisceau,
on peut considérer le faisceau en groupes quotient G/Cent (G). Le mor-
phisme int de 1.1 induit un monomorphisme

G /Cent ( G) -> Aut^, ( G).

Introduisant le conoyau, on a une suite exacte de 5-faisceaux en groupes

e -^ G /Cent (G) — Aut^,(G) -^ Aut ext(G) — e.
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1.3. Groupes constants et constants tordus.

1.3.1. Soient 5 un préschéma, E un ensemble; on note Es le
5-préschéma défini par

îîoms(Es, T) = Hom(£, Hom^S, T));

on vérifie aussitôt qu'on a E^ == E s X s - S ' pour tout S ' — 5, et que

^(T)=Honiioc.onst(T, £),

ensemble des applications localement constantes de l'espace topolo-
gique S dans £'.

Le foncteur E h> Es commute aux limites projectives finies; il trans-
forme donc groupes en 5-foncteurs en groupes, ce qui est d'ailleurs clair
sur la description précédente. Un 5-préschéma en groupes isomorphe
à Es sera appelé S-groupe constant associé au groupe £.

1.3.2. Soient S un préschéma et G un S-préschéma en groupes.
On dit que G est un S-groupe constant tordu si pour tout s e S il existe
un ouvert U de S contenant s et un morphisme fidèlement plat et quasi
compact U'-> U tel que le [/'-groupe Gu' soit constant; il revient donc
au même de dire que G est localement constant pour (fpqc). Si, dans la
définition précédente chacun des Gu' est associé à un groupe de type
fini, on dit que G est à engendrement fini (N. B. — On fera attention
au fait suivant : G n'est de type fini sur S que s'il est fini sur S, c'est-
à-dire si les Gu' sont associés à des groupes finis.)

Si G est un 5-groupe constant tordu commutatif à engendrement
fini, G est localement constant pour la topologie étale : on peut choisir
les morphismes U'-> U étales surjectifs ([SGAD], exp. X, 5.9).

1.3.3. Soit S un préschéma normal (ou plus généralement géomé-
triquement unibranche). Soit G un 5'-groupe constant tordu commutatif
à engendrement fini. Tout s e S possède un voisinage ouvert U tel qu'il
existe un morphisme étale fini surjectif U'-^U tel que Gu' soit constant
([SGAD], exp. X, 5.14).

1.4. Groupes de type multiplicatif.

1.4.i. Groupes diagonalisables. — Soit M un groupe abélien.
On note D(M) le fondeur en groupes sur Sch défini par

D(M) (S) = Hom,, (M, T(S, 0^).

Il est représentable par le préschéma SpecZ[M], où Z[M] désigne
l'algèbre sur Z du groupe abélien M. Pour tout préschéma S, on note
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Ds(M) ==D(M)s; un ^-groupe isomorphe à un Ds(M) est dit diagona-
lisable. On note en particulier

G,n=D(Z), G,^=Ds(Z),

et la définition de Ds(M) se traduit par

(0 Ds(M) = Hom^(M,, G/,,).

On vérifie aussitôt que D^(M) est de type fini sur S lorsque M est de
type fini, ce que nous supposerons vérifié dans la suite.

1.4.2. Soient M et N deux groupes abéliens de type fini; pour tout
préschéma S, on a ([SGAD], exp. VIII, 1.5)

(2) Hom^, (Ds(M\ D, (N)) = (Hom,, (N, M))s = Hom^, (Ns, Ms),

d'où, en particulier,

(3) Hom^(2^(M), G/^) == Ms,

et, en notant M* le dual du groupe abélien M,

Hom^(G,^, Ay(M)) == Ms.

Les formules (i), (2) et (3) montrent que le foncteur

G ̂ Ds(G) == Hom^(G, G/^)

réalise une dua/i7e entre la catégorie des 5-groupes diagonalisables de
type fini et la catégorie des 5-groupes constants commutatifs à engen-
drement fini.

1.4.3. Soient S un préschéma et G un 5-préschéma en groupes.
On dit que G est de type multiplicatif (resp. de type multiplicatif quasi
isotrivial, resp. de type multiplicatif localement isotriviat) si tout sçS
possède un voisinage ouvert U tel qu'il existe un morphisme U'-^U
fidèlement plat et quasi compact (resp. étale et surjectif, resp. étale,
fini et surjectif) tel que le [/'-groupe Gu' soit diagonalisable. Un groupe
de type multiplicatif est donc un groupe localement diagonalisable pour
la topologie (fpqc).

On peut montrer ([SGAD], exp. X, 5.9) que le foncteur G ^> Ds(G)
réalise une dualité entre la catégorie des -S-groupes de type multiplicatif
et de type fini et la catégorie des 5-groupes constants tordus commu-
tatifs à engendrement fini.

Par 1.3.2 et 1.3.3, on en déduit qu'un groupe de type multiplicatif
et de type fini est quasi isotrivial et même localement isotriuial si la base
est normale (ou plus généralement géométriquement unibranche).
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1.4.4. Comme Spec (Z) est simplement connexe (c'est-à-dire ne possède
pas de revêtement étale surjectif non trivial), on peut déduire des résul-
tats précédents que tout Z-groupe de type multiplicatif et de type fini
est diagonalisable.

1.4.5. Si dans la définition de 1.4.3, chaque Gu' est L^-isomorphe
à G/", c" (pour un n convenable), on dit que G est un tore. Un tore diago-
nalisable (c'est-à-dire isomorphe à un G'^s) est dit trivial. Un tore est
donc localement trivial pour la topologie étale.

1.5. Tores maximaux.
1.5.1. Soient G un 5'-préschéma en groupes, lisse et affine sur S,

H un -S-groupe de type multiplicatif et de type fini, et i : H -> G un
monomorphisme de groupes. Alors i est une immersion fermée ([SGAD],
exp. IX, 2.5); les foncteurs Cents (H) et Norm^(Jf) sont représentables
par des sous-préschémas en groupes fermés de G lisses sur S, et le faisceau-
quotient Normf;(Jr)/Cent^(Jf) est représentable par un -S-préschéma
en groupes quasi-fini, étale et séparé sur S ([SGAD], exp. XI, 5.3,
5.3 bis, 5.9, ou [SGAD], exp. XIX, 6.1).

1.5.2. Soient S et G comme ci-dessus, soit sç. S et soit H^ un sous-
groupe de type multiplicatif (resp. un sous-tore) de la fibre géomé-
trique (77. Il existe un morphisme étale S ' -> S, un point s ' ç. S ' au-dessus
de s et un sous-groupe de type multiplicatif et de type fini (resp. un
sous-tore) H de Gs tels que H^,== H^ X y S ' ([SGAD], exp. XI, 4.1) (2).

1.5.3. Soient S et G comme ci-dessus, soit se S, et soient H et H '
deux 5-groupes de type multiplicatif et de type fini de G tels que H^
et H^ soient conjugués par un élément de G (s). Il existe un morphisme
étale S'-^ S couvrant s, et un g ç G ^ S ' ) tels que m t ( g ) H s ' = H ' s '
([SGAD], exp. XI, 5.4^s).

1.5.4. On dit que le sous-préschéma en groupes T du *S-préschéma
en groupes G de type fini en est un tore maximal si c'est un tore et si
pour chaque s e S, T^ est un tore maximal du s-groupe Gj (au sens
habituel).

1.5.5. Si G est un 5-préschéma en groupes lisse et affine, deux tores
maximaux de G sont conjugués dans G, localement pour la topologie
étale; c'est en effet ce qu'il résulte aussitôt de 1.5.3 et du théorème
de conjugaison des tores maximaux sur un corps algébriquement clos
[BIBLE, exp. 6, th. 4 (c)].

1.5.6. Un groupe de type multiplicatif et de type fini possède un
unique tore maximal; il suffit en effet de le vérifier pour un groupe diago-
nalisable; or si tM est le groupe de torsion du groupe abélien de type

(2) On désigne par s le spectre d'une clôture algébrique du corps x(s).
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fini M, le monomorphisme canonique Ds(MftM) ->Ds(M) définit
l'unique tore maximal de Ds(M).

1.5.7. Soit G un 5'-préschéma en groupes lisse et affine sur S, à fibres
connexes. Soit s un point de S tel que les tores maximaux de Gy soient
leur propre centralisateur. Il existe un morphisme étale S'-^ S couvrant s
tel que Gs possède un tore maximal (qui soit même son propre centra-
lisateur).

En efîet, soit T^ un tore maximal de 67; quitte à faire une extension
étale de la base, on peut par 1.5.2 supposer que T^ provient d'un sous-
tore T de G. Considérons C = Cent^(T) qui, en vertu de 1.5.i est
représentable par un 5'-préschéma lisse; C est à fibres connexes [Bible,
exp. 6, th. 6 (a)], C et T sont lisses sur S, on a Te C et T^= C^. Quitte à
restreindre S, on peut supposer T = C, donc en particulier T maximal.

1.6. Groupes vectoriels.

1.6.1. Soient S un préschéma et OU un cf^-Module quasi-cohérent.
On note W(01l) le foncteur en groupes sur Sch/^ défini par

w(^^)(5 /)=^(5 /,.)^l(g)^c^).
Si OU = OS, W(3Vi) est représentable par Specc^ [Tj, . . . . Tn], ce qui
montre que W(.m) est représentable chaque fois que 011 est localement
libre de rang fini.

1.6.2. L'application canonique
r^, oii(g)^e^) x r(^, oiV(g)^,,)-^r(^, oic^^^®^^')

définit pour tout couple (011, JIV) un homomorphisme de foncteurs en
groupes

W(oic) x^w^n7) -^W(.m (g) .̂oî ),

jouissant des propriétés d'associativité évidentes. Il s'ensuit aussitôt
que W(c\y) est canoniquement muni d'une structure d'anneau et W(JH)
d'une structure de module sur cet anneau.

On notera G^s le 5'-préschéma en groupes W(c\s); on a
G-,/^ Xs S ' = G a s '

et en particulier
G a S = (G^s, OÙ G a == Ga Spec (Z;*

Un 5-préschéma en groupes muni d'une structure de module sur W(^)
sera appelé S-groupe vectoriel. On a donc défini un foncteur

<mh->W(01l)

de la catégorie des ^-Modules localement libres de rang fini dans la
catégorie des ^-groupes vectoriels.
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1.6.3. Soit ^ un cVModule inversible (c'est-à-dire localement libre
de rang i) sur le préschéma S. On notera W(^)* le sous-préschéma ouvert
de W(^) obtenu en en retirant la section unité. On a

w(<T(^)=r(^,r(g)^ez,,y,
ensemble des sections fde C (g)^ Os' telles que f(s') ̂ - o pour tout s ' ç. S ' .

En particulier (G,,,s)* s'identifie naturellement à Gr,n^ En général, les
opérations de Gr,ns sur W(^)* induites par les opérations de W(d\y)
sur W(x°) munissent W(^)* d'une structure de fibre principal homogène
sous Gr,ns' Tout fibre principal homogène sous Gr,ns est d'ailleurs de
cette forme (« Théorème 90»); plus précisément, l'application C h> W(^)*
induit l'isomorphisme bien connu

jr(S,C\;):^(5,G,^).

1.6.4. Si c")1l est un (^-Module localement libre de rang fini et si ^1(/
est un sous-Module de type fini de OR, le morphisme canonique
W^JIV) --> W(<")1i) est un mônomorphisme si et seulement si 3Xi' est loca-
lement facteur direct dans Jll (et donc en particulier localement libre).

1.6.5. Soient S un préschéma, DR un (^-Module localement libre
de rang fini, T un -S-tore opérant linéairement sur 3Yi [c'est-à-dire opérant
sur le -S-groupe vectoriel W(JIZ)]. Soit r : T -^G^s un caractère de T
(c'est-à-dire un homomorphisme de groupes). Il existe un sous-Module OV^
de Jll, localement facteur direct dans 3Vc, tel que pour tout S ' —^ S on ait

W(:ni^) ( S ' ) == {/n€Wp1l) (57), tm == r(t)m pour tout tç. T(S//), S"-> S ' } .

En particulier, si r est le caractère trivial, on notera ^11^== ^11°; c'est
le faisceau des invariants de 3R sous T.

1.7. Algèbres de Lie ([SGAD], exp. II).

1.7.1. Soit S un préschéma. La (^-Algèbre (f\y[X]/(X2) est appelée
Algèbre des nombres dnaux sur S et son spectre Is schéma des nombres
duaux sur S; on a une section canonique s : 5' -> Is (« définie par X == o »).
Pour tout morphisme ^/-^ S, on a J^= J^ XsS\

1.7.2. Si G est un 5-foncteur en groupes, on note Lie(GIS) le fonc-
teur sur Sch/s défini par

Lie(GIS) ( S ' ) = Ker { G(Is') -^ G(S'). S

Supposons G représentable, soient ^(G/^) le faisceau des différen-
tielles relatives de G par rapport à -S et wa/s son image réciproque par
la section unité de G. On vérifie aisément que

Lie ( G I S ) ( S ' ) == Hom^(c^(g)^, (^).
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En particulier, si U est un ouvert de S, on a

Lie(GIS)(U) = T(U, Lie(G/S)),

où Lie(G/5) est le (^-Module dual de WG/S (« faisceau des dérivations
invariantes sur G »).

Si WG/S est localement libre de rang fini sur S (ce qui arrive en parti-
culier si G est lisse sur S, ou si S est le spectre d'un corps et G loca-
lement de type fini sur S), la formation de Lie (G/ S) commute à l'exten-
sion de la base et l'on peut écrire

Lie(GIS) == W(Lie(G/S)).

1.7.3. La construction précédente définit un foncteur

G^Lie(G/5)=g

de la catégorie des 5'-préschémas en groupes dans celle des ^-Modules :
à tout homomorphismes de groupes f: G—^H est associé un morphisme
de ^-Modules Lie(f) : Lie ( G/ S) -> Lie ( H / S).

En particulier, si G est un ^-préschéma en groupes et si gçG(S),
on note Ad(^) == Lie(int(^))eAut^ (g). On a donc défini la repré-
sentation adjointe

Ad: G-^Aut^(ô),

où le second groupe est le foncteur S ' \-> Aut^ (Q (g)^ ^s'\ pourvu
que WG/S soit localement libre.

1.7.4. Supposons donc cette condition vérifiée. Alors H == Aut^ (g)
est représentable (car localement isomorphe à GL^); on vérifie aussitôt
que 'Lie(H / S ) s'identifie à Hoirie (g, g), et l'on en déduit un morphisme
de ^-Modules

ad == Lie (Ad) : 9 -^ Hom^(g, 9),

ou, ce qui revient au même, une loi de composition bilinéaire

Ô 0(^0-^

définie par [x, y] = ad(;c)ï/. Cette loi de composition est fonctorielle en G
(toujours supposé vérifier la condition restrictive « WG/S localement
libre ») et munit g d'une structure de (9^-Algèbre de Lie.

1.7.5. Signalons enfin quelques cas particuliers :
(i) Si on est un (^-Module localement libre. Lie (W (OU)/ S) = Oïl.
(iï) Si G=Ds(M) est diagonalisable, Lie (G/5) == Hom(M, ^).

En particulier 'Lie (G m s j S) = °s"
BULL. SOC. MATH. — T. 93, PASC. 4. 25
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(iii) Si G est un 5-groupe lisse affine, Q un tore de G, alors

Lie(Cen^(e))=gÇ,

faisceau des invariants de Lie (G/5) == g sous Q pour la représentation
adjointe.

§ 2. Groupes réductifs : racines et coracines.

2.1. Définitions.

2.1.i. On rappelle qu'un groupe algébrique affine, lisse et connexe
sur un corps algébriquement clos est dit réductif (resp. semi-simple) s'il
ne possède pas de sous-groupe distingué lisse connexe et unipotent
(resp. résoluble) distinct de son sous-groupe unité.

Le rang réductif d'un groupe algébrique affine lisse et connexe G sur
un corps k algébriquement clos est la dimension de ses tores maximaux;
son rang semi-simple est le rang réductif de son plus grand quotient
semi-simple (BIBLE, exp. 9, n° 4). Nous les noterons rgred(G/Â') ou rgred(G)
d'une part, rgss(G/Â:) ou rgss(G) d'autre part.

DÉFINITION 2.1.2. -— Soient S un préschéma, G un 5'-préschéma en
groupes. On dit que G est un 5-groupe réductif (resp. semi-simple) s'il
vérifie les conditions suivantes :

(i) G est-affine et lisse sur S.
(ii) Pour tout s e 5, Gy est un 5-groupe algébrique [affine et lisse

d'après (i)] connexe et réductif (resp. semi-simple),

REMARQUES 2.1.3.
(i) Si G est un 5'-groupe réductif (resp. semi-simple), Gs' est un

^'-groupe réductif (resp. semi-simple) pour tout changement de
base S ' — ^ S . La réciproque est vraie si S''-> S est fidèlement plat et
quasi compact : le fait pour un <S'-préschéma en groupes (ou même pour
un 5'-faisceau en groupes) d'être réductif (resp. semi-simple) est local
pour la topologie (fpqc).

(ii) Si k est un corps, dire que le A-groupe G est réductif, c'est dire
que le A-groupe G^ est réductif. On peut d'ailleurs remplacer k par toute
extension algébriquement close de A:.

(iii) Un tore est un S-groupe réductif.
(iv) Si G est un ^-groupe réductif et si Q est un tore de G, le

5-groupe Cent^Ç) de 1.5.i est réductif; en effet, vu loc. cit., il suffit
de le prouver lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos;
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cela résulte alors de BIBLE, exposé 6, théorème 6 (a) et exposé 12,
corollaire au théorème 1. En particulier, si Q est un tore maximal de G,
comme les fibres géométriques de Centç(Ç) sont alors également réso-
lubles [BIBLE, exp. 6, th. 6 (c)], ce sont des tores et Q = Centç(Ç).

(v) On obtient une définition équivalente à 2 .1 .2 en remplaçant
« affine » par « de présentation finie » ([SGAD], exp. XVI).

PROPOSITION 2.1.4. — Un groupe réductif possède localement pour
la topologie étale des tores maximaux; ceux-ci sont leur propre centra-
lisateur et sont localement conjugués pour la topologie étale.

Cela résulte aussitôt de 1.5.5, 1.5.7 et 2.1.3 (iv).

REMARQUE 2.1.5. — En fait, un S-groupe réductif possède des tores
maximaux localement pour la topologie de Zariski. Ce résultat, dû à
GROTHENDIECK, de démonstration très délicate ([SGAD], exp. XIV, 3.20)
ne sera utilisé par la suite qu'au cours de la démonstration du théo-
rème 5.3.i (voir 5.3.8).

2.1.6. Le fait qu'un groupe réductif possède localement pour la topo-
logie étale des tores maximaux et que ceux-ci soient leur propre centra-
lisateur entraîne que le centre de G est représentable par un sous-
préschéma en groupes de G, de type multiplicatif ([SGAD], exp. XII, 4.11;
voir aussi une démonstration directe en [SGAD], exp. XXII, 4.17).

Le S-groupe de type multiplicatif Cent (G) possède un unique tore
maximal (1.5.6); c'est le radical de G, noté rad(G). On vérifie aisément
([SGAD], exp. XXII, 4.3) que les faisceaux quotients G/Cent(G)
et G/rad(G) sont représentables par des S-préschémas en groupes semi-
simples.

2.1.7. Le quotient ad(G) == G/Cent(G) est appelé groupe adjoint à G.
On dit que le 5-groupe réductif G est adjoint si Cent(G) = e. On peut
prouver que ad(ad(G)) == ad(G), c'est-à-dire que le groupe réductif
adjoint à G est adjoint ([SGAD], exp. XXII, 4.3).

Le S-groupe réductif G est semi-simple si et seulement si Cent (G)
est fini sur S, c'est-à-dire si rad(G) = e ([SGAD], exp. XXII, 4.3).

2.2. Le premier résultat de « rigidité ».

2.2.1. Le S-groupe réductif G est dit de rang réductif r (resp. de
rang semi-simple n) si pour tout s ç S, on a rgred(Gj)==r [resp.
rgss(Gy) == n]. Il est clair que G est alors semi-simple (resp. un tore)
si et seulement si n ==- r (resp. n = o).

THÉORÈME 2.2.2. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en
groupes affine, lisse et à fibres connexes. Soit s un point de S tel que le
^-groupe Gy soit réductif; notons rgred (Gy) == r, rgss (Gj) = n. Il existe
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un ouvert U de S, contenant s, tel que le L^-groupe Gu soit réductif
(c'est-à-dire que Gq soit réductif pour tout t e U), de rang réductif r
et de rang semi-simple n.

Voir [SGAD], exp. XIX, no 2.

COROLLAIRE 2.2.3. -— Si Gj est semi-simple (resp. un tore), Gu est
semi-simple (resp. un tore).

COROLLAIRE 2.2.4. — Soient S un préschéma, G un 5'-groupe réductif.
Les fonctions

s i->rgred(Gj),
s h> rgss ( Gj)

sont localement constantes.

2.3. Racines et groupes vectoriels associés.

2.3.1. Racines. — Soient S un préschéma, G un 5-préschéma en
groupes lisse, T un tore maximal de G, r : T->G,ns un caractère
de T, g l'Algèbre de Lie de G. Faisons opérer T sur g par l'intermédiaire
de la représentation adjointe et considérons le sous-Module cf de g
(voir 1.6.5). On dit que r est une racine de G relativement à T si, pour
tout s e S,

(i) r, : Ts -> Gr,ns est distinct du caractère unité.
(ii) g7 (s) = g7^®^) = Lie(G^/x(s))^ est non nul.

Lorsque 5 est le spectre d'un corps, on retrouve la définition classique.
Lorsque S est quelconque, r est une racine de G relativement à T si et
seulement si, pour chaque s e S, rs est une racine de G, relativement
à Ts, ou encore si et seulement si, pour tout s e S, rj est une racine de G^
relativement à Ty.

2.3.2. Sous les conditions précédentes, supposons de plus G affine
sur S. Soit KerrcT le noyau de r et soit Tr son unique tore
maximal (1.5.6); considérons Zr= Centç(ÎV) qui est également lisse
et affine sur S (1.5.i) de tore maximal T. Alors Lie(Z/-/51) = g7'
par 1.7.5 (iii), et en particulier g7cLie(Z^/5'), ce qui prouve que r
est aussi une racine de Zr relativement à T.

2.3.3. Supposons enfin G réductif; alors Z/ est également réductif
[2.1.3, (iv)]; de plus ([SGAD], exp. XIX), on a rgss(Z^) = i, —r est une
racine de Z, (donc de G) relativement à T, on a

I.ie(Z^|S)=^=t@Qre^r

[où l'on note t = Lie(î'/S)], et les (^-Modules localement libres g7' et g-7

sont inversibles (c'est-à-dire de rang i).
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II résulte aussitôt de la relation ci-dessus que toute racine de Z/. rela-
tivement à T (c'est-à-dire toute racine de G relativement à T nulle
sur Tr) est une fonction localement constante S->{—r, r { . En parti-
culier, si /ceZ, AT n'est une racine de G relativement à T que si k = ± i.

THÉORÈME 2.3.4. — Soient S un préschéma, G un 5'-groupe réductif,
T un tore maximal de G, r une racine de G relativement à T. Il existe
un homomorphisme de groupes

exp,: W(y)->G

induisant sur les Algèbres de Lie le morphisme canonique c^—^ 9, et
commutant aux opérations de T, si l'on fait opérer T sur W(çf) par
l'intermédiaire du caractère r et sur G par automorphismes intérieurs.
Autrement dit, exp/. vérifie les formules ensemblistes suivantes :

exp,(X + X') = exp.(X) exp,^),
^exp^X^-^exp/^QX),

Lie(exp,)(X)=X.

De plus, exp/. est une immersion fermée et est uniquement déterminé
par les conditions précédentes.

Démonstration en [SGAD], exp. XXII, 1.1.
2.3.4.1. On posera

P.-exp/^W^)),

c'est un sous-préschéma en groupes fermé de G, normalisé par T, muni
canoniquement par les opérations de T d'une structure de groupe
vectoriel. On dira que c'est le groupe vectoriel associé à la racine r. On a

Lie(P,/5) = y.

On pose P/* = exp^W^7)*); c'est un fibre principal homogène sous Gr,ns-
2.3.4.2. L'opération canonique de Gas sur P/ sera notée (x, u) —> u^.

On a donc par définition
expr(xX) == exp/^X)^.

Toute section Xr^TÇS, c^)* [ou, ce qui revient au même, toute section
Ur= expr(Xr)eP/*(51)] définit un isomorphisme de groupes vectoriels

Pr: GaS^>Pr,

par
pr(x) == exp(n;X/.) == u;\

Cette construction définit d'ailleurs un isomorphisme

P; -̂  ISOm ,̂.vect(G ,̂ Pr).
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2.3.4.3. Remarquons que la conclusion de 2.3.4 est vérifiée
lorsque g7 '=== o. On peut donc, dans 2.3.4, remplacer l'hypothèse « r est
une racine de G relativement à T » par « r est un caractère de T, non
trivial sur chaque fibre ».

2.4. Coracine associée à une racine.

THÉORÈME 2.4.1. — Soient S un préschéma, G un -S-groupe réductif,
T un tore maximal de G, r une racine de G relativement à T, — r la
racine opposée, Pr et P—r les groupes vectoriels associés,

exp/.: W(Q')->Pr,
exp-,: W^-7)-^?-,

les isomorphismes canoniques.
(i) Le morphisme

P_rXsTXsPr->G

induit par la loi de multiplication de G est une immersion, dont l'image,
notée P_/.. T. Pr, est un sous-préschéma ouvert du sous-groupe fermé Zr
de G défini en 2.3.2.

(ii) II existe un morphisme de ^Modules

Ô'^Ô-'-^^

noté (X, Y)—>XY, et un homomorphisme de 5-groupes

r*: G,ns—T,

tels que pour tout S ' — S et tous XeW^)^), YeW(g- /)(5f/), on ait

exp/.(X)exp-,(Y)eP-.. T.PrÇS^^ i—XYel^, Os)\

et, sous ces conditions..

(F) exp.(X)exp-.(y)^exp_,f_^y')^(i—XY)exp/ ^_^yV

(iii) Les morphismes (X, Y)\->XY et ^ sont uniquement déter-
minés par ces conditions; le premier est un isomorphisme et met donc
en dualité les (^s-Modules g7' et g"7^, le second vérifie

r o r* = 2 [c'est-à-dire r(r*(z)) = z2].

Démonstration en [SGAD], exp. XXII, 1.1.
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2.4. i . i . Les groupes vectoriels Pr et P-r sont donc canoniquement
en dualité, par l'intermédiaire du morphisme

PrXsP-r——GaS

défini par <exp,(X), exp_,(Y)> == XY.
A toute section XrçT(S, g7)* est associée une unique section

x^x^er^îrr
telle que X/- X_/ === i. Ces deux sections sont dites appariées ainsi que
les isomorphismes

Pr: GaS->Pr,

P-r: GaS->P-r,
correspondants.

2.4.1.2. On vérifie aussitôt que si l'on échange les rôles de r et de — r
dans l'énoncé, on trouve la même dualité entre y et g-7. On trouve
également la relation

(-ry^-r-

[N.B. on a (—rY(z)=r\z)-i.]
2.4.1.3. Il résulte de la formule (F) que si G == Z/, c'est-à-dire

si rgss(G) = i, la loi de groupe de G est déterminée par la donnée des
morphismes r et r* et du 0^-Module inversible g7 ; pour les détails, voir
[SGAD], exp. XX, n08 4 et 5; voir aussi 4.2 ci-dessous.

2.4. i .4. Le morphisme r* est appelé la coracine associée à la racine r.
2.4.2. Racine et coracine infinitésimales. — Notons t l'Algèbre de Lie

de T. Posons r == Lie(r), Hr=- Lie(r*) (i). La forme linéaire
r : t -> Os

est la racine infinitésimale associée à r, la section HrçT(S, t) la coracine
infinitésimale correspondante. On a

^ = — r, H^ == — Hr, r(H,) = 2.

En particulier, si 2 est inversible sur S, r et H, sont non nuls sur chaque
fibre.

Dérivant (F) et les formules de 2.3.4, on obtient aussitôt les relations
suivantes, pour tout S'-^ S et tous X, X'çW^g7)^), YeW^g-7)^),
JïeW^X^.^T^) :
(1) Ad(t)H=H, Ad(/)X=r(OX, Ad(QY = r(t)-1 Y.

Ad(exp,(X))^f ==H—r(H)X,
(2) Ad(exp,(X))X/==X/,

Ad(exp,(X))Y = Y—(XY)^+(XY)X.
(3) [H, X] = r (H)X, [H, Y] = - -r(H) Y, [X, Y] = -(XY)H,.
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Remarquons pour terminer que si H,, est non nul sur chaque fibre, la der-
nière formule (3) donne une définition de la dualité entre g7' et 9-^;
en particulier, X/. et X-r sont alors appariés si et seulement si
[Xr,X,r]=—Hr.

2.5. Symétrie par rapport à une racine.

2.5.1. La symétrie dans le groupe de Weyl,
2.5.1.1. Soient S un préschéma, G un 5'-groupe réductif, T un tore

maximal de G. Le groupe de Weyl de G relativement à T est, par défi-
nition, le faisceau quotient

Wc.(T) = Normç(T)/Centç(T) == Normç(T)/T,

cf. 2.1.4. Il est représentable par un 5'-préschéma en groupes quasi-fini
étale et séparé sur S (1.5. i), qui opère naturellement sur T.

2.5.1.2. Supposons d'abord rgss(G)==i. Alors pour tout s ç S ,
le 5-groupe WG(T),=W^(T^) a deux points géométriques (BIBLE,
exp. 12); on en déduit facilement que Wo(T) est isomorphe (évidemment
de manière unique) au groupe constant (Z/2Z)^. En particulier, Wo(T)
possède une section canonique, correspondant à l'unique élément
de (Z/2Z) distinct de l'élément unité. Cette section est appelée la
symétrie de Wo(T).

2.5.1.3. Revenons maintenant au cas d'un groupe de rang quel-
conque. Soit r une racine de G relativement à T; considérons le sous-
groupe Zr de G défini en 2.3.2; c'est un groupe réductif de rang semi-
simple i (2.3.3) auquel on peut donc appliquer le résultat précédent.
Comme

Norm^ ( T) == Normç ( T) n Zr,

Wz,.(T) s'identifie canoniquement à un sous-faisceau de Wc(T) et la
symétrie de Wz,.(T) définit une section Sr de Wo(T). Cette section est
appelée la symétrie par rapport à la racine r; c'est un automorphisme
de T; on a les relations

S_r == Sr, Sr o Sr = td.

THÉORÈME 2.5.2. — Soient S un préschéma, G un 5'-groupe réductif,
T un tore maximal de G, r une racine de G relativement à T, Sr e Wo(T) (S)
la symétrie par rapport à r.

(i) s,- opère sur T comme suit :

Sr(t)=t.r-(r(t))-^,

en particulier, roSr==—r, Sror^=—r\
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(ii) Pour tout XeW((f)*(5), posons

Wr(X) == expr(X) exp-^(X-1) exp/.(X);

alors Wr(X) est une section de Norm^T) qui se projette sur Sr et donc
vérifie pour toute section t de T (sur un S'-^ S quelconque), la relation

^/.(X^w^X)-1^,^).

(iii) Le morphisme

Wr: W^y-^Norm^T)

ainsi défini vérifie les relations suivantes [z section de Gr,ns, X et X'
sections de W(cf)*] :

Wr(zX) == r\z) w.(X) = Wr(X) r\z)-\
Wr(X) Wr(X) = ̂ (——XX7-1).

Si XeW^)^^), XçW^)^), S ' - ^ S , on a

Ad(i^(X))X' = (X-1 X^X-1,
int(w,(X)) exp^X7) = exp_,.((X-1 X^X-1).

(iv) Les morphismes Wr et w-r sont liés par les relations

W_,(X-1) = Wr(X)

w,(X)w--,(Y)=r*(-XY).

Démonstration en [SGAD], exp. XX, 3.i et 3.6.
2.5.2.1. En particulier, on a

Wr(Xy--=r\—i)ç,T(S).

2.5.2.2. Par (iii), on a

Wr(X) exp,(X) w.(X)-1 = exp_,(X-1),

d'où, en reportant dans la définition de Wr(X), la relation

[w,(X)exp,(X)p=e.

En fait, on peut prouver ([SGAD], exp. XX, 3.8) que cette relation
caractérise Wr(X) parmi les sections de Norme (T) se projetant sur s,..

2.5.2.3. Supposons S ̂ 0 et T trivial. Écrivons T =Ds(M), où M
est un groupe abélien libre de type fini, de dual M*. On a alors (1.4.2)

reHom^,(T, G^s) = Homioeconst^, M),
r'eHom^,(G/^, T) == Homioeconst(5, M*).
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Supposons que r (resp. r*) s'identifie à une fonction constante S -> M
(resp. S->M'), c'est-à-dire à un élément de M (resp. M*). On a d'abord

(DR I) (r\ r) = 2.

La symétrie Sr opère dans M et M*, et (i) redonne les formules clas-
siques

( Sr (x) ==x — (r\ x)r, x e M,
( Sr(ù) == u—(u, r)r*, uç.M\

§ 3. Déploiements et épinglages.

3.1. Groupes réductifs déployés.

DÉFINITION 3.1.1. — Soient S un préschéma non vide, G un 5-groupe
réductif, T un tore maximal de G. On appelle déploiement de G relati-
vement à T la donnée

(i) d'un groupe abélien libre M et d'un isomorphisme T ^Ds(M),
(ii) d'une partie R de M,

vérifiant les conditions suivantes :
i" on a

Lie(G/5) = Lie(TIS) ® ] [ Lie(G/^,
f-eiî

chaque Lie(G/5)7 étant libre de rang i (les rçR sont donc des racines
de G relativement à T);

2° la coracine (2.4.1.4) correspondant à chaque racine rç.R est
un élément r^çM* (c'est-à-dire est donnée par une fonction cons-
tante S->M^.

3.1. i. i. Il résulte aussitôt de la condition i° que les éléments de R
sont exactement les éléments de M qui sont des racines de G relati-
vement à T; plus précisément, les racines de G relativement à T sont
les fonctions localement constantes S->R.

3.1.1.2. Si rçR, T ( S , g7)* 7^0 en vertu de la seconde partie de i°;
soit donc w = Wr(Xr), avec Xr^T(S, cf)* (2.5.2); par 2.5.2.3, on a

s ° int(w) = Sr(s) == s —(r*, s)r,
int(w) os == Sr(s*) = s*— (s*, r)r\

pour tout 5€-R. Par transport de structure [par int (w)], Sr(s)est une
racine de G relativement à T, Sr(s") la coracine correspondante; si l'on
note R* l'ensemble des r*, re-R, on a donc par 3.1. i . i

(DR II) r, 5 e R ==> Sr(s) e R, Sr(s^ e R\
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Par 2.3.3, on a en outre

(DRIII) rç=J?=>2r^.

3.1.1.3. Les conditions (DR I) de 2.5.2.3, (DR II) et (DRIII)
montrent que (M, M\ R, JT) est une donnée radicielle réduite, au sens
de [SGAD], exp. XXI (voir aussi ci-dessous 3.6.1).

DÉFINITION 3.1.2. — Soient S un préschéma non vide, G un S-groupe
réductif. On appelle déploiement de G la donnée d'un tore maximal T
de G et d'un déploiement D =-- (M, R) de G relativement à T.

Si S est un préschéma non vide, on appelle S-groupe réductif déployé
un triplet (G, T, D) où G est un S-groupe réductif et (T, D) un déploie-
ment de G.

3.1.2. i. Si ( G, T, D) = ( G, T, M, R) est un S-groupe réductif
déployé, on note <^(G, T, D) [ou simplement ^(G) s'il n'y a pas de
confusion possible] la donnée radicielle de 3.1.1.3.

PROPOSITION 3.1.3. — Soient S un préschéma, G un S-groupe réductif,
T un tore maximal de G, supposé trivial. Alors G est localement déployable
relativement à T : tout s ç. S possède un voisinage ouvert U tel que le
17-groupe réductif G^/soit déployable relativement à son tore maximal Tu.

Démonstration facile. Comme un S-groupe réductif possède localement
pour la topologie étale des tores maximaux (2.1.4) et comme un tore
est localement trivial pour la topologie étale (1.4.3), on en déduit le

COROLLAIRE 3.1.4. — Soient S un préschéma, G un «S-groupe réductif
(resp. et T un tore maximal de G). Alors G est localement déployable
(resp. relativement à T) pour la topologie étale.

En particulier :

COROLLAIRE 3.1.5. — Soient k un corps et G un À-groupe réductif.
Il existe une extension séparable finie Kfk telle que GA soit déployable.

REMARQUE 3.1.6. — La démonstration de 3.1.3. ([SGAD],
exp. XXII, n0 2) montre aussitôt que si l'on suppose, dans 3.1.3,
S connexe non vide et H'(S, c^) == o, G est déployable relativement
à T. Ces deux conditions sont vérifiées en particulier pour S = Spec (Z) ;
comme tout Z-tore est trivial (1.4.4), on en déduit qu'un Z-groupe
réductif possédant un tore maximal est déployable relativement à
ce tore.

3.1.7. Si (G, T, M, R) est un S-groupe déployé, on voit facilement
que Cent (G) s'identifie à Ds(M IT,(R)) où To(R) est le sous-groupe de M
engendré par R ([SGAD], exp. XXII, 3.i). Par 2.1.7, on en déduit
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que G est semi-simple (resp. adjoint) si et seulement si R engendre
l'espace vectoriel M (gi Q (resp. le groupe M).

On dit que G est simplement connexe si J?* engendre le groupe M\
Voir [SGAD], exp. XXII, no 3, à ce sujet.

3.2. Groupe de Weyl d'un groupe déployé.

3.2.i. Soient S un préschéma non vide, (G, T, D) un S-groupe
réductif déployé, ôi la donnée radicielle correspondante (3.1.2.1),
W le groupe de Weyl de ^ (groupe de transformations de M engendré
par les Sr, rçR). On a une application canonique

W-> Isom,,(M, M) -> Isom^.g (F, T).

Si Ws est le groupe constant associé à W, on a par 1.3. i un homo-
morphisme canonique

W^Aut^(T).

THÉORÈME 3.2.2. — L'homomorphisme précédent identifie W,s- au
groupe de Weyl Wc(T) == Normç(T)/T considéré comme préschéma
en groupes d'opérateurs de T.

Par 2.5.2, on en déduit aussitôt le
COROLLAIRE 3.2.3. — Si G est un 5-groupe réductif déployable rela-

tivement à son tore maximal T, le groupe Wc(T) est constant et l'appli-
cation canonique

Norm^(T) (S) = Normç(,)(T,) -> Wo(T) (S)
est surjective.

Par 3. i . 4, on en tire aussi le
COROLLAIRE 3.2.4.— Soient S un préschéma, G un 5-groupe réductif,

T un tore maximal de G. Alors le 5-groupe Wo(T) est constant tordu
(et en particulier fini sur S).

3.3. Groupes de Borel; « grosse cellule ».
DÉFINITION 3.3.1.— Soient S un préschéma, G un 5'-groupe réductif.

On appelle groupe de Borel de G un sous-préschéma en groupes B de G,
lisse et de présentation finie sur S, tel que pour tout s € S, Bj soit un
groupe de Borel (c'est-à-dire un sous-groupe résoluble lisse connexe
maximal) du 5-groupe Gj.

THÉORÈME 3.3.2. — Soient S un préschéma, G un -S-groupe réductif.
(i) Soit B un groupe de Borel de G. Alors B est un sous-groupe

fermé de G, on a B = Normç(B), et le faisceau quotient G / B est repré-
sentable par un iS-préschéma lisse et projectif sur S.
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(il) Soient B et B' deux groupes de Borel de G. Alors B et B' sont
conjugués dans G, localement pour la topologie étale : pour tout se S,
il existe un morphisme étale S ' — ^ S couvrant s et un g ç G ^ S ' ) tels
que B's, = ïnt (g) B s ' .

Démonstration en [SGAD], exp. XXII, 5.3.

3.3.2.1. Il résulte de (ii) que, sous les conditions de (i), le fonc-
teur Bor (G) des groupes de Borel de G (dont les sections sur un S'—^ S
sont les groupes de Borel de G^/) est représentable par le quotient GjB.
En fait ([SGAD], exp. XXII, 5.8.3), Bor (G) est toujours représentable
par un S-p réschéma lisse et projectif.

3.3.2.2. Il résulte de (ii) et de 1.5.5 que si B et Bf sont deux groupes
de Borel du ^-groupe réductif G, de tores maximaux T et T ' , les
couples (B, T) et ( B ' ' , T") sont conjugués localement pour la topologie
étale.

3.3.2.3. En fait, on peut remplacer dans 3.3.2 (ii) la topologie étale
par la topologie de Zariski (cf. [SGAD], exp. XXVI); il revient au même
de dire que la fibration G -> G / B de (i) est localement triviale.

3.3.2.4. On peut également établir les résultats analogues pour les
groupes paraboliques (cf. [SGAD], exp. XXVI).

La proposition suivante donne une manière de construire des groupes
de Borel dans un groupe déployé :

PROPOSITION 3.3.3. — Soient S un préschéma non vide, ( G, T, M, R) un
5-groupe réductif déployé, et jR+ un système de racines positives de la
donnée radicielle <^(G).

(i) Pour tout ordre total sur -R+, le morphisme

n
rç:R+

Pr->G

induit par la loi de multiplication dans G est une immersion fermée,
dont l'image est un sous-préschéma en groupes Up^ de G, indépendant
de l'ordre choisi sur R+.

(ii) Le groupe Un^ est normalisé par T, on a T n UR_^ = e, le produit
semi-direct B^_= T.UB+ est un groupe de Borel de G.

Démonstration en [SGAD], exp. XXII, 5.5. i et 5.6.5. Des propriétés
de variance des exp/- sous F, on tire aussitôt de (i) le

COROLLAIRE 3.3.4. — Soient S un préschéma non vide, (G, T, M, R) un
5'-groupe réductif déployé; soient r , s ç R avec r - ^ - S y ^ o . Ordonnons
l'ensemble des ir+jsçR, i , jeN, i,j^o de manière quelconque. Pour
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chaque couple (i, j) comme ci-dessus, il existe un unique morphisme
de c^-Modules

fr.^ij: W^^W^^,

tel que pour tout S'-> S et tous XeW^) {S'\ YeW(^) (S'), on ait

exp.(X) exp,(Y) exp,(X)-1 = exp^Y)]^ exp^y, (/•.,,, i,,(X1 YQ).

3.3.4.1. En d'autres termes, choisissons pour chaque rçR un
XrçT(S, Q'Y et posons p , ( x ) == exp(xXr) (cf. 2.3.4.2). La relation
précédente prend la forme habituelle ([2], p. 27) :

p/. (x) p, (y) pr (—x) == p, (y) JJ pir+js (Ci, /,,,. x1 y),
ij

où d,j,r,s er(5, Os).

PROPOSITION 3.3.5.— Soient S un préschéma non vide, ( G, T, M, J?) un
5'-groupe réductif déployé, J?+ un système de racines positives, J?_ = — jR+
le système de racines positives opposé. Bu ̂  == T. UR^ et BT?_, == T. Un_
les groupes de Borel correspondants.

Le morphisme
Us_ XsTXsU^->G

induit par la loi de multiplication de G est une immersion ouverte.
Les deux membres étant plats sur 5, l'assertion se vérifie sur les

fibres géométriques, et l'on est ramené à l'énoncé habituel (BIBLE,
exp. 15, prop. 1).

3.3.5.1. L'image de l'immersion précédente sera notée ^7^. C'est
un voisinage ouvert de la section unité de G, qui est donc schémati-
quement dense dans G; on dit que c'est la « grosse cellule » définie par R+.
Un homomorphisme de G dans un ^-faisceau en groupes pour (fppf)
est déterminé par sa restriction à î2^, c'est-à-dire par ses restrictions
à T et à chaque P/, rçR.

3.3.5.2. On peut donner plus généralement un énoncé qui généralise
le théorème de Bruhat; voir à ce sujet [SGAD], exp. XXII, 5.7.

3.4. Groupes réductif s épingles.

DÉFINITION 3.4.1.— Soient S un préschéma non vide, (G, T, M, R) un
«S-groupe réductif déployé. On appelle épinglage de G la donnée d'un
système de racines simples J?o de R et pour chaque rçjRo d'une section

x.€r(s,ry.
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3.4. i. i. Si S est un préschéma non vide, on appelle 5'-groupe réductif
épingle un 5-groupe réductif muni d'un déploiement et d'un épinglage
de ce déploiement. On notera donc (G, T, M, R, Ro, (X/.)/,^) si l'on
tient à être explicite.

3.4.1.2. Comme tout groupe déployé peut être épingle, il résulte
de 3.1.4 que tout groupe réductif est localement épinglable pour la topologie
étale.

3.4. i .3. Soit (G, T, M, R, Ro, (X)re/?o) un 5-groupe réductif épingle.
Le système de racines simples Ro définit un système de racines posi-
tives R+, le système opposé R-, donc les groupes de Borel B === B^ = T. U,
B-== Bn_= T. U-, la « grosse cellule » i2 == U-.T.U, etc.

D'autre part, chaque Xr, rç:Ro, définit canoniquement un

x^cr^ô-y
apparié (2.4. i . i ) , des isomorphismes de groupes vectoriels (2.3.4.2)

pr: G^s^Pr,
P^r'i GaS-^P-r,

et une section

définie par (2.5)
w,eNormG(T)(5)

Wr== Wr(Xr) = ?/ (l) ?_, (l) ? / ( 1 ).

On a alors (2.5.2)

w? = r*(— i), int(w.) t = Sr(t) = /.r'(r(0)-1,
int (iVr) Pr (X) == P-r (X), Ad (Wr) Xr == X_r.

3.4.2. Soient S un préschéma non vide, (G, T, M, R, Ro, (X/)/.ç^)
un 5'-groupe réductif épingle. Soit J?i une partie du système de racines
simples Ro; notons ï\ le tore maximal du groupe de type multipli-

catif f^\ Kerr, et posons
rçH,

Z^=Centç(î\).

C'est un S-groupe réductif [2.1.3 (iv)]. Soit R' l'ensemble des éléments
de R qui sont combinaison linéaire des éléments de Ri. On vérifie faci-
lement que (T, M, R) est un déploiement de Z^ et que (7?i, (X,-),^^)
en est un épinglage.

De plus, on vérifie ([SGAD], exp. XXII, 5.10) que BB^BC\ZR,
est le groupe de Borel de Z^ correspondant au système de racines posi-
tives défini par jRr On a B^== T.Up,, où U^== Ur\Zn,.
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Nous nous intéresserons en particulier aux cas suivants : si J?i = { r j ,
on a

Z^ === Zr, U { r } = Pr, B^ = T.P,;

si R == { r , s } , on notera

Z{r,s} == Z/..ç, U{r,s} == U rs ',

si Ars désigne l'ensemble des racines positives qui sont combinaisons
linéaires de r et de s, on a

Urs=f[P,.

IÇ.A,,

3.4.3. Avec les notations précédentes, on a rgss (Z/^) == Card(J?j);
en particulier

rgss(Z,.) === i, rgss(Z^) = 2 si r ̂  s.

3.5. Homomorphismes de groupes épingles.

3.5.1. Soit S un préschéma non vide; rappelons que S est dit de
caractéristique p ̂  o si le nombre premier p est nul sur S; nous poserons
alors p ( S ) ==p. S'il n'existe pas de nombre premier p nul sur S, nous
poserons p ( S ) == i.

Si q est un entier > o tel que x ^> x^ soit un endomorphisme du
groupe Gas, q est une puissance de p ( S ) (et réciproquement).

DÉFINITION 3.5.2. — Soient S un préschéma non vide, (G, T, M, R)
et (G', T ' , M ' , R ) deux 5'-groupes réductifs déployés, f ' . G - ^ G ' un
homomorphisme de groupes. On dit que f est compatible avec les déploie-
ments donnés si la restriction fa. T se factorise en un morphisme fr : T -^ î^
de la forme fr= T>s(h), où

/i: M'-^M

est un homomorphisme de groupes vérifiant la condition suivante :
II existe une bijection u:R^>R et pour chaque rçR un

entier ç(r)> o tel que x^x^^ soit un endomorphisme de Gas et que

WD) = q(r)r, ^) = q(r) u(r)\

PROPOSITION 3.5.3. — Sous les conditions de la définition précédente,
(i) il existe pour chaque rçR un unique isomorphisme de

^-Modules
fr: (g7^)^^)

tel que
/•(exp,(X)) = exp^/^X^)))

pour tout XeW^X^), S^S;
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(ii) Pour tout re7?, on a u(—r)=—u(r) et fr et f-r sont contra-
grédients l'un de l'autre.

(iii) Pour tout rçR, tout XeW (yy (5/), 5" -^ 5, on a

/•(^,(X))=^^(X^/-)).

Voir [SGAD], exp. XXII, 4.2.3.

3.5.3.1. Sous les conditions précédentes, la restriction de f à une
« grosse cellule » i2^ s'écrit explicitement :

fl II exp.(X,)./. [j[exp/.(X,)\
\rçlî— rçR+ /

= ri^p^^^w^))-^^- ri^p^^^7 (X7(r)))-
/'e^— /'e^4-

3.5.3.2. On en déduit facilement ([SGAD], exp. XXII, 4.2.6) que f
est fidèlement plat si et seulement si fr l'est, que le noyau de f est fini
sur S si et seulement si celui de fr l'est, que le noyau de f est central
dans G si et seulement si chaque q(r) est égal à i. En particulier, f est
une isogénie si et seulement si fr est une isogénie, c'est-à-dire si h est
injectif et de conoyau fini.

Le procédé précédent permet d'obtenir essentiellement toutes les
isogénies; on a, en effet, la

PROPOSITION 3.5.4. — Soient S un préschéma, G et G' deux 5-groupes
réductifs, f : G-> G' une isogénie (= un homomorphisme fidèlement plat
et de noyau fini sur S). Localement pour la topologie étale, on peut
trouver des déploiements de G et G' avec lesquels f soit compatible.

Voir [SGAD], exp. XXII, 4.2. i3.

DÉFINITION 3.5.5. — Soient S un préschéma non vide,

(G, T, M, R, J?o, (X,)) et (G\ T, M', R', R,, (X,/))

deux 5-groupes réductifs épingles. On dit que l'homomorphisme de
groupes

/": G-.G'

est compatible avec les épinglages donnés, ou est un S-morphisme de
groupes épingles, s'il est compatible avec les déploiements sous-
jacents (3.5.2) et si, avec les notations de 3.5.2, on a les deux conditions
supplémentaires suivantes :

u(R,)=R^
/'(exp (X,)) = exp (XL (,.)) pour r ç R,.

BULL. SOC. MATH. — T. 93, PASC. 4.
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3.5.5.1. Avec les notations de 3.4.1.3, on a donc pour rçRo,
f(Pr<X)) == P^)(^-)),

f(p-r(x)) =?-.(.) (^(/)),

/"(W/<) =wL(r).

3.5.5.2. Sous les conditions précédentes, soit JîiCJRo. Posons
R\ === u(JRi) et considérons les groupes épingles Z^ et Z/^ (3.4.2)
on vérifie aussitôt que f induit un 5-morphisme de groupes épingles

/7?i ; Zfii ->ZL(/?i).

3.5.5.3. Sous les conditions de 3.5.5, soit g : G — > G ' un autre
«S'-morphisme de groupes épingles tel que gr= /r; alors f === ^.

En effet, on a plus généralement le
LEMME 3.5.6. — Soient S un préschéma, G un 5-groupe réductif

épingle, H un 5'-faisceau en groupes pour (fppf). Soient
f, 9: G^H

deux homomorphismes de groupes. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) f-r.
(ii) f et g coïncident sur T et sur chaque Pr, r e jRoU— -Ro.
(iii) f et g coïncident sur T et sur chaque Pr, rçRo, et Von a

f(w,) = g(Wr) pour reJ?o.
En effet, on a trivialement (i)=>(ii); on a (ii)=»(iii) par définition

des Wr, supposons enfin (iii); chaque racine est transformée d'une racine
simple par un élément du groupe de Weyl, donc f et g coïncident sur
chaque P,-, r e R, donc coïncident par 3.3.5.1.

3.6. Le foncteur <^. Énoncé du théorème fondamental.

3.6.1. Données radicielles épinglées. — Rappelons ([SGAD], exp. XXI)
qu'une donnée radicieîle réduite (^ == (M, M\ R, R') consiste en la
donnée de deux groupes abéliens libres de type fini en dualité M et M*,
d'une partie R (resp. R') de M (resp. M*) et d'une bijection r ^> r* de R
sur R\ vérifiant les axiomes (DR I), (DR II) et (DR III) énoncés précé-
demment.

Une donnée radicieîle réduite épinglée est une donnée radicieîle munie
d'un système de racines simples.

3.6.2. Soient (^ = (M, M\ R, JT) et (PJ == (M', M\ R', R^) deux
données radicielles réduites et q un entier > o. On dit que l'homo-
morphisme de groupes

h: M-^M'
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est un q-morphisme de données radicielles réduites (et l'on note h : ôi -> ̂ /)
s'il existe une bijection u:R^>R et une application rh> q (r) de R
dans l'ensemble des puissances positives de q, telles que

h(u(r))==q(r)r, ^(r*) = q(r) u(rY pour rçR.

Si (<^, J?o) et (^/, J?o) sont deux données radicielles réduites épinglées,
on dit que h est un g-morphisme de données radicielles réduites épinglées
si, outre les conditions précédentes, on a u(Ro) == R'o.

3.6.3. Soient S un préschéma non vide, (G, T, M, R, J?o, (Xr)r^)
un ^-groupe réductif épingle. Alors (M, M\ R, R\ J?o) est une donnée
radicielle réduite épinglée qu'on notera d l ( G , T , . . . ) ou simple-
ment <^(G).

Si (G, . . .) et (G', . . . ) sont deux ^-groupes réductif s épingles et si

/: G — G '

est un 5'-morphisme de groupes épingles (3.5.5), l'application h : M'-^M
de 3.5.5 est par définition un p(S)-morphisme de données radicielles
réduites épinglées [ p ( S ) est l'entier défini en 3.5.i] :

^(ft: ^{G')->^(G\

3.6.4. Le préschéma S non vide étant fixé [et donc l'entier p(S)],
on a donc défini un fondeur contrauariant ô^ de la catégorie des S-groupes
réductifs épingles dans la catégorie des données radicielles réduites épinglées
[pour les notions de morphismes définies ci-dessus; on notera que les
morphismes de la seconde catégorie dépendent de l'entier p(S)].

Notre but est le
THÉORÈME FONDAMENTAL. — Le fondeur ôi précédent est une équiva-

lence de catégories.
Comme d'habitude, un tel énoncé se divise en deux :

THÉORÈME 3.6.5. — Soient S un préschéma non vide, (G, T, . . . )
et (G', T ' , . . . ) deux 5-groupes réductifs épingles,

h: W)-^ôi(G)

un p(5)-morphisme de données radicielles réduites épinglées. Il existe
un unique iS-morphisme de groupes épingles

f: G-^G'

tel que o^(f) = h.

THÉORÈME 3.6.6 (« Théorème d'existence ))). — Soit ôi une donnée
radicielle réduite. Il existe un Z-groupe réductif déployé G tel
que <^-( G) ̂  <^.

26.
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Remarquons que l'assertion d'unicité de 3.6.5 a été démontrée
en 3.5.5.3. L'assertion d'existence donne en particulier le

COROLLAIRE 3.6.5.1 (« Théorème d'unicité »). — Soient S un préschéma
non vide, G et G' deux 5'-groupes réductifs déployés. Si les données
radicielles (^(G) et ^-((7) sont isomorphes, G et G' sont isomorphes.

Nous donnerons ci-dessous une idée de la démonstration de 3.6.5.1,
renvoyant à [SGAD], exp. XXIII pour la démonstration du cas
général 3.6.5. Il existe plusieurs démonstrations de 3.6.6 ([l], [3], et
[SGAD], exp. XXV).

§ h-. Démonstration du théorème d'unicité.

4.1. La réduction au rang ^2.
Reprenons intégralement les notations de 3.4.

4.1.i. Si r et s sont deux racines simples du 5-groupe réductif
épingle G, on notera Tirs l'ordre de l'élément S r S s du groupe de Weyl W.
On aura alors (srSsY^--^ e, et donc (WrWsY^ç. T{S). On posera

tr^^WrW^çTÇS).

Pour tout reJ?o, on a n,.r== 2, et l'on notera

t,==^==w^=r^—i)çT(S).

Énonçons maintenant le premier théorème de générateurs et relations :

THÉORÈME 4.1.2. — Soient S un préschéma non vide, G un 5-groupe
réductif épingle, H un <S'-faisceau en groupes pour (fppf),

fr: T->H,
fr: Pr—H, reJ?o,

des homomorphismes de groupes,
hrçH(S), rçR,,

des sections de H. Pour qu'il existe un homomorphisme de groupes
f: G->H

(nécessairement unique par 3.5.6) induisant fr et les fr (r ç. Ro) et véri-
fiant f(Wr) = hr pour r e Ro, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient vérifiées :

(i) pour tout r e Ro, il existe un homomorphisme de groupes
Fr: Zr->H

induisant fr, fr et vérifiant Fr(Wr) == hr;
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(ii) pour tout (r, s) € Ro X Ro, r-^s, on a

(7^)^=/r(^);

(iii) pour tout (r, s) e J?o X -Ro, ^ 7^ 5, il existe un homomorphisme
de groupes

/•..: [7^7î

prolongeant /'/. et fs, et vérifiant en outre la condition suivante : pour
toute racine positive t de la forme ir+js, avec j-^-o [et donc Sr(t)
positive et par suite int(w/)P/c U,s], tout S ' -> S et tout x ç P t ( S ' ) ,
on a

hrfrs(X)h~^ = frs(lVrXW^).

Pour la démonstration, voir [SGAD], exp. XXIII, 2.3, la légère diffé-
rence dans l'énoncé de (iii) étant justifiée par [SGAD], exp. XXIII, 6. 2. i.

Les conditions (ii) et (iii) du théorème précédent sont évidemment
vérifiées lorsqu'il existe des homomorphismes de groupes

Frs '" ZTS ~> H

prolongeant /r, fr et fs, et vérifiant Frs(Wr) === hr, Frs(iVs) = hs, où, ce qui
revient au même par 3.5.6, prolongeant les morphismes F, et F s de (i).
On a donc le

COROLLAIRE 4.1.3. — Soient S un préschéma non vide, G un iS-groupe
épingle de rang semi-simple ̂  i, H un S-faisceau en groupes pour (ippf).
Pour chaque (r, 5) e J?y x J?u, soit

F r s : Zrs——H

un homomorphisme de groupes. Pour qu'il existe un homomorphisme
de groupes

/•: G->H

prolongeant les F, .,„ il faut et il suffit que pour tout (r, s) e Ro X Ro, on ait

F'rs \ Zr == Fr/"

En vertu de 3.5.5.2, ce corollaire ramène la démonstration du théo-
rème d'unicité au cas des groupes de rang semi-simple n ̂  2. Pour n = o,
le groupe est un tore et le résultat est trivial. Il reste donc à traiter le
cas n = i et le cas n = 2 ; nous étudierons chaque cas séparément suivant
le type de la donnée radicielle C^(G) (« types Ai, Ai + Ai, As, Bi, Gz »).
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4.2. Groupes de rang semi-simple i.

Si G est un 5-groupe épingle de rang semi-simple i, on pent le décrire
complètement, comme on l'a vu en 2.4, à l'aide des sous-groupes T, P,
et P_/ et de la relation (F) de 2.4. i. Dans le contexte précédent, il est
plus naturel de le faire à partir des groupes T et Pr et de la section w, ;
il se trouve qu'alors la description devient particulièrement simple :

THÉORÈME 4.2.1. — Soient S un préschéma non vide, G un -S-groupe
réductif épingle de rang semi-simple i, r sa racine positive, H un 5'-faisceau
en groupes pour (fppf):,

fr: T-^H et fr: Pr->H

des homomorphismes de groupes et hr^H(S) une section de H. Pour
qu'il existe un homomorphisme de groupes (nécessairement unique)

/•: G->H
prolongeant /r, fr et vérifiant f(iVr) = h,., il faut et il suffit que les condi-
tions suivantes soient vérifiées :

(i) pour tout S^ S, tout tç. T{S'\ tout x ç P r ( S ' ) , on a

(1) MO W MO-1 = fr(txt-1) [- fr(X^%

(2) hrfï(W=fT(SrW) [-/ra.^(O)-1)];

(ii) soit u, .== exp^(X,-)eP,*(S) l'élément défini par l'épinglage; on a

(3) hÏ=fr(t,) [=/^(-i))],
(4) (hrfr(u^=e.

Ces conditions sont évidemment nécessaires (cf. 2 .5 .2 .2 en parti-
culier). Pour prouver qu'elles sont suffisantes, on doit en particulier en
tirer la formule (F) de 2 .4 . i ; cf. [SGAD], exp. XX, 6.2.

4.2.2. Le théorème d'unicité pour les groupes de rang semi-simple i
est une conséquence immédiate du théorème précédent.

4.3. Groupes de rang semi-simple 2.

Par 4.1.2 et 4.2.2, l'étude de la structure des groupes de rang 2 est
ramenée à l'étude des conditions (ii) et (iii) de 4.2. i. Il nous faut donc
déterminer 1rs et expliciter la structure du groupe Urs et les auto-
morphismes intérieurs définis par Wr et Ws. La structure de Urs est déter-
minée par les constantes dju' de 3.3.4.1, les automorphismes int(Wr)
et int(u^) par les constantes du type X^^.Ad^^X^. Ce sont ces cons-
tantes que nous allons déterminer dans chacun des quatre cas de la
classification des systèmes de racines de rang 2.
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PROPOSITION 4.3.1. — Soient S un préschéma non vide, G un S-groupe
réductif épingle « de type A i + A i », notons Ro= R+== { r , s) .

(i) On a
trs = (Wr WsY = i, ts == (W, Wr)2 = ̂ r.

(ii) On a
Ad (w,) X, = X,, Ad (w,) X,. = X,.

(iii) Les groupes P/ et P, commutent.
Démonstration immédiate.

PROPOSITION 4.3.2. — Soient S un préschéma non vide, G un
S-groupe réductif épingle « de type A 2 », notons

R,= { r , s } , J?+= j r , s, r + s } .
(i) On a

tr, == (Wr Wç)3 = e = (W^ W/)3 == tsr.

(ii) Posons
Ad(^)X,=X^er(5, Q7^.

Alors
Ad(OX, -—X,^,
Ad(^)X^= X,,
Ad(i^)X^=—X,.

(iii) Posons

p/.+,,(.r) == exp/^(:rX/^) = mi(w,)pr(x).
On a

P. (y) Pr(^) = p/ \x) p, (y) pr^ (xy).

Démonstration en [SGAD], exp. XXIII, 3.2.i.

PROPOSITION 4.3.3. — Soient S un préschéma non vide, G un 5'-groupe
réductif épingle « de type B^ », notons

Ro== { r , s } , R+= { r , s, r+s, a r + s j .

(i) On a
trs = (Wr Ws)'' = tr == (W, l̂ )4 = /^.

(ii) Si l'on pose

Ad (Ws)X,. = Xr+s, Ad (w,)Xs == X^r+s,
on a

Ad (w/,) X^+, == — X/.+,, Ad (w/.) Xîr+s == X,,
Ad (w,) X/.+, == — X/,, Ad (Ws) X^+s == X.,w
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(iii) Posons

pr+s (x) = exp (xXr+s), p^r+s (x) == exp (xX^+s\
Alors

P. (y) pr (^) = pr (x) p, (y) p,^, (xy) p,r+, (x2 y),
Pr+s (y) Pr (X) = p/. (X) pr+s (y) ?2r+. (2 ̂ ).

Démonstration en [SGAD], exp. XXIII, 3.3.i.

PROPOSITION 4.3.4. — Soient S un préschéma non vide, G un 5'-groupe
réductif épingle « de type 62 », notons

Ro= { r , s } , i?+== [ r , s, r +s, 2r + s, 3r+5, 3r+ 2$;.

(i) On a
t,s == (Wr w,)6 = e = (Ws w^ == tsr.

(ii) Si l'on pose

Ad(w,)X,= X/.^, Ad(w,)X,^ =X^
Ad(^)X,==—X.3^, Ad(^)X:^= X3/

on a
Ad (w/.) X2/-+, == — X/.4-,,
Ad (W,.) X:,,̂ ,, == X3r+2.,

Ad(w,)X3,.
Ad(w,)X^

= X,
=—x/,

Ad(w,)X2,-+,ç ==

(iii) Si l'on pose

pr+s (x) === exp(xXr+s),

Ad (w,) X.3/-+2. == — X:;/^,.

P2r+. (̂ ) == eXp(xX;r+s),

psr+s (x) = exp (xX-,r+s), psws (x) == exp (xX',r+2s),
on a

P. (y) P/ (^) == P/- (x) p , (y) p,+, (^y) p,,^ (^ ;/) p,,^, (.r^ y) p,^ ( x ' y^
P'+s (y) pr (x) = p,. (x) pr+s (y) p2/ +. (2 xy) p,r+s (3 .r2 y) p^s (3 rKi/2),

P2^+. (y) Pr (X) = pr (X) ?,,+, (y) p,,^s (3 ̂ ),

P3r+. (y) P. (̂ ) == p. (X) p,r+s (Y) P3r+2. (—— Xy),

P--r+s (Y) Pr+. (X) == pr+s (x) p.2r+.ç (y) Rs/ +2. (3 rCt/).

Démonstration en [SGAD], exp. XXIII, 3.4.i.

4.3.5. Toutes les constantes dont nous parlions plus haut étant déter-
minées par le type de la donnée radicielle ^(G), le théorème d'unicité
est vrai pour les groupes de rang semi-simple 2. En vertu de la réduction
déjà faite, cela achève la démonstration de ce théorème.

On peut tirer des formules précédentes une démonstration de 3 6 5
cf. [SGAD], exp. XXIII, 4.1.
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En fait, les calculs précédents ont une portée plus générale que 3.6.5;
en effet, ils permettent de caractériser les groupes réductifs épingles
par générateurs et relations dans la catégorie des faisceaux en groupes
pour (fppf) et non seulement dans la catégorie des groupes épingles.

4.4. Théorème de générateurs et relations.

En rassemblant les résultats explicites obtenus ci-dessus, on obtient
sans difficultés (cf. [SGAD], exp. XXIII, 3.5 pour les détails) le

THÉORÈME 4.4.i (« Générateurs et relations pour un groupe réductif
épingle »). — Soient S un préschéma non vide, G un *S'-groupe épingle,
T son tore maximal, Ro son système de racines simples, UrçP^.(S)
et w/.eNornic;(T) (S), rçRo, les éléments définis par l'épinglage. Soient

fr: T ^ H ,
fr: Pr->H (rçRo)

des homomorphismes de groupes, H étant un 5-faisceau en groupes
pour (fppf); soient hrçH(S), rçRo, des sections de H; posons

u,=--f^Ur)çH(S).

Pour qu'il existe un homomorphisme de groupes

f: G->H

prolongeant /r, les fr, r e Ro, et vérifiant f(w,) == hr pour r e Ro (un tel
homomorphisme est nécessairement unique), il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout S'-^ S, tout rçRo, tout tç. T ( S ' ) et tout x ç P r ( S ' ) ,
on a

(1) /r(0 fr(x) MO-1 = fr{txt-^) [== fr(X^%

(2) hrfT(t)h^ = M^(0) [- /r(^^(0)-1)].

(ii) Pour tout reJ?o, on a

(3') h^fr(t,) [=^(r-(-i))],
(4) (hrUrY=e.

(iii)j Pour tout couple (r, s)çRoX Ro tel que (r*, s) = o, on a

(3^ (h.hsY- = flirts) [== /r(^(—i)^(—i)L
(5)i hrVsh^ == Vs,
(6)1 Vr Vs = Us Ur.
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(iii).2 Pour tout couple (r, s)çRoX Ro tel que (r*, s) == (5*, r) ===—i ,
on a

(3^
(5)2

(/^^e,
/^^A/:^/^;:1/!;1,

et, posant Ur+s== mt(hr)Us, les relations

( Us Vr == Vr Vs Uw, Vr Vr+s === Vr+s Vr,
(6)2 ^

( Us Vr+s = Vr+s Vs.

(iii):j Pour tout couple (r, s) e Ro x Ro tel que (^, s) ==—2, on a

(3-).3 (hrhsY==fr(tr) [^(r-(-i))],
(5):3 int (hr hs h,) Vs == u,, int (/^ Ar 7^) Vr == v, -,

et, posant y/-+^== int(^)yr et ^2/4-^== int(7îr)^, les relations

Us Vr == Vr Vs V^ V^r+s, Vw Vr == Vr Vr+s V\ r+s » Ut Vf == Vf Ut
(6): { pour (/, t ' ) == (r + s, s), (2 r + s, r), (2 r + s, s), (-2 r+s, r+s).

(m)4 Pour tout couple (r, s) e J?o X -Ro tel que (r*, s) == — 3, on a

(S'), (A.A^-e,
(0)4 int (hr hs hr hs hr) Vs == Us, int (h, hr hs hr hs) u,- = Ur,

et, posant

les relations

(6)4

u^s === int (hs) Ur, Vîr+s == int (h, hs) u,;
u^r+s == int (hr) u',1, v^rw == int (hs hr) v~s\

Us Ur === Vr Vs Vr+s V-îr+s V-.^r+s V^r+'2s9

Vr+s Vr~==l Vr Vr+s V^r+s V^r+2s V^r+ss

Vîr+s Vr === Vr V^r+s V^+s»

U:ïr+s Vs == Vs V:ïr+s V^r+'s. s 9

Uîr+s Vr+s === Vr-^-s Vîr+s V^r+îs9

Vt Vr == Vr Vt
pour (t, t1) = (r + s, s), (ir + s, s),
pour t == 3r + s, t' = r, r + s, IT + s,
pour / == 3r + 25, t'= r, s, r + s, 2f + s, 3r + s.

REMARQUE 4.4.2. — On notera que toutes les relations autres que(i)
et (2) s'expriment uniquement à l'aide des sections Wr, Ur, rçRo, de H (S).
On peut déduire du théorème précédent une description par générateurs
et relations du groupe « abstrait » G (S) lorsque S est le spectre d'un
corps algébriquement clos, cf. [SGAD], exp. XXIII, 3.5.
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§ 5. Applications du théorème fondamental.

5.1. Type d'un groupe réductif.

5.1.1. Soient k un corps algébriquement clos et G un A-groupe
réductif. On sait qu'il existe des déploiements de G (3.1.3); si (G, T, D)
et (G, T', D ' ) sont deux déploiements de G, on voit facilement que les
données radicielles (R(G, T, D) et (^(G, T\D') sont isomorphes. On
appelle donc type de G la classe d'isomorphisme de la donnée radicielle
définie par un déploiement quelconque de G; c'est une notion invariante
par extension algébriquement close du corps de base.

Si maintenant G est un 5-groupe réductif, 5' étant un préschéma
quelconque, on appelle type de G au point s e S le type du s-groupe
réductif 67. Il résulte aussitôt de 3.1.4 que la fonction s H>- type de G
en s est localement constante. Pour tout Sf ̂  S et tout ^e S se projetant
en s ç. S, le type de Gs' en s ' est égal au type de G en s. On dira que
le -S-groupe réductif G est de type ôi s'il est de type (^ en chaque s e S.

Avec ces définitions, le théorème d'unicité se reformule ainsi :
THÉORÈME 5.1.2. — Soient S un préschéma non vide, G et G' deux

-S-groupes réductif s déployables; pour que G et G' soient isomorphes
il faut et il suffit qu'ils soient de même type.

Par 3.1.6, on en tire aussitôt le
COROLLAIRE 5.1.3 (« Unicité des schémas de Cheualley »). — Soient G

et G' deux Z-groupes réductifs possédant des tores maximaux. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G' sont isomorphes.
(ii) Les C-groupes Gc et Gc sont de même type.

COROLLAIRE 5.1.4. — Soient S un préschéma, G un 5-groupe réductif,
G' un iS-groupe affine, lisse et à fibres connexes. Soit s € S tel que les
s-groupes Gj et GÇ soient isomorphes; il existe un morphisme S ' -> S
étale et couvrant s, tel que Gs' et G's, soient isomorphes.

En effet, on peut supposer G' réductif par 2.2.2, puis G et G' déployables
par 3.1.4, et l'on conclut par 5.1.2.

En particulier,
COROLLAIRE 5.1.4.1. — Soient S un préschéma, G et G' deux

iS-groupes réductifs. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G et G' sont localement isomorphes pour la topologie (fpqc).
(ii) G et G' sont localement isomorphes pour la topologie étale.
(iii) Pour tout s e S, les 5-groupes Gj et G^ sont isomorphes.
(iv) Les fonctions s ̂  « type de G en s » et s [-> « type de G' en s »

sont égales.
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COROLLAIRE 5.1.4.2. — Soient k un corps, G et G' deux À-groupes
réductifs. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G' sont de même type.
(ii) G^ et G^ sont isomorphes.
(iii) II existe une extension séparable finie Kjk telle que GK et G'K

soient isomorphes.

5.1.5. Soit oi une donnée radicielle réduite. En vertu du théorème
fondamental, il existe un unique Z-groupe épingle tel que ^l(G) = ôi.
On l'appelle le schéma de Cheualley de type (H et on le note Ep((^.). Son
tore maximal canonique sera noté T(<^), son groupe de Borel cano-
nique B(cîl), . . . . Par 5.1.4.1, on a aussitôt la

PROPOSITION 5.1.6. ~ Soient 5" un préschéma, ôi une donnée radi-
cielle réduite et G un 5'-faisceau en groupes. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est un S-groupe réductif de type (R.
(ii) G est localement isomorphe à Ep(^l)^ pour la topologie (fpqc).
(iii) G est localement isomorphe à Ep(^l)^ pour la topologie étale.

Utilisant maintenant les divers théorèmes de conjugaison (2.1.4,
3.3.2, 3.3.2.2), on a le

COROLLAIRE 5.1.6.1. — Sous les conditions précédentes, soient,
de plus, T un sous-faisceau en groupes de G (resp. B un sous-faisceau
en groupes de G, resp. B^T deux sous-faisceaux en groupes de G).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un 5-groupe réductif de type cR-, T en est un tore maximal
(resp. B un groupe de Borel, resp. T un tore maximal et B un groupe
de Borel).

(ii) Le couple (G, T) [resp. le couple (G, B), resp. le triplet (G, B, T)J
est localement isomorphe pour la topologie (fpqc) à (Ep((^)^, T((^)^)
[resp. à (Ep(c^, B(^), resp. (Ep(^, B(^, T(^)].

(iii) idem pour la topologie étale.

5.2. Schémas d'automorphismes d'un groupe réductif.

5.2.1. Soient S un préschéma non vide, G un -S-groupe réductif
épingle, cK la donnée radicielle épinglée correspondante. En vertu de 3. 6.5,
le groupe des automorphismes de G respectant l'épinglage est canoni-
quement isomorphe au groupe E des automorphismes de la donnée
radicielle épinglée ^-. Comme, d'autre part, il résulte facilement de 3.3.2.2
que deux épinglages d'un groupe réductif sont conjugués localement
pour la topologie étale, on en conclut à la manière habituelle (c/*. [ SGAD ]
exp. XXIV, n° 1) la
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PROPOSITION 5.2.2. — Soient S un préschéma non vide, G un 5-groupe
réductif déployable, (T, . . . ) un épinglage de G, ^ la donnée radicielle
réduite épinglée correspondante, E le groupe des automorphismes de ^,
opérant sur G [et donc sur ad (G)] de la manière décrite ci-dessus, Es le
5'-groupe constant correspondant. Alors le foncteur Aut,s-g,.(G) est repré-
sentable par le produit semi-direct ad(G).£^.

Par descente ([SGAD], exp. XXIV, no 1), on en déduit le
THÉORÈME 5.2.3. — Soient S un préschéma, G un 5-groupe réductif.

Considérons la suite exacte de 5-faisceaux (1.2.q)

e — ad ( G) ->- Aut^ ( G) -> Aut ext ( G) -> e.

(i) Aut^i. est représentable par un S-préschéma lisse et séparé,
(ii) Aut ext (G) est représentable par un 5-groupe constant tordu

à engendrement fini.
(iii) Tout épinglage de G définit un scindage de la suite exacte

précédente, identifiant Aut ext (G) au 5'-groupe constant associé au
groupe des automorphismes de la donnée radicielle épinglée définie
par G.

(iv) Aut^,(G) est affine (resp. de type fini, resp. quasi compact)
sur S, si et seulement si Autext(G) est fini sur S, c'est-à-dire si et
seulement si G est semi-simple.

On obtient de même la variante suivante ([SGAD], exp. XXIV, 1.9) :

COROLLAIRE 5.2.4. — Soient S un préschéma, G et G' deux ^-groupes
réductifs. Alors

^=Isom^(G, G^

est représentable par un 5'-préschéma lisse et séparé, qui est affine sur S
si G ou G' est semi-simple. De plus, S se décompose en somme de deux
sous-préschémas ouverts Sr et S " tels que H s = 0 et que H s, soit un
fibre principal homogène à droite (resp. à gauche) sous Aut^.g,.(G^)
[resp. Aut^.g,(G^)].

Utilisant maintenant 5.1.6, on en déduit le

COROLLAIRE 5.2.5. — Soient S un préschéma, ôi une donnée radicielle
réduite. Il existe une équivalence entre la catégorie des *S'-groupe réductifs
de type ^ (les morphismes sont les isomorphismes) et la catégorie des
fibres principaux homogènes sous A(ôi)s= Aut^.gi.(Ep((^)^).

COROLLAIRE 5.2.6. — L'ensemble des classes d'isomorphisme de
5-groupes réductifs de type cK. est isomorphe à H1 (S, A(^),s). De même,
si S ' -> S est un morphisme couvrant (par exemple, fidèlement plat et
quasi compact), l'ensemble des classes d'isomorphismes de iS-groupes
réductifs de type cR, déployables sur 5", est isomorphe à JP(5" /5, A(<X)^).
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REMARQUE 5.2.6.1. — En vertu de 5.1.6, le premier H1 envisagé
dans 5.2.6 peut se calculer aussi bien pour la topologie étale que pour
la topologie (fpqc).

Comme A(<^ est lisse sur S, un raisonnement standard donne :

COROLLAIRE 5.2.7. — Soient S un schéma local hensélien, s son point
fermé. Le foncteur

G^G,

induit une bijection de l'ensemble des classes d'isomorphisme de 5-groupes
réductifs sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de x(s)-groupes
réductifs.

5.3. Questions d'isotrivialité.

THÉORÈME 5.3.1. — Soient S un préschéma semi-local, <Jl une donnée
radicielle réduite épinglée, E son groupe d'automorphismes, W son
groupe de Weyl, A = E.W le groupe des automorphismes de la donnée
radicielle non épinglée.

(i) Tout fibre principal homogène P sous Ep(dZ)^ est trivialisé
par un revêtement principal galoisien S ' -> S de groupe W.

(ii) Supposons (^ semi-simple, c'est-à-dire E fini. Tout 5'-groupe
réductif G de type (^ est déployé par un revêtement principal galoi-
sien S' -^ S de groupe A.

Ce théorème résulte formellement de l'existence d'un tore
maximal (2.1.5) dans Autm,(P) pour (i), G pour (ii); voir [SGAD],
exp. XXIV, 4.4.i.

Pour énoncer les corollaires, posons une définition.

DÉFINITION 5 .3 .2 .— Soient S un préschéma, G un -S-groupe réductif
(resp. et P un fibre principal homogène sous G). On dit que G (resp. P)
est localement isotrivial si pour tout s e S, il existe un voisinage ouvert U
de s et un morphisme étale fini surjectif S1 -> U tel que Gs' soit déployable
(resp. que Ps' soit un fibre trivial).

Cette définition concorde avec celle donnée en 1.4.3 dans le cas des
tores. Par 5.3.i (ii), on a aussitôt le

COROLLAIRE 5.3.3. — Tout groupe semi-simple est localement isotrivial.
Utilisant maintenant l'existence dans le groupe réductif G d'un sous-

tore rad(G) tel que le quotient G/rad(G) soit semi-simple (2.1.6),
on en déduit ([SGAD], exp. XXIV, 4.1.5) le

COROLLAIRE 5.3.4. — Pour qu'un groupe réductif soit localement
isotrivial, il faut et il suffit que son radical le soit.
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Par 1.4.3, cela donne en particulier le

COROLLAIRE 5.3.5. — Soit S un préschéma géométriquement
unibranche (par exemple normal). Tout 5-groupe réductif est loca-
lement isotrivial.

De même 5.3.i (i) donne aussitôt le
COROLLAIRE 5.3.6. — Soit G un -S-groupe réductif localement isotrivial

(par exemple G semi-simple ou G déployable, ou S normal). Tout fibre
principal homogène sous G est localement isotrivial.

REMARQUE 5.3.7. — Par 3.1.3, tout S-groupe réductif possédant un
tore maximal localement isotrivial est localement isotrivial. On peut
montrer ([SGAD], exp. XXIV, 4.3.5) qu'un tore maximal d'un groupe
réductif localement isotrivial (par exemple d'un groupe semi-simple) est
localement isotrivial.

REMARQUE 5.3.8. — Le théorème 5.3. i est plus précis que les corol-
laires 5.3.3 à 5.3.6, mais il s'appuie sur le résultat délicat de
GROTHENDIECK signalé en 2.1.5. On peut donner une démonstration
directe de ces corollaires; celle-ci s'appuie sur le fait qu'un groupe
réductif G possède des groupes de Borel « localement pour la topologie
étale finie », le schéma Bor(G') de 3.3.2.1 étant lisse et projectif sur S.

5.4. Systèmes de Chevalley.

DÉFINITION 5.4.1. — Soient S un préschéma non vide, ( G, T, M, R) un
iS-groupe réductif déployé. On appelle système de Chevalley de G une
famille (Xr)rçR d'éléments

X.er(5, (TV,
vérifiant la condition suivante :
(SC) pour tous r, s ç. R, on a Ad (Wr (X,)) X, == ± X,,. (s).

5.4.1.1. Rappelons (2.5.2) que
Wr{X,) = expr(Xr) exp-.(X^1) exp.(X,).

De plus, on a (loc. cit) Ad(Wr(Xr))Xr== X,:1. Il en résulte que pour
tout système de Chevalley on a la relation

X^X_^==±i.

Quitte à modifier le signe de certains X,, on peut donc déduire de tout
système de Chevalley un système de Chevalley vérifiant la condition
supplémentaire X/X-r==i pour tout rçR.

PROPOSITION 5.4.2. Tout 5-groupe déployé possède des systèmes
de Chevalley. Plus précisément, pour tout épinglage (X^/^o de G,
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on peut trouver un système de Chevalley (Xr)rçn tel que Xr==X,.
pour reRo.

En effet, si 5'=Spec(Z), la condition (SC) est automatiquement
vérifiée, toute section de G^s étant égale à i ou à —i. Comme tout
5-groupe épingle provient d'un Z-groupe épingle (théorème fondamental),
l'assertion en résulte aussitôt.

REMARQUE 5.4.2.1. — Ici, nous avons déduit 5.4.2 du théorème
d'existence. Réciproquement, on peut donner une démonstration directe
de 5.4.2 à partir des résultats explicites du n° 4 et utiliser alors l'exis-
tence de systèmes de Chevalley pour démontrer le théorème d'existence.
C'est la méthode utilisée en [SGAD], exp. XXV.

PROPOSITION 5.4.3.— Soient S un préschéma non vide, ( G, T, M, R) un
5-groupe réductif déployé, (Xr)rçjR un système de Chevalley de G
Soient r et s deux racines non opposées, ordonnons-les de telle manière que

\(s\r)\^\(r\s)

(« r est plus courte que s »). Soient p et q les entiers tels que l'ensemble
des racines de la forme s + kr, /ceZ, soit

{s—(p—i)r, . ... s, . . . , s + q r }

(on a alors p + q — i ̂  3). Notons pour chaque tçR, pt(x) = expi(xXt).
On a alors, suivant les valeurs de p et q, les relations de commutation
suivantes :

p quelconque, q === o,
P^y)Pr(x)=pr(x)p,(y).

P =i, q=î,
Ps (y) Pr (x) = pr (x) p, (y) pr^ (± xy).

P=i, q=2,

P. (y) Pr (X) == pr (X) ps (y) Pr+s (± Xy) R^s (±. X2 ï/).

p=i, ^==3,

P. (y) Pr (^) = Pr (x) p , (y) pr+s (± xy) p.̂  ± (x2 y)
X p3w (± x^ y) p.37-4-2. (± ̂  y2).

?= 2, ^=1,

P. (y) Pr (X) == pr (X) ps (y) Pr+s (± 2 Xy).

p = 2, g == 2,
p, (y) pr (x) == p, (x) p, (y) pr+s (± 2 xy) p,r+s (± 3 x2 y) pr+..s (± 3 xy2).

p=3, ç=i,
P^ (î/) P ' (X) = pr (X) p, (y) pr+s (± 3 Xy).
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5.4.3. i. Démonstration. — En vertu d'un lemme classique de théorie
des racines, il existe un système de racines simples J?o tel que reJ?o
et qu'il existe r ' ç. J?o et a, b^,o avec s == ar + br\ Introduisant l'épin-
glage (J?o, (X/-)/.ç^) de G, on est ramené dans un groupe Urr' et l'on
peut utiliser les résultats explicites de 4.3, ce qui permet de conclure
aussitôt.

COROLLAIRE 5.4.4 (« Règle de Cheualley »). — Si (X,),.çn est un système
de Chevalley du groupe réductif déployé G et si r, s, r + sçR, on a

[X/,X.]=±pX^,

où p est le plus petit entier > o tel que s — pr ne soit pas racine.
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