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COMPARAISON DES MESURES
PORTÉES PAR UN ENSEMBLE CONVEXE COMPACT ;

PAR

PIERRE CARTIER, J. M. G. FELL
et PAUL-ANDRÉ MEYER.

INTRODUCTION.

A la page 45 de leur Ouvrage bien connu [6] sur les inégalités, HARDY,
LITTLEWOOD et POLYÂ introduisent une relation d'ordre intéressante
dans l'ensemble des suites (a) == (ai, .... an) de nombres réels telles que
ûi^a»^...^^. Cette relation d'ordre est notée (a')^(a) et, d'après
les résultats des auteurs précédents, peut se définir de quatre manières
équivalentes :

a. On a di +... + a^a\ +... + a'^ pour i^v^n, avec égalité
pour v = n;

b. Il existe une matrice carrée (pp.) d'ordre n satisfaisant aux relations

p^^o, ^P^=^P^==ï et û^=^p^^;
P- v v

c. Quels que soient les nombres réels Ui, ..., Un, on a l'inégalité

1 \ \ ( n \
]̂  ex? ( ̂  ̂  • "^) ) ̂ ^ exp ( ̂  ̂  . u^) j,

(7 \;=1 / (J \i=\ j

la sommation étant étendue à l'ensemble des permutations o- des
nombres i, 2, ..., n\

d. Quelle que soit la fonction <1> continue et convexe, on a

^(a,) +... + ^(a,)^(ï)(a,) +... + <D(<).
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L'inégalité de convexité d suggère que les propriétés précédentes se
rapportent à des mesures sur la droite, à la suite (a) étant associée la

n

mesurer £^, où £^ est la masse unité au point di. L'équivalence de b
i=i

et de d est la plus intéressante de ce point de vue et a été généralisée
par divers auteurs; en particulier, BLACKWELL a considéré dans [1]
le cas de mesures positives quelconques portées par un intervalle de la
droite et SHERMAN a étudié le cas des mesures portées par un nombre
fini de points d'un espace euclidien de dimension finie [8].

Nous nous proposons dans cet article de replacer les résultats précédents
dans leur cadre naturel de validité, celui des ensembles convexes compacts
et métrisa blés dans un espace vectoriel topologique. Si X est un tel
ensemble, nous définirons dans l'ensemble des mesures portées par X
une relation d'ordre p. ̂ v par les propriétés suivantes dont nous établissons
l'équivalence (théorèmes 1 et 2) :

a. Quelle que soit la fonction continue et convexe p sur X, on a

j p d^ ̂  f p dv ;
^x ^x

b. Il existe une famille de mesures (T^)^çx de masse i telle que x soit
barycentre de Tx et que

v= fT^d^(x).
^ X

c. A toute décomposition ^ == ^.i +. • • + l^n de ^, on peut associer
au moins une décomposition v == ^i +. . . + ^n de ^, où ^ a même masse
totale et même barycentre que ^-;

Une variante de la condition a a été introduite par BISHOP et de
LEEUW; elle leur a permis de donner des démonstrations très simples des
théorèmes d'existence de Choquet affirmant que tout point de X est bary-
centre d'une mesure portée par l'ensemble des points extrémaux de X.
L'équivalence de a et b avait été conjecturée par CHOQUET (c/'.[4], p. 33g).
Par ailleurs, la condition c a été introduite par LOOMIS [7] sous le nom
de « strong ordering » et elle a permis à cet auteur de donner des démons-
trations d'unicité très naturelles dans la théorie de Choquet; Loomis
a aussi établi que c entraîne a. Comme l'implication b ==> c est très facile,
notre principale contribution est donc la démonstration que a entraîne b.
MOKOBODZKI nous a signalé qu'il a obtenu indépendamment le même
résultat; de plus, STRASSEN a établi et publiera prochainement d'inté-
ressantes généralisations de nos résultats.
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1. Soit E un espace vectoriel réel, muni d'une topologie séparée et
localement convexe, et soit E' l'espace vectoriel des formes linéaires
continues sur E. On considère une partie convexe et compacte X de E,
et l'on suppose qu'il existe Uo dans E' avec Uo(x) = i pour tout x
dans X (1). On notera C l'ensemble des éléments c.x de £", pour c réel
positif et x dans X; étant donnés Xi,..., Xn dans C et C i , . . . , Cn réels
positifs, l'élément Ci.Xi+... + Cn.Xn de E est dans C, c'est-à-dire que C
est un cône convexe pointé dans E.

Pour tout espace compact Y, nous noterons <^(Y) l'espace vectoriel
(réel) des fonctions continues sur Y à valeurs réelles. On appelle mesure
sur Y une mesure de Radon positive sur Y; on peut identifier une telle
mesure à une forme linéaire croissante sur ^(Y). L'intégrale d'une
fonction f sur Y par rapport à une mesure ^ sur Y est notée ^(f)
ou / /Ï^'^O/)- La masse de la mesure ^ est le nombre

J y

^(i) = fd^(y\
J y

Pour toute mesure ^ sur X, il existe un point z de C, caractérisé par

u(z) == u (x).dp.(x) pour tout u dans E ' ' ;
^x

on dit que z est la résultante de ^, notée r(^), lorsque p. est de masse i,
on a r(^.)eX, et r(^) s'appelle aussi le barycentre de p..

2. THÉORÈME 1. — Étant données deux mesures ^ et v sur X, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a. On a ^(p)^v(p) pour toute fonction continue et convexe p sur X.
b. Il existe sur XxX une mesure 6 ayant v pour seconde projection

sur X, et vérifiant la relation

0) f f(x).u(y).dUx, y) = [ f(x).u{x).d^{x)
^xxx ^x

pour f dans C(X) et u dans E ' .
c. Quelles que soient les mesures ^ i , . . . , ̂  sur X, ayant pour somme ^,

il existe des mesures ^i,...,^,, de somme v, avec r(^) = r(^) pour
i^i^n.

a => b : Nous noterons H ' le sous-espace vectoriel de e (X x X)
constitué par les fonctions de la forme
(2) h'(x,y)=g(y)

(1) Ceci n'est pas une restriction sur X; on peut toujours satisfaire à cette condition
en remplaçant E par ExTt et X par X^ { i (.
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avec g continue sur X; on définit sur H ' une forme linéaire J^ par
J ' ( h ' ) ==v(g). Dire qu'une mesure 6 sur XxX admet v pour seconde
projection signifie qu'on a 9 (h') == J' (Ti') pour A' dans JT.

Par ailleurs, les fonctions de la forme
m

(3) h" (x, y) =^ /•,-(x). u.(y)
i==l

avec des fi dans e(X) et des u; dans E ' , forment un sous-espace
vectoriel H " de e(XxX); on définit une forme linéaire J " sur H " par
la formule

(4) J " ( h " ) = fh"(x,x)^(x),
^ x

Pour qu'une mesure Q sur XxX satisfasse à (i), il faut et il suffit
qu'on ait ^ (h") = J f l {h") pour h" dans H".

Nous allons établir, en nous appuyant sur la condition a, la propriété
suivante : soient deux fonctions h ' ^ H ' , h " ç : H " , données respecti-
vement par (2) et (3) et telles que h'^h"', on a alors J ' ( h ' ) ^ J " ( h " \
Posons
(5) p(y)=sviphff(x, y).

xfEX

Cette fonction p sur X est bornée et semi-continue inférieurement,
donc intégrable pour toute mesure; désignons par ^ l'ensemble des
fonctions de la forme
(6) q(y) = sup^^, y), h"(x,, y ) , . . . , h" {Xn, y))
où (Xi, . . . ,Xn ) parcourt l'ensemble des suites finies d'éléments de X;
chacune de ces fonctions est continue et convexe, d'où ^(q)^v(q)
sous l'hypothèse a. Mais l'ensemble ^ est filtrant croissant et admet p
pour enveloppe supérieure, d'où

(7) ^ (p) = sup ̂  (q), v (p) = sup v (q)
ye^ qç.-<§

d'après une propriété bien connue des intégrales de Radon; finalement,
on a ^.(p)^v(p). On a évidemment h" (x, x)^p(x) pour x dans X,
et l'hypothèse h'^h" entraîne p(y)^=g(y) pour tout y dans X; on en
déduit

J " ( h " ) = fh"(x,x).d^x)^ fp(x).d^(x)==^(p)^v(p)^(g)=Jf(hf),
^ x ^ x

c'est-à-dire J ' { h ' ) ^ J " { h " ) . Si l'on suppose maintenant h'==h\ on
aura aussi —h'^—h", d'où — J ' ^ h ' ^ — J " ^ " ) et finalement
J I ( h r ) = J " ( h " ) .
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On a donc prouvé que J ' et J " coïncident sur H ' c \ H " . L'ensemble H
des fonctions de la forme h'—h11 avec h ' ç H ' et h " ç H " est un sous-
espace vectoriel de (°(XxX), et il existe sur H une forme linéaire J
définie par J ( h ' — h " ) == J ' ( h ' ) — J " ( h " ) . Le raisonnement précédent
montre qu'on a J(h)^o pour A^o dans H, et il s'ensuit (2) l'existence
d'une mesure 6 sur XxX avec 6 (7i) === J (h) pour tout h dans H; en
particulier, on a

6 (7i') = J ' (h') et 6 (A') - J " (h"),

et l'on a vu que ceci entraîne 6.
&=>c : On suppose que la mesure 6 sur XxX satisfait aux

conditions énoncées dans b ; soient ^ i , . . . , p - n des mesures sur X,
de somme fJi. D'après le théorème de Radon-Nikodym, il existe des
fonctions boréliennes positives jfi, . . . , fn sur X telles que

(8) [^(g) = ffi{x).g{x).d^(x) [v<7€<?(X)].
*7x

Après modification éventuelle de ces fonctions sur un ensemble
pt-négligeable, on peut supposer qu'on a /\ + • • • + fn == i, et qu'il existe
des fonctions continues f/ci sur X avec o ̂  fki^: i (pour i ̂  i ̂  n et k ̂  i )
et un ensemble ^-négligeable Ai tels que

(9) fi(x)=\imf^(x) [v^eX—A,].
Â-->- ao

Ceci étant, on définit des mesures ^ i , . . . , ^ sur X par

(10) ^(9)==f f^(x).g(y).dQ(x,y) [V<7€<?(X)].
^XxX

Comme v est la seconde projection de 6, on a

(n) ^ ( g ) = - f g(y).dUx,y) [V^€C(X)]
^XxX

et la relation fi + . . . + fn == i entraîne ^i +. . . +vn == ^. Par ailleurs,
la relation (i) est valable pour les fonctions continues f==fki, et, en

(2) On peut démontrer ce résultat de la manière suivante; pour toute fonction
continue fsur XxX, soit S(f) la plus petite constante majorant f; il est immédiat
que S est une fonctionnelle sous-linéaire sur c(X x X), et comme on a i e H, on
a J(h) ̂  </(i). S (h) pour A dans H. Le théorème de Hahn-Banach démontre l'existence
d'une forme linéaire 6 sur e(XxX), prolongeant J et telle que Q(f)^J (i).-S (f)
pour f dans c (X x X) ; en particulier pour g ̂ . o et f = — g, on a S (f) ̂  o,
d'où 6 (?') ̂  o, et 9 est une mesure sur XxX.
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utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on voit
que (i) est valable pour f==fi (3). Utilisant alors (8) et (10), on trouve

(12) j u(x).dvi(x)= j u ( x ) . d ^ ( x ) [vueE'],
^x ^ x

c'est-à-dire r(^) == r(^) pour i^if^n.
c=>a \ Soit p une fonction continue convexe sur X, et soit s > o.

Comme p est continue et E localement convexe, on peut trouver, pour
tout x dans X, un voisinage fermé convexe U (x) de x dans E, tel que

(13) \p(y)—p(yf)\^^ [vy,y'e[/(:r)nX].
Comme X est compact, on peut donc trouver une suite finie (Xi,..., Xn)

de points de X, telle que les intérieurs des ensembles convexes et compacts
Ai=U(x!)r\X recouvrent X pour i variant de i à n. Comme il est
bien connu, on peut alors trouver des fonctions continues posi-
tives fi, . . . , fn sur X, de somme i, avec fi nulle en dehors de A;; nous
poserons ^(g) = ^(fig) pour g dans e(X), de sorte que ^ est somme
des mesures ^i, . . . , p.n.

Supposons que l'hypothèse c soit remplie. Il existe donc des
mesures ^i, . . . , Vn de somme v et telles que r(^i) == r(vi) pour tout i.
Comme le support de la mesure ^ est contenu dans l'ensemble convexe
compact A;, sa résultante est de la forme c^.y, avec y, dans A,
et d == ^(i) == ^(fi); utilisant la formule (i3) et le fait que fi est positive
et nulle en dehors de A;, on trouve

04) fiP^fi'P(Vi) +^.

Par intégration par rapport à |JL, on a
(15) ^(p) = ̂ (fip)^^(fi).p(yi) + z.^fi) = c,.p0/0 + s.^).

Mais la mesure ^ a pour résultante c;.y;, et comme p est convexe,
on a donc (inégalité de Jensen) :

(16) ^(P)^-PQ/0.
D'après (i5), on a par suite

(17) ^(P)^(P)+^(^).
Additionnant les inégalités obtenues pour i == i, 2, . . . , n, on obtient
^(p)^v(p) + s.^(i), et faisant tendre £ vers zéro, on a

^(P)^(P)-
G. Q. F. D.

(3) Faisant u == Uo dans (i), on voit que p. est la première projection de 6, d'où
6 (A; x X) = p-(A;) =o. On peut alors remplacer fpar f^ dans (i), puis passer à la
limite sur k.
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3. Nous utiliserons au n° 4 l'équivalence des conditions a et b
du théorème 1 pour préciser sur certains points la théorie de CHOQUET
(cf. [4] et [5]). Auparavant, nous aurons à faire quelques rappels.

Notons ï5 l'ensemble des fonctions continues et convexes sur X, et V
l'ensemble des fonctions de la forme pi—pa avec pi et pa dans ^; il est
immédiat que V est un sous-espace vectoriel de C (X), séparant les points
de X, car il contient les restrictions à X des formes linéaires continues
sur E; de plus, pour f=pi—pi dans V, on a

f\ = 2 SUp (pi, Ra) — (Ri + ?2),

d'où /'!€¥. D'après un théorème bien connu de Stone (cf. [2], p. 55),
Y est dense dans e(X) pour la topologie de la convergence uniforme.
On en déduit facilement que, si une fonctionnelle J sur ^ à valeurs
réelles jouit des propriétés

( J(pi+pO=J(pi)+J(p,),
(18) < J(c.p) == c.J(p) pour c^o,

( J(pi)^J(p2) pour pi^p2,

il existe une mesure v sur X et une seule avec J(p) = v(p) pour p dans ^.
Selon CHOQUET, on définit sur l'ensemble des mesures une relation

d'ordre, notée |^^v, qui signifie « p.(p)^v(p) pour tout p dans ^ »;
la seule vérification non évidente est celle que « ^ -^ v et v -^ ^ »
entraîne p.z=v, mais ceci résulte de l'alinéa précédent car « ^(p) == v(p)
pour tout p dans "<§ » entraîne p. == -y. Par ailleurs, soit 1 un ensemble
préordonné filtrant, et i->^i une application de 1 dans l'ensemble
des mesures telle que i ̂ j entraîne ^ -^ p-y ; comme les constantes i
et — i appartiennent à cS, toutes les mesures ^ ont même masse m;
pour p dans ^, il existe une constante c avec p^c, et l'on a

(19) ^i(p)^^j(p)^m.c pour i^j.

On peut alors poser
J(p)=sup^(p)

iç-l

et la fonctionnelle J sur ^ satisfait à (18); il existe donc une mesure v
avec v(p) = J ( p ) pour tout p dans ^?; il est clair que v est la borne supé-
rieure de l'ensemble des mesures p-i pour i dans J.

On dit qu'une mesure ^ est maximale s'il n'existe aucune mesure ^/
distincte de p., avec .̂ -< p.\ Comme tout ensemble filtrant croissant
de mesures a une borne supérieure, le théorème de Zorn montre que,
pour toute mesure p., il existe une mesure maximale v avec ^^^.

4. Dans ce numéro, nous supposons que l'espace compact X est
métrisable. Il est bien connu que l'ensemble B des points extrémaux
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de X est intersection d'une famille dénombrable de parties ouvertes
de X; on sait aussi qu'une mesure p. sur X est maximale si et seulement
si ^.(X—j8)=o.

Nous appellerons dilatation T sur X la donnée, pour tout x dans X,
d'une mesure T^ sur X de masse i et de barycentre x, de sorte que la
fonction x-^T^(f) sur X soit borélienne pour toute fonction continue f
sur X. Pour toute mesure ^ sur X, on peut alors définir une
mesure v = T^ sur X par la relation

(20) ^f)=fT,.(f)^(x)
i7 \ "

pour f dans <^(X). On montre facilement que, pour /'borélienne et bornée
sur X, la fonction x -> T,r(f) est borélienne et bornée, et que la relation (20)
est encore valable.

THÉORÈME 2. — Supposons X métrisable, et soient ^ et v deux mesures
sur X; on a p.^v si et seulement s'il existe une dilatation T sur X telle
que v = T^.

Soient T une dilatation, ^ une mesure sur X et p une fonction continue
et convexe sur X. Comme x est le barycentre de la mesure T^ de masse i,
l'inégalité de Jensen donne p(x)^T,^(p), d'où

CWP)= fT^(p).d^x)^fp(x).d^x)^^p)
J x ^x

ou encore fJ. -^ T^.
Réciproquement, supposons qu'on ait ^-^. Soit 6 une mesure

sur XxX ayant les propriétés énoncées dans le théorème 1, b. Si l'on
fait u = Uo dans (i), on trouve

(21) f f(x).dUx,y)=^f) [v/ee(X)],
J X X X

ce qui exprime que ^ est la première projection de 9. D'après le théorème
de désintégration des mesures (cf. [3], p. 58), il existe une famille (T'x).rçx
de mesures de masse i sur X, telle que la fonction x-> T'rtf) sur X soit
borélienne pour f continue sur X, et vérifiant la relation

(22) f f(x).g(y).dUx, y) = ff(x).T^g).d^x)
^xxx ^x

pour f et g continues sur X.
Comme X est métrisable, il existe une suite (Un)n^i d'éléments de £'

séparant les points de X; si r^ est le barycentre de T^, on a donc



COMPARAISON DES MESURES. 443

T'^(Un) === Un(r,,); si l'on fait g = Un dans (22) et qu'on utilise (i), on
trouve

(28) fîW.[Un(r,)—Un{x)}.d^{x)=o [\ffeC(X)].
^ x

II existe par suite un ensemble borélien PnCX avec ^(P//) = o
et Un(r^) = Un(x) pour x dans X—Pn\ posons

P=\JPn, d'Où ^(P)=0;

7^1

pour a; dans X—P, on aura alors r.r= rc puisque la suite (Un)n^ sépare
les points de X. Si l'on pose

T., = T'^ pour x dans X — P
et

î\. == £^ (masse i au point x) pour x dans P,

on obtient une dilatation T dans X. On peut remplacer T^ par T.̂
dans (22); si l'on pose f==i, on trouve alors

(^4) ^Q/) = f <70/).^, y)= fT^g).d^x) [v^ee(X)]
«^XX^: ^.Y

car y est la seconde projection de 6. On a donc prouvé v = T^L.
c. Q. F. D.

Ajoutons un complément au théorème 2. Soient .̂ une mesure sur X
et v une mesure maximale telle que ^ -^ v ; on peut donc trouver une
dilatation T sur X telle que T^. = -y. Considérons la fonction
borélienne f sur X égale à o en tout point extrémal de X et à i en tout
autre point; d'après la formule (20), on a donc

(25) v(X—B) = fr,(X—B).^(:r).
Jx

Comme v est maximale, on a v (X — B) = o, et par conséquent,
on a T.x(X—B) == o pour fJL-presque tout x, autrement dit, la mesure T.c
est maximale pour [^-presque tout x.

5. Pour terminer, nous indiquerons le lien de nos résultats avec ceux
de LOOMIS [7]; ce qui suit est un résumé des principaux énoncés de
LOOMIS; une fois démontrée l'équivalence des conditions a et c du
théorème 1, les assertions de LOOMIS peuvent s'établir très facilement.

a. Soit z un élément du cône convexe C de base X. Une subdivision
de z est une suite ô = (zi, ..., z,n) d'éléments de C, ayant z pour somme;

BULL. SOO. MATH. — T. 92, FASO. 4. 29
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si o' == (z\,..., z'n) est une autre subdivision de z, on écrit S ^ à ' s'il
existe une partition (/,, . . . , 7///) de l'ensemble { i , 2 , . . . , n { avec

Zi == ^ . z'j pour i ̂  i ̂  m. On définit ainsi une relation de préordre
/e/i

sur l'ensemble o-(z) des subdivisions de 2. A toute subdivision ô de z,
on associe une mesure m?, sur X, de résultante 2, par la formule

//^
(26) m,(/-)=^c,./-(a-,) [V/'eÊ(X)]

;=1

si ô == (c i . rc i , . . . , c,n'x,n), avec des nombres positifs C i , . . . , c ^ et
des éléments rci, ..., x,,n de X.

6. Soit ^ une mesure sur X, de résultante z; pour toute décomposition
^JL == ̂  -[-... -j- p.̂  de ^ en somme de mesures, la suite (r(^i), . . . , r(^n))
est une subdivision de z; on note 5'(fJL) l'ensemble de ces subdivisions
de z. Soient ô, o ' des subdivisions de z, et fJi, ^ ' des mesures de
résultante z', en utilisant le théorème 1, on obtient les équivalences
suivantes :

/Ho-^ <==> ôeS'(^), ^1=.^ <==> m?,^m^,
^^' ^ SWcS^).

En particulier, la dernière de ces équivalences exprime que la relation
d'ordre de Choquet est identique au « strong ordering » de Loomis.

c. On dit qu'un ensemble S de subdivisions de z est décomposable
(« 5-Boolean set on z ») si, pour ô et ô' dans S, il existe ô" dans S
avec ô^ô" et ô'^ô^. Muni de la relation de préordre ^., S est un
ensemble filtrant, et l'on a m?^m?,' pour à^^; d'après le n° 3, on
peut définir la borne supérieure iris de la famille (m^)oçs de mesures.
En particulier, pour toute mesure ^ de résultante z, l'ensemble S(p)
est décomposable, et l'on a /n^(^== ^. On dit que S est compatible avec ^
si l'on a S c S ( p ) ; ceci équivaut à /Ho^ ^ pour tout ô dans 5, ou encore
à m^f^..

d. D'après le théorème de Zorn, tout ensemble décomposable de
subdivisions de z est contenu dans un ensemble décomposable maximal.
Pour qu'un ensemble décomposable S de subdivisions de z soit maximal,
il faut et il suffit qu'il soit de la forme S == S(^) avec une mesure ^ maxi-
male; on a alors ^ == iris. En particulier, si le cône C est réticulé,
l'ensemble (j(z) de toutes les subdivisions de z est décomposable d'après
le lemme de décomposition de F. Riesz; dans ce cas, il existe donc une
mesure maximale unique de résultante z (« théorème d'unicité de
Choquet »).
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