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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES APPLICATIONS LINÉAIRES
DANS UN ESPACE DE BANACH ;

PIERRE SAPHAR.

Introduction.

Soient E un espace de Banach complexe et T une application linéaire
continue de E dans E. A partir de la notion classique d'indice de T :

%(T) == dim ker(T) — codim T(E),

étudiée par divers auteurs, on peut obtenir la plupart des résultats
connus sur les perturbations de T (voir, par exemple, [9], où se trouvent
exposés ces résultats et une importante bibliographie). On peut aussi,
à partir de l'indice, introduire un ouvert plus grand que l'ensemble
résolvant de T : l'ensemble de Noether de T formé des z complexes tels
que ^ (T—z ) ait une valeur finie. Dans cet article on essaie d'aller plus
loin. Il est nécessaire pour cela d'élaborer deux outils étudiés dans les
paragraphes 1 et 2 : la notion de cœur d'une application et celle d'inverse
relatif (F. V. ATKINSON avait introduit la notion d'inverse relatif d'une
application linéaire dans [1]). Ces outils mènent à la notion d'application
régulière et parfaite. Les applications parfaites d'un ensemble dans
lui-même admettent comme cas particuliers les applications injectives
et les applications surjectives. Dans le paragraphe 3, on étudie certaines
perturbations de T. On en déduit l'existence d'ouverts du spectre, qui
n'avaient pas été mis en évidence à notre connaissance et qui contiennent
(à un ensemble discret près) l'ensemble de Noether de T. La méthode
employée permet de déceler des propriétés utiles dans les applications,
celle de variation holomorphe du noyau de T—z , par exemple.
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Je profite de cette introduction pour exprimer toute ma reconnaissance
à M. J. DIXMIER. Son aide constante m'a aidé considérablement dans
l'élaboration de ce travail.

Les principaux résultats de cet article ont été présentés dans deux Notes
aux Comptes rendus d0 UAcadémie des Sciences ([12], [13]).

Enfin, je tiens à mentionner que c'est la thèse de mon camarade,
Maurice AUDIN, qui a inspiré mes premières recherches.

Terminologie et Notations.

D'une manière générale, le vocabulaire utilisé est celui de BOURBAKI.
Les principales notations sont groupées dans ce préliminaire :
— La dimension d'un espace vectoriel sera un entier positif ou + oc.
— Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques (sur le corps R

des réels ou le corps C des complexes). On note x°(£', F) l'ensemble
des applications linéaires et continues de E dans -F. Si E == F, on pose
J^(E, E) = C(E). On dit qu'un élément T de ^(E, F) est :

— inversible à droite s'il existe A e ̂ (F, E) tel que TA == IF;
— inversible à gauche s'il existe Bç. ̂ (F, E) tel que BT = IE;
— un isomorphisme si T est inversible à droite et à gauche;
— un morphisme strict, si l'application de £/ker(T) sur T(E)

déduite de T est un isomorphisme.

Enfin, nous dirons qu'un sous-espace de E est un facteur direct de E
s'il admet un supplémentaire topologique dans E.

§ 1. Cœur d'une application.

Dans ce paragraphe, E désignera un ensemble et T une application
de E dans E.

1. Rappelons qu'un sous-ensemble M de E est dit invariant par T
si T(M) = M. L'ensemble des sous-ensembles invariants par T, ordonné
par inclusion, possède un plus grand élément, formé de la réunion des
éléments de cet ensemble.

2. Pour tout ordinal a, on définit par induction transfmie, le sous-
ensemble de E, T"(E), vérifiant les conditions

T^{E)= T(T^(E)\

T"(E) == F^ T^(E) si a est un ordinal limite
P<a

(c'est-à-dire jm ordinal qui n'a pas de précédent).
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Remarquons que la deuxième propriété donne T° (E) = E.
Les T^(E) sont décroissants. Par ailleurs, si pour un ordinal ao,

T^^^E) == T^°(E), on démontre facilement, par récurrence transfinie,
que TP(E) == T^GË), pour tout (3^ao. Il existe donc un ordinal, que
nous noterons ^(T) ou \ lorsqu'il n'y a pas ambiguïté, tel que

T^(E)^T^(E) si a,^H, a.̂ , o^a,;

TX(E)=T^E) si a^.

3. T-chaînes.

Soit eo un élément de E. Une T-chaîne e d'origine êo est une suite
(êo, Ci, ^2, . . . ) d'éléments de E, finie ou non, telle que :

a. T(^+i) = Ci pour i^o.
^. Aucune autre suite vérifiant la propriété (a) n'a plus d'éléments

que C.
Si C a une infinité d'éléments on dit que c'est une T-chaîne infinie.
Pour que xçE soit élément d'une T-chaîne infinie il faut et suffit

que x soit origine d'une T-chaîne infinie.

PROPOSITION 1. — Les trois sous-ensembles suivants sont identiques :
— L'ensemble a, == T^(E);
— L'ensemble ^ formé des origines des T-chaînes infinies;
— Le plus grand sous-ensemble, 0X3, invariant par T.

Démonstration. — Soit rcçcli. Il existe yecli avec x == Ty. On peut
construire une T-chaîne infinie d'origine x. Donc recela et c^iC^a.
Soient x e 0X2, C une T-chaîne infinie d'origine x et <?i = { x , Tx, T2^, ... j .
Alors T{e\je^) == eu<?r On déduit que ^u^iCCl..;. Donc .re^
et 0X2 ccl:>,.

Soit a un ordinal. Supposons que, pour tout ordinal (3 strictement
inférieur à a, cl,.cTP(£'), et montrons que (^cT^E).

Si a est non limite, T^{E) := T^-^E)). Puisque cX.cT0'-1^) et

T(a,) == a,, le résultat est immédiat. Si a est limite, T^(E) = /^ T3^).
p<a

L'hypothèse de récurrence entraîne le résultat. Puisque T° (E) = £",
nous avons montré, par récurrence transfinie, que pour tout ordinal a,
cX.sCT^E); en particulier (^ccti. On a ainsi :

ciiC^cex.c^i.

La proposition est démontrée.

REMARQUE 1. — Désignons par w le premier ordinal non fini.
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Pour que xçE soit origine d'une T-chaîne finie (resp. infinie), il faut
et suffit que xçE—T^ÇE) (resp. xeT^(E)).

REMARQUE 2. — II est facile de donner des exemples où î, > w.

DÉFINITION 1. — On dit que T^ÇE) est le cœur de T. Le cœur de T sera
noté T^(E) ou co(T).

PROPOSITION 2. — Supposons que T soit injective. Alors ^(T) vaut o
ou c»).

Démonstration. — Soit x e T^ (£). Pour tout entier n, il existe yn e T" (E)
tel que Tyn=x. Comme T est injective, tous les yn sont égaux à un
même élément y, d'où yçT^ÇE). Donc Ç^ûû. D'autre part, si l'on
avait o < ^ < c»), il est clair que T ne serait pas injective. La propo-
sition est démontrée.

DÉFINITION 2. — T est dite parfaite si T-^co^)) = co(T).

PROPOSITION 3. — Soit RT la relation d'équivalence, Tx = Ty, définie
par T dans E. Pour que T soit parfaite, il faut et suffit que co(T) soit
saturé pour Rj.

Démonstration. — C'est évident puisque T(co(T)) == co(T).

COROLLAIRE. — Si T est injective ou surjective, T est parfaite.

PROPOSITION 4. — Si T est parfaite, ^(T) est nul ou limite.

Démonstration. — Supposons T parfaite et Ç(T) non nul et non limite.
On a

T-^T^E)):^-1^)
et

T^(E)^T^(E).

C'est contradictoire d'après la proposition 3. Donc Ç(T) est nul ou limite.
4. Dans ce numéro on précise les propriétés de co(T) et ̂ (T) lorsque E

est muni de structures algébriques ou topologiques.

PROPOSITION 5. — Supposons que E soit un A-module et T une appli-
cation linéaire de E dans E. Alors pour que T soit parfaite, il faut et suffît
que ker(r)cco(T).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 3.

PROPOSITION 6. — Supposons que E soit un espace vectoriel sur un
corps K et T une application linéaire de E dans E. Alors si ker(T) est
de dimension finie, ^(T)^(n).
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Démonstration, — Supposons dim(ker(T)) <+00. Soit yçT^ÇE).
La suite (Tk(E) n T~1 (y))^çN est une suite décroissante de variétés linéaires
non vides, de dimension finie., Donc elle stationne pour un entier Â-o.
On peut écrire :

T- (E) n T-1 (y) == ( Ç\ T^ (E)\ n T-^ (y)
\ kçV /

= ̂  (r<(£)3T-(y))
/ -€N

^T^nT-1^).

Donc T(ù(E)r\T-i(y) n'est pas vide. On en déduit que T^ÇE) est inva-
riant par T. Donc, ^(T)^.

PROPOSITION 7. — Soient E un espace de Fréchet réel ou complexe et T
un morphisme strict de E dans E. Alors, si ker(T)nco(T) est de codimen-
sion finie dans ker(T), T^{E) est fermé dans E pour tout ordinal a.

Démonstration. — Soit a un ordinal. Supposons que, pour tout (3 < a,
T3' (E) soit fermé et montrons que T^ (E) est fermé. Si a est limite, on en
déduit que

T^ (£•)== ̂  TP(£)
?<a

est fermé. Si a est non limite,

T ĵE^ T^T3'-1^))
^ï^-^+kerCT)).

D'après l'hypothèse de la proposition, T^-^ÇE) + ker(T) est la somme
de T^-^E) et d'un sous-espace vectoriel de dimension finie.

On déduit d'après BOURBAKI [4], que T^-^E) + ker(T) est fermé.
Par ailleurs, le morphisme strict T donne la décomposition canonique

£-X£/ker(T)^T(£),

dans laquelle ^ est un morphisme strict et 9 un isomorphisme.

T^(E) = T^-^) + ker(T))
=cp(<HT^(£)+ker(T))).

Puisque T^-^E) + ker(T) est fermé, il en est de même de

^(T^^+kerCO);

T^E) est alors fermé puisque cp est un isomorphisme. On en déduit la
conclusion par récurrence transfmie.
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COROLLAIRE. — Pour que co(T) soit fermé dans E, il suffît que F une
des conditions suivantes soit vérifiée :

a. ker (T) est de dimension finie;
b. T est parfaite.

§ 2. Notion d'inverse relatif.

1. Dans ce paragraphe E et F désignent deux ensembles, T une appli-
cation de E dans F, J?r la relation d'équivalence associée à T. Si M
est une partie de E, la restriction de T à M sera notée T M.

Nous poserons une définition voisine de celle d'ÂTKiNSON [I],

DÉFINITION 3. — On dit qu'une application X de F dans E est un
inverse relatif de T si

TXT=T
et

XTX = X.

Remarque (ATKINSON [1]). — Si Xi est une application de F dans E
telle que TXi T ==T, on vérifie immédiatement que X == Xi TXi est
un inverse relatif de T.

PROPOSITION 8. — Soit X un inverse relatif de T. On a alors les propriétés
suivantes :

[XT](E)=X(F) et J?XT=%,
[TX](F)=r(£) et R^=R^

T X(F) est une bijection de X(F) sur T(E) qui admet X\T(E) pour
bijection inverse.

Démonstration. — On a

[XT] (E) c X (F) c [XTX] (F) c [XT] (E).

Donc
[XT](£)=X(F).

Par ailleurs, pour tout couple (x, y) de (ExE) :

Tx === Ty =» XTx == XTy
et

[XT]x==[XT]y ==> TXTx==TXTy => Tx = Ty.

Donc
R^^R^.

On démontre de même les propriétés relatives à TX.
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On en déduit immédiatement les résultats énoncés sur T|X(F)
et X|T(E).

La proposition suivante donne une relation entre cœur d'une appli-
cation et inverse relatif.

PROPOSITION 9. — Soit T une application parfaite de E dans E. Alors
pour tout inverse relatif X de T, co(T) est stable par X.

Démonstration. — Puisque [TX] | T(E) == ii (E), on a

[TX](co(T))=co(T).
Donc

Puisque

on a bien

X(œ(T))cT-^co(T)).

T-^coCO^coCT),

X(co(T))cco(T).

2. Cas où E et F sont des espaces vectoriels topologiques.

Dans ce numéro E et F sont des espaces vectoriels topologiques sur le
corps R des réels ou le corps C des complexes et T un élément de ^ (E, F).

PROPOSITION 10. — Si T admet un inverse relatif linéaire et continu X,
TX est un projecteur continu de F sur T(E) parallèlement à ker(X),
XT est un projecteur continu de E sur X(F) parallèlement à ker(T).

Démonstration. — On vérifie immédiatement que TX et XT sont des
projecteurs continus; on obtient alors les résultats voulus à partir de
la proposition 8.

PROPOSITION 11. — Pour que T admette un inverse relatif linéaire et
continu X, il faut et suffît que T soit un morphisme strict de E dans F
pour lequel ker(T) (resp. T (£)), soit facteur direct de E (resp. de F).

Démonstration. — Supposons que T admette un inverse relatif linéaire
et continu X. D'après la proposition 10, ker(T) (resp. T(£')) est facteur
direct de E (resp. de F). Par ailleurs, £'/ker(T) et X(F) sont isomorphes,
puisque ker(T) et X(F) sont supplémentaires topologiques dans E.
De plus, on déduit de la proposition 8 que T [ X(F) est un isomorphisme
de X(F) sur T(E). Alors, £'/ker(T) et T(E) sont isomorphes et T est un
morphisme strict. La condition de l'énoncé est donc bien nécessaire.
Sa suffisance résulte de la proposition plus précise que voici.

PROPOSITION 12. — Soit T un morphisme strict de E dans F pour
lequel ker(T) fresp. T (£")), admette un supplémentaire topologique Hi



3:0 P. SAPHAR.

dans E (resp. H^ dans F). Alors, il existe un inverse relatif linéaire et
continu, unique, X tel que X(F) = JEZi et ker(X) = H.2.

Démonstration. — L'unicité découle aussitôt de la proposition 8.
Prouvons l'existence. F/ker(T) est isomorphe à Hi et aussi à T(E).
Donc S = T \ Hi est un isomorphisme de Hi sur T(F). Désignant par P
le projecteur continu de F sur T(E) parallèlement à H^, on vérifie que
l'application X== S^P a les propriétés désirées.

COROLLAIRE 1. — Supposons que T soit un morphisme strict injectif
de E dans F, et que T(E) soit facteur direct de F. Alors T est inversible
à gauche. Tout inverse relatif linéaire et continu X est un inverse à gauche
de T.

COROLLAIRE 2. — Supposons que T soit un morphisme strict de E sur F
et que ker(T) soit facteur direct de E. A/ors T est inversible à droite. Tout
inverse relatif linéaire et continu de T est un inverse à droite de T.

Les résultats de ces corollaires sont indiqués dans BOURBAKI [4].

COROLLAIRE 3. — Soient E et F deux espaces de Fréchet et Tç^(E, F).
Alors si dimker(T) <+00 et codim T(E) <+oo, T admet un inverse
relatif linéaire et continu.

En efîet, d'après GROTHENDIECK ([11], exerc. 4, p. 74), T (E) est alors
fermé dans F. T est donc un morphisme strict. Par ailleurs, on sait
(BOURBAKI [4]) que ker(T) (resp. T(E)) est facteur direct de E (resp. de F).

Remarque. — Les propriétés du paragraphe 2, n° 2, peuvent se géné-
raliser au cas où E et F sont des A-modules et T une application linéaire
de E dans F.

§ 3. Perturbations de certaines applications
dans les espaces de Banach.

Dans ce paragraphe, F et F sont deux espaces de Banach réels ou
complexes. Selon le cas, T désignera un élément de ^(F, F) ou ^(F).
La norme de T sera notée [ T|. Les ensembles r(F, F) et ^(F) seront
munis de la topologie de la norme (topologie de la convergence bornée).
Supposons T parfaite ou possédant un inverse relatif, on étudie certaines
perturbations de T.

Dans le cas où T possède un inverse relatif, des résultats ont déjà
été obtenus par GOKHBERG ([7], [8]), GoKHBERoetKpEiN [9], ATKINSON [l],
AUDIN [3] et DIEUDONNÉ [6]. Dans tous ces résultats, des hypothèses du
type dimker(T) <+oo ou codim T (E) < +00 sont essentielles. Nous
avons obtenu, d'une part des résultats qui ne font pas intervenir ces
hypothèses, d'autre part des résultats qui complètent ceux obtenus par
ces auteurs et peuvent jouer un rôle important dans les applications.
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1. Étude de certaines perturbations.

Dans ce numéro T est un élément de ^(E), et i désignera l'application
identique de £'.

DÉFINITION 4. — Un élément Tç.^(E) est dit régulier s'il admet un
inverse relatif linéaire et continu X.

DÉFINITION 5. — Soit M un sous-espace de E. Nous désignerons

par^(M) l'ensemble des éléments Uç.^(E) tels que U(M)cM. Si M

est fermé dans E, V (M) est une sous-algèbre de Banach de £(E).

THÉORÈME 1. — Soit T un élément de ^(E) régulier et parfait [de sorte
que co(T) est fermé dans E d'après le corollaire de la proposition 7] et X un
inverse relatif linéaire et continu de T. Désignons par V la boule ouverte
de ̂  (co (F)) centrée à l'origine et de rayon \ X |-1. Alors pour tout UçV,
T— U est régulier et parfait et

ker(T- [7)cco(T)cco(T— 17).
De plus :

R(U)=[ï—XU]-lX=X[I—UX]-i

est un inverse relatif linéaire et continu de T— U.

Démonstration. — Soit UçV, i — U X et i—XU sont des iso-
morphismes de E sur £'. Par ailleurs on vérifie immédiatement, par
multiplication à gauche par i—XU et à droite par i— UX que

[i—XU^X = X[ï— UX}-1 = R(U).

Nous allons montrer que R(U) est un inverse relatif de T— U.
Désignons par G(U) la quantité

G(U) = [T— U]—[T— U]R(U)[T— U]
=[T-U][i-R(U)[T-U]],

i—J^L^T—^^i—li—Xl/^Xtr—l/]
= [ï—XU^^i—XUi—ii—XU^X^— U]

(i) =[,—xU]-i[I—XT],
G^^r—^/ni—x^-^i—XT]

=[T+TXU—TXU—U][I—XU]-l[î—XT]
^[T^—X^+iTX—^U^i—XU^i—XT]
=[TX—I]U[I—XU]-l[ï—XT].
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Puisque T est parfait, on a Xe^(co(T)) (proposition 9), donc
xu^^ (co(T)); puisque co(T) est fermé,

00

[,_XU]-'=^(XUy
k=o

appartient aussi à^ (co(T)). Par ailleurs,

[i—Xr](E)=ker(T).
Donc

[ G(U)] (£) == [[TX — i] U[i—XU]-1] (ker(T)).

Puisque 7 est parfait, on déduit (proposition 5) :

[G(U)](E) c [[rx—i] [/[i—Xt/i-'Kcocr)) c [rx—i](co(T)) = (o),
puisque TX projette E sur T(E).

Donc G(U) = o. Par ailleurs

R(U)[T— U]R(U) = [i—Xî/j^Xtr— U]X[i— UX]-1

== [ i — X U]-1 [XTX — X UX] [ i — [/X]-1

^i—Xt/j-'Xti—E/Xni—l/X]-1

=JÎ(l7).

Donc R(U) est un inverse relatif linéaire et continu de T— U.
De plus

[T— U] (co(T)) == [T(i—XU)] (co(T)).

Puisque i—XU et [i—X[7]-i sont des éléments de V (co(T)), on a

[i-X[/](coCr))==co(r)
et

On déduit

Par ailleurs,

[r—t/](co(r))='r(co(T))
=co(r).

co(r)cco(T—î7).

ker(r— U) = [i—R(U)[T— U]](E)
=[ï-XU]-'[i-XT}(E),

d'après l'égalité (i).

ker(r— U) = [i—XÎ7]-i(ker(r)).
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On déduit que ker(T—[7)cco(T), puisque T est parfait et que

[i-XU]-e^(co(T)).
On a finalement

ker(T — U) c co (T) c co (T — 17).

T— U est bien un élément régulier et parfait de x°(£').
Gardant les notations du théorème 1, on a aussi le :

THÉORÈME 2. — Pour tout UçV,
—ker(T—U) admet X(E) pour supplémentaire topologique et est

isomorphe en tant qu'espace vectoriel topologique à ker(T);
— [T—U] (£") admet ker(X) pour supplémentaire topologique et est

isomorphe en tant qu'espace vectoriel topologique à T (£).

Démonstration. — ker(T—U) admet [R(U)](E) pour supplémentaire
topologique (proposition 10). Or

[R(U)] (£) = [X[ i - UX]-^](E) - X(£).

ker(T— U) et ker(T) ayant le même supplémentaire topologique X(E)
sont isomorphes entre eux en tant qu'espaces vectoriels topologiques.

[T—U] (E) admet kerJ?([7) pour supplémentaire topologique. Or,

Donc
^(^^[i—XC/^X.

kerJ?([7)=kerX.

[T— U](E) et T(E) ayant même supplémentaire topologique, ker(X),
sont isomorphes entre eux en tant qu'espaces vectoriels topologiques.

COROLLAIRE. — Pour tout UçV,

dim ker(T— U) = dim ker(T), codim ker(T— 17) = codim ker(T),
dim [T — U] (E) = dim T(£), codim [T — U] (E) == codim T(E).

Remarque. — Si T est inversible à droite, co (T) = E et V (co (T)) == r(£).

Les théorèmes 1 et 2 nous redonnent des résultats de DIEUDONNÉ [6] :
Soit X un inverse à droite de T, linéaire et continu. Alors, pour
tout Uç€(E) tel que | U\ < \ X|-1, T— U est inversible à droite
et ker(r—î7) isomorphe à ker(T).

2. Propriété du bicommutant de T.

Pour appliquer les théorèmes 1 et 2 il est nécessaire de vérifier la
propriété 17eV(co(T)). Nous allons donner une condition suffisante
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pour que cette propriété soit vérifiée. Soit T ç. € (E). Notons { T } ' le
commutant de T, { T } " le bicommutant de T. On sait que { T \1 et f T \"
sont des sous-algèbres de Banach de ^(E) et que { T \ " c\ T } ' .

PROPOSITION 13. —Pour tout Tç.^(E\ { T } ' est contenu dans V (co(T)).

Démonstration. — Soit Uç.{ T } ' .

T(U(co(r)) = [/(T(co(T))) = U(œ(T)).

Donc U(co(T)) est invariant par T. On en déduit que C/eV (co(T)).

Des théorèmes 1 et 2 de la proposition 13 on déduit le :

THÉORÈME 3. — Soit T un élément de ^{E) régulier et parfait. Alors
l'ensemble Reg(T) des éléments U de [ T \ " tels que T—U soit régulier
et parfait est ouvert dans { T } " . De plus, les applications U —^ classe
d'isomorphie de ker(T—U), U-> classe d'isomorphie de [T—U}(E),
U->co(T—U) sont localement constantes sur Reg(T).

Démonstration. — Soit I/o eReg(T). Alors, pour tout U ç . { T \ "
on vérifie que U—L^e{T—Uo ( / . Donc, d'après la proposition 13,

U—U^^(co(T—Uo)). Puisque T— U = T— I/o- (U— U,), on
déduit du théorème 1 que Reg(T) est ouvert. Il résulte alors directement
du théorème 2 que les applications U -> classe d'isomorphie de ker(T — U)
et U-> classe d'isomorphie de [T—U](E) sont localement constantes
sur Reg (T).

Soit alors X un inverse relatif linéaire et continu de T— Uo.
D'après le théorème 1, il existe un voisinage de UQ dans Reg (F) dans

lequel R(U)==[i—X(U—Uo)]-^ est un inverse relatif linéaire et
continu de T— U. L'application U—^\R(U)\~i étant continue, il existe
un voisinage W de [/o dans Reg(T) et une constante m positive telle
que ^(U)--^;^ si UçW. Désignons par Wf le voisinage de Uo
dans Reg(T) formé des UçW tels que | U— Uo\ < m- Si UiçW, on a

\U,—Uo<m et [^(^l-^m.

Donc
! U,— Uo\<\ R(U,) ]-1 et | U,— [7o| < | R(Uo) |-1.

D'après le théorème 1, on a alors

co (T — Uo) c co (T — U,) et co (T — Ui) c co (T — U)o.

On en déduit immédiatement que l'application U->co(T—U) est
localement constante sur Reg(T).
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3. Familles d'applications dépendant analytiquement d'un
paramètre.

Dans ce paragraphe E est un espace de Banach complexe.
Soit D un ouvert de C et n un entier positif. Supposons qu'à tout z

de D soit associé un sous-espace vectoriel M^ de E, de dimension n.
Posons la

DÉFINITION 6. — On dit que M^ a une base holomorphe dans D, s'il
existe une famille de fonctions (fi, f._, ..., /'„), définies dans D, à valeurs
dans E, holomorphes, telles que la famille (/\(z), f^(z), . . . , fn(z)) soit pour
chaque z de D une base de M^.

On a alors la

PROPOSITION 14. — Pour que M^ ait une base holomorphe dans D,
il suffit qu'on ait la propriété locale :

Pour tout Za de D, il existe un voisinage Va de Zy. dans D et une famille
de fonctions (/'a, f^, . . . , f^) définies dans Va, à valeurs dans E, holo-
morphes, telles que la famille (f°f(z), f^(z), . . . , f^(z)) soit pour chaque z
de Va une base de Mz.

Démonstration. — II suffit de prouver le résultat pour une composante
connexe Di de û. Soient Zy. et zp deux points de Di tels que Va n Vp^ 0.
Pour tout z de Va n Vp, il existe un isomorphisme de M^ sur lui-même,
Aa,p(z), tel que

fhz)-[A^(z)](ff(z)).

Soient My,^(z) la matrice qui représente Aa,p(2) dans la base (ff(z)) et G
le groupe de Lie des matrices complexes inversibles à n lignes et n colonnes.
L'application 2-^Ma,p(z), de Vai ïVp dans G, est holomorphe et l'on
vérifie que, si VaU Vpn Vv^ 0, Ma,p(<).M^(z).Ma,p(2) est la matrice
qui représente l'application identique. Le système des Ma,p(z) (zy. et z^
dans Di), définit donc, [5], un espace fibre analytique de base Di et
groupe G. Puisque jDi est non compact et de dimension i et G connexe,
on déduit, d'après GRAUERT [10], que ce fibre est analytiquement trivial.
Il est donc analytiquement isomorphe à ûi x C'1. On en déduit immédia-
tement que Mz a une base holomorphe dans û. Le résultat est démontré.

Cette proposition peut s'appliquer à des situations variées :

APPLICATION 1. — Soient n un entier positif, A un ouvert de C,
z-> Tz une application holomorphe de A dans ^(E). On sait (théorème 2,
Remarque) que l'ensemble D des z de C tels que T^ soit inversible à
droite et dim ker(T^) = n est ouvert dans A. On pose, pour tout z de D,
dimker(T^)==M^.
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APPLICATION 2. — Soient A un ouvert de C, z ~-> T^ une application
holomorphe de A dans £ ' ( E ) telle que 7\= T + A(z) avec A(z )e{ T } "
pour tout z de A. Il résulte du théorème 3 que l'ensemble des z tels
que Tz soit régulier et parfait est ouvert dans A. On prend pour D une
composante connexe de cet ouvert sur laquelle ker (T,.) a une dimen-
sion finie. Elle est alors constante. On pose, pour tout z deû, ker(T^) = M^.

» II
\ ± )

On montre de la même manière dans les deux cas que la proposition 14
s'applique :

Soit vç.D et X un inverse relatif linéaire et continu de T... Soit V
le voisinage de v dans D formé des z tels que | Tz—T(.|<|X|-1.
On pose R(z)=[ï—X(T,—T^]-lX pour tout z de V. D'après le
théorème 1, on sait que IE—R(z)T^ projette E sur ker(T^). L'appli-
cation z->iE—R(z)l\, de Y dans ^(E), est holomorphe.

Soit (xi, x._, . . . , Xn) une base de ker(T^).
Posons

fi(z)==[iE—R(z)T,]x, (i^i^n).

Alors la famille (fi(z), /^(z), . . . , fn{z)) est une base de ker(T^) dans un
voisinage V de y. On peut donc appliquer la proposition 14 : ker(7\)a une
base holomorphe dans D.

4. Propriétés particulières de la famille z -> T — z (z ç. C).

Dans ce numéro E est un espace de Banach complexe et T un élément
de x°(£). Notant N, l'ensemble des entiers positifs N augmenté de + oo,
on peut poser la :

DÉFINITION 7. — Pour tout nçN et peN, F ensemble des zç.C
tels que T — z soit régulier et parfait avec dimker(T—z) == n et
codim [T—z\(E) = p sera noté RP (n, p ; T).

REMARQUE 1. — D'après le corollaire 3 de la proposition 12, pour
tout n e N et p ç N, RP (n, p ; T) est l'ensemble des z de C tels que T — z
soit parfait avec dim ker (T— z ) == n et codim [T—z\{E) == p.

REMARQUE 2. — L'ensemble U RP(n, o; T) resp. U jRP(o,p; T) ,
nGN' [_ pGN J

est formé des z de C tels que T — z soit inversible à droite (resp. à gauche).
L'ensemble RP (o, o; T) est l'ensemble résolvant de T, p(T). Le complé-
mentaire de -RP (o, o; T) dans C est donc le spectre de T, o-(T).

En appliquant les résultats des n^ 2 et 3, on obtient le

THÉORÈME 4 :
i° PournçN et peN, RP (n, p; T) est ouvert dans C.
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2° Pour nçN et p ç N , l'application z->co(T—z) est localement
constante sur RP (n, p; T).

3° Pour nçN et p€N, ker(T-z) a une base holomorphe dans
RP(n,p;T).

Le type de variation de ker(T—z) décrit dans la propriété 3 du
théorème 4 est lié de façon essentielle à la notion d'application parfaite
comme le montrent les propositions 15, 16, 17 et 18.

PROPOSITION 15. — Soient x^çE et V un ouvert de C. Supposons qu'il
existe une fonction holomorphe f définie dans V, à valeurs dans E, telle
que [T—z]f(z) = x,. Alors, pour tout z de Y, (x,, f(z), ̂ -\ ^^, .. '\est
une [T—z]-chaîne infinie issue de Xo.

Démonstration. — Soit ZiçV. Au voisinage de 2i, on peut écrire

f(z)==^an(z-z^. -
n=0

On a la relation
[T-z,]f(z)=[z-z,]f(z)+x,,

oc ac

^ [T—z^anÇz—z,)'1^^ ̂ (z—z^^'+x,.
n == 0 n == 0

On obtient entre les an les relations

[T—z,]a,=x,,
[T—z,]an=an-, (n^i).

Donc (a;o, ûo, ^1, . . . ) est une [T—2,]-chaîne infinie issue de Xo. C'est
le résultat désiré.

COROLLAIRE. — Pour tout z de V, f(z) e co(T — z).
Ce résultat découle de la proposition 1.

PROPOSITION^ 16. — Soient riçN, V un ouvert de C. S'iZ existe n fonc-
tions (fi,f'î, ...,fn) holomorphes dans V, à valeurs dans E, telles que
la famille (fi (z), f^ (z), . . . , fn ( z ) ) soit une base holomorphe dans V
de ker(T—z), T—z est parfait pour tout z de Y.

Démonstration. — En effet, on a [T—z]fi(z)=o, pour tout z de Y
et touÇ. D'après le corollaire de la proposition 15, ker(T — z) c co (T — z).
pour tout^de Y. Le résultat découle alors de la proposition 5.
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PROPOSITION 17. — Soit Tç^(E), tel que co (T) soit fermé dans E.
Alors, il existe un voisinage V de l'origine dans C tel que

ker(T—z)cco(T)cco(T—2) pour tout z de V- o .

Démonstration. — Puisque co(T) est fermé, T [ co(T) est un morphisme
strict. Donc il existe une constante k > o telle que tout x de co(T)
puisse se mettre sous la forme x == Ty avec yçco(T) et [:r| <k y [.
Soit .roeco(T). On peut trouver une T-chaîne infinie (x,, flo. fli, . . .)
telle que, pour tout n, \an\<kn\ a,\. Désignons par V l'ensemble des z

de C tel que \z\<k-\ La série entière f(z) = ̂  anZ- converge pour

tout z de V. On a n=o

[T - z] f(z) = ̂  [T^- a^} ï 1 + x, = x,.
n=l

D'après le corollaire de la proposition 15, pour tout z de Y, Xoçco(T—z).
Donc, pour tout z de V, co(T)cco(T_z).

Par ailleurs ker(T—2) est invariant par T pour tout z de C— f o i .
On a bien

ker(T—2)cco(T)cco(T—z) pour tout z de Y — { o j .

COROLLAIRE 1. — Soit Tç.C{E). Si le cœur de T est fermé, T—z est
parfait, pour tout z appartenant à un voisinage de Uorigine privé de o.

COROLLAIRE 2. — Soit T€XÎÏ(E). Supposons que le cœur de T soit fermé
et que ker(T)nco(T) ait une dimension finie n. Alors, il existe un voisi-
nage de l'origine dans C pour tout z duquel dim ker(T — z) n co (T — z) = n.

Démonstration. — D'après la proposition 17,

ker(T—2) = ker((T - z) [ co(T)).

Par ailleurs, oçRP(n, o; T|co(T)). La propriété découle alors immé-
diatement puisque RP(n, o; T co(T)) est ouvert dans C.

PROPOSITION 18. — Supposons qu'il existe une fonction R holomorphe
définie dans un ouvert V de C, à valeurs dans ^(E), telle que, pour tout z
de V,

[T-z\R(z)[T-z\=T-z.

Alors, pour tout z de V, T—z est régulier et parfait.

Démonstration. — Pour tout z de V, R,(z) == R(z)[T—z]R(z) est
(d'après la définition 3, Remarque) un inverse relatif linéaire et continu
de T—z. Donc, i— R, (z)[T—z] projette E sur ker(T-z). Zoient Zo€ V
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et x,çker(T—z,). Pour tout z de V, [i—R,(z)[T—z]]x, appartient
à ker(T—2). On déduit du corollaire de la proposition 15 que

[i—R,(z)(T—z)]x,çco(T—z)

et en particulier que Xoçco(T—Zo). Donc, d'après la proposition 5,
T—z est parfait pour tout z de V. L'existence de R,(z) entraîne par
ailleurs que T—z est régulier. Soient E' le dual topologique de E muni
de la topologie forte, ou topologie de la norme, et ^T l'application trans-
posée de T. Alors :

THÉORÈME 5. — Si T est un élément de ^(E) régulier (resp. régulier
et parfait), il en est de même de ^T. De plus, pour nçN et peN, on a :

RPÇn.p'.^cRPÇp.n'^T).

Démonstration. — Soient T un élément régulier de ^(E) et X un
inverse relatif linéaire et continu de T. On vérifie immédiatement que ̂
est un inverse relatif linéaire et continu de ^T.

Supposons que T soit régulier et parfait. D'après le théorème 1,
R(z)==[i—zX)-^ est, pour tout z tel que \z <\X -1, un inverse
relatif linéaire et continu de T—z. Donc ^RÇz)] est un inverse relatif
linéaire et continu de ' [ T — z ] . Puisque l'application z-^^RÇz)] est
holomorphe, on déduit de la proposition 18 que ^T—z] est régulier
et parfait.

Soient alors nçN, pçN et zçRP (n, p; F). On sait déjà que ' [ T — z ]
est régulier et parfait. Par ailleurs, puisque ker^T—z] est l'orthogonal
de [T—z](E) dans E ' , on déduit que la dimension de ker^T—z} est p.
Enfin, ker(T-z) est l'orthogonal dans E de '[T—z\(E'). On en déduit
que la codimension dans E' de l'adhérence faible de ' ( T — z ) ( E ' ) est n.
Puisque T—z est un morphisme strict, /(T--z)(£/) est faiblement
fermé. Le résultat est démontré.

Soient n et k deux éléments de N et p un élément de N. Il est possible
d'obtenir un résultat sur la variation de ker(T—-z)^ dans RP(n, p; T)

PROPOSITION 19. — Soit (f,(z), f.,(z), .... fn(z)) une base holomorphe
dans RP(n, p; T) de ker(T—2). A/ors la famille des (f^^z)) (i^i^n,
O^J^À:—i) est une base holomorphe de ker(T—zy.

Démonstration. — La famille des ( T L W - } (i^i'^n, o^j^Â:—i),
forme, d'après la proposition 15, l'ensemble des k premiers éléments
de [T—^-chaînes issues d'une base de ker(T—z). D'après AUDIN [3],
puisque les origines représentent une base de ker(T—2), cette famille
est une base de ker(T—2)^, pour tout z de û. Il en est alors de même
de la famille des (f^(z)).

BULL. SOC. MATH. — T. 92, PASO. 4. 25
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Soit peN. Utilisant la proposition 19, il est possible de préciser la
valeur constante de co(T—z) sur chaque composante connexe de
RP(n,p;T) :

PROPOSITION 20. — Soient nçN, p ç N , D une composante connexe
de jRP(7?, p; T). Alors la valeur constante dans D de co(T—z)

est Ç^ [T—À](£). De plus, pour tout z de D, î,(T—z) vaut o ou w selon
ÏÇD

que p est nul ou non.

Démonstration. — Puisque RP(n, p; T)cRP(p, n; T), il existe une
base holomorphe dans D, (^(z), g^z), . . . , g?(z)), de ker^T—z).

Si yç ̂  (T—^) (£), alors <ï/, ^(2)> = o, pour tout z de D et tout i.
\ÇD

Soit ZoçD. Les relations sur y sont équivalentes à <?/, g^Çzo^^o,
pour tout Te de N et tout i. D'après la proposition 19, ces dernières sont
vérifiées si et seulement si y est orthogonal à ker^T—ZoY) pour tout À:
de N. Cette dernière propriété est équivalente à yç[T—Zo^ÇE).

Donc [T—^r^^^lT—^KE). Soit yç[T—z^(E) et x une
A==D

solution de l'équation [ T — Z o ] x = y .

On a, pour tout z de D :
0::==<^/» ^(0>

=<(T——2o)^(z)>

=^x,t[T—z,]g,(z)^
=(z—zo)^x, ^-(z)>.

Donc xç.[T—z^(E). On déduit que î,(T—z°)^w. Il en est de
même de E ( T — z ) pour tout z de û. On a alors les deux possibilités
suivantes :

— p = o : alors pour tout z de D, Ï,(T—Zo) = o et co(T—z) = E;
—pT^o : puisque Ç ( T — z ) est limite (proposition 4), ^(T—2)

vaut ûi) pour tout z de D, et co(T—z) = /^\ [T—^] (-E).
\çD

5. Applications à l'ensemble de Noether.

Soient E et F deux espaces de Banach réels ou complexes et T un
élément de ^(E, F). Rappelons qu'on appelle indice de T la quan-
tité %(T) = dimker(T)—codimT(£). Cette quantité est définie sauf
si dimker(T) et codim T(E) sont simultanément infinis. En outre,
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%(T) jouit d'une propriété logarithmique : si A et B sont deux éléments
de J^(E), on a

%(A2?)=%(A)+z(5)

pourvu que deux des termes de cette égalité soient définis (ATKINSON [l],
AUDIN [3]).

On connaît par ailleurs les propriétés suivantes :
^o-^(LT)=—%(î'), pourvu que l'un des deux termes soient finis

(AUDIN [3]).
2° L'ensemble des T de €(E, F), tels que %(T) ait une valeur finie,

est ouvert dans ^(E, F) (ATKINSON [2]).
3° Si E est un espace de Banach complexe et T un élément de ^(E),

l'ensemble des z de C, tels que ^ (T— z ) soit fini, est un ouvert 91 de C.
On dit que ffi est l'ensemble de Noether de T. Sur chaque composante
connexe A de <9T, % ( T — z ) a une valeur constante. De plus, dim ker(T—z)
et codim[T—z\(E) sont constants sur une partie Ai de A; A — A i est
un ensemble discret sur lequel dimker(T—z) et codim[T—z](E) ont
une valeur plus grande que sur A (GOKHBERG [7], [8], AUDIN [3]). Nous
allons retrouver les propriétés 3 et 4 par des méthodes nouvelles et en
donner d'autres en application des résultats précédents.

PROPOSITION 21. — Soit T un élément de ^(E, F) tel que %(T) ait une
valeur finie. Alors T est régulier.

Si X est un inverse relatif linéaire et continu de T, on a ^(X) =— %(T).
De plus, pour tout élément U de J^(E, F) tel que ïp—UX soit un iso-
morphisme de F sur F, on a %(T— U) === %(T).

Démonstration. — II résulte directement du corollaire 3 de la propo-
sition 11 que T est régulier.

Soit alors X un inverse relatif de T, linéaire et continu. TXT = T.
^(T)==^(TXT)=^(T)+^(Xr), puisque %(T) existe. On en déduit
o=^(XT)=^(X)+%(T). Donc %(X) =—%(T). Soit enfin U un
élément de ^(E, F) tel que ïp— UX soit un isomorphisme de F sur F.
On a -^(ïr— UX) == o. Puisque %(i^— UX) et %(X) existent, il en est
de même de %(X(i^—UX)) et aussi de ^(X(T-U)X), donc aussi
de^T-U).

On peut alors écrire

%(X) = z(X(i^- UX)) = x(X(T- U)X) = 2 ^(X) + %(T- U).

On en déduit

ou
XW+X(T-U)==0,

^(T-U)=^T).
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Remarque. — La proposition 21 reste valable si E et F sont des espaces
de Fréchet.

COROLLAIRE 1. — Pour tout U ç ^ ( E , F ) tel que |[7|<[X|-1,
X(T-U)==^(T).

COROLLAIRE 2. — Soient E un espace de Banach complexe et T un élément
de J?(E). Alors, l'ensemble de Noether sn de T est ouvert Sur chaque compo-
sante connexe de fft, l'indice de T—z est constant.

PROPOSITION 22. — Soit A une composante connexe de 9t. Alors, il existe
deux éléments de N, n et p, et une composante connexe Ai, unique,
de RP(n, p ; T) tels que Ai soit contenue dans A, A — A i étant un ensemble
discret. Par ailleurs pour tout z de A — A i , dimker(T—z) > n et
codim (T—z ) (E) > p.

Démonstration. — Soit 2oeA. Alors co(T—Zo) est fermé (corollaire de
la proposition 7). On peut donc appliquer la proposition 17 : il existe
un voisinage V de Zo dans C, tel que l'application T — z soit parfaite
pour tout z de Y— { Z o } . On conclut que l'application T—z est parfaite
pour tout z de A sauf sur un ensemble discret As. Donc il existe nçN
et peN tels que A — ^ ç R P (n, p; T) Soit Ai la composante connexe
de RP(n, p; T) qui contient A — Â 2 . On a

A — A a C A i c A .

Puisque AinA.2 est vide, on conclut que

Ai=A—A2.

Par ailleurs, d'après le corollaire 2 de la proposition 17,

dim ker(T — z) n co (T — z) = n

pour tout z de A. Donc, en tout point Zi de A — A i == A.2,

dimker(r—Zi) > n.

On conclut, puisque %(T—Zi) ==• n—p, que

codim (T— z) (E)> p.

COROLLAIRE. — L'ensemble de Noether, fft, de T est la réunion de

\J RP(n,p;T)
nçN, / 'CA^

et d'un ensemble discret.



APPLICATIONS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE BANACH. 383

On peut de plus compléter le théorème 5 :

THÉORÈME 6. — Pour tout nçN et tout peN,

RP(n,p; T)=J?P(p,n;<T).

Démonstration. — Soient Ai une composante connexe de jRP(n, p; T),
A'i la composante connexe de RP(p, n; ̂  qui contient Ai (théorème 5)
et A la composante connexe de l'ensemble de Noether de T qui contient Ai-
Puisque ^(T—z)=—^(t(T—z)) pour tout z de C tel que l'un des
deux termes soit fini (AUDIN [3]), A est une composante connexe de
l'ensemble de Noether de lT. On a donc d'après la proposition 22 :

A i C A ' , c A ou A — A ' i C A — A i .

Soi tzoCA—Ai. On a codim (T—Zo) (£) > p ou dimker^T—^o) > p.
On conclut que Zo ç. A — A'i. Donc A — A]= A — A^, qui entraîne Ai = A'i.
La proposition est démontrée.

COROLLAIRE. — Soit A une composante de l'ensemble de Noether de Tî
on sait qu'il existe deux entiers n et p et une composante connexe Ai
de RP(n, p ; T) telle que A i C A , A — A i étant discret. Dans ces conditions,
le nombre maximal de [T—z]-chaînes (resp. ^[T—z)-chaînes), issues
de ker(T—z) (resp. ker^T—z)), infinies et linéairement indépendantes
est constant et égal à n (resp. p). Les seuls points de A où Von ait des
[T—z]-chaînes finies issues de ker(T—z) (resp. des ^T—z]-chaînes
finies issues de ke r^T—z] ) sont les points de A — A i .

Démonstration. — On sait (AUDIN [3]) que, pour que des [T—^-chaînes
issues de ker(T—z) soient linéairement indépendantes, il faut et suffit
que les premiers éléments de ces [T—^-chaînes soient linéairement
indépendants. Par ailleurs, d'après la proposition 17, corollaire 2, pour
tout z de A, dim(ker(r—2)nco(T—z)) = n. Enfin, d'après la propo-
sition 6, pour tout z de A, Ç(T—z )^w.

Soit alors Z o ^ A ; d'après la proposition 1, remarque 1, tout vecteur
issu de ker(T—Zo)nco(T—Zo) est origine d'une [T—Zo]-chaîne infinie
et tout vecteur issu de ke r (T—Zo)—ker (T—2o)nco(T—Zo) , origine
d'une [T—Zo] chaîne finie. Les résultats sur les [T—2]-chaînes sont en
évidence. Les résultats sur les ^T—^-chaînes s'obtiennent immédia-
tement puisque A est une composante connexe de l'ensemble de Noether
de ^T et RP(n, p; T) == RP(p, n; tT).

AUDIN ([3] et erratum de M. L. SCHWARTZ) avait essayé d'obtenir des
résultats analogues dans des conditions plus générales.
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