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LE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
SUR UNE VARIÉTÉ ANALYTIQUE COMPLEXE

(PROBLÊME DE CAUCHY, III)

PAR

JEAN LERAY
( Paris)

A Marston MORSE,
en témoignage de mon admiration

et de mon affection, J. L.

INTRODUCTION.

L'objet de cet article est d'étendre aux variétés analytiques complexes les
formules fondamentales de la théorie d'une variable complexe : résidus^
intégrale de Cauchy^ dérivation d^une intégrale/onction d^ un paramètre.

Cela ne peut être fait dans l'anneau des formes différentielles méro-
morpbes : la classe-résidu d'une forme différentielle fermée méromorphe
peut ne contenir aucune forme holomorphe; nous envisageons sur une
variété analytique des fonctions et des formes non nécessairement
analytiques.

Les formules qu'établit cet article nous permettront ultérieurement de
poursuivre l'étude du problème de Cauchy. Cet article-ci n'utilise pas cette
étude.

Nous supposons connus les éléments du calcul différentiel extérieur et de
la topologie algébrique : voir [7], [12], [16].

1. Notations. — X désigne une variété analytique complexe : elle est
sans singularité; / désigne sa dimension complexe; x un de ses points,
(^i, . . ., œi) des coordonnées analytiques locales de x.

Re(^i ) , Im(^ j ) sont les parties réelle et imaginaire de x^ ; ~x^ 6n est
l'imaginaire conjuguée.
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82 J. LERAY. [INTRODUCTION

S^ S y, *Ŝ  désignent des sous-variétés analytiques complexes de JT, sans
singularité^ de codimension complexe i : Si est défini, près de chacun de
ses points j, par une équation locale irréductible

Si : Si{x, y) =o,

où S i { x ^ y ) est une fonction numérique, holomorphe, de x^ définie près de y
et telle que dsi^â o pour x == y . (Nous prenons toujours dy •=- o). Rappelons
que la donnée de Si et de y définit ^ au produit près par une fonction de ^,
holomorphe près de y, ne s'annulant pas. Les variétés ^i, . . . , S,n sont
dites être en position générale quand, en chaque point y de SiC\. . . C\ S ,
(i^î <• . •<J^m), ds,(x^ j), . . . . dsj{x, y ) sont des fonctions linéaire-
ment indépendantes de dx. Nous supposons les variétés. ^ ( /= r i , . . ., m),
S ' j ( /=:i , . . ., Af), S " en position générale'^ nous notons

S = z S , r \ . . . n^; S^S'.u . . . US'M (S' est vide siM=o).

A — S désigne le complémentaire de S dans A'; S — S r \ S ' sera parfois
noté S — S ' .

Nous nommons fonction régulière sur X toute fonction numérique
complexe / de xç.X\ telle que Re(/) et Im(/) soient fonctions indéfini-
ment dérivables des variables Re(^) et 1m (^/,). Nous nommons forme
régulière sur A toute forme différentielle extérieure, cp(^) , à coefficients
numériques complexes, fonctions indéfiniment dérivables, de Re(^)
et Im(.r/;). Sa restriction à S est une forme sur S^ que nous notons cp | .5'. La
forme Q (^), régulière sur A \ est dite fermée quand

do == o.

Si elle est homogène en {dx^ dx)^ son degré est noté d°(cp) . On dit que la
forme ^(^) , régulière sur X—S^ a sur Si une singularité polaire
d'ordre p quand

s^x.y'y^^x)

est une forme de x^ régulière au point y ^ quel que soit yç. S ^ . On dit 9(-^)
holomorphe^ si o est une forme extérieure en dx\^ . . ., dxi^ à coefficients
fonctions holomorphes de x. Le gradient d'une fonction holomorphe s ( a - )
est noté

Sx= (Sx^ - ' - , ^/}

ainsi :
ds == s^.dx.

Le hessien de ^(^) est noté
TT r -i i . • ^25

Hess^ s = determin. -.——.— •L J àxiàx,

Nous notons F une application holomorphe dans X d^une autre variété
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analytique complexe A'* :
F : A^A

F^Q désigne la forme ç?(7^(^*)); elle est régulière (ou fermée ou holo-
morphe) quand cp l'est.

F * S désigne l'ensemble des points de X^ que F applique sur S\ nous
supposerons F^ S et S ' tels que les F * Si et F* S'^- soient des sous-variétés
analytiques, régulières de -^P, en position générale et que les équations

s , [ F ( ^ ) , F(^)]=o et s , [ F ( ^ ) , F(^)]=o

en soient des équations locales irréductibles.

2. Forme-résidu. — (m == i, S = S^ s = s ^ ) .

DÉFINITION (H. POINCARÉ, G. de RHAM). — Soit ^ ( ^ ) une forme fermée
sur X— S. ayant sur S une singularité polaire d'ordre i. Alors au voisi-
nage de chaque point y de S^ existent des formes de x régulières, ^p(^, y )
et 6(^, y ) , telles que

(2. ') °(^) = y';̂  A 'H^ J-) + 6(^ }')•
" \ '~? J /

^{x^ y ) \ S est une forme fermée^ ne dépendant que de cp ; on la nomme
forme-résidu de o ; nous la notons

' r i 5?res[o]=^.

Si c>j( .z , j) est une forme régulière près de j, telle que w{x^ y ) / s ( x , y )
soit indépendante de y ^fermée sur .F— ^ nous écrivons donc

^ r ^ _ ^ t ^ .
L^,r) J ds s

En justifiant la définition précédente le chapitre 1 prouvera aisément le

THÉORÈME. — Si 9 est holomorphe sur A—S, alors rés[c?] est holomorphe.

EXEMPLE. — Supposons fermée la forme

(2.2) o(.r)= /Gr^^,A•••A^;
S { ^ X , J ^

cela revient à supposer holomorphe en ^ la fonction f{x^ y ) ; alors

^ ., fdx,f\...f\dxi __ '^dœ,f\...f\dxi _ ^dx,f\ dx^f\...f\dxi _
C2.5) ————-r———— —J———-——— — j —...

as s "A'i "a'2

EXEMPLE. — Si / = = T et si f{x) est une fonction méromorphe sur .F, à
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pôles tous simples alors rés[y(^)^J est l'ensemble des nombres
Lauchy nomme résidus de f{.x). que

Le chapitre 1 complétera comme suit le théorème précédent :

THÉOBÈME (G. de RHAM). - Supposons la forme 9 holomorphe sur .F- 5
fermée, _ a singularité polaire d'ordre i sur S. Permettons à ^ d'avoir desrermee, a sin
points singuliers en lesquels

Sx=0, Hess.r[,?J ̂  o;

(ce sont des points doubles quadratiques). Soit y l'un d'eux; pour que résM
soxt holomorphe en y (c'est-à-dire soit la restriction à S L forLs hotÏ
morphes sur ^ au voisinage de 7), il faut et il suffit que :

ou bien : d°(vf) <; /
ou bien : rfo(^) ̂  / ̂ y^ ̂  ̂  o. /étant défini par (2.2).

Les propriétés suivantes de la forme résidu sont évidentes : Si y^) est
une forme fermée sur JT, /" '

(2.4)
M A x

ds s dsis A ( X \ S ) .

Si l'application F de X- dans .Y vérifie les hypothèses qu'énonce le n"

(2.5) F* us
,ds

F*w
~dF^s

En particulier, quand F est l'application identique de S ' dans A' :

(2.6) , ÛL)
on de -—

ds
ÛL)

^
à S' est nulle quand co | <.

> ç, <^\S'a. o est —-—
s ds S ( \ S '

\^\x
\ ds

où \ds\x== |^|; |ûûket ^ ont un sens analogue, qu'explique le n° 16.

RÈGLE ^ORIENTATION. - Si y est une chaîne de X dont le bord àr est
dans S, alors '

^ -̂ ——) >o sur y entraîne "^211^^J) ^(a-,j)|,< o sur (?Y.



N° 3] PROBLÈME DE CAUCHY, III. 85

3. I/homologie compacte et la formule du résidu. — Notons H^{X", S ' )
le groupe d'homologie de X relativement à S\ à supports compacts, à coeffi-
cients entiers, avec division : c'est le quotient du groupe d'homologie com-
pacte proprement dit de (A \ S ' ) par son groupe de torsion (ensemble de ses
éléments d'ordre fini) ; h(X ", S ' ) désigne une classe d'homologie ç.Hc(X? S ' ) :
c'est une classe de cycles de (^T, S^ (c'est-à-dire de chaînes de X à bord
dans -S7), deux à deux homologues dans {X^ S ' ) .

Supposons :
y cycle de (JT, S'\ cp forme fermée, cp | S'= o, d°(^) = dim y;

alors I cp {x) ne dépend que de la classe h (^T, S ' ) de y et est noté f 9(•:zl)•
^Y J h (X, S')

( S , S r \ S ' ) va être noté ( S , S ' ) .
On connaît le triplet exact (1) d'homomorphismes :

/, induit par l'immersion de S dans X \
/?, induit par l'application identique de X siir A ̂ ;
<^, nommé bord^ induit par l'opération bord des chaînes :

H^X, S ' )
^ / '\; dimp == dim ; = o

aima =z— ï
H^X, SuS')——>H^S, S')

Supposons m = ï , S == S^ : il existe un second triplet exact d'homo-
morphisme :

ï, induit par l'immersion de X— S dans X\
vs^ induit par l'intersection par ^;
ô, nommé cobord^ induit par le bord des chaînes d'intersection par 5"

donnée :
H ^ X , S ' )

^ / K^, d i m C T = = — 2 , d i m i = : o
/ \ -ï. ^^ s. \ dim ô == ï

H c ( S , S ' ) — — > H , { X - S , S ' )

Explicitons la

DÉFINITION DU COBORD ô. — La classe d^homologie Sh(S^ S') a pour élé-
ments les bords des chaînes de X dont V intersection par S est un cycle de
la classe h{S^ S') — ces chaînes étant en position générale par rap-
port à S; leurs bords étant somme d^une chaîne de X — S et d^une
chaîne de S'

NOTE. — Voici la justification de cette terminologie : si S ' est vide, un

( 1 ) exact signifie ceci : l'ensemble des valeurs prises par un de ces homomorphismes
est exactement l'ensemble des valeurs où s*annule le suivant.
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isomorphisme classique [S. LEFSCHETZ [7], chap. V, § ^, ( 3 ^ . i ) , p. 2o3;
.Y et S sont orientées, vu chap. VIII, § 8 (^7.io)] identifie f-fc(S, S ')•==- Hc{S)
et / / ( ( -F—^ ^ /) == I I c { Y — S ) aux cohomologies à supports compacts
de S et ^ t — S ' , il identifie 3 à l'homomorphisme cobord de la cohomologie
à supports compacts Çvoir, par exemple, [8]). Cela permet une généralisa-
tion du présent article : voir F. NORGUET [18].

NOTE. — H. Poincaré et G. de Rham emploient seulement ô-', sans
signaler que ô est un homomorphisme.

FORMULE DU RÉSIDU. — Si ——'—— est une forme indépendante de j,s(x^ y )
fermée sur X — S^ nulle sur S^ ayant sur S une singularité polaire
d'ordre i, alors

F c,)(^, r) . F c.)(.r, r) „ ,[ v - / =-1^1 \ ' ' / (7r-==o, i4. . . ) .
^A^^^^^) Jk^^^^-y)

Exemple. — / = = i , X est le plan des nombres complexes, -S et S ' sont
deux points distincts de A. Alors H c ( ï \ S ' ) ==- o; I I c ( S , S ' ) a pour base la
classe d'homologie du point S ' , II,\A, Su S ' ) a pour base la classe d'homo-
logie d'un arc d'origine S ' et d'extrémité S ; Hc^Y — S, S ' ) a pour base la
classe d'homologie d'une circonférence orientée, faisant un tour autour de S^

dans le sens positif; à transforme la classe d'homologie de cet arc S ' S en
celle de son extrémité S; ^ transforme la classe d'homologie de S en celle
de cette circonférence entourant S.

Le chapitre 2 précise la définition de ô et prouve ce qu'affirme le n° 3.

h-. La cohomologie (définition de G. de Kham); sa dualité avec Phomo-
logie. — Nous nommons formes sur (^T, S ' ) les formes régulières sur X
qui s'annulent sur S ' ; elles constituent une algèbre ^(-^T, S ' ) sur le corps
des nombres complexes. Soit d^î l'image de ^2 par la différentiation exté-
rieure d : deux formes ûûi et ûOs sur (.T, S ' ) sont dites cohomologues, ce
qu'on note

Cx)i ^^ 01)25

quand
C*) ,——GÛ2€^(^ , S').

Les formes fermées sur (A\ S ' ) constituent une sous-algèbre <Ï>(J^ S ' )
de ^(A\ S ' ) ' , d^X, S ' ) est un idéal de ^(^T, S ' ) .

Les classes de formes fermées cohomologues entre elles sont nommées
classes de cohomologie de (JT, S ' ) ' , une telle classe est notée h\A\ S ' ) ' ^ ces
cla&ses sont les éléments de Vanneau de cohomologie à coefficient numé-
riques complexes :

H\A\ ^)==<I»(JT, ^/^(.r,^).,,:,.,;^: ; , ,
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Si o(^) est une forme fermée sur (J7, S ' ) ^ l'intégrale f o(œ) ne dépend
«A (Y, 5-')

que de la classe h\X\ S ' ) de cp, vu la formule de Stokes ( dw = ( c^;
<J-( J , ^ f

cette intégrale sera notée

f ^(^ S').
J h { X , S • }

On sait que l'homomorphisme (n0 1 )

F " : 9.{X, ̂ )-^(.r*, F ^ S ' )

induit un homomorphisme

F^ : H\X, S')->H\X\ F ^ S ' ) ' ,

il est nommé : homomorphisme réciproque de l'application F : A ̂ -> F.
On connaît le triplet exact d'homomorphismes :

?*, réciproque de l'immersion de -S' dans A ;
//, réciproque de l'application identique de X sur lui-même ;
^\ nommé cobord^ induit par la différentiation des formes de restriction

à ^ donnée :
H^X, S ' )

i./ \/^ d^i^^c^Çp^^o
/ ^ \ ^°(^)=i

H\S, S'}——^H\X, SuS')

p * et /* sont des homomorphismes ^algèbres^ à* ^espaces vectoriels sur le
corps des membres complexes; H^{X^ S ' ) ^ -ff*(S^ S ' ) et //*(.!, S \ j S ' )
sont des algèbres sur H* (A") ; la multiplication à droite de leurs éléments
par h*{X) commute avecj?*, ;* et à*. Ce triplet//, î'*, à* est le transposé du
triplet p, i, à (n° 3) :

f h\X,S')= f i-h\X,S');
^ih(S,S') t-/h(S,S')

f h\X, Su S') = ( p'h\X, S\j S') ;
typh{X,S') ^ h [ X , S ' }

f h\S,S')=f à-h^S^S').
^ô/t^^SU-S') ^h][X,S\J'S')

Voici enfin les théorèmes de dualité, dont le second implique le premier :

THÉORÈME DE FAIBLE DUALITÉ. — Si h{X\ S ' ) vérine

f h' ( X, S ' ) = o pour tout /^ ( X, S ) € H' ( X , S' ),
^h(X,S'}

alors A(Jr, S ' ) === o.
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Si A*(.t, S') vérifie

f h\X, S ' ) ==o pour tout A(^T, S^çHcÇAT, S ' ) ,
17/^Y,^)

alors A*(.r, S ' ) ==o.

THÉORÈME DE FORTE DUALITÉ. — A toute fonction linéaire^ homogène^
numérique complexe / [À], définie sur Hc^A^ ^)i correspond un et un
seul h\X, S') tel que

/[À(jr^)]=f h^x,s''Y
J / i (X ,S ' )

Le chapitre 3 précisera la définition du triplet //, ^*, ^*, prouvera qu'il
est le transposé de p , i^ à^ en déduira les théorèmes de dualité, que
S. Lefschetz et G. de Rham ont prouvés dans le seul cas où S ' est vide
(c'est-à-dire dans le cas de l'homologie et de la cohomologie absolues).

Nos théorèmes de dualité n'exigent pas JT et S1 analytiques complexes ; il
suffirait de les supposer indéfiniment difTérentiables.

5. La classe-résidu. — Voici le théorème d^ existence de la classe-résidu :

THÉORÈME 1. — Soit ^(x) une forme fermée sur A— S^ nulle sur S' ;
elle est cohomologue dans (A'—S^ S') à des formes ayant sur S des
singularités polaires dî ordre i ; /''ensemble de leurs formes-résidus est une
classe de cohomologie de (S^ *S7).

Cette classe est nommée classe-résidu de cp et est notée

Rés[cp]=Rés[ /^(JT—^ S ' ) ] ,

/i*(JT— S, S ' ) étant la classe de cp.
Évidemment :

rés[9J€ Rés[9J si rés[ 9] existe;

on a la formule du résidu :

j ç? ==: a m i Rés[co].
^^{S,^') ^h{S,S'}

EXEMPLE. — Si l=i et si f(x) est une fonction méromorphe sur JT,
alors Rés[/(^) dx} est l'ensemble des nombres nommés par Cauchy résidus
de /(^). (En effet x111 dx r^ o si m -^ — i).

NOTE. — Le théorème précédent serait faux si l'on remplaçait l'anneau i2
des formes régulières par celui des formes holomorphes (voir n° 59).
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Le chapitre h- prouvera le théorème précédent et les propriétés de la
classe-résidu; c'est le n° 7 qui formulera ces propriétés.

6. Composition des cobords ô et des résidus. — En composant les
homomorphismes

ffc(S, ̂ )...47/,(^n...n^-^MU...u^ S')
-^.../^(.r-^u.-.u^ S')

H\.r-s,u...uS^ ^)...^^(^n...n^-^-iu...u^ S')
^-ff\S, S')

on définit le cobord composé ^m et le résidu composé Rés^ :

ô771 : Hc(S, Sf)->Ifc(Â~-S,u...uS^ S')
Rés7 7 1 : /r(Jr-^,u...U^ S')->ff^S, S').

On a la formule du résidu composé : si cp(^) est une forme fermée
sur A — Si U . . . U S,fi, nulle sur S ' , alors

(6.1) f cp== (27TQ7 7 1 f Rés^cp].
^^h{S,S') ^/i^S')

On définit de même rés^cp] quand cp(^) est une forme fermée
sur X — S^ U . .. U S,n et que

s^x, y ) .. .s,n{x, j )cp(^)

est régulière près de chaque point y de S\ c'est une forme fermée sur S.

rés^cpjeRés7"^].
Nous notons

, „, r 1 •ç! • • • s'^ °res^ [ cp ] == •
6/^1 f\... A ^m '̂

Si C)L)(^, y) est une forme régulière près de y telle que

w{x, y ) / s , { x , y) . . .s,n(^, y)

soit indépendante de j et fermée sur JT— *S'i U . . . U^mi nous écrivons
donc

GJ(^j) 1 _ _ Wf6 2) rcs-r C)J(^^) 1^ w

' ' ' L^ l (^ îJ ) • • •^ ( l y î J )J ds, f\. .. f\ds,n s

Les propriétés de rés s'étendent immédiatement à rés7" : si GJ(^, y ) est

holomorphe près de j sur ^T—^iU. . .U*S'm, alors ——-———-—,— estas y /\ . . . /\ ds,n s
holomorphe près de y sur S.
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Si ̂ (^) est une forme fermée sur ^T,

(6.3)
ds^ A • • • A ̂  LS- ~" ds^ A • • • A ^m ^

Si l'application F de F* dans X vérifie les hypothèses qu'énonce le n° 1 ,

^)
(6.4) F '

dSi . A • • • A ds,n S J dF^S^ A'- . . A dF\S,n \F^

En particulier :
w\S'

à S' est(6 .5) La restriction de
OS, A • • • A ds,n \s

co
ds^ A • • • A ^/^ l^n^'

à S ' est nulle si GJ ' -S'== o.(6.6) La restriction de
ds, A • • • A ^m 1^?

Le chapitre 5 justifiera la définition de rés7"; il prouvera que ces compo-
sitions de rés, Rés et § sont associatives et anticommutatives : en particulier

ds,.
ds^ A • • • A ^2-1 ^n.-.n^-i s ds, /\. . .A ds,n s'

une permutation paire (impaire) de 6',, .. ., S,n multiplie

co
ds^ A • • • A ds,,, s,r\...r\s^

par + i (par — i).
Voici comment nous formulerons les propriétés de Rés que prouve le

chapitre 4- et les propriétés de Rés771 que prouve le chapitre o :

7. Notation différentielle et propriétés de la classe-résidu. — II est
commode (voir par exemple le n° 8) d'étendre à la classe-résidu à^une
forme à singularité polaire quelconque la notation différentielle ( 6 . 2 ) de
la forme-résidu.

NOTATION. — Soit C)L>(^, y ) une forme de x^ régulière près de } ' ç S , nulle
sur Sr et telle que

co(^j)
(7.i) <fi+^ ( r v} ^+r ( r v}" j V J L i j ) • ' ' " m \^i J )

soit indépendant de y et fermé sur un voisinage de »S; nous remplaçons ^T
par ce voisinage de S et nous posons

=<7Î . . . / - !Rés^ -(7.2)
• / [ds,(x,y)}}^^...f\[ds^{J^,r)}^r ^ s ' )

Dans ce symbole (7.2) , nous omettons souvent :
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Ce symbole (7.2) désigne donc une classe de cohomologie de (S. S').
Le degré de cette classe est d°(u) — m\ elle ne dépend que de la classe de
cohomologie h" {X — S^ u . . . U S,n, S') de la forme fermée (7. i) : elle est
indépendante des choix de ûû(^, j7), Si(œ^ y).

PROPRIÉTÉS. — Si q^_ Ç, . . ., r^T?, on a vu (7 .2) :

q\ r\ d^-'^s^t . . . s ^ ' w ](7.3)
ds^i A . . . A d s ^ ' - ~ Q\ R\ ds^° A — A ds^

Le n° V^ établira les formules que voici :

^+...+y

(7 -4 ) Rés
ds\^ A ... A ̂ î L^^J (^n...n^-.-^,^
i dP^'"^^7^

r ! ̂ î^ A • • . A û̂ i A ̂ ^/I |(^^)

LJne permutation paire (ou impaire) de s^ . . ., s,^ multiplie ( 7 . 2 ) par + i
(ou par — i) : c'est ce que rappellent les symboles A au dénominateur
de (7 .2) . Soit F une application de JT* dans X vérifiant les hypothèses
qu'énonce le n° 1 :

^•ûû d^-'^F^
(7.5) F-

ds\^ A.- .A^' (s,s') ~ [^^l]14-yA.••A[^*^]l+' ^^^s'

Si ^(^) est une forme fermée sur X et si A*(JT) est sa classe de cohomo-
Drslogie, alors

^+...+^^^^^y^^-j J _________ Q^---4-^

TT7•^(-^)•(7.6)
ds^i /\. . . A ds^ ^ , s ' ) ds{^/\... A ^^r'

Considérons le triplet exact ci-contre (cf. n° ^ et, pour S\ n° 1) :

/^(^ ^/)
.-/ \^

ff^Sr\S^ S^^H^S, S " u S ' )

on a, ÛL) vérifiant toujours les mêmes hypothèses :

^+.,+,̂ ^/+...+7-^

(7.7) ^^î^ A . • • A ds^ ( s , s " u s ' ) ~ ds\^i A • . • A ^/J/^' Vs,s'

si ûû ^ == o ;

(7.8) f
^i-'/A . . . A ds^'- \(s,s-} ds^ t\... A ds^'- (^s-.s^
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(7.9) ^-^-^±
^?A ... A ̂ ;;. (,n )̂

= (-1)'" rfy+•••+'•
^Î^A.-.A^,1,^''pi •»'"/,,, <&

|^-^(^-<7-^A.t-.,.-AAt)]
7 1 C^ô 1
^ ——— Q ____J:

•îl
{'S,S"\JS')

^ y) est une forme de .., régulière près de yçS, nulle sur ̂  et

____^(a", J)

telle

s[^,y}...s',,,(,v,y)

soit indépendant de j et soit/e/we ̂ r ^/.

NOTE. — Quand a ds1- A ,L -4- _L. „(&'» A i , ,.
-- / 51 A ^ + • • •+ / -J- A ^ est régulier sur S, la for-

mules (7.3) permet de simplifier (7.9) qui se réduit à

(7.io) ^-^-^-"^J
^ÎA...A^;;J(^,,,,)

=(__,),« ^•••-'-'»

^ÎA- . -A^;»

(^-^A^-...-r^ A^\ •'>! ç / \ T^//z (S,^S" \j S'}

^{^.î ^r ĵr^f^^
l.olo««,pl,.. p,& d. s, ,.,|.. ,„. ,, „. ̂  ̂ ^ ̂  ̂ •" ',W.

Si: Si(x) =z o.

Alors /. symbolisme du calcul des dérives partielles entre en jeu :

^ONS. - Cas m=^ - Soit.(.) une forme régulière près de ^
telle que

(8 .1)

nous notons
ds(x) /\dw(^)==:o, ûù| ^r=o'

(8.2)
diw _ d'f(ds AC.))
ds'i W s ' ) ds^'i (S, S') ds'i

après avoir constaté l'égalité des deux derniers termes
Cas m > i. - Soit ^(x) une forme régulière près de S.Cas w > i . — Soit w ( x ) une

près de ̂  telle que

(8.3) ^^)A...A^(^)A^(^)=o, c.[^o;
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nous notons de même

93

_ ^+•••+/•[^ A • • - A ^ m A ^ ]^/+... +r^

^•^ às^ . . . ̂ ;, |(^) ~ ds^f\. . . ^ds^r

PROPRIÉTÉS. — Une permutation de ^i, . . ., ̂  haltère pas (8.4).

Cas où w(^c) est de degré nul. — ûû(^) est donc une fonction;
(8.3) exprime que c'est une fonction holomorphe de 5j , . . . , s,ni nulle
sur S' :

^W=f[sl(^)^ ...^m(^)],

Sn/é tant une fonction de [si, ...,^], holomorphe au point [o, . . ., o] ;
si S et S ' se coupent, alors / est identiquement nulle et (8.4) l'est aussi.
Sinon, ( S , S ' ) = ( S ) et

^/+...+r^
às'i . . . às^ (s)

est le produit du nombre complexe
^7+...+ry[^ . . . S , n ]

à^ à^'L'•3l • • • ^m

par la classe de cohomologie unité de S.
C'est ce qui justifie nos notations, dont les énoncés suivants montrent la

commodité :

Formule de Leibnitz. — Si ûû(^) vérifie (8.3) et si ds, A — A ds,nf\ d7:=o
alors

^Q+...+7?^ ̂ ^]

(8.5) àso...àsR„ ^,s')
Ç! __7?!- 2 q \ ( Q - q ) \ ' " r\(R-r)\

Q^q^Q

Q^r^R
^+.,+^ ^9-<7+...+-R-/-7r

1 àsl.. . ̂ ;;z l̂ , ̂ ) ^^"^ • • • ôsl^r W

Formule du changement de variables. — Soient

^j (Si, . . . , S,n)-, . . . t,n(s^ . . ., ̂ )

77î fonctions holomorphes au point (o, . . . . o), nulles en ce point, où

D(t) :o;D(s)
alors
(8.6)

àQ+•'•+Rw
às^. . .às^ ^ s')

V r^'-.r _^_^L2j -^-'^^...^ ^^
o<<7+...+/'^
^n+...+7?-
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les nombres complexes C '̂;;;/^ étant indépendants de (S^ S ' ) , de w et de son
degré : ils ne dépendent que de l'allure des fonctions ^ ( ^ i , . . ., s,n) au
point (o, . . ., o) ; ce sont les coefficients de la formule analogue à (8.5) du
calcul différentiel classique.

Les formules (7.5), . . ., (7.8) restent valables quand on y remplace

/̂+...+r ^

——r P311ds[^f\.../\ds^r F às^..ôs1,
(7.9) devient •

^/+...+r^ 1 ^ ̂ +•••r[^]

(S. 7) ^ às'i, . .. as1;,, ( s n s " , s ' ) ~ às^ . .. os';,, ^s'^s'}
( s i dSi A • • • A dsmf\d^ \ S"==. o et ^ [^ r^o .

Le chapitre 6 établira ces propriétés en même temps que leurs extensions
( théorèmes des n0' ^7, 50, M ) à

()<1+- • .-J^r-}-U+.. .-+-V

~ ^ 7 f ^ ç 7 ' d^11 A A 6/ç1^'U^ , . . . (/^^ ^«5^4-1 / \ • • • / \ c€••5n^,

dont il donnera la définition et dont l'emploi est nécessaire pour étendre
au cas /// > i la seconde des égalités (8.2).

9. La formule de Cauchy-Fantapiè, dont le n° 56 donne l'énoncé et une
démonstration due à HANS LEVVY, permet de calculer quelques résidus.

NOTATIONS. — X est un domaine convexe d'un espace affin^ complexe, de
dimension complexe /; S est l'espace vectoriel des fonctions linéaires,
numériques complexes, définies sur cet espace affin ; S* est l'ensemble des
sous-variétés complexes, planes, de codimension i, de cet espace affin :
S* est un espace projectif complexe, de dimension /, image de S. La valeur
de Ï,ç 2, en xç. X est notée

^. x •==. ^o -4- ci ̂ i + ... + 'cixi,

( £ 0 7 ^ i ? • • - 7 Ï/) étant les coordonnées de ^ et (.rj, . . . . xi} celles de x. Hors
de la variété plane de £*, image de la variété de S d'équation E;==o, nous
utilisons

(^O/l^ . • - î Ïll"i,i)

comme coordonnées locales du point Ç* de JÏ*. image du point ^=== (Eoi £1. .. .î E^)
de 3*. Une forme différentielle 7r(^) est donc une forme sur S* si, et seule-
ment si elle ne dépend de \ que par l'intermédiaire des quotients Eo/H/< • • - 7
Ïl--\/ci- Nous notons :

w(œ) =:<&, A • • • A dx^
i

^(,) ==y (_ i)̂ . ̂ o A • . • A ̂ -i A d'i^i A-. • • A ̂ ;
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puisque
y ^iAo)A • . . A ^Ao) == ̂ (£),

^•(c, ^)c,/('^) /\ c»J(^) est une forme sur l'image dans S*x^T du domaine
d'holomorphie de g^ quand g est homogène en ^ de degré — l — i ; cette
forme de E* x X^ étant holomorphe et de degré égal à la dimension
complexe de F espace^ est fermée et s^ annule sur toute sous-variété analy-
tique complexe.

Donnons-nous un point y de À. Notons y * la sous-variété plane de .S,*
d'équation

y: ç.j=:o (j'cS*).

Dans le produit topologique S* x ^T considérons la sous-variété plane P et
la quadrique Q que décrit le point (£*, .3?) quand :

P : ^j=o; Ç: ^=0; Pet Çc^xJT)-

Quand i* décrit la sous-variété analytique complexe y\ munie de son
orientation naturelle, alors le point (Ç*, y ) de ^ x .:î~ décrit un cycle
compact de P C\ Ç; notons sa classe d'homologie

(-1) - A(PnÇ);

nous prouverons que c'est une base du sous-groupe de Hc(Pr\Q) de
dimension 2 / — 2.

La formule du résidu transforme la formule de Cauchy-Fantappiè en la
suivante, que nous nommerons seconde formule de Cauchy-Fantappiè :

THÉORÈME 2. — Soit f{x) une fonction holomorphe sur X on a

i F dl-^[f(x)^Çi)^^{x)}
J u / (^lY-1 J^^ d(^x) A [d{^y)}1

NOTE. — On peut énoncer cette formule comme suit :

i ^[/(^(^A^)]
(^T://-1 d^.x) A [^(£-7)V (PUQ)

^^ /a base du sous-groupe de fP {P C\ Ç) de degré il — 2.

Ce théorème a le corollaire suivant, que nous nommerons troisième
formule de Cauchy-Fantappiè'^ S désigne une sous-variété analytique
complexe de Z* x X en position générale par rapport à P et à Q :

COROLLAIRE 2. — Soient p et à les deux homomorphismes (appartenant
à deux triplets différents) '.

p : Hc(P^O)-.Hc(Pr\Ç,S); à : Hc(P, ÇuS)-.ffc(P^Ç,S)^
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s ' i l existe h (P, Ç\jS) tel que

ph(PnÇ)=àh(P, ÇuS),
alors

f(r\=—±— C ^[/(^)M*(£)AM(^-)]J { ' J > (^y-J,^^ [d^.^
Le chapitre 7 établira les propositions qui précèdent.

10. Dérivation (Tune intégrale, fonction d'un parmètre. — Reprenons
les notations du n° 1, en supposant que m == i et que S==Si dépend d'un
paramètre tç T\ S ' n'en dépend pas. Limitons-nous au cas où S appartient à
une série linéaire de sous-variétés : son équation locale s(x^ y\ t ) -==- o est
linéaire en t\ T est un domaine d'un espace affin.

Soit c»)(^, y ) une forme de x^ régulière près de y^ nulle sur S ' : soit un
entier q\ supposons que

w{x, y)
s ( x , y , t)'/

est une forme de x^ indépendante de y et fermée sur X— S. Le n° 63 en
déduira que, si q-^- o :

(10. i) .^(^, JS t)/s(^^ y^ t) est indépendant de y \
ds(10. 2) — /\ ûû est (pour dt == o) indépendant de /

Nous supposons cela encore vrai si q =. o.
Si o <^ </, donnons-noas une classe d'homologie h(S^ S ' ) ^ à supports

compacts, de ( S ^ S ' ) ^ dépendant continûment de t [c'est-à-dire : près de
chaque point de T, il existe un cycle de cette classe dépendant continûment
de t]. Si ç^o donnons-nous une classe h (JT, Su S ' ) dépendant continûment
de t et notons h(S, S ' ) =àh(A\ Su S ' ) son bord :

à : H^X, S u S ' ) - > H c ( S , S ' ) . .
Nous choisissons :

dimÀ(JT, SvS') ==^°(cx)); àimh(S, S ' ) = d ° ( w ) — i .

Définissons la fonction :

(10.3) J(t)=f [^^-^-^(^y) si <^o,
^ h [ X , S \ J S ' ) v . t 7 '

(10.4) J(t)=f d—— si o<y .
^h(S,S') uu

Ses dérivées sont données par la formule de dérivation de l^intégrale^
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fonction d'un paramètre complexe :

THÉORÈME 3. — J(t) est une fonction holomorphe de t. Si le polynôme P
est homogène de degré p, on a

(10.5) ^(-^W)=f -p(-^)71——Ç-LlGJ si ^+^f=o.
\ u i / '^h^X^US') { ^ 7 / "

(10•6) ^•'^u-^^ " °
< ;

'
+ î

•

Le chapitre 8 établira ces formules ; il les déduira de formules de dériva-
tion plus générales.

11. Ramification (Tune intégrale, fonction (Tun paramètre. — Dans les
hypothèses du n° 10, remplaçons l'hypothèse que S ( t ) n'a pas singularité
par celles-ci : S ( t ) a au plus un point singulier z ( t ) ' , c'est un point double
quadratique où Si^ o :

(11.1) s ( œ , y , t ) ^ o , s^.=o, s^o Hess^] == o
pour x = z (t) ;

enfin z ( t ) est dans une partie compacte de X étrangère à S ' .
Notons K l'ensemble des points t de T tels que ce point singulier z ( t )

existe; le n° 6ï (chap. 9) prouvera ceci : K est une sous-variété analytique
complexe de 77; sa codimension complexe est i. Evidemment K est l'enve-
loppe des sous-variétés analytiques complexes planes de T, d'équation
s{x, y , t)=o [ces sous-variétés dépendent du paramètre x\ mais non de y ,
vu (10. i)]. Soit

K : k ( t , y ) = o

l'équation locale de K, quand z ( t ) est voisin de y; ce même n° 6^ montrera
qu'on peut choisir k tel que

( 1 1 . 2 ) ^(^j)==—.ç/(^j^)].^(/) sur K.

Nous supposons que h^X, S ( t ) u S ' ) et h ( S ( t ) , S ' ) dépendent continû-
ment de t le long de K (c'est-à-dire : elle dépendent continûment de t
quand t décrit K\ de plus, quand t est voisin d'un point o de K, les
classes h{X, S(t) u S ' ) et h(S(t), S ' ) sont voisines des classes h (.Y, S(o) U S ' )
et h ( S ( o ) , S ' ) : elles contiennent des cycles voisins, sauf près de ^ (o ) , de
cycles de h(X, S ( o ) u S ' ) et h ( S ( o ) , S ' ) ] .

Ainsi h{X, S ( t ) u S ' ) et h ( S ( t ) , S ^ ) ont plusieurs déterminations,
continues hors deK\ le théorème d ' E . Picard et S. Lefschetz, que rappelle
le n°65, décrit leur ramification sur K\ il emploie les classes évanouissantes

e{X, S{t)\jS'), e ( S ( t ) , S')=ôe{X, SuS') (t^.K)
à\me(X, SuS')=l.

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. 7
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.L r A R Y a d o n n é u n e définition lrès simPle de ces classes évanouissantes :
e(A^ ^UÀ ) est la classe d'une boule ^(t) à bord dans S ( t ) : Q ( t ) est

aan^^so?11 w un voisinabae de '(0); soit '(^ ̂ ) la classede ̂

e{Sf\W)=ôe(W, S) :

ïl7^^^^^ de w dans Jrapplique e(w- s) sur ̂  -^^) et .(^n ̂ )

Une formule de S. Lefschetz précise le théorème d'E. Picard et
.5. Lefschetz, en employant l'indice de Kronecker

/(/-t-D
(rl'3) ^(-i) î KI[e{Sr\W),h(S,S')}.

Soit P un polynôme, homogène de degré p , tel que

(11.4) P { s ^ x , y , t ) ) ^ o pour / == o ,^ ̂ y -^ ^o) ;

supposons ^ assez petit et t assez près de o pour que

P(^(^j, t ) ) ^ o quand .rç TV, j ==z(o) ;

définissons, quand d°(co) == / et que t est voisin de oçK :

( 11 .5 ) j p ( t ) - Ç [~s(x^y)}P-7 c.)(^, y)
t/ u-^ (^-^)I PF-̂  sl ^^

_ r ^/-^ rco(^j)-i
~ 7 ^c</ ^ pT—o~\ sl P <(] ;^e{sr\ïn [ - ^ ( — ^ ^ J 7

(le n" 67 justifie cette définition); d'après le théorème 3 (n° 10), si P et 0
sont deux tels polynômes, '

(r1-6) ^j^w^w.
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de ramification d'une

intégrale^ fonction d'un paramètre :

THÉORÈME 4. - Si ^(c.) -^let^l-^ alors J ( t ) est holomorphe en
chaque point o de K (c'est-à-dire sur un voisinage de o dans T).

Supposons < /»(&>)==/<?</ impair; alors

Mt)k(t,y)''~"~- et J^+^j,^)

sont holomorphes en chaque point o de K.
Supposons d"^)=l et l pair; alors j^t) est holomorphe en chaque
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point o de K et s^ annule p — - — q fois sur K\

^-^{^jWoS^y)]

est holomorphe en chaque point o de 7T, pourvu que q — - ^- p.

On peut déterminer explicitement la partie singulière de J ( t ) sur AT;
voici /'expression de la partie principale de la partie singulière de J(t)
quand w est holomorphe :

COROLLAIRE h'. — Supposons ûû(.y, y ) holomorphe, de degré l :

^(^j)^?^ .7)^1 A - • - A d^i'

On a sur K^ si k vérifie (11.2) :

( 11 .7 ) y,(W^r^± , w .-^^ ^r( i + - — a\ vn*"''̂ ^ j)1\ ^ )
=•- ± (27:)''' r ( q— - } — s i l est impair,

\ 2/V/Hess.^s
==o si' : l est pair et •< 2 q.

(11.8) J(t)h(t,y)7^=±n,(^)i~lT(q-l}—————
\ 2 / ^Hess.-ç^

si : l est pair et <. 2 q.

Le chapitre 9 prouvera ce théorème et ce corollaire.

12. La distribution que définit une intégrale, fonction d'un paramètre
réel. — Modifions comme suit les hypothèses du n° 11 : T est désormais un
domaine d'un espace affin réel\ K est une sous-variété réelle de T\
d°(w) = /; h (.^T, Su S ' ) et A(^, S ' ) sont définis univoquement et dépendent
continûment de t sur T — K [au sens qu'explique le n° 10] et le long
de^ [n° 11].

Si / est impair^ l'indice de Kronecker n(t) que définit (11.3) est constant
de chaque côté de K\ (sa discontinuité à travers K est un entier pair).

Définition de la distribution J{t}^ quand l est impair. — J(t) désignera
désormais la distribution qui vérifie les conditions suivantes : hors de K^ J(t)
est la fonction, (10.3) ou (10.4), étudiée ci-dessus; en chaque point o de K^
la distribution

A<)+^(^) ["(<)//>(<)] (q-1-^^

est une fonction holomorphe sur T.
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Si / est pair, l'indice de Kronecker n que définit (11.3) est indépendant
de t. On peut alors définir un entier N(t), constant de chaque côté de K,
tel que 2/1 + N ( t ) e soit régulièrement continu, au sens que définit le n° 7o;
(la discontinuité de N(t) à travers K a la parité de n).

Définition de la distribution J(t) quand l est pair. — J(t) désignera
désormais la distribution qui vérifie les conditions suivantes : hors de K,
J(t) est la fonction, (10.3) ou (10.4), étudiée ci-dessus : en chaque point o
de AT, la distribution

^^-^•^(^^^^^'^''^'^^(â)^07^01

(-^)
est une fonction holomorphe sur T.

NOTE. — Les conditions précédentes sont indépendantes du choix P\ elles
définissent une et une seule distribution J ( t ) .

NOTE. — La distribution J ( t ) est la fonction J ( t ) elle-même quand

2<7^/+ I

(puisqu'on peut alors choisir P == i ).

Voici la formule de dérivation de l'intégrale, fonction d'un paramètre
réel :

THÉORÈME 5. — Convenons que l'intégrale (10.4) représente la distri-

bution J ( t ) . Alors la distribution ?( . ) J ( t ) est donnée par les formules

de dérivation (10.5) et (10.6) du théorème 3.

Le chapitre 10 justifiera ce n° 12.

CHAPITRE 1. — La forme-résidu.

Ce chapitre 1 justifie le n° 2.

13. La division des formes.

LEMME 13. i. — Soit cp(^) une forme régulière sur X. Il faut et suffit que

d s ^ x . y } A ? ( ^ ) = = o
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pour qu'existe une forme ^p(^, y ) régulière près de j, telle que

cp(^)=^(,-r,j) A^(-^ j)-

^ | ̂  est défini sans ambiguïté. Si c? est holomorphe, on peut choisir ip holo-
morphe en x.

PREUVE. — On choisit en y des coordonnées telles que s = Xy ; les pro-
priétés énoncées sont évidentes.

Cessons un instant d'exclure les singularités de S .

LEMME 13.2. — (de RHAM). Soit y un point double quadratique de S :

Sx{^i y ) == °î Hess.y[5J ̂  o pour œ=y.

Soit ^(^) une forme holomorphe sur X'.
Pour qu'existe près de y une forme holomorphe ^(lz^ j) t^l6 q^

c?(^)==^(^ , j ) f\^{œ, y ) ,
il faut et il suffit que :

ds^x, j) A ? ( ^ ) = O Î si ^° (9)<^
a( j )=o, si d°(^)=l et ^ ( x ) ̂  a(x) dx^ f\. . . f\ dxi.

PREUVE pour 6/°(9)</ . — Reportons-nous au n° 1 (p. 346-348) du
Mémoire [15] de G. de RHAM. Il s'agit de diviser près de y la forme cp (que
de Rham note a) par la forme ds (que de Rham note co); le A-module M
(de Rham) est A lui-même; Panneau A est celui des fonctions a(x) holo-
morphes sur une boule de centre y, assez petite pour que

, , as os
^x^^"'^l(x)=^

y constistuent des coordonnées locales (que de Rham note Ji,. . ., Jz). Les
conclusions de G. de Rham valent, car cet anneau possède la propriété (P) :
si ^+,(^)a(^) appartient à l'idéal des fonctions holomorphes nulles
pour 3j = = . . . = = ^k == o? alors a{x) appartient à cet idéal.

PREUVE pour 6 /° (cp)==/ . — Reportons-nous à la fin du n° 1 (p. 348) du
Mémoire de G. de Rham : on voit que ^ existe si et seulement si a(x)
appartient à l'idéal (^i , . . ., s/) ; cela veut dire : a ( y ) == o.

U. Définition de la forme-résidu. — Justifions cette définition,
qu'énonce le n° 2 et prouvons le premier des théorèmes qu'il énonce ; il s'agit
de prouver la

PROPOSITION. — Soit cp(^) une forme fermée sur X— S^ ayant sur S une
singularité polaire d^ ordre i.
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Alors, près de chaque point y de S^ existent des formes régulières de x^
^ et 9, telles que :

(U.i) cp(^)^ T^? A^(^ y) -r- 9(^ j);
" \ ^ 5 ^ /

la restriction de ^(.a", j) à S ne dépend que de 9; c'est une forme fermée
sur *S"; elle est holomorphe si cp(^) est holomorphe.

PREUVE. — i°) Existence de ^ et 0. — Puisque d^ == o et que ^o est
régulier prés de j-',

d(s^)=ds/\^

est régulier près de y, ds l 'annule; d'après le lemme 13. i , il existe donc une
forme 6(^, y)^ régulière près de y, telle que :

D'où :
ds/\^ == ds/\Q.

ds /\ (s(û — sQ) == o,

puisque ^cp — sQ est régulière près de y, il existe, vu ce même lemme, une
forme ^(-^, J^, régulière près de y^ telle que :

s^ — sQ ==•- cl s /\ ̂

Nous avons ainsi défini, près de j, des formes ^ et 6, vérifiant (1^. i).

2°) .Sï 9 est holomorphe^ on peut choisir 6 et ^ holomorphes en ^.

3°) ^ S ne dépend que des données cp et s. — Pour le prouver, il suffit
de prouver que

ds(1^.2) — / \ ^ 4 - 6 = = o entraîne ip [*S '===o ,

si ^ et 6 sont réguliers près de y . Supposons donc

(U.3) dsf\^-^-sQ=o',

d'où
ds/\Q=o',

vu le lemme 13. i , il existe donc une forme dû, régulière près de j", telle que

6 == ds A ̂  ;

en portant cela dans (1^.3), on obtient

ds A ( ̂  + s ûi) ) == o ;

vu ce même lemme, il existe donc une forme 5J, régulière près de y, telle que

^-}-sw==ds/\vj
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d'où
^| S=o.

4°) ^ S ne dépend que de cp. — Soit 5* un autre choix de s : s / s * est une
fonction de x holomorphe près de y, où elle ne s'annule pas;

cp=^A'^+^ où (T^O+^flog^) A^s \ s /

est régulière près de y\ ^ \ S est donc le même pour les deux choix s et s * .

5°) ^ \ S est fermé. — En différentiant (1^. i ) , il vient, puisque do = o :

._ ^/ \^+^0=o;

d'où, vu (1^.2) :
d^> \ S =. o.

15. Holomorphie de la forme-résidu en les points doubles quadra-
tiques de S (de Rham). — Supposons s 9 holomorphe en y et y point
double quadratique de S :

.^.==0, Hess^[.ç]^o pour x-==-y.

Le lemme de G. de Rham va permettre de choisir 6(^, y ) puis ^(^, j)
holomorphes au point y : le théorème de G. Rham sera prouvé.

Exposons ce choix, si facile que de Rham a négligé d'énoncer et de prouver
son théorème.

Employons en y des coordonnées locales telles que

y= (o, . . ., o), s=---x'\ +. . .4-^f.

Choix de ^ pour ' d°(o) < / — i. — D'après ce lemme, on peut choisir 0
holomorphe en x au point y et tel que

(1.5.1) ds/\o=ds^.

Choix de Q pour 6/°(cp) == / — i. — D'après ce même lemme, il est encore
possible de choisir 6 holomorphe et vérifiant (15. i ) , si

(15.2) d s / \ ( ^ = a ( x ) dx^ /\. . . f\dx[ et a ( j )==o.

Il suffit donc d'établir (15.2). Or

/

cp(^)=: -l^ {—lY-^bk^dx, A - • • A^-iA^+i A - - • A^i
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les b/,(.r) étant holomorphes en ,z-=:o; donc

/

^r/;^A?=^(^?)=^ -^ dx,f\,..f\dxi^-^T-^T/-^ ^,
À-=I

la condition (15.2) s'écrit donc

(15.3) y ^-(0)^^ .̂
À-=j

Or (^9 == o signifie
/ /

2 os ^ àbk
àx^^ôx,

k=l k=ï
c'est-à-dire

/ /

^^.6/,=(^+...+^)^^ivr'^^
k = 1 À- = 1

v^ ^2 •en appliquant à cette relation ^ .—^ et en faisant ,a?== o, on obtient (15.3).
k.

C. Q. F. D.

Choix de 6 ̂ 6w d°(^) = l. — On a ^îp == ds /\<^ = o ; on choisit 0 ==: o.

Choix de ^ pour d°(^) << /. — D'après le lemme 13.2 (de RHAM), on peut
choisir ^ holomorphe en oc au point y et tel que

s^ — ^ 0 == ds A ̂ .

Choix de ̂  pour ^°(cp) == /. — Alors

^-•^^•••^
d'après ce même lemme, on peut choisir ip, vérifiant les conditions précé-
dentes, si/(j, y ) =: o. Sinon, l'expression (2.3) de rés [cp] montre que

——— / rés M
m e s Y ^ IYJ

n'est pas borné au voisinage de y ^ si y est une chaîne de S de dim / — i ;
donc rés [o] n'est pas la restriction à S d'une forme holomorphe au point y .

16. Majoration de la forme-résidu. — Nous allons prouver la formule :

(2.8) " ^L - ' x en chaque point S.
ds s — 1 ds y i i .
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Les notations employées sont les suivantes. On construit sur X une
métrique hermitienne (voir par exemple : A. LICHNEROWICZ, [12], p. 232).
Au point o de S considéré, on choisit des coordonnées locales analy-
tiques (^i , . . ., xi) telles qu'en ce point la longueur | dx \ du vecteur dx ait
l'expression
(16. i ) \dx\2= dx, P+. . .+ |<^|2;

en ce point la longueur [ .̂  | du gradient s.^ de la fonction holomorphe s
a donc l'expression

.Ç.,|9-=[.Ç,J2+...+|^ ''\r/|" l

nous définissons
\ds\x= s^\.

Plus généralement, étant donnée une forme sur X :

C,) (^ )== ^. C , . . . ; a . . . p ( ^ ) ^ A - - - f\dx] A^aA- - f\dx^

i<...<l
a<...<?

nous définissons | en) [^ au point o par la formule :

i,-= 2 ^ . . . / a . • '

Si ^ est une forme sur S, nous définissons de même | C7 |.s en employant
la restriction à S de la métrique choisie sur X\

ûû , , . Ci)— désigne -,
ds s ds s s

NOTE. — On sait que ces « longueurs » | ç*) |x? ^ |^ sont indépendantes du
choix des coordonnées locales vérifiant (16. i).

PREUVE de (2.8). — Choisissons ces coordonnées telles que

^(^)==^/(^);/(o)^o.

Alors, sur S.

or, vu la définition de' ds

ds{x) =/(^) dx^

au moyen de (2. i ) ,

&)=6^A++^ ̂ :̂ ;

les coefficients de w sont donc les quotients par f{x) de certains des
6/5
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coefficients de c»); donc

^ ̂  |}^|7 ^o^q^ l^l-v-^l^l^l/^)

d'où (2.8).

CHAPITRE 2. — I/homologie compacte et la formule du résidu.

Ce chapitre 2 justifie le n° 3.

17. La définition de Phomolo^ie compacte d'une variété est classique.
Utilisons, par exemple, le traité de S. LEFSCHETZ [7].

On recouvre X par un complexe analytique « topologique » À" [chap. VIII,
§8, (45.4) et (46.5)], tel que S et S ' soient les supports de certains de
ses sous-complexes; notons K' le sous-complexe de K couvrant S ' . Par défi-
nition [chap. VIII, § 7, (39. i) et (40.2)], ce complexe « topologique » K
est « simple » et « localement fini », donc [chap. III, §1, n°3] « star-Unité »
et « closure-nnite ».

7/c(^r, ^) est le groupe d'homologie de K relativement à K\ à supports
compacts, à coefficients entiers, avec division [Group oî K moà K : chap. III,
§ 5, (23.4) ; § 8, (40.2)] : ce groupe est indépendant du choix de K [chap. VIII,
§2, (11 .2) , qui s'étend sans peine aux complexes infinis].

18. La définition du triplet ?, /?, à est donnée partiellement par
S. LEFSCHETZ [7], qnand S ' est vide [chap. III, §8, (40.2) et §5, n°23,
où (23.2) nomme / injection et p projection; à est omis]. Rappelons cette
définition.

Les cycles de ( S ^ S^ constituant la classe h(S^ S ' ) appartiennent à une
même classe h{A\ S ' ) ^ qui est nommée ih(S^ ^).

Les cycles de (A\ S ' ) constituant la classe A(^T, S ' ) appartiennent à une
même classe h(Â^ S u S ' ) ^ qui est nommée ph{X., S ' } .

Les bords des cycles de (JE", S \ j S ' ) qui constituent la classe h(A^ Su S ' )
appartiennent à une même classe h(S^ S ' ) ^ qui est nommée àh^X. Su S ' ) .

L'exactitude de ce triplet ^ 7?, à est aujourd'hui classique; sa preuve est
d'ailleurs immédiate.

19. Exactitude du triplet L, ny, ô ( m = = i , S=Si). — Ce n° 19 donne
une première définition de ce triplet, qui rend évidente cette exactitude.
Le n° 20 transformera cette première définition en celle qu'énonce le n° 3.

DÉFINITION d'arcs ^. — Près de S^ on peut tracer une famille d'arcs
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réguliers, orientés, À, ayant les propriétés que voici :

i° leurs origines appartiennent à *S;
2° la réunion des arcs 7 issus d'un point y de -5' est une variété régulière,

de dimensions réelle 2, en position générale par rapport à S\ [on peut
prendre s^x^ y ) comme coordonnée d'un point x de cette variété, qui est
donc orientée] ;

3° par chaque point x^.S^ proche de S^ passe un et un seul arc À ;
4° un arc 7 ne rencontre pas S ' , ou lui appartient entièrement.

PREUVE quand S ' est vide. — On définit sur ^Tune métrique riemannienne
régulière (Whitney) et l'on prend pour arcs À les géodésiques orthogonales
à S.

PREUVE quand S ' n^ est pas vide. — On choisit cette métrique telle que S
et S ' ( / = = i , 2, . . . . M) se coupent orthogonalement; on considère les vec-
teurs unitaires tangents à ces géodésiques; on modifie ce champ de vecteurs
hors de S^ de façon que le vecteur attaché à un point de S ' , soit tangent à S ' ^ ;
on prend pour arcs À les trajectoires du champ de vecteurs ainsi construit.

DÉFINITION cVun voisinage V de S. — On choisit V tel que :

i° chaque point de V et de son adhérence V appartiennent à un arc 7;
2° chaque arc 7 coupe la frontière V de V en un point unique.

Les rétractions ^ et v. — Notons À ( ^ ) l'arc A unique qui passe par
un pointée V — S. Notons [^(x) son origine : c'est un point de S. Notons v (.z-)
et nommons extrémité de 7 {x) le point ou À (^) coupe V ' ^ i x ç . ^ " — ï7, défi-
nissons ^ ( x ) -= œ.

p. est une rétraction de V sur S^ appliquant chaque S'^ en elle-même ;
v est une rétraction de X — S sur X — V, appliquant chaque S ' ^ en elle-

même.

NOTE. — Notons ^~' (j) l'ensemble des points de V que [L applique sur
un point y de -5'; F" est un espace fibre, de fibre pi-1 ( r) , de base S. La figure
ci-contre représente cette fibre, à laquelle V se réduit si 1= i.

Uisomorphisme v de H , ( A — S, S1) sur Il^X — F, S ' ) . — La rétrac-
tion v est homotope à l'identité dans X — S {cf. S. LEFSCIÏETZ [6], chap. 1,
(V7.6) : déformation-rétraction]; elle transforme les cycles (homologues)
je {X — S, S ' ) en cycles (homologues) de (X — V, S ' ) et définit un
isomorphisme sur^ conservant la dimension :

L ' isomorph is/ne

^:ff,(ÂT-S, S')-^!!,^- V, S ' ) .

^ de H,{S, S ' ) sur H,\.Y,{X— V ) \ j S ' ) . — Soit cr un
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simplexe de S'^ soit ^.-'(cr) l'ensemble des points de V que ^ applique
sur <7; JJL-^O-) est une cellule, produit topologique de ^~1 ( y ) et de a, qui
sont orientés ; d'où une orientation de cette cellule, qui, ainsi orientée, est
notée ^*(7; d'où un homomorphisme p.* ayant les propriétés suivantes :

lui* transforme une chaîne compacte de S (de Sr\S') en une chaîne com-
pacte de ^T(de ^ /);

[ j * augmente la dimension de 2 (nous écrivons : dim^*==2);
^i* commute avec à, à des chaînes près de X— V.

Fig. i. — La fibre y~1 (y) de V.

Cet homomorphisme [^ des chaînes induit donc un homomorphisme :

^:ff,(S, S^—ffc^, (^— V) U^); dim^^=2,

c'est un isomorphisme sur^ car il a un inverse : \ intersection par la sous-
variété -5', munie de son orientation naturelle.

Une première dé finition du triplet L, OT, ô. — Considérons le triplet exacte
analogue à celui que définit le n°18 :

Hc(^ S') dim^»/ == dim i/ == o

I I , { X , {X — V ) \ j S ' ) ̂ H,(Jy— r, S ' ) d i m ^ = = — i .

Remplaçons dans ce triplet les groupes Hc (^, (À " — V) U S ' ) et H, {X — V, S ' )
par les groupes isomorphes Hc(S^ S ' ) et H ( . ^ X — S ^ S ' ) ^ nous obtenons
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le triplet exact :

H,,{A\ S ' ) d i m s T = = — 2 , dim i =: o
r r j / \i

H , ( S , S^^^H^^-S, S ' ) d i m ô = = i

où : f. = i^ -y ; OT == ( p* )~1?^ ; o == ^-1 <^^* ;
ô est nommé cobord de Fhomologie compacte.

Le n° 20 va montrer que ce triplet i, CT, ô peut-être défini comme le fait
le n° 3.

20. Définition directe de i, ?n, (L — Les définitions précédentes de L
et CT s'explicitent aisément :

DÉFINITION de i. — Les cycles de (^T"— ^, ^ /) constituant la classe
h{X— S^ S ' ) appartiennent à une même classe h{X', ^), qui est nommée
\.h{X, S ' ) .

DÉFINITION de CT. — Les intersections par S des cycles de (^T, S ' ) , en
position générale par rapport à S et appartenant à la classe h^X\ S ' ) ,
appartiennent à une même classe h(S^ S ' ) ^ qui est nommée CT/^F, S ' ) .

La définition précédente de (^ s'explicite aisément comme suit :

Une définition particulière du cobord^. — Notons c^o-la partie de^j.*(o-)
appartenant à V \ d'où un homomorphisme on, qui transforme une chaîne y
de S (de S r \ S ' ) en une chaîne ô^y de X — S (de S ' — S r \ S ' ) ;

à0^=— (^; dimô^= i.

Donc ô^ induit un homomorphisme

ô://,(^ S ' ) - > H , ( Â r -S, S ' ) ' , d i m ô = = i .

La définition générale de ô. — Cette définition qu'énonce le n° 3 et qui
montre que ô est indépendant du choix de ^., résulte du

LEMME. — Soit y une chaîne de X\ supposons y en position générale
par rapport à S\ à^ somme d'une chaîne de X— S et d'une chaîne de S ' .
Soit h{X — S, S ' ) la classe d'homologie de ^y; soit h ( S , S ' ) la classe
d'homologie de l'intersection y.*S'; ainsi :

(20.1), Y . 5 € A ( ^ ^ ) (20.1)2 à-(ç.h{X-S, S ' )
Alors
(20.2) èh(S, S ' ) = h ( Â r — S, S ' )
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PREUVE. ~ Vu les définitions de f. et de h{X — S^ S ' ) ,

Ui {X -S, ̂ )=o.

Vu l'exactitude du triplet i, OT, ô il existe donc une classe h^(S, S ' ) telle que

(20.3) h(X-S, S^^^h^S, ̂ ).

Soit Yo un cycle de /^(^ S ' ) ; soit yi==r ^*Yo5 vu les définitions de |JL* et de ô

(20.4)i Yi.^eW, S'), (20.4)2 ^eA(^r-^, ^).

De (20.1)2 et (20.4)., il résulte que

^ ( ï—ï i )~o dans ( ^ — s . s 1 ) :
il existe une chaîne "^2 de ^F— S et une chaîne ^ ' de *S7 telles que

^(ï-ïi)^^-^

Donc, vu (20 . i ) i et (20.^) , , y — y i — ^ 2 est un cycle de (^ï\ S ' ) tel que

( ï-- ï ' - Ï2)-^A(^ ^)-/^(^ S');

d'où, vu la définition de 155 :

h ( S , S ' ) - h , ( S , S')^I-P{A^ S ' ) ,

d'où vu l'exactitude du triplet i., în, ô :

(20.5) ôh(S, ^)==ôÀo(^, ^).

De (20.3) et (20.5) résulte la formule à prouver : (20.2).

21. La formule du résidu (în ==: i ) résultera du lemme suivant :

NOTATIONS. — On construit aisément une famille de voisinages V^ de S
possédant les propriétés suivantes :

T s C F ;

chaque arc }. coupe la frontière T^g de V^ en un point unique ;
F£ dépend régulièrement d'un paramètre £ (o < s ̂  i ) ;
î 3 tend vers S quand e—>o (c'est-à-dire : tend vers o).

Nous notons [j^ la restriction de u. à Vç, et c^== on .

LEMME 21. — Soit ^(^) une forme régulière sur X— S, telle que, près
de chaque point y de S^ existent des formes régulières de x^ ^(^ j)
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et 0(^, } ' ) vérifiant

( 2 1 . 1 ) ^)=^i_) A^(^ j )+e(^, j ) ." \ ̂  i j )
Alors : la restriction ^(^ , j ) S=^(.c) est indépendante dej ;

(21 .2 ) KmJ c?(^)=27r^^(^) ,
v 5 Y ty "

quelle que soit la chaîne compacte y.

PREUVE que ^ > { œ , y ' ) \ S est indépendant de j. — Si d^ —- o alors
^ (^, j) 5' = rés [ cp ] ; en particulier, si c? == o, alors ip (^, y) [ S = o.

PREUVE de (21.2). — II suffit de prouver cette formule dans le cas
suivant :

(T est un simplexe de S'^ s(œ, y ) -=~.XY.

Puisque mes(c^(7)/ Inf [ Xy \ est borné, supérieurement pour o- fixe
/ X Ç. ûi G-

et £ —> o,

limf o(^)=:f ^A^(^(^))=^^1 f^ (^) -27T/ f^(^) .
'^"Jô^ ^§,(7 •:z'1 ^ ' ^a ^<7

La formule du résidu. — Supposons que ^ ç . h ( S ^ S ^ ) et que ^ ( x ) soit
une forme fermée sur X — S, nulle sur S ' ayant sur ^ une singularité
polaire d'ordre i ; alors (21. i ) a lieu, vu (2. i ) ; ^p(^) ==rés[c?] ;

1 ^W= ?(^)
^ôef ^oh[S,S'}

est indépendant de £ ; la formule (21.2) se réduit donc à :

j cp ( x ) = 2 7: i f rés [ 9 ].( x ) = 2 7: i f res |
^/((.y,^') ^ Y^ùhIS.S'} ^ Y

Vu (2.;), l'hypothèse que (p s'annule sur S ' implique que rés [9] s'annulle
sur S r \ S ' ' ^ la formule précédente peut donc s'écrire

f cp(^)=:27:^ rés[y] ;
^ôh [S, S') J h (S, S')

c'est la formule du résidu qu'énonce le n° 3.
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CHAPITRE 3. — La cohomologie et sa dualité avec l'homologie.

Ce chapitre 3 justifie le n° h.

22. Préliminaires. — Nous aurons à utiliser le lemme suivant, qui serait
faux si ^2 était l'anneau des formes holomorphes :

LEMME 22. — La restriction ûù —>- w S applique ^(^t, S ' ) sur ^(*S, S ' ) .

PREUVE. — Soit ^(<a?)e^(^, S ' ) ^ il s'agit de construire ûi)(.^) e î 2 ( t , S ' )
tel que û û ] ^ = = ^ . Puisque S et S ' sont en position générale, il existe
évidemment en chaque point y de X une forme ûû {x^ y ) de x telle que :

(f}[x^ y ) S==.'^(^) sur un voisinage V ( } / ) d e } " ,
ûo (.a", y ) | S ' = o.

Soit une partition de l'unité [voir par exemple G. de RHAM, [16], chap. I,
§2, coroll. 2, p. 6]

^7r(.r ,r)=:i
y ex

telle que le support de 7r(^, y ) soit intérieur à V { y ) . Définissons

w{x) =-- 'V ^{x, y) cx)(.r, j).
y ex

On a
y ex

ûo j 5' == ̂  ; ex) | S1 == o

23. Définition du triplet /?*, /*, à*. — Les formes cp(^) constituant
A*(.T, 5'U^) appartiennent à une même classe A*(^r, 5 t /), qui est
p^h\X, S u S ' ) .

Les restrictions à S des formes cp(^) constituant A*( T, ^) appartiennent
à une même classe h * ( S ^ S ' ) ^ qui est ^A*(JT, ^).

Les différentielles des formes w(x) e^(J:", ^ /) telles que co | Sç:h\S, S ' )
appartiennent à une même classe A*(^r, Su S ' ) qui est ^/z*(<S', ^).

Seule cette dernière définition exige une justification. L'existence des
formes co résulte du lemme 22. Il reste à prouver ceci :

LEMME. — Si ûû S ^o dans ( S ^ -S7), alors dw ̂  o dans (.F, S \ j S ' ) .

PREUVE. — D'après le lemme 22, il existe ^€^(.r, S ' ) tel que

^\S=dy^\S
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donc
ûû—^et2(^ Su S')

d'où, puisque â^zrro,

dwçd^(.r, SuS'), ^~o dans (^,SuS').

2^. Exactitude du triplet/?*, ;'*, ^. — Évidemment.

^y==o, ^'*r=o, j?*^*==o.

Les trois lemmes suivants suffisent donc à prouver l'exactitude du triplet //,
<*, à\

LEMME. — Si i^h\X, S ' ) = o , alors A*(^T, S ' ) ç: p " H" (X, S \ j S ' ) .

PREUVE. — Soit ^{œ)ç.h\X, S ' ) :

9e0(Jr, S 1 ) ; ^ \ S ç d ^ ( S , S ' ) .

Vu le lemme 22, il existe donc ûi)€^2(^, A^) tel que

cp [ «S == dw [ 5'.
Donc

cp—^e0(^r, ^u^);
or

cp — dwç.h\X, S ' ) ;
donc

A*(.r, ̂ )e^^(jr, ̂ u^).

LEMME. — Si ^h^S, S ' ) =o, alors h^S, S1) ç fIl\X, S ' ) .

PREUVE. — Soit ÛL>(.^)€^(JT, S ' ) tel que

w\Sçh\S, S ' ) ,

puisque ^*A*(*S, S1) •===. o, on a

dwç.d^l{X, S \ j S ' ) ,
c'est-à-dire

dw=d^ où ^e^(^,^u^);
donc

( co -^ ) ]^e^ (^^ ) , o)-^e<ï>(^,^) ;
d'où

/^(^ S')çi^H^^, S 1 ) .

LEMME. — Si^A*(^, ^u^)=o, alors h^X", SuS^ç^H^S, S ' ) .
RULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. g
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<pe<ï»(.r, S u s ' ) ; cpç^(.r, ^)
donc

d'où
(pr=^ OÙ ^€^(^ ^ /)

w\Sç^(S, S');

donc, si ^ ( S , S ' ) est la classe de M | 5\

h\X, S\jS^=yh\S, S ' ) .

25. Les transposés p\ i\ ̂  de p , i, à. — Soient une chaîne -ç.h(S S'Y
et une forme yç/^JT, 5"); ^ \ •> ^

f ? = f ^(^ ^) = f ^/^(.r, ^) ;
J T ^^(.y,^) ^^,^)

donc

(2 0-1) f ^ (^^)=f ^A-(.r,^).
• '^W^' l7//^.^)

Soient une chaîne ̂ ç_h{X, S ' ) et une forme cpçA*(.r, 6'u^).

f?= f ^(^ ^u^)= f ^/^(.r, ^u^);
^ T ^//(A^) ^/ / (V.^ i

donc

(20-2) f ^(-^ ^u^)= r (̂.r, ̂ u^).
^pî^X^'} ^ h [ X , S ' }

Soient une chaîne yçA^ ^u^) et une forme GJÇ^(^ ^/) telle
que w | ̂ eA*(^ ^ /); d'après la formule de Stokes,

f W =z f clw ;
^ () y î  y

donc, puisque dû ^ — o ^

(20-3) / ^(S,Sf)=f ^/^(S.S').
^àh(X, S\JS' i ^ / / (A', j- U S')

Quand la dualité de H\A, S ' ) et //c(-r, ^) aura été établie, nous pourrons
énoncer ces formules (2o . i ) , (25.2), (25.3) comme suit : le triplet p\ i\^
est le transposé du triplet p , î\ à.

26. Preuve que /T(J) est dual de H^Y). - II s'agit de prouver les
théorèmes de dualité qu'énonce le n° 4, en supposant tout d'abord S ' vide.
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Notons Hn^A) [et ff^(A')] les groupes d'homologie de A\ à supports
compacts, à coefficients numériques réels [et complexes]. Il est évident
que Hc(A) est canoniquement isomorphe à un sous-groupe de H^(A') :

Hc(A)cf-fn(A);

tout élément de Hn(A) est le quotient par un entier d'un élément de Hc{A).
On sait [S. LEFSCHETZ [7], Universal theorem for fieids^ Chap. III, §5,

(17.8), Complementary resuif s \ §8, (^0.4)] que de même

Hn(A-)cII^A),

toute base de HR(A) constituant une base de H ^ ( A ' ) .
Par suite

H^A)CH^A),
tout élément de Z^(^î ) étant le produit d'un élément de Hc{A) par un
nombre complexe. Pour que Hc et H* vérifient les théorèmes de dualité
qu'énonce le n° ^, il suffit donc que H^ et If* les vérifient; or ceci résulte,
comme nous allons le montrer, de S. LEFSCIIETZ [7] et de G. de RHAM [16] —
où nous supposerons les fonctions numériques réelles remplacées par les
fonctions numériques complexes, les coordonnées locales demeurant réelles —.

La faible dualité de H^ et H* est prouvée explicitement par G. de RHAM.
En effet tout cycle à support compact de A constitue un a courant impair »
à support compact [§8, Exemple 1, p. 4o]; son théorème 17^ [§22, p. n4]

implique donc ceci : S i h ç. 11^ ( A ') est tel que j A*= Q pour tout ïi^ ç. H* (A') ̂
^h

alors h= o.
De même, toute forme constitue un « courant pair » [§8, Ex. 2, p. 4o];

l'affirmation qui suit et complète son théorème 17' implique donc ceci :

Si îi*ç.IP(A') est tel que f A*== o pour tout hçH^(A), alors A*== o.
^h

Le théorème de forte dualité équivaut à la faible dualité quand les
nombres de Betti de A sont f in is ; sinon, on peut l 'établir comme suit.
Notons L(A) le groupe de cohomologie de A^ sur le corps des nombres
complexes, au sens de S. Lefschetz; notons l(h) l 'indice de Kronecker
de lç.L(A) et îiç.ff^{A)^ S. Lefschetz .note cet indice K I ( h , /) ;
S. LEFSCHETZ [7] prouve le théorème suivant [chap. III, §8, ( ^ 1 . 2 ) ; voir
pour la terminologie : cliap. III, §6, n° 30 et n° 31 et §8, n° W où une
chaîne compacte est dite f inie ; S. Lefschetz utilise sur H^ la topologie
discrète : nous pouvons ne pas en tenir compte] : ,

THÉORÈME DR FORTE DUALITÉ DR S. LRFSCHETZ. — Toute fonction linéaire^
homogène^ numérique complexe^ définie sur /^(.ï) est du type l(h)^
ou IçL(A)-, la donnée de cette fonction détermine /sans ambiguïté.
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S. Lefschetz construit L{X) à l'aide de « cochaînes » [éléments d'un
groupe qui est muni d'une topologie; mais cette topologie n'intervient
pas dans le cas où nous sommes : chap. III, §8, (4-0.4)]; ces « cochaînes »
de S. Lefschetz sont nommées « cochaînes paires » par G. de Rham, qui
construit un homomorphisme du groupe additif de ces « cochaînes paires »
dans celui des « chaînes paires » [§22, Proposition 3, p. n3]; cet homo-
morphisme induit un homomorphisme, respectant l'indice de Kronecker,
de Z(JT) dans « le groupe d'homologie des chaînes paires » ; ce groupe est
identique au « groupe d'homologie des courants pairs » [§21, p. io5
et § 22, p. i i 4 ] ^ qui est lui-même identique au « groupe d'homologie des
formes paires )) [§18, théor. 14, p. g4], que nous avons noté ff*(A').
G. de Rham construit donc un homomorphisme

p.: L{X)-^H^X-)

respectant l'indice de Kronecker :

l ( h ) = f ^ l si I ç L ( ^ T ) et hç:H^X).
J h

Le théorème de forte dualité de S. Lefschetz a donc la conséquence
suivante : Toute fonction linéaire^ homogène^ numérique complexe^

définie sur H^X) est du type Ç ^ où /^ç77*(Jr).
Jii

La donnée de cette fonction détermine h* sans ambiguïté^ vu la faible
dualité de Z^(JT) et ZT(JT). [Donc ^ est un isomorphisme de L{X}
surZT(Jr)].

Nous avons ainsi établi, quand Sf est vide^ le théorème de forte dualité
qu'énonce le n° 4. Le n° 31 l'étendra au cas où S ' n'est pas vide, grâce aux
théorèmes de dualité que nous allons établir.

Rappelons que A. W. Tucker a tenté cette extension à une époque où
les triplets exacts, qui nous permettent de la faire, n'étaient pas conus;
G. D. F. DUFF [3] l'a faite, pour la faible dualité, sous des hypothèses trop
restrictives pour que nous puissions les utiliser.

27. Trois définitions classiques. — Soient ^4, 2?, C trois groupes
abéliens.

Le dual A* de A est l'espace vectoriel, sur le corps des nombres
complexes, que constituent les fonctions linéaires, homogènes, numériques
complexes, définies sur A,

La valeur en a ç. A de a* ç. A* est noté <( a, a* ^>.
Le transposé 7* d'un homomorphisme

À : B->C
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est rhomomorphisme de leurs duals

r : C'-> B'
tel que

<^,c*>=<^,^>.

Le sous-espace de A* ortogonal à A ' c A est l'ensemble des c^çA* tels
que

<^ a'^ a*y=zo pour tout a ' ç . A '

NOTE. — Les nombres complexes peuvent être remplacés dans les n0' 28,
29 et 30 par les éléments d'un corps de caractéristique non nulle, arbitrai-
rement choisi.

28. Exactitude du transposé d'un triplet exact. — Soit À* : C*-> /?*,
transposé de À : B -> C.

LEMME. — Le noyau de À* est le sous-groupe de C* orthogonal à 7.B.

PREUVE. — C'est évident [comme le confirme N. BOURBARI, Livre II,
Algèbre, chap. II, §4, n° 9, Proposition 13].

LEMME. — ) ^ C * est le sous-espace de B* orthogonal au noyau de L

PREUVE. — i° Supposons &*€À*C*; montrons que

< ( ^ , ^ * ^ r = o pour tout b tel que À 6 = = o .

Soit en effet c*€ C* tel que ^*== À*c'*; on a

<^, ^>=<^, ^>==<À^, c*>==o.

2° Réciproquement, supposons b*çB^ tel que

<^, b*y==:o pour tout b tel que ^ 6 = = = o ;

montrons que ô*€À*C*.
Par hypothèse,

<(^, y y =f(7.b) quel que soit bçB,

f étant une fonction linéaire, homogène, à valeurs complexes, définie sur le
sous-groupe ^B de C; cette fonction peut être prolongée à C [on peut
aisément la prolonger à un sous-groupe de C strictement plus grand que ?./?,
donc à <7, par application du lemme de Zorn].

Il existe donc c* ç. C* tel que

<^, b*^ == <^6, c*^> quel que soit ^;
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d'où
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< b, y > = < b, ÀY > quel que soit b ;
donc

y=^c\

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le

LEMME 28. - Un triplet exact d'homomorphismes ^ u, v a pour trans-
posé un triplet exact ̂  /JL*, ^.

^
-/ \.

^*
^/ \v

^ -c c* -^B'

29. Isomorphisme de deux triplets exacts.

LEMME 29. -- Soient deux triplets exacts d^homomorphismes, À, ^ v,
//? ^•/? v ' et trois homomorphismes notés T :

^r- -^
\i1' ^
\r/-^r/

^c^c\ [
/v ^\l

B1- -^B
tels que

ÀT==T^ /, ^T=Tp.^ VT^TV1.

Si T est un isomorphisme de ̂  ̂ r B et de C' ^<r C, alors T est un isomor-
phisme de A' sur ^.

PREUVE que T A ' = A. - Soit a e A. Nous avons

\>aç.B=^B
il existe donc ̂ ç^ tel que

va =Tbr.
D'où

T À / ^ r = À T ^ / z = : ^ ^ a = o ; donc^^ro; À^y^^

II existe donc a'ç. A' tel que

yar^T./^^yr^; ^ ( a — T a ) ==0;

a — T^ e ̂  6'=: ̂ T^= T^^ ;
açr^^.
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PREUVE que T e s t un isomorphisme. — Supposons a'ç.A et Ta /== o.

rv' ci' == ^T a' == o ; donc ^ a' == o ; a' ç.p.' C ' .

Il existe donc c' ç. C' tel qoe
a ' = z ^ ' c ' .

D'où
p/TC^ Tp.Y== TO^ 0 ; ^C'ç:tB=- ̂ B ' ^ ^ ' B ' ;

c ' ç . ^ ' B ' ; a ' ç . ^ ' k ' B 1 ' , a'=o.

30. Dualité de deux triplets exacts.

LEMME 30. — Soient deux triplets exacts

A' A
V'/ \^ ^/ \V^ ^ \ ^ ^ \B'——-——> C' C ———-> B

et trois fonctions bilinéaires, à valeurs numériques complexes,

<a,^>, <^^>, <c,^>
telles que

<Àc, ^>=:<c1, Vb'y, <^^a, c'):^:^ ^c'y,

< ^ , a / > = < ^ ^ a ' > .

Si ^/ est dual de B et C' de C, alors ^T est dual de A.

NOTE. — Nous disons que A' est dual de A si, à toute fonction linéaire,
homogène, numérique complexe y (a) définie sur A correspond un élément a'
de A' et un seul tel que f( a) == <^ a, a' )>.

PREUVE. — Soient A*, B*, C* les duals de A, B^ C\ soient À*, ^JL*, T/ les
transposés de ?i, |JL, v ; ils constituent un triplet exact (lemme 28) :

y^
B^———^ ̂

A tout a' çA' correspond un élément unique T a' de A*, tel que

<a, a '>==<a , TO'>

définissons de même r b ' et TC/ ; nous avons

A*T:=T}/, JJL*T == TJJl', •!/T==:TT/.

Puisque ^ est dual de B et C' de C, T est un isomorphisme de B' sur B* et
de (7 sur C*; donc, vu le lemme 29, T est un isomorphisme de A' sur A*.



120 J. LERAY. [CHAPITRE IV

31. Preuve que H\X, S ' ) est dual de H^X, S ' ) . — II s'agit de
prouver le théorème de forte dualité qu'énonce le n° ^. Nous avons noté

^=^U...U^,7;

nous allons procéder par récurrence relativement à M. Le n° 26 a expliqué
que S. Lefschetz et G. de Rham ont établi cette dualité pour J^==o, c'est-
à-dire S ' vide. Il suffit donc de prouver ceci (où S désigne S^/^) :

si H\X, S ' ) est dual de Hc(X, S ' ) et H^S, S ' ) de ff,(S, S ' )
alors H\X, Su S ' ) est dual de H^X, S u S ^ ) .

On le prouve en appliquant le lemme 30 aux deux triplets exacts

H\X, S \ } S ' ) H c { X , S \ } S ' )
pV \^ à/ \/.

^ . \ ^ . \H\X, s ' ) ——-——->ir(S, s ^ ) ffc(S, s ' ) ——-—-> n^x, s ' )

et aux fonctions bilinéaires j A*, qui vérifient (25. i ) , (25.2) et (25.3).
J h

CHAPITRE h-. — La classe-résidu.

Ce chapitre ^justifie le n° 5; il établit en outre les propriétés de la classe-
résidu, que le n° 7 énonce en utilisant la notation différentielle du résidu.

32. Notations. — On suppose /n==i , S == S.^ s=s^. Le théorème de
forte dualité (n° ^) permet de définir le triplet i*, OT*, ô* transposé (n° 27)
de i, CT, ô; ces deux triplets sont exacts (n° 3 et lemme 28) :

H^X, S ' ) H\X\ S ' )
OT/ \t ^/ \CT.

^ . \ ^ ô. x

H^S, ^)——>^,(JT-^ S ' ) H^X-S, S')—>^(^ ^)
^°(Q==o, d°(^)=—î, ^°(^)=:2.

Cherchons à définir directement^ c'est-à-dire par des opérations de calcul
différentiel extérieur, i*, T^\ ô* et cherchons à construire une forme fermée
ayant une forme-résidu donnée : nous trouverons ainsi la notion de classe-
résidu.

33. Définition directe de i*. — II est presque évident que i* est l'homo-
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morphisme restriction à X — S^ c'est-à-dire :

LEMME 33. — Les formes cp(^) constituant /<*(^T, S ' ) appartiennent à une
même classe h\X — S, S ' ) , qui est ^ h\X, S ' ) .

PREUVE. — Supposons (pe/i*(.^T, S ' ) et c ? e A * ( ^ r — S ^ *S"); soit y une
chaîne compacte de JT — S^ à bord dans S ' :

^ç,h{X-S, S'), vç.Uz{X-S, S')\

f^ = f h\X- S, S') = f h\X, S^ = f ^h^X, S').
^Y ^ / t ( X — S , S ' ) ^ \ h [ X — S , S ' } t y ? l ( X — S , S ' )

Ainsi

(^ h\X -S, ^)== f\"h^X, S ' ) quel que soit hç^H^X - S, S ' ) ' ,
JH ^ h

donc, vu le théorème de faible dualité (11° ^),

h\X-S, S')=.^h^X, S ' ) .

34. Construction d'une forme de forme-résidu donnée. — Soit V un
voisinage de S.

LEMME 34.i. — Soit 9(^)€^(^ , *S"). 11 existe co(^) ç.^l(X — S, S ' ) et,
près de chaque point y de S, des formes régulières ip(^, j), 9(^, y ) telles
que :

û o ( ^ ) = = o hors de F;

c.(^) ̂  ̂  7) A ̂ , j) 4- 0(^ J) près de j;
^^, j ^

^(^,j) S=^{x); ^(^j)|^=o; 6(^ j ) ]^=o;
û?^( . r , j )==o près de S.

NOTATION. —
A*(*S, S ' ) désignera la classe de 9;
h\X, S ' ) » ^co.

PREUVE. — Reprenons les notations du n° 19 : il existe une rétraction jj.
de V sur S, appliquant Vr\ S'^- sur Sr\S^ ; 9 ( f JL(^ ) ) est fermée sur ( F, ^ /);
soit/(^) une fonction régulière valant i près de *S, o hors de V\ soit

^(^)=:/(^)9(p.(^)) sur7; =o hors de F.
^ [ ^ = c p ; ^ [ ^ = = 0 ; ^==o près de-5'.

Soit T:(^, ^) une partition de l'unité [voir par exemple G. de RIIAM [16],
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chap. i, § 2, corolL 2, p. 6] :

^7r(^, z)=i, telle que s{œ, z ) soit défini sur le support de TT^, z ) .
z

Posons :

^)=^(^)^^A^),

^(a-,j)==4(a.),

Ô(.,^=^.(.,.)^log^jA^(,);

le lemme se trouve vérifié.

LEMME 34.2. - S; A*(.r, S ' ) = o, alors y(^) est forme-résidu d'une forme
de (A — S, S ' ) , ayant sur S une singularité polaire d'ordre i.

PREUVE. - Si h\X, S')=o, c'est qu'il existe /(^ei^, S'), tel que

du = d-^ ;
donc

ds(œ. y)
^-^^^^^^y^^^y)-^)

est une forme fermée de (^ - <S, S ' ) , ayant une singularité polaire d'ordre i
sur S\ sa forme-résidu est ^ [ *S'== œ.

35. Définition directe de ̂ .

LEMME 33. — On a, avec les notations du n° 3^ :

(35-1) ^/^, S')=- -^-.h^X, S ' ) .

PREUVE. - Soit À(Jr, 5") arbitraire; calculons l'intégrale

(35-2) J= ( h\A\S').
^ / i ( X , S ' )

On a

J= 1 d^;
^h(X,S')

puisque ^ = o hors de F, cette intégrale ne dépend que de (n" 19)

p^h{X, S')çH,(A^ {X^- F)u^),

J= f r/co.
^ p ^ / i ( X , S ' )
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L'isomorphisme ^ de ffc(S, S ' ) sur H , { X , {X — V ) u S ' ) prouve qu'il
existe une chaîne y de ( S ^ S ' } telle que

^ï€^A(^ S ' )
d'où

(35.3) J= f ̂ .
tj ̂ T

Par définition (n0 19)
^=(^) ' P r

donc
(35.4) Y€^/ î (^ ^).

Pour poursuivre le calcul de J, employons {cf. n° 21) V^ qui tend vers S,
Oç et ôg; puisque <r/ûi) est régulier sur JT, (35.3) donne :

J = lim / ch) ;
£->0 /^^T-^rr

d'où, en employant la formule de Stokes, ce qui est légitime car le support
de la chaîne ^.*y — ̂ ï est nors ^e ^a singularité S de GJ :

/^ r* r* i *
J= ^-l^/ ^^ ^-^j^'-

^p*Y / ^P-ÎÏ t7r^ Jr^

Mais co == o sur ôy, qui est hors de V \ donc

J -=.— lim / ûû.
£->0 /^

^ Ô a Y

Or le lemme 21 a prouvé que

lim / C») ^= 2 7 T î ( Cû.
£>0 A /^ôeY ^ T

Ainsi

J =— 27r î ^ îp,
JY

c'est-à-dire, vu (35.4), puisque cpeA*(5, 5') :

J=-27r? f A*(^, ^)=-27T; r ^A*(^, *S').
^vjh(X,S'} ^h{X,S')

D'où, vu la définition (35.2) de J :

(\\X, S f ) = — < 2 7 ^ : i Ç ^ / ^ ( S , 6'/), quel que soit hç.H^A, S ' ) ;
J/, ^

c'est-à-dire (35. i), en vertu du théorème de faible dualité.
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36. Définition directe de ô* : preuve du théorème 1. — De l'exactitude
du triplet i*, OT*, ô* et des définitions directes de t* et TSJ* résultent les deux
propriétés de à* que voici :

LEMME 36 . i . — Si ^ h ^ Â T — S , S ' ) = o , alors h\X — S, S ' ) contient
des formes dont la forme-résidu est nulle.

PREUVE. — Vu l'exactitude du triplet i*, CT", ^ il existe une classe h\X, S ' )
telle que

h\X-S, S^-=.^h\X, 6f /).

D'après le lemme 33, ii\.Y — S, S ' ) contient donc des formes de ^(JT, S ^ ) ;
leurs formes-résidus sont nulles.

LEMME 36.2. — Si A* (S, S ' ) ç y H^X—S, S ' ) , alors toute forme cp e h^(S, S ' )
est forme-résidu d'une forme de 0(JT— *S', S ^ ) .

PREUVE. — Soit / ^ ( S , ^)eô*//*(^r—^, S ' ) ' , alors ^ / ^ ( S , ^)=o;
donc, vu les lemmes 35 et 3^.2, toute forme 9 de la classe À*(*S\ S ' ) est
forme-résidu.

De ces deux lemmes et de la formule du résidu résulte aisément la définition
directe de ô* que voici :

LEMME 36.3. — Soit cp€<3)(^, S ' ) ' , pour que (p soit forme-résidu d'une
forme appartenant à la classe k*(A^— S^ S ' ) , il faut et il suffit que

(36.i) cpe -L.6*/^(^—^ s').
• •2.7:1

NOTE. — Ce lemme a pour conséquence évidente le théorème 1 (n° 5).

PREUVE. — i° Supposons (p=rés[^], ^ ç h * ( ^ — S , S ' ) ' , alors, d'après
la formule du résidu

27:1 f ?==f ^=f ^^(^T-S,S'),
^h[S,S'} J^ h (S, S') ^ h (S, S' )

quel que soit A(^, S ' ) ; donc (36. i) a lieu, vu le théorème de faible dualité.

2° Réciproquement^ supposons (36. i ) vérifié. D'après le lemme 36.2, il
existe

^ç.^(X— S, S ' ) tel que rés[^]==^>.

Soit h\(^X— S^ S ^ ) la classe de ^p. D'après la formule du résidu

27^ r cpr=r /^(^-^^)= r ^A:(^-^^);
^h[S,S'} ^0 h [S, S') ^h[S,S')
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donc, vu (36. i)
^[h\^-S, S ' ) - h ^ { X - S , S')]==o.

Vu le lemme 36. i, il existe donc une forme 6 telle que

6eA*(^r—<S', S')—h\(X— S, S')', rés6==o.
D'où

^4-6eA*(^-^ S ' ) ; r é s ( ^ + 6 ) = = ( p .

DÉFINITION. — Soit c p e € » ( ^ — ^ S ' ) ; soit h'ç:H\X—S, S ' ) la classe

de cohomologie de cp ; ——.ô*A* est nommé classe-résidu de cp (et de A*) et est
0 T 27TÎ

noté :

Rés[cp]=:Rés[A*]= -l-.^^çH^S, S').

Cette définition permet d'énoncer la formule du, résidu comme le fait
l'Introduction (n° 5) :

(36.2) f cp :=27uf Rés[cp1.
tyQh{S,S') ^h^S'}

Etablissons maintenant les propriétés de Rés.

37. Commutabilité de Rés et de F\ — De (2.5) et du théorème 1 (n° 5)
résulte aussitôt la

PROPOSITION 37. — Soit F une application de X^ dans JT vérifiant les
hypothèses qu'énonce le n° 1 ; on a

.F* Rés = Rés 7^.

38. Commutabilité de Rés et du produit à droite par A*(JT). — Soit

^€<D(^).
Si

(pee>(jr, s1) ou ç . d ^ { ^ , s ' ) ,
alors

cpAxe€>(^r , s') ou çd^(^,s');
Si

çp€<D(^-^ S ' ) ou ç d ^ ( ^ Y - S , S ' ) ,
alors

rp AxeO>(Jr-^, ^) ou €^^(^r-^^);
Si

9ee>(^,^) ou çd^çs.s'),
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alors

9A%e<ï>(^) ou ç^i2(^,^).

Le produit y A X induit donc des produits :

h\X, S').h\X)^H\X, S'),
h\X-S, S').h\X^H\X-S, S 1 )

^(s^sf).h\^)çf^(s^sr).

^(T)'11 ff^ ̂  H^x~~ s- sf) et Ir(s- ̂  sont des ^res

Les défznmons directes de ^ (n" 33), de .- (no 35), le théorème 1 (n" 5)
^t la formule ( 2 _ 4 ) montrent que .-, .- „ Rés .0., des homomorpkisjs
d algèbre, a condition de multiplier à droite par A'(^).

De ces propriétés ne retenons que celles du Rés :

PROPOSITION 38. — H ^ ( X — ^ ^<\ c.\ T I ^ ( ^ c/\- , „ rr^ y. -p , { ^, ^ ) et 77 ( S , S ' ) sont des algèbres
su? ti (A ) ; Hes est un homomorphisme d'algèbres :

Rés[/^r-^ ^).^(^)J^[Rés^(^-^ S ' ) } J ^ ^ ) .

39. Commutation de Rés avec p* i* à*.

PROPOSITION 39. - Considérons le diagramme^ constitué par trois Rés „
deux triplets exacts /?*, i\ a" :

H*'( À ^ ^^ R^• (A \"' •s ) ———————————-—————> ff\s, s')

//*(,!'-5, S"uS')^^(S, S " u S ' ) ,

^(S1- S^ S') ————————-————————>^(Sr,S", S-)

On a les règles de commutation

Rés^^Rés, Rés i^i- Rés, Rés ô-=-à- Rés.

PREUVE de la commutatwité de p^ et Rés. - Soit cpe<Ï>(.r- ^, S " \ j S 1 )
ayant sur S une singularité polaire d'ordre i ; rés[y] ç <D(^ S " \J S ' ) ;

<p appartient aux classes

res ©

/^e^*(^—^^u ^/)
p^h^H\A -S, S')

Kés/^çZT(^ ^u^)
7^I^s//*etRés7^À*€^(^ ^).
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Donc
//RésA*=Rés^A*;

d'après le théorème 1, A* est un élément arbitraire de H* (A' — S, S " > j S ' ) .

PREUVE de la commutativité de i^ et Rés. — Soit çpe€>(^T— S, S ' ) , ayant
sur S une singularité polaire d'ordre i ; rés[îp] e^^, 57);

cp appartient à une classe A* € H* ( X — S^ S ' ) ;
^ \ S ' f » la classe i^h^H^S"- Sr\S\ S ' ) \

rés[9] » » Rés^çirÇS, S ' ) ' ,
rés[cp] | S"= rés[çp1 S " ] » » ^RésA*= Rés^A* e ZT(.S n ̂ , S ' ) .

Donc
^RésA*:=Rés^A*;

d'après le théorème 1, A* est un élément arbitraire de H^^X— S^ S ' ) .

PREUVE de ranticommutatwité de à" et Rés. — Soit 9 ç^(S"— S r ^ S " , S ' ) .
ayant sur S r ^ S " une singularité polaire d'ordre i :

rés[cp]ç=<I>(^n^ ^ /);

près de chaque point z de S ( ^ S ' existent des formes de x régulières,
^(x^ z) et 6(^?. z ) telles que

^^^^^_^ A^(^)+Q(^) sur ^(^=o).
S ^T, 5 ^

^|6 /=o, 0|^=:o; ^|^n^==rés[cp].

Prolongeons ^(.F, ^) et 0(^, ^) à un voisinage V ( z ) de 3, si z ^ S f ^ S " .
Si ^ e ^ — ^ n ^ \ choisissons un voisinage V ( z ) de s étranger à S,
ip(^, ^ ) = o et 0(^ 3) tel que 6 |^=cp . Si z(EX—S\ choisissons un

voisinage V ( z ) de z étranger à S " , ^ = 0 = o. Soit^7T(^ ^ ) = i une

partition de l'unité telle que le support de T:(x, z ) soit dans V ( z ) . Posons

CO(^) -VT:(^ --) f'-^-^ A ̂  3) + 0(^ .)1
A^ L " \ — •» "' / J

on convient que 717 == o hors du support de r^ même là où ^ n'est pas défini.
Les propriétés de G) sont évidentes •

^ei2(A'—^ S')
(39.i) ç.) ^=?;

(jt) a une singularité polaire d'ordre i sur 5; plus précisément, il existe près
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îlle r̂ point y de ^ des formes de - ̂ ulié^ ̂  ̂  et 9'(.. ̂

^-^^A^^+O'^);
d'où

(39-2) ^n^"=rés[<p]

(39.3) ^-^)^^^^

y appartient à une classe h* ç H* ( S " — S n •S'" 5'' ) •
donc, vu (39.i), dw appartient à la classe ' ^VçH^^-S ^u ̂
donc, vu (39.3) —d,V IS » i> ' ./ ' ' " ' - ' - ->) ;
Vu (39... Vl^ )) ^y^^S'uS');
donc "^^ )> ^ésh^^(Sr,S",S');

" r l" )> » àtï{ésVçfft(S,S"uS/).
Ainsi

Rés()*A*==—(?*RésA*.

Or. d'après le théorème 1, /,* est un élément arbitraire de H-(S1'- S r ^ S " , S').

CHAPITBE S. - Résidus composés.

Ce chapitre S justifie la définition de rés'" qu'énonce le n» 6- puis il établit
les propriétés de rés'", à-", Rés'» que formule le n» 6.

40. Notations. — S, '? ç' v i
comniexes dp Y A 'Y"' "•' l ' ' ' ' ' M so"t es ̂ "^ariétés analytiquescomplexes de ̂ , de codimension complexe i. sans singularité en position
générale : voir n° 1 ; gmanic, en position

-y=^n...n^, S'=S\u...uS».

Nous emploierons les sous-variétés de X que voici :

r'=^-^u...u^;

^=^"'n^l-^n•••n^ln?+lu•••^"^);
r _ ^i n ... n S,,,^ ;

T»=^-S,u...uS,^

^=?n"•n'y'-^n•••n^n?+lu•••u^)=^-ln^,,•T'" = s, n ... n S,., = r'"-« n S,,,

r1 et T' sont des sous-variétés de X a^ant la codimention complexe /.
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Voici leurs propriétés essentielles :

T1 est une sous-variété de I '̂"1, ayant la codimention complexe de i ;

yi-i_ T1^ T1-1 (i^:^/n);
T°=.r- s, u... u ̂ z; 7^= s.

En composant les homomorphismes

H,{T'\ S ' ) ̂ Hc ( T'11-^ S ' ) -°-> . . . -°>7^( 770, S ' )
H\ 770, S ' ) -^ H^ T\ S ' ) -Re^ . . . -^/^(r/71, ̂ ),

le n° 6 a défini le cobord composé ô"1 et le résidu composé Rés77' :

^ : //,(^ ^)-^//,(Jr- ̂ u... u^n, ^/)
Rés^ : ^(^-^,U...U^, ̂ )-^^*(^ S').

Avant d'étudier leurs propriétés, définissons de même rés7" et étudions ses
propriétés.

41. Définition de rés7". — Dans F-1, soit ip une f'orme, fermée sur Z7^-1,
ayant une singularité polaire tordre i ; sa forme-résidu est une forme fermée
sur T1, nous la noterons rés; [^p]. Nous allons prouver le

THÉORÈME. — Soit cp(^) une forme fermée de X— Si u . . . U S,n telle
que 5i(^,j) . . .s,n{3c, y ) cp(^) soit régulier près de chaque point y de S ;
alors (si Von remplace X par un voisinage suffisamment petit de S\

rés//,. . . r és i [cp j

existe; c'est une forme fermée de S.

Nous la nommerons forme résidu composé ; nous la noterons

rés771^].

Ce théorème résulte d'une récurrence sur m et du

LEMME. — Si cp vérifie les hypothèses qu'énonce le théorème, alors

s^{œ, j) . . .^(^,j)rési[cp]

est régulier sur *S\ près de chaque point y de S.

PREUVE. — Utilisons en y des coordonnées locales telles que ^-(.r, y ) == ̂ ;
soit z un point de T1 voisin de j; d'après le n° 2, il existe des formes ^ et 6,
régulières près de ^, telles que

c .=^A^+6
x^

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. 9
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choisissons ^ et 9 indépendants de ̂  ; alors tout coefficient c,(x) de A est
du type : c,(x) --=^c(^), c(a-) étant un coefficient cp. Tout coefficient c, te)
de resi[9] est alors de ce type :

c,(x) =a;tC(x)

c, {se) étant un coefficient de 9, indépendant de z. Par hypothèse x, x c(x\
est régulier enj; donc ̂  . . . œ^{x) est régulier en y ; donc x\.. .^résjcp
est régulier en y. ~ L T J

42. Associativité et anticommutativité de rés.

THÉORÈME D'ASSOCIATIVITÉ. - Supposons m =p + y, rés. défini au moyen
de Ai, ..., Sp et résv au moyen de S^, ...,S^, alors-'P+ll • • • i unn

rés'":= rés'i'.rés/'.

THÉORÈME D^TICOMMUTATIVITÉ. - Une permutation paire (impaire)
de ^i, .. ., À^ multiplie rés^[^]par 4-1 (par — i).

Le théorème (Tassociativilé est évident; il réduit au cas m = 2 la preuve
du théorème d'anticommutativité. Sa preuve, dans ce cas, est la suivante :

LEMME. - La fonction f(œ) est régulière au point y de S,r\S. si les deux
fonctions s, (^, y ) f ( x ) et s,(^ y ) f ( x ) sont régulières en ce point.

PREUVE. - Remplaçons X par un voisinage de y suffisamment petit;
prenons des coordonnées telles que

s, (x, y ) = x,, s._(x, y ) == ^,.

Par hypothèse x,f(x) et œ.,f(œ) sont réguliers; donc :

f(x) est régulier sauf peut-être sur S^ n S; : x, = x. = o ;
à^-^f

x' àxi . àx1^ est re§aller^ et nul P01111 ̂ 1=0;

donc, près de y
()J+...+kfœ{ ~r~f——r~k < Cte [ ̂ j ;àx{...àxf ' '

àï^-^kf

ôxt ...à^ est é près de y ' Mais on nîaltère pas l'hjpothèse en

effectuant sur x, et œ, une substitution linéaire arbitraire; donc, plus

généralement ̂ +'̂ , est borné en j, quels que soient / , . . . , /.; donc/

est régulier en y.
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LEMME. — Soit <^{x) une forme régulière sur-^T; la condition

(^2.i) 6^(^,j)^,j)]A?(^)=o

est nécessaire et suffisante pour qu'existent, près de y ç. S^ C\ S^ des formes
régulières ^{x^ y ) et 9(^. j) telles que

(^2.2) cp(^)=^i(^,j) A ^2(^7) A ^(^j)+^(^) A ^

PREUVE. — II est évident que (^2 .2 ) entraîne (^2. i ) . Réciproquement,
supposons (^2. i) vérifié, remplaçons JT par un voisinage de y et choisissons
des coordonnées telles que

s.^x, y)=x^ s._{x, y)=Xî.

L'hypothèse (^2. i ) se formule

(^2.3) d{x,x.^ A 9(^)=o.

Il existe des formes régulières ^p, 9 j , 63, w indépendantes de dxy et de dx.^
telles que

çp == ̂ i A ^2 A ^ + ̂ 'i A ^ i + <^-2 A ^2 + ̂  ;

elles sont uniques; (^2.3) donne

^^Oi==^a02; dû == 0.

D'après le lemme précédent, la forme

9=^=^
X^_ XY

est régulière en y . On a

cp = ̂ j A ^2 A ^ + d{x^x.>_) A 9
C. Q. F. D.

LEMME. — Soit <p(^) une forme fermée sur JT—6\ H ^2 ; supposons
5 i ( ^ , j ) ^ 2 ( ^ , j ) c p ( ^ ) régulière au point y ç. S^ n S^ ; alors il existe près
dej des formes ^{x, y ) , 9, {x, j), (L(^, j), ç>j(.r, j) telles que

(^.4) c p ^ ^ A ^ A ^ ^ A 9 . + ^ A ô . + -
A j 09 AI o-2

PREUVE. — Puisque d^ == o et que ^ i j ^ c p est régulier au point y la
forme d ( S i S ^ ) /\ o est régulière au point j; le lemme précédent lui est
applicable : il existe des formes 6 et c>3, régulières au point j, telles que

D'où
d(s^s^) A ? = ds, A <^2 A ^ + d{s,s.i) A ^»

d (S^S^) A [ ^1^29 —— ^1 ^2 A ^ —— 5|j '.^ûû]==0;
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donc, vu ce même lemme, puisque [ . . . ] est régulier au point j, il existe des
formes ^ et O^ régulières en ce point, telles que

^i^cp —Si ds._ f\ 6 —s^s.^=zds^f\ ds.î /\ ^ 4-â?(^i^) A ^;

d'où (42.4).

PREUVE du théorème d^anticommutativité {m = 2). — Supposons vérifiées
les hypothèses du lemme précédent pour tout je^iO^; alors, près
de tSin-S^, avec les notations de ce lemme et du n° M nous avons

rés,[cp]=[^A^+6,]^,;

réss rés i [ cp ] = ̂  [ Si n ^2 ;
de même

résirés,[cpj=---^ S^S,.

d'où le théorème d'anticommutativité :

rés.,> rési==:— resi rés.^.

43. Associativité et anticommutativité de ô. — L'associativité de ô
est évidente, comme l'était celle de rés. Elle réduit la preuve de l'anti-
commutativité de ô au cas m == 2.

Dans ce cas le théorème d'anticommutativité s'énonce comme suit :

THÉORÈME d^anticommutativité de ô ( 7 7 z = = 2 : S = S i r [ S ^ ) . — Notons ô2

l'homomorphisme qui s'obtient en composant les deux homomorphismes ê :

Hc(S, S!)-^IIc(S,-S, S^-^H^^-S.uS,, ̂ );

ô2 est multiplié par — i quand on permute Si et S.^.

PREUVE. — Une construction analogue à celle qu'expose le n° 19 donne
un voisinage V de S et une rétraction ^JL de V sur S=Sif\S^ ayant les
propriétés suivantes :

p. applique Vr\S'j sur^n^y;

si je^, p ~ 1 { y ) est une variété régulière, une position générale par rapport
à -Si, S^ S ' \ c'est une boule de dimension 4 '•> on peut y utiliser pour
coordonnées les deux nombres complexes : s^(x^ j), ^(.z-, y ) .

On peut, en outre, définir de même ( 2 ) une rétraction |jii de V sur 5\,
une rétraction ^ de V sur ^, puis diminuer V en sorte que les propriétés
suivantes aient lieu :

^(y)=D,(y)xD,(y)

(2) Si *S" est vide, ^ (a?) est la projection orthogonale, dans [i-1 (y), de x sur S^ n [x-1 (y).
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est un bidisque, produit topologique de son intersection D ^ ( y ) par S^ et de
son intersection D^(y) par ^; p-i (ou ^.2) est la projection de Dy x D^
sur DY (ou D.^) ; /)i (j) (ou D.i) est un disque de dimension réelle 2, où Si=z o
(ou .Ç2==o) et sur lequel on peut prendre pour coordonnée s^(x^ y )
(ou 5 i ) : D\(y) (et 7)2) a donc une orientation naturelle; C ^ ( y ) (et C^)
désignera son bord orienté.

Soit y une chaîne compacte de S, à bord dans S ' ; soit h ( S , S1) sa classe
d'homologie. Quand y décrit y, C ^ ( y ) (ou Ci X C^) décrit un espace fibre,
de fibre Ci(j) (ou Ci X C,), de base y. Orientons-le par l'orientation :
Fibre X Base. Il devient une chaîne de -5'i — S (ou X — S\ U^ ) ; nous 1a
noterons ôy (ou c^y) ; vu la définition du cobord ô qu'utilise le n° 20, la
classe d'homologie de ÔY (ou (^y) est S h ( S , *S7) (ou ^ h).

La permutation de S\ et *S.2 permute Ci et C^ ; elle change l'orientation de la
fibre CiX C.2; elle multiplie donc par — T la chaîne ô2 Y et la classe ô2 h (S, S ' ) .

G. Q. F. D.

U. Propriétés de Rés7".

THÉORÈME D'ASSOCIATIVITÉ. — Supposons m -=.p + q, Rés^ dé/mi au moyen
de S^ . . ., Sp et Rés'7 au moyen de S^\, . . ., S,n ; ûf/or^

Rés^^Rés^Rés^.

COROLLAIRE. — La formule (7.4).

PREUVE. — La définition même de Rés7" (n° 6).

THÉORÈIME D'ANTICOMMUTATIVITÉ. — Une permutation paire (impaire)
de S^ . . ., Srn multiplie Ré^ par + i (par — i).

NOTE. _ Le n° 7 énonce un corollaire de ce théorème.

PREUVE. — L'anticommutativité de ^ (n° 43), la formule du résidu
composé (6. i) et le théorème de faible dualité (n° h-).

COMMUTATIVITÉ de Rés et de F\ — Soit F une application de X^ dans X
vérifiant les hypothèses qu'énonce le n° 1 ; on a

F'Résm=^ésmF\

COROLLAIRE. — La formule (7.5).

PREUVE. — La proposition 37 et la définition de Rés7".

COMMUTATION de Rés7" avec le produit à droite par h\X). — IF^X' — S, S ' )
et H * ( S , S ' ) sont des algèbres sur H\X)\ Rés7" est un homomorphisme
d'algèbre :

Rés^h^^-S, S').^(^)]=[Résmhiç(^-S, S')].h^(^).
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COROLLAIRE. — La formule (7.6).

PREUVE. — La proposition 38 et la définition de Rés7".

COMMUTATION de Rés777 avec /?*, <*, à*. — Dans le diagramme qu'étudie le
n° 39 — et ou F on ne suppose plus 77^=1, S==S^ — on a les règles de
commutation :

Rés^r^T?* Rés7", Rés^^== i" Rés772,
Rés77^^ (— i)7" ô" Rés7^.

COROLLAIRE. — Les formules (7.7) , (7.8) et (7.9), où la définition
de ô^ (n° 23) a été introduite.

PREUVE. — La proposition 39 et la définition de Ré^

CHAPITRE 6. — Cas où les S, ont des équations globales.

Nous supposons que, près de S^ les Si aient des équations globales (cf. n° 8) :

Si : Si{x)=.o.

Nous introduisons des notations (n° 4-6) et établissons des propriétés
(n^ 4-7, 4-9, 50, 51) englobant celles qu'énonce le n° 8.

4-5. Résidu d^un produit de formes fermées.

LEMME (m == i, S = Si). — Soit 9(-^) une forme, fermée sur X— S^ ayant
sur S une singularité polaire d'ordre i. Il existe des formes ^ ( ^ ) et Q(^') ,
régulières sur X^ telles que

^(.^^^IA^^+O^).0 \^ )

PREUVE. — D'après le lemme 14-, chaque point y de ^T possède un
voisinage V ( y ) sur lequel existent deux formes régulières ^(^, y ) et 6(.2',j)
telles que

?(^) = ̂ ^ A ̂  j) + ô(^ J).S ^ X )

Soit une partition de l'unité

^7T(^,j)==I
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telle que le support de 7r(^, y ) soit intérieur à V{y). Définissons

+(^) ̂ ^(^(^ y) +(^ 7)^ 9 (.2?) ==^T:(^ j) 9(-y, j);
'v" r

ces formes ont évidemment les propriétés énoncées.

Forme-résidu d'un produit ( /nr^i , S==Si). LEMME. — Soient 9i(^)
et ^ z ( ^ ) deux formes, fermées sur J T — S ^ ayant sur S une singularité
polaire d'ordre i. Alors : cpi /\ (pa a une singularité de ce type ;

(45. i) rés[cpiA ?2]==rés cpi A -^ A rés[cp2] + rés[îpi] A rés -^ A ?2 .

NOTE. — (2.4) permet de vérifier que le second membre est bien
indépendant du choix de s.

PREUVE. — D'après le lemme précédent

d s ( oc \ ds
?i(^)=——— A ^i(^)+6,(^); ^==-7 A+2+92 ;

d'où
df

^ A ?2^ - A (+1 A Ô2± 6, A +2) + 9i A Û2,
ô

±: étant + quand û?°((pi) est pair. Donc

rés[cp, A 92] = (+i A Û2± 9i A +i) 1 ^
or

^=rés[^.]; 6, |^=rés[^A?.]

d'où (45.i).

Classe-résidu d^un produit. — LEMME. — Soient cpi et c?2 deux formes,
fermées sur X — S^ nulles sur S ' ;

(45.2) Rés^cpiA^]

= 2 ± Ré•"^^$A...A^]
(a,...,^,...,^)

•Rés4^A. . .A^A^
L •î^ •î^ J

la somme étant étendue à l'ensemble des permutations (a, . .., (3, À, . . ., ^)
de ( i, . .., m ) telles que

a<...<P, À<...<^.
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le signe ± étant le même que dans la relation :

^ A ... A ̂  A ^a A • • . A d.^ = ± ds, A ... A ds^.

PREUVE. - Si w=i, (45.2) résulte de (45.i). Nous pouvons donc faire
une récurrence sur m et supposer (43..) vrai quand nous y rempîacon^^^T^r "v"Ie théorèmeî'nous Hm^ ̂  ;
^^^^usm) une singularité P01- d>ord- . ce qui

Rés'"[y, A ?2J = Rés7»-! rés[<pi A ^]

=Rés"-[rés(cp,A ̂ ) A rés,,+rés,.A rés(^ A V.)1

= 2 ± Rés"-.rrés( . ,A^)A^A.. .A^1
(a,...,P, A,...,(;.) L ^ ^ / ^a ^ J

•Rés-[^A...A^A^]

± Rés'"-'rrés9,A ^ A . - . A ^1
L ^a ^g J

[- » r -'

• Rés"'-' '• A A "̂  A • /û^! \1
7^ A • • • A VA^es^A?^J ;

la somme est étendue à l'ensemble des permutations (a 3 ^ .0
de (.,..., m) telles que a <.. .< ̂  ).<.,< ̂  ,, signe ± étant celui^î

^ A . . . A dsy. A </^ A • . . A dsfs=± ds, A . . . A ds^.
D'après (2.4) :

rés(^A$=rés^A$), ^Arés(,.^-rés(^A^).
^ El Y ^ /Donc

Rés-[cp,AV2]= ^ ± Rés-L,A^1 A ^a A . . . A ^1
(a...,P,À,....^) L sî ' •ça ' " ^ J

-^•{^A...A^A.,]

± Rfa"[l l ,A^•A...A^• î^

.B..-{^A...A^A^A.,j
le signe ± étant celui-ci :

^ A . . . A ^^ A ̂  A ^a A . . . A ^3 == ± ds, A .. . A ̂  ;
d'où (45.2).
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Nous utiliserons le symbolisme suivant pour exprimer et compléter cette
formule (45.2).

46. Définition de nouveaux symboles. — Définissons

^ ^+-+^+••+"0)
(4^0. I; . . . , !+„ A A / /cl+f . .,,ôs^. . .as', ds\^ A — A ^C" k-y')

_ ^+•••+/'+"+•••+('[<^, A - ' - A ^n A w]
ds^i A . . . A ̂ +r A ds\^ A . . . A ̂ r k^')

( <7, . . ., r, ;/., . .., ^ : entiers ̂  o ).

Ce symbole (^6. i) est donc défini quand les Si ont, près de S^ des équations
globales Si{x) == o et que co(^) est une forme régulière près de S^ telle que

ds,f\...f\dsnf\d( w ^^):=0^ &) s ' = z o '
\^n+i ' • ."//i /

Ce symbole (^6.1) représente une classe de cohomologie de ( S ^ S ' ) . Une
permutation de ôs^, . . ., às7^ ne le change pas. Une permutation paire
(impaire) de ds^, . . ., d s ^ ' ' le multiplie par + i (par — i).

NOTE. — Si q=^ o, nous supprimons às^ : il est évident que

^<7+...-+r+î/+...+f(y

àsî...ôs';,ds^ /\...f\ds^ '̂)
^+...+r4-M+...+f(y

ôsî.. .̂  ̂ îï A • • • A ^/^ |(^n...n^,^-')

Si ^==. . .= r= o, (46. i) est noté

^4-...+(^

^ Î ÏA. - .A^^ ^^)

Si n •==- m, (46. i) est noté
^/4-...+r^

Si /?2 == i
^/GJ

5 -^
est noté

1*5', S')

ôs^.. .às^ \(s,s')

d^w

~d^ (S, s ' ) '
Enfin, si 72== m, ^ =:...== r = o, (46. i) est noté Ci) |(^^);

c'est la classe de cohomologie de ûû [ S ; [ par hypothèse ds^ A • • • A ̂ w /\dw=o;
donc 6/(D == o sur S].

47. Premières propriétés de ces symboles. — Les formules (7.5)...(7.8)
subsistent évidemment quand on y remplace le symbole (7 .2) par le sym-
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bole (46.i) ; (7.9) devient la formule suivante :
[CHAPITRE VJ

^/+.. .-+-/•+«+.. .-^v—m+ji,
(47.i) ^

às^.^às^ds1^, A . . . A ^

== (— i)7»-^

m \('SrtS",S')
()fJ+.. .+r+M-+-.. .+c

^î. . . as1;, ds^ A ... A ^+1)

[^•••^-"^-...A^j

..^A.^...AA,.A4î^te-^=o,„^Ju———.7 ^osur^etd^r^o.
- "/Z+i • • •«5^ j T 1 •L "/z+i . • ' S j n \

THÉORÈME 47. i. - Supposons défini

(S, S" \JS')

(47.2)
^- • •^ ̂ îÏ̂ '̂ ^F'T^JïrT^TT^^

^1;ce ̂ 'ofe ̂  déflni quand on mo^ie P. • • - ̂  ̂ ^^--
/" l(^-y')

(47.3) _____ '̂+...+<)+^...+^,.+...^^

^••^^^"^^^""T^^ .̂ •,. - • • ̂  (̂  .. . ̂  ds^ A ... A ds^- I,,,,-,

usaientles entiers^ : P, . . . . Ç, ̂ , .. . ̂ , ̂  ̂
î pas a la fois

(47.4) 7?=i+. / / - . , „

est défini quels que soient les entiers ̂ o:P Q n T J . r ni ^
est nul s i r on n'a pas à la fois ~ ' ' ' ' ' " ' • ' ' ' ' enfm {vï-î)

u=i+u

EXEMPLE : m == i . — Si -û^"- psi Aa{- • i û^"
^t+'- ^ s ' ) ' alors 'rfçA- est défini

que soit 7?^ o, est nul si /? ̂  i + ,.. ?•s')

PREUVE que (47.3) est défini. - Puisque (47.2), est défini, on a

ds, A . . . A ds,, A rf

donc
f^+f ç l+P ( . l+W

- "+< • • ••'7+1 • • ^m
W\S'==0-

quel

^1 A • • . A ds,, A . . -ds, A ^F M 1 -
h}îï...<;,H~:.^ÎÏ...^?J=0' "l^'=o;

donc (47.3) est défini.

PREUVE qae (47.3) .,< ̂ ^« (47.4) n'est pas vérifié. - L'associativité de
la con^pos^n de Rés réduit cette preuve au casi^,. Supposons donc
m =1 ̂  -^, défini, c'est-à-diret-<•5 /.y .v'\(S, S')

d •-o, co|^==o.
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Dans {X— S^ S1) on a donc
/ ^^^ ds A C>3 ,/ Ci)\
( ^^ -^—r^^^^ -^^-^ ~ \ ^ .

i39

d'où, si 7?^ r + i :

6/.Ç f\ Ci) , ^R^
T+7T- ̂  °^ Qonc -̂ : o.

THÉORÈME M. 2. — On a

^Cf+.. .+7-+M+.. .4-P4-.. .+w j- ̂  -]

^î.. .as', ds^ A • • • A ;̂•+" A • • • A ds',^ (,,,,)-'1 • • •^°/i ^^/l
/^

= 2 (-I)/-"
^//•+.. .+/•+?/+...+(-'+.iy-^-1

^...^^)+('^îïA.••A dsY_^ds^...f\ds^ |(^')
/=:/i+l

5î /e deuxième membre est défini.

EXEMPLE : m = i. — On a [Cf : (8.2)

d'[dw} __ d^'w
~ds^~ ^ s ' ) ~ ~ ds^ [S, S')

PREUVE. — Dans ^(^T, *S'/) on a :

ds, A - • - A dsn/\ wo^(—ï)nd\ /,1+y ç.14-/ ' çî+u cl •\-v çi+w
. " l • • • " n " rt +1 • • • " y • • • " / »

j^ A • • • A dsn A ^Gû

' cï+<7 s.ï+r (.l+u ç±+v ,.14-w
"1 • • •"/l "/î+1 • • •"y • • •"w

donc

-2 "
7== Tî+l

^/+...+r+u+...+w[-^]

^i A . • • A dsn A ^/ A ût)

c14 '^ pl+^ (.1+?^ ç2+P çl+d' î13 1 • • • " n " /< + • • • ° y • • "î /n

àsî... as7, ds^, A . . • A ̂ +w 1 (^)

, ds. A - • • A ^A dsj A ^V ^!. . . r ! ̂ !.. . (14-^ ) ! . . .w ÎRés"' (,1+y cl+r ç\+ii ç2+^ çl+i
^l • • •" /^ "n+l ' ' •"7 • • •"/»,

D'où le théorème, en remarquant que les définitions (7 .2) et (^6.1) et
l'anticommutativité de la composition de Rés ont pour conséquence la
formule suivante : si (a, . . . , (3, À, . . . , p.) est une permutation de ( i , . . . , /n),
alors

^+...+r+u+...+^

[ 4 - t . O ) , j l + u A A J^+vàsï.. .às'^ ̂ r" A • • • A ̂ +v |(,,,.)
=±g!...r!«!... .!Rés'» ^ « A - . - A ^ A ^ .

ç1^ ç^ ç- ç1"1"^Aa ' . . . A ^ A/, . . .A^
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Le signe ± étant le même que dans la relation .

ds^ A • • • A ^? A ^À A • • • A ds^=. ± ds, A • • • A ^m'

W. Gelfand et Silov ( [ û j c h a p . III, §1, n°5, p. 261) et, indépendamment,
^/74-...+rç^

f 111 ont donné une construction de ————— analogue à la constructionL J ôs^^às^ (s, s')
de la dérivée partielle d'une fonction. Elle emploie le

LEMME. — Si la forme 9(^), régulière sur ^T, vérifie les conditions

ds,\x) A - • - A ^,n(œ) A 9 (^ )==o , 9 ] ^==0,

alors il existe des formes ^i .(^), . . . •» ' ^ , n ( ^ ) régulières sur JT et telles que

C?(^)=:^i(^)A^l(^)+- • .+^,«(^)A ^m(^); ^ ^==0.

PREUVE. — Soit yç.X\ prenons en y des coordonnées locales telles que
Xi~==i Si{x) ; soit

9(.r)==Lpo(^, j)+^iA ^i(^^j) +• ..+^zA ^m(^,j),

ip;(^,j) ne contenant ni dx^^ . . . ni dx,n\ ces ^;(J?,j) sont déterminés
sans ambiguïté et, sur S '^ x\^ . . ., x,n restent indépendants; les hypothèses
impliquent donc

^o=.o, ^i S'^o.

Ainsi, en chaque point y de A\ on peut définir un voisinage V ( y ) de y et
des formes ^;(^, y ) régulières sur V ( y ) ^ telles que

Q(x)==.ds,(x) A ^i(x, y ) + . . . -+-^mA ̂  ^J^^o.

Soit VT:(^, j) =ï une partition de l'unité, telle que le support de TT soit

intérieur à F(j); les formes

^•(^) ̂ ^^(«^ J) N^ J)
3'

ont les propriétés énoncées.

CONSTRUCTION DE GELFAND ET SILOV. — Soit w(x) une forme régulière
sur X^ vérifiant les hypothèses

dsy{x) A • • • A dsjn(x) /\ dw=o, co [ S'==.o.

Alors il existe des formes^ régulière sur X^ nulles sur S

ûûi, .... G),,,, .... G^.,,,(^), . . . (u, ^ = = 1 , . . . . in)
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telles que
d^ == dS[ A ^l + • • • -+- ^m A ^m

dwu...v= ds^ A ^u...vY +. . . 4- ds,n A ^ii-.^m

141

On a, pour tous les choix possibles des Wu...v->

^+.,+/.^
(^8.i) û^...p Sç

às^. ..às^ \^s')'

ou q (ou r ) est le nombre des indices u^ . . ., v égaux à i (à m).

PREUVE de Inexistence des GO^ p. — Le lemme prouve l'existence de formes
ûL>i( , r ) , . . . , Wni(^) telles que

d^ == ds^ A w 1 4- . . . + ̂ m A ^m^ ûûi | ̂ / == 0, . . . , (*),̂  | S' == 0.

D'où, en appliquant d^

dsi A ^J +. . . + ds,n A ^/^ == o,

d'où
dSi A • • • A ^m A ̂ l = °-

Le lemme en déduit l'existence de ûjn, . . ., ûûi^ tels que

d^i= ds^ 1\ c*).n+. . .+ dsm A ^i/^? ûû '̂ ^/r= 0?

etc.

PREUVE 6/e (4-8.i). — On a

donc

(^8.2;

^ ̂ ^, [- ̂ lA^A^A^.... 1 .i c ' /» u'Jl \ • ' ' \ ̂ mc*)^ p À == res7" ——————————
• L ^ i . . .^L ^ l . . . ^m J

, ^^Rés^^^"^^^^-""!.
L 5[. . .^/^ J

o)^,^[ ^eRés"

Or dans {X — Si\J .. . U^, ^/) on a

dsj A ^2 A ' • ' A ^^ A ct)^...'- _ _ , , , ds._[\...t\ ds,n/\ dWn.,.^
————— ( l ) ^) ^J ç 7 '

0 1 u î • • • •3 IIIçP Ve} ç^0 1 <3 2 • • • ° m

_ , [ 'ds , / \ . . . /\ dsrrz/\ ûû^..p~] , ds, /\ ds._ A . .. A ^^A ^...^
—————^P~^——ç^————— \ ^ P ç/^+i çy ç/ -

L ^ 1 ^ 2 • • • ' ^ m J "1 ° 2 " ' " 5 / ^

donc
^i A ds.. A • • • A ^m A ^^....^ cls! A • • • A ^m A cx)^...^—————————————— ^P——-p-L—^——cp çy ç7 '01 J 2 • • • " m
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donc, plus généralement :

ds, A • ' • A ^«- A ' ' • A ds'^ A ^n...^ ^ ds, A ' " A ds^, /\... A ̂ m A ^,..^
^...4,..^;;, ^ç sP,...sy\..s^

d'où
^, A • • • A ̂ A ^...r , , ds, / \ . . . / \ ds,n/\ ^————-——-———— r^ q .. . . r . i ,+i

S\. . .S,,i à i • • •°m

où ^(où r) est le nombre des indices u. . .v égaux à i (à m). Par suite (^8.2)
s'écrit

i c î ,„, ,J^,A...A ^zA ^1^«.. .^]Seg!. . . r !Res /" ———^——,rn——
|_ ° i • • • " in J

ce qui équivaut à (^8.1).
Cette construction de Gelfand et Silov a pour conséquences les trois théo-

rèmes suivants :

^9. Cas où Gû(^ ) est de degré nul. — Prouvons le théorème qu'à déjà
énoncé le n° 8 :

THÉORÈME. — Supposons w{x) de degré nul et

^/+...+/-rûji
(^9.i) -u

às'[. . .às1^ \^,s')

W(^)=zf[s,(^), . .., S,n(^)],

dé/ini; alors

/[5i, . . ., s,n] étant une fonction holomorphe au point [o, . . ., o]. Si S et
S ' se coupent, f est évidemment nulle et (^9. i) est donc nul. Sinon (S, S ' ) == S
et (^-9. i) est le produit du nombre

^-...-4-,-y^ ^n]

àsf[...ôs'^ ,^^^,^=o

par la classe de cohomologie unité de S.

PREUVE. — (^9. i) est défini quand

dsi A •• • • A ^m A dw == ° î

d'où, vu le lemme du numéro précédent

dw == ûûi dsi +. . . -î- ^m dsjn 5

w, &)i . . . , w,n sont des fonctions; a) est donc fonction holomorphe de s^
• • • î ^m •

ÛL> ==y[^j, ... 5 ^m]«
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La construction de Gelfand et Silov donne

i43

^-^/[^ ....^
^...c ^ — —————T-T/———T^————

^{...^ ,.,=...=^=0

D'où le théorème.

50. Formule du changement de variables. — PREUVE de (8.6). — La
construction de Gelfand et àlov donne des formes TTi, . . ., T:rn telles que

or
dw = dti A ^i + • • • + dt^ A ^m, ^i | ̂  = o ;

- ^ ôti ,^-^l^"5

on peut donc satisfaire les conditions

du = dsi /\ w 14 - . . . 4- ds,n /\ w,m ^u [S' =. o

en choisissant
^ àt,

^^-às^'

La construction de Gelfand et Silov donne des formes TT;/ telles que

dï:i -==. dt^ /\ 7T;i + . . . + dt,n /\ T:i,n ;

donc
x^ à^ti , , y àti ôt, , .

^-L à^ dsv A 7r. ̂ i ̂  ̂  </•î- A ̂  i

on peut donc satisfaire les conditions

d(^u= ds^ l\^u\ + . . . + ds,,,. /\^umi ^ul 1 ̂ = 0, . . . , G3//,,, ^==0

en choisissant
—V àî ti y àtj àt,

^-2^ às^ 7r;+ 2^ ̂  ̂  ̂ 7-
î iJ

Plus généralement on peut choisir pour c^...p une combinaison linéaire
de ceux des T:;.../ qui n'ont pas plus d'indices que Wu...^, les coefficients de
cette combinaison linéaire étant des polynômes en les dérivées partielles
des fonctions t^Sy, . . .^), . . .tm(s^ . . .s,n) ; ces polynômes sont constants
sur S. D'où, vu (^8.1), une formule du type (8.6). Les constantes Cç';;;:̂
qui y figurent sont indépendantes de ( S , S ' ) de GJ et de son degré. On peut
donc les déterminer en supposant S ' vide, ûû de degré nul et en appliquant le
théorème du n° ̂ 9.
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Cette formule (8.6) et Fassociativité de Rés ont pour conséquence immé-
diate le

THÉORÈME. — Soient

tt ( S y -, . . . , Sn ), . . - , t^ ( Si, . . . , S^ )

n fonctions holomorphes en (o, .. .,o), nulles en ce pointa où

D(t) .
7^0;D(s)

alors
/1Ç+...-+-7Î+ il -h.. .4- ^

^?...^^:ïA...A^r
1(^')

__ ^ ,̂...,/- ^+...+r4-^4-...4-p

— ^ Q ' • • • ' R à t ^ . ô t ^ d s ; ^ / \ . . . / \y'•••'/t^...<^;ïA...A^^
0<y-+-...4-r^

Ç+...+^ l^,^')

les nombres complexes C^^'^R étant indépendants de (S^ S') de &), de son
degré, de u^ .. .,^', m — n; ils ne dépendent que de l'allure des fonctions
ti(Si^ . . ., Su) au point (o, . . ., o) : ce sont les coefficients au point (o, . . ., o)
de la formule classique

^Q+...+jR

às^. . .às^
V r^- ôq+-^7 1 ^•••^^r'"^

0<"y4-...+r^
Ç+...+^

51. Forniule de Leibnitz. — PREUVE de (8.5). — La construction de

Gelfand et Silov donne des formes ^u...v 6t T:u...v telles que

dw ==0^1 A^i+--.+^wA^w5 ^u |^=o, dir =dsi/\n:.i-{-... ~[-ds,n/\^.W / \ ^ / 7 Z

w /\^uindWu=dSi /\^ul-^-"-^ds,n/\^itm-, ^w | ̂ =0, d7T:u= ds^ /\7T:ul +• • •+ ̂ wA^//,

On peut donc choisir

(ûûA71")^ == ^u A77-^00 A^
(ûûA^)/^==c)Û^^A7^+ ûû,,A^+ ûû^A^+ ^/\^up

((^/\7:)u...^ est une somme de dOa. . .8 A71').- • •^. D'où, vu (^8. i)

^+...+7?^^^

^?...^

^a+...+^ ^+,.+^^

= 2 cî.:-,̂ ^î7~^ ^Î...^Jwa...^ ^^a
1 ' * /n
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les c^ " ' R étant des entiers indépendants de ûû, de TT, de leurs degrés; on les
détermine en choisissant G) et TT de degré nul et en appliquant le théorème
du n° 49 : on obtient (8.5) qui, du point de vue formel, est identique à
la formule de Leibnitz classique.

Nous allons en déduire une formule plus générale :

THÉORÈME. — Supposons définis

^+i+...+^^ ^+1-
et

ds\y^ A — A ds^r a- [s, s ' ) e ds}^'^ A . . . A ds^ ̂  |^;

c'est-à-dire supposons

ds, A . . . t\dsn f\d \ ^ ,^ )=o , G3 ] S'= o,
L"»+l • • in -\

ds,f\... f\dsnf\d\ ̂ ^ ^^ =0.
L"/î+l • • ' " m J

Alors on a, quels que soient les entiers ̂  o : Ci, . . ., Çni
pour Ç/== i + a;+ bj (j= n + i, . . ., m) :

^Qrn[^^7:]ô^-
rîcQi rfvQnrf^+Qn+i A /\ds'i+Qm\(7A^ . . .t/A^ ^«î^+i / \ • • • /X^^m [(S,S')

:2± Q.' Cm

CJi i 7-1 ! /-,„ !n ?'t/m • / /n •

^î1. . .ôs^ôs^. . .àsyds^ A • . . A^^ L^)
^+...+r,,^

^. . .^7t^. . .às^ds^''^. . . f\dsy^ \[S}

Cette somme est étendue à l^ ensemble des valeurs de (</i, . . ., q^ ^'i, • • • ̂ n)
telles que q^ + /^ == Ci et des permutations (a,..., j3, À,..., ̂ ) de (n + i,..., m)
telles que

a<. . .<(3, ^<. . .<^.;

^Xî • • • ̂ '^i ^oo • • • ^ ^3 prennent les seules valeurs pour lesquelles le second
membre est défini :

q^= a\,. . ., q^ == a^., /'a== b y , ^ . . ., rp== ^p ;

^ai • • • î ^81 r)^ • • • - r^ prennent les seules valeurs pour lesquelles les sym-
boles précédents ne sont pas nuls {cf. Théorème 47. i) :

q^=ï-\- âa,. . ., ̂ =i +ap,

On a donc

r + &^.

^+r;=Çy pour y = i , .
BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. 10
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Le signe ± est le même que dans les relations :

ds^/\. . . /\ds^/\w/\ds^/\. . . /\ds^=±uds^/\. . . /\ds,n.

PREUVE. — Remarquons d'abord que la formule (8.5) peut s'écrire :

.. . ïds^.../\ds,n/\^M~\( ^ L . i ) nés —————^———~7?———._„, f ds, A • • .A^mA^A^
pi -\-R r.1 4-7<
^i • • . "m

' ̂ i A
| ^ . . .^,^ j

„ V ^n \ ds^ A .. ' A ds,n A c^ 1 p , . r^i A ... A ̂ ^ A ̂ '— ^ nés ———^——^-^—— nés i+o_,/ i+n-r
•̂̂  [̂  A ^ ' . . . c» /^ J [_ ^ 1 . . . .'» ,„

o^y^Ç

o^'/'-^'^

liaisons maintenant les hypothèses qu'énonce le théorème et, pour simplifier
les calculs, choisissons arbitrairement des formes

o cRc.4 ^ . A - > . A ^ A ^ 1^^•••^^ k^71- • .^"^y-1.. . '̂'"J^+^.. .^"^î^.. .^"'"_
ds,/\. . . ^\dSn/\7T^J ^ ,A . . -A^

L^71...^^^^4-
^/^.../^eRés^

ce sont des formes définies et fermées sur

S, n ... n ̂ — î n ... n ̂ n (^/<+i u . . . u ̂ ).

Les formules (5i . i) puis (tô.2) donnent

^1 2^ p ^ r ^ A - - - A ^ A ^ A ^ 1( ô l• 2 ) Kes L s\^...s^ J
== ^ Rés77?-/^[(P^.,^A^,..rJ

^+ri=.Çi

^+'r»=Ç'/.

2 r ^a A ds^
= ±Rés'"-»[^..,,,A-^A...A-^

. Rés'»-"r^A..-A^A^...J.
^À ^a

Cette somme est étendue à l'ensemble des valeurs de (^i , . . ., yra, ^ j , . . . , r,i)
telles que qi— ^== Ç; et à l'ensemble des permutations (a, . . . , ? , } > , . . . , ^)
de (^ 4- i , . . ., m) telles que

a<. . .<j3, A<. . .<^;

le signe ± est le même que dans la relation

ds^ A • • • /\ds^f\dsy. A . . . /\ds^=± ds,,^ /\. . . f\ds,n.
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Vu (7.6) et la définitions de cp et ^ :

^ A ̂  A . . . A ̂  Hés- ̂ /\^^/\^y^^^^ ^

^A A ^ A i b ^Rp^r^' A . • • A^z A^A A • • . A^ ATT"] ,
^ / \ • • • / \ ç. AT/ ' I . - . / ' / I -^ llc5 cl4-/ i cl+/'m•̂  ^ L ^i • • ••ç^ J

En portant ces expressions dans (51.2) il vient

r ^ . A » » - A ^ A ^ A ^ 1
.Ç1-̂  ^+^L "i • • •"/» J

—V - R ' m[d^ A • < • A^ A^A^a A • • ' A^1-^"-Kes L — — — ^ ^ . . . ^ y n l J
, ^ p^., A • . . f\dsn ^ds^ A • . • A^ A^ i

' nes ç l+/ l ^+/^ ?

L "i • • •"//<. J

1< a le sens que précise l'énoncé. La formule (47.6) transforme la formule
précédente en celle qu'énonce le théorème.

CHAPITRE 7. — La formule de Cauchy-Fantappiè.

Ce chapitre 7 prouve les résultats qu'énonce le n° 9.

52. Notation. — Nous employons les formes, dont le n° 9 a défini
les deux premières :

GJ(^) ==6/^i A • • • A^

^(0 =^ (— i)^^o A • • • A^-i A^-+i A • • • A^
Â-=0

/

^(0 =^ (-1)'-1^ A • • . A^-i A^+i A • • • A^;
À- = i

^•(^, x) ûL) / (^ ) / \ c»3(^ ) est une forme sur l'image dans S*x-^ du domaine
d'holomorphie de g^ quand g est homogène en ^ de degré — /; cette forme
est fermée sur P et sur Ç, car elle est holomorphe de degré maximum ;
elle s'annule sur toute sous-variété analytique complexe de P ou Ç.

Evidemment :

(52.1) ûV(S)=:^A---A^;

(52.2) co^) = ̂ ^/(E) - ̂ .7) A^O) ;

(52.3) ^(.:)A^(^)=^^(OA^(^)-^(S^)A^(^)A^(^)-
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Ces deux dernières formules et la définition de la forme-résidu (n°2)
prouvent ceci : si^-(E, x) est homogène en ^, de degré — / e t holomorphe,
alors :
(i,̂  eK.^^w ^_^^^,^^^,

^ ^•'È^ ̂ -^>^)A^).

53. I/homologie de P c\ Q. — Ce n°53 prouve ceci :

THÉORÈME. — L'espace vectoriel Hc(P n Ç) a pour base l classes d'homo-
logie de dimensions respectives o, 2, 4, • • - , 2 / — 2 . Le point (Ç*, j)
<^e S*x^T décrit un cycle de Vune de ces classes quand Ç* décrit une sous-
variété analytique complexe^ plane de y*.

Nous emploierons celle de ces classes dont la dimension est 2 / — 2.

NOTATION. — Soit a le cycle que (^*, y ) décrit quand ^ décrit j*, muni
de son orientation naturelle multipliée par ^/-1); nous verrons que

(53.i) ^^(^Ac^d^o sur a.

Soit h(Pr\ Ç) la classe d^homologie compacte contenant ce cycle a. D'aprés
le théorème précédent, h(P r\ Ç) est une base du sous-groupe de H^(P c\ Ç)
de dimension il— 2; cette dimension est la dimension complexe de P (\ Ç.

PREUVE du théorème. — P Ç\ Ç a pour équations

PnÇ:Ç.^==o, S.j==o.

Cela signifie que Pr\Q est le lieu des points (I;*, x) de jE*x^T images des
points (i;, x) de S xX satisfaisant ces équations. L'application

(^)->ET

applique donc P r\ Q sur la sous-variété plane j* de S* ayant pour équation

7^-J=o. C/CS*);

l'image inverse de chaque point ^* de S* est homéomorphe à l'intersection
du domaine convexe X par la sous-variété plane i;*; cette sous-variété
contient le point y de X : cette image inverse est donc une boule, ayant une
orientation naturelle. Donc PC\Q est un espace fibre : sa base est l'espace
projectif complexe j*, de dimension complexe / — i ; sa fibre est une boule,
ayant une orientation naturelle, qui varie continûment. D'où (voir par
exemple [9], où le degré sera remplacé par la codimension) un isomorphisme
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naturel de Hc{P C\ Ç) sur 7/^(j*). Or on sait (voir par exemple I. FARY [4]
ch. 2, § 5, n°3) que Hc{y^) a pour base / classes d'homologie de dimensions
respectives o, 2, . . ., il— 2 ; donc II^P n Ç) aussi a une telle base :

AO, h^. . ., À2/-2.

Il est aisé de la construire explicitement : soit a^p le cycle compact
que (^*, y ) décrit quand ^ décrit une sous-variété analytique complexe
plane de y^, ayant la dimension complexe p ( p == o,. . ., / — i) et son orien-
tation naturelle. Soit ^zp+21-2 le cycle non compact que (^*, x) décrit
quand ^* décrit une telle sous-variété, tandis que x est seulement assujetti
à : ^ .^==0. Il est évident que, si ces sous-variétés sont en position générale,
l'intersection de a^, et v^i-îp—^ est

y ^ p . y4./_2^-4 ~ (Xo dans S* x X.

Donc, vu le théorème de dualité (S. LEFSCHETZ [7], chap. V, § ̂ , (32. i), (32.3)
et (33.2) ( 6 ) ; chap. II, §6, n°29)

a2^€±/^.

PREUVE de (53. i). — L'orientation de 0^-2 est telle que

c'est-à-dire

^^(|)A^(I)A...A^(DA^(|)>O,

^-^^(OA^COx).

D'où (53. i), puisque, par définition,

a^^-1)^/-.^

5^. L/homologie de Ç — P r\ Ç. — Ce n° 54 prouve ceci :

THÉORÈME. — L ''espace vectoriel Hc(Q — P r\ Ç) a pour base deux classes
d^homologie^ de dimensions respectives o et il— i. Le point (Ç*, x) décrit
un cycle de cette dernière classe quand x décrit la frontière K d^un
domaine bornée contenant y et contenu dans X (ou décrit un cycle homo-
logue à K dans X — y ) ; ̂  varie continûment^ en fonction de x^ de sorte
que

^==0, S.J^0-

NOTE. — Si K est convexe régulier^ on peut choisir ^* comme suit :

^* touche K en x.
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NOTATION. — Soit |3 le cycle que (£*, x) décrit quand

(3 : [ l ^ — j H ^ s , 'ik^xk—yk (k=:ï,.... l), '^X=Q\

£ est une constante positive suffisamment petite; |( x — y [| est la distance :

[ [ x — j ] p = = V | Xk— yk\1' L'orientation de (3 est telle que

(,̂ ) A "^^>o - P.

Soit A ( Ç — P r \ Ç ) la classe d^homologie compacte contenant ce cycle 0.
D'après le théorème précédent, h(Ç — PnÇ) est une base du sous-groupe
de Hc{Q—Pr\Q) de dimension i l — i ; cette dimension est la dimension
complexe de Q.

PREUVE du théorème. — Q — P c\ Q a pour équations

Q-PC\Q: ^=o, ^.J^o.
L'application

{y,x)^x
applique donc Ç—Pr\Q sur X — y \ l'image inverse de chaque point x
de X—y est un espace vectoriel complexe. Donc Q—Pr\Ç est un espace
fibre : sa base est X—y\ sa fibre est un espace vectoriel, ayant une
orientation naturelle, qui varie continûment. Vu [ 9j, il existe donc un iso-
morphisme naturel de I I c ( Q — P C \ Q ) sur H c ( X — y ) ; or X — y a même
homologie que la sphère de dimension réelle 2 / — i ; donc Hc(Q—PC\Ç)
a pour base deux classes d'homologie, de dimensions respectives o, 2 / — i :

/4, /Î.2/-1.

Il est aisé de construire explicitement /^/-i •' considérons le cycle compact (3,
défini ci-dessus, et le cycle non compact y que (Ç*, x) décrit quand x décrit
une demi-droite d'origine j, tandis que '^ est seulement assujetti aux
conditions

'^.x == o, ^.y == o.

11 est évident que l'intersection de j3 et Y est un point. Donc, vu le théorème
de dualité, que vient de citer le n° 53,

pe/^-i.

Il est évident que |3 est homologue au cycle que (^*, x) décrit quand :

x décrit K\
î^ est défini comme suit en fonction de x : ̂ ==^k—'yki Ï.x~=zo.
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Plus généralement, (3 est donc homologue au cycle que (Ç*, x) décrit quand :

x décrit un cycle homologue à K dans J T — y \
y varie continûment en fonction de x^ de sorte que '^.x == o, E.j' ^7Z o.

JUSTIFICATION c/e (5^. i). — On a sur [3

/

y^^—J/O^^ donc Ï'}'=—^'
k=i

Pour x ~^. y et dy =z o, la forme

^ll^-jll2 A^(^-j) A^(^)=^ l l^-J l l2^(^) A^ (^ )

est réelle, non nulle, car idxi,f\dœk est réel, non nul. Donc, sur la
sphère [ [ x—j||==:£,

i1 û^) /\~x—j)/\ c»)(^) est réel non nul.
Donc, sur [3

^0)A^)
^(^.j/

est défini, réel, non nul. On peut donc orienter (3 par la convention (5^. i) .

55. La relation entre h(P^Ç) et h(Ç—Pr\Ç)

THÉORÈME. — Soit ô le cobord

ô : Hc{Pc\Q)->Hc{Q-Pc\Q),
on a
(55.i) Sh(Pr\Ç)=-h(Ç-Pr\Ç).

EXEMPLE : / = = i . — Le couple (Ç, P F [ Ç ) est homéomorphe à (JT, j);
h(Pr\Ç) est la classe unité de j; A ( Ç — Pn Ç) est la classe d'homologie
d'une circonférence faisant un tour autour de y, dans le sens négatif.

PREUVE. — Soit Y le lieu des points (^, x) de Q tels que

\\x-y\\<^ Ï__Zl=...^^-Z.S ç.^o.
E-i £/

Envisageons l'application
Y-> a

qui applique le point (^*, ^) de Y sur le point (ïî*, y ) de a, défini par les
relations

•^l==El, . . . , ^l=î,l, YÎ .J=0.
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Déterminons les points ( ,̂ ̂  de y qu'elle applique sur un point donné (-//, y)
de a ; y; est 1 image d'un vecteur n, que nous choisissons tel que

(55-2) h^+.-.+h/r^i;
ces points (£*, a-) sont définis par les relations, où t est un paramètre numé-
rique complexe :

(85.3) \ ^i=^i, ..., Ïi=-fih 'S,.3a=:o,
(^-Ji——^,, ..., .xi—y^—trn, | < [ < £ ;

^=^--^=^(,7i-.3"i)+...+^(j/-^)=:<.

.y)

d'où

L ensemble de ces points de y se projetant sur le point (^, y) de a est donc
un disque, de dimension réelle 2, porté par une droite complexe de 0; celte
droite a pour paramètre <=Ç.j; ce disque est donc en position générale
par rapport PnÇ et coupe P^Ç au point (n*, y), dont le paramètre
estJ_Ç.j__ o. Ainsi y est un espace fibre, dont la fibre est ce disque, dont
la base est a. Cette fibre a une orientation naturelle; cette base est orientée-
d ou une orientation de y. Muni de cette orientation, y est une chaîne de 0-
évidemment '

(55.4) y .PnÇ=a, <)y=±(3.

Précisons ce signe. Par définition

(55-5) ^^>° -P.

Faisons la substitution (85.3). après avoir choisi des coordonnées locales
de Y,*, en liant Re(n,), . . ., Re(^), Im(r«), .... Im(^) par (55.2) et une
autre relation holomorphe réelle (par exemple : -n, réel, près d'un point
où yii^zfo); on a

"'(n) A C O ( Y ) ) : = O
et par suite (55.5) devient

(05-6) J-t A" ' ( ï l )A" ' ( ï î )<o surjS.

Mais, quand (r^ y ) décrit a

J^W'(t]~) f\ W'(n)>0

donc

(53•7) ^ A" ' (^ )A" ' ( ï Ï )>o sur^y.
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Vu (55.6) et (55.7), (55.4) doit s'écrire :

y.PnÇ^a, ^Y=—(3,

ce qui proave le théorème, vu la définition de ô (n° 3).

56. La première formule de Cauchy-Fantappiè.

THÉORÈME. — Soit f(x) une fonction holomorphe sur X\ on a

(56.1) y^)=(———ir /^^)AC^).
{ 2 7 Î I ) J j^Q_p^ V^-J )

EXEMPLE : /==!. — On a ^(^)=^, ( ^ ' y ) l = Ï i ( y — x) sar Ç; la formule
précédente se réduit donc à la formule de Cauchy

y(^__^/(^.
J vl/ / 27^jT X — y

NOTE. — L. Fantappiè a, plus généralement, exprimé/(j) comme somme
de puissances /?-ièmes de fonctions linéaires de y (p : entier négatif) ; d'où
l'un des résultats essentiels de sa théorie des « fonctionnelles linéaires
analytiques » : une telle fonctionnelle ^[f] est connue quand on connaît les
valeurs qu'elle prend lorsque /est la puissance 7?-ième d'une fonction linéaire.
Quand p=—l ce théorème de L. Fantappiè s'explicite de façon parti-
culièrement simple : c'est la formule (56. i), que j'ai énoncée dans la
Note [10], prouvée dans [11] et dont Hans Lewy m'a communiqué une
preuve élégante et proche de celle de la formule de Cauchy.

PREUVE d'après Hans Lewy. — II suffit de prouver cette formule (56. i)
dans chacun des deux cas particuliers suivants :

/ (^)=i sur^; /(j)=o.

Rappelons que sur [3 ;

||^-j][=£, 'ik^a-k-yk, ^y=--€\ ^(£) A^)>o.

Cas où /(^) == i sur X. — On a

/ - ^ (QA^(^ )
J, a-j/

2 / f ^ ( ^ — j ) A ^ ( ^ )
J\\x-y\\-=2

z-21 Ç d w ' ( x — y ) A ûû(^)
J\\ 'p_v|l<'£

==± ^-îl

^\\x-y\\=3

=± E-21 C C
t/\\x-y\\<^

=i± /s-27 ^ ^(^) A ^W
^ll^-.rlKe

/* ( 2 TT i V
=-± le-21 ^ dx, A dx, A • • . A dxi /\ d^/=± ' _ / ,

^IJ^-ylKs v /
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car le volume de la boule unitaire de dimension 2/ est 7Z7//!. D'où, vu
l'orientation de (3,

r ^ (QA^ (^ ) ^ (^V
Js (S-J)' (^-i) ' '

Ca.ç o^ /(j) ==o. — On a, près de y, |/(«^) | -< C\\ x —y ||, ^7 étant une
constante. D'où

ffsx-»'Q^»W <Ce1-2'
/p l-;-J / (. u' {x — y) A M (a;)

(aTl/
-(/-!)!

Ce.

Donc, puisque s est arbitrairement petit et que f(sc) (ï,-y)~1 w ' ( ' ^ ) /\ (>.>(a;)
est une forme holomorphe sur 0, de degré maximum, donc fermée '.

f -(^CO'^A^^O.

^(Ç—p^Ç) vc3 '-7 /

C. Q. F. D.

57. La seconde formule de Cauchy-Fantappiè. — De (52.5) et du
théorème du n° 55 résulte que la formule de Cauchy-Fantappiè (56. i) peut
s'écrire :

. . . ^ - i ) 1 Ç (£-J)-7(^)^(OA^(^)J ' y ' ^Y J^no, d^x)' 5 h ( l ' O Q )

La formule du, résidu, (n0 5), les formules (7. a) et ( '7.4) transforment la
formule précédente en la suivante :

i r ^[/(^^(^A^-^I
J { • y ' - (^(/-•J,-,-, d^.x-) A [d^.y)]'(57.i) {•^iy-^j,^^ r f (s.^)A[rf(s•J)] /

c'est la seconde formule de Cauchy-Fantappiè qu'énonce le théorème 2.

58. La troisième formule de Cauchy-Fantappiè. — Les formules (52.5)
et (57. i ) ou, si l'on préfère, l'application directe de la formule du résidu à
la première formule de Cauchy-Fantappiè (56. i) donnent

^8 ^ f(v\- ————C d^[f{x)^'^f\^(x)\Q}
( ) •'^'""(^y^J^^ [d^.y)}1 a-n<?)'

Sous les hypothèses du corollaire 2,

^-'[/(^)eo'q)A»(^)m
W-y)}1 [PDQ.S)

est défini et, vu (7 .^) , (58.i) donne

/(J)==-
i r ^-'[/(^^g) /\^(x)\Q}

(27!iy-l.^r^w m'y)}1
(PnQ,S)
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Par hypothèse
ph(Pr\Q)=àh{P, Ç u S ) ,

la formule précédente s'écrit donc

03.3) fW=-^f ^-V^'^ PI.(.27r^ ^/t(p,Qus) v a v - • y ) \
Or, vu (7.9) , puis (52.2)

(58.4) ^^[/(^^JA^)]
=-[^^^[^/(^)^/(0 A c.^)

- / (^ )J(£ . j )A^(OAoù(^)1
__ ^[/(^)c^a)A^)]|

[d^y)}^1 ^,QUS)

De (58.3) et (58.4) résulte que

( 5 8 5 ) f(r}- ï f ^[/(^q)A^)].^oo. o j f [ y ) — ï ————r^/ï vMi^———^(.27T^ Jh[p,Q\js} [a^•y)\
c'est la troisième formule de Cauchy-Fantappiè, qu'énonce le corollaire 2.

59. Contre-exemple au théorème 1 (n° 5). — Une note du n° 5 affirme
que ce théorème 1 devient faux quand, cp étant supposé holomorphe
sur X — S, on remplace l'anneau î2 des formes régulières par celui des
formes holomorphes.

PREUVE. — Supposons exact l'énoncé, ainsi modifié, du théorème 1; alors
la classe de cohomologie

^[/(^^(g) A c^) _ ^f/^) c^(E) A ̂ ) i Ç]
^(E.^)AL^. jy l^nç) L^s-jy

doit contenir des formes holomorphes sur P c\ Q\ leur restriction au cycle a
est nulle, car a est une variété analytique complexe, dont la dimension
complexe / — ï est inférieure à leur degré 2 / — 2; puisque ocçh(Pf\ Ç), les
seconds membres de (57. ï ) et(58.i) sont donc nuls '-f(y) :::=o, ce qui est absurde.

CHAPITRE 8. — Dérivation d'une intégrale, fonction d'un paramètre.

Ce chapitre 8 prouve les résultats qu'énonce le n° 10; il les déduira des
résultats plus généraux que voici :

60. Introduction. — Nous utilisons les notations du n° 1, en supposant
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que m=\ et que S(t)=zSi dépende d'un paramètre tç T : T est une variété
analytique complexe; l'équation locale de S ( t ) est

s { x , y , t)=zo,

s étant holomorphe en (^, t) quand x est voisin de y ' . Nous supposons :

Si/s indépendant de y.

Soient À(JT, S\J S ' ) eth(S^ S ' ) des classes d'homologie à supports compacts,
variant continûment avec t ' , notons à le bord

à : H^X, SuS^-^ffcÇS, S ' ) .

Soit 9(^) une forme fermée sur ^T, nulle sur S ' , telle que :

ds— /\ cp(^) est indépendant de ^, pour dt^=-Q\
d°(^)=dïmh(A^ Su S').

Le n° 62 prouvera ^a formule de dérivation où jP désigne un polynôme tel
que P(o) •==. o :

(60.1) P ( ± } f ^)=f Rés[p(^)log.^V7)9(^^•
^^Jh^S^S'} ^àh{X,SUS') L V^/ ^WJ^ J

Soit ^(^, ^) une forme fermée de ^T— S ( t ) ^ nulle sur *S7, telle que

d°(^)=dïm h(S, S^ 4-i ;

le n° 62 prouvera la formule de dérivation^ où P désigne un polynôme
arbitraire :

(60.2) P ( ^ - ) f Rés^^f Rés[p(^)^o1.
\ot.^h(S,S') -AW^) L V L / / J

Ces deux formules de dérivation résulteront des deux formules suivantes :

61. Formules préliminaires. — Soient oç T,

^çàh(^, S ( o ) \ j S ' ) ou ^ ç h ( S ( o ) , S 1 ) ' ,

le n° 20 a défini f î u Y ; prouvons que, sous les hypothèses précédentes et si t
est voisin de o, alors

(61.i) f ^)-f ^)=^.f log5——^-^);
^A(Ï,^«)UJ') ^/l (-?„$• (o)LW') TC •̂r •'•^'J''1-'

(61.a) { Rés^,<)=—. f ^(a-, t).
-'AW),^) 27^^J^Ï
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PREUVE de (61.2). — Par définition,

^ï=^ï

l'intersection de ^y par S ( t ) est un cycle de ( S ( t ) , ^ /); soit h , ( S ( t ) , S ' )
sa classe d'homologie; on a, vu la définition de ô

à^ç^hi(S(t), S').

La classe h ^ ( S ( t ) ^ S ' ) varie continûment avec t\ c'est-à-dire contient un
cycle qui varie continûment avec <?, quand t reste près d'un point de T\
d'autre part

h , ( S ( o ) ^ S f ) = h ( S ( o ) ^ S f ) .
Or cela entraîne

h,(S(t), Sf)=h(S(t), ̂ /);
donc
(61.3) ^ye^(^),^);

la formule (61.2) résulte donc de la formule du résidu.

PREUVE de (61.i). — Soit a an cycle de la classe A(^T, S ( o ) > j S ' ) ; soit y
la partie de son bord située dans S ( o ) ' ^ soient jey et ^(j, t) le point
où S ( t ) coupe ^(j); par x passe un arc À (n° 19); son origine est j;
soit À(j, t) la partie de cet arc joignant y à ^(j, t ) ; quand y décrit y,
t étant fixe, alors ?i(j, t) décrit une chaîne |3(^), que nous orientons de
façon que — y soit la partie de son bord située dans S ( o ) ; évidemment

a+(3(^)€À(^ 6^)u^);
donc

(61.4) r ?(^)- f ^w=f P(^).
^^(^^(^U.S'') ^(.Y^^U^') ^P^ )

Fig. 2. — La fibre p-'Ky) de p.* y (y€"f).
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Notons supp[3 le support de la chaîne j3; sur ^L*y, muni de la coupure

suppjS, log ——î—î—-î qui est indépendant de j', est une fonction uniformes{x'l y i ^ )
S ( OC 'Y 0^\

de x\ log ——^-——^{x) es^ fermé; or la chaîne |^*y, munie de la coupure
s ( oc, y , ^ )

suppp, a pour bords c^y et les deux côtés de cette coupure, munis d'orien-
, s ( x . y, o) , Ttations opposées; a travers cette coupure, log———-——.- a la disconti-S\X1 y -s i )

s ( oc ^r o\nuité 27T/ ; l'application de la formule de Stokes à JJL*Y et log-^—!——- ̂ { x )s\œ1 yi t)
donne donc

f log%l-^^a•)==27î^/ ^)-^ ô ^ v \ ? ^ ? 7 ^(y)

D'où, vu (61.4), la formule (61.i).

62. Preuve des formules (60. i) et (60.2). — PREUVE de (60.2). —
Puisque ç^y est indépendant de ^, (61.2) donne

^(â) f ^^^^f ^â)^05
x a i / ^ h [ S ( { ] , S ' } ' J^ v /

d'où, vu (61.3) et la formule du résidu, la formule annoncée (60.2).

PREUVE de (60. i). — Puisque ^p.y est indépendant de ^, (61. i) donne de
même, si P(o) == o :

^U^u,,̂ '̂ ,/̂ )'05^^^
d'où, vu (61.3) et la formule du résidu, la formule annoncée (60. i).

63. Preuve des formules de dérivation (10.5) et (10.6). — Employons
maintenant les hypothèses qu'énonce le n° 10.

PREUVE de (10. i). — Puisque — est indépendant de j, .. — l'est aussi,s ' (Jt s '
, Si W St . ,donc — — et — ? si a ^z± o.

s s^ s - /

PREUVE de (10.2). — Puisque — est fermé.

d s ( œ . y, t ) . , , i 7 / \.(̂ ) ' ̂ ^y)=-^,}')

est indépendant de ^, si q y^- o.
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Si ^==0, (10. i) et (10.2) ont lieu par hypothèse. Nous pouvons main-
tenant employer les formules de dérivation (60. i) et (60.2).

PREUVE de (10.5). — Nous supposons q ^— p < o; on a

(C3.,) pWf I^__£t!,(.^)=o pour ^o,
\ui / ^h[X,S\JS') ^ t^ •

vu la formule (60.i) , car, pour ^=o ,

^f^)10^^ T /J^^ oV^^.y)\0t J S^X^ J, t )

est régulier sur S ( o ) . De (63. i) résulte que (10.5) vaut, pour ^ = o, donc
quel que soit t.

PREUVE de (10.6) pour q==.o. — Par hypothèse, oo(^, j) == w{x) est
dsindépendante de y et fermée, — /\ w est indépendante de t ' , (60. i) est donc

applicable et donne

p i 0 } f c^)=r ^-^îRésr^—^c.^)];
\ot ^h{X,S\JS'} ^àh{X,S\JS'} L •ç' J

en employant la notation différentielle de Rés, on obtient (10.6).

PREUVE de (10.6) pour —p<.q<,o. — II suffit de prouver (10.6)
quand P --= P^P^ P\ et P^ étant homogènes de degrés — q et p + q\ vu la
validité de (10.5) et celle de (10.6) pour ^7=0, on a [car d'après (10.2)
ds— f\ Pi(— s / ' ) w est indépendant de t] :

P i ^ } [ [^^^P^à-} Ç P^-s^v^U^u^-^1 ^U^u.')
_ r dp^-^pç—si)^]

/ ds^'f
^àh{X,S\JS'}

c'est-à-dire (10.6).

PREUVE de (10.6) pour o < q. — II suffit d'employer (60.2) et la notation
différentielle de Rés.

CHAPITRE 9. — Ramification d'une intégrale, fonction d'un paramètre.

Ce chapitre justifie le n° 11. Il suppose donné un point o de K\ on
suppose t voisin de o ; on choisit y == z ( o ) .
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64-. Propriétés de K. — Le point singulier z ( t ) de S ( t ) , s'il existe, est
voisin de y\ il est donc défini par le système

s,, ( z , y , t) = o, s ( z , y , t) == o.

Or, vu l'hypothèse (ll.i), le système

(64-.i) s^x.y, t)=o

a une solution unique, voisine de y :

^(^ j ) ;

elle est holomorphe en t-, définissons

(64-.2) k { t , y ) = - s { x { t , y ) , y , t ) ' ,

l'ensemble K des points t de T tels que S ( t ) ait un point singulier a donc,
près de t= o, l'équation locale

K : k(t^)=o.

De (64-.i) et (64-.2) résulte (11.2).
Donc, vu (11. i), kf^- o : K est une sous-variété analytique.
Voilà prouvées les propriétés de K qu'énonce le n° 11.

65. Les classes évanouissantes furent définies par E. Picard et S. Lefschetz
([6], chap. V, n° 3, p. 89 et n° 7, p. 98) ; nous employons la définition, les
nouvelles propriétés, les preuves explicites dues à I. Fàry (qui nomme
classes de Lefschetz les classes de cohomologie isomorphes aux classes
évanouissantes : [4-]; chap. 1, §2, théor. 3, p. 3i-32; chap. 1, § 3 , n° 3,
définition 4-, p. 36-87; chap. 2, § 6, n° 3, théor. 1, p. 5i).

Rappelons cette définition et ces propriétés :

DÉFINITION. — L'hypothèse ( l l . i ) permet de choisir dans T et dans X
des coordonnées locales telles que y ==. o et que

(65. i) s ( x , o, f) =.^+.. .+^/2 — ^ i+ . . .

les termes non écrits étant négligeables relativement à [ [ t [ [ ou [ ] x [|2. Près
de o, S ( t ) est donc voisin de la quadrique complexe

Ç(t) '. .^-...-^J2^!.

Envisageons le cycle de (^T, Ç ( t ) ) que constitue la boule

a(^) : x-, . . . ^ réels; ï! 4-...+^^i.
\Ai v^i tl ti
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arbitrairement orientée. Soit (3 (^ ) un cycle de (JT, S ( t ) ) voisin de a ( ^ ) ;
soit W un voisinage ouvert de o dans ^T; nous notons e{W^ S) la classe
d'homologie de ^ ( t ) dans ( TF, ^ ( ^ ) ) ;

e(Sr\W)=àe(W, S).

e{W^ S ) et e(Sr\ W) sont ^ classes évanouissantes'^ les données de *S^)
et W les définissent, au produit près par ± i ; nous les choisissons dépen-
dant continûment de t. L'immersion de W dans X les applique sur les
classes e(^T, Su S ' ) et e ( S ^ *S7), également dites évanouissantes.

THÉORÈME de ramification des classes A(^T, S \ j S ' ) et h(S^ S ' ) (E. PICARD
^ S. LEFSCHETZ). — Quand t fait un tour, dans le sens positif, autour de K^
alors :

h ( /JT, S U ^/ ) est invariante si d imÀ^/ ;
h(S^ S ' ) est invariante si d i n i A ^ / — i ;

(c'est-à-dire : la valeur finale de h est sa valeur initiale)

(60.2) e devient (—i )^ ;
A(^T, S u S ' ) augmente de n e ( A ^ S u S ' ) si d i m À = = / ;

h(S^ S ' ) augmente de ne(S^ S ' ) si d i m A = = / — i ;

n est un entier, que donne la formule de S. Lefschetz

/(/+!)

(11.3) ^=(-1) 2 KI[e{Sr\W), h(S, S ' ) ] .

(Nous croyons devoir rectifier le signe de n : les démonstrations de
S. Lefschetz ne sont pas explicites; le signe qu'il donne est en désaccord
avec la valeur de KI[e^ e] établie par E. CARTAN [2] ; I. Fàry néglige de
préciser ce signe).

Il est aisé de préciser les propriétés des classes invariantes :

LEMME 65. — Soit h(A^ Su S ' ) invariant et de dimension ^ 2 / — 2, ou
bien h ( S ^ S^ invariant et de dimension ^- 2 / — 3. Il existe alors :

un voisinage, ouvert et indépendant de ^, W de o dans X\
une classe d'homologie compacte, h (A'— W^ Su S ' ) ou h ( S — S r\ W^ *S7),
qui est définie même pour t = o, qui varie continûment avec t et que
l'immersion de X— TFdans X applique sur A(JT, SuS^ ou h(S^ S ' ) .

PREUVE. — I. Fàry construit un voisinage ouvert W (il le note B ) de y
ayant les propriétés suivantes :

W est une boule ouverte ;
il existe une homéomorphie qui varie continûment avec t et est l'identité

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. 11
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pour t == o :

6 ( ^ ) de {X-W, S { o ) - S ( o ) r ^ W ) sur {X-W, S{t) - S ( t ) n W) ;

Hc{Sn W) a pour base ^(6'n M^) et la classe d'homologie d'un point.

Notons H(Sr\ W) l'homologie à supports quelconques de S C\ W. D'après
le théorème de dualité (voir : S. LEFSCHETZ, ch. V, § 4-, (32. i), (32.3),
(33.2) {b)) ff(Sr\ W) a donc pour base :

une classe de dimension 2l— 2 ;
une classe de dimension / — i , telle que l'indice de Kronecker de cette

classe et de e soit i.

Si dimh(S^ S^) = l — i, l'invariance de h et la formule de S. Lefschetz (11.3)
impliquent

KI[e,h}=o.

Donc l'image dans H{SC\ W) d'une classe invariante h{S^ S ' ) de dimen-
sion «< 2 / — 2 est nulle. Puisque W est une boule de dimension 2/, l'image
dans II {W^ S ) d'une classe invariante A(^T, S \ j S ' ) de dimension < 2 / — i
est donc nulle.

La classe invariante donnée contient donc un cycle y ( ^ ) étranger à W \
O-1 ( t ) le transforme en un cycle y ( o ) étranger à W la classe d'homologie
h(^X— W, SÇo^S1) ou h ( S ( o ) — S(o)r\ W, S ' ) de y ( o ) a les propriétés
énoncées.

66. Preuve du théorème ^ quand d° (ûû) -^,1. — II suffit d'appliquer le

LEMME 66. — Supposons h invariant et â ? ° ( û i ) ) ^ 2 / — 2 ; alors J { t ) est
holomorphe au point o de K.

PREUVE. — Le lemme précédent permet de remplacer JT par ^ ¥ — W : on
est ramené au cas où S ( t ) n'a pas de singularité; J { t ) est alors holomorphe
(n° 10, théorème 3).

67. Allure de j p ( t ) sur K. — Jus tification de la définition ( 1 1 . 5 ) de j p .
„ . P ( Si ) Ci) . - , , , -,— Puisque —-—- et — sont indépendants de j7,

(67. i) _-—- est indépendant de y.
Jr { s i )

D'après (10.2), d(\o^s) /\ w est indépendant de t (pour dt=o)\ donc,
si p >> o :

d\P(^\\o^ A ^==o, c'est-à-dire d\ p(^~} /\w=o;
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, - / Cx) \ -
or, par hypothèse, al — ) == o; donc

sP~^ ûû
(67.2) est/<°rme sur JT—^.

- l ( s t )
Enfin, vu (10.2),

(67.3) — /\ ——- est indépendant de t.
^ A ( SL )

Les intégrales (11.5), qui définissent jp{t)^ ont donc un sens.

LEMME 67. i. — j p ( t ) k ( t , y)1^- est uniforme près de K.

PREUVE. — La formule (65.2) d'E. Picard-S. Lefschetz.

LEMME 67.2. — j p{ t ) k ( t , yyi-P-1^- est borné près de K si q^p.

PREUVE. — Par définition

^ r [-^/ c>3(^,r )
^^"J^^P-q^P^-^YJ ^ ^ A P - q ) ^ P ( - S t ) '

Or : mes^XCtel/c^.j)^2 ; sur (3 (^ ) , \s <Cte\k(t, y )
car : mesa(^ ) == Cte [ ti [ / / 2 ; sur a ( ^ ) , x\ +. . . + x] — /i [ < | ti | ;

A - ( ^ ) = ^ j+ . . . en o.
Donc

jp(t)<Cte k{t,y)\P-^/\

LEMME 67.3. — Si / estpair^ J ' p ( t ) est holomorphe en chaque point de K.

PREUVE. — e est invariant; on applique le lemme 66.

LEMME 67.4. — j p { t ) k { t ^ yyf-P-1^- est holomorphe en chaque point de K.

PREUVE. — Supposons q^p\ d'après les lemmes 67. i et 2, la fonction
f p ( t ) k ( t ^ y^i—P—1^ est uniforme, holomorphe hors de K et bornée sur K\
d'après un théorème de Riemann, elle est donc holomorphe surÀ. Le lemme
est donc vrai si q ^ _ p - Vu (11.6), il est donc vrai quel que soit p .

Les propriétés de jp qu'énonce le théorème h> sont prouvées ; prouvons
celles qu'énonce le corollaire h'.

PREUVE de (11.7) pour q=zo. — Supposons d'abord choisies des coor-
données locales telles que (65. i) ait l ieu; on a le développement limité

/ \ (<)=p(o, o) j ^,A...A ^+...=±p(o, o)-———^-
^.//2 ̂ /2

r ( i+ / /2 )t^a (/) 1 {ï ~v~ v /^(y)
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cela peut s'écrire

(67.4) J\(t)=±WÎ/^t^-——Pio-ol__.
r(i+//2) v/Hess,[s(o, o)] "

or tout changement de coordonnées et d'équation locale laisse invariant
le second membre de (67.4), la formule (67.4) vaut donc en coordonnées
arbitraires et quel que soit s, ce qui prouve (11.7).

PREUVE de (11.7) pour q < o. - La définition (11.5) de j\ et la formule
de dérivation (10.5) donnent, si P est homogène de degré - q :

p(^t)jl^=f P(-S,)^y).
' / ^e[H^,S}

D'où, vu (67.4)

^)/.M =± w'f^P-^ ——— .-...
v / r ( i + - ^ V/Hess^

\ 2;
D'où, vu le lemme 67.2

yiW=±:(2^4^Z)^
r( i+ - —û^ V^ess,^
\ 2 ï;

PREUVE ^ (11.7) pour q > o. - D'après (67.4) on a, si P est homogène
de degré q :

Mt)=±^)i ^y2 P +
r( 14-^ )?(/(-,) ^Hess.^

d'où, vu (11.6) et les lemmes 67.3 et 67.4,

^^^^^(^-'^^--————H-...,
v / ^ ( I+- l -yP / l l e s s ->• 5

\ 2 •' )

sauf si / est pair et / < a q ; dans ce cas il vient

J \ ( t )k ( t , yf'^o SUT A.

68. Allure de J ( t ) sur K quand 7 est impair. - Supposons que t fasse
un tour, autour de K, dans le sens positif; alors d'après le théorème
d E. Picard-S. Lefschetz (n° 65)

h augmente de ne, e augmente de — a e -
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donc
, n . .h + - e est invariant.

2

Donc, vu le lemme 66

J ( t ) + - j\{t) est holomorphe en chaque point de K.
2

69. Allure de J ( t ) sur K^ quand / est pair et q ̂  o. — Si t fait un tour,
autour de K^ dans le sens positif, alors h augmente de ne\ donc J ( t )
devient J ( t ) + nj^ {t)\ or j\(t) est holomorphe; par suite

JW-^j\W\^k{t,y)

est une fonction uniforme. D'autre part on peut construire [comme ci-dessous,
lemme 70. i] un cycle, appartenant à A(^T, S\J 57), dont la mesure reste finie
quand t se déplace hors de 7T, sans tourner indéfiniment autour de K\
enfin J\(t) est holomorphe et s'annule sur K\ donc la fonction

J(t)-^j\(t)\o^{t,y)

est uniforme et holomorphe hors de K^ bornée près de K\ d'après un
théorème de Riemann elle est donc holomorphe en chaque point de K.

Vu (11.6) et vu qmejp s'annule/? — q -h - fois sur 7T, on a, à une fonction

holomorphe près :

p(à-\ [JpW ̂ '(^ 7)] =J^t) ̂ (^ J) + • • • •\VL /

Donc, finalement, quel que soit le polynôme P :

J ( t ) — ——.?( .- ) [ j p ( t ) log/c(^,j)] est holomorphe en chaque point de K.
2 7T l \. C)t j

70. Allure de J ( t ) sur AT, quand / est pair et q > o. — Ce cas est moins
aisé que les précédents : pour décrire l'allure de J{t)^ il ne suffit plus
d'employer y'i(^), il devient nécessaire de recourir à jp{t) Qo>o) .
Commençons par choisir explicitement un cycle

puis un cycle
f(t)çh(S(i),S')

T(t)ç6h(S(t),S').
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CHOIX de coordonnées locales. — Tous les lemmes de ce n° 70 supposent

àimT=:i.

K se compose donc de points isolés ; nous supposons que t == o est l'un
d'eux et que t est voisin de o. Au point singulier y de S(o)^ on a pour t =: o :

Si^o^ 5.-ç==o, îîess^Sy^o.

Nous pouvons donc choisir s, puis sur X des coordonnées locales valables
pour

II nr II <"' 9II oc il <, 2

de telle façon que
s{x, t ) =x\-^. . .+ x]— t\

[ [ x |[ est défini par :
IMI2^!^.!2^- •+ ^l 2 -

Notons W la boule
M7 . Il -r II <-" t/9r r • 1 1 x \ \ <- V 2 î

ÏV son adhérence et W sa frontière :

W: IMI^V^ ^-' IMÎ ,
DÉFINITION de rétractions. — Comme le fait le n° 19, nous construisons une

rétraction [ J - ( x ) d'un voisinage V de S(o) — S(o) n ̂  sur ^(o) — S(o) r\ W
qui ait les propriétés suivantes : fJL applique les points de S1 sur S ' et les
points de W sur ï^ ; si scç. S (o) — S ( o ) n W alors ^.—1 {x) est un disque,
de dimension 2 ; il coupe ^(^) en un point unique, quand t est dans un
voisinage de o dépendant continûment de x. Nous rendons ce voisinage
indépendant de x en remplaçant X par un de ses domaines, choisi assez
grand pour contenir des cycles de h ( S ( t ) ^ S ' ) . Dès lors p - \ S ( t ) est un
homéomorphisme de S ( t ) — S ( t ) f\ W sur S ( o ) — S ( o ) n W.

Nous construisons pour t -^ o un voisinage V {t) de S ( t ) et une rétrac-
tion |J^(^) de V (t) sur S(t) qui aient les propriétés suivantes (elles déunissent
complètement V et ^ hors de W) :

hors de W : V ( t ) = F; |JL^==^.;

si xç. S ( ^ ) , iuç1 (^") est un disque, de dimension 2 ; ce disque varie continûment
avec x^ sauf à la traversée de W.

Ce disque a une orientation naturelle; donc, si a- est un simplexe de S ( t ) ^
UL^^O") a une orientation définie par celle de o"; ^r1 (o") muni si cette
orientation est noté ^o"; on a ainsi défini un homomorphisme [^ du groupe
des chaînes de S ( t ) dans celui de V(t).

Vu la définition de ô (n° 3, cf. chap. 2), si ^ ( t ) ç h ( S ( t ) , ^), alors

(70.i) ^y(^)e(U(^), ^/).
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Soit un paramètre £ (o < £^i; voir n° 21); soit V^{t) un voisinage de S ( t )
ayant les propriétés suivantes :

V^)cV(t);
hors de W : V^(t) = V(t) == V\
dans PF, ^(^ tend vers S ( t ) quand s tend vers o;
Vs, (t) n ̂ -1 {x) est un disque, il dépend continûment de œçS(t)
sauf à la traversée de W.

Nous notons pL/£ la restriction de ^ à T^e^); nous définissons ^ comme
p./* l'a été ci-dessus; si ^ ( t ) ç h ( S ( t ) ^ S ' ) ^ alors

^y^)eôÀ(^), ^).

LE CHOIX de y ( ^ ) résulte des lemmes suivants :

LEMME. — //c(^(o)n W) a pour base les quatre classes de dimen-
sions o, / — 2, / — i, 2 / — 3 contenant les quatre cycles que voici :

un point;
la sphère

^=.r, Re^) == o, . . . , Re(^)==o,
x\ +. . .+ oc}-==.— \ ;

( x^ =z ix^, . . ., ^/-i == ̂ /,
( | x^ |2 + | ̂ 3 2 4- . . . + ^-i 2 = i ;

(70.2)

la sphère

(70.3)

la variété S ( o ) n ̂  tout entière.

PREUVE. — L'application
x —> Re ( x )

fibre ^(o)n ^7; la base est la sphère réelle de dimension / — i ; la fibre est
la sphère réelle de dimension 1 — 2 . Vu la théorie des espaces fibres [9],
la base de ffc\_S(o) n W\ se compose donc : ou bien de deux classes de
dimensions o et 2 / — 3; ou bien de quatre classes de dimensions o, / — i ,
/ _ 2 ^ 2 / — 3 . Or les cycles (70.2) et (70.3) ont évidemment l'indice de
Kronecker ± i ; donc c'est la seconde possibilité qui se présente et il existe
une base de Hc\_S(o) C\ W^\ contenant les classes de ces deux cycles.

LEMME. — h ( S ( o ) ^ S ' ) contient un cycle

y ( o ) = y, (0)4-7^2(0),

où ^ i (o ) et ^-2(0) sont deux chaînes de S ( o ) et n^ un entier;
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Yi (o) est hors de W' ; y., (o) est la boule de W

ï . (o ) : o^^r, Re(^)= . . .=Re(^)^o , ^+..^^=0'

PREUVE. - Vu le lemme précédent, on peut trouver dans h ( S ( o ) S ' ) un
cycle dont la partie y, (o) située hors de W ait pour bord la sphère (70. 2),
multipliée par un entier convenable n._. Puisque S(o)r\W est un cône, son
homologie est banale ; par suite

Ti (o)+^T2(o)eÀ(5 ' (o ) , S')

quelle que soit la chaîne v,(o) de W dont le bord est la sphère (70 2)
L on peut choisir, par exemple, la boule ^(o) que définit le lemme.

L'on peut choisir plus généralement la boule r,,,(o) décrite par le lemme
suivant, [ T ^ ( o ) = = Y 2 ( o ) p o u r a r g ^ = o ] ; ce lemme est donc exact :

LEMME. — h ( S ( o ) , S ' ) contient un cycle, dépendant de t^ o :

T(0)==Y,(0)4-^Y^(0)

où Y i ( o ) e t Y o ^ ( o ) sont deux chaînes de S ( o ) et n._ un entier;
Y! (o) est hors de W\
^•2,t(o) est la boule d'équations :

^l^i!^!;

a r g ^ = = ( i — [ ^ [ ) a r g ^ si -r ̂  1 ̂  1 ̂  i ;
2 '

^^g^ si Q^\X,\^-1 — 1 . — .̂•^ si 0 ^ : 1 ^ , 1 ^ 1 ;

Re(-!)^,^Ref^^-: 0;
\^i/ \^i/
^?4-^j+. . .+^==0.

Voici enfin le cycle y ( ^ ) :

LEMME 70.i. — h ( S ( t ) , S ' ) contient un cycle, dépendant continûment
de log^ :

Y(^=Yi(^)+Y^)

où : ^ ( t ) est la^chaîne de S ( t ) que ^ projette sur Y , ( o ) ; ^ , ( t ) est une
chaîne de S ( t ) r \ W telle que

(70^) rnesv^^) < C t e + C t e [ a r g ^ / .

PREUVE. - Définissons d'abord deux chaînes de S(t)r\W dépendant
continûment de log^ : ̂ s ( t ) et ̂ ^t).
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La chaîne y:^) est la boule

169

r-W'- \/~7 arg^i== -arg<;

Ref^=. . .=Re(^)=\\Ay \w
x\ + ̂ i +... + x]^ == ^.

:0;

Fig. 3. — Schéma du voisinage de ^ (o ) , point double quadratique de S(o).

La chaîne ^ ^ ( t ) est voisine de la partie de ^2,1(0) où ^ ̂ x^\ ; elle est

le complément d'une boule de dimension / — i dans une autre ; elle est telle que

yi(^) -i-n^^(t) -^n.^,(t)

soit un cycle de ( S { t ) ^ S ' ) .
Hors de W, ce cycle de ( S ( t ) , S ' ) est voisin de y ( o ) ; donc, puisque

h ( S ( t ) , S ' ) dépend continûment de t (n° 11), la classe d'homologie de ce
cycle est h ( S ( t ) , S ' ) - n , e ( S ( t ) , S ' ) , n, étant un entier convenable, indé-
pendant de t.

Soity,(Q un cycle de e ( S ( t ) r \ W) ; par exemple :,.(„. ,»(^)=....i..(^)=.
x\ + . . . + x] •===-1.
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II est évident que
^^(t)=n^^t) 4- n^(,(t) + ^ 3 Y o ( < )

vérifie le lemme.

CHOIX d e T ( t ) . — Définissons

r (^ )=^;TW.
Notons

r^)=i \+r , (^)
T, étant hors de W et T._(t) dans W. Vu (70. i) :

(70.5) r(t)=T,-^-T,(t)çôh(S(t), S').

Puisque ^ projette y i ( ^ ) sur y i (o ) et que ^ est défini hors de W par la
condition ^^==: ^JL, on a

^"M^^^ï^0)-
donc

^; y, (^) == ̂  y, (o) == i\ 4- ro,
ro==^*^Yi(o) étant une chaîne de W\ To et Fi, sont donc indépendants
de ^ et

(70.6) ^y,(^=r,(^-ro.
LEMME. — On a dw == ds /\ w = o.

PREUVE. — On a Si=—i; donc, vu (67.2) , dw==o'^ or par hypothèse,

d( — ) == o ; donc ds /\ ûû = o.

LEMME 7 0 . 2 . — J ( t ) — — — . ( — } I - est holomorphe au point t == o.^z\dt) J^s p

PREUVE. — La formule du résidu et (70.5) transforment la définition (10.4)
de J(t) en la suivante :

^^^- I)1 r -., (^- I)1 r M.
27:1 J^^S'f 27^' J^^l

Puisque ri est indépendant de t et est hors de S ( t ) ^ la première intégrale
est une fonction de t holomorphe au point ^ = = 0 . Puisque ( ) T ^ ( t ) est
indépendant de t et que Si==— i, on a, quand t est voisin de t '

, v , r ^ , M r w c d V"1 c w i d v"1 c w
{y-l)•J^=-i"-l)•k^=W Jr,,,^W fr,,,,--'
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LEMME 70.3. — On a
r G) r GJ . r G)
/ - = = ( - + 27T? < ——
^(^ ^ -A^

PREUVE. — ^etro sont en position générale; dimro==^; dim(^nro)=/— 2;

donc f — converge absolument et uniformément; de (70.6) résulte donc
^r/

r ^r^r ".
J^,(t)s ^r^ Jà^^ws

Or, puisque |JL/^ est une restriction de p.^,

à^ ^îÇt) — à^z^îW ^ 0 ^ans ^ — S ' ,
donc

r w r w
/ 7= / 75

^^^^(^ ^^^^^(^

or, quand s tend vers o, cette dernière intégrale tend vers 2 7 T î l — ? vu le
"Tî W s

lemme 21 ; donc
r eu . r ûû

1 - - == 27TÎ ^ -•
^^^(O5 JT.^'Ç

LEMME 70.4. — La fonction

f ^ - njp{t) log^ =f(t),
^r^)'9

où n désigne l'indice de Kronecker (11.3) et où P( -, ) == ( , ) i est
\dt j \at j

holomorphe au point t=o.

PREUVE. — Puisque àT.(t) est indépendant de t, \ M est holomorphe
^(o5

en tout point t 7^ o ; donc f(t) est holomorphe pour t ̂  o.
Quand ^ fait un tour, autour de o, dans le sens positif, alors h ( S ( t ) ^ S ' )

croît de ne(S(t), S ' ) d'après le théorème d'E. Picard-S. Lefschetz (n° 65) ; donc,
vu le lemme 70. i, r ^ ( t ) croît d'un cycle appartenant à la classe ne (S n W) ;
donc, vu le lemme 70.3, où JTo est indépendant de ^,

r ^ A i . r ÛL) • • / , \
I — croît de 27 î7T î f ~T = <ln T•^JP ( ^

^^,(t)s ^{s^n^

donc, puisquey/i(<) est uniforme, la fonction f(t) est uniforme.
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Majorons-la : vu (2.8)

<Cte {^ç.S{t)c\W)Inf | ̂
i

ds

<Cte
vW

d'où, vu (70.4) :

Clé + Cte | arg ^ /
Ct)

^

|log^
<Cte<

V/ t\ \/M^ïa W

Rappelons que j - est borné; donc, vu le lemme 70.3
^T\ s^o5

T^/)'
<

^ I I O S ^ I ^Cie —-h—.
V/M

Or J ' p ( t ) est holomorphe au point ^ === o. Donc

i.^i^ ^^i'!/(<)!<
V l ^ l

Cette majoration achève la preuve.
11 est maintenant possible d'achever la preuve du théorème h-^ c'est-à-dire

de prouver, quand / est pair et q >> o, la

PROPOSITION. — La fonction

J(^ ) - ^^)[y.(Qiog^^)]=^(.)

est holomorphe en chaque point o de K^ pourvu que

(70.7) ^- 3^-

PREUVE quand dim T =z i et p == q — i. — Cette proposition est indépen-
dante du choix des coordonnées et de l'équation locale s^=.o\ elle est donc
établie par les lemmes 70.2 et 70.4-

PREUVE quand p = q — i . — D'après ce qui précède, près de o, F{t) est
holomorphe sur toute droite complexe non orthogonale à ^, c'est-à-dire à /^,
c'est-à-dire non tangente à K. Or une fonction de plusieurs variables
complexes, définie sur un domaine, holomorphe par rapport à chacune de
ces variables est holomorphe par rapport à leur ensemble (théorème d'Hartog ;
voir par exemple le Traité [1] de BOCHNER et MARTIN, chap. VII, § h-, p. i4o).
Donc F ( t ) est holomorphe au point o.
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Pour achever la preuve de la proposition, il suffit d'établir le

LEMME 70.5. — Si P et -Pi sont deux polynômes homogènes de degrés p
et pi vérifiant (70.7), alors

p^) [ J P ( t ) log/f(^ ̂  - ̂ f^) [^ 10^]\ U L / \ui /

est holomorphe au point o de A".

PREUVE. — Ce lemme résulte du suivant :

LEMME. — Si -P et Pi sont deux polynômes homogènes vérifiant (11.4) et
si le degré/? de P vérifie (70.7), alors

^(^^(^^(^^(^^-^(â)^10^]
est holomorphe au point o de K.

PREUVE. — jpp^ s'annule sur K au moins p 4-/?i4- - — q fois, donc au

moins 7?i fois; par suite, vu (11.6)

^i(^) [ypp.(0 log/c(^, j)]-y'plog/c

est holomorphe au point o.

71. Preuve de la formule (11.8). — D'après (11.7) on a près de K le
développement limité

/ m-^r^ ^.r)^^ p(^j) .j p { t ) — ± (27T) -—————.————-—————————=——=——+...,

(^+ '-^l./^) V/Hess,^,j)v 2 /
d'où, si / est pair et o •< q — - ̂ p le développement limité

/ ^ \ / ( ^ — - — i ) îP(-.)[Mt)\o^(t^)]=±^r-^——— ——+...,
V 0 ^ / / '7-^ t/Hess^

A "

d'où (11.8), vu le théorème h'.

CHAPITRE 10. — La distribution que définit une intégrale,
fonction d'un paramétre réel.

Ce chapitre 10 justifie le n° 1 .̂ Il emploie la théorie des distributions
(jL. SCHWARTZ [17]; GELFAND, et SILOV, [5l).
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72. Notations. — T est un voisinage d'an point o de K\ c'est une boule,
que AT décompose en deux autres : T ' et T " . On choisit y •===. -s(o).

T est la partie réelle d'un domaine T d'un espace affin complexe; A" est
la partie réelle d'une variété K de T\ nous nommons À+ (et À_) un chemin
de T— K dont l'origine est dans T'\ dont l'extrémité est dans T" et qui fait
un demi-tour autour de K dans le sens positif (ou négatif). En prolongeant
par continuité h et e le long de ^4- (ou ^_) on obtient sur T" des classes h^.
et e^, (ou 7i_ et e__). Il suffit évidemment de prouver le théorème 5 dans le
cas où l'on a choisi

e == e+ sur T " ' .

Soit n ( t ) l'indice de Kronecker (11.3); on note

n ( t ) = n ' sur T\ n(t)^n" sur T " ' ,
évidemment

/ . { i + î }
^==(-1) ^ KI[e,h^}.

Puisque h dépend continûment de ^ il existe un entier m tel que

(72.1) h==.h+-^-me sur T " ' .

En portant cette formule dans la précédente, il vient

i ( i + i )
(72.2) n " = n ' + ( — ï ) î mKI[e, e}.

73. Définition de la distribution J ( t ) quand / est impair. — Les
formules d'E. Picard et S. Lefschetz, (11.3) et (65.2), donnent :

/( /4-n
KI[e,e]==-2(-J) ï

d'où, vu (72 .2)
n" ==. n — '2m.

Ainsi la discontinuité de n ( t ) à traders K est un entier pair.

En prolongeant continûment 2 A + n ' e le long de ^+ on obtient :

2 A+ 4- ne == 2 h + ( n1 — '2 m ) e = 2 h + /^// ^ ;

vu le théorème ^, la fonction

ï J ( t ) + n ( t ) j \ ( t ) = 2 F ( t )

est donc holomorphe au point o.
Or, d'après (11.6),

n( t ) j \ ( t )== :p (^ \ [n ( t ) j p ( t ) ] hors de À'.
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On a donc, hors de K :

(73.i) J ( t ) = - l P ( c r } [ n ( t ) j p ( t ) ] + F ( t ) .
2 \ul/ /

LEMME. — P ( -y- ) [ ^ (^ )7p (^ ) ] est sur 77, une distribution, indépendante
\at 1

du choix du polynôme P, si (11.4) a lieu et si ^ — ——— ^P'
2

PREUVE. — D'après le théorème 4, y'p(^) est sommable; par suite

p ^ — ^ [^(^) /p(^)] est une distribution. Montrons qu'elle est indépendante

du choix de .P, c'est-à-dire que, si Q est un autre polynôme homogène,
vérifiant (11.4) alors on a l'égalité entre distributions :

^(^^^^^^^''^(^^(â)^^^^'^5

en effet cette égalité a lieu, parce que, hors de K (donc presque partout)
l'on a, d'après (11.6) et le théorème h-, l'égalité des fonctions sommables .

n ( t ) j p ( t )=ç ( ^ \ [ n ( t ) j pç ( t ) ] .

DÉFINITION de la distribution J ( t ) . — Le n° 12 définit cette distribution
par la formule (73. i ) , où F ( t ) est une fonction holomorphe et où

p ( — } [ n ( t ) j ' p ( t ) ] est la distribution qui vient d'être prouvée indépen--
\dt ]

dante de P.

7^. La formule de dérivation de J ( t ) quand / est impair. — II s'agit

de calculer p ( ^ } J ' ( t ) ' Si 2 (7? + y) ̂  / 4-i, P (/^ ) ^(^) est, d'après les

théorèmes 3 et ^, la fonction mesurable (10.5) ou (10.6). Supposons

/ + i < 2(794- q).

D'après le théorème 2, on a, hors de K, l'égalité des fonctions :

/ à\ C dP^i-^Pi—s,)w}'•"•••' ^^"-L,—^—
D'autre part, d'après la définition de la distribution J ( t ) , si Pi est un

polynôme homogène de degré pi^p 4- q-, alors la distribution

^(â)^4-^^)73^)^^^^
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est une fonction holomorphe en o; or, vu la définition (11.5) dey^ et les
théorèmes 3 et ^ on a l'égalité des fonctions continues sur T :

P(^)[nW.W=nWf -^———Ç-^;
\d t / Je{1V,S} (P^~P ~ ( î ) ' ^ l ( — ^ )

donc la distribution

'•(^"^•(^['•«'jL,-]
est une fonction holomorphe en o; or, par définition, la distribution,̂̂ ,̂̂ )p ,̂̂
est une fonction holomorphe en o ; la distribution

p ( à \ j , . F d^[P(-s,)»]'^w^-j,^—^—
est donc une fonction holomorphe en o.

/ r) \
Elle est identiquement nulle, vu ( 7 ^ . i ) : la distribution P [ .- ) J ( t ) a

V expression (7^.i)
Voici établies toutes les affirmations du n° 12, quand / est impair.

75. Définition de la distribution J { t ) ^ quand / est pair. — D'après le
théorème d'E. Picard et S. Lefschetz, (n° 65), e est invariant :

e+=e-=e;
et l'on doit donc avoir
(75.1) KI[e, e]=o;

cela est d'ailleurs évident, puisque dirn^-S, S ' ) = l— i est impair.
Vu (72.2) et cette relation (75. i) ,

n'^n" :

n ( t ) est constant sur T et sera noté n.
De (75. i ) et (72. i ) résulte d'autre part ceci :

Z ( / 4 - J )

KI[e, h+\==.KI[e, hJ\ == KI[e, h]==n(—i) ï ;

donc, vu le théorème d'E. Picard et S. Lefschetz

h_^== /L_-4- ne\
d'où, vu (72. i )
(75.2) 2Àr=:/^4- À-+ (2m 4- n)e sur T " ' .
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Nous disons que h est régulièrement continu, si

2A==/^+A- sur T " ,

l'on déduit aisément de l'invariance de e que cette condition n'est pas
altérée quand on permute les rôles de T ' et T"'. D'après le théorème ^

(75.3) J(t) .---^p(^\[j^t)\os\k(t^) ] est holomorphe

sur T au point o, si h est régulièrement continu.
Soit N ( t ) un entier, constant de chaque côté de K :

N(t):^J\' sur T\ N{t)—-N" sur T " ;

2 A — N ( t ) e est régulièrement continu si

2À + 7r e =: A+-4- A-4- N' e
c'est-à-dire si

A'//r-=7y/- - 2m — /?.

Faisons un tel choix de ^V(^) ; ainsi la discontinuité de N ( t ) à travers K
à la parité de n. Vu (75.3), la fonction

J { t ) - ^pW[^(Qlog k^y)\}-^^N(t)j\{t)^F^t)

est holomorphe sur 77 au point o.
Or on a, d'après (11.6)

N { t ) J \ { t ) - - p ( à - \ [ N { t ) j p { t ) \ hors de 7 .̂
\ uv ]

On a donc, hors de K, l'égalité des fonctions :

(75.4) ^(^"^^(^)[y.iog|^|]---^(^)[^(^p1+^(Q.

LEMME. — Si (11.4) a lieu et si q — - ̂ p, alors, sur 77, le second

membre de (75.4) est une distribution, indépendante du choix de P.

PREUVE. — D'après le théorème ^, jp et jp}o^\k\ sont sommables : le
second membre de (75.4) est donc bien une distribution. Cette distribution
est indépendante de P hors de K\ pour prouver qu'elle est indépendante
de P, il suffit donc de prouver ceci : si Ç est un autre polynôme homogène
vérifiant (11.4)? alo^ ^a distribution

^(a)[,/,>o^-|].4/>(â)[^]
-^(âM^'^-i'-HsM^w^i

BULL< SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2. 12
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est une fonction sommable. Or cela est bien vrai : comme dans le cas /impair,

P[^[NWM=P{^Q^[NW^

est une distribution indépendante du choix de P; d'autre part la distribution

^(â)[y/>iog|A-|]-^(^)ç(^)[^iog|/c

est une fonction holomorphe sur T au point o, car

,//,log|A-|-<)(^)[y/,<,log|À-i]

en est une, vu (11.6), puisque jpq s'annule sur K un nombre de fois supé-

rieur au degré de Q ( vu le théorème ^ et l'hypothèse q — - ̂ p ) .

DÉFINITION de la distribution J{ t ) . — Le n° 12 définit cette distribution
par la formule (75.4), comme le lemme précédent l'autorise.

"76. La formule de dérivation de J ( t ) , quand / est pair. — II s'agit

de calculer p ( à } J ( t ) . Si 2( /?+^/)^/ , p ( — \ J { t ) est la fonction

mesurable (10.5) ou (10.6). Supposons /< 2 (/^ -4- q). Hors de K :

<-> ^^"-L;"'"1^""'1-p , à \ Ç d"^\ P{-^}
^à-tV^-j^, d^

D'autre part, si Py est un polynôme homogène de degré/?j ̂ 7^ -s- //,

^^"-sM^fâ^'^n(̂̂ a)w,,,i
est une fonction holomorphe en o ; or, vu les théorèmes 3 et 4, on a
l'égalité des fonctions continues

^)[7v^)y,(.)]=7y«)^^^_^, ^(_,,.a)̂ w<)̂ <,,,̂ ^ ,̂
P(^}[j.M/.\]-(log\k\) f ...
\ut / . ^.e.(U^S\

et
' à
.aï
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est holomorphe sur T en o. Donc

p ( à \ , , ^ n
" [ à t ."(^"-^•tôh^jL-]

:.)[<„•••]-^f;?-)!^3 WL ^(^)
est holomorphe sur T en o ; la distribution

. r dp^[P(-s,)
' ( ) J,^ ^"

p (à_ \ , , . . , r dp+'i-1

^r'"~j,^—^
est donc une fonction holomorphe en o.

Elle est identiquement nulle, vu (76

Vexpression (76. i ) . Le théorème 5 est prouvé.

Elle est identiquement nulle, vu (76. i ) : la distribution P( -y- ) J ( t ) o
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