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LE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL
SUR UNE VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE
(PROBLEME DE CAUCHY, III)

PAR

Jeax LERAY

( Paris)
A Marston MORSE,
en témoignage de mon admiration
et de mon affection, J. L.
INTRODUCTION.

L’objet de cet arlicle est d’étendre aux variétés analytiques complexes les
formules fondamentales de la théorie d’une variable complexe : résidus,
intégrale de Cauchy, dérivation d’une intégrale fonction d’un paramétre.

Cela ne peut étre fait dans l'anneau des formes différentielles méro-
morphes : la classe-résidu d’'une forme différentielle fermée méromorphe
peut ne contenir aucune forme holomorphe; nous envisageons sur une
variété analytique des fonctions et des formes non nécessairement
analytiques.

Les formules qu’établit cet article nous permetiront ultérieurement de
poursuivre 'étude du probléme de Cauchy. Cet article-ci n’utilise pas cette
étude.

Nous supposons connus les éléments du calcul différentiel extérieur et de
la topologie algébrique : voir [T], [12], [16].

1. Notations. — X" désigne une variété analytique complexe : elle est
sans singularité; / désigne sa dimension complexe; = un de ses points,
(@1, ..., @) des coordonnées analytiques locales de .

Re(2,), Im(x,) sont les parties réelle et imaginaire de x,; Z, en est
I'imaginaire conjuguée.
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82 J. LERAY. [INTRODUCTION

Sy 8, 8" désignent des sous-variétés analytiques complexes de X, sans
singularité, de codimension complexe 1 : S; est défini, prés de chacun de
ses points y, par une équation locale irréductible

Si : Si(‘rv )’):01

ou s;(r, y) est une fonction numérique, holomorphe, de x, définie prés de y
et telle que ds;= o pour x = ). (Nous prenons toujours dy — o). Rappelons
que la donnée de S; et de y définit 5; au produit prés par une fonction de =z,
holomorphe prés de y, ne s’annulant pas. Les variétés S, ..., S, sont
dites éire en position générale quand, en chaque point y de S;n...NnS,
(rLi<...<j=m), ds;(z,¥), ..., dsj(x, y) sont des fonctions linéaire-
ment indépendantes de d.r. Nous supposons les variétés. S;(i =1, ..., m),
Si(j=1, ..., M), S" en position générale; nous notons

S=Sn...nS8.; S'=S,U...uSy (S estvidesi M =o).

A — S désigne le complémentaire de S dans A"; S — SN S sera parfois
noté .S — S'.

Nous nommons fonction réguliére sur X toute fonction numérique
complexe f de xe€. T, telle que Re(f) et Im(f) soient fonctions indéfini-
ment dérivables des variables Re(ay) et lm(z;). Nous nommons forme
réguliére sur 1" toute forme différentielle extérieure, ¢ («), a coefficients
numériques complexes, fonctions indéfiniment dérivables, de Re(z;)
et Im (). Sa restriction & .S est une forme sur S, que nous notons ¢ | S. La
forme ¢ (), réguliére sur I, est dite fermée quand

dy =

0.

Si elle est homogéne en (dx, dx), son degré est noté d°(¢). On dit que la
forme o(z), réguliere sur .I'— S,, a sur S, une singularité polaire
d’ordre p quand

si(x, y)ro(x)

est une forme de ., réguliére au point y, quel que soit y € S,. On dit ¢ (x)
holomorphe, si. ¢ est une forme extérieure en dz,, ..., dr;, a coefficients
fonctions holomorphes de 2. Le gradient d’une fonction holomorphe s ()
est noté

S ™= (Sars « vy Say)
ainsi :

ds =s,.dx.

Le hessien de s(x) est noté

Hess,.[s] = détermin. (_)x%;?, .

Nous notons F une application holomorphe dans X d’une autre variété
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analytique complexe 1™ :
F: 1"'—1

F*¢ désigne la forme o(F(x")); elle est réguliére (ou fermée ou holo-
morphe) quand ¢ Dest.

F*S désigne I'ensemble des points de A™* que F applique sur .S; nous
supposerons F, S et S tels que les /7*.S; et F*S soient des sous-variétés
analytiques, réguliéres de .I'*, en position générale et que les équations

si[F(2), FON)]=0 et $3[F(a%), F(")]=o

en soient des équations locales irréductibles.

2. Forme-résidu. — (m =1, S=.2S,, s =s,).

Dervirion (H. PoiNcart, G. de Ruam). — Soit ¢ (2) une forme fermde
ur A" — S, ayant sur S une singularité polaire d’ordre 1. Alors au voisi-
nage de chaque point ) de S, existent des formes de x réguliéres, ¢ (x, y)
et (z, y), telles que
(2.1) o(e) = B2, 7)

S(Jf, )) /\ (1’)(‘[! )) '-‘_ 6(‘7}7 .)/)‘

J(x S est une forme fermée, ne dépendant que de ¢; on la nomme
T 7. | )

Jforme-résidu de ©; nous la notons

$9

rés[ o] =

§

Sim(.x, y) est une forme réguliére pres de y, telle que w(z, y)/s(.r, ))
soit indépendante de y et fermée sur .1 — S nous écrivons donc

, | w(x, y) »
les[s(w,u))]ﬁd_x

En justifiant la définition précédente le chapitre 1 prouvera aisément le

S

TukorEME. — Si ¢ est holomorphe sur .I'—.S, alors rés[¢] est holomorphe.

ExgmprLe. — Supposons fermée la forme
; JACD) .
(2.2) 9(x)= (@ clx, Ao\ dry;

cela revient & supposer holomorphe en x la fonction f(x, y); alors

2.3) Sfdr NN\ day :fd.rz/\ N\ day :_fdlv. ANdaes NN\ dap

s S S Sar o

Xy Xy

ExempLe. — Si /=1 et si f(x) est une fonction méromorphe sur .f’, a
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poles tous simples, alors rés[ f(x) dz] est 'ensemble des nombres que
Cauchy nomme résidus de f(z).
Le chapitre 1 complétera comme suit le théoréme précédent :

TukoriME (G. de Ruam). — Supposons la forme ¢ holomorphe sur &' — S,
fermée, a singularité polaire d’ordre 1 sur S. Permettons & S d’avoir des
points singuliers en lesquels

Sx=o0, Hess.[s]# 0;

(ce sont des points doubles quadratiques). Soit y 'un d’eux; pour que rés[o]
soit holomorphe en y (c’est-a-dire soit la restriction & S de formes holo-
morphes sur 1" au voisinage de y), il faut et il suffit que :

ou bien : d°(¢) <</
ou bien : d°(¢@) =/et f(y, y) = o, f étant défini par (2.2).

Les propriétés suivantes de la forme résidu sont évidentes : Si y (z) est
une forme fermée sur I,

®

(2.4)

/\X ) .
SE| =2 Al

Si lapplication F de X dans I vérifie les hypothéses qu’énonce le n" |
o ® e
(2:5) F (zg S) = TFs

En particulier, quand F est Papplication identique de S’ dans A" :

F*xs

- o], o oS
(2.6) La restriction de & | a .S est & lsns
(2.7) La restriction de % a 8 est nulle quand o |S'=o.
s

MajoratioN. — En chaque point de S on a

o]  lolx
(2.8) Tl Tl
ou |ds|x=|s=|; | »]|x et ‘% ont un sens analogue, qu’explique le n° 16.
s

REGLE D'ORIENTATION. — Si Y est une chaine de X" dont le bord dy est
dans S, alors

@ 2 o (2, )

o sur v entraine < o0 sur dv.
s(z, y) = T ds(z, y)|s !
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3. L’homologie compacte et la formule du résidu. — Notons #, (.1, .S')
le groupe d’homologie de 1" relativement & .5', & supports compacts, & coeffi-
cienls entiers, avec division : c’est le quotient du groupe d’homologie com-
pacte proprement dit de (1", ") par son groupe de torsion (ensemble de ses
éléments d’ordre fini); A (1", §') désigne une classe d’homologie € /7. (.1, S) :
c’est une classe de cycles de (I, S") (c’est-a-dire de chaines de .T" a bord
dans S’), deux 4 deux homologues dans (I, S').

Supposons :

v cycle de (X', .S"), ¢ forme fermée, ¢ | S'=o0, d°(9) = dim~;
¢ (2)-

alors/cp(x) ne dépend que de la classe 4 (X, §") de y et est noté
Y (X,87)

S~

(S, SNn.S’) va étre noté (S, ).

On connait le triplet exact (') d’homomorphismes :

7, induit par I'immersion de S dans .1;
P, induit par application identique de 1" sur .1’;
d, nommé bord, induit par 'opération bord des chaines :
H.(x, s
v/ N dimp =dimi=o
dimod——1

H (X, SuS)—2s H,(S, S

Supposons m =1, S=2S, : il existe un second triplet exact d’homo-
morphisme :

t, induit par I'immersion de A" — .S dans I;
@, induit par l'intersection par S;
0, nommé cobord, induit par le bord des chaines d’intersection par .S
donnée :
H. (X, S
= o dimm =— 2, dim. =0
dimd =1

M
H.(S, §)— s H(X — 8, §)
Explicitons la

DeriviTION DU COBORD 6. — La classe d’homologie oh(S, S') a pour élé-
ments les bords des chaines de X" dont U'intersection par S est un cycle de
la classe (S, S') — ces chaines étant en position générale par rap-
port a S; leurs bords étant somme d’'une chaine de X — S et d’'une
chaine de S’

Note. — Voici la justification de cette terminologie : si S’ est vide, un

(1) exact signifie ceci : 'ensemble des valeurs prises par un de ces homomorphismes
cst exactement I’ensemble des valeurs ou s’annule le suivant.
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isomorphisme classique [S. Lerscuerz [T], chap. V, § &, (32.1). p. 203;
I et § sont orientées, vu chap. V1II, § 8 (47.10)] identifie H.(S. S')= /.(S)
et (. —8,8)=H.(I'—S) aux cohomologies & supports compacts
de S et .I'—.S; il identifie J & I'homomorphisme cobord de la cohomologie
a supports compacts (voir, par exemple, [8]). Cela permet une généralisa-
tion du présent article : voir . Norguer [ 18].

Nore. — H. Poincaré et G. de Rham emploient seulement ¢-', sans
signaler que 0 est un homomorphisme.

.w(x, ¥
FForMuLE pU RESIDU. — ST ——(—‘)
s(x, )

Jermée sur X — S, nulle sur S', ayant sur S une singularité polaire
d’ordre 1, alors

f plr, ) —:27'1'/1 oln ) (r=3,14...)
wis,s 5 (£ 0) ds(x, »)

18,80

est une forme indépendante de y,

Ezxemple. — =1, X est le plan des nombres complexes, S et .S" sont
deux points distincts de A", Alors /.(.1, §')==o0; H.(S, §') a pour base la
classe d’homologie du point S; #,.(.I', SUS’) a pour base la classe d’homo-
logie d’un arc d’origine §' et d’extrémité S; /1.(A — S, S’) a pour base la
classe d’homologie d'une circonférence orientée, faisant un tour autour de .S,

dans le sens positif; J transforme la classe d’homologie de cet arc S8 en
celle de son extrémité S; o transforme la classe d’homologie de S en celle
de cette circonférence entourant S.

Le chapitre 2 précise la définition de ¢ et prouve ce qu’affirme le n° 3.

4. La cohomologie (définition de G.de Rham); sa dualité avec 1’homo-
logie. — Nous nommons formes sur (X, S) les formes réguliéres sur .1~
qui s’annulent sur §'; elles constituent une algébre (.1, §') sur le corps
des nombres complexes. Soit dQ I'image de £ par la différentiation exté-
rieure d : deux formes w, et o, sur (X, §’) sont dites cohomologues, ce
qu’on note

Wy~ W,

quand
0, — 0, €dQ(.Y, §).

Les formes fermées sur (.1, S') constituent une sous-algébre @ (.1, .5")
de Q(.X, 8"); dQ(.X, S') est un idéal de ® (.1, §).

Les classes de formes fermées cohomologues entre elles sont nommées
classes de cohomologie de (LI, §); une telle classe est notée 2*(.1, .S'); ces
classes sont les éléments de Vanneau de cohomologie a coefficient numé-
riques complexes :

H* (X, §)y=® (¥, §)/d2(X, ). . -
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Si ¢ (x) est une forme fermée sur (.17, .S"), l’intégralef @ (z) ne dépend
(X, )

que de la classe A*(.I', .S") de ¢, vu la formule de Stokesf(lm :f o]
1 ot

cette intégrale sera notée

f (X, 8.
h(X, S8

On sait que I'homomorphisme (n° 1)
e QO S8 > QX Fr S
induit un homomorphisme
F* (X, Sy H (X" F*S);

il est nommé : homomorphisme réciproque de I'application /' : .1"— F.
On connait le triplet exact d’homomorphismes :

*, réciproque de I'immersion de .§ dans .1';

P, réciproque de I'application identique de 1" sur lui-méme;

J*, nommé cobord, induit par la différentiation des formes de restriction

a S donnée :
m(x, S
w,/ RN () =d(p*) =o
- AN d(0") =1
H (S, S —— (X, Sus)

p* et i* sont des homomorphismes d’algébres, 0* d’espaces vectoriels sur le
corps des membres complexes; H*(.Y, S"), H*(S, §') et H*(.1, SUS’)
sont des algébres sur //*(.1); la multiplication a droite de leurs éléments
par 2*(X) commute avec p*, i* et d*. Ce triplet p*, i*, 0" est le transposé du
triplet p, 7, d (n° 3) :

f WX, S = f A0 ST
(S, 8 (S, S8

f WY, SuSY = [ pR(Y, Sus);

ph(X,S8) h(X,s)

f 7 (S, s'):f IN (S, S).
ol (X, 8U S /(X SU S

Voici enfin les théorémes de dualité, dont le second implique le premier :

THEOREME DE FAIBLE DUALITE, — Si 2 (.T, §') vérifie

[ KX, S)Y=o  pourtout (T, S)eH (X, S,
“h(X,8)

alors A( A, §)=o.
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Si A (.1, §) vérifie

f (X, S8)Y=o pour tout A(X, SYeH. (X, S),
hX,S)

alors 2 (.1, §") =o.

THEOREME DE FORTE DUALITE. — A toute fonction linéaire, homogéne,
numérique complexe I[h], définie sur H.(X, S"), correspond un et un
seul 1* (.1, §") tel que

1Y, S :f WO, S).
L (X, 8

Le chapitre 3 précisera la définition du triplet p*, i*, 0%, prouvera qu'il
est le transposé de p, i, d, en déduira les théorémes de dualité, que
S. Lefschetz et G. de Rham ont prouvés dans le seul cas ou S’ est vide
(c’est-a-dire dans le cas de I’homologie et de la cohomologie absolues).

Nos théorémes de dualité n’exigent pas 1" et .S" analytiques complexes; il
suffirait de les supposer indéfiniment différentiables.

5. La classe-résidu. — Voici le théoréme d’existence de la classe-résidu :

TueoreMe 1. — Soit ¢(x) une forme fermée sur A" — S, nulle sur S';
elle est cohomologue dans (X — S, S") a des formes ayant sur S des
singularités polaires d'ordre 1; l'ensemble de leurs formes-résidus est une
classe de cohomologie de (S, §').

Cette classe est nommée classe-résidu de ¢ et est notée
Rés[o] =Rés[ 2" (A — S, 5],

(A — 8, 8") étant la classe de o.
Evidemment :
rés[o]eRés[o] si rés[g] existe;

on a la formule du résidu :

f c?:gm'f Rés[o].
8h (S, 8") (S, 87)

ExempLe. — Si /=1 et si f(«) est une fonction méromorphe sur 1,
alors Rés[ f(a) dz] est I'ensemble des nombres nommés par Cauchy résidus
de f(x). (En effet x™dzx ~ o si m = —1).

Nore. — Le théoréme précédent serait faux si 'on remplacait I'anneau
des formes réguliéres par celui des formes holomorphes (voir n° 59).
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Le chapitre & prouvera le théoréme précédent et les propriétés de la
classe-résidu; c’est le n° 7 qui formulera ces propriétés.

6. Composition des cobords ¢ et des résidus. — En composant les
homomorphismes
H.(S, SY... 5 H(S0...08—SiuU...US,, S)
8 ;
- ... H (X —Svu...uS, S

Rés

myr—Sv...uS,, ...~ H(Sin...nS; — Siyv...uS,, S)
B H (S, S
on définit le cobord composé 0™ et le résidu composé Rés™ :
om s H.(S, S)—>H(X¥—S8u...uS,,S)
Résm: H* (X —Su...uS,, )= (S, ).

On a la formule du résidu composé : si ¢(x) est une forme fermée
sur .I"— S,u...uS,, nulle sur S, alors

(6.1) f cp:(zﬂ:i)’”f Rés™[ o ].
om (S, S8) (S, 8"

On définit de méme rés”[¢] quand ¢(x) est une forme fermée
sur A"— S,u...uS, et que
su(@y ) osm(2, y) o (2)
est réguliére prés de chaque point y de S; c’est une forme fermée sur S.
rés"[o]eRés"[o].

Nous notons
Siee Sm®

rés[e] = dsi N\ dsm s
Si w(x, y) est une forme réguliére prés de y telle que
w(z, y)/si(x, y) .. sm(x, y)

soit indépendante de y et fermée sur X' — S;uU...US,, nous écrivons
donc

Aa/it 0)(-1?,}’) = il
(6.2) res [Sl(x, ¥) . Sm(, )’)] dsi N N\ dsp

s
Les propriétés de vés s’'étendent immédiatement a rés™ : si o (x, y) est

@]

holomorphe prés de y sur X' — S u...uS,, alors m

est
S

holomorphe pres de y sur S.
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Si y(a) est une forme fermée sur I,

)

o Ay -
(6:3) s dsi ...\ dsy,

dsy )\ ...\ dsy,

N %

5

Si I'application /" de .1* dans _1” vérifie les hypothéses qu’énonce le n° 1,

F*o
6.} Prl—o—2 )= .
(6-4) <a’s1 Ao\ dsy, s) dF sy \'o oo N\ dEF7 s, | pes
En particulier :
- .. 3 . oS
(6.5) La restriction de N Sa S’ est B N .Sm".

[0}

.0 g icti TN
(6.6) La restriction de a5 N o

a S est nulle si @ |.S"—=o.
S

Le chapitre 5 justifiera la définition de rés”; il prouvera que ces compo-
sitions de rés, Rés et 0 sont associatives et anticommultatives : en particulier

/ ds,,
SiN...NS—

une permutation paire (impaire) de .S, ..., S, multiplie

)

As': ds, )\ ...\ dsn 5;

[0

ds, N\ ...\ dsp,_,

O]

dsy )\ ...\ ds,,

S0 O S
par +~1 (par —1).

Voici comment nous formulerons les propriétés de Rés que prouve le
chapitre & et les propriétés de Rés” que prouve le chapitre 3 :

7. Notation différentielle et propriétés de la classe-résidu. — 1l est
commode (voir par exemple le n° 8) d’étendre & la classe-résidu d’une
Jorme a singularité polaire quelconque la notation différentielle (6.2) de
la forme-résidu.

NOTATION. — Soit (2, y) une forme de z, réguli¢re prés de y € S, nulle
sur S’ et telle que
(7.1) (’)('137 .),)

1 , , 1+7r . ,
ST, ) sy (s )
soit indépendant de y et fermé sur un voisinage de .S; nous remplacons I’

par ce voisinage de S et nous posons

d:/+. sy

[ dsy (2, )TN N [ dsin (J‘-_L‘»>JI+/'

0)

(7.2)

— ! B Agi .
—=gq!...r!'Rés e
(S, 8) 1 Re”)

Dans ce symbole (7.2), nous omettons souvent :

(8, 8)
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Ce symbole (7.2) désigne donc une classe de cohomologie de (S, S').
Le degré de cette classe est d°(w) — m; elle ne dépend que de la classe de
cohomologie I* (X — S,u...US,, §') de la forme fermée (7.1) : elle est
indépendante des choix de w (2, y), s;(x, y).

ProprifTs. — SigZQ, ..., r<R,onavu (7.2):

(73) ATty _ lL L Zi d()—i—...—f—rlll's?——t/ L. S{IIT/'(L)].
dsi; TN o Ndsy T T O RY dstO N LU N dst R

i

Le n° b établira les formules que voici :

. vty )
(74) Rés d.S‘}"'/’/\ A dsl+t/ [F]

m

(SN e NSi—1— 8, 8
1 APty

o —,‘—! dsi+/’/\ AR /\ dsl’lt\:’i /\ dsl!l

ss)

ne permutation paire (ou impaire) de s, ..., s, multiplie (7.2) par +1

(ou par —1r) : c'est ce que rappellent les symboles A au dénominateur
de (7.2). Soit F' une application de X* dans X" vérifiant les hypothéses
qu’énonce le n° 1 :

i+

ds\ TN Lo N dshE”

A+ o
(8, 8 - [(ZF*.S]J"H//\ .o /\ [dF*.S‘,“J"HV (I8, F* 87

(15) F*

Si y(x) est une forme fermée sur X" el si 2*(.I) est sa classe de cohomo-
logie, alors

di++ 0

dr/+...+r[0) (z, y)/\)((?")-l o
(7.6) 8 dsTTTN LN ds)T

ds; N oo N ds)

BT,

Considérons le triplet exact ci-contre (cf. n° & et, pour S, n® 1) :

(S, 8)
i/ P

e
(SN S, §) % H* (S, S'uS)

on a, ® vérifiant toujours les mémes hypothéses :

di=+7 g

( 77) I dS t+q /\ /\ dslj);—/‘

d//+ )

e
(8,870 8" d‘ IN N dsyT"

S, 8

siw|S =o;
di gy

&R s

di++7

(78) 14 SS’)_ ]-r-(//\ /\dSJ—H

>
S NS, 87
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X di+--r—m q',
(1.9) & g

sns,8)
_ (_ I)Ht di++r
dsi TN L. N ds

m

1 n Cl‘l dlll
[t — g p g = 2 g )|

Sm

(8,87 U8
si U (2, y) est une forme de @, réguliére prés de y€ S, nulle sur S’ et telle

que

Y(z, y)
s{(x, y) sz, y)

soit indépendant de y et soit fermé sur S’.

ds m
S m

mules (7.3) permet de simplifier (7.9) qui se réduit &

Note. — Quand q%ﬂ ANY+...+r A b est régulier sur .S, la for-
1

di+--+r—m LP
7.10 O
(1) TR TR snses:
d//+. cor—m
=V ST A
ds ds,,
(=g Ay == S pg)|
1 m (S8 U S")
8. Cas ou les S; ont des équations globales. —— Nous supposons que

les .S; ont des équations globales, prés de .S : il existe des fonctions s;(z),
holomorphes prés de S, telles que S; ait pour équation prés de S :

St si(x) =o.

Alors le symbolisme du calcul des dérivées partielles entre en jeu :

Norations. — Cas m —=1. — Soit w(x) une forme réguliére prés de S,
telle que
(8.1) ds(x) \dw(x)=o, 0| S =o;
nous notons
(8.2) di _ dr(ds \ o) _ dr— (dw)
' ds? |is, s ds'=" s, s dst s,

aprés avoir constaté I'égalité des deux derniers termes.
Cas m > 1. — Soit » () une forme réguliére prés de S, telle que

(8.3) ds,(z) N\ ... Ndsp(x) \do(z) =o, o|S'=o;
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nous notons de méme

Qi+ _drerdsy N N\ dsy N\ o]
9s ... 05y, |is, 5 dsi™ N .. N\ ds) " (8, 87)

(8.4)

ProprieTis. — Une permutation de s, . .., s, n’altére pas (8.4).

Cas o w(x) est de degré nul. — w(x) est donc une fonctlion;
(8.3) exprime que c’est une fonction holomorphe de s, ..., s,, nulle

sur S :
o(x)=f[si(x), ...sm(x)],

/ étant une fonction de [sy, ..., s,], holomorphe au point [o, ..., 0];
si S et S se coupent, alors f est identiquement nulle et (8.4) I'est aussi.
Sinon, (S, ') =(S) et

d']+“'+r&)

ds§ ... 0sh,

()
est le produit du nombre complexe

0’/+“'+rf[s1a ‘e Sm:l '

dsT...0s),

par la classe de cohomologie unité de S.
C’est ce qui justifie nos notations, dont les énoncés suivants montrent la
commodité :

Formule de Leibnitz. — Si w (x) vérifie (8.3) et si ds, \...\ ds,, \ dm—=0
alors

. ()Q+"'+R[u)/\7r]
(8-5) 050, 0sT
PRI A7) (8,57
Q! R!
- Z 2 (O=q)! ri(R=r)]
V£g <
0LrER
()(]—0—,.4—0-7‘(0 dQ-r]+ +Il—/',n-
"OsT. . Osp, 15,50 0T .. 0sI g
Formule du changement de variables. — Soient
tl(sla ey sm), oo tIIL(S17 KR} Sm)
m fonctions holomorphes au point (o, ..., 0), nulles en ce point, ol
LIGIN
D(s) ’
alors )
()Q+...+R0) I Ty
(8.6) ol .= 2 Chmhigr—a
()S] ()Sm (8, 87) (4 . tm (S, 87

0 (41
Q+...+ R



94 J. LERAY. [ INTRODUCTION

les nombres complexes €72z étant indépendants de (8, §’), de w et de son
degré : ils ne dépendent que de l'allure des fonctions #;(sy, ..., s,) au
point (0. ..., 0); ce sont les coefficients de la formule analogue & (8.5) du
calcul différentiel classique.

Les formules (7.5), ..., (7.8) restent valables quand on y remplace

di+--+r Qi+e+r

asTTA L Ndsy P05 os

m

(7.9) devient -
. dr/+.‘.+r4, d’“‘ [qu]
(87) ()S’l/"'() Sm (SN S, .8) dsq...()sm (S, 87U 87
si dsi\...Ndsp\Ndb|S"=o et Y|S=o.

Le chapitre 6 établira ces propriétés en méme temps que leurs extensions
(théorémes des n* 47, 50, 51) a
d7+...+r+u+...+v

()Stll .. dsl+lt /\ /\ dsl+v !

n-+1 m

dont il donnera la définition et dont I'emploi est nécessaire pour étendre
au cas m > 1 la seconde des égalités (8.2).

9. La formule de Cauchy-Fantapié, dont le n° 56 donne ’énoncé et une
démonstration due & 1axs LEwy, permet de calculer quelques résidus.

Notations. — X" est un domaine convexe d'un espace affin, complexe, de
dimension complexe /; E est I'espace vectoriel des fonctions linéaires,
numériques complexes, définies sur cet espace affin; Z* est I'ensemble des
sous-variétés complexes, planes, de codimension 1, de cet espace affin
Z* est un espace projectif complexe, de dimension /, image de Z. La valeur
de 2€ Z en x € X est notée

Fa=Fy+ iz +...+
(Cos %1y - -+, Z4) étant les coordonnées de £ et (x4, ..., 1) celles de x. Ilors

de la variété plane de Z*, image de la variété de E d’équation Z;= o, nous
(Zo/Zis o0 E1/2)

utilisons

comme coordonnées locales du point£* de Z*, image du point L= (%, %...., &)
de EZ*. Une forme différentielle 7 (£) est donc une forme sur & si, et seule-
ment si elle ne dépend de £ que par l'intermédiaire des quotients &,/%;, .. .,
¢i—1/%. Nous notons :

w(x)=dx, )\ ...\ dxs;

{

0 () =N (— DR A A i A e N

k=0
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puisque

AT dE Q)N N dGf) =0 (5),

&(2, x)m" () /\ w(x) est une forme sur I'image dans =*>< .1 du domaine
d’holomorphie de g, quand g est homogéne en £ de degré — I — 1; cette
forme de Z*x<.I', étant holomorphe et de degré égal a la dimension
complexe de Uespace, est fermée et s'annule sur toute sous-variété analy-
tique complexe.

Donnons-nous un point y de .I'. Notons y* la sous-variété plane de =*
d’équation

'y*: Z'.)/:O (‘)MCE*)-
Dans le produit topologique Z* < 1" considérons la sous-variété plane P et
la quadrique Q que décrit le point (£*, ) quand :
P: Z.y=o; 0:

X

Y

. =0} Pet QcZr < .T).

Quand %" décrit la sous-variété analytique complexe »*, munie de son
orientation naturelle, alors le point (£, y) de Z*x< I décrit un cycle
compact de PN Q; notons sa classe d’homologie

1({l—1)

(—1) = A(PNOQ);

nous prouverons que c’est wune base du sous-groupe de H.(PnQ) de
dimension 2/ — 2.
La formule du résidu transforme la formule de Cauchy-Fantappi¢ en la
suivante, que nous nommerons seconde formule de Cauchy-Fantappié :
TueoriMe 2. — Soit f(x) une fonction holomorphe sur X on a

N A1 () (5) Ao ()]
SOV =g f,,(,m, A(z.2) NG

Note. — On peut énoncer cette formule comme suit :

L df(z)et(E) No(z)]
(r)fdE) N[dEY)) eno

est lu base du sous-groupe de H* (P n Q) de degré 21 — 2.

Ce théoréeme a le corollaire suivant, que nous nommerons (roisiéme
Jormule de Cauchy-Fantappie; S désigne une sous-variété analytique
complexe de =" < .I” en position générale par rapporta P eta Q :

CoRrOLLAIRE 2. — Soient p et 0 les deux homomorphismes (appartenant
a deux triplets différents) :

p: HAPANQ)—>H.(PnQ,S); 0: H.(P,QuS)—H.(PNO,S);
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s'il existe h (P, QU .S) tel que
Ph(PNQ)=0h(P, QUS),

N 1 d'[f(z)o" (&) No(x)]
FO)= (2me)=! \/lz‘(P,QUS) [dz.y ]

alors

Le chapitre 7 établira les propositions qui précédent.

10. Dérivation d’une intégrale, fonction d’un parmétre. — Reprenons
les notations du n° 1, en supposant que m —1 et que S—.S, dépend d’un
paramétre € 7'; .§' n’en dépend pas. Limitons-nous au cas ou .S appartient &
une série linéaire de sous-variétés : son équation locale s(x, 3, ¢) == o est
linéaire en ¢; 7" est un domaine d’un espace affin.

Soit o (x, y) une forme de x, réguliére prés de y, nulle sur S': soit un
entier ¢; supposons que

w(z, ¥)
s(z, y, t)7

est une forme de x, indépendante de y et fermée sur .1 — S. Le n° 63 en
déduira que, si ¢ #o :
(10.1) si(x, ¥, 0)/s(x, y, t) est indépendant de y;

(10.2) %[S /\ » est (pour dt = o) indépendant de ¢

Nous supposons cela encore vrai si ¢ = o.

Si o < ¢, donnons-nous une classe d’homologie 4 (.S, S’), a supports
compacts, de (S, S'), dépendant continiiment de t |c’est-a-dire : pres de
chaque point de 7', il existe un cycle de cette classe dépendant contintiment
de t]. Si ¢ = o donnons-nous une classe % (.1, SU.S") dépendant continument
de ¢ et notons 2 (S, §') =dh (A, SUS’) son bord :

0: H.(X SuS)—H.(S,S).
Nous choisissons :

dim/A (X, SUS') =d’(w); dim/4 (S, §') =d*(») —1.
Définissons la fonction :

[" S(x, e t)]_!/

(10.3)  J(t)= ——o(z, ) si gZo,
R(X,5U8) (=t
A7 .
(].0../[) J([):[ ' _d,ST S1 0<7.
L (S,87)

Ses dérivées sont données par la formule de dérivation de lintégrale,
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Sfonction d’un paramétre complexe :

TukoREME 3. — J (1) est une fonction holomorphe de t. Si le polynome P
est homogéne de degré p, on a

(10.5) P<—0>J(t):/ Py A G p gz,
Ji h(X,8US8) (_P—(/)'

0\ dr+i—[P(— s;) »] .
10.6 P<— J(t ::f si o< p—+q.
(10.6) ot ) () 5,5 dsP+i r—1

Le chapitre 8 établira ces formules; il les déduira de formules de dériva-
tion plus générales.

11. Ramification d’une intégrale, fonction d’un parameétre. — Dans les
hypothéses du n° 10, remplacons I'hypothése que S(¢) n’a pas singularité
par celles-ci : S(¢) a au plus un point singulier z(t); c’est un point double
quadratique ol 5,7 0 :

(1L.1) s(z, y,t) =o, Sx== o0, s 0 Hess,[s] =0

pour . —23(1);

enfin z(Z) est dans une partie compacte de X" étrangere a S'.

Notons K V'ensemble des points ¢ de 7" tels que ce point singulier s(¢)
existe; le n® 6 (chap. 9) prouvera ceci : K est une sous-variété analytique
complexe de 77; sa codimension complexe est 1. Evide_rnment K est Uenve-
loppe des sous-variétés analytiques complexes planes de T, d’équation
s(x, y, t) = o [ ces sous-variétés dépendent du paramétre z; mais non de y,
vu (10.1)]. Soit

K : /{'(l, )) =0

I'équation locale de K, quand z(¢) est voisin de y; ce méme n° 6% montrera
qu’on peut choisir & tel que

(11.2) ki(tyy)y=—s(2, 5, t) o=z sur K.

Nous supposons que A (A, S(2)uS') et 2(S(t), S") dépendent contind-
ment de t le long de K (c’est-a-dire : elle dépendent contimiment de ¢
quand ¢ décrit K; de plus, quand ¢ est voisin d’un point o de K, les
classes 2 (X, S(t)uU S') et 2(S(2), S') sont voisines des classes 2 (.1, S(o)u S’)
et (S(0), S') : elles contiennent des cycles voisins, sauf pres de (o), de
cycles de (A", S(o)uS’) et 1(S(0), §)].

Ainsi A(AX, S()uS') et h(S(t), S') ont plusieurs déterminations,
continues hors de K ; le théoréme d’E. Picard et S. Lefschets, que rappelle
le n° 65, décrit leur ramification sur K; il emploie les classes évanouissantes

(1, S()US),  e(S(0), §)=0de(l, SUS)  (t&K)
dime (A, SUS) =1L.

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FAsc. 2.
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I. FirY a donné une définition trés simple de ces classes évanouissantes :
e(X, SuS’) est la classe d'une boule 3(¢) a bord dans S(¢); B(t) est
voisine de 5(0). Soit W un voisinage de s (0); soit e(J}, S) la classe de (3(¢)
dans (W, S); soit

e(Snl)y=ade(W, S):
I'immersion de W dans X" applique e(TV, S) sur ¢(.X, SUS) et e(Sn IF)
sur e(.S, ).

Une formule de S. Lefschets précise le théoréme d’E. Picard et
S. Lefschetz, en employant l'indice de Kronecker

1(l+1)

(11.3) n=(—1) * Kl[e(SnW), h(S, S)].
Soit P un polynome, homogéne de degré p, tel que
(11.4) P(si(x,y,t))7#o0 pour (—o,x=)=5(0);
supposons W assez petit et ¢ assez prés de o pour que
P(s(z,y, t)) %0 quand xe W,y =xz(0);
définissons, quand d°(w) ==/ et que ¢ est voisin de 0 € K :

. [—s(x, )P~7 w(x, ¥) .
b ) f— E . -
(11.3) Jr(t) s o q)! P(—s) St g =p,

S ) e
cnm B0 LE (=)

(le n° 67 justifie cette définition); d’aprés le théoreme 3 (n° 10), si P et Q
sont deux tels polynomes,

(11.6) P(%)J.PQU);t./.Q(t)'

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de ramification d’une
intégrale, fonction d’un paramétre :

THEOREME k. — ST d'(w) 71 et =2l — 2, alors J(t) est holomorphe en
chaque point o de K (c’est-a-dire sur un voisinage de o dans 77).

Supposons d’(w) =1l et l impair; alors

T=r—3

Jr(O k(L ) et J(1)+ " ji(1)

sont holomorphes en chaque point o de K.
Supposons d°(w) =1 et | pair; alors jy(t) est holomorphe en chaque
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point o de K et s’annule p + g — q fois sur K;

70— 5P (5 ) Lin() ogh(e, )]

2Tl

est holomorphe en chaque point o de K, pourvu que q — é =p.

On peut déterminer explicitement la partie singuliére de J(¢) sur K
voici ['expression de la partie principale de la partie singuliére de J(t)
quand o est holomorphe :

COROLLAIRE k. — Supposons » (z, y) holomorphe, de degré ( :
w(z,y)=p(z,y)de, \... \ dz,.
On a sur K, si k vérifie (11.2) :

~

l : )
(U9) ok ) F=e LB,
I‘<1 - q> VHess, [s (2, y)]
L, / 0
= (27.[)2 r< — —) —_ Sl‘ [ est impair,
2/ yHess,s

=o si: [l est pair et << 2q.

Ji A
(11.8) J(t)A-(;,y)"‘*?::tm'(zn)ﬁ_’l“(q— l> :

2 \/ Hess,s

\

st : [ est pair et << 2q.

Le chapitre 9 prouvera ce théoréme et ce corollaire.

12. La distribution que définit une intégrale, fonction d’un paramétre
réel. — Modifions comme suit les hypothéses du n° 11 : 7" est désormais un
domaine d'un espace affin réel; K est une sous-variété réelle de T;
d'(w) =1; h (X, SUS") et 2(S, S') sont définis univoquement et dépendent
continiiment de t sur T — K [au sens qu'explique le n° 10] et le long
de K [n°11].

Si [ est impair, 'indice de Kronecker n (¢) que définit (11.3) est constant
de chaque coté de K'; (sa discontinuité a travers K ‘est un entier pair).

Définition de la distribution J(t), quand [ est impair. — J(t) désignera
désormais la distribution qui vérifie les conditions suivantes : hors de K, J(¢)
est la fonction, (10.3) ou (10.4), étudiée ci-dessus; en chaque point o de K,
la distribution

s+ 1p(5) o) (1- 5 =)

est une fonction holomorphe sur T.
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Si [ est pair, I'indice de Kronecker n que définit (11.3) est indépendant
de ¢. On peut alors définir un entier /V(¢), constant de chaque coté de K,
tel que 2/ + /V(¢)e soit réguliérement continu, au sens que définit le n° 73;
(la discontinuité de /V(¢) a travers A a la parité de n).

Définition de la distribution J(t) quand [ est pair. — J(t) désignera
désormais la distribution qui vérifie les conditions suivantes : fors de K,
J(t) estla fonction, (10.3) ou (10.4), étudiée ci-dessus : en chaque point o
de K, la distribution

J ) .,
J(t) — 2—mp<dt>[lp(t)10"[/‘(t M+ P<(—)—> [(V(2)je(0)]
(- =
\(1—‘ 5 =P
est une fonction holomorphe sur T.

Note. — Les conditions précédentes sont indépendantes du choix P; elles
définissent une et une seule distribution J(¢).

Note. — La distribution J(¢) est la fonction J(¢) elle-méme quand
29 =1+1
(puisqu’on peut alors choisir £ =r1).

Voici la formule de dérivation de Uintégrale, fonction d’un paramétre
réel :

TutoreME 8. — Convenons que Uintégrale (10.4) représente la distri-
bution J(¢). Alors la distribution P (d() > J(t) est donnée par les formules
de dérivation (10.5) et (10.6) du théoréme 3.

Le chapitre 10 justifiera ce n° 12.

Cuaritre 1. — La forme-résidu.

Ce chapitre 1 justifie le n° 2.

13. La division des formes.

Lemye 13. 1. — Soit ¢ () une forme réguliére sur X Il faut et suffit que

ds(x, ¥y) No(x)=o0
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pour qu’existe une forme Y (z, y) réguliére prés de y, telle que
¢(x) =ds(x, y) N(z, y).

¢ | S est défini sans ambiguité. Si ¢ est holomorphe, on peut choisir { holo-
morphe en .

Preuve. — On choisit en y des coordonnées telles que s = ,; les pro-
priétés énoncées sont évidentes.
Cessons un instant d’exclure les singularités de .S.

Lewye 13.2. — (de Ruam). Soit y un point double quadratique de S :
sz(2x, y) = o, Hess.[s] Z o pour x=y.

Soit ¢ (x) une forme holomorphe sur 1X.
Pour qu’existe prés de y une forme holomorphe § (x, y) telle que

v(@)=ds(z,y) N (2, y),
il faut et il suffit que :

ds(x, y) No(z)=o, si d'(¢)<l
a(y)=o, siod(g)=1 et o(x)=—a(zx)dr, \ ...\ dx,.

Preuve pour d°(¢)<<l. — Reportons-nous au n°1 (p.346-348) du
Mémoire [15] de G. de Ruam. 1l s’agit de diviser prés de y la forme ¢ (que
de Rham note «) par laforme ds (que de Rham note w); le A-module M
(de Rham) est 4 lui-méme; 'anneau 4 est celui des fonctions a(«) holo-
morphes sar une boule de centre y, assez petite pour que

Js ds
A](x) == d—xl,' ey \./(.T,) = 6:;[
y constistuent des coordonnées locales (que de Rham note y,,..., »;). Les

conclusions de G. de Rham valent, car cet anneau posséde la propriété (P) :
si s (x)a(x) appartient a l'idéal des fonctions holomorphes nulles
pour 5,=—=...= 5= o0, alors @(.x) appartient a cet idéal.

PRrEUVE pour d°(¢) =1I. — Reportons-nous a la fin du n° 1 (p. 348) du
Mémoire de G. de Rham : on voit que { existe si et seulement si a(x)
appartient a I'idéal (s, ..., 5,); cela veut dire : a(y) =o.

14. Définition de la forme-résidu. — Justifions cette définition,
qu’énonce le n°2 et prouvons le premier des théorémes qu’il énonce; il s’agit
de prouver la

ProrositioN. — Soit ¢ () une forme fermée sur X — §, ayant sur S une
singularité polaire d’ordre 1.
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Alors, prés de chaque point y de S, existent des formes réguliéres de x,
U et 0, telles que :

__ds(z, )

(k. 1) 9(z)= Tz 3) AY(z, ¥) +0(x, ¥);

la restriction de ¢ («, y) a .S ne dépend que de ¢; c’est une forme fermée
sur S; elle est holomorphe si ¢ () est holomorphe.

PrevvE. — 1°) Eaistence de U et 0. — Puisque dy —o et que su est

régulier prés de y,

d(so)=ds \o
est régulier prés de y; ds I'annule; d’aprés le lemme 13. 1, il existe donc une
forme 0 («, y), réguliére pres de y, telle que :

ds \Nog =ds\0.
D'ou :

ds )\ (so —s9) =o,

puisque s — s0 est réguliére prés de y, il existe, vu ce méme lemme, une
forme Y (z, y), réguliére pres de y, telle que :

so—s0=ds\V¥

Nous avons ainsi défini, prés de y, des formes et 0, vérifiant (1%.1).

2°) Si @ est holomorphe, on peut choisir 0 et ¢ holomorphes en ..

3°) U | S ne dépend que des données ¢ et s. — Pour le prouver, il suffit
de prouver que
(1h.2) E?/\L};—!—O:o entraine ¢ |S=o,

si ¢ et 0 sont réguliers prés de y. Supposons donc
(1%.3) ds \b + 50 =o;

d’ou
ds \6 =o;

vu le lemme 13. 1, il existe donc une forme , réguliere prés de y, telle que
0 =ds/\w;
en portant cela dans (1%.3), on obtient
ds\ (b +sw)=o;
vu ce méme lemme, il existe donc une forme @, réguliére prés de y, telle que

b+so=ds)\w
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d’ou
| S=o.

4°) 4| S ne dépend que de o. — Soit s* un aulre choix de s - s/s* est une
fonction de x holomorphe prés de y, ou elle ne s’annule pas;

_ds

?= 5

A -+ 07, ou 0*:0—*—0’(108;) N

est réguliére prés de y; ¢ | S est donc le méme pour les deux choix s et s*.

5¢) 4| S est fermé. — En différentiant (1k.1), il vient, puisque do —=o :

— %S/\dgb—i—do:();
d’ou, vu (1k.2) :
dy | S=o.

15. Holomorphie de la forme-résidu en les points doubles quadra-
tiques de S (de Rham). — Supposons s¢ holomorphe en y et y point
double quadratique de S :

Sx== 0, Hess.[s] Z o pour x==y.

Le lemme de G. de Rham va permettre de choisir 0(z, y) puis 4 (x, )
holomorphes au point y : le théoréme de G. Rham sera prouvé.

Exposons ce choix, si facile que de Rham a négligé d’énoncer et de prouver
son théoréme.

Employons en y des coordonnées locales telles que

y=(0, ..., 0), s= 2 4L+ ).

Choiz de 0 pour d°(¢) <<{—1. — D’aprés ce lemme, on peut choisir 0
holomorphe en 2z au point y et tel que

(15.1) ds No=ds\0.

Choiz de O pour d°(v) =1—1. — D’aprés ce méme lemme, il est encore
possible de choisir § holomorphe et vérifiant (15.1), si

(15.2) dsNo=a(x)dr \... \dz et a(y)=o.
1] suffit donc d’établir (15.2). Or

!
o (x)= 192 (=)o (x)dxey )\ ... Ndag—  Ndxgy N\ - .. Nday,

k=1
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les b;(.r) étant holomorphes en x —o; donc

t
dsN\No=d(s9)= ggidxl/\.../\dx/;
k=1
la condition (15.2) s’écrit donc
l
(15.3) ; (”’d’*_;k") —0

k=1
Or dy = o signifie
l

!
Zﬁbk:‘? ~ dby

()xk dxk
k=1 k=1
c’est-a-dire
l l ob
O 9 9 k
b= (2} +...+ 2} 2—
2‘ kUL (z} ) doxy’
k=1 k=1

en appliquant a cette l'elation}: 007 et en faisant 2 — o, on obtient (15.3).
k
k
C. Q. F. D.
Choix de 0 pour d°(9) =I. — On a d9 —=ds/\@ —o; on choisit 0 —o.

Choix de § pour d°(¢) <<l. — D’aprés le lemme 13.2 (de Ruan), on peut
choisir ¢ holomorphe en « au point y et tel que

so—s0=ds\U.

Choix de § pour d°(¢) —1. — Alors

q(x):{g:j;dx[/\.../\dxl;

d’aprés ce méme lemme, on peut choisir §, vérifiant les conditions précé-
dentes, si f(y, y) = o. Sinon, Uexpression (2.3) de rés[v] montre que

I 4 "
mes s I{res [¢]

n’est pas borné au voisinage de y, si v est une chaine de .S de dim/—1;
donc rés (o] n’est pas la restriction & .S d'une forme holomorphe au point y.

16. Majoration de la forme-résidu. — Nous allons prouver la formule :

o) | |x

5___ idS;Y

(2.8) en chaque point S.

ds
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Les notations employées sont les suivantes. On construit sur X une
métrique hermitienne (voir par exemple : A. LicaNgrowicz, [12], p. 232).
Au point o de S considéré, on choisit des coordonnées locales analy-

tiques (.ry, ..., x;) telles qu'en ce point la longueur | dz | du vecteur dz ait
Pexpression
(16.1) |de P=|dx, *+...+ |dzx/]?;

en ce point la longueur |s,| du gradient s, de la fonction holomorphe s
a donc l'expression

[saP=] 80 P+ 80
nous définissons
| ds |x=] 5]

Plus généralement, étant donnée une forme sur 1" :
<% — —
w(a) = Z Clovrjaegla)yde N ... Ndx; NdZs \ ... \dZg,
<</
2. <3
nous définissons | w |x au point o par la formule :

lwl|x*= Z [Civoijunep(o)?
i< <J
a3

Si @ est une forme sur .S, nous définissons de méme |w |y en employant
la restriction & .S de la métrique choisie sur .1;

(&) , .
— | désigne
ds K3

®
ds |s|s

Note. — On sait que ces « longueurs » | x, |® |s sont indépendantes du
choix des coordonnées locales vérifiant (16.1).

Preuve de (2.8). — Choisissons ces coordonnées telles que

s(z)=wa f(x); f(o) #o.
Alors, sur S,
ds(z) = f(x) dz,;

oo )
or, vu la définition de —
ds

au moyen de (2.1),

s

—d, 0, | =y|S;
w=ds\y+s ,E;S_!.H ;

. )
les coefficients de —

75| sont donc les quotients par f(«) de certains des

N
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coefficients de w; donc

(&)

ds

|olx

g Rl L
s— 1 f(x)]

y alors que | ds |[v=|s,| = | f(x)|:
d’ou (2.8).

Cuaritre 2. — I’homologie compacte et la formule du résidu.

Ce chapitre 2 justifie le n° 3.

17. La définition de I’homologie compacte d'une variété est classique.
Utilisons, par exemple, le traité de S. Lerscuerz [ 7).

On recouvre X par un complexe analytique « topologique » A [chap. VIII,
§8, (853.4) et (46.5)], tel que S et S’ soient les supports de certains de
ses sous-complexes; notons A’ le sous-complexe de K couvrant S'. Par défi-
nition [chap. VIII, § 7, (39.1) et (#0.2)], ce complexe « topologique » K
est « simple » et « localement fini », donc [ chap. I1I, § 1, n°3] « star-finite »
et « closure-finite ».

. (X, S estle groape d’homologie de K relativement & A’, & supports
compacts, a coefficients entiers, avec division [Group of K mod A" : chap. III,
§5,(23.4);§8, (40.2)] : ce groupe est indépendant du choix de A [chap. VI,
§2, (11.2), qui s'étend sans peine aux complexes infinis].

18. La définition du triplet ¢, p, d est donnée partiellement par
S. Lerscuerz (7], qnand S’ est vide [chap. III, §8, (40.2) et §5, n°23,
ot (23.2) nomme ¢ injection et p projection; d est omis|. Rappelons cette
définition.

Les cycles de (S, §') constituant la classe (S, S") appartiennent & une
méme classe 2 (.1, §'), qui est nommée iA (S, §').

Les cycles de (I, §') constituant la classe (4", S') appartiennent & une
méme classe (A, SUS'), qui est nommée ph(A, 5.

Les bords des cycles de (., SU.S") qui constituent la classe 4 (1, SUS’)
appartiennent & une méme classe £ (.S, S'), qui est nommée 9. (.F. SuS’).

L’exactitude de ce triplet ¢, p, d est aujourd’hui classique; sa preuve est
d’ailleurs immédiate.

19. Exactitude du triplet ., @, d(m =1, S=.S,). — Ce n® 19 donne
une premiére définition de ce triplet, qui rend évidente cette exactitude.
Le n°20 transformera cette premiére définition en celle qu'énonce le n° 3.

pEFINITION d’arcs 2. — Prés de S, on peut tracer une famille d’arcs
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réguliers, orientés, A, ayant les propriétés que voici :

1° leurs origines appartiennent a S;

2° la réunion des arcs 2 issus d’un point ) de .S est une variété réguliére,
de dimensions réelle 2, en position générale par rapport & S; [on peut
prendre s(x, y) comme coordonnée d’un point . de cette variété, qui est
donc orientée];

3¢ par chaque point ¢ S, proche de S, passe un et un seul arc 2;

4° un arc A ne rencontre pas S’; ou lui appartient entiérement.

PRevVE quand S’ est vide. — On définit sur .¥ une métrique riemannienne
réguliére (Whitney) et I'on prend pour arcs A les géodésiques orthogonales
as.

PrevvE quand S’ n’est pas vide. — On choisit cette métrique telle que .S
et §%(j=1,2,..., M) se coupent orthogonalement; on considére les vec-
teurs unitaires langents a ces géodésiques; on modifie ce champ de vecteurs
hors de §, de facon que le vecteur attaché a un pointde S’; soit tangenta S ;
on prend pour arcs A les trajectoires du champ de vecteurs ainsi construit.

DEFINITION d’un voisinage V de S. — On choisit V' tel que :

1° chaque point de V et de son adhérence V' appartiennent & un arc 7.;

2° chaque arc 2 coupe la frontiére V' de ¥V en un point unique.

Les rétractions p. et v. — Notons i(x) I'arc A unique qui passe par
un pointx € ¥ — S. Notons p.(2) son origine : c’est un point de S. Notons v (.x)
et nommons extrémité de A () le point ou 4(z) coupe Visize.V — V, défi-
nissons v (&) = .

i est une rétraction de V sur S, appliquant chaque .S, en elle-méme;

v est une rétraction de X" — S sur A" — ¥V, appliquant chaque .S’ en elle-
méme.

Nore. — Notons p~'(y) Pensemble des points de V que p. applique sur
un point y de S; V est un espace fibré, de fibre u—'(y"), de base S. La figure
ci-contre représente cette fibre, a laquelle V se réduit si /=—1.

L'isomorphisme v de H.(X — S, S8'") sur H.(X —V, §'). — La rétrac-
tion v est homotope a I'identité dans A" — .S (c¢f. S. Lerscuerz [6], chap. 1,
(&7.6) : déformation-rétraction]; elle transforme les cycles (homologues)
de (X — S, 8) en cycles (homologues) de (.I"— V,.8") et définit un
isomorphisme sur, conservant la dimension :

viH (X — 8, 8)>H(X—V,S).

Lisomorphisme yu* de H.(S, S") sur H.(.I', (X — 1)uS"). — Soit ¢ un
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simplexe de S; soit u=' (o) I'ensemble des points de ¥ que . applique
sur ¢; 2" (s) est une cellule, produit topologique de p—'(y) et de o, qui
sont orientés; d’ou une orientation de cette cellule, qui, ainsi orientée, est
notée p*g; d'olt un homomorphisme p* ayant les propriétés suivantes :

" transforme une chaine compacte de S (de SN.S’) en une chaine com-
pacte de 1" (de S);

©" augmente la dimension de 2 (nous écrivons : dim p*—=2);

" commute avec d, & des chaines prés de .I"— V.

Fig. 1. — La fibre p~1(y) de V.

Cet homomorphisme p* des chaines induit donc un homomorphisme :
preH (S, 8> H (X, (X —V)uS); dimp =2,
c’est un isomorphisme sur, car il a un inverse : 'intersection par la sous-
variété .S, munie de son orientation naturelle.

Une premiére définition du triplet ., w, 6. — Considérons le triplet exact,
analogue a celui que définit le n°18 :

H.(X,S) dim p, =dim i, =o
/ N
///;/ \i,,
HAX, (X V)uS) 7 H(X =V, §)  dimdy=—1.

Remplagons dans ce triplet les groupes . (X, (A — V)u S et H. (X — V., 8
par les groupes isomorphes H.(S, S') et . (A — S, S'); nous obtenons
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le triplet exact :

H.(X, 8 dimw =— 2, dim:—=o
@ / '
VAN ,
H.(S, S SH (X — S, S dimd =1

ou : L= IpV; ®= ()" pr; 0= v=1dppt;
0 est nommé cobord de I’ homologie compacte.

Le n°20 va montrer que ce triplet i, &, ¢ peut-étre défini comme le fait
le n° 3.

20. Définition directe de ¢, @, 6. — Les définitions précédentes de
et @ s’explicitent aisément :

DermniTioN de . — Les cycles de (X' —.S, §') constituant la classe
h(X — 8, S") appartiennent & une méme classe 2 (4, S'), qui est nommée
(X, S).

DeFNITION de m. — Les intersections par S des cycles de (', S'), en
position générale par rapport a S et appartenant & la classe A(.I, §),
appartiennent & une méme classe % (.S, S'), qui est nommée w/ (.1, S').

La définition précédente de 0 s’explicite aisément comme suit :

Une définition particuliére du cobord é. — Notons d, o la partie de dp.* (2)

appartenant a V'; d’ot un homomorphisme dy, qui transforme une chaine v

de S (de SNS') en une chaine o,y de X' — S (de '— Sn.S");
00y —=—10,0; dim d, = 1.
Donc 9, induit un homomorphisme
o:H (S, S)>H(X¥—8§,8); dim 0 =1.

La définition générale de 6. — Cette définition qu’énonce le n°3 et qui
montre que 0 est indépendant du choix de p., résulte du

LemMe. — Soit vy une chaine de .I"; supposons y en position générale
par rapport a S; dy somme d'une chaine de . — § et d’une chaine de S'.
Soit (X — 8§, S') la classe d’homologie de dvy; soit 2(S, §') la classe
d’homologie de l'intersection v.S; ainsi :

(20.1), v.Sen(s, §) (20.1), dveh( X —38,5)
Alors

(20.2) 3h(S, §)=h(X — 8§, S)
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PreUvE. — Vu les définitions de ¢ et de 2 (X — S, .5),
h(A— 8§, 8)=o.
Vu Pexactitude du triplet ¢, @, d il existe donc une classe 2, (S, S') telle que
(20.3) h(A — 8, 8)=0h(S, §).
Soit v, un cycle de 4, (S, S'); soit v, = [#*v,; vu les définitions de p* et de §
(20.4), vi-S€h (S, §), (20.4), dvieh(X —S,8).
De (20.1), et (20.4), il résulte que
d(y —vyi)~o dans (A — 8§, 8):
il existe une chaine v, de .1" — .S et une chaine y' de S’ telles que
Iy —11) =dn+7"
Done, vu (20.1), et (20.4),, v —y,— 72 est un cycle de (A", §') tel que
(v = 1—7:).S€A(S, §) — hu(S, §);
d’ou, vu la définition de @ :
h(S, S')— hy(S, S)emH* (X, §');
d’ou vu I'exactitude du triplet v, @, 0 :
(20.5) on(S, 8" =0k, (S, S).

De (20.3) et (20.5) résulte la formule & prouver : (20.2).

21. La formule du résidu (7 — 1) résultera du lemme suivant :

Notations. — On construit aisément une famille de voisinages 1’; de S
possédant les propriétés suivantes :

V.cV;

chaque arc 7. coupe la frontiére l'/'s de V. en un point unique;
V. dépend réguliérement d’un paramétre & (o<eLr);
J’; tend vers S quand ¢ — o (c’est-d-dire : tend vers o).

Nous notons p; la restriction de 12 & V et d;=dy,,.

LemMe 21. — Soit ¢ () une forme réguliere sur A" — .S, telle que, prés
de chaque point y de S, existent des formes réguliéres de z, (=, )
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et O (. y) vérifiant

ds(x, y)

('2].]) q)(x): 50 )

N ‘P(«l“a y) + 0(2‘, )

Alors : la restriction Y (x, y)|S =1 () est indépendante de y;

(21.2) y—;l(l)\/;vcp(x):2ﬁl.j¢(;l'),

quelle que soit la chaine compacte v.

Precve que U(x, y)|S est indépendant de y. — Si do-—o alors
d(x, y) | S=rés[¢]; en particulier, si 9 = o, alors Y (2, y)| S=o.

Prevve de (21.2). — Il suffit de prouver cette formule dans le cas
suivant :

o est un simplexe de §; s(x, y) —=a.

Puisque mes(Ssa)/ Inf |a,| est borné, supérieurement pour o fixe
XED. T
ete— o,

!L"}.feﬂ(-r) tf"% Ada(p-(w)):ﬁ%fawxvmmfawm.

La formule du résidu. — Supposons que v€A(S, §') et que o(x) soit
une forme fermée sur £ -— S, nulle sur S ayant sur S une singularité
polaire d’ordre 1; alors (21.1) a lieu, vu (2.1); 4 (x) —=rés[0];

] 4(2) = ¢(2)
G Y o (S, §)

est indépendant de ¢; la formule (21.2) se réduit donc a :

f cp(x):zﬂifrés[cp].
oh (S, 8") Y

Vu (2.7), Phypothése que ¢ s’annule sur S’ implique que rés{ o] s’annulle
sur SN Y'; la formule précédente peut donc s’écrire

f @(x):zm’f rés[o];
Gh(s,S8) h(S, 8

c’est la formule du résidu qu’énonce le n° 3.
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Cuarrrre 3. — La cohomologie et sa dualité avec ’homologie.

Ce chapitre 3 justifie le n° k.

22. Préliminaires. — Nous aurons a utiliser le lemme suivant, qui serait
faux si £ était 'anneau des formes holomorphes :

Lemmg 22, — La restriction » — | S applique Q (X, §') sur Q(S, §').

Preuve. — Soit ¢ (x)€ (S, §'); il s’agit de construire w(2)€ (.1, S
tel que |S=y. Puisque S et S’ sont en position générale, il existe
évidemment en chaque point y de .1 une forme w (z, y) de 2 telle que :

w(x,y)| S=y(x) sur un voisinage }'(y) de y;

w(x,y)|S=o.
Soit une partition de 'unité [voir par exemple G. de Ruam, [16], chap. I,
§ 2, coroll. 2, p. 6]

2 7?(.1’, y) ol |

y€X

telle que le support de m(x, ») soit intérieur a V(). Définissons

w(x)= 2 m(x, y) w(x, y).

yYeX
On a
w|S=1y; w|S=o
23. Définition du triplet p*, ¢, d*. — Les formes ¢(x) constituant

(X, SuS') appartiennent a une méme classe A*(.I, S'), qui est
PR, Suls).

Les restrictions & S des formes ¢ () constituant 2*(.1", ") appartiennent
4 une méme classe 2*(S, §'), qui est 2" (.Y, S").

Les différenticlles des formes w(x)eQ (X, ') telles que w | Se*(S, §')
appartiennent & une méme classe 2* (., SUS") qui est 9*2*(.S, S).

Seule cette derniére définition exige une justification. L’existence des
formes w résulte du lemme 22. 11 reste a prouver ceci :

LemME. — Si 0 | S ~ o dans (S, §'), alors dw ~ o dans (.1, SUS").
PReuvE. — D’aprés le lemme 22, il existe y € 2 (.17, ') tel que

w|S=dy|S



No 24] PROBLEME DE CAUCHY, IIL 113

donc
w—drel(t, Sus"
d’ou, puisque d*—=o,

dwedQ (X, Sus), dw~o dans (X, Sus).

24. Exactitude du triplet p*, i*, 0. — Evidemment.
U'pt=o, J'*=o, pro=o.

Les trois lemmes suivants suffisent donc a prouver 'exactitude du triplet p*,

i, 0",
LemMe. — Si 25 (X, §') = o, alors 2* (X, S"Yep*H* (X, SusS").
PrevvE. — Soit ¢ () e ™ (X, §') :
ved (X, S); 0| Sed(S, §).

Vu le lemme 22, il existe donc w € Q(A, S') tel que

9| S=dw]|S.
Donc
o —dwed (X, Sul);
or
o —dwel (X, S);
donc

(X, Shep (X, Sus).
LemMe. — Si 0** (S, §') = o, alors 2*(S, ") e H* (X, §).
PREUVE. — Soit w(z)€ (A, §') tel que
w|Seh (S, 8);
puisque 0*A* (S, §')=o, on a
doedQ (X, Suls);

c’est-a-dire
dw = dy;, ou yeQ(X, Suls');
donc
(0—7) | SE(S, §),  w—yzed(L,S);
d’ou
(S, SherrH (X, §').

Lenve. — Si p** (X, SUS*) = o, alors 2* (X, SuS§)ed* H* (S, S).

RULL. SOC. MATH. — T. 87, FAsc. 2. 8
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PreuvE. — Soit ¢ () e’ (X, SUS') :
9e®( 1, SUS);  oed(l, §);

donc

0o =dw ou wel(A,S§)
d’ou

0| Sed (S, S);

donc, si (S, §') est la classe de w | S,

(Y, SUS) ="k (S, S).

23. Les transposés p*, i*, d* de p, 7, d. — Soient une chaine v €/ (S, S');
et une forme o € A*(.I, §');

f@:f B (X, S') = PIY, S
v ih(§,8") (S, 8
donc

(25.1) [ /L*(/F,S/):/ PIEL, S,

<ihi(S, s Y hiS. 8
Soient une chaine ye (A, S') et une forme o€ /* (.1, SUS’).

fcp :f I (X, SuS') = P, SuS);

ph(X.8) (N, S8

donc

(25.2) f T, SuS'):/ pICT, SUS).
(X, §7)

7 TN, 8

Soient une chaine ye/ (L, SuUS’) et une forme neQ(X, ) telle
que o | Se (S, §'); d’apres la formule de Stokes,

f w:f do;
oy Y

donc, puisque o | §'= o,
(25.3) f (S, §') = 0 (S, S).
Y oh(X,85U8") hiX,85Us8")

Quand la dualité de /7" (17, S") et /L. (.1, S") aura été établie, nous pourrons
énoncer ces formules (25.1), (25.2), (25.3) comme suit : le triplet p*, *, 0"
est le transposé du triplet p, i, 0.

26. Preuve que H"(.l) est dual de //.(.1). — Il s'agit de prouver les
théorémes de dualité qu’énonce le n° &, en supposant tout d’abord S vide.
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Notons Hy(X)[et H,(1X)] les groupes d’homologie de .I", & supports
compacts, a coefficients numériques réels [et complexes]. Il est évident
que /1.(X) est canoniquement isomorphe & un sous-groupe de Hp(.I') :

H.(X)cHp(X);

tout élément de Hy; (1) est le quotient par un entier d’un élément de . (X).
On sait [S. Lrrscuerz [ 7], Universal theorem for fields, Chap. III, §5,
(17.8), Complementary results; §8, (40.4)] que de méme

Hp(X)cH, (1),

toute base de /I(.1") constituant une base de H, (.A").
Par suite
H.(T)cH,(1),

tout élément de H () étant le produit d'un élément de H (1) par un
nombre complexe. Pour que /. et H* vérifient les théorémes de dualité
qu’énonce le n° &, il suffit donc que H, et H* les vérifient; or cecl résulte,
comme nous allons le montrer, de S. Lerscuerz [7] et de G. de Ruam [16] —
ol nous supposerons les fonctions numériques réelles remplacées par les
fonctions numériques complexes, les coordonnées locales demeurant réelles —.

La faible dualité de H, et I1* est prouvée explicitement par G. de Ruam.
En effet tout cycle a support compact de A" conslitue un « courant impair »
a support compact [§8, Exemple 1, p. fo]; son théoréme 17'[§22, p. 114]
implique donc ceci : Si hell (1) est tel quef h*= o pour tout h*€ H*(.Y),

h
alors h — o.

De méme, toute forme constitue un « courant pair » [§8, Ex. 2, p. 40];
laffirmation qui suit et compléte son théoréme 17" implique donc ceci :

Siirell* (1) est tel quef/&*: o pour tout he H (1), alors I* = o.
h

Le théoréme de forte dualité équivaut a la faible dualité quand les
nombres de Betti de .I" sont finis; sinon, on peut l'établir comme suit.
Notons L (.1") le groupe de cohomologie de I, sur le corps des nombres
complexes, au sens de S. Lefschetz; notons /(%) I'indice de Kronecker
de lel(.') et hell (X); S. Lefschetz note cet indice KI(h,!);
S. Lerscnerz [ 7] prouve le théoréme suivant [chap. IlI, §8, (41.2); voir
pour la terminologie : chap. III, §6, n° 30 et n° 3L et §8, n° &0 ou une
chaine compacte est dite finie; S. Lefschetz ulilise sur #/, la topologie
discréte : nous pouvons ne pas en tenir comple] : .

TuEOREME DE FORTE DUALITE DE S. Lerscuitz. — Toute fonction linéaire,
homogeéne, numérique complexe, définie sur H, (1) est du type I(h),
ou leL(.V); la donnée de cette fonction détermine / sans ambiguité.
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S. Lefschetz construit L(A") a Iaide de « cochaines » [éléments d’un
groupe qui est muni d’une topologie; mais cette topologie n’intervient
pas dans le cas ot nous sommes : chap. III, §8, (40.4)]; ces « cochaines »
de S. Lefschetz sont nommeées « cochaines paires » par G. de Rham, qui
construit un homomorphisme du groupe additif de ces « cochaines paires »
dans celui des « chaines paires » [§22, Proposition 3, p. 113]; cet homo-
morphisme induit un homomorphisme, respectant !'indice de Kronecker,
de L (X) dans « le groupe d’homologie des chaines paires »; ce groupe est
identique au « groupe d’homologie des courants pairs » [§21, p. 103
et §22, p. 114], qui est lui-méme identique au « groupe d’homologie des
formes paires » [§18, théor. 1k, p. 94], que nous avons noté H*(.I).
G. de Rham construit donc un homomorphisme

v L(X)—>H(X)

respectant I'indice de Kronecker :
l(/z)::fp.l si leL(X) et heH(X).
h

Le théoréme de forte dualité de S. Lefschetz a donc la conséquence
suivante : Toute fonction linéaire, homogene, numérique compleze,
définie sur H (.X) est du type | h* ou h*e H*(.Y).

h
La donnée de cette fonction détermine 2* sans ambiguité, vu la faible

dualité de H (X)) et H*(X). [Donc p est un isomorphisme de L (1K)
sur H*(A)].

Nous avons ainsi établi, quand S’ est vide, le théoréeme de forte dualité
qu’énonce le n° k. Le n° 31 I'étendra au cas ot §' n’est pas vide, grace aux
théoréemes de dualité que nous allons établir.

Rappelons que A. W. Tucker a tenté cette extension & une époque ou
les triplets exacts, qui nous permettent de la faire, n’étaient pas conus;
G. D. F. Durr [3] I'a faite, pour la faible dualité, sous des hypothéses trop
restrictives pour que nous puissions les utiliser.

27. Trois définitions classiques. — Soient A, B, C trois groupes
abéliens.

Le dual A* de A est l'espace vectoriel, sur le corps des nombres
complexes, que constituent les fonctions linéaires, homogénes, numériques
complexes, définies sur 4.

La valeur en a€ 4 de a*€ A* est noté { a, a*>.
Le transposé 3* d’'un homomorphisme

A: B>C
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est 'homomorphisme de leurs duals

Vi C*—=B*
tel que

Chb, ¢S =< b, Me*S.

Le sous-espace de A* ortogonal ¢ A'C A est 'ensemble des «*€ A* tels
que

{d,a">=0o pour tout a'€ A4’

Note. — Les nombres complexes peuvent étre remplacés dans les no 28,
29 et 30 par les éléments d’un corps de caractéristique non nulle, arbitrai-
rement choisi.

28. Exactitude du transposé d’un triplet exact. — Soit A*: C*— B*|
transposé de 1: B—C.
LemMe. — Le noyau de 2* est le sous-groupe de C* orthogonal a 2 B.

Prevve. — C’est évident [comme le confirme N. Boursaki, Livre II,
Algébre, chap. 11, § &, n° 9, Proposition 13].

LemME. — 2*C* est le sous-espace de B* orthogonal au noyau de 2.
PREUVE. — 1° Supposons * € 4* C*; montrons que
{b,b*>=o0 pour tout b tel que b —=o.
Soit en effet ¢*€ C* tel que b*=—=12"¢*; on a
b, 0> =b,Xc*>={hb, " >=o.
2° Réciproquement, supposons b* € B* tel que
{b,b*>=o0 pour tout b tel que 21b =o;

montrons que b*€ 1\*C*.
Par hypothése,

by o> =[f(1b) quel que soit be B,

f étant une fonction linéaire, homogeéne, & valeurs complexes, définie sur le
sous-groupe AB de C; cette fonction peut étre prolongée a4 C [on peut
aisément la prolonger a un sous-groupe de C strictement plus grand que 2.5,
donc a C, par application du lemme de Zorn].

Il existe donc ¢*€ C* tel que

(b, o' >=<1b,¢*>  quel que soit b;
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d’ou
by > =b, ¥c*> quel que soit b;
donc
b*: )\*C*.

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le

Lemme 28. — Un triplet exact d’homomorphismes 2, {1, v a pour trans-
posé un triplet exact 2%, p*, v*.

A RN
v/ *
NN y

v
A / Wx \
B——>C c > B*

29. Isomorphisme de deux triplets exacts.

Lemye 29. — Soient deux triplets exacts d’homomorphismes, 4, w, v,
¥, i, v et trois homomorphismes notés 7 :

II/ - —}A
ey
\C'—> C:

Y] / 2 Y\\ )
N N
B’ - >B

tels que
=1V, pT =T, v =1V,

Si 7 est un isomorphisme de B' sur B etde C' sur C, alors 7 est un isomor-
phisme de A’ sur A.

PReuVE que 1A'= A. — Soit a€ A. Nous avons

vaeB =B

il existe donc &’ € B’ tel que
va—=r1b'.
D’ou

AN =ditb'=Ava=o;donc’b'=o0; b ev A
I1 existe donc a'€ 4’ tel que

va=1tv'd =vra; v(ie—td)=0;
a—td €pC=prC =rp'C";
aetA'.
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PREUVE que T est un isomorphisme. — Supposons @' € A’ et Ta' = o.

wda' =vrd' =o; donc v d =o; aepC.

Il existe donc ¢’ € C' tel que
a=p'c.

D’ou

prd=rp/d=rta'=o; td€lB=1tB =t\B;

cenB; aepNB; a' = o.

30. Dualité de deux triplets exacts.

LemmE 30. — Soient deux triplets exacts

A A
v/ N AN
SN SN

B—( c —> B

et trois fonctions bilinéaires, a valeurs numériques complexes,
{la, a >, (b, by, {eydD

(e, o' > =L, W', (pa, ¢ >=_a, p'c>,
b, d >=b,va>.

Si B’ est dual de B et C' de C, alors 1 est dual de A.

telles que

NoTe. — Nous disons que A’ est dual de A4 si, a toute fonction linéaire,
homogéne, numérique complexe f(«) définie sur A correspond un élément «'
de A’ et un seul tel que f(a) =< a, a >.

Prevve. — Soient A*, B*, C* les duals de A, B, C; soient X%, p*, v* les
transposés de 4, ., v; ils constituent un triplet exact (lemme 28) :

A:\
V*/ *
VNN

B— C*
A tout @' € A' correspond un élément unique ta’ de 4%, tel que
la,d>=L(a,td>
définissons de méme 74’ et 7¢’; nous avons

* !

=1, prr=r1p, V=1

Puisque B’ est dual de B et C' de C, 7 est un isomorphisme de B’ sur B* et
de €' sur C*; donc, vu le lemme 29, t est un isomorphisme de 4’ sur 4*.
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31. Preuve que /*([X,S') est dual de H.(X,S). — Il sagit de
prouver le théoréme de forte dualité qu’énonce le n° &. Nous avons noté

S,:SQU... USZU;

nous allons procéder par récurrence relativement & M. Le n® 26 a expliqué
que S. Lefschetz et G. de Rham ont établi cette dualité pour M = o, c’est-
a-dire S’ vide. II suffit donc de prouver ceci (ot S désigne S).,,) :
si (X, S) est dual de H. (X, S") et H*(S, S") de H,.(S, S')
alors H*(X, SuS') est dual de H.(.¥, SuS").

On le prouve en appliquant le lemme 30 aux deux triplets exacts

HY (X, SUS) H.(X, SuS)
»/ AT o/ "o
N % ,.
(X, S)— [0S, S)  H(S,S)— s H.(T, S

et aux fonctions bilinéaires [/L*, qui vérifient (25.1), (25.2) et (25.3).

h

Cuaritre k. — La classe-résidu.

Ce chapitre k& justifie le n° 5; il établit en outre les propriétés de la classe-
résidu, que le n° 7 énonce en utilisant la notation différentielle du résidu.

32. Notations. — On suppose m =1, S =3S), s =s,. Le théoréme de
forte dualité (n° &) permet de définir le triplet *, ©*, 6* transposé (n°® 27)
de i, @, 0; ces deux triplets sont exacts (n° 3 et lemme 28) :

H. (X, S) mx,s)
w/ N v/ o
VAN VA
H.(S, S)—"sH.(X—8, §) H(X— 8, 8)Y-25 1S, §)

() =o, () =—1, d'@®)=2.

Cherchons & définir directement, c'est-a-dire par des opérations de calcul
différentiel extérieur, ¢*, @*, 6* et cherchons & construire une forme fermée
ayant une forme-résidu donnée : nous trouverons ainsi la notion de classe-
résidu.

33. Définition directe de t*. — Il est presque évident que t* est I’homo-
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morphisme restriction a X — S, c¢’est-d-dire :

Lemne 33. — Les formes ¢ () constituant 2* (X, ') appartiennent 2 une
méme classe 2°(X" — S, S"), qui est ** (X, S).

PreuveE. — Supposons o€/’ (X, §') et vei*(X — S, S'); soit y une
chaine compacte de X" — S, a bord dans S’ :

veh(X —S§, 8, vyeLh(X —S,8);

f o= f (X — S, 8) = I (T, 8) = f CIE, S).
~ h(X—8,8) Lh(X—5,5) BX—5,8)

Ainsi
;
fh*(/l’—S, Sy=[vi(X, §)  quel que soit heH.(X — S, S);
h h

donc, vu le théoréme de faible dualité (n° &),

(X —8, 8 =vnr(x,s).

3. Construction d’une forme de forme-résidu donnée. — Soit V' un
voisinage de S.

LemMe 3. 1. — Soit ¢(x)e®@ (S, S'). 1l existe w(z)el(A —S§,5) et,
prés de chaque point y de S, des formes réguliéres ¢ (z, y), 0(x, y) telles
que :

w(x)=o0 horsde V;
w(z) = ds(® y) Ad(z, y)+0(x, y) présde)y;
s(@, ) ’ ’ ’
Y@ 0)|S=09(x); Y= ))[S=0; 0(z,)|S=0;
d{(xz,y)=o0 présdeS.

Norarion. —
(S, §’) désignera la classe de ¢;
(X, s » dw.
Preuve. — Reprenons les notations du n® 19 : il existe une rétraction .

de ¥ sur S, appliquant V'nS} sur SN S}; ¢ (p(x)) est fermée sur (V,8);
soit f(«) une fonction réguliére valant 1 prés de .S, o hors de V; soit

(@) =f(z)¢(r(x)) sur V; —o horsde V.
Y| S=4q; Y| S'=o; dy—o présdeS.

Soit 7 (x, z) une partition de I'unité [voir par exemple G. de Ruam [16],
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chap. 1, § 2, coroll. 2, p. 6] :

En(x, z)=1, telle que s(x, z) soit défini sur le support de 7 (=, z).

z

Posons :
o(@) =Y (@, ) B2 gy,

- s(x, 3)
Y(@, ) =y (),

0(a, y) :27‘:(1‘, ,:)(l[logzgﬁ—z;;] A b (r);

le lemme se trouve vérifié.

Lemyg 3%.2. — Si A*(X, 8") = o, alors ¢ () est forme-résidu d’une forme
de (X' — §, §), ayant sur S une singularité polaire d’ordre 1.

Prevve. — Si A" (A, §') = o, c'est qu'il existe y(x)e€ (X, §'), tel que
dw =dy;

donc
_ds(z, y)

T os(zy )

(J)—X

AP (z, )+ 0(z, y) —y(x)

est une forme fermée de (X — S, §'), ayant une singularité polaire d’ordre 1
sur S; sa forme-résidu est ¢ | S = o.

35. Définition directe de m*.

Lemme 35. — On a, avec les notations du n° 3% :
(35.1) wm&&pyj%wlﬁm
Preuve. — Soit A (X, S') arbitraire; calculons l'intégrale
(35.9) J:j1 (L, S,
Jh(x,8)

J= dw;
Jhx, 8
puisque w = o hors de V, cette intégrale ne dépend que de (n° 19)
P, SYel (X, (X —TV)us'),

J= dw.

p,r/l(X,S')
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L’isomorphisme p* de H. (S, §') sur H. (X, (X — V)uS') prouve qu’il
existe une chaine y de (S, §') telle que

pyep, (X, S)

d’ou
(35.3) J= dw.
ury
Par définition (n° 19)
w= () 'p,
donc
(35.4) vewh(L, S).

Pour poursuivre le calcul de J, employons (cf. n® 21) V¢, qui tend vers S,
e et 0¢: puisque dw est régulier sur 1, (35.3) donne :

J=lim f do;
E>0
WY —prY

d'ou, en employant la formule de Stokes, ce qui est légitime car le support
de la chaine p*y — pi v est hors de la singularité .S de  :

J:f w — lim f ® :f » — ]im] w.
50 . e>0 J.
oapry opEY oY Y

Mais @ == o sur By, qui est hors de V'; donc

J:—!inbf .
0 S5y

Or le lemme 21 a prouvé que

limf m:zm’j o.
E>0 ~
G T

3

J:—Qﬂ‘if(p,

c’est-a-dire, vu (35.4), puisque ¢ € A*(S, §') :

J:—zm’f (S, S’)_—_—zm’/ = (S, S').
Th(X,8) h(X,8)

D’ou, vu la définition (35.2) de J :

Ainsi

fh*(/I’, Sy =— zm'fm* h(S, 8, quel que soit e H (X, §');
h h

c’est-a-dire (35.1), en vertu du théoréme de faible dualité.
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36. Définition directe de ¢* : preuve du théoréme 1. — De 'exactitude
du triplet ", @*, 0* et des définitions directes de t* et @" résultent les deux
propriétés de d* que voici :

Lemye 36.1. — Si o*2*(X — 8, §') =o, alors 2*(X — .S, .S’) contient
des formes dont la forme-résidu est nulle.

Preuve. — Vu Pexactitude du triplet ¢*, *, 0* il existe une classe 2*(X, ')
telle que

A -8, 8=, 8.

D’aprés le lemme 33, 2*(.1"— .S, S’) contient donc des formes de ® (.1, S");
leurs formes-résidus sont nulles.

Lemvg 36.2. — SiA*(S, ) e d* H* (X —S, §'), alors toute forme ¢ € A*(S, ')
est forme-résidu d'une forme de ® (X — S, .5’).

Prevve. — Soit (S, S)ed (X — S, §); alors & (S, S')=o;

donc, vu les lemmes 35 et 3k.2, toute forme ¢ de la classe 2*(.S, S') est
forme-résidu.

De ces deux lemmes et de la formule du résidu résulte aisément la définition
directe de 0* que voici :

Lesye 36.3. — Soit o€ ® (S, S'); pour que ¢ soit forme-résidu d’une
forme appartenant a la classe 2*(A"— S, .§"), il faut et il suffit que

I * * ’
(36.1) 9€ — 8 k(X -85, ).

Note. — Ce lemme a pour conséquence évidente le théoréme 1 (n° 5).

PreUVE. — 1° Supposons ¢ =rés[{], e (A — S, §'); alors, d’aprés
la formule du résidu

zm'f 0= L}J:f o (X —8, 8,
h(S,8) NS, 8) n(S,s8)

quel que soit (.S, S"); donc (36.1) a lieu, vu le théoréme de faible dualité.

2° Réciproquement, supposons (36.1) vérifié. D’aprés le lemme 36. 2, il
existe
bed(X —S§,8) tel que rés[d]=¢.

Soit 4 (X — S, §) la classe de ¥. D’apreés la formule du résidu

2m'f @:f (X — 8, S’):f FI(X —8, §);
h(S,$) Gh(S,S) h(S,$)
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done, vu (36.1)
(X —S8,8)—hr(X—S,8)=o.

Vu le lemme 36. 1, il existe donc une forme 0 telle que

Der (X —8,8)—r (X —S8,8; rés —o.
D’ou
b+0er (X — 8, 8); rés(y + 0) =o.
DermviTioN. — Soit ge @ (X — S, 8'); soit e H' (.Y — S, §') la classe

. 1 . -
de cohomologie de 9; Eié*k* est nommé classe-résidu de ¢ (et de A*) et est

noté :

Rés[o] = Rés[ 1] = %aweﬂ*(s, S").

Cette définition permet d’énoncer la formule du résidu comme le fait
P'Introduction (n° 5) :

(36.2) f cp:2m'f Rés[o].
SN (S, 8 h (8,87

Etablissons maintenant les propriétés de Rés.

37. Commutabilité de Rés et de F*. — De (2.5) et du théoréme 1 (n° 5)
résulte aussitot la

Prorosition 37. — Soit F une application de X* dans X vérifiant les
hypothéses qu'énonce le n° 1; on «

F*Rés — Rés F*.

38. Commutabilité de Rés et du produit a droite par 2*(.I"). — Soit

1€®(X).
Si
9ed® (X, 8 ou e€d(X, S,
alors
9 ANge®(X, S ou €d(X,S);
Si
oed( X —S§,8) ou €dQ(X—S§,8),
alors
PANYe€P(X—S,8) ou €dQ(X—S,8);
Si

oe®d(S, S ou edQ(S, S,
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alors

¢ N\ ye®(S,S) ou €dQ(S,s).

Le produit ¢ A ¥ induit donc des produits :
(A, S (XyeH (X, S,
x-S, 8. X)yed* (X — 8,8,
(S, SH.r(X)e (S, S).
Autrement dit #*(X, §), H*(X — S, 8") et H*(S, §") sont des algébres
sur H*(X).

Les définitions directes de * (n° 33), de @* (n°® 35), le théoréme 1 (n® 5)
et la formule (2.4) montrent que *, &* et Rés sont des homomorphismes
d’algebre, a condition de multiplier @ droite par h*(X).

De ces propriétés ne retenons que celles du Rés :

Prorosition 38. — H*(X — S, §) et H*(S, §') sont des algébres
sur H*(X); Rés est un homomorphisme d'algébres :

Rés[ (.U — S, 8). (X)) =[Résh* (A — S, §)]. A7 ().
39. Commutation de Rés avec p*, i*, J".

Prorosition 39. — Considérons le diagramme, constitué par trois Rés et
deuzx triplets exacts p*, i*, 0" :

H* (X — 8, S e - H*(S, S
x A
AN /
Nor »/
\\ //
i* ]1*(11'___5’ S”US/)-—“—S')]I*(S, S//US/) i*
/7 AN
/u* U"\
/
R's

H (S~ 8nS', S . H*(SNS", S

On a les régles de commutation
Résp*= p* Rés, Rési™=i* Rés, Réso* = — 0" Rés.

PREUVE de la commutativité de p* et Rés. — Soit g€ ® (X — S, S"V "),
ayant sur .S une singularité polaire d’ordre 1; rés[o e ®(S, S"US");

@ appartient aux classes el* (X —S,S"uS)
» phre (X —S,8)
rés| o | » { Résire H* (S, S"u S)

» ( PrREsk et Résp*lre H* (S, S").
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Donc

P Rés = Résp*h*;
d’aprés le théoréme 1, /* est un élément arbitraire de £*(.¥' — S, S"u §).

Prevve de la commutativité de i* et Rés. — Soit g€ @ (X — S, '), ayant

sur S une singularité polaire d’ordre 1; rés[¢ e ® (S, §');
¢ appartient a une classe e (A — 8, 8);
9| S" » la classe ChreH (S"—SnS", 8);
rés| ¢ | » » Réshre H*(S, §');
rés[¢]]| S"=rés[¢|S"] » » URésh’=Rési*i* e H*(Sn S, §).
Donc
i* Rés*=Rési*I*;

d’aprés le théoréme 1, /2" est un élément arbitraire de /(1 — S, ).

PreUVE de I'anticommutativité de 0* et Rés. — Soito e ®(S"— SnS’, S,
ayant sur SN .S" une singularité polaire d’ordre 1 :

rés[o]ed(SnS’, §);
prés de chaque point z de SN.S” existent des formes de x réguliéres,
d(x, z) et O(x, z) telles que

{s(x, 3)
pay= TSl

d|8=o, 0]8=o; ] SNnS" =rés[9].

A Y(x, 5)+0(x, 5) sur S"(ds = o),

Prolongeons (2, ) et 0(x, s) & un voisinage V(z) de 3, si z€SnS".
Si z€8"— SnS’, choisissons un voisinage ¥V (z) de s étranger a S,
d(x, 5)=o0 et 0(x, z) tel que 0]S"=0o. Si :&€X — 3", choisissons un

1cl ’ \ . . '
voisinage V(z) de s étranger & S’, Y =0=o. Sou‘\/drc(m, 3) =1 une
partition de l'unité telle que le support de = (.x, =) soit dans V' (35). Posons

co(l‘):ZTc(.t, 5 l:(—l—ll—’j)—) A U(x, 5) 4+ 0(=, ;)]

s, 5

on convient que my = o0 hors du support de 7, méme la ot y n’est pas défini.
Les propriétés de o sont évidentes :

wel (A —.S5,8)
(39.1) o S'=q;

® a une singularité polaire d’ordre 1 sur .S; plus précisément, il existe prés
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de chaque point y de S des formes de z réguliéres, V' (z, y) et 0'(z, y)
telles que

l " A .
o (@) = S NG, )+ 0 )
d’ou
(39.2) Y1 SN S =rés[o]
ds(z, , .
(39.3) dm:—-?;;f—;;) NdU(z, y)+dV(x, y).

@ appartient a une classe ' e H*(S"— Sn Y, S');

donc, vu (39.1), dw appartient & la classe ;e H'(X—S,5"uS);

donc, vu (39.3), —d{/| S » » Réso*ire H* (S, S"u S');

Vu (39.2), d1Sns’ » » Réshre H*(SnS", S');

donc dy'|S » » J*Résnte H* (S, S"uS').
Ainsi

Réso* ' = — 0*Rés h*.

Or, d’aprés le théoreme 1, 2* est un élément arbitraire de H*(S"— Sn.S", §').

CHaAPITRE 5. — Résidus composés.

Ce chapitre 5 justifie la définition de rés” qu'énonce le n° 6; puis il établit
les propriétés de rés”, 9, Rés” que formule le n° 6.

k0. Notations. — Sy, ..., S,, S, ..., Sy sont des sous-variétés analytiques
complexes de X, de codimension complexe 1, sans singularité, en position
générale : voir n° 1;

S=8n...n8,, =S u...uS
Nous emploierons les sous-variétés de X" que voici :

P=x—S,u...uSy;
Y—==8n...nS-—Sn...nS-n(S1V...USy);
Ym—=S8n...nS,_;

=X —Suv...uS,;

T'=8n...nSi—Sn...nSin(S;qv...uS,)=¥Y—1nsS;

T7"=Sn...nS,=¥—'nSs,

Vtet Tt sont des sous-variétés de 1" ayant la codimention complexe i.
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Voici leurs propriétés essentielles :
T est une sous-variété de ¥, ayant la codimention complexe de 1;
Vit _ Ti—Ti-t (1ZiLZm);
"=X—S8v...uSy; Tn=S=S.

En composant les homomorphismes

Ho (T, S) s Ho (T 1, 85 2 BT, S

o7, Y2 mer, sy 2SS g 8,

le n° 6 a défini le cobord composé o™ et le résidu composé Rés™ :
or: H.(S,8—>H(X—Svu...uS,, S
Résm: H*(X —S,U...US,, S)—>H*(S, S.

Avant d’étudier leurs propriétés, définissons de méme rés™ et étudions ses
propriétés.

1. Définition de rés”. — Dans Vi, soit { une forme, fermée sur T,
ayant une singularité polaire d’ordre 1; sa forme-résidu est une forme fermée
sur 7'¢; nous la noterons rés; [ ]. Nous allons prouver le

TreorEME. — Soit ¢(x) une forme fermée de X' — S u...uUS, telle
que s;(x, y)...sm(x, y)9(x) soit régulier prés de chaque point y de S;
alors (si l'on remplace X par un voisinage suffisamment petit de S),

rés,, ... 168, [ ¢ |
existe; c'est une forme fermée de S.
Nous la nommerons forme résidu composé; nous la noterons
rés"[o].

Ce théoréme résulte d’une récurrence sur m et du
LemMe. — Si ¢ vérifie les hypotheses qu’énonce le théoréme, alors

$:(x, ¥) oSz, y)rési[9]

est régulier sur .S, prés de chaque point y de S.

Preuve. — Utilisons en y des coordonnées locales telles que s;(x, y) = @;;
soit z un point de T! voisin de y; d’aprés le n° 2, il existe des formes { et 0,
réguliéres pres de z, telles que
__dx,

© =
T x,

AY+0

BULL. S0¢. MATH. — T. 87, FAsC. 2. 9
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choisissons ¢ et 0 indépendants de dx,; alors tout coefficient ¢, (z) de d est
du type : ¢, (x) == 2z1¢(x), c(x) étant un coefficient ¢. Tout coefficient ¢, ()
de rés,[ 9] est alors de ce type :

ci(x) =z¢(x)

¢, (z) étant un coefficient de ¢, indépendant de 5. Par hypothése, z,. ..z, c(2)
est régulier en y; donc @, . . . 2, ¢y (2) est régulier en y; donc ;. . .xp vés [0 ]
est régulier en y.

42. Associativité et anticommutativité de rés.

THEOREME D’ASSOCIATIVITE. — Supposons m = p + q, vés? défini au moyen
de Sy, ..., Sy et vés? au moyen de S,.4, ..., Sp; alors

rés” — rés7.rés?.

THEOREME D’ANTICOMMUTATIVITE. — Une permutation paire (impaire)
de Sy, ..., Sp multiplie vés,,[ o] par +1 (par —1).

Le théoréme d’associativité est évident; il réduit au cas m — 2 la preuve
du théoréme d’anticommutativité. Sa preuve, dans ce cas, est la suivante :

Lemyve. — La fonction f(«) est réguliére au point y de S; NS, si les deux
fonctions s, (z, y) f(x) et s:(x, ¥) f(a) sont réguliéres en ce point.

Prevve. — Remplacons X par un voisinage de y suffisamment petit;
prenons des coordonnées telles que

si(z, y) =, s2 (2, y) = @,.

Par hypothése x, f(x) et @, f(«) sont réguliers; donc :

S (x) est régulier sauf peut-étre sur S, NS, : z,=x,=0;
Otk f i |
2, ———— est régulier, et nul pour ;,=o0;
oz} ... o0xf 8 ’ P ’

donc, prés de y

an

d/‘+-‘..+l‘f .
dul - oaf| SCelmls

Q-+ k , . . . .
—.———f—k est borné prés de ). Mais on n’altere pas ’hypothese en
ox} ... 0z}
effectuant sur «, et x, une substitution linéaire arbitraire; donc, plus

0i+...+kf . .
généralement Y est borné en y, quels que soient i, ..., k; donc f
z! ... 0z

est régulier en y.

donc
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Lemye. — Soit ¢ («) une forme réguliére sur .X'; la condition
(h2.1) dsi(x, y)s:(z, ¥)] A\ o(x) =0

est nécessaire et suffisante pour qu’existent, prés de y €S, nS;, des formes
réguliéres ¢ (x, y) et 0 (2, y) telles que

(52.2)  o(x)=ds (2, y) A\ ds:(x, y) N Y(2, y) +d(s18) A 0.

Prevve. — 11 est évident que (42.2) entraine (42.1). Réciproquement,
supposons (42.1) vérifié, remplacons X" par un voisinage de ) et choisissons
des coordonnées telles que

si(z, y) ==, $2(xy y) = xae
L’hypothése (42.1) se formule
(42.3) d(xyz,) \ o(x)=o.

Il existe des formes réguliéres U, 0,, 0,, » indépendantes de dix, et de dx,

telles que
o=dx, \ des N Y +dur, \ 0,4 des \ 0,4+ o}

elles sont uniques; (42.3) donne
2,0, =a,0,; ® = 0.

D’aprés le lemme précédent, la forme

est réguliére en y. On a
o=dx, \ des N Y +d(x,x:) \ O

C. Q. F. D.

LemMe. — Soit ¢(x) une forme fermée sur A — S, NS,; supposons
si (@, y) s, (x, y) @ (x) réguliére au point y€S,NS,; alors il existe pres
de y des formes Y (z, ¥), 0, (2, ), 0. (2, ), o (z, )) telles que

ds, ds, (ls1 ds,
1

(52.4) q)_—/\———ALp /\0—0—0)

PrEuvE. — Puisque do=—o0 et que s,5,¢ est régulier au point y la
forme d(s;s,) A\ @ est réguliére au point y; le lemme précédent lui est
applicable : il existe des formes 0 et », réguliéres au point y, telles que

d(si8:) N\ o=ds \ ds; \ 0+ d(sis:) \ o.

D’ou
d(s18:) N\ [5185:9 — s, ds; \ 0 —s18,0] =03
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donc, vu ce méme lemme, puisque [.. .| est régulier au point y, il existe des
formes Y et 0, réguliéres en ce point, telles que

5150 —s1ds; \ O —si5:0 =dsy )\ dsy, \ Y+ d(s15.) A0
d’ou (42.4).
PREUVE du théoréme d’anticommutativité (m = 2). — Supposons vérifiées

les hypothéses du lemme précédent pour tout y€S,nS,; alors, pres
de S;n.S,, avec les notations de ce lemme et du n° &1 nous avons

risi[o] = |

— Si;
SCH

A¢+6,J
rés, rés (9] =0 | SinS,;

de méme
rés, I‘éSz[cpJ = — (!J f Sif\Sg.

d’ou le théoréme d’anticommutativité :

rés, rés, — — res; rés,.

Lk3. Associativité et anticommutativité de J. — L’associativité de 0
est évidente, comme l'était celle de rés. Elle réduit la preuve de l'anti-
commutativité de 0 au cas m = 2.

Dans ce cas le théoréme d’anticommutativité s’énonce comme suit :

TrEOREME d’anticommutativité de 6(m =2 : S=S5,nS,). — Notons 0*
I'homomorphisme qui s’obtient en composant les deux homomorphismes 0 :

H.(S, )5 H.(S— S, SY 5 H.(¥ —S,US,, §):
0? est multiplié par — 1 quand on permute S, et .S,.

PreuveE. — Une construction analogue a celle qu’expose le n° 19 donne
un voisinage V de S et une rétraction p. de V sur S=S5,nS, ayant les
propriétés suivantes :

- applique ¥'nS; sur SNnSj;

si y€.S, p~'(y) est une variété réguliére, une position générale par rapport
a Sy, S, §'; c’est une boule de dimension 4; on peut y utiliser pour
coordonnées les deux nombres complexes : s, (x, ), s:(x, ¥).

On peut, en outre, définir de méme () une rétraction p, de V sur S,
une rétraction w, de V sur S,, puis diminuer V en sorte que les propriétés
sulvantes aient lieu :

() =Di(y) < D:(y)

(?) Si 8’ est vide, ., () est la projection orthogonale, dans u~1(y), de & sur S, np=1(y).
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est un bidisque, produit topologique de son intersection D, () par S, et de
son intersection D,(y) par S,; p, (ou ) est la projection de D, =< D,
sur D, (ou D,); D,(y) (ou D,) est un disque de dimension réelle 2, out s;,=—=o0
(ou sy==o0) et sur lequel on peut prendre pour coordonnée s,(z, y)
(ou s;) : D;(y) (et D,) a donc une orientation naturelle; C,(y) (et Cs)
désignera son bord orienté.

Soit v une chaine compacte de S, 4 bord dans .S'; soit 2 (S, S') sa classe
d’homologie. Quand y décrit v, C,(y) (ou C, < C,) décrit un espace fibré,
de fibre C,(y) (ou C,x C,), de base y. Orientons-le par l'orientation :
Fibre < Base. Il devient une chaine de S, — S (ou A — S, US,); nous la
noterons dy (ou 02y); vu la définition du cobord o qu'utilise le n® 20, la
classe d’homologie de dy (ou d2y) est 6 2(.S, S") (ou a2 /).

La permutation de S, et S, permute C, et C,; elle change I'orientation de la
fibre C, < C,; elle multiplie donc par — 1 la chaine %y et la classe 6242 (S, §').

C. Q. F. D.
llh. Propriétés de Rés™.

THEOREME D'ASSOCIATIVITE. — Supposons m = p + q, Rés? défini au moyen
de Sy, ..., S, et Rés? au moyen de S, ..., S,; alors

Rés” — Rés7 Rés”.
CoroLLAIRE. — La formule (7.4).
Prevve. — La définition méme de Rés™ (n° 6).

THEOREME D’ANTICOMMUTATIVITE. — Une permutation paire (impaire)
de S, ..., S, multiplie Rés™ par +1 (par —1).

Note. — Le n° 7 énonce un corollaire de ce théoréme.

Prevve. — L’anticommutativité de o (n° 43), la formule du résidu
composé (6.1) et le théoréme de faible dualité (n° &).

CommeraTivitg de Rés et de F*. — Soit F une application de X* dans X
vérifiant les hypothéses qu'énonce le n° 1; on a

F* Rés”— Rés™ F'*.
CororraiRe. — La formule (7.5).
Prevve. — La proposition 37 et la définition de Rés".

ComvuraTioN de Rés™ avec le produit a droite par b*(X). — H* (X — 8, §')
et H*(S, S') sont des algébres sur H*(X); Rés" est un homomorphisme
d’algébre :

Rés [ 1*(X — S, 8'). I (X )] = [Rés™ h* (X — S, S)].J* ().
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CoroLLAIRE. — La formule (7.6).

Preuve. — La proposition 38 et la définition de Rés™.

CoumutaTion de Rés™ avec p*, i*, 0*. — Dans le diagramme qu’étudie le
n® 39 — et od lon ne suppose plus m =1, S—=.S, — on a les régles de
commutution :

Rés™ p*= p* Rés™, Rés™i* = i* Rés™,

Rés™ 9" = (— 1)™ 9* Rés™.

CoroLLsIRE. — Les formules (7.7), (7.8) et (7.9), ou la définition
de 0" (n°® 23) a été introduite.

Prevve. — La proposition 39 et la définition de Rés”

CuapiTre 6. — Cas ou les S; ont des équations globales.

Nous supposons que, prés de .S, les S; aient des équations globales (cf. n° 8) :
S;: osi(x) =o.
Nous introduisons des notations (n° 46) et établissons des propriétés
(n°s &7, &9, 50, 51) englobant celles qu’énonce le n° 8.
45. Résidu d’un produit de formes fermées.
Lemme (m =1, S = §,). — Soit ¢ (z) une forme, fermée sur X — .S, ayant

sur S une singularité polaire d’ordre 1. Il existe des formes ¢ () et 0(z),
réguliéres sur X, telles que

_ds(x) )
o(z)= (%) A d(z)+ 0(x).
Prevve. — D’aprés le lemme 14, chaque point y de X posséde un

voisinage V (y) sur lequel existent deux formes réguliéres y (x, y) et 0 (x, y)
telles que

__ds(x)

{P(x>———s(?)‘ /\ q’(‘z” }/)"‘O(xa )/)'

Soit une partition de l'unité

Zﬂ:(x,y):[
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telle que le support de m(x, y) soit intérieur & ¥ (y). Définissons

(@) =X @ ) b, y),  8(2) =T (2, ) 0(2, );

ces formes ont évidemment les propriétés énoncées.

Forme-résidu d’un produit (m =1, S=S;). LEMME. — Soient ¢, (z)
et ¢,(x) deux formes, fermées sur X — .S, ayant sur S une singularité
polaire d’ordre 1. Alors : ¢; /\ ¢, a une singularité de ce type;

(#5.1) rés[os A cp?]:rés[%/\ d?s] A rés[@a] +rés[oi] A rés[d—; A cpi].

Nore. — (2.4) permet de vérifier que le second membre est bien
indépendant du choix de s.

Preuve. — D’aprés le lemme précédent
d ds
a@ =2 A @) H @) =T At

d’ou

(P1/\<?2:% A (P A =00 A o) + 0, A By,

== étant + quand d°(¢,) est pair. Donc

rés[ o A\ 2] = (Y1 A =0, A )| S

or
;| S =rés[¢;]; 91]S:rés[(—iE /\cp,-]
don (45.1).

Classe-résidu d’un produit. — LEMME. — Soient ¢, et ¢, deux formes,
Jfermées sur X — S, nulles sur S';

(45.2) Rés™[ @1 A\ ¢2]

= Z =+ Rés’"licpi/\&/\.../\ﬂ]
Sa sg
(e Byl )
: Résm[@ Ao p Lo /\cpz]
P Su.
la somme étant étendue 4 'ensemble des permutations (o, ..., 3, A, ..., 1)

de (1, ..., m) telles que
a<...<B, A< <
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le signe == étant le méme que dans la relation :
dss N\ Ndsy Ndsy \ ... \dsg=ds; \ ...\ dsp.

PREUVE. — Si m =1, (45.2) résulte de (45.1). Nous pouvons donc faire
une récurrence sur 7 et supposer (45.2) vrai quand nous y remplacons m
par m — 1; nous pouvons aussi, vu le théoréme 1, nous limiter au cas ou ¢,
9, ont sur S; — S;N(S,U...US,,) une singularité polaire d’ordre 1, ce qui
simplifie les notations; alors :

Rés™[ @1 \ ¢2] = Rés" " xés[ g1 A ¢, ]
:Rés’"“‘[rés(cp,/\ %ﬁ> N\ Tés Qs 4-T1és gy A rés(ﬁ A cpg>:|
= 2 +  Rés”—! I‘é5<CP1/\ %) N — de /\ -A ]
[CHNC T W T - t

- Résm—! 2’5'— N /\ sy /\ rescp;J

= Rés"'| réso, A\ & Ao A d;ﬁ]

. Rés"— ds’ A ds“ A té (Sl A %\)];

la somme est étendue a I'ensemble des permutations («, ..., 3, A, ..., p)
de (2, ..., m) telles que a <<...<< B, 2 <...<< +; le signe = étant celui-ci :

ds;/\.../\dsp/\a’su/\.../\dsg:idsg/\.../\dsm.

D’aprés (2.4) :

d d. , , [ d
res(cpi)/\—__res<cp1/\ j) ~Sﬁ/\res(@):—res(ﬁ/\<p2>.
Su. Su.
Donc
) d: 1 ds
BéSm[(P] /\ (PZ]: 2 —+ Résm l/\ i A ‘__s_“ /\ /\ ﬁJ
(% ey By Ay ) Ad d
Res| AL TN cp]
w
=+ Rés™ cpl/\fd—sf/\ . /\ds—?]
Ad ds ds
R 2 AL\ B D

le signe == étant celui-ci :
ds N\ N\Ndsy Ndsy Ndsy \... N\ dsg==dsi \... \ dsn;

d’ou (45.2).



No 47) PROBLEME DE CAUCHY, III. 137

Nous utiliserons le symbolisme suivant pour exprimer et compléter cette
formule (45.2).

k6. Définition de nouveaux symboles. — Définissons

Q1P e

dSY dS ds, 1§ /\ /\ dsm 18,.5")

n+1
dr/+...+/+u+...+w1'dsl /\ . /\ d‘." /\ (.0]
1+I/ /\ /\ dblﬂ /\ dsllzi[{ /\ /\ d"lln“, (S,
(¢ --., ryu, ..., v entiers > 0).

(46.1)

Ce symbole (46.1) est donc défini quand les S; ont, pres de S, des équations
globales s;(x) = o et que w(x) est une forme réguliére prés de S, telle que

61.5'1/\ /\dsn/\d<—l_‘—_7'w—gl—+;>:0, O.)IS/:O.
Il+1 m
Ce symbole (46.1) représente une classe de cohomologie de (S, S"). Une
permutation de ds’{, ..., 0s;, ne le change pas. Une permutation paire
(impaire) de ds)%, ..., ds) " le multiplie par + 1 (par —1).

Note. — Si ¢ = o, nous supprimons ds{ : il est évident que

d(]—{—. P 7 SR LAY

J5]. .05, ds, Tt N\ dsh "

()//-+—A..+7 U ()

(S, 8"

%

ES .
0sY...0sh dsiTe NN dsh

b

(S20e oM Sy &)
Sig=...=r=—o, (46.1) est noté
()zz+. A
1 T+ :
nTI: N /\ dsm i (8, 8)
Sin=m, (k6.1) est noté
d//+...+7‘w
()s-ll m (S, 8)
. 070 diwm
Sim=1, =— est noté ——
957 |is, 5 ds7 |5, 5
Enfin, sin—=m, ¢=...=r =o, (46.1) est noté w |, s;

c’est la classe de cohomologie de w |.S; [ par hypothése ds, A ... Adsy Adw=0;
donc don = o sur 7.

47, Premiéres propriétés de ces symboles. — Les formules (7.5)...(7.8)
subsistent évidemment quand on y remplace le symbole (7.2) par le sym-
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bole (46.1); (7.9) devient la formule suivante :

()4/4—. co P U =1 d{‘
7 u 153
()51/ ()5 (/S”_H LI /\ dsm sNS",s)

d(/+. c AU A

(V1.1) 0"

= (1) i gy
ost...0s, ds) TV N\ ..\ dshP
; [Sn—H.”Sm( ZLP—— dg"+l/\qj—-...()d‘gl'1/\(<!)>:'
u Sn-1 Sm / (8,87US)
. X
si:dsy \... N\ ds, /\d[ _Y(=) ]—osurS”et¢|S’~0
Sll 1 Sl’l
TutoriME 47.1. — Supposons défini
d/}—k...+l]+l’+..<+u+t’+...+(Vw
(["7‘2) Yol q e T+u 1+1 T+ ]
()Sl 05 d911+1 /\ ({S‘ /\ ds/1—1 /\ /\ dsm (S, S’

alors : ce symbole reste défini quand on modifie p, ..., q; plus généra-
lement

(47.3)

()1’+. cF QAR U

v U 1+ 1+
{)‘5 L. d’SIH-I * (lsj—r—‘l /\ /\ d‘nL "

S, 8
est défini quels que sotent les entiers>o0: P, ..., Q, R, ..., U; enfin (47.3)
est nul si l'on n’a pas a la fois

(47.4) R=1+r, cee U=1+u

. O
EXEMPLE : m = 1. — Si —— est défini, alors ——
ds1+1 5,8 ! ds®

que soit R 0, est nul si R 21+ 7.

est défini quel
(8,8")

Prevve que (17.3) est défini. — Puisque (¥7.2), est défini, on a

o -
—_ (N .
I+ o1+ s_i+wl—'0’ (')IS"O’

dsy\...\dsa\d ‘
JH1c e %m

R

donc
w

dsl/\.../\ds,l/\...clc/-Ad[wu—w]:(), w|S'=o;

_Oj+1 % m

donc (47.3) est défini.

Preuve que (§7.3) est nul si (W7.4) n'est pas vérifié. — L’associativité de

la composition de Rés réduit cette preuve au cas m =1. Supposons donc
-
défini, c’est-a-dire

d<s%,>:o, 0| S'=o.

m=—1 et

dsi+r (8,.8)
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Dans (X' — §, S") on a donc
(1—|—r—1?)ds A© —d<§> ~ o,

1+R

dot, si RAr—+ru:

R
%/\R_w ~ 0, donc [clz's" .5 =o.
TueEOREME 47.2. — On a
QAU [ dw I
Osf...0spds, T Noo NdsiT N oo N dsyE s s

m
QT U L gy

—{\j—n—
- Zl (=1 0sq...0s;, sy ds; T N\ \ sy Ndsig o N s sy

j=n-+1

si le deuxiéme membre est défini.

ExeMPLE : m —=1. — On a [Cf : (8.2) ]

& dw) A+
dst™ |55 ds'™ |iss)

Prevve. — Dans (A4, S') on a :
dsy )\ ...\ ds, \ » ]

ON(—I)"dI\ 1+ 1+1 o 1+u 1+¢ [Ty
Sy s s s T s,
. dsy\ ...\ ds, \ dw

T o1+ 141 o1-+u 1+
Sy SIS s s

1+w
m

Z (14 ¢ dsy No.. N\ ds, \ ds; \ »

1-+q 1+7r J1+u 249 14009

_ SV s, s s T sy,
Jj=n+1

donc

QI+ U AW [dm ]
1 1
0s]...0s! dsi+% A s s e
m

, dsi \...\ds,\ ds; \ »
= E q!...r!u!...(l—}—v)l...w!Res”’swr/ SyTSA T s sirw
1 crtYn

“n--1 tcYm

j=n-+1

D’ou le théoréme, en remarquant que les définitions (7.2) et (46.1) et
l'anticommutativité de la composition de Rés ont pour conséquence la
formule suivante : si (a, ..., 3, 2, ..., @) est une permutation de (1,...,m),
alors

(¥1.6)

QU e gy
Osh. . Osgdsi™ N\ ..\ dsy™ |5
dsg N\ - .. N\ dsg \

sy s s s

===gq!...rlul...¢o! Rés™
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Le signe == étant le méme que dans la relation .

dsy \ oo NdsgNds; N\ \dsy==ds; \... N\ dsp.

48. Gelfand et Silov (|5 chap. 11, §1, n*5, p. 261) et, indépendamment,
dr/—%—..&—rw

dé‘z e dS;;L (8,8
de la dérivée partielle d'une fonction. Elle emploie le

[11] ont donné une construction de analogue a la construction
Lemye. — Si la forme ¢ (x), réguliére sur X', vérifie les conditions
dsy(x) N\ ...\ dsp(x) \ ¢o(x)=o, 0| S=o,
alors il existe des formes 4, (2), ..., ¥, (2) réguliéres sur X et telles que
o(x) =ds, () Nbi(2)+...+ds,(x) \ bn(x); ;| S'=o.

Prevve. — Soit y€.A'; prenons en y des coordonnées locales telles que
a;=s;(x); soit

o(x) =Yo(x, y)+daey \ Yi(2, y) +. ..+ daxmw \ Yn(2, ¥),

i (x, y) ne contenant ni dxy.y, ... ni dx,; ces Y;(x, y) sont déterminés
sans ambiguité et, sur S, x|, ..., x, restent indépendants; les hypotheses
impliquent donc

$o=o, ;| S =o.

Ainsi, en chaque point y de X', on peut définir un voisinage V() de y et
des formes ;(z, y) réguliéres sur V(y), telles que

o(x) =dsi(2) A Ui (2, )+t dsm A by, Y| S=o.

Soit 27:(1, ») =1 une partition de I'unité, telle que le support de 7 soit

intérieur & V (y); les formes

Gi(@) =X R (@, y) il y)

ont les propriétés énoncées.

] . , ..
CONSTRUCTION DE GELFAND ET SiLov. — Soit w(x) une forme régulicre
sur X', vérifiant les hypothéses

ds\(x) N...\ dsp(x) N\ do» = o0, |8 =o.
Alors il existe des formes, réguliére sur X, nulles sur S'

Wy veny Oy ooy Oy o(Z), ... (uy v =1, ...,m)
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telles que _
dow =ds; \ @1 ~+...4ds;, \ o,

(48.1) Wu.v|SE

q r )
()S‘/. . .dSm (8,8

ou q (ou r) est le nombre des indices u, ...,y égaux a 1 (a m).

PRreuvE de Uexistence des w,.. ,. — Le lemme prouve l'existence de formes
Wi (Z)y ..., 0p(x) telles que

do =ds, \ w,~+...+ ds;, )\ ®On, 0 | S =0, ...,0,|S=o0.
D’ou, en appliquant d,
dsy \ dw,+...+ds, \ dw,, = o,

d’ou
dsy \ ... N\ ds,, )\ do,=o.

Le lemme en déduit V'existence de w,,, ..., w, tels que

dwy=ds; \ oy +...—+ dsp \ Oy, ;| S=o,
ete.

Prevve de (48.1). — On a
(‘)u...vl S = I‘éS’"IdSl /\ - /\ dsy, /\ 0)11.,4«’\| :

Sie. Sm

done

(148.2) ou.v| S€ Résm[dsl Ao A dsi “’J

St S

Or dans (X' —S,u...uS,, S)ona

(131 /\ dSz /\ e /\ dSm /\ Wy o1 (lsz /\ e /\ dsm /\ d’“u,‘,\'

= (= .
sPsT. s, Vst
_ d[a’s2 N Ndsm N\ m,,m‘,‘|+1) ds, )\ ds, /\ oo AN ds N\ 0o
sPsy...sh, ) SR STL s,
donc
dsy \dss \ oo N\ dsp \ ©u.. o ~ dsy \oo o N\ dsiy \ oo
SPsT. . 5o r ST s,
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donc, plus généralement :

dsi N o Ndso Neo o N\ ds N\ Ouow - qul Neoo Ndsw N\ oo NS N\ ©u,. 0
P8t ..t PSS,

d’ou

dsy \ ...\ dsy, )\ wu. o Nq!...r!ds' Ao ANdsim N\ o

G+1 o
Ste Sy ST s

ou g(ou r) est le nombre des indices u...¢ égaux a 1 (& m). Par suite (48.2)

S’écrit
Wy v|SEQI...)!RéS”‘Id'/\”‘/\ 'Sm/\ )l
s

g+1 S
i eS8,

ce qui équivaut a (48.1).
Cette construction de Gelfand et Silov a pour conséquences les trois théo-
rémes suivants :

k9. Cas ou w(x) est de degré nul. — Prouvons le théoréme qu’a déja
énoncé le n° 8 :

TukoriMe, — Supposons o (x) de degré nul et

()l/+~.~+"[(,)]
(49.1) 0s{. . .05, |is,s)
défini; alors

o(xz)=f[si(z), ..., sn(x)],

SIst, -« .y su] étant une fonction holomorphe aw point [o, ..., 0]. St S et
S’ se coupent, f est évidemment nulle et (19.1) est donc nul. Sinon (S, §') =S
et (49.1) est le produit du nombre

0’7+"'+"f[517 ey Sm]

(] r
081/. . .()Sm Sp==e =8, =0

par la classe de cohomologie unité de S.
Prevve. — (49.1) est défini quand
ds; Nvo o N\ dsp )\ do = o0;
d’ou, vu le lemme du numéro précédent
do =, ds ...+ 0, dsy;

@, @ ..., &, sont des fonctions; » est donc fonction holomorphe de s,

ceey St

o =f[$1, «euy Sm ]
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La construction de Gelfand et Silov donne

()/7+.‘.+l'f[§‘|, PR S/)L:I
0s{...0s,

Ou. 0| S=

m S =8, =0

D’ou le théoréme.

50. Formule du changement de variables. — Preuve de (8.6). — La
construction de Gelfand et Silov donne des formes Ty, .., T telles que

d&):d[(/\ﬂl-l—..--l—dt”z/\ Ty ﬁi]S/:O;
or

-on peut donc satisfaire les conditions

do=ds; \ o1+...+ds, \ Onm, w,]S'=o0
en choisissant

La construction de Gelfand et Silov donne des formes 7;; telles que

dry=dt, \ 7y —+...4+dt,y \ Tim;

t; Ot
d(ﬂu—zd du/\‘z‘{‘z :): ‘ = ds (,/\7_[/,

S

donc

ife

on peut donc satisfaire les conditions

dwy=dsy Nou—+. ..+ ds Nuny 0 | S'=0, ..., 0um| S =0
en choisissant
0%t; N at; dt;
W= Y ——— T;
e ds,.0s, ' 05 dsV
i ij

Plus généralement on peut choisir pour w, , une combinaison linéaire
de ceux des ;. ; qui n’ont pas plus d’indices que w,.. ., les coefficients de
celte combinaison linéaire étant des polynomes en les dérivées partielles
des fonctions ¢, (Sy,...Sm), . Ln(Si,...Sn); ces polynomes sont constants
sur S. D’ou, vu (48.1), une formule du type (8.6). Les constantes C3 "'z
qui y figurent sont indépendantes de (S, S’) de » et de son degré. On peut
donc les déterminer en supposant .S vide, » de degré nul et en appliquant le
théoréme du n°49.
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Cette formule (8.6) et 'associativité de Rés ont pour conséquence immé-
diate le

TueoRiME. — Soient
L(Sty ooy Sn)y ovny En(Sty ooy Sn)

n fonctions holomorphes en (o, ...,0), nulles en ce point, oi

D)
Dy 7 %

alors
()Q+...+Il+u e 4

OsQ...0sB dst T N\ Lo Nds)F

n+1 m

(8,87
-~ Greeer QI+ Frtut..+y
—_— 30
- oy B - - > I
24 G BT 0t ds TN L. NdsL
0 Gt +1r<
Q+...+R (8,8

r

les nombres complexes C§."'r étant indépendants de (S, S') de w, de son
degré, de u, ...,v, m — n; ils ne dépendent que de Uallure des fonctions
ti(S1y -+, Sn) aw point (o, ...,0) : ce sont les coefficients au point (o, ..., 0)
de la formule classique

go+...+R _ 81 C”/v"'*"R Qi+
0s9...0st da R T T2
0 g4 +r<
Q+...+R
51. Formule de Leibnitz. — PREUVE de (8.5). — La construction de

Gelfand et Silov donne des formes Wy ..o €t Ty o telles que

dw =ds; Ao 4. dS, AN®m, 0, |S'=0, dr =dsi \Ti+...+dSp AT
d(’)u: dsl A®yi~+...+ dsm/\wuma ®yp l S’= o, dn.u: de ATy . dsnz/’\nuln

On peut donc choisir

((*)/\7’-')11 = Wy /\77_“‘00 /\7711
(DA o= 0uo AT+ @4 Ao+ 0 AT+ 0 A\ Tup

(@ AT)e..o est une somme de wy...g Am,...u. D'ott, va (48.1)

g At 453
— 2‘ Q... R 9 Fw
*t Qg% .. 0sB
m

(5,87 Gy,

dQ+...+B(w/\7T)
0s%...0s%

m

it
dsh...0s%

m

(8

(8,8
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les cg:::ﬁ étant des entiers indépendants de », de m, de leurs degrés; on les
détermine en choisissant w et m de degré nul et en appliquant le théoréme
du n° &9 : on obtient (8.5) qui, du point de vue formel, est identique &
la formule de Leibnitz classique.

Nous allons en déduire une formule plus générale :

TutoriME. — Supposons définis
()”n-}-1 et Qm gy

dS1 +a,L4 1/\ /\ d5‘1 ~+

m

db,,+,+...+b,,,ﬂ.
et 5
T+ b, b )
(8,8 dé‘”__:_'{’ _H/\ s /\dS}yf m ()

¢’est-a-dire supposons

ds1/\.../\ds,,/\d[

- ]
14a 1+a -
Snr1 LRI P .

T
ds, N\ ... /\dsn/\d[m] —=o.
“n+1 crcYm

o, w|S'=o,

Alors on a, quels que soient les entiers >0 : Qy, ..., Q,,
pour Q;=1+a;+b; (j=n—+1,...,m):
JQ+...+ Qm[m /\7'[]
s, . Osndst Qi N L N\ dst
__E_+_ Ol ! .. Qm'
- 71' 7'1! (Iln rm
Q71w T gy
Osft. . .0sTrOsle. . Oskpds; T N\ L. Ndsy T
O/t + e Tmr

Ost. . . 0sinOsit. . L 0s, l*ds{”“/\ /\dSr

(S, 87)

(5, 87)

Cette somme est étendue a U'ensemble des valeurs de (qyy ..., Quny P'1y .. T)
telles que q;+ ri—= Q; et des permutations (a,...,3, A,..., ) de (n +1,..., m)
telles que

o <<...<B, <o <<ps

Grre > Quy Tar- -+, 78 prennent les seules valeurs pour lesquelles le second
membre est défini :

Gy oy Gy == Ay, ra=bg,..., rg=1bg;

Gos+ -y 98y T+ - -y Tu prennent les seules valeurs pour lesqueltes les sym-
boles précédents ne sont pas nuls (cf. Théoréme 47.1) :

Ga=1-4 Qg,. .., g8=1-+ag, rm=1-+by,..., ray=1-4 by.

On a donc
q;+r;=0; pour j=1,..., m.

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FASC. 2, 10
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Le signe == est le méme que dans les relations :
dsy )\ Ndsg NoNdsi N\ .. Ndsy=F 0 dsui \ ... Nds.
Preuve. -— Remarquons d’abord que la formule (8.5) peut s’écrire :

(31.1) Re'sm[‘lslA~~Ads,,LAm/\ﬁ}

1+ 1+
S eS8,

— N Régm dsy N\ ... Ndsp N~ i dsy N\ ... Nds,, N7
0//—10 51*‘/ sl sirQ—a | gtrltmr
Zq<

0=Zr<=nR

Faisons maintenant les hypothéses qu’énonce le théoréme et, pour simplifier
les calculs, choisissons arbitrairement des formes

b

dsy \ ... \Nds, \w
gl -+ tm

(?‘/u-J/neRéS”[ (R 14 ¢ I+ a4
Sl T, . 'SIL 7n Sn+1 LRERIS m

, [ dsy \...\Nds, \7
51—7—1“

11y ol 4+ Opty 1+ 0 ’
'Slt * sll+l " A S/IL mV

ce sont des formes définies et fermées sur

S1ﬂ...ﬂS,l——Sln-v-nS;ln(S/1+1U-:-US/)1)-

Les formules (51.1) puis (#3.2) donnent

Résm [a’sl N Nds, /\O)/\ﬂ']

(51.2)

SI’1+ [T .S},?— [

%W I3
= L Resnl'" LCID’/I""III /\d{,'l"'/.ll]

G1+ri=

dsy 5
l/, I],,/\_-__/\ /\ S‘U)

_—.‘

l{éSm—" [*i?: /\ PP /\ éﬁi /\Lpl‘,.../'”] .
-5 Su

Cette somme est étendue a 'ensemble des valeurs de (/]1,. ey Gy r,,. C Ty
telles que ¢;—+ r;== Q; et a P'ensemble des permutations (a,..., 3, 2,..., 1)
de (n+1,..., m) telles que

o <<...<B, h<l... <<y
le signe == est le méme que dans la relation

dsi, \ oo Ndsy Ndsy )\ ... Ndsg="ds,... \ ... N
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Vu (7.6) et la définitions de ¢ et { :

ds ds ds ds, N\ A\ ds s
oG [ttt bt
“1 cee9m

En portant ces expressions dans (51.2) il vient

Rés’“[dsl A /\a’s,, /\&)/\77.']

s1 +0Q, g1+ Um

_«2‘_‘_ Res”'[ N\ dsy, /\w/\d\a A - /\dsBJ

S‘I +qu, S1 + G m

Rés™ [({5‘1 /\ /\dv,l/\ds, /\ /\dsp‘ /\77;J

s s"“""

3 a le sens que précise I'énoncé. La formule (47.6) transforme la formule
précédente en celle qu’énonce le théoreme.

Cuapitre 7. — La formule de Cauchy-Fantappié.

Ce chapitre 7 prouve les résultats qu’énonce le n° 9.

52. Notation. — Nous employons les formes, dont le n° 9 a défini
les deux premiéres :
w(z)=dx, \... \dz
l
0" (2) = X, (— DFadi N Aoy N N - N
k=0
l

o' (2) = ¥ (— 0 Gdi A N A N - N

k=1

g, ) o' (E)Aw(x) est une forme sur I'image dans Z*>< .1 du domaine

d’holomorphie de g, quand g est homogeéne en &, de degré — I; cette forme

est fermée sur P et sur ), car elle est holomorphe de decrle maximum ;

elle s’annule sur toute sous-variété analytique complexe de P ou Q.
Evidemment :

(52.1) dw’(i):ldfl/\/\dil,
(52.2) (@)= 2 ! (5) — d(z.y) A (2);

|3

(52.3) w*'¢)Aw(x) == xdw( YA (z) —d(E.a2) o' (E) Ao (z).
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Ces deux derniéres formules et la définition de la forme-résidu (n°2)
prouvent ceci : si g (£, x) est homogeéne en ., de degré — I et holomorphe,
alors : i

(32.4) g@wﬂN@Awm‘:
P

— & z) o' (D) Ao (2);

dE.y)
a5  ELDEEANE) sz A0le).

53. I’homologie de PN Q. — Ce n° 53 prouve ceci :

TntorkME. — L’espace vectoriel H.(Pn Q) a pour base I classes d’homo-
logie de dimensions respectives o, 2,4, ..., 20— 2. Le point (£, y)
de E*< X décrit un cycle de l'une de ces classes quand :* décrit une sous-
variété analytique complexe, plane de y*.

Nous emploierons celle de ces classes dont la dimension est 27 — 2.

NotatioN. — Soit a le cycle que (Z*, y) décrit quand £* décrit y*, muni
de son orientation naturelle multipliée par #="; nous verrons que

(53.1) ﬂ%w'(i)Aw/(€>>0 sur .

Soit £ (P N Q) la classe d’homologie compacte contenant ce cycle a. D’aprés
le théoréme précédent, 2 (P n Q) est une base du sous-groupe de H.(Pn Q)
de dimension 21 — 2; cette dimension est la dimension complexe de Pn Q.

PRrEUVE du théoréme. — P n Q) a pour équations
PnQ:t.x=o, E.y=o.

Cela signifie que PN Q est le lieu des points (Z*, #) de Z*< X images des
points (£, #) de Z < X satisfaisant ces équations. L’application

(& ) =>F

*

applique donc 2N Q sur la sous-variété plane y* de Z* ayant pour équation

-

yiiky=o, (V' CEY;

=x

I'image inverse de chaque point Z* de Z* est homéomorphe a I'intersection
du domaine convexe .I" par la sous-variété plane Z*; cette sous-variété
contient le point y de X" : cette image inverse est donc une boule, ayant une
orientation naturelle. Donc PN Q est un espace fibré : sa base est I'espace
projectif complexe y*, de dimension complexe / —1; sa fibre est une boule,
ayant une orientation naturelle, qui varie contintiment. D’ou (voir par

exemple [9], ol le degré sera remplacé par la codimension) un isomorphisme
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naturel de H.(Pn Q) sur H.(y*). Or on sait (voir par exemple I. Firy (4]
ch.2, §5, n°3) que H.(y*) a pour base / classes d’homologie de dimensions
respectives 0, 2,..., 2/ — 2; donc I.(P N Q) aussi a une telle base :

gy hay ooy hos.

Il est aisé de la construire explicitement : soit a,, le cycle compact
que (£, y) décrit quand Z* décrit une sous-variété analytique complexe
‘plane de »*, ayant la dimension complexe p(p —=o,..., {—1) et son orien-
tation naturelle. Soit ¥,,,, > le cycle non compact que (£, z) décrit
quand £* décrit une telle sous-variété, tandis que x est seulement assujetti
a:f.x=o. Il est évident que, si ces sous-variétés sont en position générale,
I'intersection de o), et Y, —op—; est

—
Oap o i pt ™ U dans Z*x< Y.

Donc, vu le théoréme de dualité (S. Lerscnerz [ 7], chap. V, § &, (32; 1), (32.3)
et (33.2) (b); chap.1I, §6, n°29)

oap € hsy).

PreuvE de (53.1). — L’orientation de oy, est telle que

2) /\d<.z-‘—2>/\ () /\d<§—l>>0v
31 2V &t 2

—d

TN

c’est-a-dire :
=10 (2) Ao (£)> o.

D’ou (83.1), puisque, par définition,

o= =gy _,.

5k. L’homologie de Q — Pn (. — Ce n° 5k prouve ceci :

TukorEME. — L’espace vectoriel H.(Q — P n Q) a pour base deux classes
d’homologie, de dimensions respectives o et 21 —1. Le point (&, x) décrit
un cycle de cette derniére classe quand z décrit la frontiecre K d’un
domaine borné, contenant y et contenu dans X (ou décrit un cycle homo-
logue a K dans X — y); t* varie continiment, en fonction de x, de sorte
que

f.x=o, E.yFo.
Note. — Si K est convexe régulier, on peut choisir £* comme suit :

£ touche K en x.
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NoraTioN. — Soit 3 le cycle que (&', «) décrit quand

Bille—yll=¢ G=ar—y (k=r1,..., 1),

ANy

X == 0;

¢ est une constante positive suffisamment petite; || 2 — y || est la distance :
|x—y H":Z | 2 — yx[*. L'orientation de {3 est telle que
k
o (D) Ao ()
vy

(H%. 1) >0 sur 3.

Soit h(Q — Pn Q) la classe d’homologie compacte contenant ce cycle (3.
D’apreés le théoreme précédent, h(Q — PN Q) est une base du sous-groupe
de H.(Q — Pn Q) de dimension 21 —1; cette dimension est la dimension
complexe de Q.

PRrEUVE du théoréme. — Q — PN Q a pour équations

Q—PnQ: f.x=o, t.y#o.
L’application
(& z)—>2

applique donc Q — PN Q sur A" — y; image inverse de chaque point
de X — y est un espace vectoriel complexe. Donc Q — PN Q est un espace
fibré : sa base est X — y; sa fibre est un espace vectoriel, ayant une
orientation naturelle, qui varie contindment. Vu {91, il existe donc un iso-
morphisme naturel de //.(Q — PN Q) sur H (A — y); or ' — y a méme
homologie que la sphére de dimension réelle 2/ —1; donc H.(Q — Pn Q)
a pour base deux classes d’homologie, de dimensions respectives o, 2/ —1 :

oy oy

Il est aisé de construire explicitement /,;_, : considérons le cycle compact 3,
défini ci-dessus, et le cycle non compact ¥ que (£, x) décrit quand 2 décrit
k

une demi-droite d’origine y, tandis que %° est seulement assujetti aux
condilions

1l est évident que l'intersection de (3 et y est un point. Donc, vu le théoréme
de dualité, que vient de citer le n°® 53,

1361121—-1-

Il est évident que [ est homologue au cycle que (£*, ) décrit quand :

x décrit K;
E* est défini comme suit en fonction de z : 5= Z;— ¥, L.x = o.
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Plus généralement, 3 est donc homologue au cycle que (£*, z) décrit quand :

2 décrit un cycle homologue a4 A dans X — y;
Z* varie contintiment en fonction de «, de sorte que .z =0, £.) Z o.

JustiricaTioN de (5%.1). — On a sur 3
i
N . .
ng(kayk) = g2, donc E.y—=—¢%
k=1

Pour z # y et dy = o, la forme
ddllz—yPAo"(Z—y) No(z)=tlz—y[fo(@) A o(z)

est réelle, non nulle, car idx; )\ dz; est réel, non nul. Donc, sur la
sphére ||z — y || =,
to'(z—y) A\ w(x) estréel non nul.

Donc, sur 8
o' (£) A\ w(z)
2y

est défini, réel, non nul. On peut donc orienter 3 par la convention (5%.1).

55. La relation entre 2(P N Q) et A(Q — PNnQ)
TutoriMe, — Soit 6 le cobord

S: H.(PNQ)—>H.(Q—PnQ);

(55.1) OR(PNQ)=—Nh(Q—PnQ).

Exempee : /—=1. — Le couple (Q, PN Q) est homéomorphe a (X, y);
R(PNQ) est la classe unité de y; 2(Q — Pn Q) est la classe d’homologie
d’une circonférence faisant un tour autour de y, dans le sens négatif.

Prevve. — Soit v le lieu des points (£, z) de Q tels que

Xy — xX— Y ,
| —yl <e, —1;—)/1:4——;—91, F.x=—o.
&1 &
Envisageons I'application
Y->o

qui applique le point (£, ) de v sur le point (%, ) de a, défini par les
relations

"

n="E, N =, n.y =o.
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Déterminons les points (5, z) de y qu’elle applique sur un point donné (v*, y)
de a; n* est 'image d’'un vecteur 7, que nous choisissons tel que

(85.2) [ 2=+ | P=1;

ces points (£, o) sont définis par les relations, ou ¢ est un paramétre numé-
rique complexe :

(55.3) &1:i17 ceey El:'ﬂh ‘C,"ilj:(),
xl—)ﬁ:—”}n feey xl__)"l:"‘tnla |t|<€;

d’ou

Ey=ty—tax=L(yi—ax)+...+E8(yi—x) =L

L’ensemble de ces points de vy se projetant sur le point (n*, ) de « est donc
un disque, de dimension réelle 2, porté par une droite complexe de Q; cette
droite a pour paramétre £==F.y; ce disque est donc en position générale
par rapport a PNnQ et coupe PN Q au point (7%, y), dont le paramétre
est £=~[.y = o. Ainsi y est un espace fibré, dont la fibre est ce disque, dont
la base est «. Cette fibre a une orientation naturelle; cette base est orientée;
d’oli une orientation de y. Muni de cette orientation, y est une chaine de Q;
évidemment

(55.4) v.PNnQ=a, oy === 0.
Précisons ce signe. Par définition

(55.5) o/ (2) A o(@)

TERDL >0 surf.

Faisons la substitution (55.3), aprés avoir choisi des coordonnées locales
de 7% en liant Re(x,), ..., Re(n), Im(wn,), ..., Im(x;) par (55.2) et une
autre relation holomorphe réelle (par exemple : v, réel, prés d’un point
ourn;20);o0na

o (1) A 0 () = o
et par suite (35.5) devient

- dt , —
(55.6) i Ao (n) A\ o' (g)<<o surB.
Mais, quand (*, y) décrit «

I _
a= @ (0) A w'(7) >0
donc

. It _
(85.7) 1[72 A o' (n) A o'(n)>o0 surdy.
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Vu (55.6) et (55.7), (853.4) doit s’écrire :
Y-PNQ=a, Iy =—105,

ce qui prouve le théoréme, vu la définition de 0 (n° 3).

56. La premiére formule de Cauchy-Fantappis.

TukoreMe. — Soit f(z) une fonction holomorphe sur X'; on a
((—n! ()
56.1 = : ! .
( ) f()’) (27?[)1 /L(Q_PHQ) (E‘)’)lm (E) /\ Ct)(.l')

Exempre : /=1. — On a o' (£) =&, (5.5) =E(y — «) sur Q; la formule
précédente se réduit donc 4 la formule de Cauchy

o f(x)dx
IN=mP o
Note. — L. Fantappié a, plus généralement, exprimé f(y) comme somme

de puissances p-i¢émes de fonctions linéaires de y (p : entier négatif); d’ou
I'un des résultats essentiels de sa théorie des « fonctionnelles linéaires

analytiques » : une telle fonctionnelle 5[ f] est connue quand on connait les
valeurs qu’elle prend lorsque festla puissance p-iéme d’une fonction linéaire.
Quand p —=—/ ce théoréme de L. Fantappié s’explicite de facon parti-

culiérement simple : c’est la formule (56.1), que j'ai énoncée dans la
Note [10], prouvée dans [11] et dont Hans Lewy m’a communiqué une
preuve élégante et proche de celle de la formule de Cauchy.

Prevve d’aprés Hans Lewy. — 11 suffit de prouver cette formule (56.1)
dans chacun des deux cas particuliers suivants :

flx)=1 sur X5  f(y)=o.
Rappelons que sur 3;
lo—yll=¢ b=@—F, Ly=—e () Ael@) >0
Cas oi f(x)=1sur X. — On a

fco’(i) A o(z)
g @)

s—ﬂﬁx_)_“:?w'w“c—y) A o ()

I+

I

Il

- g*?l do (T — |
B ‘ﬁl‘—y||<3 w'(Z—y) \w(x)

== [ o (Z) \ o(z)
‘4‘7’-’*‘)'||<5

S\
== dxy N\ dzy N\ ... N\ dxg N\ a’i,:i-g—zﬂ
fle—yll<e ({—mn)!
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car le volume de la boule unitaire de dimension 2/ est w///!. D'ou, vu
Porientation de 3,

fm’('@) Aolz) _ (250!
s G U=

Cas oi f(y)=o.— Ona,présdey, |f(z)| < C|z—y|l, C étant une

constante. D’ou

/
W (@ —5) \ o (@) :(7(2}—3)!0&

Eaye@ Ao | < e

Cle—xli

Done, puisque & est arbitrairement petit et que f(z) (5.¥)~‘w'(£) A o(2)
est une forme holomorphe sur Q, de degré maximum, donc fermée :

[ e pwe) =
hQ—=rnQ

E-x)
C. Q. F. D.

57. La seconde formule de Cauchy-Fantappié. — De (52.5) et du
théoréme du n® 55 résulte que la formule de Cauchy-Fantappié (56.1) peut
s’écrire :

flr)= ({—ypt r Ey) (@) ) Nolz)|
(2m)! d(:.x) 0

Sr(LNQ)

La formule du résidu (n° 5), les formules (7.2) et (7.4) transforment la
formule précédente en la suivante :

N — ! A= f(z) 0" () \ o(2)]
(57.1) S = Gori) fhan) dZ.z) ALdCE]

c’est la seconde formule de Cauchy-Fantappié qu’énonce le théoréme 2.

58. La troisidme formule de Cauchy-Fantappié. — Les formules (52.5)
et (37.1) ou, si 'on préfére, Papplication directe de la formule du résidu &
la premiére formule de Cauchy-Fantappie (56.1) donnent

. d=[f(x)o (2) \ w(x)| Q]
(58.1) £(Pn())

T = Gy [T o’
Sous les hypothéses du corollaire 2,

d—[f(z)e'(5) \ w(2)]| Q]
[dE-N)

est défini et, vu (7.7), (58.1) donne
S == [ D EE Al C)
phiP N Q)

(PNQ,S)

- (emi)it, [dE.p)) PNQ, )
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Par hypothése
Ph(PNQ)=0r(P, QUS);

la formule précédente s’écrit donc

58.3 N L g @ (@) 0" (2) N o(2)] Q]
( : ) (2md)™! vfh(P,QuS) [d(E.p)]

Or, vu (7.9), puis (52.2)

LA f(2) 0 (B) A\ ()
s58.4) oL g ]
—— T | @ ) o)
— (@) A7) A0 (E) A n(a) |
@) e (E) A ()]
[d(Z-3)]
De (58.3) et (58.4) résulte que

(P, QU S)

(P,QUS)

~ G [@ENFT

c’est la troisieme formule de Cauchy-Fantappié, qu'énonce le corollaire 2.

59. Contre-exemple au théoréme 1 (n° 5). — Une note du n°® 5 affirme
que ce théoréme 1 devient faux quand, o étant supposé holomorphe
sur " — S, on remplace 'anneau Q des formes réguliéres par celui des
formes Lolomorphes.

Prevve. — Supposons exact I'énoncé, ainsi modifié, du théoréme 1; alors
la classe de cohomologie
A [ f(z) o (E) \ o (=) N a VACC O WINCICINL S
dE.z) Ndz.y] leno ldz.y )

doit contenir des formes holomorphes sur P n Q; leur restriction au cycle o
est nulle, car o est une variélé analytique complexe, dont la dimension
complexe / — 1 est inférieure a leur dégré 2/ — 2; puisque a € (L N Q), les
seconds membres de (57.1) et (58.1) sontdonc nuls : f(y) —o, ce qui est absurde.

CuariTre 8. — Dérivation d’une intégrale, fonction d’'un parameétre.

Ce chapitre 8 prouve les résultats qu’énonce le n° 10; il les déduira des
résultats plus généraux que voici :

60. Introduction. — Nous utilisons les notations du n° 1, en supposant
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que m=1 et que S(¢)=.2S, dépende d’un paramétre &€ 7": 7 est une variété
analytique complexe ; I'équation locale de S(¢) est

s (z, e t)=o,
s étant holomorphe en (z, ¢) quand z est voisin de y. Nous supposons :
si/s indépendant de y.

Soient (X, SUS') et (S, ') des classes d’homologie & supports compacts,
variant contintiment avec ¢; notons @ le bord

0: H.(X,SuS)-H.(S,S.

Soit ¢ () une forme fermée sur X, nulle sur §', telle que :

%9 A o(x) estindépendant de t, pour dt =o;
d*(¢) =dimA (X, SUS).

Le n° 62 prouvera la formule de dérivation o P désigne un polynome tel
que P(o) = o:

J d° I
(60.1) P<——>f 9 (x) :f Rés[P(—) log —cp(x)].
9t n(X,8Us8") an(X,8US") ot (2,5 8)
Soit (2, ¢) une forme fermée de X — S(t), nulle sur §', telle que
d®(4)y =dim A(S, §') +1;

le n° 62 prouvera la formule de dérivation, ou P désigne un polynome
arbitraire :

(60.2) P<§t>fm’&)ﬁés¢(x, t):fh{s’&)Résle<(%>¢(x, t)].

Ces deux formules de dérivation résulteront des deux formules suivantes :

61. Formules préliminaires. — Soient o€ 7,
y€IL(X, S(o)us') ou  yeh(S(0),S);

le n° 20 a défini 9, v; prouvons que, sous les hypothéses précédentes et si ¢
est voisin de o, alors

s(x, s(x, Y, 0) 0)
61. = — (%);
( g fh(x,S(z)us')CP(x) fvsw us) ple)= f 5(37, t) " LA

(61.2) f Résy (x, t)::——,f bz, t).
(S (1), 87) &P 2T Sy
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Preuve de (61.2). — Par définition,
Opy = dp'y
lintersection de p*y par S(¢) est un cycle de (S(¢), S'); soit 2, (S(¢), S')

sa classe d’homologie; on a, vu la définition de 0
Oy €dh, (S(t), §).

La classe /,(S(¢), S’) varie continiment avec ¢; c’est-d-dire contient un
cycle qui varie continiment avec ¢, quand ¢ reste prés d'un point de 7’;
d’autre part

hi(S(0), S')=h(S(0), S).
Or cela entraine

hi(S(8), S"Y=h(S(¢t), §');
donc

(61.3) duy €OR(S(1), S');

la formule (61.2) résulte donc de la formule du résidu.

PRrEUVE de (61.1). — Soit o un cycle de la classe 4 (X, S(o)usS’); soity
la partie de son bord située dans S(0); soient y €y et z(y, t) le point
ou S(¢) coupe p'(y); par x passe un arc A (n°19); son origine est y;
soit A(y, ¢) la partie de cet arc joignant ¥ & x(y, ¢); quand y décrit vy,
¢ étant fixe, alors 2 (y, ¢) décrit une chaine (3(¢), que nous orientons de
facon que — vy soit la partie de son bord située dans .S(0); évidemment

a+Byeh(X, S(t)us;

donc

@6 [ @[ a@=[ e
h(X,S()US) h(X,S8(0)US) B0

Fig. 2. — La fibre p—1(y) de p*y  (y€v).



158 J. LERAY. [CHAPITRE VIII

Notons supp{3 le support de la chaine (3; sur p*v, muni de la coupure

s(z, ¥, 0 . . . .
supp 3, log‘%‘;’—”}—’%, qui est indépendant de ), est une fonction uniforme
y b
s(z, ¥, 0 .
de x; log%@(x) est fermé; or la chaine p*y, munie de la coupure
U
supp 3, a pour bords d, 7 et les deux cotés de cette coupure, munis d’orien-
. L s(@, y, 0) o
tations opposées; a travers cette coupure, log——>*"— a la disconti-
s(z, ¥, 1)
N = s(=, y, 0)
nuité 277; I'application de la formule de Stokes a p*y et logﬁ—[) 9(x)
b x’ l? g

donne donc

s(@y0)
fo.,“”s(:c, ypf@=er ) ¢l

R

D’ou, vu (61.4), la formule (61.1).

62. Preuve des formules (60.1) et (60.2). — Preuve de (60.2). —
Puisque 0,y est indépendant de ¢, (61.2) donne

J° I J
P<— f Résd(z, t) = — P<—>a]:(ac,l);
dt) (S (0, $) 27l 5, v ot

d’ou, vu (61.3) et la formule du résidu, la formule annoncée (60.2).

PREUVE de (60.1). — Puisque 0,y est indépendant de ¢, (61.1) donne de
méme, si P(o)=o:

0 1 0 I
P<—->f o () = f P<—>loa——— o(2);
ot /z(,\’,su)us')({( ) 2T B,y Jt ®s(x, y, t)({(

d’ou, vu (61.3) et la formule du résidu, la formule annoncée (60.1).

63. Preuve des formules de dérivation (10.5) et (10.6). — Employons
maintenant les hypothéses qu’énonce le ne 10.

. A . Jd .
Prevve de (10.1). — Puisque o et indépendant de y, 50 57 l'est aussi,

S W St .
donc — — et —, si 0.
s st s 77
. ) .
Preuve de (10.2). — Puisque o est ferme.

ds(x, y, 1)

I
NECRA) A o(x,y)= gdw(x,))

est indépendant de ¢, si ¢ 3= o.
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Si g=o0, (10.1) et (10.2) ont lieu par hypothése. Nous pouvons main-
tenant employer les formules de dérivation (60.1) et (60.2).

PreuvE de (10.5). — Nous supposons ¢ = — p < 0; on a

/0 [s(2, y, o] 7
63.1) P(2 f Ls(@ 2, o |y = =0,
( ) Kdt) x50 = w(x,y)=o0 pour o

vu la formule (60.1), car, pour £ = o,
(2 ) 1og—" 0]
ot bs(x’y, t)[S(x,‘},O] O)(x).y)
est régulier sur S(o0). De (63.1) résulte que (10.5) vaut, pour ¢ = o, donc
quel que soit ¢.
Preuve de (10.6) pour q—=—o. — Par hypothése, w(z, y) =w(x) est
indépendante de y et fermée, E? /\ o est indépendante de ¢; (60.1) est donc

applicable et donne

0 , [ P(—s) 7
a = — ! .
P<0t>f/ B w(x) - (p—1)! Rés = m(;c)J,
(X, 5US) o (X,SUS) » .

en enployant la notation différentielle de Rés, on obtient (10.6).

Prevve de (10.6) pour —p <g<<o. — 1l suffit de prouver (10.6)
quand P =P P,, P, et P, étant homogénes de degrés —qg et p+ ¢; vula
validité de (10.5) et celle de (10.6) pour ¢ =0, on a [car d’aprés (10.2)

(? A P, (— s,)w est indépendant de ¢] :

[0 [— ] ) :
P —>f m::]%(—)f P (—s)w
\92) s os = a0 9) Jsos
Ar+1=[P(— s;) w]

dsr+i1

< oh(X,S5US)
c’est-a-dire (10.6).

Preuve de (10.6) pour o < g. — 1l suffit d’employer (60.2) et la notation
différentielle de Rés.

Cuaritee 9. — Ramification d’une intégrale, fonction d’un parametre.

Ce chapitre justifie le n° 11. Il suppose donné un point o de K; on
suppose ¢ voisin de 0; on choisit y = z(0).
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6%. Propriétés de K. — Le point singulier 5(¢) de S(¢), s'il existe, est
voisin de y; il est donc défini par le systéme

s:(5, y,t)=o, s(z, y,t)=o.
Or, vu I'hypothése (11.1), le systéme
(6. 1) Sz(zy ¥y, 8) =0
a une solution unique, voisine de y :
z(6 y);
elle est holomorphe en ¢; définissons
(6%.2) k(t, y)=—s(z(t, ¥), 7, 8);

I'ensemble K des points ¢ de 7" tels que S(¢) ait un point singulier a donc,
prés de ¢ = o, 'équation locale

K: k(¢ y)=o.

De (64.1) et (6k.2) résulte (11.2).
Done, vu (11.1), k72 0 : K est une sous-variété analytique.
Voila prouvées les propriétés de K qu’énonce le n° 11.

65. Les classes évanouissantes furent définies par E. Picard et S. Lefschetz
([6], chap. V, n° 3, p. 8g et n° 7, p. 93); nous employons la définition, les
nouvelles propriétés, les preuves explicites dues a I. Fary (qui nomme
classes de Lefschetz les classes de cohomologie isomorphes aux classes
évanouissantes : [&]; chap. 1, §2, théor. 3, p. 31-32; chap. 1, §3, n°3,
définition &, p. 36-37; chap. 2, § 6, n° 3, théor. 1, p. 51).

Rappelons cette définition et ces propriétés :

DerinTION. — L’hypothése (11.1) permet de choisir dans 7" et dans X
des coordonnées locales telles que y — o et que

(65.1) s(x,0,l) =xi+...+x] —ti+...
les termes non écrits étant négligeables relativement a || ¢] ou ||« [|>. Prés
de o, S(t) est donc voisin de la quadrique complexe
Qt) : xi+...+zi=t.
Envisageons le cycle de (X, Q(¢)) que constitue la boule

x x x? x
a(t): “Ly.oy 2L réels; R el A |

Vi Ve, 4 4
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arbitrairement orientée. Soit $(¢) un cycle de (X, S(¢)) voisin de «(¢);
soit W un voisinage ouvert de o dans .X'; nous notons e( W, .S) la classe
d’homologie de 3(¢) dans (W, S(¢));

e(SAW)=0de(W, S).

e(W, S) et e(Sn W) sont les classes évanouissantes; les données de S(¢)
et W les définissent, au produit prés par -=1; nous les choisissons dépen-
dant continiiment de ¢. L’immersion de W dans .1 les applique sur les
classes e(A, SUS) et e(S, S'), également dites évanouissantes.

TukoreMe de ramification des classes h(X', SuS’) et 2(S, §') (E. Picarp
et S. Lerscuerz). — Quand ¢ fait un tour, dans le sens positif, autour de XA,
alors :

h(A, SUS’) estinvariante si dim#A £ [;
h(S,S") estinvariante si dimh#/—r;

(c’est-a-dire : la valeur finale de / est sa valeur initiale)

(65.2) e devient (—1)le;
(X, SuS’) augmente de ne(A, SUS’) si dimi=/;
h(S, S") augmente de ne(S, S') si dimh=1—1;

n est un entier, que donne la formule de S. Lefschetz

[{1+1)

(11.3) n=(—1) * KI[e(SAW), h(S, S)].

(Nous croyons devoir rectifier le signe de n : les démonstrations de
S. Lefschetz ne sont pas explicites; le signe qu’il donne est en désaccord
avec la valeur de K/[e, e] établie par E. Cartan [2]; L. Fary néglige de
préciser ce signe).

Il est aisé de préciser les propriétés des classes invariantes :

LemMe 65. — Soit 2 (A7, SUS') invariant et de dimension <2/ — 2, ou
bien 2 (S, .S") invariant et de dimension = 2/ — 3. Il existe alors :

un voisinage, ouvert et indépendant de ¢, 1 de o dans .1;
une classe d’homologie compacte, A( A — W, SUS)ou i(S—SnW, S,
qui est définie méme pour ¢=o0, qui varie continiment avec ¢ et que

I'immersion de X — W dans " applique sur 2 (X, SuS’) ou A (S, ).
Preove. — I. Fary construit un voisinage ouvert W (il le note B)dey
ayant les propriétés suivantes :

W est une boule ouverte;
il existe une homéomorphie qui varie contintiment avec ¢ et est l'identité

BULL. SOC. MATH. — T. 87, FAscC. 2. 11
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pOUI‘l:O:

b(¢) de (X —W,S(0)—SnW) sur (X —W,S@)—St)nW);
H.(Sn W) a pour base ¢(Sn W) et la classe d’homologie d’un point.

Notons H(.Sn W) 'homologie & supports quelconques de Sn W. D’apreés
le théoréeme de dualité (voir : S. Lerscherz, ch. V, § &, (32.1), (32.3),
(33.2) (b)) H(Sn W) a donc pour base :

une classe de dimension 27/ — 2;
une classe de dimension /—1, telle que I'indice de Kronecker de cette
classe et de e soit 1.

Sidim/(S, S") = {-— 1, l'invariance de % et Ja formule de S. Lefschetz (11.3)

impliquent KIle, h]
e, h]=o

Donc I'image dans H(Sn W) d’une classe invariante A(S, .S") de dimen-
sion < 2/ — 2 est nulle. Puisque W est une boule de dimension 2/, I'image
dans /[ (W, S) d’une classe invariante (X, SUS’) de dimension << 2/ —1
est donc nulle.

La classe invariante donnée contient donc un cycle v(¢) étranger & W'
0— (¢) le transforme en un cycle v (o) étranger a W la classe d’homologie
X —W, S(0)uS")ouh(S(o)—S(o)n W, S) de y(o) ales propriétés

énoncées.

66. Preuve du théoréme & quand ’(w) 7= /. — Il suffit d’appliquer le

LemMe 66. — Supposons /4 invariant et d°(w) 2l — 2; alors J(¢) est
holomorphe au point o de K.

Prevve. — Le lemme précédent permet de remplacer X" par X' — I/ : on
est ramené au cas ou S(¢) n’a pas de singularité; J(¢) est alors holomorphe
(n° 10, théoréme 3).

67. Allure de j,(¢) sur K. — Justification de la définition (11.5) de jp.

— Puisque I—D—Ej—l) et 3 sont indépendants de y,
(67.1) -j% est indépendant de y.
l

D’aprés (10.2), d(logs) A o est indépendant de ¢ (pour d¢=o0); donc,
sip>o:

d[ ((;i)lovs/\o)]*o, c’est-a-dire d[P< )]A w=o0;
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or, par hypotheése, d<§> —o0; donc

(67.2) ;I:(Zj’; est fermé sur X — S.
Enfin, vu (10.2),
ds ® .
(67.3) 5 A s est indépendant de ¢.

Les intégrales (11.5), qui définissent j,(¢), ont donc un sens.
Lemme 67.1. — jp(2) k(¢, )" est uniforme prés de K.

Preuve. — La formule (65.2) d’E. Picard-S. Lefschetz.

LemME 67.2. — jp(2)k(t, y)7—"="* est borné prés de K si ¢ = p.

Preuve. — Par définition

[— s w(a, y)

Jp(t) = » = (])‘ P—s)

Or :mesB(¢) < Cle|k(t, y)|”; sur B(1), |s|<<Cte|k(¢, ¥)|;
car : mesa(¢) = Cte| 4, |'?; sur a(¢), |2 +...+ 2} — | <]t |;

b

k(t)y=t,+... eno.
Donc
Jrlt) < Cle| k(t, y) oot

Lemme 67.3. — Si /est pair, jp(t) est holomorphe en chaque point de K.

PREUVE. — e est invariant; on applique le lemme 66.
Lemme 67.4. — jp(¢)k(¢, y)77='? est holomorphe en chaque point de K.

Preuve. — Supposons ¢ = p; d’aprés les lemmes 67.1 et 2, la fonction
So(8)k(t, )= est uniforme, holomorphe hors de K et bornée sur K;
d’aprés un théoréme de Riemann, elle est donc holomorphe sur K. Le lemme
est donc vrai si ¢ =~ p. Vu (11.6), il est donc vrai quel que soit p.

Les propriétés de jp qu'énonce le théoreme b sont prouvées; prouvons
celles qu’énonce le corollaire k.

Prevve de (11.7) pour ¢ = o. — Supposons d’abord choisies des coor-
données locales telles que (65.1) ait lieu; on a le développement limité

. //'.’t(,ﬂ"l
t)y=nop(o, 0 dx, \ ...\ dx;+...==0(0, 0 7——77—'———|—
J1(8) ( )fa(/) WARRRVAREY p(o )1(1-4—//2)
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cela peut s’écrire

(67.4) jl(t):i(gﬂ.)z/zk(t»)’)lﬂ p(o, 0)

L' (1+4/2) \Hess,|s(o, 0)]

or tout changement de coordonnées et d’équation locale laisse invariant
le second membre de (67.4), la formule (67.4) vaut donc en coordonnées
arbitraires et quel que soit s, ce qui prouve (11.7).

Preuve de (11.7) pour g <<o. — La définition (11.5) de J, et la formule
de dérivation (10.5) donnent, si P est homogéne de degré — ¢ :

d\ .
Pl = t :f P(— y ).
(5 )70 [ Plsin(e)
D’ou, vu (67.4)

d\ . CPR) R, y)™ p
P<~>J1(¢):i(m)1/- |
ot P(I—l—- é) VHess s

D'ou, vu le lemme 67.2

Ji(t) === (am)'’ k(t, y)im—a .

— +
I‘<(+ é _q> vHess,.s

Prevve de (11.7) pour ¢ > 0. — D’aprés (67.4) on a, si P est homogene
de degré ¢ :
i

k(t, y)? 4 n
F( I+ —)P(/{,) VHess.s
2

!

Jo(t) == (27)

d’out, vu (11.6) et les lemmes 67.3 et 67.4,

—q

!
) !
. k(t, v)?
G =( )iy == (DB
I‘<I+5—(]>\ €882 8

sauf si / est pair et / < 2¢; dans ce cas il vient

L
Ji(8) k(¢ y)q_E: o sur A.

68. Allure de J(¢) sur K quand / est impair. — Supposons que ¢ fasse
un tour, autour de K, dans le sens positif; alors d’aprés le théoréme
d’E. Picard-S. Lefschetz (n° 65)

h augmente de ne, e augmente de — 2¢;
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donc
n . .
o+ 5 e est invariant.

Donc, vu le lemme 66

J(t) + %J} (t) est holomorphe en chaque point de K.

69. Allure de J(¢) sur K, quand / est pair et ¢ = o. — Si ¢ fait un tour,
autour de K, dans le sens positif, alors 4 augmente de ne; donc J(¢)
devient J(t) + nj,(¢); or j,(¢) est holomorphe; par suite

(1) = S ju(0)logh(z, )

est une fonction uniforme. D’autre part on peut construire [comme ci-dessous,
lemme 70.1] un cycle, appartenant & 2 (X, SU.S’"), dont la mesure reste finie
quand ¢ se déplace hors de A, sans tourner indéfiniment autour de K;
enfin j; (¢) est holomorphe et s’annule sur A'; donc la fonction

n .
J(t) — ;r—ijl(t)logk(t,y)

est uniforme et holomorphe hors de A, bornée prés de K; d’aprés un
théoréme de Riemann elle est donc holomorphe en chaque point de K.

. L, . .
Vu (11.6) et vu que jp s’annule p — g + 5 fois sur K, on a, a une fonction

holomorphe preés :
0 . .
P( ) [in(6) logh(t, y)) =i (2)logh(t, ) +. ...

Donc, finalement, quel que soit le polynome £ :

J(t) — %P<%> [Jr() logk(t, )] est holomorphe en chaque point de K.

70. Allure de J(¢) sur A, quand / est pair et ¢ > 0. — Ce cas est moins
aisé que les précédents : pour décrire I'allure de J(¢), il ne suffit plus
d’employer j;(¢), il devient nécessaire de recourir a jp(t) (p > o).
Commencons par choisir explicitement un cycle

T()€h(S(t), §')

puis un cycle

T(t)yeoh(S(t), S).
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Cnoix de coordonnées locales. — Tous les lemmes de ce n® 70 supposent

dim7 =1.

K se compose donc de points isolés; nous supposons que t=o est I'un
d’eux et que £ est voisin de o. Au point singulier y de S(0), on a pourt —=o:

$i7 0, Sy= o0, Hess,s 7 o.

Nous pouvons donc choisir s, puis sur X" des coordonnées locales valables
pour
x|l <2

de telle facon que

s(x, t)y=x}+...+x] — t;
[| || est défini par :

=] P+
Notons W la boule ~

Wzl <y,

W son adhérence et W sa frontiére :
W Ja||l=Vo, Wi |lz|=\V2,

DerINITION de rétractions. — Comme le fait le n° 19, nous construisons une
rétraction p.(z) d'un voisinage ¥V de S(o) — S(o)n W sur S(o) — S(o)n W
qui ait les propriétés suivantes : 1. applique les points de S' sur S’ et les
points de W sur W ;si z€ S(0) — S(o)n W alors gt (2) est un disque,
de dimension 2; il coupe S(¢) en un point unique, quand ¢ est dans un
voisinage de o dépendant continiment de x. Nous rendons ce voisinage
indépendant de 2 en remplacant X" par un de ses domaines, choisi assez
grand pour contenir des cycles de A (S(z), S'). Dés lors 1| S(¢) est un
homéomorphisme de S(¢) — S(¢)n W sur S(o) — S(o)n W.

Nous construisons pour ¢ o un voisinage V' (¢) de S(¢) et une rétrac-
tion () de V'(¢) sur S(Z) qui aient les propriétés suivantes (elles définissent
complétement V et 1, hors de W) :

horsde W : V(t)=1V, = 12

size S(t), 7" () estun disque, de dimension 2; ce disque varie contintiment
avec z, sauf a la traversée de w.

Ce disque a une orientation naturelle; donc, si o est un simplexe de S(¢),
p7 (o) a une orientation définie par celle de o; p;'(g) muni si cette
orientation est noté j1; ¢; on a ainsi défini un homomorphisme p; du groupe
des chaines de S(¢) dans celui de V (¢).

Vu la définition de 0 (n° 3, ¢f. chap. 2), si v (¢)€.(S(¢), S), alors

(70.1) op (1) €dh(S(1), ).
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Soit un paramétre & (0 << & =1; voir n° 21); soit V(¢) un voisinage de S(¢)
ayant les propriétés suivantes :
Ve(t)c V(1);
horsde W : V() =V (t)=V;
dans W, V¢(t) tend vers S(¢) quand ¢ tend vers o;
Ve(t)np—t(x) est un disque, il dépend continiment de z € S (¢)

sauf & la traversée de W.

Nous notons e la restriction de p, & V¢(¢); nous définissons p.; comme
pr Va été ci-dessus; si y(£)€h(S(t), S'), alors

Opizy(t)€dh(S(t), S).

Le cnoix de y(t) résulte des lemmes suivants :

Lemue. — H.(S(o)n W) a pour base les quatre classes de dimen-
sions o, / — 2, [ —1, 2/ — 3 contenant les quatre cycles que voici :

uﬁ point;
la sphére

(10.5) { x =1, Re(fcg):o, R Re(2!) = o,

Xyt xi=—1;

la sphére

(70.3) { xlzoixz, = . xlﬁlé iz,

la P+ P+ 4 P =1

la variété S(o)n I tout entiére.

Preuve. — L’application
o — Re(z)

fibre S(o)n IV ; 1a base est la sphére réelle de dimension /—1; la fibre est
la sphére réelle de dimension /— 2. Vu la théorie des espaces fibrés [9],

la base de H.[S(o)n W] se compose donc : ou bien de deux classes de
dimensions o et 2/ — 3; ou bien de quatre classes de dimensions o, / —1,
{— 2, 20— 3. Or les cycles (70.2) et (70.3) ont évidemment l'indice de
Kronecker ==1; donc c’est la seconde possibilité qui se présente et il existe

une base de /7.[ S(0)n W] contenant les classes de ces deux cycles.
LemyMe. — A(S (o), S') contient un cycle
v(0) =7y(0) + nyv:(0),

ou v;(0) et y,(0) sont deux chaines de S(o) et n, un entier;
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Y1(0) est hors de W; 7y, (o) est la boule de W
va(0): oZLx L, Re(z,) =...=Re(2;) = o, x’f—i—...—i—x}:o'

Preuve. — Vu le lemme précédent, on peut trouver dans (S (o), S') un
cycle dont la partie v, (o) située hors de W ait pour bord la sphére (70.2),

multipliée par un entier convenable 7,. Puisque S(o)n W est un cOne, son
homologie est banale; par suite

71(0) + 172 (0) €2 (S(0), §)

quelle que soit la chaine y,(0) de W dont le bord est la sphére (70.2).
L’on peut choisir, par exemple, la boule v.(0) que définit le lemme.
L’on peut choisir plus généralement la boule v, ,(0) décrite par le lemme
suivant, [vs,(0) = v2(0) pour argf = o]; ce lemme est donc exact :
Lemye. — 2 (S(0), S") contient un cycle, dépendant de ¢ 7Z o :
Y(0) =71(0) 4 1y 72,.(0)

ot 7, (0) et v (o) sont deux chaines de S(o) et n, un entier;
v, (o) est hors de W
v2,.(0) est la boule d’équations :

Oé[x1|él;

Lo
argx, = (1— | x, |) argt sl gélxllé”
1 . I
— —argt si oL | | L~
2 2
w x
Re(—2 —...—=Re( =* —=o0;
\xl X,
2! 2i4. ..+ a]=o.
Voici enfin le cycle v (¢) :
Lemme 70.1. — 2(S(¢), S') contient un cycle, dépendant contintiment

de logt :
V() ="11(8) +7:2(8)

ou : v.(¢) est la chaine de S(¢) que p projette sur y,(0); Yy2(2) est une
chaine de S(¢)n W telle que

(70.4) mes ¥, (¢) < Cte + Cte |argz|’.

Prevve. — Définissons d’abord deux chaines de S(¢)n W dépendant
contintiment de log¢ : y;(¢) et y,(¢).
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No 70)
La chaine v;(¢) est la boule
_— 1 I
w0 VI Zlad £t argay= argr;
x ‘x
Re( 22 ) =...=Re( =¢ —=o0;
Ve Vit
i+ xy . pp=t
St/
Y](o) v
\} Vi)
Ve
L n
poy, lols | phy, (0)=
P::‘Yl‘t’ P‘?Y) v
L
- <|< AN
/// -~ E \\
7/ = W \\
/ [}
/ L ' L
// = "
/ O 7, »
o 20 M Vit) \
l‘ = (/“. ’t Y21 n,
| ¢t Yalt) —_ —_—
“\ z./o) E— (o) Sto)
\
\
\
\
| w , X
\ /
N e
\\ //
\\\\ L
Fig. 3. — Schéma du voisinage de z(0), point double quadratique de S (o).

.. . 1 .

La chaine v,(¢) est voisine de la partie de y,,(0) ou 5 &, =1; elle est

le complément d’une boule de dimension / — 1 dans une autre; elle est telle que
i (8) 4+ nays(t) + na . (2)

soit un cycle de (S(2), §').
Hors de W, ce cycle de (S(t), S') est voisin de y(0); donc, puisque

h(S(¢t), S') dépend contintiment de ¢ (n° 11), la classe d’homologie de ce
cycle est 2 (S(¢), §') —nye(S(¢), S), ny étant un entier convenable, indé-

pendant de ¢.
Soit y;(¢) un cycle de e(S(¢)n W); par exemple :

Ts(2) : Im(%) =.. .:Im<—j—é> —=o0

i+ .+ af=t.
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Il est évident que
To(t) =nava (L) 4+ na v, (8) + nyys(2)

vérifie le lemme.

Cnoix de I'(¢). — Définissons

T(t) =0p; v (2).
Notons

T, étant hors de W et I',(¢) dans W. Vu (70.1) :
(70.5) L)=T,+T,(t)edh(S(¢), ).

Puisque (o projette y;(¢) sur v;(0) et que p, est défini hors de W par la
condition prp1, = 1, on a

Y1 (8) = pyi(0),
donc

O 1 (1) =0p* v (o) =11+ T,

Fy=p*dvy. (o) étant une chaine de W; T, et Ty, sont donc indépendants
de ¢ et

(70.6) o 12 () =T (2) — I,
LeMME. — On a do = ds )\ w —=o.

PreuVE. — On a s,—=—1; donc, vu (67.2), do = o0; or par hypothése,

d<s—0;):o; donc ds \ w =o.

q—1
Lemye 70.2. — J(t) — 0—;l<3di>/ f %’ est holomorphe au point z = o.
- L 0

Preuve. — La formule du résidu et (70.5) transforment la définition (10.4)
de J(¢) en la suivante :

J(t)_(q—l)! w, (g—n! .
Y 7 s 2Tl oS

©

Puisque I'; est indépendant de ¢ et est hors de S(¢), la premiére intégrale
est une fonction de ¢ holomorphe au point ¢—o. Puisque dI;(¢) est
indépendant de ¢ et que s,——1, on a, quand ¢ est voisin de '

e, e, A=A ()
.o’ BRI dt Lo $ dt I’
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Lemye 70.3. — On a

f ® +2"lf
I ds

Prevve. — S et sont en position générale; dimI'y—=/; dim (SNnTy)={—2;

o)
donc/ — converge absolument et uniformément; de (70.6) résulte donc

4] 0] (&)
s=ha )
Ta) r, s ot Ya(0) s

Or, puisque p.c est une restriction de p.,,

Oy Y2 (2) — Ol e 2 (t) ~o dans W — S;

f ) f &)
- = -3
it ® out, a0’

tye

donc

G . )
or, quand ¢ tend vers o, cette derniére intégrale tend vers 2mi AL le

%0
/‘ ® /‘ [A)
— = 2T —
ouivaln S val) S

]

lemme 21; donc

LemMe 70.4. — La fonction

f % —njp(t)logt = f(t),
10}
. . e e . d d\7—
ou n désigne l'indice de Kronecker (11.3) et ou P jt) =7 s est

holomorphe au point £ = o.

PreUVE. — Puisque dT'.(¢) est indépendant de ¢, f %) est holomorphe
L0
en tout point £ 3£ o; donc f(¢) est holomorphe pour ¢ 3£ o.

Quand ¢ fait un tour, autour de o, dans le sens positif, alors ~2(S(¢), S")
croitde ne(S(t), 8’) d’apres le théoréme d’E. Picard-S. Lefschetz (n° 65) ; donc,
vu le lemme 70.1, v,(¢) croit d'un cycle appartenant a la classe ne(Sn W);
donc, vu le lemme 70.3, ou I, est indépendant de ¢,

~

o . 3} ..
f — croit de znﬂlj ZZ—:QHT.ZJp(t>;
IO etsnmw) @5

donc, puisque jp(¢) est uniforme, la fonction f(¢) est uniforme.
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Majorons-la : vu (2.8)

I
R TiES

(xeS(t)nW)

had
ds
<Cte—I:;
Vi
d’ou, vu (70.4) :

| al=
@S

i

Viel Vel

/
< Cte [-

Rappelons quef % est borné; donc, vu le lemme 70.3
r
ogt
Te]

l~[l‘,u>&—; |\]/| |

Or jp(t) est holomorphe au point ¢ = 0. Donc

[logt]|’

[f(e)]<
a Vit

Cetlte majoration achéve la preuve.

Cte + Cte|arg ¢ | < Cte [logz |’

[CHAPITRE [X

1l est maintenant possible d’achever la preuve du théoréme k, c’est-a-dire

de prouver, quand / est pair et ¢ > o, la
ProrosiTioN. — La fonction

J

70— 5P ( 37 ) Lin(0)logk(e, )] = F ()

est holomorphe en chaque point o de K, pourvu que

[

PreUVE quand dim T —1 et p —=q — 1. — Cette proposition est indépen-
dante du choix des coordonnées et de I'équation locale s —o; elle est donc

établie par les lemmes 70.2 et 70.4.

PREUVE quand p — q — 1. — D’aprés ce qui précede, pres de o, F'(2) est
holomorphe sur toute droite complexe non orthogonale & s;, c’est-a-dire a &,
c'est-a~-dire non tangente & KA. Or une fonction de plusieurs variables
complexes, définie sur un domaine, holomorphe par rapport a chacune de
ces variables est holomorphe par rapport a leur ensemble (théoréme d’Hartog;
voir par exemple le Traité [1] de Bocuxer et MArTIN, chap. VIL, § &, p. 140).

Donc F(t) est holomorphe au point o.
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Pour achever la preuve de la proposition, il suffit d’établir le

Lemme 70.5. — Si P et P, sont deux polynomes homogénes de degrés p
et p, vérifiant (70.7), alors

d\ . 0\, .
P<&> [/r(e)logh(t, y)] — P1<(,—,> [/ logk]
est holomorphe au point 0 de K.
Prevve. — Ce lemme résulte du suivant :

Lemye. — Si P et P, sont deux polynomes homogenes vérifiant (11.4) et
si le degré p de P vérifie (70.7), alors

P<%> Pl(%)[jpm(t)log/{(t,y)] —P<%i> [jplogk]

est holomorphe au point 0 de K.

. . L .
PREUVE. — jpp, s’annule sur K au moins p + p, + 51 fois, donc au

moins p, fois; par suite, vu (11.6)
d\ . .
Pl(\a)[lm(t)logk(t’ )] —Jjrloghk
est holomorphe au point o.

71. Preuve de la formule (11.8). — D’apres (11.7) on a prés de K le
développement limité

! ) PH3—q
jp(t):i(zﬂr)§ Mt}'” = p(z ) 4l
2

d’oui, si / est pair et 0 << g — ! ~ p le développement limité
P 79— ;=P PP

l
P<'o%>[J'p(t)log/f@f.,y)]:i<27r)é <q_ > _I>! 4

Pl VHess,s

d’ou (11.8), vu le théoréme k.

CuariTre 10. — La distribution que définit une intégrale,
fonction d'un paramétre réel.

Ce chapitre 10 justifie le n° 12. Il emploie la théorie des distributions
(L. Scuwartz [17]; GeLrasp, et SiLov, [5]).
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72. Notations. — 7 est un voisinage d’un point o de K; c’est une boule,
que K décompose en deux autres : 7”7 et 7”. On choisit y = 5 (o).

T est la partie réelle d’'un domaine T d’un espace affin complexe; K est
la partie réelle d’une variété & de 7'; nous nommons %, (et 2_) un chemin
de 7 — K dont Vorigine est dans 77, dont I'extrémité est dans 7" et qui fait

un demi-tour autour de K dans le sens positif (ou négatif). En prolongeant
par continuité 4 et e le long de 2 (ou 2_) on obtient sur 7" des classes /__
et e, (ou A_ et e_). Il suffit évidemment de prouver le théoréme 5 dans le
cas ot I'on a choisi

e—e, sur 77,

Soit 72 (¢) I'indice de Kronecker (11.3); on note

n(t)y=n' sur 77, n(t)y=n" sur 77;

évidemment
[(+1)

W=(—1) * Klle, h.].

Puisque 2 dépend contintiment de ¢, il existe un entier m tel que

(72.1) h="h,+ me sur 77,

En portant cette formule dans la précédente, il vient

[({+1)
(72.2) n=n+(—1) * mKli[e, e].
73. Définition de la distribution J(¢) quand / est impair. — Les
formules d’E. Picard et S. Lefschetz, (11.3) et (65.2), donnent :

L(l+1)

Kl[e,e]=—2(—1) *

d’ou, vu (72.2) :
n'=n'—am.

Ainsi la discontinuité de n(t) a travers K est un entier pair.

En prolongeant contintiment 2/ + n'e le long de 2. on obtient :

2h4+ne=2o2h+ (0 —2a2m)e=2h+n"e;
vu le théoréme %, la fonction
2J(t) +n(t) /() =2F(¢t)

est donc holomorphe au point o.

Or, d’aprés (11.6),
n(t)(t)y=2r <%> [n(t)jp(1)] hors de K.
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On a donc, hors de K :

\ d .
(73.1) J(t) = — %P<m> (1 (8) jo(0)] + F(0).
7} . C e
LemMe. — P o [n(t)jp(t)] est sur T, une distribution, indépendante
du choix du polynome P, si (11.4) a lieu et si ¢ — sl Zp.
Prevve. — D’aprés le théoréme &, ;p(¢) est sommable; par suite

P(%) [n(2)/p(t)] est une distribution. Montrons qu’elle est indépendante

du choix de P, cest-d-dire que, si () est un autre polynome homogéne,
vérifiant (11.4) alors on a I’égalité entre distributions :

P( 5 ) nint)=P(5)0(5)In(0r0];

en effet cette égalité a lieu, parce que, hors de K (donc presque partout)
I'on a, d’aprés (11.6) et le théoréme &, I'égalité des fonctions sommables .

. d . :
n(0)jn(0) = Q[ 5; ) (701 1)

DirisitioN de la distribution J(t). — Le n° 12 définit cette distribution
par la formule (73.1), ou F(¢) est une fonction holomorphe et ou
P<%>[n(t)jp(l)] est la distribution qui vient d’étre prouvée indépen-
dante de P.

7h. La formule de dérivation de J(¢) quand / est impair. — 1l s’agit
de calculer P<7)()7>J(l). Sio(p+q)=I[-+1, P<5)Z) J(t) est, d’apres les
théorémes 3 et &, la fonction mesurable (10.5) ou (10.6). Supposons
l+1<<a2(p+q).

D’aprés le théoréme 2, on a, hors de A, I’égalité des fonctions :

- 0 o Ar+1—=1 [ P(—s,)w]
(Th.1) P(()—>J(z)_fh(”) i :

N

D’autre part, d’aprés la définition de la distribution J(¢), si P, est un
polynome homogéne de degré p,> p - ¢, alors la distribution

P<§Z>J(1) P <(%>P, <:)—)l> [7 (1)), (2)]
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est une fonction holomorphe en o; or, vu la définition (11.5) de jp, et les
théorémes 3 et & on a I'égalité des fonctions continues sur 7" :

] . Jrer—1 P(—s)o
<dt>[n(t)1p,(t) n<t)f1;f&(P1_ =1 Pii—s)

donc la distribution

P<%>J(,)+ éP,(%)[n(t)feW,s)...]

est une fonction holomorphe en o; or, par définition, la distribution

~ drrr [ P(—s)w] 1 <d A [
| (3] ]
jh (8,89 dsr+1 2" "\ ot ) eI, 8)

est une fonction holomorphe en o0; la distribution

PR AP 11 P(— )0
F <dt ) ) _~/:(s §) ds?+a |

est donc une fonction holomorphe en o.

P
Elle est identiquement nulle, vu (7%.1) : la distribution P( %)JU) a
Uexpression (Th.1) )
Voici établies toutes les affirmations du n° 12, quand / est impair.

75. Définition de la distribution J(¢), quand / est pair. — D’aprés le
théoréme d’E. Picard et S. Lefschetz, (n° 63), e est invariant :

e, —e_—e;
et 'on doit donc avoir
(75.1) Kle, e] =o0;

cela est d’ailleurs évident, puisque dime (S, §') =/ — 1 est impair.
Vu (72.2) et cette relation (75.1),

n=n":

n(t) est constant sur 7" et sera noté n.

De (73.1) et (72.1) résulte d’autre part ceci :
L(l+1)

Klle, h,)]=Kl[e, h_|=Kl[e, h]=n(—1) *

donc, vu le théoréme d’E. Picard et S. Lefschetz

hy="h_- ne;
d’ou, vu (72.1)

(75.2) 2oh=h, +h_+ (2m—+n)e sur 77,
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Nous disons que /i est réguliérement continu si

oh="h,+h_ sur 77,

I'on déduit aisément de l'invariance de e que cette condition n’est pas
altérée quand on permute les réles de 7" et 7". D’aprés le théoréme &

(75.3) J(¢) - 27-1P<B()Z>[j”(t)loglk(t’y)[] est holomorphe

sur 7" au point o, si A est réguliérement continu.

Soit /¥ (t) un entier, constant de chaque c6té de K :

N(t)y—=N sur 717, N()—N' sur T,
2h 4+ N (t)e est réguliérement continu si
ah+Ne=h . +h +Ne
c’est-a~dire si
N'=N ~2m-—n.
Faisons un tel choix de /V(¢); ainsi la discontinuité de N(¢t) a travers K

a la parité de n. Vu (75.3), la fonction

IO P (5 ) Ur0)10g (e, ) [+ N ju(0) + Fa(e)

2T

est holomorphe sur 7" au point o.
Or on a, d’aprés (11.6)

. J .
/V(t).h(t)A—:P<m>[]V(t)j,,(t)‘] hors de K.
On a donc, hors de A, 'égalité des fonctions :
- .oon 0 . UAYS . ,

Lemme. — Si (11.4) a lieu et si g — éép, alors, sur 77, le second
membre de (75.4) est une distribution, indépendante du choix de P.

Preuve. -~ D’aprés le théoréme &, jp et jplog| k| sont sommables : le
second membre de (75.4) est donc bien une distribution. Cette distribution
est indépendante de P hors de K; pour prouver qu’elle est indépendante
de P, il suffit donc de prouver ceci : si Q est un autre polynome homogéne
vérifiant (11.4), alors la distribution

s () Urtos 111 22 (5 ) IV (0
- o= (5) 05 Uretost #1122 ( 5, ) (5 ) [N (el

BULL. SOC. MATH. — T, 87, FAsc. 2. 12
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est une fonction sommable. Or cela est bien vrai : comme dans le cas /impair,

P&d > N(t)jp) _P<%> 0(;)[) [NV(0)jro)

est une distribution indépendante du choix de 2; d’autre part la distribution

P(%)[;‘ploglkl]~ P<§,>0<5[>(1}»ologlkl]

est une fonction holomorphe sur 7" au point o, car
)
Jolog| k| — 0(0 )[/ﬁol%u [

en est une, vu (11.6), puisque jpp s’annule sur K un nombre de fois supé-

rieur au degré de Q <vu le théoréme & et '’hypothése ¢ — é ép) .

DeriNirioN de la distribution J(t). — Le n° 12 définit cette distribution
par la formule (75.4), comme Je lemme précédent I'autorise.

76. La formule de dérivation de J(t), quand / est pair. — Il s’agit
de calculer P< )J(t) Si a(p-+q)=1 P(j)](t) est la fonction
mesurable (10.5) ou (10.6). Supposons /< 2(p + ¢). Hors de K :

Jd AP [ P(—s,) o]
(76.1) P(5)10=[ L
ot (5,51 dsr+1
D’autre part, si P; est un polynome homogeéne de degré p,> p + ¢,
ad n a\ , [9\,. ¥
P<&>J(1) — Ep<dt> P, <B7> [/rJog|k]]

s P<gt>P <gt)[/"/”]

ést une fonction holomorphe en o; or, vu les théorémes 3 et &, on a
I’égalité des fonctions continues

e lpi—p—y p — 8
< >[/\(t)Jp(t) If)f”/S ] S‘/_lql)! Pi(:;l(;§

a\ ;. R B
P ( 5z U tog 41— dog 41 |

et
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est holomorphe sur 7" en 0. Donc

(370 () [<log|k| >f(&]
@)L, ]

est holomorphe sur 7" en o; la distribution

Jd drri-'{P(— s,)w |
P(F[)J(l)g\/h‘(ss) dsP+1

est donc une fonction holomorphe en o.

Elle est identiquement nulle, vu (76.1) : la distribution P<%>J(l) a

Uexpression (76.1). Le théoréme 5 est prouvé.
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