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REMARQUES SUR LES ESPACES UNIFORMÉMENT CONVEXES (1);

Par M. R. FORTET.

1. Les projections normales
dans les espaces uniformément convexes.

Soit B un espace vectoriel, complet, dislancié (ou plus briève-
ment espace de Banach) à éléments réels ou imaginaires; soit V
une variété linéaire complète de B, et X un point déterminé
quelconque de B; a? étant un élément variable de V, considérons
la quantité ( i b t s) | X — x \ ; elle admet évidemment une borne infé-
rieure w^ o (w == o signifiant que X appartient à V); si x dans V
est tel que

] X — x | == rn,

nous dirons que x est une projection normale de X sur V.
Rappelons que B est strictement convexe si, x et y étant deux

éléments quelconques de B, la condition

|a.-4-y|=;;»;-+-|y;,

entraîne que x = \y, où \ est nécessairement un nombre réel > o.
On a alors

LEMME 1. — Si B est strictement convexe^ la projection
normale x de X ̂ rV, si elle existe^ est unique.

( l) Les propriétés établies dans ce Mémoire ne sont pas toutes nouvelles,
comme on le verra en se reportant aux divers auteurs que nous citons en
notes, ou encore au Mémoire suivant de Pettis : A proof that every uniformiy
convex space is reflexive (Duke Math. Journal, t. 5, 1939, p. 249). Mais il
nous a paru intéressant de montrer comment ces propriétés pouvaient être
établies par des procédés extrêmement élémentaires.

(lbis) Le symbole j x \ désigne indifféremment la norme de x ou la valeur
absolue de *r, suivant que x est un élément de B ou un nombre réel ou
complexe ordinaire.
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Supposons, en effet, qu'il existe deux projections normales
distinctes x et x ' de X sur V; on aurait

\\—x == \\—x'\ =/n.

Cela est impossible si m = o, car alors nécessairement

a '==^=X;

soit donc m > o; on a évidemment

În îr^kl̂ Lî x—^
2

ou
.r -4- .r

^'w,

x -4- a?
2 appartient à V comme x et x ' , si donc on avait

v x -\- x \X——-—\<m,
\

m ne serait pas la borne inférieure de | X — x \ pour x variant
dans V; on doit donc avoir :

1 _ x •+• x' \
x-———-|==^ ou ! (X—^)-h(X-^) |= iX—^!-4- jX—^|,

d'où puisque B est strictement convexe

(\—x')==(\-^x)\ avec X == i
ou

x'=x,
ce qui établit le lemme.

B est dit uniformément convexe (2), si, quels que soient x eïy
dans B, il existe une fonction < Î A ( £ ) > O telle que les conditions

M^lyl^ (^>o); \x-y\ï^'>o

\x-yL\ï\y\-W,
entraînent

nous appellerons ^(e) le module d'uniformité de B.

( s ) CLARKSON, Uniformiy convex spaces ( Trans. American Math, Sor
t. 40, p. 396-414).
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On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME I. — Si B est uniformément convexe^ quels que
soient X et V, la projection normale x de X sur V existe et est
unique.

Si x existe, son unicité résulte du lemme 1, car un espace uni-
formément convexe est nécessairement strictement convexe ( : î).

Prouvons que x existe. Il existe une suite x^ x^, ..., x^ ... de
points de V tels que | X — X n \ tende vers m lorsque n augmente
indéfiniment. On peut extraire de la suite {Xn) une suite par-
tielle (^) telle que Fon ait de plus

|X-^|^|X-^!,

quel que soit n. Si {x\^ ne converge pas vers une limite x^ on
pourra trouver un nombre e > o tel que Fon ait pour certaines
valeurs de n aussi grandes que Fon voudra, et pour certaines
valeurs de p :

1 ^n— ^n+p\ ^> ^*

Mais alors on aurait

m< (X—.c;,)-t-(X—^^)
2

X X a -+- X ,^f,
— —————— 1

et puisque B est uniformément convexe

^ ; (X - x',,) -+- (X - x'^) | ^ ! X - x^\ - ̂ .(e),

puisque
I (X -- X',,) — (X — X'^p) \ = | X',,— X^\ > £.

En prenant n assez grand pour que | X — ^ J < / n + ^ ^(e),
ceci entraînerait que

fn^m— -ô.t(e),

ce qui est absurde. Donc (x,^) converge vers une certaine limite .y,
telle évidemment que [ X — x \ = m ^ ce qui établit le théorème.

( 3 ) Cf. CLARKSON, loc. cit.
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Plaçons-nous alors dans un espace B uniformément convexe;
la projection normale sur une variété linéaire V est une opération
bien définie et univoque; de plus :

LEMME 2. — Dans un espace B uniformément convexe^ la
projection normale sur une variété linéaire V quelconque est
une opération continue.

Soient X, Y deux éléments de B, x et y leurs projections surV,
soit \x —y\ ==£, on a

|Y-y|^|y--X|.-!X-Y|,

] Y — a - | ^ | Y — X | - h | X — . r | ,

et en vertu de l'uniforme convexité

|X-^|<]x-î-±2:k|X -y 1-8^(6) ,

en prenant k == | X — y ].
II en résulte

Y -y | ï \ Y- x |-^ 8<.(s) - 2 1 X -- Y ]

Donc, puisque |Y—x\ > |Y—-y|

^(0^2|X-Y|.

11 en résulte aisément le lemme 2.
Nous dirons que y est normal à x si le minimum de \y — \x\

est atteint pour À == o, c'est-à-dire si la projection dey sur a? est o.
Plus généralement, et de manière analogue, on définit la normalité
dey sur une variété linéaire complète V. B sera dit à normalité
réciproque si, quels que soient x et y, le fait que y est normal à a?
entraîne que x est normal à y; il n'en est pas toujours ainsi,
comme nous le verrons par l'exemple des espaces LA

L'espace B, uniformément convexe, sera dit à norme régulière
si x et y étant tels que : |y | > o, y normal à x^ on a

i y+X.c |= |y | -+ -o ( |X | ) ,

où o( PJ) est infiniment petit avec | À | d'ordre supérieur à i .
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Exemple des espaces LP (jo> i) : Soit L^ l'espace des points a;
dont les coordonnées x^ x^ ..., Xn, .. ., satisfont à la condition

^ !*yn|^<-t-x (avec/?>i).
71

Cet espace est un espace B si l'on pose

M=f2i^Y-
\ n /

On a démontré ( 4 ) que LP est un espace uniformément convexe;
X(^) et Y(y^) étant deux points quelconques de l'espace LP,
montrons que, s; Â^+W^ (^i et Àa réels), la fonction

î_
^ (^ ̂ ) = i^+ ̂  i = /^ iy.-+- x^i^y

admet des dérivées partielles ̂  et ̂  continues dans le champ

|^ |<H, pourvu que |y|>o et que y ne soit pas de la
formey==Âo.r.

Posons, en effet,

An= \yn-^^ÎCn\P; A ==V A,».

n

Dans les A,, distinguons trois catégories : ceux pour lesquels
^n=yn==0j qui en somme ne jouent aucun rôle; ceux pour
lesquels \yn [ = o, avec | ̂  | ̂  o, soitAn/; enfin ceux pour lesquels
\yn\>0, SoitA^.

Nous poserons

A-==^A.s A'^A...
n' n.i

On a

-55 -̂ = 3-ly^-+-^•27n*>|^""2(a!•n'yy^-^•Ï«^,t--^-2Xl|a•^l2)

et une formule analogue pour ̂ A^.

(4) C/. CLABKSON, loc. cit.
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D^où Fon tire

^A^» ,———f)\n11 , /— - — v"̂ 7 ~V~~I'^'7 =PX^\y^-{- x^^-'2(.y^-+- x^.) == B,^,

on a aussi
B,^=7?.r^iy^-+- A.c,^-'sign (yn^^^n"),

sign -s désignant comme d'habitude -s- (ou o si ;?==o). Dans le
domaine | ^ | < H, B^ est, quel que soit n\ fonction continue de ̂
et À_) ; comme la série

^| Bn"\ =^^l.c^[iy^-4-Xa-,^l//-l

n" n"

converge uniformément dans le domaine | \ \ < H, il en résulte
que, pour | À | < H, A." admet des dérivées partielles continues par
rapport à À< et ^2-

Pour A' on vérifie aisément que

<^A' , - , v^, , ^i ^A' x^ ^^=p\^-^\^^=^, ^=^1^1.1x1^^^,
^ 1t'

qui sont bien définies et continues pour | \ \ << H.
Ceci étant, -,— et -rr- existent et sont continues pour | ^ | <" H

fff\\ Uk* * 1 1 ^

comme A n^est jamais nul, on aura

^î-= lA^"1^-
()\i ~~ p / (AI

à^ce qui prouve que ̂ - également existe et est continue et de même
à^pour —•r àt.î

Quelle est alors la condition nécessaire et suffisante pour
que Y ( [ Y | > o) soit normal à X ? C'esl que, pour ^ = \^ = o,

. ^<ï> ^ . ,on ait : ,— == ^ === o, ce qui donne

^ \yn !^-1 sign yn,xn = o,
n

ou
^ly^l^y^^o.
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Sauf dans le cas p == a (espace de Hilbert) cette condition n'est
pas symétrique en x et j' : donc, en général LP n'est pas à nor-
malité réciproque.

On voit par contre aisément que L/' est à norme régulière;
il suffit pour cela d'utiliser les résultats précédents.

Nous allons chercher si, dans un espace B uniformément con-
vexe, la projection normale est une opération distributive ; c'est-
à-dire si, X et Y étant deux points de B et V une variété complète
de B, on a :

proj norm^(X -h Y) = proj norm^X -f- proj norm^Y.

Cela est exact d'abord dans le cas où X appartient à V. En posant
dans le cas général

x = proj norm^X; y == proj normyY,

x et y appartiennent à V; on se ramène à établir la propriété dans
le cas particulier où X et Y sont normaux à V, c'est-à-dire à établir
que, si X et Y sont normaux à V, il en est de même de X 4- Y.
Démontrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 3. — Dans un espace B uniformément convexe et a
norme régulière si Z est normal à X et a Y, // est normal à la
variété linéaire (X, Y).

L'hypothèse est que [ Z + ^ X | et |Z+^Y| atteignent leur
minimum | Z | pour V ==: V= o.

Et Fon a, puisque B est à norme régulière,

Si l'on pose

et

|Z -+-? /X ! = |Z | -4 -o ( |X ' | ) ,
|Z4- rY | = |Z|+o( |Y|) .

r^^-h^-^T^

r=x';-^~i>^
[ Z -j-VX -{- )/'Y | apparaît comme une fonction réelle des quatre
variables réelles Y,, r<,, ^/, ̂  ; c'est une fonction convexe. Si, pour
un « point » [V,0? ^>0? ^'1°? ^2°] ^on nul (c'est-à-dire que
| ̂ o [ ̂  j ^o j _^ [ ^o [ _^ ] ̂  ] ̂ ), [ Z + VX + )/'Y | atteignait
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son minimum m (nécessairement << [ Z |), on aurait, pour p réel et
négatif

(i) ]Z4-p (A,»+^" rTXÏ" )X+p(XÏ (>-4 -^^A ' ,o ) |Y^]Z l - -p ( |Z | - -m) .

Or nous avons

(•2) ]Z4 -2p(^o+^Tx ,o )X i= |Z l+ ( / ( lp | )

(3) iZ^p^ïû+v/^A^YI^Zi+o^lpl)

pour p assez petit, (2) et (3) donnent

(4) |z+p(x,o^^^T^o)x^p(x^^^rTx^)Y|^|z|^071p^^og(lpl);

(i) et (4) sont évidemment contradictoires. Ceci nous force à
admettre que | Z -\- À'X 4- W ) atteint son minimum pour
V=Vf-==:o^ ce qui établit le lemme 3. On remarquera qu'eflec-
tivement dans les espaces L^ qui satisfont aux conditions du
lemme 3, la condition de normalité de y sur x vue précédemment
est une fonctionnelle linéaire de x égalée à o, ce qui confirme le
lemme 3.

Il résulte du lemme 3 que l'ensemble des X auxquels Z est
normal forme une variété linéaire, et cette variété est fermée,
c'est-à-dire que si Z est normal à X^, Xo, . . . , Xn, » . . , qui
tendent vers X, Z est aussi normal à X. Si Z n'était pas normal à X,
on aurait pour une certaine valeur \^ réalisant le minimum
d e [ Z 4 - ^ X |

(5) | Z - + - A o X | < | Z | .

Or,

(6) | Z -+- AoX | ï \ Z -•+- AoXn | — | X — Xn 1 . ] Ao 1

^ | Z | ~ | A o | . ] X - X ^ [ ,

(5) et (6) sont évidemment contradictoires (du moins pour/i assez
grand). Il est alors facile d'établir le théorème suivant :

THÉORÈME II. — Dans un espace B uniformément convexe, à
norme régulière et à normalité réciproque^ la projection
normale sur une variété linéaire complète quelconque est une
opération linéaire continue.
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En effet, on a déjà vu (lemme 2) que la projection normale est
une opération continue; et, cTaprès le lemme 3 et la réciprocité de
la normalité, Popération est linéaire.

Remarque. — II résulte aisément du théorème précédent que,
dans un espace B à norme régulière, uniformément convexe et à
normalité réciproque, et de plus séparable^ on peut trouver une
base, c'est-à-dire une suite de points x^, x^^ . . ., Xni ... de norme
égale à i , réciproquement normaux (deux à deux et autrement) et
tel que tout points de B soit représentable (d'une manière unique)
par une « série » convergente de la forme

X = \\X\-\- \îX^ -+-. . .-1- \n X n -+-...,

les ^^ étant des nombres réels ou complexes.

Généralisation. — Étant donné dans un espace B un ensemble E
fermé et linéairement convexe, c'est-à-dire tel que

_ — „ .ri -+- x^ —x\ C E, Xî c E, entraînent ————: c E,

on peut définir la projection d'un point x quelconque sur E.
Si B est uniformément convexe, on voit facilement que cette pro-
jection existe et est unique.

2. Application à l'itération des opérations linéaires.

Soit, dans un espace B, une opération linéaire continue U. On
peut attacher à U trois variétés linéaires :

la variété V des points y tels quey==U(. r )—x \ V n'est pas
nécessairement fermée ;

la variété V constituée par V et sa fermeture;
la variété W constituée par les points x tels que U(^*)===.r;

W est fermée.

Enfin, on peut considérer l'ensemble E des points normaux à V,
si Pespacc B se prête à une définition de la normalité.
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Nous poserons (Tautre part
\]n+i .+. U/Î-+-2 .4. ...-i- \]n+m

IJ /î, 7?î == —~———————————————————————————-——— •m

On remarquera que, si y c V,

lirai U,^(y)=o
77l>-l-ao

quel que soit n, pourvu que les |U^j soient bornées dans leur
ensemble.

Cas des espaces B strictement convexes. — Si B est strictement
convexe, nous disons que x est normal à V si, quel que soi t y c V,
la condition \y \ > o, | \ \ > o entraîne

\x—'ky\>\x\'
THÉORÈME III. — Si B est strictement convexe^ et ^ ] | U J = = i ,

V ensemble E est Identique à la variété W.

a. Si x est dans E, comme on a

\]{x)^x-^[\](x)—x}

et que U(x) — x est dans V, si |U(o*)—x \ était > o, on aurait

|U(^ ) |>M,
ce qui est impossible puisque 1U| == i. Donc tout point de E est
dans W.

6. Si x est dans W et si x notait pas normal à V, on pourrait
trouver au moins un y dans V tel que Ponait

\x—y\<,\x\,

car si Fon avait, quel que soit y dans V , [ ^ — y | > [ a * [ , a ? serait
normal à V.

Alors, si l'on a
\ x — y \ <\x\

posons x — y == z ; on a

^n^m(^) = X == \Jn,m(z) -+- U n,m(^)

\x\^\^n,m(z)^+\Vn,,n(y)\

\X\^\Z\ -h\ \Jn,m (7)1
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et à la limite

ce qui est contradictoire.
Si Von a x — y === x^ sans pouvoir obtenir \x — y\ << j x I , c'est

que y est une « projection » de x sur V. Cette projection, qui
existe par hypothèse, est d'ailleurs unique puisque B est stricte-
ment convexe.

En posant toujours
j c — y ^ z ,

formons | z — ^.y' | avec y' quelconque dans V ;

1 z — y-y !•= . -/' — (y -4- y-y') l î

si | p. | et \y'\ sont différents.de o, l'unicité de la projection de x
entraîne que

I x — (v •+- u.y) [ > x \ = j s |.

Il en résulte que z est normal à V$ donc z est dans E et dans W,
et l'on a

^ H , m ( ^ ' ) = U,( ^(.5) -h U^,m(y),

j f=5 -^^«.wCr)
et à la limite

donc x est dans E comme z.

Cas de B uniformément convexe. — Si B est de plus unifor-
mément convexe la normalité sur V équivaut à la normalité surV.
Tout point x a une projection jr sur V7 et l'on peut écrire

x= ^-+-y

avec zc W.
Alors

donc
UT»,W(^) == 5 -h U^,,n(y),

lim Vn.mW = ^
W->-ao

quel que soit w.
Posons U(.r) == s; l'opération ainsi définie est linéaire et con-

tinue, el l'on a (toujours sous l'hypothèse J U | == i),

LXIX. 3



pourvu que W ne soit pas vide. D'ailleurs U et ( U — U ) sont
orthogonales. On peut alors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME IV. — Dans un espace B uniformément convexe.
toute opération linéaire continue U de norme égale à i est la
somme de deux opérations linéaires continues orthogonales U
et U, telles ̂ fue

lim U,,,,u= F,
w>- »

quel que soit 71.

Ce théorème a été énoncépo urh» première fois par G. Birkhoff(8).

3. Les fonctionnelles linéaires
dans les espaces uniformément convexes.

Soit dans Pespaçe B uniformément convexe, une fonctionnelle
linéaire continue quelconque, <^(.x?). Soit V la variété linéaire
complète formée par les points x tels que ^(a?) == o. Nous
appellerons V la variété caractéristique de 0. Si V est identique
à B, ^ est identiquement nulle. En écartant ce cas, il existe au
moins un x dans B extérieur à V et tel que <&(o?) === a ~^- o.Je dis
que B est le « produit » de la variété linéaire V par la variété (x)^
c^est-à-dire que tout point z de B peut se mettre (d^une façon
unique d'ailleurs) sous la forme

s==ajc-4-y,

a nombre réel ou complexe et y c V. Cela est évident en effet, si z
est dans V; si z est extérieur à V, on a

0(^) =6^0.

Soit t le point
t - x a-^-.r-^.,

(°) Cf. G. BIRKHOFF, Thé mean ergodic theorem {Duke Math. Journ.^ vol. 5,
"J3^» P- tQ)-
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^{t) est nul, donc t est dans V; or on a
b - b
— x — — ï ,
a a

qui est de la forme a a? -4-y.
Il en résulte que, si a? est normal à V, tout point normal à V

est de la forme Àa*. Dans cette hypothèse, quand on pose

.s=ad7-^y,

y çst la projection de z sur V; on a d'ailleurs

<I»(s) ===a<t»(.c).

En somme, toute fonctionnelle linéaire exprime une certaine
normalité.

On a d^ailleurs
1^=^.1^ =è...MI±W

et comme
: ^ | > | a | | ^ |

on a
|<^i^

donc
^,_ 1^)

On peut d^ailleurs toujours choisir .y de façon à avoir

|.r[=i, $(^)==|4>|.

Le x ainsi déterminé, qui est unique, sera dit le « sommet » de la
fonctionnelle linéaire. Le point |0|.a? sera dit le « sommet norme »
de ̂  : il caractérise entièrement la fonctionnelle.

Réciproquement, soit un espace B uniformément convexe et
de plus, à norme régulière, x étant un point quelconque de B,
Fensemble des points y auxquels x est normal forme une variété
linéaire fermée V; on montre sans difficultés que tout point
normal à V est de la forme ^.a?; z étant un point quelconque de B,
y sa projection sur V, on a donc, d^une façon unique

z == a x -t- y

avec a nombre réel ou complexe et y c V.
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Si alors on pose a == ^(^), <î> est visiblement une fonctionnelle
linéaire continue, dont V est la variété caractéristique, et dont la

norme vaut —-. Donc, en quelque sorte, dans les espaces B

uniformément convexes et à norme régulière^ toute relation de
normalité peut s'exprimer par une fonctionnelle linéaire.

Soit, dans un espace B uniformément convexe, deux fonction-
nelles linéaires continues ̂  et ^2, de sommets normes x^ et x^ et
de variétés caractéristiques V^ et Va. Il est facile de voir que si
11^— ^a I I tend vers o, sans que ||̂ || et \\^\\ tendent toutes
deux vers o, \x^ —x^\ tend également vers o avec une certaine
uniformité. Pour préciser, supposons que |[ ̂  ( j == [| <P.,|[ == i.

On a
II <ï»i-<M^ 1^1(^1) - - •^2(^1)1

et en posant
.rj = aa?» -h y avec y c Vs, | a [ > i,

8<I>i-<M^[l--a|,

or
a^-h-^ ^ia^2-+-J|—5i(|^|),

v
8 i ( | y | ) ^ i — aa-2-4- -̂ - < j — j a ̂ 2 [ = i — [ a | < ! i — a [.

Observons que l'on peut, sans restriction, supposer ^(|y|) fonc-
tion croissante de [y|; en désignant par A< sa fonction inverse,
on a

jy i^A,( | l -a| ) .

Or
| ^ i — ^ 2 i ^ | i — a | - + - | ^ i ^ ( < I > i — < ï * i l - t - A i ( | < î » i — <Ï>2|).

ce qui établit la proposition annoncée.
Envisageons la réciproque, c^est-à-dire demandons-nous si le

fait que | x^—x^\ tend vers o entraîne que |[ ^—^a|[ tend
vers o uniformément, toujours avec rhypothèse |[ ̂  |[ == [[ ^21| = i •
Nous pensons que ce faitn^st exact que moyennant une hjpothèse
supplémentaire sur la nature de Pespace B, du genre de la sui-
vante : B est à norme uniformément régulière.

Définition. — Nous disons que Pcspace B uniformément con-
vexe est à norme uniformément régulière s41 existe une fonction
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o ( £ ) ( e > o ) infiniment petite avec £ et (Tordre supérieur à i ,
telle que Von ait

! . y -+- \ r j ^ ,^ | -+-o( ix |),

pourvu que | x \ == \y \ = i et que x soit normal à y.
Il y a là une condition plus stricte que pour les espaces à

norme régulière, car pour ces derniers on accepte que o ( [ À | )
dépende de x et de y.

Je dis alors que :

LEMME 4?. — SiB est un espace uniformément convexe à norme
uniformément régulière^ il existe une fonction ©(e ) ( s>o)
infiniment petite avec s, telle que Vonait, si <D< et ^2 sont deux
fonctionnelles linéaires définies dans B, de normes égales à i
et de sommets x\ et x^

| [ < î > i — 4 > 2 | | ^ 9 ( ! ^ i — ^ i ) .

En eflet, z étant un point quelconque de B, posons

z^oiXî-^-yï avec y-î c V», a = ̂ (.sa)?

<I»i (z) = 0i (a-s) 4*2 (s) -h 4>i (y.;),
) 01 (S )——«Î» , (Z ) ==<î>2(^) [0 l ( . r2 )——I]-^- ( ^ ) l (y '2 )

( 1 ) ï =^(^)0i(^i-^i) - îCr.),
|0i(.s)—0^(^) i ^ | ^ i i^—.ri| + l^iQ^) ]

or, en posant
^-^

1^1
on a
(2) | ̂ 1 Crs) | ̂  | YÎ 1 1 0 1 (0 [ ^ 2 1 ^ 1 1 0 1 w |,

carya? projection de z sur Vg, est tel que [ya l ̂ 'l ̂  |* O11 a

| < | = = i et ï =«î»i(^).yi -<- y i avec y iCVi ,

nous poserons pour simplifier

A==0l(0;

•TI est normal à (t — ̂ i), c^st-à-dire que, quel que soit ^, on a

[ ^ ^ — ^ ( f — X ^ i ) l ^ l a - i | ==1.
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avec

II vient
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A-l == Xï -+- (a^ — ^g) == Xî -4- £

c == X), — Xî.

Xï -+- [f.\ J'o—— U.t •+- £ -»- ,uX £ ^ 1 ,

——- ^ -+- £ > ———————
- ^A | - ^ .4- ̂  ] 7

^ — ——S——^ ^ + j £ | > ————î————
| i -t- ULÀ | 1 ' - [ i -4- aX |

.0 L^.___ - ^ | £ | > I ,
\ 1 1 -+- UA [ / ' 1 - j I -^ ̂  | '

puisque B est à norme uniformément régulière.
Observons que [ 11 < i, prenons y. == — ^/(T| i-M, il vient

I^of|--^TI__|^-.^|,^
^^l)-^1'1^'^

d'où, du moins dés que [ £ | < i ,

(3) l^|^v/T^"-^-—L=:o(2v/TET),^ l^
d^où l'on déduit aisément le lemme annoncé, en portant (3) et (2)
dans (i).

Remarque. — Si l'on considère les deux variétés Vi et ¥3, on
peut apprécier la façon dont elles diffèrent en posant par exemple :

angle (Vi avec V<) = 6.,.d•±-ZLà^lyil
lorsque^ varie dans V^ .Comme dist.y< àV2=|0a(^)|,on voit
que (3) exprime que : s i j ^ — ^ l tend vers o, Pangle de V<
avec \\ tend uniformément vers o. Observons que x^ définit une
« direction » commune à tous les points \x^ De même pour x^ :
on peut poser

angle dir. Xy avec dir. a?s= dist. s-i à variété (.r,).

Cet angle n'est pas altéré si Fon remplace x, parîl^, avec 15l ' == i.
On démontre comme précédemment que : si V angle de la direc-
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tion x\ avec la direction x^ tend vers o, l'angle de V< avec Va
tend uniformément vers o.

On a alors :

THÉORÈME V. — L'espace conjugué B d'un espace B uniformé-
ment convexe^ et à norme uniformément régulière^ est lui-
même uniformément convexe.

Soit en effet z un point quelconque de B, tel que |^|=:i.
Posons

z = x^ $1 (z) -4- yi = Xt <î»2 (z) -+- yî,
\^i(z)\ = ̂ —yi|, |^(^)|== i ^—J î ] ,

B étant uniformément convexe, on a

^-yil^l^-^l^l^i-SiCyll),

l.^^!^-^ ^l^l-Sid^l),
D'où

(4) '^^^^l.^^^dnD^^d^Dl.

Supposons que ̂  et ^2 satisfassent à la condition

| 4> i—^î |>e>o .

Comme on a évidemment en général

\^l(s)—^î(z)^\Z\ \ X i — X î \ -+•1^1— Vî|.

On a ici, avec | z \ = i,

(5) e ^ l . r i — ^ l -+- ly i—ysl .

On peut alors distinguer deux cas :

Ier cas : \v^—yï\ï-f alors \y^\ ou \y^\ est >> -^ et l'on tire
de (4)

<•» lî^tîiâ.-;-«.0),
a^8 cas : \}^—y2\< |; alors [ ^ — ^ a j est >-^;

distinguons deux sous-cas :
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». angle dir. x, avec dir. x,> ^ ̂ '(s-') [nous désignons par y'(s)

la fonction universe de y(e)]; alors, en posant ^ y'(s") =y, on
prouve sans difficultés que l'on a

\}^ \+\yî\ïh(y),

h étant une certaine fonction qu'il est inutile de préciser; il
résulte alors de (4) que

(7) ll^i+^ll i, |-i -I
ï——^-^[^(y)\-

(3. angle dir. x, avec direct. a-,<<p'(e"). Soit p^ la projection
de x^ sur la variété a-a; l'hypothèse est donc que

ia-i-pa;, <^.
L<onsidérons

(8) ^--^^ = (^-F^)+p(,_^^ <^+pl-^_._,[,

car | p | < i. D'ailleurs | p | > i —y de sorte que (8) donne

3:l~TpTXÎ\<^\lr,-.—i=L i-yj=y ~ '<^.

Posons $'a = ̂ - <&2; —— 3.3 est le sommet de <^; on a

Or

(9)

On déduit

avec

II l'i - 'K 1 < s ( | -r, - -^- .rj ) $ o (TI') ~ t\

s < I <I»i — $; | < j $, _ ̂  ( ^_ j ̂  _ ̂ ^

-^l-yr-l-

-^-l.-i-K^) («)

I<(s)~^.
4

(6) Nous remplaçons, pour simplifier, certaines égalités ou inégalités par
leurs expressions asymptotiques pour g -> o. Cela est suffisant.
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Mais on a

.,o) |îi^î2||=|îl-îi^îl±J•,[<|îl_^|^•^^^^||
11 'î D U 2 2 | - [1 2 [| •> " " - "

^ I - - K ( £ ) - h ^ ~I-^ .

( 6 ) , ( 7 ) et (10) établissent le théorème annoncé.

Application. — Soit un espace L^) (p > i), supposons le point
y normal au point x^ avec \y \ = \ x \ •===-1 et étudions la différence

t ) ( ^ ) = = | y - t - A ^ ; - ] y ; .

Commençons par étudier

<-/(?.)= ̂ n\yn-^\Xn\P—^n\yn\P.

Il résulte de calculs précédents que d(V) a une dérivée continue
par rapport à \\ et Àa, si l'on pose

A == A] -+- À S ^ — I.

Pour simplifier nous supposerons ^ réel, donc égal à ?^. Nous
supposerons d^abord qu'aucun des yn, n'est nul. On a alors, d'après
ce que l'on a vu,

d\\) ̂ p^nœ^ Ij^^^/J^-^y^T^).

11 en résulte que, 9 désignant un nombre compris entre o et i ,
l'on ci

d(\) = \p^nXn \yn^^\Xn \P^ {y n •+- 6^ ).

Dans le cas de /?<<a, cette écriture ne serait pas valable pour
)'„ -h 9tjCn = o; mais, dans ce cas, il faudrait écrire

^n \yn-^- ̂  Xn j^-1 sign(y,,-(- ^\Xn)

qui est nul, de sorte que ce qui suit reste valable. Mais on a

|y,,-4- OX.r// /'-2= \y,, '/^-2-+- 6X(p- •>)^ iy^-h B' 6X.c,, j/^— sTgii (y,, -4- e'6A.c^).

9' désignant un certain nombre compris entre o et i.
D'autre part, y étant normal à .y, on a

^iy^-^y^^o.
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De sorte que ûî(^) peut s'écrire

(/(A) ==À/^,,^ { '^ [^-2 eXa?,, -+- OA(JO — 2)^ (y,,-4- bAa?n)

xsiin(^-+-e/ox^) x l.y^+e'eÀ.rni/7-^;
=ex^[A+(^-2)B(e /ex)] ,

en posant
A ̂ -^y'n^^

B(e /ox) == ^n |^-h e'ex^ ^-s (^-+- ex^) sïin 0^4- c'e?^/,)^.

ç
•2

/! ^-i
Comme les séries ^/i|^|2 et !„{ |yn|^--2 ^ convergent, on voit
facilement que

i A i ^ i .

On a, d'autre part,

| B 1 ^ S,, ly/,-1- e'ÔA^ |̂ -3 |y^-i- OX^ 1 1 xn |2.

Posons
^/<== \yn-^^Xn\ |a*,i|2,

^=l^-+-e'e>^/i^,/î
3

____ p ___ My ^"^y ̂ =y i^^e'e^^i^o/',
^——n ^—M . ^—n

V^ •̂  Y^ p- îp.
^ S n ' ^ ^ , \yn-^^Xn\î\Xn\'•i .

ÂHHin ^»»n

Si
£ ^

M^== |^-+-6X^ |3, Pn= ]^ |3 ,

on a
^u^ ==S|^-4-eX.r„|^<2/?,

ï^=S|^^=l.

De sorte que
R 1 / •'^V P.

^nZn ;î ^ I S </.„ P^ | ̂  (S ̂ V1 \S ̂ ;3 < 2 3 .

Finalement
/ -j°-\̂ i3 / P\I

\îï\^^Snt^\^nt^-3) P \S,,^ 3^ < 2^-3 X 2 =s 2/'-2.

On en conclut
1 ^(x) 1 ^ 1 x l^tl + \P — 2 | 2/?-2].
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Autrement dit, [ r f (A)] est un infiniment petit avec |5^ | (Tordre
supérieur à i, uniformément par rapport à x et y. Ce résultat
subsiste si certains (y,i4- Ô'O^^n) s'annulent, si certains yn
s'annulent et enfin il s'étend au cas de À complexe. On en déduit
facilement le même résultat pour D(^), et il en résulte que :

THÉORÈME VI. — Les espaces L/^ avec p^> i sont à norme
uniformément régulière.

Nous pouvons compléter le théorème V par divers énoncés :

THÉORÈME VII. — Si B est uniformément convexe et à norme
régulière^ B est strictement convexe.

En effet, si |[^i4-^a [| == ||^i || 4- ||^2 ||» et si z désigne le
sommet de 4^ + <Ï>a, on doit avoir

1^1(^)1=1^11, 1^00'=11^11.

D'où nécessairement

3 == Xi x\ == A2A'2 avec \ \\ \ == | Xî == i,

d'où résulte que x^ == -^x^ et par suite que

^-ëRh-
|»,«,|.H,.l|,,i!̂ |.|,,(|̂ ,̂,t>|,

d'où l'on tire sans difficultés que ~ est réel positif, ce qui établit
le théorème.

Supposons B à norme uniformément régulière, et considérons
^ et ^2, telles que || <^ |[ == || ̂ a || = i. Étudions ||^4-^^.j||.
Soit z le sommet de 4^ + Â^a, posons

^=aa;i-(-yi avec a==<ï»i(3) ;

en remplaçant au besoin ^^ -4- ^C^ par

(<I»i -+- A (I>.2) X signa.
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ce qui ne change pas ||<Ï^ + Â<l>a [[, on peut supposer a réel et
positif; (Tailleurs o s < < i . On a déjà vu que ( i — a ) et |ri|
sont uniformément infiniment petits avec | À |. On peut poser

yï=- [^i(ji) -+- ^2(71)] s-+-y,

où ^ est normal à y; d'ailleurs ̂  (ri) == o, donc

^1= ^^(yi)^-^^^
^ == a .ri -h X <î>2 (yi ) z •+• y ,

z —y == a^-i-i- X«i>i(yi)..s,

^ étant normal à y, on en déduit :

j i ^ 1^1-4-^(^1) ̂  M-+-[>- I I ri I-
) i-^l^lljil.

On a alors

(2) ||<3>i -+- X^sll = ̂ (.s) -t- X4»2(.s) = a -4- Xa<î>2(.ri) -(- A«î>2(yi)

=i — (l — a) -+• A<I»2(A'i) -h X(a — i) $2 (.ï-i) -4- À<î»î(yi)

(i — a) étant infiniment petit d^ordre supérieur à i d'après (i)
le second membre de (2) ne peut être minimum, pour 7 == o, que
si ^2 ( x\ ) = o. On démontre facilement que cela suffit ; on a donc :

THÉORÈME VIII. — B étant uniformément convexe et à norme
uniformément régulière^ pour que la fonctionnelle <^< soit
normale à <Ï^, il faut et il suffit que le sommet x^ de ^2 soit
normal au sommet x\ de ^\.

Lorsque ̂ (^i ) == o, il résulte alors de (2) que

l^i+A^l!- ^ i l ^odx i ) ,

où o( 1 \ \ ) est uniformément un infiniment petit d^ordre supérieur
à i. Il en résulte que :

THÉORÈME IX. — B étant uniformément convexe et a norme

uniformément régulière., B est également^ non seulement
uniformément convexe^ mais encore à norme uniformément
régulière.
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Conclusion. — Lorsque B est uniformément convexe et à norme
uniformément régulière, si à tout point x de B on fait corres-
pondre le point $ de B dont x est le sommet norme, et récipro-
quement, on établit entre B et B une correspondance qui jouit des
propriétés suivantes :

a. elle est réciproque, biunivoque et bicontinue;
b. elle conserve la norme;
c. elle inverse la normalité.

Cette correspondance n'est pas en général linéaire.

Remarque. — B désignant le conjugué de B, la correspon-
dance précédente appliquée entre B et B d'une part, entre B et B
d'autre part, établit entre B et 5 une correspondance qui possède
les propriétés précédentes et dont on vérifie facilement quelle est
linéaire. B et B sont donc identiques à une isomorphie près (7).

4. Espaces à normalité réciproque.

Soit un espace B, uniformément convexe, et à normalité réci-
proque. On a le résultat suivant :

Dans un espace B uniformément convexe et à normalité
réciproque^ Vensemble des points y auxquels est normal le
point x forme une variété linéaire complète.

On vérifie facilement qu^il s^agit d'une variété complète; il faut
montrer qu'elle est linéaire, c'est-à-dire que, si x est normal àyi
et à ya, il est aussi normal à y\-\- y^ S'il n'en est pas ainsi, il
existe une valeur de ^ telle que l'on ait

l^—^Cn- t -ys ) | < | x \.

Si donc on considère le sous-espace B' à trois dimensions
(a!, y<, Yï)i dans ce sous-espace, x est normal à y\ et àya? mais

('') Cf. PETTIS, toc. cit.
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non à (y.\ -}- y 2), car x — ̂ {y\ ==Va) <^t un point de B^. De sorte
que tout revient en somme à démontrer le théorème pour un
espace uniformément convexe à trois dimensions, B'. On; peut
supposer | x \ == \y^ \ == \v^ \ == i. Soit alors un espace euclidien
à trois dimensions B^, rapporté à trois vecteurs rectangulaires
X, Y^, YS. Un point de B', z == OLX -(- (3y< -i- y y 3 correspondra au
point Z de B", de coordonnées a, (3, y. La surface lieu des Z tel
que | z \ === i sera une certaine surface Si continue et convexe
(uniformément convexe même. c'est-à-dire quelle ne contient
aucun segment de droite).

Soit Z un point de 5. Les vecteurs y auxquels z est normal ont
pour correspondants dans W des vecteurs Y parallèles aux droites
qui touchent 2 en Z sans pénétrer à l'intérieur de 2, donc qui sont
dans le cône des tangentes à 2 en Z. Je dis que ce cône se réduit à
un plan. S'il n'en était pas ainsi, on pourrait trouver un plan
contenant l'origine. Z, coupant S suivant une certaine courbe
uniformément convexe T et tel que T admette en Z deux tangentes
(une à droite, une à gauche) non confondues. Soient Z< etZs deux
vecteurs respectivement parallèles à ces deux tangentes et tels
que \z^ | == [ ^2 \ == l • E11 vertu de la normalité réciproque, ̂  et ^3
sont normaux à z, et d'ailleurs 7^ et Za appartiennent à F. Donc il
existe deux droites Di et Da parallèles à Z qui touchent sans la
traverser r en Z^ et Z.j ; F étant uniformément convexe, ceci n'est
possible que si D< et Da sont confondues et par suite aussi Zi et Zg,
^/et ^3, ce qui est contradictoire.

On en déduit que le théorème II est valable même si l'espace à
normalité réciproque n'est pas à norme régulière.


